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Introduction
Problématique et motivationsL'objet de ce mémoire est l'étude de processus stochastiques à valeurs dansdes variétés lorentziennes. En particulier, on s'intéresse au comportementasymptotique en temps long de ces processus et on souhaite voir en quoicelui-ci re�ète la géométrie des variétés sous-jacentes. Nous limitons notreétude à celle de di�usions, c'est-à-dire de processus markoviens continus,à valeurs dans le �bré tangent unitaire de variétés lorentziennes fortementsymétriques. L'introduction et l'étude de tels processus ont des motivationspurement mathématiques mais aussi physiques, que nous décrivons dans lesdeux prochains paragraphes.Des motivations physiquesLes théories physiques du mouvement brownien et de la relativité remontenttoutes deux au début du vingtième siècle. Elles remontent précisément à l'an-née 1905, Annus mirabilis 1 où Einstein publiait les quatre articles [Ein05a,Ein05b, Ein05c, Ein05d] dans Annalen der Physik. Ces deux théories onteu chacune un retentissement extraordinaire. Les travaux d'Einstein sur lemouvement brownien ont en particulier permis de mettre en place un pro-tocole expérimental pour mesurer avec précision la constante d'Avogadro, etainsi justi�er la nature discrète de la matière qui n'était jusqu'alors qu'hypo-thétique. Il n'est pas utile d'insister sur la véritable révolution scienti�que etphilosophique consécutive à l'introduction du principe de relativité. Pourtant,ces deux théories sont incompatibles comme il ressort clairement du fait que le�ux de la chaleur se propage instantanément à l'in�ni. Face à cette incompati-bilité, on aurait pu s'attendre à voir �eurir dès le début du vingtième siècle lestravaux cherchant à concilier mouvement brownien et principe de relativité.Il a fallu pourtant attendre une soixantaine d'années avant de voir émergerdes travaux concernant l'étude de processus stochastiques dans le cadre de la1. Cette thèse a débuté en 2005 où l'on fétait à l'IHP le centenaire des travaux d'Ein-stein. Le lecteur curieux pourra consulter les excellents articles [Dup05] et [Dar05] duséminaire Poincaré organisé pour l'occasion, téléchargeables (vorsicht Hadopi) à l'adressehttp ://www.bourbaphy.fr



x Introductionrelativité restreinte. C'est en e�et au milieu des années 1960 qu'apparaissentles premiers travaux concernant des processus de Markov à valeurs dans l'es-pace de Minkowski. Dans [Dud66], Dudley a ainsi introduit une di�usion àvaleurs dans l'espace tangent unitaire de l'espace de Minkowski, di�usion quipossède l'invariance lorentzienne. À la même époque, motivés par la modélisa-tion de plasmas relativistes dans l'optique d'une fusion nucléaire, les travauxconcernant la mécanique statistique relativiste non quantique se multiplientdans la littérature physique. On peut citer par exemple les travaux pionniersde Hakim [Hak65, Hak67a, Hak67b, Hak68a, Hak68b] et les références de cesarticles.Cependant, de façon assez surprenante, il faut à nouveau attendre une tren-taine d'années pour trouver de réelles avancées par rapport aux travaux deDudley et Hakim. Dans [DMR97], Debbasch, Mallick et Rivet ont ainsi in-troduit le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste (ROUP) pour décrire lemouvement aléatoire d'une particule ponctuelle baignant dans un �uide rela-tiviste. Ce processus a été étudié dans [DR98, BDR01a, BDR01b, BDR01c]puis généralisé au cas courbe par Debbasch dans [Deb04]. Poursuivant lemême objectif, dans [DH05a, DH05b] Dunkel et Hänggi ont à leur tour in-troduit une di�usion dans l'espace de Minkowski et étudié son comportementvia des simulations numériques. D'autres di�usions relativistes sont apparuesrécemment dans la littérature physique, citons par exemple [Pav01, VB06,Hab09, Her09]. Bien que certains de ces processus aient été largement étudiés,des questions concernant leur comportement asymptotique restaient sans ré-ponse. Par ailleurs, certaines a�rmations couramment admises les concernantn'avaient pas de justi�cation mathématique rigoureuse.Des motivations mathématiquesL'introduction de processus et de méthodes stochastiques dans le cadre rie-mannien remonte aux années 1960 et aux travaux de Kiyosi Itô sur le trans-port parallèle stochastique [Itô63]. Depuis ces travaux pionniers, les inter-actions entre théorie des probabilités et géométrie di�érentielle sont deve-nues un champ de recherche fructueux et en constante expansion. Parmiles nombreux résultats marquants obtenus via ces méthodes, on peut ci-ter par exemple la preuve probabiliste du théorème de l'indice d'Atiyah-Singer par Bismut dans [Bis84], la détermination d'applications harmoniquesentre variétés riemanniennes via l'étude de semi-martingales [Ken98], ou en-core l'étude de la frontière de Poisson sur les variétés de Cartan-Hadamard[HK92, ATU09]. Tous ces travaux font apparaître des liens très profonds entrele comportement local et asymptotique du mouvement brownien et plus géné-ralement des semi-martingales sur une variété riemannienne et la géométrie



xide cette variéte. Une question très naturelle consiste alors à se demander side tel liens perdurent lorsque la variété sous-jacente n'est plus riemaniennemais pseudo-riemanienne, en particulier lorsqu'elle est lorentzienne. Autre-ment dit, l'étude du mouvement brownien et plus généralement de processusstochastiques sur une variété lorentzienne nous apprend-elle quelque chosesur la géométrie de cette variété ? Pour répondre à cette question, il fautbien entendu d'abord s'entendre ce qu'est un mouvement brownien sur unevariété lorentzienne.Comme nous l'avons déjà brièvement indiqué au paragraphe précédent, lespremiers travaux concernant l'étude de processus stochastiques dans le cadrelorentzien sont ceux de Dudley dans les années 1960. Dans l'article [Dud66],Dudley a établi une classi�cation des processus markoviens à valeurs dansle �bré tangent unitaire de l'espace de Minkowski qui possèdent l'invariancelorentzienne, c'est-à-dire dont la loi est invariante sur l'action du groupe deLorentz, le groupe des isométries de l'espace de Minkowski. Il a ainsi montréque parmi ces processus, il en existe un et un seul dont les trajectoires sontcontinues, et donc qu'il existe un unique candidat naturel pour être quali�éde mouvement brownien dans l'espace de Minkowski. Dans un second ar-ticle [Dud73], Dudley a ensuite étudié les propriétés asymptotiques de cettedi�usion montrant en particulier que le processus est transitoire : il divergevers l'in�ni dans une direction privilégiée, à l'image du mouvement brow-nien hyperbolique. Récemment, dans [Bai06, Bai08a], Bailleul a complété ladescription de Dudley en montrant que non seulement les trajectoires dumouvement brownien dans l'espace de Minkowski s'en vont à l'in�ni dansune direction privilégiée aléatoire, mais qu'elles convergent également versun hyperplan asymptotique aléatoire.De façon assez surprenante, hormis les récents travaux de Bailleul, les ré-sultats de Dudley ont eu relativement peu d'écho. En particulier, la notionde mouvement brownien sur une variété lorentzienne générale est longtempsrestée �oue. Récemment, dans [FLJ07], Franchi et Le Jan ont étendu laconstruction de Dudley au cadre géométrique de la relativité générale. Ilsont en e�et construit une di�usion à valeurs dans le �bré tangent unitaired'une variété lorentzienne générale, di�usion dont la loi possède l'invariancelorentzienne. Leur construction est une adaptation au cadre lorentzien dela méthode du relèvement horizontal qui permet de construire une semi-martingale sur une variété riemannienne en passant par le �bré des repères.Cette di�usion apparaît in �ne comme le développement stochastique de ladi�usion de Dudley. Son générateur in�nitésimal est une perturbation du �otgéodésique par le laplacien vertical sur le �bré tangent unitaire.



xii IntroductionLa di�usion de Franchi et Le Jan a déjà été étudiée dans quelques exemples :essentiellement l'espace de Minkowski où elle coïncide avec la di�usion deDudley, l'espace de Schwarzschild qui est un des principaux modèles utiliséspar les physiciens pour décrire le complémentaire d'un trou noir dans lathéorie de la relativité générale, et en�n l'univers de Gödel, qui possède lapropriété intéressante d'être à la fois une solution des équations d'Einstein etde contenir des courbes de genre temps fermées. Les espaces de Minkowski,Schwarzschild et Gödel sont tous les trois de courbure nulle. De l'étude deces exemples, il ressort le fait que les trajectoires de la di�usion de Franchi etLe Jan semblent converger presque sûrement vers des géodésiques de lumièrealéatoires de la variété sous-jacente. Dans [FLJ07], les auteurs conjecturentmême la nature de la frontière de Poisson associée à la di�usion : celle-ciserait en bijection avec un ensemble de classes d'équivalence de géodésiquesde lumière.Le nombre d'exemples où la di�usion de Franchi et Le Jan a déjà été étu-diée étant assez restreint, il est raisonnable, avant de chercher à con�rmerou à in�rmer leurs prédictions, de décrire son comportement asymptotiquesur d'autres exemples de variétés lorentziennes, en particulier des variétés decourbure non nulle. Par ailleurs, parmi les trois exemples ci-dessus, il en estun seul où l'on soit parvenu à décrire la frontière de Poisson de la di�usion.Seul Bailleul dans [Bai08a] a en e�et déterminé explicitement la frontière dePoisson de la di�usion de Dudley dans l'espace de Minkowski. La détermi-nation de la frontière de Poisson de la di�usion de Franchi et Le Jan surun premier exemple de variété lorentzienne courbe est donc une questionnaturelle et motivante.Ce mémoire est composé de deux parties largement indépendantes, de lon-gueur et de nature inégales. La première partie du manuscrit est consacrée àla preuve d'un unique résultat, à savoir un théorème limite central pour uneclasse de di�usions à valeurs dans l'espace de Minkowski. Elle est motivéepar les questions ouvertes de la littérature physique évoquées plus haut. Cetravail a fait l'objet de la publication [AF07]. La seconde partie du manus-crit, bien plus importante en volume, est consacrée à l'étude détaillée de ladi�usion de Franchi et Le Jan sur une large classe d'exemples de variétés lo-rentziennes courbes : les espaces de Robertson-Walker. La rédaction de cetteseconde partie est linéaire au sens où l'on progresse au fur et à mesure vers ladétermination du comportement asymptotique de la di�usion. En particulier,pour une certaine classe d'espaces de Robertson-Walker, nous parvenons àdéterminer explicitement la frontière de Poisson de la di�usion relativiste.



xiiiPrésentation de la première partieDans la première partie du manuscrit, nous montrons un théorème limitecentral pour une classe de di�usions minkowskiennes, plus précisément pourune classe de di�usions à valeurs dans le �bré tangent unitaire de l'espacede Minkowski R1,d × Hd. À l'origine de ce travail se trouvent deux questionsissues des articles [DR98] et [DH05a, DH05b] respectivement, concernant lecomportement asymptotique des processus introduits dans ces mêmes articlespar leur auteurs. Les deux processus en question sont de la forme
(x(t), p(t))t≥0 = (t, xt, p

0
t , pt)t≥0 ∈ R

1,d × H
d,en particulier, ils sont caractérisés par la seule donnée du couple (xt,pt)t≥0qui se trouve être dans les deux cas une di�usion dans Rd×Rd. Les questionssoulevées dans [DR98] et [DH05a] portent respectivement sur la limite hydro-dynamique et la variance asymptotique des processus (xt)t≥0. Sans rentrerdans les détails techniques et physiques, considérer la limite hydrodynamiquedu processus (xt)t≥0 revient en fait à déterminer la loi du processus ( 1√

t
xat)a≥0indexé par a lorsque le paramètre t tend vers l'in�ni. En se basant sur undéveloppement de Chapman-Enskog, les auteurs de [DR98] a�rment que lalimite hydrodynamique du processus (xt)t≥0 se comporte de manière brow-nienne. Plus précisément, ils donnent une démonstration heuristique du faitla densité n(τ,x) du processus limite satisfait une l'équation du type

∂τn = ∆n,qui est bien sûr l'équation de la chaleur véri�ée par la densité d'un mouvementbrownien. Ces mêmes auteurs insistent sur le fait que leur démonstration n'estqu'heuristique et appellent les bonnes volontés à justi�er rigoureusement leurconclusion. Les auteurs de [DH05a, DH05b] cherchent quant à eux à montrerune relation de �uctuation-dissipation pour le processus (xt)t≥0, ce qui re-vient à dire que lorsque t tend vers l'in�ni, la variance normalisée E[|xt|2]/tconverge vers une constante Σ2 > 0 à préciser. À partir de simulations nu-mériques, ils a�rment qu'une telle convergence a bien lieu et prédisent unevaleur pour la variance limite, sans pour autant parvenir à justi�er leurs a�r-mations. Le théorème limite central que nous établissons permet de répondrerigoureusement à ces deux questions. Il répond en fait à une question de por-tée bien plus générale puisque nous établissons la convergence en loi vers unmouvement brownien du processus ( 1√
t
xat)a≥0, et ce pour toute une classe Cde di�usions (t,xt, p

0
t ,pt)t≥0, classe qui englobe la plupart des exemples dedi�usions minkowskiennes de la littérature physique.



xiv IntroductionNotre résultat principal s'énonce sous la forme suivante :Théorème (théorème I.1) � Soient (t,xt, p
0
t ,pt)t≥0 une di�usion de laclasse C et (xt, pt)t≥0 la di�usion euclidienne associée. Alors, le processus ptà valeurs dans Rd admet une probabilité invariante π et la loi du processus

(
xta
)
a≥0

:=

(
1√
t
xat

)

a≥0

=
1√
t

(
x1
at , . . . , x

d
at

)
a≥0converge, lorsque t tend vers l'in�ni, vers la loi de (Σ × Ba)a≥0, où le pro-cessus B est un mouvement brownien standard de dimension d et Σ est uneconstante strictement positive explicite. La convergence en loi a lieu dansl'espace C(R+,Rd) muni de la topologie de la convergence uniforme sur lescompacts de R+, pour π-presque tout p0, ou si la loi initiale est la loi inva-riante.Du théorème limite central, on déduit aisément que, pour toutes les di�usionsminkowskiennes de la classe C, la variance normalisée E [|xt|2] /t convergee�ectivement lorsque t tend vers l'in�ni.Corollaire (corollaire II.2) � Soient (t,xt, p

0
t ,pt)t≥0 une di�usion de laclasse C et (xt, pt)t≥0 la di�usion euclidienne associée. Alors pour tout pointinitial, la variance normalisée véri�e la convergence suivante, lorsque t tendvers l'in�ni :

E [|xt|2]
t

−→ d× Σ2,où Σ est la constante strictement positive du théorème ci-dessus.L'introduction de la classe C de di�usions minkowskiennes pour lesquellesnos résultats sont valables fait l'objet du premier chapitre où nous �xonségalement les notations, faisons quelques rappels historiques, et rappelons lesprincipaux exemples de di�usions minkowskiennes de la littérature physique.Le chapitre II est consacré à la preuve du théorème limite principal. Elle estbasée sur la méthode des martingales qui consiste à décomposer le proces-sus xt est la somme d'une martingale et d'un terme de reste qu'on montreêtre asymptotiquement négligeable. La décomposition repose sur la résolu-tion délicate d'une équation di�érentielle ordinaire d'ordre deux avec despôles d'ordre eux. En�n, dans le chapitre III, nous appliquons nos résultatsaux di�usions introduites dans [DR98] et [DH05a, DH05b]. Nous justi�onsainsi la conjecture de [DR98], la convergence annoncée par les auteurs de[DH05a, DH05b] et nous in�rmons et corrigeons leur prédiction concernantla variance limite Σ2.



xvPrésentation de la deuxième partieNous décrivons à présent le contenu de la seconde partie du manuscrit consa-crée à l'étude de la di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces deRobertson-Walker. Ces variétés lorentziennes sont fréquemment utilisées encosmologie pour modéliser un univers en expansion dans les théories du Big-Bang ou du Big-Crunch. Les deux premiers chapitres de cette seconde partiecontiennent essentiellement des rappels. Dans le premier chapitre, on évoquetout d'abord la construction d'un mouvement brownien sur une variété lo-rentzienne. On rappelle ainsi les résultats de Dudley dans l'espace de Min-kowski, puis la construction par Franchi et Le Jan d'une di�usion relativistesur le �bré tangent unitaire d'une variété lorentzienne générale. Nous reve-nons alors brièvement sur les exemples de variétés où la di�usion a déjà étéétudiée.Dans le chapitre II, nous introduisons les espaces de Robertson-Walker commedes exemples de produit tordu de deux variétés pseudo-riemanniennes. Cesont des variétés du type I ×M où I =]0, T [ est un intervalle de R et M estune variété riemannienne de courbure constante, typiquement M = R
3,H3,ou S3. On munit ces variétés d'une métrique de la forme ds2 = −dt2+α2(t)gMoù t est une paramétrisation de I, α une fonction strictement positive sur Ique l'on appelle le facteur d'expansion, et gM est la métrique riemannienneusuelle sur M . On note M := I ×αM les espaces ainsi dé�nis. Dans les sec-tions 2 et 3 du chapitre II, nous rappelons certaines propriétés physique etgéométrique de ces espaces et nous en déduisons des hypothèses raisonnablesconcernant leur facteur d'expansion α. En particulier, on suppose que la dé-rivée logarithmique H := α′/α, que les physiciens connaissent sous le nomde fonction de Hubble, est une fonction décroissante sur I. Pour alléger lesénoncés, on introduit le vocabulaire suivant, qui prend tout son sens si l'onon pense aux espaces de Robertson-Walker comme des modèles d'univers enexpansion dans la théorie du Big-Bang ou Big-Crunch. Lorsque T < +∞,nous dirons que l'espace (ou univers) M est mortel. Lorsque T = +∞, nousdirons que l'univers est éternel. Dans un univers éternel, nous dirons quel'expansion estrapide si ∫ +∞

.

dt

α(t)
< +∞, et lente si ∫ +∞

.

dt

α(t)
= +∞.De la même façon, dans un univers mortel, nous dirons que l'e�ondrementest lent si ∫ T

.

dt

α(t)
< +∞, rapide si ∫ T

.

dt

α(t)
= +∞.



xvi IntroductionLe chapitre III est consacré à l'étude des géodésiques dans les espaces deRobertson-Walker. Après avoir rappelé des conditions nécessaires et su�-santes pour que ces espaces soient géodésiquement connexes et complets,nous y résolvons explicitement les équations des géodésiques de genre tempset des géodésiques de lumière. Nous simpli�ons notoirement le traitement quien est fait usuellement dans la littérature physique. Nous déterminons en par-ticulier le comportement asymptotique des géodésiques de lumière, qui si l'ona foi en la conjecture de Franchi et Le Jan, s'avérera être le modèle pour lecomportement asymptotique des trajectoires de la di�usion. Nous montronségalement que sous des hypothèses adhoc les géodésiques de lumière d'unespace M :=]0, T [×αM où T est �ni, qui sont a priori incomplètes, peuventétre prolongées en des trajectoires bien dé�nies sur tout R+ à valeurs dansune extension naturelle M̂ de l'espace M.Dans le chapitre IV, nous explicitons le système d'équations di�érentiellesstochastiques satisfait par la di�usion (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) de Franchi et LeJan à valeurs dans le �bré tangent unitaire T 1M d'un espace de Robertson-Walker M. Dans le �bré tangent d'un espace-temps de dimension quatre,ce système d'équations est de dimension sept. Nous exhibons alors plusieurssous-di�usions naturelles de la di�usion initiale, en particulier nous mon-trons que le processus (ts, ṫs) est une sous-di�usion de dimension deux de ladi�usion (ξs, ξ̇s). Nous la désignons dans la suite par di�usion �temporelle� :Proposition IV.1 � Soit M = I ×αM un espace de Robertson-Walker. Si
(ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) est la di�usion de Franchi et Le Jan à valeurs dans
T 1M, alors le couple (ts, ṫs) est une di�usion de dimension deux à valeursdans ]0, T [×[1,+∞[.L'étude de ces sous-di�usions permet de mieux appréhender le comporte-ment asymptotique de la di�usion globale. Nous établissons également dansle chapitre IV l'existence, l'unicité, et le temps d'explosion des solutions dusystème évoqué plus haut.Proposition IV.4� Soient M =]0, T [×αM un espace de Roberton-Walkeret (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M une condition initiale raisonnable. Alors, le système d'équa-tions di�érentielles stochastiques qui dé�nit la di�usion de Franchi et Le Janadmet une solution forte (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) issue de (ξ0, ξ̇0) et dé�niejusqu'au temps d'explosion τ := inf{s > 0, ts = T}.Dans le chapitre V, nous étudions le comportement asymptotique de la dif-fusion temporelle (ts, ṫs). On montre en particulier que lorsque T = +∞,la vitesse de divergence du facteur d'expansion donne lieu à une dichotomierécurrence / transience pour le processus ṫs :



xviiThéorème VI.2 (Propositions V.1, V.2 et V.5) � Soit M =]0, T [×αMun espace de Robertson-Walker. On considère des conditions initiales raison-nables (ξ0, ξ̇0) et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion de Franchi et Le Jan issuede (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tend vers le temps d'atteinte
τ = inf{s > 0, ts = T}, on a les comportements asymptotiques suivants :
i) si T = +∞ et l'expansion est exponentielle, ṫs est récurrent dans ]1,+∞[ ;
ii) si T = +∞ et l'expansion est polynomiale, ṫs est transitoire ;
iii) si T < +∞, ṫs est transitoire.Le chapitre VI est celui où nous explicitons le comportement asymptotiquedes composantes (xs, ẋs) à valeurs dans TM de la di�usion de Franchi et LeJan, et par suite le comportement asymptotique de la di�usion globale (ξs, ξ̇s)à valeurs dans T 1M. Dans tous les cas d'espaces de Robertson-Walker envi-sageables, qu'ils soient mortels ou éternels, que l'expansion ou l'e�ondrementsoit rapide ou lent(e) et que la �bre soit euclidienne, hyperbolique ou sphé-rique, on montre ainsi que le comportement asymptotique des trajectoiresdu processus ξs de la di�usion (ξs, ξ̇s) est semblable à celui des géodésiquesde lumière décrit au chapitre III. Notre étude vient donc comforter, sur unelarge classe d'exemples de variétés lorentziennes, de courbure non nulle engénéral, la prédiction de Franchi et Le Jan, à savoir que sur une variété lo-rentzienne générale, la di�usion décrit asymptotiquement une géodésique delumière aléatoire. Les di�érents résultats obtenus au cours du chapitre VIsont résumés dans sa dernière section, où nous faisons également une re-marque d'ordre général qui permet à notre sens de mieux appréhender laconvergence des trajectoires de la di�usion vers des géodésiques de lumière.Le comportement asymptotique du processus ξs apparaît intimement lié àla notion de frontière causale introduite par Geroch, Kronheimer, et Pen-rose dans [GKP72]. Cette notion très robuste a été largement étudiée dansla littérature physique ainsi que mathématique. La frontière causale ∂M+

cd'une variété lorentzienne M est dé�nie comme une classe d'équivalence decourbes causales (i.e. de genre temps ou de lumière) orientées vers le futursur M. Dans le cas des espaces de Robertson-Walker, cette frontière a étécomplétement décrite dans [AnF07]. Les résultats obtenus tout au long duchapitre VI peuvent alors s'exprimer de façon concise sous la forme suivante :Théorème VI.1 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walker.Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions initiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) =
(ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion de Franchi et Le Jan issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presquesûrement, lorsque s tend vers τ = inf{s > 0, ts = T}, le processus ξs convergevers un point aléatoire de la frontière causale ∂M+

c de M.



xviii IntroductionPar ailleurs, on peut décrire explicitement le comportement asymptotiquedu vecteur dérivé normalisé ẋs/|ẋs| à valeurs dans T 1M . En particulier, dansle cas d'un espace de Robertson-Walker éternel, on montre que le processus
ẋs/|ẋs| converge presque sûrement lorsque l'expansion est polynomiale et di-verge lorsque l'expansion est exponentielle. Dans le cas divergent, on montreque ẋs/|ẋs| décrit en fait asymptotiquement un mouvement brownien sphé-rique changé de temps dans l'espace tangent limite :Théorème VI.3 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walkeroù l'expansion est rapide ou l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1Mdes conditions initiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion deFranchi et Le Jan issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tendvers τ = inf{s > 0, ts = T}, le processs xs converge vers un point aléatoire
x∞ de la �bre M et le processus ẋs/|ẋs| véri�e les assertions suivantes :
i) si T < ∞ ou si T = +∞ et l'expansion est polynomiale, alors ẋs/|ẋs|converge vers un point Θ∞ de T 1

x∞M ;
ii) si T = +∞ et l'expansion est exponentielle, alors ẋs/|ẋs| décrit asymp-totiquement un mouvement brownien sphérique changé de temps dans

T 1
x∞M ≈ S2.On parvient aussi à décrire le comportement asymptotique du vecteur dérivénormalisé ẋs/|ẋs| dans des espaces où l'expansion est lente ou l'e�ondrementest rapide.Théorème VI.4 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walkeroù l'expansion (polynomiale) est lente ou l'e�ondrement est rapide. Soient

(ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions initiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)la di�usion de Franchi et Le Jan issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement,lorsque s tend vers τ = inf{s > 0, ts = T}, le processus xs est divergent etle processus ẋs/|ẋs| véri�e les assertions suivantes :
i) si M = R3, alors ẋs/|ẋs| converge vers un point Θ∞ de S2 ;
ii) si M = H3 ⊂ R1,3, alors |x0

s|−1× ẋs/|ẋs| converge vers un point (1,Θ∞) ;
iii) si M = S

3 ⊂ R
4, le processus ẋs/|ẋs| décrit asymptotiquement un grandcercle aléatoire dans S3.Dans l'avant dernier chapitre VII, nous montrons que comme les géodésiquesde lumière, dans un espace de Robertson-Walker mortelM où l'e�ondrementest lent, les trajectoires de la di�usion (ξs, ξ̇s), a priori seulement dé�niesjusqu'au temps τ = inf{s > 0, ts = T} qui est �ni presque sûrement, peuventen fait être prolongées en des trajectoires bien dé�nies sur tout R+ et àvaleurs dans une extension naturelle M̂ de l'espace M. Nous explicitons



xixalors le comportement asymptotique des trajectoires prolongées dans M̂ etmontrons qu'il est tout à fait semblable à celui de la di�usion de Franchi etLe Jan dans un univers éternel où l'expansion est lente.Nous concluons la seconde partie du manuscrit en explicitant, pour certainsespaces de Robertson-Walker, la frontière de Poisson de la di�usion de Fran-chi et Le Jan. Par une méthode de couplage, nous commençons par montrerun théorème de Liouville pour la di�usion temporelle dans un espace deRobertson-Walker éternel :Proposition VIII.1 � Les seules fonctions harmoniques bornées pour legénérateur in�nitésimal L de la di�usion temporelle (ts, ṫs) sont les fonctionsconstantes.Nous nous concentrons alors sur le cas d'un espace de Robertson-Walkeréternel M de �bre euclidienne, où l'expansion est exponentielle. Parmi lesespaces de Robertson-Walker fréquemment utilisés en cosmologie, l'espacede de Sitter véri�e ces conditions. Dans ce type d'espaces, on montre quele processus xs de la di�usion globale (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) à valeurs dans
T 1M converge presque sûrement lorsque s tend vers τ = +∞ vers un point
x∞ de R

3. On montre alors le résultat suivant :Théorème VIII.1� SoitM =]0,+∞[×αR3 un espace de Robertson-Walkeréternel où l'expansion est exponentielle. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditionsinitiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion de Franchi et LeJan issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, la tribu asymptotique pour leprocessus (ξs, ξ̇s) coïncide avec la tribu σ(x∞) engendrée par la variable x∞.
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Chapitre IUne classe de di�usionsminkowskiennes
Contenu du chapitre1 Notations, rappels et historique . . . . . . . . . . . 41.1 Quelques notations et rappels . . . . . . . . . . . . 41.2 Mouvement brownien et relativité restreinte . . . . 62 Les di�usions minkowskiennes dans la littérature 92.1 Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste . . . 92.2 La di�usion de Dunkel et Hänggi . . . . . . . . . . 102.3 Deux questions naturelles concernant ces di�usions 123 Une classe de di�usions minkowskiennes . . . . . . 133.1 Une classe de di�usions minkowskiennes . . . . . . 133.2 Énoncé des résultats principaux . . . . . . . . . . . 163.3 Plan de la preuve du théorème limite central . . . 17Dans ce premier chapitre, nous introduisons une classe de di�usions à va-leurs le �bré tangent unitaire de l'espace de Minkowski. Le théorème limitecentral qui fait l'objet de cette partie sera valable pour toutes les di�usionsde cette classe. Après avoir introduit les notations utilisées dans la suite,nous rappelons les deux principaux exemples de di�usions minkowskiennesde la littérature physique, ainsi que les questions les concernant qui ont mo-tivé ce travail. Les deux di�usions en question sont d'une part le processusd'Ornstein-Uhlenbeck relativiste (ROUP) introduit par Debbasch, Mallik etRivet dans [DMR97], et d'autre part le �mouvement brownien relativiste�,que nous désignerons ici par di�usion de Dunkel et Hänggi, introduit parces deux auteurs dans [DH05a, DH05b]. Nous explicitons ensuite la classe dedi�usions minkowskienne évoquée ci-dessus, classe à laquelle appartiennentnaturellement le ROUP et la di�usion de Dunkel et Hänggi. Nous énonçonsen�n les principaux résultats de cette partie, ainsi que la méthode et le plande la preuve du théorème limite central.



4 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennes1 Notations, rappels et historique1.1 Quelques notations et rappelsFixons un entier d supérieur ou égal à 1. Dans toute la suite, R1,d désigneral'espace de Minkowski de la relativité restreinte, c'est-à-dire, l'espace vectoriel
Rd+1 muni de la pseudo-métrique minkowskienne :

ds2 = −|dx0|2 +
d∑

i=1

|dxi|2.Dans la base canonique de R1,d, nous noterons x = (xµ) = (x0, xi) = (x0, x)les coordonnées d'un point générique, les indices grecs parcourant 0, .., d , etles indices latins parcourant 1, .., d . Rappelons que sur une variété lorent-zienne (M, g), les vecteurs tangents sont répartis en trois classes, selon lesigne de leur pseudo-norme. Ainsi, on dit qu'un vecteur v = vµ ∈ TM est :� de genre temps si gµνvµvν < 0 ;� de lumière si gµνvµvν = 0 ;� de genre espace si gµνvµvν > 0.Dans l'espace de Minkowski, les vecteurs de lumière forment un cône, lecône de lumière. Les vecteurs de genre temps sont ceux qui se trouvent àl'intérieur du cône de lumière, et les vecteurs de genre espace ceux qui setrouvent à l'extérieur du cône. La distinction entre vecteur de genre temps,espace ou de lumière s'étend naturellement aux courbes paramétrées tracéessur M (voir �gure 1 ci-après). Ainsi, on dira qu'une courbe (xu)u≥0 dans Mest de genre temps si pour toute valeur du paramètre u, le vecteur dérivé
ẋu := dxu/du est de genre temps ; on dira que la courbe est une courbe delumière si pour toute valeur de u, ẋu est un vecteur de lumière etc. Dans lathéorie de la relativité restreinte, la ligne d'univers d'une particule de massenulle, c'est-à-dire la trajectoire d'un photon dans l'espace de Minkowski,est une courbe de lumière. La ligne d'univers d'une particule de masse mstrictement positive est une courbe de genre temps. Une telle trajectoire peuttoujours être paramétrée par la longueur d'arc ou temps propre s. Aussi, laligne d'univers d'une particule de masse strictement positive est une courbe
s 7→ xµs dans R1,d, dont le moment ps = (pµs ) = (p0

s, p
i
s) = (p0

s, ps), que l'ondé�ni comme pµs := m × dxµs/ds satisfait l'équation
|p0|2 −

d∑

i=1

|pi|2 = m2.
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genre temps q < 0 vecteur nul oude lumière q = 0

genre espace q > 0

Figure 1: Vecteurs et courbes de genre temps dans l'espace de Minkowski.A�n de simpli�er les expressions, nous supposerons dans toute la suite que
m = 1 et nous choisirons p0 > 0, de sorte que la trajectoire s 7→ (xµs , p

µ
s ) està valeurs dans R1,d×Hd, où Hd désigne la partie positive de la pseudo-sphèrede l'espace de Minkowski :

H
d :=

{
(p0, p1, . . . , pd) ∈ R

d+1, p0 > 0, |p0|2 −
d∑

i=1

|pi|2 = 1

}
.La notation H n'est bien entendue pas innocente. L'espace Hd muni de lapseudo-métrique minkowskienne est une variété riemannienne de courbureconstante égale à −1, ce qui fait de Hd un modèle pour l'espace hyperbo-lique de dimension d. Dans le cas particulier de lignes d'univers du type

(xµ(t))t≥0 = (t, x(t))t≥0, en fonction de la vitesse v = (v1, . . . , vd) et durayon r dé�nis par :
vi(t) :=

dxi(t)

dt
et r(t) := |p(t)| =

(
d∑

i=1

|pi(t)|2
)1/2

,les composantes du moment p(t) s'expriment comme
p(t) =

(√
1 + r2(t),

√
1 + r2(t)v(t)

)
=

(
1√

1 − |v(t)|2
,

v(t)√
1 − |v(t)|2

)
.Ainsi, dans l'espace des phases R1,d × Hd, une trajectoire du type

(x(t), p(t))t≥0 = (t, x(t), p0(t), p(t))t≥0 (I.1)est caractérisée par ses seules composantes spatiales (x(t), p(t)).



6 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennesDé�nition I.1 � Etant donnée une trajectoire (x(t), p(t))t≥0 de type (I.1)dans l'espace des phases, on appelera trajectoire euclidienne associée la pro-jection :
t 7→ (x(t), p(t)) = (xt, pt) ∈ R

d × R
d.1.2 Mouvement brownien et relativité restreinteAvant de décrire précisément la classe de di�usions minkowskiennes que nousconsidérerons dans la suite, rappelons brièvement les di�érentes étapes quiont menées à l'introduction de processus stochastiques dans l'espace de Min-kowski a�n de rendre compatible les théorie du mouvement brownien et dela relativité restreinte.1.2.1 Le mouvement brownien des physiciensLe mouvement brownien doit son nom au botaniste Robert Brown qui futl'un des premiers en 1827 à observer à l'aide d'un microscope, le mouvementirrégulier de grains de pollen dans l'eau. Il y fait référence dans un articleparu en 1828 au Edinburgh Journal of Science, au titre un peu long A BriefAccount of Microscopical Observations Made in the Months of June, July andAugust, 1827, on the Particles Contained in the Pollen of Plants ; and onthe General Existence of Active Molecules in Organic and Inorganic Bodies.Comme l'indique le titre de l'article de Brown, les scienti�ques ont longtempscru que le mouvement observé au microscope était celui de particules animées,une idée proche de la théorie de la génération spontanée à la mode au débutdu dix-neuvième siècle. Grâce à de nombreuses expériences, modi�ant tourà tour la nature des particules en suspension, et la nature du �uide, Browna eu le mérite de s'a�ranchir de cette hypothèse. Cependant, lui comme sescontemporains n'ont pu expliquer le mouvement qui porte son nom.Le pas décisif dans la compréhension du mouvement brownien physique estdû à Einstein, en 1905 puis en 1906, dans les deux articles [Ein05b, Ein06]parus dans Annalen der Physik, le premier intituléMouvement des particulesen suspension dans un �uide au repos, comme conséquence de la théorie ci-nétique moléculaire de la chaleur et le second Sur la théorie du mouvementbrownien. Einstein y explicite en particulier le déplacement moyen d'uneparticule brownienne en fonction de la nature du �uide. Précisément, si xtdésigne la position au temps t d'une particule sphérique de rayon a, issuede x0 = 0, baignant dans un �uide de viscosité η, il établit la relation de�uctuation-dissipation :

E|xt|2 = 2Dt =
RT

N
1

3πηa
t, (I.2)



1. Notations, rappels et historique 7où R est la constante des gaz parfaits, T la température du �uide, et Nest le nombre d'Avogadro. Pour comprendre l'importance de cette formule àcette époque, il faut garder à l'esprit le fait qu'au début du vingtième siècle,la nature atomique de la matière était encore hypothétique. En particulier,le nombre d'Avogadro était inconnu. Comme les données t, E|xt|2, a et ηsont mesurables, la relation (I.2) a permis de mettre en place un protocoleexpérimental pour mesurer avec précision cette constante. Jean Perrin a menéà bien cette expérience en 1908. Celle-ci a montré un accord parfait entrethéorie et données expérimentales, et a ainsi permis de justi�er la naturediscrète de la matière.

Figure 2: Interpolation linéaire de la trajectoire de trois particules de rayon0.53µm, observées toutes les 30 secondes. Image (libre de droits) issue du livreLes Atomes [Per27] de Perrin.L'année 1905 est souvent quali�ée d'Annus mirabilis pour la physique mo-derne : outre l'article [Ein05c] déjà mentionné, Einstein publie en e�et troisautres articles dans Annalen der Physik [Ein05a, Ein05c, Ein05d], qui ont euchacun une postérité extraordinaire. Parmi ces articles, le plus célèbre est sansdoute celui intitulé Sur l'électrodynamique des corps en mouvement [Ein05d],où Einstein introduit la théorie de la relativité restreinte. Cette théorie seracomplétée en 1915 pour aboutir à la théorie de la relativité générale. Il seraittrop long ici d'expliquer comment Einstein a été amené à formuler le principede relativité. Le lecteur curieux trouvera cependant dans l'article [Dar05] auséminaire Poincaré un éclairage historique sur la génèse de cette théorie.1.2.2 Vers un mouvement brownien relativisteAu cours du vingtième siècle, la théorie des probabilités et en particulier lecalcul stochastique ont connu des développements considérables. De la mêmefaçon, la théorie de la relativité et la géométrie lorentzienne ont été, et conti-nuent d'être, des domaines de recherche très actifs. Par ailleurs, comme nous



8 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennesl'avons déjà indiqué dans l'introduction, la théorie classique du mouvementbrownien est incompatible avec la théorie de la relativité comme il ressortclairement du fait que le �ux de la chaleur se propage instantanément à l'in-�ni. Face à cette incompatibilité, on aurait pu s'attendre à voir �eurir dèsle début du vingtième siècle les travaux cherchant à concilier mouvementbrownien et principe de relativité.Il a fallu pourtant attendre une soixantaine d'années avant de voir émergerdes travaux concernant l'étude de processus stochastiques dans le cadre de larelativité restreinte. C'est en e�et au milieu des années 1960 qu'apparaissentles premiers travaux concernant des processus de Markov à valeurs dans l'es-pace de Minkowski. Dans [Dud66], Dudley a ainsi montré qu'il n'existe pasde di�usion à valeurs dans R1,d qui possède l'invariance lorentzienne. En re-vanche, Dudley a montré qu'il existe, et a exhibé, une di�usion à valeurs dansl'espace tangent unitaire de l'espace de Minkowski R1,d×Hd, qui elle possèdel'invariance lorentzienne, ce qui en fait un candidat raisonnable pour être qua-li�é de mouvement brownien relativiste. En outre, Dudley a montré qu'il n'ya pas d'autre dé�nition possible que la sienne. À la même époque, motivés parla modélisation de plasmas relativistes dans l'optique d'une fusion nucléaire,les travaux concernant la mécanique statistique relativiste non quantique semultiplient dans la littérature physique. On peut citer par exemple les tra-vaux pionniers de Hakim [Hak65, Hak67a, Hak67b, Hak68a, Hak68b] et lesréférences de ces articles.Cependant, de façon assez surprenante, il faut à nouveau attendre une tren-taine d'années pour voir émerger des travaux vraiment innovants sur le sujet.Dans [DMR97], Debbasch, Mallick et Rivet ont ainsi introduit le processusd'Ornstein-Uhlenbeck relativiste (ROUP) pour décrire le mouvement d'uneparticule baignant dans un �uide relativiste. Ce processus a été étudié dans[DR98, BDR01a, BDR01b, BDR01c] puis généralisé au cas courbe par Deb-basch dans [Deb04]. Poursuivant le même objectif, dans [DH05a, DH05b]Dunkel et Hänggi ont à leur tour introduit une di�usion dans l'espace de Min-kowski et étudié son comportement via des simulations numériques. D'autresdi�usions relativistes sont apparues récemment dans la littérature physique,citons par exemple [Pav01, VB06, Hab09, Her09]. La plupart de ces proces-sus sont des réécritures, ou des variations minimes autour du ROUP et de ladi�usion de Dunkel et Hänggi.



2. Les di�usions minkowskiennes dans la littérature 92 Les diffusions minkowskiennes dans lalittérature physiqueÀ l'aide des notations introduites au paragraphe précédent, nous rappelonsmaintenant les dé�nitions du processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste etde la di�usion de Dunkel et Hänggi. Ces processus et leur variantes consti-tuent les principaux exemples de di�usions minkowskiennes présents à notreconnaissance dans la littérature physique.2.1 Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativisteCommençons par rappeler la dé�nition du processus d'Ornstein-Uhlenbeckrelativiste introduit par Debbasch, Mallik et Rivet dans [DMR97] et dontl'étude fait l'objet des articles [DR98, BDR01a, BDR01b, BDR01c]. Poursimpli�er les expressions, nous supposons ici que le coe�cient de friction νde l'article [DMR97] est égal à 1. Cela revient simplement à e�ectuer unchangement d'unité physique, et on ne perd donc pas en généralité. Nousintroduisons aussi le paramètre β qui est ègal à l'inverse du coe�cient dedi�usion D dans [DMR97], et qui physiquement, joue donc le rôle de l'inversed'une température.À l'origine, le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste a été introduit parses auteurs comme un modèle très simple d'hydrodynamique relativiste. Ils'agit d'une tentative de généralisation du processus d'Ornstein-Uhlenbeckeuclidien (dit aussi classique), version idéale du mouvement brownien phy-sique, qui décrit l'évolution d'une particule massive dans un �uide visqueux.Dans le modèle classique (d = 3), si le couple (xt,vt) = (xit, v
i
t)1≤i≤d à va-leurs dans Rd×Rd désigne la position est la vitesse de la particule qui baignedans le �uide, alors (xt,vt) est solution du système d'équations di�érentiellesstochastiques 




dxt = vit dt,

dvit = −vit dt+
√

2β−1 dW i
t ,

(I.3)où W = (W 1, . . . ,W d) un mouvement brownien standard de dimension d.Dans la seconde équation, le coe�cient de dérive modélise une force de fric-tion linéaire en la vitesse et le mouvement brownien modélise l'agitation ther-mique du �uide. Si (xt,vt) désigne la solution de l'équation (I.3) issue d'unpoint quelconque de Rd, on véri�e facilement que lorsque t tend vers l'in�ni,le déplacement moyen E[|xt|2] véri�e la relation de �uctuation-dissipation



10 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennesasymptotique :
E[|xt|2]

t
−→ 2d

β
= 2d×D. (I.4)Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck classique n'est bien entendu pas compa-tible avec la théorie de la relativité restreinte, puisque la vitesse vt n'estpas bornée. Dans [DMR97], les auteurs choisissent de modéliser l'évolutiond'une particule baignant dans un �uide relativiste de la façon suivante. Ilssupposent que dans le référentiel dans lequel le �uide est au repos, la ligned'univers de la particule est une trajectoire du type (I.1). Par ailleurs, ilssupposent que la trajectoire euclidienne associée (xt,pt) = (xit, p

i
t)1≤i≤d estune di�usion, solution du système d'équations di�érentielles stochastiques :





dxit =
pit√

1 + |pt|2
dt,

dpit = − pit√
1 + |pt|2

dt+
√

2β−1 dW i
t ,

(I.5)où W = (W 1, . . . ,W d) est à nouveau un mouvement brownien standard dedimension d. Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste di�ère donc trèspeu de son analogue classique : seul le terme de dérive est modi�é de sorteque le moment pt est bien de pseudo-norme égale à −1.2.2 La di�usion de Dunkel et HänggiRappelons à présent la dé�nition de la di�usion de Dunkel et Hänggi, indro-duite tout d'abord dans [DH05a] dans le cas de la dimension 1+1, puis dans[DH05b] dans le cas de la dimension 1 + 3. Les objectifs et la méthode em-ployés par Dunkel et Hänggi sont très voisins de ceux de [DMR97]. Ici aussi,il s'agit de modéliser la trajectoire d'une particule baignant dans un �uiderelativiste. Les auteurs considèrent aussi le référentiel privilégié dans lequelle �uide est au repos. À nouveau, ils font l'hypothèse que dans ce réferentiel,la trajectoire de la particule est du type (I.1) introduit dans la section pré-cédente, et il supposent que les composantes spatiales (xt,pt) sont solutionsd'un système d'équations di�érentielles stochastiques.Dans le cas du processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste, on a vu que laseule di�érence avec le cas euclidien se trouve dans le terme de dérive dansl'équation qui régit l'évolution du moment pt. Au contraire dans [DH05a,DH05b], les auteurs choisissent de modi�er le coe�cient de di�usion en fac-teur du mouvement brownien dans le système d'équation (I.3). Le coe�cient



2. Les di�usions minkowskiennes dans la littérature 11de di�usion n'étant plus constant égal à 2/β, il importe de préciser la mé-thode d'intégration stochastique choisie : l'intégrale d'Itô i.e. la méthoded'intégration rectangle à gauche, l'intégrale de Stratonovich i.e. la méthoded'intégration du point milieu, ou l'intégrale stochastique backward qui cor-respond à la méthode d'intégration rectangle à droite. Nous exprimons ici lestrois systèmes d'équations di�érentielles stochastiques satisfaits par la tra-jectoire euclidienne (xt,pt) sous la forme d'intégrales d'Itô. Le choix d'uneméthode d'intégration dans [DH05a, DH05b] revient donc ici à modi�er ladérive des processus envisagés. Ainsi, les di�usions eucliennes associées à ladi�usion de Dunkel et Hänggi, lorsque les intégrales stochastiques sont prisesau sens d'Itô, de Stratonovitch, et au sens backward, sont alors respective-ment solutions des systèmes, pour 1 ≤ i ≤ d :




dxit =
pit√

1 + |pt|2
dt,

dpit = − pit dt+
√

2β−1 dN i
t ,

(I.6)




dxit =
pit√

1 + |pt|2
dt,

dpit = − pit

(
1 − d

2β
√

1 + |pt|2

)
dt+

√
2β−1 dN i

t ,

(I.7)




dxit =
pit√

1 + |pt|2
dt,

dpit = − pit

(
1 − d

β
√

1 + |pt|2

)
dt+

√
2β−1 dN i

t .

(I.8)
Ici, N := (N1, . . . , Nd) est une martingale dont la matrice de variation qua-dratique est donnée par :

Kij
t :=

d〈N i, N j〉t
dt

=
1√

1 + |pt|2
×
(
δij + pitp

j
t

)
, (I.9)

δij désignant le symbole de Kronecker : δij = 1 si i = j, δij = 0 sinon.



12 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennes2.3 Deux questions naturelles concernant ces di�usionsNous rappelons maintenant les questions concernant le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste et la di�usion de Hänggi qui ont motivé la démonstra-tion d'un théorème limite central. Elles concernent d'une part la limite hy-drodynamique des processus ainsi que les relations de �uctuation-dissipationasymptotiques du type (I.4) qui leur sont associées.2.3.1 Limite hydrodynamiqueSans rentrer dans les détails concernant sa signi�cation physique, la limitehydrodynamique du processus xt qui décrit la position de la particule dans
Rd dans les modèles évoqués au paragraphe précédent, est la limite (lorsqueque celle-ci existe) du processus (xat/

√
t)a≥0 indéxé par a, lorsque le pama-rètre t tend vers l'in�ni. Dans [DR98], en se basant sur un développementde Chapman-Enskog, Debbasch et Rivet a�rment que la limite hydrodyna-mique du processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste se comporte de manièrebrownienne. Plus précisément, ils donnent une démonstration heuristique dufait la densité n(τ,x) du processus limite satisfait l'équation

∂τn = β−1∆n,qui est bien sûr l'équation de la chaleur véri�ée par la densité d'un mouve-ment brownien. Les auteurs insistent naturellement sur le fait que leur dé-monstration n'est qu'heuristique et appellent les bonnes volontés à justi�errigoureusement leur conclusion.2.3.2 Relation de �uctuation-dissipation asymptotiqueDans [DH05a] et [DH05b], les auteurs a�rment sans justi�cation que leur dif-fusion véri�e une relation �uctuation-dissipation asymptotique du type (I.4).À partir de simulations numériques, ils évaluent le coe�cient de di�usion enfonction de β et conjecturent la convergence suivante, lorsque t tend versl'in�ni :
Σ2(t) := E

[
|xt|2/t

]
−→ Σ2 :=

2d

2d+ β
.Lorsque β est grand, i.e. dans un régime non relativiste, la limite est enaccord avec le cas classique (I.4). En revanche, lorsque β tend vers zéro, lecoe�cient de di�usion limite tend vers 1, ce qui est contre-intuitif. À la �n de[DH05a], Dunkel et Hänggi laissent comme un problème ouvert la justi�cationanalytique de leur formule empirique.



3. Une classe de di�usions minkowskiennes 133 Introduction d'une classe dediffusions minkowskiennesL'objet de la première partie de ce manuscript est de répondre aux deuxquestions mentionnées dans le paragraphe précédent, et en fait de répondreà une question plus générale. Nous établissons en e�et un théorème limitecentral pour une large classe de di�usions minkowskiennes, classe à laquelleappartiennent le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste et la di�usion deDunkel et Hänggi. Dans les sections 1 et 2 du chapitre III, nous verrons enquoi le théorème limite central permet de justi�er l'a�rmation de [DR98] etde justi�er/corriger les résultats de [DH05a, DH05b].3.1 Une classe de di�usions minkowskiennesNous décrivons ici la classe C des di�usions minkowskiennes pour lesquellesles résultats du prochain chapitre seront valables. Ces di�usions seront dutype (I.1) introduit dans la section 1.1 :
(xt, pt)t≥0 = (t, xt, p

0
t , pt)t≥0,en particuliers elles seront à valeurs dans le �bré tangent unitaire de l'espacede Minkowski R1,d × Hd. Nous ferons l'hypothèse que les trajectoires eucli-diennes associées t 7→ (xt, pt) = (xit, p

i
t)1≤i≤d sont des di�usions euclidiennes,solutions de systèmes d'équations di�érentielles stochastiques du type, pour

1 ≤ i ≤ d :
(?)





dxit = f(rt) p
i
t dt,

dpit = − b(rt) p
i
t dt+ σ(rt)

(
β [1 + η(rt)

2]
)−1/2

[dW i
t + η(rt) θ

i
t dwt],où � W := (W 1, . . . ,W d) est un mouvement brownien de dimension d ;� w est un mouvement brownien standard réel, indépendant de W ;� le paramètre β est strictement positif ;� les fonctions réelles f , b, σ, η sont continues sur R+ ;� (rt,Θt) est la décomposition polaire du processus pt :

rt := |pt| ∈ R+, Θt =
(
θ1
t , . . . , θ

d
t

)
:=

pt

rt
∈ S

d−1.Nous précisons maintenant les hypothèses que véri�erons les fonctions f , b,
σ, η qui interviennent dans le système (?). Nous dirons que ces fonctions



14 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennessatisfont les hypothèses (H) si, pour un ε > 0 �xé :
(H)





σ ≥ ε sur R+,

g(r) :=
2 r b(r)

σ2(r)
≥ ε pour r assez grand,

lim
r→∞

e−ε
′rf(r) = 0 pour un ε′ <

βε

2
.Pour résumer, la dé�nition de la classe C des di�usions minkowskiennes pourlesquelles les résultats du prochain chapitre seront valables est la suivante :Dé�nition I.2 � Nous désignerons par C l'ensemble des di�usions min-kowskiennes de type (I.1) dans l'espace des phases :

(x(t), p(t))t≥0 = (t, x(t), p0(t), p(t))t≥0,associées à des di�usions euclidiennes t 7→ (xt, pt) solutions de systèmesd'équations di�érentielles stochastiques du type (?), où les fonctions conti-nues f , b et σ véri�ent les hypothèses (H).Remarque I.1 � Dans le cas particulier où les fonctions f , b, σ et η = 0sont constantes, le processus xt n'est autre que l'intégrale d'un processusd'Ornstein-Uhlenbeck euclidien solution du système (I.3). La classe C englobedonc le cas classique. D'autre part, la di�usion euclidienne (xt, pt) solutiondu système (?) est isotrope précisément lorsque η ≡ 0 (pour d ≥ 2 ; lorsque
d = 1, η n'a aucune incidence). Comme nous le verrons dans la remarqueII.1, en dimension d ≥ 2, le facteur d'anisotropie η a�ecte la dérive radialedu moment pt.Remarque I.2� Bien entendu, le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativistede Debbasch, Mallick et Rivet, ainsi que la di�usion de Dunkel et Hänggi, sontdeux cas particuliers de di�usions minkowskiennes appartenant à la classe C.Les choix de fonctions f , b, σ et η correspondant sont résumés sous formesynthétique dans le tableau de la page suivante.
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f(r) b(r) σ(r) η(r) g(r)ROUP 1√
1 + r2

1√
1 + r2

√
2 0 r√

1 + r2DH Itô 1√
1 + r2

1
√

2
√

1 + r2 r
r√

1 + r2DH Strato. 1√
1 + r2

1 − d

2β
√

1 + r2

√
2
√

1 + r2 r
r√

1 + r2
− d× r

2β(1 + r2)DH backward 1√
1 + r2

1 − d

β
√

1 + r2

√
2
√

1 + r2 r
r√

1 + r2
− d× r

2β(1 + r2)



16 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennes3.2 Énoncé des résultats principauxNous résumons ici nos résultats principaux concernant les di�usions minkows-kienne de la classe C. Commençons par énoncer le théorème limite centraldont la preuve fait l'objet du prochain chapitre :Théorème I.1 � Soient (xt, pt)t≥0 une di�usion de la classe C et (xt, pt)t≥0la di�usion euclidienne associée. Alors, le processus pt à valeurs dans Rdadmet une probabilité invariante π et la loi du processus
(
xta
)
a≥0

:=
(
t−1/2 xat

)
a≥0

= t−1/2
(
x1
at , . . . , x

d
at

)
a≥0converge, lorsque t tend vers l'in�ni, vers la loi de (Σβ Ba)a≥0, où le proces-sus B est un mouvement brownien standard de dimension d et Σβ est uneconstante positive explicitée dans la proposition II.4. La convergence en loi alieu dans l'espace C(R+,Rd) muni de la topologie de la convergence uniformesur les compacts de R+, pour π-presque tout p0, ou si la loi initiale est la loiinvariante.Du théorème limite central, on déduit aisément que, pour toutes les di�u-sions de la classe C, le déplacement moyen E [|xt|2] véri�e d'une relation de�uctuation-dissipation asymptotique semblable à celle du cas classique (I.4).Précisément, on a le corollaire :Corollaire principal (corollaire II.2) � Soient (xt, pt)t≥0 une di�usionde la classe C et (xt, pt)t≥0 la di�usion euclidienne associée. Alors pour toutpoint initial, la variance normalisée (ou le déplacement moyen renormalisé)

t−1E [|xt|2] converge lorsque t tend vers l'in�ni :
E [|xt|2]

t
−→ d× Σ2

βoù Σβ est la constante positive explicitée dans la proposition II.4Dans les sections 1 et 2 du chapitre III, le théorème limite central et le corol-laire ci-dessus nous permettront de justi�er à la fois la nature brownienne delimite hydrodynamique du processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste, et dejusti�er/corriger la relation de �uctuation-dissipation asymptotique conjec-turée dans [DH05a, DH05b]. En e�et, nous verrons que lorsque d = 1, laconstante Σβ est toujours explicite. En étudiant son comportement asymp-totique lorsque β tend vers zéro et vers l'in�ni, nous in�rmerons et corrigeronsla conjecture de Dunkel et Hänggi sur l'expression du coe�cient de di�usionlimite.



3. Une classe de di�usions minkowskiennes 173.3 Plan de la preuve du théorème limite centralPour clore ce chapitre, nous esquissons la méthode et le plan de la preuve duthéorème I.1. Ce théorème a�rme deux choses : d'une part, que le processus
pt admet une probabilité invariante et qu'il est donc ergodique, et d'autrepart que la fonctionnelle

(xta)a≥0 =

(
1√
t

∫ at

0

f̃(ps)ds

)

a≥0

, où f̃(p) := p × f(|p|),converge en loi, lorsque t tend vers l'in�ni, vers le produit d'un mouvementbrownien de dimension d par un scalaire. Le théorème I.1 est donc un théo-rème limite central fonctionnel associé à un processus de Markov ergodique.Il existe de nombreuses méthodes pour étudier les fonctionnelles additivesde processus ergodiques. Parmi celles-ci, une méthode particulièrement élé-gante et e�cace est la méthode dite des martingales dont nous rappelons leprincipe dans le prochain paragraphe.3.3.1 Méthode des martingalesL'application de la méthode des martingales à l'étude des fonctionnelles addi-tives de processus récurrents remonte aux années 1970, on pourra par exempleconsulter les articles [Mai78, Reb79, Tou83]. Cette méthode consiste à décom-poser, lorsque cela est possible, la fonctionnelle additive en la somme d'unemartingale et d'un terme de reste que l'on montre être asymptotiquement né-gligeable. À titre d'exemple, nous esquissons la preuve du résultat principalde [Tou83]. Oublions momentanément les di�usions relativistes et considé-rons un processus de Markov Xs à valeurs dans un espace mesuré localementcompact à base dénombrable (E, E). On suppose que Xs est ergodique, deprobabilité invariante π et on note L son générateur in�nitésimal.Théorème I.2 (théorème 1 de [Tou83]) � Soit f ∈ L2(E, π) telle que
π(f) = 0. On suppose qu'il existe g ∈ L2(E, π) telle que Lg = f , alorslorsque t tend vers l'in�ni, on a la convergence en loi

(Y t
a )a≥0 :=

(
1√
t

∫ at

0

f(Xs)ds

)

a≥0

d−→ Σ × (Ba)a≥0 ,où la constante Σ2 est donnée par :
Σ2 := −2

∫

E

fg dπet B est un mouvement brownien standard. La convergence a lieu pour π-presque tout X0 ou si la loi initiale est la loi invariante.



18 Chapitre I Une classe de di�usions minkowskiennesDémonstration. (les grandes lignes) Supposons pour simpli�er que la fonction
f est de classe C2 et soit g tel que Lg = f . On sait que

Mg
t := g(Xt) − g(X0) −

∫ t

0

f(Xs)dsest une martingale pour toute loi d'entrée. Comme g ∈ L2, on véri�e facile-ment que, lorsque t tend vers l'in�ni, |g(Xat)| = o(
√
t) uniformément en adans tout compact de R+. Le comportement du processus (Y t

a )a≥0, lorsque ttend vers l'in�ni, est donc celui de la martingaleM t
a := t−1/2Mg

at. Le crochetde Mg est donné par
〈Mg, Mg〉t =

∫ t

0

Γ(g, g)(Xs)ds,où Γ est l'opérateur carré du champ : Γ(gh) := L(gh)−gLf−hLg. D'après lethéorème ergodique, lorsque t tend vers l'in�ni, on a la convergence presquesûre :
1

t

∫ t

0

Γ(g, g)(Xs)ds
p.s.−→

∫
Γ(g, g)dπ,avec∫

Γ(g, g)dπ =

∫ (
L(g2) − 2gLg

)
dπ = −2

∫
gLgdπ = −2

∫
fg dπ = Σ2.Lorsque t tend vers l'in�ni, on a donc pour tout a ≥ 0 :

〈M t, M t〉a p.s.−→ a× Σ2.On peut alors conclure en utilisant les résultats classiques de la théorie desmartingales (voir par ex. [Reb79]).D'après le théorème de Touati, l'existence d'un théorème limite central fonc-tionnel pour le processus (Y t
a ) est assurée dès lors que la fonction f ∈ L2appartient à l'image Im(L) du générateur in�nitésimal L. Dans le cas gé-néral, Im(L) est incluse dans L2

0(π) := {f ∈ L2(π),
∫
fdπ = 0}. Touatimontre que Im(L) est dense dans L2

0(π) et suivant [Mai78], qu'une conditionsu�sante pour que Im(L) = L2
0(π) est que la résolvante R1 du processus

Xs est un opérateur quasi-compact ou de manière équivalente qu'elle véri-�e la condition de Doeblin. Dans le cadre qui nous intéresse ici, à savoirl'étude du processus (xta, a ≥ 0) lorsque (xt,pt)t≥0 est une solution du sys-tème d'équations di�érentielles (?), et où les fonctions (f, b, σ, η) véri�ent leshypothèses (H), la quasi-compacité de la résolvante du processus pt s'avèreêtre au moins aussi di�cile à établir que la résolution directe de l'équationdi�érentielle d'ordre deux Lg = f . Nous nous a�ranchissons ici de l'hypothèsede quasi-compacité en construisant un antécédant explicite à la fonction f̃ .



3. Une classe de di�usions minkowskiennes 193.3.2 Plan de la preuve du théorème limite central
i) La première étape de la preuve consiste à montrer que sous les hypo-thèses (H), le processus pt est ergodique dans Rd. Cette question faitl'objet de la section 1 du prochain chapitre. On écrit la décompositionpolaire de pt et on montre que le rayon rt = |pt| est ergodique dans

R+ puis que la partie angulaire Θt = pt/rt est un mouvement browniensphérique changé de temps.
ii) Dans la section 2 du prochain chapitre , on construit ensuite une fonction

F = (F 1, . . . , F d) de R
d dans lui même, de classe C2, telle que pour

1 ≤ i ≤ d, on ait :
dF i(pt) + dxit − dM i

t = 0, (I.10)oùMt = (M1
t , ...,M

d
t ) est une martingale. Pour toutes conditions intiales

(x0, p0), en intégrant et en renormalisant, on obtient alors :
xta = t−1/2 xat = t−1/2 Mat − t−1/2 F (pat) + O(t−1/2).Dans le cas unidimensionnel, la fonction F := F 1 est explicite ; en di-mension supérieure, les fonctions F i n'admettent pas en général d'ex-pression explicite, elles sont obtenues comme solution d'une équationdi�érentielle. La résolution de cette équation, qui fait l'objet du para-graphe 2.2, est le point le plus délicat de la preuve du théorème.

iii) On montre alors que le processus t−1/2 F (pat) tend vers zéro dans L2(P)(donc en probabilité), uniformément pour a variant dans tout compactde R+.
iv) En�n, grâce au théorème de Knight asymptotique et au théorème decouplage de Skorokhod, on montre que (t−1/2 Mat, a ≥ 0) converge enloi vers le produit d'un mouvement brownien standard de dimension det d'un scalaire dépendant explicitement des fonctions f , b, σ et η.
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22 Chapitre II Preuve du théorème limite central principal1 Ergodicité de la diffusion euclidienneNous montrons dans cette section que sous les hypothèses du théorème I.1,le moment pt est un processus ergodique et nous explicitons sa probabilitéinvariante.1.1 Décomposition polaire de la di�usion euclidienneSoit (xt, pt)t≥0 une di�usion de la classe C et (xt, pt)t≥0 la di�usion eucli-dienne associée. Un calcul direct montre que le processus radial rt = |pt|véri�e alors l'équation di�érntielle stochastique :
drt =

(
(d− 1) σ2(rt)

2 β [1 + η(rt)2] rt
− rt b(rt)

)
dt+ σ(rt) β

−1/2 dBt , (II.1)avec dBt := (1 + η(rt)
2)−1/2

[ d∑

i=1

θit dW
i
t + η(rt) dwt

]
.Par ailleurs, le processus angulaire Θt = (θ1

t , . . . , θ
d
t ) à valeurs dans la sphèreeuclidienne de dimension d − 1, dé�ni par θit := pit/rt pour 1 ≤ i ≤ d, estsolution du système d'équations di�érentielles stochastiques :

dθit =

(
1 − d

2

)
θit
σ2(rt)

β r2
t

dt+
σ(rs)√
β rt

×
d∑

j=1

(
δij − θitθ

j
t

)
dW j

t .1.2 Ergodicité du processus radialDans ce paragraphe, on s'intéresse au processus radial rt. On montre que ceprocessus est ergodique et on exhibe sa mesure invariante.Lemme II.1 � Le processus rt est ergodique dans R+.Démonstration. Comme 〈B,B〉t = t , B est un mouvement brownien stan-dard. Le processus rt admet donc pour générateur in�nitésimal l'opérateur :
Lr :=

σ2(r)

2 β

(
∂2
r +

[
d− 1

[1 + η(r)2] r
− β g(r)

]
∂r

)
. (II.2)Pour r ∈ R+, posons

µ(r) := exp

[∫ r

1

ds

s[1 + η(s)2]

]
∈ R+ et G(r) :=

∫ r

0

g(ρ)dρ. (II.3)



1. Ergodicité de la di�usion euclidienne 23Le processus rt admet pour mesure invariante la mesure ν(r)dr , de densitépar rapport à la mesure de Lebesgue sur R+ :
ν(r) := σ−2(r) µ(r)d−1 e− β G(r) . (II.4)On véri�e aisément que min{r, 1} ≤ µ(r) ≤ max{r, 1} ; les hypothèses (H)assurent alors que ν est �nie, de sorte que le processus radial rt est bienergodique.D'après la formule d'Itô appliquée à la fonction r 7→ log(r), on a :

log(rt/r0) = −
∫ t

0

b(rs)ds−
(
d− 1

2

)∫ t

0

η2(rs)

1 + η2(rs)
dCs +

(
d− 2

2

)
Ct +BCt

,où l'horloge Ct et son inverse C−1
t sont donnés par :

Ct :=

∫ t

0

σ2(rs)

β r2
s

et C−1
t = inf{s > 0, Cs > t}. (II.5)Le processus rt étant ergodique, on montre que l'horloge Ct tend vers l'in�nilorsque t tend vers l'in�ni. Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la preuvedu théorème I.1, dans le prochain paragraphe 1.4, nous déterminons précisé-ment la vitesse de divergence de Ct en fonction de t. Celle est de l'ordre de

t2 en dimension deux, et de l'ordre de t en dimension supérieure ou égale àtrois.1.3 Ergodicité du processus angulaireOn s'intéresse à présent au processus angulaire Θt. Ce dernier est un mouve-ment brownien sphérique changé de temps. En e�et, si l'on dé�nit le processus
Θ̃s = (θ̃1

s , . . . , θ̃
d
s ) ∈ Sd−1 par

Θ̃s := ΘC−1
s
, i.e., pt = rt × Θ̃Ct

,alors Θ̃s est solution du système d'équations di�érentielles stochastiques :
dθ̃is =

(
1 − d

2

)
θ̃is ds+

d∑

j=1

(
δij − θ̃isθ̃

j
s

)
dW̃ j

s ,pour un mouvement brownien standard W̃ = (W̃ 1, . . . , W̃ d) ∈ Rd. On re-connaît en Θ̃ un mouvement brownien sphérique sur la sphére euclidienne dedimension d− 1. On en déduit alors directement l'ergodicité du processus ptdans Rd, ou de manière équivalente celle du processus (rt,Θt) dans l'espaceproduit R+ × Sd−1.



24 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalLemme II.2 � Le processus (rt,Θt) = (rt, Θ̃Ct
) est ergodique dans R+ ×

S
d−1.Démonstration. D'après le lemme II.1 et le calcul ci-dessus, le générateurin�nitésimal de la di�usion (rt,Θt) = (rt, Θ̃Ct

) est
A := Lr +

σ2(r)

2 β r2
∆Sd−1 , (II.6)où Lr est le générateur du processus radial donné en (II.2) et ∆Sd−1 est lelaplacien sphérique. Notons dΘ la probabilité uniforme sur la sphère Sd−1 et

ν̄ :=
(∫∞

0
ν
). Alors, on véri�e facilement que mesure de probabilité

π(dr, dΘ) := ν̄−1 × ν(r) dr dΘ , (II.7)est invariante pour le processus (rt,Θt), d'où le résultat.Remarque II.1 � D'après l'expression du générateur in�nitésimal A, lors-qu'il est non nul, le facteur d'anisotropie η n'in�ue que sur la dérive radialedu processus (pt).1.4 Comportement asymptotique de l'horloge CtComme annoncé à la �n du paragraphe 1.2, nous précisons ici la vitesse dedivergence de l'horloge Ct lorsque t tend vers l'in�ni. On rappelle que l'on aposé
µ(r) = exp

[∫ r

1

ds

s (1 + η(s)2)

]
= r × exp

[
−
∫ r

1

η(s)2ds

s (1 + η(s)2)

]
.A la fonction continue η, associons l'intégrale

κη := exp

(∫ 1

0

η2(s)ds

s(1 + η(s)2)

)
= lim sup

r→0
µ(r)/r ∈ R+ ∪ {+∞}.Pour r > 0, considérons en�n la fonction

u(r) = ud(r) := b(r) +
d− 1

2β

σ2(r)η(r)2

r2(1 + η(r)2)
.A l'aide de u, le logarithme de rt s'exprime comme :

log(rt/r0) = −
∫ t

0

u(rs)ds+

(
d− 2

2

)
Ct +BCt

. (II.8)



1. Ergodicité de la di�usion euclidienne 251.4.1 Intégrabilité de la fonction uSur l'intervalle ]0,+∞[, un calcul direct montre que :
u(r)ν(r) =

rd−2

2β

(
βg(r)e−βG(r)

(
µ(r)

r

)d−1

+

[(
µ(r)

r

)d−1
]′
e−βG(r)

)

= −r
d−2

2β

(
e−βG(r)

(
µ(r)

r

)d−1
)′

.Nous travaillons ici sous les hypothèses (H) ; en dimension d ≥ 3, la fonction
u est donc intégrable contre ν sur ]0,+∞[ et une intégration par partiesdonne

ν(u) =

∫

R+

u(r)ν(r)dr =
d− 2

2β

∫ ∞

0

r−2µd−1(r)e−βG(r)dr.Lorsque d = 2, la fonction u est intégrable contre ν sur ]0,+∞[ ssi κη < +∞,auquel cas :
ν(u) =

∫

R+

u(r)ν(r)dr =
κη
2β
.Lorsque ν(u) < +∞, nous posons `u := 2ν̄−1ν(u).1.4.2 Comportement asymptotique de CtNous pouvons maintenant expliciter le comportement asymptotique de l'hor-loge Ct, lorsque t tend vers l'in�ni. Nous montrons en e�et la propositionsuivanteProposition II.1 � Lorsque d = 2, si κη < +∞, le processus t−2Ctconverge en loi :

t−2Ct
d−→ inf

{
s > 0, βs =

`u
2

}
,où β est un mouvement brownien standard. En dimension d ≥ 3, le processus

t−1Ct converge presque sûrement et dans L1 :
t−1Ct

p.s., L1

−→ `u
d− 2

.Démonstration. D'après le paragraphe 1.1, en toute dimension d ≥ 1, leprocessus radial rt est ergodique . D'autre part, les fonctions x 7→ log(x) et
x 7→ log σ(x) étant intégrables contre la mesure invariante ν, on montre quelorsque t tend vers l'in�ni :

log(rt/r0) = OL2(1) et log(σ(rt)/σ(r0)) = OL2(1),



26 Chapitre II Preuve du théorème limite central principald'où
log(r2

t /r
2
0) = o(t) et log(σ2(rt)/σ

2(r0)) = o(t). (II.9)Lorsque d ≥ 3, des équations (II.8), (II.9) et du théorème ergodique, ondéduit alors que presque sûrement :
t−1Ct =

(
2

d− 2

)
t−1

∫ t

0

u(rs)ds+ o(1) + o(t−1Ct)

=
`u

d− 2
+ o(1) =

1

βν̄

∫ ∞

0

r−2µd−1(r)e−βG(r)dr + o(1).On retrouve bien sûr le résultat obtenu en appliquant directement la théorèmeergodique, la fonction r 7→ σ2(r)/r2 étant intégrable contre ν lorsque d ≥ 3 :
t−1Ct = t−1

∫ t

0

σ2(rs)

βr2
s

ds −→ 1

βν̄

∫ ∞

0

r−2σ2(r)ν(r)dr

=
1

βν̄

∫ ∞

0

r−2µd−1(r)e−βG(r)dr. (II.10)Étudions maintenant le cas de la dimension d = 2 lorsque κη < +∞. L'équa-tion (II.8) s'écrit alors :
log(rt/r0) = −

∫ t

0

u(rs)ds+BCt
. (II.11)D'après le théorème ergodique, presque sûrement, lorsque t tend vers l'in�ni :

∫ t

0

u(rs)ds =
`u
2
t+ o(t). (II.12)D'après (II.9), (II.11) et (II.12), on a donc :

log(σ2(rt)/r
2
t ) − log(σ2(r0)/r

2
0) = `u t− 2BCt

+ o(t) = o(t).On écrit alors
1

`u

(
e`u t − 1

)
=

∫ t

0
e`u sds =

∫ t

0
e`u s × r2s

σ2(rs)
dCs =

∫ t

0
exp (2BCs − o(s)) dCs.En majorant, il vient

1

`u

(
e`u t − 1

)
= e−o(t)

∫ t

0

exp (2BCs
) dCs = e−o(t)

∫ Ct

0

e2Bsds.



1. Ergodicité de la di�usion euclidienne 27Comme l'intégrande est positive, on obtient
Ct = inf

{
u > 0,

∫ u

0

e2Bsds > eo(t) × 1

`u

(
e`u t − 1

)}
,donc

t−2 Ct = inf

{
u > 0,

∫ u

0

e2Bt2sds > t−2 × eo(t) × 1

`u

(
e`u t − 1

)}
,en utilisant l'invariance d'échelle Bt2s

d
= tBs, puis en passant au log

t−2 Ct
d
= inf

{
u > 0,

1

2t
log

(∫ u

0

e2tBsds

)
>
`u
2

+ o(1)

}
.En utilisant à nouveau l'invariance d'échelle, on montre que

1

2t
log

(∫ u

0

e2tBsds

)
d−→ St où St = sup

s∈[0,t]

Bs,on en déduit �nalement
t−2 Ct

d−→ inf

{
s > 0, Bs =

`u
2

}
.On a donc montré que, lorsque t tend vers l'in�ni :� lorsque d = 2, le processus t−2Ct converge en loi :

t−2 Ct
d−→ inf

{
s > 0, Bs =

`u
2

}
.� lorsque d ≥ 3, le processus t−1Ct converge presque sûrement :

t−1 Ct
p.s.−→ `u

d− 2
.

Remarque II.2 � Dans le cas isotrope i.e., lorsque η = 0, on a µ ≡ Id et
u ≡ b, la constante `u est alors donnée par :
`u = 1/βν̄ lorsque d = 2 et `u = (1/βν̄)

∫

R+

rd−3e−βG(r)dr si d ≥ 3.



28 Chapitre II Preuve du théorème limite central principal1.5 Convergence L1 dans le théorème ergodiqueDans la suite de la preuve du théorème limite central, nous utiliserons àplusieurs reprises le fait que la convergence dans le théorème ergodique estvalable en espérance mais aussi en norme L1. Oublions momentanément lesdi�usions relativistes et considérons une di�usion ergodique X = (Xs)s≥0dé�nie sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), à valeurs dans un intervalle Ide R et de probabilité invariante π. Le théorème ergodique est le plus souventénoncé en terme de convergence presque sûre :Théorème II.1 (Théorème ergodique) � Soit f une fonction positive, inté-grable contre π, alors lorsque t tend vers l'in�ni, on a la convergence presquesûre
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds −→
∫

I

fdπ.Démonstration. Pour une preuve de ce résultat, on pourra consulter [RY99]théorème (3.12) p. 427 ou encore [Kal01] théorème 23.14 p. 464.Nous rappelons ici que la convergence a en fait lieu dans L1. Introduisons toutd'abord quelques notations. A tout réel a > 0, nous associons l'opérateur dedécalage θa :
Xs ◦ θa(ω) = Xs+a(ω), on a alors bien sûr X ◦ θna = X ◦ θna.Si X0 a pour loi µ, nous noterons Pµ la loi du processus (Xs)s≥0, Pµ ◦ θ−1

tla loi du processus X au temps t et ||µ|| la variation totale de la mesure
µ. Rappelons en�n que lorsque une suite de variables aléatoires converge enprobabilité, la convergence en norme Lp est équivalente à la convergence desnormes Lp :Proposition II.2 (convergence Lp) � Soient p > 0 et ξ, ξ1, . . . , ξn, . . . ∈
L
p tels que la suite (ξn) converge en probabilité vers ξ. Alors les assertionssuivantes sont équivalentes :� ξn −→ ξ dans Lp ;� ||ξn||p −→ ||ξ||p ;� Les variables |ξn|p, n ∈ N∗ sont uniformément intégrables.Démonstration. Voir par exemple [Kal01] proposition 4.12 p. 68.Soit f une fonction positive, intégrable contre π, et x ∈ I. D'après la propo-sition II.2, on a
Ex

[∣∣∣∣
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds−
∫

I

fdπ

∣∣∣∣
]
−→ 0 ⇐⇒ Ex

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds

]
−→

∫

I

fdπ.



1. Ergodicité de la di�usion euclidienne 29Dans l'exercice (3.18) p. 429 de [RY99], les auteurs proposent une démons-tration de la dernière convergence basée sur le théorème de Chacon-Ornstein.Théorème II.2 (Chacon-Ornstein, cas ergodique) � Soit (E, E , m) un es-pace mesuré, où la mesure m est σ-�nie. Soit T une contration positivede L1(m), conservative et ergodique. Si g est un élement de L1
+(m) tel que

m(g) > 0, alors pour toute fonction f ∈ L1(m), on a
lim

n→+∞

∑n
0 T

kf∑n
0 T

kg
=
m(f)

m(g)
, m-presque partout.Démonstration. Voir par exemple [RY99].Posons pour alléger les expressions

Ca = Ca(X) :=

∫ a

0

f(Xs)ds et C̃a(x) := Ex [Ca] = Ex

[∫ a

0

f(Xs)ds

]
.Comme π est invariante pour le processus (Xs), la mesure Pπ sur (Ω,F) estinvariante par θa, de sorte que Z 7→ Z ◦ θa est une contraction positive de

L1(Pπ) et l'opérateur
Ta : L

1(π) → L
1(π) dé�ni par Ta(g)(x) = Ex [g(X0 ◦ θa)]est une contraction positive de L1(π). Comme la di�usion (Xs) est ergodique,pour tout y ∈ I et pour toute fonction non nulle g ∈ L

1
+(π), on a

N∑

n=0

T na (g)(y) =

N∑

n=0

Ey[g(Xna)]
N→+∞−→ +∞,ce qui montre que Ta est conservatif et ergodique. D'autre part, en appliquantla propriété de Markov au temps na, on obtient

Ex [Ca ◦ θna] = Ex [EXna
[Ca]] = Ex

[
C̃a(Xna)

]
:= T na

(
C̃a

)
(x).On en déduit que pour tout entier N ≥ 0

Ex[CNa] =

N∑

n=0

Ex [Ca ◦ θna] =

N∑

n=0

T na

(
C̃a

)
(x).



30 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalEn choisissant g ≡ 1, d'après le théorème de Chacon-Ornstein, on peut alorsa�rmer que pour π-presque tout x ∈ I :
lim

N→+∞
Ex

[
N−1

∫ Na

0

f(Xs)ds

]
= lim

N→+∞
Ex[N

−1 CNa]

= lim
N→+∞

N−1
N∑

0

Ex [Ca ◦ θna]

= lim
N→+∞

N−1

N∑

0

T na

(
C̃a

)

=

∫

I

C̃a(x)π(dx)

=

∫

I

Ex

[∫ a

0

f(Xs)ds

]
π(dx)

=

∫ a

0

(∫

I

Ex[f(Xs)]π(dx)

)
ds

= a×
∫

I

fdπ.On a donc, pour tout a > 0 :
lim

N→+∞
Ex

[
(Na)−1

∫ Na

0

f(Xs)ds

]
=

∫

I

fdπ,d'où le résultat.



2. Utilisation de la méthode des martingales 312 Utilisation de la méthode desmartingalesNous cherchons maintenant à appliquer la méthode des martingales au pro-cessus xt, autrement dit, on cherche à le décomposer en la somme d'un mar-tingale M et d'une terme de reste que l'on espère asympotiquement négli-geable. Nous montrons ici que, de par la symétrie du système d'équation (?),la décomposition (I.10) se ramène à un problème unidimensionnel : la résolu-tion d'une équation di�érentielle ordinaire de dimenson un, mais qui possèdeun pôle d'ordre deux en zéro et un pôle simple en l'in�ni, de sorte que lesméthodes de résolution usuelles ne s'appliquent pas. Dans la proposition II.3,nous parvenons cependant à construire une solution de cette équation par uneméthode de point �xe, solution dont on parvient à contrôler le comportementau voisinage des pôles.2.1 Existence de la décompositionOn rappelle que l'on cherche ici à exhiber une fonction F = (F 1, . . . , F d) de
Rd dans lui-même, de classe C2, et véri�ant la relation (I.10), c'est-à-dire :

dF i(pt) + dxit − dM i
t = 0 pour 1 ≤ i ≤ d,pour une martingale Mt = (M1

t , . . . , M
d
t ). D'après la formule d'Itô, si F estune telle fonction, on a alors

dF i(pt) = +
σ2(rt)

2β[1 + η(rt)2]

(
δjk + η(rt)

2θjt θ
k
t

)
∂2
jkF

i(pt)dt

−∂jF i(pt) p
j
t b(rt)dt+ dM i

t ,où la martingale M i est donnée par :
dM i

t =
(
β [1 + η(rt)

2]
)−1/2

σ(rt)∂jF
i(pt) [dW j

t + η(rt) θ
j
t dwt].De manière équivalente, le générateur in�nitésimal de la di�usion pt s'écrit :

σ2(r)

2 β [1 + η(r)2]

(
∆ + η(r)2

∑

1≤j,k≤d
θjθk

∂2

∂pj∂pk

)
− b(r)

d∑

j=1

pj
∂

∂pj
,où ∆ désigne le laplacien usuel dans Rd. Ainsi, une fonction F satisfaisant(I.10) doit véri�er l'équation :

σ2(r)

2β
× δjk + η(r)2 θjθk

[1 + η(r)2]
× ∂2

jkF
i(p)− b(r)pj ∂jF

i(p) = − pi× f(r). (II.13)



32 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalL'équation (II.13) invite à chercher les fonctions F i de la forme :
F i(p) = θi × ψβ(r) = pi × ψβ(r)/r, i.e. F (p) = Θ × ψβ(r) = p× ψβ(r)/r.Rappelons que pour r ∈ R+ :

g(r) =
2 r b(r)

σ2(r)
, G(r) =

∫ r

0

g(ρ)dρ et posons h(r) :=
2 r f(r)

σ2(r)
.Un calcul direct montre alors que l'équation (II.13) est équivalente à

ψ′′
β(r) −

(
β g(r) − d− 1

r [1 + η(r)2]

)
ψ′
β(r) −

d− 1

r2[1 + η(r)2]
ψβ(r) = −β h(r) .(II.14)D'autre part, les coordonnées de la martingale M sont alors données par :

dM i
t =

σ√
β[1 + η2]

[
ψ′
βdW

i
t +

[ψβ
rt

− ψ′
β

] d∑

j=1

[δij − θitθ
j
t ]dW

j
t + ηψ′

βθ
i
tdwt

]
.Lorsque d = 1, l'équation (II.14) est une équation di�érentielle linéaire dupremier ordre en ψ′

β dont une solution est donnée par la fonction ψβ :
ψβ(0) = 0 et ψ′

β(r) = βeβG(r)

∫ ∞

r

h(ρ)e−βG(ρ)dρ.Sous les hypothèses (H), il existe alors ε′ < ε β
2

tel que, lorsque r tend versl'in�ni :
|ψβ(r)| = O(eε

′r) et |ψ′
β(r)| = O(eε

′r).Remarque II.3 � En toute dimension, lorsque b ≡ f , c'est à dire lorsque
g ≡ h , l'équation (II.14) admet pour solution triviale la fonction ψβ(r) = r .C'est le cas par exemple pour le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativistede Debbasch, Mallick et Rivet.Lorsque d ≥ 2, l'équation (II.14) possède un pôle d'ordre 2 en zéro et unpôle simple à l'in�ni. En dehors du cas exceptionnel de la remarque II.3,elle n'admet pas a priori de solution explicite et les techniques usuelles nesu�sent pas à décrire le comportement des solutions éventuelles près despôles. Sous les hypothèses (H), il est toutefois possible de montrer l'existenced'une solution ψβ à l'équation (II.14) et d'obtenir un contrôle équivalent àcelui énoncé plus haut.



2. Utilisation de la méthode des martingales 33Proposition II.3 � Sous les hypothèses (H), l'équation (II.14) admet unesolution ψβ ∈ C2(R+,R) véri�ant ψβ(0) = 0 et telle que, lorsque r tend versl'in�ni :
|ψβ(r)| = O(eε

′r) et |ψ′
β(r)| = O(eε

′r) pour un ε′ <
εβ

2
.De plus, si 0 ≤ f ≤ b , on a l'encadrement 0 ≤ ψβ ≤ Id .Nous remercions vivement Reinhard Schäfke de nous avoir indiqué la méthodeà suivre pour montrer à la fois l'existence et le contrôle de la solution ψβ.La preuve délicate et technique de cette proposition est détaillée dans leprochain paragraphe.2.2 Preuve de la proposition II.3Donnons tout d'abord le plan de la démonstration. Nous nous intéressonsdans un premier temps à l'équation homogène associée à (II.14) :

ζ ′′(r) +

(
d− 1

r [1 + η(r)2]
− β g(r)

)
ζ ′(r) − d− 1

r2[1 + η(r)2]
ζ(r) = 0 . (II.15)Cette dernière équation a un pôle d'ordre deux en zéro et un pôle à l'in�ni.A l'aide de la méthode du point �xe, nous construisons dans un premiertemps deux solutions ζ1 (resp. ζ2) de l'équation (II.15) dont on contrôle lecomportement en l'in�ni (resp. en zéro). À partir de ces deux solutions, onconstruit une solution ψβ de (II.14) sur R+. En�n, on étudie le comportementasymptotique de la solution et de sa dérivée. Rappellons que nous avons posé :

µ(r) = exp

[∫ r

1

ds

s [1 + η(s)2]

]
,de sorte que µ est croissante et que l'on a :

min{r, 1} ≤ µ(r) ≤ max{r, 1} et 0 ≤ r ≤ s⇒ 1 ≤ µ(s)

µ(r)
≤ s

r
.2.2.1 Construction d'une solution ζ1 de (II.15) bornée en +∞D'après les hypothèses (H), il existe ε > 0 et r0 > 0 tel que g ≥ ε sur

[r0,+∞). Pour r ≥ r0, considérons alors la fonction
λ(r) :=

∫ ∞

r

µ(ρ)1−d eβ G(ρ)

[∫ ∞

ρ

e−β G(s) µ(s)d−1 ds

s2(1 + η(s)2)

]
dρ .



34 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalUn calcul direct montre la majoration :
λ(r) ≤

∫ ∞

r

[∫ ∞

ρ

e−β ε(s−ρ)
[s
ρ

]d−1

s−2 ds

]
dρ

=

∫ ∞

r

[∫ ∞

0

e−β ε s (1 + s/ρ)d−3 ds

]
ρ−2 dρ

≤ 1

r

∫ ∞

0

e−β ε s max{1, (1 + s/r0)
d−3} ds = O(1/r).Lorsque r tend vers l'in�ni, λ(r) décroît vers zéro, on peut par conséquent(quitte à augmenter r0) supposer que λ(r0) ≤ 1/2d. Sur l'intervalle [r0,+∞),on dé�nit alors les fonctions ϕn par récurrence sur n ∈ N :





ϕ0 ≡ 1,

ϕn+1(r) := 1 + (d− 1)

∫ ∞

r
µ(ρ)1−d eβ G(ρ)

[∫ ∞

ρ
ϕn(s)

e−β G(s) µ(s)d−1

s2(1 + η(s)2)
ds

]
dρ.Pour tout r ≥ r0, on a l'encadrement :

1 ≤ ϕn+1(r) ≤ 1 + (d− 1)||ϕn||L∞[r0,+∞[ × λ(r) < +∞et donc
1 ≤ ϕn ≤ ‖ϕn‖L∞[r0,∞[ < 2 , pour tout n ∈ N .On montre de même que

‖ϕn+1 − ϕn‖L∞[r0,∞[ ≤ ‖ϕn − ϕn−1‖L∞[r0,∞[ × (d− 1)λ(r0) .La méthode du point �xe s'applique donc : ζ1 := lim
n→∞

L∞[r0,∞[

ϕn véri�e ζ1 ≥ 1 et
ζ1(r) = 1+(d−1)

∫ ∞

r

µ(ρ)1−d eβ G(ρ)

[∫ ∞

ρ

ζ1(s)
e−β G(s) µ(s)d−1

s2(1 + η(s)2)
ds

]
dρ . (II.16)En particulier, lorsque r tend vers l'in�ni

ζ1(r) ≤ 1 + (d− 1) ‖ζ1‖L∞[r0,∞[ λ(r) −→ 1 .On a donc limr→+∞ ζ1(r) = 1 et
ζ ′1(r) = (1 − d)µ(r)1−d eβ G(r)

∫ ∞

r

e−β G(s) µ(s)d−1 ζ1(s)
ds

s2(1 + η(s)2)
< 0 ,puis

ζ ′′1 (r) +

(
d− 1

r [1 + η(r)2]
− β g(r)

)
ζ ′1(r) −

d− 1

r2[1 + η(r)2]
ζ1(r) = 0 .Cette solution se prolonge sur tout R+∗ en une fonction que l'on note encore

ζ1 et qui véri�e toujours (II.15), (II.16) et lim
0
ζ1 = +∞ .



2. Utilisation de la méthode des martingales 352.2.2 Construction d'une solution ζ2 de (II.15) bornée en 0Pour r ∈ [0, 1], on dé�nit la fonction Λ :
Λ(r) := β

∫ r

0

µ(ρ)−d−1 ρ−2 eβ G(ρ)

[∫ ρ

0

e−β G(s) µ(s)d+1 |g(s)| s ds
]
dρ.D'après les hypothèses (H),

0 ≤ Λ′(r) ≤ eG(r)

∫ 1

0

sd |g(rs)| ds −→ 0, lorsque r → 0 .On peut donc �xer r1 ∈ ]0, 1] tel que Λ(r1) ≤ 1/2 . Sur l'intervalle ]0, r1], ondé�nit par récurrence sur n ∈ N les fonctions φn :




φ0 ≡ 1

φn+1(r) := 1 + β

∫ r

0

eβ G(ρ)

µ(ρ)d+1ρ2

[∫ ρ

0

e−β G(s)µ(s)d+1 g(s)φn(s) s ds

]
dρ.Les fonctions φn sont de classe C2 sur ]0, r1], elles sont minorées par 1 et

‖φn+1‖L∞]0,r1] ≤ 1 + Λ(r1)‖φn‖L∞]0,r1],de sorte que
‖φn‖L∞]0,r1] < 2 et ‖φn+1 − φn‖L∞]0,r1] ≤ ‖φn − φn−1‖L∞]0,r1] × Λ(r1).Par la méthode du point �xe, la fonction φ̃ := lim

n→∞
L∞]0,r1]

φn satisfait :
φ̃(r) = 1 + β

∫ r

0

µ(ρ)−d−1 ρ−2 eβ G(ρ)

[∫ ρ

0

e−β G(s) µ(s)d+1 g(s) φ̃(s) s ds

]
dρ

= 1 + O[Λ(r)],et lorsque r tend vers zéro :
φ̃′(r) = β µ(r)−d−1 r−2 eβ G(r)

∫ r

0

e−β G(s)µ(s)d+1 g(s) φ̃(s) s ds

= O[Λ′(r)] −→ 0.On a donc φ̃(0) = 1, φ̃′(0) = 0 et en dérivant à nouveau, pour tout r dansl'intervalle ∈ ]0, r1] :
φ̃′′(r) +

[
d+ 1

r [1 + η(r)2]
+

2

r
− β g(r)

]
φ̃′(r) − β

g(r)

r
φ̃(r) = 0 . (II.17)



36 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalLa fonction φ̃ peut être prolongée sur R+ en une fonction φ̃ satisfaisanttoujours les équations (2.2.2) et (II.17). Le prolongement véri�e φ̃′ ≥ 0 et
φ̃ ≥ 1 sur R+ . Posons alors ζ2(r) := r φ̃(r) ; on véri�e facilement que

ζ2(0) = 0 , ζ ′2(0) = 1et que ζ2 est solution de l'équation (II.15) sur R+ .2.2.3 Le wronskien des solutions ζ1 et ζ2Considérons le wronskien : wβ := ζ1ζ
′
2 − ζ ′1ζ2 sur R∗

+. Un calcul immédiatdonne
w′
β = ζ1ζ

′′
2 − ζ ′′1 ζ2 =

(
β g − d− 1

[1 + η2] Id

)
× wβ ,de sorte qu'il existe une constante aβ ∈ R telle que pour tout r > 0 :

wβ(r) = aβ µ(r)1−d eβ G(r).Comme ζ1 ≥ 1 , ζ ′2 > 0 , ζ ′1 < 0 , ζ2 > 0 au voisinage de 0 , on a nécessaire-ment aβ > 0 .2.2.4 Construction d'une solution ψβ de l'équation (2.9) sur R+Pour toute fonction continue k sur R+ , telle qu'il existe un réel ε′ strictementinférieur à β ε/2 tel que lim
r→∞

e−ε
′rk(r) = 0 pour tout 0 < r <∞, posons :

Ψ(k)(r) := ζ1(r)

∫ r

0

ζ2(ρ)wβ(ρ)
−1 k(ρ) dρ+ ζ2(r)

∫ ∞

r

ζ1(ρ)wβ(ρ)
−1 k(ρ) dρ .La fonction Ψ(k) est bien dé�nie ; en e�et, comme g ≥ ε sur [r0,∞[ :

∫ ∞

r0

ζ1(ρ)wβ(ρ)
−1|k(ρ)| dρ = O(1)

∫ ∞

r0

µ(ρ)1−d e−β G(ρ) eβ ε ρ/2 dρ <∞ .De plus, pour 0 < r <∞ , on a :
Ψ(k)′(r) = ζ ′1(r)

∫ r

0
ζ2(ρ)wβ(ρ)

−1k(ρ) dρ + ζ ′2(r)
∫ ∞

r
ζ1(ρ)wβ(ρ)

−1k(ρ) dρ,

Ψ(k)′′(r) = −k(r) + ζ ′′1 (r)

∫ r

0
ψ2(ρ)wβ(ρ)

−1k(ρ) dρ

+ζ ′′2 (r)

∫ ∞

r
ζ1(ρ)wβ(ρ)

−1k(ρ) dρde sorte que Ψ(k) véri�e sur R+∗ l'équation (II.14) avec k au lieu de βh. Auvoisinage de zéro, on a
ζ2(r) ∼ r.



2. Utilisation de la méthode des martingales 37D'autre part, comme (ζ1/ζ2)
′ = −wβ/ζ2

2 , on a pour r > 0 :
∫ 1

r

wβ
ζ2
2

=
ζ1
ζ2

(r) − ζ1
ζ2

(1), i.e., ζ1(r) =
ζ1
ζ2

(1) ζ2(r) + ζ2(r)

∫ 1

r

wβ
ζ2
2

.Au voisinage de zéro, on a alors
ζ1(r) ∼ r aβ

∫ 1

r

µ(s)1−ds−2ds ≤ aβ µ(r)1−d,dont on déduit le contrôle Ψ(k)(r) = O(r) et en particulier, Ψ(k)(0) = 0.Par ailleurs, comme ζ1(s) = O(µ(s)1−d), on a aussi |ζ ′1(r)| = O(µ(r)1−d/r).On en déduit que
|ζ ′1(r)|

∫ r

0

ζ2(ρ)wβ(ρ)
−1k(ρ) dρ = O

(
µ(r)1−d/r

)∫ r

0

µ(ρ)d−1 ρ dρ = O(r),puis
ζ ′2(r)

∫ ∞

r

ζ1(ρ)wβ(ρ)
−1k(ρ) dρ = O(1).Finalement, la dérivée de Ψ(k)′ en zéro est �nie

Ψ(k)′(0) =

∫ ∞

0

ζ1(ρ)wβ(ρ)
−1k(ρ) dρ ∈ R,et d'après l'équation (II.14), on a alors aussi ψ′′
β(0) ∈ R. Posons ψβ := βΨ(h),on a montré que :� ψβ ∈ C2(R+,R) ;� ψβ(0) = 0 ;� ψβ est solution de l'équation (II.14) sur R+ .2.2.5 Contrôle asymptotique de ψβ et ψ′

βRappelons que d'après la section 2.2.4
ψβ(r) = β ζ1(r)

∫ r

0
ζ2(ρ)wβ(ρ)

−1h(ρ) dρ + β ζ2(r)

∫ ∞

r
ζ1(ρ)wβ(ρ)

−1h(ρ) dρ

ψ′
β(r) = β ζ ′1(r)

∫ r

0
ζ2(ρ)wβ(ρ)

−1h(ρ) dρ+ β ζ ′2(r)
∫ ∞

r
ζ1(ρ)wβ(ρ)

−1h(ρ) dρ .Au voisinage de l'in�ni, on a ζ1 ∼ 1 et
|ζ ′1(r)| = O

(
µ(r)1−d

)∫ ∞

r

e−β ε (s−r) µ(s)d−1 s−2 ds

= O(r−2)

∫ ∞

0

e−β ε s (1 + s/r)d−1 ds = O(r−2).



38 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalD'autre part, d'après les hypothèses (H), on a aussi :
wβ(r) −

2

β ε
w′
β(r) =

(
1 − 2

ε
g(r) +

2 (d− 1)

β ε [1 + η(r)2] r

)
wβ(r) < 0 ,de sorte que

∫ r

r0

wβ ≤ 2

β ε
(wβ(r) − wβ(r0)) = O(wβ(r)).En remarquant que (ζ2/ζ1)

′ = wβ/ζ
2
1 , pour tout r > 0, ζ2 s'écrit comme :

ζ2(r) =
ζ2
ζ1

(1) ζ1(r) + ζ1(r)

∫ r

1

wβ
ζ2
1

.On a donc ζ2(r) = O(wβ(r)) au voisinage de l'in�ni. et d'après (H) il existe
ε′ < εβ/2 tel que :

∫ r

0

ζ2(ρ)wβ(ρ)
−1h(ρ) dρ =

∫ r

0

O(eε
′ρ) dρ = O(eε

′r) .Pour contrôler le second terme dans le membre de droite des expressions de
ψβ et ψ′

β , on note que, par dé�nition de wβ :
ζ ′2 =

wβ
ζ1

+
ζ2
ζ1
ζ ′1 ,de sorte que ζ ′2 ∼ wβ au voisinage de l'in�ni. D'autre part, on a

wβ(r)

∫ ∞

r
ζ1(ρ)wβ(ρ)

−1h(ρ) dρ = µ(r)1−d
∫ ∞

r
e−β[G(ρ)−G(r)] µ(ρ)d−1 O(eε

′ρ) dρ

= O(eε
′r)µ(r)1−d

∫ ∞

r
e−ε β(ρ−r)/2 µ(ρ)d−1 dρ

= O(eε
′r)

∫ ∞

0
e−ε β ρ/2 (1 + ρ/r)d−1 dρ = O(eε

′r) .Finalement, on obtient que pour un ε′ < εβ/2, lorsque r tend vers l'in�ni :
|ψβ(r)| = O(eε

′r) et |ψ′
β(r)| = O(eε

′r).Pour conclure, il reste maintenant simplement à montrer que βΨ(g) = Id etque lorsque la fonction f véri�e l'encadrement 0 ≤ f ≤ b, alors la fonction
ψβ véri�e elle l'encadrement 0 ≤ ψβ ≤ Id.



2. Utilisation de la méthode des martingales 392.2.6 Encadrement des solutions lorsque 0 ≤ f ≤ bPosons ψ̃β := βΨ(g) et remarquons que l'identité est solution de l'équation(II.14) si g = h . Par conséquent, la fonction ψ̃−Id est solution de l'équationhomogène (II.15), de sorte que, pour deux constantes c et c′ et pour tout
r > 0 :

ψ̃β(r) − r = c ζ2(r) + c′ ζ1(r)Comme ψ̃β(0) = 0 , on a nécessairement c′ = 0 . D'autre part, d'après leparagraphe précédent :
ζ2(r) ∼

∫ r

1

wβ � eβ G(r)/2, lorsque r tend vers l'in�ni.Ceci implique que c ≥ 0. Si c > 0, on obtient alors
ψ̃(r) = r + cζ2(r) � ceβ G(r)/2.D'autre part, une intégration par parties montre qu'au voisinage de l'in�ni :

β

∫ ∞

r

µ(ρ)d−1e−β G(ρ)g(ρ)dρ ∼ µ(r)d−1 e−β G(r),de sorte que
β

∫ ∞

r

ζ1(ρ)µ(ρ)d−1 e−β G(ρ)g(ρ) dρ ∼ β

∫ ∞

r

µ(ρ)d−1 e−β G(ρ)g(ρ) dρ

∼ µ(r)d−1 e−β G(r).Lorsque r tend vers l'in�ni, on a donc
ψ̃β(r) = β

[
ζ1(r)

∫ r

0

ζ2(ρ)
h(ρ)

wβ(ρ)
dρ+ ζ2(r)

∫ ∞

r

ζ1(ρ)
h(ρ)

wβ(ρ)
dρ

]

= O(1)

∫ r

0

g(ρ) dρ+ O(wβ(r))µ(r)d−1 e−β G(r)

= O(G(r) + 1) = o(eβ G(r)/2).Ceci contredit ψ̃(r) � ceβ G(r)/2, on a donc c = 0 et ψ̃β = Id sur R+ . En�n,si 0 ≤ f ≤ b i.e., 0 ≤ h ≤ g , la positivité de Ψ assure que Ψ(h) ≥ 0 et
Ψ(g − h) ≥ 0 . On en déduit l'encadrement 0 ≤ ψβ ≤ Id par linéarité.



40 Chapitre II Preuve du théorème limite central principal2.3 Négligeabilité du terme de resteGrâce au contrôle de la fonction ψβ , nous sommes maintenant en mesure demontrer que le terme de reste t−1/2|F (pat)| est asymptotiquement négligeable,lorsque t tend vers l'in�ni, uniformément en a dans tout compact de R+ :Lemme II.3 � Pour tout point initial p0 = r0Θ0 , uniformément par rap-port à a dans tout compact de R+, on a :
t−1

Ep0

[
|F (pat)|2

]
= t−1

d∑

i=1

Ep0

[
|F i(pat)|2

]
−→ 0 , lorsque t→ ∞ .Démonstration. Par dé�nition, des fonctions ψβ et F , on a

|F (p)|2 =

d∑

i=1

|F i(p)|2 = |ψβ(r)|2 ×
d∑

i=1

|θi|2 = |ψβ(r)|2,donc
t−1

Ep0

[
|F (pat)|2

]
= t−1

Er0 [|ψβ(rat)|2].D'autre part, d'après la proposition II.3, la fonction ψβ est de classe C2. Laformule d'Itô donne alors :
d|ψβ(rt)|2 = 2ψβ(rt)ψ

′
β(rt)drt +

[
ψβ(rt)ψ

′′
β(rt) + |ψ′

β(rt)|2
]
d〈r〉t,soit

d|ψβ(rt)|2 = Ψβ(rt)dt+ 2σ(rt)ψβ(rt)ψ
′
β(rt)dBt,où l'on a posé

Ψβ(r) := σ2(r)

[
ψβ(r)ψ

′
β(r)

(
d− 1

β(1 + η2(r))r
− g(r)

)
+ ψβ(r)ψ

′
β(r) + |ψβ(r)|2

]Sous les hypothèses (H), d'après la proposition II.3, la fonction Ψβ est inté-grable contre la mesure ν, invariante pour le processus radial (rs). En inté-grant ∫

R+

σ2(r)ψβ(r)ψ
′
β(r)ν(r)drpar parties, on obtient facilement

∫

R+

Ψβ(r)ν(r)dr = 0.



3. Asymptotique de la martingale M 41Fixons p0 = r0Θ0 ∈ Rd, K un compact de R+ et a ∈ K ; d'après ci-dessus,on a pour tout t > 0 :
t−1

Ep0

[
|F (pat)|2

]
= t−1

Er0 [|ψβ(rat)|2]

= t−1 ψβ(r0) + t−1
Er0

[∫ at

0

Ψβ(rs)ds

]
.D'après le théorème ergodique dans sa version L1, lorsque t tend vers l'in�ni :

t−1
Er0

[∫ at

0

Ψβ(rs)ds

]
−→ ν̄−1

∫

R+

Ψβ(r)ν(r)dr = 0,la convergence étant uniforme en a ∈ K, d'où le résultat.3 Asymptotique de la martingale MD'après la formule de décomposition (I.10) et le lemme II.3, le comportementasymptotique du processus (xta)a≥0 est celui de la martingale (t−1/2Mat)a≥0.On rappelle que les coordonnées M i de la martingale M sont données par :
dM i

t =
σ√

β[1 + η2]

[
ψ′
βdW

i
t +

[ψβ
rt

− ψ′
β

] d∑

j=1

[δij − θitθ
j
t ]dW

j
t + ηψ′

βθ
i
tdwt

]
.3.1 Indépendance asymptotique des composantesGrâce au théorème de Knight asymptotique, nous montrons que les martin-gales M i sont asymptotiquement indépendantes.Lemme II.4 � Pour 1 ≤ i, l ≤ d , lorsque t tend vers l'in�ni, on a presquesûrement :

lim
t→∞

〈M i, M l〉t
t

= δil Σ
2
β,avec Σ2

β :=
1

β d

[ ∫
|ψ′
β|2 σ2dπ + (d− 1)

∫
ψ2
β (1 + η2)−1 Id−2 σ2 dπ

]
.En particulier, pour i 6= l, on a

lim
t→∞

〈M i, M l〉t
〈M i, M i〉t

= 0.



42 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalDémonstration. Le calcul des crochets donne :
β 〈M i, M l〉t = δil S

i
t − (1 − δil) T

i,l
t , où

Sit :=

∫ t

0

σ2(rs)ψ
′
β(rs)

2 |θis|2 ds+

∫ t

0

σ2(rs)ψ
2
β(rs)

r2
s(1 + η(rs)2)

(
1 − |θis|2

)
ds ,

T i,lt :=

∫ t

0

σ2(rs)
[
ψ2
β(rs) [1 + η(rs)

2]−1 r−2
s − ψ′

β(rs)
2
]
θisθ

l
s ds.Posons

ki(r,Θ) := σ2(r)ψ′
β(r)

2 |θi|2 + [1 + η(r)2]−1 r−2 σ2(r)ψ2
β(r)

(
1 − |θi|2

)
,

`i,l(r,Θ) := σ2(r)
[
ψ2
β(r) [1 + η(r)2]−1 r−2 − ψ′

β(r)
2
]
θiθlet remarquons que d'après la proposition II.3, ces fonctions sont intégrablescontre la mesure probabilité π, mesure invariante du processus pt. D'aprèsle théorème ergodique, on a alors les convergences presque sûres :

lim
t→∞

Sit/t =

∫

R+×Sd−1

ki dπ et lim
t→∞

T i,lt /t =

∫

R+×Sd−1

`i,l dπ .Or, la symétrie sphérique par rapport à Θ implique que, pour 1 ≤ i 6= l ≤ d :
∫
ki dπ = d−1

∫
|ψ′
β|2 σ2dπ + (1 − d−1)

∫
σ2ψ2

β

Id2(1 + η2)
dπ =: β Σ2

β ,∫
`i,l dπ = 0.Ainsi, on a montré que :

〈M i, M l〉t
t

p.s.−→ δil × Σ2
βoù

Σ2
β :=

δil
β d

[
π
(
σ2|ψ′

β|2
)

+ (d− 1) π
( σ2ψ2

β

[(1 + η2)Id2]

)]
.Lorsque i 6= l, en prenant le quotient, on obtient naturellement

lim
t→∞

〈M i, M l〉t
〈M i, M i〉t

= 0.



3. Asymptotique de la martingale M 43Considérons à présent la martingale Mt dé�nie par :
Mt

a := (M1, t
a , ..., Md, t

a ) := t−1/2Matet les mouvements browniens de Dambis-Dubins-Schwarz Bi,t tels que
M i,t

a = Bi,t(〈M i,t,M i,t〉a) = Bi,t(t−1〈M i,M i〉at).En appliquant le théorème de Knight asymptotique 1, on déduit du lemme II.4l'indépendance asymptotique des martingalesM i et M l, pour 1 ≤ i 6= l ≤ d ,au sens suivant :Corollaire II.1 � Le processus (B1,t, . . . , Bd,t) converge en loi, lorsque ttend vers l'in�ni, vers un mouvement brownien standard B de dimension d.Grâce au corollaire II.1, nous allons voir dans le prochain paragraphe quele processus Mt
a converge au sens des marginales de dimension �nie. Pourconclure, il restera à véri�er un critère de tension. Avons cela, nous énonçonsle lemme suivant qui fournit un expression simpli�ée de la variance limite

Σ2
β . On rappelle que ψβ est la solution de la proposition II.3 et que
G(r) =

∫ r

0

g(ρ) dρ , h(r) =
2 r f(r)

σ2(r)
, µ(r) = exp

[∫ r

1

ds

s [1 + η(s)2]

]
.Lemme II.5 � Lorsque d = 1, l'expression de la constante Σ2

β du lemmeII.4 se simpli�e en :
Σ2
β =

1

β

∫
|ψ′
β|2 σ2dπ =

[ ∫ ∞

0

e−β G(r) σ(r)−2 dr
]−1

×
∫ ∞

0

ψ′
β(r)

2e− β G(r)dr,ou encore, en utilisant l'expression explicite de ψ′
β du paragraphe 2 :

Σ2
β = β

[ ∫ ∞

0

e− β G(r) σ(r)−2 dr
]−1

×
∫ ∞

0

(∫ ∞

r

h(ρ)e−βG(ρ)dρ

)2

eβ G(r)dr.En toute dimension, la constante Σ2
β s'écrit sous la forme plus compacte :

Σ2
β =

[
d

∫ ∞

0
e− β G(r) µ(r)d−1 σ(r)−2 dr

]−1
×
∫ ∞

0
ψβ(r) e

− β G(r) µ(r)d−1 h(r) dr .1. Voir [RY99], Théorème (2.3), Corollaire (2.4) p. 524-525.



44 Chapitre II Preuve du théorème limite central principalDémonstration. les fonctions ψβ, ψ′
β, σ et η sont des fonctions du rayon r,aussi

Σ2
β :=

1

β d

[ ∫
|ψ′
β|2 σ2dπ + (d− 1)

∫
ψ2
β (1 + η2)−1 Id−2 σ2 dπ

]s'écrit encore
Σ2
β =

1

β d
(∫∞

0
dν
)
[ ∫

|ψ′
β|2 σ2dν + (d− 1)

∫
ψ2
β (1 + η2)−1 Id−2 σ2 dν

]
.Par dé�nition, on a

ν̄ =

∫ ∞

0

ν(r)dr =

∫ ∞

0

e− β G(r) µ(r)d−1 σ(r)−2 dr,d'où l'expression de Σ2
β dans la remarque II.5. Pour la remarque II.5, il su�tmontrer que

β

∫ ∞

0

ψβ(r) e
−β G(r) µ(r)d−1 h(r) dr =

∫
|ψ′
β|2 σ2dν+(d−1)

∫
σ2ψ2

β

(1 + η2)Id2
dν.Or, d'après la proposition II.3, on a

lim
r→∞

[
ψβ(r)ψ

′
β(r) e

−β G(r)µ(r)d−1
]

= 0,en intégrant I :=
∫∞
0
ψ′
β(r)

2ν(r)dr par partie et en utilisant l'équation (II.14),il vient
I =

[
ψβ(r)ψ

′
β(r) e

−β G(r) µ(r)d−1
]∞
0

−
∫ ∞

0
ψβ(r)

d

dr

[
ψ′
β(r) e

−β G(r) µ(r)d−1
]
dr

= −
∫ ∞

0
ψβ(r)

[
ψ′′
β(r) −

(
βg(r) − d− 1

r(1 + η2(r))

)
ψ′
β(r)

]
e−βG(r)µ(r)d−1dr

=

∫ ∞

0
ψβ(r)

[
βh(r) − d− 1

r2(1 + η(r)2)
ψβ(r)

]
e−βG(r)µ(r)d−1dr

= β

∫ ∞

0
ψβ(r) e

− β G(r) µ(r)d−1 h(r) dr

−(d− 1)

∫ ∞

0

ψβ(r)
2

r2(1 + η(r)2)
e−β G(r)µ(r)d−1dr,d'où le résultat.



3. Asymptotique de la martingale M 453.2 Convergence des marginales de dimension �nieComme annoncé, avant de véri�er un critère de tension, nous montrons queles marginales de dimension �nie du processus Mt convergent, lorsque ttend vers l'in�ni, vers celles d'un mouvement brownien.Proposition II.4 � Les marginales de dimension �nie de la martingale Mtconvergent, lorsque t tend vers l'in�ni, vers celles d'un mouvement brownien
Σβ × B, où Σβ est donnée par :
Σ2
β =

[
d

∫ ∞

0
e− β G(r) µ(r)d−1 σ(r)−2 dr

]−1
×
∫ ∞

0
ψβ(r) e

− β G(r) µ(r)d−1 h(r) dr.Démonstration. Soient N ≥ 1 un entier, 0 < a1 < ... < aN des réels positifset les processus
X t :=

(
〈M i,t, M i,t〉ak

, Bj, t
s

)
1≤i,j≤d
1≤k≤N
s≥0

, X∞ :=
(
Σ2
β ak , Bjs

)
1≤i,j≤d
1≤k≤N
s≥0

.D'après le lemme II.4 et le corollaire II.1, X t converge en loi, lorsque t tendvers l'in�ni, vers X∞. De manière équivalente, pour toute suite croissante
(tn) tendant vers l'in�ni lorsque n tend vers l'in�ni, la suite X tn converge enloi vers X∞. Si (tn) est une telle suite, d'après le théorème de couplage deSkorokhod 2, on peut construire des vecteurs aléatoires (X̃ tn), n ∈ N et (X̃∞)véri�ant les égalités en loi :

(X̃ tn)
d
= X tn , X̃∞ d

= X∞et tels que la suite (X̃ tn) converge presque sûrement vers X̃∞. En composantles convergences presque sûres, puis en utilisant les égalités en loi, on obtient
(
Bi, tn(〈M i,tn ,M i,tn〉ak

)
)
1≤i≤d, 1≤k≤N

d−→
(
Bi(Σ2

β ak)
)
1≤i≤d, 1≤k≤Nou de manière équivalente :

(
M i,tn

ak

)
1≤i≤d, 1≤k≤N

d−→ Σβ ×
(
Biak

)
1≤i≤d, 1≤k≤N ,ce qui prouve la convergence des marginales de dimension �nie. L'expressionplus compacte de Σβ est bien entendu celle obtenue dans de la remarqueII.5.2. Voir [Kal01], Théorème (4.30) p. 78.



46 Chapitre II Preuve du théorème limite central principal3.3 Véri�cation d'un critère de tensionPour pouvoir conclure à la convergence en loi du processus (Mt
a)a≥0 lorsque

t tend vers l'in�ni, il reste à montrer un critère de tension pour la famille
(Mt), c'est l'objet de la proposition suivante :Proposition II.5 � La famille des martingales Mt est tendue, dans l'es-pace C

(
R+,R

d
), muni de la topologie de la convergence uniforme sur lescompacts de R+ .Pour établir la proposition, il su�t de montrer que pour tout réel T > 0, lafamille de processus (t−1/2Mat, a ∈ [0, T ]

) est relativement compacte dansl'espace C ([0, T ], Rd
). A cette �n, nous utilisons le critère d'Arzelà-Ascoli 3qui s'énonce comme suit :Proposition II.6 � La famille de processus (t−1/2Mat, a ∈ [0, T ]

)
t≥0

à va-leurs dans C ([0, T ], R) est relativement compacte si et seulement si
lim
h→ 0

lim sup
t→+∞

E


t−1/2 sup

0≤a≤b≤T
b−a≤h

|Mat − Mbt|


 = 0.

Démonstration. (de la proposition II.5) Fixons i ∈ {1, . . . , d}, T > 0, h > 0et posons n := bT/hc. Il existe un mouvement brownien standard W̃ i tel que
1√
ht

sup
0≤a≤b≤T
b−a≤h

|M i
at −M i

bt| =
1√
ht

sup
0≤a≤b≤T
b−a≤h

|W̃ i
(
Sibt − Siat

)
|.Si W̃ i

∗
(u) = sup

0≤s≤u
|W̃ i

s |, on a d'autre part :
1√
ht

sup
0≤a≤b≤T
b−a≤h

∣∣∣W̃ i
(
Sibt − Siat

)∣∣∣ = W̃ i
∗
(

sup
0≤a≤T−h

1

ht

(
Sia+ht − Sia

)
)

≤ W̃ i
∗ (
Aiht
)
,où l'on a posé :

Aiht = sup
0≤j≤n

Ai,jht ,

Ai,jht =
1

ht

(
Si(j+2)ht − Sijht

)
.3. Voir [Kal01], Théorème (16.5) p. 311.



3. Asymptotique de la martingale M 47D'après le théorème ergodique, Ai,jht converge presque sûrement et dans L1,lorsque t tend vers l'in�ni, vers 2 × Σ2
∞. La convergence ayant lieu dans L

1,la famille {Ai,jht , ht ≥ 1} est uniformément intégrable. D'autre part, d'aprèsl'inégalité de Doob, appliquée à la martingale
∫ s

0

1u≤Ai
ht
dW̃ i

u,on a
E

[
W̃ i

∗ (
Aiht
)]

≤ ||W̃ i
∗ (
Aiht
)
||2 ≤ 2

√
E[Aiht],d'où

E


t−1/2 sup

0≤a≤b≤T
b−a≤h

|M i
at −M i

bt|


 ≤ 2

√
h× E[Aiht].Pour h �xé et λ > 2 Σ2

β , comme
E[Aiht] =

∫ ∞

0

P(Aiht ≥ s)ds ≤ λ+

∫ ∞

λ

P(Aiht ≥ s)ds

≤ λ+

n∑

j=0

∫ ∞

λ

P(Ai,jht ≥ s)ds,on a donc, en utilisant l'uniforme intégrabilité :
E[Aiht] ≤ λ+

n∑

j=0

E

[
Ai,jht × 1{Ai,j

ht
≥λ}

]
−→ λ , lorsque t tend vers l'in�ni.On en déduit que lim sup

t→∞
E[Aiht] ≤ 2 Σ2

β et on conclut que pour 1 ≤ i ≤ d

lim
h→0

lim sup
t→∞

t−1/2
E

[
sup

0≤a≤b≤T
b−a≤h

|M i
at −M i

bt|
]

= 0,d'où le résultat.Le théorème limite central I.1 découle alors de la relation de décomposition(I.10), du lemme II.3, et des propositions II.4 et II.5. Dans la prochainesection, nous énonçons des résultats qui sont des conséquences directes duthéorème I.1, en particulier le corollaire II.2 évoqué dans l'introduction quiassure que les di�usions de la classe C véri�ent une relation de �uctuation-disspation semblable à celle du cas classique (I.4).



48 Chapitre II Preuve du théorème limite central principal4 Deux corollaires du théorème limitecentralAvant de donner la preuve du corollaire II.2 concernant le comportementasymptotique de la variance renormalisée, nous complétons dans une certainemesure le théorème I.1 lorsque la dimension d est égale à un.4.1 Complément en dimension d = 1Dans le cas de la dimension 1, on a vu au paragraphe 2 que la solution ψ′
βde l'équation (II.14) est explicite. Nous avons déduit une expression explicitepour la variance limite Σ2

β dans le lemme II.5 :
Σ2
β =

[ ∫ ∞

0

e−β G(r) σ(r)−2 dr
]−1

×
∫ ∞

0

(∫ ∞

r

h(ρ)e−βG(ρ)dρ

)2

eβ G(r)dr.Lorsque d = 1, le théorème I.1 est en fait valable pour des di�usions (xt, pt)t≥0solutions de systèmes d'équations di�érentielles plus généraux que le système
(?). Soit en e�et (xt, pt)t≥0 une di�usion à valeurs dans R×R solution d'unsystème du type

(??)





dxt = f(pt)dt

dpt = − b(pt)dt+ σ(pt)dWt,où les fonctions (b, f, σ) sont continues. On suppose que le processus pt estergodique sur R de probabilité invariante ν admettant une densité ν(x) parrapport à la mesure de Lebesgue sur R. Par les mêmes méthodes que cellesutilisées dans la preuve du théorème I.1, on montre alors le résultat suivant.Théorème II.3 � Soit (xt, pt)t≥0 une solution du système (??). On sup-pose que la fonction f est intégrable contre ν avec
∫

R

fdν = 0 et Σ := 4

∫
σ(x)−2ν(x)−1

(∫ ∞

x

fdν

)2

dx < +∞.Alors, la loi du processus (xta)a≥0 = (xat/
√
t)a≥0 converge, lorsque t tendvers l'in�ni, vers la loi de (Σ Ba)a≥0, où B est un mouvement brownien réelstandard. La convergence en loi a lieu dans l'espace C(R+,R) muni de latopologie de la convergence uniforme sur les compacts de R+ . Elle a lieupour tout point initial (x0, p0), ou si la loi initiale est la loi invariante ν.



4. Deux corollaires du théorème limite central 49Démonstration. Considérons la fonction
F ′(x) := 2σ(x)−2ν(x)−1

∫ +∞

x

fdνet F une primitive de F ′. La fonction F est de classe C2, d'après la formuled'Itô, on a alors
dF (pt) = F ′(pt)dt+

1

2
F ′′(pt)d〈p〉t, i.e.,

dF (pt) = f(pt)dt+ σ(pt)F
′(pt)dBt, ou encore

F (pt) = F (p0) + xt − x0 +

∫ t

0

σ(ps)F
′(ps)dBs.On �xe p0 ∈ R. Comme dans la preuve du lemme II.3, en appliquant laformule d'Itô à la fonction p 7→ F 2(p), on montre que lorsque t tend versl'in�ni, uniformément en a dans tout compact de R+ :

Ep0 [F
2(pat)] = o(t−1)et donc qu'uniformément en a dans tout compact de R+ :

t−1/2 xat = t−1/2

∫ at

0

σ(ps)F
′(ps)dBs + o(1).D'autre part, il existe un mouvement brownien B tel que

t−1/2

∫ at

0

σ(ps)F
′(ps)dBs = B

(
t−1

∫ at

0

σ2(ps)F
′(ps)

2ds

)
.D'après le théorème ergodique, on a la convergence presque sûre

t−1

∫ at

0

σ2(ps)F
′(ps)

2ds
p.s.−→ a×

∫

R

σ2(x)F ′(x)2ν(dx) = a× Σ2.En utilisant le théorème de couplage de Skorokhod comme dans la preuve dela proposition II.4, puis un critère de tension, on conclut que
(
t−1/2 xat

)
a≥0

p.s.−→ Σ × (Ba)a≥0 ,la convergence en loi ayant lieu dans C(R+,R) munie de la topologie de laconvergence uniforme sur les compacts.



50 Chapitre II Preuve du théorème limite central principal4.2 Comportement asymptotique de la varianceNous concluons ce chapitre par la preuve du corollaire II.2 énoncé dans l'intro-duction. Ce résultat est une conséquence directe du théorème limite centralet de la version L1 du théorème ergodique que l'on a déjà utilisée à plusieursreprise dans la preuve du théorème I.1.Corollaire II.2 � Soit (t,xt, p
0
t ,pt) une di�usion minkowskienne de laclasse C, alors, lorsque t tend vers l'in�ni :

t−1
E
[
|xt|2

]
−→ d× Σ2

β .L'espérance est ici prise pour tout point initial (p0,x0) ou sous la loi inva-riante.Démonstration. D'après le théorème I.1, la variable t−1|xt|2 converge en loi,lorsque t tend vers l'in�ni, vers Σ2
β×|B1|2, i.e., vers le produit de Σ2

β et d'unevariable suivant une loi du chi-deux à d degrés de liberté. D'après la formulede décomposition (I.10) et le lemme II.3, il su�t alors de montrer que pour
1 ≤ i ≤ d :

t−1
E
[
|M i

t |2
]

= (β t)−1
E
[
Sit
]
−→ Σ2

β .Dans la preuve du lemme II.4, on a déjà vu que d'après le théorème ergo-dique :
t−1Sit

p.s.−→
∫
ki dπ = β Σ2

β .Le corollaire découle alors directement de la version L
1 du théorème ergo-dique.



Chapitre IIIConséquences du théorème limitecentral
Contenu du chapitre1 Comportement asymptotique du ROUP . . . . . . 521.1 Limite hydrodynamique du processus . . . . . . . . 521.2 Une preuve directe des résultats asympotiques . . . 532 Asymptotique de la di�usion de Dunkel-Hänggi . 552.1 Convergence de la variance normalisée . . . . . . . 552.2 Preuve des résultats asymptotiques . . . . . . . . . 563 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . 643.1 Convergence de la variance normalisée . . . . . . . 643.2 Évolution de la variance limite en fonction de β . . 653.3 Les codes utilisés pour les simulations . . . . . . . 67Dans ce dernier chapitre, nous appliquons les résultats du chapitre II auxdeux principaux exemples de di�usions minkowskiennes évoqués dans l'intro-duction : le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste de Debbasch, Mallick,Rivet et la di�usion de Dunkel et Hänggi. Grâce au théorème I.1 nous jus-ti�ons l'a�rmation de [DR98] concernant la limite hydrodynamique du pro-cessus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste. Nous notons par ailleurs que pourcette di�usion, l'arsenal développé au chapitre précédent est quelque peudisproportionné, les résultats asymptotiques pouvant être obtenus par desméthodes élémentaires. Grâce au corollaire II.2, nous con�rmons la conjec-ture de Dunkel et Hänggi en ce qui concerne la convergence de la variancenormalisée de leur di�usion. En revanche, nous in�rmons la validité de l'ex-pression proposée pour la variance limite dans le cas de la dimension d = 1.Nos illustrons également nos résultats concernant la di�usion de Dunkel etHänggi par des simulations numériques.



52 Chapitre III Conséquences du théorème limite central1 Asymptotique du processusd'Ornstein-Uhlenbeck relativisteLe théorème I.1 permet de justi�er rigoureusement le passage à la limite hy-drodynamique pour le processus d'Orstein-Uhlenbeck relativiste. Cependant,pour le processus de Debbasch, Mallik et Rivet, l'arsenal développé dans lechapitre II apparaît démesuré. En e�et, nous montrons dans la section 1.2,que les résultats asymptotiques concernant le ROUP peuvent être obtenuspar des méthodes élémentaires.1.1 Limite hydrodynamique du processusComme nous l'avons indiqué dans le premier chapitre, dans l'article [DR98],en se basant sur un développement de Chapman-Enskog, Debbasch et Riveta�rment que la limite hydrodynamique du ROUP se comporte de manièrebrownienne. Rappelons que le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste estun cas particulier de di�usion de la classe C, la di�usion euclidienne associée
(xt,pt) étant solution du systéme d'équations di�érentielles stochastiques(I.5), à savoir, pour 1 ≤ i ≤ d :





dxit =
pit√

1 + |pt|2
dt,

dpit = − pit√
1 + |pt|2

dt+
√

2β−1 dW i
t ,où W = (W 1, . . . ,W d) est un mouvement brownien standard de dimension

d. Plus précisément, l'a�rmation de Debbasch et Rivet porte sur la densité
Π(t,x,p) du processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste, solution de l'équa-tion de Kolmogorov forward associée au générateur in�nitésimal du ROUP :

∂tΠ + ∇x

(
p√

1 + |p|2
Π

)
−∇p

(
p√

1 + |p|2
Π

)
= β−1∆p Π.Les auteurs supposent que la densité Π(t,x,p) est homogène (ne dépendpas de x pour tout (t,p)) et qu'elle est proche de la mesure invariante pourtout (t,x). Dans le cas unidimensionnel et sous certaines hypothèses 1, encalculant un développement de Chapman-Enskog (dont ils ne prouvent pas1. principalement que Π(t,x,p) ainsi que ses dérivées par rapport à p admettent desmoments de tout ordre, à décroissance rapide.



1. Comportement asymptotique du ROUP 53la convergence), Debbasch et Rivet arrivent à la conclusion qu'à la limitehydrodynamique, la densité n(t,x), densité marginale de Π(t,x,p), satisfaitl'équation
∂tn = β−1∆n.On reconnaît bien sûr l'équation de la chaleur véri�ée par la densité d'unmouvement brownien. Le théorème I.1 permet de justi�er rigoureusementl'a�rmation de Debbasch et Rivet puisqu'il établit la converge en loi duprocessus (xta)a≥0, lorsque t tend vers l'in�ni, vers le produit d'un mouvementbrownien de dimension d et de la constante positive Σβ . Pour conclure, il su�tde montrer que Σβ = 2/β. On a déjà noté dans la remarque II.3 que dans lecas du ROUP, les fonctions b et f sont égales :

b(r) = f(r) =
1√

1 + r2
.La fonction ψβ = Id est donc solution de l'équation (II.14) et d'après lelemme II.5, on a

Σ2
β =

2

β

[
d

∫ ∞

0

e−β
√

1+r2rd−1dr
]−1

×
∫ ∞

0

rd
r√

1 + r2
e−β

√
1+r2dr =

2

β
.Le corollaire II.2 assure en outre que lorsque t tend vers l'in�ni :

t−1
E
[
|xt|2

]
−→ 2d

β
.Le comportement asymptotique du processus d'Ornstein-Uhlenbeck dans lecadre relativiste est donc identique à celui du processus d'Ornstein-Uhlenbeckdans le cadre euclidien étudié dans l'introduction.1.2 Une preuve directe des résultats asympotiquesVoyons à présent comment les résultats asymptotiques du paragraphe précé-dent concernant le processus d'Ornstein-Uhlenbeck relativiste peuvent êtredirecetement obtenus par des méthodes élémentaires. Sous forme forme vec-torielle, l'équation di�érentielle stochastique qui régit l'évolution du moment

pt dans (I.5) s'écrit :
dpt = − pt√

1 + |pt|2
dt+

√
2

β
dWt.Comme pt/

√
1 + |pt|2 est la dérivée de xt, on intégrant cette équation, ilvient :

xt + pt −
√

2

β
Wt + O(1) = 0,



54 Chapitre III Conséquences du théorème limite centralou encore, pour tout a et t strictement positifs :
t−1/2 xat =

√
2

β
× t−1/2 Wat − t−1/2pat + o(1)Or, le processus pt est ergodique dans l'espace euclidien Rd. Sa mesure inva-riante est la distribution de Jüttner π de densité par rapport à la mesure deLebesque dans R

d :
π(p1, . . . , pd) = C(d, β) × exp

[
−β
(√

1 + |p|2
)]
,où C(d, β) est la constante de normalisation. Elle généralise la distributiongaussienne de Maxwell au cadre relativiste. On montre alors facilement que,lorsque t tend vers l'in�ni, uniformément en a variant dans un compact, leterme t−1/2pat tend vers zéro en probabilité, de sorte que

t−1/2 xat =

√
2

β
× t−1/2 Wat + oP(1).Grâce à l'invariance d'échelle t−1/2×Wat

d
= Wa, on obtient alors que, lorsque

t tend vers l'in�ni, le processus (xta, a ≥ 0) :=
(
t−1/2 xat, a ≥ 0

) convergeen loi vers le produit de la constante √2/β et d'un mouvement brownienstandard de dimension d.



2. Asymptotique de la di�usion de Dunkel-Hänggi 552 Asymptotique de la diffusion deDunkel et HänggiMontrons à présent comment les résultats chapitre II permettent de con�rmerla conjecture de Dunkel et Hänggi en ce qui concerne la convergence de lavariance normalisée de leur di�usion et d'in�rmer la validité de l'expressionproposée pour la variance limite dans le cas de la dimension d = 1.2.1 Convergence de la variance normaliséeDans le premier chapitre, on a vu que le processus d'Ornstein-Uhlenbeckeuclidien, qui constitue un modèle classique pour le mouvement brownienphysique, véri�e la relation de �uctation-dissipation asymptotique (I.4) :
E[|xt|2]

t
−→ 2d

β
= 2d×D.Dans [DH05a, DH05b], Dunkel et Hänggi a�rme sans le prouver que leurversion relativiste du processus d'Ornstein-Uhlenbeck véri�e elle aussi unetelle relation. Précisément, à partir de simulations numériques de leur pro-cessus dans le cas d'une intégration stochastique à la Itô, ils conjecturent laconvergence, lorsque t tend vers l'in�ni :

Σ2(t) := E

[ |xt|2
t

]
−→ Σ2 :=

2d

2d+ β
. (III.1)D'après le corollaire II.2, comme la di�usion de Dunkel et Hänggi appartientà la classe C, la variance renormalisée, ou déplacement moyen renormalisé

t−1E[|xt|2 converge e�ectivement, lorsque t tend vers l'in�ni, vers la constante
Σ2
β de la proposition II.4 :

d× Σ2
β = 2 ×

∫ ∞

0

ψβ(r) e
−β

√
1+r2 (1 + r2)−(d+1)/2 rd dr

∫ ∞

0

e−β
√

1+r2 (1 + r2)−d/2 rd−1 dr

, (III.2)où ψβ est la solution de l'équation di�érentielle (II.14) fournie par la propo-sition II.3. Cependant, on montre ici qu'il n'a pas égalité entre la constante
Σ2
β et l'expression conjecturée par Dunkel et Hänggi :

Σ2
β 6= 2d

2d+ β
.



56 Chapitre III Conséquences du théorème limite centralEn e�et, dans le cas où d = 1, on a vu que la fonction ψβ est explicite.On peut alors déterminer le comportement asymptotique de la constante Σβdans le régime classique i.e. lorsque β tend vers l'in�ni, ou dans le régimerelativiste i.e. lorsque β tend vers zéro, et le comparer avec la valeur préditepar les auteurs de [DH05a, DH05b].Proposition III.1 � Soit (xt, pt) la di�usion de Dunkel et Hänggi lorsque
d = 1, c'est-à-dire la di�usion introduite dans l'article [DH05a]. Pour lestrois méthodes d'intégration (Itô, Stratonovich, backward), lorsque le para-mètre β tend vers l'in�ni, on a :

Σ2
β ∼ 2/β.Lorsque β tend vers zéro, il existe des constantes explicites A et C stricte-ment positives telles que, selon la méthode d'intégration choisie, on ait leséquivalents asymptotiques :Itô Stratonovich backward

Σ2
β ∼ A

log(1/β)
Σ2
β −→ C Σ2

β ∼ 2 log(1/β)Remarque III.1 � Dans le cas général, et en particulier dans le cas de ladi�usion de Dunkel et Hänngi, le fait que la fonction ψβ ne soit pas explicitelorsque la dimension d est supérieure ou égale à deux, rend très di�cile l'es-timation du comportement asymptotique de la variance limite (III.2) lorsque
β tend vers zéro ou l'in�ni. Cependant, au vu de diverses simulations numé-riques réalisées pour di�érentes valeurs de d ≥ 2, il semble que la conjecturede Dunkel et Hänngi sur l'expression de Σβ soit également mise en défaut.Démonstration. Les preuves des équivalents ci-dessus sont essentiellementtechniques, elles sont données dans le prochain paragraphe.2.2 Preuve des résultats asymptotiquesDans le cas de la dimension d = 1, la solution de l'équation (II.14) véri�ant
ψβ(0) = 0 est donnée par :

ψβ(r) = β

∫ r

0

(∫ +∞

ρ

h(v)e−βG(v)dv

)
eβG(ρ)dρ.



2. Asymptotique de la di�usion de Dunkel-Hänggi 57En vertu du lemme II.5, la variance limite est alors donnée par :
Σ2
β = β

∫ ∞

0

(∫ ∞

r

h(ρ)e−βG(ρ)dρ

)2

eβ G(r)dr

∫ ∞

0

e− β G(r)

σ(r)2
dr

,ou encore
Σ2
β = β

∫ ∞

0

(∫ r

0

[∫ ∞

ρ

e−β G h

]
eβ G(ρ) dρ

)
e− β G(r)h(r) dr

∫ ∞

0

e− β G(r)

σ(r)2
dr

.Ainsi, selon que les intégrales stochastiques sont prises au sens d'Itô, deStratonovich ou au sens backward, les variances limite sont respectivementdonnées par
Σ2
β = 2β ×

∫

R+

[∫ ∞

x

y√
1 + y2

e
β
(
1−
√

1+y2
)

dy

]2

eβ(
√

1+x2 −1) dx

(∫

R+

(1 + x2)−1/2eβ(1−
√

1+x2)dx

) (III.3)
Σ2
β =

2

β
×

∫ +∞

0

(
β

∫ +∞

r

xe−β(
√

1+x2−1)

(1 + x2)3/4
dx

)2
eβ(

√
1+r2−1)

(1 + r2)1/4
dr

∫ +∞

0
(1 + x2)−1/4e−β(

√
1+x2−1)dx

(III.4)
Σ2
β =

2

β
×

∫ ∞

0
e−β

√
1+r2 (1 + r2)−1/2 dr

∫ ∞

0
e−β

√
1+r2 dr

(III.5)Dans les prochains paragraphes, nous détaillons les preuves de résultats asym-potiques de la proposition III.1, en distinguant les cas selon que les intégralesstochastiques sont prises au sens d'Itô, de Stratonovich ou au sens des in-tégrales backward. On rappelle que les expressions des fonctions f , b, σ et
η dans ces di�érents cas sont données dans le tableau récapitulatif au para-graphe 3.1 du chapitre I



58 Chapitre III Conséquences du théorème limite central2.2.1 Intégration à la ItôNous montrons ici les équivalents asymptotiques
Σ2
β ∼ 2

β
, lorsque β → +∞ et Σ2

β ∼ A

log(1/β)
, lorsque β → 0,où la constante A est donnée par

A := 2

∫ ∞

0

(∫ ∞

x

e−udu

u

)2

ex dx ≈ 3.2048.Lorsque l'intégrale stochastique est prise au sens d'Itô, la fonction g et saprimitive G sont simplement données par
g =

r√
1 + r2

et G(r) =
√

1 + r2 − 1.La variance limite s'exprime alors comme :
Σ2
β = 2 β

∫

R+

[∫ ∞

x

y e
β
(
1−
√

1+y2
)

1 + y2
dy

]2

eβ(
√

1+x2 −1) dx

(∫

R+

eβ(1−
√

1+x2)
√

1 + x2
dx

) .ou encore sous forme plus compacte Σ2
β = J−1

β Kβ où l'on a posé :
Iβ(x) :=

∫ ∞

x

y e
β
(
1−
√

1+y2
)

1 + y2
dy, Jβ :=

∫

R+

eβ(1−
√

1+z2)
√

1 + z2
dz,

Kβ := 2β

∫

R+

Iβ(x)
2eβ(

√
1+x2 −1)dx .Déterminons tout d'abord le comportement de Σ2

β lorsque β tend vers l'in�ni.Comportement lorsque β → ∞ :En primitivant la fonction y/√1 + y2, une intégration par parties donne :
Iβ(x) =

e−β(
√

1+x2 −1)

β
√

1 + x2
− 1

β

∫ ∞

x

y × e
−β
(√

1+y2 −1
)

(1 + y2)3/2
dy .En majorant (1 + x2) par (1 + y2) lorsque y ≥ x, on a
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(
eβ(1−

√
1+x2)

1 + x2

)−1 ∫ ∞

x

y e
β
(
1−
√

1+y2
)

(1 + y2)3/2
dy ≤

∫ ∞

x
e
−β
(√

1+y2−
√

1+x2
)

y dy√
1 + y2

= eβ
√

1+x2

∫ ∞

x
e−β

√
1+y2 y dy√

1 + y2
=

1

β
.On en déduit alors que

Iβ(x)
2eβ(

√
1+x2 −1) =

eβ(1−
√

1+x2)

β2 (1 + x2)
× [1 + O (1/β)] , i.e.,

Kβ = 2β

∫

R+

Iβ(x)
2eβ(

√
1+x2 −1)dx =

2

β

∫

R+

eβ(1−
√

1+x2)

1 + x2
dx× [1 + O (1/β)] .Posons u = β

(√
1 + x2 − 1

), par le théorème de convergence dominée,lorsque β → ∞ , on a :
2

β

∫

R+

eβ(1−
√

1+x2)

1 + x2
dx = 2

∫

R+

e−u du

(u+ β)
√
u(u+ 2β)

∼ 2

β
×
√

π

2β
,et de même :

Jβ =

∫

R+

eβ(1−
√

1+z2)
√

1 + z2
dz =

∫

R+

e−u du√
u(u+ 2β)

∼
√

π

2β
,d'où

Σ2
β = J−1

β Kβ ∼ 2/β .Comportement lorsque β → 0 :En décomposant l'intégrale Jβ, on a
Jβ =

∫ ∞

0

e−x dx√
x (x+ 2β)

= 2

∫ ∞

0

e−βu
2
du√

u2 + 2

= 2

[∫ 1

0

e−βu
2
du√

u2 + 2
+

∫ 1/
√
β

0

e−1/t2dt

t
√

1 + 2βt2

]
, (III.6)



60 Chapitre III Conséquences du théorème limite centraloù l'on a fait le changement de variables βu2 = 1/t2 . Ainsi, lorsque β tendvers zéro, on a :
Jβ = 2

[∫ 1

0

e−βu
2
du√

u2 + 2
+

∫ 1

0

e−1/t2dt

t
√

1 + 2βt2

]

+2

[∫ 1/
√
β

1

dt

t
√

1 + 2βt2
+

∫ 1/
√
β

1

(e−1/t2 − 1) dt

t
√

1 + 2βt2

]

= 2

∫ 1/
√
β

1

dt

t
√

1 + 2βt2
+ C1 + o(1), (III.7)pour une constante C1 . Une intégration par parties donne alors :

∫ 1/
√
β

1

dt

t
√

1 + 2βt2
=

[
log t√

1 + 2βt2

]1/
√
β

1

+ 2β

∫ 1/
√
β

1

t log t dt

(1 + 2βt2)3/2
.En posant u =

√
β t , on obtient :

∫ 1/
√
β

1

dt

t
√

1 + 2βt2
=

1√
3

log

(
1√
β

)
+ 2

∫ 1

√
β

u log(u/
√
β) du

(1 + 2u2)3/2

=
1√
3

log

(
1√
β

)
+ 2 log

(
1√
β

)∫ 1

√
β

u du

(1 + 2u2)3/2
+ 2

∫ 1

√
β

u log u du

(1 + 2u2)3/2
.Lorsque β tend vers zéro, on a alors

∫ 1

√
β

u du

(1 + 2u2)3/2
=

[ −1

2
√

1 + 2u2

]1

√
β

=
1

2

(
1√

1 + 2β
− 1√

3

)
→ 1

2

(
1 − 1√

3

)
,et

2

∫ 1

√
β

u log u du

(1 + 2u2)3/2
−→ C2 := 2

∫ 1

0

u log u du

(1 + 2u2)3/2
∈ R− .Ainsi,

∫ 1/
√
β

1

dt

t
√

1 + 2βt2
= log

(
1/
√
β
)
× [1 + o(1)] +C2 et Jβ ∼ log (1/β) .Déterminons maintenant le comportement asymptotique de Kβ. On a

Kβ

2β
=

∫

R+

Iβ(x)
2eβ(

√
1+x2 −1)dx =

∫

R+

(∫ ∞
√

1+x2

eβ(1−u) du

u

)2

eβ(
√

1+x2 −1)dx
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=

∫ ∞

1

(∫ ∞

y
eβ(1−u) du

u

)2 y eβ(y−1)

√
y2 − 1

dy = eβ
∫ ∞

1

(∫ ∞

y
e−βu

du

u

)2 y eβy dy√
y2 − 1

.D'autre part, on a la majoration suivante
∣∣∣∣∣∣

[∫ ∞

y

e−βu
du

u

]2

−
[∫ y/β

y

e−βu
du

u

]2
∣∣∣∣∣∣
≤ 2 log

(
1

β

)
× e−y

y
+
e−2y

y2
.En remplaçant l'intégrale entre y et l'in�ni par celle entre y et y/β, on obtientalors

∫ ∞

1

[∫ ∞

y
e−βu

du

u

]2 y eβy dy√
y2 − 1

=

∫ ∞

1

[∫ y/β

y
e−βu

du

u

]2
y eβy dy√
y2 − 1

+ O
(

log
1

β

)
,puis (

log
1

β

)−1

Kβ = eβ
(

log
1

β

)−1

Aβ + O(β),où Aβ := 2

∫ ∞

β

(∫ y/β

y

e−u
du

u

)2
y ey dy√
y2 − β2

.Finalement, en posant x =
√
y2 − β2 , d'après le théorème de convergencedominée :

Aβ = 2

∫ ∞

0

(∫ √
1+x2/β2

√
x2+β2

e−udu

u

)2

e
√
x2+β2

dx −→ Aoù
A := 2

∫ ∞

0

(∫ ∞

x

e−udu

u

)2

ex dx,d'où
Σ2
β = J−1

β Kβ ∼ A
/

log(1/β) .Le logiciel matlab permet une évaluation numérique de A, on trouve ainsi
A ≈ 3.20482.2.2 Intégration à la StratonovichNous traitons à présent le cas où l'intégrale stochastique est prise au sens deStratonovich. Nous montrons les comportements asymptotiques suivants :

Σ2
β ∼ 2

β
, lorsque β → +∞, Σ2

β −→ C, lorsque β → 0,



62 Chapitre III Conséquences du théorème limite centraloù la constante C est donnée par
C := 16π−1/2

∫ +∞

0

(∫ +∞

y

e−x
2

dx

)2

ey
2

dy ≈ 2.7719.La variance limite s'exprime ici comme
Σ2
β =

2

β
×

∫ +∞

0

(
β

∫ +∞

r

xe−β(
√

1+x2−1)

(1 + x2)3/4
dx

)2
eβ(

√
1+r2−1)

(1 + r2)1/4
dr

∫ +∞

0

e−β(
√

1+x2−1)

(1 + x2)1/4
dx

.En faisant le changement de variable u = β(
√

1 + x2−1) au numérateur et audénominateur, puis à nouveau le changement de variable v = β(
√

1 + r2 −1)au numérateur, on obtient
Σ2
β = 2 ×

∫ +∞

0

(∫ +∞

v

e−u

(u+ β)1/2
du

)2(
v + β

v(v + 2β)

)−1/2

evdv
∫ +∞

0

(u+ β)1/2

[u(u+ 2β)]1/2
e−udu

=: 2
Nβ

Dβ
.Comportement lorsque β → ∞ :D'après le théorème de convergence dominée, lorsque β tend vers l'in�ni, ona

Nβ ∼ 1

β
×
∫ +∞

0

(2u)−1/2e−udu et Dβ ∼
∫ +∞

0

(2u)−1/2e−udu.On en déduit bien sûr que Σ2
β ∼ 2

β
.Comportement lorsque β → 0 :Toujours d'après le théorème de convergence dominée, cette fois lorsque βtend zéro, on a

Nβ →
∫ +∞

0

(∫ +∞

v
u−1/2e−u du

)2

v−1/2evdv = 8

∫ +∞

0

(∫ +∞

y
e−x

2
dx

)2

ey
2
dy

Dβ →
∫ +∞

0
u−1/2e−udu = 2

∫ +∞

0
e−x

2
dx =

√
π.On en déduit alors que

Σ2
β −→ 16π−1/2

∫ +∞

0

(∫ +∞

y

e−x
2

dx

)2

ey
2

dy ≈ 2.7719



2. Asymptotique de la di�usion de Dunkel-Hänggi 632.2.3 Méthode d'intégration backwardNous traitons en�n le cas où l'intégrale stochastique est prise au sens back-ward. Nous montrons les équivalents asymptotiques :
Σ2
β ∼ 2

β
, lorsque β → +∞, Σ2

β ∼ 2 log(1/β) lorsque β → 0On véri�e facilement qu'une solution ψ′
β de l'équation (II.14) est donnée par

ψ′
β(ρ) =

[∫ ∞

ρ

e−β G h

]
eβ G(ρ) =

1√
1 + ρ2

.La variance limite s'écrit alors
Σ2
β =

2

β
×

∫ ∞

0

e−β
√

1+r2 (1 + r2)−1/2 dr
∫ ∞

0

e−β
√

1+r2 dr

=:
2

β
× Jβ
Lβ
,où

Lβ :=

∫ ∞

0

e−β(
√

1+r2 −1) dr, Jβ :=

∫ ∞

0

e−β(
√

1+r2 −1) dr√
1 + r2

.Comportement lorsque β → ∞ :En posant x = β
(√

1 + r2 − 1
), d'après le théorème de convergence dominée,on a :

Lβ = β−1/2

∫ ∞

0
e−x

(x
β

+ 1
) dx√

(2 + x/β)x
∼ β−1/2

∫ ∞

0
e−x

dx√
2x

=

√
π

2β
.On a vu dans le cas d'une intégration �à la Itô� que Jβ ∼

√
π

2β
. On en déduit

Σ2
β ∼ 2/β .Comportement lorsque β → 0 :D'après le théorème de convergence dominée, on a d'une part :
Lβ = β−1

∫ ∞

0

e−x
√

x

x+ 2β
dx+

∫ ∞

0

e−x dx√
x (x+ 2β)

= β−1 [1 + o(1)] + Jβ .D'autre part, d'après la section 2.2.1, on a Jβ ∼ log(1/β), on en déduit alorsque lorsque β tend vers zéro :
Σ2
β ∼ 2 log(1/β).



64 Chapitre III Conséquences du théorème limite central3 Simulations numériquesA�n de mettre en évidence la non validité de l'expression conjecturée dans[DH05a] pour la variance limite et la validité des expressions trouvées ici,nous avons réalisé à notre tour des simulations numériques de la di�usion deDunkel et Hänggi à l'aide du logiciel matlab. Pour les di�érentes méthodesd'intégration et pour di�érentes valeurs de β, nous avons ainsi simulé Nréalisations de la di�usion sur un intervalle de temps [0, T ] avec un pas dt.Dans la suite, sauf mention contraire, les valeurs choisies pour (N, T, dt) sont
N = 5000, T = 100, dt = 0.0001.3.1 Convergence de la variance normaliséeSi (xt,pt)t≥0 sont les composantes euclidiennes de la di�usion de Dunkelet Hänggi, d'après le corollaire II.2, lorsque t tend vers l'in�ni, t−1E [|xt|2]converge vers la limite d×Σ2

β . À partir des N simulations de la di�usion surl'intervalle [0, T ] : (xi(t), pi(t)), i = 1 . . . N, t ∈ [0 : dt : T ], nous avons icicalculé la variance normalisée empirique :
t−1 x2(t) :=

1

N

N∑

k=1

t−1 x2
i (t).On s'attend naturellement à ce que cette variance empirique converge versla même limite d × Σ2

β. Les graphiques ci-après mettent en évidence laconvergence de la variance normalisée, pour les trois méthodes d'intégra-tion stochastique et pour di�érentes valeurs du paramètre β. Sur chaquegraphique, la variance t−1 x2(t) est représentée en ordonnée en fonction dutemps t ∈ [0 : dt : T ].
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Figure 3: Convergence de la variance normalisée empirique (intégration à la Itô).
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Figure 4: Convergence de la variance normalisée empirique (Stratonovich).
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Figure 5: Convergence de la variance normalisée empirique (backward).Remarque III.2 � Pour obtenir ces tracés, il est nécessaire de stocker toutesles valeurs (xi(t), pi(t)) pour i = 1 . . .N et t = 0, dt, 2dt, . . . , T . Les capaci-tés de stockage du logiciel matlab utilisé ici pour générer les graphiques étantlimitées, nous avons augmenté la valeur du pas à dt = 0.001. Ceci expliqueque les valeurs limites que l'on peut lire sur les courbes ci-dessus sont légè-rement di�érentes de celles représentées sur les graphes de la page suivanteobtenus avec un pas plus �n dt = 0.0001.3.2 Évolution de la variance limite en fonction de βPour mettre en évidence la dépendance de la variance limite Σ2
β par rapportau paramètre β, nous avons tracé ci-dessous, en coordonnées logarithmiques,l'évolution de la limite de la variance normalisée empirique en fonction de

β pour les trois méthodes d'intégration. Les points ∗ représentent ainsi lesvaleurs simulées log(x2(T )/T ) en fonction de l'abscisse log(1/β). Sur chaquegraphique, nous avons également fait �gurer la courbe pleine correspondant



66 Chapitre III Conséquences du théorème limite centralà la conjecture (III.1) de [DH05a], i.e. à la fonction β → 2/(β + 2), la droitecorrespondant au cas euclidien et une portion de courbe en pointillé corres-pondant à nos estimés asymptotiques lorsque β trend vers zéro.
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Figure 6: Évolution de la variance limite en fonction de β (méthode Itô).
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Figure 7: Évolution de la variance limite en fonction de β (méthode Stratonovich).Les simulations con�rment le comportement euclidien de la di�usion de Dun-kel et Hänggi lorsque β � 1. Pour β plus petit, dans le cas d'une intégrationà la Itô, l'expression conjecturée dans [DH05a] est une bonne approximationde la limite tant que β ≥ 10−1 ; cependant pour β plus petit encore, les limitesempiriques et conjecturées sont clairement distinctes ; la décroissance obser-vée pour β < 10−2 tend à con�rmer un comportement en A/ log(1/β) de la
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Figure 8: Évolution de la variance limite en fonction de β (méthode backward).limite. Pour les deux autres méthodes d'intégration, lorsque β tend vers zéro,la conjecture de Dunkel et Hänngi est clairement in�rmée, nos estimationsétant au contraire con�rmées.3.3 Les codes utilisés pour les simulationsOn donne ici le code matlab utilisé pour générer (xi(t), pi(t)) pour lorsque iparcourt {1, . . . , N} et t parcourt [0 : dt : T ]. On précise tout d'abord à quoise réfère les variables :� N est le nombre de simulations ;� dt le pas de la discrétisation ;� beta le paramètre de bruit ;� T la borne supérieure de l'intervalle de simulation ;� Le paramètre M vaut 0, 1 ou 2 selon la méthode d'intégration. Le choixM = 0 correspond à une intégration �á la Itô�, M = 1 à une intégrationau sens de Stratonovich, en�n M = 2 correspond à un intégration ausens �backward�.



68 Chapitre III Conséquences du théorème limite centralfunction diffusionDH1(N,dt,beta,T,M)À la �n de la boucle, les tableaux p et x contiennent les valeurs pi(t) et xi(t)du processus pour i dans {1, . . . , N} et t dans [0 : dt : T ] :n=T*floor(1./dt) ;p=zeros(N,n) ;x=zeros(N,n) ;Simulation du mouvement brownien :dW=sqrt(dt).*randn(N,n) ;Simulation des processus pi(t) puis xi(t) par intégration :for j=1 :1 :n-1gam=sqrt(1+p( :,j).*p( :,j)) ;sigma=sqrt((2./beta).*gam) ;p( :,j+1)=p( :,j)-p( :,j).*(1-M./(2.*beta.*gam)).*dt+sigma.*dW( :,j) ;x( :,j+1)=x( :,j)+(p( :,j)./gam).*dt ;endLes tableaux var (resp. varnorm) contiennent les valeurs de la variance
|xi|2(t) (resp.de la variance normalisée |xi|2(t)/t), pour i = 1 . . .N, t ∈ [0, T ] :var=mean(x.*x) ;t=dt.*(1 :1 :n) ;varnorm=var./t ;



page blanche





Deuxième partie
Étude d'un mouvement brownienrelativiste dans les espaces deRobertson-Walker





Chapitre IConstruction d'un mouvementbrownien relativiste
Contenu du chapitre1 La di�usion de Dudley dans l'espace de Minkowski 741.1 Primitive du mouvement brownien hyperbolique . 751.2 Un théorème de classi�cation . . . . . . . . . . . . 761.3 La di�usion de Dudley vue comme une projection . 772 La construction de Franchi et Le Jan . . . . . . . . 782.1 Développement stochastique lorentzien . . . . . . . 782.2 Le générateur in�nitésimal de la di�usion . . . . . 813 Les exemples précédemment étudiés . . . . . . . . 853.1 La di�usion de Dudley . . . . . . . . . . . . . . . . 853.2 Le cas de l'espace de Schwarzschild . . . . . . . . . 903.3 Le cas de l'univers de Gödel . . . . . . . . . . . . . 94Les premiers travaux mathématiques concernant l'étude de processus sto-chastiques à valeurs dans des variétés lorentziennes remontent aux années1960 et aux travaux pionniers de Dudley [Dud66, Dud67, Dud73] concernantl'étude et la classi�cation des processus markoviens à valeurs dans l'espacede Minkowski qui possèdent l'invariance lorentzienne. De façon assez surpre-nante, ces travaux ont eu relativement peu d'écho et ce n'est que récemmentque Franchi et Le Jan dans [FLJ07] les ont étendus au cas d'une variétélorentzienne générale. Franchi et Le Jan ont en e�et construit une di�usionà valeurs dans le �bré tangent unitaire d'une variété lorentzienne générale,di�usion dont la loi possède l'invariance lorentzienne et en fait un candidatnaturel pour être quali�ée de mouvement brownien relativiste. Dans ce pre-mier chapitre, après avoir brièvement rappelé les travaux de Dudley, nousdétaillons la construction de la di�usion de [FLJ07], que nous désigneronspar la suite par �di�usion (relativiste) de Franchi et Le Jan�. Nous rappelonsensuite rapidement les exemples de variétés lorentziennes dans lesquels cettedi�usion a déjà été étudiée.



74 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativiste1 La diffusion de Dudley dans l'espacede MinkowskiBien que les théories du mouvement brownien et de la relativité (restreinte)aient été introduites / légitimées dès le début du 20ème siècle dans les tra-vaux d'Albert Einstein [Ein05c, Ein05a], il a fallu attendre une soixantained'années pour voir émerger les premiers travaux concernant l'étude de phé-nomènes dynamiques aléatoires dans le cadre de la relativité, c'est à direl'étude de processus stochastiques à valeurs dans des variétés lorentziennes.Parmi les motivations mathématiques pour l'introduction de tels processus,il en est une très naturelle, celle de construire un analogue du mouvementbrownien eulidien dans l'espace de Minkowski R
1,d de la relativité restreinte,puis dans le cadre de la relativité générale. Précisons ce que l'on entendpar �analogue�. Une caractérisation possible du mouvement brownien dansl'espace euclidien Rd est la suivante : il s'agit de l'unique processus markoviencontinu dont la loi est invariante sous l'action des isométries a�nes de l'espaceeuclidien. Par �mouvement brownien� dans l'espace de Minkowski, on entendalors un processus markovien continu dont la loi est invariante sous l'actiondu groupe des isométries a�nes de l'espace de Minkowski, c'est-à-dire legroupe de Lorentz. Par ailleurs, on cherche à construire un processus quiest en quelque sorte compatible avec la théorie de la relativité restreinte, ausens l'où on requiert que les trajectoires du processus soient de classe C1 etde genre temps (voir la section 1.1 du chapitre I de la première partie dumanuscrit). Pour cette raison, on considère des trajectoires (paramétrées parle temps propre) non pas seulement à valeurs dans R1,d mais dans l'espacedes phases R1,d×Hd, où comme précédemment, Hd désigne la partie positivede la pseudo-sphère de l'espace de Minkowski.Dans l'article [Dud66], Dudley a établi une classi�cation des processus marko-viens à valeurs dans l'espace des phases R1,d×Hd et qui possèdent l'invariancelorentzienne. Dudley a ainsi montré que parmi ces processus, il en existe unet un seul dont les trajectoires sont continues, et donc qu'il existe un uniquecandidat naturel pour être quali�é de mouvement brownien dans l'espace deMinkowski. Dans la suite, nous ferons référence à ce processus sous le nomde �di�usion (relativiste) de Dudley�. Nous explicitons ce processus dans leprochain paragraphe, puis nous énonçons le théorème de classi�cation deDudley. En�n, suivant [FLJ07], nous montrons que la di�usion de Dudleypeut-être vue comme la projection d'un mouvement brownien avec dérive àvaleurs dans le groupe de Poincaré.



1. La di�usion de Dudley dans l'espace de Minkowski 751.1 Primitive du mouvement brownien hyperboliqueNous explicitons ici la di�usion introduite par Dudley, qui à la lumière duthéorème I.1 du prochain paragraphe peut être considérée comme la dé�nitiondu mouvement brownien relativiste dans l'espace de Minkowski. Rappelonsque l'espace Hd muni de la pseudo-métrique minkowskienne est une variétériemannienne de courbure constante égale à −1, ce qui fait de Hd un modèlede l'espace hyperbolique de dimension d. Désignons par ∆Hd l'opérateur deLaplace-Beltrami sur Hd et par � le d'Alembertien :
� := ∂2

x0 −
d∑

i=1

∂2
xi .Les fonctions sur Hd peuvent être étendues en des fonctions sur R1,d de façonradiale en posant f̄(rx) := f(x) pour tout r > 0, auquel cas

∆Hdf(x) = �f̄ (x).Comme le d'Alembertien est invariant sous l'action des isométries de R1,d,c'est aussi le cas du laplacien ∆Hd. Autrement dit, la loi du processus stochas-tique dont 1
2
∆Hd est le générateur ininitésimal, c'est à dire a loi du mouvementbrownien hyperbolique, est invariante sous l'action du groupe des isométriesde R

1,d. Fixons un réel strictement positif σ et considérons alors sur R
1,d×H

dl'opérateur di�érentiel d'ordre deux suivant :
Lσ := 〈ξ̇, ∇ξ〉 +

σ2

2
∆Hd .C'est un opérateur hypoelliptique. Pour tout (ξ0, ξ̇0) ∈ R1,d × Hd, il existeun unique (en loi) processus de di�usion (ξs, ξ̇s)s≥0, solution du problème demartingale relatif à Lσ, c'est-à-dire tel que, pour toute fonction à supportcompact f ∈ C2(R1,d × Hd),

f(ξs, ξ̇s) − f(ξ0, ξ̇0) −
∫ s

0

Lσf(ξu, ξ̇u) duest une martingale. Le processus (ξ̇s)s≥0 est alors un mouvement brownienhyperbolique, et
ξs = ξ0 +

∫ s

0

ξ̇u du.Le couple (ξs, ξ̇s)s≥0 est bien une di�usion à valeurs dans le produit R1,d×Hd,en particulier (ξs)s≥0 est une trajectoire de genre temps. De plus, sa loi estnaturellement invariante sous l'action du groupe des isométries a�nes de
R1,d, i.e. le groupe de Lorentz.



76 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativisteDé�nition I.1 � Nous désignerons dans la suite par di�usion de Dudley,la di�usion (ξs, ξ̇s)s≥0 à valeurs dans l'espace des phases R
1,d × H

d, dont legénérateur in�nitésimal est l'opérateur Lσ.1.2 Un théorème de classi�cationLe théorème suivant, qui est le théorème 8.2 et le résultat principal de[Dud66], détermine tous les processus de Markov à valeurs dans R1,d × Hddont la loi est invariante sous l'action du groupe du Lorentz. Nous l'énon-çons ici de manière informelle et renvoyons le lecteur à [Dud66, Dud67] ou lechapitre 4 de [Bai06] pour un énoncé plus précis.Théorème I.1 (Dudley) � Les processus markoviens (ξs, ξ̇s)s≥0 à valeursdans R1,d×Hd et dont la loi est invariante sous l'action des isométries a�nessont tels que :� (ξ̇s)s≥0 est un processus de Markov dans Hd dont la loi est invariantesous l'action des isométries de Hd ;� (ξs)s≥0 est une primitive de (ξ̇s)s≥0 : ξs = ξ0 +

∫ s

0

ξ̇udu.Le processus ξ̇s peut être :� continu : ξ̇s est alors nécessairement un mouvement brownien dans Hd ;� un processus de saut : ξ̇s processus de Poisson dans Hd ;� une superposition de trajectoires continues et de sauts.Ce théorème est en fait une conséquence d'un résultat de Karpelevich, Schuret Tutubalin [KTS59] qui ont donné une caractérisation de l'ensemble desprobabilités radiales et in�niment divisbles sur Hd, analogue au théorème deLévy-Khinchin pour les lois des processes de Lévy réels. Via la formule deLévy-Khinchin, un processus de Lévy réel peut être vu comme la superposi-tion d'une trajectoire continue et d'un procesus de sauts, c'est dans un senstout à fait analogue que les trajectoires du processus ξ̇s dans Hd peuvent êtrevues comme �une superposition de trajectoires continues et de sauts�.Remarque I.1 � Le théorème ci-dessus a�rme en particulier qu'il existe ununique processus de Markov continu à valeurs dans l'espace des phases R1,d×
Hd et dont la loi est invariante sous l'action du groupe de Lorentz. Il s'agitdu couple (ξs, ξ̇s)s≥0 où (ξ̇s)s≥0 est un mouvement brownien hyperboliquedans Hd et (ξs)s≥0 est une primitive de (ξ̇s)s≥0. Autrement dit, il s'agit de ladi�usion de Dudley, objet de la dé�nition I.1, et qui apparaît de fait commeun candidat naturel et canonique pour être quali�ée de mouvement browniendans l'espace de Minkowski.



1. La di�usion de Dudley dans l'espace de Minkowski 771.3 La di�usion de Dudley vue comme une projectionAvant de voir comment Franchi et Le Jan ont étendu les travaux de Dudleyau cadre de la relativité générale, nous montrons en suivant [FLJ07] com-ment la di�usion de Dudley peut être interprétée comme la projection d'unmouvement brownien avec dérive dans le groupe de Poincaré. Désignons par
G la composante connexe de l'identité dans O(1, d). Le groupe G agit isomé-triquement sur R1,d ainsi que sur la pseudo-sphère unité Hd. Si l'on désignepar (e0, e1, . . . , ed) la base canonique de R1,d, et par (e∗0, e

∗
1, . . . , e

∗
d) sa baseduale, les matrices Ej := e0 ⊗ e∗j + ej ⊗ e∗0 où 1 ≤ j ≤ d, appartiennent à l'al-gèbre de Lie de G, et engendrent les rotations hyperboliques, appelées encoreboost lorentziens. Étant donnés d mouvements browniens réels standards in-dépendants wjs, le vecteur dérivé ξ̇s = (ξ̇0

s , ξ̇
j
s) de la di�usion de Dudley, quiest mouvement brownien hyperbolique, peut alors être vu comme la projec-tion ξ̇s := Lse0, où la matrice Ls ∈ G est solution de l'équation di�érentiellestochastique :

Ls = L0 + σ
d∑

j=1

∫ s

0

LuEj ◦ dwju.Le couple (ξs, ξ̇s) est alors lui aussi la projection d'un processus à accroisse-ments indépendants, précisément un mouvement brownien avec dérive, à va-leurs dans le groupe de Poincaré. Dans le formalisme minkowskien, le groupede Poincaré est l'analogue de celui des mouvements du solide et peut être vucomme le groupe des matrices réelles de taille (d+ 2, d+ 2) de la forme
(

L ξ
0 1

)
,avec L ∈ G , ξ ∈ R1,d (en colonne), et 0 ∈ R1+d (en ligne). Son algébre deLie est l'ensemble des matrices (

β x
0 0

)
,avec β ∈ so(1, d) et x ∈ R

1,d. Le mouvement brownien avec dérive à valeursdans le groupe de Poincaré envisagé plus haut est solution de l'équationdi�érentielle stochastique :
d

(
Ls ξs
0 1

)
=

(
Ls ξs
0 1

)
◦ d
(
βs e0s
0 0

)
,où βs = σ

∑d
j=1Ej w

j
s est un mouvement brownien sur so(1, d). Cette dernièreéquation est équivalente aux deux équations suivantes :

d ξs = Lse0 ds = ξ̇s ds et d Ls = Ls ◦ dβs.



78 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativisteLe processus Ls est un donc mouvement brownien sur G. Son générateurin�nitésimal s'écrit σ2/2 ×∑d
j=1

(
LEj

)2
, où LEj

est la dérivée de Lie dansla direction Ej. Sur les fonctions de la seule variable ξ̇ = L e0, il induitle laplacien hyperbolique sur Hd ; le processus ξ̇s = Lse0 est donc bien unmouvement brownien hyperbolique. Autrement dit, la di�usion de Dudley àvaleurs dans le �bré tangent unitaire de l'espace de Minkowski, peut être in-terprétée comme la projection d'une di�usion dans le groupe des mouvementsdu solide, ou encore dans le �bré de repères au-dessus R1,d.2 La construction de Franchi et Le JanNous décrivons à présent la construction par Franchi et Le Jan d'une di�u-sion, à valeurs dans le �bré tangent unitaire d'une variété lorentzienne géné-rale, et qui comme la di�usion de Dudley dans le cas minkowskien, possèdel'invariance lorentzienne. Leur construction s'inspire de la remarque du der-nier paragraphe concernant la di�usion de Dudley, ainsi que de la méthode durelèvement horizontal qui permet de construire une semi-martingale sur unevariété riemannienne en passant par le �bré des repères. Dans le prochain pa-ragraphe 2.1, nous expliquons tout d'abord la construction de Franchi et LeJan de manière assez informelle, puis nous la précisons au paragraphe 2.2 enexplicitant les générateurs in�nitésimaux des di�érents processus considérés.2.1 Développement stochastique lorentzienL'objectif ici est de construire un processus stochastique sur une variété lo-rentzienne générale M, dont les trajectoires sont des courbes de genre tempset dont la loi est invariante sous l'action des isométries. Sans perdre en gé-néralité, on supposera dans la suite que les trajectoires sont paramétrées parle temps propre s. Comme dans le cas de la di�usion de Dudley, le fait d'exi-ger que les trajectoires soient de genre temps nous indique que le processusenvisagé doit être à valeurs non pas seulement dans la variété M mais dansson �bré tangent unitaire, que l'on note T 1M. Une première remarque est lasuivante : étant donné un point ξ0 dans M, l'espace tangent unitaire T 1
ξ0
Mau point ξ0 est une copie de H

d. La di�usion de Dudley étant l'unique pro-cessus markovien continu dans R1,d×Hd possédant la propriété d'invariancelorentzienne, on s'attend à ce �localement�, le processus recherché �ressemble�à celui de la dé�nition I.1. Il reste alors à comprendre comment passer de lastructure linéaire locale de chaque espace tangent unitaire T 1
ξ0
M, à celle du�bré tangent unitaire T 1M.



2. La construction de Franchi et Le Jan 79Étant donnée une variété riemannienne M munie d'une connexion, les no-tions de développement stochastique et de relèvement horizontal permettentde construire de façon e�cace des semi-martingales à valeurs dans M à par-tir de semi-martingales euclidiennes. Pour une introduction à ces méthodeson pourra consulter par exemple ou [Eme90] ou [Hsu00]. Ainsi, au lieu dechercher à construire directement une semi-martingale à valeurs dans M , ils'avère souvent fructueux de construire dans un premier temps une semi-martingale à valeurs dans le �bré des repères orthonormés G(M) au-dessusde M , et ensuite de la projeter sur M via la méthode dite de �rouler sansglisser� illustrée ci-dessous.
G(M)

M

π

Figure 9: Le principe du relèvement horizontal dans le cas riemannienLa méthode developpée par Franchi et Le Jan est une variante de la mé-thode du relèvement horizontal. Pour l'expliquer, commençons par préciserle cadre géométrique de la construction. On se donne ainsi une variété (M, g)de dimension (d + 1), où g est une métrique pseudo-riemanienne de signa-ture (−,+, . . . ,+). On suppose que M est munie d'une orientation, d'unedirection temporelle, et de sa connection de Levi-Cevita. Comme dans le casminkowskien où l'on a privilégié une des deux nappes de l'hyperboloïde del'espace tangent unitaire, on choisit de travailler ici dans la partie positivedu �bré tangent unitaire T 1M, que l'on note abusivement encore par T 1M.Autrement dit, on ne considère que les vecteurs tangents orientés vers le fu-tur. On note G(M) le �bré des repères pseudo-orthonormés directs au dessusde M, dont le premier élément vit dans T 1M, et dont les �bres sont homéo-morphes au groupe de Lorentz G. On désigne par π1 la projection de G(M)sur T 1M qui à un repère Ψ = (ξ̇, . . .) associe son premier élément ξ̇.



80 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativiste
Ψ = (ξ̇, . . .) ∈ G(M)

ξ ∈ M

ξ̇ ∈ T 1
ξM

M

G(M)

T 1M

Figure 10: Le cadre géométrique de la construction de Franchi et Le JanComme dans le cas riemannien, la construction de Franchi et Le Jan d'unedi�usion sur T 1M passe par la dé�nition préalable d'une semi-martingale àvaleurs dans le �bré des repères G(M). Il existe cependant deux di�érencesnotables avec la méthode classique du relèvement horizontal : d'une part,dans leur construction la semi-martingale dé�nie sur G(M) est projetée surle �bré T 1M et non pas sur la variété M elle-même ; d'autre part, le termede bruit dans la dé�nition de la semi-martingale dans le �bré des repères estdirigé selon les champs de vecteurs verticaux et non pas horizontaux commedans le cas riemannien. Autrement dit, on pertube ici les accélérations destrajectoires et non pas les vitesses comme le cas d'un relèvement horizontal.Néanmoins, le principe de la contruction reste très proche de celui du déve-loppement stochastique dans le cas riemannien puisque in �ne, la di�usionde Franchi et Le Jan apparaît comme un développement stochastique de ladi�usion de Dudley dans l'espace de Minkowski. En e�et, nous verrons dansle théorème I.2 ci-après que si (ξs, ξ̇s) est la di�usion de Franchi et Le Janà valeurs dans T 1M et si //−1
s : TξsM → Tξ0M désigne le transport pa-rallèle inverse le long des courbes C1 (ξs′ | 0 ≤ s′ ≤ s), alors le processus

ζs := //−1
s ξ̇s est un mouvement brownien hyperbolique dans l'espace tan-gent Tξ0M au point initial ξ0. Autrement dit, le processus ξs à valeurs dans

M, primitive du processus ξ̇s, peut être interprété comme le développementd'une di�usion relativiste à valeurs dans l'espace Tξ0M ≈ Hd. Géométrique-ment, la di�usion de Franchi et Le Jan est donc obtenue en faisant �roulersans glisser� la di�usion de Dudley dé�nie dans l'espace tangent au pointinitial comme l'illustre la �gure suivante.
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ξ0

Di�usion de Franchi et Le JanDi�usion de Dudley dans T 1
ξ0
M ≈ Hd

Figure 11: Anti-développement de la di�usion de Franchi et Le Jan2.2 Le générateur in�nitésimal de la di�usionNous précisons ici le générateur in�nitésimal de la di�usion dé�nie par Fran-chi et Le Jan sur le �bré des repères G(M), ainsi que celui de sa projection surle �bré tangent unitaire T 1M. Le théorème I.2 ci-après fait le lien entre cesgénérateurs et la notion de développement stochastique évoquée plus haut.2.2.1 Description du générateur in�nitésimal sur G(M)Dans la construction de la di�usion de Dudley à valeurs R
1,d×H

d, nous avonsintroduit les matrices Ej = e0 ⊗ e∗j + ej ⊗ e∗0 où 1 ≤ j ≤ d, qui appartiennentà l'algèbre de Lie so(1, d). Introduisons à présent les rotations in�nitésimales
Ek,l := ek ⊗ e∗l − el ⊗ e∗k ∈ so(1, d), pour 1 ≤ k < l ≤ d. Remarquonsque les matrices {Ej, Ek,l ; 1 ≤ j ≤ d , 1 ≤ k < l ≤ d} forment alors unebase pseudo-orthonormée de so(1, d) muni de sa forme de Killing. Rappelonsque la variété lorentzienne M est munie de sa connexion de Levi-Cevita. Ondésigne alors par Vj et Vk,l les champs de vecteurs verticaux canoniquementassociés aux matrices Ej et Ek,l, et par H0 le premier champ de vecteurhorizontal canonique. Les champs de vecteurs verticaux Vkl engendrent uneaction de SOd sur G(M), qui laisse le �bré tangent unitaire T 1M invariant,et permettent donc de l'identi�er au quotient G(M)/SOd. En fonction deces di�érents champs de vecteurs, le générateur in�nitésimal de la di�usionintroduite par Franchi et Le Jan sur le �bré des repères pseudo-orthonormésest donné par

Gσ := H0 +
σ2

2
V2, où V2 :=

d∑

j=1

V 2
j , (I.1)



82 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativisteet où σ est paramètre réel strictement positif.Remarque I.2 � Dans la construction classique d'un mouvement browniensur une variété riemannienne à l'aide du relèvement horizontal, le généra-teur in�nitésimal du processus à valeurs dans le �bré des repères orthonor-més s'exprime aussi comme une somme de carrés : la somme des carrés deschamps de vecteurs horizontaux canoniques Hj. La di�érence principale entrela construction classique et la construction de Franchi et Le Jan consiste doncen l'emploi des champs de vecteurs verticaux au lieu des champs horizontaux.Le lemme suivant précise l'action de l'opérateur di�érentiel Gσ sur le �bré
T 1M, c'est à dire sur des fonctions qui ne dépendent que de la premièrecoordonnée :Lemme I.1 (Lemme 3.1 de [FLJ07]) � Les opérateurs di�érentiels H0 ,V2et Gσ agissent sur les éléments de C2(T 1M) et induisent respectivement : lechamp de vecteur L0 qui engendre le �ot géodésique sur T 1M, le laplacienvertical ∆V , et en�n l'opérateur

Lσ := L0 +
σ2

2
∆V . (I.2)Plus précisément, pour toute fonction test F sur T 1M, on a sur G(M) :

(L0F ) ◦ π1 = H0(F ◦ π1) , (∆VF ) ◦ π1 = V2(F ◦ π1).De plus, dans un système de coordonnées locales (ξi, ekj ), avec
ej = ekj

∂

∂ξk
, Vj = ekj

∂

∂ek0
+ ek0

∂

∂ekj
,le laplacien vertical s'exprime comme

(∆VF ) ◦ π1 =
d∑

j=1

V 2
j (F ◦ π1) =

((
ek0e

l
0 + gkl

) ∂2

∂ek0∂e
l
0

+ d× ek0
∂

∂ek0

)
F ◦ π1,où gµν désigne l'inverse de gµν sur M dans cette même carte.Remarque I.3 � Sur le �bré G(M), l'opérateur de Casimir C est dé�nicomme

C :=

d∑

j=1

V 2
j −

∑

1≤k<l≤d
V 2
kl.L'action de sa restriction au �bré tangent T 1M coïncide avec celle de V2.Ainsi, l'opérateur Lσ peut aussi être interprété comme l'opérateur induit surle �bré tangent par H0 + σ2/2 × C.



2. La construction de Franchi et Le Jan 832.2.2 Description du générateur in�nitésimal sur T 1ML'opérateur Lσ dé�ni par l'équation (I.2), restriction de Gσ au �bré tangentunitaire, est précisément le générateur in�nitésimal de la di�usion introduitepar Franchi et Le Jan sur T 1M. Il apparaît ici comme une pertubation, parle laplacien vertical, du �ot géodésique sur le �bré tangent unitaire de M.Remarque I.4 � Bien entendu, lorsque la variété M est l'espace de Min-kowski et le �bré tangent unitaire T 1M s'identi�e au produit R
1,d × H

d,l'opérateur Lσ du lemme I.1 n'est autre que le générateur in�nitésimal de ladi�usion de Dudley de la dé�nition I.1. La construction de Franchi et Le Janest donc bien une généralisation au cas courbe de la construction de Dudley.Pour compléter la construction de Franchi et Le Jan, il reste à montrer d'unepart que l'opérateur Gσ dé�nit bien une di�usion sur le �bré des repères
G(M), d'autre part que la projection de ce processus sur T 1M est elle aussiune di�usion, dont le générateur in�nitésimal est l'opérateur Lσ. En�n, il fautfaire le lien entre ces opérateurs di�érentiels et la notion de développementstochastique évoquée dans la section 2.1. Pour cela, �xons un élément Ψ0de G(M), un mouvement brownien standard w = (wjs) de dimension d etconsidérons l'équation di�érentielle stochastique au sens de Stratonovich :

Ψs = Ψ0 +

∫ s

0

H0(Ψt) dt+ σ

∫ s

0

d∑

j=1

Vj(Ψt) ◦ dwjt . (I.3)D'après le lemme I.1, le �ot stochastique dé�ni par (I.3) commute avec l'ac-tion de SOd sur G(M). De fait, la projection (ξs, ξ̇s) := (ξs, e0(s)) = π1(Ψs)dé�nit une di�usion sur T 1M et l'on peut énoncer le théorème suivant :Théorème I.2 (Théorème 3.2 de [FLJ07]) � L'équation di�érentielle sto-chastique (I.3) dé�nit une di�usion (ξs, ξ̇s) := π1(Ψs) sur le �bré tangent
T 1M, dont le générateur in�nitésimal est l'opérateur Lσ du lemme I.1 :

Lσ = L0 +
σ2

2
∆V .Si //−1

s : TξsM → Tξ0M désigne le transport parallèle inverse le long descourbes C1 (ξs′ | 0 ≤ s′ ≤ s), alors ζs := //−1
s ξ̇s est un mouvement brownienhyperbolique sur Tξ0M . Ainsi ξs peut être vu comme le développement d'unedi�usion relativiste sur l'espace de Minkowski Tξ0M.Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à [FLJ07] pour des preuves dé-taillées du lemme I.1 et du théorème I.2.



84 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativisteAvec les mêmes notations que dans le lemme I.1, si (ξi, ekj ) est un systèmede coordonnées locales sur M et si Γkil désignent les symboles de Christo�elusuels, l'équation (I.3) satisfaite par Ψs = (ξs, e0(s), .., ed(s)) ∈ G(M) s'écrit,pour 0 ≤ i ≤ d, j ≥ 1 , 0 ≤ k ≤ d :




dξks = ek0(s)ds,

dek0(s) = −Γkil(ξs)e
l
j(s)e

i
0(s)ds+ σ

d∑

i=1

eki (s) ◦ dwis,

dekj (s) = −Γkil(ξs)e
l
j(s)e

i
0(s)ds+ σ ek0(s) ◦ dwjs,

(I.4)
où de manière équivalente sous la forme d'Itô :




dξks = ek0(s) ds,

dek0(s) = −Γkil(ξs) e
l
0(s) e

i
0(s)ds+ σ

d∑

i=1

eki (s) dw
i
s + d× σ2

2
ek0(s) ds,

dekj (s) = −Γkil(ξs) e
l
j(s) e

i
0(s)ds+ σ ek0(s) dw

j
s +

σ2

2
ekj (s) ds. (I.5)Remarque I.5 � Dans les équations régissant l'évolution de e0(s) = ξ̇s, lamatrice de covariation quadratique Ks des martingales

dMk
s := σ

d∑

i=1

eki (s)dw
i
s, 0 ≤ k ≤ d,est donnée par

Kkl
s :=

〈dMk
s , dM

l
s〉

ds
= σ2

d∑

i=1

eki (s)e
l
i(s) = σ2

(
ek0(s)e

l
0(s) + gkl(ξs)

)
.En accord avec le lemme I.1, on a donc Ks = σ2

(
e0(s)

te0(s) + g−1(ξs)
), où

te0 désigne la transposée du vecteur colonne e0, et g−1 désigne la matriceinverse de la pseudo-métrique. La matrice K est de rang d : on a en e�et
Kg e0 = (e0

te0 +g−1) g e0 = 0, puisque te0 g e0 = −1. D'autre part, la matrice
Ks ne dépend pas des vecteurs ej (j ≥ 1) : la projection (ξs, ξ̇s) est bien unedi�usion sur le �bré tangent T 1M comme l'a�rme le théorème I.2.



3. Les exemples précédemment étudiés 85Dé�nition I.2 � Étant donnée une variété lorentzienne M satisfaisantaux hypothèses du paragraphe 2.1, nous désignerons dans toute la suite pardi�usion de Franchi et Le Jan, ou plus simplement di�usion relativiste, ladi�usion (ξs, ξ̇s)s≥0 à valeurs dans T 1M, dont le générateur in�nitésimal estl'opérateur Lσ du lemme I.1.Remarque I.6 � En faisant σ = 0 dans les équations ci-dessus, on retombenaturellement sur les équations des géodésiques. Dans la suite, lorsque nousserons amenés à étudier des équations di�érentielles stochastiques obtenuesà partir des systèmes (I.4) ou (I.5), on pourra ainsi discriminer les termesprovenant des équations géodésiques ou de la perturbation stochastique ver-ticale, en fonction de la présence ou non du paramétre σ en facteur de cestermes.3 Les exemples précédemment étudiésDans cette dernière section, nous décrivons brièvement les cadres géomé-triques dans lesquels la di�usion de Franchi et Le Jan a déjà été étudiée etce que l'on peut en dire dans ces di�érents cadres. Il s'agit essentiellementde l'espace de Minkowski où la di�usion de Franchi et Le Jan coïncide aveccelle de Dudley, l'espace de Schwarzschild qui est un des principaux modèlesutilisés par les physiciens pour décrire le complémentaire d'un trou noir dansla théorie de la relativité générale, et en�n l'univers de Gödel, qui possède lapropriété intéressante d'être à la fois une solution des équations d'Einsteinet de contenir des courbes de genre temps fermées.3.1 La di�usion de DudleyLe cadre géométrique le plus simple que l'on puisse imaginer pour l'étude dela di�usion de Franchi et Le Jan est bien sûr l'espace de Minkowski où celle-cicoïncide avec la di�usion de Dudley. L'étude des propriétés asymptotiquesde cette di�usion remonte aux travaux de Dudley, en particulier à l'article[Dud73], où l'auteur montre que le processus est transitoire, divergeant versl'in�ni dans une direction privilégiée, à l'image du mouvement brownien hy-perbolique. Pour autant, même dans ce cadre très simple, la déterminationcomplète du comportement asymptotique de la di�usion n'est pas triviale.En particulier la description de la tribu asymptotique et de la frontière dePoisson du processus est récente. Elle est due à Bailleul dans [Bai06, Bai08a].Dans les deux prochains paragraphes, nous résumons les travaux de Dudley,



86 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativisteainsi que ceux de Bailleul concernant le comportement asymptotique de ladi�usion.3.1.1 Les résultats de DudleyDécrivons tout d'abord les résultats obtenus par Dudley dans l'article [Dud73]concernant le comportement asymptotique de la di�usion qui porte son nom.Considérons un point (ξ0, ξ̇0) du produit R1,d×Hd et désignons par P0 la loide la di�usion de Dudley (ξs, ξ̇s) issue de (ξ0, ξ̇0). On note ξ = (t, x) les co-ordonnées dans l'espace de Minkowski. D'après la dé�nition I.1, le processus
ξ̇s = (ṫs, ẋs) est alors un mouvement brownien dans l'espace hyperbolique Hd.En particulier, le temps de vie de la di�usion est P0−presque sûrement in�ni.Dans [Dud73], Dudley montre que le processus ξ̇s et donc le processus ξs sontpresque sûrement transitoires. Plus précisément, il montre que P0−presquesûrement, le processus ξ̇s tend vers l'in�ni avec s dans une direction privilé-giée au sens suivant :Proposition I.1 ([Dud73])� Pour toute donnée initiale (ξ0, ξ̇0) dans R1,d×
Hd, si P0 désigne la loi de la di�usion de Dudley (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) issuede (ξ0, ξ̇0), alors lorsque s tend vers l'in�ni :
i) |ẋs| tend P0−presque sûrement vers l'in�ni ;
ii) ẋs/|ẋs| converge P0−presque sûrement vers un point de la sphère Sd−1.Pour se convaincre de ces deux points, on peut observer tout d'abord l'équa-tion di�érentielle stochastique véri�ée par le processus ṫs. D'après le systèmed'équations (I.5), cette dernière s'écrit ici :

dṫs = d× σ2

2
× ṫs ds+ dM ṫ

s, avec d〈M ṫ〉s = σ2(ṫ2s − 1)ds.On véri�e alors facilement que, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni,le processus ṫs véri�e ṫs = exp
(
d−1
2

× σ2 × s+ o(s)
). En particulier, lorsque

s tend vers l'in�ni, les processus ṫs et sa primitive ts tendent presque sûre-ment vers l'in�ni. Comme s est le temps propre, on a par ailleurs la relationde pseudo-norme ṫ2s − |ẋs|2 = 1. On en déduit naturellement que |ẋs| tendpresque sûrement vers l'in�ni lorsque s tend vers l'in�ni. Pour le point ii), onpeut remarquer que le processus ẋs/|ẋs| à valeurs dans la sphère Sd−1 n'estautre qu'un mouvement brownien sphérique changé de temps. Pour simpli-�er, supposons que ṫ0 6= 1. Dans ce cas, il existe en e�et un mouvementbrownien sphérique Θs à valeurs dans S2, issue de Θ0 = ẋ0/|ẋ0| tel que :
ẋs
|ẋs|

= Θ

(
σ2

∫ s

0

du

ṫ2u − 1

)
.



3. Les exemples précédemment étudiés 87L'estimé asymptotique pour le processus ṫs montre que l'intégrale ci-dessusconverge P0−presque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni et l'angle ẋs/|ẋs|converge donc e�ectivement vers un point Θ∞ de la sphère Sd−1.En suivant [FLJ07], on peut compléter la description de Dudley en précisantle comportement asymptotique de la primitive xs du processus ẋs. D'aprèsla relation de pseudo-norme, on a ṫs ≥ 1 pour tout s ≥ 0 puisqu'on considèredes trajectoires orientées vers le futur. En particulier, le processus ts eststrictement croissant. Désignons par s(t) son inverse et posons Z(t) := xs(t).Un calcul direct montre que :
dZ(t)

dt
= Θs(t) × tanh

(
acosh (ṫs(t))

)
.Comme s(t) tend presque sûrement vers l'in�ni avec t, on en déduit quelorsque t tend vers l'in�ni, dZ(t)/dt tend presque sûrement vers Θ∞ et ainsique Z(t)/t.3.1.2 Tribu asymptotique et frontière de PoissonRécemment, dans [Bai06, Bai08a], Bailleul a complété la description de Dud-ley (lorsque σ = 1 et d = 3) en montrant que non seulement les trajectoiresde la di�usion s'en vont à l'in�ni dans une direction privilégiée aléatoire

Θ∞, mais qu'elles convergent vers un hyperplan asymptotique aléatoire. Avecles mêmes notations que dans le paragraphe précédent, si 〈., .〉 désigne leproduit scalaire euclidien dans Rd, q la forme bilinéaire minkowskienne, et
(e0, e1, . . . , ed) la base canonique dans R1,d, Bailleul a en e�et montré que leprocessus

δs := q(ξs, e0 + Θ∞) = ts − 〈xs,Θ∞〉converge presque sûrement vers une variable aléatoire δ∞ ∈ R. Autrement dit,lorsque s tend vers l'in�ni, la di�usion de Dudley converge presque sûrementvers l'hyperplan Π(Θ∞, δ∞) parallèle à l'hyperplan Π(Θ∞, 0) tangent au cônede lumière en Θ∞ :
Π(Θ∞, 0) :=

{
ξ ∈ R

1,d, q(ξ, e0 + Θ∞) = 0
}
,

Π(Θ∞, δ∞) :=
{
ξ ∈ R

1,d, q(ξ, e0 + Θ∞) = δ∞
}
.La �gure de la page suivante illustre la convergence de ξs vers Π(Θ∞, δ∞).Pour se convaincre de la convergence du processus δs lorsque s tend versl'in�ni, on peut décomposer xs en

xs = x0 +

∫ s

0

ẋu du = x0 +

∫ s

0

ẋu
|ẋu|

× |ẋu| du

= x0 + Θ∞ ×
∫ s

0

|ẋu| du+

∫ s

0

(
ẋu
|ẋu|

− Θ∞

)
× |ẋu| du.
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3 xs

ξ0 = (t0, x0)
Θ∞

ξs

+∞

0

δ∞

Π(Θ∞, 0)

Π(Θ∞, δ∞)

Figure 12: Comportement asymptotique de la di�usion de Dudley.En faisant le produit scalaire avec l'angle limite Θ∞, il vient alors :
〈xs, Θ∞〉 = 〈x0, Θ∞〉 +

∫ s

0

|ẋu| du+

∫ s

0

〈(
ẋu
|ẋu|

− Θ∞

)
, Θ∞

〉
× |ẋu| du.(I.6)D'après la relation de pseudo-norme ṫ2s − |ẋs|2 = 1, on a par ailleurs

∫ s

0

|ẋu| du =

∫ s

0

√
ṫ2u − 1 du = ts − t0 −

∫ s

0

du√
ṫ2u − 1 + ṫu

.Comme ṫs = exp
(
d−1
2

× σ2 × s+ o(s)
) lorsque s tend vers l'in�ni, l'inté-grale dans le membre de droite de la dernière équation est presque sûrementconvergente. De même, cet estimé pour la vitesse de divergence de ṫs permetde montrer que le dernier terme de l'équation (I.6) converge aussi presquesûrement lorsque s tend vers l'in�ni, en e�et on a :

ẋs
|ẋs|

− Θ∞ = Θ

(
σ2

∫ s

0

du

ṫ2u − 1

)
− Θ

(
σ2

∫ +∞

0

du

ṫ2u − 1

)
.



3. Les exemples précédemment étudiés 89En admettant cette dernière convergence presque sûre, on déduit alors celledu processus δs qui s'écrit :
δs = ts − 〈xs, Θ∞〉 = t0 − 〈x0, Θ∞〉

+

∫ s

0

du√
ṫ2u − 1 + ṫu

+

∫ s

0

〈(
ẋu
|ẋu|

− Θ∞

)
, Θ∞

〉
× |ẋu| du.Dans [Bai08a], Bailleul montre en fait bien plus que la convergence du pro-cessus ξs vers l'hyperplan Π(Θ∞, δ∞). En e�et, il y démontre que la tribuinvariante de la di�usion (ξs, ξ̇s), composée des évènements de la tribu asymp-totique ⋂

s>0

σ(ξs′, ξ̇s′, s
′ ≥ s),invariants par décalage, est engendrée par les seules variables Θ∞ et δ∞.Théorème I.3 (Théorème 1 de [Bai08a]) � Soit (ξ0, ξ̇0) un point R1,d×Hdet P0 la loi de la di�usion de Dudley (ξs, ξ̇s) issue de (ξ0, ξ̇0). Alors,

i) les limites suivantes existent P0−presque sûrement :
Θ∞ := lim

s→+∞

ẋs
|ẋs|

, δ∞ := lim
s→+∞

q(ξs, e0 + Θ∞).

ii) La tribu invariante de la di�usion (ξs, ξ̇s) coïncide P0−presque sûrementavec la tribu σ(Θ∞, δ∞) engendrée par les deux variables Θ∞ et δ∞.Par la même, Bailleul obtient une description complète de la frontière dePoisson de la di�usion de Dudley, ou de manière équivalente de l'ensembledes fonctions harmoniques bornées pour l'opérateur L1 dans R
1,d × H

d. Lapreuve de Bailleul est relativement complexe et il n'est pas possible ici d'endonner tous les détails. On peut cependant en donner les grandes lignes.Celle-ci contient deux ingrédients essentiels : le premier est que dans le cadregéométrique simple qu'est l'espace de Minkowski, les lois des variables limites
Θ∞ et δ∞ sont explicites. Précisément, la loi du couple (Θ∞, δ∞) admet unedensité par rapport à la mesure produit µ × ν sur S2 × R, où µ désigne lamesure uniforme sur Sd−1 et ν est mesure de Lebesgue sur R :Théorème I.4 (Théorème 18 de [Bai08a]) � Sous la probabilité P0, la loidu couple (Θ∞, δ∞) admet une densité par rapport à la mesure produit µ× νsur S2 × R de la forme

hΘ(ξ0, ξ̇0)h
Θ
δ (ξ0, ξ̇0)pour des fonctions explicites hΘ(ξ0, ξ̇0), hΘ

δ (ξ0, ξ̇0) dépendant régulièrementdes arguments Θ, δ et (ξ0, ξ̇0).



90 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativisteLes densités des variables limites étant connues, Bailleul utilise alors la no-tion de transformée de Doob pour préscrire les points de sortie Θ∞ et δ∞de la di�usion. Le second ingrédient de la preuve consiste alors en la réa-lisation de deux (quasi)-couplages successifs des trajectoires conditionnées.Bailleul montre ainsi que les fonctions harmoniques bornées correspondantau générateur de la di�usion conditionnée sont uniformément continues enleurs arguments, puis qu'elles sont constantes. En établissant une inégalitéde Harnack et en utilisant un théorème de représention de Choquet, Bailleulaboutit �nalement au théorème de représentation des fonctions harmoniquesbornées suivant :Théorème I.5 (Théorème 23 de [Bai08a]) � Toute fonction harmoniquebornée pour l'opérateur L1 sur R1,d × Hd est de la forme
∫

S2×R

F (Θ, δ)hΘ(.)hθδ(.)dµ(Θ)dν(δ) = E. [F (Θ∞, δ∞)] ,où F est une fonction borélienne bornée sur S
2 × R. Inversement, une telleformule détermine une fonction harmonique bornée.Grâce aux résultats de [Bai08a], le comportement asymptotique de la di�u-sion de Dudley est maintenant assez bien compris. Cependant, nombre desméthodes utilisées par Bailleul sont spéci�ques à l'espace de Minkowski etsemblent di�cilement applicables, comme nous allons le voir plus loin, au casoù la variétés M est plus générale et l'opérateur Lσ est celui de la di�usionde Franchi et Le Jan.3.2 Le cas de l'espace de SchwarzschildDans [FLJ07], Franchi et Le Jan ont réalisé une étude détaillée du comporte-ment asymptotique de leur di�usion dans le cas où la variété M est l'espace-temps de Schwarzschild. Cet espace est une solution à symétrie sphérique deséquations d'Einstein, il est fréquemment utilisé en cosmologie pour modéli-ser le complémentaire d'une étoile massive ou d'un trou noir. Il s'agit de lavariété lorentzienne M0 := {ξ = (t, r, θ) ∈ R × [R,+∞[×S

2}, où R est unparamètre réel strictement positif, munie de la pseudo-métrique :
ds2 = −

(
1 − R

r

)
dt2 +

(
1 − R

r

)−1

dr2 + r2|dθ|2, (I.7)où |dθ|2 représente la métrique riemannienne usuelle sur la sphére S2. Le caslimite R = 0 correspond à l'espace de Minkowski de la relativité restreinte.D'un point de vue ensembliste, on peut penser à l'espace M0 comme le



3. Les exemples précédemment étudiés 91produit R × R3 amputé du �trou� H := {ξ = (t, r, θ) ∈ R × [0, R] × S2}. Letenseur de Ricci est nul sur M0 ; physiquement, cet espace-temps ne contientdonc pas de matière. La résolution des équations des géodésiques dans M0est assez fastidueuse, de nombreux cas étant envisageables ; elle est détailléeen appendice dans [FLJ07]. Le comportement asymptotique de la di�usion deFranchi et Le Jan dans M0 est en un sens plus simple. En e�et, la di�usionne peut présenter que les deux comportements asymptotiques illustrés ci-dessous, à savoir : être bien dé�nie pour tous les temps s ≥ 0 et s'en allerà l'in�ni avec s dans une direction privilégiée, ou atteintre le trou H en untemps �ni presque sûrement.
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ξτR

ξ0 ξ0

H HFigure 13: Les deux comportements asymptotiques de la di�usion dans M0.Précisément, Franchi et Le Jan montrent le théorème suivant :Théorème I.6 (Théorème 4.4 de [FLJ07]) � Soient (ξ0, ξ̇0) un point de
T 1M0 et (ξs, ξ̇s) = (ts, rs, θs, ṫs, ṙs, θ̇s) la di�usion relativiste issue de (ξ0, ξ̇0).Alors, le processus rs véri�e l'alternative suivante, chacun des deux évène-ments ayant lieu avec une probabilité strictement positive :(i) soit rs tend presque sûrement vers l'in�ni lorsque s tend vers l'in�ni ;(ii) soit rs atteint la valeur R en un temps τR �ni presque sûrement.Conditionnellement à l'évènement {τR = +∞}, la di�usion (ξs, ξ̇s) divergevers l'in�ni dans une direction privilégiée, avec une vitesse qui tend vers cellede la lumière.Dans le cas où τR est �ni, il est naturel de vouloir prolonger la di�usionaprès qu'elle ait atteint le trou H. Ceci est e�ectivement possible. En e�et, lasingularité de la métrique (I.7) en r = R est e�açable et en introduisant un



92 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativistenouveau système de coordonnées, l'espace de Schwarzschild peut être com-plété en un espace dit de Kruskal-Szekeres où les trajectoires sont autoriséesà entrer (resp. sortir) dans le (resp. du) trou H. Concernant ce prolongement,le lecteur curieux pourra consulter par exemple [TMW73]. Dans ce nouvelespace-temps, que l'on note M, il existe une unique singularité, non e�a-çable, qui correspond au centre du trou r = 0. Dans la section 5 de [FLJ07],Franchi et Le Jan montrent que leur di�usion est bien dé�nie dans ce nouvelespace complété et précisent son comportement asymptotique.Théorème I.7 (Théorème 5.1 et corollaire 5.5 de [FLJ07]) � Soient (ξ0, ξ̇0)un point de T 1M et (ξs, ξ̇s) la di�usion de Franchi et Le Jan issue de (ξ0, ξ̇0).Alors on a l'alternative suivante, chacun des deux évènements ayant lieu avecune probabilité strictement positive :(i) la di�usion (ξs, ξ̇s) diverge vers l'in�ni lorsque s tend vers l'in�ni dansune direction privilégiée ;(ii) la di�usion entre dans H en un temps τR �ni presque sûrement puisatteint la sigularité r = 0 en un temps τ0, lui aussi �ni presque sûre-ment. Auquel cas, la trajectoire admet une demi-tangente au centre dutrou.Le résultat de Franchi et Le Jan est en fait un peu plus précis puisque qu'ilsmontrent qu'après le temps τR, c'est-à-dire après être entré dans le trou
H, le processus rs est décroissant, atteignant zéro en un temps �ni presquesûrement, avec une vitesse explicite. Par ailleurs, le vecteur dérivé normalisé
θ̇s/|θ̇s|converge aussi presque sûrement vers un point de la sphére S2.

ξ0 ξ0 ξτ0

ξτRFigure 14: Les deux comportements asymptotiques de la di�usion dans M.



3. Les exemples précédemment étudiés 93À nouveau, dans le cas où la di�usion atteint le centre du trou le long d'unedemi-tangente, il est tentant de la prolonger après le temps d'atteinte τ0. Pourcela, Franchi et Le Jan adjoignent une frontière ∂M à l'espace de Kruskal-Szerekes M et montrent que l'on peut dé�nir une di�usion sur le �bré tangent
T 1M̂, où M̂ := M∪∂M. La nouvelle di�usion, dont le temps de vie est in�nipresque sûrement, est obtenue en concaténant des excursions de la di�usiondu thèorème I.7 sur le �bré tangent T 1M, en faisant en sorte que le processus
rsθs reste régulier au di�èrents temps d'atteinte de la singularité, c'est à direle centre du trou. Franchi et Le Jan montrent alors qu'à nouveau la di�usionpeut exhiber deux comportements asymptotiques : s'en aller à l'in�ni dansune direction privilégiée, ou rester con�ner dans un voisinage du trou, endécrivant une trajectoire asymptotiquement plane.Théorème I.8 (Théorème 6.4 [FLJ07]) � Soient (ξ0, ξ̇0) un point de T 1M̂et (ξs, ξ̇s) la di�usion ralativiste issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement,on a l'alternative suivante, chacun des deux évènements ayant lieu avec uneprobabilité strictement positive :(i) le processus radial rs tend vers l'in�ni avec s et l'angle θs converge ;(ii) le processus radial rs véri�e :

0 = lim inf
s→+∞

rs < ρ := lim sup
s→+∞

rs ∈ [R, 3R/2],et le moment angulaire θs ∧ θ̇s/|θ̇s| converge.La �gure suivante illustre les deux comportements asymptotiques possiblespour la di�usion dans M̂.D'un point de vue géométrique, les di�érents résultats de [FLJ07] donnentune image assez précise du comportement asymptotique de la di�usion deFranchi et Le Jan dans l'espace-temps de Schwarzschild et ses extensions.Bien que ne faisant intervenir que les outils et méthodes usuels du calculstochastique, les preuves des ces di�érents résultats sont assez délicates ettechniques. En particulier, dans ce cadre géométrique plus riche que celui del'espace de Minkowski, Franchi et Le Jan ne sont pas parvenus à pousser leurétude aussi loin que celle de Bailleul dans [Bai08a], en déterminant la tribuasymptotique et la frontière de Poisson de la di�usion. En e�et, certainesméthodes utilisées par Bailleul sont spéci�ques à l'espace de Minkowski etleur généralisation au cadre d'une variété lorentzienne plus générale n'est pasévidente. Pour autant, l'étude de Franchi et Le Jan dans [FLJ07] est assezdétaillée pour permettre aux auteurs de formuler une conjecture raisonnablesur le comportement asymptotique des trajectoires de la di�usion sur unevariété lorentzienne générale et sur la frontière de Poisson de la di�usion.



94 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativiste

ξ0 ξ0

R

3R/2

ρFigure 15: Les deux comportements asymptotiques de la di�usion dans M̂.Conjecture ([FLJ07]) � Sur une variété lorentzienne générale M, la dif-fusion relativiste décrit asymptotiquement une géodésique de lumière aléa-toire. L'ensemble des fonctions harmoniques bornées pour l'opérateur Lσ surle �bré tangent unitaire T 1M est en bijection avec un ensemble de classesd'équivalence de géodésiques de lumière.En e�et, dans l'espace de Minkowski comme dans l'espace de Schwarzschild,le comportement asymptotique des trajectoires de la di�usion est �sembla-ble� à celui de géodésiques de lumière. Par exemple, dans le cas l'espace deMinkowski, comme on l'a vu dans le théorème I.3, la di�usion décrit asymp-totiquement une droite sur un cône dans R1,d. Dans le cas minkowskien, lesgéodésiques de lumière sont précisément des droites sur le cône de lumière
{q = 0}. Dans l'espace de Schwarzschild M0, une droite d'équation θ ≡ csteparcourue à une vitesse ad hoc est un exemple de géodésique de lumière quiapparaît naturellement comme trajectoire limite pour la di�usion de Franchiet Le Jan (premier cas de la �gure 13).3.3 Le cas de l'univers de GödelPour conclure ce chapitre introductif, nous mentionnons brièvement les ré-sultats de [Fra07] concernant le comportement asymptotique de la di�usionde Franchi et Le Jan dans l'espace-temps ou univers de Gödel. Comme sonnom l'indique, cet espace-temps a été introduit par K. Gödel en 1949. Il faitpartie des rares solutions connues des équations d'Einstein qui ne possèdentpas de singularité, et il jouit de plus la propriété intéressante de contenir des



3. Les exemples précédemment étudiés 95courbes de genre temps fermées. Pour cette raison, et même si son interpré-tation physique est peu claire, il a été largement étudié par les physiciens.On pourra par exemple consulter [Kun56, HE73]. L'univers de Gödel est dé-�ni comme la variété M = R4, munie du système de coordonnées globalet canonique (t, x, y, z) ∈ R4 et d'une pseudo-métrique qui dans cette cartes'écrit :
ds2 = −dt2 + dx2 − 1

2
e2

√
2ωxdy2 − 2e

√
2ωxdtdy + dz2, (I.8)où ω est une constante strictement positive. Comme dans l'espace de Min-kowski et l'espace de Schwarzschild, le tenseur de Ricci est nul sur l'espacede Gödel.La di�usion de Franchi et Le Jan étant une perturbation du �ot géodésique, ledébut de l'article [Fra07] est naturellement consacré à l'étude des géodésiques(de genre temps et de lumière) dans M. En particulier, Franchi montre qu'àtoute géodésique de lumière dans l'espace de Gödel peut être associé unparamètre d'impact tridimensionnel. Il dé�nit ensuite une notion de rayonde lumière, comme classe d'équivalence de géodésiques de lumière possèdantle même paramètre d'impact. Franchi adjoint ainsi une frontière naturelle

∂M de dimension trois à l'espace de Gödel M. Il introduit en�n la notionde convergence d'une trajectoire dans M vers un rayon de lumière, celle-ci s'exprimant naturellement en terme de la notion de paramètre d'impactévoquée précédemment. Les résultats de [Fra07] concernant le comportementasymptotique de la di�usion de Franchi et Le Jan dans l'espace de Gödelpeuvent alors être résumés de la façon suivante :Théorème I.9 ([Fra07]) � Soient (ξ0, ξ̇0) un point de T 1M et P0 la loi dela di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) issue de (ξ0, ξ̇0). Alors,(i) le processus (ξs, ξ̇s) est irréductible dans l'espace des phases T 1M ;(ii) P0−presque sûrement, la di�usion possède une variable aléatoire limitede dimension trois et converge vers un rayon de lumière ;(iii) l'ensemble des rayons de lumière vers lesquels la di�usion peut conver-ger est l'ensemble des rayons de lumière tout entier.Remarque I.7� Au regard de ce théorème, l'étude de la di�usion relativistedans l'espace de Gödel vient renforcer la conjecture formulée au paragrapheprécédent. Le comportement asymptotique de la di�usion semble intimementlié à celui des géodésiques de lumière.Nous renvoyons le lecteur à [Fra07] pour les dé�nitions précises des notionsde paramètre d'impact, rayons de lumière etc. ainsi que les énoncés précis



96 Chapitre I Construction d'un mouvement brownien relativistedes résultats résumés dans le théorème ci-dessus. Comme dans le cas de l'es-pace de Schwarzschild, la description géométrique du comportement asymp-totique des trajectoires de la di�usion relativiste dans l'espace de Gödel estassez complète. Malheureusement, comme dans [FLJ07], il semble ici di�ciled'obtenir une description totale de la tribu asymptotique et de la frontièrede Poisson de la di�usion.Les exemples de l'espace de Schwarzschild et de l'espace de Gödel montrentque, dès que l'on sort du cas minkowskien, même en considèrant des varié-tés relativement simples et de courbure nulle, la détermination complète ducomportement asymptotique de la di�usion de Franchi et Le Jan est large-ment non triviale. La suite de la seconde partie de ce manuscrit est consacréeà l'etude de la di�usion relativiste dans le cas où M appartient à une fa-mille de variétés lorentziennes bien connue des physiciens cosmologistes : lesespaces de Robertson-Walker. Les deux prochains chapitres sont consacrésà des rappels concernant la géométrie de ces variétés lorentziennes, en par-ticulier nous y résolvons les équations géodésiques. Les chapitres suivantssont eux consacrés à l'étude détaillée du comportement asymptotique de ladi�usion relativiste dans ces espaces. En particulier, au chapitre VIII, nousparvenons à déterminer la frontière de Poisson de la di�usion pour une classed'espaces de Robertson-Walker.



Chapitre IIGéométrie des espaces deRobertson-Walker
Contenu du chapitre1 Les espaces de Robertson-Walker . . . . . . . . . . 981.1 Produit tordu de variétés pseudo-riemanniennes . . 981.2 Les espaces de Robertson-Walker . . . . . . . . . . 1012 Éléments de physique relativiste . . . . . . . . . . 1062.1 Le tenseur et les équations d'Einstein . . . . . . . . 1062.2 Espaces de Robertson-Walker et �uides parfaits . . 1092.3 Quelques modèles cosmologiques usuels . . . . . . 1113 Géométrie des espaces de Robertson-Walker . . . 1183.1 Espaces de Robertson-Walker et variétés d'Einstein 1183.2 Hypersurfaces remarquables . . . . . . . . . . . . . 1204 Hypothèses sur le facteur d'expansion . . . . . . . 1224.1 Formulation des hypothèses . . . . . . . . . . . . . 1224.2 Résumé schématique . . . . . . . . . . . . . . . . . 1264.3 Retour sur les exemples . . . . . . . . . . . . . . . 127Dans ce deuxième chapitre, nous introduisons le cadre géométrique danslequel nous allons étudier la di�usion de Franchi et Le Jan : les espaces deRobertson-Walker. Notre objectif ici est double : d'une part, il s'agit de se fa-miliariser avec le cadre géométrique que constituent les espaces de Robertson-Walker ; d'autre part, on souhaite dégager clairement des hypothèses raison-nables les concernant, hypothèses sous lesquelles nous nous placerons danstoute la suite de ce manuscrit. Après avoir dé�ni dans une première sectionles espaces de Roberston-Walker comme produits tordus de deux variétéspseudo-riemanniennes, nous rappelons dans les sections 2 et 3 certaines deleurs propriétés physique et géométrique. Nous déduisons alors des hypo-thèses raisonnables concernant le facteur d'expansion de ces espaces dans lasection 4.



98 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker1 Les espaces de Robertson-WalkerDans cette section, nous rappelons tout d'abord la notion de produit tordude deux variétés pseudo-riemanniennes ainsi que quelques propriétés géomé-triques qui lui sont liées. Nous introduisons ensuite les espaces de Robertson-Walker, et y explicitons di�érents systèmes de coordonnées avec lesquels nousserons amenés à travailler par la suite.1.1 Produit tordu de variétés pseudo-riemanniennes1.1.1 Dé�nition du produit torduLe produit tordu de deux variétés pseudo-riemanniennes est une notion quigénéralise la notion de produit direct de deux variétés, il est dé�ni de lamanière suivante :Dé�nition II.1 (voir par ex. [Zeg99]) � Considérons (L, gL) et (M, gM)deux variétés pseudo-riemanniennes et α une fonction régulière de L dans
R

∗
+. On appelle produit tordu de L par M selon α, et on note L ×α M , leproduit topologique L×M muni de la métrique g := gL⊕α2gM , c'est-à-dire

g = gL ◦ πL + α2 ◦ πL × gM ◦ πM ,où πL et πM désignent les projections canoniques sur L etM respectivement.La fonction α est appelée fonction de torsion, ou encore facteur d'expansion.Un produit tordu L×αM peut être vu comme un �bré sur L (la base) de �bre
M . Ainsi, ce type de variétés possède deux feuilletages orthogonaux naturels,un feuilletage par les bases Lx := L× {x}, pour x dans M , et un feuilletagepar les �bres Mt := {t} ×M pour t dans L.Exemple II.1 (Les coordonnées polaires) � Un premier exemple familierde produit tordu est l'espace euclidien usuel privé de l'origine, Rn − {0},muni des coordonnées polaires. En e�et, en coordonnées polaires, la métriqueeuclidienne s'écrit g = dr2 + r2gSn−1 , où gSn−1 désigne la métrique sphériqueusuelle. L'espace Rn−{0} peut ainsi être vu comme le produit tordu R∗

+ ×Id
Sn−1.Remarque II.1 (Singularité e�açable) � Dans ce premier exemple, la mé-trique g = dr2 + r2gSn−1 semble avoir une singularité au point r = 0. Cettesingularité est arti�cielle, elle est due à l'utilisation des coordonnées polairesdans l'espace euclidien. La métrique g s'étend naturellement au point r = 0comme la métrique euclidienne. De manière générale, dans un système decoordonnées sur un produit tordu, la métrique peut apparaître irrégulière,sans pour autant que la variété produit ne possède de singularité.



1. Les espaces de Robertson-Walker 99Exemple II.2 (L'espace hyperbolique) � Soient L = (R, dt), M = (R, dx)et la fonction de torsion α(t) = et. Le produit tordu L ×α M est iso-métrique au plan hyperbolique H2. En e�et, dans le demi plan de Poin-caré, la métrique hyperbolique s'écrit gH2 = (dx2 + dy2)/y2. Si l'on pose
t = − log(y) i.e. dt2 = dy2/y2, on a gH2 = dt2 + e2tdx2. De la même façon, entoute dimension, l'espace hyperbolique Hn est isométrique au produit tordu
(R, dt) ×et (Rn−1, dx).Exemple II.3 (Conformité et produit tordu) � Considérons l'espace eu-clidien Rn muni de la métrique g = f 2(x1) (|dx1|2 + . . . |dxn|2) où f est unefonction régulière strictement positive. Si l'on pose dt2 := f 2(x1)|dx1|2, et si
α(t) := f (F−1(t)) où F−1 désigne l'inverse d'une primitive de f , alors la mé-trique g s'écrit : g = dt2 +α2(t) (|dx2|2 + . . . |dxn|2) i.e. (Rn, g) ≈ R×α R

n−1.Comme le montre les exemples ci-dessus, la notion de produit tordu de deuxvariétés pseudo-riemanniennes est sous-jacente dans de nombreuses situa-tions géométriques usuelles. Par ailleurs, d'un point de vu pratique, elle per-met de contruire des variétés pseudo-riemanniennes �sophistiquées� à partirde variétés particulièrement simples. En�n, la notion de produit tordu estintimement liée à des structures géométriques possèdant un �gros� groupede symétrie. Ainsi, au paragraphe 1.2.1, nous verrons que les espaces deRobertson-Walker, dont la structure est celle d'un produit tordu de deux va-riétés pseudo-riemanniennes, apparaissent naturellement comme des espace-temps solutions des équations d'Einstein, lorsque l'on impose à ces solutionsd'être invariantes sous l'action des isométries de l'espace.1.1.2 Deux notions conservées par produit torduÉtant données (L, gL), (M, gM) deux variétés pseudo-riemanniennes et α unefonction de torsion, il est naturel de se demander si d'éventuelles propriétésgéométriques de la �bre M sont conservées par le produit tordu. Autrementdit, la variété L ×α M hérite-t-elle de certaines propriétés géométriques de
M ? Les deux résultats suivants vont dans ce sens.Lemme II.1 � Soit f un di�éomorphisme deM , et f̃ son extension trivialeà L ×α M i.e. f̃ : (t, x) ∈ L ×M −→ (t, f(x)) ∈ L ×M. Alors f̃ est uneisométrie de L×αM si et seulement si f est une isométrie de M .Démonstration. Avec les notations de la dé�nition II.1, en posant f ∗h = h◦f ,l'action de f̃ sur g s'écrit simplement

f̃ ∗g = f̃ ∗ (gL ⊕ α2gM
)

= gL ⊕ α2f ∗gM ,d'où le résultat.



100 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-WalkerAvant d'énoncer la proposition suivante et son corollaire qui sera importantdans la suite, nous rappelons les notions de sous-variété géodésique et tota-lement géodésique.Dé�nition II.2 (voir par ex. [Ber03] p. 260)� SoientM une variété pseudo-riemanienne, S une sous-variété de M et x0 dans S. On dit que S est géo-désique dans M en x0 si toute courbe géodésique de M tangente à S en x0possède un contact d'ordre supérieur à deux avec S. Si cette condition estsatisfaite pour tout x0 dans S, on dit que S est géodésique dans M .En particulier, cette condition est remplie si toutes les géodésiques de S sontdes géodésiques dans M , auquel cas on dit que S est totalement géodésiquedans M .Proposition II.1 (Fait 2.2 de [Zeg99]) � Soient (L, gL) et (M, gM) deuxvariétés pseudo-riemanniennes, α : L→ R
∗
+ une fonction de torsion et S unesous-variété de M . Alors S est géodésique dans M si et seulement si L×α Sest géodésique dans L×αM .Démonstration. Pour une preuve détaillée de ce résultat, on pourra consulterl'article [Zeg99], qui contient une section consacrée à la géométrie des produitstordus.En appliquant la proposition II.1 à une sous-variété géodésique S de M dedimension 1, on obtient le corollaire suivant :Corollaire II.1 � Soient deux variétés pseudo-riemanniennes (L, gL) et

(M, gM), et α : L → R∗
+ une fonction de torsion. Si (ts, xs) est une courbegéodésique dans L×α M , alors xs décrit une courbe géodésique dans M .Démonstration. Soient (ξs)s∈I := (ts, xs)s∈I une géodésique de L×αM où Iest un intervalle de R, et S une sous-variété géodésique de dimension 1 de

M , telle que ξ est tangente à L× S en un point s0 de I. La proposition II.1implique que le produit L×αS est géodésique dans L×αM , et donc contienttoute la courbe (ξs)s∈I . La projection (xs)s∈I = πM ((ξs)s∈I) est donc inclusedans un ouvert de S, d'où le corollaire.Autrement dit, si l'on sait décrire explicitement les géodésiques de la �bre
(M, gM), on sait décrire les géodésiques (ξs) := (ts, xs) du produit L×αM dèslors que l'on sait intégrer la composante de base ts dans L et que l'on parvientà déterminer un paramétrage de la courbe (xs)s∈I dans M . Aux paragraphes2 et 3, nous verrons que cela est possible lorsque L est un intervalle ouvertde R.



1. Les espaces de Robertson-Walker 1011.2 Les espaces de Robertson-WalkerLes espaces de Robertson-Walker sont des variétés lorentziennes dont la struc-ture est celle d'un produit tordu de deux variétés pseudo-riemanniennes.Avant de donner la dé�nition précise de ces espaces au paragraphe 1.2.2,nous rappelons comment ils sont naturellement apparus dans les littératuresmathématique et physique dans la recherche de solutions des équations d'Ein-stein, sous l'hypothèse appelée �principe cosmologique�.1.2.1 Principe cosmologique et recherche de symétrieDans la théorie de la gravitation d'Einstein, notre univers ou espace-tempsest modélisé par une variété lorentzienne (M, g) de dimension 4 = 1 + 3 etles interactions gravitationnelles de l'univers sont entièrement codées par uneéquation tensorielle (on parle d'équations d'Einstein) véri�ée par la métrique
g. Depuis la publication des travaux d'Einstein, mathématiciens et physiciensont cherché à exhiber des couples (M, g) telle que la métrique g est solution(exacte ou approchée) de ces équations.Les espaces de Robertson-Walker doivent leur nom à H. P. Robertson [Rob35]et A. G. Walker [Wal37] après leur travaux dans les années 1930 sur lessolutions des équations d'Einstein, sous l'hypothèse que l'univers véri�e le�principe cosmologique�. Grossièrement, ce principe exprime le fait que tousles points dans l'univers sont �équivalents�. Plus précisément, il a�rme quel'univers est spatialement homogène et isotrope 1 en tout point. Le terme�spatialement� a une importance non négligeable : si l'on admet le principecosmologique, implicitement, on fait l'hypothèse de l'existence d'une coor-donnée privilégiée unidimensionnelle t dans l'espace-temps (M, g), telle queles hypersurfaces correspondant à t = constante sont des variétés homogèneset isotropes.Les notions d'homogénéité et d'isotropie sur une variété pseudo-riemannienne
(M, gM) sont des propriétés géométriques qui peuvent être interprétées entermes de vecteurs de Killing associés à la métrique gM . Faire l'hypothèseque la variété et homogène et isotrope en tout point revient à dire que (M, gM)est à symétrie maximale, c'est-à-dire que l'espace vectoriel des vecteurs deKilling de gM est de dimension maximale (n(n+ 1)/2 si M est de dimension
n). Le résultat suivant est classique.Proposition II.2 ([Wei72] p. 381) � Si (M, gM) est une variété pseudo-riemannienne à symétrie maximale, alors M est à courbure constante.1. Voir [Wei72] p. 378-379 pour des dé�nitions précises de l'homogénéité et de l'isotro-pie.



102 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-WalkerLa proposition II.2 permet d'établir une classi�cation des variétés pseudo-riemanniennes à symétrie maximale : celles-ci sont classées selon leur cour-bure et la signature de leur métrique. De la même façon, il est possible declassi�er les variétés pseudo-riemanniennes admettant des sous-variétés à sy-métrie maximale. On montre ainsi le résultat suivant :Proposition II.3 ([Wei72] p. 395-404) � Soit (M, g) est une variété lo-rentzienne de dimension n+1. S'il existe une coordonnée t à valeurs dans unintervalle I de R, telle que les hypersurfaces t = constante sont des variétésriemanniennes de dimension n à symétrie maximale de courbure kt, alors Mest nécessairement de la forme M = I ×αM
n où� l'intervalle I est muni de la métrique −dt2 ;� (Mn, gM

n

) est variété riemannienne de courbure constante k ;� la fonction α(t) est donnée par kt = k/α2(t).Autrement dit, si l'on se place sous l'hypothèse du �principe cosmologique�,l'espace-temps a nécessairement une structure de produit tordu dont la baseest une variété unidimensionelle (un intervalle ouvert) et la �bre est unevariété riemannienne de dimension trois à courbure constante.1.2.2 Dé�nition des espaces de Robertson-WalkerLes résultats obtenus par H. P. Robertson et A. G. Walker rappelés dans leparagraphe précédent, qui ont eu un retentissement important au momentde l'avènement de la théorie du Big-Bang, ont motivé la dé�nition suivante :Dé�nition II.3 (voir par ex. [Zeg99]) � On appelle espace de Robertson-Walker une variété lorentzienne M du type M = I ×α M où (I,−dt2) estun intervalle ouvert de R, (M, gM) est une variété riemanienne de courbureconstante, et la fonction α est une fonction régulière de I dans R∗
+.Remarque II.2� Les hypothèses précises de régularité et d'intégrabilité de lafonction de torsion α seront explicitées dans la section 4 de ce chapitre. D'icilà, nous supposerons que toutes les expressions faisant intervenir la fonction

α sont bien dé�nies sur I. Dans toute la suite, sauf mention du contraire,nous supposerons que les espaces de Robertson-Walker sont de dimension
4 = 1 + 3, i.e., que la variété riemannienne (M, gM) est de dimension trois.Remarque II.3 � Une variété riemannienne (M, gM) complète, simplementconnexe, de dimension trois et de courbure constante k est isométrique à� l'espace euclidien R3 si k = 0 ;� la sphère S3 si k > 0 ;� l'espace hyperbolique H3 si k < 0.



1. Les espaces de Robertson-Walker 103Sans perdre en généralité (cf. remarque II.5 ci-après), nous nous limiteronsdans toute la suite aux espaces de Robertson-Walker du type M = I ×α R
3,

M = I ×α S3, et M = I ×α H3, selon que k = 0, k = 1 ou k = −1.Remarque II.4 � Dans la littérature, le terme �espace de Robertson-Walkergénéralisé� désigne le plus souvent une variété lorentzienne M du type M =
I×αM où (I,−dt2) est toujours un intervalle de R, mais où l'on ne suppposepas forcément que la variété riemannienne (M, gM) est de courbure constante.1.2.3 Di�érents systèmes de coordonnéesDe part leur structure de produit tordu, les espaces de Robertson-Walkerpeuvent être munis de systèmes de coordonnées naturels en précisant unchoix de coordonnées sur la base I et un choix de coordonnées sur la �breriemanienne M .Coordonnée sur la baseSans perdre en généralité, on peut supposer que l'intervalle I est du type
I =]0, T [ avec T ≤ +∞. Dans toute la suite, nous désignerons par t ∈]0, T [la paramétrisation canonique de la base.Coordonnées sur une �bre euclienneLorsque M = R3, i.e. lorsque k = 0, nous considérerons selon les cas lescoordonnées cartésiennes (xi) = (x1, x2, x3) ∈ R

3, ou encore les coordonnéespolaires usuelles (r, θ) ∈ R+ × S2, où
θ = (sin(φ) cos(ψ), sin(φ) sin(ψ), cos(φ)) , φ ∈ [0, π], ψ ∈ R/2πZ. (II.1)Coordonnées sur une �bre hyperboliqueIl existe deux nombreux modèles pour l'espace hyperbolique H3. Nous adop-terons dans la suite le modèle de la partie positive de la pseudo-sphère unitéde l'espace de Minkowski R

1,3 :
H

3 = {(x0, x1, x2, x3) ∈ R
1,3, x0 > 0, |x0|2 − |x1|2 − |x2|2 − |x3|2 = 1}.Ainsi, lorsque la �bre M sera égale à l'espace hyperbolique de dimensiontrois, nous la munirons des coordonnées �cartésiennes� (x0, x1, x2, x3) héritéesde R1,3, ou encore des coordonnnées polaires (χ, θ) ∈ R+ × S2 telles que

(x0, x1, x2, x3) = (cosh(χ), sinh(χ)θ) = (
√

1 + r2, r × θ).avec θ ∈ S2 donné par (II.1).



104 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-WalkerCoordonnées sur une �bre sphériqueLorsque la �bre est M sera égale à S
3, c'est-à-dire lorsque k = 1, nous lamunirons soit des coordonnées cartésiennes héritées de l'espace euclidien dedimension quatre :

S
3 = {(x0, x1, x2, x3) ∈ R

4, |x0|2 + |x1|2 + |x2|2 + |x3|2 = 1},soit des coordonnées sphériques usuelles :
(x0, x1, x2, x3) = (cos(χ), sin(χ)θ), avec χ ∈ [0, π] et θ ∈ S

2 donné par (II.1).A�n de rassembler les trois modèles de �bres envisagés (euclidienne, sphé-rique, hyperbolique) dans un même formalisme, il est commode d'introduirela fonction f = Id, sin, sinh selon que k = 0, 1 ou −1. Auquel cas, si l'on pose
r = χ dans le cas euclidien, dans le système de coordonnées ξµ = (t, χ, φ, ψ)sur M = I ×αM , la pseudo-métrique g = −dt2 ⊕ α2(t)gM s'écrit :

g = −dt2 + α2(t)
(
dχ2 + f 2(χ)(dφ2 + sin2(φ)dψ2)

)
. (II.2)Déterminons à présent les symboles de Cristo�el Γµνρ associés à la pseudo-métrique g dans le système de coordonnées ξµ = (t, χ, φ, ψ) surM = I×αM :

Γµνρ :=
1

2
gµσ
(
∂gσν
∂ξρ

+
∂gσρ
∂ξν

− ∂gνρ
∂ξσ

)
.Par dé�nition, le lagrangien associé à la métrique (II.2) est donné par :

L(ξ, ξ̇) :=
1

2

[
−ṫ2 + α2(t)

(
χ̇2 + f 2(χ)

(
φ̇2 + sin2(φ)ψ̇2

))]
.Si ξs := (ts, rs, φs, ψs) est une géodésique dans M = I ×α M , alors ξs estsolution du système d'équations di�érentielles :

d2ξµ

ds2
+ Γµνρ

dξν

ds

dξρ

ds
= 0.Ce système est équivalent aux équations d'Euler-Lagrange 2 :

∂

∂s

(
∂L(ξ, ξ̇)

∂ξ̇j
(s)

)
=
∂L(ξ, ξ̇)

∂ξj
. (II.3)2. Voir par exemple [FN], p. 60.



1. Les espaces de Robertson-Walker 105Par identi�cation, on en déduit que les symboles de Christo�el non nuls dansle système de coordonnées ξµ = (t, χ, φ, ψ) sont :
Γ0

11 = α α′, Γ0
22 = α α′ f 2(χ), Γ0

33 = α α′ f 2(χ) sin2(φ),

Γ1
01 =

α′

α
, Γ1

22 = − df

dχ
(χ) × f(χ), Γ1

33 = − df

dχ
(χ) × f(χ) × sin2(φ),

Γ2
02 =

α′

α
, Γ2

12 =
df

dχ
(χ) × f(χ)−1, Γ2

33 = − sin(φ) cos(φ),

Γ3
03 =

α′

α
, Γ3

13 =
df

dχ
(χ) × f(χ)−1, Γ3

23 = cot(φ),où α′ désigne la dérivée de α par rapport à la variable t.Remarque II.5� Concernant la courbure constante k de la �bre d'un espacede Robertson-Walker, la raison pour laquelle on peut se limiter sans perdreen généralité aux valeurs k = 0, 1,−1, est que si k 6= 0, la pseudo-métrique(II.2) est invariante par le changement de coordonnées
k → k

|k| , f(χ) →
√
|k| f(χ), α→ α√

|k|
.Remarque II.6� Les espaces de Robertson-Walker sont conformément plats.En e�et, si l'on pose f(χ) = %/(1 + 1

4
k%2), dans la carte ξµ = (t, %, φ, ψ), lapseudo-métrique (II.2) devient :

ds2 = dt2 − α2(t)
(
1 + 1

4
k%2
)2dz2, (II.4)où dz2 est la métrique euclidienne dz2 :=

(
d%2 + %2(dφ2 + sin2(φ)dψ2)

). Sil'on introduit la nouvelle coordonnée τ :
dτ :=

(
1 +

1

4
k%2

)2

α(t)−2 dt,la pseudo-métrique (II.2) est alors conforme à la pseudo-métrique de Min-kowski, puisque de la forme
ds2 = β2(τ) ×

(
dτ 2 − |dz|2

)
, (II.5)pour une fonction régulière β.



106 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker2 Éléments de physique relativisteComme nous l'avons mentionné dans le paragraphe 1.2.1, les espaces deRobertson-Walker trouvent leur origine dans la recherche de solutions deséquations d'Einstein, sous l'hypothèse du principe cosmologique. Depuis ladécouverte quelque peu fortuite du fond di�us cosmologique par Penzias etWilson en 1965 et l'avènement de la théorie du Big-Bang (esquissée parFriedmann et Lemaître au milieu des années 1920), ces espaces ont été uti-lisés par les physiciens pour modéliser un univers en expansion. Aujourd'huiencore, les espaces de Robertson-Walker constituent les principaux modèlespour décrire l'évolution de notre univers à grande échelle.Cette section a essentiellement deux objectifs. Le premier est de fournirquelques exemples �concrets� d'espaces de Robertson-Walker. Au paragraphe2.3, nous donnons ainsi une liste des principaux espaces fréquemment utili-sés en cosmologie, en précisant quel type d'univers ces espaces cherchent àmodéliser. Le second objectif de cette section est de se faire une premièreidée de l'in�uence du facteur d'expansion α sur la géométrie et la physiquedes espaces de Robertson-Walker. Cette question fait l'objet des paragraphes2.1 et 2.2. Après quelques rappels concernant les équations d'Einstein, nousexpliquons brièvement en quoi, d'un point de vue physique, la modélisationde notre univers par un espace de Robertson-Walker confère à la matière quinous entoure une structure de �uide parfait, dont les densités d'énergie etde pression sont directement reliées au choix de la fonction de torsion α. Àtravers ce lien, certaines hypothèses naturelles pour le physicien se traduisentpar des hypothèses géométriques sur le facteur d'expansion. Aussi, le pointvue du physicien apporte un éclairage sur l'in�uence de la fonction de tor-sion sur la géométrie des espaces de Robertson-Walker. Cet éclairage, associéaux résultats des paragraphes 3.1 et 3.2, va nous permettre de formuler deshypothèses raisonnables sur la fonction de torsion dans la section 4.2.1 Le tenseur et les équations d'EinsteinL'idée qui se trouve à la base de la théorie de la relativité générale consisteà remplacer un espace-temps plat muni d'un champ gravitationnel par unespace-temps courbe sans champ gravitationnel. Autrement dit, dans la théo-rie de la relativité générale, une distribution de matière ne crée plus dechamp gravitationnel comme de la théorie newtonienne de la gravitation,mais elle �courbe� l'espace-temps. Le cadre mathématique qui permet derendre compte de cet idée est celui de la géométrie di�érentielle. Ainsi, dans



2. Éléments de physique relativiste 107la théorie de la gravitation d'Einstein, l'espace-temps est modélisé par unevariété lorentzienne de dimension quatre (M, g). La distribution de matièreet d'énergie dans l'univers est décrite par un champ de forme bilinéaires sy-métriques de divergence nulle, noté Tµν et appelé tenseur énergie-impulsion.La géométrie de l'espace-temps est quant à elle codée par un second tenseur,appelé tenseur d'Einstein, noté Gµν :
Gµν := Rµν −

1

2
Rgµν , (II.6)lui même dé�ni à partir du tenseur de Ricci Rµν :

Rµν :=
∂Γσµν
∂ξσ

− ∂Γσµσ
∂ξν

+ ΓρµνΓ
σ
ρσ − ΓρµσΓ

σ
ρν , (II.7)et de la courbure scalaire R := gµνRµν . La façon dont la matière �courbe�l'espace-temps est décrite par les équations d'Einstein qui relient le tenseurénergie-impulsion au tenseur d'Einstein :

Gµν = 8πTµν − Λgµν , (II.8)ou plus simplement, lorsque Λ = 0 :
Gµν = 8πTµν . (II.9)Remarque II.7� Dans l'équation (II.8), le terme Λ est un scalaire arbitraire :c'est la fameuse constante cosmologique. Cette constante a une histoire re-marquable : Einstein l'a ajouté en février 1917 à l'équation (II.9) établieen 1915, dans le but de rendre sa théorie compatible avec l'idée qu'il avaitalors d'un univers statique. Après la découverte en 1929 du décalage vers lerouge par Edwin Hubble impliquant un univers en expansion, Einstein estrevenu sur l'introduction cette constante, la quali�ant de �plus grande bêtisede sa vie�. Néanmoins des découvertes et observations récentes ont provoquéun regain d'intérêt pour ce paramètre, qui est par ailleurs compatible avecl'ensemble de la théorie de la relativité générale.Si T désigne la contraction du tenseur Tµν , l'équation (II.8) s'écrit encore :

Rµν − Λgµν = 8π

(
Tµν −

1

2
T gµν

)
.Les physiciens a�rment que, dans les modèles classiques, le tenseur Tµν véri�ela condition de suivante 3 : pour tout vecteur X de genre temps,

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
XµXν ≥ 0.3. voir [HE73] p. ?



108 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-WalkerPour cette raison, il est généralement admis que les espaces-temps physiquessatisfont l'hypothèse suivante, baptisée condition forte sur l'énergie 4 (�strongenergy condition�) :
RµνX

µXν ≥ 0, pour tout vecteur X de genre temps.Cette condition joue un rôle déterminant dans la preuve de certains théorèmesd'existence de singularités 5, citons par exemple le théorème de Penrose :Théorème II.1 ([Pen65]) � Soit (M, g) une variété lorentzienne telle que :� M satisfait la condition forte sur l'énergie ;� il existe un surface piégée dans M ;� M admet une hypersurface de Cauchy non compacte.Alors, M possède une géodésique de lumière incomplète.Remarque II.8 � La condition forte sur l'énergie peut être vue comme unetraduction du fait que la gravitation est �attractive�. En e�et, si X est unvecteur tangent à une géodésique ξ de genre temps dans M, la positivité dutenseur de Ricci RµνX
µXν ≥ 0 implique que les géodésiques au voisinage de

ξ ont tendance, en moyenne, à se rapprocher de ξ.Explicitons les composantes non nulles du tenseur de Ricci dans un espacede Robertson-Walker, ce sont les composantes diagonales :
R00 = −3α′′

α
, R11 = (αα′′ + 2α′2 + 2k),

R22 = (αα′′ + 2α′2 + 2k)f 2(χ), R33 = (αα′′ + 2α′2 + 2k)f 2(χ) sin2(φ).Un calcul direct montre que la courbure scalaire R est alors donnée par :
R := gµνRµν = −6

(
α′′(t)

α(t)
+
α′2(t)

α2(t)
+

k

α2(t)

)
.On voit ici que la courbure scalaire d'un espace de Robertson-Walker s'ex-prime simplement comme une fonction du facteur d'expansion et de la cour-bure k de sa �bre. En particulier, les propriétés géométriques de la fonction αse traduisent directement sur la courbure de l'espace-temps. Par exemple, unespace de Robertson Walker de �bre euclidienne, associé à un facteur d'ex-pansion strictement convexe est nécessairement de courbure scalaire négative.Autre exemple : à un facteur d'expansion polynomial sur R+ est associé unespace-temps dont la courbure tend vers zéro lorsque t tend vers l'in�ni.4. Il y a toujours des exceptions : l'espace de de Sitter ne véri�e pas cette condition.5. Le terme singularité est ici à prendre au sens d'incomplétude géodésique.



2. Éléments de physique relativiste 109Par ailleurs, les hypothèses physiques naturelles portant sur le tenseur deRicci comme la condition forte sur l'énergie introduite ci-dessus, induisent descontraintes sur le facteur d'expansion. Par exemple, en regardant simplementla composante R00 du tenseur de Ricci, on voit que si un espace de Robertson-Walker satisfait cette condition, nécessairement, le facteur d'expansion quilui est associé est une fonction concave : α′′ ≤ 0.2.2 Espaces de Robertson-Walker et �uides parfaitsDans l'interprétation physique des espaces de Robertson-Walker, la coordon-née t ∈ I joue le rôle d'un temps absolu, appelé temps cosmique, qui mesurel'âge de l'univers. L'origine des temps t = 0 correspond au Big-Bang dans lathéorie du même nom. La �breM décrit quant à elle la géométrie spatiale denotre univers. Celui-ci peut être in�ni : lorsque T = +∞,M = R3 ou H3 parexemple, ou clos lorsque T < +∞ et M = S
3. La fonction de torsion permetde modéliser l'expansion/contraction de l'univers lorsque celui �vieillit�. Parexemple, une fonction de torsion α(t) dé�nie sur tout R+, qui croît avec tmodélise un univers éternel en expansion. Une fonction de type sinusoïdal surune demi période, issue de zéro, qui croît vers un maximum puis décroit verszéro décrit un univers qui croît puis s'e�ondre sur lui-même (Big-Crunch).Remarque II.9 � Si ξ = (t, x) ∈ M = I ×α M est un point d'un espace deRobertson-Walker, selon qu'on adopte un point de vu plutôt géométrique ouphysique, la coordonnée t = πI(ξ) est appelée plus volontier composante debase ou composante temporelle de ξ. De même, la coordonnée x = πM(ξ) estdésignée par composante de la �bre ou composante spatiale. Dans la suite,nous adopterons l'un ou l'autre des points de vue selon le contexte.Nous rappelons ici que dans un espace de Robertson-Walker, le tenseurénergie-impulsion dé�ni de facto par les équations d'Einstein, est naturel-lement associé à un �uide parfait dont les densités de pression et d'énergies'expriment simplement comme des fonctions du facteur d'expansion α.Dé�nition II.4 � Soit M une variété lorentzienne et soit Tµν le tenseurénergie-impulsion dé�ni par les équations d'Einstein (II.8) sur M. On ditque Tµν est associé à un �uide parfait s'il existe un triplet (U, p, q) tel que

Tµν := (p + q)UµUν + p gµν ,où � U est un champ de vecteurs unitaires orientés vers le futur sur M ;� les fonctions p et q sont des fonctions scalaires sur M.



110 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-WalkerPhysiquement, le champ de vecteurs Uµ représente la quadri-vitesse du �uide.Les fonctions q et p représentent quant à elles les densités d'énergie et depression du �uide respectivement. Dans le référentiel où le �uide est au repos,le champ Uµ s'écrit Uµ = (1, 0, 0, 0) et le tenseur énergie-impulsion :
Tµν =




q 0 0 0
0
0 p gij
0


 .

Proposition II.4 ([O'N83]) � Soit M = I ×αM un espace de Robertson-Walker et U = ∂t le champ de vecteur associé au temps cosmique t. Consi-dérons les fonctions de densité d'énergie et de pression dé�nies par
8πq/3 :=

(
α′2(t)

α2(t)
+

k

α2(t)

)
, −8πp :=

(
2α′′(t)

α(t)
+
α′2(t)

α2(t)
+

k

α2(t)

)
,(II.10)alors le tenseur Tµν dé�ni par les équations d'Einstein (II.9) s'écrit

Tµν = (p + q)UµUν + p gµν .Démonstration. Dans la carte ξµ = (t, χ, φ, ψ) introduite au paragraphe1.2.3, les seules composantes non nulles du tenseur d'Einstein sont les com-posantes diagonales :
G00 = 3

(
α′2(t)

α2(t)
+

k

α2(t)

)
, G11 = −(2αα′′ + α′2 + k),

G22 = −(2αα′′ + α′2 + k)f 2(χ), G33 = −(2αα′′ + α′2 + k)f 2(χ) sin2(φ).Un calcul direct permet de conclure.En fonction des densités de pression et d'énergie p et q, dans un espace deRobertson-Walker, le tenseur de Ricci s'écrit :
R00 = T00 − 1

2
Tg00 = 1

2
(q + 3p),

R11 = T11 − 1
2
Tg11 = 1

2
(q − p),

R22 = T22 − 1
2
Tg22 = 1

2
(q − p)f 2(χ),

R33 = T33 − 1
2
Tg33 = 1

2
(q − p)f 2(χ) sin2(φ).Lorsque les physiciens modélisent l'univers, ils cherchent bien entendu àrendre compte des propriétés de la matière, et émettent naturellement deshypothèses sur sa densité d'énergie et de pression. Ces densités s'exprimant



2. Éléments de physique relativiste 111en fonction du facteur d'expansion α, implicitement, ils font donc des hypo-thèses sur celui-ci. Par exemple, si l'on suppose que la géométrie spatiale del'univers est hyperbolique (k = −1) et que la densité d'énergie est positive
q ≥ 0, implicitement on suppose que le facteur d'expansion véri�e α′ ≥ 1,
i.e. α est surlinéaire.Une hypothèse couramment admise est la positivité des densités d'énergie etde pression : q ≥ 0 et p ≥ 0. Quelque soit la nature de la �bre M , si l'onsuppose que les densités d'énergie et de pression sont toutes deux positives,alors on a R00 = 1/2(q + 3p) ≥ 0. D'après l'expression de R00, on a doncnécessairement α′′ ≤ 0, i.e. la facteur d'expansion est une fonction concave.On retrouve ainsi la même condition de convexité que celle liée à la conditionforte sur l'énergie.2.3 Quelques modèles cosmologiques usuelsDans ce paragraphe, en précisant les équations d'état couplant les densitésd'énergie et de pression dans le �uide dans di�érents régimes, nous exhibonsles solutions exactes des équations d'Einstein (II.8) et (II.9) les plus fréquem-ment utilisées en cosmologie. La première équation de (II.10) et l'équation
R00 = 1/2(q+3p) sont connues sous le nom d'équations de Friedmann. Pourobtenir des solutions explicites aux équations d'Einstein, il faut préciser uneéquation d'état couplant les densités d'énergie et de pression. La plupart desmodèles utilisés en cosmologie sont gouvernés par des équations d'état dutype p = w × q, où w est une constante indépendante du temps t.2.3.1 Modèles sans constante cosmologiqueLorsque w = 0, c'est-à-dire lorsque p = 0, le modèle cosmologique décritun espace que l'on dit dominé par la matière. On véri�e facilement quedans ce cas, la densité d'énergie q est proportionnelle à α(t)−3. Si l'on pose
C := (8π/3) × qα3 ≡ cste, lorsque la �breM est euclidienne, le facteur d'ex-pansion solution des équations d'Einstein est α(t) = (9C/4)1/3t2/3. Dans lescas hyperbolique et sphérique, les graphes (t, α(t)) sont des cycloïdes quis'expriment facilement comme des courbes paramétrées par un scalaire λ :





α = C
2

(coshλ− 1)
t = C

2
(sinh λ− λ)

lorsque k = −1,
α = C

2
(1 − cos λ)

t = C
2

(λ− sinλ)
lorsque k = 1.
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Figure 16: Expansion dans les modèles dominés par la matière.Parmi ces trois premiers exemples, les fonctions de torsion correspondant aux�bres euclidiennes et hyperboliques décrivent un univers éternel en expansion,la fonction de torsion associée à une �bre sphérique décrit quant à elle unphénomène de Big-Crunch, i.e. un univers qui s'e�ondre sur lui-même enun temps �ni. On véri�e facilement que dans ces trois exemples, le facteurd'expansion est une fonction concave.Dans le cas où la constante w vaut 1/3, c'est-à-dire lorsque p = q/3, lemodèle cosmologique décrit un univers dit dominé par les radiations. Cettefois, la densité d'énergie q est proportionnelle à α(t)−4. On pose maintenant
C := (8π/3) × qα4 ≡ cste. Dans le cas d'un �bre euclidienne, le facteur d'ex-pansion solution des équations d'Einstein est donné par :

α(t) = (4C)1/4 t1/2.Dans le cas hyperbolique, on montre que α s'écrit :
α(t) =

√
C

((
1 + t/

√
C
)2

− 1

)1/2

.En�n, dans le cas sphérique, on trouve
α(t) =

√
C

(
1 −

(
1 − t/

√
C
)2
)1/2

.



2. Éléments de physique relativiste 113Dans ces trois nouveaux exemples, le facteur d'expansion est toujours unefonction concave.
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Figure 17: Expansion dans les modèles dominés par les radiations.2.3.2 Modèles avec constante cosmologiqueNous nous intéressons maintenant aux modèles cosmologiques les plus cé-lèbres, solutions des équations d'Einstein avec constante cosmologique. Lefait d'ajouter une constante cosmologique aux équations d'Einstein est équi-valent à attribuer de l'énergie au vide. En e�et, si l'on pose
T (v)
µν := − Λ

8π
gµν ,les équations (II.8) se réécrivent :

Gµν = 8π
(
Tµν − T (v)

µν

)
.Les deux modèles envisagés ici ne contiennent pas de matière en dehors decelle �cachée� dans la constante cosmologique, ils sont dits dominés par levide ; le tenseur T (v)

µν est alors naturellement associé à un �uide parfait où lesdensités d'énergie et de pression véri�ent
q = −p = − Λ

8π
.



114 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-WalkerL'équation d'état couplant énergie et pression est donc à nouveau de la forme
p = w× q avec w = −1. Là encore, on peut déterminer les facteurs d'expan-sion solutions des équations de Friedmann. Si Λ < 0, la seule valeur possiblepour la courbure est k = −1 et le facteur d'expansion est donné par

α(t) =

√
3

|Λ| sin
(√

|Λ|
3
t

)
. (II.11)Lorsque Λ > 0, les solutions sont





α(t) = cste× exp

(
±
√

Λ

3
t

) lorsque k = 0,
α(t) =

√
3

Λ
sinh

(√
Λ

3
t

) lorsque k = −1,
α(t) =

√
3

Λ
cosh

(√
Λ

3
t

) lorsque k = 1. (II.12)
L'espace-temps obtenu lorsque le facteur d'expansion est donné par l'équa-tion (II.11) est connu sous le nom d'espace anti de Sitter. Les di�érentschoix de facteurs d'expansion du système (II.12) conduisent tous au mêmeespace-temps, appelé l'espace de de Sitter, vu dans di�érents systèmes decoordonnées. A titre d'exemple, nous donnons plus bas les changements decoordonnées permettant de passer du facteur d'expansion obtenu lorsque
k = 0 à celui obtenu avec k = 1.Remarque II.10 � Parmi les espaces de Robertson-Walker que nous présen-tons ici à titre d'exemples et qui sont les espaces les plus fréquemment utilisésen cosmologie, l'espace de de Sitter est le seul dont le facteur d'expansionn'est pas une fonction concave. En revanche, c'est une fonction log−concaveau sens large puisque log(α)′′ = 0 lorsque α(t) = et.L'espace-temps de de Sitter de dimension d, noté dSd, est dé�ni comme unehypersurface de l'espace de Minkowski R

1,d de dimension d+1. Son équationest la suivante :
dSd = {x ∈ R

1,d, |x0|2 − |x1|2 − |x2|2 − . . .− |xd|2 = −1}.On munit cette surface de la pseudo-métrique induite par celle de R1,d.
ds2 =

[
|dx0|2 − |dx1|2 − |dx2|2 − ...− |dxd|2

]
|dSd

.



2. Éléments de physique relativiste 115Dans le système de coordonnées global x0 = sinh(t), xi = cosh(t)ωi pour
i = 1, 2, ..., d, avec |ω1|2 + |ω2|2 + . . .+ |ωd|2 = 1, les hypersurfaces de tempsconstant, i.e., les intersections de la variété avec les plans d'équation x0 =
sinh(t) sont des sphères homéomorphes à Sd−1 et la pseudo-métrique estdonnée par la formule ds2 = dt2−cosh(t)2dω2. Lemaître a introduit un autresystème de coordonnées, dites horocycliques, sur dSd : y0 = sinh(t) + 1

2
et x2,

yi = etxi, yd = cosh(t)− 1
2
etx2 avec x2 = |x1|2+. . .+|xd−1|2. Dans cette carte,les hypersurfaces de temps constant sont les intersections de la variété avec lesplans d'équation y0 + yd = et, la carte n'est donc valable que sur le domaine

y0 + yd > 0. D'autre part, on véri�e facilement que l'élément de longueur estdonné par ds2 = dt2−e2tdx2. Les facteurs d'expansion α(t) = cosh(t) lorsque
k = 1 et α(t) = exp(t) lorsque k = 0 sont donc bien tous les deux associés àl'espace de de Sitter.
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Figure 18: Expansion dans les modèles dominés par le vide.



116 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker2.3.3 Une remarque concernant l'espace anti de SitterOn souhaite ici mettre en évidence le fait que l'espace anti de Sitter ne possèdeque localement une structure d'espace de Robertson-Walker. Considéronsl'espace R2,n−1 = {(x0, x
1, . . . xn−1, xn) ∈ Rn+1}, muni de la métrique

ds2 = −|dx0|2 − |dxn|2 + |dx1|2 + . . .+ |dxn−1|2.On rappelle que l'espace anti de Sitter AdSn de dimension n est dé�ni commel'hypersurface dans R2,n−1 d'équation
−|x0|2 − |xn|2 + |x1|2 + . . .+ |xn−1|2 = −1,et munie de la métrique induite. On peut munir AdSn d'un système de co-ordonnées globales, en posant :

x0 = cosh(r) cos(t), xn = cosh(r) sin(t), xi = sinh(r) × θ,pour 1 ≤ i ≤ n − 1, où r ≥ 0, t ∈ R/2πZ et θ décrit la sphère Sn−2. Dansce système de coordonnées, la métrique de l'espace AdSn est donnée par :
ds2 = − cosh2(r)dt2 + dr2 + sinh2(r)gSn−2. La �gure suivante permet de sefaire une idée géométrique de l'espace anti de Sitter, ainsi que de l'allure desgéodésiques radiales, c'est-à-dire telles que θ = cste, qui sont données par

t = t0 ± 2

(
arctan

(
cosh(r) − 1

cosh(r) + 1

)
− arctan

(
cosh(r0) − 1

cosh(r0) + 1

))
.

x0

xi

x0

xn

xi

t xn

AdSn

Figure 19: Géodésiques radiales dans l'espace anti de Sitter.



2. Éléments de physique relativiste 117Dans une carte privilégiée, non globale, la métrique de l'espace anti de Sitter
AdSn est celle d'un espace de Robertson-Walker. En e�et, si l'on restreint x0à l'intervalle [−1, 1] et si l'on pose

x0 = cos(T ),
xn = sin(T )Xn,
xi = sin(T ) ×X i, pour 1 ≤ i ≤ n− 1,où |Xn|2 −∑n−1

i=1 |X i|2 = 1, la métrique de l'espace anti de Sitter est biencelle d'un espace de Robertson-Walker puisqu'elle s'écrit alors :
ds2 = −dT 2 + sin2(T )gH3.En revanche la structure globale de l'espace anti de Sitter n'est pas celle d'unproduit tordu.

x0

xn

xi

Figure 20: Un domaine de AdSn vu comme un espace de Robertson-Walker..



118 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker3 Élements de géométrie des espaces deRobertson-WalkerNous donnons ici quelques éléments de géométrie des espaces de Robertson-Walker. Du fait de leur structure de produit tordu, de l'homogénéité et del'isotropie de leurs �bres, ces espaces possèdent de nombreuses symétries etleur géométrie est en un sens relativement simple. Par exemple, on peut yintégrer explicitement les équations géodésiques, ce qui fait l'objet du pro-chain chapitre. Cependant la liberté laissée dans le choix de la fonction detorsion α permet d'envisager une très grande variété de situations, de sorteque la géométrie des espaces de Robertson-Walker est tout à fait non trivialeen toute généralité.Nous mentionnons dans les deux prochains paragraphes quelques résultatsconcernant les espaces de courbure constante, puis les hypersurfaces remar-quables des espaces de Robertson-Walker. Outre l'intérêt propre de ces ré-sultats, ils ont le mérite de mettre en évidence le rôle joué par la fonctionde torsion α dans la géométrie de l'espace produit. Les résultats des para-graphes 3.1 et 3.2 , ainsi que les considérations physiques de la section 2,nous permettront dans la section 4 de formuler des hypothèses raisonnablessur le facteur d'expansion α, hypothèses que nous adopterons aux chapitresIII et suivants.3.1 Espaces de Robertson-Walker et variétés d'EinsteinParmi les espaces de Robertson-Walker (M, g) = (I ×M,−dt2 ⊕ α2gM) sedistinguent ceux qui sont des variétés d'Einstein, c'est-à-dire ceux dont letenseur de Ricci est proportionnel à la métrique. Nous avons déjà vu quedans le système de coordonnées ξµ = (t, χ, φ, ψ) introduit au paragraphe1.2.3, les seules composantes non nulles du tenseur de Ricci sont
R00 = −3α′′/α, R11 = (αα′′ + 2α′2 + 2k),

R22 = (αα′′ + 2α′2 + 2k)f 2(χ), R33 = (αα′′ + 2α′2 + 2k)f 2(χ) sin2(φ).La proposition suivante donne une condition nécessaire et su�sante sur lefacteur d'expansion d'un espace de Robertson-Walker pour qu'il soit unevariété d'Einstein.



3. Géométrie des espaces de Robertson-Walker 119Proposition II.5 ([Sán99]) � Un espace de Robertson-Walker I×αM dontla �bre M est de courbre constante k ∈ {0,−1, 1} est une variété d'Einsteinsi et seulement si la fonction de torsion α véri�e :
∃ c ∈ R,

α′′(t)

α(t)
≡ c et α(t)α′′(t) − α′2(t) ≡ k. (II.13)Démonstration. Par dé�nition, une variété pseudo-riemannienne est une va-riété d'Einstein s'il existe c ∈ R tel que Rµν = c × gµν . Dans le cas d'unespace de Robertson Walker M = I×αM , la métrique et le tenseur de Riccisont diagonaux. La condition de proportionnalité se traduit alors simplementen la conjonction des équations :

3
α′′

α
= c, et αα′′ + 2α′2 + 2k = −c× α2.La seconde équation du système, en remplaçant α′′ par c×α/3, s'écrit encore

−2αα′′ + 2α′2 + 2k = 0, i.e. α(t)α′′(t) − α′2(t) = k, d'où l'énoncé.Suivant les valeurs de la constante c et de la courbure k, les deux équations(II.13 ) se résolvent par les méthodes élémentaires d'intégration des équa-tions di�érentielles ordinaires. Dans le tableau suivant, on donne la liste lesdi�érentes solutions possibles de l'équation (II.13) selon le signe de c. Leparamètre b qui apparaît dans le tableau est une constante arbitraire.
c = a2 > 0 k = 1 α(t) = a−1 × cosh(at+ b)

c = a2 > 0 k = 0 α(t) = exp(at+ b)

c = a2 > 0 k = −1 α(t) = a−1 × sinh(at+ b)

c = 0 k = 0 α(t) = exp(b)

c = 0 k = −1 α(t) = t+ b

c = −a2 < 0 k = −1 α(t) = a−1 × cos(at+ b)Figure 21: Les di�érentes solutions de l'équation (II.13) selon le signe de c



120 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker3.2 Hypersurfaces remarquablesUne métrique pseudo-riemannienne g sur une variété M n'induit pas, engénéral, une métrique pseudo-riemannienne sur une sous-variété de M, maispossède des singularités. La métrique induite peut parfois être totalementdégénérée, c'est le cas par exemple de la métrique induite par la métriqueusuelle sur le cône de lumière dans l'espace de Minkowski. Comprendre lastructure des sous-variétés d'une variété lorentzienne, en particulier celles degenre espace, permet de mieux appréhender sa géométrie, d'autre part cesd'hypersurfaces jouent un rôle primordial en relativité (voir [Pen65, HP70]).3.2.1 Sous-variétés lorentziennesCommençons par donner le résultat suivant, très proche de la propositionII.1, qui dit en particulier que les sous-variétés lorentziennes totalement géo-désiques d'un espace de Robertson-Walker ont elles aussi une structure deproduit tordu.Théorème II.2 (théorème 5.2 de [CdV07]) � Soit M = L×αM un espacede Robertson-Walker qui ne contient aucun ouvert de courbure constante. Si
N est une sous-variété lorentzienne totalement géodésique de M, alors onest dans un des cas suivants :� Si N est de dimension deux, alors N est un ouvert d'un produit L×αCoù C est une courbe géodésique dans M ;� Si N est de dimension trois, alors N est un ouvert d'un produit L×α Soù S est une surface totalement geodésique dans M .3.2.2 Sous-variétés de genre espaceLa théorème suivant relie l'existence d'hypersurfaces totalement géodésiquesde genre espace dans un espace de Robertson-Walker à l'existence de pointcritique de la fonction de torsion.Théorème II.3 (théorème 5.1 de [CdV07]) � Soit M = L×αM est espacede Robertson-Walker qui ne contient aucun ouvert de courbure constante.Alors M admet une sous-variété de genre espace totalement géodésique dedimension supérieure ou égale à deux si et seulement si α possède un pointcritique, i.e.

∃ t0 ∈ I, α′(t0) = 0.De plus, les seules sous-variétés de genre espace totalement géodésiques dedimension supérieure ou égale à deux sont les �bres Mt0 = {t0} ×M tellesque α′(t0) = 0 et les surfaces totalement géodésiques de ces �bres.



3. Géométrie des espaces de Robertson-Walker 121Le prochain résultat concerne les hypersurfaces de genre espace de courburemoyenne constante dans les espace de Robertson-Walker (généralisés). Soit
Σ une hypersurface de dimension n d'une variété pseudo-riemannienne dedimension n + 1. L'endomorphisme de Weingarten en un point p ∈ Σ, A :
TpΣ → TpΣ, i.e. la di�érentielle de l'application de Gauss au point p, est unopérateur auto-adjoint dont les valeurs propres sont les courbures principales
(κ1(p), . . . , κn(p)). La courbure moyenne de Σ au point p est alors dé�nie par

K(p) = K1(p) := −1

n
× trace(A) = −1

n

n∑

i=1

κi(p).A l'aide des fonctions symétriques élémentaires
σk(x1, . . . , xn) =

∑

i1<...<ik

xi1 . . . xin ,on dé�nit K` la courbure moyenne d'ordre ` comme
C`
n ×K`(p) := σ`(−κ1(p), . . . ,−κn(p)).Considérons (M, g) = I ×α M un espace de Robertson-Walker (généralisé)dont la �bre M est compacte. On montre alors (cf. [AC07]) que les �bresspatiales Mt = {t} ×M forment un feuilletage de M dont les feuilles ontune courbure moyenne d'ordre ` constante, donnée par K` = (α′(t)/α(t))`.Il est naturel de se demander si, sous certaines conditions, ce résultat admetune réciproque. Autrement dit sous quelles conditions une hypersurface spa-tiale compacte de genre espace de M et de courbure moyenne (de plus hautrang) constante est-elle du type Mt = {t} × M ? La proposition suivante,dont on trouvera un énoncé plus général dans [AC07], apporte une réponseparticulièrement élégante à cette question en terme de convexité du facteurd'expansion.Proposition II.6 (corollaire 5.2 de [AC07]) � Soit M = L×α M

n espacede Robertson-Walker (géréralisé) tel que
αα′′ − α′2 ≤ 0

i.e. la fonction α est log−concave. Les seules hypersurfaces compactes degenre espace incluses dans M telles que K2 > 0 et telles que le rapport
K2/K1 est constant sont les �bres Mt0 = {t0} ×Mn où α′(t0) 6= 0.D'autres résultats de [AC07], �su�sament� géométriques ou techniques pourne pas avoir leur place ici, montrent que la condition de log−concavité dela fonction de torsion est une hypothèse naturelle pour assurer que les �bres
Mt0 = {t0} ×Mn sont les seules hypersurfaces spatiales dans les espaces deRobertson-Walker (Texas-Ranger).



122 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker4 Hypothèses sur le facteur d'expansionDans cette section, nous mettons en évidence les hypothèses concernant lafonction de torsion α que nous adopterons dans toute la suite. Ces hypo-thèses sont assez peu restrictives et sont de plusieurs natures : régularité,intégrabilté, convexité, etc. En particulier, elles sont satisfaites dans tous lesexemples d'espaces de Robertson-Walker évoqués dans ce chapitre.4.1 Formulation des hypothèses4.1.1 RégularitéEn explicitant les tenseurs usuels dans les espaces de Robertson-Walker, on avu apparaître naturellement les dérivées première et seconde du facteur d'ex-pansion. Pour éviter que ces tenseurs ne présentent d'éventuelles singularités,on impose la régularité C2 au facteur d'expansion :Hypothèse 1 � Le facteur d'expansion α appartient à C2(]0, T [, R
∗
+).La fonction α étant de classe C2, on peut introduire sa dérivée logarithmique,dont on verra plus loin qu'elle joue important dans le comportement asymp-totique de la di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces de Robertson-Walker.Dé�nition II.5 � On appelle fonction de Hubble la dérivée logarithmiquedu facteur d'expansion α :

H : ]0, T [→ R, H(t) :=
d log(α(t))

dt
=
α′(t)

α(t)
.Remarque II.11 � Physiquement, la fonction de Hubble décrit le taux d'ex-pansion d'un univers modélisé par un espace de Robertson-Walker. On ap-pelle généralement constante de Hubble la valeur de cette fonction au tempscosmique t0 qui est l'âge actuel présumé de notre univers.4.1.2 ConvexitéDans la section 2, on a vu que la plupart des espaces de Robertson-Walkerutilisés en cosmologie pour décrire un univers en expansion sont associés àdes fonctions de torsion concaves. On a vu d'autre part que la concavitédu facteur d'expansion est une condition nécessaire si l'on suppose que lesespaces en question véri�ent la condition forte sur l'énergie, ou encore lapositivité des densités d'énergie et de pression. Seul un seul exemple donnédans ce chapitre échappe à cette condition : l'espace de de Sitter, où le



4. Hypothèses sur le facteur d'expansion 123facteur d'expansion est une fonction simplement log−concave. Par ailleurs,nous avons vu dans le paragraphe 3.2 que la condition de log−concavité dela fonction de torsion est une condition géométrique naturelle : elle permetd'assurer que les �bresMt = {t}×M sont les seules hypersurfaces de courburemoyenne constante. Nous formulons donc l'hypothèse suivante :Hypothèse 2 � La fonction α est log−concave sur ]0, T [, ou de manièreéquivalente, la fonction de Hubble H est décroissante sur ]0, T [.La fonction H étant décroissante, elle converge dans R∪{−∞} lorsque t tendvers T . A�n de garder une intuition �physique� des espaces de Robertson-Walker, nous allons nous limiter aux deux larges classes d'espace-temps utili-sés en cosmologie, à savoir ceux qui décrivent un univers éternel en expansion,et ceux qui décrivent un univers dans lequel un Big-Crunch succède au Big-Bang.Hypothèse 3 � Les espaces de Robertson-Walker considérés dans la suiteappartiennent à l'un des deux types suivants� T = +∞ et H est positive ou nulle sur ]0,+∞[ (expansion éternelle) ;� T < +∞, lim
t→0

α(t) = lim
t→T

α(t) = 0 et lim
t→T

H(t) = −∞ (Big-Crunch).
expansion éternelleBig-Crunch

0 T < +∞ T = +∞Figure 22: Les deux types de facteur d'expansion envisagés.Comme les espaces de Robertson-Walker sont fréquemment utilisés en cosmo-logie, nous les désignerons souvent par le terme univers, bien que la pertinencephysique de la suite du manuscrit soit tout à fait discutable. Par ailleurs, a�nd'éviter certaines lourdeurs dans les énoncés de nos résultats, et a�n de lesrendre un peu plus �euris, nous introduisons les deux notions suivantes.Dé�nition II.6 � Lorsque T < +∞, nous dirons que l'univers est mortel.Lorsque T = +∞, nous dirons que l'univers est éternel.



124 Chapitre II Géométrie des espaces de Robertson-Walker4.1.3 IntégrabilitéDans l'étude des géodésiques des espaces de Robertson-Walker au prochainchapitre, nous verrons que les composantes spatiales des géodésiques sont descourbes géodésiques de la �breM , paramétrées par une primitive de l'inversede la fonction de torsion α. La di�usion de Franchi et Le Jan étant une per-turbation du �ot géodésique, une hypothèse minimale pour pouvoir travaillersereinement dans la suite est d'imposer l'intégrabilité locale de l'inverse dufacteur d'expansion.Hypothèse 4 � L'inverse du facteur d'expansion est localement intégrablesur l'intervalle ]0, T [ :
∫ b

a

dv

α(v)
< +∞, ∀ a, b ∈]0, T [.4.1.4 Comportement asymptotiqueNous verrons dans la suite que les comportements asymptotiques au voisinagede T du facteur d'expansion et de la fonction de Hubble jouent un rôledéterminant dans l'asymptotique de la di�usion de Franchi et Le Jan. Enparticulier, la vitesse de divergence du facteur d'expansion dans un universéternel ou sa vitesse de convergence vers zéro dans un univers mortel sontdéterminantes. Pour quanti�er cette vitesse de divergence / convergence,nous introduisons le vocubulaire suivant.Dé�nition II.7 � Dans un univers éternel, i.e. lorsque T = +∞, nousdirons que l'expansion estrapide si ∫ +∞

.

dt

α(t)
< +∞, et lente si ∫ +∞

.

dt

α(t)
= +∞.De la même façon, dans un univers mortel, i.e. lorsque T < +∞, nous dironsque l'e�ondrement estlent si ∫ T

.

dt

α(t)
< +∞, rapide si ∫ T

.

dt

α(t)
= +∞.Dé�nition II.8 � Dans un univers éternel i.e. lorsque T = +∞, nousdirons que l'expansion est exponentielle ou que le facteur d'expansion est àcroissance exponentielle si la fonction de Hubble admet une limite strictementpositive au voisage de l'in�ni :

lim
t→+∞

H(t) > 0.



4. Hypothèses sur le facteur d'expansion 125Nous dirons que l'expansion est polynomiale ou que le facteur d'expansionest à croissance polynomiale s'il existe une constante 0 ≤ c < +∞, telle quelorsque t tend vers l'in�ni :
H(t) × t −→ c.De manière analogue, dans un univers mortel i.e. lorsque T < +∞, nousdirons que l'e�ondrement est polynomial ou que le facteur d'expansion està décroissance polynomiale s'il existe une constante 0 ≤ c < +∞, telle quelorsque t tend vers T :

−H(t) × (T − t) −→ c.Si −H(t) × (T − t) croît vers l'in�ni lorsque t tend vers T , nous dirons quel'e�ondrement est exponentiel ou que α est à décroissance exponentielle.Remarque II.12 � Naturellement, si α est un polynôme de degré c, alors
H(t) × t tend vers c lorsque t tend vers l'in�ni. Cependant, un facteur d'ex-pansion de type polynomial n'est bien entendu pas forcément un polynôme,par exemple la fonction α(t) = t2 log(t) est polynomiale avec c = 2. De lamême façon, la fonction α(t) = exp(t) est bien sûr à croissance exponentielle,tout comme la fonction α(t) = t exp(t).Hypothèse 5 � Les facteurs d'expansion considérés sont soit à croissanceou décroissance polynomiale, soit croissance ou décroissance exponentielle.
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4.2 Résumé des hypothèses concernant le facteur d'expansion αFacteur d'expansion Fonction de Hubble univers expansion / e�ondrement
α ∈ C2

(
]0, T [,R∗

+

)
H =

α′

α

éternel, T = +∞ rapide : ∫ +∞
1/α < +∞

1/α ∈ L
1
loc(]0, T [) décroissante H∞ := lim+∞H ≥ 0 lente : ∫ +∞

1/α = +∞

croissance/décroissancepolynomiale ou exp. mortel, T < +∞, rapide : ∫ T

1/α = +∞

limT α = 0, limT H = −∞ lent : ∫ T

1/α < +∞
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4.3 Retour sur les exemplesModèle facteur d'expansion type d'exp./e�. fonction de Hubble limH(t) × t ?

w = 0, k = 0 α(t) = t2/3 exp. lente H(t) = 2/3t H(t) × t→ 2/3

w = 0, k = 1
α = 1 − cos(λ)
t = λ− sin(λ)

e�. lent H = sin(λ)
(1−cos(λ))2

H(t) × (2π − t) → −2/3

w = 0, k = −1
α = cosh(λ) − 1
t = sinh(λ) − λ

exp. lente H = sinh(λ)
(cosh(λ)−1)2

H(t) × t→ 1

w = 1/3, k = 0 α(t) = t1/2 exp. lente H(t) = 1/2t H(t) × t→ 1/2

w = 1/3, k = 1 α(t) =
√

1 − (1 − t)2 e�. lent H(t) = (1−t)
t(2−t) H(t) × (2 − t) → −1/2

w = 1/3, k = −1 α(t) = ((1 + t)2 − 1)1/2 exp. lente H(t) = (1+t)
t(2+t) H(t) × t→ 1

w = −1, k = −1 α(t) = sin(t) e�. rapide H(t) = cot(t) H(t) × (2π − t) → −1

w = −1, k = 1 α(t) = cosh(t) exp. rapide H(t) = coth (t) H(t) × t→ +∞
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Contenu du chapitre1 Connexité et complétude des géodésiques . . . . . 1301.1 Connexité de géodésiques . . . . . . . . . . . . . . 1301.2 Complétude des géodésiques . . . . . . . . . . . . . 1312 Intégration des géodésiques de genre temps . . . . 1322.1 Intégrales premières des géodésiques . . . . . . . . 1322.2 Intégration des équations géodésiques . . . . . . . 1333 Intégration des géodésiques de lumière . . . . . . 1363.1 Intégrales premières des géodésiques . . . . . . . . 1363.2 Intégration des équations géodésiques . . . . . . . 1374 Asymptotique et prolongement des géodésiques . 1394.1 Asymptotique des géodésiques de lumière . . . . . 1394.2 La notion de frontière causale . . . . . . . . . . . . 1414.3 Prolongement lorsque l'e�ondrement est lent . . . 1454.4 Et lorsque l'e�ondrement est rapide ? . . . . . . . . 150L'étude des géodésiques dans les espaces de Robertson-Walker aurait toutà fait sa place dans le chapitre précédent consacré à leur géométrie. Pourplusieurs raisons, nous choisissons ici de mettre en évidence cette étude enlui consacrant un chapitre particulier. Parmi ces raisons, la première est que,comme on l'a vu au chapitre I, le générateur de la di�usion relativiste est uneperturbation du �ot géodésique. Une bonne compréhension du comportementasymptotique de la di�usion passe naturellement par une bonne compréhen-sion préalable du comportement asymptotique des géodésiques. Par ailleurs,au regard de la conjecture de Franchi et Le Jan énoncée précédemment, ons'attend à voir apparaître un lien entre le comportement asymptotique de ladi�usion et celui des géodésiques de lumière, d'où l'importance de mettre cedernier en évidence.



130 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RW1 Connexité, complétude des géodésiquesdans les espaces de Robertson-WalkerDans cette première section, nous rappelons les conditions nécessaires et su�-santes portant sur le facteur d'expansion α d'un espace de Robertson-Walkera�n que celui-ci soit géodésiquement connexe ou complet.1.1 Connexité de géodésiquesRappelons que l'on dit qu'une variété pseudo-riemannienne est géodésique-ment connexe si deux points quelconques de la variété peuvent être joints parun chemin géodésique.Théorème III.1 (théorème 3.2 de [Sán98]) � Un espace de Robertson-Walker (généralisé) M = I ×α M où I =]0, T [ est géodésiquement connexesi et seulement ∫ .

0

1

α
=

∫ T

.

1

α
= +∞,Démonstration. On trouvera une preuve détaillée de ce résultat dans l'article[Sán98], consacré à l'étude des géodésiques dans les espaces de Robertson-Walker généralisés. A�n de comprendre en quoi la condition d'intégrabilitéde l'inverse du facteur d'expansion intervient ici, mentionnons simplementle résultat suivant, qui sera démontré dans les sections 2 et 3 : lorsque lesintégrales dans le théorème ci-dessus sont �nies, la projection xs sur la �bre

M d'une géodésique ξs = (ts, xs) ∈ I×αM issue d'un point (t0, x0), convergevers un point x∞ de la �bre M . De plus la distance entre x0 et x∞ est bornéepar la constante dmax :=
∫ T
0

1/α. De fait, tout point (t′0, x
′
0) de I ×a M telque x′0 est situé à une distance strictement supérieure à dmax du point x0 nepeut être relié à (t0, x0) par une géodésique.Remarque III.1 � Pour la première fois intervient ici la condition d'inté-grabilité de l'inverse du facteur d'expansion. Nous verrons dans la suite quecette condition joue un rôle primordial dans la géométrie des espaces deRoberson-Walker, ainsi que dans le comportement asymptotique de la di�u-sion de Franchi et Le Jan sur ces espaces. Comme la courbure des espaces deRoberson-Walker est directement liée à la fonction de torsion via l'équation

R := gµνRµν = −6

(
α′′(t)

α(t)
+
α′2(t)

α2(t)
+

k

α2(t)

)
,le théorème III.1 met en évidence l'in�uence de la courbure sur la nature desgéodésiques des espaces de Robertson-Walker.



1. Connexité et complétude des géodésiques 1311.2 Complétude des géodésiquesNous nous intéressons à présent à la complétude des géodésiques dans lesespaces de Robertson-Walker. Rappelons tout d'abord ce que signi�e cettenotion :Dé�nition III.1 � Une variété pseudo-riemannienne M est dite géodési-quement complète si les géodésiques de M sont dé�nies sur R tout entier.Le résultat suivant donne des conditions nécessaires et su�santes sur la com-plétude de la �bre et la fonction de torsion a�n qu'un espace de Robertson-Walker soit géodésiquement complet.Proposition III.1 (proposition 4.1 de [Sán98]) � Soit M = I ×α M unespace de Robertson-Walker (généralisé) où I =]0, T [. Si la �bre (M, gM) de
M est géodésiquement incomplète, alors l'espace M est lui-même géodési-quement incomplet. Si la �bre (M, gM) est géodésiquement complète, alors� les géodésiques de genre temps de M sont complètes si et seulement si

∫ .

0

α√
1 + α2

=

∫ T

.

α√
1 + α2

= +∞ ; (III.1)� les géodésiques de lumière de M sont complètes si et seulement si
∫ .

0

α =

∫ T

.

α = +∞ ; (III.2)� les géodésiques de genre espace de M sont complètes si et seulement sila fonction α véri�e (III.2) ou est non bornée.Démonstration. On trouvera une preuve de ce résultat dans l'article [RS94]où les auteurs font une étude systématique de la complétude des géodésiquesdans les variétés pseudo-riemanniennes qui possèdent une structure de pro-duit tordu.Remarque III.2� D'après la proposition III.1, lorsque l'intervalle I est bornéest que la fonction α est continue bornée sur I, les géodésiques de genretemps ainsi que les géodésiques de lumière d'un espace de Robertson-Walker
M = I ×α M sont incomplètes. Lorsque le facteur d'expansion α s'annuleau bord de l'intervalle, on peut cependant le prolonger en une fonction α̊périodique de période |I| = T sur R. Auquel cas, on pourra considérer leproduit M = I ×αM comme un sous-espace d'un espace M̂ dans lequel lesgéodésiques sont complètes. La construction de M̂ et l'étude des géodésiquesdans cet espace fait l'objet de la section 4.



132 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RW2 Intégration des équations géodésiquesde genre tempsNous explicitons ici les solutions des équations géodésiques pour des trajec-toires de genre temps ξs = (ts, xs) ∈ I×αM paramétrées par le temps propre.D'après le corollaire II.1, on sait que si ξs = (ts, xs) est une géodésique dans
M = I ×α M , alors xs décrit une courbe géodésique dans M . Lorsque leparamètre s varie, xs décrit donc une droite lorsque M = R3, une �droite hy-perbolique� lorsque M = H

3, ou un �grand cercle� lorsque M = S
3. Dans leprochain paragraphe, nous exhibons des intégrales premières des géodésiquesde genre temps paramétrées par le temps propre, ce qui nous permettra dedonner un paramétrage des courbes xs ∈M au paragraphe 2.2.2.1 Intégrales premières des géodésiques de genre tempsPar dé�nition, si ξs = (ts, xs) ∈ I ×α M est une géodésique de genre tempsparamétrée par le temps propre, alors ξs est solution du système :

d2ξµ

ds2
+ Γµνρ

dξν

ds

dξρ

ds
= 0, (III.3)et véri�e de plus la relation de pseudo-norme :

|ṫs|2 − α2(ts)g
M(ẋs, ẋs) = 1. (III.4)En particulier, on a toujours |ṫs|2 ≥ 1. Dans la suite, nous concentreronsnotre attention sur les trajectoires orientées vers le futur.Dé�nition III.2 � Nous dirons qu'un point (ξ0, ξ̇0) dans T 1M est unecondition initiale raisonnable s'il véri�e la relation (III.4) et si ṫ0 ≥ 1.Remarque III.3 � Sur l'ensemble de dé�nition d'une géodésique de genretemps paramétrée par le temps propre, on aura donc toujours ṫs ≥ 1. Enparticulier, la composante ts de la base I =]0, T [ sera une toujours une fonc-tion stritement croissante du temps propre s.Proposition III.2 � Les fonctions suivantes sont des intégrales premièresdes géodésiques de genre temps paramétrées par le temps propre, i.e., sontconstantes le long de celles-ci :

a = α(ts)

√
ṫ2s − 1,

~b := α2(ts)xs ∧ ẋs lorsque M = R3,
~bI := α2(ts)x

I
s ∧ ẋIs lorsque M = S3 ou H3,où I = (i1, i2, i3) avec les ij ∈ {0, 1, 2, 3} distincts et xI := (xi1 , xi2 , xi3).



2. Intégration des géodésiques de genre temps 133Démonstration. Soit (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M une condition initiale raisonnable et
(ξs, ξ̇s) une solution des systèmes d'équations (III.3) et (III.4) issue de (ξ0, ξ̇0),dé�nie sur un intervalle I0 ⊂ R+. En fonction de la métrique gM sur la �bre
M , l'équation du système (III.3) correspondant à µ = 0 s'écrit :

ẗs = −α(ts) α
′(ts)g

M(ẋs, ẋs),ou encore en utilisant la relation de pseudo-norme (III.4) :
ẗs = −α

′(ts)

α(ts)

(
ṫ2s − 1

)
, i.e, d log |α2(ts)(ṫ

2
s − 1)| = 0,dont on déduit :

a := α(ts)

√
ṫ2s − 1 ≡ constante.Par ailleurs, en fonction de la courbure k ∈ {0, 1,−1} et en coordonnéescartésiennes, les équations du système (III.3) correspondant à µ = 1, 2, 3s'écrivent sous forme vectorielle :

d ẋs = −2
α′(ts)

α(ts)
ṫsẋsds− k gM(ẋs, ẋs) xsds,ou encore

d α2(ts)ẋs = −k × α2(ts) g
M(ẋs, ẋs) xsds, (III.5)dont on déduit naturellement que ~bI = α2(ts)x

I
s ∧ ẋIs ≡ constante.Remarque III.4 � Dans les cas où M = S3 ou H3 et lorsque I = (1, 2, 3), onnotera simplement ~bI = ~b par analogie avec le cas euclidien. Dans le systèmede coordonnées (χ, φ, ψ) = (χ, θ), on a alors

~b = α2(ts)f
2(χs) θs ∧ θ̇s.Le fait que le moment angulaire ~b soit constant assure en particulier que,la composante angulaire θs d'une géodésique de genre temps, vue commetrajectoire sur la sphère S2, est incluse dans un plan passant par l'origine.2.2 Intégration des équations géodésiques2.2.1 Intégration des composantes temporellesLe fait que la fonction a est une intégrale première des géodésiques de genretemps paramétrées par le temps propre permet d'exprimer simplement lacomposante temporelle ts comme fonction du temps propre s.



134 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWCorollaire III.1 � Soit (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M une condition initiale raisonnableet (ξs, ξ̇s) une solution des systèmes d'équations (III.3) et (III.4) issue de
(ξ0, ξ̇0). Alors
∫ ts

t0

α(u)du√
α2(u) + a2

= s, i.e. ts = inf

{
u > t0,

∫ u

t0

α(u)du√
α2(u) + a2

> s

}
.En particulier, ts est dé�ni pour tout s ≥ 0 si et seulement si

∫ T

t0

α(u)du√
a2(u) + a2

= +∞.Remarque III.5 � On retrouve ici naturellement la condition nécessaire etsu�sante de complétude (III.1). Seul importe ici l'intégrabilité au voisinagede T puisque l'on s'intéresse à des trajectoires orientées vers le futur.Dé�nition III.3 � Dans la suite, étant donnée une trajectoire ξs = (ts, xs)orientée vers le futur dans un espace de Robertson-Walker M = I ×α M ,on désignera par τ le temps d'atteinte de T par la composante temporelle
ts = πI(ξs) :

τ := inf{s > 0, ts = T}.2.2.2 Intégration des composantes spatialesNous explicitons à présent un paramétrage, en fonction de ts, des compo-santes spatiales des géodésiques de genre temps paramétrées par le tempspropre. Remarquons tout d'abord que si (ξs, ξ̇s) est une telle trajectoire,et que l'intégrale première a est nulle, d'après la relation de pseudo-norme(III.4), on a nécessairement gM(ẋs, ẋs) = 0 pour tout s dans [0, τ [. Dansce cas, les composantes temporelles et spatiales de (ξs, ξ̇s) sont simplementdonnées par
ts = t0 + s, ṫs ≡ 1, xs ≡ x0, ẋs ≡ 0.Dans la suite, nous supposerons donc que a > 0. Auquel cas, pour tout sdans [0, τ [, on a

|ẋs|2 = gM(ẋs, ẋs) = a2/α4(ts) > 0,et la donnée de (ts, xs, ṫs, ẋs) est équivalente à la donnée de (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|).La proposition suivante montre que les composantes spatiales xs et ẋs/|ẋs|sont naturellement paramétrées par la fonctionnelle de ts :
∫ s

0

a du

α2(tu)
=

∫ ts

t0

1

α(u)
× a√

a2 + α2(u)
du.



2. Intégration des géodésiques de genre temps 135Proposition III.3 � Soit (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M une condition initiale raison-nable et (ξs, ξ̇s) une solution des systèmes d'équations (III.3) et (III.4) issuede (ξ0, ξ̇0). Alors, pour s dans [0, τ [, selon la courbure de la �bre M , lescomposantes spatiales (xs, ẋs/|ẋs|) sont données par les équations suivantes :� dans le cas euclidien, i.e. lorsque k = 0 :
xs = x0 +

ẋ0

|ẋ0|
×
∫ s

0

a

α2(tu)
du,

ẋs
|ẋs|

≡ ẋ0

|ẋ0|
;� dans le cas sphérique i.e. lorsque k = 1 :

xs = cos

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
x0 + sin

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
ẋ0

|ẋ0|
,

ẋs
|ẋs|

= − sin

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
x0 + cos

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
ẋ0

|ẋ0|
;� dans le cas hyperbolique i.e. lorsque k = −1 :

xs = cosh

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
x0 + sinh

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
ẋ0

|ẋ0|
,

ẋs
|ẋs|

= sinh

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
x0 + cosh

(∫ s

0

a

α2(tu)
du

)
ẋ0

|ẋ0|
.Démonstration. En coordonnées cartésiennes, les équations géodésiques dusystème (III.3) concernant les composantes spatiales xs et ẋs s'écrivent :

dxs = ẋs ds, dẋs = −2
α′(ts)

α(ts)
ṫsẋsds− k × xs × |ẋs|2ds.Ce système d'équations est équivalent au système suivant :

dxs =
ẋs
|ẋs|

× a

α2(ts)
ds, d

ẋs
|ẋs|

= −k × xs ×
a

α2(ts)
ds.En e�ectuant le changement de temps ds′ = a/α2(ts) × ds et en posant

xs := ys′, on obtient alors que (ys′, ẏs′) est solution du système
dys′ = ẏs′ds

′, dẏs′ = −k × ys′ds
′,dont on déduit aisément les expressions de la proposition.



136 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RW3 Intégration des équations desgéodésiques de lumièreContrairement au cas des géodésiques de genre temps, le temps propre sne peut pas paramétrer les géodésiques de lumière. Aussi considère-t-on unparamétrage a�ne u. Les trajectoires qui nous intéressent ici sont alors lessolutions du système :
d2ξa

du2
+ Γabc

dξb

du

dxc

du
= 0, (III.6)et qui véri�ent de plus la relation de pseudo-norme :

ẗ2u − α2(tu)g
M(ẋu, ẋu) = 0. (III.7)Comme précédemment, nous concentrons ici notre attention sur les géodé-siques orientées vers le futur, c'est-à-dire telles que ṫu ≥ 0 et on pose

τ := inf{u > 0, tu = T}.Dans le prochain paragraphe, nous intégrons les équations (III.6) et (III.7),puis au paragraphe 4.1, nous déterminons le comportement asymptotiquede leurs solutions . Celui-ci di�ère radicalement selon que l'inverse de lafonction de torsion α est intégrable au voisinage de T , c'est-à-dire selon quel'expansion / e�ondrement est rapide / lent.3.1 Intégrales premières des géodésiquesComme pour les géodésiques de genre temps paramétrées par le temps propre,on exhibe tout d'abord des intégrales premières des géodésiques de lumière.Proposition III.4 � Les fonctions suivantes sont des intégrales premièresdes géodésiques de lumière, i.e., sont constantes le long de celles-ci :
a = α(tu)ṫu,
~b := α2(tu)xu ∧ ẋu lorsque M = R3,
~bI := α2(tu)x

I
u ∧ ẋIu lorsque M = S3 ou H3,où I = (i1, i2, i3) avec les ij ∈ {0, 1, 2, 3} distincts et xI = (xi1 , xi2 , xi3).Démonstration. Soit (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M une condition initiale raisonnable et

(ξu, ξ̇u) une solution des systèmes d'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0),



3. Intégration des géodésiques de lumière 137dé�nie sur un intervalle I0 ⊂ R+. Comme dans le cas des géodésiques de genretemps, l'équation du système (III.6) correspondant à µ = 0 s'écrit :
ẗu = −α(tu) α

′(tu)g
M(ẋu, ẋu),ou encore en utilisant cette fois la relation de pseudo-norme (III.7) :

ẗu = −α
′(tu)

α(tu)
ṫ2u, i.e, d log |α2(tu)ṫ

2
u| = 0,dont on déduit :

a := α(tu)ṫu ≡ constante.Par ailleurs, comme précédemment, en fonction de la courbure k ∈ {0, 1,−1},les équations du système (III.6) correspondant à µ = 1, 2, 3 s'écrivent sousforme vectorielle :
d α2(tu)ẋu = −k × α2(tu) g

M(ẋu, ẋu) xudu,dont on déduit naturellement que ~bI = α2(tu)x
I
u ∧ ẋIu ≡ constante.Remarque III.6 � Les constantes a et ~bI , dépendent du paramétrage af-�ne. En revanche les paramètres d'impact −→ρ I := ~bI/a sont invariants parchangement de paramètre a�ne.3.2 Intégration des équations géodésiquesDu fait que les fonctions a et ~b sont des intégrales premières des trajectoiresde lumières, on déduit l'expression de la composante temporelle tu commefonction du paramètre a�ne u, puis de xu en fonction de tu.Corollaire III.2 � Soit (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M, tel que ṫ0 ≥ 0 et (ξu, ξ̇u) unesolution des systèmes d'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0). Alors

∫ tu

t0

α(v)dv = a× u, i.e. tu = inf

{
v > t0,

∫ v

t0

α(r)dr > a× u

}
.En particulier, lorsque a > 0, tu est dé�ni pour tout u ≥ 0 si et seulement si

∫ T

t0

α(v)dv = +∞.Remarque III.7 � Comme dans la remarque III.5, on retrouve ici naturelle-ment la condition nécessaire et su�sante de complétude (III.2). Là encore,seule importe l'intégrabilité au voisinage de T puisque l'on s'intéresse à destrajectoires orientées vers le futur.



138 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWLorsque l'intégrale première a est nulle, on a naturellement tu ≡ t0, ṫu ≡ 0,
xu ≡ x0 et ẋu ≡ 0. Dans la suite, on supposera que a est strictement positive,auquel cas, pour tout u dans [0, τ [, on a |ẋu|2 = gM(ẋu, ẋu) = a2/α4(tu) > 0.Proposition III.5 � Soit (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M tel que ṫ0 > 0 i.e. a > 0,et (ξu, ξ̇u) une solution des systèmes d'équations (III.6) et (III.7) issue de
(ξ0, ξ̇0). Alors, pour u dans [0, τ [, selon la courbure de la �bre M , les compo-santes spatiales (xu, ẋu/|ẋu|) sont données par les équations suivantes :� dans le cas euclidien, i.e. lorsque k = 0 :

xu = x0 +
ẋ0

|ẋ0|
×
∫ tu

t0

dv

α(v)
,

ẋu
|ẋu|

≡ ẋ0

|ẋ0|
;� dans le cas sphérique i.e. lorsque k = 1 :

xu = cos

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
x0 + sin

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
,

ẋu
|ẋu|

= − sin

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
x0 + cos

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
;� dans le cas hyperbolique i.e. lorsque k = −1 :

xu = cosh

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
x0 + sinh

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
,

ẋu
|ẋu|

= sinh

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
x0 + cosh

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
.Démonstration. La preuve est la même que dans le cas des géodésiques degenre temps à la di�érence près que dans le cas des géodésiques de lumière,le changement de temps est donné par :

∫ u

0

a

α2(tv)
dv =

∫ tu

t0

dv

α(v)
.



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 1394 Asymptotique et prolongement desgéodésiques de lumièreDes expressions des composantes spatiales des géodésiques de lumière obte-nues dans la proposition III.5, on déduit aisément leur comportement asymp-totique lorsque le paramètre a�ne u tend vers τ , c'est-à-dire lorsque tu tendvers T . Dans le paragraphe 4.1, nous explicitons ainsi ces comportements enfonction de la nature de la �bre et de la nature du facteur d'expansion del'espace considéré. Nous montrons ensuite au paragraphe 4.2 que les géodé-siques de lumière d'un espace de Robertson-WalkerM convergent en fait versdes points d'un bord ∂M à l'espace M, que nous précisons. Au paragraphe4.3, nous montrons que dans un univers mortel où l'e�ondrement est lent,il est possible de prolonger les géodésiques de lumière a priori incomplètes,en des trajectoires bien dé�nies sur tout R
+ à valeurs dans une extensionraisonnable M̂ de l'espace M. En�n, dans le paragraphe 4.4, nous montronsque ceci n'est pas possible dans le cas d'un univers mortel où l'e�ondrementest rapide.4.1 Asymptotique des géodésiques de lumièreCommençons par décrire le comportement asymptotique des géodésiques delumière. Nous distinguons les cas selon que l'inverse du facteur d'expansionest intégrable au voisinage de T ou non.Proposition III.6 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walkeréternel où l'expansion est rapide, ou un espace mortel où l'e�ondrement estlent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M tel que ṫ0 ≥ 0 et (ξu, ξ̇u) une solution des systèmesd'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0). On suppose que a = α(t0)ṫ0 > 0.Alors, lorsque u tend vers τ , la composante spatiale xu = πM(ξu) convergevers un point x∞ ∈M et ẋu/|ẋu| converge vers un point de T 1

x∞M .Remarque III.8 � Ces convergences peuvent sembler paradoxales a priori.En e�et, quelle interprétation physique peut-on donner au fait qu'un photonconverge vers un point de M ? Pour lever toute ambiguité, il faut ici garderà l'esprit qu'à tout instant t, les distances mesurées dans la �bre M d'unespace de Robertson-Walker, sont multipliées par le facteur α(t). Aussi, laconvergence dans M n'implique pas la convergence dans le produit M =
I ×αM . À titre d'exemple, on peut penser à deux photons �au repos�, c'est-à-dire statiques dansM , mais qui du point de vue d'un observateur lui mèmestatique dans M , s'éloignent l'un de l'autre dans le produit M = I ×α M ,du fait de l'expansion de l'univers.



140 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWNous décrivons maintenant le comportement asymptotique des géodésiquesde lumière lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrable auvoisinage de T . Nous distinguons les cas euclidien, hyperbolique et sphérique.Dans les cas où la �bre M de l'espace M = I×αM est de courbure négativeou nulle, les composantes spatiales des géodésiques de lumière �s'en vont àl'in�ni� dans une direction privilégiée :Corollaire III.3 � Soit M = I ×α R3 un espace de Robertson-Walkeréternel où l'expansion est lente, ou un espace mortel où l'e�ondrement estrapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M tel que ṫ0 ≥ 0 et (ξu, ξ̇u) une solution dessystèmes d'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0). On suppose que a =
α(t0)ṫ0 > 0. Alors, lorsque u tend vers τ :
i) ru = |xu| tend vers l'in�ni ;
ii) ẋu

|ẋu| est constant égal à Θ := ẋ0

|ẋ0| , θu = xu

|xu| converge vers Θ ;
iii) δu := −

∫ tu
t0

dv
α(v)

+ 〈xu,Θ〉 est constant égal à 〈x0,Θ〉.Dans le cas hyperbolique, on a le résultat analogue :Corollaire III.4 � Soit M = I ×α H3 un espace de Robertson-Walkeréternel où l'expansion est lente, ou un espace mortel où l'e�ondrement estrapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M tel que ṫ0 ≥ 0 et (ξu, ξ̇u) une solution dessystèmes d'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0). On suppose que a =
α(t0)ṫ0 > 0. Alors, lorsque u tend vers τ , :
i) x0

u = cosh(χu) tend vers l'in�ni ;
ii) θu =

(x1
u, x

2
u, x

3
u)√

|x0
u|2 − 1

converge vers un point θ∞ ∈ S2 ;
iii)

1

x0
u

× ẋu
|ẋu|

converge vers (1, θ∞).
iv) − sinh

(∫ tu

t0

dv

α(v)

)
+ q

(
xu,

ẋ0

|ẋ0|

) est nul, ou de manière équivalente
−
∫ tu

t0

dv

α(v)
+ argsh

(
q

(
xu,

ẋ0

|ẋ0|

))
= 0.En�n dans le cas sphérique où la �bre M est compacte, les composaatesspatiales des géodésiques de lumière sont aussi divergentes, l'explosion étantcette fois de nature oscillatoire :



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 141Corollaire III.5 � Soit M = I×α S3 un espace de Robertson-Walker éter-nel où l'expansion est lente, ou un espace mortel où l'e�ondrement est rapide.Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M tel que ṫ0 ≥ 0 et (ξu, ξ̇u) une solution des systèmesd'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0). On suppose que a = α(t0)ṫ0 > 0.Alors, lorsque u tend vers τ , les composantes spatiales xu ∈ S3 et ẋu/|ẋu| ∈ S
3divergent, au sens où elles décrivent un grand cercle dans un plan Π déter-miné par (ξ0, ξ̇0), et paramétré par la phase divergente ∫ tu

t0
dv
α(v)

.4.2 La notion de frontière causaleNous montrons ici que les comportements asymptotiques décrits au para-graphe précédent peuvent être reformulés de façon concise, si l'on adjointà l'espace de Robertson-Walker M une frontière naturelle ∂M bien choi-sie. Le fait d'adjoindre une frontière à une variété lorentzienne causale desorte que toutes les courbes causales, en particulier les géodésiques de lu-mière, convergent vers des points de cette frontière est justement l'objet dela compacti�cation causale introduite par Geroch, Kronheimer, et Penrosedans [GKP72]. Cette méthode très robuste a été largement étudiée dans lalittérature physique ainsi que mathématique. On pourra par exemple consul-ter la synthèse [Har04]. Sur une variété lorentzienne générale M, la frontièrecausale ∂Mc est composée de deux ensembles ∂M−
c et ∂M+

c , chacun de sesensembles étant lui-même composé de classes d'équivalence de trajectoirescausales dans M, c'est-à-dire des courbes de genre temps ou de lumière.L'ensemble ∂M−
c correspond à des courbes causales orientées vers le passé,l'ensemble ∂M+
c à des courbes causales orientées vers le futur. La robustessede la notion de frontière causale réside en partie dans le fait que cette no-tion ne dépend que de la structure conforme de la variété que l'on cherche àcompacti�er.Par exemple, dans le cas le plus simple où cette variété est l'espace de Min-kowski M = R1,3, la frontière causale ∂Mc s'identi�e avec un sous-ensemble

C de l'espace statique d'Einstein E3 := S1 ×Id S3. On montre que la fron-tière causale coïncide en fait dans ce cas avec la frontière conforme obtenueen plongeant l'espace R1,3 dans E3 (voir [Bai06]). L'ensemble frontière C estcomposé de deux cônes C− et C+ de base S2, un pour le passé, un pour le fu-tur, chacun pouvant être paramétré par un couple (δ,Θ) ∈ R×S
2. Une courbe

(tu, xu) ∈ R1,3 orientée vers le futur converge vers un point (δ∞,Θ∞) de C+si et seulement si tu → +∞, |xu| → +∞, xu/|xu| → Θ∞ et −tu + |xu| → δ∞.Par exemple, la courbe (tu, xu) d'équation tu = Θ∞ xu dans R1,3, qui est lagéodésique de lumière issue de (t0, x0) = (0, 0) avec ẋ0/|ẋ0| := Θ∞, convergelorsque u→ +∞ vers le point (0,Θ∞) de C+.



142 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWDans le cas des espaces de Robertson-Walker qui sont des variétés confor-mément plates (cf. remarque II.6), la frontière causale a été complétementdécrite dans l'article récent [AnF07] d'Alaña et Flores. La proposition sui-vante explicite cette frontière selon que l'inverse du facteur d'expansion α estintégrable ou non en zéro et en T , et selon que la �bre M est euclidienne,hyperbolique ou sphérique.Proposition III.7 ([AnF07]) � Soit M = I ×αM où I =]0, T [ un espacede Robertson-Walker. Selon la nature de la �bre M et la nature du facteurd'expansion, la frontière causale ∂Mc = ∂M−
c ∪ ∂M+

c de l'espace M estd'ecrite de la façon suivante :
i) lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable en zéro et en T ,les frontières ∂M−

c et ∂M+
c s'identi�ent respectivement à {0} ×M− et

{T} ×M+, où M− et M+ sont deux copies de la �bre M que l'on peutidenti�er à M ;
ii) lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable en zéro mais pasen T , la frontière entrante ∂M−

c s'identi�e à {0}×M− où M− est unecopie de la �bre M que l'on peut identi�er à M . Lorsque M = R3 ou
H

3, la frontière de sortie ∂M+
c s'identi�e à {T} × C+ où C+ = R × S

2.Lorsque M = S3, la frontière de sortie ∂M+
c est triviale, réduite à unpoint ∂M+

c = {T} × {∂} ;
iii) lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable en T mais pasen zéro, dans les cas où M = R3 ou H3, la frontière entrante ∂M−

cs'identi�e à un cône ∂M−
c = {0} × C− avec C− = R × S

2. Dans le casoù M = S3, la frontière entrante est triviale : ∂M−
c = {0} × {∂}. Lafrontière sortante ∂M+

c s'identi�e à {T}×M+, où M+ une copie de la�bre M que l'on peut identi�er à M .
iv) en�n, lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est ni intégrable en Tni en zéro, dans les cas où M = R

3 ou H
3, les frontières entrantes etsortantes s'identi�ent à deux cônes : M−

c = {0}×C− et M+
c = {T}×C+où C− et C+ sont deux copies de R × S2. Dans le cas où M = S3, lesfrontières d'entrée et de sortie sont triviales : ∂M−

c = {0} × {∂} et
∂M+

c = {T} × {∂}.Dans le cas où l'inverse du facteur d'expansion est intégrable en T , quelquesoit la nature de la �bre M , une courbe causale orientée vers le futur (tu, xu)dans M =]0, T [×αM converge vers le point (T, x∞) de ∂M+
c = {T} ×M si

tu → T et xu → x∞ ∈M . De la même façon, dans le cas où ∫ .
0

du
α(u)

< +∞, unecourbe causale orientée vers le passé (tu, xu) dans M =]0, T [×αM convergevers le point (0, x∞) de ∂M−
c = {0} ×M si tu → 0, xu → x∞ ∈M .



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 143Dans le cas l'inverse du facteur d'expansion n'est pas est intégrable en Tet la �bre est euclidienne, i.e. M = R
3, une courbe causale orientée versle futur (tu, xu) dans M =]0, T [×αM converge vers le point (T, δ,Θ) de

∂M+
c = {T} × C+ si tu → T , xu/|xu| → Θ et

−
∫ tu

t0

du

α(u)
+ |xu| → δ.

R
3

Θ0

δ0

géodésique d'équation
géodésique d'équation

T

0

∫ t

t0

dv
α(v)

ẋu

|ẋu|
≡ Θ0,

∫ tu

t0

dv
α(v)

− |xu| = 0

ẋu

|ẋu|
≡ Θ0,

∫ tu

t0

dv
α(v)

− |xu| = δ0

convergeant vers le point (T, 0, Θ0)

convergeant vers le point (T, δ0, Θ0)

Σ(δ0, Θ0)

Figure 23: Convergence des géodésiques de lumière de M =]0, T [×αR
3 vers despoints du bord ∂M+

c lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrableen T .De la même façon, lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas inté-grable en zéro et la �bre est euclidienne, i.e. M = R3, une courbe causaleorientée vers le passé (tu, xu) dans M =]0, T [×αM converge vers le point
(0, δ,Θ) de ∂M−

c = {0} × C+ si tu → 0, xu/|xu| → Θ et
∫ tu

t0

du

α(u)
+ |xu| → δ.



144 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWRemarque III.9� La convergence d'une courbe causale orientée vers le futurvers un point (T, δ0,Θ0) de la frontière ∂M+
c = {T} × C+ se traduit géomé-triquement par la convergence de la trajectoire (tu, xu) vers une hypersurfaceasymptotique, l'hypersurface d'équation

Σ(δ0,Θ0) =

{
(t, x) ∈ M,

∫ tu

t0

du

α(u)
+ 〈xu,Θ0〉 = δ0

}
.Dans le cas où l'inverse du facteur d'expansion n'est pas est intégrable en

T et la �bre M est hyperbolique, une courbe causale orientée vers le futur
(tu, xu), où xu = (x0

u, x
1
u, x

2
u, x

3
u) ∈ H3, converge vers le point (T, δ,Θ) de

∂M+
c = {T} × C+ si tu → T , (x1

u, x
2
u, x

3
u)/x

0
u → Θ et

−
∫ tu

t0

du

α(u)
+ argsh (|xu|) → δ.Dans la même façon, lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas in-tégrable en zéro et la �bre M est hyperbolique, une courbe causale orientéevers le passé (tu, xu) dans M =]0, T [×αM converge vers le point (0, δ,Θ) de

∂M−
c = {0} × C+ si tu → T , (x1

u, x
2
u, x

3
u)/x

0
u → Θ et

∫ tu

t0

du

α(u)
+ argsh (|xu|) → δ.En�n, dans le cas sphérique, lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pasintégrable au voisinage de T , une courbe causale orientée vers le futur (tu, xu)dans M =]0, T [×αM converge vers le point (T, ∂) de ∂M+

c = {T} × {∂} si
tu → T et si xu diverge dans la �bre compacte S3. La notion de convergencevers {0, } × {∂} pour des trajectoires orientées vers le passé est symétrique.On peut alors résumer les résultats obtenus dans la proposition III.6 et lescorollaires III.3, III.4 et III.5 dans l'énoncé suivant :Proposition III.8 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walker.Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M tel que ṫ0 ≥ 0 et (ξu, ξ̇u) une solution des systèmesd'équations (III.6) et (III.7) issue de (ξ0, ξ̇0). On suppose que a = α(t0)ṫ0 > 0.Alors, lorsque u tend vers τ , la trajectoire ξu à valeurs dans M converge versun point de la frontière causale ∂M+

c .



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 1454.3 Prolongement lorsque l'e�ondrement est lentNous avons déjà noté dans la remarque III.2 que lorsque I =]0, T [ est bornéet que la fonction α est continue bornée sur I, les géodésiques de genretemps ainsi que les géodésiques de lumière d'un espace de Robertson-Walker
M = I×αM sont incomplètes. Comme le montre la �gure 24 ci-après, lorsquele facteur d'expansion α s'annule au bord de l'intervalle, on peut cependant leprolonger de façon naturelle en une fonction continue α̊ périodique de période
|I| = T sur R, en posant pour tout t dans R :

α̊ := α(t [T ]), où t [T ] désigne t modulo T.
−T 0 T 2TFigure 24: Prolongement de α en une fonction périodique α̊ sur R.Le facteur d'expansion étant prolongé en une fonction périodique sur R, nousmontrons dans ce paragraphe comment, lorsque l'e�ondrement est lent, lesgéodésiques de lumière peuvent être elles aussi prolongées en des trajectoiresdé�nies sur la droite réelle 1, à valeurs dans une extension naturelle M̂ del'espace de M. Pour toute la suite de ce paragraphe, on se donne ainsi unespace de Robertson-Walker M = I ×α M où I =]0, T [ avec T borné. Onsuppose que le facteur d'expansion α s'annule au bord de I et que son inverseest intégrable en zéro et en T :

∫ T/2

0

dv

α(v)
< +∞ et ∫ T

T/2

dv

α(v)
< +∞.Le prolongement des trajectoires se fait en deux temps, on prolonge toutd'abord les composantes temporelles des géodésiques, puis leur composantesspatiales. L'extension M̂ de l'espace M est décrite dans le prochain para-graphe. La construction du prolongement des composantes temporelles (tu, a)fait l'objet du paragraphe 4.3.2 et celle des composantes spatiales celui duparagraphe 4.3.3.1. En fait sur R+ puisque que l'on se restreint ici aux géodésiques orientées vers lefutur.



146 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RW4.3.1 Un chapelet d'espaces de Robertson-WalkerOn cherche ici à dé�nir un espace M̂ contenant M, dans lequel les géodé-siques de lumière prolongent celles de M et sont complètes. Notons les deuxpoints suivants :
i) nous allons voir dans le prochain paragraphe que la composante tempo-relle tu d'une géodésique de lumière ξu = (tu, xu) se prolonge naturelle-ment en une trajectoire bien dé�nie sur tout R

+ à valeurs dans R
+ ;

ii) par ailleurs, d'après la proposition III.6, lorsque u tend vers le tempsd'atteinte τ = inf{u, tu = T}, la projection xu converge vers un point
x∞ de M . Autrement dit, au cours de son évolution, la trajectoire xu�reste� dans M .Au regard de ces deux points, il semble naturel de chercher à prolongerles géodésiques de lumière de l'espace M en des trajectoires à valeurs dansle produit [0,+∞[×M . La fonction α̊ prolongeant naturellement le facteurd'expansion à la demi-droiteR+, une première idée naïve consisterait à choisirpour l'espace complété M̂ le produit tordu [0,+∞[×α̊M . Malheureusement,la fonction périodique α̊ n'est pas une fonction de torsion licite : elle s'annuleet n'est pas régulière en les points nT , n ∈ N. Cependant, le prolongement

α̊ est bien une fonction de torsion licite sur chaque période ]nT, (n + 1)T [,où n parcourt les entiers naturels. On construit alors l'espace M̂ de la façonsuivante. Pour tout n dans N, on considère l'espace de Robertson-Walker
Mn :=]nT, (n + 1)T [×α̊Mn, où la variété Mn est une copie de la �bre Mde l'espace initial M que l'on identi�e ici à M0. On adjoint alors à chaqueespace Mn sa frontière causale ∂Mn composée d'un ensemble d'entrée etd'un ensemble de sortie :

∂Mn := ∂M−
n ∪ ∂M+

n , avec 



∂M−
n := {nT} ×Mn,

∂M+
n := {(n+ 1)T} ×Mn.On pose en�n :

M̂n := Mn ∪ ∂Mn.L'espace complété M̂ est �nalement obtenu en considérant la réunion desespaces M̂n, en identi�ant d'une part pour chaque entier n la frontière sor-tante ∂M+
n avec la frontière entrante ∂M−

n+1, et en identi�ant d'autre parttoutes les �bres Mn entre elles :
M̂ :=

(
⋃

n∈N

M̂n

)/
∀n ∈ N,

∂M+
n ≡ ∂M−

n+1

Mn ≡Mn+1


 .



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 147L'espace M̂ apparaît donc comme un chapelet d'espaces de Robertson-Walker,où la frontière sortante du n−ième espace est identi�ée à la frontière entrantedu (n + 1)−ième comme l'illustre la �gure ci-dessous.
. . .

T t 2T0

M2

. . .

α̊(t)M1M0 = M

Figure 25: L'espace M̂ vu comme un �chapelet� d'espace de Robertson-Walker.Ayant introduit l'espace complété M̂, nous pouvons à présent décrire le pro-longement d'une géodésique de lumière ξu = (tu, xu) de M au delà du tempsd'atteinte τ .4.3.2 Prolongement des composantes temporellesConsidérons une géodésique de lumière (ξu, ξ̇u) = (tu, xu, ṫu, ẋu) issue d'unpoint (ξ0, ξ̇0) de T 1M. La donnée du couple (tu, ṫu) sur l'intervalle [0, τ [est naturellement équivalente à celle du couple (tu, au) où au = α(tu)ṫu.D'après la proposition III.4, la fonction au est constante égale à a le long dela trajectoire et d'après le corollaire III.2, tu est alors donné par l'expression
∫ tu

t0

α(v)dv = a× u. (III.8)Remarquons tout d'abord que cette formule permet de dé�nir sans ambiguitéla fonction tu lorsque t0 ∈]0, T [, mais aussi lorsque t0 = 0. Dans ce derniercas, le fait de supposer que a est strictement positif et �ni revient à supposerqu'à l'origine ṫ0 = +∞. Par ailleurs, l'expression (III.8) fait sens au delàdu temps d'atteinte τ si l'on remplace α par son prolongement périodique
α̊. Aussi, la trajectoire (tu, au) admet un prolongement naturel (̊tu, åu) biendé�ni pour tout u ≥ 0 par åu ≡ a et
∫ t̊u

t0

α̊(v)dv := a× u, i.e. t̊u := inf

{
v > t0,

∫ v

t0

α̊(r)dr > a× u

}
. (III.9)



148 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWLa fonction u 7→ t̊u ainsi dé�nie sur R+ est naturellement continue, stricte-ment croissante et tend vers l'in�ni lorsque le paramètre a�ne u tend versl'in�ni. Posons τ0 := 0, τ1 := τ et pour tout entier n ≥ 2, dé�nissons le temps
τn comme le temps d'atteinte du point nT par la fonction t̊u :

τn := inf{u > 0, t̊u = nT}.Le couple (̊tu, åu) dé�ni ci-dessus est bien un prolongement de la trajectoireinitiale (tu, au), au sens où c'est une fonction régulière de u, bien dé�niesur tout R+, qui coïncide avec (tu, au) sur [0, τ [ et qui sur chaque intervalle
]τn, τn+1[, n ∈ N, est solution des équations géodésiques dans l'espace deRobertson-Walker Mn ⊂ M̂n ⊂ M̂.Remarque III.10 � Étant donnée une condition initiale (t0, a0), le systèmed'équations qui régit l'évolution des composantes temporelles des géodésiquesde lumière admet une unique solution issue (t0, a0). Aussi, on peut préciserque la trajectoire (̊tu, åu) est l'unique trajectoire continue sur R+ dont larestriction aux intervalles ]τn, τn+1[, n ∈ N, est solution des équations géodé-siques dans l'espace de Robertson-Walker Mn.4.3.3 Prolongement des composantes spatialesNous explicitons à présent le prolongement des composantes spatiales des géo-désiques de lumière. On rappelle que la donnée des composantes (tu, xu, ṫu, ẋu)d'une géodésique de lumière (ξu, ξ̇u) dé�nie sur l'intervalle [0, τ [ est équiva-lente à la donnée des composantes (tu, xu, au, ẋu/|ẋu|).Proposition III.9 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walkersatisfaisant aux hypothèses du préambule de la section 4.3. Soient (ξ0, ξ̇0) dans
T 1M et (ξu, ξ̇u) la géodésique de lumière i.e. la solution des systèmes d'équa-tions (III.6) et (III.7), issue de (ξ0, ξ̇0). Alors la trajectoire (xu, ẋu/|ẋu|) ad-met un unique prolongement continu (̊xu, ˙̊xu/| ˙̊xu|) bien dé�ni sur tout R+, etdont la restriction aux intervalles ]τn, τn+1[, n ∈ N, est solution des systèmeséquations (III.6) et (III.7) dans Mn ⊂ M̂.Les trajectoires prolongées (̊xu, ˙̊xu/| ˙̊xu|) s'expriment de la façon suivante :� dans le cas euclidien, i.e. lorsque k = 0 :

x̊u := x0 +
ẋ0

|ẋ0|
×
∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)
,

˙̊xu

| ˙̊xu|
:=

ẋ0

|ẋ0|
;



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 149� dans le cas sphérique i.e. lorsque k = 1 :
x̊u := cos

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
x0 + sin

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
,

˙̊xu

| ˙̊xu|
:= − sin

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
x0 + cos

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
;� dans le cas hyperbolique i.e. lorsque k = −1 :

x̊u := cosh

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
x0 + sinh

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
,

˙̊xu

| ˙̊xu|
:= sinh

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
x0 + cosh

(∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)

)
ẋ0

|ẋ0|
.Démonstration. Le prolongement des composantes temporelles étant déter-miné de façon unique (cf remarque III.10), les expressions des composantesspatiales sont obtenues comme dans les preuves des propositions III.3 etIII.5 en intégrant directement les équations géodésiques (III.6) et (III.7) surchaque intervalle ]τn, τn+1[.Remarque III.11� Géométriquement, comme l'illustre la �gure suivante, lestrajectoires prolongées dans la �bre sont simplement obtenues en concaténantles excursions géodésiques entre les temps d'atteinte successifs des temps

T, 2T, 3T etc. par la fonction t̊u.

Figure 26: Prolongement des géodésiques par concatétation dans R
3 et S

3.



150 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RWRemarque III.12� Par construction, le comportement asymptotique lorsque
u tend vers l'in�ni, des trajectoires prolongées (̊xu, ˙̊xu/| ˙̊xu|) est similaire àcelui des trajectoires (xu, ẋu/|ẋu|) décrit dans les corollaires III.3, III.4 et III.5lorsque u tend vers τ , c'est-à-dire lorsque l'inverse du facteur d'expansionn'est pas intégrable au voisinage de T . En e�et, lorsque u tend vers l'in�ni,on a naturellement :

lim
u→+∞

∫ t̊u

t̊0

dv

α(v)
=

∫ +∞

t̊0

dv

α(v)
= +∞.4.4 Et lorsque l'e�ondrement est rapide ?Nous expliquons à présent pourquoi il n'existe pas de prolongement naturelet canonique des géodésiques de lumière dans un espace de Robertson-Walkermortel M où l'e�ondrement est rapide. En dehors du cas sphérique, ce pointn'est pas évident a priori puisque, bien que les composantes spatiales desgéodésiques de lumière soient divergentes au voisinage du temps d'atteinte

τ , il se pourrait que l'on puisse les prolonger en adaptant la construction pré-cédente d'un �chapelet� d'espace de Robertson-Walker à la nouvelle situationgéométrique.4.4.1 Explosion oscillatoire dans le cas sphériqueCommençons par écarter le cas d'un espace de Robertson-Walker mortel à�bre sphérique où l'e�ondrement est rapide, c'est-à-dire un espace du type
M =]0, T [×αS3, où T et �ni et où l'inverse de α n'est pas intégrable auvoisinage de T . Dans ce cas, on sait d'après le corollaire III.5 que les com-posantes spatiales d'une géodésique de lumière (ξu, ξ̇u) sont divergentes auvoisinage du temps d'atteinte τ . En e�et, xu et ẋu/|ẋu| décrivent un grandcercle paramétré par ∫ tu

t0
dv/α(v). L'explosion étant de nature oscillatoire, iln'y a pas d'espoir de dé�nir une limite à la trajectoire ξu = (tu, xu), et doncd'autant moins de pouvoir la prolonger au delà du temps τ .4.4.2 Le cas où la �bre est de courbure négative ou nullePassons maintenant au cas a priori plus favorable d'un espace de Robertson-Walker mortel M =]0, T [×αM où M est de courbure négative ou nulle, i.e.

M = R3 ou H3. Pour simpli�er, on suppose ici que la �breM est euclidienne,le cas hyperbolique se traitant de façon similaire. On suppose de plus que
∫ T/2

0

du

α(u)
=

∫ T

T/2

du

α(u)
= +∞. (III.10)



4. Asymptotique et prolongement des géodésiques 151D'après le corollaire III.3, les composantes spatiales xu des géodésiques delumière dans M s'en vont à l'in�ni dans une direction privilégiée lorsque
u tend vers τ . Elles convergent précisément vers des points de la frontièrecausale ∂M+

c . Comme dans le cas d'un espace de Robertson-Walker où l'ef-fondrement est lent, on est donc ici en mesure de munir l'espace M d'unefrontière naturelle et intrinséque ∂Mc. En considérant la suite d'espaces deRobertson-Walker Mn :=]nT, (n+1)T [×α̊Mn, chaque espace étant complétépar sa frontière causale en un espace M̂n
c , la construction d'un �chapelet�d'espaces de Robertson-Walker analogue à celui du paragraphe 4.3.1 est àportée de main. Malheureusement, étant donné un point du bord ∂M−

c de
M̂c, il est ici impossible de dé�nir de façon univoque une trajectoire dans
M̂c issue de ce point et dont la restriction à M soit solution des équationsgéodésiques. La seule donnée d'un point (T, δ0,Θ0) du cône ∂M−

c ne permeten e�et pas de caractériser une géodésique dans M, en particulier une droitedans M = R3 et une paramétrisation de cette droite. Précisément, la donnéed'un point (δ0,Θ0) du cône détermine seulement une hypersurface dans Mdu même type que celle illustrée dans la �gure 23.À moins de faire un choix arbitraire parmi les géodésiques incluses dans cettehypersurface et les paramétrisations de ces courbes, il est donc impossible de�faire partir� une géodésique de lumière du bord causal ∂Mc de l'espace M.La situation est bien sûr analogue pour chaque espace de Robertson-Walker
Mn et par suite, il est impossible de concaténer des excursions géodésiquessuccessives dans les di�érents espaces Mn. Dans le cadre lorentzien, la notionde frontière causale étant la �bonne� notion de frontière lorsque l'on souhaitefaire converger les géodésiques de lumière, et plus généralement les courbescausales, on conclut qu'il est impossible de prolonger ces géodésiques dansun espace de Robertson-Walker mortel M où l'e�ondrement est rapide, audelà du temps τ où celles-ci atteignent la frontière causale ∂M+

c .Remarque III.13 � Comme on vient de le voir, un point (δ0,Θ0) du cônefrontière ∂M−
c ne détermine pas de façon unique une géodésique dans M.Cependant, c'est le cas si l'on prescrit un point de passage dans l'espacetemps à cette géodésique. Par exemple, la trajectoire issue de (δ0,Θ0) autemp t0 = 0 et passant par le point (T/2,x) (où 〈x,Θ0〉 = δ0) est donnée par

xu := x + Θ0 ×
∫ T/2

tu

dv

α(v)
,

ẋu
|ẋu|

≡ Θ0.Le choix du point de passage étant totalement arbitraire, nous nous pousse-rons pas plus loin l'étude du prolongement des géodésiques de lumière dansun univers mortel où l'e�ondrement est rapide.



152 Chapitre III Étude des géodésiques dans les espaces RW4.4.3 Lorsque le facteur d'expansion est asymétriqueAvant de passer à l'étude de la di�usion de Franchi et Le Jan dans les espacesde Robertson-Walker, nous montrons en�n que le prolongement des géodé-siques de lumière est impossible dans les cas où le facteur d'expansion α estasymétrique, c'est-à-dire les cas où
∫ T/2

0

dv

α(v)
= +∞, et ∫ T

T/2

dv

α(v)
< +∞,ou encore ∫ T/2

0

dv

α(v)
< +∞, et ∫ T

T/2

dv

α(v)
= +∞.La di�culté est ici la même que dans le paragraphe précédent. Plaçons nouspar exemple dans le premier cas où l'inverse de α est intégrable en T mais pasen zéro. Dans ce cas, la frontière de sortie ∂M+ de l'espace M =]0, T [×αMs'identi�e à {T} × M . La frontière d'entrée ∂M− est un cône de base S2comme dans le paragraphe précédent. Comme précédemment, la seule donnéed'un point dans la frontière d'entrée ne permet pas dé�nir de façon uniqueune géodésique de lumière dans M. Ici aussi il n'est donc pas possible deprolonger les trajectoires géodésiques dans M au delà du temps d'atteintede T même si dans le cas considéré, les composantes spatiales des trajectoiresconvergent dans la �bre M lorsque tu tend vers T .



Chapitre IVLa di�usion de Franchi et Le Jandans les espaces deRobertson-Walker
Contenu du chapitre1 Systèmes d'équations satisfaits par la di�usion . . 1541.1 Lorsque la �bre est euclidienne . . . . . . . . . . . 1541.2 Lorsque la �bre est hyperbolique . . . . . . . . . . 1581.3 Lorsque la �bre est sphérique . . . . . . . . . . . . 1612 Mise en évidence de sous-di�usions naturelles . . 1632.1 La sous-di�usion temporelle . . . . . . . . . . . . . 1632.2 Les sous-di�usions de dimension quatre . . . . . . 1653 Existence, unicité, temps de vie des solutions . . 1693.1 Existence et unicité de la di�usion temporelle . . . 1693.2 Existence et unicité des composantes spatiales . . . 1724 Loi d'entrée de la di�usion en l'origine des temps 1734.1 Loi d'entrée de la di�usion temporelle . . . . . . . 1734.2 Loi d'entrée de la di�usion globale . . . . . . . . . 178Dans ce chapitre, nous explicitons les systèmes d'équations di�érentiellesstochatiques satisfaits par la di�usion de Franchi et Le Jan dans les di�é-rents systèmes de coordonnées introduits au chapitre II sur les espaces deRobertson-Walker. Dans le �bré tangent d'un espace-temps de dimensionquatre, ces systèmes d'équations sont de dimension sept. Nous exhibons en-suite plusieurs sous-di�usions naturelles de la di�usion initiale. L'étude de cesdernières, en particulier l'étude de la sous-di�usion temporelle au prochainchapitre, permettra de mieux appréhender le comportement asymptotique dela di�usion globale. Nous établissons l'existence et l'unicité des solutions dessystèmes évoqués plus haut et montrons que ces solutions sont bien dé�niesjusqu'à un temps d'explosion que nous précisons.



154 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RW1 Les systèmes d'équations satisfaits parla diffusion de Franchi et Le JanA�n de pouvoir y faire référence dans la suite, nous explicitons dans cette sec-tion les systèmes d'équations di�érentielles satisfait par la di�usion relativistedans les cartes introduites au paragraphe 1.2.3 du chapitre II. Rappelons quesi ξµ est un système de coordonnées sur une variété lorentzienne générale Mde dimension m + 1, et si Γµνρ désignent les symboles de Christo�el usuels,alors la di�usion relativiste est un processus (ξs, ξ̇s) à valeurs dans le �brétangent unitaire T 1M de M, solution du système d'équations di�érentiellesstochastiques :




dξµs = ξ̇µs ds,

dξ̇µs = −Γµνρ(ξs) ξ̇
ρ
s ξ̇

ν
sds+

m σ2

2
ξ̇µs ds+ σ dMµ

s ,

(IV.1)où la matrice de covariation quadratique des martingalesMµ
s est donnée par

d〈Mµ, Mν〉s =
(
ξ̇µs ξ̇

ν
s + gµν(ξs)

)
ds. (IV.2)De plus, la di�usion est paramétrée par le temps propre s, i.e. la longueurd'arc. Elle véri�e donc la relation de pseudo-norme :

gµν(ξs)ξ̇
µ
s ξ̇

ν
s = −1. (IV.3)1.1 Lorsque la �bre est euclidienneNous nous intéressons tout d'abord au cas où la �bre M de l'espace deRobertson-Walker M = I ×α M est euclidienne. On explicite le système(IV.1) en coordonnées cartésiennes, puis en coordonnées polaires.1.1.1 En coordonnées cartésiennesLorsque l'on munit la �bre M = R3 des coordonnées cartésiennes x = xi =

(x1, x2, x3) la métrique gµν du produit M = I ×α R3 est donnée par :
gµνdξ

µdξν = −dt2 + α2(t)
(
|dx1|2 + |dx2|2 + |dx3|2

)
.Les seuls symboles de Christo�el non nuls sont alors :

Γ0
ii = α(t)α′(t), et Γi0 i = H(t) = α′(t)/α(t), pour i = 1, 2, 3.



1. Systèmes d'équations satisfaits par la di�usion 155Lemme IV.1 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I ×α R3, munidu système de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xi = (x1, x2, x3) désignent lescoordonnées cartésiennes sur R3, la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) est solutiondu système d'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, dxis = ẋisds,

dṫs = −α(ts) α
′(ts)|ẋs|2ds+

3σ2

2
ṫsds+ dM ṫ

s,

dẋis =

(
−2H(ts)ṫs +

3σ2

2

)
ẋis ds+ dM ẋi

s ,avec 



d〈M ṫ, M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds,

d〈M ṫ, M ẋi〉s = σ2 ṫsẋ
i
sds,

d〈M ẋi

, M ẋj〉s = σ2

(
ẋisẋ

j
s +

δij
α2(ts)

)
ds.

(IV.4)
De plus, la trajectoire (ξs, ξ̇s) véri�e la relation de pseudo-norme :

ṫ2s − 1 = α2(ts) × |ẋs|2. (IV.5)Remarque IV.1 � Dans la relation de pseudo-norme (IV.5), |ẋs| désigne lanorme euclidienne usuelle :
|ẋs|2 = |ẋ1

s|2 + |ẋ2
s|2 + |ẋ3

s|2.Cette norme ne dépend que des composantes (ts, ṫs) du processus (ξs, ξ̇s).Autrement dit, l'équation sur la dérivée de ṫs dans le système (IV.4) ne faitintervenir que ts et ṫs et le couple (ts, ṫs) est une sous di�usion de dimensiondeux du processus (ξs, ξ̇s). Nous verrons dans la prochaine section que ce faitest général, au sens où il a lieu que la �bre soit euclidienne, hyperbolique ousphérique.Remarque IV.2 � Par ailleurs, le fait que |ẋs| ne dépend que des compo-santes (ts, ṫs) implique que la donnée du processus (ts, xs, ṫs, ẋs) est équiva-lente à celle du processus (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|). Le corollaire suivant explicite lesystème d'équations véri�é par ce dernier.



156 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWCorollaire IV.1 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I×R3, munidu système de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xi = (x1, x2, x3) sont lescoordonnées cartésiennes sur R3, si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) désigne la di�u-sion relativiste, alors le processus (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|) est solution du systèmed'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, dxis = ẋisds,

dṫs = −α(ts) α
′(ts)|ẋs|2ds+

3σ2

2
ṫsds+ dM ṫ

s ,

d
ẋis
|ẋs|

= − σ2

ṫ2s − 1
× ẋis

|ẋs|
ds+ dM ẋi/|ẋ|

s ,avec 



d〈M ṫ, M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds,

d〈M ṫ, M ẋi/|ẋ|〉s = 0,

d〈M ẋi/|ẋ|,M ẋj/|ẋ|〉s =
σ2

ṫ2s − 1

(
δij −

ẋis
|ẋs|

ẋjs
|ẋs|

)
ds.

(IV.6)
Remarque IV.3� Si l'on considère le processus Θs = (Θ1

s,Θ
2
s,Θ

3
s) dé�ni parle changement de temps :

Θi
Cs

:=
ẋis
|ẋs|

, où Cs := σ2

∫ s

0

du

ṫ2u − 1
du,alors Θs véri�e le système d'équations di�érentielles stochastiques :

dΘi
s = −Θi

s ds+ dMΘi

s , avec d〈MΘi

,MΘj〉s =
(
δij − Θi

sΘ
j
s

)
ds.Le processus Θs est donc un mouvement brownien sphérique sur la sphère S2.Autrement dit, ẋs/|ẋs| est mouvement brownien sphérique changé de temps.Ce résultat, bien connu pour la di�usion de Dudley qui correspond au casoù α ≡ 1 (voir par ex. [Bai08a]), est donc véri�é de façon générale dans unespace de Robertson-Walker dès lors que sa �bre est euclidienne.



1. Systèmes d'équations satisfaits par la di�usion 1571.1.2 En coordonnées polairesNous explicitons à présent le système d'équations di�érentielles stochastiques(IV.1) lorsque la �bre euclidienne d'un espace de Robertson-Walker est muniedes coordonnées polaires (r, θ) = (r, φ, ψ).Lemme IV.2 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I ×α R3, munidu système de coordonnées ξµ = (t, r, θ) où (r, θ) = (r, φ, ψ) sont les coordon-nées polaires sur R3, la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) est solution du systèmed'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, drs = ṙsds, dφs = φ̇sds, dψs = ψ̇sds,

dṫs =

[
−α(ts) α

′(ts)
(
ṙ2s + r2s |θ̇s|2

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

dṙs =

[
−2H(ts)ṫsṙs + rs|θ̇s|2 +

3σ2

2
ṙs

]
ds + dM ṙ

s ,

dφ̇s =

[
−2

[
H(ts)ṫs +

ṙs
rs

]
φ̇s + sin(φs) cos(φs)ψ̇s

2
+

3σ2

2
φ̇s

]
ds+ dM φ̇

s ,

dψ̇s =

[
−2

[
H(ts)ṫs +

ṙs
rs

]
ψ̇s − 2 cot(φs)φ̇sψ̇s +

3σ2

2
ψ̇s

]
ds+ dM ψ̇

s . (IV.7)La matrice de covariation quadratique des martingales M ṫ
s, M ṙ

s , M φ̇
s et M ψ̇

sest donnée par :
σ2




ṫ2s − 1 ṫsṙs ṫsφ̇s ṫsψ̇s

ṫsṙs ṙ2s +
1

α2(ts)
ṙsφ̇s ṙsψ̇s

ṫsφ̇s ṙsφ̇s φ̇s
2
+

1

α2(ts)r2s
φ̇sψ̇s

ṫsψ̇s ṙsψ̇s φ̇sψ̇s ψ̇s
2
+

1

α2(ts)r2s sin2(φs)




.

D'autre part, (ξs, ξ̇s) véri�e la relation de pseudo-norme :
ẗ2s − α2(ts)

(
ṙ2
s + r2

s

(
φ̇2
s + sin2(φs)ψ̇

2
s

))
= 1.



158 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RW1.2 Lorsque la �bre est hyperboliqueNous explicitons maintenant le système (IV.1) qui dé�nit la di�usion deFranchi et Le Jan dans les espaces de Robertson-Walker dont la �bre esthyperbolique.1.2.1 En coordonnées cartésiennesOn considère ici un espace de Robertson-Walker M = I ×α H3 et on réa-lise la �bre H3 comme la partie positive de la pseudo-sphère de l'espace deMinkowski R1,3. On munit l'espace produit des coordonnées ξµ = (t, x) où
x = xµ = (x0, x1, x2, x3) sont les coordonnées cartésiennes héritées de R1,3.La relation de pseudo-norme (IV.3) s'écrit alors :

ṫ2s − 1 = α2(ts)
(
−|ẋ0

s|2 + |ẋ1
s|2 + |ẋ2

s|2 + |ẋ3
s|2
)
.Lemme IV.3 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I×H3, muni dusystème de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xµ = (x0, x1, x2, x3) sont les coor-données cartésiennes dans R1,3, la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)est solution du système d'équations di�érentielles stochastiques :





dts = ṫsds, dxµs = ẋµs ds,

dṫs =

[
−α(ts) α

′(ts)|ẋs|2 +
3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

d α2(ts)ẋ
µ
s =

3σ2

2
α2(ts)ẋ

µ
s ds+ xµs ×

(
ṫ2s − 1

)
ds+ dMα2ẋµ

s ,avec



d〈M ṫ,M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds,

d〈M ṫ,Mα2ẋµ〉s = α2(ts)ẋ
µ
s ṫs,

d〈Mα2ẋµ

,Mα2ẋν 〉s = σ2
(
α4(ts)ẋ

µ
s ẋ

ν
s + α2(ts)

(
δνµ − 2δ0

µδ
0
ν + xµsx

ν
s

))
ds.(IV.8)Comme dans les cas euclidien et sphérique, la donnée du système d'équa-tions véri�é par la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) est équivalente à la donnée dusystème d'équation véri�é par (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|).



1. Systèmes d'équations satisfaits par la di�usion 159Corollaire IV.2 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I × H3,muni du système de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xµ = (x0, x1, x2, x3) sontles coordonnées cartésiennes dans R1,3, si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) désignela di�usion relativiste, alors le processus (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|) est solution dusystème d'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, dxµs = ẋµs ds,

dṫs =

[
−α(ts) α

′(ts)|ẋs|2 +
3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

d
ẋµs
|ẋs|

= xµs ×
√
ṫ2s − 1

α(ts)
ds− σ2

ṫ2s − 1
× ẋµs

|ẋs|
ds+ dM ẋµ/|ẋ|

s ,avec



d〈M ṫ,M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds,

d〈M ṫ,M ẋν/|ẋ|〉s = 0,

d〈M ẋµ/|ẋ|,M ẋν/|ẋ|〉s =
σ2

ṫ2s − 1

[
δµν − 2δ0

µδ
0
ν + xµsx

ν
s −

ẋµs
|ẋs|

ẋνs
|ẋs|

]
ds.(IV.9)Remarque IV.4� La situation est ici plus complexe que dans le cas euclidien.En e�et, dans le cas hyperbolique, le processus (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|) n'est pas unedi�usion contrairement au cas euclidien. D'autre part, le processus ẋs/|ẋs|n'est pas ici un mouvement brownien changé de temps.1.2.2 En coordonnées polairesOn considère à présent un espace de Robertson-WalkerM = I×αH

3 que l'onmunit des coordonnées ξµ = (t, x) où x = (χ, φ, ψ) désignent les coordonnéespolaires sur l'espace hyperbolique H3, c'est-à-dire :
x = (cosh(χ), sinh(χ) sin(φ) cos(ψ), sinh(χ) sin(φ) sin(ψ), sinh(χ) cos(φ)).Le lemme suivant explicite le système d'équations di�érentielles stochastiquessatisfait par la di�usion de Franchi et Le Jan dans cette carte.



160 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWLemme IV.4 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I ×α H3, munidu système de coordonnées ξµ = (t, x) où x = (χ, φ, ψ) sont les coordon-nées polaires sur H3, la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) est solution du systèmed'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, dχs = χ̇sds, dφs = φ̇sds, dψs = ψ̇sds

dṫs =

[
−α(ts) α

′(ts)
(
χ̇2
s + sinh2(χs)|θ̇s|2

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

dχ̇s =

[
−2H(ts)ṫsχ̇s + sinh(χs) cosh(χs)|θ̇s|2 +

3σ2

2
χ̇s

]
ds+ dM χ̇

s ,

dφ̇s =
[
−2
[
H(ts)ṫs + coth (χs)χ̇s

]
φ̇s + sin(φs) cos(φs)ψ̇

2
s + 3σ2

2 φ̇s

]
ds+ dM φ̇

s ,

dψ̇s =

[
−2
[
H(ts)ṫs + coth (χs)χ̇s + cot(φs)φ̇s

]
ψ̇s +

3σ2

2
ψ̇s

]
ds+ dM ψ̇

s .(IV.10)La matrice de covariation quadratique des martingales M ṫ
s, M χ̇

s , M φ̇
s et M ψ̇

sest donnée par :
σ2




ṫ2s − 1 ṫsχ̇s ṫsφ̇s ṫsψ̇s

ṫsχ̇s χ̇2
s +

1

α2(ts)
χ̇sφ̇s χ̇sψ̇s

ṫsφ̇s χ̇sφ̇s φ̇s
2
+

α−2(ts)

sinh2(χs)
φ̇sψ̇s

ṫsψ̇s χ̇sψ̇s φ̇sψ̇s ψ̇s
2
+

α−2(ts)

sinh2(χs) sin2(φs)




.

De plus, la trajectoire (ξs, ξ̇s) véri�e la relation de pseudo-norme
ṫ2s − 1 = α2(ts)

(
χ̇2
s + sinh2(χs)

(
φ̇2
s + sin2(φs)ψ̇

2
s

))
.



1. Systèmes d'équations satisfaits par la di�usion 1611.3 Lorsque la �bre est sphériqueNous traitons en�n le cas des espaces de Robertson-Walker dont la �breest sphérique. Nous explicitons le système d'équation (IV.1) en coordonnéescartésiennes.1.3.1 En coordonnées cartésiennesOn considère ici un espace de Robertson-Walker M = I ×α S3 dont la �breest sphérique. On munit cet espace des coordonnées ξµ = (t, x) où x = xµ =
(x0, x1, x2, x3) sont les coordonnées cartésiennes héritées de l'espace euclidienambiant R4. La relation de pseudo-norme (IV.3) s'écrit alors

ṫ2s − 1 = α2(ts) × |ẋs|2, où |ẋs|2 = |ẋ0|2 + |ẋ1|2 + |ẋ2|2 + |ẋ3|2.Lemme IV.5 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I×S3, muni dusystème de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xµ = (x0, x1, x2, x3) sont les coor-données cartésiennes dans R4, la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)est solution du système d'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, dxµs = ẋµs ds,

dṫs =

[
−α(ts) α

′(ts)|ẋs|2 +
3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

d α2(ts)ẋ
µ
s =

3σ2

2
α2(ts)ẋ

µ
s ds− xµs ×

(
ṫ2s − 1

)
ds+ dMα2ẋµ

s ,avec



d〈M ṫ,M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds,

d〈M ṫ,Mα2ẋµ〉s = α2(ts)ẋ
µ
s ṫs,

d〈Mα2ẋµ

,Mα2ẋν 〉s = σ2
(
α4(ts)ẋ

µ
s ẋ

ν
s + α2(ts) (δµν − xµsx

ν
s )
)
ds.(IV.11)Comme dans la remarque IV.2, la norme |ẋs| étant déterminée par le couple

(ts, ṫs), la donnée du système d'équations véri�é par la di�usion de Franchiet Le Jan (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) est équivalente à la donnée du systèmed'équation véri�é par (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|).



162 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWCorollaire IV.3 � Dans un espace de Roberton-Walker M = I×S3, munidu système de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xµ = (x0, x1, x2, x3) sont lescoordonnées cartésiennes dans R4, si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) désigne la di�u-sion relativiste, alors le processus (ts, xs, ṫs, ẋs/|ẋs|) est solution du systèmed'équations di�érentielles stochastiques :




dts = ṫsds, dxµs = ẋµs ds,

dṫs =

[
−α(ts) α

′(ts)|ẋs|2 +
3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

d
ẋµs
|ẋs|

= −xµs ×
√
ṫ2s − 1

α(ts)
ds− σ2

ṫ2s − 1
× ẋµs

|ẋs|
ds+ dM ẋµ/|ẋ|

s ,avec 



d〈M ṫ,M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds,

d〈M ṫ,M ẋν/|ẋ|〉s = 0,

d〈M ẋµ/|ẋ|,M ẋν/|ẋ|〉s =
σ2

ṫ2s − 1

(
δµν − xµsx

ν
s −

ẋµs
|ẋs|

ẋνs
|ẋs|

)
ds.(IV.12)Remarque IV.5 � Comme dans le cas hyperbolique, la situation est ici pluscomplexe que dans le cas euclidien au sens où le processus (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|)n'est pas une di�usion et le vecteur dérivé renormalisé ẋs/|ẋs| n'est pas unmouvement brownien changé de temps.



2. Mise en évidence de sous-di�usions naturelles 1632 Mise en évidence de sous-diffusionsnaturelles de la difusion globaleDans un espace de Robertson-Walker M = I ×αM de dimension quatre, ladi�usion de Franchi et Le Jan est de dimension sept. Quelque soit la nature dela �breM , les di�érents systèmes d'équations di�érentielles stochastiques vé-ri�ées par le processus sont su�sament complexes pour que le comportementlocal ou asympotique de la di�usion soit di�cile à appréhender directement.Par ailleurs, les résultats classiques qui permettent d'analyser les trajectoiresdes processus stochastiques, par ex. les théorèmes de comparaisons, sont es-sentiellement unidimensionnels. Aussi, il semble irraisonnable de s'attaquerdirectement à l'étude de la di�usion de dimension sept et préférable, dans unpremier temps, de chercher à en exhiber des sous-di�usions. La symétrie desespaces de Robertson-Walker et leur structure de produit tordu vont nousaider dans cette tâche. En e�et, nous avons déjà noté dans la remarque IV.1que le couple (ts, ṫs) est une sous-di�usion de dimension deux de la di�usionglobale. En utilisant la symétrie de la �bre des espace-temps ainsi que les inté-grales première obtenues au chapitre précédent dans l'étude des géodésiques,nous allons exhiber d'autres sous-di�usions de dimension quatre.2.1 La sous-di�usion temporelleÉtant donnés un espace de Robertson-Walker M = I ×α M et la di�usionrelativiste à valeurs dans T 1M, nous montrons dans ce paragraphe que lescomposantes de la di�usion à valeurs dans l'espace tangent à la base I consti-tuent une sous-di�usion de dimension deux de la di�usion globale.2.1.1 La sous-di�usion temporelle (ts, ṫs)Par dé�nition, la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) ∈ T 1M est paramétrée par letemps propre s. Elle véri�e donc la relation de pseudo-norme gµν(ξs)ξ̇µs ξ̇µs =
−1. Dans un espace de Robertson-WalkerM = I×αM , cette équation s'écritsimplement

ṫ2s − 1 = α2(ts)g
M(ẋs, ẋs),où gM désigne la métrique riemannienne sur la �bre M . Par ailleurs, l'équa-tion véri�ée par la di�érentielle de ts est

dṫs = −α(ts)α
′(ts)g

M(ẋs, ẋs)ds+
3σ2

2
ṫsds+ dM ṫ

s,



164 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWoù le crochet deM ṫ ne dépend que de ṫs : d〈M ṫ〉s = σ2(ṫ2s−1)ds. En utilisantla relation de pseudo-norme, cette équation se réécrit :
dṫs = −H(ts)(ṫ

2
s − 1)ds+

3σ2

2
ṫsds+ dM ṫ

s.Quelque soit la �bre d'un espace de Robertson-Walker, on a donc le résultatsuivant :Proposition IV.1 � Soient M = I ×αM un espace de Robertson-Walkeret ξµ = (t, x) un système de coordonnées sur M. Si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)est la di�usion relativiste à valeurs dans T 1M, alors le couple (ts, ṫs) est unedi�usion de dimension deux qui véri�e le système d'équations di�érentiellesstochastiques :




dts = ṫsds, dṫs =

[
−H(ts)

(
ṫ2s − 1

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,où d〈M ṫ〉s = σ2(ṫ2s − 1) ds.

(IV.13)Remarque IV.6 � Le rôle de la fonction de Hubble H apparaît clairementdans l'équation (IV.13). Si l'on pense à un univers éternel en expansion où Hest décroissante et positive, cette fonction joue le rôle d'une force de rappelpour le processus ṫs. Nous verrons en particulier dans le prochain chapitreque si limt→+∞H(t) > 0 alors ce processus est récurrent au sens de Harris.Au contraire, nous verrons que si H tend �assez� vite vers zéro, alors ṫs esttransitoire.2.1.2 Réécriture de la sous-di�usion temporelleDans l'étude des géodésiques de genre temps paramétrées par le temps propremenée au paragraphe 2.2 du chapitre précédent, nous avons vu que le fait que
a = α(ts)

√
ṫ2s − 1 est une intégrale première des géodésiques permet d'inté-grer les composantes temporelles de celles-ci. Le générateur in�nitésimal dela di�usion de Franchi et Le Jan étant une perturbation du générateur du�ot géodésique sur T 1M, on s'attend à ce que le processus

as := α(ts)

√
ṫ2s − 1joue un rôle important dans l'étude de la di�usion temporelle (ts, ṫs). La pro-position suivante précise le système d'équations di�érentielles stochastiquesvéri�é par le couple (ts, as).



2. Mise en évidence de sous-di�usions naturelles 165Corollaire IV.4 � Soient M = I ×αM un espace de Robertson-Walker et
ξµ = (t, x) un système de coordonnées sur M. Si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) estla di�usion relativiste à valeurs dans T 1M, alors le couple (ts, as) est unedi�usion dégénérée qui véri�e le système d'équations di�érentielles stochas-tiques : 




dts =

√
1 +

a2
s

α2(ts)
ds,

das =
3σ2

2
asds+ σ2α

2(ts)

as
ds+ dMa

s ,

(IV.14)avec
d〈Ma〉s = σ2

(
a2
s + α2(ts)

)
ds.Remarque IV.7 � Dans la suite, nous ferons référence aux di�usions (ts, ṫs)ou (ts, as) sous le même nom de di�usion temporelle. Dans la section 3.1 dece chapitre, nous montrons que pour toute condition initiale raisonnable, lessystèmes (IV.13) et (IV.14) admettent une unique solution dé�nie jusqu'à untemps d'explosion que nous précisons. L'étude du comportement asympto-tique de la di�usion temporelle est l'objet du prochain chapitre.2.2 Les sous-di�usions de dimension quatreNous exhibons à présent des sous-di�usions de dimension quatre de la dif-fusion relativiste (ξs, ξ̇s). Tout comme dans le cas de la sous-di�usion tem-porelle, l'existence de ces sous-di�usions est due à la structure de produittordu des espaces de Robertson-Walker M = I ×α M , mais aussi symétriemaximale de leur �bre. Nous distinguons ici les cas où la �bre M est munied'un système de coordonnées cartésiennes ou polaires/sphériques.2.2.1 Sous-di�usions en coordonnées cartésiennesOn considère ici un espace de Roberton-Walker M = I ×αM , muni du sys-tème de coordonnées ξµ = (t, x) où x = xµ = (x1, x2, x3) sont les coordonnéescartésiennes lorsque la �breM est euclidenne et x = xµ = (x0, x1, x2, x3) sontles coordonnées cartésiennes héritées de R4 ou R1,3 lorsque M = S3 ou H3.En observant les trois systèmes d'équations (IV.6), (IV.12) et (IV.9), on re-marque que, quelque soit la nature de la �bre M , l'équation satisfaite par lesprocessus ẋµs/|ẋs| ne fait intervenir que les composantes ts, ṫs, xµs et ẋµs/|ẋs|de la di�usion globale (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs). Aussi, on a l'énoncé suivant :



166 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWCorollaire IV.5 � Soit M = I×αM un espace de Roberton-Walker où Mest munie de coordonnées cartésiennes. Si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) désigne ladi�usion relativiste à valeurs dans T 1M, et si µ ∈ {1, 2, 3} lorsque M = R3ou µ ∈ {0, 1, 2, 3} lorsqueM = S3 ou H3, alors le processus (ts, x
µ
s , ṫs, ẋ

µ
s/|ẋs|)est une sous-di�usion de dimension quatre de la di�usion globale (ξs, ξ̇s), etvéri�e le système d'équations di�érentielles stochastiques :





dts = ṫsds, dxµs = ẋµs ds,

dṫs =

[
−H(ts)

(
ṫ2s − 1

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

d
ẋµs
|ẋs|

= −k × xµs ×
√
ṫ2s − 1

α(ts)
ds− σ2

ṫ2s − 1
× ẋis

|ẋs|
ds+ dM ẋi/|ẋ|

s ,avec




d〈M ṫ,M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds, d〈M ṫ,M ẋµ/|ẋ|〉s = 0,

d〈M ẋµ/|ẋ|,M ẋµ/|ẋ|〉s =
σ2

ṫ2s − 1

[
1 − 2δ0

µδ
−1
k − k |xµs |2 −

|ẋµs |2
|ẋs|2

]
ds.(IV.15)2.2.2 La sous-di�usion radiale en coordonnées polairesDans un espace de Robertson-Walker dont la �bre euclidienne est munie descoordonnées polaires (r ≡ χ, θ), on s'attend naturellement pour des raisonsde symétrie à ce que les composantes �radiales� (ts, ṫs, χs, χ̇s) de la di�usionde Franchi et Le Jan (ξs, ξ̇s) = (ts, χs, θs, ṫs, χ̇s, θ̇s) constituent une sous-di�usion de dimension 4. Le corollaire suivant, qui est une conséquence directedes lemmes IV.2, IV.4 et de la relation de pseudo-norme, montre que c'este�ectivement le cas lorsque la �bre est euclidienne, mais aussi lorsque celle-ciest hyperbolique et sphérique. Rappelons que selon la nature de la �bre M ,les systèmes de coordonnées polaires et sphériques sont donnés par :� x = (x1, x2, x3) = (r = χ, θ), lorsque M = R3 ;� x = (x0, x1, x2, x3) = (cosh(χ), sinh(χ)θ), lorsque M = H3 ;� s = (x0, x1, x2, x3) = (cos(χ), sin(χ)θ), lorsque M = S3.



2. Mise en évidence de sous-di�usions naturelles 167Par ailleurs, on rappelle que la fonction f désigne la fonction l'identité lorsque
M = H

3, la fonction sinus hyperbolique lorsque M = H
3, et la fonction sinuslorsque M = S3.Corollaire IV.6 � Soit (ξs, ξ̇s) = (ts, χs, θs, ṫs, χ̇s, θ̇s) la di�usion relativistesur un espace de Roberton-Walker dont la �bre M est munie des coordonnéespolaires ou sphériques. Alors le processus (ts, χs, ṫs, χ̇s) est une sous-di�usionde dimension 4 de la di�usion globale et véri�e le système d'équations :





dts = ṫsds, dχs = χ̇sds,

dṫs =

[
−H(ts)(ṫ

2
s − 1) +

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,

dχ̇s =

[
−2H(ts)ṫsχ̇s +

df
dχ(χs)

f(χs)

[
ṫ2s − 1

α2(ts)
− χ̇2

s

]
+

3σ2

2
χ̇s

]
ds + dM χ̇

s .

(IV.16)
La matrice de covariation quadratique de M ṫ

s, M χ̇
s est donnée par :

σ2




ṫ2s − 1 ṫsχ̇s

ṫsχ̇s χ̇2
s +

1

α2(ts)


 .Remarque IV.8 � Dans la suite, en référence au cas euclidien, nous dési-gnerons le processus (ts, χs, ṫs, χ̇s) par di�usion radiale. La détermination deson comportement asymptotique au chapitre IV, en particulier dans les casd'une expansion lente ou d'un e�ondrement rapide lorsque M = R3 ou H3,sera décisive pour la compréhension du comportement asymptotique de ladi�usion globale.2.2.3 Réécriture de la sous-di�usion radialeComme pour le cas de la sous-di�usion temporelle, il est utile traduire lesystème (IV.16) satisfait par la di�usion radiale en terme des intégrales pre-mières des géodésiques de genre temps. Introduisons donc les processus

~bs := α2(ts)f
2(χs)θs ∧ θ̇s, cs := α2(ts)χ̇s,

bs := |~bs| = α2(ts)f
2(χs)|θ̇s|, ρs := bs/as.En fonction de (χs, as, bs, cs), la relation de pseudo-norme (IV.3) s'écrit :

a2
s =

b2s
f 2(χs)

+ c2s. (IV.17)
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f 2(χs)

(
1 − c2s

a2
s

)
= ρ2

s. (IV.18)Proposition IV.2 � Soit (ξs, ξ̇s) = (ts, χs, θs, ṫs, χ̇s, θ̇s) la di�usion relati-viste sur un espace de Roberton-Walker dont la �bre M est munie des coor-données polaires ou sphériques. Alors, le processus (ts, χs, as, bs, cs) est unedi�usion dégénérée véri�ant le système d'équations di�érentielles stochas-tiques :




dts =

√
1 +

a2
s

α2(ts)
ds, das =

3σ2

2
asds+ σ2α

2(ts)

as
ds+ dMa

s ,

dχs =
cs

α2(ts)
ds, dcs =

3σ2

2
csds+

df
dχ

(χs) × b2s

α2(ts)f 3(χs)
ds+ dM c

s ,

dbs =
3σ2

2
bsds+

σ2α2(ts)f
2(χs)

2bs
ds+ dM b

s .

(IV.19)
La matrice de variation quadratique des martingales Ma, M b, M c est :

σ2




a2
s + α2(ts)

(
a2
s + α2(ts)

) bs
as

(
a2
s + α2(ts)

) cs
as

(
a2
s + α2(ts)

) bs
as

b2s + α2(ts)f
2(χs) bscs

(
a2
s + α2(ts)

) cs
as

bscs c2s + α2(ts)




.

Remarque IV.9 � En vertu de la relation de pseudo-norme (IV.17), le pro-cessus (ts, χs, as, bs, cs, rs) est une di�usion de dimension quatre. Elle ne faitintervenir que les composantes ts, ṫs, χs et χ̇s de la di�usion initiale. Dansla suite, nous ferons aussi référence à cette di�usion sous le nom de di�usionradiale.



3. Existence, unicité, temps de vie des solutions 1693 Existence, unicité, temps de vie dessolutionsDans cette section, nous montrons que dans un espace de Robertson-Walker
M = I ×αM , le système d'équations di�érentielles stochastiques (IV.1) quidé�nit la di�usion de Franchi et Le Jan admet une solution forte (ξs, ξ̇s) =
(ts, xs, ṫs, ẋs), solution bien dé�nie jusqu'au temps d'atteinte de la borne su-périeure T de l'intervalle I par le processus croissant ts. Dans un premierparagraphe, nous établissons l'existence et l'unicité des solutions pour le sys-tème (IV.13) satisfait par la sous-di�usion temporelle (ts, ṫs). Nous montronsensuite dans le paragraphe 3.2 l'existence et l'unicité des composantes spa-tiales (xs, ẋs) de la di�usion.3.1 Existence et unicité de la di�usion temporelleNous montrons ici que le système d'équations di�érentielles stochastiques(IV.13) qui régit l'évolution de la sous-di�usion temporelle (ts, ṫs) admet unesolution forte, bien dé�nie jusqu'au temps d'atteinte de T par le processuscroissant ts.Proposition IV.3 � Soient M = I ×αM un espace de Robertson-Walkeret (ξ0, ξ̇0) une condition initiale raisonnable dans T 1M. Si l'espace M estéternel, alors le système (IV.13) admet une unique solution forte (ts, ṫs) issuede (t0, ṫ0), dé�nie sur tout R+. Presque sûrement, pour tout temps propre
0 < s < +∞, cette solution véri�e de plus ṫs > 1. SiM est un univers mortel,le système (IV.13) admet une unique solution forte (ts, ṫs) issue de (t0, ṫ0),dé�nie jusqu'au temps d'explosion τ = sup{s, ts ≤ T}, qui est �ni presquesûrement. Là encore, presque sûrement, on a ṫs > 1 pour tout 0 < s < τ .Démonstration. On �xe (ξ0, ξ̇0) une condition initiale raisonnable dans T 1M.Les coe�cients du système (IV.13) étant des fonctions continues des va-riables (t, ṫ), d'après les théorèmes d'existence usuels (par ex. théorème (2.3)p. 173 de [IW89]), il admet une solution dé�nie jusqu'à un temps d'explo-sion éventuel. D'après la relation de pseudo-norme (IV.3), si (ts, ṫs) est unetelle solution, tant que celle-ci est bien dé�nie, on a ṫs ≥ 1 et le processus
ts est donc strictement croissant. Le coe�cient de di�usion dans l'équationdu système (IV.13) véri�ée par ṫs étant seulement une fonction hölderienneau voisinage de ṫ = 1 (d'exposant 1/2), on ne peut pas a�rmer directementpar les théorèmes d'unicité usuels (sous régularité lipschitzienne) que la so-lution est unique. On peut passer outre cette di�culté par un changementde coordonnées adapté. Rappelons en e�et que la donnée du couple (ts, ṫs)
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√
ṫ2s − 1. Par la for-mule d'Itô, on montre que le système d'équations di�érentielles stochastiquesvérifé par le couple (ts, a

2
s) est





dts =

√
1 +

a2
s

α2(ts)
ds,

da2
s = 4σ2a2

sds+ 3σ2α2(ts)ds+ dMa2

s ,

(IV.20)
où d〈Ma2〉s = 4σ2a2

s (a2
s + α2(ts)) ds. Naturellement, établir la propositionrevient à montrer que ce dernier système admet une solution forte, bien dé-�nie jusqu'au temps d'atteinte de T par le processus croissant ts. Or lescoe�cients du système (IV.20) sont maintenant des fonctions continues etlocalement lipschitziennes du couple (t, a2) sur l'ensemble ]0, T [×[0,+∞[.D'après les théorèmes d'existence et d'unicité usuels sous régularité lipschit-zienne (par ex. théorème 1.1.9 de [Hsu00]), ce système admet une solutionforte bien dé�nie jusqu'au temps τ ∧ τ ′, où

τ := inf{s > 0, ts = T}, et τ ′ := inf{s > 0, as = +∞}.En fait, le processus as n'explose pas avant le temps τ : τ ≤ τ ′ presquesûrement. En e�et, �xons un entier n0 tel que t0 ≤ T − 1/n0 et introduisonsles temps τn := inf{s > 0, ts ≥ n ∧ (T − 1/n)} pour tout entier n ≥ n0. Lescoe�cients de l'équation di�érentielle stochastique véri�ée par a2
s sont desfonctions à croissance au plus linéaire de la variable a2 sur chaque intervalle

[0, τn[. Cette condition de croissance est su�sante pour assurer que, presquesûrement, le processus a2
s n'explose pas avant le temps τn (proposition 1.1.11de [Hsu00]). Autrement dit on a τn ≤ τ ′ p.s. pour tout entier n ≥ n0. Enfaisant tendre n vers l'in�ni, on obtient bien τ ≤ τ ′. Bien entendu, dans lecas d'un univers mortel où T < +∞, comme ts ≥ t0 + s, le temps d'atteinte

τ est �ni presque sûrement. Dans le cas d'un univers éternel où T = +∞,on a τ = +∞ presque sûrement. En e�et, d'après le système (IV.13), ilexiste un mouvement brownien réel standard B tel que le processus ṫs véri�el'équation :
dṫs =

3σ2

2
ṫsds−H(ts)

(
ṫ2s − 1

)
ds+ σ

√
ṫ2s − 1dBs. (IV.21)On rappelle que dans un univers éternel, la fonction de Hubble H est positiveou nulle. Par ailleurs, on a toujours ṫs ≥ 1. On montre alors (cas particulier



3. Existence, unicité, temps de vie des solutions 171du lemme V.4 du prochain chapitre) que le processus ṫs est presque sûrementmajoré par la solution de l'équation di�érentielle stochastique suivante :
dus =

3σ2

2
usds+ σ

√
u2
s − 1dBs.Les coe�cients de cette dernière équation étant à croissance au plus linéaire,d'après la proposition 1.1.11 de [Hsu00], sa solution us est bien dé�nie pourtous les temps s ≥ 0. Comme 1 ≤ ṫs ≤ us, on obtient bien que dans le casd'un univers éternel, le temps d'explosion de la di�usion temporelle (ts, ṫs)est in�ni presque sûrement.Il reste à montrer que presque sûrement ṫs > 1 sur l'intervalle ]0, τ [ ou demanière équivalente as > 0. Distinguons les cas ṫ0 = 1 et ṫ0 > 1. Supposonstout d'abord que ṫ0 = 1 et introduisons le temps τ ′′ = inf{s > 0, ṫs > 1}.Presque sûrement, on a alors τ ′′ = 0. Raisonnons par l'absurde et supposonsque τ ′′ est strictement positif avec une probabilité non nulle. Comme ts eststrictement croissant, en intégrant l'équation (IV.21) entre 0 et τ ′′/2, onaurait alors la contradiction

0 = ṫ τ ′′

2
−1+

∫ τ ′′

2

0

[
H(tu)

(
ṫ2u − 1

)
du− σ

√
ṫ2u − 1dBu

]
=

3σ2

2

(
t τ ′′

2
− t0

)
> 0.On peut donc toujours se ramener au cas où ṫ0 > 0 i.e. a0 > 0. Dans ce cas, ona naturellement τ ′′′ := inf{s > 0, ṫs = 1} = inf{s > 0, as = 0} > 0 presquesûrement. D'après le corollaire IV.4, le crochet du processus as est donné par

d〈a〉s = σ2(a2
s + α2(ts))ds. Il existe donc deux mouvements brownien réelsstandard indépendants B et B′ tel que
das =

3σ2

2
asds+ σ2α

2(ts)

as
ds+ σasdBs + σα(ts)dB

′
s.En appliquant la formule d'Itô à la fonction logarithme, on obtient alors quepour un nouveau mouvement brownien standard B′′ et pour tout 0 ≤ s < τ ′′′ :

as = a0 exp
(
σ2s + σBs

)
exp

(
σ2

2

∫ s

0

α2(tu)

a2
u

du+B′′
(
σ2

∫ s

0

α2(tu)

a2
u

du

))
.D'après le début de la preuve, le processus as est bien dé�ni pour tous lestemps s < τ . D'autre part, pour tout s < τ , l'exponentielle exp(σ2s+σBs) est�nie presque sûrement et strictement positive. L'intégrale ∫ s

0
α2(tu)du/a

2
uduest donc �nie presque sûrement, pour tout s < τ . On en déduit que, presquesûrement, pour tout s < τ , le processus as est strictement positif, c'est-à-dire

τ ′′′ = +∞ p.s.



172 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RW3.2 Existence et unicité des composantes spatialesNous établissons à présent l'existence et l'unicité des composantes spatialesde la di�usion relativiste dans les espaces de Robertson-Walker. On montreainsi la proposition suivante.Proposition IV.4 � Soient M = I×αM un espace de Roberton-Walker et
(ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M une condition initiale raisonnable. Alors, le système (IV.1)qui dé�nit la di�usion relativiste admet une unique solution forte (ξs, ξ̇s) =
(ts, xs, ṫs, ẋs) issue de (ξ0, ξ̇0) et qui est dé�nie jusqu'au temps d'explosion dela di�usion temporelle τ := inf{s > 0, ts = T}.Démonstration. L'existence et l'unicité des solutions des composantes tempo-relles (ts, ṫs) de la di�usion (ξs, ξ̇s) est assurée par la proposition IV.3. Il resteà montrer l'existence et l'unicité des composantes spatiales de la di�usion.Nous choisissons ici de travailler en coordonnées cartésiennes. Pour établir lethéorème, il su�t de montrer que les systèmes d'équations (IV.6), (IV.8) et(IV.11) qui décrivent l'évolution du processus (ts, xs, ṫs, α

2(ts)ẋs) selon la na-ture de la �breM , admettent une unique solution issue de (t0, x0, ṫ0, α
2(t0)ẋ0).En fonction de la courbure k ∈ {0, 1,−1} de la �bre, les trois systèmes d'équa-tions (IV.6), (IV.8) et (IV.11) s'écrivent sous la forme compacte :





d xµs = α2(ts)ẋ
µ
s ×

1

α2(ts)
ds,

d α2(ts)ẋ
µ
s =

3σ2

2
α2(ts)ẋ

µ
sds− k × xµs

(
ṫ2s − 1

)
ds+ dMα2ẋµ

s ,

(IV.22)où
d〈Mα2ẋµ

,Mα2ẋµ〉s = σ2
(
|α2(ts)ẋ

µ
s |2 + α2(ts)

(
1 − 2δ0

µδ
−1
k − k |xµs |2

))
ds.Les coe�cients du système (IV.22) sont continus, il admet donc une solution

(xs, α
2(ts)ẋs) issue de (x0, α

2(t0)ẋ0), dé�nie jusqu'à un temps d'explosionéventuel. Par ailleurs, d'après la proposition IV.3 et la relation de pseudo-norme (IV.3), on sait que 0 < as = α2(ts)|ẋs| < +∞ pour 0 < s < τ . Onen déduit alors que le couple (xs, α
2(ts)ẋs) est bien dé�ni jusqu'au tempsd'explosion τ car α2(ts) est strictement positif sur ]0, τ [ et donc |ẋs| < +∞en tout point de cet intervalle. Par ailleurs la solution du sytème (IV.22) estunique car ses coe�cients sont des fonctions localement lipschitziennes de

(t, x, ṫ) et α2ẋ pour (t, x, ṫ) ∈]0, T [×M × [1,+∞[ et α2|ẋ| 6= 0.



4. Loi d'entrée de la di�usion en l'origine des temps 1734 Loi d'entrée de la diffusion enl'origine des tempsDans le cas d'un espace de Robertson-Walker mortel M =]0, T [×αM oùl'e�ondrement est lent, nous avons vu dans la section 4 du chapitre III que lesgéodésiques de lumière peuvent être prolongées au delà du temps d'atteintede T par tu, en des trajectoires bien dé�nies sur tout R+ et à valeurs dansune extension M̂ de M. Nous verrons aux chapitres V et VII qu'il en estde même pour les trajectoires de la di�usion relativiste à valeurs dans T 1M.A�n de pouvoir �concaténer� di�érentes excursions de la di�usion commeon l'a fait dans le cas des géodésiques de lumière, nous montrons ici que ladi�usion relativiste admet une unique solution issue d'un point de la frontièrecausale entrante ∂M−
c de l'espace M.On se place ici dans espace de Robertson-Walker M =]0, T [×αM , celui-cipeut-être mortel ou éternel, on suppose simplement que l'inverse du facteurd'expansion est intégrable en zéro. On rappelle que dans ce cas, la frontièrecausale entrante ∂M−
c de l'espace de Robertson-Walker M est de la forme :

∂M−
c := {0} ×M0,où la variétéM0 est une copie de la �breM que l'on identi�e précisément àM .Dans le prochain paragraphe, on montre que la di�usion temporelle (ts, as)peut bien être dé�nie à partir d'un point (t0, a0) tel que t0 = 0, puis dans leparagraphe 4.2, on traite le cas du prolongement des composantes spatialesde la di�usion lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable en zéro.4.1 Loi d'entrée de la di�usion temporelleCommençons par montrer que la di�usion temporelle (ts, as) dont les condi-tions initiales autorisées sont a priori les points (t0, a0) avec 0 < t0 < T et

a0 ≥ 0 peut être lancée à partir d'un point (t0, a0) avec t0 = 0 et a0 > 0.Proposition IV.5 � Presque sûrement, le système (IV.14) qui régit l'évo-lution du processus (ts, as) admet une unique solution issue de tout point
(t0, a0) tel que t0 ∈ [0, T [ et a0 > 0. Cette solution est bien dé�nie jusqu'autemps τ = inf{s > 0, ts = T} qui est �ni presque sûrement. Pour tout s dans
]0, τ [, on a de plus as > 0.Démonstration. En vertu de la proposition IV.3, le seul cas à traiter pourétablir la proposition IV.5 est celui où l'on a t0 = 0 et a0 > 0. La primitive
A(t) :=

∫ t
0
α(u)du de α réalise un homéomorphisme de l'intervalle [0, T ] dans



174 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWun nouvel intervalle [0, T ′]. On désigne par A−1 la réciproque de la fonction Aet on pose As := A(ts). Le système (IV.14) qui régit l'évolution du processus
(ts, as) est alors équivalent au système suivant :





dAs =
√
a2
s + (α ◦ A−1)2(As)ds,

da2
s = 4σ2a2

sds+ 3σ2(α ◦ A−1)2(As)ds+ dMa2

s ,avec d〈Ma2〉s = 4σ2a2
s (a2

s + (α ◦ A−1)2(As)) ds. Les coe�cients de ce derniersystème sont des fonctions continues de (A, a2) sur l'ensemble [0, T ′]×[0,+∞[.D'après les théorèmes d'existence usuels (par ex. théorème (2.3) p. 173 de[IW89]), ce système admet donc une solution a priori bien dé�nie jusqu'autemps τ ∧ τ ′ où comme précédemment on a posé
τ := inf{s > 0, As = T ′} = inf{s > 0, ts = T},
τ ′ := inf{s > 0, a2

s = +∞}.La donnée du couple (As, a
2
s) étant équivalente à celle du couple (ts, as), lesystème d'équations (IV.14) admet bien une solution issue de (t0 = 0, a0 > 0).Les mêmes raisonnements que dans la preuve de la proposition IV.3 (ici α estborné) montrent en fait que τ ≤ τ ′ presque sûrement et que as > 0 pour tout

0 ≤ s < τ . Par ailleurs, on a ts > 0 p.s. pour 0 < s < τ . On montre à présentl'unicité de la solution. Remarquons tout d'abord que l'argument de la preuvede la proposition IV.3, à savoir la régularité lipschitzienne des coe�cientsdu système, ne s'applique pas ici car a priori, on a aucune condition derégularité concernant la fonction α au voisinage de zéro. L'hypothèse 2 dedécroissance de la fonction de HubbleH permet d'outrepasser cette di�culté.Rappelons que d'après l'hypothèse 3, dans un univers mortel, la fonction α estcroissante jusqu'au temps t∗ := inf{t > 0, H(t) ≤ 0} > 0. Sous l'hypothèsede décroissance de H , on montre alors le résultat de comparaison suivant :Lemme IV.6 � Soient (t1s, a
1
s) et (t2s, a

2
s) deux solutions du système (IV.14)issues de points (ti0, a

i
0) ∈ [0, T [×]0,+∞[, i = 1, 2 et tels que t10 ≥ t20 et

a1
0 ≥ a2

0. Pour i = 1, 2, on désigne par τi les temps de vie de ces solutions etpar τi∗ < τi les temps d'atteinte de t∗ par les processus croissants tis. Alorspresque sûrement, pour tout 0 < s < τ1
∗ ∧ τ2∗, on a l'inégalité suivante :

(t1s − t2s)

(
a1
s

α(t1s)
− a2

s

α(t2s)

)
≥ 0 ou encore (t1s − t2s)(ṫ

1
s − ṫ2s) ≥ 0.



4. Loi d'entrée de la di�usion en l'origine des temps 175Remarque IV.10 � Le lemme est aussi valable dans un espace éternel. Dansce cas, on a t∗ := inf{t > 0, H(t) ≤ 0} = +∞ et l'inégalité du lemme estvalable pour les temps s ≥ 0.Admettons momentanément le lemme IV.6 et revenons à la preuve de l'unicitéde la solution du système (IV.14) lorsque t0 = 0 et a0 > 0. Comme d'aprèsla proposition IV.3, on sait que le système d'équations (IV.14) admet uneunique solution issue de tout point de ]0, T [×[0,+∞[ et que d'autre part leprocessus ts est strictement croissant, pour établir l'unicité de la solution surl'intervalle [0, τ [ lorsque t0 = 0, il su�t de l'établir sur l'intervalle [0, τ ∗[ où
τ ∗ := inf{s > 0, ts = t∗}. Considérons alors (t1s, a

1
s) et (t2s, a

2
s) deux solutionsdu système (IV.14) issues de (0, a0 > 0), de temps d'explosion respectifs

τ1 et τ2, où pour i = 1, 2, les martingales Mai sont représentées par deuxmouvements browniens indépendants B et B′ : dMai

s = aisdBs + α(tis)dB
′
s.Fixons un entier n0 tel que a0 = a1

0 = a2
0 soit compris entre 1/n0 et n0 etpour tout entier n > n0 dé�nissons les temps d'arrêt

τ 1
n := inf{0 < s < τ 1, a1

s /∈ [1/n, n]} ∧ τ ∗1 ,
τ 2
n := inf{0 < s < τ 2, a2

s /∈ [1/n, n]} ∧ τ ∗2 ,où comme dans l'énoncé du lemme IV.6 : τ ∗i := inf{0 < s < τ 1, tis = t∗} pour
i = 1, 2. Le crochet de la di�érence entre a1

s et a2
s est alors donné par :

d〈a1 − a2〉s = σ2
[
(a1
s − a2

s)
2 + (α(t1s) − α(t2s))

2
]
ds.Par ailleurs, la di�érence a1

s−a2
s peut se décomposer de la manière suivante :

a1
s − a2

s =
a1
s

α(t1s)

[
α(t1s) − α(t2s)

]
+ α(t2s)

[
a1
s

α(t1s)
− a2

s

α(t2s)

]
.D'après le lemme IV.6, comme la fonction α est croissante sur l'intervalle

[0, t∗], pour tout s dans ]0, τ 1
n ∧ τ 2

n [, on a :
(
α(t1s) − α(t2s)

)+ ≤ α(t1s)

a1
s

×
(
a1
s − a2

s

)+ ≤ α∗ × n×
(
a1
s − a2

s

)+
,où on a posé α∗ := sup[0,t∗] α(t). Par symétrie, on déduit la majoration

∣∣α(t1s) − α(t2s)
∣∣ ≤

∣∣∣∣
α(t1s)

a1
s

+
α(t2s)

a2
s

∣∣∣∣× |a1
s − a2

s| ≤ 2nα∗|a1
s − a2

s|.Pour tout s dans ]0, τ 1
n ∧ τ 2

n [, on a donc
d〈a1 − a2〉s
|a1
s − a2

s|
≤ σ2

[
|a1
s − a2

s| + 4n2|α∗|2|a1
s − a2

s|
]
ds ≤ σ2

[
2n+ 8n3|α∗|2

]
ds.



176 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWEn intégrant ce rapport entre zéro et τ 1
n ∧ τ 2

n , on obtient
∫ τ1

n∧τ2
n

0

d〈a1 − a2〉s
|a1
s − a2

s|
≤ σ2

[
2n+ 8n3|α∗|2

]
× τ 1

n ∧ τ 2
n < +∞.Si L(a1 − a2) désigne le temps local du processus a1

s − a2
s, d'après la formuledu temps d'occupation, on a donc

∫

R

Lxτ1
n∧τ2

n
(a1 − a2)

dx

|x| < +∞,et on en déduit que le temps local en zéro du processus a1
s−a2

s est nul presquesûrement. D'après la formule d'Itô-Tanaka, on a alors
d(a1

s − a2
s)

+ = G(t1s, t
2
s, a

1
s, a

2
s)ds+ 1{a1s>a2s}dM

a1−a2
s ,avec

G(t1s, t
2
s, a

1
s, a

2
s) :=

3σ2

2
(a1
s − a2

s)
+ds+ σ2α

2(t1s)

a1
sa

2
s

(a2
s − a1

s)1{a1s>a2s}ds

+ |a2
s|−1

(
α(t1s) + α(t2s)

) (
α(t1s) − α(t2s)

)
1{a1s>a2s}ds.Pour s dans ]0, τ 1

n ∧ τ 2
n [, le terme de dérive G(t1s, t

2
s, a

1
s, a

2
s) est majoré par

G(t1s, t
2
s, a

1
s, a

2
s) ≤ κn(a

1
s − a2

s)
+, où κn :=

3σ2

2
+ 2n2|α∗|2.En intégrant la formule d'Itô-Tanaka et en prenant l'espérance, on obtient

E[(a1
s − a2

s)
+] ≤ κn

∫ s

0

E[(a1
u − a2

u)
+]du,dont on déduit que par le lemme de Gronwall que a1

s ≤ a2
s presque sûrement,pour tout s dans ]0, τ 1

n ∧ τ 2
n [. Par symétrie on obtient que presque sûrement

a1
s = a2

s pour s dans ]0, τ 1
n = τ 2

n [. En utilisant une nouvelle fois le lemme IV.6,on obtient également que t1s = t2s sur ]0, τ 1
n = τ 2

n[. En�n, en faisant tendre nvers l'in�ni, on conclut que, presque sûrement, a1
s = a2

s et t1s = t2s pour tout
s inférieur à τ ∗1 = τ ∗2 , d'où le résultat.Avant de montrer que les composantes spatiales de la di�usion de Franchiet Le Jan peuvent elles-aussi être lancées d'un point de la frontière ∂M−

c de
M, nous donnons la preuve du lemme IV.6.



4. Loi d'entrée de la di�usion en l'origine des temps 177Démonstration. (du lemme IV.6) La méthode de la preuve est la même quecelle de la �n de la preuve de la proposition précédente. Il s'agit d'utiliserla notion de temps local et la formule d'Itô-Tanaka comme dans [LG83] oules preuves des théorèmes (3.5) et (3.8) p. 390-395 de [RY99]. On se donne
(t1s, a

1
s) et (t2s, a

2
s) deux solutions du système (IV.14) issues de points (ti0, a

i
0) ∈

[0, T [×]0,+∞[, i = 1, 2 et tels que t10 ≥ t20 et a1
0 ≥ a2

0. Comme dans la preuvede la proposition précédente, on représente les martingales Mai par deuxmouvements browniens indépendants B et B′ : dMai

s = aisdBs + α(tis)dB
′
s.Pour alléger les expressions, on dé�nit le processus

Ys := (t1s − t2s)(a
1
s/α(t1s) − a2

s/α(t2s)) = (t1s − t2s)

(√
|ṫ1s|2 − 1 −

√
|ṫ1s|2 − 1

)
.La formule d'Itô montre que le processus Ys est solution de l'équation

dYs =
3σ2

2
Ysds+ Usds+ Vsds+ dMY

s ,où d〈Y 〉s = σ2Y 2
s ds et où on a posé :

Us := −σ2α(t1s)α(t2s)

a1
sa

2
s

Ysds+ (ṫ1s − ṫ2s)

(
a1
s

α(t1s)
− a2

s

α(t2s)

)
,

Vs := −(t1s − t2s)

[
H(t1s)ṫ

1
s

√
|ṫ1s|2 − 1 −H(t2s)ṫ

2
s

√
|ṫ2s|2 − 1

]
,Comme d〈Y 〉s ≤ σ2Y 2

s ds, de la formule du temps d'occupation, on déduitque le temps local en zéro de Y est nul presque sûrement sur l'intervalle
]0, τ ∗1 ∧ τ ∗2 [. Ensuite, si Y −

s désigne la partie négative de Ys, en appliquant laformule d'Itô-Tanaka , on obtient alors que pour tout s dans ]0, τ ∗1 ∧ τ ∗2 [ :
dY −

s ≤ 3σ2

2
Y −
s ds+ 1{Ys≤0}dM

Y
s , (IV.23)l'inégalité découlant des trois points suivants :

i) d'une part, on a toujours
(ṫ1s − ṫ2s)

(
a1
s

α(t1s)
− a2

s

α(t2s)

)
= (ṫ1s − ṫ2s)

(√
|ṫ1s|2 − 1 −

√
|ṫ2s|2 − 1

)
≥ 0 ;

ii) d'autre part, sur l'évènement {Ys ≤ 0}, on a
−σ2α(t1s)α(t2s)

a1
sa

2
s

Ys ≥ 0 ;
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iii) en�n, toujours sur l'évènement {Ys ≤ 0}, comme la fonction H estdécroissante et positive sur l'intervalle [0, t∗], on a aussi

0 ≤ Vs = −H(t1s)(t
1
s − t2s)

(
ṫ1s

√
|ṫ1s|2 − 1 − ṫ2s

√
|ṫ2s|2 − 1

)

−ṫ2s
√
|ṫ2s|2 − 1(t1s − t2s)

(
H(t1s) −H(t2s)

)
.En intégrant l'équation (IV.23) puis en prenant l'espérance, on conclut parle lemme de Gronwall que, presque sûrement, Ys est positif ou nul pour tout

s dans l'intervalle ]0, τ ∗1 ∧ τ ∗2 [, d'où le résultat.4.2 Loi d'entrée de la di�usion globaleOn montre en�n que la di�usion (ξs, ξ̇s) à valeurs dans l'espace tangent uni-taire T 1M et solution du système d'équation (IV.1) peut être dé�nie à partird'un point de la frontière d'entrée ∂M−
c d'un espace de Robertson-Walker

M dont l'inverse du facteur d'expansion est intégrable en zéro. Pour la suitede ce paragraphe, on se donne donc un espace M =]0, T [×αM , celui pouvantêtre mortel ou éternel, et on suppose que :
∫ 1∧T/2

0

dv

α(v)
< +∞.On rappelle que la donnée de la trajectoire (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) dans

T 1M est équivalente à celle de la trajectoire (ts, as, xs, ẋs/|ẋs|). Un point dela frontière ∂M− est simplement un couple (t0, x0) avec t0 = 0 et x0 ∈ M .Auquel cas, la donnée de (a0, ẋ0/|ẋ0|) peut être vue comme celle d'une demitangente au point (t0, x0).Proposition IV.6 � Soient t0 = 0, a0 > 0 et (x0, ẋ0/|ẋ0|) ∈ T 1M .Alors, le système d'équations di�érentielles stochastiques qui régit l'évolu-tion du processus (ts, as, xs, ẋs/|ẋs|) et qui est équivalent au système (IV.1)admet une solution forte issue de (t0, a0, x0, ẋ0/|ẋ0|) et dé�nie jusqu'au temps
τ := inf{s > 0, ts = T}.Démonstration. On sait déjà d'après la proposition IV.5 que la di�usion tem-porelle (ts, as) admet une unique solution issue de (t0, a0) et bien dé�nie jus-qu'au temps τ et qui véri�e as > 0 pour 0 ≤ s < τ . Par ailleurs, d'aprèsles corollaires IV.1, IV.2 et IV.3, selon la courbure k ∈ {−1, 0, 1} de la �bre
M , les systèmes d'equations di�érentielles stochastiques dérivés du système



4. Loi d'entrée de la di�usion en l'origine des temps 179(IV.1) qui régissent l'évolution du couple (xs, ẋs/|ẋs|) dans T 1M sont donnésen coordonnées cartésiennes par :




dxµs =
ẋµs
|ẋs|

× as
α2(ts)

ds,

d
ẋµs
|ẋs|

= −k xµs ×
as

α2(ts)
ds− σ2α

2(ts)

a2
s

× ẋµs
|ẋs|

ds+ dM ẋµ/|ẋ|
s ,

(IV.24)avec
d〈M ẋµ/|ẋ|,M ẋν/|ẋ|〉s = σ2α

2(ts)

a2
s

[
δµν − 2δ0

µδ
0
ν − kxµsx

ν
s −

ẋµs
|ẋs|

ẋνs
|ẋs|

]
ds.Rappelons que le processus ts est strictement croissant et désignons par t−1

sson inverse : t(t−1
s ) = s. On introduit le changement de temps suivant sur

[0, τ [ :
S(s) :=

∫ s

0

au
α2(tu)

du =

∫ ts

0

1

α(u)
× at−1

u√
α2(u) + a2

t−1
u

du.Le processus S est bien dé�ni car l'inverse du facteur d'expansion α estici supposé intégrable au voisinage de zéro. Par ailleurs, S est strictementcroissant ; on désigne par S−1
s son inverse i.e. S(S−1

s ) = s et on introduitles processus changés de temps ys := xS−1
s
, t̃s := tS−1

s
et ãs := aS−1

s
. Par cechangement de temps, le système (IV.24) se transforme en :





dyµs = ẏµs ds,

d ẏµs = −k yµs ds− σ2α
4(t̃s)

ã3
s

× ẏµs ds+ dM ẏµ

s ,

(IV.25)où
d〈M ẏµ

,M ẏν 〉s = σ2α
4(t̃s)

ã3
s

[
δµν − 2δ0

µδ
0
ν − kyµs y

ν
s − ẏµs ẏ

ν
s

]
.Les coe�cients du nouveau système (IV.25) sont maintenant des fonctionscontinues et localement bornées des variables (t̃, ã, y, ẏ). D'après les théo-rèmes d'existence usuels, il admet donc une solution issue de (t̃0, ã0, y0, ẏ0) =

(t0, a0, x0, ẋ0/|ẋ0|) et dé�nie jusqu'à un temps d'explosion éventuel. Autre-ment dit, via changement de temps inverse, le processus (ts, as, xs, ẋs/|ẋs|)admet bien une solution issue de (t0, a0, x0, ẋ0/|ẋ0|). Comme dans la preuve dela proposition IV.4, la relation de pseudo-norme (IV.3) assure en fait que cette



180 Chapitre IV La di�usion de Franchi et Le Jan dans les espaces RWsolution est bien dé�nie jusqu'au temps d'atteinte τ = inf{s > 0, ts = T}.Montrons maintenant que cette solution est unique. L'argument de la preuvede la proposition IV.4 (régularité lipschitzienne) ne s'applique pas ici car αn'est pas régulière a priori au voisinage de zéro. Dans le cas euclidien où k = 0,comme on l'a noté dans la remarque IV.3, l'équation qui régit l'évolution de
ẏs est en fait celle d'un mouvement brownien sphérique dans S2 changé detemps. Cette équation admet bien une unique solution issue de ẋ0/|ẋ0|. Pourmontrer l'unicité trajectorielle dans les cas sphériques et hyperboliques, onpeut choisir une �bonne� représentation des martingales M ẏµ . Par exemple,dans le cas sphérique, il existe un mouvement brownien W de dimension 4tel que

dM ẏµ

s = σ
α2(t̃s)

ã
3/2
s

(
dW µ − yµs

3∑

ν=0

yνsdW
ν
s − ẏµs

3∑

ν=0

ẏνsdW
ν
s

)
.Considérons alors (ys, ẏs) et (zs, żs) deux solutions du système (IV.25) issuesd'un même point (y0, ẏ0) = (z0, ż0), les martingales M ẏµ et M żµ étant re-présentée par un méme mouvement brownien W comme ci-dessus. On pose

|ys− zs|2 :=
∑3

µ=0 |yµs − zµs |2 et |ẏs− żs|2 :=
∑3

µ=0 |ẏµs − żµs |2. Avec les mêmesnotations que dans la preuve de la proposition IV.5, le calcul montre alorsque
d
(
|ys − zs|2 + |ẏs − żs|2

)
≤ 2σ2 |α∗|2

ã3
s

(
|ys − zs|2 + |ẏs − żs|2

)
ds+ dNs,où Ns est une martingale. On �xe un entier n0 de sorte que a0 > 1/n0. Pourtout entier n ≥ n0, en intégrant la dernière inégalité sur l'intervalle [0, τn] où

τn := inf{s > 0, as ≤ 1/n}, puis en prenant l'espérance, on déduit du lemmede Gronwall que ys−zs et ẏs = żs pour tout s dans [0, τn]. En faisant tendre nvers l'in�ni, on conclut que ys− zs et ẏs = żs sur tout l'intervalle [0, τ [. Dansle cas d'un espace de Robertson-Walker à �bre sphérique, on a donc bienl'unicité trajectorielle des composantes spatiales de la di�usion issue d'unpoint du bord ∂M−. Le cas hyperbolique se traite de manière analogue, onmontre en e�et dans ce cas que
d
(
|ys − zs|2 + |ẏs − żs|2

)
≤ 6σ2 |α∗|2

ã3
s

(
|ys − zs|2 + |ẏs − żs|2

)
ds+ dNs

′,où N ′
s est une nouvelle martingale. On conclut à nouveau en utilisant lelemme de Gronwall.



Chapitre VÉtude de la di�usion temporelle
Contenu du chapitre1 Asymptotique dans un univers éternel . . . . . . . 1821.1 Dichotomie récurrence/transience . . . . . . . . . . 1821.2 Récurrence lorsque H∞ > 0 . . . . . . . . . . . . . 1861.3 Transience dans le cas polynomial . . . . . . . . . 1911.4 Un critère de convergence important pour la suite . 1992 Asymptotique dans un univers mortel . . . . . . . 2012.1 Une image de la situation . . . . . . . . . . . . . . 2012.2 Convergence du processus as . . . . . . . . . . . . 2022.3 Vitesse de divergence de ṫs . . . . . . . . . . . . . 2042.4 Prolongement de la di�usion temporelle . . . . . . 206Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique de la dif-fusion temporelle (ts, ṫs), solution du système d'équations di�érentielles sto-chastiques (IV.13). Nous distinguons les cas selon que l'univers est éternelou mortel. Dans la section 1, nous traitons tout d'abord le cas d'un universéternel. D'après la proposition IV.3, on sait que dans ce cas le processus ṫs estbien dé�ni sur R

+ et véri�e ṫs > 1 pour tout s > 0. Le processus ts tend doncpresque sûrement vers l'in�ni avec s, mais à quelle vitesse ? Le processus ṫsest-il récurrent, transitoire ? Nous montrons que le comportement asympto-tique du facteur d'expansion au voisinage de l'in�ni donne lieu à une dicho-tomie : si l'expansion est exponentielle, c'est-à-dire si H(t) converge vers unelimite H∞ strictement positive lorsque t tend vers l'in�ni, alors le processus
ṫs est récurrent au sens de Harris. En revanche, si l'expansion est polyno-miale, on montre que le processus ṫs est transitoire en précisant sa vitesse dedivergence. Dans la section 2, nous décrivons le comportement asymptotiquede ṫs dans le cas d'un univers mortel. On montre que le processus ṫs est alorstoujours transitoire et que le processus as converge presque sûrement. Nousmontrons ensuite comment, à l'image des composantes temporelles des géo-désiques de lumière, la di�usion (ts, as) peut-être prolongée au delà du tempsd'explosion τ .



182 Chapitre V Étude de la di�usion temporelle1 Étude asymptotique de la diffusiontemporelle dans un univers éternelNous déterminons dans cette première section le comportement asymptotiquede la di�usion temporelle (ts, ṫs), solution du système (IV.13), lorsque l'uni-vers est éternel, c'est-à-dire lorsque l'espace de Robertson-Walker sur lequelest dé�ni la di�usion relativiste est du type M = I ×α M avec I =]0,+∞[.Rappellons que dans un tel univers, d'après l'hypothèse 3, la fonction deHubble H = α′/α est bien dé�nie sur tout R+, y est positive et décroissante.En particulier, la fonction H(t) converge lorsque t tend vers l'in�ni, on note
H∞ sa limite :

H∞ := lim
t→+∞

H(t).1.1 Récurrence et transience sur deux exemplesCommençons par étudier le comportement asymptotique du processus ṫs dansles cas les plus simples où ce dernier est une di�usion, c'est-à-dire lorsquel'équation di�érentielle stochastique véri�ée par ṫs dans le système (IV.13)ne dépend pas de ts. Cette situation se produit si et seulement si la fonctionde Hubble est constante. Dans le paragraphe 1.1.1, on traite le cas d'un espacestatique où H ≡ 0, puis dans le paragraphe 1.1.2 le cas où H ≡ H0 > 0.1.1.1 Le cas d'un espace de Robertson-Walker statiqueConsidérons tout d'abord un univers éternel où le facteur d'expansion α estconstant ou encore H ≡ 0. Dans ce cas, l'espace de Robertson-Walker n'estautre (à un changement d'échelle près) que l'espace de Minkowski R1,3 et ladi�usion relativiste envisagée est la di�usion de Dudley. L'équation véri�éepar ṫs s'écrit :
dṫs =

3σ2

2
ṫs ds+ dM ṫ

s , avec d〈M ṫ〉s = σ2
(
ṫ2s − 1

)
ds. (V.1)Lemme V.1 � Pour toute condition initiale ṫ0 ≥ 1, l'équation di�érentiellestochastique (V.1) admet une solution forte ṫs, dé�nie sur tout R+, et telleque ṫs > 1 presque sûrement, pour tout s > 0. De plus, il existe un mouvementbrownien Bs et un processus us presque sûrement convergent lorsque s tendvers l'in�ni, tels que pour tout s ≥ 0 :

ṫs = ṫ0 exp
(
σ2s + σBs + us

)
.En particulier, le processus ṫs est transitoire.



1. Asymptotique dans un univers éternel 183Démonstration. L'existence, l'unicité et la minoration de la solution du sys-tème (V.1) découle de la proposition IV.3. Comme les coe�cients de ce sys-tème sont à croissance au plus linéaire, la solution ṫs est bien dé�nie surtout R+ (proposition 1.1.11 de [Hsu00]). Par ailleurs, il existe un mouvementbrownien standard B tel que
dṫs =

3σ2

2
ṫs ds+ σ

√
ṫ2s − 1dBs. (V.2)En appliquant la formule d'Itô à la fonction logarithme, il vient

d log(ṫs) =

(
1 +

1

2ṫ2s

)
σ2ds+ σ

√
1 − ṫ−2

s dBs.Il existe alors un mouvement brownien B′ tel que :
log(ṫs/ṫ0) = σ2s+ σBs +

σ2

2

∫ s

0

du

ṫ2u
−B′



∫ s

0

σ2ṫ−4
u du

(
1 +

√
1 − ṫ−2

u

)2




︸ ︷︷ ︸
us

.

Lorsque s tend vers l'in�ni, on en déduit que
log(ṫs/ṫ0) ≥ σ2s+ o(s) > σ2s/2.Les deux intégrales qui dé�nissent le procesus us convergent donc presquesûrement, lorsque s tend vers l'in�ni ; d'où le résultat.1.1.2 Le cas où le facteur d'expansion est exponentielNous nous intéressons à présent au cas où le facteur d'expansion est de laforme α(t) = exp(H × t), avec H > 0 constante, auquel cas la fonctionde Hubble est bien entendu constante égale à H . L'équation di�érentiellestochastique véri�ée par ṫs s'écrit alors :

dṫs = −H ×
(
ṫ2s − 1

)
ds+

3σ2

2
ṫsds+ σ

√
ṫ2s − 1dBs, (V.3)pour un mouvement brownien réel standard B.Lemme V.2 � Pour toute condition initiale ṫ0 ≥ 1, l'équation (V.3) admetune solution forte ṫs, dé�nie sur tout R+. Presque sûrement, pour tout s > 0,on a ṫs > 1, et le processus est ergodique dans ]1,+∞[.



184 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleDémonstration. L'existence, l'unicité et la minoration de la solution du sys-tème (V.3) découle de la proposition IV.3. Il reste à montrer l'ergodicité.Le calcul montre que la mesure νH,σ de densité par rapport à la mesure deLebesgue sur [1,+∞[ :
νH,σ(x) :=

(
x2 − 1

)1/2 × exp

(
−2H

σ2
x

)
,est invariante pour le processus ṫs. Comme cette mesure est �nie sur [1,+∞[,le processus ṫs est bien ergodique.Dé�nition V.1 � Dans toute la suite, nous noterons ν̄H,σ la mesure deprobabilité égale à la mesure νH,σ normalisée, et ν̄H,σ(x) la densité corres-pondante :

ν̄H,σ := νH,σ/

∫ +∞

1

dνH,σ, ν̄H,σ(x) := νH,σ(x)/

∫ +∞

1

dνH,σ.La �gure suivante donne l'allure des densités renormalisées ν̄H,σ en fonctiondes paramètres σ et H .
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Figure 27: Allure des densités renormalisées ν̄H,σRemarque V.1 � Dans les cas particuliers où la fonction de Hubble estconstante égale à H , on a donc la dichotomie suivante : si H = 0, alors leprocessus ṫs est transitoire ; si H > 0 alors ṫs est ergodique. Nous allonsvoir dans la suite de cette section que cette dichotomie perdure dans le casgénéral où la fonction de Hubble est autorisée à dépendre de t. En e�et, nousmontrons que si la limite H∞ est strictement positive, ṫs est récurrent ; enrevanche lorsque l'expansion est polynomiale (en particulier H∞ = 0), ṫs esttransitoire.



1. Asymptotique dans un univers éternel 185Le lemme technique suivant nous sera utile dans la suite.Lemme V.3 � Pour tous σ > 0, H > 0, la fonction identité et la fonction
f qui à x associe (x2 − 1)−1 sur [1,+∞[ sont intégrables contre la mesure
ν̄H,σ et de plus

2H

σ2
× ν̄H,σ(Id) − 2 = ν̄H,σ(f).Démonstration. L'intégrabilité des fonctions identité et f(x) = (x2 −1)−1 nepose pas de problème. A�n d'alléger les expressions, posons ε = 2H/σ2 et

C = C(ε) := ν̄H,σ(f), D = D(ε) := ε× ν̄H,σ(Id) − 2.On veut montrer que pour tout ε > 0, D(ε) = C(ε). Par dé�nition, on a
C(ε) =

∫ +∞

1
(x2 − 1)−1/2 e−εxdx

∫ +∞

1
(x2 − 1)1/2e−εx dx

, D(ε) =

∫ +∞

1
(εx− 2)(x2 − 1)1/2 e−εxdx
∫ +∞

1
(x2 − 1)1/2e−εx dx

.En faisant le changement de variable x→ ε(x− 1), on a alors
C(ε) −D(ε) =

∫ +∞

0

(
ε2

[x(x+ 2ε)]
+ 2 − (x+ ε)

)
[x(x+ 2ε)]1/2e−xdx

∫ +∞

0

[x(x+ 2ε)]1/2e−xdx

.Cette dernière expression montre par convergence dominée que la fonction
ε 7→ C(ε) − D(ε), bien dé�nie sur R∗

+, a une limite nulle en zéro. Pourconclure, il su�t de montrer que la dérivée du numérateur de C(ε) − D(ε)est nulle sur R∗
+. Posons donc

N(ε) :=

∫ +∞

1

(x2 − 1)−1/2 e−εxdx−
∫ +∞

1

(εx− 2)(x2 − 1)1/2 e−εxdx.En dérivant par rapport à ε, on obtient tout d'abord que, pour tout ε > 0 :
∂εN(ε) := −

∫ +∞

1

x√
x2 − 1

e−εxdx−
∫ +∞

1

(3x− εx2)(x2 − 1)1/2 e−εxdx.En intégrant le premier terme par parties, il vient ensuite
∂εN(ε) := −

∫ +∞

1

3x(x2 − 1)1/2 e−εxdx+ ε

∫ +∞

1

(x2 − 1)3/2 e−εxdx,et l'on conclut que ∂εN(ε) ≡ 0 en intégrant une nouvelle fois par parties.



186 Chapitre V Étude de la di�usion temporelle1.2 Récurrence lorsque H∞ > 0On montre dans ce paragraphe que, dans le cas d'un espace de Robertson-Walker éternel où la fonction de Hubble admet une limite H∞ strictementpositive en l'in�ni, si (ts, ṫs) est une solution du système (IV.13), alors leprocessus ṫs est récurrent au sens de Harris dans l'intervalle ]1,+∞[. Com-mençons par établir le lemme de comparaison suivant, qui est valable quelimite H∞ soit strictement positive ou non.Lemme V.4 � Soient M =]0,+∞[×αM un espace de Robertson-Walkeréternel et H∞ la limite de la fonction de Hubble assoicée. Soient (t0, ṫ0) desconditions initiales raisonnables et (ts, ṫs) la solution du système (IV.13), oùla martingale M ṫ est représentée par un mouvement brownien réel standard
B : dM ṫ

s = σ(ṫ2s − 1)1/2dBs. Soient en�n us et vs les solutions fortes, biendé�nies sur tout R+ et issues de u0 = v0 = ṫ0, des équations :
dus = −H(t0)

(
u2
s − 1

) 3σ2

2
usds+ σ

√
u2
s − 1dBs,

dvs = −H∞
(
v2
s − 1

) 3σ2

2
vsds+ σ

√
v2
s − 1dBs.Alors presque sûrement, pour tout 0 ≤ s < +∞, on a us ≤ ṫs ≤ vs.Démonstration. La preuve du lemme suit de près les preuves de théorèmesde comparaison unidimensionnels utilisant le temps local (voir [LG83] outhéorème (3.5) et (3.8) p. 390-395 de [RY99]). Soient (ts, ṫs), us et vs lesprocessus introduits dans l'énoncé du lemme. Considérons un entier n0 telque n0 > ṫ0 = u0, et pour tout entier n ≥ n0, les temps d'arrêt

τn(u) = inf{s > 0, us ≥ n}, τn(ṫ) = inf{s > 0, ṫs ≥ n},
τn(v) = inf{s > 0, vs ≥ n} et τn = τn(ṫ) ∧ τn(u) ∧ τn(v).Pour établir le lemme, il su�t de montrer que pour tout n ≥ n0, on al'encadrement τn(u) ≤ τn(ṫ) ≤ τn(v) et que les processus (us∧τn − ṫs∧τn)+ et

(ṫs∧τn − vs∧τn)+ sont nuls presque sûrement. Pour tout s < τn, on a
d〈ṫ− u〉s = σ2

(√
|ṫs|2 − 1 −

√
|us|2 − 1

)2

ds ≤ 2σ2 × n× |ṫs − us|ds.En particulier, si L(ṫ− u) désigne le temps local du processus ṫs − us, on a :
∫

R

Lxs∧τn(ṫ− u)
dx

|x| =

∫ s∧τn

0

d〈ṫ− u〉s′
|ṫs′ − us′|

≤ 2σ2 × n× (s ∧ τn) < +∞.



1. Asymptotique dans un univers éternel 187Nécessairement, le temps local en zéro L0
s∧τn(ṫ−u) est donc nul presque sûre-ment. De la même façon, on montre que L0

s∧τn(v − ṫ) = 0 presque sûrement.En appliquant la formule d'Itô�Tanaka et en prenant l'espérance, on obtientalors les deux équations suivantes
E
[
(us∧τn − ṫs∧τn)+

]
= Us +

3σ2

2

∫ s

0

E
[
(us′∧τn − ṫs′∧τn)+

]
ds′,

E
[
(ṫs∧τn − vs∧τn)+

]
= Vs +

3σ2

2

∫ s

0

E
[
(ṫs′∧τn − vs′∧τn)+

]
ds′,où l'on a posé

Us := E

[∫ s∧τn

0

[
H(ts′)(ṫ

2
s′ − 1) −H(t0)(u

2
s′ − 1)

]
1{us′>ṫs′}ds

′
]
,

Vs := E

[∫ s∧τn

0

[
H∞

(
v2
s′ − 1

)
−H(ts′)

(
ṫ2s′ − 1

)]
1{ṫs′>vs′}ds

′
]
.Comme la fonction H est décroissante, positive, et que le temps ts est crois-sant, les processus Us et Vs sont négatifs et l'on a

E
[
(us∧τn − ṫs∧τn)+

]
≤ 3σ2

2

∫ s

0

E
[
(us′∧τn − ṫs′∧τn)+

]
ds′,

E
[
(ṫs∧τn − vs∧τn)+

]
≤ 3σ2

2

∫ s

0

E
[
(ṫs′∧τn − vs′∧τn)+

]
ds′.D'après le lemme de Gronwall, on en déduit que E

[
(us∧τn − ṫs∧τn)+

]
= 0 et

E
[
(ṫs∧τn − vs∧τn)+

]
= 0, i.e., us∧τn ≤ ṫs∧τn ≤ vs∧τn presque sûrement. Enfaisant tendre n vers l'in�ni, on conclut que, pour tout s < τ ′, us ≤ ṫs ≤ vspresque sûrement.Armé du lemme V.4, on peut à présent établir la récurrence du processus ṫsdans un univers éternel où H∞ > 0. Les mesures de probabilités ν̄H∞,σ quiinterviennent dans l'énoncé ci-dessous sont celles qui ont été introduites dansla section 1.1 de ce chapitre.Proposition V.1 � Soient (t0, ṫ0) des conditions initiales raisonnables et

(ts, ṫs) la solution du système (IV.13) correspondante. Si H∞ > 0, alors leprocessus non markovien ṫs est récurrent au sens de Harris dans l'intervalle
]1,+∞[. Précisément, si f est une fonction monotone et ν̄H∞,σ−intégrable,ou encore si elle est continue et bornée, alors lorsque s tend vers l'in�ni, ona la convergence presque sûre, :

1

s

∫ s

0

f(ṫu)du
p.s.−→ ν̄H∞,σ(f).



188 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleRemarque V.2� La convergence ci-dessus fait bien entendu penser au théo-rème ergodique, et l'on aurait envie de dire que le processus ṫs est ergodiquedans ]1,+∞[, de probabilité invariante ν̄H∞,σ. Cela n'est pas possible car leseul processus ṫs n'est pas un processus markovien, contrairement au couple
(ts, ṫs).Démonstration. Il existe un mouvement brownien B tel que ṫs est solutionde l'équation di�érentielle stochastique

dṫs = −H(ts) ×
(
ṫ2s − 1

)
ds+

3σ2

2
ṫsds+ σ

√
ṫ2s − 1 dBs.Soient zs et zns , n ∈ N, les processus dé�nis de la façon suivante. Le pro-cessus zs est la solution forte, véri�ant z0 = ṫ0, de l'équation di�érentiellestochastique

dzs = −H∞ ×
(
|zs|2 − 1

)
ds+

3σ2

2
zsds+ σ

√
|zs|2 − 1 dBs.Pour n ∈ N, les processus zns coïncident avec ṫs sur [0, n] et sont les solutionsrespectives sur [n,+∞[ des équations di�érentielles stochastiques

dzns = −H(t0 + n) ×
(
|zns |2 − 1

)
ds+

3σ2

2
zns ds+ σ

√
|zns |2 − 1 dBs.Presque sûrement, pour tout n ≥ 0 et pour tout s ≥ 0, on a alors

zns ≤ ṫs ≤ zs. (V.4)En e�et, la majoration ṫs ≤ zs a déjà été vue dans le lemme V.4 et laminoration zns ≤ ṫs est aussi conséquence du lemme V.4, en prenant pourconditions initiales t′0 = tn ≥ t0 + n et ṫ′0 = ṫn. Les processus z0
s et zsétant tous deux ergodiques dans ]1,+∞[ (lemme V.2), il sont récurrents ausens de Harris, et ṫs l'est lui aussi. Considérons une fonction f croissante etintégrable contre la probabilité ν̄H∞,σ, et �xons un réel ε > 0. La fonction fest alors intégrable contre les mesures ν̄H(t0+n),σ, pour tout n ∈ N et d'aprèsle théorème de convergence dominée, lorsque n tend vers l'in�ni, on a

ν̄H(t0+n),σ(f) −→ ν̄H∞,σ(f).Choisissons n assez grand pour que
|ν̄H(t0+n),σ(f) − ν̄H∞,σ(f)| ≤ ε.



1. Asymptotique dans un univers éternel 189D'après l'encadrement (V.4), pour tout s ≥ 0, on a presque sûrement :
∫ s

0

f(znu)du ≤
∫ s

0

f(ṫu)du ≤
∫ s

0

f(zu)du.L'entier n étant �xé, d'après le théorème ergodique, on peut a�rmer que,presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni :
ν̄H(t0+n),σ(f) ≤ lim inf

s→+∞

1

s

∫ s

0

f(ṫu)du ≤ lim sup
s→+∞

1

s

∫ s

0

f(ṫu)du ≤ ν̄H∞,σ(f),donc
ν̄H∞,σ(f) − ε ≤ lim inf

s→+∞

1

s

∫ s

0

f(ṫu)du ≤ lim sup
s→+∞

1

s

∫ s

0

f(ṫu)du ≤ ν̄H∞,σ(f).L'encadrement étant valable pour tout ε > 0, on en déduit que, presquesûrement, lorsque s tend vers l'in�ni :
1

s

∫ s

0

f(ṫu)du −→ ν̄H∞,σ(f). (V.5)Toute fonction régulière pouvant s'écrire comme di�érence de deux fonc-tions monotones, la convergence (V.5) est aussi valable pour les fonctions
f appartenant à l'ensemble C1

b = {f, f ′ est bornée sur ]1,+∞[}, puis parrégularisation, à l'ensemble C0
b (]1,+∞[,R).Corollaire V.1 � Soient (t0, ṫ0) des conditions initiales raisonnables et

(ts, ṫs) la solution du système (IV.13) correspondante. Si la limite H∞ de lafonction de Hubble est strictement positive, alors lorsque s tend vers l'in-�ni, les processus ts/s et (as)
1/s convergent presque sûrement vers les limitesdéterministes ν̄H∞,σ(Id) et H∞ × ν̄H∞,σ(Id) respectivement.Démonstration. La convergence de s−1 × ts est une conséquence immédiatede la proposition V.1 et du fait que la fonction identité est intégrable contre

ν̄H∞,σ :
s−1 × ts = s−1 × t0 + s−1 ×

∫ s

s0

ṫudu
p.s.−→ ν̄H∞,σ(Id).Rappelons que si (ts, ṫs) la solution du système (IV.13), alors as > 0 pour tout

0 < s < +∞. Comme dans la preuve de la proposition IV.3, en appliquantla formule d'Itô à la fonction logarithme, on montre alors qu'il existe deuxmouvements browniens réels standard B et B′′ tels que, pour 0 < s0 < s :
as = as0 exp

(
σ2(s− s0) + σ(Bs −Bs0) +

σ2

2

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1
+B′′

(
σ2

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1

))
.



190 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleLa fonction monotone x 7→ f(x) := (x2 − 1)−1 est intégrable contre ν̄H∞,σ.D'après la proposition V.1, on a donc la convergence presque sûre :
s−1

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1

p.s.−→ ν̄H∞,σ(f).On a donc d'une part
s−1(Bs − Bs0) + s−1B′′

(
σ2

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1

)
p.s.−→ 0,et d'autre part

s−1

(
σ2(s− s0) +

σ2

2

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1

)
p.s.−→ σ2

(
1 +

1

2
× ν̄H∞,σ(f)

)
.On en déduit la convergence (as)

1/s vers la limite σ2
(
1 + 1

2
× ν̄H∞,σ(f)

).L'égalité entre la limite cette et la constante H∞ × ν̄H∞,σ(Id) découle dulemme V.3.
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Figure 28: Le corollaire V.1 à partir de simulations numériques de ts et as.Remarque V.3� Dans le cas d'un univers éternel avec H∞ > 0, le processus
ṫs étant récurrent, il est naturel de penser que la di�usion temporelle (ts, ṫs)n'admet pas de variables asymptotiques non triviales. Dans le chapitre VIII,nous verrons que c'est e�ectivement le cas : les seules fonctions harmoniquesbornées pour le générateur in�nitésimal du processus (ts, ṫs) sont les fonctionsconstantes.



1. Asymptotique dans un univers éternel 1911.3 Transience dans le cas polynomial1.3.1 Divergence exponentielle du processus ṫsNous déterminons à présent le comportement asymptotique de ṫs lorsque lafonction de Hubble tend vers zéro au voisinage de l'in�ni et sous l'hypothèsesupplémentaire que le facteur d'expansion est à croissance polynomiale i.e.lorsqu'il existe c ≥ 0 tel que H(t) × t tend vers c lorsque t tend vers l'in�ni.Cette hypothèse supplémentaire est véri�ée par tous les exemples d'espacesde Robertson-Walker de la littérature physique tels que H∞ = 0. Nous mon-trons que dans ce cas, le processus ṫs diverge exponentiellement vite versl'in�ni, la vitesse de divergence étant reliée de manière explicite à l'exposant
c. Précisément, nous avons la proposition suivante :Proposition V.2 � Soient (t0, ṫ0) des conditions initiales raisonnables et
(ts, ṫs) la solution du système (IV.13) correspondante. Si H∞ = 0 et si lefacteur d'expansion est à croissance polynomiale d'exposant c, alors presquesûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, on a :

1

s
log(ṫs) −→

σ2

1 + c
,

1

s
log(α(ts)) −→

σ2 c

1 + c
.En particulier,

1

s
log

(
as

a2(ts)

)
−→ σ2

(
1 − c

1 + c

)
.Avant de donner la preuve de la proposition V.2, nous montrons deux lemmes,valables sous la seule hypothèse que H∞ = 0.Lemme V.5 � Soient (t0, ṫ0) des conditions initiales raisonnables et soit

(ts, ṫs) la solution du système (IV.13) correspondante. Si H∞ = 0, alorspresque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni :
∫ s

0

H(tu)

ṫu
du+

∫ s

0

du

ṫ2u
= o(s).Démonstration. Soit ε > 0 ; comme H∞ = 0 et ṫs ≥ 1 pour tout s ≥ 0, pour

s assez grand, on a
∫ s

0

H(tu)

ṫu
du ≤ ε× s, i.e.,

∫ s

0

H(tu)

ṫu
du = o(s).D'autre part, il existe un mouvement brownien B tel que ṫs est solution del'équation di�érentielle stochastique

dṫs = −H(ts) ×
(
ṫ2s − 1

)
ds+

3σ2

2
ṫsds+ σ

√
ṫ2s − 1 dBs.



192 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleOn a toujours ts ≥ s. Fixons η > 0 et considérons le temps d'atteinte (dé-terministe) τη := inf{s > 0, H(s) ≤ η}. Soit alors zs la di�usion coïncidantavec ṫs sur l'intervalle [0, τη] et solution de l'équation di�érentielle stochas-tique suivante sur [τη,+∞[ :
dzs = −η ×

(
z2
s − 1

)
ds+

3σ2

2
zsds+ σ

√
z2
s − 1 dBs.D'après le lemme V.4 (avec t′0 = tτη et ṫ′0 = ṫτη), presque sûrement, on a

zs ≤ ṫs, pour tout s ≥ 0.D'après le lemme V.2, la di�usion zs est ergodique dans ]1,+∞[, de probabi-lité invariante ν̄η,σ. La fonction x 7→ 1/x2 étant intégrable contre ν̄η,σ, d'aprèsle théorème ergodique, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni :
1

s

∫ s

0

du

z2
u

−→ C(η, σ2) :=

∫ +∞

1

x−2ν̄η,σ(x)dx.En posant ε = 2η/σ2 et en e�ectuant le changement de variable y = ε(x−1),on a pour η assez petit :
C(η, σ2) =

∫ +∞

0

ε2

(u+ ε)2

√
u(u+ 2ε)e−udu

∫ +∞

0

√
u(u+ 2ε)e−udu

≤

∫ +∞

0

ε2

(u+ ε)2

√
u(u+ 1)e−udu

∫ +∞

0
ue−udu

.À σ �xé, d'après le théorème de convergence dominée, C(η, σ2) tend vers zérolorsque η tend vers zéro. Soit ε > 0 et η assez petit pour que C(η, σ2) ≤ ε/2.Presque sûrement, pour s assez grand, on a alors
1

s

∫ s

0

du

ṫ2u
≤ 1

s

∫ s

0

du

z2
u

≤ 2C(η, σ2) ≤ ε,d'où le résultat.Remarque V.4 � Sous l'hypothèse que H∞ = 0 et de la même manière quedans la preuve ci-dessus, la fonction x 7→ (x2 − 1)−1 étant intégrable contreles mesures ν̄η,σ, on montre que presque sûrement, s tend vers l'in�ni :
1

s

∫ s

0

du

ṫ2u − 1
−→ 0.



1. Asymptotique dans un univers éternel 193Lemme V.6 � Soient (t0, ṫ0) des conditions initiales raisonnables et soit
(ts, ṫs) la solution du système (IV.13) correspondante. Si H∞ = 0, alorspresque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, on a :

log
(
α(ts)ṫs

)
= log

(∫ ts

.

α(u)du

)
= σ2 × s+ o(s).Démonstration. Il existe un mouvement brownien réel B tel que

dṫs = −H(ts) ×
(
ṫ2s − 1

)
ds+

3σ2

2
ṫsds+ σ

√
ṫ2s − 1 dBs.D'après la formule d'Itô, appliquée à la fonction logarithme, on a alors :

d log(ṫs) = σ2ds+
H(ts)

ṫs
ds+

σ2

2ṫ2s
ds−H(ts)ṫsds+ σ

√
1 − 1

ṫ2s
dBs.La dernière équation s'écrit encore :

d log(α(ts)ṫs) = σ2ds+
H(ts)

ṫs
ds+

σ2

2ṫ2s
ds+ σ

√
1 − 1

ṫ2s
dBs.En intégrant entre 0 et s, on obtient alors :

log
(
α(ts)ṫs

)
= σ2 s+ σBs + vs, (V.6)avec

vs := log(α(t0)ṫ0)+

∫ s

0

H(tu)

ṫu
du+

∫ s

0

σ2

2ṫ2u
du−σ

∫ s

0

ṫ−2
u

1 +
√

1 − 1
ṫ2u

dBu. (V.7)D'après le lemme V.5, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni :
∫ s

0

H(tu)

ṫu
du+

∫ s

0

du

ṫ2u
= o(s).D'autre part, lorsque s tend vers l'in�ni, on a aussi

|Bs| +

∣∣∣∣∣∣

∫ s

0

ṫ−2
u

1 +
√

1 − 1
ṫ2u

dBu

∣∣∣∣∣∣
= o(s).Finalement, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, on a bien :

log
(
α(ts)ṫs

)
= σ2 × s + o(s).



194 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleEn intégrant α(ts)ṫs, on obtient de même
log

(∫ ts

.

α(u)du

)
= σ2 × s+ o(s).Démonstration. (de la proposition V.2) Supposons que la fonction H(t) × ttend vers 0 ≤ c < +∞, lorsque t tend vers l'in�ni. Soient 0 < ε < 1, et t0assez grand pour que pour tout t ≥ t0 : c − ε ≤ H(t) × t ≤ c + ε. Il existealors deux constantes c0 et c′0 telles que, pour tout t ≥ T :

(c− ε+ 1) log(t) + c0 ≤ log

(∫ t

t0

α(u)du

)
≤ (c+ ε+ 1) log(t) + c′0.D'après le lemme V.6, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni :

lim
s→+∞

1

s
log

(∫ ts

t0

α(u)du

)
= σ2.On en déduit que, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni

σ2

1 + c + ε
≤ lim inf

s→+∞

1

s
log(ts) ≤ lim sup

s→+∞

1

s
log(ts) ≤

σ2

1 + c− ε
,

i.e., lims→+∞ s−1 log(ts) = σ2(1 + c)−1. Il en découle que
lim

s→+∞

1

s
log(α(ts)) =

σ2 c

1 + c
,et toujours d'après le lemme V.6

lim
s→+∞

1

s
log(ṫs) =

σ2

1 + c
.En particulier,

lim
s→+∞

1

s
log

(
as

α2(ts)

)
= lim

s→+∞

1

s
log

(
ṫs

α(ts)

)
= σ2

(
1 − c

1 + c

)
.Remarque V.5 � Nous ne sommes pas parvenus à montrer que le processus

ṫs est transitoire sous la seule hypothèse que la fonction de Hubble tend verszéro au voisinage de l'in�ni, i.e. lorsque H∞ = 0. C'est la raison pour laquellenous nous limitons ici à des facteurs d'expansion à croissance polynomiale.



1. Asymptotique dans un univers éternel 1951.3.2 Étude du rapport ṫs/tsD'après la preuve ci-dessus, dans un univers éternel où l'expansion est po-lynomiale, presque sûrement, les processus ts et ṫs divergent tout deux ex-ponentiellement vite vers l'in�ni lorsque s tend vers l'in�ni, et s−1 log(ṫs/ts)tend presque sûrement vers zéro. Nous précisons ici le comportement asymp-totique du rapport ṫs/ts. Pour cela, on introduit le rapport :
Zs :=

α(ts)ṫs∫ ts
t0
α(u)du

.Nous allons voir que Zs converge en loi, mais pas presque sûrement, lorsque
s tend vers l'in�ni :Proposition V.3 � On se place sous les hypothèses de la proposition V.2.Le processus Zs converge en loi, mais pas presque sûrement lorsque s tendvers l'in�ni, vers une variable aléatoire Z∞ de loi explicite :

Z∞
d
=
σ2

2
Γ(2).Démonstration. Rappelons les identités (V.6) et (V.7) obtenues dans la preuvedu lemme V.6 :

log
(
α(ts)ṫs

)
= σ2 s+ σBs + vs, avec

vs := log(α(t0)ṫ0) +

∫ s

0

H(tu)

ṫu
du+

∫ s

0

σ2

2ṫ2u
du− σ

∫ s

0

ṫ−2
u

1 +
√

1 − 1
ṫ2u

dBu.En intégrant entre 0 et s l'expression de α(tu)ṫu obtenue à partir l'équation(V.6) puis en prenant le quotient, le processus Zs s'écrit
Zs =

α(ts)ṫs∫ ts
t0
α(u)du

=
exp

(
σ2s+ σBs + vs

)
∫ s

0

exp
(
σ2u+ σBu + vu

)
du

.Sous les hypothèses de l'énoncé, d'après la proposition V.2, le processus vsconverge presque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni. Pour tout ε > 0, ilexiste alors un temps s0 aléatoire et �ni presque sûrement tel que, pour tout
s > s0 :

(1 − ε)Z̃s ≤ Zs ≤ (1 + ε)Z̃s, (V.8)où l'on a posé
Z̃s :=

exp
(
σ2s+ σBs

)
∫ s

0

exp
(
σ2u+ σBu

)
du

=

[∫ s

0

exp
(
σ2(u− s) + σ (Bu − Bs)

)
du

]−1

.



196 Chapitre V Étude de la di�usion temporellePar ailleurs, lorsque s tend vers l'in�ni, le processus Z̃−1
s converge en loi versune variable strictement positive, de loi gamma. En e�et, à s �xé, d'aprèsl'égalité en loi

(Bs − Bu)0≤u≤s
d
= (Bx)0≤x≤s,la variable Z̃−1

s a même loi que la variable
∫ s

0

exp
(
−σ2x− σBx

)
dx,qui converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, vers l'intégrale deDufresne 1 : ∫ ∞

0

exp
(
−σ2x− σBx

)
dx

d
=

2

σ2
× 1

Γ(2)
.Désignons par Ψ la transformée de Laplace de la loi σ2/2 × Γ(2). D'aprèsl'encadrement (V.8), pour tout u > 0, on a

Ψ((1 + ε)u) ≤ lim inf
s→+∞

E
[
e−uZs

]
≤ lim sup

s→+∞
E
[
e−uZs

]
≤ Ψ((1 − ε)u).Comme Ψ est continue, en faisant tendre ε vers zéro, on conclut que Zsconverge bien en loi vers une variable Z∞ de loi σ2/2×Γ(2). La convergencede Zs n'a pas lieu presque sûrement. En e�et, si c'était le cas, par le lemmede Césaro, on aurait :

1

s
log

(∫ ts

t0

α(v)dv

)
=

1

s

∫ s

0

α(tu)ṫu∫ tu
t0
α(v)dv

du =
1

s

∫ s

0

Zudu→ Z∞ p.s.Par ailleurs, on aurait aussi
1

s
log(α(ts)ṫs) −

1

s
log

(∫ ts

t0

α(v)dv

)
=

1

s
log(Zs) → 0 p.s.Sous l'hypothèse que Zs converge presque sûrement, on aurait donc néces-sairement

lim
s→+∞

1

s
log
(
α(ts)ṫs

)
= lim

s→+∞

1

s
log

(∫ ts

t0

α(v)dv

)
= Z∞ p.s.Or, d'après le lemme V.6, presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni

log
(
α(ts)ṫs

)
= σ2 × s+ o(s),ce qui impose Z∞ = σ2 p.s., d'où une contradiction.1. Nous renvoyons à [Yor01] ou encore à [Bai08b] pour l'identi�cation de la loi limite.



1. Asymptotique dans un univers éternel 197Dans le cas d'un univers éternel où H∞ = 0, le lemme élémentaire suivantétablit un lien entre les vitesses (déterministes) de convergence vers zéro dela fonction de Hubble H(t) et du quotient α(t)/
∫ t
α(v)dv. Fixons t0 dans

]0,+∞[, et considérons sur [t0,+∞) la fonction u dé�nie par
u(t) := α(t)−1

∫ t

t0

α(u)du×H(t).Lemme V.7 � Soit α une fonction log−concave sur R+ dont la dérivéelogarithmique H tend vers zéro en l'in�ni. Si t × H(t) converge vers c ≥ 0lorsque t tend vers l'in�ni, alors u(t) tend vers c/(1 + c). Si t × H(t) croîtvers l'in�ni avec t, alors u(t) tend 1.Démonstration. Une première intégration par parties donne :
∫ t

t0

α(v)dv =
α(t)

H(t)
− α(t0)

H(t0)
+

∫ t

t0

α(v)
H ′(v)

H2(v)
dv. (V.9)En particulier, comme H est décroissante, pour tout t ≥ t0, on a

∫ t

t0

α(v)dv ≤ α(t)

H(t)
, c'est à dire u(t) ≤ 1.L'équation (V.9) s'écrit encore

∫ t

t0

α(v)

[
1 − H ′(v)

H2(v)

]
dv =

α(t)

H(t)
− α(t0)

H(t0)
.Comme H(t)/α(t) → 0 lorsque t tend vers l'in�ni, on a :

H(t)α(t)−1

∫ t

t0

α(v)

[
1 − H ′(v)

H2(v)

]
dv = 1 + o(1).En intégrant à nouveau par parties, l'intégrale dans le membre de gauches'écrit :

α(t)

[
(t− t0) +

1

H(t)
− 1

H(t0)

]
−
∫ t

t0

α(v)

[
H(v)(v − t0) + 1 − H(v)

H(t0)

]
dv,et l'on a donc

H(t)(t− t0) + o(1) = H(t)α(t)−1

∫ t

t0

α(v) [H(v)(v − t0) + 1 + o(1)] dv.(V.10)



198 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleSupposons tout d'abord que H(t) × t tend vers c ≥ 0, lorsque t tend versl'in�ni. D'après l'équation (V.10), on a alors
c+ o(1) = (1 + c) ×H(t)α(t)−1

∫ t

t0

α(v)dv + o

(
H(t)α(t)−1

∫ t

t0

α(v)dv

)
,c'est à dire c+ o(1) = (1 + c) × u(t) + o (u(t)) et l'on a bien

lim
t→+∞

u(t) =
c

1 + c
.Traitons maintenant le cas où H(t)× t croît vers l'in�ni avec t. Dans ce cas,le membre de droite de l'équation (V.10) est majoré par

[H(t)(t− t0) + 1] × u(t) × (1 + o(1)),et l'on a donc
H(t)(t− t0)

1 +H(t)(t− t0)
+ o(1) ≤ u(t) × (1 + o(1)).Comme u(t) ≤ 1 pour tout t ≥ t0, on en déduit que u(t) tend vers 1 lorsque

t tend vers l'in�ni.Remarque V.6 � Une nouvelle intégration par parties donne
∫ t

t0

u(v)dv = t− t0 −
1

α(t)

∫ t

t0

α(u)du,ou encore
1

t− t0

∫ t

t0

u(v)dv = 1 − u(t)

H(t) × (t− t0)
.Lorsque H(t) × t tend vers zéro, on retrouve que u(t) tend nécessairementvers zéro, et l'on peut préciser que u(t) ∼ H(t) × (t− t0).Remarque V.7 � Dans le cas d'un univers mortel, nous verrons dans leparagraphe 2.3 de la prochaine section que l'on peut de la même façon relierla vitesse divergence de la fonction de Hubble au voisinage de T et celle dela fonction α(t)/

∫ T
t
α(v)dv. Nous considérerons alors la fonction
u(t) := α(t)−1

∫ T

t

α(u)du×H(t).Grâce à la proposition V.3, au lemme V.7 et à la remarque V.6 lorsque c = 0,on déduit la convergence en loi du rapport ṫs/ts.Corollaire V.2 � On se place sous les mêmes hypothèses que dans la pro-position V.2. Lorsque s tend vers l'in�ni, le rapport ṫs/ts converge en loi,mais pas presque sûrement, vers une variable aléatoire de loi explicite :
ṫs
ts

d−→ σ2

2
× 1

1 + c
× Γ(2).



1. Asymptotique dans un univers éternel 1991.4 Un critère de convergence important pour la suiteEn corollaire immédiat des propositions V.1 et V.2, nous énonçons ici uneproposition concernant la convergence d'une fonctionnelle du processus ṫs enfonction de la vitesse de divergence du facteur d'expansion au voisinage del'in�ni. Cette convergence jouera un rôle déterminant lors de l'étude asymp-totique des composantes spatiales de la di�usion relativiste au prochain cha-pitre. Fixons s0 > 0, la quantité qui nous intéresse est l'intégrale suivante :
Cs :=

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du =

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1Proposition V.4 � On considère un espace de Robertson-Walker éternel.Soient (t0, ṫ0) des conditions initiales raisonnables et (ts, ṫs) la solution dusystème (IV.13) correspondante. Selon la nature de l'expansion, lorsque stend vers l'in�ni, l'intégrale Cs présente les comportements asymptotiquessuivants :- si l'expansion est exponentielle, Cs tend presque sûrement vers l'in�ni ;- si l'expansion est polynomiale, Cs converge presque sûrement dans R∗
+.Démonstration. Dans le cas où l'expansion est exponentielle, i.e H∞ > 0, leprocessus ṫs est récurrent au sens de Harris. Plus précisément, dans la preuvedu lemme V.1, on a vu qu'en vertu de la proposition V.1, si f est la fonctionqui à x associe 1/(x2 − 1) sur l'intervalle ]1,+∞[, alors lorsque s tend versl'in�ni :

s−1 Cs = s−1

∫ s

s0

f(ṫu)du
p.s.−→ ν̄H∞,σ(f) > 0.En particulier, lorsque H∞ > 0, l'intégrale Cs tend bien vers l'in�ni avec s.Passons au cas où l'expansion est polynomiale d'exposant c. D'après la propo-sition V.2, presque sûrement, le processus ṫs diverge alors exponentiellementvite vers l'in�ni. On en déduit naturellement que l'intégrale Cs converge alorspresque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni.Remarque V.8 � Si l'intégrale Cs converge presque sûrement lorsque s tendvers l'in�ni, alors le processus ṫs est nécessairement transitoire. En e�et, sil'intégrale ∫ +∞

du/(ṫ2u − 1) est �nie presque sûrement, il en est de mêmepour les intégrales ∫ +∞
du/ṫ2u, ∫ +∞

du/ṫ3u et ∫ +∞
du/ṫ4u. Or, en appliquantla formule d'Itô à la fonction 1/x2, on montre qu'il existe un mouvementbrownien B tel que :

1

ṫ2s
− 1

ṫ20
=

∫ s

0

2H(tu)

ṫu
du−

∫ s

0

(
2H(tu)

ṫ3u
du+ 3σ2du

ṫ4u
du+

2σ

ṫ2u

√
1 − 1

ṫ2u
dBu

)
.



200 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleSous l'hypothèse que Cs converge presque sûrement, la dernière intégrale estconvergente. Comme 1/ṫ2s ≤ 1, l'intégrale croissante ∫ s
0

2H(tu)

ṫu
du est nécessai-rement convergente et �nalement le processus 1/ṫ2s converge lui même presquesûrement. Comme l'intégrale ∫ +∞

du/ṫ2u est �nie presque sûrement, la limitede 1/ṫ2s est nécessairement nulle, d'où le résultat.



2. Asymptotique dans un univers mortel 2012 Étude asymptotique de la diffusiontemporelle dans un univers mortelNous passons à présent à l'étude du comportement asymptotique de la dif-fusion temporelle (ts, ṫs) solution du système d'équations di�érentielles sto-chastiques (IV.13), dans le cas d'un univers mortel, c'est-à-dire un espace deRobertson-Walker M = I ×αM où I =]0, T [ avec T < +∞.2.1 Une image de la situationDans un univers mortel, on a vu que le temps d'explosion de la di�usiontemporelle est �ni presque sûrement, égal à τ = inf{s > 0, ts ≥ T}. Dans leprochain paragraphe, nous montrons que lorsque s tend vers τ , le processus
as = α(ts)

√
ṫ2s − 1 admet presque sûrement une limite a∞ �nie et strictementpositive. Autrement dit, le processus ṫs est transitoire au voisinage de τ . Àtitre d'exemple, l'image suivante est une simulation de la trajectoire (ts, ṫs)correspondant au facteur d'expansion α(t) = sin(t) sur l'intervalle ]0, π[.
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Figure 29: Exemple de trajectoire de la di�usion temporelle.Dans le paragraphe 2.3, nous précisons la vitesse de divergence de ṫs puisnous montrons que, comme dans le cas des géodésiques de lumière, le couple
(ts, as) peut-être prolongé en une di�usion bien dé�nie sur tout R+.



202 Chapitre V Étude de la di�usion temporelle2.2 Convergence du processus asOn montre ici que as converge presque sûrement vers une variable stricte-ment positive. Comme as = α(ts)
√
ṫ2s − 1 et que par hypothèse, la fonction

α(t) tend vers zéro lorsque t tend T , la convergence de as a pour corollaireimmédiat le fait que le processus ṫs est transitoire au voisinage de τ .Proposition V.5 � On se place dans le cas d'un univers mortel. Soientune condition initiale (t0, a0) ∈ ]0, T [×[0,+∞[ ∪ [0, T [×]0,+∞[ et (ts, as)la solution du système (IV.14) correspondante dé�nie jusqu'au temps d'ex-plosion τ = inf{s > 0, ts ≥ T}. Alors, lorsque s tend vers τ , le processus
as = α(ts)

√
ṫ2s − 1 converge presque sûrement vers une variable a∞ stricte-ment positive et �nie.
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τFigure 30: Une simulation de la trajectoire as lorsque T < +∞Démonstration. Soit (ts, as) la di�usion de l'énoncé issue de (t0, a0). D'aprèsles propositions IV.3 et IV.5, pour tout 0 < s < τ , les processus as et ṫsvéri�ent alors as > 0 et ṫs > 1 presque sûrement. Par ailleurs, d'après lesystème (IV.13), il existe un mouvement brownien réel standard B tel que
dṫs =

3σ2

2
ṫsds−H(ts)

(
ṫ2s − 1

)
ds+ σ

√
ṫ2s − 1dBs.



2. Asymptotique dans un univers mortel 203En appliquant la formule d'Itô, on obtient alors que pour 0 < s0 < s < τ :
log

(
ṫ2s − 1

ṫ2s0 − 1

)
= log

(
α2(ts0)

α2(ts)

)
+ σ2

∫ s

s0

2ṫ2u − 1

ṫ2u − 1
du+ 2σ

∫ s

s0

ṫu√
ṫ2u − 1

dBu.(V.11)La dernière équation s'écrit encore :
log

(
a2
s

a2
s0

)
= σ2

∫ s

s0

2ṫ2u − 1

ṫ2u − 1
du

︸ ︷︷ ︸
As

+2σ

∫ s

s0

ṫu√
ṫ2u − 1

dBu

︸ ︷︷ ︸
Ms

. (V.12)Nous allons montrer que le membre de droite de (V.12) converge presquesûrement, lorsque s tend vers τ . Fixons 0 < ε < 1 et décomposons le crochetde Ms en 〈M〉s = 〈M〉+s + 〈M〉−s avec
〈M〉+s =

∫ s

s0

ṫ2u
ṫ2u − 1

1{ṫ2u−1≥ε} du, 〈M〉−s =

∫ s

s0

ṫ2u
ṫ2u − 1

1{ṫ2u−1<ε} du.Posons de même As = A+
s + A−

s avec
A+
s =

∫ s

s0

2ṫ2u − 1

ṫ2u − 1
1{ṫ2u−1≥ε} du, A−

s =

∫ s

s0

2ṫ2u − 1

ṫ2u − 1
1{ṫ2u−1<ε} du.Les processus 〈M〉+s et A+

s convergent presque sûrement, lorsque s tend versle temps d'explosion τ . En e�et, ils sont croissants et bornés puisque
〈M〉+s ≤ ε−1(1 + ε)τ < +∞ p.s.

A+
s ≤ ε−1(1 + 2ε)τ < +∞ p.s.D'autre part, comme on a les encadrements

∫ s

s0

1{ṫ2u−1<ε}

ṫ2u − 1
du ≤ 〈M〉−s ≤ (1 + ε)

∫ s

s0

1{ṫ2u−1<ε}

ṫ2u − 1
du,

∫ s

s0

1{ṫ2u−1<ε}

ṫ2u − 1
du ≤ A−

s ≤ (1 + 2ε)

∫ s

s0

1{ṫ2u−1<ε}

ṫ2u − 1
du,

(V.13)les processus croissants 〈Ms〉− et A−
s sont de même nature. Raisonnons parl'absurde et supposons que ces processus divergent, lorsque s tend vers τ .Nécessairement, le processus ṫs visiterait alors in�niment souvent (ou res-terait dans) la boule B(1, ε) centrée en 1 de rayon ε. D'autre part, comme
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〈M〉s = O(As) d'après (V.13), le processus As + Ms tendrait presque sûre-ment vers plus l'in�ni, ainsi que le processus log(α2(ts0)/α

2(ts)). Le membredroite de l'équation (V.11), et donc le processus ṫs, tendraient donc vers plusl'in�ni lorsque s tend vers τ . Ceci contredit le fait que ṫs reste dans la boule
B(1, ε), ou la visite in�niment souvent. Les processus Ms et As sont doncpresque sûrement convergents lorsque s tend vers τ , d'où le résultat.2.3 Vitesse de divergence de ṫsSuivant une démarche tout à fait analogue à celle que nous avons suivie dansle cas d'un univers éternel, nous faisons maintenant le lien entre la vitessedivergence de la fonction de Hubble et celle de la fonction α(t)/

∫ T
t
α(v)dv,ce dans le but d'expliciter la vitesse de divergence de ṫs. Fixons t0 dans ]0, T [et considérons sur [t0, T [ la fonction u dé�nie par

u(t) := α(t)−1

∫ T

t

α(u)du×H(t).Lemme V.8 � On se place dans le cas d'un univers mortel. S'il existe uneconstante c ≥ 0 telle que la fonction H(t)× (T − t) converge vers −c, lorsque
t tend vers T , alors la fonction u(t) tend vers −c/(1 + c). Si H(t) × (T − t)décroît vers moins l'in�ni lorsque t tend vers T , alors u(t) tend −1.Démonstration. Une première intégration par parties donne :

∫ T

t

α(v)dv = − α(t)

H(t)
+

∫ T

t

α(v)
H ′(v)

H2(v)
dv. (V.14)Comme H est décroissante et tend vers moins l'in�ni lorsque t tend vers T ,pour tout t assez proche de T de sorte que H(t) < 0, on a

∫ T

t

α(v)dv ≤ − α(t)

H(t)
, et donc u(t) ≥ −1.L'équation (V.14) s'écrit encore

∫ T

t

α(v)

[
1 − H ′(v)

H2(v)

]
dv = − α(t)

H(t)
.En intégrant à nouveau par parties, l'intégrale dans le membre de gauches'écrit :

α(t)

[
(T − t) − 1

H(t)

]
+

∫ T

t

α(v) [H(v)(T − v) − 1] ,
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[1 −H(t)(T − t)] +H(t)α(t)−1

∫ T

t

α(v) [1 −H(v)(T − v)] dv = 1. (V.15)Supposons qu'il existe c ≥ 0 tel que H(t) × (T − t) tend vers −c, lorsque ttend vers T . D'après (V.15), on a alors
[(1 + c) + o(1)] + (1 + c) [u(t) + o(u(t))] = 1, et donc u(t) → − c

1 + c
.Dans le cas où H(t) × (T − t) décroît vers moins l'in�ni, d'après l'équation(V.15), on a l'inégalité

[1 −H(t)(T − t)] × (u(t) + 1) ≤ 1.dont on déduit que lim supt→T u(t) + 1 ≤ 0. Comme u(t) ≥ −1 pour t assezgrand, on a bien u(t) → −1 lorsque t tend vers T .Remarque V.9 � Une nouvelle intégration par parties donne
1

T − t

∫ T

t

u(v)dv =
u(t)

H(t) × (T − t)
− 1.Lorsque H(t)× (T − t) tend vers zéro, on retrouve que u(t) tend nécessaire-ment vers zéro, et l'on peut préciser que u(t) ∼ H(t) × (T − t).Corollaire V.3 � On se place dans le cas d'un univers mortel. Soient unecondition initiale (t0, a0) ∈ ]0, T [×[0,+∞[ ∪ [0, T [×]0,+∞[ et (ts, as) la so-lution du système (IV.14) correspondante dé�nie jusqu'au temps d'explosion

τ = inf{s > 0, ts ≥ T}. Si la décroissance du facteur d'expansion est polyno-miale d'exposant c, alors lorsque s tend vers τ :
ṫs = a∞ × (τ − s)−

c
1+c

+o(1),

T − ts = a∞ × (1 + c) × (τ − s)
1

1+c
+o(1).Démonstration. D'après la proposition V.5, lorsque s tend vers τ , la process-sus as = α(ts)

√
ṫ2s − 1 converge presque sûrement vers une variable stricte-ment positive a∞. Comme α(ts) tend vers zéro, on a en fait la convergencepresque sûre : α(ts)ṫs → a∞. Au voisinage de τ , on en déduit que

∫ T

ts

α(u)du =

∫ τ

s

α(tu)ṫudu = a∞(τ − s) + o(τ − s).



206 Chapitre V Étude de la di�usion temporelleOn a alors
α(ts)ṫs∫ T
ts
α(u)du

=
1

τ − s
+ o

(
1

τ − s

)
,et d'après le lemme V.8, si H(t) × (T − t) tend vers −c < 0 :

−H(ts)ṫs ×
(

1 +
1

c

)
=

1

τ − s
+ o

(
1

τ − s

)
.En intégrant ce développement au voisinage de τ , on obtient

α(ts) = (τ − s)
c

1+c
+o(1) .Comme α(ts)ṫs = a∞+o(1), on a �nalement ṫs = a∞×(τ − s)−

c
1+c

+o(1) , puis,en intégrant
T − ts = a∞ × (1 + c) × (τ − s)

1
1+c

+o(1) .Avant de passer au prolongement des trajectoires de la di�usion temporelleau delà du temps d'explosion τ , nous énonçons le résultat suivant, auquelnous ferons souvent référence dans la suite, et qui comme la proposition V.4concerne le comportement asymptotique de l'intégrale
Cs :=

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du =

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1
, 0 < s0 < s.Lemme V.9 � On se place dans le cas d'un univers mortel. Soit une condi-tion initiale (t0, a0) ∈ ]0, T [×[0,+∞[ ∪ [0, T [×]0,+∞[ et (ts, as) la solu-tion du système (IV.14) correspondante dé�nie jusqu'au temps d'explosion

τ = inf{s > 0, ts ≥ T}. Alors, lorsque s tend vers le temps d'explosion τ , leprocessus Cs converge presque sûrement vers une limite strictement positive.Démonstration. D'après la proposition IV.3, pour tout 0 < s < τ , on a ṫs > 1et lorsque s tend vers τ , ṫs tend presque sûrement vers l'in�ni. L'intégrandedans l'expression de Cs est donc bornée presque sûrement, et comme τ est�ni presque sûrement, on a bien lims→τ Cs < +∞.2.4 Prolongement de la di�usion temporelleComme annoncé dans la section 4 du chapitre IV, nous montrons maintenantque dans le cas d'un univers mortel, le processus (ts, as) a priori dé�ni surl'intervalle [0, τ [ peut être prolongé en une di�usion bien dé�nie sur tout R+,à l'image des composantes temporelles des géodésiques de lumière. Le plus



2. Asymptotique dans un univers mortel 207gros du travail a été fait dans proposition IV.5, où nous avons montré quele couple (ts, as) peut être lancé de points du type (t0 = 0, a0 > 0). Commeau voisinage de τ le processus (ts, as) converge vers (T, a∞), la concaténationdes trajectoires est à portée de main. Nous l'explicitons dans le prochainparagraphe, puis détaillons le comportement asymptotique de la trajectoireprolongée dans le paragraphe 2.4.2.2.4.1 Prolongement des trajectoiresOn rappelle que par hypothèse, dans le cas d'un espace de Robertson-Walkermortel M =]0, T [×αM , le facteur d'expansion est une fonction continue,strictement positive sur ]0, T [ et de limite nulle en zéro et en T . Commeprécédemment, on note α̊ le prolongement périodique de α à la droite réelle.On �xe une condition initiale (t0, a0) ∈ ]0, T [×[0,+∞[ ∪ [0, T [×]0,+∞[. Soit
(ts, as) la solution du système (IV.14) issue de (t0, as), dé�nie jusqu'au tempsd'explosion τ = inf{s > 0, ts ≥ T}.D'après la proposition V.5, lorsque s tend vers τ , le couple (ts, as) convergepresque sûrement vers (T, a∞) où la limite a∞ est strictement positive et�nie presque sûrement. La fonction α étant prolongée en une fonction pério-dique, la proposition IV.5 assure que pour s ≥ τ , le système (IV.14) admetune unique solution (t1s, a

1
s) issue de (T, a∞), dé�nie jusqu'à τ(2T ), le tempsd'atteinte de 2T par le processus t1s. D'après la proposition V.5 à nouveau,lorsque s tend vers τ(2T ), le processus a1

s converge vers une variable a1
∞ stric-tement positive et �nie presque sûrement. À nouveau, d'après la propositionIV.5, le système (IV.14) admet une unique solution (t2s, a

2
s) issue de (2T, a1

∞)et dé�nie jusqu'au temps d'atteinte de 3T par le processus t2s etc. On peutitérer la construction, en concaténant les trajectoires (tis, a
i
s), pour i ∈ N∗,entre les temps d'atteinte successifs des multiples entiers de la période T .Dé�nition V.2 � On appelera di�usion (temporelle) régénérée et on notera

(̊ts, ås) la di�usion dé�nie pour tout s ∈ R+, obtenue à partir de la di�usion
(ts, as), en la prolongeant par continuité aux temps d'atteinte successifs τndes points nT par t̊s, n ∈ N

∗, i.e. τn := inf{s > 0, t̊s = nT}.Remarque V.10 � Il est en fait possible de contruire directement sur R
+ leprolongement (̊ts, ås) de la di�usion initiale (ts, as), sans invoquer la conca-ténation d'excursions entre les temps τn. Rappelons les notations introduitesdans la preuve de la proposition IV.5. La fonction A(t) :=

∫ t
0
α(u)du est uneprimitive de α, A−1 désigne sa réciproque et on pose As := A(ts). Le systèmed'équations di�érentielles stochastiques véri�é par le couple (as, a

2
s) s'écrit
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dAs =
√
a2
s + (α ◦ A−1)2(As)ds,

da2
s = 4σ2a2

sds+ 3σ2(α ◦ A−1)2(As)ds+ dMa2

s ,avec d〈Ma2〉s = 4σ2a2
s (a2

s + (α ◦ A−1)2(As)) ds. Remplaçons la fonction α parson prolongement périodique α̊, partout où elle intervient. On dé�nit ainsila primitive Å(t) :=
∫ t
0
α̊(u)du strictement croissante de α̊ et on désigne par

Å−1 son inverse. On considère alors le nouveau système




dAs =

√
a2
s + (α̊ ◦ Å−1)2(As)ds,

da2
s = 4σ2a2

sds+ 3σ2(α̊ ◦ Å−1)2(As)ds+ dMa2

s ,

(V.16)avec d〈Ma2〉s = 4σ2a2
s(a

2
s + (α̊ ◦ Å−1)2(As))ds. Les coe�cients de ce derniersystème sont des fonctions continues de (A, a2) sur [0,+∞[×[0,+∞[, de plusils sont à croissance au plus linéaire (α̊ est bornée). On en déduit que lesystème (V.16) admet une solution (Ås, |̊a|2s) bien dé�nie sur tout R

+. Leprocessus (̊ts, ås) correspondant est celui de la dé�nition V.2.Remarque V.11 � Au regard de la dernière remarque, la di�usion (̊ts, ås)apparaît directement et naturellement comme une di�usion bien dé�nie surtout R+. A contrario, la convergence de as au voisinage de τ vers la limite
a∞ n'apparaît pas comme une �vraie� convergence asymptotique, ce que lasimulation de la �gure 30 illustre assez bien. A�rmer que as converge presquesûrement lorsque s tend vers τ est du même ordre que dire qu'un mouvementbrownien réel standard (Bs)s≥0 converge presque sûrement au temps s = 1.2.4.2 Asymptotique des trajectoires prolongéesNous décrivons à présent le comportement asymptotique de la di�usion régé-nérée introduite au paragraphe précédent. Par dé�nition, le processus t̊s estcroissant et tend vers l'in�ni avec s. Nous montrons ici que le processus åsest lui aussi transitoire et précisons sa vitesse de divergence.Proposition V.6 � Soient (t0, a0) ∈ ]0, T [×[0,+∞[ ∪ [0, T [×]0,+∞[ et
(̊ts, ås) la di�usion régénérée issue de (t0, a0). Fixons un réel s0 > 0. Il existeun mouvement brownien B et un processus us presque sûrement convergentlorsque s tend vers l'in�ni, tels que, presque sûrement, pour tout s ≥ s0 :

ås = exp
(
σ2s+ σBs + us

)
.En particulier, le processus ås est transitoire.



2. Asymptotique dans un univers mortel 209Démonstration. D'après les propositions IV.3 et V.5, le processus as dont
ås est le prolongement véri�e as > 0 pour tout 0 < s < τ et convergepresque sûrement, lorsque s vers τ , vers une variable strictement positive. Enappliquant la proposition IV.3 entre les temps d'atteinte τn et τn+1, n ∈ N∗,on obtient que le processus régénéré ås est strictement positif pour tout s > 0.On a déjà vu à plusieurs reprise qu'il existe deux mouvements browniensstandard B et B′ tels que dMa

s = σ(asdBs + α(ts)dB
′
s). Auquel cas, pour

0 < s0 < s < τ on a :
log

(
as
as0

)
= σ2(s− s0) + σ(Bs −Bs0) +

σ2

2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du+ σ

∫ s

s0

α(tu)

au
dB′

u.En conservant la même représentation de la martingale Ma sur chaque ex-cursion, on obtient que pour 0 < s0 < s :
log

(
ås
ås0

)
= σ2(s− s0) + σ(Bs −Bs0) +

σ2

2

∫ s

s0

α̊2(̊tu)

å2
u

du+ σ

∫ s

s0

α̊(̊tu)

åu
dB′

u.Les deux derniers termes de cette équation convergent ou divergent simulta-nément. Dans le dernier cas, le terme à variation borné, qui est positif, dominela martingale. Pour s assez grand, on a donc log(̊as) ≥ σ2/2×s+o(s). Commela fonction α̊ est bornée, on en déduit que les deux termes évoqués plus hautsont tous deux connvergents, d'où le résultat.





Chapitre VIÉtude des composantes spatialesde la di�usion
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212 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion1 Asymptotique de la diffusion radialeen courbure négative ou nulleDans cette première section, nous déterminons le comportement asympto-tique de la di�usion radiale (ts, χs, as, bs, cs) introduite dans la section 2du chapitre IV, dans le cas où la �bre M de l'espace de Robertson-Walker
M = I ×α M est de courbure négative ou nulle, i.e. lorsque k = 0 ou −1,ou encore lorsque M = R3 ou H3. On s'intéresse en particulier au compor-tement asymptotique des processus χs, cs/as et ρs = bs/as. A�n d'allégerles expressions, on préfèrera ici la notation rs à f(χs) = sinh(χs) dans lecas hyperbolique. On rappelle que par dé�nition, si (ts, rs, θs, ṫs, ṙs, θ̇s) est ladi�usion relativiste à valeurs dans T 1M exprimée en coordonnées polaires,les processus as, bs, cs et ρs sont dé�nis comme :

as := α(ts)

√
ṫ2s − 1, cs := α2(ts)χ̇s =

α2(ts)ṙs√
1 − kr2

s

~bs := α2(ts)r
2
sθs ∧ θ̇s, bs := |~bs| = α2(ts)r

2
s |θ̇s|, ρs := bs/as,Par ailleurs la relation de pseudo-norme (IV.3) s'écrit

a2
s =

b2s
r2
s

+ c2s, i.e. 1 =
ρ2
s

r2
s

+
c2s
a2
s

.Si (xs, ẋs) désignent les composantes spatiales de la di�usion de Franchi etLe Jan en coordonnées cartésiennes, le lien entre les processus rs, ρs, cs/as et
xs, ẋs est le suivant :




xs = (x1
s, x

2
s, x

3
s) = rs × θs,

ẋs = (ẋ1
s, ẋ

2
s, ẋ

3
s) = ṙs × θs + rs × θ̇s,

ẋs
|ẋs|

=
cs
as

× θs +
ρs
rs

× θ̇s

|θ̇s|
,

siM = R3,





xs = (x0
s, x

1
s, x

2
s, x

3
s) = (

√
1 + r2

s , rs × θs),

ẋs = (ẋ0
s, ẋ

1
s, ẋ

2
s, ẋ

3
s) =

(
rsṙs√
1 + r2

s

, ṙs × θs + rs × θ̇s

)
,

ẋs
|ẋs|

=

(
cs
as

× rs,
cs
as

×
√

1 + r2
s × θs +

ρs
rs

× θ̇s

|θ̇s|

)
,

siM = H3.

En particulier, si I = (1, 2, 3), avec les notations du paragraphe 2.1 du cha-pitre II, le produit vectoriel entre les vecteurs xIs et ẋIs/|ẋIs| s'exprime de la
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xIs ∧

ẋIs
|ẋs|

= ρs × θs ∧
θ̇s

|θ̇s|
, donc ρs =

∣∣∣∣x
I
s ∧

ẋIs
|ẋs|

∣∣∣∣ .Nous allons voir que selon la nature du facteur d'expansion, les comporte-ments asymptotiques des processus rs, ρs et cs/as di�èrent notablement. Dansle paragraphe 1.2, nous décrivons ces comportements dans le cas d'universqui présentent une expansion rapide ou un e�ondrement lent. Le paragraphe1.3 traite lui les cas d'une expansion lente ou d'un e�ondrement rapide. Dansle prochain paragraphe, nous énonçons quelques résultats préliminaires.1.1 Quelques résultats préliminairesNous commençons par donner deux représentations des martingaleMa, M b,et M c de la proposition IV.2 en terme de mouvements browniens indépen-dants. Ces représentations seront fréquemment utilisées dans toute la suite.Lemme VI.1 � Il existe des mouvements browniens standard indépendants
B, B′ et B′′ tels que





dM b
s = σbsdBs +σα(ts)rsdB

′
s + 0

dM c
s = σcsdBs + 0 +σα(ts)dB

′′
s

dMa
s = σasdBs +σα(ts)

ρs
rs
dB′

s +σα(ts)
cs
as
dB′′

s .Une autre représentation possible pour la martingale (Ma,M b,M c) est lasuivante, pour trois nouveaux mouvements browniens standard indépendants
β, β ′ et β ′′ :





dM b
s = σbsdβs +σα(ts)

bs
as
dβ ′

s +σα(ts)rs
cs
as
dβ ′′

s

dM c
s = σcsdβs +σα(ts)

cs
as
dβ ′

s −σα(ts)
bs
asrs

dβ ′′
s

dMa
s = σasdβs +σα(ts)dβ

′
s + 0.



214 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionDémonstration. Un calcul direct montre que les expressions des crochets desmartingales ci-dessus coïncident avec celles des crochets des martingalesMa,
M b, et M c données dans la proposition IV.2.Montrons à présent que comme as, le processus bs est strictement positifpresque sûrement, pour tout s dans l'intervalle ]0, τ [.Lemme VI.2 � Presque sûrement, pour tout 0 < s < τ , le processus bs etdonc les processus rs et |θ̇s| sont strictement positifs.Démonstration. Par dé�nition, on a bs := α2(ts)r

2
s |θ̇|s. Montrer que bs nes'annule pas revient donc à montrer que les processus b2s/r2

s ou b2s/r
3
s nes'annulent pas. D'après la proposition IV.2 et le lemme VI.1, il existe deuxmouvements browniens indépendants B et B′ tels que

dbs =
3σ2

2
bsds+

σ2α2(ts)r
2
s

2bs
ds+ σbsdBs + σα(ts)rsdB

′
s.D'après la formule d'Itô, pour tout 0 < s < τ , le rapport b2s/r2

s = α4(ts)r
2
s |θ̇|2svéri�e l'équation :

d
b2s
r2
s

= 4σ2 b
2
s

r2
s

ds−2
b2s
r2
s

ṙs
rs
ds+2σ2α2(ts)ds+2σ

b2s
r2
s

dBs+2σα(tu)
bs
rs
dB′

s. (VI.1)Supposons que b0 = 0 ; alors τ0 := inf{s > 0, bs > 0} = 0 presque sûrement.En e�et, si τ0 était strictement positif avec une probabilité non nulle, enintégrant l'équation (VI.1), on aurait la contradiction
0 = 2σ2

∫ τ0/2

0

α2(tu)du > 0.On peut donc toujours se ramener au cas où b0 est strictement positif. Parcontinuité, on a alors τ1 := inf{s > τ0, bs = 0} > 0 presque sûrement.Notons que sur l'intervalle ]0, τ1[, le processus rs est alors strictement positif.En appliquant la formule d'Itô à la fonction logarithme, on obtient que sur
]0, τ1[, le processus bs s'écrit :

bs = b0 exp
(
σ2s+ σBs +Ms

)
, (VI.2)où le crochet de la martingale Ms est donné par :

d〈M〉s = σ2 α2(ts)r
2
sb

−2
s ds. (VI.3)En particulier, pour tout 0 < s < τ1, on a

e2Msd〈M〉s = σ2b−2
0 α2(ts)r

2
s exp(−2σ2s− 2σBs)ds.



1. La di�usion radiale en courbure négative 215En intégrant la dernière équation, si β désigne le mouvement brownien deDambis-Dubins-Schwarz associé à la martingale M , on obtient alors :
∫ 〈M〉s

0

e2βudu = σ2b−2
0

∫ s

0

α2(tu)r
2
u exp(−2σ2u− 2σBu)du.Comme α(ts) et rs sont �nis presque sûrement sur l'intervalle [0, τ [, presquesûrement, le membre de droite de la dernière équation est �ni, et stricte-ment positif pour tout s < τ . On en déduit que le crochet 〈M〉s et doncla martingale Ms sont �nis presque sûrement pour tout s < τ . Finalement,d'après l'équation (VI.2), on conclut que τ1 ≥ τ . Presque sûrement, bs estbien strictement positif pour tout 0 < s < τ .1.2 Cas d'une expansion rapide � e�ondrement lentNous décrivons ici le comportement asymptotique des processus rs et ρs dansun espace de Robertson-Walker éternel où l'expansion est rapide ou dansun univers mortel ou l'expansion est lente Rappelons que dans un universéternel (resp. mortel), on dit que l'expansion est rapide (resp. l'e�ondrementest lent) lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable au voisinagede T ≤ +∞.1.2.1 Comportement asymptotique de rsOn s'intéresse tout d'abord à la convergence du processus radial rs. Rappelonsqu'étant données des conditions initiales raisonnables (ξ0, ξ̇0) dans M = R3ou H3, on peut toujours choisir l'origine du système de coordonnées polairessur M de sorte que r0 est aussi grand que l'on veut.Proposition VI.1 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walkerdont la �bre et de courbure négative ou nulle. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditionsinitiales raisonnables et (ts, rs, as, bs, cs) la solution du système (IV.19) cor-respondante. Si l'expansion est rapide ou l'e�ondrement est lent, le processusradial rs converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, vers une va-riable aléatoire �nie r∞. Quitte à choisir r0 assez grand, on a r∞ > 0 presquesûrement.Démonstration. La convergence de rs découle directement de la relation depseudo-norme. En e�et, la majoration |cs/as| ≤ 1 donne après intégration :

∫ s

0

|ṙu|√
1 − kr2

u

du ≤
∫ s

0

ṫu
α(tu)

du =

∫ ts

t0

du

α(u)
.



216 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionSi l'expansion est rapide, la dernière intégrale converge p.s., lorsque s tendvers l'in�ni, et il en est donc de même pour la variation totale du processusradial rs. Dans le cas euclidien et hyperbolique, on a alors respectivement,pour tout s > 0 :
|rs − r0| ≤

∫ T

t0

du

α(u)
, |argsh (rs) − argsh (r0)| ≤

∫ T

t0

du

α(u)
.En particulier, en choisissant r0 su�samment grand, la limite r∞ du processus

rs est strictement positive presque sûrement.
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Figure 31: Exemples de trajectoires radiales avec k = 0 ou −11.2.2 Comportement asymptotique de ρsDécrivons à présent le comportement asymptotique du rapport ρs = bs/as. Laproposition suivante montre que ρs converge presque sûrement si et seulementsi l'intégrale Cs, objet de la proposition V.4 et du lemme V.9, est elle-mêmeconvergente.Proposition VI.2 � Soit M = I×αM un espace de Robertson-Walker dontla �bre et de courbure négative ou nulle. On suppose que l'expansion est ra-pide ou que l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales rai-sonnables et (ts, rs, as, bs, cs) la solution du système (IV.19) correspondante.Selon la nature de l'intégrale Cs, le processus ρs véri�e la dichotomie sui-vante :



1. La di�usion radiale en courbure négative 217� si l'intégrale Cs converge presque sûrement lorsque s tend vers τ , alors
ρs := bs/as converge presque sûrement vers une limite ρ∞ presque sû-rement positive ;� si l'intégrale Cs tend presque sûrement vers l'in�ni lorsque s tend vers
τ , alors ρs := bs/as véri�e :

lim inf
s→τ

ρs = 0, lim sup
s→τ

ρs = r∞.Démonstration. Commençons par traiter le cas où Cs converge presque sû-rement lorsque s tend vers τ . D'après la proposition IV.2 et le lemme VI.1,il existe des mouvements browniens réels indépendants B, B′ et B′′, tels queles processus a et b véri�ent les équations di�érentielles stochastiques :




dbs = σ2

(
3

2
bs +

α2(ts)r
2
s

2bs

)
ds+ dM b

s ,

das = σ2

(
3

2
as +

α2(ts)

as

)
ds+ dMa

s ,où les martingales Ma et M b sont données par
dM b

s = σ (bsdBs + α(ts)rsdB
′
s) ,

dMa
s = σ

(
asdBs + α(ts)

ρs
rs
dB′

s + α(ts)
cs
as
dB′′

s

)
.Par ailleurs, on sait que as et bs sont presque sûrement strictement positifspour tout 0 < s < τ . D'après la formule d'Itô, pour tout 0 < s0 < s < τ , ona alors la décomposition

log (ρs) − log (ρs0) = Ms −Rs, avec Ms := σ

∫ s

s0

α(tu)ru
bu

dB′
u, (VI.4)et Rs :=

σ2

2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du+ σ

∫ s

s0

α(tu)

au

ρu
ru
dB′

u + σ

∫ s

s0

α(tu)

au

cu
au
dB′′

u.Sous l'hypothèse que Cs converge presque sûrement, le processus Rs convergelui-même presque sûrement. D'autre part, si l'expansion est rapide ou l'e�on-drement est lent, on a vu dans la proposition VI.1 que rs converge presquesûrement, lorsque s tend vers l'in�ni ; en particulier, rs est borné. Commeon a toujours 0 < ρs ≤ rs, le processus log(ρs) est majoré. D'après l'équa-tion (VI.4), on en déduit que la martingale Ms est elle aussi majorée, donc



218 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionqu'elle converge presque sûrement, lorsque s tend vers τ . Le processus log(ρs)est alors lui même convergent, d'où le premier point de la proposition. Pas-sons au cas où l'intégrale Cs tend presque sûrement vers l'in�ni lorsque stend vers τ . Quitte à changer l'origine du système de coordonnées sur M ,on peut supposer que la limite r∞ du processus radial est strictement posi-tive presque sûrement. Avec les notations précédentes, le processus Rs tendalors presque sûrement vers plus l'in�ni. Précisément, lorsque s tend vers
τ , on a Rs/Cs = σ2/2 + o(1). Supposons qu'il existe ε = ε(ω) > 0 tel que
lim infs→+∞ ρs(ω) ≥ ε. D'après l'équation (VI.4), pour s assez grand, onaurait alors d'une part

log(ε/2) ≤ log(ρs) = log(ρs0) +Ms −Rs, (VI.5)et d'autre part,
〈M〉s = σ2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

× r2
u

ρ2
u

du ≤ 4σ2 ε−2 r2
∞

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du = O(Cs).En particulier, lorsque s tend vers τ , Ms/Cs tendrait presque sûrement verszéro. En divisant chaque terme de l'équation (VI.5) par Cs, puis en faisanttendre s vers τ , on aurait alors à la limite 0 ≤ −σ2/2, d'où une contradiction.On a donc bien
lim inf
s→τ

ρs = 0 presque sûrement.Montrons à présent que lim sups→τ ρs = r∞. Raisonnons par l'absurde etsupposons qu'il existe ε = ε(ω) > 0 tel que, pour tout s0(ω) < s < τ assezgrand, on ait ρ2
s/r

2
s ≤ 1− ε2, ou de manière équivalente c2s/a2

s ≥ ε2. Quitte àaugmenter s0, on peut supposer que pour tout s > s0, on a aussi rs ≥ r∞/2.D'après la proposition IV.2 et le lemme VI.1, les équations di�érentiellesstochastiques véri�ées par les processus cs et as sont :




dcs =

(
3σ2

2
cs +

b2s ṙs
csr3

s

)
ds+ dM c

s ,

das = σ2

(
3

2
as +

α2(ts)

as

)
ds+ dMa

s ,où les martingales M c et Ma sont données par
dM c

s = σ (csdBs + α(ts)dB
′′
s ) ,

dMa
s = σ

(
asdBs + α(ts)

ρs
rs
dB′

s + α(ts)
cs
as

dB′′
s

)
.



1. La di�usion radiale en courbure négative 219Fixons un tel 0 < s0 < τ ; d'après la formule d'Itô, pour tout s > s0, leprocessus cs/as se décompose alors en :
cs
as

− cs0
as0

= Is − Js +M c/a
s , (VI.6)où l'on a posé

Is :=

∫ s

s0

ρ2
u

r2
u

×
√

1

r2
u

− k × au
α2(tu)

du, Js := σ2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

cu
au
du,

M c/a
s := σ

∫ s

s0

(
α(tu)

au

ρu
ru

cu
au
dB′

u −
α(tu)

au

(
1 − c2u

a2
u

)
dB′′

u

)
.L'expansion étant rapide ou l'e�ondrement étant lent, l'intégrale croissante

Is converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni. En e�et, pour tout
s > s0, on a

Is ≤
√

4

r2
∞

− k ×
∫ s

s0

au
α2(tu)

du ≤
√

4

r2
∞

− k ×
∫ +∞

t0

du

α(u)
< +∞.D'autre part, le crochet de la martingale M c/a

s véri�e
〈M c/a〉s = σ2

∫ s

s0

(
1 − c2u

a2
u

)
× α2(tu)

a2
u

du = O (Cs) .En�n, comme |cs/as| ≥ ε, on a
|Js| ≥ ε× σ2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du = ε× σ2 Cs.En divisant chaque terme de l'équation (VI.6) par Cs et en faisant tendre svers τ , on obtient la contradiction :
0 = lim

s→τ

∣∣∣∣
cs
as

− cs0
as0

− Is −M c/a
s

∣∣∣∣ /Cs = lim
s→τ

|Js|/Cs ≥ ε× σ2 > 0.Presque sûrement, on a donc bien
lim sup
s→τ

ρs = r∞.



220 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionRemarque VI.1 � D'après l'équation (VI.4), log(ρs) se décompose en :
log (ρs) − log (ρs0) = Ms − Rs.Le processus Rs converge si et seulement si Cs converge c'est-à-dire si etseulement si ρs converge. Dès lors, on peut aussi a�rmer que ρs converge siet seulement si la martingale Ms converge. En e�et, si ρs et Rs convergentpresque sûrement, Ms converge également d'après l'équation (VI.4). D'autrepart, si ρs et Rs divergent presque sûrement, alors la martingale Ms estdivergente. Si ce n'était pas le cas, l'équation (VI.4) impliquerait que log(ρs)tend vers moins l'in�ni, i.e. ρs tend vers zéro d'où une contradiction.
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Figure 32: Exemple de trajectoire de rs et ρs lorsque l'expansion est rapide etpolynomiale.Corollaire VI.1 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walkeréternel dont la �bre et de courbure négative ou nulle et où l'expansion estrapide. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnables et (ts, rs, as, bs, cs)la solution du système (IV.19) correspondante.� si l'expansion est polynomiale, alors lorsque s tend vers l'in�ni, leprocessus ρs := bs/as converge presque sûrement vers une limite ρ∞presque sûrement positive ;� si l'expansion est exponentielle, alors le processus ρs := bs/as est récur-rent ; il véri�e :
lim inf
s→+∞

ρs = 0, lim sup
s→+∞

ρs = r∞.



1. La di�usion radiale en courbure négative 221Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe des propositionsV.4 et VI.2.
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Figure 33: Oscillations du processus ρs entre zéro et r∞ lorsque l'expansion estexponentielle.Corollaire VI.2 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walkermortel dont la �bre est de courbure négative ou nulle, et où l'e�ondrementest lent. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnables et (ts, rs, as, bs, cs)la solution du système (IV.19) correspondante. Alors, lorsque s tend vers τ ,le processus ρs := bs/as converge presque sûrement vers une limite ρ∞ presquesûrement positive.Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe des propositionsdu lemme V.9 et de la proposition VI.2.La proposition suivante précise le comportement asymptotique du processus
bs lorsque ρs = bs/as est récurrent dans [0, r∞], c'est-à-dire lorsque l'intégrale
Cs est divergente.Proposition VI.3 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walkeréternel dont la �bre et de courbure négative ou nulle et où l'expansion estrapide. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnables et (ts, rs, as, bs, cs)la solution du système (IV.19) correspondante. On suppose que l'intégrale
Cs tend presque sûrement vers l'in�ni avec s. Alors, le processus bs tend enprobabilité vers l'in�ni, lorsque s tend vers l'in�ni.



222 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionDémonstration. En adoptant les mêmes notations que dans la propositionVI.2, pour 0 < s0 < s on a :
as = as0 exp

(
−σ2s0 − σBs0

)
exp

(
σ2s+ σBs +Rs

)
,

bs = bs0 exp
(
−σ2s0 − σBs0

)
exp

(
σ2s+ σBs +Ms

)
.Nous allons voir que lorsque s tend vers l'in�ni, le processus Ms/Cs convergeen probabilité vers la constante σ2/2, où comme précédemment :

Cs =

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du =

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1
.Dans la preuve de la proposition V.4, on a vu que lorsque H∞ > 0, Cs/s tendpresque sûrement vers ν̄H∞,σ(f) ∈]0,+∞[. Par ailleurs, lorsque H∞ = 0,d'après la remarque V.4, Cs/s tend presque sûrement vers zéro, lorsque stend vers l'in�ni. Dans les deux cas, lorsque s tend vers l'in�ni, on aura donc

bs = exp

[
s×

(
σ2 +

Ms

Cs
× Cs

s
+ o(1)

)]
−→ +∞.Montrons donc que Ms/Cs converge en probabilité vers la constante σ2/2,lorsque s tend vers l'in�ni, ou de manière équivalente que MC−1

s
/s tend vers

σ2/2, où C−1
s désigne l'inverse généralisé de Cs. D'après l'équation (VI.3) dulemme VI.2, le crochet de Ms est donné par :

d〈M〉s = σ2 α2(ts)r
2
sb

−2
s dsOn a donc, pour 0 < s0 < s :

e2Msd〈M〉s = σ2 b−2
s0
α2(ts)r

2
s exp

(
−2σ2(s− s0) − 2σ(Bs − Bs0)

)
ds,ou encore

e2Msd〈M〉s = σ2 ρ−2
s0
r2
s exp(2Rs)dCs.Sous l'hypothèse que r∞ > 0, on a alors, pour s > s1 assez grand :

e2Msd〈M〉s = exp (2Rs +O(1))dCs.Par ailleurs, il existe un mouvement brownien standard B̃ tel que :
Rs =

σ2

2
Cs + σB̃(Cs).



1. La di�usion radiale en courbure négative 223Désignons par β le mouvement brownien de Dambis-Dubins-Schwarz associéà Ms. Pour s > s1, en intégrant l'expression de exp(2Ms)d〈M〉s, on obtientalors
∫ 〈M〉(C−1

s )

〈M〉(C−1
s1

)

e2βvdv =

∫ s

s1

exp
(
σ2v + 2σB̃(v) +O(1)

)
dv = exp

(
σ2s+ o(s)

)
.Si l'on pose s′1 := 〈M〉(C−1

s1
), on en déduit que, pour s, t > 0 avec t× s > s1 :

〈M〉(C−1
ts ) = inf

{
v > s′1,

∫ v

s′1

e2βvdv > exp
(
σ2ts+ o(ts)

)
}
.Considérons le processus

Xt :=
(
β

(s)
t , 〈M〉(s)t

)
=
(
s−1βs2t, s−2〈M〉(C−1

st )
)
.D'après l'invariance d'échelle (βs2t)t≥0

d
= s(βt)t≥0, pour s, t > 0 avec t× s >

s1 :
Xt

d
=

(
βt, inf

{
u >

s′1
s2
,

∫ u

s′1/s
2

e2sβvdv > s−2 × exp
[
σ2st+ o(ts)

]
})

,ou encore
Xt

d
=


βt, inf



u >

s′1
s2
,

[∫ u

s′1/s
2

e2sβvdv

]1/2s

> exp

[
σ2t

2
(1 + o(1))

]



 .En composant, on obtient que s−1M(C−1

st ) = β
(s)

〈M〉(s)t

a même loi que
Y

(s)
t := β


inf



u >

s′1
s2
,

[∫ u

s′1/s
2

e2sβvdv

]1/2s

> exp

[
σ2t

2
(1 + o(1))

]



 .Or, lorsque s tend vers l'in�ni, pour presque toute trajectoire brownienne,on a : [∫ u

s′1/s
2

e2sβvdv

]1/2s

−→ sup
y∈[0,u]

exp(βy) = exp sup
y∈[0,u]

βy.Presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, la deuxième composante duvecteur Xt converge donc vers inf{u > 0, βu = σ2t
2
}, et Y (s)

t converge presquesûrement vers σ2t/2. Finalement, le processus s−1M(C−1
st ) converge donc enloi vers σ2t/2, en particulier, pour t = 1, s−1M(C−1

s ) converge en loi (doncen probabilité) vers la constante σ2/2, d'où le résultat.



224 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion1.3 Cas d'une expansion lente � e�ondrement rapideNous décrivons à présent le comportement asymptotique de la di�usion ra-diale lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrable au voisi-nage de T . Comme dans le paragraphe précédent, on commence par décrirele comportement asymptotique du processus rs1.3.1 Comportement asymptotique de rsOn montre ici que dans un univers éternel où l'expansion est lente ou dansun univers mortel où l'e�ondrement est rapide, le processus radial rs esttransitoire et on précise sa vitesse de divergence.Proposition VI.4 � Soit M = I×αM un espace de Robertson-Walker dontla �bre et de courbure négative ou nulle. On suppose que M est éternel et quel'expansion est lente ou que M est mortel et l'e�ondrement est rapide. Soient
(ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnables et (ts, rs, as, bs, cs) la solution dusystème (IV.19) correspondante. Alors, le processus cs/as converge presquesûrement vers 1, lorsque s tend vers τ . En particulier, pour s assez grand, leprocessus radial rs est croissant. Presque sûrement, lorsque s tend vers τ , rstend vers l'in�ni et l'on a les équivalents suivants :

rs ∼
∫ s au

α2(tu)
du si M = R3, log(rs) ∼

∫ s au
α2(tu)

du si M = H3.Remarque VI.2 � Avant de donner la preuve de la proposition, rappelonstout d'abord que d'après l'hypothèse 5, dans le cas d'un univers éternel, lefacteur d'expansion est à croissance polynomiale ou exponentielle. Si l'expan-sion est lente, on a alors nécessairement H(t)×t → c ≤ 1, lorsque t tend versl'in�ni. En e�et, si H(t)×t tendait vers c = 1+ε > 1, on aurait α(t) > t1+ε/2pour t assez grand, et 1/α serait intégrable au voisinage de l'in�ni.Démonstration. On reprend la décomposition (VI.6) obtenue dans la preuvede la proposition VI.2 :
cs
as

− cs0
as0

= Is − Js +M c/a
s ,avec

Is :=

∫ s

s0

ρ2
u

r2
u

×
√

1

r2
u

− k × au
α2(tu)

du, Js := σ2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

cu
au
du,

M c/a
s := σ

∫ s

s0

(
α(tu)

au

ρu
ru

cu
au
dB′

u −
α(tu)

au

(
1 − c2u

a2
u

)
dB′′

u

)
.
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Figure 34: Divergence de rs lorsque k = 0 ou −1.Comme nous venons de le rappeler dans la remarque VI.2, dans un universéternel où l'expansion est lente, H(t)× t tend vers c ≤ 1, lorsque t tend versl'in�ni. D'après la proposition V.4, l'intégrale
Cs =

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du =

∫ s

s0

du

ṫ2u − 1converge donc presque sûrement, lorsque s tend τ = +∞. D'après le lemmeV.9, l'intégrale Cs converge également, lorsque s tend vers τ , dans un uni-vers mortel. Par ailleurs, d'après la relation de pseudo-norme (IV.17), on atoujours ρs/rs ≤ 1 et |cs/as| ≤ 1. On en déduit que la martingaleM c/a
s , dontle crochet s'écrit

〈M c/a〉s = σ2

∫ s

s0

(
1 − c2u

a2
u

)
α2(tu)

a2
u

du,converge presque sûrement, lorsque s tend vers τ , ainsi que le processus Js.De l'équation (VI.6), on déduit alors que l'intégrale croissante Is est presquesûrement convergente, lorsque s tend vers τ , et donc que les processus cs/asainsi que ρs/rs =
√

1 − c2s/a
2
s sont eux-mêmes convergents. Notons en�n quelorsque l'expansion est lente, ou l'e�ondrement est rapide, l'intégrale

∫ s

s0

au
α2(tu)

du =

∫ s

s0

√
ṫ2u − 1

α(tu)
du =

∫ ts

ts0

du

α(u)
+ o

(∫ ts

ts0

du

α(u)

) (VI.7)



226 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usiondiverge presque sûrement, lorsque s tend vers τ . Nous pouvons maintenantpréciser le comportement asymptotique du processus rs en fonction de lacourbure spatiale k. Lorsque la courbure k est égale à −1, le processus c2s/a2
stend presque sûrement vers 1. En e�et, si tel n'était pas le cas, d'après larelation de pseudo-norme, le processus ρ2

s/r
2
s admettrait une limite stricte-ment positive, et en vertu de (VI.7), l'intégrale croissante Is serait divergente.Lorsque s tend vers τ , on a donc cs/as → −1, ou cs/as → 1. Le premier casest impossible ; en e�et, si cs/as → −1, pour s ≥ s1 assez grand, on aurait

cs/as ≤ −1/2, c'est à dire
ṙs ≤ −as

√
1 + r2

s

2 × α2(ts)
≤ −1

2
× as
α2(ts)

, donc rs − rs1 ≤ −1

2

∫ s

s1

au
α2(tu)

→ −∞.Presque sûrement, on a donc nécessairement cs/as → 1. En particulier, rsest croissant pour s assez grand, et comme la convergence cs/as → 1 s'écritencore ṙs/√1 + r2
s ∼ as/α

2(ts), en intégrant, on en déduit que rs tend versl'in�ni lorsque s tend vers τ avec
log(rs) ∼

∫ s

.

au
α2(tu)

du.Passons au cas où la courbure de l'espace est nulle, i.e., k = 0. Dans ce cas,la limite de cs/as est non nulle presque sûrement. En e�et, si avec probabilitépositive, on avait la convergence cs/as → 0, c'est à dire
ṙs = o

(
as

α2(ts)

)
, pour s assez grand, on aurait rs ≤ (∫ s

.

au
α2(tu)

du

)
.Dès lors, lorsque s tend vers τ , l'intégrale convergente Is serait minorée parl'intégrale divergente :

1

2

∫ s

.

(∫ u

.

av
α2(tv)

dv

)−1
au

α2(tu)
du =

1

2
log

(∫ s

.

av
α2(tv)

dv

)
.Presque sûrement, on a donc lims→+∞ c2s/a

2
s > 0 et en fait lims→+∞ cs/as > 0.En e�et, si on avait cs/as → −ε < 0, pour s ≥ s1 assez grand, on aurait

cs/as ≤ −ε/2, c'est à dire ṙs ≤ −ε/2 × as/α
2(ts). En intégrant, on aurait lacontradiction :

rs − rs1 ≤ −ε
2

∫ s

s1

au
α2(tu)

→ −∞, lorsque s→ τ.On a donc lims→τ cs/as = ε > 0 presque sûrement. Comme précédemment,pour s assez grand, le processus rs est donc croissant et il véri�e la minora-tion :
rs ≥

ε

2

∫ s

.

au
α2(tu)

, en particulier lim inf
s→τ

rs = +∞.



1. La di�usion radiale en courbure négative 227La divergence de rs permet de préciser que cs/as converge vers 1 commedans le cas hyperbolique. En e�et, si cs/as convergeait vers 1− ε avec ε > 0,on aurait ρs/rs > ε/2 pour s assez grand et le processus ρs serait doncaussi divergent. Avec les notations de la preuve de la proposition VI.2, lamartingaleMs dans (VI.4) tendrait vers plus l'in�ni, d'où une contradiction.La convergence de cs/as vers 1 induit l'équivalent asymptotique suivant pourle processus rs, lorsque s tend vers τ :
rs ∼

∫ s

.

au
α2(tu)

du.1.3.2 Comportement asymptotique de ρsDans ce paragraphe, nous donnons une condition nécessaire et su�sante pourla convergence du rapport ρs = bs/as lorsque l'inverse du facteur d'expan-sion n'est pas intégrable au voisinage de T ≤ +∞. Rappelons que dans lapreuve de la proposition VI.2, nous avons obtenu la décomposition (VI.4) duprocessus log(ρs), pour tout 0 < s0 < s :
log (ρs) − log (ρs0) = Ms −Rs, avec Ms := σ

∫ s

s0

α(tu)ru
bu

dB′
u,

Rs :=
σ2

2

∫ s

s0

α2(tu)

a2
u

du+ σ

∫ s

s0

α(tu)

au

ρu
ru
dB′

u + σ

∫ s

s0

α(tu)

au

cu
au
dB′′

u.Dans le cas d'un univers éternel où l'expansion est lente, d'après la remarqueVI.2, le produitH(t)×t tend, lorsque t tend vers l'in�ni, vers une constante cnécessairement inférieure ou égale à 1. D'après la proposition V.4, le processus
Cs converge alors presque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni, et le processus
Rs converge lui aussi presque sûrement. Dans un univers mortel, d'après lelemme V.9, lorsque s tend vers le temps d'explosion τ , les processus Cs et
Rs sont également convergents. Le comportement asymptotique du processus
log(ρs) est donc entièrement déterminé par celui de la martingale Ms. On ala dichotomie suivante :� si la martingaleMs converge presque sûrement lorsque s tend vers τ , lerapport ρs converge lui aussi presque sûrement vers une variable limite

ρ∞ strictement positive presque sûrement ;� si la martingale Ms diverge presque sûrement lorsque s tend vers τ ,alors on a
lim inf
s→τ

ρs = 0, lim sup
s→τ

ρs = +∞ p.s.



228 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionLe lemme suivant fournit une condition nécessaire et su�sante pour la conver-gence de la martingale Ms.Lemme VI.3 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walker dontla �bre et de courbure négative ou nulle. On suppose que M est éternel etque l'expansion est lente ou que M est mortel et l'e�ondrement est rapide.Considérons des conditions initiales raisonnables (ξ0, ξ̇0) et la di�usion ra-diale (ts, rs, as, bs, cs) correspondante, solution du système (IV.19). Alors, lamartingale Ms dans l'équation (VI.4) converge presque sûrement, lorsque stend vers τ , si et seulement si
∫ τ

.

r2
s ṫ

−2
s ds < +∞.Démonstration. On reprend le début de la preuve de la proposition VI.3 ;pour tout 0 < s0 < s < τ , les processus as et bs s'écrivent :

as = as0 exp
(
−σ2s0 − σBs0

)
exp

(
σ2s+ σBs +Rs

)
,

bs = bs0 exp
(
−σ2s0 − σBs0

)
exp

(
σ2s+ σBs +Ms

)
.Considérons tout d'abord le cas d'un univers éternel. Par hypothèse, l'expan-sion est polynomiale. D'après la proposition V.2, ṫs tend vers l'in�ni avec s,lorsque s tend vers l'in�ni et on a :

as = α(ts)

√
ṫ2s − 1 = α(ts)ṫs ×

√
1 − ṫ−2

s = α(ts)ṫs × (1 + o(1)) .De la première équation, comme d'après la proposition V.4 Rs convergepresque sûrement, on déduit alors que, lorsque s tend vers l'in�ni :
α(t)ṫs = (1 + o(1)) × exp

(
σ2s+ σBs +O(1)

)
. (VI.8)Dans la preuve du lemme VI.2, nous avons vu que, si β désigne le mouvementbrownien de Dambis-Dubins-Schwarz associé à M , alors :

∫ 〈M〉s

0

e2βudu = σ2b−2
s0

∫ s

s0

α2(tu)r
2
u exp(−2σ2u− 2σBu)du. (VI.9)La martingale Ms converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, siet seulement si son crochet 〈M〉s converge, donc si et seulement si le termede droite dans l'équation (VI.9) est lui même convergent. D'après (VI.8),



1. La di�usion radiale en courbure négative 229le membre de droite dans l'équation (VI.9) converge presque sûrement si etseulement si ∫ +∞

.

r2
s ṫ

−2
s ds < +∞,d'où le résultat. Dans le cas d'un univers mortel, d'après la proposition V.5,au voisinage de τ , on a as ∼ α(ts)ṫs = a∞ + o(1) avec a∞ strictement po-sitif presque sûrement. Par ailleurs, exp(−2σ2s − 2σBs) converge presquesûrement vers une variable strictement positive. Comme dans le cas éternel,d'après l'équation (VI.9) le crochet de la martingale Ms converge alors si etseulement si ∫ τ

.

r2
s ṫ

−2
s ds < +∞,d'où le résultat.1.3.3 Comportement asymptotique de ρs dans un univers éternelNous traduisons maintenant la convergence de l'intégrale stochastique dansle lemme VI.3 en fonction de la limite de H(t) × t au voisinage de l'in�ni.Nous montrons ainsi le résultat suivant :Proposition VI.5 � On considère un espace de Robertson-Walker éter-nel M = I ×α M où la �bre M est euclidienne ou hyperbolique et où l'ex-pansion est lente. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnables et soit

(ts, rs, as, bs, cs) la solution du système (IV.19) correspondante. On a alorsles comportements asymptotiques suivants :� lorsque la �bre est euclidienne et 0 < limt→+∞H(t)×t ≤ 1, le processus
ρs converge presque sûrement vers une variable ρ∞ > 0 p.s. ;� lorsque la �bre est hyperbolique et limt→+∞H(t) × t < 1, on a

lim inf
s→+∞

ρs = 0, lim sup
s→+∞

ρs = lim inf
s→+∞

rs = +∞.Démonstration. D'après le paragraphe précédent et lemme VI.3, le proces-sus log(ρs) converge lorsque s tend vers l'in�ni si et seulement si l'intégrale∫ +∞
.

r2
s ṫ

−2
s ds est �nie. Supposons tout d'abord que la �breM est euclidienne.Dans ce cas, d'après la proposition VI.4, lorsque s tend vers τ on a

r2
s ∼

(∫ s au
α2(tu)

du

)2

.La condition nécessaire et su�sante de convergence de log(ρs) du lemme VI.3s'écrit donc encore
∫ +∞

ṫ−2
s

(∫ s au
α2(tu)

du

)2

ds < +∞. (VI.10)



230 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionLe premier point de la proposition découle alors directement des estimésasymptotiques de la proposition V.2. Si 0 < c := limt→+∞H(t) × t ≤ 1,presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, on a en e�et :
1

s
log(ṫs) −→

σ2

1 + c
,

1

s
log

(
as

α2(ts)

)
−→ σ21 − c

1 + c
.Passons maintenant au cas où la �bre M est hyperbolique. D'après la pro-position VI.4, le processus cs/as tend presque sûrement vers 1 lorsque s tendvers l'in�ni. Précisons sa vitesse de convergence. L'intégrale Is convergeantpresque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, il en est de même pour l'inté-grale ∫ s

s0

ρ2
u

r2
u

× au
α2(tu)

du =

∫ s

s0

(
1 − c2u

a2
u

)
× au
α2(tu)

du.Pour s > s0 assez grand, on a par ailleurs :
cs
as

=

√
1 − ρ2

s

r2
s

= 1 −
(

1

2
+ o(1)

)
ρ2
s

r2
s

,c'est-à-dire
ṙs√

1 + r2
s

=
as

α2(ts)
−
(

1

2
+ o(1)

)
ρ2
s

r2
s

× as
α2(ts)

.En intégrant, on peut préciser l'équivalent de la proposition VI.4 :
rs = sinh

(∫ s au
α2(tu)

du+O(1)

)
= exp

(∫ s au
α2(tu)

du+ O(1)

)
. (VI.11)Dans le cas hyperbolique, le critère du lemme VI.3 est donc équivalent à laconvergence de l'intégrale :

∫ +∞
ṫ−2
s exp

(
2

∫ s au
α2(tu)

du

)
ds.Lorsque c := limt→+∞H(t)×t < 1, les estimés de la proposition V.2 rappelésci-dessus permettent d'a�rmer que cette intégrale est divergente, d'où lerésultat.Remarque VI.3� Lorsque la �bre est hyperbolique et limt→+∞H(t)×t = 1,la convergence de ρs est intimement liée à la croissance de ∫ t du/α(u) parrapport à log(t). Par exemple, si α(t) = t log(t) i.e
∫ t
du/α(u) = log log(t),le processus log(ρs) converge presque sûrement puisque

∫ +∞
ṫ−2
s exp

(
2

∫ s au
α2(tu)

du

)
ds ∼

∫ +∞
ṫ−2
s log(ts)

2ds < +∞.



1. La di�usion radiale en courbure négative 231À l'opposé, si α(t) = t/ log(t) i.e H(t) × t = 1 − 1/ log(t) auquel cas
2
∫ t
du/α(u) = log(t)2, le processus ρs oscille entre zéro et l'in�ni puisque
∫ +∞

ṫ−2
s exp

(
2

∫ s au
α2(tu)

du

)
ds ∼

∫ +∞
ṫ−2
s exp

(
log(ts)

2
)
ds = +∞.
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Figure 35: Convergence de ρs lorsque α(t) = t log(t) et k = −1.1.3.4 Comportement de ρs dans un univers mortelOn donne à présent des conditions nécessaires et su�santes pour la conver-gence du processus ρs dans espace de Robertson-Walker mortel, dont la �breest euclidienne ou hyperbolique, lorsque l'e�ondrement est rapide.Proposition VI.6 � On considère un espace de Robertson-Walker mortel
M = I ×αM où la �bre M est euclidienne ou hyperbolique et où l'e�ondre-ment est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnables et soit
(ts, rs, as, bs, cs) la solution du système (IV.19) correspondante. On a alorsles comportements asymptotiques suivants :� lorsque la �bre M est euclidienne, le processus ρs = bs/as convergepresque sûrement vers une variable ρ∞ presque sûrement positive ;� lorsque la �bre M est hyperbolique, le processus ρs = bs/as convergepresque sûrement si et seulement si

∫ τ

α3(u) exp

(
2

∫ u dv

α(v)

)
du < +∞.



232 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionDémonstration. D'après le paragraphe 1.3.2 et lemme VI.3, le processus
log(ρs) converge lorsque s tend vers τ si et seulement si l'intégrale ∫ τ

.
r2
s ṫ

−2
s dsest �nie. Traitons tout d'abord le cas où la �bre M est euclidienne. D'aprèsla proposition VI.4, lorsque s tend vers τ , on a :

rs ∼
∫ ts du

α(u)
.Le processus log(ρs) converge donc presque sûrement, lorsque s tend vers τ ,si et seulement si ∫ τ

ṫ−2
s

(∫ ts du

α(u)

)2

ds < +∞.D'après la proposition V.5, lorsque s tend vers τ , as ∼ α(ts)ṫs convergepresque sûrement vers a∞ strictement positif. L'intégrale précédente est donc�nie si et seulement si
∫ τ

α3(ts)

(∫ ts du

α(u)

)2

ṫsds < +∞ i.e.

∫ T

α3(u)

(∫ u dv

α(v)

)2

du < +∞.Or, lorsque t tend vers T , le produit α(t)
∫ t

1/α tend vers zéro et la dernièreintégrale est �nie. Passons au cas où la �bre M est hyperbolique. Commedans la preuve de la proposition VI.5, lorsque s tend vers τ , on a alors
rs = sinh

(∫ s au
α2(tu)

du+O(1)

)
= exp

(∫ ts du

α(u)
+O(1)

)
.L'intégrale ∫ τ

.
r2
s ṫ

−2
s ds est donc �nie si et seulement si

∫ τ

α2(ts) exp

(
2

∫ ts du

α(u)

)
ds =

∫ τ

α3(ts) exp

(
2

∫ ts du

α(u)

)
ṫsds < +∞,ou encore ∫ T

α3(u) exp

(
2

∫ u dv

α(v)

)
du < +∞,d'où le résultat.Remarque VI.4 � Dans un univers mortel, et dans le cas où la �bre esteuclidienne, le processus ρs est donc toujours convergent. Ce n'est pas le caslorsque la �bre M est hyperbolique. Par exemple, ρs converge lorsque α(t) =

sin(T−t) ∼ T−t au voisinage de T , mais diverge lorsque α(t) ∼ (T−t)2. Plusgénéralement, lorsque −H(t) × (T − t) converge vers 1 < c < +∞ lorsque ttend vers T , le processus ρs est divergent.



2. Asymptotique lorsque la �bre est euclidienne 2332 Asymptotique lorsque la fibre esteuclidienneNous explicitons maintenant le comportement asymptotique des composantesspatiales (xs, ẋs) de la di�usion de Franchi et Le Jan (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre est euclidienne. Commedans la section précédente, nous distinguons les cas selon que l'inverse dufacteur d'expansion est intégrable ou non au voisinage de T ≤ +∞.2.1 Cas d'une expansion rapide � e�ondrement lentOn traite tout d'abord les cas où l'inverse du facteur d'expansion est inté-grable au voisinage de T , c'est-à-dire le cas d'un univers éternel où l'expansionest rapide, ou d'un univers mortel où l'e�ondrement est lent. Nous montronsque comme dans le cas des géodésiques de lumière, les trajectoires xs de ladi�usion convergent alors dans la �breM = R
3. On note cependant que dansle cas d'un univers éternel, lorsque l'expansion est exponentielle, le compor-tement asymptotique du vecteur dérivé normalisé ẋs/|ẋs| est di�érent du casgéodésique. Nous montrons en e�et que dans le cas exponentiel, le processus

ẋs/|ẋs| est récurrent dans S2.2.1.1 Convergence des trajectoires dans la �breDe la même façon que dans le cas des géodésiques lumière étudiées au chapitreII, on montre que lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable, lestrajectoires de la di�usion relativiste convergent dans R3.Proposition VI.7 � Soit M = I×αR3 un espace de Robertson-Walker. Onsuppose que M est éternel et que l'expansion est rapide ou que M est mortelet l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions initialesraisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de (ξ0, ξ̇0).Alors presque sûrement, lorsque s tend vers τ , le vecteur xs converge unvecteur aléatoire x∞ appartenant à R3.Démonstration. D'après la relation de pseudo-norme (IV.17), pour s < τ , ona l'égalité |ẋs|2 = gM(ẋs, ẋs) = a2
s/α

4(ts). On en déduit que
|xs − x0| ≤

∫ s

0

|ẋu|du =

∫ s

0

au
α2(tu)

du ≤
∫ ts

t0

du

α(u)
.Sous les hypothèses de l'énoncé, la dernière intégrale est convergente, ainsique la variation totale de xs, d'où le résultat.



234 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionCorollaire VI.3 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.7.Soient x un point de R
3 et ε > 0. On a alors P(|x∞ − x| ≤ ε) = 1, pourvuque x0 soit su�sament proche de x et t0 dans un voisinage assez petit de T .Démonstration. Fixons un point x de R3 et un réel ε strictement positif. Sion choisit t0 de sorte que ∫ Tt0 du/α(u) < ε/2 et |x0− x| < ε/2, alors d'après lapreuve de la proposition VI.7, presque sûrement, pour tout s < τ , on a alors

|xs − x0| ≤ ε, d'où le résultat.Lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable au voisinage de T , onretrouve bien entendu la convergence de rs = |xs| obtenue dans la propositionVI.1 de la section précédente. On peut préciser la loi de la limite x∞ duprocessus xs, du moins la loi de sa compostante angulaire. En e�et, d'aprèsl'invariance de la loi de la di�usion sous l'action des isométries, on a le résultatsuivant.Corollaire VI.4 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.7.On choisit le système de coordonnées sur R3 de sorte que x0 = 0. Alorspresque sûrement, lorsque s tend vers τ , le processus angulaire θs = xs/|xs|converge vers une variable aléatoire θ∞ de loi uniforme sur S2.Démonstration. Le générateur in�nitésimal de la di�usion relativiste est in-variant sous l'action des isométries de M = I ×α R3. En particulier, il estinvariant sous l'action des isométries qui agissent trivialement sur la base I etqui �xent l'origine dans R3, c'est-à-dire les rotations de R3. Lorsque x0 = 0,la loi de la limite θ∞ dans S2 est donc invariante sous l'action des rotations :c'est la loi uniforme sur la sphère.Remarque VI.5 � Bien entendu, si on choisit x0 6= 0 dans R3, la loi limitede la variable angulaire est la loi uniforme sur la sphère unité centrée en
x0. Nous ne sommes pas parvenus à expliciter la loi asymptotique du rayonlimite r∞ = |x∞|.2.1.2 Asymptotique du vecteur dérivé normaliséDans la remarque IV.3 de la section 1.1 du chapitre IV, on a vu que dans unespace de Robertson-Walker dont la �bre est euclidienne, le vecteur dérivénormalisé ẋs/|ẋs| est un mouvement brownien sphérique changé de temps.Précisément, si ξ̇0 6= (1, 0, 0, 0), il existe un mouvement brownien sphérique
Θs = (Θ1

s,Θ
2
s,Θ

3
s) sur la sphère S2, indépendant de la di�usion temporelle

(ts, ṫs), tel que pour tout s < τ :
ẋs
|ẋs|

= ΘCs
où Cs := σ2

∫ s

0

du

ṫ2u − 1
du = σ2

∫ s

0

α2(tu)

a2
u

du.



2. Asymptotique lorsque la �bre est euclidienne 235Le vecteur dérivé normalisé converge donc presque sûrement lorsque s tendvers τ si et seulement si l'intégrale Cs est elle-même convergente. En vertude la proposition V.4 et du lemme V.9 on peut donc énoncer la propositonsuivante :Proposition VI.8 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.7.Alors le comportement asymptotique du processus ẋs/|ẋs| est le suivant :� si l'univers est mortel, alors ẋs/|ẋs| converge presque sûrement, lorsque
s tend vers τ , vers un point Θ∞ de la sphère S2 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors ẋs/|ẋs|converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, vers un point
Θ∞ de la sphère S2 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est exponentielle, alors le processus
ẋs/|ẋs| est récurrent dans S

2.

droite D∞

R
3 xs

ξ0 = (t0, x0) x∞

ξs

ẋs

|ẋs|
converge dans T 1

x∞
R

3 ≈ S
2

T

0Figure 36: Comportement asymptotique de la di�usion (ξs, ξ̇s) dans M =
]0, T [×αR

3 lorsque T < +∞ ou lorsque T = +∞ et l'expansion est polynomiale.Lorsque le processus ẋs/|ẋs| est convergent, en utilisant l'invariance de la loide la di�usion sous l'action du groupe des isométries, on peut préciser la loide la variable limite Θ∞.
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x∞

ξs droite D∞

R
3

T

0

xs

ξ0 = (t0, x0)

ẋs
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2Figure 37: Comportement asymptotique de la di�usion (ξs, ξ̇s) dans un universéternel M =]0,+∞[×αR

3 où l'expansion est exponentielle.Corollaire VI.5 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.8et dans les cas où ẋs/|ẋs| converge presque sûrement vers un point Θ∞ de lasphère S2. La loi de Θ∞ est caractérisée par :� si ξ̇0 = (1, 0, 0, 0), alors la loi de Θ∞ est la loi uniforme sur S
2 ;� si ξ̇0 6= (1, 0, 0, 0), alors la loi Θ∞ est l'image de la loi uniforme sur S2par toute isométrie qui envoie le point (1, 0, 0, 0) sur ξ̇0.Démonstration. Notons tout d'abord que l'on peut toujours choisir l'originedu système de coordonnées sur R3 de sorte que x0 = 0. Comme on l'a déjàvu dans la preuve de la proposition VI.11, le générateur in�nitésimal de ladi�usion de Franchi et Le Jan est invariant sous l'action des isométries, enparticulier sous l'action des isométries qui agissent trivialement sur la base

I et qui �xent l'origine dans R3, c'est-à-dire les rotations de R3. Lorsque
ξ̇0 = (1, 0, 0, 0), la loi de la limite Θ∞ est donc invariante par les rotations de
R3, i.e. c'est la loi uniforme sur la sphère S2. Lorsque ξ̇0 6= (1, 0, 0, 0), on seramène au cas précédent en considérant une isométrie Φ qui envoie le point
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ξ̇0 sur (1, 0, 0, 0). La loi de la variable Θ∞ est alors l'image de la loi uniformepar Φ−1, l'inverse de l'application Φ.2.1.3 Asymptotique du moment angulaireDans ce paragraphe, on s'intéresse à la convergence du moment angulaire
xs∧ẋs/|ẋs| lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable au voisinagede T . On rappelle que dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre esteuclidienne, on a pour tout 0 < s < τ :

ẋs
|ẋs|

=
cs
as

× θs +
ρs
rs

× θ̇s

|θ̇s|
, donc xs ∧

ẋs
|ẋs|

= ρs × θs ∧
θ̇s

|θ̇s|
.On a vu que dans un univers éternel où l'expansion est rapide ou dans ununivers mortel où l'e�ondrement est lent, le processus xs converge presque sû-rement. Dans un univers mortel, le processus ẋs/|ẋs| est toujours convergent.Dans un univers éternel, il converge si et seulement si l'intégrale Cs convergepresque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni. On peut donc énoncer le corol-laire :Corollaire VI.6 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.8.Alors, lorsque s tend vers τ , le comportement asymptotique du moment an-gulaire xs ∧ ẋs/|ẋs| est le suivant :� si l'univers est mortel, alors xs∧ẋs/|ẋs| converge presque sûrement versun vecteur non nul dans R3 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors xs∧ ẋs/|ẋs|converge presque sûrement vers un vecteur non nul dans R3 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est exponentielle, alors xs∧ẋs/|ẋs|est divergent.Dans le cas où le moment angulaire est divergent, il se pourrait que θ̇s/|θ̇s|converge presque sûrement bien que le processus ρs oscille entre zéro et r∞.Nous montrons que ce n'est pas le cas : le vecteur dérivé θ̇s/|θ̇s| converge si etseulement si le processus ρs converge, c'est-à-dire si et seulement si l'intégrale

Cs est convergente d'après la proposition VI.2.Lemme VI.4 � Soit M = I ×αM un espace de Robertson-Walker dont la�bre et de courbure négative ou nulle. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditionsinitiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issuede (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tend vers τ , les processus ρs et
θ̇s/|θ̇s| convergent ou divergent simultanément.



238 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionDémonstration. Un calcul direct montre que si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) est ladi�usion relativiste issue de (ξ0, ξ̇0), alors le processus θ̇s/|θ̇s| est solution dusystème d'équations di�érentielles stochastiques, pour i = 1, 2, 3 :
d
θ̇is
|θ̇s|

= −|θ̇s|θisds−
σ2

2
× θ̇is

|θ̇s|
× ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

+ dM θ̇i/|θ̇|
s , (VI.12)où la matrice de covariation quadratique des martingales M θ̇i/|θ̇| est donnéepar :

d〈M θ̇i/|θ̇|,M θ̇j/|θ̇|〉s = σ2

(
δij − θisθ

j
s −

θ̇is
|θ̇s|

θ̇js
|θ̇s|

)
ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

. (VI.13)Par ailleurs, les martingales sont M θ̇i/|θ̇|
s sont orthogonales aux martingales

M ṫ
s et M b

s = M
a2r2|θ̇|
s :

d〈M θ̇i/|θ̇|,M ṫ〉s = d〈M θ̇i/|θ̇|,M b〉s = 0.Dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre et de courbure négative ounulle, quelque soit la nature de l'expansion ou de l'e�ondrement, le processus
θs converge presque sûrement vers un point θ∞ de la sphère (voir les propo-sitions VI.3, VI.7 et VI.13, VI.16 dans le cas hyperbolique). Par conséquent,lorsque s tend vers τ , θ̇s/|θ̇s| converge si et seulement si le produit vectoriel
θ̇s/|θ̇s| ∧ θs converge. D'après la formule d'Itô, on a

d
θ̇s

|θ̇s|
∧ θs = −σ

2

2
× θ̇s

|θ̇s|
∧ θs ×

ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

+ dM θ̇/|θ̇|
s ∧ θs.On en déduit que le processus θ̇s/|θ̇s|∧θs converge presque sûrement lorsque stend vers τ si et seulement si l'intégrale croissante ci-dessous est convergente

∫ s du

α2(tu)r2
u|θ̇u|2

=

∫ s α2(tu)

a2
u

× r2
u

ρ2
u

du.Or cette intégrale n'est autre que le crochet de la martingale Ms introduitedans la preuve de la proposition VI.2. D'après la remarque VI.1 et le para-graphe 1.3.2 de ce chapitre, Ms converge si et seulement si le processus ρsest lui-même convergent, d'où le résultat.Dans les corollaires VI.1 et VI.2, nous avons établi la convergence / divergencede ρs selon la nature de l'expansion. Par conséquent, on peut énoncer laproposition suivante :



2. Asymptotique lorsque la �bre est euclidienne 239Proposition VI.9 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.8.Alors, lorsque s tend vers τ , le comportement asymptotique du vecteur dérivénormalisé θ̇s/|θ̇s| est le suivant :� si l'univers est mortel, alors θ̇s/|θ̇s| converge presque sûrement vers unpoint de la sphère S2 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, θ̇s/|θ̇s| convergepresque sûrement vers un point de S2 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est exponentielle, alors θ̇s/|θ̇s| estdivergent : asymptotiquement, il décrit un mouvement brownien sphé-rique changé de temps dans T 1
θ∞

S
2 ≈ S

1.Démonstration. La proposition est une conséquence directe du lemme VI.4 etdes corollaires VI.1 et VI.2. L'assertion concernant le comportement asymp-totique brownien de θ̇s/|θ̇s| dans le cas divergent fait l'objet de la propositionVI.10 ci-après.Proposition VI.10 � Soit M = I ×α M un espace de Robertson-Walkeréternel dont la �bre est de courbure négative ou nulle. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1Mdes conditions initiales raisonnables, et (ξs, ξ̇s) = (ts, rs, θs, ṫs, ṙs, θ̇s) la di�u-sion relativiste issue de (ξ0, ξ̇0). On suppose que le processus ρs est récurrent.Alors, presque sûrement
i) le processus θs converge presque sûrement un point θ∞ dans S2 ;
ii) pour tout ε > 0, il existe un temps propre sε �ni presque sûrement et unmouvement brownien sphérique changé de temps (Θε

s, s ≥ sε) à valeursdans Tθ∞S2 tels que, presque sûrement :
sup
s>sε

∣∣∣∣∣
θ̇s

|θ̇s|
− Θε

s

∣∣∣∣∣ ≤ ε.Démonstration. La convergence presque sûre de l'angle θs dans le cas eucli-dien a déjà été obtenue dans la proposition VI.7. Dans le cas hyperbolique,elle découle de la proposition VI.13 ci-après. Montrons l'assertion concernantle caractère asymptotiquement brownien de θ̇s/|θ̇s|. Commençons par donnerune heuristique de la démonstration. Dans la preuve du lemme VI.4, nousavons explicité l'équation di�érentielle stochastique (VI.12) véri�ée par leprocessus θ̇s/|θ̇s|. Le crochet du processus est donné par l'équation (VI.13). Sil'on néglige tous les termes faisant intervenir l'angle θs, les équations (VI.12)et (VI.13) se simpli�ent en :
d
θ̇is
|θ̇s|

= −σ
2

2
× θ̇is

|θ̇s|
× ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

+ dM θ̇i/|θ̇|
s + . . . ,
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d〈M θ̇i/|θ̇|,M θ̇j/|θ̇|〉s =

(
δij −

θ̇is
|θ̇s|

θ̇js
|θ̇s|

+ . . .

)
ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

.On reconnaît là le système d'équations véri�é par un mouvement browniendans S
1 au changement de temps ds′ := σ2(α2(ts)r

2
s |θ̇s|2)−1ds près. Or, on adéjà remarqué dans la preuve du lemme VI.4 que ds′ = d〈M〉s où Ms est lamartingale introduite dans la preuve de la proposition VI.2, dont on sait (Cf.remarque VI.1 et paragraphe 1.3.2) qu'elle diverge sous les hypothèses del'énoncé. Nous montrons maintenant rigoureusement en quel sens les termesfaisant intervenir θs peuvent étre négligés. Considérons (e10, e

2
0) une base or-thonormée du plan tangent T 1

θ0
S2. On voit les vecteurs ei0, i = 1, 2, commedes vecteurs de l'espace ambiant R3. La courbe θs est une courbe de classe

C1 sur la sphère S
2, de variation totale �nie. En e�et, de l'inégalité ρs ≤ rs,on déduit la majoration :

∫ +∞
|θ̇s|ds ≤

∫ +∞ 1

rs

as
α2(ts)

ds,la dernière intégrale étant �nie presque sûrement sous les hypothèses del'énoncé. Pour tous les temps 0 < s < +∞, on désigne par (e1s, e
2
s) le repère

S
2

e2
0

e1
0

θ0

e2
s

θs
e1

s

orthonormé de T 1
θs

S2 obtenu à partir de (e10, e
2
0) par le transport parallèle(déterministe) le long de (l'un des deux) arcs de grand cercle joignant θ0 à

θs. Le processus (e1s, e
2
s) ainsi dé�ni est aussi de classe C1, il converge presquesûrement lorsque s tend vers τ vers un repère du plan tangent T 1

θ∞
S2, et sil'on pose ėis := deis/ds pour i = 1, 2, on a presque sûrement

∫ +∞

0

(|ė1u| + |ė2u|)du < +∞,où |ė1u| et |ė2u| désignent ici les norme L1 de ė1u et ė2u dans R3. On désigne par
uis les coordonnées du processus θ̇s/|θ̇s| (vu dans R3) dans la base (e1s, e

2
s) :

uis :=

〈
θ̇s

|θ̇s|
, eis

〉
, i = 1, 2.
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s, u

2
s) est alors solution du système d'équations di�éren-tielles stochastiques :

duis = −σ
2

2
× uis ×

ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

+

〈
θ̇s

|θ̇s|
, ėis

〉
ds+ dMui

s , (VI.14)où d〈Mui

,Muj〉s =
(
δij − uisu

j
s

) ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

.On représente les martingalesMui à l'aide d'un mouvement brownien unidi-mensionnel W de la façon suivante :
dMu1

s = σ × u2
sdWs

α(ts)rs|θ̇s|
, dMu2

s = σ × −u1
sdWs

α(ts)rs|θ̇s|
.Fixons ε > 0 et considérons un temps propre sε assez grand pour que, pourtout s ≥ sε :

∫ +∞

s

(|ė1u| + |ė2u|)du ≤ ε2/64, et |e1s − e1∞| + |e2s − e2∞| ≤ ε/2. (VI.15)Considérons alors le processus vs = (v1
s , v

2
s) issu de usε

= (u1
sε
u2
sε

) et solutionde l'équation suivante pour s ≥ sε :
dv1

s = −σ
2

2
× v1

s ×
ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

+ σ × v2
sdWs

α(ts)rs|θ̇s|
,

dv2
s = −σ

2

2
× v2

s ×
ds

α2(ts)r2
s |θ̇s|2

+ σ × −v1
sdWs

α(ts)rs|θ̇s|
.Les processus vis, i = 1, 2, sont les coordonnées d'un mouvement browniensphérique dans S1, paramétré par le temps ds′ := σ2(α2(ts)r

2
s |θ̇s|2)−1ds. Parailleurs un calcul direct montre que |us− vs|2 := |u1

s− v1
s |2 + |u2

s− v2
s |2 véri�el'équation suivante, pour s ≥ sε :

d|us − vs|2 = 2(u1
s − v1

s)

〈
θ̇s

|θ̇s|
, ė1s

〉
ds+ 2(u2

s − v2
s )

〈
θ̇s

|θ̇s|
, ė2s

〉
ds. (VI.16)En intégrant cette équation, d'après (VI.15), on obtient que presque sûre-ment, pour tout s ≥ sε :

|us − vs|2 = 2

∫ s

sε

[
(u1

y − v1
y)

〈
θ̇y

|θ̇y|
, ė1y

〉
+ (u2

y − v2
y)

〈
θ̇y

|θ̇y|
, ė2y

〉]
dy

≤ 2

∫ s

sε

[∣∣∣∣∣(u
1
y − v1

y)

〈
θ̇y

|θ̇y|
, ė1y

〉∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣(u

2
y − v2

y)

〈
θ̇y

|θ̇y|
, ė2y

〉∣∣∣∣∣

]
dy

≤ 4

∫ s

sε

(|ė1y| + |ė2y|)dy ≤ 4

∫ +∞

sε

(|ė1y| + |ė2y|)dy < ε2/16.



242 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionNaturellement, on a alors |u1
s−v1

s |+ |u2
s−v2

s | ≤ ε/2. Introduisons le processus
Θε
s dé�ni pour s ≥ sε par Θε

s := v1
se

1
∞ + v2

se
1
∞. C'est un mouvement browniensphérique dans le plan tangent unitaire T 1

θ∞
S2 ≈ S1, paramétré par l'horloge∫ s

sε
du/(α2(tu)r

2
u|θ̇u|2) qui tend presque sûrement vers l'in�ni avec s. D'aprèsl'équation (VI.15), presque sûrement, pour tout s ≥ sε, on a alors :

∣∣∣∣∣
θ̇s

|θ̇s|
− Θε

s

∣∣∣∣∣ =
∣∣(u1

se
1
s + u2

se
2
s) − (v1

se
1
∞ + v2

se
1
∞)
∣∣

=
∣∣(u1

s − v1
s)e

1
∞ + (u2

s − v2
s)e

2
∞ + u1

s(e
1
s − e1∞) + u2

s(e
2
s − e2∞)

∣∣

≤
∣∣u1
s − v1

s

∣∣+
∣∣u2
s − v2

s

∣∣+
∣∣e1s − e1∞

∣∣ +
∣∣e2s − e2∞

∣∣ ≤ ε,d'où le résultat.2.2 Cas d'une expansion lente � e�ondrement rapidePassons maintenant à l'étude des composantes spatiales de la di�usion re-lativiste dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre est euclidienne,lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrable au voisinage de
T . Dans le cas éternel, un exemple typique d'une telle situation est l'espacede Minkowski où le facteur d'expansion est constant égal à 1. Nous mon-trons que dans un univers éternel où l'expansion est lente, le comportementasymptotique de la di�usion présente de nombreuses similarités avec le casminkowskien étudié dans [Dud67] et [Bai08a]. Nous explicitons égalementle comportement asymptotique de la di�usion dans un univers mortel oùl'e�ondrement est rapide.2.2.1 Divergence dans une direction privilégiéeD'après l'étude de la di�usion radiale, on sait déjà que lorsque l'inverse dufacteur d'expansion n'est pas intégrable au voisinage de T , le processus xsest transitoire au sens où rs = |xs| tend vers l'in�ni lorsque s tend vers
τ . Comme dans le cas de l'espace de Minkowski, nous montrons ici que xstend vers l'in�ni dans une direction privilégée, autrement dit les processus
θs = xs/|xs| et ẋs/|ẋs| convergent presque sûrement, lorsque s tend vers τvers un même point Θ∞ de la sphère S

2, dont on peut préciser la loi.Proposition VI.11 � Soit M = I ×α R3 un espace de Robertson-Walker.On suppose que M est éternel et que l'expansion est lente ou que M estmortel et l'e�ondrement est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditionsinitiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue



2. Asymptotique lorsque la �bre est euclidienne 243de (ξ0, ξ̇0). Alors lorsque s tend vers τ , le processus ẋs/|ẋs| converge presquesûrement, vers un point Θ∞ de la sphère S
2.Démonstration. Comme dans la remarque VI.2, notons tout d'abord que,d'après l'hypothèse 5, l'expansion est ici polynomiale avec H(t)× t→ c ≤ 1.On rappelle par ailleurs que dans le cas d'un espace de Robertson-Walkerdont la �bre est euclidienne, le processus ẋs/|ẋs| s'écrit Θ(Cs) où Θ est unmouvement brownien sphérique, indépendant de l'horloge Cs. La propositiondécoule directement de la proposition V.4 et du lemme V.9 qui a�rment quesous les hypothèses de l'énoncé, le changement de temps Cs converge presquesûrement lorsque s tend vers τ .De la convergence de ẋs/|ẋs|, on déduit bien sûr la convergence xs/|xs| :Corollaire VI.7 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.11.Alors, lorsque s tend vers τ , le processus θs = xs/|xs| converge presque sûre-ment vers Θ∞, la limite du vecteur dérivé normalisé ẋs/|ẋs|.Démonstration. On rappelle que dans le cas euclidien, lorsque l'expansionest lente, on a

rs = |xs| ∼
∫ s au

α2(tu)
du =

∫ s

|ẋu|du.On a alors
xs = x0 +

∫ s

0

ẋu
|ẋu|

× |ẋu|du = Θ∞ × (1 + o(1)) × rs + o(rs),d'où le résultat.Comme précédemment, on peut préciser la loi de la limite Θ∞ :Corollaire VI.8 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.11.La loi de Θ∞ est caractérisée par :� si ξ̇0 = (1, 0, 0, 0), alors la loi de Θ∞ est la loi uniforme sur S2 ;� si ξ̇0 6= (1, 0, 0, 0), alors la loi Θ∞ est l'image de la loi uniforme sur S2par toute isométrie qui envoie le point (1, 0, 0, 0) sur ξ̇0.2.2.2 Une hypersurface asymptotiqueDans le chapitre I, nous avons rappelé que, dans le cas de la di�usion deDudley i.e. lorsque l'espace de Robertson-Walker envisagé est l'espace deMinkowski, Bailleul a montré dans [Bai08a] que non seulement les trajectoiresde la di�usion s'en vont à l'in�ni dans une direction privilégiée aléatoire Θ∞,mais qu'elles convergent vers un hyperplan asymptotique aléatoire. Les deux



244 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usioninformations (angle limite, hyperplan limite) peuvent en fait être résuméesen une seule en disant que lorsque s tend l'in�ni, la trajectoire ξs = (ts, xs)de la di�usion de Dudley converge presque sûrement vers un point de lafrontière causale de l'espace de Minkowski (voir [Bai08a]) évoquée dans leparagraphe 4.2 du chapitre III. Nous montrons que la situation est tout àfait analogue dans le cas plus général d'un espace de Robertson-Walker dontla �bre est euclidienne, lorsque l'expansion est lente ou l'e�ondrement estrapide. Pour préciser nos résultats, rappelons que d'après la proposition III.7,dans le cas d'un espace de Robertson-Walker M dont la �bre est euclidienne,lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrable au voisinage de
T ≤ +∞, la frontière causale ∂M+

c correspondant aux trajectoires orientéesvers le futur est un cône de base S2, qui peut être paramétré par un couple decoordonnées (δ,Θ) ∈ R × S2. Une courbe ξs = (ts, xs) orientée vers le futurdans M converge vers un point (δ∞,Θ∞) de ∂M+
c lorsque s tend vers τ siet seulement si |xs| tend vers l'in�ni, θs = xs/|xs| converge vers Θ∞ et

−
∫ ts

t0

du

α(u)
+ 〈xs,Θ∞〉 −→ δ∞.En particulier, les géodésiques de lumière orientées vers le futur convergentvers des points de la frontière causale. Le dernier point concernant la conver-gence de la fonctionnelle de ts et xs vers δ∞ revient à dire la trajectoire (ts, xs)converge vers l'hypersurface asymptotique :

Σ(Θ∞, δ∞) :=

{
ξ = (t, x) ∈ M = I ×α R

3,

∫ t

t0

du

α(u)
− 〈x,Θ∞〉 = δ∞

}
.Si (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) désigne la di�usion relativiste dans M et si Θ∞ dé-signe la limite lorsque s tend vers τ du processus θs = xs/|xs|, nous montronsici que le processus

δs :=

∫ ts

t0

du

α(u)
− 〈xs,Θ∞〉converge presque sûrement vers une variable aléatoire δ∞ et donc que ladi�usion converge vers un point aléatoire de la frontière causale ∂M+

c .Proposition VI.12 � On se place sous les hypothèses de la propositionVI.11. Alors, lorsque s tend vers τ , le processus (δs, θs) converge presquesûrement vers un point aléatoire (δ∞,Θ∞) de la frontière ∂M+
c .Démonstration. Sans perdre en généralité, on peut supposer que x0 = 0.Pour tout s strictement inférieur à τ , on a alors

xs =

∫ s

0

ẋudu =

∫ s

0

ẋu
|ẋu|

× au
α2(tu)

du.
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ξs

xsR
3

δ∞

t

Θ∞ξ0 = (t0, x0)

T

0

Σ(Θ∞, δ∞)

∫ t

t0

1

α

Σ(Θ∞, 0)

Figure 38: Comportement asymptotique de la di�usion (ξs, ξ̇s) dans M =
]0, T [×αR

3 lorsque T < +∞ et l'e�ondrement est rapide ou lorsque T = +∞et l'expansion est lente.Sous les hypothèses de l'énoncé, lorsque s tend vers τ , le processus ẋs/|ẋs|converge presque sûrement vers Θ∞. On décompose alors xs en :
xs = Θ∞

∫ s

0

au
α2(tu)

du+

∫ s

0

(
ẋu
|ẋu|

− Θ∞

)
× au
α2(tu)

du,en e�ectuant le produit scalaire avec Θ∞, il vient
〈xs,Θ∞〉 =

∫ s

0

au
α2(tu)

du+

∫ s

0

〈(
ẋu
|ẋu|

− Θ∞

)
, Θ∞

〉
× au
α2(tu)

du. (VI.17)Le premier terme du membre de droite de la dernière équation s'écrit
∫ s

0

au
α2(tu)

du =

∫ ts

t0

du

α(u)
−
∫ s

0

du

au +
√
a2
u + α2(tu)

.



246 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionD'après l'étude de la di�usion temporelle, dans un univers éternel où l'expan-sion est lente, ou dans une univers mortel où l'expansion est rapide, l'intégrale∫ s
0
du/(au +

√
a2
u + α2(tu)) converge presque sûrement lorsque s tend vers τ .Pour conclure, il su�t de montrer que le second terme du membre de droitedans (VI.17), converge presque sûrement lorsque tend vers τ . Le processus

ẋs/|ẋs| est un mouvement brownien sphérique changé de temps. Il existe unmouvement brownien standard W de dimension trois tel que
d
ẋs
|ẋs|

= −σ2α
2(ts)

a2
s

ẋs
|ẋs|

ds+ dM ẋ/|ẋ|
s ,avec

dM ẋ/|ẋ|
s = σ × α(ts)

as
×
(
dWs −

ẋs
|ẋs|

×
〈
ẋs
|ẋs|

, dWs

〉)
.En intégrant cette équation entre s et τ , il vient

Θ∞ − ẋs
|ẋs|

= −σ2

∫ τ

s

α2(tu)

a2
u

ẋu
|ẋu|

du (VI.18)
−σ
∫ τ

s

α(tu)

au
×
(
dWu −

ẋu
|ẋu|

×
〈
ẋu
|ẋu|

, dWu

〉)
,puis en faisant le produit scalaire avec Θ∞ :

〈
Θ∞ − ẋs

|ẋs|
, Θ∞

〉
= −σ2

∫ τ

s

α2(tu)

a2
u

〈
ẋu
|ẋu|

,Θ∞

〉
du (VI.19)

−σ
∫ τ

s

α(tu)

au

〈
Θ∞ − ẋs

|ẋs|
, Θ∞

〉
〈Θ∞, dWu〉

−σ
∫ τ

s

α(tu)

au

〈
Θ∞,

ẋs
|ẋs|

〉〈
ẋs
|ẋs|

− Θ∞, dWu

〉
.D'après la loi du logarithme itéré, pour tout ε > 0, presque sûrement lorsque

s tend vers τ :
∣∣∣∣
∫ τ

s

α(tu)

au
×
(
dWu −

ẋu
|ẋu|

×
〈
ẋu
|ẋu|

, dWu

〉)∣∣∣∣ = o

([∫ τ

s

α2(tu)

a2
u

du

]1/2−ε
)
.De l'équation (VI.18), on déduit alors que, presque sûrement, lorsque s tendvers τ : ∣∣∣∣Θ∞ − ẋs

|ẋs|

∣∣∣∣ = o

([∫ τ

s

α2(tu)

a2
u

du

]1/2−ε
)
.



2. Asymptotique lorsque la �bre est euclidienne 247En injectant cet estimé asymptotique dans l'équation (VI.19) et en appli-quant à nouveau la loi du logarithme itéré, on obtient alors que presquesûrement, pour tout ε strictement positif, lorsque s tend vers τ :
∣∣∣∣
〈

Θ∞ − ẋs
|ẋs|

, Θ∞

〉∣∣∣∣ = o



[∫ τ

s

α2(tu)

a2
u

du

(∫ τ

u

α2(tv)

a2
v

dv

)1−2ε
]1/2−ε


 .Comme dans la remarque VI.2, rappelons dans un univers éternel, d'aprèsl'hypothèse 5, lorsque l'expansion est lente, elle est nécessairement polyno-miale avec H(t)× t→ c ≤ 1. Dès lors, en utilisant les estimés asymptotiquesde la proposition V.2 et du corollaire V.3 selon que l'on se trouve dans ununivers éternel ou mortel, on conclut alors que, presque sûrement, lorsque stend vers τ : ∫ s

0

〈
Θ∞ − ẋu

|ẋu|
, Θ∞

〉
au

α2(tu)
du < +∞,d'où le résultat.2.2.3 Asymptotique du moment angulaireOn explicite maintenant le comportement asymptotique du moment angu-laire xs∧ ẋs/|ẋs| lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrableau voisinage de T ≤ ∞. On a vu que dans ce cas, xs/|xs| et ẋs/|ẋs| convergentvers la même limite Θ∞ lorsque s tend vers τ . Le produit vectoriel de cesdeux vecteurs converge donc naturellement vers zéro. En revanche, comme

|xs| tend vers l'in�ni au voisinage de τ , le comportement asymptotique de
xs ∧ ẋs/|ẋs| n'est pas trivial. On rappelle que dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre est euclidienne, le moment angulaire est donné par :

xs ∧
ẋs
|ẋs|

= ρs × θs ∧
θ̇s

|θ̇s|
.Lorsque l'expansion est lente ou l'e�ondrement rapide, on a vu que le proces-sus θs converge presque sûrement vers un point Θ∞ de S2. La convergence dumoment angulaire est donc déterminée par la convergence des processus ρset θ̇s/|θ̇s| dont on sait qu'ils convergent ou divergent simultanément (lemmeVI.4). Dans les cas qui nous intéressent ici, la question de la convergence de

ρs a fait l'objet des propositions VI.5 et VI.6, d'où le résultat. On a donc lerésultat suivant.Corollaire VI.9 � On se place sous les hypothèses de la proposition VI.11.Alors, lorsque s tend vers τ , on a les comportements asymptotiques suivants :



248 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion� si l'univers est mortel, alors xs ∧ ẋs/|ẋs| et θ̇s/|θ̇s| convergent presquesûrement ;� si l'univers est éternel et si le facteur d'expansion véri�e l'encadrement
0 < limt→+∞H(t) × t ≤ 1, alors xs ∧ ẋs/|ẋs| et θ̇s/|θ̇s| convergentégalement presque sûrement.Remarque VI.6� Dans les cas où ρs est récurrent, les mêmes arguments queceux de preuve de la proposition VI.10 permettent d'a�rmer que θ̇s/|θ̇s| dé-crit asymptotiquement un mouvement brownien sphérique changé de tempsdans T 1
Θ∞

S2 ≈ S1.
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Récapitulatif du comportement asymptotique dans le cas euclidien
∫ T du

α(u)
< +∞

∫ T du

α(u)
= +∞

T = +∞ T < +∞ T = +∞ T < +∞

α croiss. poly. α croiss. expo. 0 < lim∞H(t) × t ≤ 1

xs → x∞ ∈ R3 xs → x∞ ∈ R3 xs → x∞ ∈ R3
|xs| → +∞ |xs| → +∞

θs → Θ∞ ∈ S2 θs → Θ∞ ∈ S2

ẋs

|ẋs| → Θ∞ ∈ S2 ẋs

|ẋs| récurrent ẋs

|ẋs| → Θ∞ ∈ S2 ẋs

|ẋs| → Θ∞ ∈ S2 ẋs

|ẋs| → Θ∞ ∈ S2

xs ∧ ẋs

|ẋs| conv. xs ∧ ẋs

|ẋs| div. xs ∧ ẋs

|ẋs| conv. xs ∧ ẋs

|ẋs| conv. xs ∧ ẋs

|ẋs| conv.

θ̇s

|θ̇s|

conv. θ̇s

|θ̇s|

div. θ̇s

|θ̇s|
conv. θ̇s

|θ̇s|

conv. θ̇s

|θ̇s|

conv.

δs → δ∞ conv. δs → δ∞ conv.



250 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion3 Asymptotique lorsque la fibre esthyperboliqueNous explicitons maintenant le comportement asymptotique des composantesspatiales (xs, ẋs) de la di�usion de Franchi et Le Jan (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre est hyperbolique. Commedans le cas euclidien, on distingue les cas selon que l'inverse du facteur d'ex-pansion est intégrable ou non au voisinage de T ≤ +∞. Suivant les situationsenvisagées, nous munirons la �bre H3 des coordonnées euclidiennes héritéesde R1,3 ou encore des coordonnées polaires :
x = (x0, x1, x2, x3) = (cosh(χ), sinh(χ) × θ) = (

√
1 + r2, r × θ).Comme la première composante x0 = cosh(χ) =

√
1 + r2 de x est entière-ment déterminée par les composantes xi = r × θi pour i = 1, 2, 3, nous nousconcentrerons essentiellement sur la description du comportement asympto-tique de composantes à valeurs dans R3 :

xIs = (x1
s, x

2
s, x

3
s), et ẋIs = (ẋ1

s, ẋ
2
s, ẋ

3
s).3.1 Cas d'une expansion rapide � e�ondrement lentCommençons par étudier les composantes spatiales de la di�usion dans lecas d'un univers éternel où l'expansion est rapide ou dans le cas d'un universmortel où l'expansion est lente.3.1.1 Convergence des trajectoires dans la �breOn montre tout d'abord que lorsque l'inverse du facteur d'expansion estintégrable, les trajectoires de la di�usion convergent dans H

3.Proposition VI.13 � Soit M = I ×α H3 un espace de Robertson-Walker.On suppose que M est éternel et que l'expansion est rapide ou que M estmortel et l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions ini-tiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de
(ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tend vers τ , le vecteur xs convergeun vecteur aléatoire x∞ appartenant à H3.Démonstration. On a déja vu dans la proposition VI.1 que sous les hypo-thèses de l'énoncé, lorsque s tend vers τ , le processus rs = |xIs| convergepresque sûrement vers une variable aléatoire r∞. Quitte à choisir r0 assezgrand, on peut supposer que r∞ > 0 p.s. D'après la relation de pseudo-norme



3. Asymptotique lorsque la �bre est hyperbolique 251(IV.17), pour s < τ , on a la majoration rs|θ̇s| ≤ as/α
2(ts). Pour s > s0 assezgrand, on en déduit que

|θs − θs0 | ≤
∫ s

s0

|θ̇u|du ≤ 2

r∞

∫ s

s0

au
α2(tu)

du ≤ 2

r∞

∫ ts

t0

du

α(u)
.Sous les hypothèses de l'énoncé, la dernière intégrale est convergente, ainsique la variation totale de θs, d'où le résultat.Corollaire VI.10� On se place sous les hypothèses de la proposition VI.13.Soit x un point de H3 et ε un réel strictement positif arbitrairement petit, ona alors P(|x∞ − x| ≤ ε) = 1, pourvu que x0 soit su�sament proche de x et t0dans un voisinage assez petit de T .Comme dans le cas euclidien, en choisissant convenablement l'origine dusystème de coordonnées sur H

3, on peut préciser la loi de la variable angulairelimite.Corollaire VI.11� On se place sous les hypothèses de la proposition VI.13.On choisit le système de coordonnées sur H3 de sorte que x0 = (1, 0, 0, 0).Alors presque sûrement, lorsque s tend vers τ , le processus angulaire θsconverge vers une variable aléatoire θ∞ de loi uniforme sur S2.Démonstration. Le générateur in�nitésimal de la di�usion relativiste est in-variant sous l'action des isométries de M = I ×α H3. En particulier, il estinvariant sous l'action des isométries qui agissent trivialement sur la base I etqui �xent le premier vecteur de base dans H
3 ⊂ R

+×R
3, i.e. les rotations de

R3. Lorsque x0 = (1, 0, 0, 0), la loi de la limite θ∞ dans S2 est donc invariantesous l'action des rotations : c'est la loi uniforme sur la sphère.3.1.2 Asymptotique du vecteur dérivé normaliséNous donnons maintenant des conditions assurant la convergence / diver-gence du vecteur dérivé normalisé ẋs/|ẋs| lorsque s tend vers τ , dans unespace de Robertson-Walker de �bre hyperbolique lorsque l'inverse du fac-teur d'expansion est intégrable au voisinage de T . On rappelle que dans lecas hyperbolique, ẋs/|ẋs| s'exprime en coordonnées polaires comme
ẋs
|ẋs|

=

(
cs
as

× rs,
cs
as

×
√

1 + r2
s × θs +

ρs
rs

× θ̇s

|θ̇s|

)
.On sait déja que lorsque l'expansion est rapide ou l'e�ondrement est lent,les processus rs et θs convergent presque sûrement. Lorsque s tend vers τ , le



252 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionvecteur ẋs/|ẋs| converge donc si et seulement si les processus ρs et θ̇s/|θ̇s| sonteux-mêmes convergents. D'après le lemme VI.4, ces processus sont de mêmenature et d'après la proposition VI.2 ils convergent presque sûrement lorsque
s tend vers τ si et seulement si l'intégrale Cs est convergente. Autrementdit, comme dans le cas euclidien, le vecteur dérivé normalisé ẋs/|ẋs| convergepresque sûrement vers un point de T 1H3 lorsque s tend vers τ si et seulementsi l'intégrale Cs est elle-même presque sûrement convergente. D'après lescorollaires VI.2 et VI.1, on sait que ρs converge dans un univers mortel, etdans un univers éternel, ρs converge lorsque l'expansion est polynomiale etdiverge lorsque l'expansion est exponentielle. On a donc la proposition :

R
+

x0

xs

T 1
x∞

H
3

R
3

H
3 x∞ ẋs

|ẋs|
converge dans T 1

x∞
H

3

Figure 39: Trajectoire typique de la projection xs dans H
3 dans un univers morteloù l'e�ondrement en lent ou dans un univers éternel où l'expansion est polynomiale.Proposition VI.14 � On se place sous les hypothèses de la propositionVI.13. Alors, le comportement asymptotique du vecteur dérivé normalisé

ẋs/|ẋs| est le suivant :� si l'univers est mortel, alors ẋs/|ẋs| converge presque sûrement, lorsque
s tend vers τ , vers un point de T 1

x∞H3 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors ẋs/|ẋs|converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, vers un pointde T 1
x∞H3 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est exponentielle, alors ẋs/|ẋs| estdivergent : asymptotiquement, il décrit un mouvement brownien sphé-rique changé de temps dans T 1

x∞H3.



3. Asymptotique lorsque la �bre est hyperbolique 253La preuve du dernier point concernant le comportement asymptotiquementbrownien de ẋs/|ẋs| découle de la proposition suivante dont la preuve présentede nombreuses similitudes avec celle de la proposition VI.10. :Proposition VI.15 � Soit M =]0,+∞[×αH3 un espace de Robertson-Walker où l'expansion est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions ini-tiales raisonnables, et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de
(ξ0, ξ̇0). On suppose que Cs =

∫ s
α2(tu)du/a

2
u tend presque sûrement versl'in�ni avec s. Alors, presque sûrement

i) le processus xs converge presque sûrement un point x∞ dans H3 ;
ii) pour tout ε > 0, il existe un temps propre sε �ni presque sûrement et unmouvement brownien sphérique changé de temps (Θε

s, s ≥ sε) à valeursdans Tx∞H3 ≈ S2 tels que, presque sûrement :
sup
s≥sε

∣∣∣∣
ẋs
|ẋs|

− Θε
s

∣∣∣∣ ≤ ε.

R
+

x0

xs

T 1
x∞

H
3

R
3

H
3 ẋs

|ẋs|
récurrent dans T 1

x∞
H

3
x∞

Figure 40: Trajectoire typique de la projection xs ∈ H
3 dans un univers éterneloù l'expansion est exponentielle.Démonstration. La convergence de xs a déjà été obtenue dans la propositionVI.13. Le système d'équations di�érentielles stochastiques véri�é par ẋs/|ẋs|est le système (IV.9) du corollaire IV.2. Fixons un repère e0 = (e10, e

2
0, e

3
0)(orthonormé pour q) de l'espace tangent unitaire T 1

x0
H3, et désignons par
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es = (e1s, e

2
s, e

3
s) le repère de T 1

xs
H3 ⊂ R1,3 obtenu par transport parallèle(déterministe) le long de la droite hyperbolique reliant x0 à xs. Lorsque stend vers l'in�ni, es converge presque sûrement vers un repère orthonorméde T 1

x∞H3. Comme la trajectoire xs est de classe C1, de variation totale �nie,le processus es est aussi de classe C1. On note ėis := deis/ds. Si |ėis| désigne lanorme L1 de ėis, on a alors presque sûrement :
∫ +∞

0

(|ė1s| + |ė2s| + |ė3s|)ds < +∞.On note uis les coordonnées de ẋs/|ẋs| dans la base es : uis := 〈ẋs/|ẋs|, eis〉,pour i = 1, 2, 3. Le processus us = (u1
s, u

2
s, u

3
s) est alors solution du systèmed'équations di�érentielles stochastiques :

duis = −σ2 × uis ×
α2(ts)

a2
s

ds+

〈
θ̇s

|θ̇s|
, ėis

〉
ds+ dMui

s , (VI.20)où d〈Mui

,Muj〉s = σ2
(
δij − uisu

j
s

) α2(ts)

a2
s

ds.On représente les martingales Mui à l'aide d'un mouvement brownien eucli-dien de dimension trois W = (W 1,W 2,W 3) de la façon suivante :
dMu1

s = σ × α(ts)

as
×
(
u3
sdW

2
s + u2

sdW
3
s

)
,

dMu2

s = σ × α(ts)

as
×
(
u3
sdW

1
s − u1

sdW
3
s

)
,

dMu3

s = σ × α(ts)

as
×
(
−u2

sdW
1
s − u1

sdW
2
s

)
.Fixons ε > 0 et considérons un temps propre sε assez grand pour que, pourtout s ≥ sε :

∫ +∞

s

(|ė1u|+|ė2u|+|ė3u|)du ≤ ε2/(4×36) et sup
s≥sε

3∑

i=1

∣∣eis − ei∞
∣∣ ≤ ε/2. (VI.21)Considérons alors le processus vs = (v1

s , v
2
s , v

3
s) issu de usε

= (u1
sε
u2
sε
, u3

sε
) etsolution de l'équation suivante pour s ≥ sε :

dvis = −σ2 × vis ×
α2(ts)

a2
s

ds+ dMvi

s
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dMv1

s = σ × α(ts)

as
×
(
v3
sdW

2
s + v2

sdW
3
s

)
,

dMv2

s = σ × α(ts)

as
×
(
v3
sdW

1
s − v1

sdW
3
s

)
,

dMv3

s = σ × α(ts)

as
×
(
−v2

sdW
1
s − v1

sdW
2
s

)
.Les processus vis, i = 1, 2, 3, sont les coordonnées d'un mouvement browniensphérique dans S2, paramétré l'horloge s′ := σ2

∫ s
(α2(tu)/a

2
u)du qui, sousles hypothèses de l'énoncé, tend presque sûrement vers l'in�ni avec s. Parailleurs, un calcul direct montre que |us−vs|2 := |u1

s−v1
s |2+|u2

s−v2
s |2+|u3

s−v3
s |2véri�e l'équation suivante, pour s ≥ sε :

d|us − vs|2 = 2

3∑

i=1

(uis − vis)

〈
ẋs
|ẋs|

, ėis

〉
ds, (VI.22)D'après (VI.21), pour s ≥ sε, on a alors presque sûrement

|us − vs|2 ≤ ε2/36, en particulier |uis − vis| ≤ ε/6 pour i = 1, 2, 3.Introduisons le processus Θε
s dé�ni pour s ≥ sε par Θε

s :=
∑3

i=1 v
i
se
i
∞. C'est unmouvement brownien sphérique dans l'espace tangent unitaire T 1
θ∞

H3 ≈ S2,paramétré par l'horloge σ2
∫ s
sε

α2(tu)
a2u

du, horloge qui tend presque sûrementvers l'in�ni avec s. D'après les estimés précédents, pour tout s ≥ sε, on aalors : ∣∣∣∣
ẋs
|ẋs|

− Θε
s

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

3∑

i=1

uise
i
s −

3∑

i=1

vise
i
∞

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

3∑

i=1

(uis − vis)e
i
∞ +

3∑

i=1

uis(e
i
s − ei∞)

∣∣∣∣∣

≤
3∑

i=1

∣∣uis − vis
∣∣+

3∑

i=1

∣∣eis − ei∞
∣∣

≤ ε/2 + ε/2 ≤ ε,d'où le résultat.Par les mêmes arguments que dans le cas euclidien, on déduit les comporte-ments asymptotiques suivants pour le moment angulaire xIs ∧ ẋIs/|ẋs|.Corollaire VI.12� On se place sous les hypothèses de la proposition VI.13.Alors, lorsque s tend vers τ , le comportement asymptotique du moment an-gulaire xIs ∧ ẋIs/|ẋs| est le suivant :



256 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion� si l'univers est mortel, alors xIs ∧ ẋIs/|ẋs| converge presque sûrementvers un vecteur non nul dans R
3 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors xIs ∧ ẋIs/|ẋs|converge presque sûrement vers un vecteur non nul dans R3 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est exponentielle, alors xIs∧ẋIs/|ẋs|est divergent.3.2 Cas d'une expansion lente � e�ondrement rapidePassons maintenant à l'étude des composantes spatiales de la di�usion deFranchi et Le Jan dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre est hy-perbolique, lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas intégrable auvoisinage de T . Nous montrons que comportement asymptotique des com-posantes xIs et ẋIs est tout à fait semblable à celui des composantes spatialesdans le cas euclidien.3.2.1 Divergence dans une direction privilégiéeD'après l'étude de la di�usion radiale, on sait déjà que lorsque l'inverse dufacteur d'expansion n'est pas intégrable au voisinage de T , le processus xs et

xIs sont transitoires au sens où rs = |xIs| tend vers l'in�ni lorsque s tend vers τ .Comme dans le cas euclidien, nous montrons ici que xIs tend vers l'in�ni dansune direction privilégiée, autrement dit le processus θs = xIs/|xIs| convergepresque sûrement, lorsque s tend vers τ vers un point θ∞ de la sphère S2.Proposition VI.16 � Soit M = I ×α H3 un espace de Robertson-Walker.On suppose que M est éternel et que l'expansion est lente ou que M estmortel et l'e�ondrement est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditionsinitiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issuede (ξ0, ξ̇0). Alors lorsque s tend vers τ , le processus θs = xIs/|xIs| convergepresque sûrement, vers un point θ∞ de la sphère S2.Démonstration. On rappelle que par dé�nition ρs = α2(ts)r
2
s |θ̇s|/as. Pourtout s strictement inférieur à τ , on a

|θs − θ0| ≤
∫ s

0

|θ̇u|du ≤
∫ s

0

ρu
ru

× au
α2(tu) × ru

du.D'après la proposition VI.4 et l'équation (VI.11) de la preuve de la proposi-tion VI.5 dans l'étude de la di�usion radiale en courbure négative, sous leshypothèses de l'énoncé, lorsque s tend vers τ , on a presque sûrement :
cs
as

→ 1, donc ρs
rs

→ 0, et rs = exp

(∫ s au
α2(tu)

du+O(1)

)
.
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Figure 41: Trajectoire typique de la projection xs dans H
3 dans un univers éterneloù l'expansion est lente ou dans un univers mortel où l'e�ondrement est rapide.On en déduit la majoration suivante, lorsque s tend vers τ :

∫ s

0

|θ̇u|du ≤ O(1) ×
(

1 + exp

(
−
∫ ts du

α(u)

))
.Presque sûrement, la variation totale de θs est �nie et lorsque s tend vers τ ,

θs converge donc vers un point θ∞ de la sphère S
2.De l'expression de ẋs/|ẋs| en coordonnées polaires rappelée au début du pa-ragraphe 3.1.2, on déduit alors le corollaire :Corollaire VI.13� On se place sous les hypothèses de la proposition VI.16.Alors, lorsque s tend vers τ , le produit 1/rs × ẋs/|ẋs| converge presque sûre-ment vers (1, θ∞).On montre en fait que sous les hypothèses de la proposition VI.16 la com-posante spatiale xs à valeurs dans H3 de la di�usion (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)approche, lorsque s tend vers τ , une géodésique de lumière de l'espace hy-perbolique entièrement déterminée par la limite θ∞ du processus angulaire

θs. Comme précédemment, q désigne ici la forme bilinéaire minkowskienne et
(ε0, ε1, ε2, ε3) la base canonique dans R1,3.



258 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionProposition VI.17 � On se place sous les hypothèses de la propositionVI.16. Alors, lorsque s tend vers τ , xs converge vers le plan asymptotique
Π(θ∞, 0) := {x ∈ H3, q(x, ε0 + θ∞) = 0}.Démonstration. On exprime xIs est coordonnées polaires : xIs = rsθs = rsθ∞+
rs(θs−θ∞). En faisant le produit scalaire avec θ∞, il vient alors rs = 〈xIs, θ∞〉+
rs〈(θs − θ∞), θ∞〉. Or lorsque s tend vers τ , on a

x0
s =

√
1 + r2

s = rs + (
√

1 + r2
s + rs)

−1 = rs + o(1).Par ailleurs, comme dans le début de la preuve de la proposition VI.16, onmontre que lorsque s tend vers τ , on a aussi
|θs − θ∞| = o

(
exp

(
−
∫ ts du

α(u)

))
.Comme d'après l'équation (VI.11) de la preuve de la proposition VI.5 :

rs = exp

(∫ s au
α2(tu)

du+O(1)

)
= exp

(∫ ts du

α(u)
+O(1)

)
,on en déduit que, presque sûrement, lorsque s tend vers τ :

q(xs, ε0 + θ∞) = −x0
s + 〈xIs, θ∞〉 = −rs + o(1) + 〈xIs, θ∞〉

= rs〈(θs − θ∞), θ∞〉 + o(1) = o(1).3.2.2 Une hypersurface asymptotiqueNous montrons ici que, comme dans le cas euclidien, dans un espace deRobertson-Walker M = I ×α H3 où l'expansion est lente ou l'e�ondrementrapide, si (ξs, ξ̇s) est la di�usion relativiste dans T 1M, alors la trajectoire
ξs ∈ M converge presque sûrement lorsque s tend vers τ vers un point dela frontière causale ∂M+

c de M. Comme lorsque la �bre est euclidienne, onrappelle que la frontière ∂M+
c s'identi�e à un cône de base S

2, que l'on peutparamétrer par un couple (δ,Θ) ∈ R × S2. Une courbe orientée vers le futur
ξs = (ts, xs) = (ts, rs, θs) dans M converge vers un point (δ∞,Θ∞) de ∂M+

csi et seulement si rs → +∞, θs → Θ∞ et
δs = −

∫ ts

t0

du

α(u)
+ argsh (rs) → δ∞.



3. Asymptotique lorsque la �bre est hyperbolique 259Proposition VI.18 � On se place sous les hypothèses de la propositionVI.16. Alors presque sûrement, le processus ξ = (ts, xs) à valeurs dans Mconverge vers un point (δ∞,Θ∞) de la frontière causale ∂M+
c .Démonstration. Le seul point à véri�er est la convergence du processus δs.Dans la preuve de la proposition VI.5, nous avons montré que sous les hypo-thèses de l'énoncé, l'intégrale ∫ s

0
ρ2u
r2u
× au

α2(tu)
du est �nie presque sûrement. Parailleurs, par dé�nition du processus cs/as et d'après la relation de pseudo-norme, on a :

ṙs√
1 + r2

s

=
as

α2(ts)
− 1√

1 − ρ2
s/r

2
s + 1

× ρ2
s

r2
s

× as
α2(ts)

.En intégrant, on obtient alors que, pour s ≥ 0 :
argsh (rs) −

∫ ts

t0

du

α(u)
= argsh (r0) −

∫ s

0

du

au +
√
a2
u + α2(tu)

−
∫ s

0

1√
1 − ρ2

u/r
2
u + 1

× ρ2
u

r2
u

× au
α2(tu)

.Les deux dernières intégrales convergent presque sûrement lorsque s tendvers τ , d'où le résultat.Autrement dit, le comportement asymptotique de la di�usion relativistedans le cas hyperbolique est tout à fait semblable à celui du cas eucli-dien, du moins si on observe la �bre H3 à une échelle logarithmique. Ainsi,comme le processus (ts, xs) dans le cas euclidien, le processus (ts, Xs) où
Xs = (argsh (

√
r2
s + 1), argsh (rs)θs) converge dans le cas hyperbolique versune hypersurface aléatoire.3.2.3 Asymptotique du moment angulairePour conclure cette section, nous déterminons le comportement asymptotiquedu moment angulaire xIs ∧ ẋIs/|ẋs| lorsque l'inverse du facteur d'expansionn'est pas intégrable au voisinage de T ≤ ∞. On a vu que dans ce cas,

θs = xIs/|xIs| et 1/rs×ẋIs/|ẋs| convergent vers la même limite θ∞ lorsque s tendvers τ . Le produit vectoriel de ces deux vecteurs converge donc naturellementvers zéro. En revanche, comme rs = |xIs| tend vers l'in�ni au voisinage de τ ,le comportement asymptotique de xIs ∧ ẋIs/|ẋs| n'est pas trivial. On rappelleque xIs ∧ ẋIs/|ẋs| = ρs × θs ∧ θ̇s/|θ̇s|. D'après le lemme VI.4 et la propositionVI.2, lorsque s tend vers τ , les processus ρs et θ̇s/|θ̇s| et donc xIs ∧ ẋIs/|ẋs|sont de même nature. Les propositions VI.5 et VI.6 établies dans l'étude dela di�usion radiale en courbure négative ou nulle permettent ainsi de montrerle résultat suivant :
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Σ(θ∞, δ∞)

δ∞

∫ t

t0

1

α

t

T

0

R
1,3

(ts, Xs)

(t0, X0)

Σ(θ∞, 0)

Π(θ∞, 0)

Xs = (argsh (
√

1 + r2
s), argsh (rs)θs)

Figure 42: Parallèle avec le cas euclidien.Corollaire VI.14� On se place sous les hypothèses de la proposition VI.16.Alors, lorsque s tend vers τ , les processus xIs ∧ ẋIs/|ẋs| et θ̇s/|θ̇s| présententles comportements asymptotiques suivants :� si l'univers est mortel, alors xIs ∧ ẋIs/|ẋs| et θ̇s/|θ̇s| convergent presquesûrement si et seulement si
J(α) :=

∫ T

a3(u) exp

(
2

∫ u dv

α(v)

)
du < +∞ ;� si l'univers est éternel et lim∞H(t)× t < 1, alors xIs∧ ẋIs/|ẋs| et θ̇s/|θ̇s|divergent presque sûrement.Remarque VI.7 � Les mêmes arguments que ceux de la preuve de la pro-postion VI.10 montrent que, lorsque θ̇s/|θ̇s| est divergent, il décrit asympto-tiquement un mouvement brownien sphérique changé de temps dans T 1

θ∞
S2.
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Récapitulatif du comportement asymptotique dans le cas hyperbolique
∫ T du

α(u)
< +∞

∫ T du

α(u)
= +∞

T = +∞ T < +∞ T = +∞ T < +∞

α croiss. poly α croiss. expo. lim∞H(t) × t < 1 J(α) < +∞ J(α) < +∞

xs conv. xs conv. xs conv. rs → +∞ rs → +∞ rs → +∞

θs conv. θs conv. θs conv.

ẋs

|ẋs| conv. ẋs

|ẋs| div. ẋs

|ẋs| conv. 1
rs
× ẋI

s

|ẋs| conv. 1
rs
× ẋI

s

|ẋs| conv. 1
rs
× ẋI

s

|ẋs| conv.

xIs ∧ ẋI
s

|ẋs| conv. xIs ∧ ẋI
s

|ẋs| div. xIs ∧ ẋI
s

|ẋs| conv. xIs ∧ ẋI
s

|ẋs| div. xIs ∧ ẋI
s

|ẋs| conv. xIs ∧ ẋI
s

|ẋs| div.

θ̇s

|θ̇s|

conv. θ̇s

|θ̇s|

div. θ̇s

|θ̇s|

conv. θ̇s

|θ̇s|

div. θ̇s

|θ̇s|

conv. θ̇s

|θ̇s|

div.

xs → Π(θ∞, 0) xs → Π(θ∞, 0) xs → Π(θ∞, 0)



262 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion4 Asymptotique lorsque la fibre estsphériqueDans cette section, nous explicitons le comportement asymptotique des com-posantes spatiales (xs, ẋs) de la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs)dans un espace de Robertson-Walker dont la �bre est sphérique. Encore unefois, on distingue les cas selon que l'inverse du facteur d'expansion est inté-grable ou non au voisinage de T ≤ +∞.4.1 Cas d'une expansion rapide � e�ondrement lentCommençons par traiter le cas d'un univers éternel où l'expansion est rapideou d'un univers mortel où l'e�ondrement est lent. Nous montrons que dans cesdeux cas, la composante xs de (ξs, ξ̇s) converge vers un point de la sphère S3.Comme dans les cas euclidien et hyperbolique, lorsque l'univers est éternel,le comportement asymptotique du vecteur tangent ẋs/|ẋs| est déterminé parla vitesse de divergence du facteur d'expansion.4.1.1 Convergence des trajectoires dans la �breDe la même façon que dans le cas des géodésiques lumière étudiées au chapitreII, on montre que lorsque l'inverse du facteur d'expansion est intégrable, lestrajectoires de la di�usion relativiste convergent dans S
3.Proposition VI.19 � Soit M = I ×α S

3 un espace de Robertson-Walker.On suppose que M est éternel et que l'expansion est rapide ou que M estmortel et l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions ini-tiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de
(ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tend vers τ , le vecteur xs convergeun point x∞ de la sphère S3.Démonstration. La preuve est la même que dans le cas euclidien. D'aprèsla relation de pseudo-norme (IV.17), pour s < τ , on a l'égalité |ẋs|2 =
gM(ẋs, ẋs) = a2

s/α
4(ts). On en déduit que

|xs − x0| ≤
∫ s

0

|ẋu|du =

∫ s

0

au
α2(tu)

du ≤
∫ ts

t0

du

α(u)
.Sous les hypothèses de l'énoncé, la dernière intégrale est convergente, ainsique la variation totale de xs, d'où le résultat.Corollaire VI.15� On se place sous les hypothèses de la proposition VI.19.Soient x un point de S3 et ε > 0. On a alors P(|x∞ − x| ≤ ε) = 1, pourvu que

x0 soit su�samment proche de x et t0 dans un voisinage assez petit de T .



4. Asymptotique lorsque la �bre est sphérique 2634.1.2 Asymptotique du vecteur dérivé normaliséOn précise maintenant le comportement du vecteur dérivé normalisé ẋs/|ẋs|lorsque xs converge vers x∞. Il est tout à fait semblable à celui observé dansles cas euclidien et hyperbolique : ẋs/|ẋs| converge presque sûrement lorsque
s tend vers τ si et seulement si l'intégrale Cs est elle-même convergente.Grâce aux corollaires VI.1 etVI.1, on en déduit la proposition suivante :Proposition VI.20 � Soit M = I ×α S3 un espace de Robertson-Walker.On suppose que M est éternel et que l'expansion est rapide ou que M estmortel et l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions ini-tiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de
(ξ0, ξ̇0). Alors le processus ẋs/|ẋs| présente les comportements asymptotiquessuivants :� si l'univers est mortel, alors ẋs/|ẋs| converge presque sûrement, lorsque

s tend vers τ , vers un point Θ∞ de la sphère T 1
x∞S3 ≈ S2 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est polynomiale, alors ẋs/|ẋs|converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni, vers un point

Θ∞ de la sphère T 1
x∞S3 ≈ S2 ;� si l'univers est éternel et l'expansion est exponentielle, alors le proces-sus ẋs/|ẋs| est divergent : asymptotiquement il décrit un mouvementbrownien sphérique changé de temps dans T 1

x∞S3 ≈ S2.

x0

x∞

T 1
x∞

S
3 ≈ S

2

ẋs

|ẋs|
récurrent dans T 1

x∞
S

3

x0

x∞

Θ∞ ∈ T 1
x∞

S
3

T 1
x∞

S
3 ≈ S

2

Figure 43: À gauche : trajectoire typique de la projection xs dans S
3 dans ununivers mortel où l'e�ondrement est lent ou dans un univers éternel où l'expansionest rapide et polynomiale. À droite, trajectoire typique dans un univers éternel oùl'expansion est exponentielle.



264 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionEn adaptant les arguments de la preuve de la proposition VI.15 au cadresphérique (on transporte parallèlement le repère es le long d'un arc de grandcercle, les autres arguments se transposent tels quels), on montre en e�et :Proposition VI.21 � Soit M =]0,+∞[×αS
3 un espace de Robertson-Walker où l'expansion est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions ini-tiales raisonnables, et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issuede (ξ0, ξ̇0). On suppose que l'intégrale Cs tend presque sûrement vers l'in�niavec s. Alors, presque sûrement pour tout ε > 0, il existe un temps propre sε�ni presque sûrement et un mouvement brownien sphérique changé de temps

(Θε
s, s ≥ sε) à valeurs dans Tx∞S3 ≈ S2 tels que, presque sûrement :

sup
s≥sε

∣∣∣∣
ẋs
|ẋs|

− Θε
s

∣∣∣∣ ≤ ε.4.2 Cas d'une expansion lente � e�ondrement rapideNous passons maintenant à la description du comportement asymptotiquedes composantes spatiales de la di�usion de Franchi et Le Jan dans le seulcas qu'il nous reste à envisager, celui d'un espace de Robertson-Walker dontla �bre est sphérique lorsque l'inverse du facteur d'expansion n'est pas inté-grable. Dans ce dernier cas, le comportement asymptotique de la di�usion està nouveau semblable à celui des géodésiques de lumière. On montre en e�etqu'asymptotiquement les processus xs et ẋs/|ẋs| décrivent un grand cerclealéatoire sur la sphère S
3.Proposition VI.22 � Soit M = I ×α S3 un espace de Robertson-Walker.On suppose que M est éternel et que l'expansion est lente ou que M estmortel et l'e�ondrement est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditionsinitiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de

(ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, il existe deux vecteurs orthogonaux aléatoires
U∞ et V∞ sur la sphère S3 tels que, lorsque s tend vers τ , les vecteurs xs et
ẋs/|ẋs| véri�ent :

xs = cos

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
U∞ + sin

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
V∞ + o(1),

ẋs
|ẋs|

= − sin

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
U∞ + cos

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
V∞ + o(1).Démonstration. Le système d'équations di�érentielles stochastiques (IV.12)qui régit l'évolution du couple (xs, ẋs/|ẋs|) peut être interprété comme une
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xs

S
3

x0

ẋ0Figure 44: Trajectoire typique de la projection xs dans S
3 dans le cas d'un universéternel lorsque l'expansion est lente ou dans le cas d'un univers mortel lorsquel'e�ondrement est rapide.perturbation aléatoire de l'oscillateur harmonique classique. En e�et, ce sys-tème peut se mettre sous la forme :

dxs =
ẋs
|ẋs|

× as
α2(ts)

ds, d
ẋs
|ẋs|

= −xs ×
as

α2(ts)
ds+ dηs,avec

dηs := −σ2α
2(ts)

a2
s

× ẋs
|ẋs|

ds+ dM ẋ/|ẋ|
s ,où pour µ, ν dans {0, 1, 2, 3} :

d〈M ẋµ/|ẋ|,M ẋν/|ẋ|〉s = σ2α
2(ts)

a2
s

(
δµν − xµsx

ν
s −

ẋµs
|ẋs|

ẋνs
|ẋs|

)
ds.Sous cette forme, le système (IV.12) apparaît comme un oscillateur harmo-nique, perturbé par le terme dηs, et changé de temps via le changement detemps ds′ = asds/a

2(ts). Pour alléger les notations, posons ys := ẋs/|ẋs|,
zs := xs + iys et As :=

∫ s
0

au

α2(tu)
du. Le processus zs est alors solution del'équation

dzs = −i zsdAs + idηs.On en déduit que pour tout 0 ≤ s < τ :
zs = z0e

−iAs + ie−iAsIs, où Is :=

∫ s

0

eiAudηu. (VI.23)



266 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usionL'intégrale Is se décompose en la somme Is = Js +Ks où
Js := −σ2

∫ s

0

eiAu
α2(tu)

a2
u

× yudu, Ks :=

∫ s

0

eiAudM ẋ/|ẋ|
u .Sous les hypothèses de l'énoncé (rappelons que lorsque l'expansion est lente,elle est implicitement polynomiale d'après l'hypothèse 5), d'après la propo-sition V.4 et le lemme V.9, l'horloge Cs =

∫ s
0
α2(tu)
a2u

du converge presque sûre-ment lorsque s tend vers τ . On en déduit que la variation totale du processus
Js et le crochet de la martingale Ks convergent presque sûrement lorsque stend vers τ . Par suite, les processus Js, Ks et Is convergent presque sûre-ment lorsque s tend vers τ . On note I∞ la limite presque sûre de l'intégrale
Is. D'après l'équation (VI.23), lorsque s tend vers τ , on a alors :

zs = (z0 + iI∞) e−iAs − ie−iAs (I∞ − Is) = (z0 + iI∞) e−iAs + o(1).Autrement dit, en posant U∞ := x0−=(I∞) et V∞ := y0+<(I∞), c'est-à-dire
U∞ = x0 −

∫ +∞

0

sin

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
dηs,

V∞ = y0 +

∫ +∞

0

cos

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
dηs,on obtient que presque sûrement, lorsque s tend vers τ :

xs = cos

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
U∞ + sin

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
V∞ + o(1),

ẋs
|ẋs|

= − sin

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
U∞ + cos

(∫ s

0

au
α2(tu)

du

)
V∞ + o(1).Nécessairement, on a alors |U∞| = |V∞| = 1 et 〈U∞, V∞〉 = 0, d'où le résultat.Remarque VI.8 � Ici encore, on véri�e donc que le comportement asympto-tique de la di�usion relativiste est celui d'une géodésique de lumière puisquela conclusion de la proposition VI.22 est la même que celle du corollaire III.5dans le cas déterministe. Par ailleurs, au regard de la proposition III.7, laproposition VI.22 va dans le même sens que les propositions VI.12 et VI.18dans les cas euclidien et hyperbolique, qui a�rment que la di�usion convergepresque sûrement lorsque s tend vers τ , vers un point de la frontière causale

∂M+
c .



5. Récapitulatif de nos résultats 2675 Récapitulatif de nos résultats5.1 Convergence vers la frontière causaleDans tous les cas d'espaces de Robertson-Walker envisageables, qu'ils soientmortels ou éternels, que l'expansion ou l'e�ondrement soit rapide ou lent(e)et que la �bre soit euclidienne, hyperbolique ou sphérique, nous avons mon-tré dans ce chapitre que le comportement asymptotique des trajectoires duprocessus ξs de la di�usion (ξs, ξ̇s) relativiste est semblable à celui des géo-désiques de lumière décrit au chapitre III. Notre étude vient donc conforter,sur une large classe d'exemples de variétés lorentziennes, le premier point dela conjecture de Franchi et Le Jan énoncée au chapitre I, à savoir que surune variété lorentzienne générale, la di�usion approche asymptotiquementune géodésique de lumière aléatoire.Par ailleurs, dans les propositions VI.12, VI.18 et VI.22, nous avons vu quedans un espace de Robertson-Walker M = I ×α M où l'expansion est lenteou l'e�ondrement est rapide, le processus ξs converge vers un point aléatoirede la frontière causale ∂M+
c de M. D'après les propositions VI.7, VI.13 etVI.19, c'est aussi le cas lorsque l'expansion est rapide ou l'e�ondrement estlent puisque d'après la proposition III.7, la frontière causale ∂M+

c est alorssimplement composée d'une copie de la �bre M . On peut donc résumer nosrésultats concernant le comportement asymptotique de ξs dans le théorèmesuivant, analogue parfait de la proposition III.8 dans le cas géodésique :Théorème VI.1 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walker.Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions initiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) =
(ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion de Franchi et Le Jan issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presquesûrement, lorsque s tend vers τ = inf{s > 0, ts = T}, le processus ξs convergevers un point aléatoire de la frontière causale ∂M+

c de M.La frontière causale ∂M+
c est dé�nie comme une classe d'équivalence detrajectoires causales sur la variété M. Dans l'éventualité où l'on parviendraità montrer que toute l'information asymptotique de la di�usion est portée parle point limite dans ∂M+

c , le théorème ci-dessus viendrait aussi renforcer laconjecture de Franchi et Le Jan qui a�rme que la frontière de Poisson dela di�usion est en bijection avec des classes d'équivalence de géodésiquesde lumière. Nous verrons au chapitre VIII, au moins sur certains exemplesd'espace de Robertson-Walker, que la tribu invariante pour la di�usion este�ectivement engendrée par le point limite dans ∂M+
c , donc que la frontièrede Poisson de la di�usion s'identi�e à la frontière causale.



268 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion5.2 Comportement asymptotique du vecteur dérivéNous résumons à présent nos résultats concernant le processus dérivé ξ̇s.On rappelle que H(t) := α′(t)/α(t) et que dans le cas d'un univers éternel
H∞ := limt→+∞H(t) ≥ 0.Théorème VI.2 (Propositions V.1, V.2 et V.5) � Soit M =]0, T [×αM unespace de Robertson-Walker. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1M des conditions initialesraisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de (ξ0, ξ̇0).Alors presque sûrement, lorsque s tend τ = inf{s > 0, ts = T}, on a lescomportements asymptotiques suivants :
i) si T = +∞ et l'expansion est exponentielle, ṫs est récurrent dans ]1,+∞[ ;
ii) si T = +∞ et l'expansion est polynomiale, ṫs est transitoire ;
iii) si T < +∞, ṫs est transitoire.Le théorème suivant précise le comportement asymptotique du vecteur dérivénormalisé à valeurs dans T 1M dans un univers éternel où l'expansion estrapide ou dans un univers mortel où l'e�ondrement est lent, c'est-à-dire unespace M =]0, T [×αM avec T ≤ +∞ et tel que

∫ T du

α(u)
< +∞.Théorème VI.3 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walkeroù l'expansion est rapide ou l'e�ondrement est lent. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1Mdes conditions initiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usionrelativiste issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tend vers letemps τ = inf{s > 0, ts = T}, le processus xs converge vers un point aléatoire

x∞ de la �bre M et le processus ẋs/|ẋs| véri�e les assertions suivantes :
i) si T < ∞ ou si T = +∞ et l'expansion est polynomiale, alors ẋs/|ẋs|converge vers un point Θ∞ de T 1

x∞M ;
ii) si T = +∞ et l'expansion est exponentielle, le processus ẋs/|ẋs| décritasymptotiquement un mouvement brownien sphérique changé de tempsdans T 1

x∞M ≈ S2.Remarque VI.9 � Dans le dernier cas, que la �bre de l'espace soit eucli-dienne, hyperbolique ou sphérique, le processus dérivé ẋs/|ẋs| décrit un mou-vement brownien sphérique dans l'espace tangent unitaire limite. Le proces-sus ne �voit� donc pas la courbure de la �bre M . Son comportement asymp-totique ne dépend que du facteur d'expansion α.



5. Récapitulatif de nos résultats 269On résume en�n le comportement asymptotique du processus ẋs/|ẋs| dansun espace M =]0, T [×αM tel que T ≤ +∞ et
∫ T du

α(u)
= +∞.Théorème VI.4 � Soit M =]0, T [×αM un espace de Robertson-Walkeroù l'expansion est lente ou l'e�ondrement est rapide. Soient (ξ0, ξ̇0) ∈ T 1Mdes conditions initiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usionrelativiste issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, lorsque s tend vers letemps τ = inf{s > 0, ts = T}, le processus xs est divergent et le processus

ẋs/|ẋs| véri�e les assertions suivantes :
i) si M = R3, alors ẋs/|ẋs| converge vers un point Θ∞ de S2 ;
ii) si M = H3 ⊂ R1,3, alors |x0

s|−1× ẋs/|ẋs| converge vers un point (1,Θ∞) ;
iii) si M = S

3 ⊂ R
4, le processus ẋs/|ẋs| décrit asymptotiquement un grandcercle aléatoire dans S3.Remarque VI.10 (Sur l'in�uence de la courbure) � Rapppelons qu'en fonc-tion du facteur d'expansion α et de la courbure k ∈ {−1, 0, 1} de la �bre

M , la courbure scalaire d'un espace de Robertson-Walker M = I ×α M estdonnée par la formule :
R := −6

(
α′′(t)

α(t)
+
α′2(t)

α2(t)
+

k

α2(t)

)
= −6

(
H ′(t) + 2H(t) +

k

α2(t)

)
.La courbure R in�ue naturellement sur le comportement asymptotique desgéodésiques des espaces de Robertson-Walker et par suite sur le comporte-ment asymptotique de la di�usion relativiste. Cependant, le fait que cettecourbure soit constante ou non, en particulier qu'elle soit nulle ou non, n'apas réellement d'in�uence sur le comportement asymptotique des géodésiquesou de la di�usion. Par exemple, lorsque I =]0,+∞[ et k = 0, le comporte-ment qualitatif des trajectoires est le même que le facteur d'expansion soitnul ou que α(t) = t. Dans le premier cas, la courbure R est nulle, pas dansle second. Comme on l'a vu, le paramètre saillant est en fait l'intégrabilitéde l'inverse du facteur d'expansion au voisinage de T . On peut cependantnoter que comme le montre le théorème VI.3 ci-dessus, via le comportementasymptotique de la fonction de Hubble H , la courbure R a une in�uencesur le comportement asymptotique du vecteur dérivé ẋs/|ẋs| de la di�usion,in�uence qui n'apparaît pas dans le cas géodésique.



270 Chapitre VI Étude des composantes spatiales de la di�usion5.3 Sur la convergence vers des géodésiques de lumièrePour conclure ce chapitre, nous souhaitons ici faire une remarque concernantla convergence des trajectoires de la di�usion relativiste vers des géodésiquesde lumière, convergence conjecturée par Franchi et Le Jan dans [FLJ07] surune variété lorentzienne générale et démontrée dans ce chapitre dans le casparticulier des espaces de Robertson-Walker. Au regard de la constructionmême du générateur de la di�usion comme perturbation du �ot géodésique,le lien entre les trajectoires de la di�usion et celles des géodésiques n'est pasvraiment étonnant.Par ailleurs, la convergence vers des rayons lumineux se conçoit bien d'unpoint de vue physique et heuristique si l'on pense aux trajectoires de la dif-fusion comme décrivant le mouvement perturbé d'une particule qui initiale-ment suit une géodésique. En e�et, perturber les accélérations de la particuleà tout instant revient à lui donner de l'énergie, et si l'on pense à cette dernièrecomme une énergie cinétique, la vitesse de la particule tend naturellementvers celle de la lumière.Nous souhaitons ici donner un argument, également de nature heuristique,mais plus mathématique que le précédent, qui permet à notre avis de mieuxappréhender le pourquoi de la convergence des trajectoires de la di�usion versdes géodésiques, et pourquoi des géodésiques de lumière. Pour cela, considé-rons une variété M de dimension (m+1) munie d'une métrique lorentzienne
g = gµν de signature (−,+, . . . ,+). Pour simpli�er, supposons que la mé-trique g est diagonale. Rappelons que si ξµ est un système de coordonnéessur M, et si Γµνρ désignent les symboles de Christo�el usuels, alors la dif-fusion de Franchi et Le Jan (ξs, ξ̇s) est dé�nie comme solution du systèmed'équations di�érentielles stochastiques :





dξµs = ξ̇µs ds,

dξ̇µs = −Γµνρ(ξs) ξ̇
ρ
s ξ̇

ν
s ds+

m σ2

2
ξ̇µs ds+ σ dMµ

s ,

(VI.24)où la matrice de covariation quadratique des martingalesMµ
s est donnée par

d〈Mµ, Mν〉s =
(
ξ̇µs ξ̇

ν
s + gµν(ξs)

)
ds.De plus, la di�usion est paramétrée par le temps propre s, i.e. la longueurd'arc. Elle véri�e donc la relation de pseudo-norme :

gµν(ξs)ξ̇
µ
s ξ̇

ν
s = −1.



5. Récapitulatif de nos résultats 271La métrique gµν étant diagonale, une représentation possible pour les mar-tingales Mµ
s est la suivante : il existe un mouvement brownien réel standard

B et un mouvement brownien W = (W 1, . . . ,W d) de dimension d tels que,pour i = 1, . . . , d :
dM0

s =

(
ξ̇0
s +

g00(ξs)

ξ̇0
s

)
dBs −

g00(ξs)

ξ̇0
s

×
d∑

i=1

√
gii(ξs)ξ̇

i
sdW

i
s ,

dM i
s = ξ̇isdBs +

√
gii(ξs)dW

i
s .Considérons alors le changement de temps suivant :

Ss :=

∫ s

0

exp

(
σ2 × (m− 1)

2
× u+ σBu

)
du, d'inverse S−1

s ,et notons Xs := ξS−1
s

la di�usion relativiste changée de temps. Le processus
Xs est maintenant solution du système d'équations di�érentielles stochas-tiques : 




dXµ
s = Ẋµ

s ds,

dẊµ
s = −Γµνρ(Xs) Ẋ

ρ
s Ẋ

ν
s ds+ σ dMXµ

s ,

(VI.25)où les martingales MXµ

s sont données par les formules suivantes :
MX0

s =

∫ S−1
s

0

Ru ×
(
g00(ξu)

ξ̇0
u

dBu −
g00(ξu)

ξ̇0
u

×
d∑

i=1

√
gii(ξu)ξ̇

i
udW

i
u

)
,

MXi

s =

∫ S−1
s

0

Ru ×
√
gii(ξu)dW

i
u, pour i = 1, . . . , d,où l'on a posé

Ru := exp

(
−
[
σ2m− 1

2
S−1
u + σBS−1

u

])
.Lorsque les coe�cients gii de la métrique sont minorés, ces martingalesconvergent presque sûrement. C'est le cas par exemple pour les espaces deRobertson-Walker éternels de �bre euclidienne vus en coordonnées carté-siennes, en particulier c'est le cas pour l'espace de Minkowski. Autrementdit, sous des hypothèses raisonnables, le système d'équations (VI.25) véri�épar la di�usion changée de temps est le système des équations géodésiques,perturbé par des martingales convergentes. Par ailleurs, d'après la relationde pseudo-norme, on a

−gµν(Xs)Ẋ
µ
s Ẋ

ν
s = R2

s = o(1).
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i.e. la trajectoire Xs est asymptotiquement une trajectoire de lumière. Ainsi,en changeant leur vitesse de parcours, les trajectoires de la di�usion rela-tiviste apparaissent asymptotiquement comme des trajectoires de lumière,solution des équations géodésiques perturbées par des martingales asympto-tiquement négligeables. À notre sens, ceci éclaircit la convergence des tra-jectoires de la di�usion vers des géodésiques de lumière. Par ailleurs, dansl'éventualité où l'on serait capable de montrer un résultat de stabilité du �otgéodésique, cette remarque peut fournir un angle d'approche pour établirrigoureusement la convergence des trajectoires de la di�usion vers celles desgéodésiques.Remarque VI.11 � Dans le cas de l'espace de Minkowski R1,3, le proces-sus (Xs, Ẋs) n'est autre que la di�usion de Dudley changée de temps. Lescoe�cients de Christo�el étant nuls, le système (VI.25) peut se résoudre ex-plicitement. On montre ainsi que le processus Ẋs converge presque sûrementlorsque s tend vers l'in�ni vers une variable Ẋ∞, dont la loi est explicite :

(Ẋ1
∞, Ẋ

2
∞, Ẋ

3
∞) = (Ẋ1

0 , Ẋ
2
0 , Ẋ

3
0 ) +

∫ +∞

0

e−σ
2s−σBsdWs,

Ẋ0
∞ =

√
|Ẋ1

∞|2 + |Ẋ2
∞|2 + |Ẋ3

∞|2.En particulier, on retrouve sans di�culté la loi de l'angle limite de la di�usionde Dudley évoquée dans le paragraphe 3.1.2 du chapitre I et qui fait l'objetdu théorème 18 de [Bai08a] :
Θ∞ =

(Ẋ1
∞, Ẋ

2
∞, Ẋ

3
∞)

|(Ẋ1
∞, Ẋ

2
∞, Ẋ

3
∞)|

.



Chapitre VIILa di�usion régénérée dans ununivers mortel
Contenu du chapitre1 Prolongement de la di�usion . . . . . . . . . . . . . 2741.1 Description du prolongement . . . . . . . . . . . . 2741.2 Frontière de l'espace complété . . . . . . . . . . . . 2752 Asymptotique de la di�usion régénérée . . . . . . 2772.1 Lorsque la �bre est euclidienne . . . . . . . . . . . 2772.2 Lorsque la �bre est hyperbolique . . . . . . . . . . 2792.3 Lorsque la �bre est sphérique . . . . . . . . . . . . 279Dans la section 4 du chapitre III, nous avons montré que dans un espace deRobertson-Walker mortel M où l'e�ondrement est lent, les géodésiques delumière incomplètes peuvent être prolongées en des trajectoires bien dé�niessur tout R+, à valeurs dans le chapelet d'espace de Robertson-Walker M̂introduit dans le paragraphe 4.3.1 de ce même chapitre :

M̂ :=

(
⋃

n∈N

M̂n

)/
∀n ∈ N,

∂M+
n ≡ ∂M−

n+1

Mn ≡Mn+1


 ,où l'espace M̂n = Mn ∪ ∂Mn est le compacti�é causal de l'espace deRobertson-Walker Mn =]nT, (n + 1)T [×α̊Mn. Nous montrons ici qu'il enest de même pour la di�usion relativiste. Le plus gros du travail a été e�ec-tué en amont. En e�et, dans le paragraphe 2.4 du chapitre V, nous avonsmontré que les composantes temporelles de la di�usion admettent un prolon-gement naturel (̊ts, ås) à valeurs dans [0,+∞[×]0,+∞[. Par ailleurs, d'aprèsla section 4 du chapitre IV, on sait �faire partir� la di�usion d'un point de lafrontière d'entrée ∂M−

c de l'espace M.



274 Chapitre VII La di�usion régénérée dans un univers mortel1 Prolongement de la diffusionPour toute la suite de cette section, on se donne un espace de Robertson-Walker M = I ×α M où I =]0, T [ avec T borné. On suppose que le facteurd'expansion α s'annule au bord de I et que son inverse est intégrable en zéroet en T : ∫ T/2

0

dv

α(v)
< +∞ et ∫ T

T/2

dv

α(v)
< +∞.On rappelle que α̊ désigne le prolongement périodique de α à R+.1.1 Description du prolongementOn rappelle que sur l'intervalle ]0, τ [ où elle est dé�nie, la donnée des com-posantes (ts, ṫs, xs, ẋs) de la di�usion relativiste (ξs, ξ̇s) ∈ T 1M est équiva-lente à celle des composantes (ts, as, xs, ẋs/|ẋs|). Fixons une condition initiale

(t0, a0, x0, ẋ0/|ẋ0|) avec
(t0, a0) ∈ ]0, T [×[0,+∞[ ∪ [0, T [×]0,+∞[,

(x0, ẋ0/|ẋ0|) ∈ T 1M.On désigne ici par (?) le système d'équations di�érentielles stochastiques quirégit l'évolution du processus (ts, as, xs, ẋs/|ẋs|) et qui est équivalent au sys-tème (IV.1). Le processus (̊ts, ås) est le prolongement de la di�usion tempo-relle construit au chapitre V et objet de la dé�nition V.2. D'après la proposi-tion IV.6, le système (?) admet une solution forte issue de (t0, a0, x0, ẋ0/|ẋ0|)et dé�nie jusqu'au temps τ := inf{s > 0, ts = T}. D'après la propositionV.5, lorsque s tend vers τ , le couple (ts, as) converge alors presque sûre-ment vers (T, a∞) où la limite a∞ est strictement positive et �nie presquesûrement. Par ailleurs, d'après les propositions VI.7, VI.13 et VI.19 d'unepart, et les propositions VI.8, VI.14, et VI.20 d'autre part, les composantesspatiales (xs, ẋs/|ẋs|) convergent presque sûrement vers un point aléatoire
(x∞,Θ∞) ∈ T 1M .La fonction α étant prolongée en la fonction périodique α̊, la propositionIV.6 assure que pour s ≥ τ , le système (?) admet une unique solution
(t1s, a

1
s, x

1
s,Θ

1
s) = (̊ts, ås, x

1
s,Θ

1
s) issue de (T, a∞, x∞,Θ∞), bien dé�nie jus-qu'à τ2, le temps d'atteinte de 2T par le processus t̊s. D'après les pro-positions citées ci-dessus à nouveau, lorsque s tend vers τ2, le processus

(t1s, a
1
s, x

1
s,Θ

1
s) converge vers une variable (2T, a1

∞, x
1
∞,Θ

1
∞). Pour s ≥ τ2,à nouveau d'après la proposition IV.6, le système (?) admet une solution
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2
s, x

2
s,Θ

2
s) = (̊ts, ås, x

2
s,Θ

2
s) issue (2T, a1

∞, x
1
∞,Θ

1
∞) et dé�nie jus-qu'au temps d'atteinte de 3T par le processus t̊s etc. On peut itérer laconstruction, en concaténant les trajectoires (tns , a

n
s , x

n
s ,Θ

n
s ), pour n ∈ N∗,entre les temps d'atteinte τn des multiples entiers de la période T par leprocessus t̊s.Dé�nition VII.1 � On notera (̊ts, ås, x̊s, Θ̊s) et on appellera di�usion ré-générée et la di�usion dé�nie pour tout s ∈ R+ et à valeurs dans TM̂,obtenue à partir de la di�usion (ts, as, xs,Θs), en la prolongeant par conti-nuité aux temps d'atteinte successifs τn des points nT par t̊s, n ∈ N∗, i.e.

τn := inf{s > 0, t̊s = nT}.Remarque VII.1 � La notation TM̂ est quelque peu abusive puisque la dé-rivée de t̊s est non bornée aux voisinages des temps τn. Cependant, pour toutentier n, la restriction de la trajectoire (̊ts, ås, x̊s, Θ̊s) à l'intervalle ]τn, τn+1[est bien une trajectoire dans l'espace tangent unitaire T 1Mn, dont la loi estcelle de la di�usion relativiste.1.2 Frontière de l'espace complétéDans la prochaine section, nous explicitons le comportement asymptotiquede la di�usion régénérée. Nous allons voir que celui-ci est tout à fait sem-blable à celui de la di�usion de Franchi et Le Jan dans un univers éterneloù l'expansion est lente. A�n de simpli�er les énoncés dans la suite, nousintroduisons ici une notion de frontière sur l'espace M̂, analogue à la notionde frontière causale dans le cas d'un espace éternel où l'expansion est lente.Observons tout d'abord que d'un point de vue ensembliste, l'espace M̂ seplonge naturellement dans le produit [0,∞[×M puisque toutes les �bres Mnsont indenti�ées entre elles. Par ailleurs, l'inverse de la fonction α̊, bien quelocalement intégrable sur [0,+∞[ à la di�érence de α, n'est pas intégrablesur R+ : ∫ +∞

0

du

α̊(u)
= ∞.Comme nous l'avons déjà noté dans la remarque III.12 ceci implique que lesgéodésiques de lumière prolongées dans M̂ se comportent asymptotiquementcomme les géodésiques usuelles dans un espace de Robertson-Walker éterneloù l'expansion est lente. Lorsque la �bre est euclidienne ou hyperbolique,elles s'en vont à l'in�ni dans une direction privilégiée ; lorsque la �bre estsphérique, elles divergent au sens où elles décrivent des grands cercles sur lasphére S3.



276 Chapitre VII La di�usion régénérée dans un univers mortelPrécisément, si (̊tu, x̊u) est le prolongement à M̂ d'une géodésique de lumière
(tu, xu) dans M, alors lorsque u tend vers l'in�ni, selon la courbure de la �bre
M :
i) lorsque M = R3, il existe un couple (δ,Θ) ∈ R+ × S2 tels que

t̊u → +∞,
x̊u
|̊xu|

→ Θ, −
∫ t̊u

t̊0

dv

α̊(v)
+ |̊xu| → δ ;

ii) lorsque M = H
3, il existe un couple (δ,Θ) ∈ R

+ × S
2 tels que

t̊u → +∞, (̊x1
u, x̊

2
u, x̊

3
u)/x̊

0
u → Θ, −

∫ t̊u

t̊0

dv

α̊(v)
+ argsh (|̊xu|) → δ ;

iii) lorsque M = S3, t̊u → +∞ et x̊u diverge dans S3 en décrivant un grandcercle paramétré par la phase ∫ t̊u
t̊0

dv
α̊(v)

.Dé�nition VII.2 � On dé�nit une frontière ∂M̂ sur l'espace M̂ de lafaçon suivante :� lorsque M = R3 ou H3, on pose ∂M̂ := {+∞}× R+ × S2 ;� lorsque M = S3, on pose ∂M̂ := {+∞}×{∂}, où ∂ est un point idéal.LorsqueM = R3 ou H3, étant donnée une courbe orientée vers le futur (tu, xu)dans M̂, s'il existe un couple (δ,Θ) ∈ R+ × S2 tel que les convergences despoint i) ou ii) ci-dessus sont véri�ées, on dira que (tu, xu) converge vers lepoint (+∞, δ,Θ) de la frontière ∂M̂.Lorsque M = S3 ou H3, si une courbe orientée vers le futur (tu, xu) dans M̂véri�e les convergences du point iii) ci-dessus, on dira qu'elle converge versle point {+∞}× {∂}.Ayant introduit la frontière ∂M̂ de M̂, nous pouvons maintenant décrirele comportement asymptotique, lorsque s tend vers l'in�ni, des trajectoiresde la di�usion régénérée. Comme annoncé, celui-ci est très proche, pour nepas dire identique, de / à celui des trajectoires de la di�usion de Franchi etLe Jan dans un espace éternel où l'expansion est lente. Vues les nombreusessimilarités entre les deux cas, nous passons rapidement sur les preuves lorsquecelles-ci se transposent sans di�culté d'un cas à l'autre.



2. Asymptotique de la di�usion régénérée 2772 Asymptotique de la diffusionrégénéréePour décrire le comportement asymptotique, lorsque s tend vers l'in�ni, destrajectoires de la di�usion régénérée, nous distinguons les cas selon que la�breM de l'espace de Robertson-Walker initial est euclidienne, hyperboliqueou sphérique.2.1 Lorsque la �bre est euclidienneCommençons par le cas euclidien. Si (̊ts, ås, x̊s, Θ̊s) est la di�usion régénéréeissue d'un point (ξ0, ξ̇0)de T 1M, d'après la proposition V.6, le processus åstend exponentiellement vite vers l'in�ni avec s. Par ailleurs, le prolongement
α̊ de fonction de torsion est une fonction bornée. Lorsque s tend vers l'in�ni,l'horloge

C̊s := σ2

∫ s

0

α̊2(̊tu)

|̊au|2
duconverge donc presque sûrement vers une limite �nie. Or le processus Θ̊squi prolonge au delà du temps τ le processus ẋs/|ẋs| est précisément unmouvement brownien sphérique à valeurs dans S2, paramétré par l'horloge

C̊s. On en déduit le résultat suivant :Proposition VII.1 � Soient M = I×αR3 un espace de Robertson-Walkermortel où l'e�ondrement est lent, (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnableset (̊ts, ås, x̊s, Θ̊s) la di�usion régénérée issue de (ξ0, ξ̇0). Alors lorsque s tendvers l'in�ni, le processus Θ̊s converge vers un point Θ̊∞ de la sphère S2.On a alors bien sûr le corollaire :Corollaire VII.1 � On se place sous les hypothèses de la proposition VII.1.Alors, lorsque s tend vers τ , le processus θ̊s = x̊s/|̊xs| converge presque sûre-ment vers Θ̊∞.Démonstration. Le processus x̊s se décompose en
x̊s = x̊0 +

∫ s

0

Θs ×
ås

α̊2(̊ts)
= x̊0 + Θ∞ ×

∫ s

0

ås

α̊2(̊ts)
+ o

(∫ s

0

ås

α̊2(̊ts)

)
.Le résultat découle de l'équivalent

∫ s

0

ås

α̊2(̊ts)
∼
∫ t̊s

t̊0

dv

α̊(v)
.
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Figure 45: Trajectoire typique de la di�usion régénérée dans le cas où la �bre esteuclidienne.En suivant à l'identique la preuve de la proposition VI.12, on montre quecomme dans le cas de l'étude de la di�usion relativiste dans un espace éterneloù l'expansion est lente, le processus
δ̊s := −

∫ t̊s

t̊0

dv

α̊(v)
+ |̊xs|converge presque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni. Autrement dit, lorsque

s tend vers l'in�ni, le processus (̊ts, x̊s) converge presque sûrement vers unehypersurface asymptotique dans l'espace complété M̂. D'après la dé�nitionVII.2, la convergence vers cette hypersurface est équivalente à la convergencevers un point de la frontière ∂M̂. Aussi, on peut énoncer la proposition :Proposition VII.2 � On se place sous les hypothèses de la propositionVII.1. Alors, lorsque s tend vers l'in�ni, le processus δ̊s converge presquesûrement vers une variable aléatoire réelle δ̊∞. Autrement dit, il existe unevariable aléatoire (+∞, δ̊∞, Θ̊∞) sur la frontière ∂M̂ de l'espace complété M̂,telle que le processus (̊ts, x̊s) converge presque sûrement vers (+∞, δ̊∞, Θ̊∞)lorsque s tend vers l'in�ni.



2. Asymptotique de la di�usion régénérée 2792.2 Lorsque la �bre est hyperboliquePassons maintenant au cas où la �bre M de l'espace de Robertson-Walkerinitiale est hyperbolique. Comme dans la preuve de la proposition VI.4, enutilisant le fait que pour la di�usion régénérée, l'horloge C̊s := σ2
∫ s
0
α2 (̊tu)
|̊au|2 duconverge presque sûrement lorsque s tend vers l'in�ni, on montre tout d'abordque le processus x̊s est transitoire. Ainsi, si l'on dé�nit r̊s de sorte que x̊s =

(
√

1 + |̊rs|2, r̊sθ̊s), on a résultat suivant :Proposition VII.3 � Soit M = I ×α H3 un espace de Robertson-Walkermortel où l'e�ondrement est lent, (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnableset (̊ts, ås, x̊s, Θ̊s) la di�usion régénérée issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûre-ment, le processus r̊s tend vers l'in�ni avec s.Comme dans la preuve de la proposition VI.4, on peut en fait préciser lavitesse de divergence du processus r̊s (l'analogue du processus cs/as pour ladi�usion régénéré tend vers 1). Dès lors, par les mêmes arguments que dansla preuve de la proposition VI.16, on obtient que le processus x̊s tend versl'in�ni dans une direction privilégiée :Proposition VII.4 � On se place sous les hypothèses de la propositionVII.3. Alors lorsque s tend vers l'in�ni, le processus θ̊s converge presquesûrement, vers un point θ̊∞ de la sphère S2.En�n, les mêmes estimés pour la vitesse de divergence de r̊s et les mêmesarguments de que ceux de la proposition VI.18 montrent que le processus
δ̊s = −

∫ t̊s

t̊0

du

α̊(u)
+ argsh (̊rs)converge presque sûrement, lorsque s tend vers l'in�ni vers une variable aléa-toire réelle δ̊∞. On a donc �nalement le résultat suivantProposition VII.5 � On se place sous les hypothèses de la propositionVII.3. Alors presque sûrement, le processus (̊ts, x̊s) à valeurs dans M̂ convergevers un point (+∞, δ̊∞, Θ̊∞) de la frontière ∂M̂.2.3 Lorsque la �bre est sphériqueTraitons en�n le cas où la �bre M est sphérique. L'argument essentiel dela preuve de la proposition VI.22 qui décrit le comportement asymptotiquede la di�usion relativiste dans un espace éternel où l'expansion est lente, estque lorsque s tend vers τ , l'horloge Cs =
∫ s
0
α2(tu)du/a

2
u converge presque



280 Chapitre VII La di�usion régénérée dans un univers mortelsûrement. On a déjà vu dans la description du comportement asymptotiquede la di�usion régénérée dans les cas euclidien et hyperbolique que l'horloge
C̊s := σ2

∫ s

0

α̊2(̊tu)

|̊au|2
duconverge également lorsque s tend vers l'in�ni. Aussi, les mêmes argumentsque ceux de la preuve de la proposition VI.22 s'appliquent ici et l'on a lerésultat suivant :Proposition VII.6 � Soient M = I ×α S3 un espace de Robertson-Walkermortel où l'e�ondrement est lent, (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raisonnableset (̊ts, ås, x̊s, Θ̊s) la di�usion régénérée issue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûre-ment, il existe deux vecteurs orthogonaux aléatoires U∞ et V∞ sur la sphère

S3 tels que, lorsque s tend vers τ , les vecteurs xs et Θ̊s véri�ent :
x̊s = cos

(∫ s

0

åu

α̊2(̊tu)
du

)
U∞ + sin

(∫ s

0

åu

α̊2(̊tu)
du

)
V∞ + o(1),

Θ̊s = − sin

(∫ s

0

åu

α̊2(̊tu)
du

)
U∞ + cos

(∫ s

0

åu

α̊2(̊tu)
du

)
V∞ + o(1).



Chapitre VIII
Frontière de Poisson de ladi�usion

Contenu du chapitre1 Un théorème de Liouville . . . . . . . . . . . . . . . 2821.1 La di�usion temporelle dans un univers éternel . . 2821.2 Le cas de la di�usion régénérée . . . . . . . . . . . 2852 Lorsque la �bre est euclidienne . . . . . . . . . . . 2862.1 Frontière de Poisson de la sous-di�usion sphérique 2862.2 Frontière de Poisson de la di�usion globale . . . . . 2883 Quelques remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289Dans ce dernier chapitre, nous explicitons la frontière de Poisson de la di�u-sion relativiste (ξs, ξ̇s) lorsqu'elle est à valeurs dans le �bré tangent unitaired'un espace de Robertson-Walker éternel de �bre euclidienne où l'expansionest rapide. Précisément, nous parvenons à expliciter la frontière dans le casoù l'expansion est exponentielle. Parmi les exemples d'espaces de Robertson-Walker évoqués au chapitre II, l'espace de de Sitter véri�e ces conditions.Dans la section 1, nous établissons tout d'abord un théorème de Liouvillepour la sous-di�usion temporelle (ts, ṫs) dans le cas d'un espace éternel, ainsique pour la di�usion régénérée (̊ts,
˙̊ts) dans le cas d'un univers mortel. Dansle paragraphe 2.1 de la section 2, nous montrons ensuite que dans un espacede Robertson-Walker du type évoqué plus-haut, la tribu asymptotique de lasous-di�usion sphérique (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|) est triviale. En�n, dans le paragraphe2.2, nous explicitons la frontière de la di�usion globale (ξs, ξ̇s). Nous concluonsdans la section 3 par quelques remarques concernant la détermination de lafrontière de Poisson dans les autres cas d'espaces de Robertson-Walker.



282 Chapitre VIII Frontière de Poisson de la di�usion1 Un théorème de Liouville pour ladiffusion temporelleDans cette section, nous déterminons l'ensemble des fonctions harmoniquesbornées associées au générateur in�nitésimal Lσ de la sous-di�usion tempo-relle (ts, ṫs) de la di�usion de Franchi et Le Jan, dans le cas d'un universéternel. Nous traitons aussi le cas de la di�usion régénérée introduite dansla section 2.4 du chapitre V. On rappelle que la sous di�usion (ts, ṫs) estsolution du système (IV.13) :




dts = ṫsds, dṫs =

[
−H(ts)

(
ṫ2s − 1

)
+

3σ2

2
ṫs

]
ds+ dM ṫ

s,où d〈M ṫ〉s = σ2(ṫ2s − 1) ds,autrement dit, le génerateur Lσ est donné par :
Lσ := ṫ ∂t +

[
−H(t)

(
ṫ2 − 1

)
+

3σ2

2
ṫ

]
∂ṫ +

σ2

2

(
ṫ2 − 1

)
∂2
ṫṫ.1.1 La di�usion temporelle dans un univers éternelDans le cas d'un univers éternel, on a vu au chapitre V que la di�usion

(ts, ṫs) présente deux comportements asymptotiques bien distincts selon quel'expansion est exponentielle ou polynomiale. Dans le premier cas, le pro-cessus ṫs est récurrent ; dans le second cas, il est transitoire. On pourraits'attendre à ce que la tribu asymptotique de la sous-di�usion temporelle re-�ète cette dichotomie. Nous montrons ici qu'il n'en est rien : dans les deuxcas, la tribu asymptotique de la di�usion temporelle est triviale, autrementdit les seules fonctions harmoniques bornées pour le générateur Lσ sont lesfonctions constantes.Proposition VIII.1 � Soit H une fonction continue, positive et décrois-sante sur ]0,+∞[. Les seules fonctions harmoniques bornées pour le généra-teur Lσ de la sous-di�usions temporelle (ts, ṫs) de la di�usion relativiste sontles fonctions constantes.Remarque VIII.1 � Nous donnons ici une preuve de la proposition VIII.1qui permet de traiter simultanément le cas où la limite H∞ est strictementpositive et le cas où elle est nulle. Dans le cas où H∞ > 0, comme ṫs estrécurrent, une preuve un peu plus directe est possible.



1. Un théorème de Liouville 283Démonstration. La preuve de la proposition repose sur le constat suivant :deux solutions indépendantes du système (IV.13) se couplent automatique-ment. Considérons B1 et B2 deux mouvements browniens réels indépendantsdé�nis sur des espaces (Ω1,F1) et (Ω2,F2) ainsi les processus (t1s, ṫ
1
s) et (t2s, ṫ

2
s),issus de (t10, ṫ

1
0) 6= (t20, ṫ

2
0) (déterministes) et solutions des systèmes, pour

i = 1, 2 :
dtis = ṫisds, dṫis =

[
−H(tis)

(
|ṫis|2 − 1

)
+

3σ2

2
ṫis

]
ds+ σ

√
|ṫis|2 − 1dBi

s.A�n d'alléger les notations, on pose τ0 := t10 ∨ t20. On désigne par Pi la loide (tis, ṫ
i
s) et par P := P1 ⊗ P2 la loi du couple. D'après la proposition IV.3,

Pi-presque sûrement, on a ṫis > 1 pour tout s > 0. Les processus tis sont doncstrictement croissants, on note (ti)−1
s leur inverse, et on dé�nit les processus

uis, pour i = 1, 2, par uis := ṫi[(ti)−1
s ]. . Sans perdre en généralité, on peutsupposer que 1 < u1

τ0 < u2
τ0 . D'après la formule d'Itô, pour s ≥ τ0, on a alors

1

2
log

( |u1
s|2 − 1

|u2
s|2 − 1

)
=

1

2
log

( |u1
τ0|2 − 1

|u2
τ0|2 − 1

)
+Qs +Rs +Ms, (VIII.1)où l'on a posé

Qs := σ2
[
(t1)−1

s − (t2)−1
s

]
− σ2

[
(t1)−1

τ0
− (t2)−1

τ0

]
,

Rs :=
σ2

2

(∫ s

τ0

u2
r (|u2

r|2 − 1) − u1
r (|u1

r|2 − 1)

u1
r (|u1

r|2 − 1) × u2
r (|u2

r|2 − 1)
dr

)
,et où Ms est une martingale locale dont le crochet est donné par :

〈M〉s =

∫ (t1)−1
s

(t1)−1
τ0

|ṫ1u|2
|ṫ1u|2 − 1

du+

∫ (t2)−1
s

(t2)−1
τ0

|ṫ2u|2
|ṫ2u|2 − 1

du ≥ (t1)−1
s − (t1)−1

τ0
. (VIII.2)Montrons que les processus u1

s et u2
s se couplent automatiquement en untemps �ni P−presque sûrement, i.e. que le temps τc := inf{s > τ0, u

1
s = u2

s}est �ni P−presque sûrement. Considérons l'ensemble
A := {ω ∈ Ω1 × Ω2, τc(ω) = +∞}.Par dé�nition, si ω ∈ A on a u1

s(ω) < u2
s(ω) pour tout s > τ0. On en déduitque Rs(ω) est positif pour tout s > τ0 ainsi que Qs(ω). En e�et, pour tout

s > τ0, on a alors :
∫ s

τ0

dr

u1
r

>

∫ s

τ0

dr

u2
r

, et ∫ s

τ0

dr

uir
=

∫ s

τ0

dv

ṫi[(t1)−1
v ]

= (ti)−1
s − (ti)−1

τ0
.



284 Chapitre VIII Frontière de Poisson de la di�usionSur l'ensemble A, on a donc d'après l'équation (VIII.1) :
Ms +

1

2
log

( |u1
τ0|2 − 1

|u2
τ0
|2 − 1

)
≤ 1

2
log

( |u1
s|2 − 1

|u2
s|2 − 1

)
≤ 0.Or d'après (VIII.2), comme (t1)−1

s tend presque sûrement vers l'in�ni avec
s, on a 〈M〉∞ = +∞, P−presque sûrement. On a donc P(A) = 0, c'est-à-dire τc < +∞ P − p.s.. Autrement dit, les graphes des courbes (t1s, ṫ

1
s)s≥0 et

(t2s, ṫ
2
s)s≥0 s'intersectent presque sûrement. Désignons par (ti. , ṫ

i
.)R+ l'ensembledes points de la trajectoire (tis, ṫ

i
s)s≥0, et posons

T1 = inf{s > 0, (t1s, ṫ
1
s) ∈ (t2. , ṫ

2
. )R+},

T2 = inf{s > 0, (t2s, ṫ
2
s) ∈ (t1. , ṫ

1
. )R+}.Bien que les variables T1 et T2 ne soient pas des temps d'arrêt pour la �ltra-tion σ((tis, ṫ

i
s), i = 1, 2, s ≤ t)t≥0, elle sont �nies P−presque sûrement. Parconséquent, les ensembles

A1 := {ω1 ∈ Ω1, T2 < +∞ P2−p.s.} et A2 := {ω2 ∈ Ω2, T1 < +∞ P1−p.s.}véri�ent P1(A1) = P2(A2) = 1. D'autre part, comme les processus tis sontstrictement croissants, on a
(t1T1

, ṫ1T1
) = (t2T2

, ṫ2T2
) P − presque sûrement. (VIII.3)En e�et, par dé�nition de T1 et T2, il existe u, v ∈ R+ (aléatoires) tels que

(t1T1
, ṫ1T1

) = (t2u, ṫ
2
u), (t2T2

, ṫ2T2
) = (t1v, ṫ

1
v).Si l'on avait t1T1

= t2u < t2T2
, comme t2s est strictement croissant, on aurait

u < T2 et (t2u, ṫ
2
u) ∈ (t1. , ṫ

1
. )R+ ce qui contredirait la dé�nition de T2 commein�mum. On en déduit que t1T1

≥ t2T2
puis t1T1

= t2T2
par symétrie. Finalement,en utilisant à nouveau la croissance des tis, on conclut que u = T2 et v = T1,d'où (VIII.3). Considérons alors une fonction h harmonique bornée pourl'opérateur Lσ. Pour ω2 ∈ Ω2 �xé, l'application ω1 ∈ Ω1 7→ T1(ω1, ω2) est untemps d'arrêt �ni P1−presque sûrement pour la �ltration σ((t1s, ṫ

1
s), s ≤ t)t≥0.D'après le théorème d'arrêt, on a alors

h(t10, ṫ
1
0) = E1

[
h(t1T1

, ṫ1T1
)
]

=

∫
h(t1T1

, ṫ1T1
)dP1,en intégrant par rapport à P2, on obtient :

h(t10, ṫ
1
0) =

∫
h(t1T1

, ṫ1T1
)dP1 ⊗ dP2 =

∫
h(t1T1

, ṫ1T1
)dP.



1. Un théorème de Liouville 285De la même façon, on a
h(t20, ṫ

2
0) =

∫
h(t2T2

, ṫ2T2
)dP1 ⊗ dP2 =

∫
h(t2T2

, ṫ2T2
)dP.D'après (VIII.3) on conclut que h(t10, ṫ10) = h(t20, ṫ

2
0), i.e., la fonction h estconstante.1.2 Le cas de la di�usion régénéréeEn modi�ant légèrement la preuve précédente, on montre de la même façonque les seules fonctions harmoniques bornées associées au générateur in�-nitésimal de la di�usion régénérée (̊ts, ås) introduite dans la section 2.4 duchapitre V, sont les fonctions constantes.Proposition VIII.2 � Les seules fonctions harmoniques bornées associéesau générateur L̊ de la di�usion (̊ts, ås) sont les fonctions constantes.Démonstration. la preuve est très semblable à celle de la proposition VIII.1,le processus as jouant ici le rôle de ṫs. Comme précédemment, nous al-lons voir que deux trajectoires indépendantes se couplent automatiquement.Soient (̊t1s, å

1
s) et (̊t2s, å

2
s) deux di�usions régénérées indépendantes issues depoints distincts (̊t10, å

1
0) et (̊t20, å

2
0). On désigne par Pi la loi de (̊tis, å

i
s) et par

P := P1 ⊗ P2 la loi du couple. D'après la proposition IV.3, Pi−presque sûre-ment, les processus t̊is sont strictement croissants ; on note (̊ti)−1
s leur inverseet on dé�nit les processus vis sur [̊ti0,+∞[ par vis := åi[(̊ti)−1

s ]. A�n d'alléger lesnotations, on pose τ0 := t̊10 ∨ t̊20. Sans perdre en généralité, on peut supposerqu'au temps τ0 on a 1 < v1
τ0 < v2

τ0 , on note alors τc = inf{s > τ0, v
1
s > v2

s}.D'après la proposition V.6, il existe deux mouvements browniens indépen-dants B1 et B2 ainsi que deux processus presque sûrement convergents u1 et
u2 tels que, pour tout s ≥ τ0 :

v1
s/v

2
s = exp

(
Qs + σ

(
B1

(̊t1)−1
s

− B2
(̊t2)−1

s

)
+
(
u1

(̊t1)−1
s

− u2
(̊t2)−1

s

))
,où comme dans la preuve précédente, on a posé :

Qs := σ2
[
(t1)−1

s − (t2)−1
s

]
− σ2

[
(t1)−1

τ0
− (t2)−1

τ0

]
.Sur l'intervalle [τ0, τc[, on a Qs ≥ 0 presque sûrement. En e�et, on a l'équi-valence

v1
s ≤ v2

s ⇐⇒ α(s)

|v1
s |2 + α2(s)

≥ α(s)

|v2
s |2 + α2(s)

,
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τ0

α(r)

|vir|2 + α2(r)
dr = (ti)−1

s − (ti)−1
τ0 .On en déduit la minoration suivante, pour s ∈ [τ0, τc[ :

v1
s/v

2
s ≥ exp

(
σ
(
B1

(̊t1)−1
s

− B2
(̊t2)−1

s

)
+O(1)

)
.Comme le crochet 〈B1◦(̊t1)−1

. −B2◦(̊t2)−1
. 〉s tend vers l'in�ni avec s, on conclutque le temps τc est �ni P−presque sûrement. Autrement dit, les trajectoires

(̊tis, å
i
s) s'intersectent en un temps �ni P−presque sûrement ; on conclut alorscomme dans la proposition VIII.1, le rôle de ṫis étant joué ici par le processusrégénéré åis.2 Frontière de Poisson lorsque la fibreest euclidienneNous décrivons ici la frontière de Poisson de la di�usion relativiste pourune famille d'espaces de Robertson-Walker dont la �bre est euclidienne. Ils'agit des espaces éternels M =]0,+∞[×αR3 où l'expansion est rapide i.e.où l'inverse du facteur d'expansion est intégrable au voisinage de l'in�ni, etoù la fonction de Hubble n'est pas de cube intégrable.2.1 Frontière de Poisson de la sous-di�usion sphériqueCommençons par décrire la tribu asymptotique de la sous-di�usion �sphéri-que� (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|) à valeurs dans ]0,+∞[×]1,+∞[×S2.Lemme VIII.1 � Soit M =]0,+∞[×αR

3 un espace de Robertson-Walkeroù l'expansion est exponentielle. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditions initiales raison-nables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste issue de (ξ0, ξ̇0). Alorspresque sûrement, la tribu asymptotique de la sous-di�usion (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|)est triviale.Démonstration. Pour alléger les expressions, on pose Θs := ẋs/|ẋs| dans lasuite de la preuve. On désigne par (?) le système d'équations di�érentiellesstochastiques véri�é par le processus (ts, ṫs,Θs). Via la bijection entre latribu asymptotique et l'ensemble des fonctions harmoniques bornées, établirla proposition revient à montrer que les seules fonctions harmoniques bor-nées associées au générateur de la sous-di�usion (ts, ṫs,Θs) sont les fonctions



2. Lorsque la �bre est euclidienne 287constantes. Rappelons que sous les hypothèses de l'énoncé, si (t10, ṫ10) et (t20, ṫ
2
0)sont deux conditions initiales raisonnables, et si (t1s, ṫ

1
s) est une solution dusystème (IV.13) issue de (t10, ṫ

1
0), il est toujours possible de construire unesolution du même système (IV.13) issue de (t20, ṫ

2
0) et telle qu'il existe deuxtemps T1 et T2 �nis presque sûrement tels que

(t1T1
, ṫ1T1

) = (t2T2
, ṫ2T2

) presque sûrement.Par ailleurs, si (ts, ṫs,Θs) est solution de (?), le processus Θs est un mou-vement brownien sphérique changé de temps dans S2. Précisément, il existeun mouvement brownien sphérique Θ̃, indépendant de la di�usion temporelle
(ts, ṫs) tel que

Θs = Θ̃

(∫ s

0

du

|ṫu|2 − 1

)
.Comme l'expansion est exponentielle, d'après la proposition V.4, l'intégrale∫ s

0
du

|ṫu|2−1
tend presque sûrement vers l'in�ni avec s. Fixons des conditions ini-tiales (t10, ṫ

1
0,Θ

1
0) et (t20, ṫ

2
0,Θ

2
0) dans ]0,+∞|×]1,+∞[×S2. Considérons alorsdeux solutions (t1s, ṫ

1
s) et (t2s, ṫ

2
s) issues de (t10, ṫ

1
0) et (t20, ṫ

2
0) respectivement,qui se couplent en des temps T1 et T2 comme ci-dessus. On choisit de fairecoïncider les deux di�usions après les temps de couplages, autrement dit

(t1T1+s, ṫ
1
T1+s) = (t2T2+s, ṫ

2
T2+s

), pour s ≥ 0. Fixons maintenant deux mouve-ments browniens sphériques Θ̃i indépendants issus de Θi
0 et indépendantsdes deux di�usions temporelles et posons pour s ≥ 0 et pour i = 1, 2 :

Θi
s := Θ̃i

(∫ s

0

du

|ṫiu|2 − 1

)
.Les processus (tis, ṫ

i
s,Θ

i
s) ainsi dé�nis sont bien solution du système (?). Àpartir de cette situation, on construit aisément un couplage des trajectoires

(tis, ṫ
i
s,Θ

i
s). On dé�nit en e�et un nouveau processus (Θ′2

s)s≥0, tel Θ′2
s coïn-cide avec Θ2

s sur l'intervalle [0, T2] et (Θ′2
s)s≥T2 est la ré�exion du processus

(Θ1
s)s≥T1 par rapport au plan médian entre les points Θ1

T 1 et Θ2
T 2. Le nouveauprocessus (t2s, ṫ

2
s,Θ

′2
s) est encore solution du système (?) et au premier temps

T ∗, qui est �ni presque sûrement, où le processus (Θ1
s)s≥T1 intersecte le grandcercle médian entre Θ1

T 1 et Θ2
T 2 , on a naturellement :

(t2T2+T ∗ , ṫ2T2+T ∗ ,Θ′2
T2+T ∗) = (t1T1+T ∗ , ṫ1T1+T ∗ ,Θ1

T1+T ∗).Si h est une fonction harmonique bornée, d'après les couplages ci-dessus,presque sûrement, on a alors h(t20, ṫ20,Θ2
0) − h(t10, ṫ

1
0,Θ

1
0) = 0 puisque

E

[(
h(t2T2+T ∗ , ṫ2T2+T ∗ ,Θ′2

T2+T ∗) − h(t1T1+T ∗ , ṫ1T1+T ∗ ,Θ1
T1+T ∗)

)]
= 0.



288 Chapitre VIII Frontière de Poisson de la di�usion

Θ1
0

Θ2
0

Θ2
T2Θ1

T1

point de couplage
Figure 46: Couplage par ré�exion sur le plan médian séparant les points Θ1

T 1 et
Θ2
T 2 .Ceci étant valable pour des points (ti0, ṫ

i
0) quelconques, i = 1, 2, on conclutque la fonction h est constante, d'où le résultat.2.2 Frontière de Poisson de la di�usion globaleOn peut maintenant décrire la frontière de Poisson de la di�usion globale

(ξs, ξ̇s) à valeurs dans l'espace tangent unitaire d'un espace de Robertson-Walker éternel, de �bre euclidienne, où l'expansion est exponentielle.Théorème VIII.1 � Considérons un espace de Robertson-Walker M =
]0,+∞[×αR

3 où l'expansion est exponentielle. Soient (ξ0, ξ̇0) des conditionsinitiales raisonnables et (ξs, ξ̇s) = (ts, xs, ṫs, ẋs) la di�usion relativiste is-sue de (ξ0, ξ̇0). Alors presque sûrement, la tribu asymptotique de la di�u-sion (ξs, ξ̇s) coïncide avec la tribu σ(x∞) engendrée par la seule variable
x∞ = lim

s→+τ
xs ∈ R

3.Démonstration. Sous les hypothèses de l'énoncé, d'après la proposition VI.7,le processus xs converge presque sûrement vers des variables x∞ ∈ R3. Onrappelle que d'après la relation de pseudo-norme, |ẋs| = as/α
2(ts), autrementdit |ẋs| ne dépend que de la sous-di�usion temporelle (ts, ṫs). Par ailleurs,pour tout s > 0, on a :

x∞ − xs =

∫ +∞

s

Θu ×
au

α2(tu)
du =

∫ +∞

s

Θu ×
√
ṫ2u − 1

α(tu)
du.On en déduit que tout s′ > 0, les tribus suivantes coïncident :

σ
(
(ts, xs, ṫs, ẋs), s > s′

)
= σ(x∞) ∨ σ

(
(ts, ṫs,Θs), s > s′

)
.



3. Quelques remarques 289D'après [RY99] p. 67, en prenant l'intersection sur les tous les temps s′ > 0,on obtient alors alors
⋂

s′>0

σ
(
(ts, xs, ṫs, ẋs), s > s′

)
= σ(x∞) ∨

⋂

s′>0

σ
(
(ts, ṫs, ẋs), s > s′

)
,ou encore

⋂

s′>0

σ
(
(ts, xs, ṫs, ẋs), s > s′

)
= σ(x∞) ∨

⋂

s′>0

σ
(
(ts, ṫs,Θs), s > s′

)
.D'après le lemme VIII.1, la tribu asymptotique de la di�usion sphérique

(ts, ṫs,Θs) est triviale. On conclut donc que
⋂

s′>0

σ
(
(ts, xs, ṫs, ẋs), s > s′

)
= σ(x∞).

3 Quelques remarquesPour conclure, nous formulons quelques remarques concernant la détermina-tion de la frontière de Poisson de la di�usion relativiste dans les espaces deRobertson-Walker qui ne sont pas du type précédent.Remarque VIII.2 � Commençons par évoquer le cas des espaces éternelsoù l'expansion est exponentielle et où la �bre est hyperbolique ou sphérique.Dans ces cas, on a vu que le processus dérivé ẋs/|ẋs| décrit asymptotiquementun mouvement brownien changé de temps dans T 1
x∞M . Nous pensons quecomme dans le cas euclidien, la tribu asymptotique de la di�usion globale àvaleurs dans T 1M coïncide alors presque sûrement avec la tribu engendréepar la seule variable x∞. Nous ne sommes pas parvenus à établir ce résultat.La di�culté par rapport au cas euclidien est que dans les cas hyperboliqueet sphérique, le processus (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|) n'est plus une sous-di�usion de ladi�usion globale puisque ẋs/|ẋs| dépend de xs. Il est ainsi plus di�cile demontrer que la tribu asymptotique (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|) est triviale.Remarque VIII.3 � Évoquons à présent le cas d'un espace de Robertson-Walker éternel de �bre euclidienne et où l'expansion est rapide et polyno-miale. Dans ce cas, les processus xs et ẋs/|ẋs| convergent presque sûrementvers des variables x∞ et Θ∞ respectivement. Nous pensons sans parvenir à ledémontrer que la tribu asymptotique de la di�usion sphérique (ts, ṫs, ẋs/|ẋs|)est engendrée par la variable Θ∞. Le couplage du lemme VIII.1 ne peut



290 Chapitre VIII Frontière de Poisson de la di�usionpas être invoqué puisque l'horloge du mouvement brownien changé de temps
ẋs/|ẋs| converge ici presque sûrement. Néanmoins, si ce résultat est vrai,comme dans la preuve du théorème VIII.1, on montrerait alors que la tribuasymptotique de la di�usion globale à valeurs dans T 1M coïncide presquesûrement avec la tribu engendrée par les deux variables x∞ et Θ∞. La ques-tion suivante serait alors de chercher à savoir si la tribu σ(x∞,Θ∞) coïncideou non avec la tribu σ(x∞). Si ce n'est pas le cas, cela montrerait que la fron-tière de Poisson contient plus d'informations que la seule donnée du pointlimite x∞ sur la frontière causale.Remarque VIII.4� Mentionnons en�n le cas d'espaces de Robertson-Walkeréternels où l'expansion est lente. Lorsque la �bre de l'espace est euclidienneou hyperbolique, la situation ressemble beaucoup à celle de la di�usion deDudley dans l'espace de Minkowski. Les résultats de Bailleul rappelés dansle premier chapitre de cette partie montrent que la frontière de Poisson dela di�usion de Dudley s'identi�e avec la frontière causale de l'espace de Min-kowski. Nous pensons qu'il en est de même pour la di�usion relativiste dansle cas plus général des espaces de Robertson-Walker où l'expansion est lente,
i.e. que la tribu asymptotique pour la di�usion globale coïncide avec la tribu
σ(δ∞,Θ∞). Malheureusement, nous n'avons pas réussi à adapter les méthodesde Bailleul au cas d'un espace courbe.
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