N

N

Action spectrale en géométrie non commutative et calcul
pseudodifférentiel global
Cyril Levy

» To cite this version:

Cyril Levy. Action spectrale en géométrie non commutative et calcul pseudodifférentiel global. Math-
ématiques [math|. Université de Provence - Aix-Marseille I, 2009. Francais. NNT: . tel-00413717

HAL Id: tel-00413717
https://theses.hal.science/tel-00413717
Submitted on 5 Sep 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00413717
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université de Provence, Aix-Marseille 1

THESE

Présentée par

Cyril LEVY

pour obtenir le grade de

Docteur de I’'Université de Provence
Spécialité: Physique Théorique, Physique Mathématique

Ecole Doctorale: Physique et Science de la Matiére (ED 0352)

Titre:

Action Spectrale

en Géometrie Non Commutative
et Calcul Pseudodifférentiel Global

Soutenue publiquement le 12 Juin 2009

Membres du jury :

Moulay-Tahar Benameur, Professeur a I’Université Paul Verlaine, Metz

Ludwik Dabrowski, Professeur a SISSA, Trieste (Rapporteur)

Bruno Iochum, Professeur a 1'Université de Provence, Marseille (Directeur de thése)

Sylvie Paycha, Professeur a I'Université Blaise Pascal, Clermont-Ferrand (Présidente, Rapporteur)
Michael Puschnigg, Professeur a I’'Université de la Méditerranée, Marseille

Thomas Schiicker, Professeur a I’Université de Provence, Marseille

Centre de Physique Théorique
CNRS-UMR 6207






Remerciements

En premier lieu, je tiens & remercier Bruno Iochum, mon directeur de thése, qui m’a conseillé,
soutenu et beaucoup appris, le long de ces trois années de thése. Ce fut un honneur et un plaisir
de travailler sous sa direction. Je dois aussi beaucoup & Andrzej Sitarz et Driss Essouabri, avec
qui j’ai eu le plaisir de collaborer au cours de cette thése. Tous trois ont su me faire confiance et
je tiens a leur exprimer ma plus sincére gratitude.

Je voudrais aussi remercier les nombreuses personnes, du CPT et de 'IML, qui m’ont aidé
a progresser par des discussions stimulantes et intéressantes. Je remercie plus particuliérement
Thomas Krajewski, Thomas Schiicker, Michael Puschnigg, Christoph Stephan, Jan Jureit, Serge
Lazzarini, Mathieu Beau, Baptiste Savoie, Jean-Philippe Michel, Pierre Duclos et Antony Was-
sermann.

Un grand merci aussi aux chercheurs que j’ai pu rencontrer au cours de séminaires et confé-
rences et qui ont été une source de connaissances, de conseils et de suggestions trés utiles. Je
suis notamment trés reconnaissant envers Sylvie Paycha, Jean-Marie Lescure, Gerd Grubb, Rys-
zard Nest, Moulay-Tahar Benameur, Salah Mehdi, Giovanni Landi, Ludwik Dabrowski, Pierre
Martinetti, Victor Gayral, Fabien Vignes-Tourneret, Fyodor Sukochev, Simon Brain, André Un-
terberger, et Rémi Léandre.

J’ai pu bénéficier au CPT d’excellentes conditions de travail. En particulier, j'adresse mes
remerciements a ’ensemble du personnel administratif.






Table des matiéres

Table des matiéres

Introduction

Action spectrale sur les triplets spectraux

1.1 Introduction . . . . . . . . . . ..

1.2 Intégration non commutative sur un triplet spectral . . . . . . .. ... ... ...
1.2.1  Opérateurs pseudodifférentiels sur triplets spectraux . . . . . .. ... ..
1.2.2  Fonctions zéta, intégrale non commutative et action spectrale . . . . . . .

1.3 Résidus de (p, pour un triplet spectral avec spectre de dimension simple

1.4 Intégrales non commutatives et tadpoles . . . . . . . . ... ... ...

Prolongements holomorphes et résidus de séries de fonctions zéta

2.1 Résidus de séries et intégrales . . . . . . . ... L Lo

2.2 Holomorphie de certaines séries . . . . . . . . . . . . ...
2.2.1 Démonstration du Lemme 2.23 pours=1:. . ... ... .. ... ... ..
2.2.2 Démonstration du Lemme 223 pour¢=0: . ... ... ... ... ....
2.2.3 Démonstration du point (:.2) du Théoréme 2.2.2: . . . . . ... ... ..
2.2.4 Démonstration du point (ii7) du Théoréme 2.2.2: . . . . . . ... ... ..
2.2.5 Commutation entre somme et résidu . . . . . .. ... ... ...

2.3 Calculs de résidus de fonctions zéta . . . . . . . . ..o

2.4 Prolongement méromorphe d’une classe de fonctions zéta . . . . . . . . ... ...
2.4.1 Une famille de polyndémes . . . . . . . . ... ...
2.4.2 Résidus d'une classe de fonctions zéta . . . . . ... ...

Action spectrale sur le tore non commutatif

3.1 Introduction . . . . . . . . . . e

3.2 Le tore non commutatif . . . . ... ...
3.2.1 Notations . . . . . . . . e
3.2.2 Noyaux et spectre de dimension . . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2.3 Calculs d’intégrales non commutatives . . . . . . .. ... ... ... ...

3.3 Llaction spectrale . . . . . . . . . .
331 Caleulsdef . . . ...
3.3.2 Démonstration du résultat principal . . . . . ... ... ... .. ... ..

21
21
21
21
25
27
33

37
37
39
41
43
43
43
45
47
49
49
50



Table des matiéres

4 Action spectrale sur SU,(2) 81
4.1 Introduction . . . . . . . . L 81
4.2 Action spectrale en dimension 3 . . . . . ... ... L. 82

4.2.1 Tadpoles et cocycles . . . . . . . .. 82
4.2.2 Terme invariant d’échelle de 'action spectrale . . . . . . .. .. ... ... 84
4.3 Letriplet SUG(2) . . . . . . .o 86
4.3.1 Le triplet spectral . . . . . . ... 86
4.3.2 Les intégrales non commutatives . . . . . . .. ... L. 90
433 Letadpole. . . . . . . . . 92
4.4  Opérateur de réalité action spectrale sur SU,(2) . . . . . ... .. ... ... ... 93
4.4.1 Action spectrale en dimension 3 avec [F, A € OP™° . . . .. ... ... .. 93
4.4.2  Action spectrale sur SU,(2) : résultat principal . . . . .. ... ... ... 94
4.4.3 Composantes équilibrées et base de Poincaré—Birkhoff-Witt de A . . . . . 95
444 Lopérateur de réalité J sur SUG(2) . . . . . ... ... ... ... ..., 96
445 Lalgebre C®°(SU4(2)) . . . . . . . . oo 101
4.4.6 Intégrales non commutatives avec opérateur de réalité et 1-formes sur SU,(2)102
4.4.7 Démonstration du Théoréme 4.4.3 et corollaires . . . . . . . . .. ... .. 105
4.5 Calcul différentiel sur SU,(2) et applications . . . . . . . ... ... ... ..... 107
4.5.1 LesignedeD . . . . . . 107
452 Tidéal R . . . . . . 109
4.6 Exemples d’action spectrale . . . . . .. .. oL 116
4.7 Lasphére commutative S . . . . . . ... 117
4.7.1 'Translation de l'opérateur de Dirac . . . . . . . . .. ... ... ... ... 118
4.7.2  Tadpole et action spectrale sur S* . . . .. ... ... ... 119
4.8 Appendice . . . . .. e 120

5 Tadpoles et triplets spectraux commutatifs 127
5.1 Imtroduction . . . . . . . . . . 127
5.2 Tadpoles et variétés spinorielles compactes avec bord . . . . . . . .. . ... ... 128
5.3 Triplets spectraux commutatifs . . . . . . ... 0 0000 133

5.3.1 Géométrie commutative . . . . .. ..o 133
5.3.2 Absencedetadpole . . . . . ... 134
5.3.3 Annulation de certaines intégrales non commutatives . . . . . . . .. . .. 134

6 Calcul pseudodifférentiel global sur variétés avec linéarisation 145
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . 145
6.2 Variétés avec linéarisation et espaces de base. . . . . . . . ... ... 145

6.2.1 Application exponentielle, définitions et notations . . . . . . .. . ... .. 145
6.2.2 Transport paralléle sur un fibré hermitien . . . . . . . . . ... ... ... 147
6.2.3 Géométrie de type Opr et So - . . o o o oL 147
6.2.4 Espaces de fonctions et de distributions de base . . . . . . .. ... ... 152
6.2.5 Opérateurs et espaces de Schwartz . . . . . .. .. ... ... ... .... 154
6.2.6 Transformation de Fourier . . . . . . . ... ... 0L 156
6.3 Linéarisation et application symboles . . . . . . . . . .. .. ... L. 157
6.3.1 Les difféomorphismes @, Y; . . . . . . ... 157

6.3.2 Ops-linéarisations . . . . . . . . ... 159



Table des matiéres

6.3.3 Applications symboles et A-quantification . . . . . . . ... ... ... .. 160
6.3.4 Produit de Moyal . . . . . . . ... .. 161
6.4 Calcul symbolique des opérateurs pseudodifférentiels . . . . . . . ... ... ... 162
6.4.1 Symboles . . . . .. 162
6.4.2 Amplitudes et opérateurs associés sur S(R™, E,) . . ... ... ... ... 166
6.4.3 Sy-linéarisations . . . . . . . . ... 173
6.4.4 Opérateurs pseudodifférentiels . . . . . . . ... ... .. 177
6.4.5 Lien avec le calcul pseudodifférentiel standard sur R” et continuité L? . . 178
6.4.6 Composition des opérateurs pseudodifférentiels . . . . . . .. .. .. ... 179
6.5 Exemples . . . . . .. 192
6.5.1 Une famille de S,-linéarisations sur ’espace euclidien . . . . . . . . .. .. 192
6.5.2 Si-géométrie du plan hyperbolique . . . . . . . ... ... 194

Conclusion 199



Table des matiéres




Introduction

Cette thése constitue un recueil des travaux de recherche que j’ai effectués ces trois derniéres
années en collaboration avec Driss Essouabri, Bruno Iochum et Andrzej Sitarz.

La géométrie non commutative est un vaste domaine des mathématiques dont l'objet est
la généralisation de I’ensemble des concepts apparaissant en géométrie classique. Plus particu-
lierement, & l'aide d’un formalisme issu de I'analyse fonctionnelle, de la théorie des algébres
d’opérateurs, de la théorie spectrale et de la géométrie spinorielle, la géométrie non commu-
tative généralise notamment les concepts d’espace topologique localement compact, de variété
riemannienne orientée compacte & spin et les calculs différentiels et intégraux de la géométrie
différentielle. Au-deld de l'intérét purement mathématique de la géométrie non commutative, il
existe des motivations physiques profondes qui poussent les physiciens théoriciens a utiliser ces
concepts pour décrire les éléments fondamentaux de la physique (I’espace-temps et les champs).
Plus spécifiquement, la géométrie non commutative apparait comme un cadre mathématique
particuliérement adapté a la formulation des concepts quantiques et des processus de quantifica-
tion.

I1 est possible de considérer que la géométrie non commutative (ou tout au moins sa compo-
sante topologique) est née lorsqu’a été établi le théoréme suivant (premier théoréme de Gelfand—
Naimark) : toute C*-algébre commutative unifére est isométriquement isomorphe a la C*-algébre
des fonctions continues sur un compact, a savoir l’espace des caractéres sur I’algébre. Etant donné
que toute I'information topologique d’un espace est contenue dans ’ensemble des fonctions conti-
nues sur cet espace, on peut constater que la notion de C*-algébre unifére permet de généraliser la
notion d’espace topologique compact. La généralisation non commutative nous fait donc changer
de point de vue : ce n’est plus I’ensemble des points (I’espace topologique) qui est fondamental,
mais plutdt 'ensemble des fonctions sur ’ensemble des points.

Ce théoréme de Gelfand-Naimark a été le point de départ de la géométrie non commutative. A
partir de ce résultat fondamental, il a été possible d’étendre la généralisation au-deld des concepts
purement topologiques et de construire une véritable géométrie riemannienne non commutative
avec ses propres versions non commutatives des notions classiques de calcul différentiel, de calcul
intégral, de fibré vectoriel, de mesure, de variétés riemanniennes & spin, etc. Ce travail colossal a
été réalisé principalement par Alain Connes [26-30].

Les deux aspects de la géométrie non commutative (non-commutativité et "perte" de la notion
de point) ne sont pas sans rappeler la structure fondamentale de la physique quantique. En effet,
en physique quantique, les observables ne commutent pas forcément et I’évaluation f(z) d’une
observable f en un point x, n’est pas définie. En revanche, la notion d’observable existe toujours
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et z(f) a un sens, pourvu que z soit un état, c’est a dire I’équivalent non commutatif du caractére
(du point) pouvant évaluer les observables f.

Cette ressemblance frappante entre la géométrie non commutative et la structure de la phy-
sique quantique n’est pas anodine et constitue méme la source principale qui a motivé le déve-
loppement de la géométrie non commutative et son application en physique. En particulier, la
géométrie non commutative fournit les concepts permettant d’appliquer 'idée fondamentale de
la non-commutativité des observables & l'espace-temps lui-méme, donnant par 1a méme une de
ses motivations fondamentales & la physique.

Les deux théories des interactions fondamentales, & savoir la théorie quantique des champs
(modeéle standard) pour les interactions électrofaibles et fortes, et la relativité générale pour
I'interaction gravitationnelle, n’utilisent pas le méme formalisme (la premiére est quantique, la
seconde est classique) et ne voient pas l'espace-temps de la méme fagon (celui-ci est fixe et
minkowskien pour la premiére, et dynamique pour la seconde). Ces différences fondamentales ne
sont pas génantes pour ’étude des phénoménes favorisant 'interaction gravitationnelle devant
les autres ou réciproquement, car ces théories ont chacune un grand succés expérimental dans
leur domaine d’application. Cependant, pour I’étude des phénomeénes mettant manifestement en
jeu toutes les interactions (objets compacts, trous noirs, big-bang), il est nécessaire de rendre
compatible ces deux théories, et de les réunir sous un méme formalisme. L’idée généralement
poursuivie par les théoriciens consiste a généraliser le formalisme de la théorie quantique des
champs a la gravitation, autrement dit, réaliser une gravitation quantique. La poursuite de cet
objectif s’est développée a travers plusieurs approches différentes, dont notamment la théorie des
cordes, qui utilise une augmentation du nombre de dimensions, dont certaines sont compactifiées,
et la théorie de la gravité quantique & boucle, qui utilise une structure en “spin foam” pour
I’espace-temps sans utiliser de métrique spatio-temporelle en “background” comme le fait la
théorie des cordes. Aucune de ces théories n’a recu de confirmation expérimentale, les prédictions
théoriques étant elles-mémes difficiles.

L’approche suggérée par la géométrie non commutative consiste a utiliser une généralisation
non commutative de la variété lorentzienne modélisant ’espace-temps. En introduisant la non-
commutativité au niveau méme de la structure de I’espace-temps, cette approche permet d’appré-
hender I'impossibilité de la continuité de I'espace-temps suggérée par la mécanique quantique et

la limite intrinseque que constitue la longueur de Planck [, = \/g ~ 10733 cm. Cette approche a
notamment permis d’unifier, au niveau classique, les trois interactions du modéle standard avec la
gravitation, et d’interpréter géométriquement le mécanisme de Higgs en physique des particules.
L’objet central dans l'interface entre la GNC et la physique fondamentale est celui de triplet
spectral, généralisation non commutative de la notion de variété riemannienne & spin, point de
départ naturel pour I’élaboration de théories physiques. En considérant un triplet spectral dit
“presque commutatif”, ¢’est-a-dire un produit d’un triplet spectral commutatif (variété rieman-
nienne compacte, modélisant 1’espace-temps “continu”) avec un triplet spectral de dimension nulle
(une algebre matricielle), on peut, a I’aide d’une fonctionnelle d’action particuliére sur le produit
obtenu, appelée action spectrale de Chamseddine—Connes, retrouver le modéle standard et la re-
lativité générale. Plus précisément, 'action spectrale S = Tr ®(D/A) permet d’unifier au niveau
classique les interactions électro-faible, forte et gravitationnelle [17,21-25,33,37,86,87,131,136].
Elle est définie & partir du spectre d’un opérateur de Dirac D et correspond au nombre des valeurs
propres de I'opérateur de Dirac inférieures ou égales a une certaine échelle de masse A. En procé-
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dant & une fluctuation de la métrique, c’est-a-dire, au niveau algébrique, & une transformation de
jauge généralisée au groupe des unitaires de ’algébre du triplet spectral, il est possible d’obtenir
le Lagrangien du modéle standard couplé au Lagrangien gravitationnel d’Einstein—Hilbert, en
développant cette fonctionnelle d’action en puissances de A.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a certaines questions mathématiques associées
au calcul d’action spectrale sur certains espaces non commutatifs tels que le tore non commu-
tatif et la 3-sphére non commutative SU,(2). Nous nous sommes aussi intéressés a 'existence
de tadpoles (termes linéaires associés au potentiel A de la fluctuation métrique dans l'action
spectrale) dans le cas de géométries riemanniennes commutatives et & la construction d’un calcul
symbolique global générant un produit de Wey—Moyal sur les sections rapidement décroissantes
d’un fibré d’une variété avec linéarisation. Dans tous ces travaux, ’outil fondamental a été le
calcul pseudodifférentiel, qu’il soit abstrait (sur un triplet spectral quelconque), ou symbolique
(sur les variétés).

Cette thése est divisée en six parties. Voici un résumé de chacune de ces parties :

1. Action spectrale sur triplets spectraux

Ce chapitre, ainsi que les deux chapitres suivant, a fait 'objet de la publication Spectral action
on noncommutative torus [53|, qui est un travail en collaboration avec Driss Essouabri, Bruno
Iochum et Andrzej Sitarz.

Un triplet spectral est la donnée d’une algébre involutive A représentée fidélement par des
opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H et d’un opérateur autoadjoint D sur H a résolvante
compacte. On demande d’autre part que les commutateurs de [D,.A] soient bornés. Afin de
pouvoir construire un calcul pseudodifférentiel et une théorie de champ non commutative, il est
utile d’introduire des hypothéses supplémentaires sur le triplet (A, H, D). On dit notamment
que le triplet est de dimension n si les valeurs singulieres (A;); de l'opérateur D sont du type
Aj = O~V et qu'il est régulier si A et [D, A] sont dans Ny Dom 6%, ott §(T') := [|D],T] (c’est a
dire, qu’il est possible de “dériver” tout élément de 1’algébre). Afin d’avoir une théorie contenant
un opérateur de conjugaison de charge, il est nécessaire d’introduire une notion de structure réelle
sur le triplet spectral: il s’agit d’un opérateur anti-unitaire J qui commute ou anticommute avec
D, selon la dimension du triplet: DJ = eJD, avec ¢ € {0,1 }. Dans cet environnement, les bosons
de jauge sont vus comme des fluctuations internes de 'opérateur de Dirac (c’est-a-dire, au niveau
classique, de la métrique): D — Dy :=D + A+eJAJ ! oilici A est une 1-forme autoadjointe,
c’est a dire une combinaison linéaire d’opérateurs du type a[D,b], ot a et b sont des éléments de
I’algebre A.

Etant donné un triplet régulier (A, H, D) avec structure réelle .J, un point fondamental pour
faire le lien avec la physique, est d’obtenir une fonctionnelle d’action. Le principe de ’action
spectrale de A. Chamseddine et A. Connes dit que la fonctionnelle suivante

S(Da, ®,A) :=Tr (®(Da/A))

ol @ est une fonction de cut-off et A un paramétre d’échelle de masse, est la fonctionnelle fon-
damentale qui peut étre utilisée a la fois au niveau classique pour comparer différents espaces
géométriques et au niveau quantique dans la formulation par intégrale fonctionnelle, aprés rota-
tion de Wick a partir de la signature euclidienne.
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Afin de pouvoir calculer précisément cette fonctionnelle en fonction de A et en retirer le maxi-
mum d’information, il apparait fondamental de pouvoir développer un calcul pseudodifférentiel
abstrait sur le triplet (A, H, D).

En posant D :=D + Py, ou Py est la projection orthogonale sur Ker D, et

OP" :={T : t— F,(T) € C*(R,B(H))},
OP*:={T : T|D|"® € OP"},

ot Fy(T) := Pl T =Pl on peut introduire la définition suivante des opérateurs pseudodiffé-
rentiels, qui forment une algébre Z-graduée, en tenant compte a la fois de la valeur absolue de
lopérateur de Dirac, et de la structure réelle J :

Définition. Soit D(A) I'algébre générée par A, JAJ !, D et |D|. Un opérateur pseudodifférentiel
est un opérateur 1" tel qu'il existe d € Z tel que pour tout N € N, il existe p € Ny, P € D(A) et
R e OP~ N tels que PD% € OP% et

T=PD?+R.

Il se trouve que si le triplet spectral est simple, c’est dire si les fonctions s +— Cg(s) =
Tr(P|D|~*), ou P est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre zéro (la structure réelle J étant prise
en compte), sont méromorphes sur C avec uniquement des podles simples, alors la fonctionnelle
suivante (appelée intégrale non commutative)

][P := Ress—o Tr P|D|™*

est une trace sur I’algébre des opérateurs pseudodifférentiels. Etant donné qu’un développement
du type "noyau de la chaleur" (voir par exemple [37, Theorem 1.145|) implique

SDyoA) = Y @kA’f][|DA|—k+q>(0)<DA(0)+0(A—1),
0<keSd+

ou®, =3 fo tk/2 Ldt et Sd* est la partie strictement positive du spectre de dimension de
(A, H,D) (ensemble des poles des fonctions ¢ D), la principale difficulté est le calcul des termes
1D A|_k, (p,(0). En utilisant le calcul pseudodifférentiel précédent et le fait que I'intégrale non
commutative est nulle sur I'espace des opérateurs dans £'(#), on peut alors établir les résultats
suivants, en notant A := A+ eJAJ ™, X :={A, D} + A2, V(T) := [D2,T), e(T) := V(T)D2,
g(s,r):= (51{2):

n

0a(0) = Gp(0) = 3° G f(ADy,
q=1

][|DA|—<”—’“ =][|D| (n—8) +Z Z Res h(s,r,p) Tr (7 (Y) - (Y)|D|~*) |

s=n—k
p=1ry, ,rp=0

h(s,r,p) := (—s/2)p/ g(—sty,71) - g(—stp,1p)dt,

0<t; <-<tp<1
N N—p

Yy~ 3 S GOk (xR (- XTR(X) ) DM mod 0PN
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2. Prolongements holomorphes et résidus de séries de fonctions zéta

Le calcul des intégrales non commutatives précédentes fait intervenir des termes du type
JAJ1. 11 en résulte que nous sommes amenés a étudier, sur le tore, des résidus de séries de
fonctions zéta pondérées par des suites rapidement décroissantes et faisant intervenir une phase
dépendante de la pondération. Plus précisément, nous avons a étudier du point de vue de I’analyse
complexe, les fonctions du type

9(8) = 21 gya V0 Fo 51, 2, (5)

otte; € {—1,1}, b€ S(Z")7), fa(s) =D jepn I‘Dkfllz) e?mika g € R™ et P un polynéme homogéne
de degré d. Il apparait alors que nous pouvons connaitre précisément les poles de ces fonctions et
calculer précisément les résidus correspondants si nous faisons une hypothése reliée a la théorie
de I'approximation diophantienne sur la matrice de déformation ©. Plus exactement, on établit
que si %@ est une matrice diophantienne, la fonction précédente g est méromorphe sur C, avec

au plus un pole simple en s = d + n. Le résidu en ce poéle est (Théoréme 2.2.2)

R = b(l) R a _;(s)= b(l P(u)dS
S=de—§ng($) 16(22)‘1 ( )s:defnf@ iz Ezlz(s) (lezz ( )) /ueS"—l (u) dS(u)

ou Z := {l S (Zn)q : 23:1 gil; = O}.

3. Action spectrale sur le tore non commutatif

Nous avons appliqué ces résultats au tore non commutatif. Il s’agit du triplet spectral non
commutatif le plus simple possible. Il est basé sur l'algebre C°°(7&') représentée par des fonc-
tions rapidements décroissantes du type Y oz aiU; ot (a;) € S(Z™) et les éléments Up sont des
unitaires vérifiant la loi de commutation

UlUk = €_il'ekUkUl

oll O est une matrice antisymétrique de déformation. L’opérateur de Dirac est de la forme
D = —iy#),, ol les v* sont les matrices gamma usuelles agissant sur c2 ot 0u(Uy) := ik, Uy.
La fonctionnelle 7(a) := ag ot a := ), a;U; génére un espace de Hilbert H de type GNS a partir
duquel un triplet spectral réel régulier de dimension n peut étre construit. Finalement, nous
obtenons grace aux résultats du chapitre 2, le théoréme suivant:

Théoréme. Si %@ est une matrice réelle antisymétrique diophantienne, alors le tore non com-
mutatif (avec structure réelle) est un triplet spectral simple et son action spectrale est:
(1) pour n =2,

S(Da, ®,A) = 4w &y A% + O(A7?),

(ii) pour n = 4,

S(Da,®,A) = 872 Dy At — 4% &(0) 7(Fp, FM) + O(A72),

(7i1) de fagon générale:
S(DAa o, A) = Z Dk cnfk(A) An—k’ + O(A_l)a
k=0

0l cp—2(A) =0, ¢h_i(A) =0 pour k impair. En particulier, co(A) =0 quand n est impair.
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Lorsque n = 4, un terme de type Yang-Mills non commutatif apparait au niveau du terme in-
variant d’échelle (en A°): 7(F,, F*), ot F, = 8,(A,) — 8, (A,) — [Ay, Ay). La forme de action
spectrale du tore non commutatif est donc trés fortement similaire a celle du tore commuta-
tif, & condition que la déformation © vérifie une condition diophantienne. Nous ne savons pas
cependant si cette condition, bien que suffisante, est effectivement nécessaire pour obtenir une
telle action. Nous conjecturons que c’est bien le cas, comme le suggére un argument heuristique
(Remarque 2.2.5).

4. Action spectrale sur SU,(2)

Le quatriéme chapitre correspond & un travail en collaboration avec Bruno Iochum et Andrzej
Sitarz: Spectral action on SU4(2) [82].

L’objectif consiste & appliquer les techniques pseudodifférentielles vues précédemment au cal-
cul de I’action spectrale sur le triplet spectral de Dabrowski et al. [48] basé sur le groupe quantique
SU,(2). Ce groupe quantique (ou algébre de Hopf) peut étre vu comme une g-déformation de la
3-sphére commutative.

L’algebre A := A(SU4(2)) de ce triplet est définie comme étant ’algébre polynomialement
engendrée par deux éléments a et b qui sont assujettis aux régles de commutation suivantes, ot
0<g<l:

ba = qab, b*a = q ab*, bb* = b*b, a*a+¢*bh=1, aa® +bb" =1.

On définit un espace de Hilbert H = H! ®H! avec les bases orthonormales Uil ; et vfnl
0<m<2j,0<1<2j+1etv? estnulsij=0oul=2jou2j+l
On représente alors A avec 'application 7 initialement définie sur a, b et qui est donnée a la

. . . . . . . . L, + +
section 2.2. Cette représentation faisant intervenir des coefficients assez compliqués « G ﬁj i

et non diagonaux, il apparait trés utile de définir une représentation approximée m telle que

loﬂje%N,

m(a):=ay +a—, x(b):=by+0b_

ou on a posé (ici g, := /1 — ¢*"):

) L ) .
J _ J J _ m+l+1 7

a+ vm,l = qm+1 q1+1 Umn41,14+1 a— vm,l =4 vm7l ’
Joo_ ]l it Joo_ m J-

b+ Uil =49 9m+1V5 011> b- Ui = 4 UV 1 -

Cette approximation ne modifiera pas les calculs d’intégrale non commutative puisque pour tout
z €A, m(x)—m(x) € K4 ou Ky est un idéal inclus dans les opérateurs de type OP~>°. Autrement
dit, m(x) — m(z) est un opérateur pseudodifférentiel régularisant.

i (2j+g ' 0
ml 0 -2j—1
le méme spectre que 'opérateur de Dirac associé a la structure spinorielle de la 3-sphére stan-
dard. Cependant, I'opérateur de Dirac sur SU,(2) posséde une caractéristique trés particuliere
qui n’existe pas sur la 3-sphére commutative: le signe de D, noté F := D|D|~!, commute mo-
dulo OP~%° avec les éléments de l'algebre A. Ceci a pour conséquence que les 1-formes a[D, b]
sont essentiellement équivalentes aux 6-1-formes a[|D], b] dans les calculs d’intégrales non com-
mutatives. On peut construire avec cet opérateur de Dirac un triplet spectral (A, H, D) régulier

L’opérateur de Dirac est défini de la fagon suivante: Dwv ) Ufnl‘ Il posséde donc
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et de spectre de dimension {1,2,3} sur SU,(2). D’autre part, une structure réelle J peut étre
construite sur ce triplet, avec la relation JD = DJ. Cette structure réelle est définie par

J’Uﬁl —_ Z'Q(m—l—l)—l 7T

Jl _ s—2(m+0)+1, 7l
2j—m,2j+1—1° JUm,z =1

Voj—m,2j—1-1"

En utilisant une décomposition de type Poincaré—Birkhoff-Witt sur les §-1-formes pour calculer
les intégrales § |D 4| 7%, nous avons été amenés a étudier certains produits de séries faisant inter-
venir une inversion d’indice m +— 2j —m (sections 2.4.4 et 2.8.C, 2.8.D). Ces résultats ont permis
de montrer que la structure réelle ne modifie pas le spectre de dimension {1,2,3} de SU,(2),
et que Paction spectrale du triplet (A, H, D) qui tient compte de la structure réelle, c’est a dire
associée a la perturbation D — D + A + JAJ !, est totalement déterminée par les intégrales
suivantes (qui ne font plus intervenir la structure réelle J)

][AEIDIP, 1<q¢<p<3,

ol A est une d-1-forme. Afin de calculer précisément ces intégrales, un calcul différentiel sur
SU,(2) modulo un idéal R a été défini. Cet idéal est congu de telle sorte que tout opérateur 7" dans
R est invisible par intégration non commutative avec |D|~2,|D|=3: f T'|D|~2 = f T|D|™3 = 0. Le
calcul d’intégrale du type Ang\_p est alors réduit & certains types particuliers de 0 — 1-formes
Ajs. Par exemple, il est possible d’obtenir toutes ces intégrales avec p = 1 & partir des intégrales
suivantes (Proposition 4.5.16):

“\n _ _ 2n
Fovry ot = B,
][(bb*)”b* 6b|D| ! —][(bb*)"béb* D™t = =

*\TL * -1 _ _2q4n+2_2q4n_2q2n+2+6q2n
][(bb) ada |D| = (A—¢2n)2(1—¢27F2) ’

* % _ 2n+2_o9 . 2n_ o9, 2
][ (bb")"a* a0 |D| ! = Mot

Ces résultats permettent finalement de retrouver toutes les actions spectrales possibles sur
SU,(2). Nous avons constaté, a l'aide de certains exemples, que les termes de 'action spec-
trale n’ont pas toujours une limite finie lorsque ¢ — 1, c’est & dire lorsque SU,(2) "s’approche"
de la 3-sphére commutative S?. D’autre part, méme lorsque cette limite existe, le terme obtenu
n’est pas égal au terme correspondant & la 3-sphére. Il existe donc un "mur" entre la g-géométrie
de SU,(2) et S? qui n’apparait pas au niveau des déformations du tore ou des plans de Moyal.
Le calcul d’action spectrale sur d’autres géométries, telles que les sphéres de Podles [43, 46|, le
plan projectif [45], ou les g-sphéres euclidiennes [44,47,96] pourrait faire 'objet d’investigations
futures.

5. Tadpoles et triplets spectraux commutatifs

Ce chapitre présente un travail fait en collaboration avec Bruno Iochum: Tadpoles and com-
mutatives spectral triples [83]. Nous nous sommes intéressés a certaines questions concernant
I’annulation d’intégrales non commutatives apparaissant dans ’action spectrale de Chamseddine—
Connes. Plus particuliérement, nous avons étudié les intégrales du type f AD™! (linéaires en A,
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ot A est une 1-forme) qui correspondent, en théorie des champs, a des tadpoles (tétards en fran-
cais). Ici, D! est le propagateur fermionique de Feynman et AD~! est un graphe & une boucle
avec une ligne fermionique interne et une ligne bosonique externe :

Dfl
: A

Plus généralement, on définit un tadpole comme étant un terme linéaire en A apparaissant
dans 'action spectrale S(D + A, ®, A). Si d est la dimension d’un triplet spectral (A, H, D), on
peut montrer que la partie linéaire en A du terme en A%* de Paction spectrale, que on note
Tadpia(d — k) (tadpole d’ordre k) vérifie:

Tadpya(d—k) = —(d — k)][AD\D\—<d—k>—2, Vk # d,
Tadpya(0) = — ][ AD™L

Il apparait alors que pour tout triplet spectral riemannien, c’est & dire du type (A =
C>®(M), H := L*(M,S), D) ol M est une variété compacte sans bord riemannienne & spin
de dimension d, H I'espace de Hilbert des spineurs de carré intégrable et D 'opérateur de Dirac
associé a la structure spin, tous ces termes sont nuls. Cette propriété est basée sur le fait que ce
triplet est réel et commutatif. La structure réelle de (A = C®(M), H := L*(M, S), D) provient
de lexistence de la structure spin, car celle-ci implique 'existence d’un opérateur de conjugaison
de charge J, qui est une isométrie antilinéaire satisfaisant:

JaJ b =a*, Vac A.

De fagon plus générale, on peut montrer, en utilisant le résidu de Wodzicki, que § B|D|*(2k+1),

ou B est un polynéme généré par A et D, est toujours nul si la dimension est paire, alors que
fBD_Zk est toujours nul en dimension impaire. Dit autrement, fB|D|_(d_q) = 0 pour tout q
impair.

Nous nous sommes aussi intéressés au cas d’une variété de dimension paire compacte avec
bord, et d’une condition au bord de type chirale, c’est-a-dire telle que l'opérateur de Dirac
perturbé D + A agit sur le domaine {s € C*(V) : I_sjgpy = 0} ont I := §(1 £ x). Ici x est
un opérateur de chiralité sur le bord, c’est-a-dire tel que x> =1 et

=0,  [x,2=0, Vae{l,---,d—1}.
On obtient alors une condition au bord mixte naturelle sur 'opérateur de type Laplace (D + A)?:
B;?S =1I_ (D + A)28|3M ) H—S\BM .

En se basant sur les formes explicites des coefficients du noyau de la chaleur dans le cadre des
conditions aux bords mixtes [11,12], on peut alors montrer qu’aucun tadpole ne peut exister
dans 'action Tr(®((D + A)2B;21 /A?)), au moins jusqu’a ordre 5. Nous nous attendons & ce que
ceci se généralise & tous les ordres, et & d’autres types de conditions aux bords, notamment
celles d’Atiyah-Patodi-Singer. Une approche de cette question, associée aux triplets spectraux
commutatifs, fait I'objet d’un travail en cours [84].
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6. Calcul pseudodifférentiel global sur variétés avec linéarisation

Le sixiéme et dernier chapitre présente la construction d’un calcul symbolique et pseudodif-
férentiel global sur les variétés avec linéarisation [101].

Il a été montré par Gayral et al. [59] que les plans de Moyal sont des triplets spectraux non
compacts. En d’autres termes, les plans de Moyal peuvent étre vus comme des variétés a spin non
compactes et non commutatives. Ce lien entre la théorie de la quantification par déformation et
la géométrie non commutative montre en particulier que le paradigme des triplets spectraux est
adapté aux questions de quantification. Le produit de Moyal est défini sur 1'espace de Schwartz
S(R?") des fonctions rapidement décroissantes

frg(a) = (x)~" /}RM dydz f(y) g(z) e (070 Sa=2)

o € R et § = (01;10"), et donne a S(R?") une structure de pré-C*-algébre de Fréchet. Le
triplet spectral décrit dans [59] est basé sur cette algébre. L’extension de cette construction
remarquable & un fibré cotangent T* M d’une variété M non isométrique & R™ reste un probléme
ouvert. Nous proposons dans ce chapitre la construction d’un calcul pseudodifférentiel global afin
d’obtenir un produit de Moyal plus général que celui défini sur S(R?").

Le calcul pseudodifférentiel global [9, 49, 148, 149] permet d’établir une notion globale de
symbole total d’un opérateur pseudodifférentiel, modulo I'algébre résiduelle des opérateurs régu-
larisants U~°° (a noyau lisse). Il est basé sur la définition d’une connexion sur la variété (ou plus
généralement, d’une linéarisation [9]), et utilise 'application exponentielle, ainsi que le transport
paralléle sur les géodésiques associées, pour obtenir un isomorphisme global (modulo ¥~°°) entre
les algébres symboliques et opératorielles.

Lorsque la variété M n’est pas compacte, il apparait utile, afin d’avoir une continuité de type
L?(M) pour les opérateurs d’ordre 0, de considérer des espaces de symboles qui controlent & la
fois la variable x et la covariable 6. Ces controles ont été utilisés sur R” dans le cadre du calcul
pseudodifférentiel de type SG (voir par exemple [124]). Nous avons été amenés a définir un tel
calcul dans le cadre des variétés & linéarisation, c’est a dire telles qu’il existe une application
exponentielle abstraite (ou linéarisation) exp : TM — M établissant un difféomorphisme exp, :
T,M — M en chaque point x € M. Ce cadre est suffisamment général pour contenir les variétés
de Cartan-Hadamard, qui sont les variétés simplement connexes, complétes, et de courbure
négative.

L’outil essentiel de la définition du calcul global dans le cadre des variétés a linéarisation est
la combinatoire liée a la formule de Faa-di-Bruno a plusieurs variables [39]. Celle-ci s’exprime de
la fagon suivante: si f € C°(RP) et g € C*°(R",RP) alors pour tout n-multi-indice v # 0,

v s

(feg)= > @Neg > > M Ggmr@9)

L<A[<v| s=1ps(r,))  J=1

ot les multi-indices k7, I/ appartenant & I’ensemble p (v, \) vérifient Py kI = et > i1 kI lT =
v. A Taide de cette formule, il est possible de définir, de facon intrinséque et dans le cadre des
variétés a linéarisation, des espaces de Fréchet nucléaires de fonctions rapidement décroissantes
S(M), S(M x M), S(TM), S(T*M) pourvu que l'application exponentielle satisfasse une hy-
pothése de controle a l'infini de type polynomial. Cette hypothése dit plus précisément que les
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applications de changement de coordonnées normales wi’g := Lpexp, L exp, Lb_,1 (on z,2" € M,
b, b’ bases de T, M, T,» M et Ly isomorphisme linéaire associé a b) sont dans 'espace O (R™, R™)
des fonctions (avec leurs dérivées) polynomialement dominées a U'infini.

Il est d’autre part possible de définir, sous ces conditions, des isomorphismes topologiques de
quantifications Op, paramétrés par A € [0, 1] qui permettent de passer de l'espace des opérateurs
(plus exactement des noyaux) (M x M) al’espace des "symboles" S'(T*M). Ces isomorphismes
envoient S(M x M) dans S(T* M) et il apparait alors possible de définir un A-produit (ou produit
de Moyal si A = %) sur S(T*M) simplement par transfert de la convolution de noyau dans
S(M x M). Plus précisément, le produit

Tiw? / _
aoxb(z,n) = / dpie (€)dp(y) / dity e, (0,0') g2 g, € men D a()  0) byl %, 0)
To(M)xM VA

z,8,y

ou les applications V', g, w sont déterminées (Proposition 6.3.11) par I'application exponentielle
et la densité du considérée sur la variété, donne a S(T*M) une structure d’algébre de Fréchet,
et se réduit précisément au produit de Moyal classique lorsque A = % et M =R".

Nous avons ensuite étudié 'extension du SG-calcul sur les variétés a linéarisation. Les es-
paces de symboles S“™ (ayant un controle séparé en z et #) peuvent étre définis si on ren-

force I’hypothése précédente de controle polynomial sur les difféomorphismes wsg Plus préci-
sément, si les applications wgs,l vérifient (S7), ¢’est-a-dire si pour tout n-multi-indice av # 0 (ici
(9 1= (1+ [I)7) |

07y (x) = O((x) 1),

alors les espaces SY™ de symboles a, définis par les estimations suivantes, pour tout systéme de
coordonées normal (z,b),

8(?;@&(3:, 0) = O(<x>ijb|a| <9>m*\ﬂ|) ’

z Z,h7$

sont des espaces de Fréchet homéomorphes aux espaces de SG-symboles classiques sur R™.
A partir de ces espaces, on peut définir les opérateurs pseudodifférentiels sur M en posant
whm .= Op, (S%™) pourvu que cet espace ne dépende pas du paramétre de quantification \ et
qu’il stabilise a la fois S(M) et 8'(M). Ceci a été rendu possible par une analyse des espaces
d’amplitudes a et des opérateurs associés

(Opr(a), u) = /R OO Ty (alx, ¢ 9) Pw)” (x, ) dC ) dx

ot I' est un isomorphisme topologique de S(R?") vérifiant certaines hypothéses de controle a
I'infini (Proposition 6.4.14 et 6.4.17 et Lemma 6.4.18).

La partie suivante est consacrée & un résultat sur la composition des opérateurs pseudodiffé-
rentiels. Il est établi (Theorem 6.4.47) sous une hypothése particuliére (C,) (Definition 6.4.37)
sur 'application exponentielle, que ¥ := Ul,m\I’l’m est une x-algébre sous la composition d’opé-
rateurs et le symbole (pour A = 0) du produit de deux opérateurs A, B satisfait la relation
asymptotique

00(AB)zp~ D ey 5 (alx, D)L (N, f) (%, ¢, ¢y L (9))) 1) g
B,yeN™
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ot a := 0g(A).p, b := 00(B).,6, €t les termes L, ¢ capturent la “courbure” liée & I'application
exponentielle abstraite exp. Nous montrons en derniére partie que l’espace hyperbolique H de
dimension 2 est une variété avec linéarisation (I’application exponentielle étant celle venant de
la structure riemanienne) vérifiant I’hypothése de controle (S1). Ceci permet de définir de fagon
globale et intrinséque les espaces de Schwartz S(H), S(T*H), S(TH) ainsi que les espaces de
symboles S (T*H).

L’analyse détaillée des A-produits sur S(T*H) (ou plus généralement sur S(7T*M), pour M
avec Ojs-linéarisation) et les propriétés spectrales associées restent a étudier. Il serait par exemple
intéressant de voir sous quelle condition les algébres (S(T*M), o)) peuvent générer un triplet
spectral non compact. D’autre part, il est possible d’envisager de connecter ou d’étendre le
calcul symbolique présenté ici avec les opérateurs de Fourier intégraux [42,117,118], les traces
régularisées [110] et les espaces de Gelfand—-Shilov [15].
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Chapitre 1

Action spectrale sur les triplets
spectraux

1.1 Introduction

L’action spectrale de Chamseddine-Connes [21] joue un roéle important en géométrie non
commutative. Plus précisément, étant donné un triple spectral (A, H, D) I'action spectrale ou A
est une algébre agissant sur I'espace de Hilbert H et D est un opérateur de Dirac [28,68], 'action
spectrale ne dépend que du spectre de D:

Doa:=D+A+eJAT! (1.1)

ol A est une 1-forme représentée sur H, et a donc la décomposition suivante:
A=>"aD, b, (1.2)
i

ou a;, b; € A, J est une structure réelle sur le triplet correspondant a la conjugaison de charge
et e € {1,—1} dépend de la dimension de ce triplet et vient de la relation

JD =€eDJ. (1.3)

Dans ce chapitre, nous revisitons les notions d’opérateur pseudodifférentiel sur les triplets
spectraux, les fonctions zéta, l'intégrale non commutative, le spectre de dimension, et 'action
spectrale. L’opérateur de réalité J est incorporé et nous tenons compte en particulier des noyaux
des opérateurs qui peuvent jouer un roéle dans le terme constant invariant d’échelle de ’action
spectrale.

1.2 Intégration non commutative sur un triplet spectral

1.2.1 Opérateurs pseudodifférentiels sur triplets spectraux

La géométrie non commutative, avec sa notion de triplet spectral, fournit un cadre minimal
dans lequel il est possible de construire une théorie non commutative des champs.
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Chapitre 1. Action spectrale sur les triplets spectraux

Définition 1.2.1. Un triplet (A, H, D) est appelé triplet spectral si A est une *-algébre unifére
fidélement représentée sur B(H), et D est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte tel
que les commutateurs [D, a] soient bornés pour a € A.

Un triplet spectral est de dimension n, si les valeurs caractéristiques de D satisfont \; =
O(j~1/™) lorsque j — oo.

Un triplet spectral est dit régulier si A et [D,.A] sont dans Ngey Dom 8% ou §(T') := [|D|, T).

Dans ce formalisme, D joue le role de I'opérateur de Dirac de la géométrie classique rieman-
nienne & spin. Dit autrement, D! représentera le propagateur fermionique euclidien. Afin d’avoir
une conjugaison de charge dans notre théorie, on ajoute une structure réelle, qui correspond & un
opérateur antiunitaire J qui commute ou anticommute avec D. Dans ce cadre, les bosons de jauge
sont vues comme fluctuations internes de l'opérateur de Dirac D — Dy =D+ A +ecJAJ !,
ol A est une 1-forme auto-adjointe, c’est a dire un opérateur de la forme > a; [D, b;], ou a; et b;
sont dans A.

La notion de structure réelle sur un triplet spectral est reliée & la K-homology réelle, et est
définie par:

Définition 1.2.2. Une structure réelle J sur un triplet spectral (A, H,D) de dimension n est
une isométrie antilinéaire J telle que JD =¢eDJ, J? =¢', Jxy =&"xJ, ong,¢’,e” € { —1,1} et

nmod8 [0 1 2 3 4 5 6 7

JP=+1 |+ + - - - — + +
JD=4DJ |+ — + + + — + +
Jx==xxJ | + — + —

De plus, tout élément de JAJ ! commute avec tout élément de AU [D, A].

Remarquons que la notion de triplet spectral peut étre étendu dans le cadre des algébres de
von Neumann [6].

Lemme 1.2.3. Soit (A, H, D) un triplet spectral avec structure réelle J et chiralité x. Si A € le
est une 1-forme, l'opérateur de Dirac perturbé

Dy:=D+A+eJAJ !

est un opérateur & résolvante compacte et en particulier son noyau Ker Dy est un espace de
dimension finie. Cet espace est invariant par J et x.

Démonstration. Soit T un opérateur borné et soit z dans ’ensemble résolvant de D + T et 2/
dans ’ensemble résolvant de D. Alors

D+T -2 =DV 1 - T+ -2)(D+T—-2)7".

Etant donné que (D — 2')~! est compact et puisque le terme entre crochets est borné, D + T est
un opérateur a résolvante compacte. O

Nous fixons (A, D, H,J) un triplet spectral réel régulier de dimension n, et A une 1-forme
auto-adjointe. On note

Py la projection sur Ker D, P4 la projection sur KerDy ,
D:=D+PFy,Dy:=Dyp+ P,.
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Ainsi, Py et P4 sont des opérateurs de rang fini et auto-adjoint. Remarquons que D et D4 sont
des opérateurs inversibles a résolvante compacte.

Remarque 1.2.4. Le procédé consistant a ajouter Py a D afin d’obtenir un opérateur inversible
est en fait un cas particulier du procédé de Higson [79] qui montre que l'on peut ajouter n’importe
quel opérateur de type régularisant a D ou D4 tel que le resultat soit inversible et sans changer
le calcul des résidus (voir aussi [37]).

Notons pour tout a € R

OPY :={T : t— F(T) ¢ C>(R,B(H))},
OP*:={T : T|D|"*c OP°}.

ot Fy(T) := Pl T e=itIP| = ¢itIPl T =Pl puisque |D| = |D| 4+ Py. On pose

§(T) == [|D|, T},
V(T) := [D?,T],
os(T) := |D|*T|D|"%, s € C.

Il a été montré [38] que OP° = (p>o Dom(67). En particulier, OP? est une sous-algébre de B(H)
et ACOPY JAJ-1 COP°, [D, Al C OP°. Notons que Py € OP~* et §(OP°) C OP°.

Pour tout ¢ > 0, D! et |D|! sont dans OP! et pour tout a € R, D* et |D|® sont dans OP®.
Par hypothése, |D|~" € L) (H) et donc pour tout o > n, OP~* C L' (H).

Lemme 1.2.5. /[38/
(i) Pour tout T € OP? et s € C, o4(T) € OP°.
(ii) Pour tout a, 3 € R, OP*OPP C OP*+P,
(iii) Si o < 3, OP* C OP”,
(iv) Pour tout o, 6(OP%) C OP“.
(v) Pour tout a et T € OPY, V(T) € OP**1.

Démonstration. (i) Nous avons |D|T|D|~t = T + §(T)|D|™! et |D|7'T|D| = T — |D|~'6(T).
Une récurrence prouve que pour tout k& € N, |[D|*T|D|~* = Zl;:o () 64(T)|D|~? et on obtient

_ k .
|DI7FTIDI* = 3o (=1)7(}) DI96%(T).

Par conséquent, puisque 7', |D|~% et §9(T) sont dans OP? pour tout g € N, pour tout k € 7Z,
|IDI*T|D|=% € OP°. Fixons p € Ny et posons F,(s) := ¢°(|D|*T|D|~*) pour s € C. Puisque
k € Z, Fy(k) est borné, une interpolation complexe prouve que F),(s) est borné, ce qui donne
|DI*T|D|~% € OP°.

(ii) Soit T € OP® et T' € OPP. Ainsi, T|D|~%, T'|D|~® sont dans OP°. D’aprés (i) nous ob-
tenons |D|°T|D|~*|D|~% € OP°, et donc T'|D|~?|D|PT|D|~#~* € OP°. Ainsi, T'T|D|~(*+5) ¢
OP°.

(iii) Pour T € OP%, |D|*# et T|D|~® sont dans OPY, ainsi T|D|=% = T|D|~®|D|*~" € OP°.
(iv) est une conséquence de 6(OP°) C OP.

(v) Puisque V(T') = §(T)|D| + |D|6(T) — [FPo,T], le résultat découle de (ii), (iv) et du fait que
P, soit dans OP~°°. O

Remarque 1.2.6. Tout opérateur dans OP%, ou a € R, a une extension linéaire continue de
Dom |D|**! ¢ Dom |D| ot Dom |D|% est muni de sa norme naturelle (voir [38,79]).
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Nous introduisons maintenant une définition des opérateurs pseudodifférentiels d’une fagon
légerement différente que dans [29, 38, 79|, qui tient compte de l'opérateur de réalité J et du
noyau de D, et permet a |D|, D d’étre des opérateurs pseudodifférentiels. Notre définition est
dans l'esprit de [22].

Définition 1.2.7. Soit D(A) l'algébre polynomiale générée par A, JAJ !, D et |D.
Un opérateur pseudodifférentiel est un opérateur 1" tel que il existe d € Z tel que pour tout
N € N, il existe p € Ng, P € D(A) et R € OP~™Y (p, P et R peuvent dépendre de N) avec
PD™% € OP? et
T=PD *+R.

On note ¥(A) I'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels et W(A)* := ¥(A) N OP*.

Notons que si A est une 1-forme, A et JAJ ! sont dans D(A) et de plus D(A) C Upen,OPP.
Etant donné que |D| € D(A), Py sont des opérateurs pseudodifférentiels, pour p € Z, |D|P est
aussi un opérateur pseudodifférentiel (dans OPP). Remarquons que D(A) C ¥(A) C UpczOP*.

Lemme 1.2.8. [29, 38] L’ensemble de tous les opérateurs pseudodifférentiels W(A) est une al-
gebre. De plus, si T € U(A)? et T € U(A)Y, alors TT' € U(A)H+

Démonstration. La partie non triviale de la preuve est la stabilité sous produit. Soient T,7T" €
U(A). Il existe d,d’ € Z tels que pour tout N € N, N > |d| + |d'|, il existe P, P" dans D(A),
p,p € Ng, Re OP N4 R € OPN-d tl que T = PD"® + R, T' = PD% 4+ R,
PD~?? € OP% et PD-%" c OP?.

Ainsi, TT' = PD~2P'D~%" + RP'D~%' + PD-2R' + RR'.

Nous avons RP'D~%" ¢ opN-d+d — Op—N ¢t PD 2R e OP V. Puisque RR' €
OP~2N_ on obtient

TT ~ PD"?P'D~%"  mod OP7V.
Sip=0,alorsTT' ~ QD% mod OP~N on Q = PP’ € D(A) et QD% € OP¥¥_ Supposons
p # 0. Une récurrence prouve que pour tout g € Ny,
q
D2P ~ ) (-1D)FVHP)D 2 4 (1) DAV (P)D T mod OP.
k=0

D’aprés le Lemme 1.2.5 (v), le reste est dans OPd/+2p/_q_3, puisque P’ € OP¥+20" Une autre
récurrence donne pour tout g € Ny,

q
D=2 p’ Z (f1)|k|1v|k|1(P')D—Q\kll—% mod OP¥+2r'—¢—1-2p
[

Ainsi, avec gy = N +d+d — 1,

an
TT ~ Z (=)l pylkle pryp=2khi=2+e) - oq 0PN,
ke kip=0

La derniére somme peut étre écrite QD 2"V ot ry := pqy + (p + p'). Puisque Qn € D(A) et
QnD~2'v € 0P e résultat s’en déduit. O
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Nous introduisons aussi :

Définition 1.2.9. Soit D;(A) 'algébre générée par A, JAJ ! et D, et U1(A) I'ensemble des
opérateurs pseudodifférentiels construit comme précédemement avec D;(A) au lieu de D(A).
Notons que ¥;(.A) est une sous-algébre de ¥(.A).

Remarquons que ¥;(.A) ne contient pas nécessairement les opérateurs |D|k lorsque k € Z est
impair. Cette algébre est similaire a celle définie dans [22].

1.2.2 Fonctions zéta, intégrale non commutative et action spectrale

Pour tout opérateur B et si X est D ou D4, on pose

(%(s) :==Tr (BIX[7%),
(x(s) = Tr (|X]7°).

Le spectre de dimension Sd(A, H, D) d'un triplet spectral a été défini dans [29,38]. Nous éten-
dons cette définition ici afin de tenir compte de l'opérateur J et de notre définition d’opérateur
pseudodifférentiel.

Définition 1.2.10. Le spectre de dimension d’un triplet spectral est ’ensemble Sd(A, H, D) de
tous les péles des fonctions C]E = s Tr (P|D]_5) ou P est un opérateur pseudodifférentiel
dans OPY. Le triplet spectral (A, H, D) est simple lorsque ces poles sont tous simples.

Remarque 1.2.11. Si Sp(A, H,D) est l'ensemble de tous les poles des fonctions s +
Tr (P|D|~%) ou P est un opérateur pseudodifférentiel, alors, Sd(A, H,D) C Sp(A, H, D).

Lorsque Sp(A,H,D) =Z, SA(A, H,D) ={n—k : ke€Ny}:en effet, si P est un opérateur
pseudodifférentiel dans OPY, et ¢ € N est tel que ¢ > n, alors P|D|~* est dans OP~R) et done
q n’est pas un pole de s — Tr (P|D|_5).

Remarque 1.2.12. Sp(A, H, D) est aussi l’ensemble des péles des fonctions s — Tr (B|D|_s_2p)
oup €Ny et BeD(A).

Nous introduisons la notation suivante, pour tout opérateur 1" :
e(T) := V(T)D™2.
On obtient a partir de [22, (2.44)] le développement suivant pour T € OP?

N
o.,(T) ~ Zg(z, r)e"(T) mod QP N-1+4 (1.4)
r=0

ott g(z,r) = 2(%)- (3 —(r—1)) = (27{2) avec la convention ¢(z,0) := 1.
On définit 'intégrale non commutative par

- T _ —s
][T = E{:eg Cp(s) = E{:eg Tr (T|D|~%).

L’intégrale non commutative joue le réle du résidu de Wodzicki dans le cadre des triplets spec-
traux.
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Proposition 1.2.13. [38] Si le triplet spectral est simple,  est une trace sur U(A).

Démonstration. Soient P € OP*, Q € OP* € U(A). Avec [Q,|D|™*] = (Q — 0-5(Q)) |D|~* et
Péquivalence Q — o_4(Q) ~ — SN g(—s,7)e"(Q) mod OP~N=1+k2 on obtient

N
PlQ, D[]~ — Zg(*sﬂ“) Pe"(Q)|D]™* mod QP N—1Hhkitka=R(s)

r=1
ce qui donne, si on pose N =n + k1 + ko,

n+ki+ko
Res Tr (PIQUIDI ) = = 30 Reg g(—sur) Tr (PT(QDI )

Par hypothése, s — Tr (Pe”(Q)\D|_S) posséde seulement des poles simples. Ainsi, puisque
s = 0 est un zéro de la fonction analytique s — g(—s,r) pour tout r > 1, nous avons
Reg g(—s,r) Tr (P"(Q)|D|~*) = 0, ce qui entraine que Reg Tr (P[Q,|D|*]) = 0 et ainsi

S= S=

][PQ = 13:6(? Tr (P|D\_SQ) )

Lorsque s € C avec R(s) > 2max(k; + n + 1, ko), Popérateur P|D|~%/? est tracable alors
que |D|7%/2Q est borné, donc Tr (P|D|~*Q) = Tr (|D|~*/2QP|D|~*/?) = Tr (0_s,2(QP)|D|~#).
Ainsi, en utilisant (1.4) encore une fois,

n+ki+ka

Res Tr (P|D|*Q) :][QP+ 2 Res g(—s/2,7) Tr (" (QP)|D|™*).

Pour tout r > 1, Reg g(—s/2,r)Tr (ET(QP)|D|_8) = 0 puisque ¢(0,7) = 0 et le triplet spectral
s=

est simple. Finalement,

Res Tr (P|D|*Q) :][QP.
s=0
ce qui implique le résultat. ]

Sur a triplet spectral (A, H,D), le role de l’action est joué par 1'"action spectrale" telle
qu’introduite par A. Chamseddine et A. Connes :

S(Da, ®,A) :=Tr (®(Da/A)) (1.5)

ou ¢ est une fonction positive de cut-off [54] et A fixe I’échelle de masse. Ceci signifie que S
compte le nombre de valeurs spectrales de |D4| qui sont plus petites que 1'échelle de masse A
(notons que la résolvante de Dy est compacte puisque c’est le cas de D, voir Lemme 1.2.3).

Le principe de 'action spectrale de Chamseddine—Connes dit que (voir [37, p. 197]) 'action
spectrale est la fonctionnelle d’action fondamentale S qui peut étre utilisée a la fois au niveau
classique pour comparer différents espaces géométriques et au niveau quantique dans la formula-
tion de 'intégrale fonctionnelle, aprés une rotation de Wick. En d’autres termes, la fonctionnelle
S(Dy,P,A) qui est reliée au spectre de l'opérateur de Dirac D, contient toute l'information
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physique de la théorie des champs quantique géométrique associée au triplet (A, H, D). Il est
donc crucial de pouvoir calculer cette fonctionnelle sur quelques exemples fondamentaux. L’ac-
tion spectrale est connue dans le cadre de certains exemples: [17,22,24,37,53,60-62,69,93]. Nous
étudierons le cas du tore non commutatif dans le chapitre 2, et le cas de SU4(2) au chapitre 3.
Nous verrons au chapitre 4 certaines questions concernant les tadpoles, termes linéaires en A
dans l'action spectrale. Dans le cas d’un triplet spectral avec spectre de dimension simple, nous
avons (voir par exemple [37, Theorem 1.145])

S(Da,®,A) = Y ¥ Ak][ [Dal™* + ®©(0) (p, (0) + O(A™), (1.6)
0<keSd+

ot &f = 3 [ D(t) th/2=1 gt et Sdt est la partie strictement positive du spectre de dimension de
(A, H, D). Ainsi, le probléme principal est le calcul des termes f |Da|™%, ¢(p,(0). Nous étudions
cette question dans la section suivante.

1.3 Résidus de (p, pour un triplet spectral avec spectre de di-
mension simple

Soit (A, H,D,J) un triplet spectral régulier réel de dimension n et A une 1-forme auto-
adjointe.
Rappelons que

Dy:=D+ Ao A:=A+eJAJ !,
DA ::DA+PA

oll P4 est la projection sur Ker D 4. Remarquons que A € D(A) N OPY et Dy € D(A) N OP.
On note
VA = PA - P().

Le lemme suivant montre que Vy est un opérateur régularisant:

Lemme 1.3.1. (i) (>, Dom(D4)* C N>, Dom |D|*.
(i) Ker Da C (.5, Dom |D|*. -
(iii) Pour tout a, 3 € R, |D|PP4|D|* est borné.
(z’v) Py e OP~°.

Démonstration. (i) Posons pour tout p € N, R, := (Da)P — DP, de telle sorte que R, € OPP~!
et Ry(Dom|D|P) C Dom|D| (voir Remarque 1.2.6).
Soit k € N, k > 2. Puisque Dom D4 = Dom D = Dom |D|, nous avons

Dom(D4)* = {¢ € Dom |D| : (D! +Rj)¢ €Dom|D|, Vj 1<j<k—1}.

Soit ¢ € Dom(D4)*. On prouve par récurrence que pour tout j € {1,--- ,k—1}, ¢ € Dom |DJ/+!,
nous avons ¢ € Dom |D| et (D+R;) ¢ € Dom |D|. Ainsi, puisque R; ¢ € Dom |D|, D¢ € Dom |D|,
ce qui prouve que ¢ € Dom |D|%. Ainsi, le cas j = 1 est résolu.

Supposons maintenant que ¢ € Dom |D|?*! pour un j € {1,--- ,k — 2}. Puisque (D/*! +
Rjt11)¢ € Dom|D|, et Rj+1¢ € Dom|D|, on obtient D't ¢ € Dom |D|, ce qui prouve que
¢ € Dom |D}J/+2.
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Finalement, si on pose j = k — 1, on obtient ¢ € Dom |D|*, et donc Dom(D4)*¥ C Dom |D|*.

(41) se déduit de Ker Dy C (,»; Dom(Da)* et (4).

(iii) Vérifions d’abord que |D|*P4 est borné. On définit Dy comme I'opérateur avec domaine
Dom Dy = Im P4 N Dom |D|* et tel que Dy ¢ = |D|* ¢. Puisque Dom Dy est de dimension finie,
Dg s’étend en un opérateur borné sur H avec rang fini. Nous avons

sup [[D|*Pa ¢l < sup I1D]* oIl = | Doll < o0
¢€Dom [D|* Py, ||¢lI<1 ¢€Dom Do, |¢]|<1
donc |D|*P4 est borné.
On peut remarquer que d’aprés (ii), Dom Dy = Im P4 et Dom |D|*Py = H.
Montrons maintenant que P4|D|% est borné : Soit ¢ € Dom P4|D|* = Dom |D|“. D’aprés
(i), nous avons Im P4 C Dom |D|“, on obtient ainsi

[PAID|*¢ll < sup [ <, [D[*¢>]<  sup [ <[D["),¢>|
welm Pa, [l <1 pemm Py, 9] <1
< sup  IDI*¢[ @]l = [ Doll ]l -

PeIm Py, |lv||<1

(iv) Pour tout k € Ng et t € R, §¥(P4)|D|* est une combinaison linéaire de termes de la forme
|D|PP4|D|*, donc le résultat se déduit de (). O

Remarque 1.3.2. Nous verrons plus loin sur le tore non commutatif que Dy et D+ A produisent
des actions spectrales trés différentes. En particulier, Uinclusion KerD C KerD + A nlest pas
satisfaite puisque A ne préserve pas Ker D contrairement a A.

Le coefficient du terme non constant A¥ (k > 0) dans le développement (1.6) de ’action
spectrale S(Dy4, ®, A) est égal au résidu de (p, (s) en k. Nous verrons dans cette section comment
calculer ces résidus en fonction d’intégrales non commutative de certains opérateurs.

Posons pour tout opérateur T', p € N, s € C,

KylTs) = (=37 [ o s (T) -0 (T d
0<ty <r<ty<1

avec dt := dty - -- dt,.
Notons que si '€ OP®, alors 0,(T') € OP® pour z € C et K,,(T,s) € OPP,
On définit

X :=D% —D?=AD+ DA+ A%
XV ::X—‘rVA,

ainsi, X € D1(A) N OP?! et d’aprés le Lemme 1.3.1,
Xy ~X mod OP™. (1.7)

On utilisera
Y :=log(D?%) — log(D?)

ou D% = D% + Py4 est inversible pour tout A.
Par définition de Xy, on obtient

Y =log(D? + Xy) — log(D?).
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Lemme 1.3.3. [22/
(i) Y est un opérateur pseudodifférentiel dans OP~1 avec le développement suivant pour tout
N eN

O ol TP
(#3) Pour tout N € N et s € C,

N
[Da| ™ ~ D[+ > K,(Y,s)|D|™" mod OP~NTIHE), (1.8)
p=1

Démonstration. (i) On suit [22, Lemme 2.2]. D’aprés le calcul fonctionnel, Y = [ I(X) dA, ou

N
I() ~ Y (=DPFH((D? + 1) Xy) (D2 +2)7! mod OP N8,
p=1
Drapres (1.7), (D? +XN) 71Xy )" ~ ((D? + 2)71X)” mod OP~> et on obtient
N
100 ~ S (1P (D 4+ 0 X)P (D +A)L mod OP~N3,
p=1
On pose Ap(X) == (D2 +N)71X)"(D2+X)"tet L := (D?+\)~! € OP~2 pour un A fixé.
Puisque [D2 + A, X] ~ V(X) mod OP~°, une récurrence prouve que si T' est un opérateur dans
OFP", alors, pour g € No,

q
AY(T) = LTL ~ Y (~DFVHT) L2 mod OP™=177,
k=0

Avec A,(X) = LXA,_1(X), une autre récurrence donne pour tout g € Np,

q
Ap(X) ~ Z (—D)*h ke (X k-1 (o XVR(X) ) LR mod OP~97P3,
k1, kp=0

ce qui implique que

N N—p
I(\) ~ Z(—l)m‘l Z (_1)\k\1vkp (Xvkpq(. il (X)--- ))L|k|1+p+1 mod OP—N-3.
p=1 -
Avee [;°(D? + A) (kD g\ = |k|11+pD_2(|k|1+p), on obtient le résultat si on a un controle

du reste. Un tel controle est donné dans 22, (2.27)].
(i1) Nous avons |D|~% = eB~(/2Ye=B |D|=% ou B := (—s/2) log(D?). En suivant [22, Theorem
2.4], on obtient

[Dal™* =[DI7* + ) Kp(Y,s)|D| " (1.9)
p=1
et chaque K,(Y, s) est dans OP~P. O
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Corollaire 1.3.4. Pour tout p e N et ry,--- ,rp € Ny, e (Y)---e™(Y) € ¥;(A).

Démonstration. Si pour tous ¢ € Net k = (]4;1, o ,k‘q) c Ng,
—1)lkl1+a+1

alors, I*(X) € OPFi*4. Pour tout N € N,
N
Y~y IH(X)D2kh+9 mod 0PN (1.10)

Note que les opérateurs F];(X ) sont dans Dp(A), ce qui prouve, avec (1.10) que Y et donc
e"(Y) = V"(Y)D~ %" sont dans ¥;(A). O

Nous remarquons que les fluctuations laissent invariant le premier terme de ’action spectrale
(1.6). C’est une généralisation du fait que dans le cas commutatif, I'intégrale non commutative
f|D|™™ ne dépend que du symbole principal de 'opérateur de Dirac D et ce symbole est stable
par ajout d’un potentiel de jauge A. Notons cependant que le potentiel symétrisé A + eJAJ !
est toujours nul dans ce cas si A est auto-adjointe.

Lemme 1.3.5. Si le triplet spectral est simple,

n

oa(0) = o(0) = 3° " f(AD e (1.11)

g=1

Démonstration. Puisque le triplet spectral est simple, I’équation (1.9) implique que
(04 (0) = Cp(0) = Tr(K1 (Y, 5)[D]™"))s=0 -

Ainsi, avec (1.4), on obtient {p,(0) — (p(0) = —%fY. En replagant A par g, la méme preuve
que dans [22] donne

n
by =3 funy C
q=1
Lemme 1.3.6. Pour tout k € Ny,

Resk Cp,(s) = SE?Ek Cp(s)+ Z Z Resk h(s,r,p) Tr (e (Y)---"(Y)|D|™*),

S=n—

ol
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Démonstration. D’aprés le Lemme 1.3.3 (i7), nous avons |[Da|™° ~ |D|™° + Zlgzl K,(Y,s)|D|~*
mod OP~(+1)=R() oy la convention > p = 0 est utilisée. Ainsi, on obtient pour s dans un
voisinage de n — k,

k
DA™ D] = 3 Ky(¥:)|D|* € 0P~ 0770 € £ ()
p=1

ce qui donne

k
Resk (Dal8) = thne_sk (p(s) + ; ane—Sk Tr (Kp(Y,s)|D|™%). (1.12)

Fixons 1 <p < ket N € N. D’aprés (1.4) on obtient

N
Ky(Y,s) ~ (—5)7 /0 S st ) gty 1)

<t <-tp<l 1, rp=0

e(Y)---e™(Y)dt mod OP~ NP1

(1.13)
Si on pose N = k — p, on obtient pour s dans un voisinage de n — k
k—p
Kp(Y,s)|DI™ = Y h(s,r,p)e™ (V)" (Y)|D|* € OPTF17RE) € £l(n)
71, ,rp=0
donc (1.12) implique le résultat. O

Les opérateurs |D 4| sont des opérateurs pseudodifférentiels :
Lemme 1.3.7. Pour tout k € Z, |D4|F € UF(A).

Démonstration. En utilisant (1.13), on voit que K, (Y, s) est un opérateur pseudodifférentiel dans
OP~P, et donc (1.8) montre que |D4|¥ est un opérateur pseudodifférentiel dans OP¥. O

Le résultat suivant montre que 'on peut utiliser D ou D 4 pour 'intégrale non commutative :

Proposition 1.3.8. Si le triplet spectral est simple, Reg Tr (P|DA|_S) = § P pour tout opérateur
s=
pseudodifférentiel P. En particulier, pour tout k € Ny

][|DA|_("_k) = Res (p,(s).
s=n—~k
Démonstration. Supposons P € OP* avec k € 7 et posons p > 1. Avec (1.13), il apparait que

pour tout N € N,

N
PE,(Y,s)|D[* ~ Y h(s,r,p) Pe"(Y) - £"(Y)|[D|™* mod OP~N-p=IHh=R(s),

71, ,Tp=0
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Ainsi si on pose N =n — p+ k, on obtient
n—p+k
—S — T1 . Tp —S
Res Tr (PK,(Y,s)|D|™*) > Res h(s,r,p) Tx (Pe"(Y)---e™(Y)|D|™%).

1y 7Tp:0

Puisque s = 0 un zéro de la fonction s — h(s,r,p) et s — TrPe"(Y)---&"»(Y)|D|~* n’a que
des poles simples par hypothése, on voit que Reg h(s,r,p) Tr (Pe"(Y)---™(Y)|D|™*) =0 et
s—

Res Tr (PK,(Y,s)|D|™*) =0. (1.14)

D’aprés (1.8), P|Da|™® ~ P|D|™* + Z];i’f PK,(Y,s)|D|™* mod OP~"~1=%() et ainsi,
k+n
—s\ —s
Res Tr(P|Da| ™) = ][P + z; Res Tr (PK,(Y,5)|D| ™). (1.15)
p:
Le résultat se déduit donc de (1.14) et (1.15). Pour obtenir la derniére égalité, on utilise 'opéra-

teur pseudodifférentiel |D 4|~ (=5), O

Proposition 1.3.9. Si le triplet spectral est simple, alors

Fioar=f 1o (1.16)

Démonstration. Le Lemme 1.3.6 et la proposition précédente pour k = 0 donnent le résultat. [

Lemme 1.3.10. Si le triplet spectral est simple,

(2) ][IDA!‘("‘” :][!D\‘("‘l) - (";1)]1X\Dy—"—l.
(i) ][IDAI‘("‘Q) = ][ |D|~(n72) 4 n22( —][X]D|_” + Z][X2]D|—2—n).

Démonstration. (i) D’aprés (1.8),
E{es1 Cp,(s) —Cp(s) = E{es1 (—s/2) Tr (Y|D| %) = — 2531 szg Tr (Y]D\_("_l)\D]_S)

ou pour la derniére égalité on utilise le caractére simple du spectre de dimension. Le Lemme
1.3.3 (i) implique Y ~ XD~2 mod OP~2 et Y|D|~(® 1 ~ X|D|7""! mod OP~""! C L'(H).
Ainsi,

Res Tr (V[D| " |D|*) = Res Tr (X] D" ~D|) = f X|D| "~
5=0 s=0
(73) Le Lemme 1.3.6 (i7) donne

1
Res, (p,(s) = Res, (p(s) + Res, Z_:O h(s,r,1) Tr (¢"(Y)|D|™®) + h(s,0,2) Tr (Y?|D|~%).
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Nous avons h(s,0,1) = —%, h(s,1,1) = 1(£)? et h(s,0,2) = 3(£)% En utilisant encore une fois
le Lemme 1.3.3 (7),

Y ~ XD {V(X)D™* — }X?D™" mod OP~*,
Ainsi,
Bes2 Tr (Y|D|_S) :][Xw|—n _ é][(V(X) _|_X2)|D|—2—n_

De plus, d’apreés f V(X)|D|~ —k = 0 pour tout k > 0 puisque § is a trace,

Res, Ti (=(v)|D] %) = Res, Tr (VDD ) = f 9(0)|p] " = .

s=n—2

De facon similaire, puisque Y ~ XD~2 mod OP~2 et Y2 ~ X2D~* mod OP~3, on obtient

Res Tr (Y?D|™%) = Res Tr (X*D~*D|™*) :][X2|D|_2_”.
s=n—2

Ainsi,
Res_ (p,(s) = Res Cpls)t <—22><][ X|D| = 4 {700 + X3
327 VOO e f XDl
Finalement,
Res ¢(p,(s) = Res (p(s) _T2 ][X|D|_"— ][X2|D] —2- ” % T2 ][X2|D| —2-n
s=n—2 s=n—2
et le résultat se déduit de la Proposition 1.3.8. ]

Corollaire 1.3.11. Si le triplet spectral est simple et satisfait § |D|~("=2) = fﬁD|DI*" =
fDA|D|™™ =0, alors

][\DA\_(”_Q) = W(][ZDZDyD\—"—Q + ";2][2211)\—”).
Démonstration. D’aprés le lemme précédent,
Res_(p,(s) = "33 ][A2D| n n][(,ZDZD + DADA + AD?A + DA?D)|D|™"2).
Puisque V(A) € OP!, la propriété de trace de § donne le résultat. O

1.4 Intégrales non commutatives et tadpoles

Soit (A, D, H,J) un triplet spectral réel régulier de dimension d. Rappelons qu’une 1-forme
A est une somme finie d’opérateurs du type a1[D, as] ou a; € A. L’ensemble des 1-formes est

noté QL (A).
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Lemme 1.4.1. Soit (A, D, H) un triplet spectral et X € ¥(A). Alors

frfr

Si le triplet spectral est réel, alors, pour X € W(A), JXJ 1€ U(A) et

][JXJ_l :][X* :][X.

Démonstration. Le premier résultat découle de (pour s suffisament grand, afin que les opérateurs
soient a trace)

Te(X°[D|~*) = Tt ((|D|)X)") = (/D[ *X) = Te(X[D[ 7).

Le deuxiéme resultat est di a lantilinearité de J, Tr(JYJ 1) = Tr(Y), et J|D| = |D|J, de
telle sorte que

Tr(X|D| %) = Te(JX|D|*J 1) = Te(JXJ1[D|?). 0

Corollaire 1.4.2. Pour toute 1-forme A = A*, et pour k, |l € N,
][Al D* e R, ][(AD_I)k €R, ][Al D% € R, ][XAl D% e R, ][AZD|D|_’“ eR.

Dans [37], est introduite la définition suivante :

Définition 1.4.3. Dans un triplet spectral (A, H, D), le tadpole Tadpi (k) d’ordre k, pour
k€ {d—1:1¢€N} estle terme linéaire en A = A* € QL dans le terme en A* de (1.6)
(considerée comme une série formelle) ot Dy = D + A.

Si, de plus, le triplet (A, H, D, J) est réel, le tadpole T'ad, ;(k) est le terme linéaire en A,

dans le terme en A* de (1.6) ot Dy = D + A.

Proposition 1.4.4. Soit (A, H, D) un triplet spectral de dimension d & spectre de dimension
simple. Alors

Tadpya(d—k) = —(d — k:)][AD|D|‘(d‘k)_2, Yk #d, (1.17)
Tadp4a(0) = —][Apl. (1.18)

De plus, si le triplet is réel, TadDJrg =2Tadpi 4.

Démonstration. D’aprés le Lemme 1.3.6 et la Proposition 1.3.8, nous avons la formule suivante,
pour tout k € N,

k—p

k
F0a = f DR ST Res hlsrp) T (€ (1) (1)),
p=1ri, =

-, rp=0
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ou

W(s,r,p) == (—s/2)P /0 g(—st1, 1)~ g(—sty, 1) dt,

<t < <tp<1
e"(T) := V(T)D™%", V(T) := [D?,TY,

N
Y ~ Z Z F];(X)D_2(|k|1+Q) mod OP~N~1 pour tout N e N*,

X :=AD + DA + ZQ,Z:: A+eJAT L,

rh(X) == G vk (XTR1 (- XTR(X) ) Vg € N k= (koo ky) € NO.

Par conséquent, pour k # n, seuls les termes avec p = 1 contribuent a la partie linéaire:

k—
Tad,, ;(d— k) =LinA(][ DA~ (R Z Res h(s,r, 1) Tr (e"(Lina(Y))|D|79).
=0
On vérifie que pour tout N € N*,

N-1
Ling(Y) ~ Y T{(AD + DAD 2D mod 0PN,
=0

Puisque I'} (AD + DA) = (bl vl (AD + DA) = l+1 {Vl( A), D}, on obtient

+
k—1
Tadp,, 5(d—k) = SE{deSk h(s,r,p) Tr (" (Lina(Y))|D|~%)
r=0"
k—1 k—1—r
= "hd—kr1) Y G Res Tr (e"({V'(A), D})|D| 5~ 2+D)
r=0 =0
k—1 k—l—r
= h(d—k,r, 1) Cu ][V"H A)D|D|~(d=k+2Ar+D) =2

r=0

][ADyDy (d=k)—

puisque dans le derniére somme, il ne reste que le cas r 4+ 1 =0, et donc r =1 = 0.
La formule (1.18) est une application directe de (1.11).
Le lien entre TabdD Lt Tadpya se déduit de JD = €DJ et du Lemme 1.4.1. ]

Corollaire 1.4.5. Dans un triplet spectral réel (A, H, D), si A= A* € QL(A) est tel que A=0,
alors Tadpya(k) =0 pour tout k € Z, k < d.

Remarque 1.4.6. Notons que A = 0 pour tout A = A* € Q’lD7 lorsque A est commutatif et
JaJ =t = a*, pour tout a € A, d’apres (5.10).
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Mais il est possible d’avoir A commutative et JaJ ™' # a* [33, 94]:
Soit Ay = C @ C représentée sur Hi = C3 avec, pour un nombre complexe m # 0,

by 0 0
mi(a) := 0 by 0 |, fora= (b1, b)) €A
0 0 b
0 m m 1 0 0 1 0 0
Dy = m 0 0 , X1 = 0 -1 0 , Jii= 0 01 o cc
m 0 b 0 0 -1 010

ot cc est la conjugation complexe. Alors (A1, H1, D1) est un triplet spectral commutatif de dimen-
sion d = 0 avec des 1-formes non nulles et tel que Jymy(a)J; = m(a*) seulement si a = (by,by).

Prenons une géométrie non commutative (Ay = C*(M), H = L*(M,S), Da, x2, J2) (Défi-
nition 5.3.1) ow d = dimM est pair. On considére le produit tensoriel des deuz triplets spectrauz
A=A1 A, H=H1Q3H, D=D1®@x2+1®Ds, x = x1 ® x2 et J est soit x1J1 ® Jo quand
de{2,6} mod 8 ou J; ® Jy dans les autres cas, voir [33,140].

On peut alors constater que (A, H, D) est un triplet spectral commutatif réel de dimension d
tel que A # 0 pour une I-forme auto-adjointe A, et donc n’est pas exactement comme dans la
Définition 5.3.1.

L’hypothése de 'annulation des tadpoles & l'ordre de zéro est équivalente a (voir [22]):
][AD_1 =0,VA € Qh(A) — ][ab :][aa(b), Va,b € A, (1.19)
ot a(b) := DbDL. Cette équivalence peut étre généralisée :

Lemme 1.4.7. Dans un triplet spectral (A, H, D), pour tout k € N,

k k
][(Ap—l)" =0,YVAc QL(A), Vne {1, -k} < ][Haja(bj) z][Hajbj, Va;, bj € A.
j=1

J=1

Démonstration. Notons que a[D,bD~! = aa(b) ou a(b) := a(b) — b.
En supposant {(AD~!)" = 0, on obtient

0= ][(Apl)” = ][ald(bl) caja(by) ... and(by)
:][ald(bl) e aja(bj)ajﬂd(ij) e akd(bk) —][ald(bl) e CijjCLjJrl&(bj) e an&(bn)

Vaj, bj € A. Le dernier terme est nul si f (z‘lD*1)7l_1 = 0 pour tout A. Par induction, on obtient
0=fara(br)---apn—10(by—1)and(b,). En faisant varier n entre 1 et k, on obtient le résultat. [
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Chapitre 2

Prolongements holomorphes et résidus
de séries de fonctions zéta

Puisque le calcul des résidus de fonctions zéta est particuliérement important pour la déter-
mination de l'action spectrale, nous étudions dans ce chapitre certaines propriétés d’analycité
et de prolongement méromorphe de séries de certaines fonctions zéta avec phase. En particulier,
nous verrons au chapitre suivant qu’'une condition diophantienne sur la matrice de déformation
du tore © permet d’obtenir un calcul explicite des poles et des résidus associés aux termes de
I’action spectrale du tore non commutatif pour 'opérateur D 4.

Dans ce qui suit, le symbole prime dans > signifie que nous omettons les termes comprenant
une division par zéro dans la sommation. On notera B™ (resp. S*!) la boule fermée (resp. la
sphére) de R” avec centre 0 et rayon 1 et la mesure de Lebesgue sur S"~! sera notée dS.

Pour tout z = (x1,...,7,) € R nous notons |z| = y/2? + -+ + 22 la norme euclidienne et
|z] = |1 4+ - -+ |znl.

N ={1,2,...} est 'ensemble des entiers strictement positifs et No = N U {0} ’ensemble des
entiers postifs.

La notation f(z,y) <y ¢g(x) uniformément en x signifie que |f(z,y)| < a(y) |g(z)| pour tout
x et y et pour un a(y) > 0.

2.1 Reésidus de séries et intégrales

Afin de pouvoir calculer les résidus de certaines séries de fonctions zéta, on prouve ici le
théoréme suivant :
Théoréme 2.1.1. Soit P(X) = Z?ZOPj(X) € C[Xy,---, Xy] un polynome ow P; est la partie
homogéne de P de degré j. La fonction
/
P(s) = Z PR sec

kezn 1kI°

a une extension méromorphe au plan compleze C.
De plus, ¢ (s) est non enticre si et seulement si Pp :={j : [ _qu-1 Pj(u)dS(u) # 0} # @.
Dans ce cas, C¥ n’a que des poles simples aux points j +n, j € Pp, avec

Res (F(s) = /u . Bwds.

s=j+n
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La preuve de ce théoréme est basée sur les lemmes suivants.

Lemme 2.1.2. Pour tout polynome P € C[X1,...,X,] de degré total §(P) := Y i, degx,P et
st a € Ny, nous avons

0% (P(2)|2] %) <pan (14 [s])* o] 77~ I2h o)
uniformément en x € R™ vérifiant |x| > 1, ou o = R(s).

Démonstration. Par linéarité, on peut supposer que P(X) = X7 est un monéme. On vérifie par
induction sur |a|; que pour tout o € Nj et x € R™\ {0}:

—s) _ —=s/2 \ (Blit|pf1)! P
o0 (|$| s) = al Z (Iﬂhilull) é! ul - |z|a+2(fﬁ|1+|u|1>'

B,neNGy
B+2p=a

On en déduit que pour tout o € Nij, nous avons uniformément en z € R" vérifiant |z| > 1:
O (|217°) < (14 [l |z~ lel, (2.1)

D’aprées la formle de Leibniz (2.1), nous avons uniformément en = € R” vérifiant || > 1:

0% (72]77) = D (5) 0°(") 0°7F (|2 7)

B<La
<y,a,m Z s (1+|8’)‘O‘|1*‘f6|1 ‘$|707‘a|1+‘:8|1
BLa;B<y
Cryam (14 |s))leh |g|=o—lelithh, -

Lemme 2.1.3. [73] Soit P € C[X1,...,X,] un polynéme de degré d. Alors, la différence

! P(k P(x

qui est définie pour R(s) > d + n, s’étend holomorphiquement sur le plan compleze C.

Démonstration. Nous fixons dans la suite une fonction ¢p € C°°(R", R) vérifiant pour tout =z € R™
0<b(@) <1, w(e)=1lsile|>1 et w(x)=0si|e| <1/2

La fonction f(x,s) := ¥(x) P(z) |x|7%, = € R™ et s € C, est dans C*°(R" x C) et dépend
holomorphiquement de s.

Le Lemme 2.1.2 précédent montre que f est un “symbole jaugé” dans la terminologie de |73, p.
4]. Ainsi, [73, Théoréme 2.1] implique que Ap(s) s’étend holomorphiquement sur le plan complexe
C. Cependant, afin d’étre exhaustif, nous allons donner ici une preuve du Lemme 2.1.3.

On déduit de la formule de Euler-Maclaurin formula que pour toute fonction h : R — C de
classe CN T vérifiant limy, 4 o AR () =0 et [ |h®)(t)| dt < +o0 pour tout k =0...,N +1,

S h(k) = /R ht) + /R Baar (1) AV (1) dt

kEZ
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ot By 41 est la fonction de Bernoulli d’ordre N + 1 (c’est une fonction borné périodique).

On fixe m' € Z" ! et s € C. En appliquant ceci a la fonction suivante h(t) :=
w(m',t) P(m/,t) |(m/,t)|™* (on utilise le Lemme 2.1.2 pour vérifier les hypothéses), nous ob-
tenons que pour tout N € Ny:

Z P(im',my) P(m!,my) [(m',my)| /w m',t) P(m/,t) |[(m/,t)|7° dt + Ry (m';s) (2.2)

mn€Z

-1 N N+1 —_
S o BN (t) g (0! t) P, t) |(m, )] 7%) .
D’apres le Lemme 2.1.2,

ou Ry(m';s) :=

dt <pnn (14 [s)NFL (Jm| +1)70 N+,

/R [Bra(t) 525w (1) P(m ) |(m )] ~)

Ainsi ), cpm—1 Ry (m'; s) converge absolument et définit une fonction holomorphe dans le demi-
plan {0 = R(s) > §(P) +n — N}.
Puisque N est un entier arbitraire, en prenant N — oo et en utilisant (2.2), on conclut que :

s S 0l ma) Pty ma) [ ma) = S /wm £) PO, t) |, 4)]* dt
(m/ ,mn)EZ"—1xZ m/ezn—1

a une extension holomorphe sur C.
Aprés n itérations, nous obtenons que

s 3 ) Plm) il = [ w(a) Pla) [ol* da

has une extension holomorphe sur C.
Pour finir la preuve du Lemme 2.1.3, il est suffisant de noter que

e )(0)=0etp(m)=1,VmeZ"\ {0};

® S an w(x) P(x) ’m‘is de = f{$€R":1/2§|x|§l} 1/}(1') P(«T) ‘xlis dx est une fonction
holomorphie sur C. O

Démonstration du Théoréme 2.1.1. En utilisant la décomposition polaire de la forme volume
dr = p"~1dpdS de R", on obtient pour R(s) > d + n,

P;(x X -1
/Rn\Bn e = /1 " /Sn_1 Fi(w) dS(v) = s gn1 Pj(u) dS(u).

Le Lemme 2.1.3 donne alors le résultat. O

2.2 Holomorphie de certaines séries

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous présentons ici quelque notions de
théorie de I'approximation diophantienne.
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Définition 2.2.1. (i) Soit 6 > 0. Un vecteur a € R” est dit d—diophantient si il existe ¢ > 0 tel
que |g.a —m| > clq|™%, Vg € Z"\ {0} et Ym € Z.
On note BY(J) l'ensemble des vecteurs d—diophantiens et BY := Us~oBV(d) 'ensemble des
vecteurs diophantiens.

(i) Une matrice © € M, (R) est dite diophantienne s’il existe u € Z" tel que '©(u) soit un
vecteur diophantien de R™.

Remarque. Un résultat classique de I'approximation diophantienne dit que pour tout § > n,
la mesure de Lebesgue de R™\ BV(§) est nulle (i.e presque tout élément de R™ est §—diophantien).

Soit © € M,,(R). Si sa ligne d’indice 7 est un vecteur diophantien de R™ (i.e. si L; € BY) alors
'O(e;) € BY et ainsi © est une matrice diophantienne. Il en résulte que presque toute matrice
de M, (R) ~ R" est diophantienne.

Le but de cette section est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2. Soit P € C[Xy,---,X,] un polynome homogéne de degré d et soit b dans
S(Z"™ x ---xZ") (q fois, ¢ € N).
(i) Soit a € R™. On pose fo(s) = jczn I‘Dé‘ks) e?rika,
1. Sia € Z", alors f, s’étend méromorphiquement au plan complexe C. De plus, f, n'est
pas entiere si et seulement si fuesnfl P(u)dS(u) # 0. Dans ce cas f, n'a que des poles simples
aux points d +n, avec SBclefn fa(s) = [,cgn-1 P(u)dS(u).

2. Sia e R \Z", alors fu(s) s’étend holomorphiquement au plan complexe C.
(i1) Soit © € M, (R) une matrice diophantienne. Pour tout (g;); € {—1,0,1}9, la fonction

g(s) == Zze(m)q b(l) fo x,ci:(8)

s’étend méromorphiquement au plan complere C avec au plus un pole simple en s = d + n.
De plus, si on note Z :={l € (Z")? : Y1 el =0} et V:=>",.2 b(l), alors
1. 8iV [guo1 P(u)dS(u) # 0, alors s = d +n est un pole simple de g(s) et

Siidefng(s) =V /uGS'"_l P(u)dS(u).

2. 8iV [gn1 P(u)dS(u) =0, alors g(s) s’étend holomorphiquement au plan compleze C.
(i17) Soit © € M, (R) une matrice diophantienne. Pour tout (g;); € {—1,0,1}7, la fonction

go(s) := Zze(zn)q\z b(1) feo DO cit; ()

ou Z:={le(Z")1 : Y1, &l; =0} s’étend holomorphiquement au plan compleze C.

Démonstration du Théoréme 2.2.2: Tout d’abord nous remarquons que si a € Z" alors f,(s) =
Z;eZn%- Ainsi, le point (i.1) est une conséquence du Théoréme 2.1.1. D’autre part, g(s) :=
Pk - . . .
Yiemynz ) fo s, () + (3jez (D) Zzeznﬁ' Ainsi, le point (i) est une conséquence
de (ii7) et du Théoréme 2.1.1.
Ainsi, pour compléter la preuve, il reste & prouver (i.2) et (ii7).
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La preuve directe de (i.2) est simple mais n’est pas suffisante pour déduire (ii7) qui nécessite
une analyse plus délicate et une version plus précise du point (i.2). Le prochain lemme donne
une telle version cruciale, mais avant, donnons quelques notations :

Fi={ (XH}IQH)T/Q . P(X) e C[Xy,...,X,] et r € Ng}.

On pose g =deg(G) =deg(P) —r € Z, le degré de G = (X2+~i())2+1)”2 € F. Par convention on
1 n

pose deg(0) = —oc.

Lemme 2.2.3. Pour a € R™. On suppose que d (a.u,Z) := inf ez |a.u—m]| > 0 pour un u € Z™.
Pour tout G € F, on définit formellement,

' G ik Gk -
Fo(Giass) == Zkezn |k(|s) e2mika o Fi(G;a;s) := Zkeznw e2mik.a

Alors pour tout N € N, tout G € F et tout i € {0,1}, il existe des constantes positives
C; = Ci(G,N,u), B; :== B;i(G,N,u) et A; == Ai(G,N,u) telles que s — F;(G;a;s) s’étende
holomorphiquement sur le demi-plan {R(s) > —N} et vérifie :

|Fi(Gsa;8) < Gi(1+ )7 (d (au,2)) ™.

Remarque 2.2.4. Le point important ici est que nous obtenons une borne explicite de F;(G; ; s)
dans {R(s) > —N} qui dépend des vecteurs a seulement par d(a.u,Z), et donc dépend de u et in-
directement de a (dans la suite, a sera variable). En particulier, les constantes C; := C;(G, N,u),
B; = Bi(G,N) et A; :== A;(G,N) ne dépendent pas du vecteur a mais seulement de w. Ceci est
crucial pour la prewve des points (i) et (iii) du Théoréme 2.2.2!

2.2.1 Démonstration du Lemme 2.2.3 pour : =1 :

Pour N € Ny un entier fixé, posons gg :=n+ N + 1.
Nous allons prouver le Lemme 2.2.3 par induction sur g =deg(G) € Z. Plus précisément afin de
prouver le cas ¢ = 1, il suffit de prouver que :

1. le Lemme 2.2.3 est vrai pour tout G € F satisfaisant deg(G) < —go.

2. Soit g € Z avec g > —gog + 1. Si le Lemme 2.2.3 est vrai pour tout G € F tel que
deg(G) < g — 1, alors il est aussi vrai pour tout G € F satisfaisant deg(G) = g.

e Etape 1: vérification du Lemme 2.2.3 pour deg(G) < —gg := —(n + N + 1).

Soit G(X) = (X12+--i(§§+1)’“/2 € F verifiant deg(G) < —go. Il est aisé de constater que nous
avons uniformément en s = o +i7 € Cet en k € Z"

|G(k)e*mike| |P(k)| 1 1 1
(‘k|2+1)0/2 _(|k|2—‘,—1)(7‘+0')/2 <<G (|k|2+1)(r+afdeg(13))/2 <<G (Iklz_,’_l)(g,deg(c))/g <<G (|]€|2+1)<J+90>/2

_ Gk 6271'1' k.a
‘2+1)s/2

tion holomorphe dans le demi-plan {c > —N}. Ainsi, nous avons pour tout s € {R(s) > —N}:

Il en résulte que F1(G;a;s) = D 1cpmn T converge absolument et définit une fonc-

C e 1 1
’Fl <G7 a7 8)‘ <<G Z (|k|2+1)(—N+go)/2 <<G Z (‘k‘2+1)(n+1)/2 <<G 1
kezn kezn

Ainsi, le Lemme 2.2.3 est vrai lorsque deg(G) < —gp.
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e Etape 2: induction.

Posons maintenant g € Z satisfaisant g > —gg+ 1 et supposons que le Lemme 2.2.3 soit valide
pour tout G € F vérifiant deg(G) < g — 1. Soit G € F avec deg(G) = g. Nous allons prouver
que G vérifie aussi les conclusions du Lemme 2.2.3:

Il existe P € C[Xy,...,X,] de degré d > 0 et r € Ny tel que G(X) =
g =deg(G) =d—r.

Puisque G(k) < (|k|? + 1)9/2 uniformément en k € Z", on en déduit que Fi(G;a;s) converge
absolument sur {o = R(s) > n + g}.
Puisque k — k + u est une bijection de Z™ dans Z", il en résulte que pour R(s) >n+g

Lo - P(k) o2nik.a __ P(k+u) 2mi (k+u).a
Fl(Gv a; 8) - Z (‘k‘2+1)(s+7“)/2 € - Z (|k+u|2+1)(s+r)/2 €

P(X)

(XF4-+X24+1)7/2 et

kezn kezn
_ e27riu.a P(k+u) 627r7lk.a
Z (|k|2 42k ud-|u|241) (s+r)/2
kezn
_ 2miua Z u® Z 0°P(k) p2mik.a
al (|k|2+2k.ut|ul2+1)(s+r)/2

aeNYs|afi=a1++an<d kezm

27rzu a 0“P(k 2k.u+|ul?\—(s+7)/2 2rik.a
Z al Z |k|2+1)(6+r)/2 (1+ (\k|2+1)) € :
|a|1<d kezm

Soit M :=sup(N + n + g,0) € Ny. Nous avons uniformément en k € Z"

M

2k.ud|u|?\—(s+71)/2 —(s4+71)/2 (2k.u+\u|2)j (1+|s|)M+1
(1+ (EEESY) ) = Z( ( j ) )W +OM,U(W).
7=0

Ainsi, pour 0 = R(s) > n +d,

o - 271—““1 0P (k) 2k ut|ul?\—(s+7)/2 2rik.a
Fi(Gsa;s) = o> T 1) S+ Tty ) e
lah<d  kezn

_ 27rzu a Z Z (S+T‘)/2 Z 8°‘P(kz)(2k.u+|u\2)] 2mik.a
- (‘k‘2+1)(s+r+2j)/2 €
|Oé‘1§d] =0 kezmn

+OG,M,U((1 + |5DM+1 Z (|k|2+1)(0<1FM+1f9)/2)‘ (23)
kezn

Posons I := {(a,7) € N§ x {0,..., M} ||ay <d} et I* := 1\ {(0,0) }.

02 P(X)(2X ut]|u|?)’ )
(\X|2£1)(T+2J>/2) € F pour tout (a,j) € IT*.

Puisque M > N + n + g, il apparait d’aprés (2.3) que

Posons aussi G4 j)u(X) :=

(1 — ™) Fy(G;a;s) = 2™ we Z u (- (5+T)/2)F1 (Glajyui @ 8) + Bn(Giasuys) (2.4)

al
(ong)el*

ot s — Rn(G;a;u;s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan {o = R(s) > —N}, qui
vérifie Ry (G a;u;s) <g nu 1.
De plus, on peut vérifier aisément que pour tout (a,j) € I*,

deg(G(QJ);u) =deg(0“P)+j—(r+2j)<d—|ah+j—(r+2j)=g—|ah—j<g-1.
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La relation (2.4) et ’hypothése d’induction impliquent alors que
(1 — €™ F\(G;a; s) vérifie les conclusions du Lemme 2.2.3. (2.5)

Puisque |1—e?™%¢| = 2| sin(7u.a)| > d (u.a,Z), la relation (2.5) implique que F (G} a; s) satisfait
les conclusions du Lemme 2.2.3. Ceci termine I'induction et la preuve pour i = 1.

2.2.2 Démonstration du Lemme 2.2.3 pour i =0 :

Soit N € N un entier fixé. Soit G(X) = (X2+._P+(§§H)T/2 €Fetg=deg(G)=d—roud>0
1 n

est le degré du polynéme P. On pose M := sup(N + g +n,0) € Np.

Puisque P(k) < |k|? pour k € Z"\ {0}, il en résulte que Fy(G;a;s) et F1(G;a;s) convergent
absolument dans le demi-plan {o = R(s) > n + g}.
De plus, nous avons pour s = ¢ + i1 € C vérifiant ¢ > n+ g:

) — GR)  2mika _ N~'__G(K) 1 "% onika
RoGais) = 3 gilym e = 3 s (- mha) e

keZm\{0} kezr
M
_ ! —5/2 j G(k) 2mi k.
=> > 3/ )(_1)j(\k\2+1)(8+2j>/2e o
kezn j=0

! G
+ OM((l + |S|)M+1 Z (‘k‘2+1‘)(£i)2‘M+2)/2)
keZm

M
=> (A (1) Fi(Gs a5 5+ 2))
7=0

|G(k)
+Om [( + ’5 M+1 1+ Z (k2+1) (a+2|M+2)/2)] (2~6)
kezn

Nous avons uniformément en s = o + i7 € C vérifiant o > —N,

! |G (k)] |k[2 "1
Z (|k‘2+1)(o—+2M+2)/2 < Z |k|2+1 (—N+2M+2)/2 < Z |k|n+1 < 4o00.
kezZn kezZn keZm

Ainsi (2.6) et le Lemme 2.2.3 pour i = 1 impliquent que le Lemme 2.2.3 est aussi vrai pour i = 0.
Ceci termine la preuve du Lemme 2.2.3. [

2.2.3 Démonstration du point (i.2) du Théoréme 2.2.2 :

Puisque a € R™ \ Z", il existe igp € {1,...,n} tel que a;, ¢ Z. En particulier d(a.e;,,Z) =
d(ai,, Z) > 0. Par conséquent, a satisfait les conditions du Lemme 2.2.3 avec u = e;,. Ainsi, pour
tout N € N, s — f,(s) = Fy(P;a;s) s’étend holomorphiquement au demi-plan {R(s) > —N}. Il
en résulte, en prenant N — 00, que s — f,(s) a une extension holomorphe sur C.

2.2.4 Démonstration du point (i) du Théoréme 2.2.2:

Soient © € M, (R), (g:); € {—1,0,1}7 et b € S(Z™ x Z™). On suppose que O est une matrice
diophantienne. Posons Z = {l = (l1,...,l;) € (Z")? : > ,&ili =0} et P € C[Xy,...,X,] de
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degré d > 0.
On peut vérifier aisément que pour o > n + d:

"|P(k i k. eil; !
Sooop@) Y e R < 3 ) Y g <pe Y. b

le(Zn)a\z keZn le(Zn)a\Z kezn le(Zn)a\Z
< +o0.
Ainsi ,
P(k) 2mik. el
g0(s) = b(l) fe Ziﬁili(s) = Z b(l) Z |k(\s)€2 ke© 3, el
le(zm)\Z le(zm)\z keZn

converge absolument dans le demi-plan {R(s) > n + d}.
De plus, avec les notations du Lemme 2.2.3, nous avons pour tout s = o + it € C vérifiant
oc>n+d:

gs)= > bWfoy.cn(s)= Y b(l)FO(P§@Zi5ili;5) (2.7)

le(zn)a\z le(Zn)a\z2
Puisque © est diophantienne, il existe u € Z™ et 0, ¢ > 0 tels que
lg.'Ou —m| > c(1+4|q))7°, Vg € Z"\ {0}, Vm € Z.

On en déduit que VI € (Z")7\ Z,

|(@ Zieili)ﬂ —m| = |(Zi5z‘l@').t@u —m|>c (1 + |Zi€ili‘)_6 >c(l+ |l|)_6.

Il en résulte qu’il existe u € Z™, 6 > 0 et ¢ > 0 tels que
Vie (ZI\Z, d((©) eli)wZ) >c(l+]l])7". (2.8)

Ainsi, pour tout | € (Z")\ Z, le vecteur a = © ), &;l; vérifie les conditions du Lemme 2.2.3
avec le méme u. De plus 0 et ¢ dans (2.8) sont aussi indépendant de .

Nous fixons maintenant N € N. Le Lemme 2.2.3 implique qu’il existe des constantes positives
Co := Co(P,N,u), By := B;(P,N,u) et Ay := Ao(P, N, u) telles que pour tout [ € (Z")?\ Z,
s = Fo(P;© ), gl s) s’étende holomorphiquement sur le demi-plan {R(s) > —N} et vérifie

Fy(P;© Y eiliis) < Co(1+[s)™ (0 eili)-u; 7).

(]

Ceci et (2.8) impliquent que pour tout compact K inclus dans le demi-plan {f(s) > —N}, il existe
deux constantes C' := C(P, N, c,0,u, K) et D := D(P, N, c,0,u) (indépendantes de | € (Z™)?\ Z)
telles que

Vse KetVle (ZM\ 2, Fy(P;0 ) elis)<CL+][I)". (2.9)
Il en résulte que s — 3 1cznya\ z b(1) Fo(P; © 3 s€ilis s) a une extension holomorphe sur le demi-
plan {R(s) > —N}.
Ceci et (2.7) impliquent que s — go(s) = >_c(znya\ z 0(1) fo 1, ¢,1, () a une extension holomorphe
sur {R(s) > —N}. Puisque N est un entier arbitraire, en prenant N — oo, il en résulte que
s+ go(s) a une extension holomorphe sur C, ce qui termine la preuve du théoréme. O
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Remarque 2.2.5. D’aprés 'équation (2.5), nous voyons que la condition diophantienne est
suffisante pour obtenir le Lemme 2.2.3. Notre condition diophantienne apparait aussi (sous une
forme équivalente) dans [27, Prop. 49] (voir Remarque 4.2). L’argument heuristique suivant
montre que notre condition semble étre nécessaire pour obtenir le résultat du Théoréme 2.2.2:
Supposons pour simplifier que n =1 (’argument s’étend aisément & tout n).

Soit 0 € R\ Q. Rappelons la formule de réflexion [52, p. 6] selon laquelle pour tout | € Z \ {0},

! 2miflk s—1/2
gou(s) == = ;(1_3) (3) har(1 = s) ot ho(s Z TR
keZ 2 keZ
Ainsi, pour tout (a;) € S(Z), Uezistence d’un prolongement méromorphe de la fonction go(s) :=

Z;ez a; ggi(s) est équivalent a existence d’un prolongement méromorphe de

Z aj hﬁl Z aj Z |9l+k|s .

I€Z I€Z k€L
Donc pour au moins un oy € R, nous devons avoir |el‘+k|‘go = O(1) uniformly in k,l € Z*.
It en résulte que pour tout (a;) € S(Z), |01 + k| > |a;|"/?0 uniformément en k,1 € Z*. Par
conséquent notre condition diophantienne semble nécessaire.

2.2.5 Commutation entre somme et résidu

Soit p € N. Rappelons que S((Z™)P) est I'ensemble des suites de Schwartz sur (Z™)P. En d’autre
termes, b € S((Z")P) si et seulement si pour tout r € No, (1 + [[1]? + -+ |,[2)" |b(l1, -+, 1p)[?
est borné sur (Z™)P. On remarque que si @ € R[Xy, -, X,,p] est un polynoéme, (a;) € S(Z")?,
b € S(Z") et ¢ une fonction a valeurs réelles, alors [ := (I1,--- ,1,) — a(l) b(—lAp) Q1) ) est
un suite de Schwartz sur (Z™)P, ou

a(l) == ax(lr) - ap(lp),
/l;:ll—l——l-lz

Dans ce qui suit, nous utiliserons plusieurs fois le fait que pour tout (k,I) € (Z")? tel que
k # 0 et k # —I, nous avons

1 1 2k.1+ |I|?
= = 2.1
2 T RE R (2.10)

Lemme 2.2.6. Il existe un polynome P € R[X1,---,X,]| de degré 4p et avec des coefficients
positifs tel que pour tout k € Z", et | := (I1,--- ,lp) € (Z™)P tel que k # 0 et k # —I; pour tout
1<i<p,
1 1
~ ~ < P([ta], -+, 1))
b+ 02k + 52~ [k g

Démonstration. Fixons i tel que 1 < ¢ < p. En utilisant deux fois (2.10), l'inégalité de Cauchy—
Schwarz et |k + [;|* > 1,

1 1 20|l +112 | (2lkllL |+|l *)?
lk+1;2 = k[ TR k|4 |k+l |2
2, 473 =4
< e + sl + (e + i) B + sl + g [lal*.
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Puisque |k| > 1, et |lAl|J < \ZAZ-|4 si 1 < j <4, on obtient

\k+zt-|2 < Ml < () < B a Y),

Tk 2 [k 2 |k+lp\ S | (1 + 4(Zj=1 ’lj‘)4)p'
En prenant P(Xy,- -+, Xp) := 57 (1 + 4( 1]?:1Xj)4)17 on obtient le résultat. O
Lemme 2.2.7. Soient b € S((Z")P), p € N, P; € R[Xy,---,X,] un polynéme homogéne de
degré j, k € 2", 1 := (l1,--- ,1p) € (Z™)?, r € Ny, ¢ une fonction a valeurs réelles sur 7" x (Z")?
et Moo hl) b(1) P; (k) cid(k,l)

CRLERACERLER AL

avec h(s, k,l) := 0 si, pour k # 0, un des dénominateurs est nul.
Pour tout s € C tel que R(s) >n+j —r —2p, la série

!/
H(s):=)_ PPN CHY)

est absolument sommable. En particulier,

Z > oh(skD)= > Zhskl

keZn 1e(zn)P 1e(zm)P keZn

Démonstration. Soit s = o +1i17 € C tel que ¢ > n+ j —r — 2p. D’aprés le Lemme 2.2.6 on
obtient, pour k # 0,
(s, k, D) < [b(1) Py(k)| [k 77772 P(1),

ou P(l) := P(|li|,---,|lp|) et P est un polynéme de degré 4p avec coefficients positifs. Ainsi,
|h(s, k, )] < F(I)G(k) ot F(I) := |b(1)] P(I) et G(k) := |Pj(k)||k|""~2?P. La sommabilit¢ de
>_ie(znye F'(1) est une conséquence du fait que b € S((Z")?). La sommabilité de > eznG(k)
résulte de ¢ > n 4+ j — r — 2p. Finalement, en tant que produit de deux séries sommables
Yo F(D)G(k) est une série sommable, ce qui prouve que Y, ,h(s, k,l) est aussi absolument
sommable. 7 O

Définition 2.2.8. Soit f une fonction sur D x (Z™)P ou D est un voisinage ouvert de 0 dans C.
On dit que f satisfait (H1) si et seulement si il existe p > 0 tel que

(i) pour tout I, s — f(s,l) s’étend en une fonction holomorphe sur U,, ot U, est le
disque ouvert de centre 0 et de rayon p,

() I séxie 3oy |11, cst sommable, ot [ H(- D), = sup,cy, [H(s. D).
On dit que f satisfait (H2) si et seulement si il existe p > 0 tel que

(i) pour tout I, s — f(s,1) s’étend en une fonction holomorphe sur U, — {0},

(ii) pour tout ¢ tel que 0 < & < p, la série 3 1cznyp [|H(:,1)
1 H (- 1) ”oo,é,p = SUPs<|s|<p [H (s, 1)].

Remarque 2.2.9. Notons que (H1) implique (H2). De plus, si f satisfait (H1) (resp. (H2) pour
p > 0, alors il est aisé de vérifier que f: s +— Zle(zn)p f(s,1) s’étend en une fonction holomorphe

sur U, (resp. on U, \ {0}).

loo,5,, €St sommable, ot
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Corollaire 2.2.10. Awvec les mémes notations que le Lemme 2.2.7, supposons que r+2p—j > n.
La fonction H(s,l) :== Y} cymh(s, k,1) satisfait (H1).

Démonstration. (i) Fixons p > 0 tel que p < r +2p — j —n. Puisque r +2p — j > n, U, est &
I'intérieur du demi-plan de convergence absolue de la série définie par H(s,[). Ainsi, s — H(s,1)
est holomorphe sur U,.

(i) Puisque Hk:|_5| < |k|? pour tout s € U, et k € Z" \ {0}, on obtient comme dans la preuve

précédente
(s, k, D) < (1) Pi(k)| k[ T7FP722 P(|L, - (1))

Puisque p < r+2p — j — n, la série Y} c5n|P;(k)||k]7"T#72F est sommable.
Ainsi, [|H(+1)||y, < K F(l) ot K = S|P (K)||k|~"TP2P < oo. Nous avons déja vu que la
série ), F'(I) est sommable, ce qui implique le résultat. O

Notons que si f et g satisfont (H1) (ou (H2)), alors c’est aussi le cas de f + g. Nous pouvons
donc définir la relation d’équivalence

f~g<= f— g satisfait (H1).

Lemme 2.2.11. Soient f et g des fonctions sur D x (Z™)P ou D est un voisinage ouvert de 0
dans C, telles que f ~ g. Si g satisfait (H2), alors

E{_eSZfsl ZResgsl

le(zn)p le@znyr

Démonstration. Puisque f ~ g, f satisfait (H2) pour un certain p > 0. On fixe n tel que 0 < n < p
et on définit C; comme le cercle de centre 0 et de rayon 7. On a

R_eg g(s,l) = Res f(s,0) 27”](1{ f(s,1) ds—/ (t,1)dt .

ou I =10,27] et
ult,1) = gene’ f(ne',1).

Le fait que f satisfait (H2) implique que la série ;¢ (zny (- 1)l o0,C,, €St sommable. Ainsi,
puisque [[u(-, 1)l = 527 1/ ()]l C, lasérie 3 e znyp [u(-, )|, est sommable, donc, par consé-
quent, [; 3 7ezny ult, D)dt =37 znyp [y ult,1)dt ce qui donne le résultat. O

2.3 Calculs de résidus de fonctions zéta

Définition 2.3.1.
o0
3o
n=1
!
Zn(s) =Y |k|™*,

kezZm

iy (8) 1= Z

kezm

/kzljlk;g"

V’C|S 7pourpi€N7
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ou ((s) est la fonction zéta de Riemann |51, 76].

Par symétrie K — —Fk, il est clair que ces fonctions (p, ... 5, sont toutes nulles pour des valeurs
impaires de p;.

Calculons (p,... 0,1;,0---,0,1;,0--,0(5) en termes de Z,(s):
Puisque (... 0,1,,0--,0,1;,0-,0(8 ) A;(s) 0;;, en échangeant les composantes k; et k;, on obtient

€0,++,0,1,,0-0,1;,0--0(8) = 7 Zn(s — 2).

De fagon similaire,

X, k= b+ )= 2
gn [EISF8 T n(n—1) S n—12 _yn |k|s+8

mais il est difficile d’exprimer explicitement Cp, ., (s) en termes de Z,(s —m) lorsque au moins
quatre indices p; sont non nuls.

Lorsque tous les p; sont pairs, (p, .. p,(s) est une série non nulle de fractions Tk(—ll? ou P est un
polynéme homogeéne de degré p; + - - - + py,. Le Théoréme 2.1.1 donne maintenant la proposition

suivante :

Proposition 2.3.2. (p, .. p, a une extension méromorphe sur le plan complexe avec un unique
pole en n+ p1 + -+ pn. Ce pole est simple et le résidu en ce pole est
1 nt1

Res Cpryeenpn (8) = 2 ’r%+p1+---+p2n (2.11)
M=)

s=n+pi1+--+pn

lorsque tous les p; sont pairs. Ce résidu est nul dans le cas contraire.
En particulier, pour n = 2,

" kik
1}_6(? ‘klsﬁ4 = 67;]' ™, (212)
kezZ?
et pour n =4,
" kik; n?
Res 2 et = 0%
kez*
! ikikikm
Res e = (8550um + Sudjm + Simdyt) T3 - (2.13)
kezZ4

Démonstration. L’équation (2.11) découle du Théoréme 2.1.1

= Pl | LPn
5:n+£{1§rs“~+pn C-pl,,,,,pn(s) /kgsn L kl kn ClS(k:)

et des formules standard (voir par exemple [133, VIIL,1;22]). L’équation (2.12) est une consé-
quence directe de I’équation (2.11). L’équation (2.13) peut étre vérifiée pour lescasi =j #l=m
eti=j5=10=m. O

Notons que Z,(s) est une fonction zéta de Epstein associée a la forme quadratique ¢(z) :=
2?2 + ... + 22, et donc Z, satisfait a 1’équation fonctionnelle

Zn(s) = 7720 (n)2 — s/2)T(s/2) " Zn(n — s).
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Puisque 75~"/2I'(n/2—5/2) T'(s/2)~! = 0 pour tout entier négatif pair n et Z,(s) est méromorphe
sur C avec un seul pole en s = n avec résidu 27/ 2I'(n/2)~! d’aprés la proposition précédente,

on obtient donc Z,(0) = —1. Nous avons montré que
Res Z, (s +1n) = 21"/ 2D (n/2)7, (2.14)
s§=
Zn(0) = —1. (2.15)

2.4 Prolongement méromorphe d’une classe de fonctions zéta

Soient n,q €N, ¢ > 2, et p= (p1,...,pg—1) € Ngfl.
Posons I := {i | p; # 0} et supposons que I # () et

I .= {a = (Oéi)ie[ ’ Viel a; = (041"1, e ,Ckm,i) S Ngl} = HNgl
iel

Nous utiliserons par la suite les notations suivantes :
- pour z = (z1,...,7¢) € RY rappelons que |z|1 = |z1| + - + |z¢| et |z| =

- pour tout o = (;)icr € T = [ Ng',

ol =Y Jash =Y Z il et (V) =T1C2 =11 H ()

i€l i€l j=1 i€l i€l j=1

2.4.1 Une famille de polyndmes

Dans ce paragraphe, nous définissons une famille de polynémes qui jouent un réle dans le
calcul du spectre de dimension sur le tore non commutatif.

Considérons dans un premier temps les variables suivantes :

- pour Xi,..., X, on pose X = (Xq,...,X,);

- pour tout ¢ = 1,...,2¢, on considére Y;1,...,Y;, et on pose Y; := (Yj1,...,Y;,) et YV :=
(Y1,...,Y5);

-pour Y = (Y7,...,Yy,), on pose pour tout 1 < j < ¢, }7] =Y+ + Y+ Y+ Y

On définit pour tout o = ()i € Z = [[;¢; Ni' le polynome

Pa(x,v) = [T TT0%. T + 72y (2.16)
icl j=1

Il est clair que Py (X,Y) € Z[X,Y], degx P < |at|1 et degy P, < 2|a;.
Fixons un polynome @ € R[X1,- -, X,] et notons d := deg Q). Pour a € Z, nous souhaitons
développer P, (X,Y)Q(X) en polynéme homogénes en X et Y, donc en définissant

L(a) :={B e NJ"™" . 8], — dg < 2Jal; et dg < |afs +d}
ou dg := Y 7 Bi, on pose

(PP Y)QX) = Y capXPY?
BeL(a)
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ol cq 5 € R, X8 .= Xfl L XPr et YO = Yff“ e Y;Z(ff“)” Par définition, X? est un polynome
homogéne de degré en X égal a dg. On pose

Mo (Y) :=copYP.

)

2.4.2 Reésidus d’une classe de fonctions zéta

Dans cette section, nous allons prouver le résultat suivant, utilisé dans la Proposition 3.2.4
pour le calcul du spectre de dimension du tore non commutatif (en tenant compte de 'opérateur
de réalité) :

Théoréme 2.4.1. (i) Soit :=© une matrice diophantienne et a € S((Z")?7). Alors

s f(s) = Z al 3 H\kmmw Q(k) O X1

le[(zn)a kezn i=1

a une extension méromorphe sur le plan compleze C avec des poles simples au points s = n +
d+ |pl1 —m ot m € Npy.

(i1) Pour m € Ny, posons I(m) := { («,3) € T x N(2qu1 : € L(a) et m=2|aly —dg+d}.
Alors I(m) est un ensemble fini et s =n+d+ |p|1 —m est un pole de f si et seulement si

m=Ya Y Maga)/ u? dS(u) # 0

€2  (a,B)el(m uesSn—t

avec Z :={l : Y {1; = 0} et la convention Y 5 = 0. Dans ce cas s = n+d+ |p|1 —m est un pole

simple de résidu égal o : Res f(s) =C(f,m).
s=n+d+|p|1—m

Afin de prouver ce théoréme, nous montrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.4.2. Pour tout N € N, nous avons

q—1
ket = X () i s on(ui )
i= a=(a;)ic1€];7{0;-- N}Pi

uniformément en k € Z" et | € (Z™)* vérifiant |k| > U(l) := 36 (Z?izliiq |5])*.

Démonstration. Pour i =1,...,q— 1, nous avons uniformément en k € Z" et | € (Z")?4 vérifiant

k[ > U(),

2el)+lP] _ TO 4
WS CEE S oy (2.17)

Dans ce cas,

oGl = (kP + 2085 + %) = k| (1 + 2R HLENY2 NP (1) L Pk, 1)
u=0

ol pour tout ¢ =1,...,q9 — 1 et pour tout u € Ny,

Pi(k,1) = (2(k, L) + [1;]*)",
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o1

avec la convention Pg(k,1) := 1.
En particulier P!(k,1) € Z[k, 1], degy, P! < u et deg; P! < 2u. L’inégalité (2.17) implique que
pour tout ¢ =1,...,¢g — 1 et pour tout u € N,

e [Pk D] < (2/TR) ™

uniformément en k € Z" et [ € (Z")?? vérifiant |k| > U(1).
Soit N € N. On déduit de ce qui précéde que pour tous k € Z" et | € (Z™)%¢ vérifiant

|k| > U(l) et pour tout i = 1,...,q — 1, nous avons
N
BTl = S () ke Pitk, ) + O 3 IR @y/TRD ™)
u=0 u>N
N
= > () g Pilk, ) + O (o) -
u=0

Il en résulte que pour tout N € N, nous avons uniformément en k € Z" et [ € (Z")?? vérifiant
|k| > U(l) et pour tout i € I,

ErB = 3 (42 e P () + O ()
a;€{0,...,N}Pi
ou P (k1) = b Péi,j(k,l) pour tout a; = (i 1,...,Qp,) € {0,..., N}Pi et
g = a=(ai)€H§{0,...,N}pi (2 et Petb) + On (s
o Palk.D) = [lier Py (kD) = T TES, P, () a

Démonstration du Théoréme 2.4.1.
(i) Les quantités n, ¢, p = (p1,...,pq—1) et @ € S ((Z™)?) sont fixées comme précédemment.
On définit formellement pour tout [ € (Z")%4

q—1
F(l,s) =S T Ik+0l" Qk) e*©X50 [k, (2.18)

kez™ =1

Ainsi, toujours formellement,

fls):= > @ F(s). (2.19)

le(zm)2a

Il est clair que F(l,s) converge absolument dans le demi-plan {o = R(s) > n + d + |p|1} ou

d = deg Q.
Soit N € N. Le Lemme 2.4.2 implique que pour tous [ € (Z")*? et s € C tel que o > n+|p|1+d,

q—1
Fl,s)= 3 LIk + 0" Qi) e*Ox10 k|~

kI<U@) =1

+ Z ('2) Z mf’a(k,”@(lﬁ)eik‘@zg”+GN(l75)-
a=(a;)icr€]l;c {0, N}Pi |k|>U(1)
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olt s — Gn(l,s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan Dy := {o > n+d+ [p|; — 52}
et vérifie Gn(l,s) <n,s 1 uniformément en /.
Il en résulte que
F(l,s) = > Hu(l,s) + Rn(l,s), (2.20)
a:(ai)iefeHie[{(]v"':N}pi
ou
/ : q7.
Ho(l,s) = Y (%) mPa(k,l) Q(k) O L1l
keZn
Rn(l,s) = Z H k4 P Q(k) €O X1l k| —*
kl<U(@) i=1
! 1/2\ _ Pa(k) ik© Y715
- > (é)‘k‘SJrQ\‘(th\PhQ(k)ekezll] +Gn(ls).

[KI<U1)  a=(ai)ier€]l;e {05, N}Pi
En particulier, il existe A(N) > 0 tel que s — Ry (I, s) s’étende holomorphiquement au demi-plan
Dy et vérifie Ry(l,8) <no 1+ [I[A) uniformément en 1.
Notons formellement
=> @ Ha(l,s)
l

L’équation (2.20) et Ry(l,s) <no 1+ [[]AN) impliquent que

f(s) ~n > ha(s), (2.21)
a=(a;)ier€]l;¢,10,...,N}Pi
ou ~y signifie modulo une fonction holomorphe dans Dy.

Rappelons la décomposition (142) Po(k, 1) Q(k) = > ger(a) Ma,s(l) kP et de facon similaire
ha(s) = EﬁeL(a) hap(s). Le Théoreme 2.2.2 implique alors que pour tout o = (o)ier €
[Lic/{0,....,N}P et 5 € L(a),

- I'application s — hq g(s) a une extension méromorphe au plan complexe C avec au plus
un pole simple en s = n + |p|; — 2|a|; + dg,
- le résidu en ce point est égal a
_ ~ B
S=n+|pﬂi{§§|a‘1+dg hap(s) = g;al M, (1) /uES“_l u’dS(u) (2.22)
ott Z:={l € (Z)")* : Y%1; = 0}. Si le coté droit est nul, hy 5 est holomorphe sur C.

D’aprés (2.21), on déduit que f(s) s’étend méromorphiquement au demi-plan Dy, avec au
plus des poles simple dans 'ensemble {n + |p|1 + k : —2N|p|1 < k < d}. On obtient le résultat
en prenant N — o0.

(74) Pour m € Ny, posons I(m) := { (o, 3) € T X N(2q+1 : feL(a) et m=2|ali—dg+d}.
Si (a, B) € I(m), alors |al1 <m et |G| < 3m+d, donc I(m ) est fini.

En choisissant un N tel que 2N |p|; + d > m, on obtient d’aprés (2.21) et (2.22)

Res  fo)=Ya 3 Maﬂ(m / WP dS(u) = C(f,m)

= d — _
s=n+d+|pl1—m €2 (af)el(m uesn—1

avec la convention ) 5 = 0. Ainsi, n+d + |p|1 —m est un pole de f si et seulement si C(f, m) #
0. O
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Chapitre 3

Action spectrale sur le tore non
commutatif

3.1 Introduction

Dans [60], I’action spectrale sur le tore non commutatif a été calculée pour les opérateurs du
type D+ A et du type Dy dans [62]. Il apparait que 'implémentation de la structure réelle via J,
ne change pas ’action spectrale, & un coefficient multiplicatif global prés, lorsque la dimension
du tore est égale a 4. Ici nous montrons que ceci peut étre obtenu directement par I'analyse de
Chamseddine-Connes [22]. Rappelons que

SDae A = 3 A’f][|DA\—k+¢>(0) (0, (0) + O(A™)
0<keSd+

ot Dy = Dy + Py, Py la projection sur KerDy, ®), = %fooo () th/2=1 dt et Sdt est la partie
strictement positive du spectre de dimenstion de (A, H, D).

Dans la section 2, les points techniques vu précédemment au chapitre 1 seront utilisés pour
calculer les termes de (1.6) et (1.11) sur le tore non commutatif. La plupart de ces termes sont
basés sur des résidus de certaines fonctions zéta et de séries de fonctions zéta qui ont été étudiés
au chapitre précédent. Nous montrons en particulier que les tadpoles s’annulent toujours sur le
tore non commutatif.

L’action spectrale est obtenue en section 3 et nous conjecturons que ’action spectrale non
commutative pour toute dimension associée a D4 est propotionnelle a I'action spectrale de D+ A
sur le tore commutatif, ce qui est constaté en dimension inférieure a 4.

Tous ces résultats sur 'action spectrale ont une importance en physique, et plus particulié-
rement en théorie quantique des champs et en physique des particules, ot I'on ajoute & I'action
effective certains contre-termes explicitement donnés par (1.11) [17,21,22,24, 58, 60, 62, 66, 93,
135,142-144].
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3.2 Le tore non commutatif

3.2.1 Notations

Soit C*°(7&') le tore non commutatif de dimension n associé a une matrice antisymétrique
non nulle de déformation © € M,(R) (voir [26], [115]). Ceci signifie que C*°(7§) est 'algébre
générée par n unitaries u;, ¢ = 1,...,n assujettis aux relations

S}

wjuj = €9 ujuy, (3.1)

et avec coefficients de Schwartz: un element a € C°°(7J) peut étre écrit de la facon suivante

a =3 jegn @k Uk, ott {ax} € S(Z") avec les éléments de Weyl Uy, := e~ 27Xk utt bk ez,
La relation (3.1) donne

UkUq = 6_%k'®q Uk+q, et Uk;Uq = e_ik.eq Uqu; (32)

ou x est la restriction de © & sa partie triangulaire supérieure. Ainsi, les opérateurs unitaires Uy,
satisfont U} = U_y, et [Uy, Uj] = —2i sin(%k.@l) Uy

Soit 7 la trace sur C* (7)) définie par 7( Y, czn ax Uk) := ag et H; espace de Hilbert GNS
obtenu par complétion de C°°(7&) pour la norme induite par le produit scalaire (a,b) := 7(a*b).
Sur Hy = { Y pezn ak Uk : {ax}r € [*(Z™) }, on considére les représentation a gauche et a droite
de C*>(7&) par des opérateurs bornés, que nous notons respectivement by L(.) et R(.).

Soient 6,, p € {1,...,n}, les n (deux & deux commutantes) dérivations canoniques définies
par

0, (Ug) =ik, Uy. (3.3)

Nous fixons aussi les notations suivantes : soit Ag := C*°(7&) agissant sur H := H, ® C*"
avec n = 2m oun = 2m + 1 (i.e., m = [§] est la partie entiére de %), les sections de carré
intégrable du fibré spinoriel trivial sur 7".

Chaque élément de Ag est représenté sur ‘H par L(a)®19m ou L (resp. R) est la multiplication
a gauche (resp. droite). La conjugaison de Tomita Jy(a) := a* vérifie [Jy,d,] = 0 et on pose

J :=Jy ® Cy ot Cy est un opérateur sur C>". L'opérateur de Dirac est donné par
D:=—id, @, (3.4)

ou l'on a utilisé les matrices hermitiennes de Dirac ~. L’opérateur de Dirac est symétrique et
densément défini sur une partie dense de H donné par C*®(7%) ® C?™. On notera aussi par D
son extension auto-adjointe. Ceci implique que

Co’ya = —570‘00, (3.5)
et
DU.,®e; = k#Uk ®’Y’uei,

otl (e;) est la base canonique de C2". De plus, Cg = 41om selon la parité de m. Finalement,

on introduit 'opérateur de chiralité (qui, dans le cas pair, est x := id ® (—i)™y!---4") et ceci

implique que (A, H, D, J, x) satisfait tous les axiomes d’un triplet spectral [28,68].
L’opérateur de Dirac perturbé V, DV’ par l'opérateur unitaire

Vi i= (L(w) @ lom)J (L(u) @ 19m)J 1,
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défini pour tout unitaire u € A, uu* = u*u = Uy, doit satisfaire (1.3) (ce qui est équivalent
a H vu comme un Ag-bimodule). Ceci ameéne a considérer un opérateur de Dirac symétrisé et
covariant :

Dy:=D+A+eJAT?
Puisque V, DV} = Dr(u)1ym[D,L(u*)@1ym], POUT a € Ag et comme JoL(a)Jy ' = R(a*), on
obtient
eJ(L(a) ®7*)J ' = —R(a*) ®+*
et les représentations L, R sont C-linear, commutent et satisfont
[0a, L(a)] = L(dpa), [0a,R(a)] = R(daa).
Ceci induit une propriété de covariance sur I’opérateur de Dirac : on vérifie que pour tout k € Z",
L(U;) ® 19m[D, L(U}) @ 1om] = 1 ® (—k,~"), (3.6)
donc avec (3.5), on obtient Ugx[D, U] + eJU,[D,U;]J 71 =0 et
Vu, DVg, = D = DL,)@1,m [D,LU})@19m)- (3.7)
De plus, on obtient la transformation de jauge :
ViDaVy =Dy, (4 (3.8)
ou la transformation de jauge de la 1-forme A est
Yu(A) :=u[D,u*] + uAu*, (3.9)

avec 'abus de notation L(u) ® 1lom — w.
Par conséquent, ’action spectrale est invariante par transformation de jauge :

S(Da,®,A) = S(D,, 4y, ®,A).
Une 1-forme A auto-adjointe peut étre écrite
A= L(—iAy) @Y, Ay = —A} € Ap, (3.10)

Da = —i (80 + L(Aa) — R(Ay)) @~ (3.11)

En notant

Aa = L(Aa) = R(Aq),
on obtient D4 = —g*192(3a, + Ay ) (Jay + Aay) ® Iam — FQay0, ® ¥1°2 01

Q1o

gl 3(721y%2 — 42240,
Qa1a2 = [5041 + AO¢17 5042 + Aag] = L(Foqocz) - R(FOqOQ)

avec
Foras = 00y (Aay) = 8as(Aay) + [Aays Aas)- (3.12)
En résumé,
512 (80, + L(Aay) = R(Aay)) G0z + L(Aag) = B(Aay)) @ Lom
—3 (L(Fayas) = R(Foyay)) @ 74192, (3.13)
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3.2.2 Noyaux et spectre de dimension

Nous calculons maintenant le noyau de 'opérateur de Dirac perturbé :

Proposition 3.2.1. (i) KerD = Uy ® C*", s0 dim Ker D = 2™.
(ii) Pour tout 1-forme auto-adjointe A, KerD C Ker D 4.
(i11) Pour tout unitaire u € A, Ker D, 4y = Vi, KerDa.

Démonstration. (i) Soit 1 = ij ck,j Ur @ e; € KerD. Ainsi, 0 = D% = Z,“ Ck7j|k“2 Uk ® ¢
ce qui implique que ¢, ;|k|*> = 0 pour tout k € Z" et 1 < j < 2™. On en déduit le résultat.
(i1) Soit ¥ € KerD. Donc ¢ = Uy ® v avec v € C?" et d’aprés (3.11), on obtient

Dah =Dy + (A+ eJAT ) = (A+ eJAT ) = —i[An, Up) @ 70 = 0

puisque Uy est 'unité de 'algébre, ce qui prouve que ¥ € KerDy.
(7i7) C’est une conséquence directe de (3.8). O

Corollaire 3.2.2. Soit A une I1-forme auto-adjointe. Alors Ker D4 = KerD dans les cas sui-
vants :

(i) Ay = L(u) @ 1om[D, L(u*) ® 1om] quand u est un unitaire dans A.

(ii) 1|A]] < 1.

(iii) La matrice 5-© n’a que des coefficients entiers.

Démonstration. (i) Ceci vient de résultats précédents puisque V,,(Up ® v) = Uy ® v pour tout
veC¥.

(é) Soit 1 = > i ek, Up ® e dans Ker Dy (done 3 ek, ;
Ainsi ¢ := 1 — ¢ € Ker D4 puisque ¢ € KerD C Ker Dy et

2 < OO) et ¢ = ZjCO,j Uo@ej.

> crjkaUs@7%l” = |IDY|]” = || = (A+ eJAT H'|> < A A|P[|¢|1* < [1¢']*.
0£kEZ™, j

En posant Xg := Y, kaYa, X7 = D, |ka|? 12m est inversible et les vecteurs { U, ® Xge; bosrezn, j
sont orthogonaux dans H, donc

> (Pl < > e

0#keZ",j o 0FkeZ™, j

2

ce qui est possible seulement si ¢; ; = 0, Vk, j soit ¢/ =0 et ) = ¢ € Ker D.
(ii7) C’est une conséquence du fait que I'algébre est commutative, et ainsi A+eJAJ 1 =0. O

Notons que si A, = A, + eJA,J !, alors d’aprés (3.6), gUk = 0 pour tout k € Z" et
| Ay, || = |k|, mais pour un unitaire arbitraire u € A, A, #0, donc Dy, # D.

Le résultat précédent est aussi une conséquence directe du fait que ’espace propre d’une
valeur propre isolée d’un opérateur n’est pas modifiée par de petites perturbations. Cependant
il peut étre intéressant d’obtenir ce resultat par calcul direct pour mettre en avant la difficulté
du cas général :

Soit ¥ = 3 czn 1<jcom i Ui ® ej € KerDa, done 3 jcpm 1 <jcom e j|* < oo. Nous devons
montrer que ¢ € Ker D, c’est-a-dire ¢; ; = 0 quand [ # 0.
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En prenant le produit scalaire de (Uy ® e;| avec

0=Dat =Y ¢ ;U - i[As, Ui]) @ 1%¢;,
l,a, j

on obtient
0= Z cl7j(l°‘(5k,l — i(Ug, [Aq, Ul]>)<ei,7°‘ej>.
lLa,j
SiA, = Zml Ao U@~ avec { aq, }1 € S(Z"), remarquons que [U;, Up,] = —2i sin(%l.@m) Uiim
et
<Uk, [Aa, Ul]> = Z aa7l/(—2i Sin(%l,.@l)<Uk,Ul/+l> = -2 Qo k—1 sm(%k@l)
l'ezn

Ainsi

n 2™
0=> "> (1 — 2ac 41 sin(5k.00)) (es,7%;), Vk€Z™ Vi, 1<i<2™. (3.14)
lezm™ a=1 j=1

Nous conjecturons que Ker D = Ker Dy au moins pour des matrices © génériques :

Les contraintes (3.14) devraient impliquer ¢;; = 0 pour tout j et tout [ # 0, c’est-a-dire
1 € Ker D. Quand %@ n’a que des coeflicient entiers, la partie sinus de ces contraintes disparait,
ce qui implique le résultat.

Lemme 3.2.3. Si i@ est une matrice diophantienne (voir Définition 2.2.1), alors on a

Sp(C'OO(T@"),H,D) = 7Z et tous ces poles sont simples.
Démonstration. Soit B € D(A) et p € Ny. Supposons que B soit de la forme
B = arerQTfl ‘D‘pr*lar_lbr_l ... D% |D|p1a1b1

our €N, a; €A b € JAJL, ¢, pi € Ny. Nous notons a; =: > a;; Uy et by =: Y, b, Uj. Avec
les notations ky, . = kp, -+ - ky,, et y#0Ha = # ...yl on obtient

DU DP ab Up ® €5 = Y a15,by Uy UsUy [+ 1+ BPY (B4 L+ 1)y g, @710
L, U
ce qui donne, aprés r itérations,

r—1
BUk®€j = ZiilblUlr ce UllUkUl/l e Ul/r H ’k—l—lri—lﬂpi(k‘—l—li—l—l;
Ll i=1

r—1  r—1 1.1
o M Mae_1 ... AMH1H .
)Ml’%i@fy 1 qr—1 ~H ne;

Ol Gy := @y, =+ Ay, €6 by i= by -+ by
-1 r—1

Notons F,(k,1,1') := [Ti2} [k L+ DI (k4T +1), 5 s ety i= o Haro -AHTHa | Ainsi,

avec la notation ~. signifiant modulo une fonction constante de s,

Tr (B|D|~277%) ~, Z' > @by T(U_Uy, - Uy UpUy -+ Uy ﬁﬁfﬁjp') Tr(y*) .
koLl
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Puisque U, --- U, Uy, = U Uy, - - - Ulle_izgli'ek on obtient
ip(L,1) —i> " 1;.0k
T(U—kUlr . UllUkUl/l .. Ul;) — 5Z§li+l;,0 oLl =327
ol ¢ est une fonction a valeurs réelles. Ainsi,

o / . ’ ~5 Pkl —i>11;-Ok
Tr (B|D| o S) ~c Z Z 6Z¢(l’l ) 6Z§l¢+l;,0 aiby u( ‘]2‘§+2P Tr('y“)
kLU

~ec f,u(s) TI'(’)/M).

La fonction f,(s) peut se décomposer linéairement en fonctions zéta du type étudié au Théoréme
2.4.1 (ou, si r = 1 ou tout les p; sont nuls, au Théoréme 2.2.2). Ainsi, s — Tr (B|D]‘2p_s) n’a que
des poles dans Z et chaque poéle est simple. Finalement, par linéarité, on obtient le résultat. [

Le spectre de dimension du tore non commutatif est simple :

Proposition 3.2.4. (i) Si la matrice %@ est diophantienne, le spectre de dimension de
(COO(TéL),H,D) est égal a l'ensemble {n —k : k € Ny } et tous ces poles sont simples.

(i) ¢p(0) = 0.
Démonstration. (i) C’est une conséquence du Lemme 3.2.3 et de la Remarque 1.2.11.

(i) Cp(s) = Zkezn Zlgjg2m<Uk ®ej, DUk ®@ej) = Qm(ZZGZnﬁ +1) =2"(Zy(s) +1).
D’apreés (2.15), on obtient le résultat. O

3.2.3 Calculs d’intégrales non commutatives

Soit A une 1-forme auto-adjointe sur le tore non commutatif de dimension n.

Proposition 3.2.5. Si %9 est une matrice diophantienne, alors les premiers éléments du dé-
veloppement (1.6) sont donnés par

][|DA|” :][|D\_” = omHlpn/2 ()L, (3.15)

][\DA|"k = 0 pour k impair.

][|DA|n_2 = 0.

Nous avons besoin de quelques lemmes techniques :

Lemme 3.2.6. Sur le tore non commutatif, pour tout t € R,

][EDDH :][DZ|D|—t =0.

Démonstration. En utilisant les notations de (3.10), nous avons
~ !/
Tr(AD|D|~*) ~ ijkwk ® ej, —iky|k|~*[Aa, Ur] ® 77 e;)

. @ ! —S
~e —i Tr(y w)zkkuw (Uk, [Aa; Ug]) = 0
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puisque (U, [Aa, Ug]) = 0. De fagon similaire,
~ /
Te(DA|D|™®) ~c ijk<Uk @ ey, ‘k|_szlaa,l 2sin @(l + k)lLUl+k ® ’Y'u’Yaej)

!/
~e 2Te(y"y) Y D dagsin B2 (L4 k) k| Uk, Ursr) = 0. O

Tout élément h dans I’algébre générée par A et [D,.A] peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de termes du type ai1P*---a,P" ol a; sont des éléments de A ou [D,A]. Ces termes
peuvent s’écrire comme séries b := ) a1,a,1, * Agagl Ut - Uy @ ¥ -+ -7yY 0l a4, sont des
suites de Schwartz et quand a; =: ), ;U; € A, nous posons a; o, = a;; avec v* = 1. On définit

L(b) = T(Zla17a1:l1 e aq’alﬁqull e Ul(]) Tr(’yal T ’}/aq),

Par linéarité, L est défini comme une forme linéaire sur 'algébre générée par A et [D, A].
Lemme 3.2.7. Si h est un élément de ’algébre générée par A et [D, A],

Tr (h|D|™*) ~c L(h) Zn(s).
En particulier, Tr (h\D|_S) a au plus un pole en s = n.

Démonstration. On obtient avec b de la forme ) ay 4,4, - - Ag,aqlaUny - Uy, @ -y

Y

/
Tr (b|D]7%) ~e Z <Uk72a1,a1,ll o gagl,Ul e Ul Ug) Tr(y™ oy ) [k[7°
kezr I

~e T 1o AgagtyUs - Uly) Te(y™ -+ y%0) Zyy(s) = L(b) Zn(s).
l
Les résultats découlent alors de la linéarité de la trace. O
Lemme 3.2.8. Si %@ est une matrice diophantienne, la fonction s +— Tr(eJAJ_lA|D|_5)
s’étend méromorphiquement sur le plan complexe avec au plus un pdle en s = n. De plus, ce pole

est simple et

Res Tr (eJAJ 'A|D|™*) = aq0af ML/ 2 D (n/2) 7L

Démonstration. Avec A = L(—iA,)®Y%, on obtient eJAJ 1 = R(iA,)®7%, et par multiplication
eJAJ'A = R(Ag)L(An) ® v2y*. Ainsi,

Tr (eJAT P AIDI™) ~o S (Uny AaUp Ag) K]~ Te(779%)

kezn
/ .
~e D Y aasag e O k7 Tr(y79°)
kezm l
/ .
~oe 2™ Z Z (el atil ikl |k‘|_s.
kez™ 1

Le Théoréme 2.2.2 (ii) implique que > jczn > daya®; € k|~ s'é¢tend méromorphiquement
sur le plan complexe avec au plus un pole en s = n. De plus, ce pole est simple et

/ .
Res ) > aqral, e k]~ = a0 af Res Zu(s).
keZm l

L’équation (2.14) implique le résultat. O
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Lemme 3.2.9. Si i@ est une matrice diophantienne, alors pour tout t € R,

][ X[D|™h =610 2" (=) aag a0 + agpag) 20" T(n/2)7". (3.16)
l

ol X = AD+ DA+ A% et A=: —i Y a0, Ui @~°.

Démonstration. D’aprés le Lemme 3.2.6, on obtient {f X |D|~" = Res;—g Tr(A2|D|~5~1). Puisque
A et eJAJ™! commutent, nous avons A% = A% + JA2J ! +2eJAJ 1A, Ainsi,

Tr(A%|D| ™57t = Tr(A%|D| ™57 + Te(JA2J Y D[~ + 2 Tr(e JAJ L A|D|~571).
Puisque |D| et J commutent, nous avons avec le Lemme 3.2.7,
Tr (A%|D|757Y) ~. 2L(A%) Z, (s +t) + 2 Tr (e JATLA|D|~57Y).
Ainsi le Lemme 3.2.8 implique que Tr(}lv2|D\_5_t) est holomorphe en 0 si t # n. Quand t = n,

Res Tr (A2|D|~57t) = 2m 1 (— ;aa,l a®; + aqpa§ ) 2n"2T(n/2)7!

ce qui donne le résultat. O

Lemme 3.2.10. 5% %@ est une matrice diophantienne, alors
][ZDZDyD\—Q—” = —";2][22\131—".
Démonstration. Avec DJ = eJD, on obtient
][XDED|D|—2—" = 2][ADAD|D|_2_" + 2][5JAJ—1DADyD|—2—”.
Calculons f ADAD|D|~2". Nous avons, avec A =: —iL(Ay) ® v* =: —i >, an U @ 7%,

_5—O— ! k+l1
T (ADAD|D|™27) ~ve =3 3 oy 1, Gy 7(U— kUi Un, Ur) 55022 Te(y)
k1,02

ou YHH 1= y2yH2yMAI - Aingi,
o ! kg k
][ADAD\D| mn — Z%Q ~1 a1 Res ( weE) (™).

Nous avons aussi, avec eJAJ ! = iR(A,) ® 72,

_ 59 ! kp, (k+1
Tr (EJAJ 1DAD|D| -2 n) ~c Z Zaaz,lzaal,llT(U_kUll UkUZQ)% Tr(’ya’u).
kol

ce qui donne

6JAJ_1'DA'D|D’_2_7L =aq R L Tr( a,,u)
— ag,Oaal,O sfg ( |k|5+2+") Y .
k
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Ainsi,
! Ky by

;][A/’DAVD‘D|_2—H = (aaz,Oaa1,0 - Z aag,—laal,l) Ress—g ( W) Tr('yo‘v"),
! k

Avec > |Z|“Sf?‘fn = J“I%Zn(s +n) et Cp := Ress—g Zn(s +n) = 20™/2T'(n/2)~" nous obtenons

%][ADAD|D|_2_" = (aa%oaal,o — Z aa27_laa1’l)% Tr(y*2yFy*y,).
l

Puisque Tr(y®2yty*1y,) = 27™(2 — n)d*21,

n

;][ZDED|D|_2_” =2"(—aq0af + Z O Cn(n=2),
l

L’équation (3.16) prouve finalement le lemme. O

Lemme 3.2.11. 5 %@ est une matrice diophantienne, alors pour tous P € W1(A) et g €N, ¢

][P|D|‘("_‘I) =0.

Démonstration. 1l existe B € D1 (A) et p € Ny tels que P = BD~? + R ot R est dans OP~971.
Par conséquent, f P|D|~("~9) = { B|D|="~2P*4_ Supposons B = a;b,D¥'a,_1b,—_1 - DTayby
our €N, a €A b € JAJ, ¢; € N. Si nous prouvons que f B|D|~"~2*4 = 0, alors le cas
général suivra par linéarité. Nous notons a; =: Y, a;; Uy et by =: ), b; ; Uj.

En définissant Kps g, o= Ky - Koy, €t yH0Hai =411 yHaion obtient

mpaar,

!/
DearbUp @ e = ) avg, by UnUkUs (k+ 1+ 1) g, @ 9100
Il
ce qui donne, aprés itération,

r—1

BU,®e; = Zaﬁ)}Ul, S UllUk:Ul’l e Ul'/r H(k‘ —|—z\¢ +Z
LU i=1

r—1 r—1 1 ,.1
o T T SN s M R
Dy, @y e

et El/ := byy - -bep. Notons Qu(k,1,l') = 7-:1 k‘—|—l:- + 17 et
e sl H i=1 i

ow ap 2= ayl, - arl w1,

r

r—1  r—1

1,1
AP = oHar—1 NP Ajnsi,

/ o~ !
][B (D724 = Res > > by 7(U-4U, -+ U Uiy, -+ U ) bl ().
koLl

Puisque U, --- U, U, = U Uy, - - - Ulle_iqui'ek, on obtient

T(UkalT s Ull UkUl’l cee Ul/r) = (52; li—f—l;,O €i¢(l’l,) €7i2;li'®k
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ol ¢ est une fonction a valeurs réelles. Ainsi,

’ . ~ n,—iX " 1;.0k
—n—2p+q __ iop(Ll) 5. ~ Qu(k,L,l")e Lo "
][B |D| = 1}:6(? Ek ZEl/ € 521li+lg,0 a by [k|s+2pTn—q Tr(+")

=t Res f.(s) Tr(v").

On décompose le terme Q,,(k,l,!') comme une somme Y, o Mp ,(1,1") Qp (k) o le terme
Qh, est un polynéome homogeéne dans (ki,---,k,) et My, (I,1') est un polynéme dans

((ll)la"' 7(lT)n’(li)1v"' ’(l;)n)'

De fagon similaire, on décompose f,(s) as > fa,u(s). Le Théoréme 2.2.2 (it) implique que
Jn,u(8) s’étend méromorphiquement au plan complexe avec au plus un pole en s42p+n—q = n+d
ou d := deg Qp . Autrement dit, si d 4+ q — 2p # 0, fp ,(s) est analytique en s = 0. Supposons
maintenant que d+¢—2p = 0 (ceci implique que d est impair, puisque ¢ est impair par hypothése),
alors, d’aprés le Théoréme 2.2.2 (i7)

Res () = V / Qnp () dS (u)

ueSn—1

ot V= 3 ey Mp (1, 1) €00 5E;li+ll_70a’[z§l/ et Z = {1,I' : YI_,1; = 0}. Puisque d est

impair, Qp ,(—u) = =Qnp(u) et [, gn1 Qnpu(u)dS(u) = 0. Ainsi, Reg fnu(s) = 0 dans tous les
s=

cas, ce qui donne le résultat. ]

Remarquons que le point crucial du résultat précédent est la décomposition du numérateur

des séries fu(s) en polynomes en k. Ceci a été possible car nous avons restreint les opérateurs
pseudodifférentiels a la partie ¥y (.A).

Démonstration de la Proposition 3.2.5. L’expression de 1’élément de plus haut degré découle
de la Proposition 1.3.9 et d’aprés (2.14),

-n _ e o o 2m+lﬂ.n/2

Pour la deuxiéme égalité, on obtient & partir des Lemmes 3.2.7 et 1.3.6
k k—p
_ _ —(n—k)
sgf_sngA(s) = Z Z h(n k,r,p)][erl(Y) e (Y)| D"\,
p=171,,rp=0
Le Corollaire 1.3.4 et le Lemme 3.2.11 impliquent que f&™(Y) - - ™ (Y)|D|~*) =0, ce qui
donne le résultat.
La derniére égalité découle du Lemme 3.2.10 et du Corollaire 1.3.11. O

3.3 L’action spectrale

Voici le résultat principal:
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Théoréme 3.3.1. Soit (COO(T@’)‘),H,D) le tore non commutatif de dimension n, oun € N et
%@ est une matrice réelle n x n antisymétrique diophantienne, et une I1-forme auto-adjointe
A = L(—iA,) ® v*. Alors, l’action spectrale associée & Dy = D + A+ eJAJ™! du tore non
commutatif est :
(i) pour n =2,

S(Da, ®,A) = 4w &y A% + O(A7?),

(#i) pour n =4,
S(Da, ®, A) = 872 Dy At — 472 B(0) 7(Fp FM) + O(A72),

(7i1) plus généralement,
S(Da, @A) = > Pp_peni(A)A"F+ O,
k=0
0l ¢p—2(A) =0, ch_k(A) =0 pour k impair. En particulier, co(A) =0 quand n est impair.

Ce résultat (pour n = 4) a aussi été obtenu dans [62| en utilisant une méthode de noyau
de la chaleur. Il est cependant intéressant d’obtenir ce résultat par des calculs directs de (1.6)
puisque ceci permet de prouver le caractére efficace de cette formule. Comme nous le verrons, la
détermination de toutes les intégrales non commutatives nécessitent un grand nombre d’étapes
techniques. Un des points principaux est d’isoler a quel endroit la condition diophantienne sur
O est réellement utile.

Remarque 3.3.2. Notons que tous les termes de l'action spectrale sont invariants par trans-
formation de jauge, d’aprés (3.9), Aa — Yu(Aa) = uAqu* + udo(u*). Un cas particulier est
u = Uy ot Upda(U}) = —ikaUp.

Notons aussi que la formule obtenue de [’action spectrale n’est pas en contradiction avec le
cas commutatif, car pour tout 1-forme auto-adjointe A, Da = D si A est commutatif (© =0),
alors que la condition © diophantienne ne contient pas le cas © = 0.

Conjecture 3.3.3. Le terme constant (invariant d’échelle) de l’action spectrale de D du tore
non commutatif de dimension n est proportionnel au terme constant de [’action spectrale de D+ A
sur le tore commutatif de dimension n.

Remarque 3.3.4. La condition diophantienne pour © a été détectée en dimension 2 par Connes
[27, Prop. 49] ot dans ce cas © = 9(91 é) avec @ € R. La cohomologie de Hochschild H(Ag, Ag™)
satisfait dim H7(Ae, Ae*) = 2 (ou 1) pour j = 1 (ou j = 2) si et seulement si le nombre
irrationnel 0 satisfait a la condition diophantienne |1 — 27|~ = O(n*) pour un k € N.
Rappelons d’autre part que lorsque la matrice © est "assez irrationelle” [68, Cor. 2.12], alors

la C*-algébre générée par Ag est simple.

Remarque 3.3.5. Il est possible de generaliser le théoréme précédent au cas ot D = —igH, 6, ®
v lorsque g est une matrice définie-positive constante. Les formules du Théoréme 3.3.1 sont
toujours valides.
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3.3.1 Calculs de f

Afin d’obtenir ce théoréme, nous prouvons quelques lemmes techniques.

Supposons que O soit une matrice antisymétrique dans M,,(R). Aucune autre hypothése n’est
faite sur O, sauf lorsqu’on le dira explicitement.

Lorsque A est une 1-forme auto-adjointe, on pose, pour n € N, ¢ € N, 2 < g < n et
o€ {_a _|_}q

At .= ADD2,

A™ :=eJAJ'DD72,
A% = A% ... AL

Lemme 3.3.6. Nous avons pour tout ¢ € N,

][(Ep—l)q :][(EDD—Q)Q = > ][A”.

oe{+,— 1}

Démonstration. Puisque Py € OP~*°, D™ = DD~2 mod OP~* et f(/TD_l)q :f(gDD_Q)q.
O

Lemme 3.3.7. Soit A une 1-forme auto-adjointe, n € N et q € N avec2 < g<neto € {—,+}7.

Alors
oo fa

Démonstration. Vérifions d’abord que JPy = PyJ. Puisque DJ = £JD, on obtient DJFPy; = 0 so
JPy = PyJP,. Puisque J est un opérateur antiunitaire, on obtient PyJ = PyJ P, et finalement,
PyJ = JPy. Par conséquent, on obtient JD? = D?J, JDD™2 = ¢DD72J, JATJ™! = A~ et
JA=J1 = AT, En résumé, JA%J~! = A% La propriété de trace § donne ainsi :

][A" :][A%.--AUI :][JAUqJ—l---JAmJ—l][A—% AT :][A“’. O

Définition 3.3.8. Il a été introduit dans [22] ’hypothése d’absence de tadpole :
][AD1 = 0, pour tout A € Q}(A). (3.17)

D’apreés le lemme suivant, cette condition est satisfaite sur le tore non commutatif, popriété
déja connue de la communauté de géométrie non commutative [137].

Lemme 3.3.9. Soientn € N, A= L(—iAy) @7 = =i ) 1cqm 00 U @7, Aq € Ao, {aas )1 €
S(Z™), une 1-forme auto-adjointe. Alors,

(i) § APD™9 = f(eJAJ1)PD™4 =0 pour p > 0 et 1 < g <n (le casp = q = 1 est Uhypothése
d’absence de tadpole)

(ii) Si %@ est une matrice diophantiennne, alors fBD_q =0 pour 1 < q <n et pour B dans
Ualgebre générée par A, [D, A], JAJ™! et J[D, A]lJ L.
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Démonstration. (i) Calculons

][ AP(eJAJ YW D™,
Avec A = L(—iA,) ® 7" et eJAJ ! = R(iA,) ® %, on obtient
AP = L(_iAa1) s L(—iAaP) (= ’}/al B ,Yap

et
(eJAT ™'V = R(iAy) - R(iAy,) ©7 -7

Notons Gq,; = Gayl; * * * Qay,,- Puisque

P>

L(=iAg,) -+ L(—iAg, ) R(iAy) - R(iAg )Up = (=0)P 7Y "Gy aary Uy, - U, UpUp -+ Uy,
1 pl ll/ ’ ’ 3 p/ 1

et
U, - U, Up = UpUy, -+ U e i h)-Ok

P

on obtient, avec

U :==Up - Ulpsz Uy,

n . zk O l; kuykug ~  ~
gu,a,a’(sa k11 ) =€ 2 |k-1|9+2qq Qa1 Qo I

(o7

70470/7/1 = ,YOél ry Prya/l fy pfyru’l ...ryu’ll’

AP(eJ AT DD Uy ® e ~ve (<P S g (5.5, L) UpUpr © 7% He.
LU

Ainsi, f AP(eJAJ )P D=1 = R_eg f(s) ou
f(s) : = Tr (AP(eJAJ Y D=9 D| %)
~c (_Z)p Z.p, Z ,<Uk ® e, Z g#,a,a’(sv ka la l/)UkUl,l’ & ,ya,o/,uei>

kezmn LU
~e (_Z)p Z’p/ Z / T( Z gu7a’a,(8’ k, l, l/)UlJ,) Tr(’y“’a’a/)
kezZm Ly
zl’ Z Zg“ao‘ s, kLU T (Ul l,) Tr(y u,a,a’)‘
keznr LU

On vérifie aisément que la série Z;’l’l/g#,a,a/(s,k,l,l')T(Ul,l/) est absolument sommable pour
tout s tel que R(s) > 0. Ainsi, il est possible d’échanger les sommes sur k et [,1’, ce qui donne

f(s) (—1) ’Lp Z Z e (8,5, L) T (U”/) Tr(y “’a’o‘/).

LU kezn

Si on suppose maintenant que p’ = 0, il apparait que

k a /
_Z Z Z |k|s+2‘; aal(szp OTr('y’“O‘va)

Il kezm
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et ceci est, d’aprés la Proposition 2.3.2, analytique en 0. En particulier, pour p = ¢ = 1, nous
voyons que § AD™! =0, i.e. I'hypothése d’absence de tadpole est vérifiée. De facon similaire, si
on suppose p = 0, on obtient

km Kpg ~ a0l
f(s (—i)P E E TEFF2a Qol Ogp! 1.0 Tr(y#*)
I kezn e

qui est holomorphe en 0.
(7i) En adaptant la preuve du Lemme 3.2.11, (en prenant ¢; = 0, et en ajoutant les compo-
santes des matrices gamma), nous voyons que

i T 1;.0k

kyq -k i
][ D79 = ];{_es Z Z 61¢> (A5 5215 +1,0 aa 1 bﬂ I 7k‘i+2q Tr(,y(u,a,ﬁ))
Ll

ot ¥(#8) est un produit de matrices gamma. D’apreés le Théoreme 2.2.2 (11), ce résidu est nul
puisque nous supposons ici que %@ est un matrice diophantienne. O

Cas de la dimension paire

Corollaire 3.3.10. On fait les mémes hypothéses que dans le Lemme 8.3.9.
(i) Cas n = 2:

][AqD_q = —0g,24m T(AQAO‘) .
(it) Cas n = 4: avec la notation 0, ... s = OpypoOpuspa + Opus s Opapes + Opn s Opiopus
][Aqu = 6(174 %T(Aoq o 'Aoc4) Tr(fyal te ‘7a47u1 T '7“4)5111,---,#4 .

Démonstration. (i,ii) Le méme calcul que dans le Lemme 3.3.9 (i) (avec p’ = 0, p = ¢ = n)
donne

_ . Ty ok,
][AnD n_ ljfg(—l)n( Z r;<}|3+2¢1 Z aa lUl1 Uln) Tr(wal . ’Ya"’)/'ul A 'Y'u")
kezn le(zm)»

et le résultat découle de la Proposition 2.3.2. O

Nous utiliserons les notations suivantes :
Sin €N, q>2 1= (1) € (Z), a= (a1, ,ag) € {1, ,n}9, k € Z\{0},
o€ {—,+}9 (ai)i<i<n € (S(ZM))",

lg = — Z iy Aoi=(—i)? H Ojs Qo i= Qo - ~Qaglg

1<j<q—-1 Jj=l..q
bo(k,1) =D (05— 0)kOL+ Y oj(li+...4+1;-1).0l,
1<j<q¢—-1 2<j<¢-1

(8 k l) R kﬂl(k+l1)u2"'(k+ll+"'+l4*1)ﬂq
= TR L PR g1 ?

avec la convention Z2<j<q—1 = 0 lorsque ¢ = 2, et g,(s,k,1) = 0 lorsque I = —k pour un
1<i<gqg-1. o
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Lemme 3.3.11. Soient A = L(—iAy) @Y = =i ) jcgn Gy Uy @7 0l Aq = —AF, € Ao et
{aa; }1 € S(Z"), avec n € N, une 1-forme auto-adjointe, et soient 2 < g <n, o € {—,+}7.
Alors, f A7 = Reg f(s) ou
iy

f(s):= Z Z,)\U 2% (kD) 9u(8, k1) any Tr(yTayha ... 4@ 1aH1),

le(zr)e—1 kezn
Démonstration. Par définition, { A7 = ng f(s) ou
/ .
Tr(A%--- A7 D[ %) ~e Y (Up @€, [k °A% - AT U, @ ;) =: f(5).
kezn
Soit 7 € Z™ et v € C*". Puisque A = L(—iA,) @Y, et eJAJ ! = R(iAs) ® 7%,

A+UT®U:ADD_2UT®1):A| |2+50U Qv = \\2+a AUy @ v*yH o,

AU @v=eJAJ 'DD7?U, @ v =eJAJ " Ur @ "0 = it ‘2 U,Aq @ vy

|T\2+5 0 +5 ,0

Avec UU, = 62 GZUTH et UUy=e 2 lUTH, nous obtenons, pour tout 1 < j < gq,

A% Ur@v= Z( U]) ie” QT@l |r\27:(—L§T,O Qq,l Ur+l ® VQ’YNU-
lezn
Nous appliquons maintenant ¢ fois cette formule afin d’obtenir
i ~
|k‘fsAoq AU @ e = Ay Z 62¢a(k,l) gu(s7 k, l) Gl UkJij y Q ,yaq,yﬂq .. "yo‘l’y“lei
le(zn)e

avec

ok, 1) :==01kOlL +02(k+11).Bla+...+04(k+11+...+14-1).0l,.

f(S) = Z/T()\U Z e%¢o(k,l) (S k; l) aal UZ l €2k G)Z l ) (’yaq’y‘uq ""}/al’y‘ul)

kezZn le(zm)e
Z Ao Z 62¢0kl) (s, k1) aalézl ) Tr(y¥aqta ... y*1yHt)
kezZm le(zm)e J
=S S e g5k, 1) Gy Tr(y )
kezr  le(zn)a-1

ol dans la derniére somme g est fixé & — >, ;. l; et ainsi,

bo(k,l) = Y (05—0g)kOLi+ > oj(li+...+1;1).0l

1<j<q-1 2<j<g—-1
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D’apres le lemme 2.2.7, il existe un R > 0 tel que pour tout s € C avec R(s) > R, la famille

Lokl ~
(62 (k0) gu(s,k,l) aa,l)(kJ)e(Zn\{O})X(Zn)q—l

soit absolument sommable en tant que combinaison linéaire de familles du type considéré dans
ce lemme. Par conséquent, il est possible d’échanger les sommations sur k et [, ce qui donne le
résultat. O

Dans ce qui suit, nous utiliserons la notation

Lemme 3.3.12. Supposonsn = 4. Alors, avec les mémes hypothéses que celles du Lemme 3.3.11,

(i) ;][(Aﬂ? - ;][(A—V =0 Gy g, (191102 — 52102 12),

lez4
. 1 +\3 _ 1 —\3 _ l el o
(i) —3 ][(A ) ——3][(A ) =A4c g Aoy, —1y — l2a12 Qg1 Sin 22175,
l,€74
1 +\4 _ 1 —\4 _ a1 oo .k ll-@(l2+13) . 15.0l3
(117) 4][(A )t = 4][(A )F = 2c g Aoyl —la—1s Qo I3 Oy, Q.- S0 5 sin 28,
li€Z4

(iv) Supposons que 5- L O soit une matrice diophantienne. Alors les termes croisés dans (A" +
A7)? s’annulent: si C' est l’ensemble de tous les 0 € {—, 4} avec 2 < q < 4, tels qu’il existe i, j
vérifiant o; # 0, nous avons Y .~ fA7 =0.

Démonstration. (i) Le Lemme 3.3.11 implique que f AT+ = Reg Yoiezn —f(s,1) ot
s=

T kpy (kD) g ~ ~
f(57l) = M Qq ] Tr(7a27H27a17“1) et Aq,l = Qqq,l Can,—1 -

keZnr

Nous allons maintenant réduire le calcul des résidus d’une expression basée sur les termes du
type |k + [|> dans le dénominateur au calcul de résidus de fonctions zéta. Pour ce faire, nous
utilisons (2.10) dans une expression du type f(s,!). Nous voyons que le dernier terme du coté
droit donne une fonction de type Z,(s) alors que le premier terme est moins divergent en k& d’un
degré. En répétant cette procédure suffisamment, il possible d’obtenir & la fin que des termes
convergents, modulo des termes qui peuvent s’exprimer par des fonctions Z,,. En utilisant trois

fois (2.10),

1 1 2kIHE | CRIFP)2 (2k4+]12)3
TP S E TR T e =i (3.18)
Posons
Dy (kD) gy ~
fau s,1) E ‘k‘s+2‘k+l|2 Qq,l
kezn

de sorte que f(s,1) = fa,u(s, 1) Tr(y*2yH#2y*14H#1), L’équation (3.18) donne

fa,li(sﬂl) = fl(svl) - f2(37l) + f3(svl) - T(‘S?l)
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avec identifications évidentes. Notons que la fonction

Thpy (k1) g (2KI+112)3 ~
— M1 K2
r(s,) =) EEHS R Gl

keZnr

est une combinaison linéaire de fonctions du type H(s,1) satisfaisant les hypothéses du Corol-
laire 2.2.10. Ainsi, 7(s,() satisfait (H1) et avec la relation d’équivalence modulo des fonctions
satisfaisant cette hypothése, nous obtenons fo . (s,1) ~ fi(s,1) — fa(s, 1) + f3(s,1).

Calculons fi(s, ).

Doy (kD) g ~ Tk k
fi(s, 1) = E u1|7k|s+4u2 Aol = Qo E |Z|lsf42

keZm kezn

La Proposition 2.1.1 implique que s — >, eZn’kl“kll% est holomorphe en 0. Ainsi, fi(s, ) satisfait

(H1), et fau(s,l) ~ —fa(s, 1) + fa(s,1).
Calculons fa(s,!) modulo (H1). En utilisant plusieurs fois la Proposition 2.1.1,

1) N i (e (KLH) T2l Koy + (2R Ly 12Ky gy i 12Ky ~
fa(s,1) = [k[+F5 = [k[*F0 QAa,l
kezm™ kezm
Z ! (2Kl NPy kpy ~
~ 0 + |k|5+6 QJ + 4‘k“;1+6“2 aa,l + 0.
kezZm keZm

Rappelons que Y} cyn ll’jlsﬁﬁ _ i 2 7,(s 4+ 4). Ainsi,

Fa(8,1) ~ 2001yt 221 Zo (5 + 4) + (12 Gy 2122 Z,, (5 + 4).

Finalement, calculons f3(s,!) modulo (H1) en suivant les mémes principes :

Dk (k) oy (2KIH]I2)? ~
fa(s,l) = Z B} |:|2s+8 Aq,l

kezn
_ Z'<2kz>2kmku2+<2m>2kmzu2+u|4kmm+u|4kmlu2+(4m)|z|2kmku2+<4kz>u|2kmz#2 i
N [K[>F3 a,

keznr

15 Tkikjku k
~ ATy S 2 + 0.
kezm™

En conclusion,

~ P74 ~ Tkikiky k
foz,u(sv l) ~ _i(%mluz + ‘”2 5#1#2)aa,lzn(5 + 4) + 4lzl] aoz,l Z W = ga,u(sa l)
kezZm

La Proposition (2.1.1) implique que Z,(s +4) et s — Zkezn/% s’étend holomorphique-

ment dans un disque pointé centré en 0. Ainsi, go (s, 1) satisfait (H2) et nous pouvons appliquer
le Lemme 2.2.11 afin d’obtenir

—][(A*)2 =Res > f(s.1) = Y Res gau(s,1) Tr(y*2929™9") =1 ) Res g(s,1).

lezm lezn lezn
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Le probléme est ainsi réduit au calcul de Reg g(s,1). Rappelons que Res,—q Z4(s + 4) = 22
s=
d’aprés (2.14) ou (2.11), et

! kikf'k k‘m 2
Ress—o Z ‘kj‘sis = (5ij5lm + 5il6jm + (5im5jl) 71L2

kezn
Ainsi,
2 -
5:65 Goau(s,l) = _% Aot (Luy Ly + %’”25#1!&)'
On utilisera
Tr(y# - #27) = Tr(1) Z s(P) 6P«P1P«P2 5uP3uP4 T 5#P2j_1up2j (3.19)

Pappariement

ou s(P) est la signature de la permutation P lorsque Poy,—1 < Pay, pour 1 < m < n. Ceci donne

Tr(y"2yH2y@yHt) = 27 (§O2H2GHML — G HEL g §oRi g0 ), (3.20)
Ainsi,
Res g(s,1) = o, (Ll + 3170, ) (002250010 — ge102ghizin  goain gz
= =20, (1711°2 — 5°1°2|1]?).
Finalement,

;][(A+)2 = ;][(A)2 =¢ Y oy Gay— (171172 = 571921,

lezn

(ii) Le Lemme 3.3.11 implique que f ATT+ = 5332(11,12)6(2")2 f(s,1) on

/A 7
. 21101y kuy (B+l) g (k+2)ug ~ Q3 3 O 2 A O A ]
s, 1) = ie2 53 g Tr
f(s,0) I;Z W Pl et Tr(y*eyfan ey iy iyit)
6 n

=t fou(s,1) Tr(y 77 2 p2 100,

et Eia,l = Qo by Gag lp Oy, T, avec ly := 11 + Is.
Nous utilisons la méme technique que pour (7) :

1 1 2khi+h? + (2k.11+11]?)?
[E4-01]2 7 k2 k[ [E[4 k4112 2
S S ¥ PR . 2k To+[Ta]2)?
k+a2 |k|2 [k k|4 |k+12)2
et ainsi,
1 — 1 Qk.lll o ka\g R k.1 3.21
FREE — T e~ e T R(E D (3.21)

ou le reste R(k,!) est un terme d’ordre au plus —6 en k. L’équation (3.21) donne

fa7M(37 l) = fl(sv l) + T(S7 l)
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ou r(s,1) correspond & R(k,l). Notons que la fonction

/
. fz Oly kuy (k1) 1y (k+12) s R(KD) ~
T‘(S,l) — E ;219 B #‘2]6|S+2 K3 ol

keZn
est une combinaison linéaire de fonctions du type H (s, 1) satisfaisant les hypothéses du Corollaire
(2.2.10). Ainsi, r(s, 1) satisfait (H1) et fou(s, 1) ~ fi(s,1).
Calculons fi(s,!) modulo (H1) :

Ky (k41 k l ~ kpq (k41 k+1 2k.114+2k.13) ~
2 : 16211@[2 1 ( +|2)|Z<2kg +2)u . 2 : 262l1912 g (K4-11) o ( |—]:|524)r§3( 1+ 2) T
kezZm | =/AL
By Ko 02 0 oy kpallpy ~ 13 (2. B) ~
~ Z ZegllelQ 11 Fpg 2Tiég+gl #3tlpg o) — Z ie2l1Oh kmkuzkﬁl(ffgll‘f‘% l2) Gl

; T T hpy ko Ko ki
= 262l1612 aal((l1M25ﬂ1M3 + lQ,ua(sulm) iZ4(3 +4) = 2(11 + 1) Z %)
kezn
=: Ja,u(s,1).

Puisque g, (s,1) satisfait (H2), nous pouvons appliquer le Lemme 2.2.11 afin d’obtenir
fant=res > s
(e
_ O3 o 13 3 02 4 H2 3 O 1Y
= D BResgau(s D) Te(y@yfy2qhag@ighn) = 3 X,
(I,l2)€(Zm)? !

Rappelons que I3 := =11 — s = —/l\g. D’apreés (2.11) et (2.13),

Res Ja “(s Z)Z €2l1912 ,l(2( + ZS)%(éﬂlﬁm(S#Si + 5#1#35;@1' + 5u1i5u2u3)
2

+ (g Opr s — l3u35u1u2)%)'

Nous décomposons X; en cing termes : X; = 2™ “ 1 6211912 I +To+T5+ T+ T5) ou
Tl (5a3p5a2V5041u §asp 20 guv 4 6043050421150417/)1"0’
Ty = (— 60208 PV FOUN | 50203 FOUPFHY _ 50203 5P GOV )Ty
Ty 1= (§O83VO2P5OUN _ 5OV FOIPGOUL | GOV §PH§O102) Ty
(=
(

T4 56!1&35&295#1’ + 50410435PV50£2M _ 50410435PM5012V)T0
T5 :=

FOBHFAP GOV _ §OBIFPVFAIC2 4 FOBLFONPFARVYTY
Avec les notations p := —l; — 23, q := 2l + 13, r := —p — ¢ = —l1 + I3, on calcule chaque T; :
3T1 — 6&1&2 (2 _ 2m)p0é3 + 5a3a1qa2 _ 50{20&1(1&3 _|_ 5a3a2qa1 + 60(30&2,,,,0(1 _ 60{20{17,&3 _|_ 5&3&17,(12’
3T2 — (2m o )5a2a3pa1 - 2m6a2a3qa1 o 2m6a2a37,a1
3T4 _60[10[32’”’1, a9 o 5a1a32mqa2 + 5051&3 (2m _ 2)TC|{Q7
3T5 — 5&1&3 a9 6a1a2pa3 + 5a3a2pa1 + 5&3042 aq 50{10{2q043 + 5a3a1qa2 + (2 _ 2m)5a1a2ra3'
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Ainsi, ‘
X, =2m %Z 6511‘612 aa,l (qa35a1a2 4 po2§0108 4 o1 5a2a3) (322)
et

][(A+)3 =12c (Sl + S + Sg),

ou S1, Sy et S3 correspond & respectivement 30912, r@2§U3 ot p*1§*293, Dans S7, nous
permutons les variables [; de la facon suivante: I +— I3, lo — [y, I3 +— [l5. Ainsi, [3.0 11 — 3.0
et ¢ — r. Avec une permutation similaire des «;, nous voyons que S; = So. On applique les
mémes principes afin de prouver que S; = S3 (en utilisant la permutation l; — la, lo +— I3,
I3 —11). Ainsi,

% ][(AJF):3 =1 2c Zaa’l 6%11'612 (ll — l2)a36a1a2 = 54 — 55,
l;

ou Sy correspond & [1 et S5 & lo. Nous permutons les variables [; dans S5 de la fagon suivante :
[1 +— lo, log — 1y, I3 — I3, avec une perturbation similaire sur les «;. Puisque 11.9 15 — —[1.0 [5,
on obtient finalement

3 ][(A+)3 = —4c

o 11.9ly ja3 s
Aoy by Qag,ly Gag,—1y—1lp S ! 2 2 l136 12,

li

(ii1) Le Lemme 3.3.11 implique que f AT+H+ = ijg D o ls) ez Juals, 1) Try# on

0 :=11.0l5 + [1.613 + [5,.0I3,
TrA#e = Tr(,yaz;,ymx,yoca,yu:a,),042,},!12,},@17#1)’

f (8 l) — 2/6%9 k;q(k+ll);t2(k+i2l;t3(k+z3)u4 ~ :
HAZ2 27 |k[5+2|k+11|2|k+1o|2|k+13]2 OY

kezn
Aol *= Qo ,l; Gag,ly Qas,ls Goy,—11—la—I3-

En utilisant (2.10) et le Corollaire 2.2.10 successivement, on obtient

/A /1
50 Ky kg kg kuy ~ 50 kpgkugkugkpy ~
Fuals:l)~ Y €2 TR 2R Pl s Fla Pl a2 Gl ™ > e BT Gal-

. . L0 kg kg kugku, ~ s L
Puisque la fonction ), ,.'e2 W g, satisfait (H2), le Lemme 2.2.11 implique que
A D DR N T e L D 9P
7 s=0
(l1,lg,l3)€(Zn)3 kezn l

i
Ainsi, avec (2.13), on obtient X; = 7{—;5%1 29 (A+ B+ C), on

A= Tr(y Mgy @iy, y 2ty iy, ),
B := Tr(y™ 32y 22,y 0, ),
C = Tr(y* 4y gy ® 3y, v 2y 2y y,,).
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En utilisant successivement {y*,7"} = 26" et yH v, = 2™ 1gm,

A =0 =4 Te(y™y®sy22y™),

B = —4 (Te(y™y8y19%2) + Tr(y*y 2y y™)).
Ainsi, A+ B + C = 8 2m (§493§0201 4 §oa1 §asaz _ 950250501 ) - ef

X, = % 2m e%‘efia’l (§racs§a2n 4 a1 a3z _ 952 asel), (3.23)
D’aprés (3.23), on obtient
f(A+)4 =2c (—2T1 + T + Tg),

ou
[
L 50 aqag saza
T = E Aoy ly Gag,lz Gas,la Qay,l €2 5072«;“ O
[1,000la
i
o 50 aqas sasa
15 := E Gy ly Gzl Cas,ly Aoyl €2 5O,Zili §oaes oz,
I1,05la
1
. 50 aqo Sasa
T3 := E Aoy ly Qag,ls Qan,ly Gan,ly €27 0,1, 074 67992,

I1,05la

Nous procédons maintenant aux permutations des variables [; dans le terme T} : l1 — I, lo — 11,
I3 — lg, Iy — l3. Tandis que ) . l; est invariant, 6 est modifié : § +— 15.0l; + [5.0l4 + 11.0l4.
Avec 0g sy~ 4, en facteur, nous pouvons laisser Iy égal a —ly — Iy — I3, de sorte que § — —6. Nous
permutons aussi les «; de la méme facon. Ainsi,

)
—50 a1 S
T = g Aoz ls Gag,ly Gagly Qag,ls € 2 6O,Zili GAIAL 52,

l1,005la
Nous obtenons
6 Qg Sa3Q
2Ty =2 Z Qo ly Bag s Gan,ly Qo COS 5 0g 3o g, 64442 643 (3.24)
yola

Les mémes principes s’appliquent & T5 et T3. Précisément, la permutation [y — 1, lo +— I3,
I3 — lg, Iy — 1y dans Ty et la permutation Iy — la, Iy +— I3, I3 +— 11, 4 — l4 dans T3 (les variables
a; sont permutées de la méme fagon) donnent

7
5 (o7 Ye% a3x
1= § : Aoyl Qaz,lz Aoz ,la Aol e2? 5072il¢ 02 973,

I1,00la
1
_ E —5¢ Qa2 saso
T3 = Qay ly Qas,l3Qas,ly Aoyl € 2 507Eili G g
l1,..,l4

ol ¢:=101.0 1y +11.0 I3 — [5.0 I3. Finalement, on obtient

+\4 __ a] o ¢ [
][(A )" =4c Z Qo ly Gas ls A7, ap7 0o,y 1;(COs § — cos 3)

l1,..l
a1 as s 11.O(a+13) . 15,.01]
=8¢ Z Aoy, —1y —la—ls Qo I3 Oy, @y S (2 sin 252, (3.25)

I3
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(iv) Supposons ¢ = 2. D’aprés le Lemme 3.3.11, on obtient

][A" =Res > Aofauls, ) Tr(y2q#2yiqt)

lezn

! kpy (k+1 ; ~
o) = 3 Rt €
kezm
et n = (01 — 02) € {—1,1}. Comme dans la preuve de (i), puisque la présence de la phase ne
change pas le fait que r(s, 1) satisfait (H1), on obtient

fa,M(SJ) ~ f1(57l) - f2(37l) + f3(37l)

"y (kD) kOl ~
fi(s, 1) = Z W e’ Qa,ls

kezn
j{:’k (k+0) po (K1) ink.Ol ~
f2(87 l) = = "I:Eg+6 6“7 aa7l7
kezn
Ty (kD) gy CEIHUD? k.01~
f3(s,1) = E Hl |Z.|23+8 e Qa1
kezn

Supposons que [ = 0. Alors f2(s,0) = f3(s,0) = 0 et la Proposition 2.1.1 implique
/ kg ko ~
fi(s,0) = Zkezn |";|15f42 a0

est holomorphe en 0 et donc est égale a f, ,(s,0).
Puisque 5 5-© est diophantienne, le Théoréme 2.2.2 3 nous donne le résultat.
Supposons ¢ = 3. Alors le Lemme 3.3.11 donne

][A" = Res Zle @y fua(s,1) Tr(yHeny®s ... yH1y2)

/ )
._ ik.O(e1l14¢e2l2) 0211 Ols by (k+1)py (k+l+Hl2)ug ~
Fual(s,0) =3, Ase c2 EREIEAG== A

et g; :== £(0; — 03) € {—1,0,1}. Par hypothése (e1,e2) # (0,0). Il y a six possibilités pour les
valeurs de (g1, 2), correspondant aux six possibilités pour les valeurs de o: (—, —, +), (—,+,+),
(+,—,+), (+,+,—), (—,+,—), et (+,—, —). Comme dans (ii), nous voyons que

l g /eik'@(slllﬂﬂykm(kHl)uz(kH})us
f,u,oz(sv ) ~ ( [k[5+0

kezm

Z eik. @(6111‘5‘5212)]6#1 (k+l1)p‘2 (k+l2)p43 (2]{: I1+2k. lg) )\ 3
[k TS Le

cr2l1 ()lg

kezm

Avec Z = {(l1,12) : e1ly + e2ly = 0}, le Théoréme 2.2.2 (ii¢) implique que Zle(ZW)Q\Z Jua(s,1)
est holomorphe en 0. Afin de conclure, nous allons prouver que

> 9(0) = 303 fuals, D) Tr(y 9 - oy15™)

o leZ
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est holomorphe en 0. Par définition, A\, = ic10903, par conséquent, nous vérifions que

g(_a _7+) = _g(+7+7 _)7 g(+7 _7+) = _g(+7 _7_)7 g(_7+7+) = _g(_>+v _)7

ce qui implique ) _ g(c) = 0. Le résultat s’en déduit.
Supposons finalement ¢ = 4. Le Lemme 3.3.11 implique que

][AU = 131‘35' Z Tuals, 1) Tr(yHay®s .. yH14o1)
le(zn)3

N

ou
Fuals 1) = ’)\ eik.@zj?:lsizi e%(0211.@l2+03(11+12).913) kg (k1) po (Bl +H2) pg (k+HHo+H3) uy ~
poal®r ) Z o kP2 2Th+ T+ P ThF i Fla a2 “ol

kezn

et g := 3(0; — 04) € {1,0,1}. Par hypothése (e1,2,¢3) # (0,0,0). Il y a quatorze possibili-
tés pour les valeurs de (e1,¢9,e3), correspondant aux quartorze possiblités pour les valeurs de
o (———+), (——++), (—+—+), (+——+), (—+++), (+—++), (+,+,— +),
(+,++,-), (= —+,—), (—+,— =), (+,—, = =), (=, +,+,—), (+,—,+,—) et (+,+,—, —).
Comme dans (77), nous voyons que, avec la notation 6, := 09l;.0ly + o3(l1 + 12).Ol3,

i

/ . 3
LOSS3 el 0o kuikugkuskuy ~ .
fual(s,l) ~ Zkezn)\o etk-© X 1 €ili o500 Dy B By Ny |‘,;|25+“83 B4 001 = Gual(s,1).

Avec Z, = {(I1,12,13) : S22 &il; = 0}, le Théoréme 2.2.2 (iii), la série 2iezmyz, Jualsl)
est holomorphe en 0. Afin de conclure, nous allons prouver que

> _9(0) = 255’5 D Guals, 1) Tr(y#ay - 41y21) = 0.
o o l€eZs

Soit C' ’ensemble des quatorze valeurs de o et C7 ’ensemble des sept premiéres valeurs données
précédemment. Le Lemme 3.3.7 implique que

Y gla)=23 g(o).
oceC oceCy

Ainsi, dans ce qui suit, nous pouvons nous limiter & ces sept valeurs.
—\ Fuy kpgkugkuy
Notons F,(s) := Zkeznw tel que

)

79 ~
go‘ _ResF S 62‘7(1 |T L2 e 7 R L S e 3 |
() s=0 ()A lz ol (7 Y At )

Rappelons d’aprés (3.23) que

E{fg FM(S) Tr(*y”‘*’ya“ . _7u1,ya1) — 20(5a4a35a2a1 + jraol §asan 250140425&3&1).
Par conséquent, on obtient, avec G 1= Qay 1y Gy ly»

g(a) = 2c)\, Z 6590 aa,l 524_1 Lo 523_1 . 0(5a4a35a2a1 4 goaar gasaz 260440425043041)
le(zn)s - -
=:2cAo(Th + Ty — 2T3).
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On procéde au changement de variable suivant dans T7: l1 +— [y, Iy — I3, I3 — la, l4 +— 4. Ainsi,
Oy — Yy 1= 0901.0l3 + 03(l1 + 13).Ola, et Zle gili — e1ly + e3ly + e2l3 =: uy(l). Avec une
permutation similaire sur les ay,

7
5 -~ (o7 ye% 3o
T = § : ez Aol 62?:1li,065111+6312+6213:05 1AL,
le(Zn)4

On procéde au changement de variable suivant dans Ts: Iy +— o, ls +— I3, I3 — lq, I4 — 14. Ainsi,
0y — P = 09l5.0l3 + Ug(lg + l3).@l1, et Z?:l gil; — e3l1 + e1lo + &9l =: ’Ug(l). Aprés une
permutation similaire sur les «;, on obtient

Joaoe sasan

7
— 50
= ZZG(ZH)4 €27 aqyl 52?:1 1;,0 58311+8112+52l3,0

Finalement, on procéde au changement de variable suivant dans T5: I1 — o, lo +— 11, I3 — 4,
l4 — l3. Ainsi, on obtient 6, — —0,, et Z?:l gili — (g2 —e3)ly + (g1 — e3)la — e3l3 =: we(1).
Avec une permutation similaire sur les «;,

0(5044042 s

Ty = Zle@”)“ 7 la ot 624 6(52 —e3)l1+(e1—¢3)l2—esls,

Par conséquent,

9(0') - 2CZIE(Z")4KJ(Z1, l27 l3) aa,l 62?:1 1;,0 gaaa 6043041,

i K i
ott Ko (11,12, 13) = Ao (€27 8,10 + €27 0y (10 — e3% 521 a0 € 2% 61, 1),0) -

Le calcul des K,(l1,l3,13) pour les sept valeurs de o donne

K__++<l1, l27 l3> 5l1+13,0 + 512+13,0 - 5l1+12,0 - 6l1+12,07

Kt (I, 12,13) = 013415,0 + 01y +12,0 = O11+15,0 — O13+15,05

K (i, l2,13) = S1y415.0 + 01y 4150 — 5z2+l3, — Oly+13,0,

1.0l L1y.01 L1s.01 1.0l

K___(lh,la13) = —(e2 ! 252 Lo ter® 1(521 o~ e2' 1521 o €2 1ERGL0)s

K i 2
K_+++(ll, l27 l3 l3 ®l26 + 6213.@l1 5l2’(] _ 62l2.®l3(5[170 _ 62[3.@l1 51270)7

7 [ [ 1
5101.01 5102.01 5101.091 513.01
Ky (linla,ls) = — (277200 + €27 508y, 0 — €250 6, g — €232, o),

11,015 inels  ihens  inen
01,0 + €2 01,0 — €2 015,0 — €2 523,:111_,0).

K-l——‘r——‘r(llu l27 l3 =
Ainsi,
Z Ka'(lla l2a l3) = 2i(6l3,0 - 52?’71 1;,0 )Sln L9tz ®l2
oeCy =

et

Z g(o) = idc Z (0150 — 623 )sm ll aaléz 50‘4a25a3a1
oeCr le(zn)4

Le changement de variables : [y — [y, I1 +— I, I3 — Iy, 4 +— I3 donne

Z 623 Osm 2 aa1524l 0 042NN = — Z (5130s1n
le(zn)* le(zn)*

Soaoz sazan

Ol ~
Aoy, 52411 1;,0
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et donc

lg oo O30
E = 18¢ E 15,0 sin L aal‘sz‘{li,oé ) .

o€Cy le(zn)4

Finalement, le changement de variables : lo +— l4,14 — lo donne

~ g0 Szl : 1.9l ~ Qi s3]
Z 01,0 sin £ aa,l (52%70 1) ) = Z 015,0 SIn 52 gy 5211111_,0 ) )
lE Zn le(Zn)Al
ce qui implique > . g(o) = 0. O

Lemme 3.3.13. Soient n = 4 et %@ une matrice diophantienne. Pour toute 1-forme auto-
adjointe A,
(D4 (0) - CD<O) = _CT(FOq,OéQFalaz)-

Démonstration. D’aprés (1.11) et le Lemme 3.3.6

a0 - =3 Y [
q=1

oe{+,—}¢

D’apres le Lemme 3.3.12 (iv), tous les termes croisés s’annulent. Ainsi, avec le Lemme 3.3.7, on

obtient
Cpa(0) = Cp(0) =23 L ][ (AT)1. (3.26)

q=1
Fayar =13 (tag i kay = Gay k ko) Uk + 3 oy k Gay,t [Uk, Ul

Par définition,

k Tl
= ZZ [(aﬂ%k kay = Gay i kay) — 2 Z Aoy k—1 Qag,l Sin(k'Tel)] Uk.
k l

Ainsi

2m
T(Foya, F1?) = Z Z [(GOQJC kay — ay k kay) — 2 Z Gay k=" G,/ Sin(k?l,)]

a1, a2=1 kez4 l'ez*
[(aam—k ko, — Aoy, —k kocz) —2 Z Aoy, —k—=1" Qo I Sin(@)]'
1"ez4

On vérifie que le terme en a? dans 7(Fy, o, F*'*?) correspond au terme f(A*)? donn¢ par Lemme
3.3.12. Pour g = 2, ceci est égal a

-2 Z Qo Gog,—1 (lallaz - 6011042 ’”2)

l€Z, a1, 2

For ¢ = 3, on calcule les termes croisés :

i Y (Gayk kay = Gayk kay) afit af? (Ug[Uss, 1] + [Up, U] U,
kKl



Chapitre 3. Action spectrale sur le tore non commutatif

ce qui donne le terme en a® dans 7(Fy,q, F*192) :

l@l «
-8 E Aoy, —11—1s al2 Ay, Sin L2 172,

l;
Pour g = 4, ce terme est

L1.9(2+13) : 15.013
2 Sin 2

(03 e :
—4 Z Aoy, —ly —ly—lg Qo l Ay, Qp° SiN
ce qui correspond au terme f(AT)%. On obtient finalement,

S ][ (AF)T = —E7(Fpy 0p FO102). (3.27)
q=1

Les équations (3.26) et (3.27) donnent le résultat. O

Lemme 3.3.14. Supposonsn = 2. Alors, avec les mémes hypothéses que celles du Lemme 3.8.11,

i fwrr=fwr-o

(ii) Supposons %@ diophantienne. Alors

][A+A_ = ][A_A+ =0.

Démonstration. (i) Le Lemme 3.3.11 implique f AT = Reg Y ez —f(s,1) ot
s=

/ k. (k+1 ~
fs,0) = Zkezzm o Tr(yo22y®yi) =t fia(s, 1) Tr(y@2yH2y21qH)

et G = Gq, ] Gay,—1- Cette fois, puisque n = 2, il suffit d’appliquer une seule fois (2.10) afin
d’obtenir une série absolument convergente. En effet, on obtient avec (2.10)

Thpg (k41 gy ~ Py (k40 g (2k.1+12) ~
f,u,a(S,l) = Z W Qa,l — Z = \k\s+u42\k+l|2 QAq,l-
kez? kez?

Epy (k41) g (2K H+H12) ~
K[>+ 4 k+1]2
du type H(s,l) satisfaisant les hypothéses du Corollaire 2.2.10. Par conséquent, r(s,1) satisfait

(H1) et
Thpy (k4D py ~ Ty kpy ~
u H n1Rp
fu,a(svl) ~ E l‘ik‘sw; 2 Qg 1 ~ g ‘k‘ls+42 Qq,l -
kez? kez?

@q, est une combinaison linéaire de fonctions

et la fonction r(s,1) := Y} zn

Notons que la fonction (s,1) — hy (s, 1) = Zkezg \k\8+4 Qg satisfait (H2). Ainsi, le Lemme
2.2.11 donne
Res f(s,0) Z Res hya (8, 1) Tr(ry@2yH2y@1yht),
rez2’
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D’aprés la Proposition 2.3.2, on obtient Reg. Py (8,1) = Oy py T Qg - Ainsi,
s=

][ AT = =1 ) Gay Tr(v*2 9™ ) = 0
lez?

d’aprés (3.20).
(ii) Avec le Lemme 3.3.11, nous obtenons f A~ = E{:eg Y iez2 Ao fau(s, 1) Tr(y@2yt2y@1ykn)
ot \y = —(—i)? =1et

kg (k+Dus ink.OL~
favu(s7 l) = M 6“7 aa7l
kez?
etn .= %(01 —0o9) = —1. Comme dans la preuve de (i), puisque la présence de la phase ne change

par le fait que r(s,!) satisfait (H1), nous obtenons
Tkpy (KD, ; ~
fa,u(sa l) ~ Z % emk@l Aol *= ga,u(Sa l) .
kez?

Puisque %6 est diophantienne, les fonctions s — ZleZQ\ {0} Ga,u(8,1) sont holomorphes en s = 0
d’aprés le Théoréme 2.2.2 3. Par conséquent,

/
][A+ - 1}:6(? Goru(s,0) Tr(y*2yH2y iy = E{:(e(? Z klukll%amo Tr(y2yH2y1yHt),
kez?

Rappelons que d’aprés la Proposition 2.1.1, Ress—q 2%622 \kk\z% = 0;; m. Ainsi, avec (3.20),

][A_+ = Q07 Tr(y*2yHy*y,) = 0. O
Lemme 3.3.15. Supposons n =2 et %@ diophantienne. Pour tout 1-forme auto-adjointe A,

(D4 (0) = ¢p(0) = 0.
Démonstration. Comme dans le Lemme 3.3.13, on utilise (1.11) et le Lemme 3.3.6, de sorte que
le résultat est une conséquence du Lemme 3.3.14. O
Cas de la dimension impaire

Lemme 3.3.16. Supposons n impair et %@ diophantienne. Alors pour toute 1-forme auto-
adjointe A et 0 € {—,+}7 avec 2 < g <m,

far=o.

Démonstration. Puisque A” € ¥;(A), le Lemme 3.2.11 donne le résultat avec k = n. O

Corollaire 3.3.17. Sous les mémes hypothéses que celles du Lemme 3.5.16, pour toute 1-forme
auto-adjointe A, (p,(0) —(p(0) = 0.

Démonstration. Comme dans le Lemme 3.3.13, on utilise (1.11) et le Lemme 3.3.6. Ainsi, le
résultat découle du Lemme 3.3.16. O
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3.3.2 Démonstration du résultat principal

Démonstration du Théoréme 3.3.1. (i) D’apres (1.6) et la Proposition 3.2.5,
S(Da,®,A) = dndy A? + &(0)¢p, (0) + O(A™?),

ott &3 = 1 [° ®(t)dt. D’aprés le Lemme 3.3.15, (p,(0) — (p(0) = 0 et la Proposition 3.2.4,
¢p(0) = 0, on obtient donc le résultat.

(ii) De fagon similaire, S(Da, ®,A) = 872 &4 A1+®(0) (p, (0)+O(A72) avec By = L [° ®(t) tdt.
Le Lemme 3.3.13 implique que ¢p,(0) — (p(0) = —c7(F,, F") et d’aprés la Proposition 3.2.4,
(p,(0) = —c7(F,,F*) ce qui donne le résultat.

(7i7) est une conséquence directe de (1.6), des Propositions 3.2.4, 3.2.5, et du Corollaire 3.3.17. [



Chapitre 4

Action spectrale sur SU(2)

4.1 Introduction

Le groupe quantique SU,(2) a déja une longue histoire [92]. Il s’agit d'un des exemples les
plus remarquables de déformation quantique. Ce groupe quantique a été étudié en utilisant la
notion non commutative de triplet spectral [28,37| et diverses notions d’opérateurs de Dirac
ont été introduites dans [8,18,20, 31, 67|. Finalement, un triplet spectral réel a été construit
dans [48]. Il est invariant par action & gauche et a droite de U, (su(2)) et satisfait presque tous les
axiomes des triplets spectraux a ’exception des propriétés de commutation et de premier ordre.
Ces propriétés sont cependant toujours valides modulo des infinitésimaux d’ordre arbitrairement
grand. Cette derniére présentation généralise d’une facon directe tous les détails de la construction
géométrique du triplet spectral spinoriel de la sphére classique de dimension 3. En particulier, la
représentation équivariante et les symétries ont une limite classique lorsque ¢ — 1.

Le but de ce chapitre est d’obtenir 'action spectrale sur SU,(2) qui est un triplet spectral
simple avec un opérateur de Dirac inversible. La principale difficulté ici est de contréler le calcul
différentiel généré par 'opérateur de Dirac. Cette question du calcul de I'action spectrale a été
posée dans 1'épilogue de [137]. Dans le cas de SU,(2), nous avons Sd™ = Sd = {1,2,3}, donc

SDu0,8) = @kAk][|DA|_k+¢>(O)CDA(O). (4.1)
1<k<3

Notons que dans le cas de SU,(2) il n’y a pas de termes en A% k > 0 car le spectre de
dimension est minoré par 1.

Afin de procéder au calcul de (4.1), nous introduisons deux présentations de 1-formes. L’in-
grédient principal est le signe de 'opérateur de Dirac F' := sign (D) qui apparait étre une 1-forme
modulo OP~°.

Dans la section 2, nous étudions 'action spectral dans un cadre abstrait d’un triplet spectral
de dimension 3, en utilisant certains cocycles.

Dans les sections 3 et 4, nous rappelons les résultats principaux [48] sur SU,;(2) et montrons
que l'action spectrale compléte (avec l'opérateur de réalité) donnée par (1.6) est entiérement
déterminée par les termes :

][AQIDI’Z 1<q¢<p<3.

ol A est une combinaison linéaire de termes a[|D|, b] avec a,b € A.

81
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Dans la section 5, nous établissons un calcul différentiel modulo un idéal dans les opérateurs
pseudodifférentiels et appliquont ces résultats au calcul précis des intégrales non commutatives
précédentes.

La section 6 est dédiée au calcul explicite d’exemples, alors que la section suivante concerne
différentes comparaisons entre le cas commutatif de la sphére de dimension 3, c’est a dire SU(2),
et le cas non commutatif SU,(2).

4.2 Action spectrale en dimension 3

4.2.1 Tadpoles et cocycles

Soit (A, H,D) un triplet spectral de dimension 3. Pour n € N* et a; € A, posons

Onlag, -+ ,an) ::][ao[D, al]D_1 -+ [D, an]D_l.

On utilise aussi les intégrales suivantes sur les n-formes universelles Q27'(.A) définies par

/ apday - - - day := ¢n(ao, ar,- -+, an).

n

et le fait que (dag)a; = d(apa1) — apda;.
On utilisera le b — B-bicomplexe défini dans [28]: b est 'application de Hochschild (et b’ est
la troncation) définie sur les n-cochaines ¢ par

b(b(a(b SRR an+1) = b/¢(a07 S 7an+1) + (_1)n+1¢(an+1a0? at, ..., an),
bl¢(a0, ey an+1) = Z(—l)j¢(a0, 71y ES P an+1).
j=0

Rappelons que By est définie sur les cochaines normalisées ¢,, par
Boon(ag, a1, ... an—1) := ¢n(l,a0,...,a,-1), ainsi / dw:/ w pour w € Q" H(A).
n BOd)n

Alors B := NBjy, ou N := 14 A+ ... A" est Pantisymétriseur cyclique sur les n-cochaines et A
est la permutation cyclique A\¢(ag, ..., an) = (—=1)"@(an, ag, - .., an-1).
Nous utiliserons aussi la 1-cochaine cyclique N ¢q:

No¢1(ag,ar) := ¢1(ao, a1) — ¢1(a1, ap) et /N¢ agday := N¢1(ag,ar).

Remarque 4.2.1. Supposons que Uintégrand de { est dans OP73. Puisque [D~'a] =

—D7YD,a]D~' € OP72, ce commutateur introduit un intégrand dans OP~* et donc a une
intégrale non commautative qui s’annule: sous lintégrale, nous pouvons commuter D™' avec tout
a € A, mais pas avec les 1-formes. Remarquons aussi que, puisque Py € OP~°, tout intégrand
contenant Py a une intégrale non commutative qui s’annule.
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Lemme 4.2.2. Nous avons

() b1 = — 2.

(i) bds =0,

(iii) by = 0.

(iv) B¢y =0.

(v)  Bogz=—(1—-A)¢r.
(vi)  bBop2 = 2¢2 + Bogs.
(vit) Bge = 0.
(viti) Bods = NV 1.
(ir)  Bgs = 3Bo¢s.

Démonstration. (i)
b1 (ao, ai, a2) :][aoal [D, &Q]D_l —][(lo ((ll[D, ag] + [D, al]ag) D! +][a2a0[’D, al]D_l

:][aO[D, a1] (D7 'ay —asD™Y) = —][aO[D, a1]D7'[D, as) D!

= *QZSQ(CLO, ag, (12)

oll nous avons utilisé la propriété de trace de l'intégrale non commutative.
(“’) b¢2(a0? ai, az, CL3)

- ]l a0ar[D, as) DD, as) D! — ][ a0 (a1[D, a2 + [P, ar)az) DD, as) D!

+][a0[D,a1]D_1(a2[D,a3] +[D, as]as) D! —][agao[D, a1)D~'[D, as) D!
:][ao[D,aﬂ (D7 'ay — asD7') [D,a3] D! +][a0[2>, a1])D7[D, as] (asD™! — D™ 'a3)
= —][ao[D, a1]D7YD, as) D7D, az) D! +][ao[D,a1}D—1[D, as)D7YD, a3) D!

=0.

(7i7) En utilisant la Remarque 4.2.1, on obtient alors la relation ¢3(ag,as,as,a3) =
fao[D, a1][D, a2][D, as])|D|~3, donc des calculs similaires donnent bgs = 0.
(iv) B0¢1(a0) :f[D, ao]D_l :f (DaoD_l — CLU) =0.

(v)  Boga(ag,ar) :][[D, ag]D7Y[D,a D! = ][aOD—l[D, a] —][aO[D, ay] D71
:][aoal —][aoplam —][aO[D, a;| D71
_ —][al[D, 40D —][ao[D,al]D_l — 1 (ar, a0) — bu(ao, ar).
(vi) Puisque —bA¢1 (ag, a1, az) = ¢1(ag, apar) — ¢1(araz, ag) + ¢1(a1, azag), on obtient

—b)\¢1(a0, ay, CLQ) :][aoalD_lagD + a(]D_chlDaQ — CLQD_lalCZQD — apai1ag.
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Donc par développement direct, ceci est égal & —f agD ' [D, a1])D 1D, as] ce qui signifie que

—bA¢1(ao, a1, as) Z][[D_ljao][p,al]D_l[D, as] — ao[D,a1|D "' [D, as]) D!
= —Bo¢s(ag, a1, a2) — p2(ao, a1, az).

Le résultat est alors une conséquence de (i), (v).
(vii) Bpa = NBygpa = —N(1 — N)¢1 = 0 puisque N(1 — \) = 0.

(vi) - Busa(an,1,2) = [D. o] DD, x| DD, axf D
:][aOD_l[D, a1]D7[D, a3 —][aO[D, a1)D7'[D, as) D~
:][aoalD_l[D, as) —][agD_lal [D, as] —][ag[D, a1]D7[D, ay] D!
:][aoalag —][aoalD_lagD —][aoD_chlDag —i—][aoD_lalagD
—][ag[D, a1)D7'[D, as) D~
:][CLQCL1CL2 — agDalaonl + alagDaonl + agDagalDfl

— (aoDalangl — aODalDfl — agalDangl + aoalag) .

En développant (id 4+ X 4+ A2)b'¢1(ag, a1, az), on retrouve I’expression précédente.

(iz) Conséquence de (viii). O
4.2.2 Terme invariant d’échelle de ’action spectrale

Nous savons d’aprés [22] que le terme invariant d’échelle de I’action spectrale peut s’écrire

_ -1 1 —14p-1_1 —14pn-14p-1
gDA(O)—gD(O)_—][AD +2][AD AD —3][AD AD=TAD". (4.2)

En fait, cette action peut s’exprimer en dimension 3 comme contributions de type tadpole et des
termes de type Yang—Mills et Chern-Simons :

Proposition 4.2.3. Pour toute 1-forme A,

¢p,(0) — ¢p(0) :—;/W A+§/ (dA+A2)—§/¢r (AdA + 24%). (4.3)

Afin de prouver ceci, nous calculons chaque terme de 'action.

Lemme 4.2.4. Pour toute 1-forme A, nous avons
() Jo, AA= Jpog A= = [, AT J3g, A
(i) f AD™ = f¢1 A=3 fN¢1 A-3 f¢z dA.
(iii) f ADT'AD™! = — [ AdA+ [, A*.
(iv) § ADTTAD1AD™1 = f¢3 A3,
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Démonstration. (i) et (it) sont conséquences directe du Lemme 4.2.2 (v).
(#i7) Avec la notation A = a;db; (somme sur 17)

][AD_lAD_l :][aO[D, bo]D"'ay[D, by ] D
= — AdA —l—][ao[Zl bo]alle_l —][ao[D, bg]alD_lbl.

@3

Nous calculons les termes restant
][ ao[D, bolarby D' — ][ ag[D, bolay D~ tby = ][ agDbya;by D! — ][ apbgDaby D!
][aol)boalD_lbl +][a0b0Da1D_1bl,
que 'on compare avec f@ A? = f¢2 ao(dbg)aydby = f¢2 aod(bpay )dby — agbodaidby:
| 22 = f D, ba D' .0}p™ - [ aoto[D. s D72,
2
= ][aonoalle_l —][aODboalD_lbl —][aoboaﬂ)le_l —I-][aoboa1b1
—][aoboDalb1D1 —f—][aoboDallel —l—][aobgaﬂ)lel —][aoboalbl
= ][ agDboarby D~ — ][ bragDboa; D™ — ]l apboDarby D" + ][ bragboDa D~
(iv) Notons que

/ A3 = / ao(dbo)al(dbl)agdbg = / aod(boal)d(bla2)db2 - agboda1d<b1a2)db2
@3 3 @3
— aod(boalbl)d(agdbg + aobod(albl>da2db2
= ][ao [D, boal]Dil['D, blag]Dil [D, bQ]Dil — agbg [D, al]Dil['D, b1a2]D71 [D, bQ]Dil
— ag[D, boarby|D D, as] D7D, o) D7 + agho[D, a1b1] DD, as) D7D, by] DL,

En sommant les deux premiers termes et les deux derniers termes, on obtient

/ AS = ][ ago ['D, bo]alD_l [D, blGQ]D_l [D, bQ]D_l — ag [Dv bO]alle_l[D> az]D_l [D? bQ]D_l'
¢3

En utilisant la Remarque 4.2.1, nous pouvons commuter sous l'intégrale D! avec tout a € A et
de facon similaire

][ADlADlAD1 = ][a()[D, bolar D™D, bi]lae D™D, by] D!

ce qui prouve (iv). O

On déduit la Proposition 4.2.3 a partir de (4.2) en utilisant le lemme précédent.
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4.3 Le triplet SU,(2)

4.3.1 Le triplet spectral

Nous rappelons briévement les définitions et propriétés principales du triplet spectral réel

(A(SU4(2)), H, D) introduit dans [48] (voir aussi [18,19,31]).

L’algébre:
Soit A := A(SU4(2)) T'algébre étoilée générée polynomialement par a et b, assujettis aux
régles de commutation suivantes, avec 0 < ¢ < 1:
ba = qab, b*a = q ab*, bb* = b*b, a*a+ ¢ b*b =1, aa*+bb* =1. (4.4)
Nous rappelons le lemme suivant de [153, Lemme A2.1] :

Lemme 4.3.1. Pour toute représentation m de A,
Spect(m(bb*)) = {0,¢%* ||k e N} oum(b) =0,
Spect(m(aa*)) = {1,1 - ¢* |k € N} oun(b) =0 et w(a) est un unitaire.
Ce résultat est intéressant car il montre 'apparition d’une discrétisation pour 0 < g < 1
alors que pour ¢ = 1, SU,(2) = SU(2) ~ S? et les spectres des opérateurs 7(aa*) et 7(bb*) sont

égaux a [0, 1]. De plus, tous les résultats qui suivent sur les intégrales non commutatives feront
intervenir ¢ et non g.

Tout élément de A peut se décomposer de fagon unique en combinaison linéaire de termes de
la forme a®b®b*7 ot o € Z, 8,7 € N, avec la convention

a~lol = grlel,

L’espace de Hilbert spinoriel :
H =H'®H a une base orthonormale constituée de vecteurs |junt) avec j = 0, 3 DTEL TR

U= —j,....,5etn=—j3" ... 57 ainsi que |[junl) pour j = 1,1,..., W= —j,...,jetn=
—7 .., (ici oF .—;L':f:Q).
Il sera utile de manipuler une notation vectorielle, en posant :
Gum) = () (4.5)

et avec la convention selon laquelle la composante basse est nulle lorsque n = +(j + %) ouj =0.

La représentation m et son approximation m:
Il est connu que la théorie des représentations de SU,(2) est similaire a celle de SU(2) [153].
La représentation m donnée dans [48] est:

+ By 7107,
+ g |7,
+ B 1310t (4.6)

m(a) |jun) = o, n’)
m(b) !J;m>> : ﬂj{m !J >
)

j,un ’j ] n+>

= =

N

7(a

N

m(b*) [jpun)) :
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ou
g2y [i+n+3/2] 0
JHT 1/2 VIi—n+1/2] —jiVli+n+1/2]
C PRSPy ) i+
1V li=n+1/21 g 94/li+n+1/2]
- = \/qu+n+1/z[ | 27+1] T TR
JHm 0 g2 \/W ’
2
[i—n+3/2]
Y — 0
+ . +n—1/21; [27+2]
5J/m' \/qﬂ U+n+1] -1/ n+1/2] 2/ li-n+1/2] |7
R o7 7R L PY RS
_1/2 VItn+1/2]  i4/[i—n+1/2]
B = \/qu—f—n—l/Q[ i — 11 27+1] CPT)|PTES)
Jpn 0 _\/W
2j
avec aim = (aﬁu,n,)*, Bﬁm = (85, ,+)" et avec le g-number de o € R défini par
[a] := q::qula.

Il est suffisant pour l'objectif de chapitre d’utiliser la représentation approximée 7 de SU,(2)
présentée dans [48,138], au lieu de la représentation spinorielle totale 7.
Cette représentation approximée est

w(a) :=ay +a—, m(b):=by+b_
avec les définitions suivantes, ol g, := /1 — ¢2™:

ar ljpn) = gpepe (Vg 0) e,

a_ |jun)) i= s (4 0) it nt),
. _1 . _
by ) = ¢ 2ge e (1)) [T,
. ; . 0 . _
~ljpn)) = =g (Vg D) 1)) (4.7)
J n

Tous les termes résiduels n’ont pas de répercussion sur le calcul de résidu. Plus précisément,
m(z) — m(x) € K4 ot Ky est I'idéal principal généré par I'opérateur

Jglipn)) = ¢’ |jpm). (4.8)

ICq est contenu dans l'idéal des opérateurs tels que p, = o(n™®) (infinitésimal d’ordre «) pour
tout o > 0, et £, C OP™°°.

Nous définissons une base orthonormale alternative v’!, et v’' , et on note
m,l m,l
J oy . . il . . -
Um,l = (v;'nl’)ouv : |]7 _]7l_] >T>’ Umyl = |jam_]7l_] 7~L>
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Ici j € %N, 0<m<27,0<1<254+1et Ui;jl est nul lorsque j =0 oul = 25 ou 25 + 1. L’intérét
de cette base est que les opérateurs a4 et b4 ont une forme plus simple :

. " . _
i J i mtllj
a4 Um7l = dm+1qi+1 Um+1jl+1 y  a— UmJ =dq UmJ )
Joo_ 1 gt Jj _ _.m J-
by v ) = @ Gmt1 Vg g bovy = —4" @V, - (4.9)
Ainsi
* 0 JT 7 _  mtl+l §T
ay Um,l =d4dmd Umfl,lfl ) a_ vm,l =9 Um,l ’
o7 _ i x . j  _ _.m it
by Vot = 4 Gm Vg g b= Uy = =4 Q1 Vg1 - (4.10)
De plus, nous avons
aay =q ara_, boby=q¢bib_, byay =qayby, b_a_=qa_b_,
atar =q¢*ara’, a‘a_=a_a*, a*by =qbra®, a*b_=qb_a",
ata_ =q*a_ai, b by =0bib", b ay =qarb*, a_by=qbia_. (4.11)
Notons par exemple que
.3 _ 2 2 3 * i 2 2 . j
A0y Uy 1 = Al Vings G404 Vi1 = 19041 U g
« 7 _ 21 2 7 * Jj o 20 2 J
b+b+ Ut =4 I9m V1> b+b+ Ut =4 9m+1Ym 15

donc on appliquant vfn ;» on obtient la premiére relation (et de fagon similaire, les autres)

a*ay —qtasa’ + ¢ (biby —bybt) =1-¢°, (4.12)
aral +a—a’ +by bl +b_b" =1, (4.13)
a*ar+ata_ +q* (biby +b7b) =1, (4.14)
a*a_ —q?a_at + @b b — @b b* =0, (4.15)
arat +b* by =0, atay +¢?b by =0, (4.16)
a_a’ + b b_ =0, ata_+¢*bib_ =0, (4.17)
bybl — bl by +b_b" —b*b_ =0, (4.18)
qgayb_ —b_ay +qa_by —byra_ =0. (4.19)

Et deux autres :
Remarquons que nous pouvons aussi utiliser deux autres *-représentations m+ de A sur £2(N),
définies sur la base orthonormale { &, : n € N} de ¢*(N) par

74(a) En = Qntl Entl, w1 (b) ey, i =1q"ep . (4.20)
Ces représentations sont irréducibles mais non fidéles puisque 74 (b — b*) = 0.

L’opérateur de Dirac :
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Il est choisi de la méme maniére que dans le cas de la sphére classique de dimension 3 :

. 2j+3 0y .
. .3 .
ce qui signifie, avec notre convention, que Dvinl = (sﬁri 2342) vfnl. Notons que cet opérateur est
2

inversible (et donc D = D, Py = 0). De plus, il est asymptotiquement diagonal et
les valeurs propres 2j + % pour j € %N, ont une multiplicité (25 + 1)(25 + 2),
les valeurs propres —(2j + %) pour j € %N*, ont une multiplicité 25(2j + 1).
Cet opérateur de Dirac posséde exactement le méme spectre que 'opérateur de Dirac classique
sur la sphére de dimension 3 [4,80] avec un trou autour de 0.
Soit D = F|D| la décomposition polaire de D, ainsi

. di 0y . :
Dl = (" ) linn),  dj =2+ 3, (4.22)
Fljun) = (5 5) linn), (4.23)

et il résulte de (4.7) et (4.23) que

F commute avec a, by. (4.24)

L’opérateur de réalité :
Cet opérateur antilinéaire J est défini sur la base de H par

J |]7 w,n, T> = i2(2j+u+n) |]7 —H, =N, T>a J |]7 1, 1, »L> = i2(2j_u_n) |]’ —H, =N, l«) (425)
et donc vérifie

Jl=—J=J"et DJ = JD,

il _ 2(mAD)—-1, 51 gl =2(m+D)+1, gl
Jug, =1 Vo —m,2j+1—1> Jug =1 V25 —m,2j—1—1

On note B la sous-algébre de B(H) générée par les opérateurs dans 6*((A)) pour tout k € N,
WUY(A) lalgebre générée par 6% (m(A)) et 6*([D,m(A)]) pour tout k € N,
X la sous-algebre de B(H) algébriquement générée par I’ensemble {ay, by }.
Remarquons que \118(A) est une sous-algébre de WY(A) (espace des opérateurs pseudodiffé-
rentiels d’ordre inférieur ou égal a zero).

L’application de Hopf
Pour les calculs explicites de résidus nous avons besoin d’'un *-homomorphisme r : X —
74 (A)®@7_(A) défini par le produit tensoriel des algébres de Hopf des représentations w4 et 7_:

r(ay) = m(a) @ m(a), r(a-) = —qmy(b) @ m_(b%),
r(by) == —my(a) @ m_(b), r(b_) = —m4(b) @ m_(a®). (4.26)

En fait, A est une *-algébre de Hopf sous le coproduit A(a) := a®a—qb@b*, A(b) := a@b+bRa*.
Ces homomorphismes apparaissent dans [153| avec la traduction « < a*, v <> —b. En particulier,
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U:= (f:]b* Z*) est le générateur canonique du K1 (A)-groupe (Aa, Ab) = (a, b)® U ot le dernier

® correspond au produit matriciel des composantes tensorielles.

La graduation :

D’aprés le décalage j — j* apparaissant dans (4.9), (4.10), on obtient une Z-graduation sur
X définie par le degré +1 sur ay,by,a_*b_* et —1sura_,b_,a * b, ".

Tout opérateur T' € X peut se décomposer de fagon unique comme 7= 3" jeJcr T; ou T} est
homogeéne de degré j.

Pour T' € X, T° designera la partie de degré 0 de T" pour cette graduation et par un abus de
notation nous écrivons r(7")° au lieu de r(7°).

L’application symbole:
Nous utilisons aussi le morphisme o: m4(A) — C°°(S!) défini pour z € S' sur les générateurs
par

o(mi(a))(2) =2, o(rx(a"))(z) =2, o(ms(b))(2) =o(m+(b"))(2) :=0.

L’application (¢®c)or est définie sur X (et aussi sur B) avec des valeurs dans C*(S1)@C>(S1).

On pose
dT .= [D,T] et 6(T) := [|D|, T].

Lemme 4.3.2. ay, b1 sont des opérateurs bornés sur 'H tels que p € N,
(i) 6(ay) = tayr, O(by)= +by,
(i1) 0%(x(a) = ay + (~1)Pa_, (x(b) = by + (—1)%_,
(iii) d(a%) = £pal, O(bh) = £pbh.

Démonstration. (i) Par définition, at [jun) = (4 Bi) |jEputnT) ot les nombres ay et [Bi

dépendent de j, u, n et g, donc d’aprés (4.22)

. d. e 0 . d.1+)o 0 .
as)lipm) = (G D) = (00 D) )

+ 0 4 .
(0™ pp) 70T n™) = Fax [jun)

et des arguments similaires sont vrais pour b..
(i) et (zit) sont des conséquences directes de (i) et de la définition de 7. O

Remarque 4.3.3. D’aprés le Lemme 4.3.2, nous voyons que, modulo OP~%°, X est égal a B et
en particulier contient w(A).
En utilisant (4.24), on obtient B C W)(A) C algébre générée par B et BF.

Notons que malgré la derniére inclusion, F' n’est a priori pas dans W)(A).

4.3.2 Les intégrales non commutatives

Rappelons que pour tout opérateur pseudodifférentiel T, {1 := Reg ¢E(s) ou ¢L(s) =
s=
Te(T|D| ).
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Théoréme 4.3.4. Le spectre de dimension (sans la structure de réalité donnée par J) du triplet
spectral (A(SUq(2)), H, D) est simple et égal a {1,2,3}.
De plus, les résidus correspondant pour T € B sont

][T\D|_3 =2(n ®7)(r(T)°),

][T\D\Z =2(n@mn+mnen)(rT)°),
][T|D|_1 = (2o - inen)(r (1)),
][FTD\3 =0,

][FTD\—2 =0,

][FTD\_l = (n&n —n®mn)(rT)°),

ou les fonctionnelles g, 1 sont définies pour x € w4 (A) by

271— .
70(x) := lim (TrNx —(N+1) 7'1(56)), T1(x) = 217r/0 U(x)(eze)de,

N—oo

avec Try o = ZnN:()(sn,a:sn}.

Démonstration. Consequence de [138, Théoréme 4.1 et (4.3)]. O

Remarque 4.3.5. Puisque F' n’est pas dans B, les équations du Théoréme 4.3.4 ne sont pas
valides pour tout T € WH(A).

Mais lorsque T € W3(A), fT|D|™% = 0 pour k ¢ {1,2,3} puisque le spectre de dimension est
{1,2,31 [138].

Dans [138], les fonctionnelles suivantes ont été définies :

Tg(x) = ]\}iinooTrNx — (N +3) 11 (z), Tol(x) = ]\}iirlerNx — (N + 3) mi(z).

Nous avons alors :

1 1
TQT:TO_iTlv TéL:TO+§Tl-

Notons que 7y est une trace sur mi(A) telle que 71(1) = 1 et 7 (74 (aa*)) = &= fo% 1do = 1,

tandis que 79 ne 'est pas puisque 79(1) = 0 et

o0

70 (s (aa*)) = A}iinOOZ(l — ") = (N+1) = 25, (4.27)

n=0

donc, en vertu du décalage, ’échange a < a* donne

T0 (7T:|: (a*a)) =¢n (Wi(aa*)). (4.28)
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4.3.3 Le tadpole
Lemme 4.3.6. Pour SU,(2), U'hypothése d’absence de tadpole (voir [37]) nest pas satisfaite.

Démonstration. Par exemple, un calcul explicite donne {7 (b)[D, n(b*)|D~! = ﬁ

Soit z,y € m(A). Puisque [F, z] = 0, nous avons

Faip.ip = fas)iDI = 7 (r(w5(0)°)

ot 7 =27®7 —in®mn.

D’apres le Lemme 4.3.2, 7(b)8 (m(b*)) = (b4 +b—) ((b=)* — (b+)*) = —byby " +b_b_*+brb_*—
b_b,*. Puisque seuls les deux premiers termes ont un degré 0, on obtient, en utilisant les formules
du Théoréme 4.3.4

7 (r(=byb*)) = =7’ (74 (aa™) @ T_(bb"))
= =279 (71 (aa®)) 70 (m_(bb*)) + 371 (74 (aa®)) 7y (w_ (bb*))

et 7'1( (bb* ) = 0. De fagon similaire, en utilisant (4.28)
7 (r(b_b_*)) = 279 (74 (bb*)) 10 (7_(a*a)) = 2¢*70 (7—(aa™)) 7o (w4 (bb%).
Puisque 7o (74 (bb*)) = Tr (74 (bb*)) = 300 1 ¢*" = ﬁ et (4.27),

][ﬂ'(b) [D77r(b*)]pil - 21—1(12 1—1q2 + 2q2 1:;2 1—1q2 = 1—2(12 . D

En particulier I'appariement du cocycle cyclique du tadpole ¢ avec le générateur du K-
groupe est non trivial :

Remarque 4.3.7. Autres exemples (avec l’abus de notation indentifiant x et w(x)) :

(m ®@7i)r(ad(a*)®) = -1, (1 @ 11)r(a*é(a)°) =
(10 ®7’0)r(a5(a*)°) = q2171 , (to®m0)T ( O) 2 =1
fumiprt o, ]l o)1 =0,
Foowyit =2 frampit =2
En particulier, N¢1 ne s’annule pas sur les 1-formes puisque fN¢1 ada* = N¢y(a,a*) = —1.

Soit U le générateur canonique du K1 (A)-groupe, U = ( gb* Z*) agissant sur H ® C2. Alors
pour Ay := Zi,l:l w(Uky) dn(U*gy), en utilisant la remarque précédente, f¢1 Ay = —2 [138, page
391]. Avec P := (1 + F),

n(U.07) =23 Uad@) PP = Ut PIDI? + 3 f v Ui PIDI
l

satisfait ¢ (U, U*) =23, f Uud(Uy) P|D| ™" = Jo, Au-
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4.4 Opérateur de réalité action spectrale sur SU,(2)

4.4.1 Action spectrale en dimension 3 avec [F, A] € OP~>

Soit (A, H,D) un triplet spectral réel de dimension 3. Supposons que [F, A] € OP~°, ou
F := D|D|™! (on suppose D inversible). Soit A une 1-forme auto-adjointe, A est donc de la
forme A =3, a;db; ot a;, b; € A.
Ainsi, A ~ AF mod OP~ ou A := ), a;0(b;) est la §-1-forme associée & A. Notons que A
et F' commutent modulo OP~*°.
On définit :
Dy :=Dy + Py, P, laprojection sur Ker Dy,
Dy:i=D+A, A:=A+JAJ L

Théoréme 4.4.1. Les coefficients de ’action spectrale compléte (avec opérateur de réalité) sur
tout triplet spectral réel (A, H,D) de dimension 3 tel que [F, Al € OP~> sont :

W fioat =i
i) f1oa = f o -afap
0 ][ |Da|7t = ][ D7t — 2][A|D|_2 + 2][A2|D|‘3 + 2][AJAJ_1D\_3.

(1v) ¢p,(0) =(p(0) — 2][A|D|1 +][A(A + JATH|D| 2 +][5(A)(A +JAJ Y D3

- g][A3\D\—3 — 2][A2JAJ—11D1—3.

Démonstration. (i) On applique la Proposition 1.3.9.

(ii) D’aprés le Lemme 1.3.10, nous avons f | Dy|~2 = f|D|"2—f(AD+DA+A?)|D|~*. D’apres
la propriété de trace de l'intégrale non commutative et le fait que 1&2]@\*4 est & trace, on a
f|Da|™2 = §|D|2 = 2f AD|D|* = §|D|~2 — 4§ AD|D|~*. Puisque AD ~ A|D| mod OP~,
on obtient le résultat.

(7i7) D’apres le Lemme 1.3.10 (ii),

][]DMI :][|Dyl - ;][(AD+DA+&2)\D\3 + g][(AD+DA+A2)2|D|5.
En suivant les arguments du (iz), on obtient
][(:&D + DA+ A?)|D| P = 4][A\D\_2 + 2][A2|D|_3 + 2][AJAJ_1|D|_3,
][(AD + DA+ A*?D| % = 8][A2|D|_3 + 8][AJAJ—lyDy—3,

et le résultat suit.

(iv) Drapres (1.11), (p, (0) = 323, C f(AD1)i.
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De plus, f AD™! = 2f A|D|~! et f(AD™1)2 = 2f(A|D|")2 +2f A|D|~' JAJ|D|~!. Puisque
§(A) € OPY on peut vérifier que f(A|D|71)? = f A% D|72 + f§(A)A|D| =3 et, avec le méme
argument, {f A|D|" ' JAJ L D|~t = f ATATYD| 2 + f §(A)JAJT L |D|~3. Ainsi,

][(A'D—I)Z _ 2][A(A + AT YD + 2][6(A)(A +JAT Y DI, (4.29)
Le troisieme terme a calculer est
][(&0—1)3 = 2][(A|D|—1)3 - 4][(A|D|_1)2JAJ_1\D|_1 + 2][A]D]_UAJ_1|D|_1A]D]_1.
Tout opérateur dans OP~4 étant a trace,
][(A'D—l)?) = 2][A3|D|‘3 + 4][A2JAJ‘1|D|‘3 + 2][AJAJ‘1A|D]_3. (4.30)

Puisque f AJAJ L A|D|=3 = f A2JAJ 1| D|=3 d’aprés la propriété de trace et le fait que d(A) €
OPY, le résultat est une conséquence de (4.29) et (4.30). O

Corollaire 4.4.2. Pour l’action spectrale de A sans l'opérateur de réalité (i.e. Dy =D + A),

fuar2=fuw*—2fAMWﬁ
(fWM1=fﬁﬂljfmm2+fAmwi

0, (0) = o(0) — f A+ 5 f 2012+ L f s A1)~ f 4Dl

4.4.2 Action spectrale sur SU,(2) : résultat principal

Sur SU,4(2), puisque F' commute avec at et by, le Théoréme 4.4.1 peut étre utilisé pour le
calcul de ’action spectrale.
Voici le résultat principal de cette section :

Théoréme 4.4.3. Dans 'action spectrale compléte (1.6) (avec opérateur de réalité) de SU4(2)
pour une I-forme A et A sa §-1-forme associée, les coefficients sont :

][|DA‘3 = 27
Fipar2 =1 fapi,
][um—1 =—1+ 2(][A2|Dy—3 —][AD‘Q) + ]][A|D|—3

c,(0) = —2f apt o+ f 0172 -3 f )

+][A\D|—3(;][A|D|—2 —][A2|D|_3) + ;fA|D|—3][A|D|—2.

Afin de prouver ce théoréme, nous allons utiliser une décomposition des 1-formes dans la base
de Poincaré—Birkhoff-Witt de A avec une extension des représentations vues précédemment aux
opérateurs du type TJT'J ' ot T et T’ sont dans X.

2
)
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4.4.3 Composantes équilibrées et base de Poincaré—Birkhoff-Witt de A

Notre objectif est de calculer les intégrales en terme de A et de montrer quelles sont les
fonctions de symétries sur A qui apparaissent naturellement dans ces calculs.

On introduit donc ces fonctions :

Soit A =Y, w(z')dn(y') sur SU,(2 ) une 1- forme et A la ¢-1-forme associée. Les 7’ et y sont
dans A et tels que (de fagon unlque) zt=) xemtety’ =3 4 yﬁmﬁ ol m® := a®1b*2h**3 est le
mondme canonique de A avec o, § € ZxNxN base sur une base de type Pomcare Birkhoff-Witt

de A.

Remarque 4.4.4. Toute I-forme A = Y, m(z")dr(y’) on SU,(2) est characterisée par une
matrice o coefficients complexes AP = > by y% ot o, B € Z x N x N. Cette matrice est telle que

A= AS Mg

ou Mg = m(m®)§ (m(m?)).
Dans ce qui suit, nous notons - B
A= A7 Mg
donc pour tout p € N, f A|D|™P = { A|D|-»

Cette présentation des 1-formes n’est pas unique modulo OP~%° puisque, comme nous le
verrons, F' = ) . x;dy; ot x;,y; € A, et donc pour tout générateur z, [F,z| = > z;d(y;z) —
ziyidz — za;dy; = 0 mod OP~°°. Nous ne savons pas cependant si elle est unique lorsque la
partie OP~°° est prise en compte.

Les d-1-formes Mg sont dites canonigues. Tout produit de n 6-1-formes canoniques ol n €

(A™)3 M§ ot & =
n—1)

= AL Aﬁ( Vet

aln—1)

N*, est appelé 6"-1-forme canonique. Ainsi, si A est une é-1-forme, A"
(,of - a0 3= (3,0, - ,80M D) sont dans Z" x N* x N*, (A")

Mg‘ est la 9"-1-forme égale a Mg - - Mg‘((: 11))

QI Il

Définition 4.4.5. Une §"-1-forme est a-équilibrée si elle est de la forme

(n=1) _ (n—1)
a®§(a™)---a 5(ah

ou > i, 0 al + ﬂl =0. i
Pour toute 6-1-forme A, la partie a-équilibrée de A™ est notée Ba(A”)g.

Remarquons que

3 00
B, (A)g = Aglﬁloo Oa1481,0 Oaz+as+B2+83,0-

Définition 4.4.6. Une §™-1-forme canonique est équilibrée si elle est de la forme
ma5(mﬁ) .. ma(n_1)5(mﬂ(n_1))

ot 3 i 0a1 +ﬂ1 =0et 355 0042 +ﬁ21)—210 (1+ﬁ3~ _
Pour toute d-1-forme A, les composantes équilibrées de A™ sont notées B (A")g
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Remarquons que )
B(A)g = Aﬁlﬁﬁg 5@1-%-61,0 5042+52,Oé3+ﬁ3'

—frazas
Comme nous le verrons, une contribution au coefficient d’ordre k£ dans l'action spectrale n’est
apportée que par une 1-forme A telle que A* soit équilibrée (et méme a-équilibrée dans le cas
k=1).
Remarquons aussi que si A est équilibrée, alors A¥ pour k& > 1 est équilibrée, alors que la
réciproque est fausse.

4.4.4 L’opérateur de réalité J sur SU,(2)

Posons pour tous n,p € N|

qn::\/m, q—n :=0sin>0,

C_qu,p = qn+1" " Antp, q’;L‘L,p =qn " dn—(p-1)>

avec la convention qJL’O = quz,O := 1. Ainsi,
mi(af) en = quL,p En+p Wi(a*p) En = qub,p En—p,
w1 (P) e, = (£¢")P &n, 71 (b*P) e, = (£¢")? en,

oueg:=0sik<0.
Le signe de x € R est noté 7,. Par convention, a; := a, a+; 1= a+ si j > 0 et a; := a”,
a4 j := a} si j < 0. Avec les conventions

Ta : Ta .
Qnp = quz,p siar >0, gnp = q}%p siap <0, et qIL?p =1,

Ta
nous avons pour tout oy € Z et p < g, 71 (ah,) en = gnp Entia, p-
L’opérateur de réalité J est

J“ﬂ,z = i2(m+l)_l”é}—m,2j+1—l ) Jvﬁ,l = Z'_Q(mﬂ)ﬂv‘;gl'—m,zj—l_l )
et les opérateurs
a4 1= JaiJ_l, /b\i = JbiJ_l
satisfont
ay U,jn,l = —qojp1-m (P9 qgj,l) ”Z;,w a- Ui@,l =g (q2j+§_lq2j0—l )”3;—1,1—17
3+ Ufn,l = q2j+1-m (q2j§17;2j7017l) vf}:m ) b ”fﬁ,l =g (q%gl*f;zj_ol_l) Uf;—l,z :

Ainsi, les opérateurs conjugués se comportent différemment sur les parties haute et basse de
I’'espace de Hilbert. La différence vient du fait que I'indice [ n’est pas traité de la méme maniére
par J sur les parties haute et basse. R B R

On note X l'algébre générée par {ax,by }, X l'algébre générée par {ax,by,as,by } et on
note H' := ¢?(N) ® ¢2(Z). On construit deux *-représentations 74 de A :

La représentation 7, donne des opérateurs bornés sur ‘H’ alors que 7_ représente A dans

B(H' ® C?).
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La représentation 7, est définie sur les générateurs

~ ~ 27—
Ti(a)em ® €25 = @2j+1—m Em ® €241, T(b)em ® e = —q7 M emq1 ® €2j41

alors que 7_ est définie par :

T_(a)er ®@egj ®er| = —qojt141-161 @ €241 D €7,

25411

T_(b)er ®egj @ep) == —¢q €141 ®E2+1 D ey,

ol €1 est la base canonique de C? et le + dans + correspond & T dans T].
On pose x5 égal a x si le signe de 3 est positif et égal 2* dans le cas négatif. On a

~ T
T (ap)’ em @ €25 = Qo] p Em @ E2jbnap »
~ T
T_(aglfer®@ezj @er) = (1) oy €1 @ E2jtnep @ €T
74 (bg)" em ® €95 = (—1)° g% Em+ngp @ E2j+ngp »
~ 2j+1—1
T_(bp) a1 @ ez @ery = (=17 ¢ P epp @ eajiyp @ ey -
Les représentations 74+ contiennent I'information de décalage, contrairement aux représenta-

tions 7. De plus, 74 (b) # 7+ (b%) alors que 7 (b) = m+(b").
Les opérateurs a., bi sont représentés sur H' ® H' ® C? :

ay — 71(a) ® T_(a), A — —q7(b") @ T (b"),
by —— —7,(a) @ 7_(b), b — —7, (b") @ 7_(a"). (4.31)

On définit 'extension suivante sur B(H’) de 74 et sur B(H' ® C?) de 7_ par

m(a) =)@V, 7, (0):=mi(b)@V (V est le shift de (*(Z)),
7 (a)=7m_(a) @V @1y, 7 (b):=7_(b)®@V ® 1.

Nous pouvons ainsi définir un morphisme canonique d’algébre p de X dans l'algebre des opéra-
teurs bornés sur H' ® H' ® C?. Ce morphisme est défini sur les générateurs { a, bi } de X par
la correspondance précédente et sur { ay, by } par (voir (4.26)) :

0 Ty(a) ® 7 (a), 0 — —qr, () O 1),
by «— —7 (a) @ 7_(b), b —— =7 (b") @ 7_(a"). (4.32)

On note S la surjection canonique de H' ® H' ® C2 sur ‘H. Cette surjection est associée a la
restriction sur les paramétres m, 7,1, . En particulier, 'indice j’ associé¢ au deuxiéme ¢?(N) dans
H' @H' ®C? est posé égal & j. Tout vecteur dans H’ ® H' ® C? ne satisfaisant pas ces restrictions
est envoyé vers 0 dans H.

Soit I I'injection canonique de H dans H’' ® H' ® C? (I'indice j est doublé). Ainsi, Sp(-)I est
l'identité sur X.

Dans le calcul de résidus de C%, nous pouvons ainsi remplacer 'opérateur 7" par Sp(T)1.
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Nous étendons 7y sur 7/, (A)7+(A) : pour z,y € A, on pose

Ten (T (@07 (1) = 3 (em @ e, 7 (@F 4 () em G ),

M= 1M

Tr;\, (7" (z)7_(y)) (1 @en-—1®@er, T (2)T-(y) e @en-1 @ ey),

N
Il
o

NE

Trk, (7L (2)7-(y)) =) (a®enp1®ep, 7 (2)T_(y)e1®en+1 Q).

N
I
o

Un calcul sur les monémes de A montre que Tr%\, (7 (z)7_(y)) = Tr}v (7"_(z)7_(y)). On notera
Try (7 (2)7—(y)) cette fonctionnelle.

Lemme 4.4.7. Soient x,y € A. Alors,
(i) To(m (2)7+(y)) := limn—oo Un existe ot

Uy = Try (7h(2)7+(y)) — (N + D71 (72 (@) 71 (72 (y))-
(it) Un = 7o(l (2)7+(y)) + O(NF) pour tout k > 0.

Démonstration. (i) On peut supposer que x et y sont des mondmes, puisque le résultat suivra par
linéarité. On donnera une preuve dans le cas de la représentation 7., le cas m_ étant similaire.
Nous avons 71 (y) = (Tyas,)/? (740)% (740*)%. Un calcul donne

(_1)52+ﬁ3 (2j—m)(B2+03)

T (y) em @ €95 = q2] m,|B1| Em—Bs+B2 @ €2j—B3+P2+51

et avec la notation taj ., = (em @ €25, T4 (@)T+(yY) m @ €25) et Thj = 2727{:0 t2j,m, on obtient

bojm = (—1)02+Ps g2i=m)(Bat5s) q;fl i an a4 s s
X 5—a3+a2+ﬂ1,0
— (=1)1 gZi=m)(BartPs)+(m—aa)(az-+as) q;flqu; o e B+ B0 Ba—ars 510
=: fa,8 g thim = fa,8 " t9;2j—m
ou
i = a0 A (4.33)
By = O ) e (4.34)
avec A := (B2 + 83 > 0 et Kk := ag + a3 > 0. Nous allons maintenant montrer que si A # x,
alors (15;) est une suite convergente. Supposons k > A. On pose Uéj Z tQJ - Puisque les

termes t2j m sont positifs et t/Qj flm 2 tQJ m pour tout j,m, UQJ est une suite réelle croissante.
L’estimation

A)
U2J<qu1£ S qK‘>\<OO
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prouve alors que Uéj est une suite convergente. Avec Tp; = fa 3 g¥ Uéj, nous obtenons le résultat.

Supposons maintenant que A > . On pose Ué/j = Z t2j m- Puisque les termes t2] m, sont
positifs et t2j+1 m = t’2’j’m pour tout j, m, Ué’J est une suite reelle croissante. L’estimation

(A—k) 1
2]— Zq S 17(1)\—& <m

prouve alors que Ué’] est une suite convergente. Avec Th; = fo 3 qHr UQJ, Nnous avons encore une
fois le résultat. De plus, si A et x sont non nuls, la limite de (75;) est nulle et plus précisément,

To; = O(¢¥*) si k> A\ >0, (4.35)

To; = O(q% ) si A > K > 0. (4.36)

Supposons maintenant que A = £ # 0. Dans ce cas, (T3;) converge rapidement vers zero. En

effet, fixons ¢ < ¢ < 1. Nous avons ¢~ %* Ty = Zfizo Cmd2j—m = ¢ * d(2j) ot on a noté
Ta T .

cm = fap(q/e)’q mlah‘al‘ et dpm = (q/e) g ﬁlm - Puisque Y mCm €t > dy sont absolu-

ment convergentes, leur produit de Cauchy 22]- e~ P T p; converge. En particulier, nous avons
lim; o g=20A T5; =0, et
T; = O, (4:37)
Finalement, T5; a une limite finie dans tous les cas sauf éventuellement lorsque A = x = 0, ce
qui est le cas lorsque ap = ap = a3 = 1 = B = 33 = 0. Dans ce cas, t2;, = 1.
Un calcul direct implique 71 (Wi (x)) ol (Wi(y)) = 01,0 081,0 02,0 085,0 03,0 05,0 Ainsi,

Usj = Taj — (25 + 1)8a1,0 05,,0 605,0 662,0 Vaxs,0 85,0

a toujours une limite finie quand j — oc.

(7i) Le résultat est clair si A = k = 0 (dans ce cas Uy = 19 = 0). Supposons que A ou k soient
non nuls. Dans ce cas Upj = Th;. D’aprés (4.36), (4.35) et (4.37), nous voyons que si A > k > 0
our >A>0ouk =\ (Ty) converge vers 0 avec un taux dans O(e¥%) ot @ >0 et ¢ < e < 1.
Ainsi, il reste a vérifier les cas (k > 0,\ = 0) et (k = 0, A > 0). Dans le premier cas, on obtient

a partir de (4.33), Uzj = fa Zm 0d™ q;] B Si 31 =0, c’est fini.
Supposons (31 > 0. Nous avons q;jim o = > o lp @' IPhZi=m) ot p = (p1,--+ ,pg,) et
l, = (—1)|p|1 (%), rp i= 2p1 + -+ 2P1pg, . Ainsi, en coupant la somme en deux, on obtient, en

notant Loj := fo 3 2727{:0 qm"

2j
4|pl17 _o(25+1)k—2|p| ; _
Usj = Loj = fap Y, bpa" "+ fas D, lpd™q" Py gm2i),

Ipli>K/2 0#£|pl1<k/2 m=0

Puisque ZO#IPhSH/Q lpq'™ gl Zfﬁ:o ¢ (5=2IP1) egt dans Oj—(jg"), nous avons, modulo une
suite rapidement décroissante,

4|pl15 _g(25+1)r—2|ply 2k7

Tp 4 q . K,

Uzj — Loj ~ fap E lpq'™ g7l =: fa,3q"7 Vaj
Ipli>k/2
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avec

2j
o rp 1—qlPl1—r)(25+1) T 2|p|l1—K)m
Vaj= Y. ba" mme— = >0 ) ba g

Ipl1>r/2 Ipl1>r/2 m=0

La famille vy, , == (I, ¢ q(2|p‘1_"‘)m)(p,m)€], o I = {(p,m) € Nt x N : |p|;y > k/2} est
(absolument) sommable. En effet |vy, ,| < |lp|q"? ¢" donc |vy, p| est sommable en tant que produit
de deux fammilles sommables. Par conséquent, lim;_.o, Vo, existe et est finie, ce qui prouve que
(q*9V3;), et donc (Usa; — Laj) converge rapidement vers 0.

Supposons maintenant que 3; < 0. Dans ce cas,

Tﬁ1 _ 1 _ 1
Dj—m,)B1] = 2j—m 81| = 92j—(m+|51)),|5]

et d’aprés (4.33), on obtient

2j 2j+61|
o mrk T _ —1B1|k mk T
Usj = fap D 4" Dy qmaipipion = fan @ D " Gy
m=0 m=|p1]

donc les mémes arguments s’appliquent, la sommation sur m étant simplement décalée de |3].
La méme preuve peut s’appliquer dans les cas (k = 0, A > 0). Cette fois, on utilise (4.34) au
lieu de (4.33) et le remplacement de k par A et de 81 par a;. ]

Remarque 4.4.8. Contrairement o ['ancienne fonctionnelle 1y, la nouvelle fonctionnelle
contient l'information de décalage. En particulier, elle filtre les parties de degré non nul.

SiTeXX,pT) € ny(A)7p(A) @r_(A)F_(A).
On définit 7 sur 7/, (A)7L(A) :

71 (7 ()T (y)) = 71 (72 (2)) 71 (72 () -
Dans la suite, le symbole ~. signifie égal modulo une fonction entiére.

Théoréme 4.4.9. Soit T € XX. Alors

(i) B(s) ~e2(n@m) (P(T)) (s —2) + 2 @1 + 71 ®@70) (A(T)) ¢(s — 1)
+2(ro @79 — 311 @ 71) (B(T)) ¢(s),

(id) ][T|D|_3 =2(r @ 71)(p(T)),
(4id) ][T\D\z =2(n®mn+7n ) (P(T)),

(iv) ][T|D|_1 —Amem - inemn) (FT)).

Démonstration. (i) Comme T € XX , p(T') est une combinaison linéaire de termes du type
' ()T (y) @ ©_(2)7_(t), ou z,y, 2t € A. Un tel terme est noté T} ® T_. Les combinaisons
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linéaires sont implicites. Avec la notation T, ... op i (Ee; @+ ® €cpr L€ @+ ® Ecp>,

co 25 2j+1 ) )
1 _ 1 _ - _
B(s) =32 30 3 (() SADI (N 2+ (L) S ()
)=0m=0 =
0o 2§ 2j+1 oo 2§ 2j-1
=)D A Dmajrir di+ D> D> A Mmojidy®
2j=0m=0 [=0 2j=1m=0 [=0

= (Trgy(T) Trhy ) (T) + Trajua(Ty) Tryy(T-)) d;.
2j—0

D’aprés le Lemme 4.4.7 (ii), pour tout k > 0,
Tryj (1) = (25 + 3)m(Te) + 70(T%) — 371(Tx) + O((25) "),
Trgj1(T) = (25 + 3)m(Te) + 70(T%) + 37 (1) + O((2) 7).

Le résultat est alors une conséquence du fait que la différence entre la fonction zéta de Hurwitz
((s,3) et la fonction zéta de Riemann ((s) est entiére.
(4,131, 1v) sont des conséquence directes de (7). O

4.4.5 L’algébre C>(SU,(2))

Dans [31,138|, 'algebre C*°(SU,(2) est définie & partir de la structure de C'OO(Dgi) dans la
C*-algébre générée par A, du morphisme p et de I'application A (la compression qui donne un
opérateur sur H & partir d’un opérateur sur [?(N) ® I2(N) ® [?(Z) ® C?). Le point important est
qu’avec [31, Lemme 2, p. 69|, cette algébre est stable par calcul holomorphe. En posant p := poc
et A(+) := S(-)I, le méme lemme (avec les mémes notations) peut s’appliquer a notre cadre, avec
c:=m(z) — m(x) et

C:=C™(D2) ® C®(S") ® C*(DZ) @ C*(S") ® M3(C)

comme algebre stable par calcul holomorphe contenant 'image de p. Ici, nous utilisons des suites
de Schwartz afin de définir les structures lisses. Nous obtenons finalement C*(SU,(2)) avec une
structure réelle en tant que sous-algébre stable par calcul holomorphe de la C*-algébre générée

par 7(A) U Jr(A)J ! et contenant m(A) U Jr(A)J L.

Corollaire 4.4.10. Le spectre de dimension du triplet spectral réel (C°°(SU4(2)),H,D) est
simple et est donné par {1,2,3}. Sa KO-dimension est 3.

Démonstration. Puisque F' commute avec m(.A), les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 (sans
la structure réelle) sont exactement (modulo OP~°) les opérateurs dans B + BEF. D’aprés le
Théoréme 4.3.4 nous voyons que le spectre de dimension de SUy(2) sans prendre en compte
Iopérateur de réalité est {1,2,3}, autrement dit, les poles éventuels de (% : s +— Tr(bEF®|D|~*)
(avece € {0,1}, b € B) sont dans { 1,2,3 }. Le Théoréme 4.4.9 (i) montre que les poles éventuels
sont toujours dans { 1, 2,3 } si nous prenons en compte la structure réelle de SU,(2), c’est-a-dire,
lorsque B est étendue a BJBJ L. En effet, tout élément de BJBJ ! est dans X X et il est clair
d’aprés la preuve précédente qu’ajouter F' dans la fonction zéta précédente n’ajoute pas de pole
a{1,2,3}.

Les arguments précédents s’étendent de 1’algébre polynomiale A(SU,(2)) & la pré-C*-algébre
C>®(SU4(2)). O
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4.4.6 Intégrales non commutatives avec opérateur de réalité et 1-formes sur

SU,(2)

Le but de cette section est d’obtenir la suppression de J :

Théoréme 4.4.11. Soient A et B deux §-1-formes. Alors

() 18571 =4 f Ao Bio

ii AJBJ YD|?2 =14 AD|72 4 B|D|=3 + 1 4 AD|73 4 B|D|2,
2 2
(4id) ][A?JBJ—1|D|—3 = ;][A2|D|—3][B|D|3,

(iv) ][5(A)A]D]3 _ ][5(A)JAJ1\D\3 0.

Nous rassemblons ici les principales notations qui serons utilisées dans les lemmes techniques
qui vont suivre.

Pour toute paire (k,p) € N3 x N3 tel que k; < |oy|, pi < |3i], ot a, 3 € Z x N x N, on définit

Ok = 90) (1) ey (22) (B2 (511 sy () () (1) bos s g,

hip = a1+ a2 — ag — 2(na, k1 + k2 — k3) + g(p) ,

g(p) == P1 + B2 — B3 — 2(ng,p1 + p2 — p3),

Thp = k1 + D1+ 0h, + )

Ofp = kika — ks (k1 + ko) + ng, |kl + Ba(lkl1 + p1) — Pa(lkl1 + p1 + p2),

O p = (k3 +mg, D1 — p2 + p3) (k1 + ko + k3) — ka(k1 + k2) + (p1 + P2)(—p2 + p3) + Baps ,

k1 k2

xks D1 Py B3 plkli+Iph
a @ a P ag a’?a™ b )

lkp = Qg @

— g1 gtk2 gk P12 gps plkLHBl
Upp = gy @ % ag a2 a™ b .

ou
k; = |0£1;’ — kK, ]/9\1 = Wz| — Di;,

de sorte que 0 < ki < lai|, 0 < p; < |B;]. On pose k= (kljﬁ\g,/];?)).

Pour 81 € Z et j € N, on définit

N agn |
wi(Br,4) =D (67™(a,75,)7 = Gi0),

n=0

wg =201 q51(2a3+537ﬂ2) w1 (B1, a3 + B3).
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On pose :
gF = Ukl e 4 g 15, g g
k.p.n n+Tk —ﬂalliﬁ n— k3+77/31p1+p2 —P3,k2 n+ng, P1+p2—D3, kg ‘n+P2—P3,p1 fn—p3,p2 in,p3 ’
g = g R) e g 4 e do g
k,p,n e, —ﬂoqkl %y tntks+ng, P1—p2+ps.k2 Intng, p1—p2+p3,ks In—p2+ps,p1 1n+Pp3,p2 1n,p3

% (_1)\k|1+|p|1’
Tap = T k1 + kg — k3 + 15, p1 + D2 — D3,

T = Na k1 — ko + k3 +ng, D1 — p2 + 3.

7p
Ainsi, 74 (tgp)en = qkpn b, et m_(Upp)en = Bopnntry,-

Lemme 4.4.12. Nous avons

((Mﬂ Z On 20 Vk,p T+ (thp) ® m—(ukyp)
k,p

ot 'on somme sur ki, p; dans N tels que k; < ||, p; < |Bi| pourie€ {1,2,3}.
Démonstration. Puisque

T(m®) = (s +a)™ (by +b_)* (B} +5)°%

avec v 1= (‘zlll)q%/al (;cf) (zg)’

= Zkvk ¢ Ol ¢, 1= a‘f’loll_kl ]ilal by k2 phe b ks px ks
D’apres le Lemme 4.3.2 (4ii) nous voyons que (7 (mﬁ)) = >, wpdp ott on introduit :
wp = (1) 2y () (1) et dy = glp) alZi577 @ g 02772 072 iy P e s,
Par conséquent, (Mg‘)O = ka Sh(kp),0 9(P) vk wp ck,p ol
Chp = a’f;al a” b2 b2 B ks abl o aPt bR O b P b P (4.38)

Avec (4.38), on obtient r(cy ) = (—1)ktpitaztastfh+fs ghitp T (typ) ® m—(up ) ot

tk »= k1 bkl ko bkz «k3 bks Pl pP1 apz P2 ¢ *D3 bps
uk‘p — akl pr bkz ko bks 1;1 HPL pP2 o *P2 pP3 oP3
Une itération de ba; = ¢"a;b donne le résultat. ]

Lemme 4.4.13. Nous avons

(i) (11 @ 71) (T(ME‘)O) = 1 0a1,—B1 9a2,0 03,0 082,0 085,0 -

(i1) (11 @ 10 + 70 ® Tl)(r(Mg)o) = Oa1,~B1 Oas+B2,05+8s WG-
En particulier, si A est une §-1-forme,

][A|D|_3 =206 Aﬁlpglooo ;

][A\D\z — 2ug B(A)!

ol nous avons implicitement sommé sur tous les indices a, (3.
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Démonstration. Voir Appendice A. O

Avec les notations du Lemme 4.4.12; on peut vérifier que que pour & = (o, o/, - - - ,a(”*l)) et

B = (B’ﬂ/,"' aﬂ(n_l))v

r((M5)°) = Onye p0vr,p 7o (tr,p) © 7 (uk p) (4.39)
K,P

ot K = (k, k', k), P = (p,p/, -+ ,pn ) avec 0 < k) < o], 0 < p) < |87)],

LR, = T b pr = Tg(nn) ) URK,P = Uk pUk! p! *+ Up(n=1) pln=1)

UK,P 1= Vk,p U/,pf * " Up(n=1) pln=1) hicp = T p + g pr o Py pn)

On pose A; ::ai—ka;—l—"-—i-a,gn_l),Bi =0+ 06 4+ —l—ﬁn_l

_ + _ * + +
Dans le cas n = 2, on note TP = Thp T Ty € AR py = qk,’p n qkanrrkl /
Ainsi, nous avons 74 (tx.p)em = G p,, €, .+ et T_(uk.p)em = qx -
) +\VK,P) &m K,Pm “m+r}; —\YK,P)Em K,Pn m+rKP'

On introduit pour n = 2,

o0

N I+2nj '—Bi—ai-81 T8, Ta 4 TB’ )
Vg1,al,0 (1, 7) = ZO (q qn+51+a1+51,|61+a1+51|qn+51+a1,|ﬂl|qn+,61,|al|q 187 —d50),
n=

Vg = 2B, + (B2 — B3) (B, — B})] ¢¥P (@2 +es) 28 (aptas)

X Vg, ot 3 (a2 + B2 + az + B3) () + B1), A3 + Bs).
Lemme 4.4.14. Nous avons
(i) (m®@mn) (r(MgMg)°) = 818} 6a,,—By 64500450 08,,0085.0.
“) (Tl ® 70 + 70 ® Tl) ( (MSME/ ) ) = 5142-%-192 A3+B36A1 —-B Vga .
iit) (11 ®m7) (T(ME‘ME‘, Mﬂ/,) 0) = B1B318Y 64,,—B) 64,0 045,00B,,00B5,0-

ZU) (Tl ® Tl) (T(5(ME)M§’,)O) = _(al + ﬂl)ﬂllgl 5141,*31 5142,0 5143,0 632,0533,0'
v) En particulier, si A est une d-1-forme,

(
(
(
(
][ A2D = 28,8, Bo(4%)2,
][AQ\D\Q —2V8 B(a%),
][ ADIF = 28,83 Ba(4%)?
][ S(A)AD| 3 = ][ AS(A)D|? =
Démonstration. Voir Appendice B. O

Pour une §-1-forme A donnée, on dit que A est homogéne de degré en a égal a n € Z si elle
est combinaison linéaire de M g tels que oy + 1 = n. D’aprés le Lemme 4.4.14 (iv) on obtient,
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Corollaire 4.4.15. Soient A, A’ deuz §-1-formes, alors

feamy? = f 4oy

][A]D]_IA/|D|_1 :][AA/|D|_2 - n][AA/|D|_3, lorsque A’ homogéne de degré n.

Lemme 4.4.16. Nous avons
(i) (1 @71) p(MGIMG I ™) = B1B} oy~ 6y Oat,—pr 64200450 08500850 -
(it) (10 ® 71 + 71 ® 7o) p (M,(BIJME’ J ) - 5011,*51 Oa h 51 (ﬂlwﬂéa’ +B5+al+065,0 Ocun+B2,05-+03

+51w5/ ag+PB2+as+63,0 50/2+B27a5+ﬁd)
(iii) (T1®7’1) (MgMﬁ/JMﬁn ) ,31[31 a1+a17 81— /3/5 " 5//(5142()5143,0532 ()(53‘57

() (11 ® 11) (5(Mﬁ )JME/ J- ) - _(al + Bl)ﬁlﬁl ai,—f1 50/1, 4 02,0 043,0 0B,,00B5,0
(v) En particulier, si A et A’ sont des §-1-formes,

][ AJA T DI = 2(81 A% (B A 5100),
][ AJA D2 = 2(81 A7 000 (Wi B(A)D) + 2(81 A% ) (w§ B(A)S),
FARTAT DI = 205 27500 (5164 Bl 40,
][5(A)JAJ—1 =0.
Démonstration. Voir Appendice C. O

Lemme 4.4.17. Soient 3,3 € Z. Alors,

27 0o o)
; Te o 2 _ Ts 2 Tor 2
> (@105 5r)” = 1) = 2 (015" = 1) + > ((4,])50)" = 1)
m=0 m=0 m=0
Démonstration. Voir Appendice D. O

Démonstration du Théoréeme 4.4.11. Le résultat est une conséquence des Lemmes 4.4.13, 4.4.14
(v) et 4.4.16 (v). O

4.4.7 Démonstration du Théoréme 4.4.3 et corollaires

Lemme 4.4.18. Nous avons sur SUy(2),
(i) fID|7? =
(i) D7 =0.
(iii) DI =—3.
(iv) (p(0) =0.
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Démonstration. (iv) Par définition,

0o 2§ 2j+1

o(s) =Te(ID[7*) = > 3" > (. D0, ).

2j=0m=0 1=0

. d_’s .
Puisque |D _S”Zn,l = (é* di) vfwl ot dj :=2j + 1,
J
o0 o o
(o(s) =Y (21 + D2 +2)d 7+ > (27 +1)(25)d;* =2 (2 +1)(2)) d;*.
2j=0 2j=1 2j=0
Avec les égalités (25 +1)(27) = dJQ- —Tet ((s, ) = (25 = 1)¢(s) (ici {(s,7) ==Y en ﬁ est la
fonction zéta de Hurwitz et ((s) := ((s, 1) est la fonction zéta de Riemann) on obtient
(p(s) = 2(2°7% = 1)¢(s = 2) — 5(2° = 1)¢(s) (4.40)
ce qui implique (p(0) = 0.
(4,141,477) sont des conséquences directes de I’équation (4.40). O

Démonstration du Théoreme 4.4.3. Ce résultat est une conséquence du Lemme 4.4.18 et des
Théoréemes 4.4.1, 4.4.11. O

Comme nous 'avons vu, le calcul d’intégrales non commutatives sur SU,(2) aboutit & certaines
fonctions de A qui filtrent certaines symeétries sur le degré en a, a*, b, b* de la décomposition
canonique. Précisément, ce sont les caractéristiques d’équilibre qui apparaissent fondamentales.
Ces caractéristiques sont données par les fonctions suivantes de A", n € {1,2,3} :

][A”|D|‘P (4.41)

o1 <n < p < 3. Nous verrons dans la section suivante une méthode pour calculer explicitement
ces intégrales.

Corollaire 4.4.19. Soit u un unitaire dans C>(SU,(2)) et v, (A) := m(u)Ar(u*) + m(u)dm(u*)
une transformation de jauge de A. Alors les termes suivants du Théoréme 4.4.8 sont invariants
de jauge :

][A|D|—3, ][A2|D|‘3 —][AD—Q, —2][A|D|‘1 +][A2|D|‘2 — 3][,43\@\—3.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les termes f |Da|™* et (p,(0) de l'action spectrale
(1.6) sont invariants de jauge. Ceci peut se voir par le calcul de D, 4y = Vi, DV;; + V, PV ot
Py est la projection sur KerD et V,, = m(u)Jr(u)J ! et f|Da|"* = Ress—ps, Tr (|Da|"")
(voir Proposition 3.2.1 (éi7) et Proposition 1.3.8). O

Corollaire 4.4.20. Dans le cas de ’action spectrale sans l'opérateur de réalité (i.e. Dy = D+A),
fioat=2 fioart=-2 faprt, fipat =i f At f 2oy,

o, (0) =~ f AP+ 4 f a%D12 — & f ajppe.

Par conséquent, si A est une 1-forme telle que fA]D]*?’ = 0, alors le terme invariant d’échelle
de l’action spectrale avec ou sans J est le méme modulo un facteur global égal a 2.
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4.5 Calcul différentiel sur SU,(2) et applications

4.5.1 Le signe de D

Il existe un certain nombre de calculs différentiels sur SU,(2) [92,153|. D’apres [121, Théoréme
3], les calculs différentiels 3D et 4Dy ne coincident pas avec celui que nous considérons ici : la
multiplication & droite des 1-formes par un élément de ’algébre est une conséquence des propriétés
d’équivariance l'opérateur de Dirac vis-a-vis de la dualité entre les algebres de Hopf SU,(2) et
Uy(su(2)).

Il est connu que le module de Fredholm associé a (A, H, D) est 1-sommable puisque [F, 7(x)]
est a trace pour tout = € A. D’autre part, !:

Proposition 4.5.1. Nous avons

= (w(a") dn(a) + ¢ n(b) dn(b*) + ¢° m(a) dz(a”) + ¢° m(b*) dm(b)) = F, (4.42)

et en particulier, F' est une 1-forme centrale modulo OP~°.
Démonstration. Nous avons
a*da+ 2 bsb* + ¢* ada* + ¢>b* 6b
— (@} +a") (s —a-) + g2 (by + )T —b5) + ¢ (s +a-)(a” — al)
- (b b (b —b)
= [a%ar —¢®ara’l + @ bby — P byb ]+ R=(1-¢*) + R (4.43)
d’aprés (4.12), et nous vérifions que R est nul :
R=—[a%a_ + ¢ bib_]+ [a*ar +¢*b bi] —[a*a- — ¢®a_a* + b b — ¢*b_b"]
+(¢® aya® + ¢ " by) — (ata_ + ¢ bibo),
ainsi, en appliquant (4.15), (4.16), (4.17), R = +(¢* ara* +¢* ¢*by) — (a%a— +¢*bib_) =0 en
utilisant les relations de commutation (4.11).

En remplagant 6 par d dans (4.43) ceci donne (4.42) puisque F' commute avec ay, by et F
est centrale d’aprés (4.24). O

Proposition 4.5.2. La 1-forme dans (4.42) est en fait une fonction de 'opérateur de Dirac D :
m(a*) dr(a) + ¢* w(b) dr(b*) + ¢* w(a) dm(a*) + ¢* w(b*) dm(b) = &(D) = F&,(|D]),  (4.44)
N 2s]—2s
01 &4(5) = Al 17
De plus, F = limg_o&(D).

Démonstration. Tout d’abord, observons que la 1-forme w dans (4.44) est invariante sous I’action
de Uy(su(2)) x Uy(su(2)): h>w = e(h) w pour tout h € Uy(su(2)) x Uy(su(2)). Par exemple, en
utilisant les notations de [48]

1 o 1 1 1
e>bw=gq2a"db+q <—q2 bda™ + q~ 2bda™ — q 2a*db> =0=c¢(e)w.

1. Un résultat similaire pour un triplet spectral différent sur SU,(2) lorsque ¢ = 0 a été obtenu dans [31, eq.

(48)]
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Ainsi, puisque les deux représentations 7 et 'opérateur D sont équivariants, I'image de w doit
étre diagonale dans la base spinorielle. Aprés calcul avec la représentation spinorielle © donnée
en (4.6),

JT Gty _ @388t (4543) ¢¥ 0+ (8j+6) ¢4 T —(45+3) ¢ 2 —g?4+1 _ .3
<'Ump val> = (¢ F 1) (% 72-1) = fq(2j + 5)7

il ity — =@ R (45+1) gV (8542) gV P24 (4541) ¢ 4?1 4]
<Umz» vaﬁ = (@ F2-1) (¢4 —1) = _5q(23 + 5)-

Ces expressions ont une limite lorsque ¢ — 0, égale respectivement & 1 et —1, donc w — F
lorsque g — 0. [

Dans le cas ou ¢ — 1, ces expressions donnent 0, ce qui est confirmé par le fait que toute
1-forme est alors centrale. Nous ne savons pas si une forme centrale w est automatiquement
invariante par l'action de U,(su(2)) : h>w = e(h)w.

Proposition 4.5.3. Le calcul différentiel d’ordre 1 modulo OP~%° n’est pas universel.

Démonstration. Prenons la 1-forme wp de (4.42). Alors, pour tout z € A(SU,(2)) nous avons
m(zwp — wpz) = 0. O

Notons que puisque wp ~ (1 — ¢*)"'w mod OP~>, on obtient 1 ~ (1 — ¢*)71&(|D|)
mod OP~°.

Corollaire 4.5.4. Modulo OP~>°, 1 € 7(Q2(A)).

Démonstration. 1 = F? est par définition dans 7(Q2(A)). O
En fait, on voit d’apreés (4.12), (4.15), (4.18) que
¢*dada* — da*da =1 — ¢° (4.45)

ce qui montre encore que 1 € 7(Q2(A)).
De fagon similaire, d’aprés (4.11) et (4.13), (4.18), (4.19), on obtient modulo OP~>°

gdadb = dbda, gdadb® = db* da,
da* db = qdbda”, da* db* = qdb* da*
dbdb* = db* db, dada* + dbdb* = —1. (4.46)

La derniére égalité de (4.46) et (4.45) donne
Proposition 4.5.5. Modulo OP~*°, F n’est pas une 1-forme fermée universelle :

da* da + ¢* dada* + ¢® db* db+ ¢®> dbdb* = —1 — ¢°. (4.47)
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4.5.2 L’idéal R

Afin de pouvoir calculer explicitement tous les termes de ’action spectrale, nous observons
que chaque J-1-forme peut s’exprimer en terme de xd(z)y ol z est un des générateurs a,a*, b, b*
et z,y sont des éléments de l'algebre A(SU,(2)).

Pour le calcul de § xdzy|D|™!, on peut utiliser la propriété de trace de l'intégrale non com-
mutative pour obtenir :

F @D = f yaste) I+ f 8 D1 500) I

Ainsi, le probléme du calcul de I'intégrale de type tadpole peut étre réduit au calcul d’intégrales
beaucoup plus simples : f 25(z)|D|~! pout tout générateur z et les intégrales d’ordre supérieur
en |D|7L

Cependant, il apparait que les calculs d’ordre supérieur se simplifient grandement lorsque
I’on se restreint & un idéal invisible sous intégration par des intégrales de dimension 2 et 3. Par
exemple, considérons l’espace des opérateurs pseudodifférentiels 7' € W°(A) d’ordre inférieur ou
égal & zéro (voir [38]) qui vérifient

][Tt |D| 2 :][tT]D]2 z][Tt|D|3 :][tT\D\3 =0, Vt € UY(A). (4.48)

Les éléments a_, b_by, b_b" et leurs adjoints sont dans cet espace modulo OP~ : ceci est dii
au fait que dans le Théoréme 4.3.4, 71 @ 71 (r(z)) = 0 lorsque 7(z) € 7+ (A) @74+ (A) mod OP~>°
contient les produits tensoriels de 74 (b) ou 74 (b*) puisque ces éléments sont dans le noyau de o.

Définition 4.5.6. Soit R le noyau dans X de (0 ® o) o7 ou r est application de Hopf définie
en (4.26) et o est Papplication symbole, et soit R espace vectoriel généré par R et R F.

Notons que R est un *-idéal dans X et
a_, b_by(=q*byib_), b_b’ sont dans R.

Par construction et d’aprés le Théoréme 4.3.4, tout 7' € R satisfait (4.48) et R est invariant
par F.

De plus, d’apreés (4.15), [b_,b* ] € R, donc d’apreés (4.12) et (4.18), a* ay —¢? aya’ —(1—¢%) €
R et (4.19) implique qab_ —b_ay € R.

Il est intéressant de noter que grace au Théoréme 4.3.4, si « € R, alors { F z |D|~! = 0 tandis
que, a priori, {2 |D|7! # 0.

Notons que F € WO(A) satisfait aussi (4.48) d’aprés le Théoréme 4.3.4 alors que F' ¢ R
puisque F? = 1.

De plus, d’autres éléments sont dans R comme par exemple d(b*b) = d(bb*):

§(bb*) = =d(aa*) = —daa* —ada* = —(ay —a_)(a} +a*) — (ay +a_)(a® —a})
=2(aqa’ —a_al)

est dans R puisque a_ € R, donnant d(bb*) € R F.
Nous ne savons pas si R est égal a la partie de ’algébre générée par B et B F satisfaisant
(4.48).
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Lemme 4.5.7. R est un *-idéal dans W°(A) qui est invariant par F, d, 6.

Démonstration. Puisque R est un idéal dans X = B mod OP~° (voir la Remarque 4.3.3), R
apparait étre un idéal dans W(A) C algébre générée par B et B F. Puisque R est invariant par
F, son invariance par d résulte de son invariance par §, qui est vérifiée sur les générateurs de

R. O

D’aprés le Théoréme 4.4.13, f da |D|™2 = fda |D|™® = 0 alors que fa*da|D|™ = 2, ce qui
met en avant le role du "pour tout ¢" dans (4.48).

Lemme 4.5.8. Pour tout t € W3(A) et T € R, nous avons {tT|D|~! = fT¢|D|~%.

Démonstration. Pour tout t € B, nous avons { Tt|D|™! = {tT|D|~' + f T |D|716(t) |D|7* et,
de plus, f T |D|716(t) | DI~ =fT6(t)|D| =2 — T 6%(t) |D| 3 ce qui vient de

[DI7Ho®)[DI7! = 6(1)|DI* + (DI, @)D~ = 6(1)|D| 2 — |D|~'6%(1)|D|
= 6(t)[D7* = 8*()|D| 7 + DI ~'8* (1) | D] .
On obtient donc le résultat puisque T satisfait (4.48). O

Lemme 4.5.9. Si >~ signifie égalité modulo l’idéal R, les régles suivantes du calcul différentiel
du premier ordre sont valides, avec d(.) = [D,.],

ada ~ daa, a*da ~ —da* a, bda ~ gdab, b* da ~ qda b*,
ada* ~ —daa*, a*da* ~da*a*, bda* ~q 'da*b, b*da* ~ ¢t da* b*,
adb~q 'dba, a*db~ qdba*, bdb~ dbb, b* db ~ dbb* ~ —bdb*,

adb* ~qg tdb*a, a*db* ~qdb*a*, bdb* ~db*b~ —b*db, b*db* ~ db*b*.
De plus,
a*da — ¢*daa* ~ (1 — ¢*) F, ada* —da*a~(1—-¢*)F. (4.49)

Démonstration. La table est une conséquence des relations (4.4) et du Lemme 4.3.2 avec (4.24)
(on peut aussi utiliser (4.11)). Par exemple, puisque a_ € R, en utilisant le fait que R est
invariant par F',

bda = (by +b_)(ay —a_)F ~(by +b_)(ay +a_)F =baF =qabF ~q(ay —a_) Fb
=gqdab

ou de fagon similaire, a* da = (a% + a* )(ay —a_)F ~ (a’ —a*)(ay +a_)F = —da* a.
La deuxiéme équivalence de (4.49) est I’adjointe de la premiére, qui résulte de :
a*da — ¢*daa* = (a* +a*)(ay —a_)F — ¢* (ay —a_)F(a’ +a*)
~ (@ +a)(ay +a)F — ¢ (as +a )(@ +a*)F = (a"a — ¢*aa”) F
=(1-¢)F. O

Remarque 4.5.10. Les régles précédentes restent valides si dx est remplacé par §(x) et F par
1.

Travailler modulo R simplifie I’écriture d’une 1-forme :
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Lemme 4.5.11. (i) Toute 1-forme A peut étre, modulo R, présentée de la fagon suivante :
A~zx,da+da” To+ + xp db + db* Tp+,

ot tous les x, sont des éléments de A.
(ii) Lorsque A est auto-adjointe, A peut étre écrite modulo R (mais pas de fagon unique) de
la facon suivante :

A~z,da—da* (xg)" + xpdb — db” ()",
ou Ta, Ty sont des éléments de A.

Démonstration. (i) Les 1-formes suivantes constituent une base : a®b%(b*)" d(ao‘lbﬁl(b*)Vl), ol
a,o € Zet B,7,5,y €N.

En utilisant les régles de commutation dans 1’algébre (modulo R, d’aprés le Lemme 4.5.9),
on réduit le probléme au cas des 1-formes suivantes : (a®b?(b*)7) dx (ao‘/bﬁ/(b*)Vl), ol x peut
étre égal & a,a*,b,b*. Si x = b ou & = b*, I'application directe des régles du calcul différentiel
précédent implique que les 1-formes peuvent s’exprimer de la facon suivante : a®b®(b*)7 db et
db* a®b®(b*)7.

Des considérations similaires pour les cas x = a, a* donnent les termes restants.

Remarquons que la présentation n’est pas unique puisque il peut rester des termes qui sont
dans R, par exemple: b*db + db*b = d(bb*) € R.

(i) est direct. O

Nous pouvons ainsi commencer le calcul explicite des intégrales, en commencant par les termes
de type tadpole.
Une application de la régle de Leibniz montre que chaque é-1-forme peut s’exprimer comme

une somme finie de termes du type xd(z)y, ou z est un générateur a,a*,b,b* et x,y sont des
éléments de P'algébre A(SU,(2)).

Proposition 4.5.12. Pour tous x,y € A(SUQ(Q)) et z € {a,a*,b,b*} nous avons

][ £5(2)y| DI :][ yé(2) DL + ][ 28(2)8(y) [DI2 - ][ £8(2)8%(y) [D| .

Démonstration. Ceci est une simple application de la propriété de trace de l'intégrale non com-
mutative et de lidentité [D|~16(z)|D|~! = — [|D|71, 2]. O

Remarque 4.5.13. Le calcul des intégrales de type tadpole est réduite aux intégrales suivantes :
f28(2)|D|7t pour tout générateur z et les intégrales d’ordre supérieur en |D|~2. Cependant, les
calculs d’ordre supérieur se simplifient grace a Uidéal R: f x5(2) |D|~" mis a part, nous avons
seulement besoin de calculer  x6(2)8(2') [D|72 ot z et 2’ sont des générateurs, puisque toutes
les intégrales en |D|™3 ont déja été calculées explicitement en section 3.4.6 (ces intégrales ne
dépendent par de q).

A part les intégrales de type tadpole, nous avons besoin de calculer f A|D|™% et §f A%|D|72 ou
A est une §-1-forme. En travaillant modulo R et en utilisant encore une fois la régle de Leibniz,
il suffit alors de calculer f £6(z) |D|™2 et les intégrales précédentes f x6(2)d(2") |D| 2.
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Les opérateurs L, et M,

Soient L, et M, les opérateurs diagonaux

_ 2l
quml =9 Unio

2
M, Uml =q" fnz'
On obtient immédiatement
Lemme 4.5.14. Pour n € N*, {(L,)" |D7?| = f(My)" |D~?| =

Démonstration. Nous avons

1_q2n .

oo 27

2j+1
Tr (Ly|D|>7°) = Z Z Z vl LgIDI 720 )
j=0m =0

)
Z 2j + )= Z 2j + 1) =L a2
=0 2j=0
~0 = (C(s+1,3) + (s + 1, 3) ~e = (s +1).
ou ~y signifie modulo une fonction holomorphe en 0. Ceci donne le résultat pour Ly et un calcul
similaire peut étre fait pour M. O
L’intérét de ces opérateurs réside dans le lemme suivant :

Lemme 4.5.15. Nous avons LM, € R. De plus,

bob* ~ My — Ly, b"6b~ Ly— My, bb" ~ Ls+ M,,

ad(a*) ~ —aa* ~ Ly +M,—1, a*da~a*a~1—q¢*(L,+ M,),

dada* ~ Ly + M, —1, da*da~q¢*(L,+ M,)—1

V() dbdb =~ (Ly)" + (M,)",

b () dbdbt = —(Lg)" — (M),

b (") 2 db* db* ~ (L))" + (M,)".
Démonstration. Puisque LyM, = ¢>a_a* € R, on calcule modulo R

bob™ = (by +b )05 —b}) = —by b +b-b" = My — Ly + LoMy(1 = ¢*) ~ My — Lg

et de fagon similaire, on peut montrer les autres relations. O

Automorphismes de ’algébre et symétries des intégrales

Proposition 4.5.16. Pour tout n € N*,
% —2(14-¢%"
vy ot = B,
][(bb*)”b* 6b|D|71 :][(bb*)”b " D! = =

][ (bb*)"ada* [D|7F = =207 2247 2% 17 +64"

(1_q2n)2(1_q2n+2) 9

* 2n+2_9.2n_ 9,2
fwyrarsaipt = s,
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Notons que la connaissance de ces intégrales est suffisante pour le calcul de n’importe quel
terme de la forme {z6(2)|D|7!, ol z est un générateur, puisque tout autre d-1-forme sera non
équilibrée.

Afin de montrer cette proposition, on utilisera certaines symétries, 'idéal R et la réduction
des 0-1-formes aux termes L,, M,.

Soit U l'opérateur unitaire sur I’espace de Hilbert défini par :

. 4 . .
U,UJT _ (_1)m+l Uj 1 U”ﬁ,l — (_1)m+l vlj T

m,l Im>? m "

Alors, un calcul explicite donne
U*aU = a, Ua*U = a*, U*bU = b*, U*b*U = b, et U*DU = -D.

Lemme 4.5.17. Chaque intégrale non commutative (4.41) d’un élément de l'algébre ou d’une
forme différentielle est (modulo un signe) invariant sous l’action de ’automorphisme p défini par

pla)i=a, pla)i=a’s p(b) = b, p(b7) =, (4.50)
Démonstration. Pour tout polyndéme homogéne p et tout k£ € N,
][ p(a,a*,b,b*, D)D~* = ][ U*p(a,a*,b,b*, D) D~*U
= (—1)k][p(U*aU, U*a*U,U*bU, U*b*U,U*DU) D~ *
— (—1)k+d f p(p(a), pla*), p(b), p(b*), D) D7,
ou d est le degré de p par rappport a D. ]

Corollaire 4.5.18. Pour toutn € N, f(bb*)"b* db D~ = f(bb*)" bdb* D",

Lemme 4.5.19. Pour tout x,y € WO(A),
@) faulo = fyeipit 4 f el - fatt) DI,
(i) ][za:Dly D! :][zwyDz, o z € A contient b ou b*.

Démonstration. (i) est une conséquence directe de la propriété de trace de f.
(74) On calcule :

][szlyDl :][za; (yD ' =D D,y D) D = ][zxyD2 —][szl[D,y] D2

:][za:yD_Q.

La derniére étape est basée sur 'observation selon laquelle toute intégrale avec D3 s’annule si
I’expression intégrée contient b ou b*. O
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Lemme 4.5.20. Pour tout n € N,
(4) ][ (b0" )" b* db D™ = e -
(i4) ][ (bb*)™d(bb*) D~ = 0.
*\ T _ — 2n
(iif) ][(bb yiDIt = 22
Démonstration. (i) Avec n > 1, on commence par fd ((bb*)") D~ = 0, qui résulte directement

de la propriété de trace de 'intégrale non commutative. En développant I’expression par la régle
de Leibniz et la commutation

D' =D e + DD, 2]D 7T, (4.51)

nous obtenons

n—1
— ][bk dbbnfkfl(b*)n Dfl + Z][bn(b*)k db* (b*)nfkfl Dfl
k=0 k=0

=n <][ b (b*) db D +][b”(b*)”1 db* D1>

n—1
+> ][ (bk db D (bR (oYY DL + b (b*)F db* D—ld((b*)”—k—l)p—l) :
k=0

—

n—

0

D’aprés le Lemme 4.5.19,
0 :n][(bb*)"—l(b* db + bdb*) D!
+][ (An(n — D" 2(b*)" dbdb + n*b" 1 (b*)" 1 dbdb* + in(n — 1)b"(b*)" 2 db* db*) D2

Les intégrales avec D2 peuvent se calculer aisément grace a I'idéal R :

q3n 1,q2n .

n][(bb*)”—l(b* db+bdb* ) D" = =2 (n(n—1) —2n* + n(n — 1)) L = dn—L

Ainsi f(bb*)" 1 (b* db+ bdb*) D! = #, ce qui avec le Corollaire 4.5.18 prouve (i).
(44) D’une fagon similaire, {(bb*)"~1d(bb*) D! = 0 = f(bb*)"d(aa*) D! implique :
n—1
0= (bb*)"*d(bb*)(bb")F D!
k=0

=n ][ (Ob")"1d(bb*) D™ + dn(n — 1) ][ (bb*)"~2d(bb*) d(bb*) D2
=n ][ (bb*)"td(bb*) D,

ou, dans la derniére étape, nous avons utilisé d(bb*) € R. L’identité (i7) résulte alors de 1'égalité
aa* =1 — bb*.
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(7i7) D’apres le Lemme 4.5.19,

Ay = ][(bb*)”|D|_1 = ][(bb*)”(aa* +bb*)|D| 7t
=Ant1 +][(bb*)”q2”a*a |D|~! +][(bb*)”q2”a5(a*) |D| 2
le dernier terme étant calculé explicitement, puisque modulo R, ad(a™) ~ L, + M, — 1,

= Ap (1 — q2n+2) +¢*A, +4 (1_q§n+2 - 1_}1%) ,

ce qui donne
A1 = ¢*") + 2 = Apr (1= ") + 1_;% :

q
n 4 P s
En supposant A, = (1_];% nous avons lff;r;,ll = {_;;LQ , et en prenant en compte 1'égalité
— _o_14¢° . . _ o9 l4g¢"
Ay = 2(17(12)2, nous obtenons A4,, = 2(17q2n)2 . O

Finalement, pour obtenir la Proposition 4.5.16, il reste a prouver le

Lemme 4.5.21. Forn > 1,

*\ T * -1 _ _2q4’ﬂ+2_2q4n_2q2n+2+6q2n
][(bb) ada*D = (1I—¢2n)2(1—¢2"T2) 5

_ 2n+2_9 . 2n_o9 2
][(bb*)"a*dal) 1:6q 2q 2q 2‘

(1_q2n)2(1_q2n+2)

Démonstration. Tout d’abord, d’apres la régle de Leibniz, (4.51) et le Lemme 4.5.19, pour n > 1,
][ (bb*)"ada* Dt = —¢*" ][ (bb*)"a* da — ][ (bb*)"da da* D2,
De plus d’apreés l'identité (4.42):
][(bb*)” (a*da+ ¢*ada* + ¢*bdb* + ¢*b* db) D' = (1 — q2)][(bb*)" |D| L.

Ces équations donnent un systéme linéaire d’équations

Fovyrada D @ f 00t da D = 4 (b — k).

2n 2
7 ][ (bb*)"ada* D' + ][ (o) a" da D™ = —2(1 — ¢*) Ty — 1o

qui, aprés résolution, donne le résultat. ]

Les intégrales non commutatives en |D|~2

Nous avons besoin de diviser ce calcul en deux p. Tout d’abord, nous calculerons toutes les
intégrales du type fz6(2)|D|72, avec x € A(SU,(2)) et z un des générateurs. Le deuxiéme
probléme est le calcul de f  §(y) 6(2) |D| 72, avec y et z des générateurs {a, a*, b, b*}.
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Lemme 4.5.22. Les seules intégrales non nulles a priori sont du type f ©6(2) |D|=2. Pourn € N,

v yso) bl = f e (212 = o

][ (bb")"ad(a*) |D| 72 = iy L > 0

~ @PD-¢m)

][(bb*)”a*é(a) DI = Al
Démonstration. Puisque ad(a®) >~ Ly + My — 1 et (bb*)" ~ Ly + M,
(bb*)"ad(a*) ~ L2 + M — L — M)

et le deuxiéme résultat est obtenu grace au Lemme 4.5.14. Les autres intégrales sont calculées
d’une fagon similaire. O

Lemme 4.5.23. Les seules intégrales non nulles du type f x dy dz |D|~2 sont, pour n € N,
][(bb*)” (b*)2dbdb D™ = (=,
][(bb*)" dbdb* |D|7? = =32,
][(bb*)” (a*b*)(da db) |D| ™2 = 0,
][ (bb*)™ (ab*)(da* db) |D| ™2 = 0,
][(bb*)” (a*b)(dadb*) |D|"2 = 0,
][ (bb*)™ (ab)(da* db*) |D| ™2 = 0,
][(bb*)" (dada") [D|? = 7247 050
Fovy (da da) D172 = (ot

Démonstration. Ceci résulte du Lemme 4.5.14 avec les équivalences modulo R du Lemme 4.5.15.
O

4.6 Exemples d’action spectrale

I est clair d’aprés le Théoréme 4.4.3 que toute 1-forme du type ada, bdb, adb, a*db, etc... ne
contribue pas a l'action spectrale. En effet, seules les parties équilibrées des 1-formes peuvent
éventuellement donner des termes non nuls dans les coefficients. On donne dans la table suivante
les valeurs des termes f A™ |D|7? et (p, (0) pour quelques exemples de 1-formes.

1) Clairement, I’action spectrale dépend de g : par exemple,

S(Dyrga, @A) = 20353 — 8By A2 + 2‘%?1115) Al + %@(0).
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TABLE 4.1 — Valeurs d’intégrales non commutatives

A fADIT fA2DI° fAYIDIT fAIDIT? fADIT* FADITT G, (0)

a*da 9 4¢2 4¢°%(¢>°+2) 34241 11¢*4364%+13

q?-1 ¢4-1 2(¢2-1) 3(¢* 1)
* —4 —2 4q

b*db 0 0 0 0 g1 pm) -1
_ 4(2¢2+1) +3 13¢*+364¢%+11

ada* -2 2 -2 1
¢?—1 q*-1 2(¢*>-1) 3(314;1)

* —4 =2 A4q”
bdb 0 0 0 0 1 71 -1

2) De plus, pour B :=ada* et A:= B + B*, on obtient puisque B ~ B* mod R,
][Apmyk = 2P][Bpu>yk, 1<p<k<3. (4.52)

Ainsi, 'action spectrale de la 1-forme auto-adjointe A := ada® + (ada™)* est

S(Du, ®,A) = 285 A3+ 16 By A? 4 1= &y A 4 2L HOC22 (),

3) Lorsque B, := (bb*)"™ bdb*, d’aprés le Lemme (4.5.15), B, ~ B}, donc pour A,, := B,, + B},
'équation (4.52) est toujours valide et f Bf |D|=% sont tous nuls sauf { B,, |D|™! = 1*!1#"” et

fB?L ’D‘_Q = 1_;%4_4, donc

S(Da,, ®,A) = 205 A% — L o1AT + 55 ©(0). (4.53)

T+g2n+e

Remarquons que cette action spectrale existe toujours lorsque ¢ — 1!

Notons cependant que le procédé de symétrisation (4.52) n’est pas toujours valide en général,
par exemple si B := adb et A := B+ B*, alors f A%|D|7! = % while f B2|D|~! =0 ou
f1B, BY)DI7! = 4.

4) L’action spectrale peut aussi étre rendue indépendante de ¢ : par exemple, si A = 1_1q2 &(D)
(voir (4.44)), alors,

S(DA7®7A) = 2®3A3_8¢2A2+%®1A1—1§"

4.7 La sphére commutative S3

Puisque SU(2) ~ S3, on obtient une représentation spinorielle concréte de I'algébre suivante
A = C™(S?) sur le méme espace de Hilbert H et le méme opérateur de Dirac D avec (4.6) ou
g = 1, ce qui signifie que les g-nombres sont triviaux : [a] = a. Ainsi

m(a) |jun) = o, i ) +ag,, [T ),
w(b) [jpum) == B, 15T ™) + B85, 157w ),
w(a*) |jun)) =&, it e nT) +ag,, i e,
w(0%) ljpn) == B, it ) + B, 15 nt) (4.54)
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ou

\VJj+n+3/2 0
+ 2j+2
Xjun 7= VI THF 1 Vi—n+1/2  \/j+n+1/2] ’

(25+1)(25+2 2j+1
Vi—n+1/2 0 \j+nt1/2
a7 =j—p 2j+1 2j(25+1)
Jpn 0 \i—n—1/2 ’
2j

Vi—n+3/2 0
T e 212
jun = VIt p+1 Vitnt1/2 a2 |7

- @ D(25+2) 2j+1
CVitnt12 \fi—nt1/2
8- =i—n 25+1 2j(2j+1
Jpm 0 _ Vitn-1/2
2j

avec o?j[/m = (aﬁu_n_)*, ﬁﬁm = ( jiu_nJr)*.
Notons que la représentation sur les vecteurs v
commutatif (voir (4.7)).
On peut vérifier que les générateurs 7(a), 7(b) et leurs adjoints commutent et que [z, [D,y]] = 0
pour tout z, y € A.

J

, . .
1, 1Uest pas aussi pratique que dans le cas non

4.7.1 Translation de 'opérateur de Dirac

En général, 'opérateur de Dirac est défini d’une fagon plus symétrique que nous ’avons fait.
Bien que cela ne soit pas absolument nécessaire ici, nous définissons pour le lecteur intéressé un
opérateur de Dirac translaté :

D' =D+ A\
Par exemple, ceci donne pour A = —3 dans le cas de S* (voir [80]), D’ fufn’l =(2j+1) (B _?)vfﬁl
donc Ufn,l est un vecteur propre de |D’|. On définit D := D + Py et D' := D' + Pj ou Py est la
projection sur Ker D et P est la projection sur Ker D’

Comme le montre le lemme suivant, le calcul d’intégrales non commutatives impliquant D
peut se réduire au calcul de certaines intégrales faisant uniquement intervenir D’ :

Lemme 4.7.1. Si f/ T := Ress—o Tr (T|D’|*S), alors pour toute 1-forme A sur un triplet spectral
de dimension n,

/ / /
][A |D|~("=2) :][ AID)|™=D 4 X (n — 2)][ AD'|D'|™" + N2 <”—1)2<"—2>][ A|D'|™,

/ / /
—(n— —(n— —(n— n—l n—2 —n
][AD( 2):][AD’( 2)+/\(n—2)][AD’( D 4 )2 (n=l)n=2) )][AD’ .

Démonstration. Rappelons que d’aprés Proposition 1.3.8, pour tout opérateur pseudodifférentiel
P

)

][Pyprr = Rese—o Tr (P|D|"|D'[7*).
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De plus, d’aprés le Lemme 1.3.3, pour tout s € C et N € N*
N
D7 = |D'[*+ ) K,  YP[D'|™* mod OP~N17RE) (4.55)
p=1

_1\k
ony =3 ( ll)c . (=2AD' + A2)*D'=2k ' mod OP~N~! et K, ; sont des nombres complexes
qui peuvent étre calculés explicitement. Précisément, K, s = (—5)? V(p) out V(p) est le volume

du p-simplexe. Puisque la dimension spectrale est n, on travaille modulo OP~ (1) et on obtient
d’aprés (4.55), pour s = n — 2, |D|~("=2) = |D/|~("=2) 4 \(n — 2)D'|D'| ™" + )\2(71_1)2M\D’]_”
mod OP~(+1),

Par conséquent, pour P € OP° (les espaces OPY sont identiques pour D ou D’),

/ / /
][P|D|—("—2> :][ P|D'|~"=2) 4 \(n — 2)][ PD'|D|™" + AQ("‘”Q("‘”][ pP|D'| "
Puisque A et AF sont dans OP?, on obtient les deux formules. O

4.7.2 Tadpole et action spectrale sur S*

On considére maintenant le triplet spectral commutatif (C°°(S?), H, D). Il est 1-sommable
puisque {(jun s|[F,m(x)]|jun s) = 0 lorsque x = a,a*, b, b* pour tout j, pu, n, s =1, .
Toutes les intégrales du lemme précédent sont nulles pour S? :

Proposition 4.7.2. Il n’existe pas de tadpole sur le triplet commutatif réel (C>(S?), H, D).
Plus généralement, pour toute 1-forme A, f AF|D|™P =0 pour p € N.

Démonstration. Puisque la représentation est réelle, la trace de AF|D|™P est réelle. Ainsi,
fAF|D|™P = f A*F|D|7P.

L’opérateur de réalité .J introduit en (4.25) satisfait, lorsque ¢ = 1, la relation JzJ ™! =
z* pour x € A. Ainsi JAJ! = —A* et fAF|D|™P = fJ(A*F|D|"P)J ! = —fAF|D|7? et
fAF|D|7P = 0. O

Pour toute 1-forme auto-adjointe A, Dy = D + A = D. Ainsi, laction spectrale de
(000(83), H, D) pour Dy se trivialise

S(Dy, @A) = 203A° — L & A1+ O(ATT). (4.56)

Il est plus naturel de comparer I'action spectrale avec celle de D + A sur la sphére commutative.
D’aprés le Lemme 4.4.18 et une approche de noyau de la chaleur [65] :

S(D+A,® A) = 2333 +][ D+AT e A O

puisque tous les termes de (1.6) dans A" sont nuls pour k& impair et ¢pys(0) = 0 quand n
est impair. On vérifie que f |D + A|=2 est nul d’aprés le Lemme 1.3.10, les Lemmes 4.4.18 et la
Proposition 4.7.2. De fagon similaire, (p4a(0) = 0 car dans (1.11), tous les termes avec k impair
sont nuls (méme preuve que pour la Proposition 4.7.2) mais pour k pair, il n’est pas aisé de
montrer que fAD_lAD_l = 0.

De plus, le terme de courbure ne dépend pas de A :
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Lemme 4.7.3. Pour toute 1-forme A sur un triplet commutatif de dimension n basé sur une
variété compacte Riemannienne spin® sans bord, nous avons

][ D+ A=) = ][ D) (4.57)

Démonstration. Se déduit de [68, premiére formule p.511] avec p := A = A*, N(p) = p. On peut
aussi utiliser [37, Proposition 1.149]. O

D’apres le Lemme 1.3.10,

][|D LA = ][ DI (=2) 4 n(n2) ][ (AF)D| % 4 227 ][ A%D|?

ott X := AD+DA+A? et [|D|,A] € OP°, mais il n’est pas facile de montrer directement que les
deux derniers termes s’annulent : par exemple ici, pour B = b[D, b*], nous obtenons par calcul
direct (en utilisant la translation D’ avec A = 3)

Tr (B*|D'|727°) = Tr ((B*)*[D'| %) = § Tr (BB*|D'|°~*) = 4 Tr (B*B|D'| )

_ 4 j+1
=3 § : (2j+1)%Fs >
2j€N

donc  B?|D'|73 = 2. De facon similaire, on vérifie que f(BF)?/D|=3 = L f BFB*F|D|™3 = —2.
Ainsi si A =B+ B*, fA2D| 3 = fA2|D/ |3 =4 et f(AF)}D| 3 = —% ce qui implique (4.57).
Ainsi pour toute 1-forme A sur la 3-sphére,

S(D+A,Q,A) =203A° — L0 A' + O(A71,A)

ce qui est bien différent de (4.53), car ce dernier contient un terme non nul en A° pour ¢ = 1.

4.8 Appendice

A. Démonstration du Lemme 4.4.13

(7) En utilisant les mémes notations que le Lemme 4.4.12, nous obtenons par définition de 77,

1 (7T+ (tk,p)) = 5k,0 dp,0 5a1+a2—a3+ﬁ1+,@2—ﬁ3,0 ) (4.58)
71 (777 (uk,p)) = 5%,0 55,0 5041—a2+043+ﬂ1 —B2+83,0 - (4.59)

On obtient 7 (7T+(tk7p)) sl (71', (uk7p)) = 01,0 9p,0 0,0 03,0 982,0 085,0 Oy ,— 31 » donc le Lemme 4.4.12
donne le résultat.

(#7) Puisque 74 (tgp)en = q$p7n5n+rzp et m_(upp)en = q,;p,nenwap,
o
70(m4(thp)) = 0t o Y (@ pn = 81,0050 6tz —ag+51+-B2—s.0) - (4.60)
' n=0

o0
70 (77* (ukap)) = 5rk_p,0 Z (ql;p,n - 5}5,0 05,0 5041—062+043+51—ﬁ2+53»0) : (4.61)
7 n=0
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Avec (4.58) et (4.61),

o0

71 (7T+ (tkm)) 70 (ﬂ'— (uk,p)) = 01,0 0p,0 Oaz+B,05+83 Oar,—f1 Z (5’670 0p,0 qk_,p,n - 5a3+53,0)
n=0

= 0k,0 0p,0 Oy + 3,03+ 83 Oarr,— B W1 (B1, a3 + B3).

D’aprés (4.59) et (4.60),
(o9}

70 (74 (thp)) 71 (7= (ke p)) = 6 05,0 Gaz-t Bt O, D (570 95,0 it — Oy +35,0)
n=0

= 5?5,0 55,0 5042+52,a3+ﬁ3 50¢17—ﬁ1w1 (Br, a3 + 33).

Le Lemme 4.4.12 donne le résultat.

B. Démonstration du Lemme 4.4.14

Nous avons

T4+ (tk,P)) = 0Kk,00P,0 04,4+ As— A+ By +Bo—Bs 0 (4.62)
T (m—(uk,p)) = 5[?70 515’0 OAy— Ao+ As+B1—Ba+B3,0 - (4.63)
et
o0
To(m(tx.p)) = 0,4 o > (45 pn = 0K.00P0 O Ay Ag— A3t By +Ba—B3,0) (4.64)
’ n=0
o
To(m- (uK7P)) = 6r;( p0 Z (q}_{,P,n - 5}?’0 51570 5A1—A2+A3+B1—32+B370) . (4'65)
’ n=0

(i) Les équations (4.62) et (4.63) donnent (11 @ 71) (A A")°? = 64, —B,645.0045.008,.0085,0 X0.0-
Un calcul de v g avec 04,,—B; 64,,0045,00B,,00B;,0 = 1 donne le résultat.
(74) Les équations (4.62) et (4.65) impliquent

T (74 (tx,p)) To(m— (UK, P)) = 0K,00P0043+Bs,As+Bs 041, —B,
X vg, o1 6 (a2 + B2 + az + 83)() + B1), A3 + Bs).

Les équations (4.64) et (4.63) impliquent

To(m4 (tKJD)) (7 (uK,P)) = 5}?’0 51370 0Ag+By,As+Bs 0A1,—B,
X vg, o1 g1 (a2 + B2 + a3 + B3)(a) + B1), A3 + Bs)

et le résultat suit.
(7i7) Avec (4.39) un calcul direct donne

! <7T+ (t;gp)) = 6K70 5P,0 5A1+A2—A3+B1+32—B370 ) (4'66)
T (T (UKJD)) = 5]?70 5}3,0 O Ay —Ag+As+By —By+B3,0 - (4'67)



122 Chapitre 4. Action spectrale sur SU,(2)

D’aprés (4.66) et (4.67), (11 @ 71) (r(AA" A")°) =04,,-B, 045,0045,0 02,0 0B,,0 vo,0. Un calcul de
V0,0 aVeC 04, —B; 045,0045,00B,,00B,,0 = 1 donne le résultat.

(iv) Nous avons 5(M5)Mg,/ =6(2)0(y)2'8(y') + 282 (y)2'5(y') ot @, 2, y,y' sont des mondmes
(m omis). Puisque

m(x) = Z (%) aﬁlal F alb'”bk?b* kage ks _, Z (%) e,
k

k

on obtient §(z(z)) = >, g(k)(%) cx
De fagon similaire, 5(x(y)) = 3=, 9(p) (3) ¢p et 6*(x(y) = 3, 9(p)* () cp.

Ainsi, avec cg p 1= ) Cp C Cp,

8(2)3(y)z'8(y) = Z a(k) () ) (32) () cx.p »
1‘52 Z g\p (ﬁi) CK,P,

(5(Mﬁ Mﬁ’ Z Oh p, 0 )+9p )) 9(p) (@) (%) (]ﬁD) r(ck,p) =: Z Ak,p r(ck.p) -
K,.P

Puisque 7(c) = (—q)F (=1)22F% 1, (t) @ 7_(up) avec ty, uy défini par

tk — ak‘l bkl kg bkg *kg bkg et ug 1= akl bkl bkg ko bkg k3

on obtient

r(6(Mg) MB’ Z Ak.p (— g)frtkitpitp (—1)AtAs+BetBsn (11 p) @ 7 (uk,p)

ou tg p = titplpty et ux p = upupupu,y . Des calculs directs donnent

T1 (7T+ (tK,P)) - 5K,0 6P,0 6A1+A27A3+Bl+32733,0 9
71 (7 (uK,P)) = 05 0 05,0 OA1— Ao+ Ag+B1—BatBa,0 -

Le résultat s’en déduit.
(v) Pour la derniére égalité, notons que d’aprés (iv)

-3 00 4100
][5(A)A\D| =-2 > (o) +B8)BB AT 000 At 00 o +ay+614+8,0-
a,04,61,61
Le changement de variable ay < o, 1 < (3], implique par symétrie que ceci est égal a zero.
C. Démonstration du Lemme 4.4.16

(7) En suivant les notations du Lemme 4.4.12, nous avons

MgJMg//J_l = Z VK, P CkaCk/’p/J_l
K,P
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ou K = (k, k'), P = (p,p'), Ak,p = 9(p)g(p)vkvewpwy . Ainsi,

FMEIMg T ™) = (~1)AetAstBat By S gttt p Tk L@ Ty
K,P

ou T;,P = 74 (titp) T4 (tirty) et T p i= 7l (upup)T— (upruy ) avec

t = aft bRt ak2 b2 g ks,
ug = alg}l b*];ll b2 q*h2 prks ks

Un calcul direct donne

+ —
71 (TK,P) =0K,00P0 5al+a2—a3+51+52—63,0 5@’1—‘,-0/2—04’34—614—65—65,0 )

71 (T};,P) = 51}70 513,0 Oy —an+as+B1—B2+85,0 5&’1—0/2+a§,+6{ —B5+05,0

ce qui donne le résultat.
(74) En utilisant les relations de commutation de A, on voit qu’il existe des fonctions réelles
de (K, P), notées ot , et o¥ , telles que

t o~
TE,P = 7Py (tp) Tt (B )
T p = 4757 7 (upp) T (wrr 1),

k1 ko xk3 D1 Pa  xD3 gk pxp1 pxka+p2rkstps
thp 1= Aoy @2 a7 ag aP? a™P b7, 0T b b ,

— k1
uk,p = aa1

ska ks Pl _xp2 ps peki psp1 pko+paprka+Ps
aaag aa® b, by b b .

Nous avons, sous I'hypothese 71 (T p) = 1,

bV (2jfm)/\’ To‘/l Tgi '
q Doj—m—s+6;,|oy| T2j—m—s,|8;| Em+5,21 >

T4 (b JEm 25 = (—1)
s:= —ay +ag — Py + fy=a) + 7,
A=y tag+ G+ B,
ANi=ag+as+ f2+ B3

Tl(T;7P) = 5)\70 (5)\/70 .

et alors,

+ _ob s A (25—m)N +mA /
(Tf pImaj = "5 r PN =DM BN B B 6a 1810,
B 15

2jim T qzj_m_allvlall‘ qzj_m_all_ﬁiv‘ﬁil ’

Fm = Tal Tﬁl

qm*al,|a1|qm*51*al,|51| :

En suivant la preuve du Lemme 4.4.7, nous voyons que 7 (TI‘(F p) est éventuellement non nul dans
les deux cas X' = 0 ou A = 0.
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Supposons d’abord A = X = 0. Dans ce cas, nous avons

.y
(T ) = lim : (( Toy 1o — i 2 — +§: Lo} —1)
KPP = i . wqaj —_— . m.Jon) . m,j1))

m= m= m=

ol la deuxiéme égalité provient du Lemme 4.4.17.
Dans le cas (A = 0,) > 0), on obtient of = —3 et ainsi,
Ao te Ta 2
(T;’P)m 9j = quK qu (q ‘61‘ 2.71 m |/81|) 5a1+ﬁ1’0.

2j Ts Tar 2j Ts
Notons U2j = an:o qu (qm,l\ﬁ1|q2jim,|ﬁi\)2 et L2j = 273:0 qm)‘ (qm,1\/31|)2'

Supposons 3] > 0. Puisque (q;ji—mlﬁ{\)Q —1= Z‘pllséo’pie{()’l}(—1)|p|1q7’p @@=mlph oy on
a noté r, = 2+ --- 4+ 20]. Comme dans la preuve du Lemme 4.4.7 (i), on peut conclure que
Ua; — Loj converge vers 0. Le cas 5] < 0 est similaire.

Dans le cas (A > 0,\ = 0), les arguments sont identiques, en remplagant A par \ et a1, (1
par o}, (]. Finalement,

+ —-
70T, p)T1(T p) = 05 4 0p o Oar,—1 Oy~ 3; (ON 0 Qs 48,05+ 85 S8 + OX0 Oty 8,0+ Sar,8')5

o0
_ T
S 1= ¢ (3 702) Z (g™ (qnjl|m|)2 —x0) -
m=0

Un calcul similaire de 79(T p) peut étre fait en suivant les mémes arguments. On trouve fina-
lement

71Ty p)70(Tx p) = 05,0 0P0 O~y Ot 31 (On.0 Ooxy 4 B cus+85 5,8 + 000 Oty 4-3 0ty 4.3, S )

et le résultat s’en déduit.
(7i7) Les mémes arguments que pour (i) s’appliquent ici avec des changements mineurs.
(7v) est une conséquence du modification légere de la preuve du Lemme 4.4.14 (iv).
(v) est une conséquence directe de (i, ii, 7ii, iv).

D. Démonstration du Lemme 4.4.17

On donne ici une preuve pour 3 et 3 > 0, les autres cas étant similaires.
. T N
Puisque (¢, 5)> = Y,eq013(~ 1)1 @Pm otvp = (p1,- -+, pg) et 1 == 2(p1 + -+ Bpp),

on obtient, avec les notations A, := (—1)PTP g e ot Uy; .= S _ (g Tﬁmq;/ m |ﬂ,|)2 -1

m=0
2j
’ .
Uyj = E : E : )\p7p,q2\pl1m+2\pl1(2j m)
m=0[p+p'[1>0

_ . /
= E : AppVojpp + E : /\Pvp’v2j7p7p’

[pl1>]p’]1,Ip[1>0 [pl1<|p’]1,p'[1>0

27 27
_A44lp’ 2 —lp'|1)m / __4jlp 2(|p' |1 =|p|1)m
Vajpp = a 3P’ § q (Ipli—Ip'l1) , V2j,p,p/ =q Jlpl1 E q (Ip"l1—Ipl1)
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Il est clair que Va;y,, a 0 pour limite quand j — oo et [p/|; > 0, et V2’j7pp
j — oo et |p|l1 > 0. Par conséquent,

Ugj= Y MpoVaipo+ D, doyVajo, +o0(1).
[pl1>0 |p’|1>0

, a 0 pour limite quand

Le résultat s’en déduit puisque 27273:0 ((q;iw)Q -1) = 2 ipl1>0 Ap,0V2jp,0 €

2j

Tar
D (@e)? =1 = D dopVajop-

m=0 [p’[1>0
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Chapitre 5

Tadpoles et triplets spectraux
commutatifs

5.1 Introduction

L’histoire du résidu non commutatif est aujourd’hui assez longue [89], nous la résumons donc
ici brievement. Apreés certaines approches de Adler [2] et Manin [103] sur I’équation de Korteweg-
de Vries en utilisant une trace sur I'algébre des opérateurs pseudodifférentiels & une dimension, et
I'approche de Guillemin de la loi de Weyl sur les valeurs propres d’un opérateur elliptique [72], le
résidu non commutatif a été essentiellement introduit par Wodzicki dans sa thése [150]. Ce résidu
donne I'unique trace non triviale sur I’algébre des opérateurs pseudodifférentiels. Un lien entre ce
résidu et la trace de Dixmier a alors été donné par Connes dans [25]. Grace & Connes encore une
fois [28,29], le cadre classique des opérateurs pseudodifférentiels sur les variétés riemanniennes
sans bord a été étendu au cadre non commutatif ou la variété est remplacée par une algébre A
non nécessairement commutative, et un opérateur de type Dirac D via la notion de triplet spec-
tral (A, H, D) ou H est I'espace de Hilbert support de I'action de A et D. La trace de Dixmier
précédente a alors été étendue a l'algébre des opérateurs pseudodifférentiels naturellement asso-
ciée au triplet (A, H, D). Ce point de vue spectral apparait assez naturel dans le cadre général
de la géométrie non commutative qui va au dela de la géométrie riemannienne. D’un point de vue
physique, ce cadre a de nombreux avantages : I’approche spectrale est motivée par la physique
quantique, mais pas seulement, puisque les observables classiques et les infinitésimaux sont main-
tenant traités de la méme facon et la trace de Dixmier a un lien avec la renormalisation. Il est
intéressant de constater que la plupart des notions de la géométrie classique telles que celles de
la relativité générale peuvent s’étendre dans ce cadre réellement non commutatif. Par exemple,
certaines actions physiques ont toujours un sens [25] et utilisent la trace de Dixmier pour calculer
Paction de Yang—Mills dans le contexte de la géométrie différentielle non commutative. Un autre
exemple est donné par I'action de Einstein—Hilbert : sur une variété compacte riemannienne de
dimension 4, f D=2 coincide (modulo un scalaire universel) avec 1’action de Einstein-Hilbert, ot
f est précisément le résidu non commutatif, un point d’abord remarqué par Connes. Ce fait a
été prouvé aussi par un calcul technique [90] (voir aussi |1, 88]).

Depuis, le cas des variétés compactes avec bord a été étudié, rendant plus clair les liens qui
existent entre les résidus non commutatifs, la trace de Dixmier et le développement du noyau de
la chaleur. Ceci a été fait dans le cadre de I'algébre de Boutet de Monvel [55,71,124|, dans le cas
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de singularités coniques (99, 123] ou quand les symboles sont log-polyhomogénes [98]. De plus,
il existe des applications du résidu non commutatif sur ces variétés a la gravité classique [147]
et a l'unification de la gravité avec les interactions fondamentales [23]|. En théorie des champs,
le calcul des divergences a une boucle, les anomalies et les différentes asymptotiques de I'action
effective sont directement reliés a la méthode du noyau de la chaleur [141], donc les résultats
mathématiques précédents ont des applications profondes en physique.

Nous sommes intéressé dans ce chapitre par les annulations éventuelles de termes apparaissant
dans Daction spectrale de Chamseddine—Connes (1.6). Nous verrons essentiellement le cas des
triplets spectraux commutatifs, ou il apparait qu’il n’existe pas de tadpole (voir la Définition
1.4.3). En particulier, les termes du type f AD~! sont nuls : en théorie des champs, D! est le
propagateur de Feynman et AD~! est un graphe a une boucle avec une ligne interne fermio-
nique et une ligne externe bosonique A, qui ressemble & un tétard (tadpole en anglais). Plus
génralement, les tadpoles sont les termes A-linéaires dans (1.6).

D—l
: A

Dans [114], des calculs de f |D|=* sont présentés et une formule du type (1.11) apparait aussi
dans [100] dans le contexte des opérateurs pseudodifférentiels elliptiques.

Nous étudions, en section 5.2, ’existence de tadpoles pour les variétés avec bord, en considé-
rant, aprés Chamseddine et Connes [23], le cas d’une condition au bord chirale sur 'opérateur de
Dirac. Une des motivations de Chamseddine et Connes a été de montrer que les deux premiers
termes de 'action spectrale ont alors la méme forme que 'action euclidienne modifiée utilisée
en gravitation. On généralise cette approche au cas de l'opérateur perturbé par une fluctuation
interne, et on observe alors qu’il n’existe pas de tadpole jusqu’a 'ordre 5.

Cependant, cette approche étant basée sur les calculs explicites des premiers coefficients du
noyau de la chaleur sur les variétés ayant une condition mixte au bord, nous ne pouvons donc
pas conclure que tous les tadpoles s’annulent. Nous étudions alors par la suite le cas des variétés
sans bord, en utilisant une autre méthode.

Aprés quelques propriétés utiles des liens entre f le résidu de Wodzicki, nous montrons en
section 5.3, en utilisant des résultats de 1.4 et des techniques pseudodifférentielles, que beaucoup
d’intégrales de type tadpole s’annulent sur les variétés sans bord.

5.2 Tadpoles et variétés spinorielles compactes avec bord

Soit M une variété lisse compacte riemannienne de dimension d avec bord lisse 9M et soit V'
un fibré vectoriel lisse sur M. On note dz (resp. dy) la forme volume riemannienne sur M (resp.
sur OM.)

Rappelons qu’un opérateur différentiel P est de type Laplace s’il est localement de la forme

P =—(g"0,0, + A0, +B) (5.1)

ot (g"")1<p,y<a est la matrice inverse associée a la métrique g sur M, et A* et B sont des L(V)-
sections lisses sur M (endomorphismes). Un opérateur différentiel D est de type Dirac si D? est
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de type Laplace, ou de facon équivalente, il peut s’écrire localement
D= —-iv"0, + ¢

ot (Y")1<u<q donne a V une structure de module de Clifford : {#,~" } = 2¢" Idy, (v#)" = +*.
Un cas particulier est donné par :

D = —iy"*(0p + wp) (5.2)

ol les w,, sont dans C*°(L(V)).

Si P est un opérateur de type Laplace de la forme (5.1), alors (voir |65, Lemme 1.2.1]) il
existe une unique connexion V sur V' et un unique endomorphisme FE tel que P = L(V, E) ou
par définition

L(V,E) = _(Trgv2+E)v VQ(X’Y) = [vXavY]_vVg(Yv
X, Y sont des champs de vecteurs sur M et V9 est la connexion de Levi-Civita sur M. Localement
Try, V2 .= 9" (VuVy =17, V))

ou ', sont les coefficients de Christoffel de V9. De plus (avec ces coordonnées locales sur T M
et V), V=da" ® (0, +w,) et E sont reliés a g, A" et B par

Wy = 5guu (A + g7 Th 1d) (5.3)
E =B — ¢""(ywp + wpwy — woT,) (5.4)

Supposons que P = L(V, E) soit un opérateur de type Laplace sur M, et y un endomorphisme
de Vaar tel que x? = Idy. On étend y sur un voisinage tubulaire C de OM dans M avec la
condition V4 (x) = 0 o la d"™¢ coordonée est la coordonnée radiale (la distance géodésique d’un
point dans M au bord 0M).

Soient V4 := 111V les sous-fibrés de V sur C ou Il := %(Idv +x) sont les projections sur les
espaces propres associés aux valeurs propres =1 de x. On fixe un endomorphisme auxiliaire S
sur Vi 55, étendu a C.

Ceci permet de définir I'opérateur de condition mixte B = B(x, S) tel que

Bs := H+(vd+S)H+S|aM@H_S|aM, ENS COO(V) (5.5)

Ces conditions au bord généralisent celles de Dirichlet (ot II_ = Idy ) et de Neumann—Robin (ou
I =Idy).

On note Pg la réalisation de P sur B, c’est a dire la fermeture de P agissant sur I’espace des
sections lisses s de V satisfaisant la condition Bs = 0.

Nous sommes ici intéressé par le comportement des coefficients du noyau de la chaleur ag_,,
définis par le développement en A — oo (voir |65, Théoréme 1.4.5]) :

Te(e ™ *P5) ~ 3" AT ag_u(D, B)
n>0

ot D est un opérateur auto-adjoint de type Dirac. Nous allons considérer la perturbation D —

D+ A, ou A est une 1-forme (une combinaison linéaire de termes du type f[D, g|, oil f et g sont

des fonctions lisses sur M). Plus précisément, on étudiera la dépendance linéaire en A de ces

coefficients. It est clair que puisque A est un opérateur différentiel d’ordre 0, une perturbation

D — D + A transforme un opérateur de type Dirac vers un autre opérateur de type Dirac.
Cette perturbation a des conséquences sur les termes F et V :
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Lemme 5.2.1. Soit D un opérateur de type Dirac de la forme (5.2) tel que V,, := 0, + w,, soit
une connection compatible l'action de Clifford . Soit A une 1-forme associée a D, telle que A
s’écrive localement —iy*a,, avec a, € C*(U), (U, x,) un systéme de coordonnées locales de M.
Alors (D + A)? = L(VA, E4) et D? = L(V, E) o1,
A oA
wy, =wptay, ansi V, =V, +a,ldy,
EA=FE+ ih“,'y”]Fm,, E = %’y“y”[vm Vo, Fu = 0u(a,) — 0y(ay)

De plus, la courbure de la connexion V4 est Q;‘V =Qu + Fu, 00 Q) = [V, Vo
En particulier Tr EA = Tr E.

Démonstration. Ceci apparait dans [141, equation (3.27)].
(D+A)? = L(VA EA) = —g“”(VﬁVf—FﬁyV?) — E4 et on obtient avec Vl‘:l = V,+a,ldy:

—(D+ AP ="Viy' Vi = VLAV + VAV
= VY0 + 5(FY ) VAV + 37 [V V)
= VYT Vi + g Vavy + 399 [V + auIdy, V, + a 1dy]. (5.6)

Puisque '}, = T'),,, on obtient par comparaison,

B4 = 14V + a, 1dy, Vo + ay 1dv] = 39797 (Y0, Vo] + Ou(an) — 0ulay))
= 319" [V, Vil + 0" (9u(an) — D (ap).- O

Remarquons que méme si des termes quadratiques en A2 appaissent dans la présentation
locale de la perturbation D? — (D + A)? (dans le terme b), ces termes n’apparaissent pas dans
la formulation invariante (V, E) puisqu'’ils sont en fait dans VfL‘Vf de (5.6).

Dans ce qui suit, D et A sont fixés et satisfont les hypothéses du Lemme 5.2.1. Les indices 1,
7, k, et [ vont de 1 & la dimension d de la variété et sont associés a une base orthonormale locale
{e1,...,eq} du fibré tangent. Les indices a, b, ¢, vont de 1 & d — 1 et sont associés a une base
orthonormale locale du fibré tangent du bord OM. Les champs de vecteurs ey sont dirigés vers
Iintérieur. Les indices u, v, p, ... seront associés a des coordonnées locales quelconques.

Soient Rjji, pij := Rikxj et 7 := pj; les composantes, respectivement, du tenseur de Riemann,
du tenseur de Ricci, et de la courbure scalaire de la connexion de Levi-Civita. On notera la
seconde forme fondamentale de I'hypersurface 9M dans M par Ly, := (Ve,€p, €4) - On utilisera
" pour noter les dérivées covariantes par rapport & VA et ":" les dérivées covariantes par rapport
a V et la connexion de Levi-Civita de M.

Nous allons nous intéresser a la condition chirale. Cette condition au bord mixte apparait
naturellement lorsque ’on cherche a préserver ’existence de chiralités sur M et son bord M qui
sont compatibles avec l'action de Clifford (auto-adjointe) : on suppose que x est auto-adjoint et
satisfait

{X,vd}:O, ;7] =0,Vae{l,---,d—1}. (5.7)

Il a été montré dans [23] que cette condition implique 'hermiticité de la réalisation de I'opé-
rateur de Dirac. Il est connu [65, Lemme 1.5.3] d’autre part que ellipticité est préservée.
Puisque 7¢ est inversible, dim V. = dim V_ et Try = 0.
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Pour une variété orientée de dimension paire, il existe un candidat naturel pour y satisfaisant

(5.7) :
X = Xonr = (=)"* " y(e1) - y(ea-1)

(cette notation est compatible avec (5.9)). Rappelons que
Tr(y" - y241) =0, VE €N, Tr(y'9?) = dimV 6. (5.8)

La réalisation naturelle de cette condition au bord pour l'opérateur de type Dirac D + A
est la fermeture de 'opérateur (D + A), qui agit comme D + A sur I'ensemble {s € C*°(V) :
I_s15as = 0}. 11 se trouve alors (voir [12, Lemme 7]) que 'opérateur de bord naturel B;? défini
par

B;?s =11(D + A)sjon © Is)901

est un opérateur de bord mixte de la forme (5.5) pourvu que S = 1I1; (—i[y%, A] — Loax)IL4.

Lemme 5.2.2. En fait, S et x., sont indépendant de la perturbation A :

(Z) S - —%Laa]:[+ .

ﬁU Xia = X:a-
Démonstration. (i) Puisque A est localement de la forme —iv/a; avec a; € C*°(U), nous avons
d’aprés (5.7),

X% Al = —iag xv A = =i > ajxh A =0 a1 A x = =1 Alx
j<d j<d

et le résultat est donc une conséquence de I, [y4, A] = [y, AJTI_ et TI.TI_ = 0.
(i3) Nous avons V2 = V; + a;Idy oit A =: —in/a;, et puisque (Vix)s = VA (xs) — x(Vis)
pour tout s € COO(V) d’aprés le Lemme 5.2.1, VA (x) = [V, + a; Idy, x] = [Vi, x] = Vi(x). O

Bien que S ne soit pas sensible a la perturbation A, 'opérateur de bord B;? dépend a priori
de A. On notera B, I'opérateur de bord B;? lorsque A = 0.

Les coefficients a4y pour 0 < k < 4 ont été calculés dans [11] pour des conditions au
bord mixtes générales dans le cas d’opérateurs de type Laplace et dans [12, Lemme 8| pour des
opérateurs de type Dirac avec conditions chirales. Nous rappelons ici ces coefficients dans notre
cadre :

Proposition 5.2.3.

aq(D + A,BY) = (4m) %2 /M Try 1dz,

ag—1(D + A, B)’?) =0,

ag-2(D + A,BY) = ﬂ / Try (6E4 4 7) dx + Try(2Lqq + 125) dy },

oM

ag—3(D + A,BY) = % / Try {96XE* + 3L2, + 6L2, + 96SLaq + 19252 — 12x2% } dy,
oM

aq_a(D + A, BY) = UD 2 / Try {60rE* + 180(E4)? + 30(Q))? + 572 — 29> + 2R*} da

+ / Try {180XE +120E4 Lyq + T20SE? + 60xx;aQiy + T} dy }
oM
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ol

T := 207 Laq + 4RadaaLvy — 12RaapaLab + 4Rabeb Lac + 5 (160L3, — 48L2, Lee + 272Lgp L Lac
+ 1207 + 1445L7,, + 48S L2, + 480(5% Laq + S%) — 42X%, Lip + 6xX:aX;0Lab — 120x%,5)

a
est indépendant de A.

La proposition suivante montre qu’il n’existe pas de tadpole jusqu’a 'ordre 5 dans les variétés
spinorielles & bord munies d’une condition chirale :

Théoréme 5.2.4. Soit M une variété compacte de dimension d, orientée, & spin, riemannienne,
avec bord lisse OM et fibré spinoriel V. Soit D = —i’ijj Uopérateur classique de Dirac, et
X = Xonm = (=) ¥? Iy(er) - y(eq_1) ot (e;)1<i<q est une base locale orthonormale de TM.

La perturbation D — D+ A ot A = —i'yjaj est une 1-forme pour D, induit, sous la condition
au bord chirale, les perturbations suivantes sur les coefficients du noyau de la chaleur, on l’on
pose cq—k(A) = aqg_r(D + A,B;?) —aq—x(D,By) :

(i) ca(A) = c4-1(A) = c4—2(A) = c4-3(A) = 0.

(11) cq—4(A) = —W fM F F* de.

En d’autres termes, les coefficients ag_p pour 0 < k < 3 ne sont pas perturbés, aq_4 est
seulement perturbée par des termes quadratiques en A et il n’existe pas de terme linéaire en A
dans aqg—(D + A, B;?) pour k < 5.

Remarque 5.2.5. Lorsque A est auto-adjointe, tous les coefficients aq_ (D + A, Bfg) et
aq—k(D, By) sont réels alors que les contributions linéaires en A sont purement imaginaires, mo-
dulo des traces de matrices v et x et leurs dérivées covariantes. Les termes invariants apparaissant
comme intégrands de fM et faM dans les coefficients d’ordre plus élevé sont des polynomes en S,
X, R, EA et QA et leurs dérivées covariantes. On s’attend donc a ce qu’aucun terme linéaire en
A n’apparaissent & tout ordre.

Démonstration. (i) Le fait que c4(A) = cq—1(A) = 0 est une conséquence de la Proposition 5.2.3.
Puisque d’aprés le Lemme 5.2.2, cq_o(A) = (4m)~ %2 [y Trv (B4 — Ea)dz, on obtient
cq—2(A) =0 car Try E4 = Try E d’aprés le Lemme 5.2.1.
D’aprés la Proposition 5.2.3 et le Lemme 5.2.2,

caa(A) = hamy V2 [ Ty (24 - B,

Puisque X (E4 — E) = (—i)¥2y' .43~ 1[yJ ~FFj;. (5.8) donne Try x (B4 — E) = 0 car d est
pair.

(i1) Puisque Try (E4 — E) = 0 et Try x(E4 — E) = 0, nous obtenons Try S(E4 — E) = 0 du
Lemme 5.2.2. Ainsi, en utilisant la Proposition 5.2.3 et le Lemme 5.2.2,

cara(4) = U /M Try {180((E4)” - E2) +30((24})° - (2)°) } do

+ /8 Try {180x(Ef — Eua) + 60xX;a(Qhs — Qaa) } dy }.
M
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On obtient localement Try ((E4)% — E?) = & Tr([v*,v*][v*,7°]) Fjuw Fjo en utilisant la formule
de Lichnérowicz E = —17. Puisque Try ([v*,7][y*,77]) = 4.2%/2(gh7 g"? — ghrg"?),

Try (EY)? — E?) = — 24271, Fr.
V étant la connexion spinorielle de M, nous avons €2;; = i’YleRijkl- Donc Rijx = —Rijik
implique Try Q;; = 0. Ainsi, avec le Lemme 5.2.1,

A v
Try ((Q0)? — Q%) = 2Y2F2 = 2Y/2F,,, Fi .
De plus, E;3 = [Va+aq, B4 = [Va, E+ 1[v, 19 Fj] = Eq + 1[Va, [V, V7)) Fij.
Avec [V;,7] = v(Vie;) et (5.8),
Try (X(E4 — Eaq)) = (—)Y21 Fy; Try {4' 477 (4(Vaed)y +7'v(Vae;)) } = 0.

Il reste a vérifier que Try (sza(Qfd — Qad)) = 0. Soit xyar = —ixy? opérateur de graduation
(voir (5.9)). Puisque xps commute avec 'opérateur V (voir [68, p. 396]),

0= [Vas xam] = [Var X7 = x:a?" + X[V 7] = x:a7” + X7(Vaea)
et ainsi yx.a = —v(Vaeq)y? = —I’idwj*yd, ol Fid = —ng puisque (e;) est une base locale
orthonormale. Donc Try (xXx.q) = —Fi déjd = —I’Z 4 = 0. Finalement, le résultat sur c¢4_4 est une

conséquence du Lemme 5.2.1 car Try (sza(Qfd — Qad)) = Try(xX:a)Fad-

Le coefficient aq—5(D + A, B;?) est calculé dans [13]. On peut vérifier de la méme maniére que
les termes linéaires en A sont absents. Le calcul utilise notamment le fait que la trace des termes
XE;gd, E;‘gS, x(E4)?, EAS?, X;aX;bQA X?QEA, ne posséde pas de terme linéaire en A. O

ab’

Dans ce qui suit, nous étudions la conjecture précédente a I’aide du calcul pseudodifférentiel de
Chamseddine-Connes appliqué aux variétés compactes & spin sans bord et les triplets spectraux
riemanniens. Nous verrons aussi, en utilisant le résidu de Wodzicki, comment calculer certaines
intégrales non commutatives dans ce cadre.

5.3 Triplets spectraux commutatifs

5.3.1 Géométrie commutative

Définition 5.3.1. Un triplet spectral riemannien est un triplet spectral commutatif (.A =
C®(M), H := L*(M, S), D) ou M est une variété riemannienne & spin compacte sans bord de
dimension d et D son opérateur de Dirac, avec S le fibré spinoriel sur M. Ce triplet est réel car
l'opérateur de conjugaison de charge génére une isométrie antilinéaire J sur H telle que

JaJ ' =a*, Vae A,
et lorsque d est pair, la graduation est donnée par la matrice de chiralité

Un tel triplet est une géométrie commutative (voir [33| et [34] pour le role du J dans la nuance
entre variétés spin et spin€).

Puisque JaJ ™! = a* pour a € A, dans une géométrie commutative,

JAJ L= —e A%, VA€ Qp(A). (5.10)
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5.3.2 Absence de tadpole

L’apparition de tadpole ne se produit jamais dans le cadre de géométries commutatives,
comme noté dans [37, Lemme 1.145] pour la dimension d = 4. Ceci signifie qu’étant donné une
géométrie commutative, le triplet (A, H, D) est un point critique de I’action spectrale (1.6).

Théoréme 5.3.2. Il n’y a pas de tadpole sur une géométrie commutative. Dit autrement, pour
toute 1-forme A = A* € Q5 (A), Tadpia(k) =0, pour tout k € Z, k < d.

Démonstration. Puisque A = 0 lorsque A = A* d’aprés (5.10), le résultat est une conséquence
du Corollaire 1.4.5. O

Lemme 5.3.3. Sous les mémes hypothéses, pour tout k, l € N
(i) f AD™F = —eb+1 fADF
(ii) f xAD™F = —k L fxADF,
(iii) § AUD|* = (—e)l f Al|D|F,
(iv) f xA'|D|7* = (=€) f xA'|D|7F.

Démonstration.

][Ap—k :][JA Dk Jj-1 z][JAJ—l(ekD—k) = —ek“][A* Dk = —ht! ][ DkA

= —¢ktl ][AD_k.

Le méme argument donne les autres égalités en utilisant yA = —Ax et x|D| = |D|x. O

Lemme 5.3.4. Pour toute 1-forme A, § (A D_l)k =0 quand k € N est impair.

Démonstration. Nous avons
][(ADl)k :][J(AD—l)kJ—l :][ (JAJ-1 Jp-1g-1)F = (—1)’%%][ (A*D-1)*
~ (1) f (a7 (5.11)

ce qui montre encore que f AD~! = 0). O
( f

5.3.3 Annulation de certaines intégrales non commutatives

Au dela des tadpoles, nous allons maintenant montrer qu'un grand nombre d’intégrales non
commutatives dans les géométries commutatives s’annulent, méme lorsque la technique liée a
Popérateur J dans (5.11) n’est plus suffisante. L’outil fondamental que nous allons utiliser est le
résidu de Wodzicki (voir [151,152]): dans un systéme de coordonnées locales et une trivialisation
locale (z,&) de T*M, ce résidu est

wres,(X) := / Tr (0%, (z,)) |d| |dat A -+ A dz?|, (5.12)
SxM

ol afd (z,€) est le symbole de l'opérateur pseudodifférentiel classique X dans le systéme de
coordonnées (z1,- - ,xq) homogeéne de degré —d := —dim (M) et pris au point (z, §) € T*(M),
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et d¢ est la forme volume normalisée sur la sphére unité S:M ~ S9=!. On suppose d > 2 afin
d’avoir Sy M connexe.

L’expression wres,(X) est en fait une 1-densité et ne dépend pas de l'écriture locale du
symbole (voir [68,152]), ainsi

Wres(X) := / wres, (X) (5.13)
M
est bien défini.
L’intégrale non commutative f coincide avec le résidu de Wodzicki, a un facteur scalaire prés.
Ceci est une conséquence de I'unicité de la trace sur 'algébre des opérateurs pseudodifférentiels
classiques, et du fait que f et Wres soient bien des traces. Ainsi

][X =cqWres(X) (5.14)

oll ¢q est une constante dépendante de d. En calculant séparément f|D|~¢ et Wres(|D|~9), on
obtient ¢y > 0 (f n’est pas une fonctionnelle positive, voir Lemme 5.3.18).

Le Lemme 1.4.1 découle par exemple du fait que [, wres,(X*) = [, wres,(X).

Notons que § X est égal & —2 fois le coefficient en log t de Pasymptotique de Tr(X et DZ) quand
t — 0. Il est remarquable que ce coefficient soit indépendant de D et ceci donne une relation

entre les fonctions zéta et le développement du noyau de la chaleur avec Wres. Précisément,
d’apres 70, Théoréme 2.7|

o0 o0
Tr(X e ') ~p s > g tUTor 0D LN () Togt + by) 1, (5.15)
k=0 k=0

donc f X = 2af,. Puisque Tr(X D~%) = F(ls) Joo T Te(X e tP*)dt, le coefficient non nul al,
4 A _ y . 1,6 —1)kk!
k # 0 crée un pole de Tr(X D~2%) d’ordre k + 2 puisque fo t5"1log(t)F = (S,Brlk et

I'(s) = % +v+sg(s) (5.16)

ou 7 est la constante de Euler et la fonction g est holomorphe en 0.

Nous avons {1 = 0 et plus généralement, Wres(P) = 0 pour toute projection pseudodifféren-
tielle d’ordre zero [151].

Pour une extension aux opérateurs pseudodifférentiels log-polyhomogénes, voir [98|.

Quand M a un bord, certains aj, sont non nuls, le spectre de dimension peut étre non simple
(méme s'il est simple pour l'opérateur de Dirac, voir [99]).

Sur un triplet spectral (A, H, D), le fait de changer le produit sur A peut changer ou non
le spectre de dimension : par exemple, il n’y a pas de changement lorsque 'on passe du tore
commutatif au tore non commutatif, alors qu’il y a un changement dans le cas de SU,(2).

Soit un systéme de coordonnées locales (U, (z;)1<i<n) normal en o € M, et notons ai( le
symbole k-homogéne dans ce systéme de coordonnées, d’un opérateur pseudodifférentiel classique
X sur M. L’opérateur de Dirac est localement de la forme

D = —iy(da?) (0ps + wj(2)) (5.17)
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oll w; est la connexion spin, v est la multiplication de Clifford des 1-formes [68, page 392|. Ici on
fait le choix de jauge h := /g, ce qui donne [68, Exercise 9.6]

— 7k

wi = —% (TF; grt — O (hS)0ap W) y(da?) y(dat), ~(da?) = g1

ot 7/ = 7; sont les matrices auto-adointes constantes «y vérifiant {~%,+7} = 6%. Ainsi

jk .
oP(2,8) = Vg (& —iwy(@)).
Nous avons choisis des coordonnées normales (ou géodésiques) en xy. Puisque

9ij(x) = gij(w0) + gRijm "z’ + o|[z]),
9"(x) = 9" (x0) — gR'W a*a’ + o(| || ),
9ij(0) = 655, T5(xo) =0,

les matrices h(x) et h~!(x) n’ont pas de termes linéaires en x. Ainsi

wi(xg) =0.

On aurait aussi pu dire qu'un transport paralléele d’'une base du fibré cotangent le long des
géodésiques radiales passant par zy donne une trivialisation telle que w;(x¢) = 0. En utilisant la
formule de composition de symboles, on obtient pour £ € N

" 4
of (@,6) = Vo (@) uéj = 1(6), of (20,€) = V¢, (5.18)
. jk
o0 (@,6) = —iv/g 7 (@) ey (@), ot (@0, €) =0, (5.19)
Opuo? (20,€) =0, (5.20)
-1 ik - .

o (2,6) = Vo (@) v 1€l €113 == " (x) &6k (5.21)
Ol (z0,€) = 0. (5.22)

On utilisera librement le fait que le symbole d’une 1-forme A puisse s’écrire
oMz, &) = ofH(x) = —iap(x)* (5.23)

avec ai(zr) € iR quand A = A*.
Lorsque d est pair (et donc € = 1), remarquons que pour k =l et A; = a;[D,b;] et a = Hle a;,
alors d’aprés [38, page 231 |, [113] ou [68, p. 479] quand k = d, (M est supposée orientée)

][xAl - ApD|ITR = c;/ AR) IR A adby A - A dby,
M

oit A(R) est le A-genus associé a la courbure riemannienne R. Puisque nous avons A(R) €
@®enQ¥ (M, R), fok|D\_k peut étre non nul seulement quand k& = d — 4j. Par exemple, en
dimension d =2, pour j = 0,

A1 AyD2 A1 A -2 j
Xyt (2,8) = oy (2) 0?2 (z,§) = —ai1(z) az(z) X!]jk(x)%'% m'
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Ainsi wres, (xA142D72) = —2a1(z) ag(z) /det g Tr(x1?~*), donc si v, est la densité rieman-
nienne,

folAg D% = 2y Tr(X’yj’yk)/ ajag vg. (5.24)
M

Cette derniére égalité n’est rien d’autre que le théoréme de Wodzicki-Connes, voir [68, section

7.6], et ceci est égal a cfi f a @1a2dby A dby comme dit précédemment.

Nous introduisons maintenant quelques sous-espaces d’opérateurs pseudodifférentiels clas-
siques. Soient

Be:={PeV¥Y(M): UJP € E;,Yj€Z} e pour even (pair),
B,:={Pec¥(M): JJP €0;,Vj€Z} o pour odd (impair),
/2]

tels que, pour m = 2l

Ej:={feC®U xRN0}, My,(C)) : Znsn% L 140,
ki €N, ﬁieNd,w—%:g, hi € C=(U, My, (C)) },

0;:={f € C*(U xR\{0}, M (C)) : ZMHM L I#0,
kieN, gfeN? |8 — (2ki+1) =74, hy € C°(U, Mp(CT))}.

Lemme 5.3.5. Pour tous j, j' € Z et o € N,
()EE CE /etGECE |a\>8$Engj-
(1) 004 C E]+J/ eta O - O —lals 020; C 0.
(7i7) OjEj/ et By Oj sont inclus d(ms Ojijr-
(iv) Be est une sous-algébre de W(M).
(v) BeBe, BoB, sont inclus dans Be, et BBy, BoBe sont inclus dans B,.

Démonstration. (i) Soient f € E; et a € N%. Nous avons, si f(z,&) =3, H&EIIL%Z' hi(z),

a 7 61 7
el 7<o¢
On vérifie par induction que

vl

L )= 1 BIP | o112k
ag(usni’“i) B GEEGGR R Hé’g €115
‘ p =1

ol A\, sont des réels, la somme sur les indices p est finie, et Z'jlll (9P = ~. Par conséquent, puisque
||§Hg26kl = (¢"(2)&16)" est un polynome homogéne en ¢ de degré 2k;, on obtient ag‘f € Ej_jq
Les inclusions E;E; C E;yy, 0 E; C E; sont directes.
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(7i) La preuve est similaire & celle de (i) puisque par induction

el

1\ 1 BI-P 2
O (re) = gzt 2o M [T 0 N€ll
P Jj=1

ol A, sont des réels, la somme sur les indices p est finie et Zyﬂl BIP = ~.

(7i7) Direct.

(iv) La formule du produit de symboles pour deux opérateurs pseudodifférentiels classiques
PewP(M), Qe V(M) donne

al (= 1)|a‘ o Q
p+q i~ Z Z il 9o, g+|a\+ka Ok (5.25)

aeN? k>0, |a|+k<j

La présence du facteur ¢! sera importante par la suite (Lemme 5.3.10).
Si PQ € Be, on voit que d’apreés (i), Ogo € Ep_jip et OF O’ " . € Eq_j. Encore

d’aprés (i), O¢'o p itlal+k
(v) Un argument s1m11a1re peut s’appliquer, en utilisant (i¢) pour obtenir B,B, C B, et (ii7)
et avoir B,B. C B,, B.B, C B,. ]

p Jtlal+k
oy a " 1. € Eptq—j, donc le résultat est une conséquence de (5.25).

B, et B, sont stables par inversion :

Lemme 5.3.6. Soit P € B, (resp. B,) un opérateur pseudodifférentiel classique elliptique dans
VP(M) avec o, P(x,&) = ||€|]2, p € N. Alors tout paramétriz P~" de P est dans Be (resp. Bo).

Démonstration. Supposons P € B., de sorte que p soit pair. De I’équation PP~! = 1, nous

obtenons O'f;l = (05)_1 = ||&|l,¥ € E—p. De plus, d’apres (5.25), on voit que pour tout j € N*,
P71 |a\ P71
Top—i = Z Up J+k ‘Lp k+ Z Z o ﬁ p J+lal+k a"?afpfk)' (5.26)
0<k<j 0<|a|<j k=0

On prouve par induction que pour tout j €N, ol " € E_,_; : supposons que pour un j € N*,

—-p—J

s € E_,_j. On vérifie alors directement avec le Lemme 5.3.5

nous avons pour tout j' < j, o _p_]

t (5.26) que aPp ; €EE_pj.

Le cas P € B, est similaire. O

Lemme 5.3.7. Pour tout k € Z, D* € B, et quand k est impair, |D|F € B,.

Démonstration. Puisque D € B,, D2 est dans B, d’aprés le Lemme 5.3.6 et 5.3.5 et donc c’est
le cas de D*.

En utilisant (5.25) pour I'équation |D||D| = D?, on vérifie que 01 (:L‘ ) = [|€|l,, et pour tout
J €N,

D] 1 |D| D] \oz|( 1 lol o |D] a _|D|
01 =3 02 i E 01 4k O1g T E E O¢ay MaHka o). (5.27)
0<k<j 0<|al<j k=0

Un argument par induction direct montre que pour tout j € N, U‘D‘ € O1_j, et donc |D| € B,.

Le résultat s’en déduit. O



5.3. Triplets spectraux commutatifs 139

Lemme 5.3.8. (i) Si d est impair, alors pour tout P € B, f P = 0.
(i) Si d est pair, alors pour tout P € B,, f P = 0.
(#ii) Pour tout opérateur pseudodifférentiel P € Wy (A),

- st d est impair, alors fP =0,

- si d est pair, alors { P|D|™! = 0.

Démonstration. (i) Puisque o) € E_g, o= )(z,&) = >,/ ”é‘i%i hi(z) ot les || sont impairs.
Ainsi, 'intégration sur la cosphére dans (5.12) s’annule. ’

(7i) Le méme argument s’applique.

(7i7) Conséquence directe de (i) et (i7). O

Remarque 5.3.9. Le Lemme 5.3.8 (iii) entraine par evemple que f B|D|~*+Y) o4 B est un

polynome en A et D, et k € N, s’annule toujours en dimension paire, alors que fBD_2k est
toujours nul en dimension impaire. Dit autrement, fB|D|_(d_q) = 0 pour tout entier impair q.

Nous allons maintenant nous intéresser au caractére réel ou purement imaginaire (modulo la
présence de matrices gamma) des symboles homogénes d’un opérateur pseudodifférentiel classique
donné. On pose

C:={PeW(M):0] €l;VjeN}

ou I, = I, si k est pair et I, = I, si k est impair, avec

I..={feC™ (U X R”,Mm(C)) S = Wy h(z,&) , h a valeurs réelles },
I :={feC®UxXR" Muy(C)) : f=ip v, h(x,€), havaleurs réelles }.

Lemme 5.3.10. (i) C est une sous-algébre de ¥(M).
(ii) Si P € C est hypo-elliptique alors P~* € C.
(iii) D* € C et |D|F € C pour tout k € Z.

Démonstration. (i) Conséquence de (5.25).
(74) Conséquence de (5.26).
(73i) Il est clair que D € C et le fait que |D| € C est un conséquence de (5.27). O

Lemme 5.3.11. Soit k € N impair. Alors tout élément B de l'algébre polynomialement générée
par A et [D, A] satisfait de]D]*(d*k) :fBF]D]*(d*k) —0.

Démonstration. On peut supposer B auto-adjoint, donc fBD*(d*k) e R.
D’aprés le Lemme 5.3.10, Ui?i(dik) = aégal_jg(dfk) € Ij,. Ainsi fAD_k € iR et le résultat s’en

déduit. Le cas f BF|D|~(@=%) est similaire. O
Nous regardons maintenant 'information donnée par les matrices gamma.

Lemme 5.3.12. Pour toute I-forme A, f A|D|79 =0, ¢ € N dans les cas suivants :
-d#1 mod 8 etd# 5 mod 8§,
-(d=1 mod 8 oud=>5 mod 8) et (g estpairouqz%).
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Démonstration. Dansle casd #1 mod 8 et d # 5 mod 8, le résultat découle du fait que € = 1.
Le cas d pair et ¢ impair ou d impair et ¢ pair est donné par le Lemme 5.3.8 (iii).
Supposons d pair et ¢ pair. Si ¢ = 2k, avec une récurrence et la formule de produit de

symboles, on voit que Ugff ; et ses dérivées sont des combinaisons linéaires de termes du type

f(x,€) @471 -+ ~Ji oil i est pair et inférieur ou égal & 2j (avec la convention 471 --.4Ji = 1 si

i = 0). On appelle (P;) cette propriété. L’équation D**D~2* = 1 implique que a?;,:k = (o gfk)

et pour tout 5 > 1,

j—1
D2k D2k D2k D2k
0 2k—j = UQIc( Z O2k—(j—r) O—2k—r
r=max{j—2k,0}
gy (=)ol 2k 2k
—3)le D —
+ Z Z al 650216 (J—|a|-r) 8 U —2k— r)

1<]a| <2k r=max{j—2k,0}

Notons que 01_);,: * satisfait (Pp). Par récurrence, cette formule montre que al_);,:i ; satisfait (F;)

pour tout 5 € N. En particulier, ag; ** satisfait (P_2k+q) et le résultat est ainsi une conséquence
de (5.23) et du fait que le produit d’'un nombre impair (différent de la dimension) de matrices
gamma est de trace nulle.

Supposons maintenant d impair, ¢ impair et d > ¢. Dans cette situation, tout produit d’un
nombre impair de matrices gamma %! - - - 4% est de trace nulle si r < d.

D’aprés (5.25) pour I'équation |D|~4|D|~4 = D~24, on vérifie que 0'_2?)_(1(:6, §) =€l et pour
tout j € N*

J—lal

DIt __ 1 ( p-a DIt D ol C111 ga P17 o, DI
R Rl CNE DAL LD DD DK 00 iial k05 gk )
0<k<yj 0<|ar|<j k=0

|D|~24
Dl —29—j
JjeN, qu‘ ; satisfait (P;). En particulier o_q(A[D|™) est une combinaison linéaire de termes
de la forme f(x,£) @ 471 -7 ott 7 < 2(d — q) + 1 est impair. Ceci donne le résultat. O

On a vu que chaque o satisfait (P;). Un argument par induction montre que pour tout

Le fait que f AD~4! =0, conséquence des Lemmes 5.3.8 et 5.3.11, est aussi une conséquence
. D—d+1
du fait que 0=, " (20,£) =0 :

Lemme 5.3.13. Pour tout k € N*, nous avons o&" 1(1’0, =0l " l(xo,ﬁ) =0.
9). On procede par récurrence, en

D

§) =
Démonstration. Nous savons déja que o (zg, &) = 0, voir (5
prtl _

5.19
supposant a,?fl(xo, &) =0pourk=1,---,n. Alors o, o,
ainsi d’apres (5.19) et (5.20), af”“(wo,@ =0.

. _ -1 -1 _k
Puisque DD~ = 1 donne 02, (20, &) = —(UD1 0(1)))(:1:0,5) = 0, on suppose O'Dk 1(z0,6) =0

—n—1 - 1 - . -
pour k = 1,---n. Alors 02", = oD "0P," + a_nnlaD1 — i8¢ 0P2," 0,

(5.22) et 'hypotheése de récurrence, Ul_);igl(.%'o,f) = 0. O

ol +0P" 0P — i 0P" On0P,

kUD1 En utilisant

Remarque 5.3.14. La regularité de (x(s) := Tr(|X|™%) au point 0 quand X est un opérateur
différentiel elliptique auto-adjoint d’ordre 1 (voir [64]) :
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On vérifie que (x(s) = ﬁ Joo t5 Tr(e~ X1y dt pour R(s) > d. D’apres
Tr(e XNy = ¢ Zt” an[X] + O@N+179) (5.28)

et I'extension méromorphe au plan complexe, Rdes (x(s) = Fa(’gl[j(]) En particulier, nous avons
sS=a—n

(x(s)=T(s)"! (@ + f(s)), ot f est holomorphe en s = 0. D’aprés (5.16), (x(s) est réguliére
en 0 et (x(0) = aq[X] si d est pair et (x(0) = 0 si d est impair.
Corollaire 5.3.15. (p+4(0) = (p(0) = 0 lorsque d = dim(M) est impair.

Quand d est pair, (p+a(0) — (p(0) = X0 & f(AD~)%

Démonstration. Le résultat est une conséquence de (1.11) et du Lemme 5.3.4. O
On voit que (1.11) est aussi une conséquence de alog(HAD&) Zk 1 k AP avec
log(X) := %‘ _ X7 Ainsi Wres(log(l + AD™1)) = Ek 1 (AD™1) ) puisque

(ADfl)k a un résidu de Wodzicki nul si k& > d et de plus CD+A( ) = —Wres(log(D + A)).

Le point important est le caractére multiplicatif de det(X) := eWTeS(lOg(X)) (voir [100]). De
plus, ce déterminant est différent du (-déterminant e~ ¢x(0) ytilisé par exemple par Hawking [77]
dans sa régularisation via la fonction de partition qui souffre d’anomalies conformes.

Le fait que dans le développement asymptotique du noyau de la chaleur (5.28), le terme
as[D 4+ A] ne dépende que de la courbure scalaire et donc ne dépende pas de A se voit en
dimension 2 par l'invariance de la fonction zéta :

Lemme 5.3.16. Dans tout triplet spectral de dimension 2 (commutatif ou non) avec absence de
tadpole d’ordre zero (i.e. (1.19) est satisfaite), (p4+a(0) = (p(0) pour toute 1-forme A.

Démonstration. Soient aj, ag, b1, be € A. Alors, avec A1 = a1[D, b1],

][Al D ag[D,by) D = ][Al[D_l, az)[D, o] D! +][A1a27>—1[7>, bo]D1.

Le premier terme est nul puisque I'intégrand est dans OP~3, alors que le deuxiéme terme est
égal a f (ala(blag) — albla(ag)) (a(bg) — bg), donc est nul d’apres les égalités a(x)a(y) = a(zy),
fzy =fza(y). Ainsi f (AD ) = 0 et le Corollaire 5.3.15 donne le résultat. O

Notons que (p44(0) — (p(0) est normalement non nul : par exemple, sur le tore de dimension
4, on peut prendre

A=gel02m o —in" Y aare’"

ol a,, est dans l’espace de Schwartz S(Z4) et an) = —Gq,—;- Nous avons d’aprés le Lemme
3.3.12, (avec c = 2= |IZ =", ¥ ot © = 0)

0+4(0) = 0(0) = FAD™) = ¢ 3 g (117 = 57 )
lez4
puisque f(AD1)* = 0.
La derniére égalité suggére que le Lemme 5.3.16 peut s’étendre :
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Proposition 5.3.17. Pour toute 1-forme A, f (AD™Y)? =0 si d = dim(M).

Démonstration. Comme dans la preuve du Lemme 5.3.16, D~ commute avec les éléments de

’algeébre car l'intégrand est dans OP~%. Donc pour une famille a;, b; € A et avec a := H?Zl a;,

d d d d
][ [T (@[, b} D7) = ][ (ITa) I1(ID.0i)D7") = ][ a [T (ab:) - bi).
i=1 i=1  i=1 i=1
On obtient, puisque a(b;) —b; € OP~ Y
a d d
O'(idni 1 (b)) =b: H =a Haf(lbi).
i=1 i=1

De plus, a?i’m_l(ago,f) = 0 : on sait déja par le Lemme 5.3.13 que UD;(xo,g) =0, et d’aprés
(5.21) que ,x02; " (20,€) = 0 pour tout k, et oD% (10, €) = bi(xo) oF (z0,€) = 0 ce qui donne le
résultat. u

Cette proposition n’est plus vraie dans le cadre des triplets spectraux non commutatifs, voir
par exemple (82, Table 1].

Notons que pour une 1-forme A, f A4D~4 # f(AD~1)~? = 0. En dimension d = 2,

][A2 D2 = —2¢ Tr('yk'yl)/ apa vy.
M

Il est connu (voir |37, Proposition 1.153]) que le terme d’ordre d — 2 (pour d = 4) dans
l'action spectrale f |D + A|72 est independant de la perturbation A. C’est la raison pour laquelle
Paction de Einstein-Hilbert S(D) = §|D|~4*% = —c [}, 7\/gdz (voir [68, Théoréme 11.2]) est
si fondamentale. Ici 7 est la courbure scalaire (positive sur la sphére) et ¢ est une constante
positive.

On donne ici une autre preuve de ce résultat.

Lemme 5.3.18. Nous avons { |D + A|~2 = {|D|=42 = —¢ [, 7. /gdx avec c = L2 {|D|~%

Démonstration. On obtient & partir du Lemme 1.3.10 (i7), I'égalité suivante, on X := AD +

DA+ A
][’D+A‘d+2 _][’D’d+2 ) (g][X2’D’d2 _][X‘D‘d).

Puisque les tadpoles n’existent pas ici, nous avons f X DI~ = f A%|D|=%. De plus, puisque
modulo OP!, X? = (AD)? + (DA)? + AD?>A + DA?D, on obtient avec [D?, A] € OP?,

][X2|D|_d_2 = 2][(AD)2\D|_d_2 + 2][A2|D|—d

ce qui donne

Frosapez - fippae - a2 fappippae - 254 f o),
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Ainsi, il est suffisant de vérifier que
/ Tr (0_a((AD)?|D|~72) (20, £)) d€ = Qdd/ Tr (0-a(A*[D|~7) (w0, £))dé.
Sy M Sz M
Un calcul direct donne, avec A =: —ia, 7", et oP(xg,€) = Eu,

/ o allADPIDI ) g, €)dE =~ ayar Tr(39"77 ) Vol (57

0

| a0 € d = —aya; Tr(y7) Vol(5).

Ainsi, {|D + A|7%2 = f|D|79*2 est une conséquence de I'égalité suivante Tr(y#y"y7v,) =
(2 — d) Tr(y#~7). La constante ¢ est donnée dans [68, Théoréme 11.2 et (11.2)]. O

Remarque 5.3.19. Comme noté dans [37, Definition 1.143], le résultat précédent justifie la
définition de la courbure scalaire d’un triplet (A, H,D) comme étant R(a) := §a|D|~*2 pour
a € A. Cette application est bien str une trace sur A pour une géométrie commutative. Mais ce
n’est pas une trace pour le triplet associé au groupe quantique SUy(2) :

—1 _ —q*+6¢*+3 -1 _ 3¢*464>—1
R(aa*) :][aa* DI = £ o R(ata) :][a*a D! = St
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Chapitre 6

Calcul pseudodifférentiel global sur
variétés avec linéarisation

6.1 Introduction

Le calcul pseudodifférentiel global [9,49,63,111, 112,120, 125,126, 148, 149| permet d’établir
une notion globale de symbole total d’un opérateur pseudodifférentiel, modulo I’algébre résiduelle
des opérateurs régularisants W~>° (& noyau lisse). Il est basé sur la définition d’une connexion
sur la variété (ou plus généralement, d’une linéarisation [9]), et utilise application exponentielle,
ainsi que le transport paralléle sur les géodésiques associées, pour obtenir un isomorphisme global
(modulo U~%°) entre les algeébres symboliques et opératorielles. D’autre part, des applications en
physique et dans le domaine de la quantification ont été considérées dans [10,56,57,74,75,145,146].

Ces calculs pseudodifférentiels sont basés sur des estimations locales en x. Dans le cadre des
variétés non compactes, il est nécessaire de pouvoir controler uniformément en x les symboles et
leurs dérivées. Il existe pour cela le calcul standard sur R" de Hérmander [5,81,129], le calcul
isotropique [105,127,128], et le calcul pseudodifférentiel SG [40,41,102,109,122,128,132]. D’autres
approches basées sur les structures de Lie a U'infini ont aussi été explorées |3,104,106,107].

Notre objectif ici est de construire un calcul pseudodifférentiel global généralisant les calculs
standard et SG sur R", sur les variétés avec linéarisation. Ces variétés fournissent un cadre
naturel pour traiter a la fois de la non compacité et de I'isomorphisme global entre les symboles
et les opérateurs.

6.2 Variétés avec linéarisation et espaces de base

6.2.1 Application exponentielle, définitions et notations

La notion de linéarisation sur une variété a été d’abord introduite par Bokobza-Haggiag
dans [9] et est définie comme une application lisse v de M x M dans TM telle que wo v = 7y,
v(z,x) = 0 pour tout x € M et (dyv)y—, = Idg,ar. Dans ce qui suit, nous allons travailler avec
des linéarisations "globales" dans le sens suivant :

Définition 6.2.1. Une variété avec linéarisation (ou variété exponentielle) est un couple (M, exp)
ot M est une variété lisse et exp une application lisse de T'M dans M telle que :
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(i) pour tout x € M, exp, : T, M — M définie par exp,(§) := exp(x, &), est un difféeomorphisme
entre T, M et M,

(74) pour tout x € M, exp,(0) = x et (dexp,)o = Idr, as-

L’application exp sera appelée application exponentielle, et (z,y) — exp, ' (y) la linéarisation,

de la variété exponentielle (M, exp). On utilisera la notation e := exp, (£).

Notons que (M, V) (resp. (M, g)) ot V est une connexion linéaire sur M (resp. ¢ est une struc-
ture pseudo-riemannienne sur M) est exponentielle (dans le sens ou 'application exponentielle
associée vérifie la définition précédente) si et seulement si

— M est géodésiquement compléte,

— pour tout x,y € M, il existe une et une seule géodésique maximale v telle que v(0) = z et

(1) = v,

— pour tout x € M, exp, est un difféomorphisme local.

Remarque 6.2.2. Une variété de Cartan—Hadamard est, par définition, une variété rieman-
nienne compléte simplement connexe et de courbure sectionnelle négative ou nulle. D’aprés le
théoréme de Cartan—Hadamard (voir par exemple [97, Théoréeme 3.8]) toute variété de Cartan—
Hadamard est exponentielle.

Remarque 6.2.3. La structure exponentielle peut se transporter par difféomorphisme : si
(M, expys) est une variété exponentielle, N une variété lisse ¢ : M — N est un difféomor-
phisme, alors (N,expy := @ oexpy 0 T~ l) est une variété exponentielle.

Hypothése 6.2.4. On suppose a partir de maintenant que (M, exp) est une variété réelle expo-
nentielle de dimension n.

Pour tout z,y € M, on définit 7., comme la courbe R — M, t — exp,(t exp,ty), et
Yey(t) = Yyz(1 —t). Notons que v;y(0) = = et 7,,(1) = y. Si application exponentielle est
dérivée d’une connexion, nous avons pour tout t € R, v, (t) = 74y (t). Dans le cas général, ceci
est vrai seulement pour t =0 et t = 1.

Si z € M et b est une base de T, M on appelle (z,b) une base normale (ou simplement base)
sur M. Pour toute base (2,b), on pose n? := Ly oexp, ! avec Ly I'isomorphisme de T, M sur R"
associé a b. Par conséquent, ng est un difféomorphisme de M sur R™.

On pose 1#5’5 = nlo (ng)*l, il s’agit d'un difféomorphisme de R™ sur R™ (changement
de coordonnées normales). On note (9;..p)ien, et (dz®*%);en, (avec N, = {1,---,n}) les

champs de vecteurs de base et les 1-formes associées & nf. On note nf;* le difféomorphisme de
T*M sur R?", n;T :(2,8) — (nd(x), M?,(€)) le difféomorphisme de TM sur R?", et n27M2 le
difféomorphisme de M x M sur R?", associés & la carte globale ng.

Si & est un espace vectoriel complexe normé, de dimension finie, et v un (2n)-multi-indice, on

définit les opérateurs suivants sur C°(T*M, €) (resp. C°(T'M, &), C°(M x M, €)) :

2n
L Vi
z,b " H 8k,z,h'
k=1

Si a est un n-multi-indice, 0%, est un opérateur sur C°°(M, €). On introduit les notations
suivantes pour (z,b) base, x,y € M, 0 € TX(M), £ € T,(M) :

(@)sp = (n2(@)), (D)o = (MIL(0)),  (E)spw = (ME,(E)),

(@,9)20 = ((n2(2),n2(®))),  (2,60)2 = (n2(x), M24())), (@, €)z = ((n(x), MI,(E))-
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Si f et g sont dans CO(R?,RF') on note f = g la relation d’équivalence : (f) = O((g)) et
{g) = O({[))-

6.2.2 Transport paralléle sur un fibré hermitien

Soit un E un fibré vectoriel hermitien (avec fibre typique E) sur (M,exp). E admet une
connection V¥ compatible avec la métrique hermitienne [7]. On notera (1/|1’) le produit scalaire
hermitien et [1)|? := (¢|¢). Par convention, la forme sesquilinéaire (-|-), sur E, est antilinéaire
en la deuxiéme variable. Si y est un courbe sur M définie sur un interval J et v*F le fibré associé
sur J, il existe une connexion naturelle sur v*E, notée V¥ ¥ compatible avec VF.

Fixons z,y € M et v : J — M un courbe telle que v(0) = z et y(1) = y. Pour tout v € E,,
il existe une section lisse unique § de v*E — J telle que 3(0) = v et VY EB = 0. Clairement,
B(1) € E, et on peut définir un isomorphisme linéaire 7, de E, vers E, par 7,(v) = £(1).
L’application 7, est le transport parallele associé a v de E, vers L. La compatibilité de vE
avec la métrique hermitienne implique que 7, soit une isométrie.

Le fibré vectoriel L(E) — M, défini par L(E), := L(E,), est relevé a T*M, TM et M x M en
posant la fibre en (x,0) égale a L(E,) pour T*M ou T'M, et la fibre en (x,y) égale & L(E,, E;)
pour M x M. La projection canonique de T*M ou T'M vers M est notée .

o -1 _ AL .
On note 7,y := 7,,,. Remarquons que 7,/ = 75 . On définit 7, : = — 7., et on pose

X
i =12 !
Siu € C®(M,E)et z€ M,onnote u*(x) := (1, ' u)(x) pour tout z € M. Si a est une section
de L(E) — T*M ou L(E) — TM, on note a® := (7, *or) a (,07). Si a est une section de L(E) —
M x M, on note a*(z,y) := 7, 1(x) a(z,y) 7.(y). On note 72 := (z,y) — 7. (y)7(z,y)7.(7) €
L(E.). En notant m(z,y) := x, m(x,y) := y, on obtient alors a* = (77! o 7m)a (7, o m) et
7% = (171 om)a(r, om).
Le résultat suivant est classique.

Lemme 6.2.5. (i) L’application T : (x,y) — Tay (resp. 771 : (x,y) — 7,,') est une section lisse
du fibré vectoriel L(E)Y — M x M ou la fibre en (z,y) est L(Ey, E,) (resp. du fibré vectoriel
L(E) — M x M).

(ii) T, € C®(M,L(E,,E)) et 7' € C°(M,L(E, E,)).

(iii) T € C=(M x M, L(E,)).

Corollaire 6.2.6. Si u est dans l'espace C>*(M, E), alors u* € C*°(M, E,). De fagon similaire
a€ C®(T*M,L(E)) (resp. C*(TM,L(E)), C*(M x M,L(E))), alors a* € C*(T*M, L(E,))
(resp. C(TM, L(E.)), C*(M x M, L(E)).

Remarque 6.2.7. Le fibré vectoriel EE sur M est trivialisable et le transport paralléle donne une
famille de d trivialisations, puisque pour tout z € M, f, : E — M X E, (z,v) — (z,72:(v)),
Id: M — M,z — x, est un isomorphisme de fibrés vectoriels de E — M dans M x E — M.

Notons que si exp est dérivée d’une connection, 7., = Tyx pour tout x,y € M.

Y

6.2.3 Géométrie de type Oy, et S,

Définition 6.2.8. Soit o € [0, 1]. La variété exponentielle (M, exp) est dite de type S, si pour
tous (z,b), (2/,b'), et tout n-multi-indice o # 0,

(Sel)  9%920%(x) = O((x)~ollel=D)y |
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et de type Oy si pour tout (z,b), (2/,b'), et tout n-multi-indice «, il existe p, > 1 tel que

(Om1)  "P2Y(x) = O((x)P).

Définition 6.2.9. Considérons le triplet (M, exp, E) ou (M,exp) est exponentielle. E est un
fibré hermitien sur M est de type S, si (M, exp) est de type S, et pour tous (z,b), 2/, 2", et tout
n-multi-indice «,

(5:2) 0% mn(z) = O((a), 7,

et de type Oy si (M, exp) est de type Oy pour tous (z,b), (2/,0), et tout n-multi-indice «, il
existe p, > 1 tel que

(On2) 075 Ton(a) = O((a)15)

Lemme 6.2.10. Soient o € [0,1] et (2,b), (2/,b") des bases.
(1) Si (M, exp) est de type Sy, il existe K,C,C" > 0 tels que pour toutx € R", x € M, 0 € T*(M),

Y27 < Idgn et (2)ap < K(2)ap, (6.1)
<0>z,h,w < C<9>z’,b’,x et <£>z b,x < C <£>z’,b/,xy (62)

et si (M,exp) est de type Oy, il existe K, K', K", C,C" > 0 et ¢ > 1 tels que pour tout x € R,
veM,0eTy(M),§eTy(M),

K/<X>1/q < <¢::§:(X)> < K"(x)1 et ()50 < K(z)? R (6.3)

<0>z b,z < C< > / b/<9>z’,b’,x et <£>z b,x < C,< > ’ b/<£>z’,b/,x, (64)

(ii) Pour tout n-multi-indice o,

fe o’
2,6 — E : fa,o/ az/,b’

0<|a’|<]a

ou les fonctions (fo,ar) sur M sont lisses, réelles et telles que pour tout n-multi-indices a, o/,
(a) si (M, exp) est de type S,, il existe Co > 0 tel que pour tout x € M, |foo(x)] <
Culz)T b(IOf\ % I)
Z,
(b) si (M, exp) est de type Oys, il existe Co > 0 et qo > 1 tel que pour tout x € M,
|faor (@)] < Oa<a:>§%,

Demonstmtwn Supposons que (M, exp) soit de type S,. La formule de Taylor implique

que ‘ i H ’ H + Cp [|x]| pour tout x € R™, ot Cp := Supycpn (dw:::,l)x . Par
conséquent ° . Z,( ) O(||x||) et alors, il existe K" > 0 tel que W:g (x)) < K"(x). Le méme
argument pour w = (wb b) ! donne wb ¥ =< Idgn et (), p < K(x)y p s’en déduit. Puisque
] - o] < 1,00 = ] e

fonctions bornees (6.2) suit. Le cas ou (M, exp) est de type OM est similaire.
(7i) Nous avons pour tout f € C°(M, €),

2o(f) = 0%(f o () 1) ol = °(f o ()~ 0wl Y) om?.
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On applique alors la formule de Faa di Bruno & plusieurs variables obtenue par G.M. Constantine
et T.H. Savits dans [39], que nous avons reformulée au Théoréme 6.2.11. Cette formule implique
que pour tout n-multi-indice « # 0,

O(fomi) T ouS ) = > Paw@ (0¥ fo i) oyl?

1<]e/|<le

et ainsi
o= Y (Paw@iDond) 8y = Y fow 0y
1<|a’[<]ef 1<e/[<]e]
ou P, o/(g) est une combinaison linéaire de szl(aljg)kj, ot 1 < s < |aletles k/ et IV sont des
n-multi-indices avec |k?| > 0, |I/| > 0, > =1 k7| = |o| et Py |k7]|l/| = |a|. Dans le cas ot
(M, exp) est de type S, pour chaque s, (k7), (1), il existe K > 0 tel que pour tout x € R™,

|H O ¥ W ()] < K (x)~7 T3 (P I=DIM] — pey=ollal=la’)

ce qui donne le résultat. Le cas ou (M, exp) est de type Oy est similaire. O

Théoreme 6.2.11. [39] Soient f € C°(RP,€) et g € C°(R",RP). Alors pour tout n-multi-
indice v # 0,

||

0"(fog)= Z (0*f) ngz Hkﬂlmw (@9

L<A< ] s=lps(r,A) =1

ot ps(v, \) est U'ensemble des p-multi-indices k7 et n-multi-indices 17 (1 < j < s) tels que 0 < I* <
<< 15 (1 <1 étant défini par “ll| < |U'| ou|l| =|U'| etl <z I'” ot <y, est 'ordre lexicographique
strict), [k >0, S25_ k0 =X et S0_ [W[1 = v

Notons que d’aprés le Lemme 6.2.10, si (M, exp) satisfait (S,1) (resp. (Opr1)), alors (S,2)
(resp. (OM2)) est équivalent a : pour tout 2,z € M, il existe une base (z,b) telle que
6T Lr(z) = O(<m>;‘;|al) (resp. O((x)%,) pour un p, > 1) pour tout n-multi-indice a.

Les caractéristiques S, ou Oy peuvent se transporter par difféomorphisme :

Proposition 6.2.12. Si (M, exp,,) est de type S, (resp. Opr), N une variété lisse et p : M — N
un difféomorphisme, alors (N,expy := @ oexpys o do~ ') est de type Sy (resp. Opp).

ng o (nE;’N)_l ou ”E,N = Ly o exp;\,}z et (z,b), (2/,b)
sont deux bases sur N. Puisque exp, y = ¢ o eXpM’(PA(Z/) o(dp~1),s et d’autre part epr,}Z =

Démonstration. Notons d}z SN =N

“1y-1 -1 -1 _ ot -
(dp=) " o €XPyy ,o1(;) 0 P 5 NOUS obtenons wz SN = w¢_1(z)7¢_1(z,)’M ol b, est la base de
Tp-1(2)(M) telle que Ly, = Ly o (dp),-1(,). Le résultat s’en déduit. O

Le lemme technique suivant sera utilisé pour la transformation de Fourier et la définition des
sections rapidement décroissantes sur les fibrés tangent et cotangent.
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Lemme 6.2.13. Soient (z,b), (2/,b") des bases.
(i) On peut exprimer 8§%ﬁ), vu comme un opérateur sur C°(T*M, €) (resp. C°(TM,€)) , ou
(a, B) est un 2n-multi-indice, avec la somme finie :

o = > Japarp 05

0<|(e,8")|<| (e, 8)]
18’1218

ou les fonctions lisses réelles fo 5,005 sur T*M (resp. TM ) vérifient
(a) si (M,exp) est de type Sy pour un o € [0,1], il existe Cyo 3 > 0 tel que pour tout (x,0) €
T*M (resp. TM),

Fapar (@, 0)] < Capl@) 741D (0) VL. (6.5)
(b) si (M,exp) de type Opr, il existe Cp g > 0 et go 3 > 1 tels que pour tout (x,6) € T*M
(resp. TM ),

| fapior(@,0)] < Cagla)io? (0)7 1, (6.6)

(i) On peut exprimer 8;0;’6), vu comme un opérateur sur C°(M x M, €), avec la somme finie :

(@.B) _ (@,p")
82(,);] - Z favﬁ’a/n@, 82,0be

0<|a/|<|a
0<|6'|<|8]
ot les fonctions lisses réelles fo .o, sur M x M sont telles que

(a) si (M,exp) est de type S, pour un o € [0,1], il existe Cy g > 0 tel que pour tout (x,y) €
M x M,

|fa,ﬁ,o/,ﬁ’(x7y)‘ <Cup <x>g’((|]a |—le]) <y>g’(f|]3 |—\5|). (6.7)
(b) si (M, exp) est de type Onr, il existe Co 3 > 0 et qo,q3 > 1 tel que pour tout (z,y) €
M x M,

| fa,6,00,60 (@, 9)] < Cap (@) 2% (0) (6.8)

Démonstration. (i) Supposons que (M, exp) soit de type S,. On note v, := n% o (n2,)~" et

2!, 2%
Y = ngi 7 © (nET)_l. Nous avons 9, = (1/1::’: o7y, L) oul m est la projection de R?" sur la
premiére copie de R” dans R?” et L est I'application lisse de R?" vers R™ définie par

L(x,0) i= DD (0) = HAY2D) o (9):
En notant (L;)1<i<n les composantes de L, nous avons L;(x, ) ’: > 1<p<n Lip(x) Op, ot Ly, 1=
(81-1/1:”:,/)10 o ¢:,,::. Par conséquent, pour 1 < i < n et «, 3, n-multi-indices tel que |(«, 5)| > 0
(0“Mp)s = 350000 Diom, (O ngi = (0L,
(OPL)i(x,9) = D (0"Lip)(x) Fap(9),

1<p<n
b',b te; 16,06 b',b .
Lip= Y. Paw@y) (0¥l poy)7) si |al >0,

1<]e/[<|e
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ou Fg, (1) est égal a ¥ si B = 0, to 6, si B = e, et & 0 sinon. On obtient de la preuve du
Lemme 6.2.10 que (pour 1 < |&/| < |al) Pava/(@bg’g)(x) = O((x)~oUel=1o'D) Par conséquent,
d’aprés (6.1), on voit que 9*L; ,(x) = O((x)~71l). Ainsi, si |3] > 1, 9@Dep, =0 et
sif=0,  (0“P)i(x0) = 0(x) D) et (0P h)uri(x,9) = O((x)77(0))
silg =1, (@“V¢.)i=0 ot (0P )nri(x,9) = O((x) 1) .
Des résultats similaires sont vérifiés pour 17, en prenant L := (dw::’:)x(ﬂ) au lieu de L.
Nous avons pour tout f € C®(T*M, &),

Vo(f) =0 (fo(nl,) ond, =8 (fo(nl,)  og)ond,
En utilisant encore une fois la fomule de Faa di Bruno du Théoréme 6.2.11, on obtient
Iy = Z (P (1) 0"2,*) oy = Z Jor azu’,b’
1</ |<]v| 1</ |<]v|
ot P,/ (1)) est une combinaison linéaire de szl(alj L 1 <s< lv|, les k7 et I/ sont des
2n-multi-indices avec |k7| >0, |17] >0, ‘E‘;Zl K = y’ et‘Z‘;-:.l |k |17 = v.
Notons I/ =: (171, 17:2), k7 =: (k! k3?) ou 191,192, k)1 k72 sont des n-multi-indices. Ainsi,
n
. . . i . 2
@) = 1@ ) (0" u)nsi)
i=1
et on obtient, pour un s donné, (I), (k’) tels que (8lj1/1*)kj # 0 pour tout 1 < j <s,
silh? =0, (87 p ) = O((x) =P I=DIR=alk?2] gy K2y
si P2 =1, kL =0 et (aqu/;*)’fj - @(<X>*U(|lj|*1)\kj|)_
Puisque k7 # 0 et (8lj¢*)kj # 0, 172 satisfait [I72| < 1. Par permutation sur les indices 7,
on peut supposer que pour 1 < j < j; — 1, nous avons 2 = 0, pour j; < j < s, nous avons

2| =1,0t 1< j; <s+ 1. Ainsi,
[T v)” = O((x) o i WI=DIR T3 692) gy ST 921y
j=1
Avee v = (o, ), V' = (o, ),
a-t o s ‘ s ) S o
P ED DI BB L B CA D L G B AR
Jj=1 Jj=1 J=i J=i

Si on pose foo00:=1e€t fo000:=0si a0, alors pour tout 2n-multi-indice (a, ),

(,8) _ (e/,8")
az,b - Z fa7ﬂ7a,7ﬂ/ 82’,[]/
0<[(o,8") <] (e, 8)]
18'1>18]
et l'estimation (6.5) suit pour tout f, 3.4/ . Dans le cas de Oy, la preuve est similaire, et nous
obtenons pour un r,, > 1, szl(ap V) = O((x)™ (9)171-181) | ce qui donne le résultat.

(7i) En remplagant v, by w:,/’: 2 = ni’: a2 © (ng MQ)*l dans (7), nous obtenons le résultat par

des arguments identiques. O
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6.2.4 Espaces de fonctions et de distributions de base

On suppose dans cette section que E est un fibré vectoriel hermitien sur la variété exponentielle
,exp). On définit pour toute base (z,b) sur M,
M On définit toute b b M

T.p(u) :=u®o (n?) 1.

Pour une base donnée (z,b), on note |dz*°| la densité associée a la forme volume sur M :
dz®® = dxb P A - A da™P0 et |0, 6| la codensité définie par [0y .6 A -+ A Op 2. Pour une
densité strictement positive donnée dpu, on notera aussi du la mesure (positive, de Borel-Radon,
o-finie) associée sur M. Ceci permet de définir les espaces de Banach LP(M,du) (1 < p < o0).
En fait, L>(M) := L*°(M,du) ne dépend pas de dp.

On définit G4(RP, €) (resp. S¢(RP)), ou ¢ € [0,1], comme 'espace des applications lisses g
de RP dans € (resp. R) telles que pour tout p-multi-indice v # 0 (resp. tout p-multi-indice v), il
existe C,, > 0 tel que [|0”g(v)|| < C,(v)~"I=D (resp. |8V g(v)| < C,(v)~) pour tout v € RP.
On note Oy (RP, &) 'espace des fonctions lisses a valeurs dans € avec dérivées polynomialement
bornées. On utilisera les notations G, (RP) := G,(RP,RP) et Op(RP) := Op(RP,R).

Lemme 6.2.14. (i) Soient f € G,(RP, &) (resp. S;(RP)) et g € G,(R",RP) telles que, si o > 0,
il existe e > 0 tel que (g(v)) > e(v) pour tout v € R™. Alors fog € G,(R", &) (resp. S;(R™)).
(ii) L’ensemble GX(RP) des difféomorphismes g on RP tels que g et g~* soient dans G (RP) est
un sous-groupe de Diff(RP) et contient GL,(R) comme sous-groupe.

(11i) Nous avons Opr(RP, €)o Oy (R™,RP) C Op(R™, €). En particulier, espace O (RP,RP) est
un monoide sous la composition des fonctions. L’ensemble des éléments inversibles du monoide
Oum(RP,RP), noté Oy, (RP,RP), est un sous-groupe de Diff(RP) et contient G5 (RP) comme sous-
groupe.

(i) (M, exp) est de type Sy (resp. Onr) si et seulement s’il existe une base (29, bg) telle que pour
toute base (z,b), Y202 € GX(R™) (resp. O R™ R™)).

(v) L’ensemble, noté S;(RP) (resp. Oy (RP)), des fonctions lisses f : RP — R* telles que f
et 1/f soient dans Sy(RP) (resp. Opr(RP)) est un groupe commutatif sous la multiplication de
fonctions. De plus, S;(RP) < S%(RP) < Oy (RP) sil>o0 >0' > 0.

(vi) Si g € GX(RP) (resp. O3 (RP,RP)) alors son déterminant jabobien J(g) est dans S)(RP)
(resp. Oy (RP)).

Démonstration. Applications directes de la formule de Faa di Bruno (Théoréme 6.2.11). O

Remarquons que pour tout g € GZ(RP), nous avons g < Idge. La multiplication par une
fonction dans Op;(R™) est un automorphisme topologique de S(R", E.). Si on note J:’Zb, le
jacobien de 1/):’:,,, alors 1/ J:’Zb// = J://’Zb o w:’:,/ et

J% onli(x) = da®® /da™ ¥ () = det MP, (MY )" = det(MY ) ML,
On déduit du Lemme 6.2.14 (vi) que si (M, exp) est de type S, (resp. Oyps) alors J:’Zb,/ est dans
Sx(R™) (resp. O3 (R™)).

Définition 6.2.15. Une fonction lisse f est dans S, (resp. Opr) si pour toute base (z,b),
fo(nd)™t e Sy(R™) (resp. Op(R™)). Une fonction lisse f est dans S (resp. Of;) si pour toute
base (z,b), fo(nb)~1 € SX(R") (resp. O, (R™)).
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Lemme 6.2.16. Si (M, exp) est de type S,, alors une fonction lisse f sur M est dans Sy (resp.
S ) s’il existe une base (z,b) telle que fo (n2)~! € S,(R™) (resp. SX(R™)). Si (M, exp) est de
type Opp, alors f est dans Oy (resp. OF;) s’il existe une base (2, b) telle que fo(n2)™! € Op(R™)
(resp. O3 (R™)).

Démonstration. Soit (2',b') une base telle que fo(n%)~' € S,(R™), et soit (z, b) une autre base.
D’apres le Lemme 6.2.10 (i7), si (M, exp) est de type Sy, alors pour tout n-multi-indice «,

F(Fom) ™= S fawo @) O Foml) ) outt
0<|a’[<]e

0t (faar © (n8)"1)(x) = O((x)~l=1'D). Par conséquent 9% (f o (nf)~1)(x) = O({x) =71} et le

z
résultat suit. Le cas Oy est similaire. ]

Définition 6.2.17. Une densité du strictement positive est de type S (resp. (’)]T/I) si pour toute
base (z, b), I'unique fonction strictement positive £, p telle que dp = f, p|dz*°| est dans S (resp.
O;;)- Dans ce cas, on notera fi,p la fonction strictement positive dans Sy (R™) (resp. O3, (R™))
telle que du = (u,,p 0 nY) |dz*°

On dit que (M, exp,du) est de type S, (resp. Opr) si (M, exp) est de type S, (resp. Opf) et
dp est une Sy (resp. Oj;)-densité.

Lemme 6.2.18. Si (M, exp) est de type S, (resp. Opr), alors toute densité won®|dz*?| ot u est
une fonction strictement positive dans SX(R™) (resp. Op(R™)) et (z,b), (2/,b') sont des bases,
est une Sy -densité (resp. Oy,-densité).

Démonstration. Soit (2”,") une base. En notant du := u o n|dz*°|, on obtient

dp = (uo nEi)\Jf}’fﬂ o nly|de?"Y"

On a déja vu que la fonction J:’:,’,/ est dans S (R™) (resp. O}, (R™)). D’aprés le Lemme 6.2.16,

(uo ni’;)(]J::,l,/\ onb,) est dans S (resp. OF). O

Remarque 6.2.19. En prenant u := x — 1 dans le lemme précédent, on voit que pour toute
variété exponentielle (M, exp) de type Sy (resp. Onr), on peut définir une famille canonique de
Sy -densités (resp. O} -densités) sur M : D := (|dz*®|), per ot I est l'ensemble des bases sur
M. Siexp est lapplication exponentielle associée & une structure pseudo-riemannienne g sur M,
on peut aussi définir une sous-famille canonique de D par Dy = (|dx?|),enmr ot |da?| = |da™"®|
avec b une base orthonormale (dans le sens g.(b;,b;) = 1055 o n; = 1 pour 1 < i < m et
n; = —1 pour i > m, o g a pour signature (m,n —m)) de T,(M) (|dz?| est alors indépendant
de b). A priori, la densité riemannienne n’appartient pas a la famille Dy.

Nous allons avoir besoin d’intégrer sur les fibres tangentes et cotangentes. On définit donc
dp* = (,uz_%,onzb) |0.,6| la codensité associée a du, ott i == ﬁ et (2, b) est une base. Notons que

0] = 1d2=Y /|| = (0 1)/ 11z 0 n¥)), dpu® est indépendant de (z, b).
Pour un point x € M donné, la densité sur T,(M) associée & du est dpy := (pp 0 nl(z)) |da2®

puisque |0 p
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et la densité associée sur T, (M) est du’ = (,uz_%] on®(x))|0.,p,|. Pour une fonction f définie sur

T, (M) ou T(M), nous avons formellement :

/ F€) dita(€) = peonb(e) [ fo (ME) Q) dc.
w(M)

| @) a0 =upont(o) [ fo(BT) " 0)a,
7 (M) R
et on peut vérifier directement que ces intégrales sont bien indépendantes de la base choisie (z, b).

6.2.5 Opérateurs et espaces de Schwartz

Hypothése 6.2.20. On suppose dans cette section et la section 6.2.6 que (M, exp, E,du), ou E
est un fibré vectoriel hermitien sur M, est de type Q.

La conséquence principale de la structure exponentielle est la possibilité de définir les fonctions
de Schwartz sur M.

Définition 6.2.21. Une section u € C°(M, E) est rapidement décroissante a 'infini si pour
tout (z,b), tout n-multi-indice o et p € N, il existe Ko, > 0 tel que

162 6u* (@)]] . < Kagpla) (6.9)

uniformément en € M. On note S(M, E) I'espace de ces sections.

Lemme 6.2.22. Une section u € C*°(M, E) est dans S(M, E) si et seulement s’il existe une
base (z,b) telle que (6.9) soit valide.

Démonstration. Supposons que (6.9) soit valide pour (2/,b) et soit (z,b) une autre base. Ainsi,
avec le Lemme 6.2.10 (i¢) et la régle de Leibniz,

(@)= >N fawr ()05 () 00y (), (6.10)

0<|a’|<]al f<a’

De plus, |fo.o ( )80‘, b,ﬁ(T 17.)] < Colz)?, pour un Cy, > 0 et un g, > 1. Ainsi (6.9) et (6.3)
3§‘buz(aj)‘ . < K(z > . Le résultat

z

s’en déduit. 0

impliquent que pour tout p € N, il existe K > 0 tel que ‘

Remarque 6.2.23. Soit u € C°(M, E) et (z,b) une base. Alors u € S(M, E) st et seulement
si (77 u) o (n8)~! € S(R™, E,). Dit autrement, si v € S(R™, E,) alors 7,(von®) € S(M, E).

Le lemme suivant montre qu’il est possible de définir des topologies canoniques de Fréchet sur
S(M, E).

Lemme 6.2.24. Soit (z,b) une base. Alors
(i) L’ensemble suivant de semi-normes

Gap(u) == Sélp zb Ha )‘ E,

détermine une topologie localement convexe métrisable T sur S(M, E).

(it) L’application T,y est un isomorphisme topologique de l'espace S(M, E) sur S(R", E.,).
(i1i) La topologie T est Fréchet et indépendante de la base choisie (z,b).
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Démonstration. (i) et (it) sont évidents.

(74i) Puisque T est un isomorphisme topologique, 7 est compléte. En suivant les arguments
de la preuve du Lemme 6.2.22, on voit qu’il existe r € N* tel que pour tout n-multi-indice « et
p € N, il existe Cqpp, > 0, 7o, € N*, tel que pour tout u € S(M, E),

U
( <: (j ap :E:: qﬁfra p
18<la

L’indépendance par rapport a (z, b) suit. O

Remarque 6.2.25. Si (M, exp, E,du) est de type Sy, alors il est possible de définir l’espace de
Fréchet B(M, E) des sections a dérivées bornées, par la méme procédure que S(M, E), avec le
Lemme 6.2.10.

Dans ce qui suit, I'injection canonique des fonctions vers les distributions sera donnée par
w— (u,-) ou (u,v) := [(u|v) du. Notons que les injections continues S — 8’ et S — LP(dp) —
S’, (1 < p < o0) ont une image dense.

En utilisant les mémes principes que pour la définition de S avec '’hypothése Oy et le Lemme
6.2.13 (i7), on définit l’espace de Fréchet S(M x M, L(E)) tel que pour tout (z, b) les applications
T, o2 = K — K?o(n MQ)*l solent des isomorphismes topologiques de S(M x M, L(E))
vers S(R*", L(E.)). En notant jy;» Pinjection dense continue de S(M x M, L(E)) dans son
antidual S’ (M x M, L(E)) définie par (jp2(K), K') = [3,. 0y Te(K (2, y)(K'(2,9))*) dp@dp(z, y),
nous avons le diagramme commutatif suivant, ot j est l'injection continue dense classique de
S(R*,L(E.)) dans son antidual, et Mg, est I'opérateur, de S(R?", L(E,)) dans lui-méme, de
multiplication par la fonction p, p ® 15 (qui est dans O}, (R?™)) :

jA42

S(M x M, L(E)) S'(M x M,L(E))

T*
Tz7b,M2\L 2,6, M2

SR, L(E:)) —; S(RQ”,L(EZ))—J,>S’(R2",L(Ez)).

Hp

Puisque S est nucléaire, L(S,S’) ~ S'(M x M, L(E)) et S(M x M,L(E)) ~ S ® S ot S :=
S(M, E). Ainsi, 8'(M x M,L(E)) ~8'® S, ou S est le dual de S qui est aussi I'antidual de S.
Notons que l'isomorphisme L(S,S’) ~ 8 (M x M, L(E)) est donné par

(Ag(v),u) = K(u®7)

ou Ag est Popérateur associé au noyau K, u,v € S, et 7(y) := v(y). Formellement,

(Ag(v),u) = /MxM(K“”y” u(@))dp ® du(,y),  (Axv)(a / K (2, y)o(y)du(y).

Ainsi tout opérateur continu A : § — &’ est déterminé par son noyau K4 € §'(M x M, L(E)).
Le transfert de A dans la base (z,b) est I'opérateur A, p de S(R", E,) dans S'(R", E.) tel que

(Azp(v), u) = (AT, (), T, (w))-

Ainsi, si K4 est le noyau de A, nous avons K4, v = z,b,MQ(KA) comme le noyau de A,

ol TZ p,ar2 est ici inverse de l'adjoint de T, g pp2. T %.b6,m2 est un isomorphisme topologique de
S’(M x M, L(E)) vers S'(R*", L(E.)).
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Définition 6.2.26. Un opérateur A € L(S,S’) est régulier si A et son adjoint AT envoient S
dans lui-méme de fagon continue. Une opérateur régularisant isotrope est un opérateur avec noyau
dans S(M x M, L(FE)). L’espace des opérateurs réguliers et I’espace des opérateurs régularisants
isotropes sont respectivement notés R(S) et ¥—°.

Remarquons que 'espace des opérateurs réguliers est une x-algébre sous la composition et
U~ est un *-idéal de cette algébre. Nous avons la propriété suivante, qui est une conséquence
directe du calcul isotropique sur R™ (voir par exemple [127]) :

Proposition 6.2.27. Tout opérateur régularisant isotrope s’étend (de fagon unique) en un opé-
rateur de type Hilbert-Schmidt sur L?(dpu).

6.2.6 Transformation de Fourier

Nous étendons ici la transformation de Fourier classique sur R™ aux espaces de Schwartz de
sections rapidement décroissantes de TM et T*M. On utilise les fibres T, (M), T (M) comme
support de l'intégration.

Définition 6.2.28. Une section lisse a € C*°(T* M, L(E)) est dans S(T*M, L(FE)) si pour tout
(z,b), tout 2n-multi-indice v et tout p € N, il existe K, > 0 tel que

Has,baz(x76)HL(Ez) S Kp,V<x76>;€ (611)

uniformément en (x,6) € T"M. On définit S(T'M, L(E)) de fagon similaire.

Proposition 6.2.29. (i) Une section uw € C*®°(T*M,L(E)) est dans S(T*M,L(E)) si et seule-
ment s’il existe une base (z,b) telle que (6.11) soit valide. Une propriété similaire est vraie pour
S(TM,L(E)).

(i1) Il y a une topologie de Fréchet sur S(T*M, L(E)) telle que chaque

b )—1

. z
T, px:ar a®o (nz*

soit un isomorphisme topologique de S(T*M, L(E)) vers S(R**, L(E.)). Une propriété similaire
est vraie pour S(TM, L(E)) et les applications T, o1 := a +— a® o (n® ;)7L

Démonstration. La preuve suit la méme technique que pour l'espace S(M, E), en utilisant 1'in-
variance de changement de coordonnées donnée par le Lemme 6.2.13. On obtient en particulier,
en notant v = (a, 8), V' = (/, 3), A = (AL, \2) et p = (p, p?),

/N1, _ 18 ! A—pl,
#oaii = S N funCun, 05 () 80 @) 80 () (6.12)
0<|v/|<|v| p<A<V/
151=18
ou Cl//,/\,p = 65',)\25,3',p2 (1;\) (,/o\) H

Remarque 6.2.30. Si (M,exp, E) est de type Sy, nous avons vu en Remarque 6.2.25 que l'on
peut définir de facon intrinséque ’espaces des E-sections sur M avec dérivées bornées. Cependant,
une définition similaire ne peut étre réalisée de la méme maniére pour les L(E)-sections sur T* M
a dérivées bornées car le changement de coordonnées du Lemme 6.2.13 impose une puissance
croissante en (0) (quand |B'| > |B]). Notons que lindépendance sur (z,b) reste vraie pour les
sections L(E) — T*M avec dérivées polynomialement bornées.
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Onnote S'(T*M, L(E)) et S'(TM, L(E)) les antiduals (avec topologie forte) de S(T*M, L(E))
et S(TM, L(F)), respectivement. Nous avons l'injection continue avec image dense :

Jren : S(T*M, L(E)) — S8 (T*M, L(E)) (resp. jrm : S(TM, L(E)) — 8'(TM, L(E)))

définie par

Grea(a).b) == [ Te(ab*)dp®  (resp. (rar(a),b) = / Te(ab*)du” )
TM* TM

ott du* est la mesure sur 7% M donnée par du*(z, 0) := du’(0)du(x) et du® est la mesure sur TM
donnée par du” (z, €) := dp,(€)dp(z). Notons que pour tout (2, b), du*(z,0) = |95, |(0)|dz*°|(z)
(c’est la mesure de Liouville sur T7*M) et du’ (z,0) = Mz,b o7”azf’(ac)|dacfﬁ’b (€)|dx*"®|(x). Nous avons
le diagramme commutatif suivant, ott M2 est la multiplication par la fonction (x, () ,uzvb(x)
(qui est dans O}, (R?")) :

S(TM, L(E)) T S'(TM, L(E))

Tz,h,Tl TT;,E:,T

S(R>", L(Ez)) 5 S(R™", L(Ez)) —— S'(R*", L(E.))

w

et, dans le cas de S(T"M, L(E)) un diagramme similaire est valide si M, est remplacé par
I'identité.

Définition 6.2.31. La transformation de Fourier de a € S(T'M, L(E)) est

Fla): (@0)— | » e 208 a(x, €) dpuy (€).

Proposition 6.2.32. F est un isomorphisme topologique de S(TM,L(E)) sur S(T*M, L(E))

avec tnuverse

Fla) = (z,€) — 200 a(2,0) du(6) .
Ty (M)

L’adjoint F* de F coincide avec F sur S(TM, L(E)), donc nous notons encore F par F et F*
par F.

Démonstration. Conséquence directe de la formule de Parseval pour I'automorphisme topolo-
gique (de S(R?", L(E,))) Fp donné par la transformation de Fourier partielle, o seules les
variables dans la deuxiéme copie de R” dans R?" sont transformées. ]

6.3 Linéarisation et application symboles

6.3.1 Les difféomorphismes ®,, T,

On considére, sur la variété exponentielle (M, exp, F,du), une linéarisation (ou application
exponentielle abstraite) ¢. On fixe A € [0, 1] et on définit @) une application de T'M vers M x M
par :

@y ¢ (2,6) = (Ya(A), ¥ (—(1 = X)) -
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Hypotheése 6.3.1. On supposera que si X\, X', sont dans 0, 1[, alors 1) satisfait pour tout x,y € M
ett €R, v, (ty;1(y)) = ¥, ((1 — t)wy_l(x)). Cette hypothese est appelée (Hy) dans ce qui suit.

Un calcul montre que ®) est un difféomorphisme avec pour inverse
-1
Dy (2,y) o, (1= )

pour X # 0 et @al(a;, Y) —o/xy(O), Ol Qi (t) 1= Vet H(y)).

En notant ®,'(z,y) =: (ma(z,y),:0(2,9)), on voit que my(2,y) = agy(A) et, si A # 0,
Ex(z,y) = %w;&(%y) (), alors que &y(z,y) = —1b; 1 (y). Dans ce qui suit, on utilisera le symbole
W (Weyl) pour la valeur A = %, et donc myy := mi, Oy = (I)%.

Pour tout t € [—1,1] (si (Hy) n'est pas satisfaite, on se restreint a t € { —1,0,1}), on pose

Ty (2, §) — (wsc(tf)a _le;:(tg)@))

avec la convention _Tl¢1;j(t§) () == Esit =0, et donc Ty = Idpys. On utilisera la notation
Tir(x,§) = %wij(tg) (x), de sorte que Yy = (o tIdras, Tir).

Remarque 6.3.2. Notons que (Hy,) implique que (Y¢)ier est un sous-groupe a un paramétre de
Diff (T'M).

Remarque 6.3.3. Supposons que v soit l'application exponentielle associée & une connexion V
sur TM, et o, ¢ l'unique géodésique mazimale telle que a;’g(()) = (z,¢).

D’aprés un résultat standard de géométrie différentielle (voir par exemple [97, Théoréme 3.3,
p.206/), pour tout v := (x,n) € TM, et§ € T,(M), il existe une unique courbe ﬁS ‘R — TM telle
que v%ﬁﬁ =0, ﬂ'oﬂs = q, et ﬁg(O) = (x,€). Par définition des géodésiques, 33, = a;m, De plus,
55,77(1) € Tyn(M), donc on peut définir lisomorphisme Py @ Ty(M) — Tyn(M), &+ ﬂg,n(l) .

Notons que Px_’% = ngij (@) = P_x (xm) = Pr_i(z,—n)- Les applications Py ¢ correspondent
au transport paralléle le longz des géodésiques sur le fibré tangent. Ces applications sont reliées
aux difféeomorphismes Yy : pour tout (x,m) € TM ett € R, Pp(n) = Yer(x,n).

Si (2,b) est une base, on définit @) . p := n;MQ o®y o0 (ngyT)*1 et on note J) . p son jacobien.

s . . o b h _1
On définit aussi Ty, p =n;p0Tio (nzT) et

1!}5 : (X’ C) = TLE o ¢ © (ng,T)_l(X’ C) 3
Yo (x,y) = M:’(ng)—l(x) o w(_nlg)—l(x) °© (ng)il(Y)-

En notant ng,x(() = ¢?(X7 C) et wS,X(Y) = @(X7Y)7 nous avons (d}g,x)_l = ¢g,x' Un calcul
montre que pour tout (x,(,y) € R3",

q)A,z,b(Xv C) = (¢£(X7 )‘C)v T/JE(Xa _(1 - )‘)C)) ) (I);7£75(X7 Y) = (mh,z,b()g Y)v g)\,z,h(xa Y)) (613)
ot l'on a m)\,z,b(xa Y) = 1/’5(39 )‘@(X, Y))v et €O,z,h = *77[}72 et pour A 7& Oa

f)\,z,b(x7 Y) = %@(m)\,z,b(xv Y)ﬂ X) .
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Nous avons aussi pour tout t € [-1,1], (x,() € R*",
oo, Q) = (0806, 10), SLUE(WE(x, 10), ) = (6005, 10), TiR(, Q) (6.14)

et Yo .p = Idgen. Notons que Ty, p(x,0) = (x,0) pour tout x € R" et Tf; = %Ti’; ol o
I, est la matrice diagonale avec coefficients I;; = r pour i < n pour 1 <i < n et I;; =1’ pour
n+1<<2n.

6.3.2 (Ojs-linéarisations

On note 7%% = 7% 0 (n? , ,)~! € C*®(R?", L(E,)). Remarquons que pour tout (x,y) € R??,

z,M?
7%8(x,y) est un opérateur unitaire sur E,. On pose pour t € R : 74(x, ) := 7, (¢, (tn)) pour tout

(z,m) € TM et 77°°(x,¢) := 75°(x, %0 (x, 1)).

Définition 6.3.4. Une linéarisation 1 sur la variété exponentielle (M, exp, F, du) est une Oy-
linéarisation si pour toute base (z, b) les fonctions 1 et ¥? sont dans Oy (R?™, R") et les fonctions
2% et (77°°) 7! sont dans Oy (R2", L(E.)). On dit que (M, exp, E, dy, 1)) est de type Oy, si cest
le cas de (M, exp, E,du) et ¢ est une Oy-linéarisation.

Lemme 6.3.5. Soit 1) une Opr-linéarisation. Alors pour tous (z,b), A € [0,1] et t € [—1,1],
(i) (I))\,z,b S O;\(/[(R%L,R%L) et J)\,z,b S O;\}(R%L),

(”) Tt,z,b € O]>\<4(R2naR2n) et ‘](Tt,z,b) € O]>\<4(R2n);

(iii) 7% et (77°) 1 sont dans O (R2", L(E.)).

Démonstration. (i) D’aprés (6.13), nous avons ®y , p = (qu o [1’)\71/,2 oIy x1) et
(I))_\,lz,b = (mx2,60E02,0)

ot myzp =20 Iy o (m1,¥8) et si A # 0, &, = 198 o (m 2 p,m1), alors que & ..p = —. Ainsi,
le résultat est une conséquence du Lemme 6.2.14 (iii) et (vi).

(44) D’aprés (6.14), nous avons pour ¢t # 0, Ty, p = (Y20 14, _qujjg o (900 I14,m)). Le résultat
est alors une conséquence du Lemme 6.2.14 (4i7) et (vi).

(7i7) Conséquence du Lemme 6.2.14 (ii). O
Lemme 6.3.6. Soient p € N*, 7 € O;;(RP,GL(E.)) et ® € O;,(RP,RP). Alors les applications
Ly =ur— 1u, R :=ur— ur et Cp := u — uo® sont des automorphismes topologiques de
S(RP,L(E.)).

Démonstration. Puisque L7' = L1, R = R -1 et qul = Cs-1, nous avons seulement besoin
de vérifier les continuités de L,, R, et Cg. Les continuités de L, et R, sont des applications
directes de la formule de Leibniz. Soient v un p-multi-indice et r € N. Le Théoréme 6.2.11
implique que pour tout u € S(RP, L(E,)),

(o ®) < 3 sup ()N (@)(x)| H(@’\u) 0 @(X)H

L(E
<l <R "

ou les fonctions P, \(®) sont telles que |P, \(®)(x)| < C,(x)?% pour un g, € N* et un C,, > 0.
Puisque (®71(x)) < C(x)" pour un r € N* et un C > 0, il existe C!, > 0 tel que

ql/,N(u 0 (I)) < CL Z q)\,(qu-i-N)r(u)?
[AI<[v]



160 Chapitre 6. Calcul pseudodifférentiel global sur variétés avec linéarisation

ce qui donne le résultat. ]

Lemme 6.3.7. Si (M,exp, E,du) est de type Oy et o est une linéarisation telle qu’il existe

(20, b0) tel que les fonctions 2, wZO soient dans Oy (R2,R™) et 720 (770°) =1 soient dans
O (R?™, L(E,,)), alors v est une Oy -linéarisation.

Démonstration. Remarquons que 9% = 5328 o w @bsg’z T
—b b —bo bo,b
wz,x( ) (d¢z87z) 17[) © TIZ)ZS z, M2 (X Y)
et 750 = (17 ) o ma o (Rl 0) T 0 w:g’z 2 (t'7:) om0 (n?,,2)7t. Le résultat s’en

6.3.3 Applications symboles et A-quantification

Hypothése 6.3.8. On suppose dans cette section et la section 6.5.4 que (M,exp, E,du, 1) est
de type Oy .

On définit 'application linéaire I'y de C*°(M x M, L(FE)) dans C*°(T'M, L(FE))) par :
TA(K):v— K™ o ®y(v).

Par conséquent, T'y(K) = 7, ' (Ko ®)) 7\ 1 et Ty (a) = (tna7y ;) o @, '. Pour une base donnée
(2,b), on note I'y . p := T, pr o'\ 0T bMQ Un calcul montre que pour toute fonction lisse
b b
u € C®(R*, L(E)), Tazp(u) = (77) 7 (wo Py p) 757
On définit les fonctions strictement positives sur respectivement R?™ et M x M :

Hz.b (X),U‘z,b (y)
12y (M 2,6 (%))

firzb(X,y) = 0@ o(xy) g = pazso (ndnld). (6.15)

Puisque gy . p € O]T/[(RQ”), I'opérateur de multiplication M, est un automorphisme topologique
de S(M x M, L(E)). Notons que I'y o M, = M0, o 'y.

Proposition 6.3.9. 'y est un isomorphisme topologique de S(M x M, L(E)) vers S(T'M, L(E)).
De plus, F)\ ojyz =Jrmol'xo My, ot FA = F_l*

Démonstration. Soit (z,b) une base. Il suffit de prouver que I'y .  est un automorphisme topolo-
gique de S(R?", L(E.)). Puisque T'y . p = L(Tz,b)_l oR . oCy, _,,lerésultat est une conséquence
A A—1 ”

du Lemme 6.3.6 et du Lemme 6.3.5 (i) et (i4). Soient u,v € S(R*", L(E,)). Nous avons, avec j
Iinclusion canonique de S(R?", L(E,)) dans §'(R*", L(E,)) :

Fres o)) = [ Tr(ulxy) (5L 0)053)") dedy
= [ I o a3l ) ulx) 0 5l
v* o @;727[’(:&, y)) dxdy
= Tr(r)\,z,b(u) (m7 C)U* (m7 C))‘J)\,z,b| (mv C) dm dC

R2n
= (J oMy, . 0 xz6(w)(v)
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ot nous avons utilisé le changement de variables suivant (m, () := @;12 p(X,y). Ainsi, nous avons

Fazpo0j =70My ol Larelation I'y o jye = jra o I'y o M, s’en déduit puisque
— B * : — A -1

M|J/\,z,b| o F)\,z,b = F)\,z,b (0] M|Jk,z,b|°‘1’§,1z,b et Tz,b,T 0jo M:"’ﬁ,b = JTM © Tz,b,T' D

Définition 6.3.10. Soit A € [0,1]. L’application A-symbole est I'isomorphisme topologique de
S'(MxM,L(E)) vers S'(T*M, L(E)): o := Fol'y. L’application de A\-quantification est 'inverse
de oy, noté Op,.

Remarquons que o)0jy2 = jrepoFol'xoM,, et Opy ojr«p = jp2 OMI/MOI’Xlof. Si (z,b)
est une base, en notant Op, , p 1= T},  pr200p) oT;g*, nous obtenons Opy ., = I} | (oM  oFp

de sorte que pour tout u € S(R?", L(E,)) et b € Oy (R?*" L(E,)),

(O 6(b), 1) = /R TN Ty (ub(e, 0) (T 2.0(w)) (x,€)) dC ) dix. (6.16)
ou pb: (x,79) — pzp(x) b(x, 0).

6.3.4 Produit de Moyal

Les applications Opgy, Op,, Opyy 1= Op 1 correspondent, respectivement aux quantifications
normale, antinormale et de Weyl. Remarquons que pour tout 7' € S'(T*M, L(E)),

Opy(T*) = (Opy AT

En particulier
Opo(T*) = (Op(T)T, Opyy (T*) = (Opw (7))

ofl 1 est I’anti-isomorphisme topologique de S'(M x M, L(E)) défini par (KT, u) := (K, u* o j)
avec j le diffeomorphisme sur M x M : (z,y) — (y,z) et u € S(M x M, L(E)). Le noyau de
I'adjoint AT de tout opérateur A € L(S,S’) est (K 4)'. Par conséquent, oy est un isomorphisme
topologique (et un *-isomorphisme dans le cas de la quantification de Weyl) de I'algébre R(S) =
L(S,S)NL(S’,S") des opérateurs réguliers vers son image MMy := o (R(S)). On peut transporter
la composition des opérateurs dans le monde des fonctions, en définisssant le A-produit sur 907 :

T o\ T := ox(Op\(T) Opx(T"))

de sorte que M forme une algebre, et M} = M;_). Dans le cas de A = %, on retrouve 'algébre
stellaire de Moyal 9y et le produit de Moyal oyy. L’espace ¥~°(M) ~ S(M x M, L(F)) étant
un *-idéal de R(S), l'espace S(T*M,L(E)) = o,(V™>°(M)) est un idéal de 9. Notons la
propriété suivante du A-produit sur S(T*M) := S(T*M,L(M x C)) ~ S(T*M,C):

Proposition 6.3.11. (S(T*M), o)) est une algébre de Fréchet (non commutative et non unifére).
De plus,

* Tiw / —
aonblen) = [ dul€duy) [ i, 0.0) 2, TR 0l 0) byl )
Te(M)xM VA

z,6,y
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0u Y2 ¢ = mA(¥2°, 2), Tn e = (12", 2) et
Vigw = T (M) X Tps (M), duz (0.6 := dygy (9) dpiyus (0,

N C PR )|
1 (2 ) pa (7 D8)

Wy ey (m,0,0') = (0,73 ¢) — (0, Us 2) — (0, €) .

Démonstration. Le produit a oy b on S(T*M) est obtenu par calcul de

A .
Iz ey

FolyoMy, o((M,! ol oF(a))oy (M, oT3 " 0 F(b))),

otl oy est la convolution de noyaux. Puisque o est un isomorphisme topologique entre S(M?) et
S(T*M), la continuité du A-produit est équivalente & la continuité de oy, laquelle est équivalente
a la continuité du produit suivant sur S(R?"):

K- K'(x,y) = - K (x,t) K (t,¥)pz6(t)dt.

La continuité de ce produit est une conséquence de I’estimation suivante :

p,(,3) (K - K') < C@apar (a,0)(K) @p0,)(K)y  @pu(K) = ( S)UI];Q ((x,¥))P10" K (x,y)]
x,y)€ER="

olt |f12p(t)| < C1{t) "L et C = Oy fpa (t) "+, O

Remarque 6.3.12. (S(T*M),ow) est une x-algébre puisque (a oy b)* = b* oy a* pour tout
a,b € S(T*M). On peut aussi constuire une autre x-algébre sur S(T*M) avec le produit

axb:= %(CLOO b+a01 b)
Ceci montre que lorsque (Hy) (voir Hypothése 6.3.1) n’est pas satisfaite, on peut encore définir

un star-produit canonique sur S(T*M) qui satisfait (a *b)* = b* x a*.

6.4 Calcul symbolique des opérateurs pseudodifférentiels
6.4.1 Symboles
Hypothése 6.4.1. Soit o € [0,1]. On suppose dans cette section que (M, exp, E) est de type S, .

Définition 6.4.2. Un symbole de degré (I,m) € R? de type o, sur M est une section lisse
a € C®(T*M,L(FE)) telle que pour tout (z,b) et tout n-multi-indices «, 3, il existe K > 0 tel
que

pour tout (z,0) € T*M. L’espace des symboles de degré (I,m) et de type o est noté shm.

a, z o(l—|a m—
9Va (:c,a)HL(E < E@ e (6.17)

Remarquons que S(l)’m est indépendant de [, on note cet espace Sj*. On pose S, := ﬂLmS(l;m
et dans le cas ¢ > 0, on définit ST := S, = S(T*M, L(F)) (il est indépendant de o > 0).
On pose S := U;,,, S¥™ et on définit ST := S¥™(R?", L(E,)) sans référence a une base.
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Proposition 6.4.3. Soit a € C*°(T*M, L(E)). Alors a € SL™ si et seulement s’il existe une
base (z,b) telle que a satisfasse (6.17).

Démonstration. Supposons que (6.17) soit satisfaite pour (2/,b) et (z,b) une autre base. Pour
(z,0) € T*M et «, 8 deux n-multi-indices avec v = («, ) # 0, on obtient de I’équation (6.12)
et du Lemme 6.2.13,

(|| = | — o(IA—|o!
H ba ) HL . <KZ Z | |- ‘)<9>L€b‘,xlﬁ|<x>z/(,|b’| [o])
a3 p<Av!
o(l—|p! m—|3’ Al
X<$>z’(,b’ lp |)<9>z’,b"i|<x>z’(ltﬁ)’ [~ |)

En utilisant (6.1), (6.2) et le fait que |a| > |p'|, on obtient le résultat. O

Corollaire 6.4.4. Sia € C®(T*M, L(E)), alors a € SE™ si et seulement si pour tout (2,b),
a*o(nb,)"te Slm(RZ" L(E.)), ou de fagon équivalente, il existe (z,b) tel que a* o (ng*)f1 €
SL™(R2, I(E)).

Si f € Sy(R") alors (x,9) = f(x)ldyg,) € S9O(R™, L(E.)). En particulier (x,9) —
ufé(x) ldyg, € STY(R™, L(E,)) si dy est une S; densité.

Remarque 6.4.5. On note PS5™(R?", L(E,)) le sous-espace de S5™(R2", L(E.)) constitué par
les fonctions de la forme Zlgig dim E.)2 Pie; ou (e;) est une base linéaire de L(E,) et P; sont de
la forme >4 ¢ip(x)98 (somme finie sur les n-multi-indices (), ot 0%¢; g(x) = O((x)7=1DY pour
tout n-multi-indices o, et m = max; degy P;. On vérifie que cette définition est indépendante de
la base choisie (e;).

On appelle symbole polynomial d’ordre I, m et de type o toute section de la forme

(12 OW)(Pon )(7'_1 o)

ou P € PSY™ (R, L(E.)) et (z,b) est une base. Cette définition est indépendant de (z,b). On
note PS5™ le sous-espace de SL™ consistué par les symboles polynomiaux d’ordre [, m et de type
o. Remarquons que la section I : (x,0) — I (g, est dans PS?’O

, . !
Lemme 6.4.6. Les semi-normes suivantes sur Sg', pour N € N,

o(lal—1 —m
Gap(@) = sup ()70 o)
(x,0)€T*M

o\

zZ,

"ﬂ) @ H)HL(EZ)

déterminent une topologie de Fréchet sur S’(l,’m, qui est indépendante de (z,b). Les applications
T b« sont des isomorphismes topologiques de S5™ vers S& (R2" L(E,)). Les inclusions suivantes
sont continues : S5™ - Sl m’ C Sl+l metm/ Slm C Sl m (m<m'etl<l)etS;>®C SL™ . De
plus, la derniére inclusion est dense lorsque S(l,m a la topologie de S(l,/’m, pour m <m' etl <l

Démonstration. L’indépendance de la topologie pour (z,b) est une conséquence directe de l'es-
timation suivante, pour tout (a, 3),

PN
W@ <Kep >l (@)
0<|(a/,8M) 1< (e, 8)]
|6'1>18] y<o!
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ou K, 3 > 0. Par construction, les applications T} p . sont des isomorphismes topologiques de
SL™ vers Stl,’m(RQ", L(E.)). Les continuités de shm. S,l,l’m/ C Stl,Jrll’erml, skm ¢ S,l,l’m/ (m < m/
et [ <U')et Sy C SL™ sont directes. En suivant [105], pour prouver le résultat de densité, nous
allons prouver le résultat plus fort suivant : pour tout a € S4™(R?", L(E.)) la suite

ap(x,9) == (p(x/p))' =27 p(9/p) a(x, V)

converge vers a pour la topologie de Sg’m/(IR{Q”,L(EZ)) oum' > metl > 1 Icip €
C°(R™,[0,1]) avec p = 1 sur B(0,1) et p = 0 on R"\B(0,2). Tout d’abord, il est clair que
ap € S;®(R?* L(E,)). En notant R,(x,d) := (x)7(al=))lsl-m’ 8(0"m(a—ap)(x,19)HL(Ez)
pour un 2n-multi-indice v := (a, 3), on obtient, pour un K > 0 (par convention v/ < v si et
seulement si v/ < v et v/ #£v):

e By, 9) < Bp(x,0) (7)™ 4 37 [0 Ay (x,9) ) A D gy mom A1

v'<v

ot Ap(x,¥) = 1 — (p(x/p))!=%0p(¥/p). Supposons que o = 0. Dans ce cas, |A,(x,9)| <

Lp toof(9) et si v/ <,

10" Ap(x, )| < Gar Kgp P 10 00 (9) (6.18)

ot 1,1 est la fonction caractéristique de 'anneau A, := {9 € R" : r < |[J|| < '} et
Kg = SUpgr«g Haﬁ_ﬁ/pH . Par conséquent, pour K’ > 0,
o

%RP(X,I% < <p>mfm/ + K@ Z 504,0/ 1[p,2p} (19) p*|ﬁ|+‘,@/| <19>mfm’+|ﬁ‘*|f3/| < K/<p>mfm

v'<v

et le résultat suit. Supposons maintenant que o # 0. Dans ce cas |A,(x,7)| < 1f,(x,9) ou
F, :=R?" — B(0,p)? et si v < v, pour une constante K, > 0

‘aV_V,AP(X7 79)’ < Kl/ l[sgn(a—a’)p,Qp] (X) 1[sgn(ﬁ—ﬁ’)p,Qp] (19) p_|’/‘+|’/\ . (6'19)

Par conséquent, pour K', K" > 0, et avec r := max{m —m/,o(l —1')} <0,

% RP(Xa 79) < <p>T + K/ Z 1[sgn(afa’)p,2p} (X) 1[sgn(ﬁfﬁ’)p,2p} (19) <X>G(lil/) <19>mfm/ < K//<p>r

v'<v
et le résultat s’en déduit. O
Le lemme suivant est un résultat standard de la théorie des distributions.
Lemme 6.4.7. L’application jr-); est injective et continue de S5™ vers S'(T*M, L(E)).

Nous allons avoir besoin d’approximation asymptotique de symboles modulo S °°. On définit
ainsi :
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Définition 6.4.8. Soit (a;)jen+ une suite dans S ot (;) et (m;j) des suites strictement
décroissantes telles que limj .o [; = limj_om; = —oo. On dit que a est un développement

asymptotique de (a;j);jen+ et on note
oo
a ~ Z a;
Jj=1

sia € C®(T*M,L(E)) est tel que a — Zf;ll a; € Sle™e pour tout k € N avec k > 2. En

particulier, nous avons a € Shm,

Lemme 6.4.9. Soit (a;)jen+ une suite dans S ou (I;) et (m;) des suites strictement dé-
croissantes telles que lim;_ . [; = lim; o, m; = —oo0.

(i) Il eziste a € SH™ tel que a ~ > ay-

(i) Si un autre a’ satisfait ' ~ 3 32%, aj, alors a —a' € S;°°.

Démonstration. (ii) est évident. Prouvons (i) pour une suite (a;);jen+ dans Sy (R?", L(E,))
et avec a ~ > 2%, a;j € SmyR2n I(E.)). Le résultat suivra alors pour une suite (bj) dans Shm
en prenant b := T;g*(a) ot aj := T p+(b;). On définit

al(x,0) = Ay, (x,9) a;(x,9)

ot A, est définie dans la preuve du Lemme 6.4.6 et (p;) est une suite numérique dans [1, +oo].
Pour tout j € N, a; —aj € S;°(R?", L(E,)). Ainsi, le résultat sera prouvé si on montre que
pour une suite (p;) et pour tout N > 0, il existe ko(IN) > 2 tel que pour tout k > ko(V),

o0
Y anim(a)) < oo (6.20)
j=k+1

OU GN 1y my, *= SUP|y|<N Quly.mys €6 Quy,m,, sont les semi-normes de Sl (R?" L(E.)). En effet,

avec ‘ 5"’@9”00 < Q| dy.my, (@) Pour k > ki(v), @ == 3722, a} est une fonction lisse bien définie

et nous avons alors a’ — Zf;ll a; € Sl (R?" L(E,)). En utilisant la régle de Leibniz, on voit
que pour tout 2n-multi-indice v := (a, 3), et tout j € N*, il existe K, ; > 0 tel que

Klu,j Ha”a;<X,’L9 < AP(X’ Q9><X>U(lj7‘a|)</l9>mj*‘ﬂ|
+ 1077 Ap(x, )| (x) 7D gy ma I,
v <v

Supposons que o = 0. L’estimation (6.18) donne pour tout N > 0,k > 2, j > k+ 1,

)HL(EZ)

my;—m;—1

N 1.y, (a) < KN j(pj)
pour une constante Ky ; > 0. Si on fixe p; = (2/ supy<;{ Kn,j,1 N/ mi=1=m5) “alors on voit que
pour tout N >0, k > N +2, j > k + 1, nous avons g i, m, (a}) < 277 et (6.20) est satisfaite.
Supposons o # 0. L’estimation (6.19) donne pour tout N > 0,k > 2, j > k + 1,

AN 1j,.my, (@) < Ky j{(pj)"
pour une constante Ky, > 0 et avec r; := max{m; —mj_y,0(l; —I;_;)} < 0. Si on fixe

. —1
pj = (Zsupy<;{ Ky ;,1})""5 , alors on voit que pour tout N > 0, k > N + 2, (6.20) est
satisfaite comme pour le cas o = 0. [



166 Chapitre 6. Calcul pseudodifférentiel global sur variétés avec linéarisation

6.4.2 Amplitudes et opérateurs associés sur S(R", E.)

Nous allons voir dans cette section les amplitudes en tant que généralisation des symboles de
Sé—’j? .= SY™(R2, L(E.)) ont z € M est fixé. Pour chaque amplitude, un opérateur continu de
S(R™, E,) dans lui-méme sera défini. Les résultats présentés ici seront important dans la section
suivante concernant les opérateurs pseudodifférentiels sur M.

Définition 6.4.10. Une amplitude d’ordre [, w, m et de type o € [0,1], k > 0, est une fonction
lisse a € C®(R3", L(E,)) telle que pour tout 3n-multi-indice v = (a, 3,7), il existe C, > 0 tel
que
g8 9 H < O, (x)7=la+80) (rywrlatB] g9ym—1] 6.91
[ Page o), <0t (© (0) (6.21)
pour tout (x,¢,9) € R3™. On note IT5%7 := II5%™(R3", L(E.)) lespace des amplitudes d’ordre
[, w,m et de type o, k.

Remarquons que HS}Z:;” est indépendant de [, on note cet space H8 q“: o
—00,Ww lL,w,m L,w,m . l,w,m
On note Iy k3 = Ny pllsk> . On pose Hcm , = Upwmllork. et H = Nim Uuyk g k2 -

! ! I
On voit que Hf,-u,é? . Hf,j}.f,gm Hf;r,i Zw+w mtm o HZU%T Héﬁzm pour m < m/, w < w', et
I <. Ainsi, I

o,Kk,2

Notons aussi que si a € H(m >, alors 0B g e IT,,

est une x-algébre, qui est tri-graduée pour ¢ > 0 et bi-graduée pour o = 0.
= |a+[3| wk|ot+B],m—|y]|

Amplitudes et symboles de S(,-,Z sont reliés par le lemme suivant :

Lemme 6.4.11. (z) Pour tout a € HU’ W mous avons ac—o = (x,9) — a(x,0,9) dans Sk .
(ii) Pour tout s € Sg,z, la fonction (x,(,9) — s(x,9) est dans 152%™

0,0,z °

(ii1) Pour tout f € Sy(R™), la fonction (x,¢,9) — f(x)Idg,) est dans 00

0,0,z

Démonstration. (i) découle du fait que 8”(a o P) = (0P™a) o P ou P(x,9) := (x,0,7).
(44) En notant Q(x,¢,9) := (x,9), le résultat se déduit de 9*77(s0 Q) = §30(0%7s) o Q.
(iii) est une conséquence de (i) et du fait que (x,9) — f(x)Idg,) € 59 O

Comme les espaces de symboles, les espaces Hffﬁh;n sont des espaces de Fréchet :

l
Lemme 6.4.12. Les semi-normes suivantes sur ng,i?.

l’ ) = =l - - WM
aly (@)= sup ()7t AD gyt gyaimm | gt x, ¢, )|
o (x,¢,0)ER3™ L(E2)
déterminent une topologie de Fréchet sur HU wz - Les inclusions suivantes sont continues : Hg’ LA
Hfrffﬂzm c Hfr—’—é Zw-‘,—w m—l—m’ Hlauférzn c Hla7}:zm (m < m w < w' et < l/) et Hanz C Hlalz?

De plus, la derniére inclusion est dense lorsque HU,JZn a la topologie de Haﬁzm pour m < m' et
I<l.

Démonstration. La preuve est similaire & celle du Lemme 6.4.6. O

On notera A¢ I'opérateur differentiel Y ;" agi. La formule suivante est valide pour tout 9, €
R" et p e N,
(19>2p 2mi{9,¢) _ (1 - ( ﬂ_)fZAC)p 627m'(19,§) —. ng eQm’(ﬁ,C) ) (6.22)
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Un calcul montre que (1 — (2m)72A¢)P = >_0<|3<p Cp.B 9%7 . ot la sommation est sur les n-multi-

indices B et ¢, g := (Igl) (—=1)81(2r) =281 31, On utilisera aussi la formule suivante valide pour tout
YeR" (eR"\{0}etpeN,

e2mi (9,¢) & 2#1(19() P,¢ 2#2(19{)
= Mg HCHQP i : MY (6.23)
|8=p
ot g i= BI(2m)~7Iil%. On définit M i= Yoy, Aa(—1)P 4505

Définition 6.4.13. We note Oy ., ou fi, fo, f3 : N3 — R, et f := (f1, f2, f3), Uespace des
fonctions lisses dans C°°(R3", L(E,)) telles que pour tout 3n-multi-indice v = (a, 3,7), il existe
Cy, > 0 tel que

10" a(x, ¢, 9| .y < Cu ()Y () o)

uniformément en (x, ¢, ) € R3".

L’espace vectoriel Oy, a une famille naturelle de seminormes q données par les meilleures

constantes C, dans l'estimation précédente. Avec cette famille, Oy, est un espace de Fréchet.
l,aw,m

Les amplitudes de Ilg,2 forment un espace Oy, ou fi(v) := o(l—|a+f]), fo(v) := w+k|a+ G|
et f3(v) := m — |y|. Pour un triplet f := (f1, f2, f3) donné et p € R, on notera f3,,~ =

supg f3(, B,7) — plBl; f2,p,0,8 := sup, fala, B,7) — p|| et fi,p.a,8 = sup, fi(a, B,7) — plvl.

Proposition 6.4.14. Soient I' un opérateur linéaire continu dans l’espace S(R*", L(E.)) et
[ = (f1, fa, [3) un triplet tel qu’il existe p < 1 tel que f3,0,0 < 00.
(i) Pour toute fonction a € Oy, la forme antilinéaire suivante sur S(R**, L(E.))

(Opr(a), u) = /R N ™00 Tr(a(x, ¢, 9) T(u)*(x, €)) d¢ dv) dx

est dans S'(R*", L(E.)).
(ii) Pour tout u € S(R*", L(E.)), la forme linéaire L, := a — (Opp(a),u) est continue sur

Oy .. En particulier L, r est continue sur tout espace d’amplitude Hé%?

Démonstration. (i) Nous avons Opp(a) = I(a) o I', ou I(a) est la forme antilinéaire sur
S(R*™, L(E.)):

(I(a),u) := / 200 Tr(a(x, ¢, 9) u* (%, ¢)) d¢ di dx .
R3n
Nous allons montrer que I(a) € S'(R*", L(E.)), ce qui donnera le résultat. Soit v € S(R?*", L(E.))

et fixons pour l'instant x et ¥ € R™. On peut vérifier que 'application ¢ — a(x,(, ) u*(x, () est
dans S(R", L(E,)). Par conséquent, avec (6.22) et des intégrations par parties, on obtient avec

R(x,0) := [ ™ a(x, ¢, 0) u*(x,0) dC,
R(x,0) = / AT (0) 7 (1 — (2m) AP alx, ¢ 9) u” (x,¢) dC
= 2 D as@E / AT @OT 0 afx, ¢,9)) (9O (x,0)) dg

0<|BI<p B'<26
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Ainsi, pour tout x,9 € R”, on obtient en fixant p tel que 2(p — 1)p + f3,00 < —2n (ceci est
possible car p < 1) que pour tout N € N,

1ROy < Go0) > [ 007 3 S al yp(@ axos (@)
e 0<|B|<p <28
pour un Cj, > 0, ot rp := maxg|<9p | f1(0, 3, 0)| + [f2(0, 3,0)|. Si on fixe N tel que —N +r, <
—4n, nous voyons, en utilisant 'inégalité (x, ()™ < (x)71{¢)~!, qu’il existe C, s > 0 tel que

(@) )| < Cop D D" af 5o(a) an,025-p) (1) (6.24)

0<|B|<p B'<28
ce qui donne le résultat.
1) Puisque L, r(a) = (I(a),I'(u)), la continuité de L, r sur Oy , est une conséquence directe
7 f?

de (6.24). Puisque Hg’u,é? = Oy, pour un triplet f = (f1, f2, f3) tel que f30,00 < 00, Ly est
continue sur tout espace d’amplitudes. O

Pour toute amplitude a, on notera aussi Opp(a) application linéaire continue de S(R", E.)
dans §’'(R", E,), associée & la distribution tempérée u — (Opp(a), u).
Remarque 6.4.15. Si (M, exp, E,du,v) est de type Opr, on avons vu que pour toute base (z,b)
et A € [0,1], les applications T'y ,p sont des automorphismes topologiques de S'(R?", L(E.)).
Ainsi, le Lemme 6.4.14 implique que pour un a € Hi,l,”.crzn, on peut définir une famille indicée par
A € [0, 1] d’opérateurs Opr, _ (a) qui sont continus de S(R", E.) dans S'(R", E.).

Remarque 6.4.16. Supposons que (M,exp, E,du) soit de type S, et que ¥ soit une Opr-
linéarisation. On déduit de (6.16) que si s est un symbol de S5™ et A € [0,1], nous avons

(Dpk(s))z,b = Dpf‘)\’%b (MSZ,B) ou (Zv b) est une base, Szb = z,h,*(s) et HSzp = (Xa C)ﬁ) =
ez 6(x) 526(x,0) € Hfj’?d?. On notera aussi 1 ts, p(x,(,0) == uz_’%(x)sz,b(x,ﬁ) € Hf;?dj:.

Nout établissons maintenant une condition suffisante sur I' et a pour avoir Opp(a) stable
(et continu) sur S(R™, E,). Ce résultat sera crucial pour ’établissement de la régularité des
opérateurs pseudodifférentiels.

Lemme 6.4.17. Soit ' un opérateur linéaire continu sur S(R®", L(E,)) de la forme T = L,, o
R,, 0Cs, ot 7 € Oy (R?" L(E.)) (pour 1 <i<2), et ®:= (m1,1)) € C®(R?",R?) est tel que
P € Oy (R*™,R") et il emiste c,e,r > 0, tel que pour tout (x,() € R*™, ((x,()) > ¢(x)5(¢)" et
pour tout x € R™, il existe cx > 0 tel que (Y (x,()) > cx(C)° uniformément en ¢ € R™.
Supposons que f = (f1, fa, f3) soit tel qu’il existe (py1, p2, p3) € R? tel que p3 < 1, (r/e)p1 +
p2 < 1 et pour tout 2n-multi-indice 1, f1,p,,u < 00, f2,p0.u < 00, 3 p3.u < 00 et pour tout n-multi-

indice & f3 py 0 = SUD, f3,p5.0,y < 00. Alors pour toute fonction a € Oy ., l'opérateur Opr(a) est

continu de S(R™, E,) dans lui-méme. En particulier, c’est le cas de toute amplitude a € Hf,u,éT

Démonstration. Soient u,v € S(R", E,). Par définition, (Opr(a)(v),u) = Opr(a)(u ® D) et
I'(K) =71 (K o ®) 72. En notant a'(x, ¢, 9) := 71(x, () a(x, {,¥) 75 (x, ), nous obtenons

Opr(a)(w).u) = [ | 0 (a/(x,¢,0) 00,0 [ ulx)) dC a0 s

= /n (g(x)‘u(x))dx
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ot g(x) = fpan ™0 d/(x,¢,9) v o P(x, ) dC dV.
Un calcul avec la formule de Faa di Bruno montre que pour tout 2n-multi-indice v, tout N € N
et tout x € R™ il existe Cy n,, > 0 tel que [|0” (v o ) (x, ()|, < Cynw(¢)™ uniformément en

¢ € R™. Par conséquent, 'application ¢ — 9% 0a/(x, ¢, ) =% (v 0 1) (x, () est dans S(R™, E.,).
On peut donc intégrer par partie successivement dans g(x) de sorte que pour tout p € N*,

o) = [ | )L w0 ) x. ) dC .

En prenant p tel que (p3 — 1)2p 4+ cop < —2n ol ¢y := SUPy/ <o f3,p3,0/, ON VOit que I'intégrand
précédent est absolument intégrable, et on peut permuter I'ordre des intégrations d(dd — ddd(.
Puisque toutes les ¥-derivées successives de (19>*2po5 (d'(vo1h))(x,¢,9) convergent vers 0 quand
() tend vers l'infini, on peut alors intégrer par parties dans 9 de sorte que pour tout ¢ € N et

P = Po
o) = [ | G HLY() LY o ) . 9) dC .

En notant hy 4 l'intégrand précédent, on voit que pour tout n-multi-indice «, 9%h, 4 est une
combinaison linéaire de

2™ ()2 () 2=l gal B o/ gam e BBy o 4

ou |7y < 2p, v < 74, 18] < 2q, 8 < B et @ < a Un calcul avec la formule de Faa di
Bruno montre que pour tout 2n-multi-indice v il existe r, € N* tel que pour tout N > 0, il
existe Cp, v > 0 tel que pour tout w € S(R", E,) et tout (x,¢) € R?", [|9"(w o) (x, e, <

Cy.n (X, Cyrv=N(¢)yrvtr/aN ZIV’\SIVI q[N/e]+1,/(w). De plus, on vérifie qu'il existe Kqp > 0 tel
que

[Pl 0|, < CopatiSerm2agyientostagyeateste,

Par conséquent, on obtient I’estimation

10%Pp gl < Copgo () Ko FP120=N () Koy p2m D2t (ON (ycatlos=D20 % 7 gy g4y 4 (v).
V|<lv]

ou de fagon équivalente, en remplagant K &’p + p12g — N by —N,
10y ol < Copran ()N (C) Kb a2 =15 /o) 20+ (1IN (i) cat(pa=1)2p

E Q[N+Kg‘7p+p12q/s]+l,u’(v)'
v |<|v|

En fixant, pour un N donné, p tel que (p3 — 1)2p + co < —2n et ¢ tel que K&p + (p2 — 1+
(r/e)p1)2q + (r/e)N < —2n, nous obtenons le résultat. O

Le lemme suivant donne une caractérisation des noyaux régularisants dans les cas ¢ = 0
et 0 # 0. Si s est dans un espace de symboles et I' est une application linéaire continue sur
S(R?" L(E.,)), on notera Opp(s) := Opr((x,¢,9) — s(x,9)). On utilisera espace de Fréchet
(’)27}12 de fonctions lisses a dans C*°(R3", L(E,)) telles que pour tout v := (u,7) € N?" x N*

10" a(x, ¢, 0) | .y < Cu(x)7HHEN ()20 ()t flan)
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On note Oé’f?’ . = OF 4 .. Clairement, Opp(a) (voir le Lemme 6.4.14) est une forme antilinéaire
sur S(R*™, L(E.)) lorsque a € (’)ifg avec m + f3(0) < —n.

On note F I'ensemble des fonctions fy : N3 — R telles qu’il existe p < 1 tel que pour tout
(0476) € N2n7 f2,p,a,ﬁ = Supy f2(a7/87'7) - ph/‘ < 0.

Lemme 6.4.18. Soit K € S'(R?", L(E,)), et T un isomorphisme topologique sur S(R*", L(E,))
de la forme T = Ly, o R;, o Cp avec 11,79 € O3, (R*",GL(E,)), ® € O (R?",R*™). Alors
(i) Cas o = 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i-1) Il existe f3 : N*® — R tel que pour tout m < —f3(0) — 2n, il eviste fom € F, am €
OF, o fa,2 tels que K = Opr(am)-

(i-2) K € C®°(R*™ L(E,)) et pour tout 2n-multi-indice v, N € N, il existe C, n > 0 tel que
pour tout (x,() € R?™, |0 Kr(x, O, < Con{Q)™, 0t Kr := Kol =7, K 0 ® 7, |J(®)|.

(i-5) 1l existe s € Sy ° tel que K = Opp(s).
(ii) Cas o > 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(ii-1) 1l existe fi, f3 : N> — R tel que pour tout m < —f3(0) — 2n, il existe fo,, € F et
am € OZ}?fz,m,fmz tels que K = Opr(am).

(i-2) K € S(R*", L(E,)).

(11-3) 1l existe s € S;°° tel que K = Opp(s).

Démonstration. (i) L'implication (i-8) = (i-1) est triviale. Nous allons prouver que (i-1) = (i-2)
= (i-3). Supposons (i-1). Ainsi, pour tout m < —2n — f3(0), il existe fo,, € F, ay, € O fas
tels que pour tout u € S(R*", L(E.)),

(KoT7Hu) = / 200 Ty (am(x,¢,0) u*(x,¢)) d¢ d dx.
R3n

Puisque m < —2n — f3(0), U'intégrale précédente est absolument convergente et on peut per-
muter ordre des intégrations. Par conséquent (K o I 1 u) = [po, Tr (Un(x, ¢) u*(x,¢)) d¢ dx
ott Up(x,¢) == Jgn e?™0:C) q,, (x, ¢,¥) d9, On veérifie que Uy, est une fonction continue sur R?".
On peut en déduire que U,, =: U est indépendant de m et K o I'"! est une distribution qui
est égale a la fonction continue U. En notant b, := e27%:<) am(x,¢,¥) on voit que pour tout
2n-multi-indice p := (o, B), 8}‘:7Cbm = 2mi{9,0) > p<p (g,) (2mi9)P=8 95" 0, et nous avons alors
I’estimation
0#5ml] < (g}t 205 0) g

ot ¢, = supg<g f3(a, #') +|B|. En définissant m,, := —2n —sup,y|<|, ¢, on voit que U est lisse
et
PU= [ by, d) = > (G)@mi)lPol [ et Ogi=F 9o g, (x, ¢, 9) dv.
B'<p

Toutes les ¥-dérivées de ¥ — 195*[3/80"[3/’0@7% (x,¢,¥) convergent vers zéro lorsque ||J]| — oo, on
peut donc intégrer par parties dans ¥ de sorte que pour tout p € N :

U =" (5)(@ri)P . 2OV LB (9575 908 0a,, ) (x, ¢, 9) dY
B'<B
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Puisque a,, € O}thmwfs,z et fomupun < 00 pour un p, < 1, on voit que l'intégrand hy, de

I'intégrale précédente satisfait I’estimation
(o, GO < CpQ) 510 P E2000 (i) =2

En prenant N > 0 et fixant p tel que (py, — 1)2p + supg<g fo.m, puap < —N, on obtient
finalement que K o I'™! = U est lisse et satisfait pour tout u € N?>" et N > 0,

05 0T (5, Ol = Gl

Pour tout v € S(R*',L(E.)), (K,u) = (U,T'(u)) = [gon Tr(U’'(x,{)u* o ®(x,¢))dxd¢ on
U'(x,¢) =11 (x, QU (x, ()73 (x, ().

En utilisant le changement de variable donné par le difféomorphisme ®, on obtient
(o) = [ | T (o)) dedy
RQn

ot K(x,y) := (|J(®7H|(x,y))U’ 0o ®~(x,y). Le résultat s’en déduit.

Supposons maintenant (i-2). Il n’est pas difficile de voir que Fp envoit Sy 7° (vu comme un
sous-espace de S'(R?", L(E,))) dans So.» - En particulier, nous avons s := Fp(Kr) € 5, °. Un
calcul montre que (K, u) = (Opp(s),u) pour tout u € S(R?", L(E,)).

(#i) Supposons (i-1). En suivant la preuve de (), on voit qu’il est suffisant de prouver que U est
dans S(R*", L(E.)), ou U(x,() := [gn 200 a,, (x, ¢, 9) di (indépendant de m). Fixons N > 0.
Pour tout 2n-multi-indice p := (o, ), 8}’:Cbm = 200 > p<p (g,) (2mi9)P—8 95" 0, et nous
avons ’estimation

104D < Cragm ()77 ()P <5 S2im (@570) gy mte

otl ¢, = supgi<g f3(a, B) + 6] et dy, = supg <5 fi(a, ). En définissant
my, N = min{—2n — sup c,,—N/o— sup d,}
W<l W<l

on voit que U est lisse et

PV = | b, )= > (5) @) . 2T gB=B el 0g, (%, ¢, ) dY .
g<8

Toutes les ¥-dérivées de 9 — ﬂﬁfﬁlﬁa’ﬁl’oam% ~ (%, ¢, ) convergent vers zéro quand |9 — oo on
peut donc intégrer par parties en 9 de sorte que pour tout p € N :

M — Z (g/) (2m’)|ﬁ‘ﬁ" eQm‘(ﬂ,C) <C>_2pL§ (ﬁﬁ_ﬁlaa’ﬁl’oamwv) (X’ ¢, 19) do .
F<p R

My, N>My N

o f1,0f2,m,, N f3:%

hy de l'intégrale précédente satisfait ’estimation

Puisque a, v € O et fo,m, nopuna < 00 pour un py, N < 1, on voit que l'intégrand

||hp(X, Ca 19) H < Cp”u’N<X>—N<C>—2p+sup6’§ﬁ f2,mH7N7PM,N,a,ﬁ’+2PPu,N <29>—2n .

En fixant p tel que (pun — 1)2p + supg<g J2my noppnia,@ < —N, nous obtenons finalement
101U 1.y < Cun(x)"N(¢)™Y, ce qui donne (i-2). Les autres implications sont immédiates. [J
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Corollaire 6.4.19. Avec les mémes hypothéses, nous avons (pour o =0 ou o > 0),
Opr(S,2°) = Nim Uw w Opp(TI557) = Opp(I1,2°).

Lemme 6.4.20. Soient u € S(R?", L(E,)) et 3 un n-multi-indice.
(i) Pour tout triplet f := (f1, f2, f3) tel qu’il existe p < 1 tel que pour tout 2n-multi-indice (),
f3,p,ay < 00, les formes linéaires suivantes sont continues sur Oy,

Rj:a— ¢Pe2m ) Tr(a(x, ¢, 9) u(x, ¢)) d¢ di dx
R3n

Spa:a— (i/2m)P1 [ 2T Te(0a(x, ¢, 0) ulx, ¢)) d¢ did dx .
]R3n

Lw,m

(it) Rgy = Spu sur tout espace 11507 .

Démonstration. Conséquences directes de la Proposition 6.4.14 et du Lemme 6.4.12. ]

SiN>1et ﬂ,fy, n-multi-indices, on note pour toute amplitude a € Hé%;n, la fonction lisse

ag,N par ag. n(x, ¢, 0) fo (1— t 90,6, V)a)(x, t¢, ) dt. Il est aisé de vérifier que 'application
linéaire a — ag N est continue de Hffﬁ;n dans T |3k witsiBlm=ll

Le lemme suivant montre que la A-quantification d’amplitudes et de symboles donnent exacte-
ment les mémes opérateurs. Ce résultat de "réduction" d’amplitudes & des symboles sera impor-
tant pour le Théoréme 6.4.30 et donc pour la définition méme des opérateurs pseudodifférentiels

de fagon A-invariante.

Lemme 6.4.21. (i) Pour tout a € II5%7, (0%PPa)c—g € Sé;"g"m_w' pour tout m-multi-indice
s.
Law,m

(ii) Soient T' comme dans le Lemme 6.4.18 et a € 11z, . Alors pour tout symbole s € ng tel
que s~ 35 (1/% ) (0%PPa)c—, il existe r € 5520 tel que Opp(a) = Opp(s + ). En particulier
il existe un unique symbole s(a) € Sg,z tel que Opr(a) = Opr(s(a)). De plus, nous avons
s(a) ~ Y UERE (%55 a) o,

(111) Supposons que (M, exp, E, du) soit de type S, et 1 une Opr-linéarisation. Soient a € Hf;fﬁ:?,
A € [0,1] et (z,b) une base donnée. Alors il existe un unique symbole sy(a) € SL™ tel que

i/j2m)i8l
Opr, _, (@) = (Opx(51(a))z6- De plus, Tsp.(sx(a)) ~ 35 Y2210 0a) .

Démonstration. (i) est une conséquence directe du Lemme 6.4.11 (4).
(7¢) En utilisant un développement de Taylor de a en ¢ = 0, on voit que pour tout u €

S(R*", L(E,)), N € N*, (Opp(a),u) = >o<igl<n I8+ 22 18=n 11 %RB,N ol

I := (P00 Ty (

(0©P9a)c—o(x, )T ()" (x, ) dC di d.,
R3n

1
il
Rgn = / P08 Ty (ag 0 n(x, ¢ 9) T(w)*(x,¢))d¢ dY dx .
R3n
On obtient du Lemme 6.4.20 (i),

Is = / i) Ty (2R (90589 0) o (x, )T (w)* (x, ¢))d¢ di dx.
R3n :
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Soit s € S5 un symbole tel que s ~ 5 WZT”R“”(aOWa)C:O. Alors en notant
i/2m)18l _ m—
Sy =8 — Z (/26!) (80’5’ﬂa)¢:0 c S(ZLZ(NH), (N+1)
|BI<N
on obtient du Lemme 6.4.20 (i7) que Opr(a — s) = Opp(ry) ou
(N+1)(i/2m)N+1
2 g

|BI=N+1

rnN = ag,@N—sN.

On vérifie que ry € Hf,féf!*l)””N’m‘(N“) ot wy = |w|+ k(N +1). Le Corollaire 6.4.19 appliqué

a Opr(a — s) implique alors qu'il existe r € S, 2° tel que Opp(a) = Opp(s + 7). Par conséquent,
il existe s(a) € SY7 tel que Opr(a) = (Opp(s(a)). L'unicité est une conséquence directe du fait
que Opp = I'* o Fi sur S'(R*, L(E,)).

(i4i) Conséquence directe de (i) et du fait que (Opx(s))z,6 = Opr, _, (K2,652,6)- O

6.4.3 S,-linéarisations

Afin d’avoir un isomorphisme global entre symboles et opérateurs, un contréle polynomial
sur la linéarisation & 'infini ne suffit pas. Comme nous le verrons, un controéle plus fort de type
amplitude sur les applications 1° et un équivalent du transport paralléle P, ¢ (voir Remarque
6.3.3) apparait crucial pour le calcul pseudodifférentiel sur (M, exp, E) et la A-invariance (voir
Théoréme 6.4.30).

On définit HY, (€) (resp. Ey,.(€)), ot w € R, 0 € [0,1] et k > 0, comme 'espace des
fonctions lisses g de R?" dans @ telles que pour tout 2n-multi-indice v, il existe C,, > 0 tel que
pour tout (x,¢) € R¥, [|8”g(x, )| < G, (x) 7D HnlFI=D) (si v 2 0) (resp. [|8”g(x, Q)| <
Cy(x) =l ywrn),

On note Hyx(€) = UwerHyx(€), Ho(€) = Ux>0Hok(€), Eor(€) = UperEy(€) et
EU(QE) = UEZOEU,H(Q)-

Le lemme suivant décrit le comportement des espaces E,, et H,; , sous la composition de
fonctions.

Lemme 6.4.22. (i) Soient f € H;”;((’E) (resp. E;”;(@)) et g € HY (R*) telles qu’il existe
Cic >0, r =20, tel que (g1(x,Q)) = c(x)(Q)™" (si 0 # 0) et (g2(x,()) < C(C) pour tout
(x,¢) € R™, ot g =: (g1, g2). Alors fog € H:ﬁli}z‘LW(G) (resp. E(qu)ff‘—i-|w|+rc(€))'

(ii) Si P € EX (Mn(R)), alors (x,¢) — Py c(¢) € HEIHH(R™).

(iii) Soient f € G5(R",€) et g € HY (R") telles qu’il existe ¢ > 0, r > 0, tel que, si o # 0,
(g(x,0)) > c(x){¢)™" pour tout (x,¢) € R?™. Alors fog € Hr‘J'wn‘iax{raﬁ}—i-\w\(@)' De plus, si
f € Gy (R",RP), alors df o g € E° (Mpn(R)).

o,max{ ro,k }+|w|
Démonstration. (i) La formule de Faa di Bruno donne pour tout 2n-multi-indice v # 0,
0"(fog)= DY, (0*f)og Pu(g) (6.25)
I<|AI< v

ot P, ,(g) est une combinaison linéaire (avec coefficients indépendant de f et g) de fonctions
de la forme szl(al]g)k] ot s € {1,---,|v|}. Les k/ et I’ sont des 2n-multi-indices (pour
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1 <j <s)tels que [k7| >0, |I/]| >0, > o1 kI = Xet > i |k7|l7 = v. Par conséquent, puisque
g € H},‘fH(Rzn), on voit que pour chaque v, A avec 1 < |\ < || il existe C, \ > 0 tel que pour
tout (x,¢) € R",

1Pur(9) (5, )] < Cua) 1= ¢y (6.26)

De plus, puisque f € H;‘j;(RQ”) (resp. E};”;(R%)), il existe C}, > 0 tel que pour tout (x,¢) € R*",
I’estimation

@17 0 glex, 0| < == s

(resp. H(@Af) o g(x, C)H < Ci(x) =) I (s4ra)IAl) est valide. On déduit alors de (6.25) et
(6.26) que f o g appartient a i i (&) (resp. g (€)).

7 o,k+|w|+ro o,k+|w|+ro
(74) On note P;jc les coefficients de la matrice Py ¢. Chaque composante (f*)1<i<;, de 'application
= (x,0) = Pec(C) est de la forme fi = Z?Zl P43 ¢;. On peut vérifier directement que les
applications (x,¢) + (; satisfont pour tout v € N> 9v¢; = O((¢)'W(x)7(0=MD). Le résultat
est alors une conséquence de la régle de Leibniz.
(7i7) se prouve de la méme maniére que (7). O
Les espaces Hy , et E, , sont reliés aux symboles et aux amplitudes par le lemme suivant.
Lemme 6.4.23. (i) Si f € EY,. ., alors (x,{,9) — f(x,() est dans o0
(ii) Soient s € S},’ZL, m € Hy (R") tels qu’il existe C,c,m > 0 tel que, si o # 0, pour tout (x,() €
R, ¢(x)(¢)™" < (m(x,€)) < Cx){(C)", et P € EJ, (Mn(R)) tel que pour tout (x,¢,d) € R,
Lor|l],
(Pxc(9)) > ¢(v). Alors (x,(,0) — s(m(x,(), Px (1)) est dans HU;TJ‘r\lo'T:fnerLz'
(iii) Si s € So(R™), m € HY (R™) tel que, si o # 0, il existe ¢, > 0 tel que pour tout (x,¢) € R*"
(m(x,¢)) = c(x)(¢)™", alors (x,(, V) — s(m(x,())Idg,) est dans 11200

o,k+|or—k+w|,z"
w) Sia€lyY™ et P e EY, (Mn(R)) est tel qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout (x,(,9) € R,
vy O,K
(Pec(9)) > c(9), alors ap - (x,¢,9) = a(x, ¢, Pec(¥)) € TR

Démonstration. (i) est immédiat. .

(i) Notons g(x, ¢, 0) := (m(x, (), Px¢(9)). Pour tout 4,5 € {1,--- n }, on note P le coefficient
(4,7) de la matrice Py ¢. Puisque P € Egﬂ(./\/ln(R)), nous avons P € Egy,{(]R). La formule de
Faa di Bruno du Théoréme 6.2.11 donne pour tout v # 0

(s0g9)= D (Pal9) (0s)og (6.27)

LAV

ot P, »(g) est une combinaison linéaire de szl(a” ¥ o1 <s<|v| les k¥ (resp. I9) sont des
2n-multi—‘indices.(resp. 3ﬁ—multi—indic§s) avec |k | >0, ‘\lj] >0, .Zj:.l k= Xet > i1 |7 |l7 = v.
Notons I/ =: (151,192 173), kI =: (k' k52) ou 191,192,173, k1 k32 sont des m-multi-indices.
Nous avons, avec Q(x,(,9) := (x,(),

(0" g = [ 0@ )0 R TT (S 00 H2 ik g, )5”
=1 k=1

n n n
i=1 =
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et on obtient, pour un s donné, (I/), (k%) tels que (Oljg)kj # 0 pour tout 1 < j < s,
silh3 =0, (08" ) = O((x) oMK 1o kP eyl K7 | =k k1] g9y K52y
si |93 =1, il =0et (8" g)F = O((x) WP IFI+alR] oyl IR |=slkT)

Le cas |73 > 1 est exclu puisque &/ # 0 et (Oljg)kj = 0. Par permutation des indices j, on
peut supposer comme dans la preuve du Lemme 6.2.13 que pour 1 < j < j; — 1, nous avons
13 =0 et pour j; < j < s, nous avons |73 =1, ott 1 < j; < s+ 1. Ainsi, on obtient

S . X
[T 9" = O((x) =5 (¥ =D T3 k52
j=1
¢ ()0 X5 WP (5 (W=D 5L 921 9y S0 1921y

On vérifie que Z?lz_ll K72 = [N = ] et 35 (I7] = DIK| = || = [A] ou A = (A1, N%) et
v = (a, 3,7). Par conséquent,

P(g) = @(<X>*U(|a+ﬂ\*lkl\)<<>w|A1\+/€(|a+ﬁ\*\>\1l)<19>|/\2|*|“f|) ) (6.28)

Puisqu’il existe C,c > 0 tel que pour tout (x,¢) € R* (m(x,()) < C){C)" et (m(x,¢)) >
c(x)(¢)™", on voit qu’il existe K, > 0 tel que pour tout 1 < |\ < |v| et tout (x,¢) € R,
(m(x, )N < K, (x)o (=N D (¢yorlli+orM - par conséquent, on voit quil existe C,, > 0 tel
que pour tout 1 < |A| < |v] et tout (x,¢,9) € R3™,

|@s)0gtx )], < Gttty
Ainsi, puisqu’on peut réduire la sommation dans (6.27) a des 2n-multi-indices A tels que [A\?| > |7
(et donc |A!| < | + 3|), nous obtenons le résultat de (6.28) et d'une vérification directe du cas
v =0.
(iii) est obenu exactement comme (ii) (avec Py ¢ = Id), puisque (x,() = p.p(x) ldpg,) € S99,
L’hypothése m(x, () = O((x)({)") n’est pas nécessaire puisque | = 0 ici.
(iv) Nous avons, en notant g(x,(,v) = (x,(, Px¢(¥)), pour tout 3n-multi-indices v # 0,
1 < || < v], P,,(g9) comme combinaison linéaire de termes de la forme szl((‘)“g)k], avec
SR =vet 355 K =1/, en notant k7 = (kPN KP?), 10 = (19, 192), ou ket I sont
2n-multi-indices, on obtient, en suivant la preuve du (i7),

P,(g) = O((x)~oUetBl=la’+8T) yrllatBl=la’+51) gy I=1l) |
Puisque Py ¢ = O(1) et (Px¢(J)) > e(¥) on obtient le résultat. O

Définition 6.4.24. Soient o € [0, 1] et 1) une linéarisation sur (M, exp, E, du). On dit que 1) est
une S,-linéarisation si pour toute base (z,b), il existe x,p > 0 tel que
(i) Y2 € Hy ., (R™) avec 92(x,¢) = O((x)(¢)") pour un 7 > 1 et ¥ € Op(R*, R™) ,

(i1) il existe P*® € C>(R*",GL, ( )) tel que PZ ° et (P*?)~! sont dans EY, o Mn(R)), et
pour tout (x,¢) € R?", P b( ()= ( ¢) et P2 0 = Idgn,
(iii) 2% et (77°°) 71 sont dans EO ( (E.)).

0,Kz,b

On dlt que (M exp, B, dpu, 1)) est de type S, si c’est le cas de (M, exp, E,dp) et ¢ est une
S,-linéarisation.
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Il est clair qu’une S,-linéarisation est aussi une Oy;-linéarisation. Dans le cas S,, on peut
vérifier les propriétés (i), (i¢) et (iii) dans une base seulement :

Lemme 6.4.25. Si (M, exp, E,du) est de type S, et 1) est une linéarisation telle qu’il existe
(20,60), Kz,00 = 0, tels que les fonctions 2, @ZS vérifient (i), (i1) et (iii), alors ¥ est une
S, -linéarisation.

Démonstration. Ceci est une application directe du Lemme 6.4.22. O

Remarque 6.4.26. La condition (ii) de la Définition 6.4.24 décrit un transport paralléle abstrait
en coordonnées normales. En effet, dans le cas ot la linéarisation ¢ est dérivée d’une connexion
sur M, les fonctions lisses a valeurs dans G Ly, (R) sur R?" :

z,b . b b -1
P*? = (x,() — Mz,expO(ng,T)_l(X,C)P(nZ,T)_I(X’O (Mz,(ng)—l(x))

ou les applications Py ¢ sont les isomorphismes de transport paralléle sur le fibré tangent (voir
Remarque 6.5.3), satisfont pour tout (x,¢) € R®", P;’Cb(() = Ti;(x, Q) et P}f”é’ = Idgn. Ainsi,
dans ce cas, (ii) est satisfaite si P*>® et (P*®)~! sont dans Eg,ﬁz,b(Mn(R)) pour un k,p > 0.

Remarquons que pour tout ¢t € R et (x,{) € R?", si P** € C®°(R?",GL,(R)) satisfait
(i), alors P}ifC(C) = TZ’;(X, ¢). On notera Pf’b = (x,() — P)i’t%, de sorte que Pf’b = P*b et
PP® = Idgn. Ainsi, Ty 6(x,¢) = (wg(x,tg),Pffc(g)) et on définit le difféomorphisme suivant
sur R3",

Et,z,b = (Xa C) 19) = (Tt,z,b(x’ C)v ﬁff;:{(ﬁ)) . (629)
On définit aussi la fonction a valeurs dans R?" suivante ét%b L (x,¢,0) > (YE(x,tC), Jzz)’(hc(ﬁ)).
On vérifie que J(Z¢.6) = J(Ttp) (det(PtZ’b)_l) et J(E;;’b) =J(T_¢.0) (det(PtZ’b oY ¢.5p))
Notons aussi que pour tout (x,y) € R2" 1¥(y,x) = —Pzih( )(@(X, y))-
X’ z X?y

Lemme 6.4.27. Soit (z,b) une base donnée, \,\' € [0,1] et t € [—1,1]. Supposons aussi que
(M, exp, E,du,v) soit de type S,. Alors

(i) Ptz’b, (Pf’b)_1 sont dans Eg’ﬁz’b (Mp(R)), et th’b, (7’5’[’)_1 sont dans Eg,ﬁz’h(L(Ez)).

(ii) mi® = ¢Po It € Hgp,(R™) et il existe ¢ > 0, r > 1 tel que pour tout (x,¢) € R*",
(%, Q) > efx)(¢) "

(i) 1l existe c,e > 0 tel que pour tout (x,¢) € R?™, (y¥(x,¢)) > ¢(¢)e(x) L.

(iv) ®rzp € Ho e, (R™™). En particulier J) 5 € Eqx_, (R).

(v) Tiz6 € Hop, ,(R?™). En particulier J(Yy.p) € Eq ., (R). De plus, il existe C > 0 tel que
(Y37 )) < C(C) pour tout (x, ) € B>",

(vi) J(Zt6) et J(Et_z1 p) sont dans Es k. (R).

Démonstration. Ce sont des conséquences immédiates du Lemme 6.4.22. [
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6.4.4 Opérateurs pseudodifférentiels

Hypothése 6.4.28. On suppose dans cette section et jusqu’a la section 6.5 que (M, exp, E, du, 1))
est de type S, .

Définition 6.4.29. Un opérateur pseudodifférentiel d’ordre [, m et de type o est un élément de
™= Op, (S5™), ont A € [0,1].

D’aprés le Lemme 6.4.7, S5™ peut étre vu comme inclus dans 8’ (T*M, L(E)), donc Op, (S5™)
est bien défini. Le théoréme suivant montre qu’il ne dépend pas de A, et donc justifie la notation
5™, On note Ty = (77°) Lo Ty ap i’ et T (T)\Z,b Doy bl T3 . Si e = exp, nous

! !
avons T])%\’A = TRM\/ >\ et 77’ A (Tpv—x)"tou Ty =17 °§it #1let 1, = (Tzlh> oYy, si
t=1,et TRt =1, it #—1let Tpy = (17 b)_1 oY _j,psit=—1.

Théoreme 6.4.30. Soient \,N € [0,1] et K = Op,(a), avec a € S5™. Alors il existe (un
unique) a' € SL™ tel que K = Op,y,(a’). De plus, pour toute base (z,b),

i/2m)P  500.8,8) ANz AN
a;,h -~ Z (i/ g!) (3( B B)TL af\, \TR )4:0
B

ot ayp =T, p(a), a, =T, p.(d), et af’h est 'amplitude définie pour tout t € [—1,1] par

0%, ¢, 0) = L2t D) 2 (s, )] (a2 0 Bl G, 1))

Démonstration. Fixons une base (z,b) et notons a,p := 7% p «(a). Nous avons vu & la Remarque
6.4.16 que Dp,(a).,p = Opr, _, (Ha.p)). Ainsi, pour tout u € S(M x M, L(E)), nous avons avec
Uy p = ,Iyzb,]\/[2 (U) € S(Ran L(EZ))7

(K,u) = /]R PO T (pa g (x,9) (Do p(us,0) (%)) dC d dx.

Supposons m < —2n de sorte que l'intégrale soit absolument convergente. On procéde au change-
ment de variable donné par le dlffeomorphlsme = /\, , de R3™ (Z; , p est défini a 'équation (6.29)).

On obtient (K, u) = (Dp)\/,%b(uTL af\,h )\7'2)\ ) uzyb>. On vérifie avec les Lemmes 6.4.27 et 6.4.23

! !
que 7'2‘ A ai,b )\7'1’;, A" est une amplitude dans H(,’fﬁ’g‘ pour un x > 0 et un w € R. On voit aussi que

/ !
Ay p = UTL AA af\,b )\T])%)\ est continue sur S(l,’?, ce qui implique, en utilisant la Proposition 6.4.14

(i1) et le résultat de densité du Lemme 6.4.6, I'égalité (K, u) = (Opy , b(,uTL )‘/ai,b )\7';‘% X), Usb),
pour tout ordre m du symbole a. Le résultat découle maintenant du Lemme 6.4.21 (vi1). O

Proposition 6.4.31. Pour chaque A\ € [0,1] et I,m € R, o) est un isomorphisme linéaire
de W5™ wvers S5™ et oy (A1) = (01-1(A))* pour tout A € 5™, En particulier un opérateur
pseudodifférentiel A est formellement auto-adjoint (i.e A = Al en tant qu’opérateurs sur S) si et
seulement si son symbole de Weyl oy (A) est auto-adjoint (en tant que section de L(E) — T*M ).

Démonstration. Le fait que oy soit un isomorphisme linéaire de W5™ vers S5™ est une consé-
quence du Théoréme 6.4.30 et du fait que o) soit un isomorphisme topologique de l’es-
pace 8'(M x M,L(E)) vers S8'(T*M,L(FE)). On vérifie que pour tout 7' € S'(T*M, L(E)),
Op,\(T)T = Op;_,(T*) qui est une conséquence directe du fait que ®y(z, —€) = j o ®1_y(z, &)
ou j(z,y) = (y,x). O
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Proposition 6.4.32. Tout opérateur de Th™ est régulier. De plus, pour tout A € L™ etv e S,
nous avons

A(v) sz dui(e)/Tl(M) dpz(€) ™9 a0 (A)(w,0) 7 (2,€) (1)

T (M)

Démonstration. Soient A € UL™ ot a := 00(A). Ainsi, pour toute base (z,b), A,y =
Opr, . , (pa.p) donc d’aprés les Lemmes 6.4.17, 6.4.27 (i4) et (i7i), A, p est continu de S(R", E)

dans lui-méme. D’aprés la Proposition 6.4.31, A est un opérateur pseudodifférentiel dans \I’f,’m,

donc nous avons (AT), p continu de S(R™, F,) dans lui-méme. Le résultat s’en déduit. O

6.4.5 Lien avec le calcul pseudodifférentiel standard sur R” et continuité L?

On suppose dans cette section que E est le fibré scalaire. Si A € W, alors A, p appartient a
I'espace, noté V¥, ,, des opérateurs réguliers B sur S(R"), de la forme

B = [ | 0 a, 0)o(w(x ~))dca

oit a € S*(R?"). On étudie dans cette section une condition suffisante sur v, telle que cet
espace ¥, soit égal & l'algebre usuelle ¥, 4 des opérateurs pseudodifférentiels sur R™ avec la
linéarisation standard v (x, () = x + (. Ici, ¥ 4 correspond au calcul de Hérmander [81] sur R”
et ¥y gq au SG-calcul sur R™.

On notera 9 := 92, V() := —(x, —¢) +x,

1 .
M= [ 0O, M= oV,

On considére ’hypothése suivante, notée (Hy ):

(i) il existe &,d,n > 0 tel que pour tout (x,¢) € R?** avec ||¢|| < £(x)7", nous avons det My > §
et det Ny ¢ > 9,

(i) les fonctions (dVi)xc et (dVi')xc sont dans EQ(M,(R)).

Proposition 6.4.33. Si l’hypothése (Hy ) est vérifiée, nous avons Vow = Vo std-

Posons xey(x,() = b(= |<|<y20,7) ou b e CX(R,|[0,1]) est telle que b=0sur R\] = 1,1[et b=1
sur [—1/4,1/4].

Lemme 6.4.34. Supposons (Hy). Sia € S(l,’m(RQn), alors lapplication

ax : (%,60) = Xe (%, Qalx, Mc?)|T (Vi (C) (det M) ™
est une amplitude dans Uy, 4, Hf,u,i?(R:””) De fagon similaire,
N1 (5,6 0) = X% Qalx, Ni?) [T (V) [(€) (det Nig) ™!

est dans | Jy ., Q%Zn(R?’")

ax,N

Démonstration. Conséquences du Lemme 6.4.23 (ii) et de la Proposition 6.5.4. O
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Démonstration de la Proposition 6.4.33. Supposons que a € Sf;m(RQ") et définissons A comme

Popérateur dans ¥, avec symbole normal a. Pour tout v € S(R*")
A6 = [ Ol (s, ~O)dcds.
R2n

Supposons d’abord que a € S, *°(R?"). Aprés un changement de variables, et un découpage de
I'intégrale en deux parties A(v)(x) = A1(v)(x) + A2(v)(x) ou

Ar(v)(x) = /R POy (x, Qale, D) (VDI = Qg

Ax(0)) = [ OO = ), Qal DLV I~ GG,
R2n

nous permutons dans Ay les intégrations d(¢ et di et procédons & un changement de variables ¥,

alors que dans A on intégre par parties en ¢ en utilisant (6.23) de sorte que pour tout p € N,

Ay (’U)(X) - /R2n 62ﬂi<ﬁ’c>ax,M(X7 ¢, 79)’0()( - C)d(;dﬁ )

Aa0)6) = [ OO =) 5,0 M @I IOl - )

Par conséquent avec le Lemme 6.4.34, et avec la densité de S, °°(R?*") dans S(l,’m(RQ”), on voit
que A est la somme de deux opérateurs pseudodifférentiels dans W, gq: A = Ay +Rou R e V_ 7
et Ay a a, p comme amplitude standard. L’implication dans ’autre sens est similaire. ]

Remarque 6.4.35. Dans le cas d’un opérateur pseudodifférentiel avec contrdle local sur des
parties compactes sur la variable x et avec ¥ venant d’une connection, en coupant l’intégrale
selon la variable ¢, nous avons en fait VY, égal a YV, q modulo des opérateurs régularisants
(voir [125]).

Par conséquent, on voit que si 'hypothése (Hy) est satisfaite pour une base (z,b), alors
U, (= ¥s ) est stable sous la composition d’opérateurs et la formule de composition des
symboles est donnée par une quadruple sommation asymptotique.

Nous allons montrer dans la section suivante que I’on peut aussi obtenir un résultat de stabilité
sous composition directement, sans réduction au calcul standard sur R". Ceci permettra d’obtenir
une formule de composition de symboles sur ¥, ,, généralisant celle de ¥, 4.

Proposition 6.4.36. Si (Hy) est satisfaite pour la fonction V.1 dans une base (z,b), alors tout
opérateur pseudodifférentiel sur M d’ordre (0,0) s’étend en un opérateur borné sur L*(M,du).

Démonstration. Puisque (Hy ) est statisfaite pour V.71, la preuve de la proposition précédente
implique \1127% - \I’g’gt 4> donc le résultat découle de la L?-continuité des opérateurs pseudodiffé-
rentiels standard sur R" [81]. O

6.4.6 Composition des opérateurs pseudodifférentiels

L’objectif de cette section est de montrer que les opérateurs pseudodifférentiels de WS° sont
stables par composition sans utiliser I’hypothése de la section précédente, et d’obtenir une for-
mule de composition de symboles correspondante. Nous allons adapter a notre situation une
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technique utilisée par Coriasco [42|, Ruzhansky et Sugimoto [117,119], pour les opérateurs Fou-
rier intégraux.

Notons pour (z,§) € TM et £ € T¢;§(M)7 Ypge = w;i, r2(&,&) = Yy (Yager) et

g (€,8) = Qleg o (17/);5). On définit la variété de dimension 2n :
Ve i={(6,€) € To(M) x Uyen Ty (M) | € € T, (M) }.

Chaque V. est difféomorphe & R?" via application nE’VT (&€) == (MP (&), M® (&), et pos-

ERUS
séde un difféomorphisme involutif canonique R, défini par

Ry : (§,¢) = (r2(&,€), @ (€, €))-

Dans ce qui suit, on fixe une base (z,b), et on note 1 la fonction mii’ On note

X = P (Y(x, ), ().

b

v )~ est un difféomor-
(n8)=1(x)

Pour chaque x € R", Ry = n ° Ripp)-1(x) © (ng,v(nb)_l(x)

phisme sur R??, et on définit Ry =: (ry,qx), 1 = r>° = (%,(,) = () et ¢ =

¢ = (x%,(,¢) = ¢x(¢,¢'). Remarquons que 7((, (') = —08(x,x4¢) =1 Py 0ty ()(() et

(¢, ) = —Pf’lbw(x 0 C’(C/)' L’application ry ¢ : ¢ +— 74(¢,¢’) est un diffeomorphisme sur R”

~1 -1 .

tel que r_, = T () By () de sorte que (dryc). = (drwx(c)ﬂw(x,g)(X))Tx,c(C’)‘ On utilisera la
; — (701
notation 7 := (777) 7.

On note s(x,(, (") :==r(x,¢, (") —¢. Nous avons s(x, ¢, (") = sx (") o sx e =T-¢ o@xoqﬁ%(o
est un diffécomorphisme de R™ tel que sy ¢(0) = 0. On définit

QDX,C(C,) = TX,C(CI) -¢— (er,C)O(CI)
de sorte que @y ¢(0) =0 et (dpxc)o =0, et

V(x,¢,¢") = (drye)e

comme fonction lisse de R*" dans M,,(R). On notera (x, () — Ly ¢ := —(dry ¢ )o.

On définit (’)f,’fﬁ?gfﬁlgl,c((ﬁ), ot ceN, R, w:=(wy,w) € R%, £ := (g0,61), g9 > 0, &1 > 0,
o € [0,1] et x > 0, comme I'espace des fonctions lisses g de R3" dans € telles que pour tout
3n-multi-indice v = (u,) € N?2" x N il existe C, > 0 tel que pour tout (x,(, (") € R3",
10V g(x, ¢, ¢ < O (x)ol=lnl=erhle) (¢ywotslul+eolvl(¢/ywitslv] Tei nous avons noté || := 0 si
|v] < cet|y]e :==|y|—csi|y] > c. On pose Op . (€) == Uc f,qﬁac(t’f) On vérifie que pour tout
multi-indices v,7" et ¢, € N, [7]e+ |V |e = |7+ leters et [y +7]e = [7le+[V]e- Ainsi, O (R),
O (MpR)) et Op ez = Opre(L(E,)) sont des algebres (graduées par les paramétres c,
I, wo et wy) et OLY. (€) C O zeblemotslulreohlwitalliey gi £ e 0%, (€), alors
(x,¢) = f(x,¢,0) € B9 (&), etsi f € 03%57072, alors (x,¢,9) — f(x,¢,0) € Hf,’fﬁ?go. Remarquons
que tout monoéme de la forme (x, ¢, ¢’) — ¢’ oi B € N”, est dans Og”g’f“m(R) pour tout k£ > 0
et g >0,e1 > 0.

Dans le cas d’une géométrie S/, nous avons seulement besoin d’un contrdle polynomial des
fonctions Ez Il apparait que pour la question de la composition, un controle plus fort sur ces
fonctions est important.
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Définition 6.4.37. L’hypotheése (C,) est satisfaite 8'il existe une base (z,b), (ky, wy) € R avec
Ky > 1, et g, €]0, 1], tels que
VeOpRt L oMa(B)), et (dul), (d62,), = O(). (6.30)

0,Kv,Ev,€v,

En particulier, (Cy) implique que (dry¢)o et donc L sont dans E}}M (My(R)).

On note Rovz; (€) (g1 > 0) Pespace des fonctions lisses g telles que pour tout v = (u,7) €
N2 x N” non nul, 8¢ = O((x)e(=Ikl=e1lvl) (¢ywots(wl=1) (¢ywits(lvl=1)) 1] resulte de (C,) que
e Uwo,w1RZ);2:;/2 (Rn)

Le lemme suivant donne le lien entre les espaces O, R, H, F et leurs comportement sous la

composition.

Lemme 6.4.38. (i) Soient f € HY, (€) (resp. EX, (€)) et g € Rawe; (R*") telles que

92(x,¢, () = O((O)*(¢)"™)
pour un (ko,ky) € R2 et, si o # 0, (g1(x,¢, ")) > e(x)(C) ()™, pour un (ki,k}) € R2 et

wo+kow, w1 +kLw 0,kow,khw
c¢>0. Alors, fog € Rowy.e 2(€) (resp. Oy rim 0

.. ,0 /

(i1) (x,C.¢') = ($(x,0), ¢') € RELC (B et (x,,¢) o x9€ € Ryeyn pour un (g, wy) € B2,
(#i1) Les fonctions q, (x,¢, (') — (Pflb,w(x,é“),C’)_l et (x,¢, () — det(Pffq/}(X7<)7<,)_1 sont respec-
tivement dans Ry x,1(R"), 0200 (Mn(R)), et O20° (R), pour un kg > 0. De plus, il

0,Kq,Kq,1,0 0,Kq,Kq,1,0

eziste C' > 0 tel que pour tout (x,(, (") € R, |lgx(¢, ¢ < C{C).
(iv) (x,¢,¢) — 7(x5¢, g (¢, ¢")) est dans ©200 pour un Ky > 0.

o,kr,k7,1,0,2

(€)) ot ky,kE sont dans R .

Démonstration. Conséquences directes de la formule de Faa di Bruno. O

Lemme 6.4.39. Supposons (Cy). Alors
(i) s,p € Og:gﬁ’;w%l(R") et p € (’);ZZZ:’Q(R") 0l Wy := Wy + 1 et Wy 1= 2 4 Wy + Ky.
146) V = (dry¢)er et (dry ~' sont bornées sur R3".
6/C 6J¢
(iii) La fonction J(R) : (x,(,¢) — J(R)(C,C) est dans Uspun.coey Ol ((R) et

0,K,€0,E1,0
(x,¢,¢) = 7(x,74(C, ¢)) est dans O200 pour k. > 0.

O"HTyK/TaEU/2’07Z

Démonstration. (i) Nous avons légalité sy (¢) = i, (! fol Ocrry,¢c(t¢") dt. Puisque V' €
020wy (M, (R)) chaque fonction (x,¢, (') — fol Ogrrx(1¢") dt est dans 020wy (R™Y) et alors,

0,k ,Ev,0 0,Kv,Ev,0

puisque (x, ¢, (") — (] € o201 1 (R), on voit que s € O%0ws(Rn) Nous avons aussi

0,Kv,Ev, O,Kv,Ev,1

1
erc€) = X 3 [ (=08t ae
181=2 0
et chaque fonction (x,(,¢') — fol(l — ) Gg,rx,c(tg’ )dt est dans (’);Z:‘Zﬁg”m (R™). Avec
(x,¢:¢) = (€)% € Op02 . 5(R), on obtient ¢ € O, 725 (R™).
(1) Conséquence directe de (C,,) et des égalités suivantes pour tout (x, ¢, (') € R3",

(dre)er = (dih) e (dby)er s (drec)a’ = @y o) gee (@0, (¢r)-

(7i7) La premiére assertion découle du Lemme 6.4.38 (i7). La deuxiéme assertion découle du

Lemme 6.4.38 (i) et de I'estimation 7« (¢,¢") = O((C)({")y*). O
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Nous allons utiliser une généralisation & quatre variables des espaces d’amplitudes Hffﬁ? On

définit TI52%“L™ (0 < &1 < 1) comme 'espace des fonctions lisses a € C*°(R*", L(E.)) telles que
pour tout 4n-multi-indice (v,§) € N x N", (avec v = (u,v) € N?" x N") il existe C, 5 > 0 tel
que pour tout (x,¢,¢’,9) € R4,

[0 P, ¢ ¢ D) | < Cuatyo @i gyl igryensalggyniol.

Ces espaces sont naturellement des espaces de Fréchet et forment une algébre topologique gra-
duée.

Lemme 6.4.40. (i) Sia € Hé“;ogy’;, , alors agr—o @ (x,¢,9) — a(x,(,0,9) est dans Hi;%%m.
(ii) Si h € (’)l,wo,un alors (x,C, ¢, 9) — h(x, C, C/) est dans T wo,w1,0

0,K,€0,€1,0,27 amax{mao}el,

(#i7) Il existe k=, k1 > 0 tel que pour tout b € S’UZ, Uapplication bo =, ot

E(X, ¢, gl’ﬁ) = ( _leb¢( x,0),¢’ (19))’

=l,cki|l|,0k1|l],m

o,k=,1,2

est dans 11

Démonstration. (i) et (ii) sont directs.
(7i7) est une conséquence de la formule de Faa di Bruno. O

Lemme 6.4.41. Soit s € C*°(RP,R"). Alors pour tout p + n-multi-indice v = («a, ) # 0, nous

avons
auﬁei(ﬁ,s(x)) = P,(x,9) PRICRICI)

X,

ou P, est de la forme 3 <10 V" Ty (x), €t Ty est une combinaison linéaire de H;n:l(aljs)“j ot
1 <m < |v|, (I¥) sont p-multi-indices et (p?) sont n-multi-indices. De plus, ils satisfont |p’| > 0,
oyl = v+ 181 2 [P = |af et si|8] =0, alors || >0 et [y] > 0.

Démonstration. On note g(x,9) := (¥, s(x)). D’aprés le Théoréme 6.2.11, on obtient 1'égalité
suivante pour tout v # 0, 0 ye€' st = p,(x,9)el&) on P,(x,0) = Pi<k<iy Pri(g) et
P, est une combinaison linéaire de H?;l(alj g)¥ t'els que ] >0, k5 >0, STk =k et
Sk = v. Si on suppose que les termes H;”:l((f?l] g)¥ sont non nuls, alors |I/| < 1 et si on
définit j; tel que pour tout 1 < j < ji, 192 = 0, nous obtenons, en notant I/ = (i1, 17:2),

alﬂ H 8” % H (alj’lqu')k]
Jj=1 Jj=1 =1+l
. J1 5 ]t i1 F i1 j
= Z A AT 9 Y H(al“ s)Y H (0" s9W
IV |=k?, 1<5<51 j=1 J=n+1
Ainsi, nous avons P, = W' T, ~r(x) ot T, est une combinaison linéaire de
IvI=k—|B s s

ilzl(alj’ls)“j H;n:j1+1(8l]15‘11)k], o1l1<g <n, 1<ji<m<|,1<j <m, P eNP,
K e Ni“, M e N" sont tels que STk = k, SN[ + S K 41 = [y et
> 741K =B Le résultat s’en déduit. O
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Lemme 6.4.42. Supposons (Cy). Alors

1) En représentant par u la lettre s ou our tout In-multi-indice v = € N2 x N, nous
(i) p p ©, p s Y ;
avons l'égalité O . ye 20 us,¢ () = i<t P Trwu(x, ¢, (") 21 Wsc () ou chaque terme

il |l ws [wty| Ko 1] lul—evlwtyl v lwtyl+rolplwelw+y [+ ]
Tows € Omv,sv,ev,wﬂ\ (R) et Tyu,p € Oanv,sv,ev,z\w+y| (R). En

particulier, il satisfait I’estimation suivante pour tout (x,¢,¢’) € R3™, et tout n-multi-indice p,

‘ Tyws(x,¢, ¢ < Cij7p<x>—o(|ul+auIpl\wﬂ\)<C>fw|u|+av|pl<C/>ws|w+v|+m(\u\+lpl) ’

| Vw,w(xv ¢, < nyw’p<x>—U(\u\+(€u/2)lpl)<<>€u|w+v\+nv|u|+6vlpl<C'>w¢\w+v|+m(lul+lpl) )

(ii) Pour tout m-multi-indice (3, nous avons 8?,62”<’9’90X>C(C)> = P3,(x,(, ¢, 0)e?m e op

Pg (%, ¢, (', 9) est une combinaison linéaire de 9"t \(x,(, (') ot w et X sont des n-multi-

indices satisfaisant |w| < |B], 2lw] — [B])+ < |A| < |w]|, et t,\ sont des fonctions dans
O_Sv‘ﬁl/Q 2e4,w s|ﬂ|

ornnenlfl (R). En particulier, ils vérifient

tur(x, ¢, ") = O((x)7o=ul81/2 () 2e0lBl 1y wil Bl

ol wy 1= ws + 2k, De plus, (x,(,9) = Pg,(x,¢,0,9) 1) €I f“vl,m/Q <ulBLIAl/2
(iii) Si B e N" et f € Hélfiogf}’ alors la fonction

Foip t (%,¢,0) = 92 (270N QO00B £ (s ¢ ¢ L (9))) g

N Ry m—18/2 . .
appartient a H(,,,fll,'f‘ worthz|Blm =151/ , ot &) := min{e1/2,6,/2} > 0, k1 := max{ Ky, Kk }, ko :=

K+ ey — K|, et I application f — f3 ., est continue.

Démonstration. (i) D’aprés le Lemme 6.4.41, si v # 0, nous avons 1’égalité suivante, valide pour
tout (Xa Ca C,a 79) € R4n7 a}ZC 19627ri<19,ux’<(c’)) = (Z| |<‘N‘ ﬁwTVw u(X < CI)) 2mifdus,c(¢)) ou Tyw u est

une combinaison linéaire de termes du type [ 7 NG Cu)“] avec 1 <m < |v|, i/ #0, > || =

w + ] et 320, | [|l9] = |p|. Puisque d’aprés le Lemme 6.4.39 (i), s € O2%%  (R™), il est

0,Kv,Ev,Ev,1
|l lulsws|w |+ rolul o
o nv’i_:;’sm'w;v' "I(R). De plus, puisque ¢ € O_

N |l —evlwty| v |wty|+ro|pl, w«plw+”/|+fiv|u|
0,K0,E0,Ev,2|w+7]

et la deuxieme découle de I'inégalité |w + [ + |plowiy| = |p]/2-

(i) D’apres le Lemme 6.4.41, si B # 0, nous avons pour tout (x,¢,(’,9) € R, la rela-
tion 6’8 2mi(0x,¢ () = (X1<pwi<i V13w (%, ¢ C)) 2mi(0.2x.c(CD) on T3, est une combinai-
son hnealre de termes de la forme Hj:1(8”gox7 )“ avec 1 < m < |B], W # 0, ) # 0,
Py | = |w]| gt E;" L ]|7] = |B]. On réordonne IQS indices I/ de sorte que pour tout
1 < j < g1, [P =1 et pour tout j > ]1+1 /] > 1, on j1 € {0,---m}. Ainsi
[T, (" goxg)’” = (8“ch OF HJ>31+1(8 ox )" et avec un developpement de Taylor a

Ev,Ev, Wy ( n)
2 9

direct de vérifier que T, , s € OB

on obtient T}, , € (R). La premiére estimation est directe

lordre 1 de 0¥ Px,c en C’ autour de 0 quand 1 < j < ji, on obtient o Px¢ = Zl<z<n l’tf]
ol tk fo 861“] x,c(t¢)dt. Ainsi, en utilisant le fait que ¢ € O 0w

0,Kv,€v,€v,

= YIL |l et

L(R™), on voit que

((‘3l Ox,¢ )“ est une combinaison linéaire de ¢"*Vy ot

j 1

Vi = O((x) =7 S1 WL eyeoNen S 110 oy (botws) N0 ST 01171
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Par conséquent, on voit que H’Jn:l (8” @X,C)“j est une combinaison linéaire de termes du type
(AW, ot A = yuil 7] et

Wy = O((x) o= UBlI=v) ¢y 2eulBl ¢y wil Al

owwv:=3"". |?| = |w| — |A|. La premiére assertion résulte alors de I'inégalité 2v < |3| — |A|.
Puisque ¢yx¢(0) = 0 et (dpxc)o = 0, Pgp(x,(,0,7) est une combinaison linéaire de termes
du type 9% [T, (00 (x, C,O)W avec 1 < [l < |8/2, 1 < m < |B], w # 0, ] > 2,

> i || = |w| et ZJ:,l | ||| = \6\ On vérifie avec le Lemme 6.4. 39 (1) que toute fonction
de la forme H}gl(ao,o,w (x,¢, ¢ est dans (’)oi’il’gyfﬁa‘;y (ws/2+ﬁ“)|’6‘( R), et alors, (x,(,9) —
[T~ 1(000“ (x,C,00)" 1. € Hgiﬂg‘ﬂ’s”lﬁ‘o Puisque (x,(,9) — 0¥ 15g,) € HS%U‘,@W nous

obtenons (x,(,9) — Py ,(x,¢,0,9) 1, € HU’E|§’|/2 vlBL161/2
(7i7) Nous avons

(%G 0) = D ()0 (2™ exc )ty 9"0FF B f(x, ¢, 0, Ly o (1))

B'<p
=Y (5)Porp(x,¢,0,0) %070 f(x,¢,0, Ly c(9)).
B'<p
Puisque (x,¢) — Lyxc € EJ, (Mn(R)) et Lxé = O(1), on déduit du Lemme 6.4.40 (i) et du

Lemme 6.4.23 (iv) que (x, ¢, 0) — 8%08-F"0 f(x ,¢,0, Ly ¢ (¥)) appartient a I'espace d’amplitude
1t A lwotrIB=FTm=IB] 1o pesultat découle alors de (11). O

omax{ K,ky },z

Nous introduisons maintenant deux fonctions de coupure paramétrées qui seront utilisées plus

loin. Soit b € C°(R, [0,1]) tel que b =1 sur [—1/4,1/4] et b = 0 sur R\| — 1, 1[. On définit pour
€,0,m1,m2 >0 avec €,0 < 1,

712
Xe(0,9') == b(5),

1112
Xé,ﬂ(X>C7C,) = b(%)-

Lemme 6.4.43. Les fonctions x. et X5, sont respectivement dans les espaces C*(R*",[0,1]) et
C>=(R3",[0,1]) et satisfont :

(i) Pour tout (x,(,¢') € R, si ||| < 6(x)7™(C)™™, alors xs,(x,(, () = 1, et si ||| >
§(x)TM(C)™"2, alors Xs,(x,(,¢") = 0. En particulier, pour tout (x,¢) € R*", x5,(x,(,0) =1 et
pour tout 3n-multi-indice v # 0, (0" xs5,)(x,(,0) = 0.

(ii) Pour tout (9,9") € R*™, si ||| < 3e(¥), alors x=(9,9') = 1, et si ||| > (V), alors
Xe(9,%) = 0. En particulier, pour tout ¢ € R™, x(9,0) = 1 et pour tout 2n-multi-indice v # 0,
(6"X2)(9,0) = 0.

(7i1) Pour tout 3n-muti-indice v = («, 3,7), nous avons

0 Xsn(x. ¢, ¢) = O(() 7O M)

et
0" X5 (%, ¢, C) = O((x) = WI(¢) /1B (2 /)i ¢y oo =D 181y,

En particulier, la fonction x5, est dans Oggo%’l’o(R) pour un k> 0.

(iv) Pour tout 2n-muti-indice v, 8" x-(9,9") = O((9) =) et 8" x.(9,9") = O((I)~ V).
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Démonstration. (i) et (it) sont immédiates. Pour tout v # 0,

X(Sn Z PVI/ b) ©g
1<v/<|v|
2
ou g(x,¢, (') = %. On obtient d’un calcul direct ’estimation

PI/,V’ (g) = O(<X>_20n1’/_‘a|<<>27]21/—|ﬂ\< >2V/_M)

Puisque pour tout v € N, 9”'b = O(1), nous obtenons 9" xs, = O((x)~1*(¢)=8(¢"y~1l1p,) on
Ds est I'ensemble des triplets (x,(,(’) satisfaisant les inégalités §/2 < (¢/)(x)77M(¢)™ < /2.
L’estimation de (4ii) en résulte. La preuve de (iv) est similaire.

Nous allons utiliser dans le lemme suivant Uespace Q%7 (k > 0,7 €N, (to,t1) € R%)
des fonctions f € C°(R*" C) telles que pour tout a € N", il existe C,, > 0 tel que pour tout
(x,¢, ¢, 0) € R, |98 f(x, ¢, ¢, 9)| < Cof¢)fotrlal(¢ryntrlel () =27,

Clairement, Ozo’tl’j(’)fé’tll’jl C O,io+t6’t1+t/1’j+j/ et 823‘,(’)20’“’]‘ c olotrlaltitrlaly
Lemme 6.4.44. . En définissant h(x,(, ¢, 0) :== (1+||*(dsx,¢) e ( H —(i/2m) (9, (ASX,C)(Q’»)_I,
nous avons la relation suivante, valide pour tout (x,(,(',¥) € R4, p € N,

27rz<19 sx,c(¢) ( (X ¢, C ,19) ) eQwi(ﬂ,sx,g(C/»

ot L¢r :=1— (2m)"2A¢r. De plus, si (Cy) est vérifice, il existe k1, > 0 tel que pour tout p € N, il

existe N, € N*, (h})1<k<n, fonctions dans O2an,2an,p’ (5k7p)1§k§NP n-multi-indices satisfaisant
k,

|BkP| < 2p, tels que (L¢r h)P ZkN" h (9’6 .

Démonstration. On obtient Lee? ™ %sxc(C)) = (1/h)e?m5x.¢(¢)) par un calcul direct. Vérifions
lassertion restante par induction sur p. Notons que d’aprés le Lemme 6.4.39 (ii), nous avons
|1/h| > ¢(¥)? pour un ¢ > 0 et on vérifie que 1/h € HS‘;’;";:’E ot w), = max{ 2wy, wy + Ky }-
Avec une récurrence ou en utilisant la Proposition 6.5.4, on vérifie que h € Q2! ot on a posé

Kr 1= max{ 2g,, wv + Ky }. La propriété est bien sir vraie pour p = 0. Supposons maintenant

qu’elle soit vérifiée pour p > 0, de sorte que (L¢ h)P = p Lo (9?, avec N, € N*, (h}))1<k<n,
fonctions dans QpPRL2PELP o (B*P)1<k<n, n-multi—indlces satisfaisant |3%P| < 2p. Nous avons
aussi

Np NP

k,p k,p _ k,p
(Loh)P™ = (Leh) Y PO = hhRoL ™" — (2m) 72 (Ag (hh})0,
k=1 k=1
K,
+ 2Za<, )OS "o+ kA 90)

donc la propriété est vérifiée pour p + 1. O

On note S, .(R**, L(E,)) l'espace des fonctions lisses f telles que pour tout N € N* et
v = (,7) € N x N", 9f(x,(,9) = O((x)"N(¢)coterNtealul (19)=N) ] résulte du Lemme
6.4.18 que si f € Sgc(Rgn L(E.)), alors Opp(f) € Opp(S,2°). Ici, et par la suite, I' satisfait les
hypothéses du Lemme 6.4.18.
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Lemme 6.4.45. On suppose (Cy).
(1) Pour tout I, wo, wi,m, K, Spm ., (Hiz};?gﬁ”};m) - Sayc(]R‘g", L(E,)) pour un triplet ¢ := (cg, c1, c2)

et Uapplication linéaire Sy, : f + Smw, (f) est continue, ot

Siman (1) ¢ (5,€.0) o [ PO OO g€ (), ¢, ¢ ) (1= ) (. G, ¢ i
R2n

et P, = max{m +2n, [|wi|] +1+2n}.

(ii) Pour tout u € S(R®", L(E,)), lapplication linéaire f — (Opp Spm.w, (f), 1) est continue.

Démonstration. On fixe N € N*. Notons d’abord que Sy, ., (f) est bien définie puisque pour
tout (x,¢) € R?", il existe Cx ¢ > 0 tel que

| M ), € ) (1= ) (5,6 )| < Crg )24 72

Puisque pour tout n-multi-indice 8, 83, M, Py (f) tend vers zéro en ¢, on peut successivement
intégrer par parties avec (6.23), qui est b1en valide puisque 1 — x;,, assure que ||¢’|| > %(5 sur le
domaine d’intégration. On obtient alors pour tout g € N*,

Sman (1) (5,C0) i [ 2SI Osnc @D epghen M ()1 s ) i
RQn

On note f, I'intégrand de I'intégrale précédente. Si v = (o, 8,7) = (i, y) est un 3n-multi-indice,
on voit avec le Lemme 6.4.41 que

8;419]0(1 — 627r2'<19’,C/> Z (l/j/) 271-2198,(( Z 9T, ws(X ¢, C)

W<p |w|<[p/]
g /S
Z As(=1)! Iwmaxg aﬁ’(f(l — X)) -
|g‘:pm,w+q
D’aprés le Lemme 6.4.43 (i44), (x,(, (", 0") = x5(x, ¢, (") 11, est dans 1 0,0?2, donc l'opéra-

teur de multlphcatlon f— f(1— xsy) est continu de Hf,%%?é’m dans Hf,%%?llz , Ol on a posé

ty = max{ K, k, }. Puisque ||| > /2 dans le support de f(1 — xs,), on obtient du Lemme

6.4.42 (i) U'estimation suivante, ol £y 1= Ky + Ws + Ky,

Ha)lz’c’ﬁfqb(; C7’l97 Clyﬁ/)H < C,/7q<19>|u|<19/ m—pPm,wq —4q Z Ko |p |[+wo+Ky |1
o <p
x (¢! >w1+(nu+ws)|u [+£n |1l — (pm,w1+q)+wslvl<x>vll\

//‘

< € ) Mgy okl ()l (g ym=pman = ¢yt

Vl_pmywl —q X

Si k € N*, et si on pose q := ¢ tel que wy + /i;;k‘ — Pm,aw, — @k < —2n, on voit par application
théoréme de dérivation sous l'intégrale que Sy, . (f) est lisse et pour tout 3n-multi-indice v =
(a, B,7) et ¢ € N* aprés integrations par parties en ¢, avec v/ := (¢, ),

O S (N, C0) = S 3 (¥ / O O DT, (5, )
p < w] <[p| R

T G (F(1 = ) i G
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YA Pm,wq T4 +Q7CI —u’ 13
On note g4(x,¢, ¢, ) == e2mi(9' ¢ >Tl,/7w75(x, ¢, )My ! 65’4“ (f(1=xs))- En utilisant
maintenant le Lemme 6.4.44, on obtient pour tout p € N,

|(Zeh) g €, ¢ )| < Gl () (0 QPZHaﬁ " 94(x,¢, ¢ 9)

Ainsi, avec le Lemme 6.4.42 (i), nous obtenons avec ki := ws + ky + Ky + K,

H(LC'h)p-gq(X’ ¢, (’,19’)H < C}/}<X>U\l\<</>w1+(2p+|l/\)k1—pm,w1—q|u|—q<19>—2p
<,19/>2p+m—Pm,w1 _‘I\u\_Q<C>(2p+|N|)k1+wo Z Z Z qugg,g(f(l _ X&,n)) 1D(X, C7 C/)

- —
|B1<2p H' SH (6] =prm,wy +9)|+4

ou D :={(x,¢,¢) €R¥™ | ||| > £6(x)°™(¢)~"™ }. Sion fixe p tel que —N—2 < —2p+|u| < —N,
on voit qu’en prenant q tel que Ay < —N/m1—|[l|/m ot Ay := w1+ (2p+|v]) k1 —Pim,w, — )| —q+2n,
et 2p +m — Pmuw, — ] — ¢ < —2n, on peut successivement intégrer par parties en ¢ (p fois)
avec la formule du Lemme 6.4.44. On obtient alors pour certaines constantes cg, 1, co > 0,

18” Sy (F) (%, G, )| < Cy (x) =T (¢)oberN el gy =N

>y > 9 55 (1= Xsn))

1B1<2p K <K |5|=pm wy +a)u|+q

ce qui donne le résultat.
(73) Ceci résulte de (i) et du Lemme 6.4.14 (i1). O

Lemme 6.4.46. Supposons (Cy).
(i) En définissant pour tout f € Hf,qﬁogﬁ‘il’ ,

() 2 (e, G0) o [ Tl £, €, €10 + L (9)) X6, G, ') A

il existe §,n, tel que pour tout N > |m|, II(f) = Un(f) + rn(f) ot

Iy(f)= > 2%,

0<|BI<N
et il existe tel que Ilp n(f) satisfait pour tout 3n-multi-indice v = (u,) € N2 x N7,

TN (f) = 0(<X>0(l—8’1(N+1)) <C>ko+k1(N+1+|u|)+6u|v| <19>m+\u\—(N+1)/2+n)

ot 8’1,k30, k1 > 0.
(i) Nous avons pour tout 3n-multi-indice v = (u1,7) € N** x N,

OIL(f) = O((x)7 () o Halbreohlg)m)

ot kb, k} > 0. En particulier, pour tout u € S(R*,L(E,)), lapplication linéaire f
(Opp II(f), u) est continue.
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Démonstration. (i) On procéde & un développement de Taylor de la fonction

Fx, ¢ ¢, 0) o= f(x,¢, ¢+ Ly (9)

en ¥ autour de zéro a l'ordre N € N*, de sorte que

o= > 4% + Y MHRan(f) = Tn(f) +Trn(f)

OSIB\SN |Bl=N+1

ol
I,@(f) :/ 9B 2mi((9 ") +(050x,¢ (C))) 3000”31"(}( ¢, L 7<( ))X&W(X7<7</) ¢’ dv’
RQn

Ran(f) = 2 ﬁ'ﬁe%i(<§/’<l>+w’¢x’<(C»)TB,NJ(x, ¢, ¢ 9, 9)de v
R n

etrg N, f = fol(l—t)Nao’O’o’ﬁfX(X, G ¢t + Ly c(9)) dt, fy == fxon € Hél,‘é%’qﬁl " Par intégration
par parties en ¢’ dans les intégrales I5(f), on obtient

i/2m)18! T i/2m)181
Iy (f) = Z %aﬁ( 29 (C )aOOO,ﬂf(XCC Lyc(9 )))C/=0: Z %fﬁ#w

0<|BI<N 0<|BI<N

En utilisant une intégration par parties en ¢’, nous obtenons Rgn = (i/27r)|ﬁ|lf, ou pour tout
peN,

I6,0) = [ | @006 ¢,¢, 0 ) dC'
RQn
G(Xv C’ CI7 19/7 19) = 62ﬂi<19’¢x’<(C/)>T5,N7f(xa 47 g/) 19/’ 79) .

En utilisant une intégration par parties en ¢’ et 2 <) = (¢’ >_2pL€,62m<’9l’</>, on vérifie que
Iy est lisse sur R3" et si v est un 3n-multi-indice, on voit que 0”1 ¢ est une combinaison linéaire
de termes du type

P /R } 2T O e O T, 5 P 0 05 15, dC! V)
ou |@] < W], v <wv, Y3 =4, |8 =N + 1. On découpe alors l'intégrale J; en deux parties
Jy + Ji—y, ot la fonction de cut-off x.(9,?’) apparait dans J,,.
Analyse de J
En utilisant le Lemme 6.4.42 (4i) et des intégration par parties en ¢’, on voit que J, est une
combinaison linéaire de termes de la forme

JXW — 9Pw /2 €2wi((19/7</>+<z9,<px,g(C/»)(C/>72ptw’>\ 8261T,/,(:,,¢ 01?:3,?,2,”19,8[337‘@1\/,]0 8)\+p7)\'XE dCI o’
R2n

ot p € N, [p| < 2p, |w| < 8%, 2lw| —|8*)+ < A < |w|, N < A+ p. On fixe alors € tel que
€ < ¢/2 ou c est une constante telle que ¢() < (Lyx¢(?)). Ainsi, dans le domaine d’intégration
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de Jy «, nous avons pour tout ¢ € [0, 1], (t0' + Ly ¢(¥)) > ¢1(J) pour un ¢; > 0. Par conséquent,
nous obtenons 'estimation :

|o0ct08 .| < Cpprten gyt smmnmatwoala
(¢'ywrtrn (= |HI8%) (9 = I+ m=1B1 =N
On déduit alors du Lemme 6.4.42 ’estimation
It /\@éﬂlTy, 5ol < C' (x) (W 1+(/ I8 +671) () 260187+ 52+ (o tev) lulteu ] o yer (N+1) Healv]
Par conséquent, en prenant p suffisamment grand, U'intégrand j(x,¢,(’,9,9') de Jy, satisfait
Iestimation, pour un £} > 0 et un k1 > 0,
||]|| < C//<X>a(l—6’1(N+1)) <<—>w0+k1(N+1+\;L\)+av\’y\ <C/>—2n<,l9>m+|,u,|—(N+1)/2 1DE (197 19/)
ot D, est Pensemble de (9,9') dans R?" tel que ||| < (). On déduit finalement que pour
tout v € N3,
Jy = @(<X>0(l*€’1(N+1))<C>wo+k1(N+1+\u\)+svlvl<19>m+|u|*(N+1)/2+n) )

Analyse de J1—y
On pose la définition w := (', ¥') + (9, px¢(¢’)). D’aprés le Lemme 6.4.39 (i), nous avons

220 || O ()
de Ji_, permet d'utiliser 'estimation (¢’) < v/25(x)°™(¢)~", de sorte que

Z Hacgsﬂx,c(c/)H < C202/2 52

< C(x)77%(¢)* (") pour C,c1,co > 0. La présence de x5, dans l'intégrand

en prenant 71 < &,/ca et M2 > ¢1/ce. Par conséquent, nous obtenons ’estimation suivante dans
le domaine d’intégration de Ji_,,

IVewl? > [|0|) (1 — 0 22/2 62y

On fixe maintenant ¢ tel que gC’QCQ/2 6% < 1 de sorte qu’il existe k > 0 tel que |[Veow| > k(|9
En notant Uy := (27i|Vew|?) ! >i(9¢w)0¢s nous avons [119] Upe?™ = 2™ et

t 1
( UC/)T — ‘VC/LL)|4T‘ Z P;;j,,.ag/

lpl<r

T

otl P, est une combinaison linéaire de (vcw)mgfw e 83, w, avec || = 2, |6 > O et > i1 |67+
|p| = 2r. On obtient ainsi aprés intégrations par parties en ¢/, pour tout r € N*, que Ji_, est
une combinaison linéaire d’intégrales de la forme

91 [ UG (O] Tor oo gy 0L e )1 = 32} 0

ou || < |6?|. Nous avons noté Pga , =: > P@ﬁz,(pz?f”. D’aprés le Lemme 6.4.42 (i7), on voit que
P e O =F122FLW AV Notons T o= ang ' 50 Po,82,0- Le Lemme 6.4.42 (i) donne

w’62’¢ U,HU7Ev,€v,2\ﬁ2| vhw,e
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~ 1 2
TeO, Sv“éf)if JE&E‘\)]()WHNH%Iﬂ CO(|V|+N)( R) pour une constante ¢ > 0. Avec notre choix des

parametres 71 et 79, nous avons l’estimation suivante, valide dans le domain d’intégration de
Jlfxa
A +e; v v 1—|X
DA e = O((C)= ¢yl 1=y
En particulier, en notant O,lizn I’espace des fonctions lisses f telles que pour tout n-multi-indices
A7, 8>‘/8Z,f = O(((¢)(¢"))Hrehl("y™), on voit que [Vew|? € O%% et pour tout A € N7,

Y| Vew| ™I = O((9') 7). De plus, chaque terme Py, est dans O 3 de sorte que finalement,
pour tout A € N”

%1, ot = O(({CH)™ (W) ™) .

On vérifie aisément que si r > 2n, alors h := (tUC/)T((‘)ﬁ,lfﬁ 8 / rng)(l — Xe) satisfait

,h” < Cyecr0,4(9) 72", Par conséquent, on peut permuter les intégrations
d¢’'dy’ — d¥'d(’ et successivement intégrer par parties en ¥, de sorte que finalement J;_,, soit
une combinaison linéaire de

9+ /R ey gy Lo o T oy o 0l Y (1 xe)ai ¢
ot o A = A, A < 2¢, D2, p' = p, |p| < r. Nous avons aussi les estimations suivantes pour
¢y, ¢ >0,
)\2 ] 3+ 2 1— 3 / / 7 3 2
9 ,6}1;471:935 P raNg = O((x)"( B0 ((¢)(¢))coterln=pI+I8% +lp I)).

Avec le Lemme 6.4.43 (iv) nous voyons maintenant que U'intégrand j' de l'intégrale précédente
est estimé par

H]/H < C<19/>—7’+|/1/|+N+1<X>U(l—5/1(N+1))<<>k0+k1N+k27”+k3‘u‘+5v"Y‘<<,>_2q+k0+k1N+k2r+k3‘V|

pour des constantes kg, k1, ko, k3 > 0. Si on fixe r > 2n tel que
—r+p+ N+1+2n=m+ |y - (N+1)+n,
et q tel que —2q + ko + k1N + kor + k3|v| < —2n on obtient finalement v € N3,
Ji_y = O((x)eU=at VD) eyko k(NI D2 o] gy mtlul=(N+1)4ny
Le résultat est alors une conséquence de cette estimation et de celle obtenue sur J,.

(73) L’estimation est obtenue en appliquant (i) et N + 1 = max{2(n + |u|), |m| }. La deuxiéme
assertion est alors une conséquence du Lemme 6.4.14 (7). O

Théoreme 6.4.47. Si (Cy,) est vérifiée, V° est une *x-sous-algébre de R(S). De plus, si A €
o™ et B € \Iff;m, alors AB € WM™ qpec le développement asymptotique suivant du
symbole normal de AB, dans une base (z,b):

00(AB)o ~ D epeyd5 (alx )0 (T PPN ) (x, ¢, ¢, Lc (9))) Tt o
B,yeEN™

ot a = 0o(A),p, b:=00(B).p, cg:= (i/2m)1P1 /31 et

f (X < C 19) - erg(c’)boE(X7Caclvﬁ/)TxQC’,qX’C(C)|J(R)|(X < C)|det( ( ©), C/) 1|'
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Démonstration. On fixe une base (z,b). On note K4p le noyau de 'opérateur AB. En consé-
quence de la Proposition 6.4.32 nous avons pour tout u,v € S(R", E,),

(KAB)z0,u®7) = (Azyb(u_leyb(v))\u).

On note g := A, p(u~ "B, p(v)). Pour tout x € R", g(x) = [pn pa(x, ) b(x, ) dv, et

b(X,'l9) = /Rgn e27ri(<19,<>+<19’,<’>)TX7Cb(,¢(X’ C)’ ﬁ/)Tlf)(XvC)uCIU(XC’C) dC/ d'l9/ dC )

On suppose tout d’abord que b € S(l,’;%. Puisque ¢’ — v(x¢¢) € S(R™, E.), on peut permuter
Pordre d’intégration d¢’dy +— di’ d¢" dans b(x, ). Ainsi, aprés intégrations par parties en ¥/, on
obtient pour tout p € N*,

b(x,0) = /R N R Y / ) 2NN T2 (L8, 0) (9(x, ), 9') dY') Ty 0y, v(xSC) dC dC

Avec Destimation (x$¢') > ¢(¢)(x)~1(¢')~" pour un ¢ > 0, on voit que pour tout N € N,
HU(XC»C/)H < engon (V) (X)N (YN (¢)™N. Par conséquent, on obtient pour les intégrands b, de

b(x, 1) : pour tout x,(, (", 9,9, tout p € N* et tout N € N*,
[y, €. ¢, 0, 0| < Cpuv (VN2 (x) TN ()71 () =2,

En prenant N tel que o]l — N < —2n et en prenant p tel que N — 2p < —2n, on voit que
(¥, ¢, ¢) = bp(x,(, ¢, 0) est absolument intégrable et on peut ainsi appliquer le changement
de variables ((, ¢, ¢) — (Rx((,¢'),?) a b(x,9). Aprés inversion de l'intégration par parties en

52,6

¥ et en appliquant le changement de variables ¢/ = —P~ B(x.0) C,(19” ), on obtient

bc,0) = [ O ¢, ¢ o, 0) 0 GG

D’aprés le Lemme 6.4.40 (i7) et (¢i7), le Lemme 6.4.38 (iii) et (iv) et le Lemme 6.4.39

(#4i), on voit que f, € Hf,’jﬁ{?’ff;m pour un (w;,k) € R% et e > 0, et lapplication li-
néaire b — f, est continue sur tout espace de symboles S5 dans II5%1™ Nous avons

9(x) = Jan N pa(x, 9) ey (x, ¢ D0 ((x,¢) dCdY et (Kap)zpu ©T) = (Opp, _ (dp),u @)
ott dy(x, ¢, V) = pa(x, V) cp(x, ¢, 9) 77 H(x, ¢) et

cp(x, ¢, 09) = /R e DN fi (e, 0 dd dg

En utilisant maintenant la fonction de cut-off (x,(, (") — xs.,(x,¢,¢’) on voit que

Cb(Xv C) 79) = H(fb)(x7 C? 19) + Sm,wz (fb)(X7 C? 19) :

Pour cette égalité nous avons utilisé la formule du Lemme 6.23 et des intégration par parties en
9" dans l'intégrale

/]Rz eQM(<197SX,C(</)>+<19,’<,>)fb(Xa ¢, glv 19/)(1 — Xé,m (X7 ¢, C/)) ' dcl )
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qui sont autorisées car b € Sf,’;M par hypothése. Dans

/RQ 627”(@9’5)(,((</)>+<ﬁ/7cl>)fb(Xy gu Cla 19/))(5,77 (X7 Ca gl) dﬁ/ dCI )

nous avons fait une translation des variables 0 par —Ly ¢(9) et permuté 'ordre de l'intégration
d¥" d¢" — d¢' d¥’, ce qui est légal puisque b € Scl,’;m et ¢ — x(x,¢, (') est a support compact.
On déduit du Lemme 6.4.45 (ii) et du Lemme 6.4.46 (ii) que b — (Opp,  (dp),u ® V) est
continu sur Scl,’ff, et alors, d’aprés le résultat de densité du Lemme 6.4.6, nous avons l’égalité
(KaB)z,p,u®V) = (Opp, _ (dp), u ® V) méme lorsque b € SLZ2" West pas supposé.

Rappelons que I'application linéaire s : a — s(a) (pour I' = I'g , ) donnée au Lemme 6.4.21
(i1) est telle que Opp, _ (f) = Opp, . p(s(f)) pour tout f € | i

On définit f, 5 = pa(fy)pem 1, ry = pallp N (fo)771, S0 := paSmw, (f)7~1. On considére
maintenant un symbole s, tel que

Sap ~ Z (Z‘/QT??WS(fa,b,ﬂ)-

BeN”

Un tel symbole existe car d’aprés le Lemme 6.4.42 (i13), s(fo3) € S(lle —elBlmAm’=181/2 D’aprés

le Lemme 6.4.46 (i), nous avons pour tout N > |m|,

_ Il —! (N+1), '_(N+1)/2
un = s(palln(fp)T 1) — Sqp € Sg; el (N+1);m+m'—(N+1)/ .

Ainsi, en notant Sp := Opp, _, (s0), qui est dans Opp, _, (S, 2°) d’aprés le Lemme 6.4.45, et en
posant Ry = Opp, _ (rn) et Uy := Opp, _, (un) nous avons

(KaB)z6 = Opr, _, (do) = Opr, (s(paIln(f5)T ")) + Ry + So
= DPFO’M (Sa7b) +Uny+ Ry + Sp.

Les Lemme 6.4.18 et Lemme 6.4.46 (i) impliquent alors que le noyau Uy + Ry (qui est indépen-
dant de N) est dans Opp, _, (552°). Par conséquent, (Kap).p = Opp, ., (Sap +7) ot 7 € S, °
et la formule de produit de symboles est une conséquence du Lemme 6.4.21 (i1). O

6.5 Exemples

Afin de pouvoir appliquer les calculs symbolique et pseudodifférentiel précédents a des cas
concrets, nous allons voir dans cette section des exemples de variétés exponentielles satisfaisant
les hypothéses de géométrie de type S,

6.5.1 Une famille de S,-linéarisations sur ’espace euclidien

Rappelons que G (R") (0 < 0 < 1) est défini comme le sous-groupe de difféomorphismes
s sur R" tel que pour tout m-multi-indice o # 0, il existe C,, C, > 0, tels que pour tout
x € R?, [|0%s(x)|| < Cu(x)70laD) et [0 (x)]| < C! (x)o0=lel)  GX(R™) contient GL,(R) et
les translations T, := w +— v + w.
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On fixe n €]0,1[ tel que pour toute matrice A € M, (R) telle que ||A||; < 1, nous avons
det(I, + A) > 3, ou ||A|; := max;;|A;;|. En prenant h € Go(R",R") tel que pour tout
1 <i,j <mn, |0;h'] < n/16, et g(x) := h(xz) — h(0) — dho(z) on voit que s := Id+g est un
diffeomorphisme de R™ appartenant a G (R"™), satisfaisant s(0) = 0 et dsp = Id.

On pose, pour o € [0, 1],

B(@,€) = o+ £+ (2)79(i5e) = @ + () s(5).

On obtient alors
Proposition 6.5.1. (R",+,d\,v) est de type S, et satisfait (C,) (voir Définition 6.4.37).
Démonstration. Un calcul montre que ¢ € Hy(R™) et 1(x,() = O((x)(&)).

Nous avons ) (z,y) = <x>”s_1(%$_>f), et ainsi ¢ € Oy (R?",R™). En notant

Gi=go(g+Id)~to—1Id e Gy(R"),

nous avons aussi

Tir(z,€) = €+ (2)79(55) + (@, €))7G (% (@, €))7 (@)7s(5%))
= (Id +Vae + Wae)(€)

ou Vr,§ = [fol 8jvi(t§)dt],-7j, Wm,g = [fol ajw;é(tg)dt]ijﬁ et vy 1= Mx o0go ]\4‘;17
W g = My(ag) 0G0 My, ¢ 0 My oso M,

¢)

M, étant la multiplication par (z)?. On obtient dv, = dg o My ' et dw,¢ = dg o (MJ(lx’g)
My oso M) dso M_ 1. Aprés calculs, on vérifie que Ve et Wy e sont dans E?. De plus, nous
avons [|[Vaell, <n/2 et [[Weell, < n/2, ce qui prouve que Py ¢ :=Id +V, ¢ + Wy ¢ est inversible
avec det P, ¢ > £. Par conséquent son inverse P 51 = (det Py¢) "1t cof (Py¢) est aussi dans EY.
On déduit alors que (R™, +,d\, v) est de type Sy. Avec r(z, &, &) = —p(z, (Y (x, =€), =€), on
obtient

r(@, &) = —(2)7s ! (s(55) + s () -

<

de sorte que (dry¢)e = (ds™! o w) (ds o u) o

w(xvfaél) = 8((;>£U) + U(l’,g,f/), U(f’fafaé) = <w(?%;§)>08(<¢(;£l5)>0)7

et u(z,§,&) = —m. On vérifie que v satisfait

A1)y — O(((x, —&))y bl gy —olul+1) cymlul <C/>\u\+1).

I résulte de l'inégalité de Peetre que pour tout € € [0,1] et x,y € R”, (z +y) > 275/ g:ii, ce qui
implique que (¢(z, —£))7 = O({z)~7%(£)°¢). Par conséquent on obtient I'estimation

)y = @(<x>—0(1+\u\+alvl)<C>m|u|+alvl+5mo<</>Iu|+1) ’
)y = O(<x>*0(\u\+6h|)<C>m|u|+€\v\<C’>1*M) )

On déduit de ceci que (C,) est satisfaite. O]
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On vérifie aussi que 'hypothése (Hy ) de la section 6.4.5 est satisfaite de sorte que le calcul
pseudodifférentiel précédent (pour A € {0,1}) est alors valide sur (R™, +,d\, ), et prouve en
particulier que ’espace des operators de la forme

A(v)(z) = / 0 a(z, O)o(v(z, ~€)) dE df = / e W a(e, 0)o(y)| T (8,)|(y) dy db
R2n R2n
ot a € SP(R?"), est égal a 'algébre standard des opérateurs pseudodifférentiels R™. Cependant
nous avons ici & notre disposition une nouvelle formule de composition de symboles (Théoréme
6.4.47), adaptée a la linéarisation .

6.5.2 S;-géomeétrie du plan hyperbolique

L’espace hyperbolique de dimension 2 est défini comme la sous-variété
H:={z = (z1,72,73) eR? : :E%%—m% —a:?), =—letaz3>0}

de I'espace de Minkowski R%! avec la forme bilinéaire symétrique (v, w)g,1 = V1w +vaws — V3W3.
La métrique induite sur H ds? = (dx1)? + (dv2)? — (dz3)? est riemannienne et il connu que H est
une variété symétrique de Cartan—-Hadamard avec courbure sectionnelle constante et négative
(égale & —1). L’application ¢ : R? — H donnée par

o(z,y) := (sinhx, cosh z sinh y, cosh x cosh y)

est un difféomorphisme avec inverse ¢~ !(z1, 22, 23) = (argsh x1, argsh( ))) Par consé-

cosh(argsha1)
quent, on peut construire un autre modéle de I'espace hyperbolique, noté R? avec domaine R? et
métrique obtenue par transfert de celle sur H vers R?. Un calcul montre que cette métrique est
ds? := (dx)? + cosh? z (dy)?. On notera |||, la norme sur T,R? ~ R? donnée par cette métrique,
ot p est un point dans R?, et [|-|| est la norme euclidienne. L’équation des géodésiques sur R?
aboutit au systéme suivant d’équations différentielles ordinaires

2" — coshz sinhz () =0,
y" +2tanhz 2’y =0. (6.31)

Pour chaque p = (7,9) € R? et v € R? tel que |v][, = 1 il existe une unique solution sur R
Yo = (2(t),y(t)) de (6.31) telle que 7p,,(0) = p et 7,,(0) = v.

En chaque point p = (z,y) € R?, on peut définir l'ellipse centrée en 0 dans TpR2 ~ R? avec
I'équation X2 + (cosh2 1) Y? = 1. L’équation polaire de cette ellipse est

. 1

) =
Ainsi, tout vecteur tangent v € T, R? avec décompostion v = ||v|| (cos §, sin #) admet la décompo-
sition polaire v = [|v[|,, (cos, 0, siny, 0) ott cos, 6 := e,(0) cosf et siny, 6 := e, (0) sinf. Remarquons
que ey, Cosp, siny, et [|-[|, sont en fait indépendant de la seconde coordonnée y de p. On utilisera
donc les notations e; := e(, . et de fagon similaire pour cos,, sin; et [|-[|,. Notons que pour tout

vecteur v := ||v|| (cos @, sin#), nous avons |[v||, = ||v|| /ez(0).
Sip e Hetve R sont tels que (p,v)21 = 0 et (v,v)91 = 1, alors 'unique géodésique ay,,
sur H telle que oy, ,(0) = p et a;, ,(0) = v est ay,(t) = coshtp + sinhtv (voir par exemple [85,
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p.195]). Par conséquent, les géodésiques 7, sur 'espace R? peuvent s’obtenir par transfert des
géodésiques ay , par I'isométrie ¢. On vérifie aprés de long calculs que pour tout p = (z,y) € R?
donné et 6 € R, la courbe suivante

’Y;;}g(t) = argsh (cosht sinhz + sinh ¢ coshz cos, 6),

2 . cosht cosh x sinh y+sinh ¢ (sinh z sinh y cosy 0+cosh z coshy sing 0)
224(t) = argsh ( b sinh y coss =0y, (6.32)
cosh ( argsh(cosht sinh z+sinh ¢ cosh z cosy 0))

ou t € R, est 'unique solution maximale du systéme géodésique (6.31) satisfaisant les conditions
initiales : 7,6(0) = p et 7, (0) = (cosz(0),sing(0)). Une formule explicite pour I'application
exponentielle en tout point peut donc étre obtenue, puisque nous avons exp,(v) = ypa(||v],)
ot v € T,R* — {0} et € R tel que v = |[v]| (cosf,sind). L'intérét principal de ce modeéle
est qu'il est possible d’écrire explicitement l'application logarithme (I'inverse de l'application
exponentielle) en tout point. On trouve, aprés des calculs techniques, que pour tout p = (z,y)
et pf = (¢',y) € R?,
—1¢,/\ — _argeh fp(p') —gp(P)

“XPp () (fp(p"))2—1 (coshx’ sechz sinh(y’ —y) )’ (6.33)

fp(p") := cosh(z) cosh(y" — y) cosh(z) — sinh(z') sinh(z),

gp(p') := cosh(z’) cosh(y’ — y) sinh(z) — sinh(z’) cosh(x) .

Nous avons Hexp; Ly )Hp = argch f,(p') qui est la distance géodésique entre deux points arbi-

traires p,p’ dans le modeéle hyperbolique R2. Le but de cette section est de prouver le résultat
suivant.

Théoreme 6.5.2. H est de type Si.

On note R, := R?\] — 00,0] x {0} et R% :=]0,+00[x] — m,7[. Pour tout z € R, lap-
plication x, : R4 — R% donnée par x;(v1,v2) := (||v]|, ,arctan(vi,v2)) ot arctan(vi,vs) est
l'unique élément 0 de | — 7, 7| tel que vy +ive = ||[v]| exp(if), est un difféomorphisme avec inverse

SH(r,0) = (rcosg 0,7sin, 0).
Lemme 6.5.3. Soient x € R et f € C°(R%R) tels que fox,! € C°(R%,R) satisfait pour
tout (o, ) € N2\{(0,0) }, et (r,0) € R, |0%Pf o x71(r,0)| < Cop(r)}= ot Cpp > 0. Alors
feGy (RQ,R),

Démonstration. D’aprés le Théoréme 6.2.11, pour tout (o, 8) € N2\{(0,0) },

9P f = > 0% foxa)oxe Papars(Xa)
1<), 8") 1< (2, 8)]

sur R, ot P, 5./ 5 (Xz) est une combinaison linéaire de szl(a“ xz)¥ ous€ {1, ,a+ B}
Les k7 et I/ sont des 2-multi-indices (pour 1 < j < s) tels que |k/| > 0, > i1 K = (/,3) et
> o1 K = (e, B).

Par définition, X:r( ) =
multi-indice v, [90¥xk(v)| <
chaque o, 3,0/, 3 avec 1 < «

L (v), :%( ) = (||1)H ,arctan(vy,v2)). On vérifie que pour tout 2-
CV( Yl et 10Vx2(v)] < CL(v)~"! sur RZ. Par conséquent, pour
"+ 0 < a+ B il existe Cy g0 3 > 0 tel que pour tout v € RC,

(

|Pa,ﬁ,a”6/ (Xx)(v)’ < Cayﬁ,a',ﬁ’ <U>O/7(a+,3) )
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De plus, par hypothése, il existe Cs g > 0 tel que pour tout v € R2,,

(0% f oxz!) o X ()] < Car ()
Ceci donne f € G1(R%,R). L'extension a G1(R% R) est une conséquence directe du caractére
lisse de f sur R? et du fait que R% soit dense dans R?. O

On utilisera la proposition suivante, qui donne une expression formelle et la combinatoire des
dérivées successives de l'inverse d’une fonction lisse.

Proposition 6.5.4. Soit s > 0. Pour tout n-multi-indice (n € N*) a non nul, il existe un
ensemble fini non vide Jo, des nombres réels non nuls (Xs.ap)pes, €t des n-multi-indices [P
(avec p € Jo, 1 < j <|a|) tels que

- pour tout p € Jg, Zléjﬁlal BUPI = @,

- pour toute fonction lisse f € C°(R™ RY),

|al

0% = > Nean [T F
Jj=1

pPEJa

Démonstration. Le résultat est vrai pour |«| = 1. Supposons alors que le résultat soit vérifié pour
tout n-multi-indice « tel que |a| = k, ou k € N* et soit o un n-multi-indice tel que |o/| = k + 1.
Soit 4 le plus petit élément de {1,---,n} tel que o/ > 1, et posons

a:=(a, 01,0 — l,a;-H,--- ,ab).
Ainsi pour tout f € C*(R",R%), 8“'# = &8“%. Puisque |a| = k, il existe un ensemble
fini non vide J,, des réels non nuls (Asap)pes, et des n-multi-indices G*P7 (avec p € Ja,
1 < j < |a|) tels que pour tout p € J,, Zlgjgla\ BG4I = a, et tels que pour tout
f e C*[R"RY), 8“# = ﬁ Y peda As,ap Hljoil P f. Par conséquent, avec la formule

0; H‘;ﬂl g9j = Z';il H‘fil d%:3% g, nous obtenons pour tout f € C=(R",RY),

|al |a|

0§ = s (O el + ) hap([[0" Nt + D0 Aap(J[ & 1))

PEJa j=1 (@) € Ja XNy j=1

Ainsi, si on prend Jor = Jo [[(Ja X Njo)); Asar 5 := —(5+[a))Asap sip =D € Jo, As a5 = As,ap
sip=(p,q) € Ja X Njg|, BYPT = poerisip=pe Jyet 1<j<lal, B¥PI i=e;sip=peJy
et j = |a|+1= ||, B¥PI =G, e;+ BT sip = (p,q) € Ja x Ny et 1 <j <lafet BT = ()
sip=(p,q) € Ja X Ny et j=|a] +1=|d], e résultat est alors vrai pour o'. O

Avec la convention Jy := {1}, A\s01 := 1 et H?:1 := 1, la formule donnant 0“-% dans le
lemme précédent est encore valide lorsque o = 0. Quand s € N*, le résultat est aussi valide pour
des fonctions lisses & valeurs dans C*.

On note Hp l'espace des fonctions C°(R%, R) de la forme (7, ) — a(6) coshr +b(#) sinh r ott
a,b € B(R), et Apy 1" espace des fonctions f € C°(R%,R) telles que pour tout 2-multi-indice
(o, B) avec o < k € N, il existe Cy 5 > 0 tel que pour tout (r,0) € R%, |04 f(r,0)| < Cy pl{r)F=2,
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et aussi tel que pour tout 2-multi-indice (o, 3) avec o > k41, il existe C’gﬁ > 0 tel que pour tout
(r,0) € R%, |0“P f(r,0)] < Cgﬂe_%. Clairement, Apj, C Spy, ot Spy, est I'espace des fonctions
f € C®(R%,R) telles que pour tout 2-multi-indice («, 3), il existe Cp g > 0 tel que pour tout
(r,0) € R%, 0B f(r,0)] < C’aﬂ(ry“_o‘. D’aprés la regle de Leibniz, SprSpw C Sppyr. On
note Np Pespace des fonctions f € C°°(R%, R) telles que pour tout 2-multi-indice («, 3) il existe
Ca.p > 0 tel que pour tout (r,0) € R%, [0%P f(r,0)| < Cppe 2.

Si rg > 0 on définit les espaces Hpry, Apk.ro, SPkr, €t Npy, €xactement comme avant, avec
R? remplacé par R%TO :=|ro, +oo[x] — 7, 7.

Lemme 6.5.5. Soient f,g,h,w € Hp,, ot g > 0, telles qu’il existe € >0, C' > 1 tels que pour
tout (r,0) € R%mo’ f>C, f>ce eth?>+g?>>ce?

S a br(O)er
((h?+g%)(1+h>+g2))3/27

(i) Les fonctions (h2+1;’2)3/2, (f2_“i)3/2 et toute fonction de la forme (r,6) —
ou by, € B(R), sont dans Np,.
i) Les fonctions argch \/1 + h? + g2 et argch f sont dans Ap r,-

> 4,70

(#ii) Les fonctions \/h;UJrg? et \/;2’71 sont dans Ap,r,-

Démonstration. (i) On donne une preuve pour

W Les autres cas sont similaires. D’aprés

la Proposition 6.5.4 et la régle de Leibniz, nous avons pour tout 2-multi-indice v,

8VW = Z (V)(hzf; 1;/2+|1,/| Z )\3/2,/ pHaﬁV P h2+g )

v'<v peEJ,,

Notons que nous avons pour tout 2-multi-indice v, 8 (h? + g?) = O(e?) et 0w = O(e"). Le
résultat s’en déduit.

.. 9 N . : 477 il EkT
(ii) D’aprés (i), puisque 9?2 argch v/1+ h? + g2 est de la forme (r,0) — ((h2§;3(f+25429 2))3/2
ott b, € B(R), et 02argch f est de la forme e 1)3/

besoin de vérifier que pour 0 < o < 1, et 8 € N, aaﬁargch 1+ R+ g% = O((r)1=2) et

s ol w € Hp,, nous avons seulement

o, B — 2 (0rh)h+(0rg9)g —
0 argch f O({r)}=®). Puisque 0, argch \/1 + h? + g2 = e (neteD)’ 0, argch f
, Ogargch /1 + h? + g2 Oom)h+(969)9_ o Opargch f = 9o/ , le résultat découle

V/(h2+4¢2)(1+h2+¢2)
d’ une apphcatlon de la Proposition 6.5.4.

V=

... R < . . w w N w .,
(7i7) D’aprés (i), puisque O g est de la forme W oun wy € Hpyy, et O, ) est
de la forme Mﬁ ot we € Hp,,, nous avons seulement & vérifier que 9%9 m =0(1) et
0% 5\/}(7 = O(1) pour B € N. Ceci est une conséquence de la Proposition 6.5.4. O

Démonstration du Théoréme 6.5.2. D’aprés le Lemme 6.2.14 (i4i) et la Proposition 6.2.12, il est
suffisant de prouver que pour tout p := (x,y) € RQ\{ 0 }, exp,, Lo expg et expy Lo exp,, sont dans
G1(R?). Un calcul basé sur (6.32) et (6.33) montre que sur R%,

€Xp;1 0 expy ng = (argch f)(\/ﬁ \/JTl)
eXpal © €XPp ox; ' = (argeh /14 h? 4 g2 (\/h2+g2’ \/h29+g2) ’
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ou

f(r,0) := coshr coshy cosh x — sinh r(sinh 2 cos § + sinh y cosh zsin §) ,

wi (1, 0) := — cosh r cosh y sinh z + sinh r(cosh x cos  + sinh y sinh x sin 0) ,
wa(r, #) := — coshrsinh y sech x + sinh 7 sin 6 cosh y sech x ,

h(r,0) := coshrsinh z + sinh r cosh = cos; 0,

g(r,0) := coshr cosh x sinh y + sinh 7 (sinh x sinh y cos, 6 + cosh x cosh y sin, ) .

Ces fonctions sont dans Hp et f > 1. Notons que f(r,0) = 1 si et seulement si exp X L, 6) = p,
auquel cas exp, ! oexpgoxg L(r,0) = 0, de sorte que exp;, * 0 expy oxg 1 soit bien définie comme
fonction lisse sur R%. Le méme argument est valide pour exp, Lo exp, ox; ! On vérifie que

$(coshz coshy — \/ cosh? z cosh?y — 1)e” < f(r,0) < coshr eech(coshacoshy)

de sorte qu’en définissant 7 := log 2/e ou

0 < e <min{l1, %(Coshxcoshy — \/costhcosth -1},

nous avons pour tout (r,60) € R%’m, f(r,0) > ee” > 2. Notons aussi que pour tout v € RZ,, nous
avons argch f(xo(v)) = Hexpzj1 o expo(v)Hp et

argch v/1+ 12(x2(v)) + ¢2(x«(v) = |Jexpy ' o exp, (v)]], -

La premiére égalité implique (puisque exp,, ! oeXpO(R%) est un ouvert dense de R?) que pour
tout v dans R2, cosh [[v]|, < cosh Hexpg1 oexpp(v)HO eargeh(coshacoshy) Oy obtient alors pour
tout (r,0) € R%, \/1+ h2 + g2 > coshr e~ agch(coshzcoshy) "Ep particulier, en posant

74 = argch(v/2 exp(argeh(cosh z cosh y))),

on obtient pour tout r > r{, l'estimation suivante h? + ¢ > %6*2argCh(COSh“(’Shy)€2’". Si

on applique alors le Lemme 6.5.5 pour l'espace Hp,, ot rj := max{ro,7g}, on voit que

exp,, o expy oxg Uet expy! oexp,ox, ' sont dans Sp;. Le résultat découle alors du Lemme
6.5.3. O
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Conclusion

L’action spectrale de Chamseddine—Connes est un objet fondamental résidant a l'interface de
la géométrie non commutative et de ses applications en physique des particules.

Dans cette thése nous avons étudié ’action spectrale dans des espaces non commutatifs tels
que le tore non commutatif et le groupe quantique SU,(2). Nous avons aussi été intéressé par
certaines questions mathématiques associées aux géométries commutatives (variétés compactes a
spin) et quantification par déformation sur variétés avec linéarisation. Dans tous ces travaux, le
calcul pseudodifférentiel (sur triplets spectraux abstraits) a joué un role crucial. C’est avec I’aide
de cet outil fondamental que les actions spectrales sur le tore et sur SU,(2) ont pu étre calculées.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté un calcul de l'action spectrale sur le tore non com-
mutatif (C’OO(TC]}), H, D) qui est un triplet spectral simple, en tenant compte des opérateurs de
la forme JAJ~!. L’action spectrale en dimension 4 montre qu'un nouveau terme de type Yang—
Mills apparait : 7(F, F*), ot F,,, := 6,(A,) —0,(AL) +[Au, A), qui étend le terme commutatif
habituel F),, = 0,(A,) — 0,(A,). Une condition associée a la théorie de I’approximation dio-
phantienne sur la matrice de déformation © apparait cruciale dans le calcul de I'action spectrale,
lorsque la perturbation D — D + A + eJAJ ! est considérée. Une question intéressante reste :
est-ce que cette condition diophantienne est réellement nécessaire pour obtenir cette action spec-
trale, avec ce terme de type Yang-Mills 7(F,, F'*)? Nous conjecturons que c’est bien le cas,
comme le suggére des arguments heuristiques (Remarque 2.2.5).

Nous avons présenté au chapitre 4 le calcul de P'action spectrale sur le triplet spectrale de [48]
associé au groupe quantique SU,(2). Une fois encore nous avons tenu compte de la structure
réelle J et utilisé les techniques du calcul pseudodifférentiel sur triplets spectraux. Cependant,
contrairement au cas du tore non commutatif, de nouveaux phénoménes remarquables appa-
raissent dans cet espace. Tout d’abord, le spectre de dimension de SU,(2) est minoré par 1, ce
qui implique qu’il n’existe qu'un nombre fini de termes dans le développement de ’action spec-
trale. Deuxiémement, dans cet espace, les tadpoles existent, alors qu’ils n’existaient pas dans le
cas du tore non commutatif. Nous avons aussi constaté que la limite ¢ — 1 (qui correspond a la
limite de la 3-sphére quantique vers la 3-sphére commutative) de l'action spectrale n’existe pas
toujours, et lorsqu’elle existe, elle ne donne pas 1’action spectrale de la sphére commutative S3.
Ces propriétés montrent qu’il existe un “mur" entre les géométries g-déformeées telle que SU,(2)
et le monde commutatif, qui n’existe pas dans le cas des ©-déformations du tore ou des plans
de Moyal. Il serait intéressant d’étudier plus en détail ’action spectrale associée & d’autres géo-
métries telles que le plan projectif quantique [45], les sphéres de Podles [43,46] ou les sphéres
euclidiennes quantiques [47,96], et plus spécifiquement la 4-sphére [44].

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons étudié certaines annulations de termes dans I'action
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spectrale de Chamseddine—Connes. Dans ce cas aucun tadpole, c’est & dire un terme du type
f AD~! n’apparait dans le cadre de triplet spectraux commutatifs riemanniens. Nous aussi avons
étudié, en suivant Chamseddine et Connes [23| le cas d’une condition aux bord chirale sur 'opé-
rateur de Dirac dans une variétés spinorielle a bord. Dans ce cas, il n’existe pas de tadpole jusqu’a
Iordre 5. Cette approche est basée sur ces calculs explicites des premiers coefficients du noyau de
la chaleur associés & une condition au bord mixte. Nous nous attendons & ce tous les tadpoles de
n’importe quel ordre s’annulent et une approche de cette question & l’aide de triplet spectraux
fait 'objet d’un travail en cours [84].

Nous avons vu, au chapitre 6 certaines hypothéses sur la géométrie d’une variété avec linéa-
risation qui permettent une définition intrinséque des espaces vectoriels topologiques qui sont
nécessaires a ’analyse de Fourier et & un calcul global symbolique des opérateurs pseudodifféren-
tiels avec un contrdle uniforme ou décroissant sur la variable z. Etant donné une linéarisation sur
la variété, avec certaines propriétés de controle a 'infini, nous avons construit des applications
de A-quantification, un star-produit de Moyal explicite sur le fibré cotangent et des classes d’opé-
rateurs pseudodifférentiels. Nous avons prouvé un résultat de stabilité par composition et une
formule de composition de symbole sous une hypothése de contréle & l'infini de la linéarisation.
Le calcul présenté ici est une généralisation du calcul SG standard sur R" et peut étre appliqué
au cas de l'espace hyperbolique de dimension 2. L’analyse détaillée de ce produit de Moyal sur
S(T*M) et des propriétés spectrales des opérateurs dans TL™ reste a faire. Un des objectifs
d’une telle analyse est la construction d’un triplet spectrale non commutatif basé sur l'algébre
(S(T*M),ow), qui étendrait le triplet spectral décrit dans [58].

Finalement, les actions spectrales que nous avons calculées sont de nature classique. La quan-
tification de ces actions par intégration fonctionnelle reste un probléme ouvert.
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