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Avant-propos: systémes a 2 dimensions

A la fin du dernier millénaire, les théories & deux dimensions sont venues jouer un role important
en physique théorique. Les raisons en sont multiples, depuis I’évidence qu’elles sont un laboratoire
d’étude "simplifié" pour obtenir des informations ou des techniques importantes sur les théories
a quatre dimensions, jusqu’a I’émergence en matiére condensée de systémes physiques qui sont
approximativement bidimensionnels, voire unidimensionnel. La (relative) simplicité des théories
en basses dimensions est bien évidemment due au faible nombre de coordonnées nécessaires pour
décrire les systémes, ce qui engendre des calculs moins fastidieux. Cependant, un autre point vient
jouer en faveur des basses dimensions: la topologie. En effet, la structure des espaces en dimensions
une et deux est bien plus simple que celles des espaces & trois ou quatre dimensions. Cela implique
pour les premiers des techniques qui n’existent pas (au moins actuellement) pour les seconds.

Deux directions principales sont apparues dans I’étude des théories a deux dimensions: d’une
part, les théories conformes (telles qu’elles apparaissent en théorie de cordes ou en physique statis-
tique), et d’autre part les systémes intégrables, notamment les chaines de spins (étudiées en matiére
condensée). Toutes deux font appel & des techniques indisponibles aux dimensions supérieures.

C’est autour de ces deux grands thémes que s’est développé mon travail de recherche, la liaison
se faisant par un troisiéme point, les algébres W finies, qui fait intervenir les techniques des uns et
des autres.

Les théories conformes & deux dimensions

Il est connu que les cordes, lorsqu’elles se déplacent, décrivent une surface d’univers qui est
bidimensionnelle. La théorie peut donc se décrire comme une théorie des champs & deux dimensions
admettant une invariance sous les transformations conformes a deux dimensions. L’intérét d’une
telle description réside dans la dimension infinie de ’algébre conforme & deux dimensions, alors
qu’elle est finie dans les autres dimensions. Cela induit de sérieuses contraintes sur les théories
en question, qui suffisent parfois a les résoudre. Malheureusement, les critéres de sélection de
théories conformes sont trop peu précis pour en permettre une description exhaustive. Seule une
classe restreinte de théories conformes (les modéles minimaux) sont complétement déterminés par la
symétrie conforme. Une tentative pour remédier a cette faiblesse est d’agrandir I’algébre conforme
en des "algébres conformes étendues, ou algébres W. De cette facon, on obtient de nouveaux
modéles minimaux. Dés lors, un objectif naturel est le classement des différentes algébres conformes
étendues et de leurs modeles minimaux. La difficultés d’une telle étude réside dans la nature méme
des algébres W, qui sont des algébres non-linéaires. Pourtant, une large classe de ces algébres peut
étre étudiée: les algébres W(G,H). Ces algébres présentent en outre I'avantage d’étre associée a des
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modéles bien connus dans en physique, les modéles de Wess-Zumino-Witten et les modéle de Toda.

Les théories conformes & deux dimensions jouent aussi un role prépondérant en physique statis-
tique dans I’étude des transitions de phases du second ordre. On citera pour mémoire le modéle
d’Ising, dont la résolution fit faire un pas décisif dans la compréhension des matériaux ferromagné-
tiques. Ce modéle est un modéle minimal de 'algébre conforme.

Les systémes intégrables

Les systémes intégrables ont une caractéristique qui ne peut laisser insensible un théoricien: on
peut les résoudre complétement, méme au niveau quantique. Les techniques employées pour les ré-
soudre font appel a des outils mathématiques qui, pour étre performants, n’en sont pas moins lourds
d’emploi. Deux grands domaines sont étudiés sous cet angle: les théories des champs intégrables en
dimensions 1+1, avec ou sans bord, et les systémes de chaines de spins, qui décrivent des modéles
de matiére condensée ot des spins sur un réseau de dimension une ou deux interagissent.

L’intérét de tels systémes s’est récemment vu renforcé par les récents progrés technologiques, en
particulier dans les composants électroniques, ot les techniques de couches minces produisent des
systémes concrets se comportant comme des modéles & deux (voire une) dimensions.

Les algébres W finies

Il est remarquable que ces deux grands domaines des théories a deux dimensions aient de nom-
breux points de recoupement, et que les techniques (forts différentes) de I'une puisse apporter des
éléments nouveaux a l'autre. Par exemple, de nombreux modéles conformes sont aussi des systémes
intégrables. La transition (qui n’est pas un phénoméne critique) de 1’'un vers "autre s’organise na-
turellement selon 'un de leurs points de contact: les Yangiens, qui apparaissent dans des modéles
conformes tels que les modéles de Wess-Zumino-Witten Ils peuvent aussi étre associés aux algébres
W finies, et c’est un domaine ot les techniques employées par I'un enrichissent les connaissances de
I’autre, comme nous le verrons.

Les algébres W finies ont leur propre intérét physique, et elles peuvent étre utilisées pour une
définition algébrique des anyons qui autorise une généralisation aux dimensions supérieures.

Plan du mémoire

Dans une premiére partie, je présenterai les théories conformes a deux dimensions, notamment
leur structure algébrique, centrée sur I'algébre de Virasoro (algébre conforme). Cette algébre est
de dimension infinie et ’étude de ses représentations unitaires irréductibles est un domaine parti-
culiérement riche, qui fournit de nombreux modéles physiques. La généralisation de 1’algébre de
Virasoro aux algebres conformes étendues (algébres W) est une fagon d’envisager la classification
des théories unitaires de 'algébre conforme. Les algébres W interviennent comme symétrie des
modéles de Toda, et nous étudierons la construction de ces modéles & partir des modéles de Wess-
Zumino-Witten. [’étude et la classification des algébres W obtenues par ce biais seront présentées.
Une quantification par le calcul de la cohomologie BRS sera ensuite effectuée.
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Dans une deuxiéme partie, nous étudierons une autre classe d’algebres, directement inspirées de
la construction des algébres W: les algébres W finies. Nous insisterons sur leur réle en physique,
notamment pour 1’étude des anyons. Ces algébres sont reliées & un autre domaine de structures
algébriques, les Yangiens. Nous verrons comment ces derniers peuvent étre utilisés pour classer les
représentations irréductibles des premiéres.

La troisiéme partie traitera des aspects mathématiques des systémes intégrables, i savoir les
algébres de Hopf et de quasi-Hopf. Nous aborderons aussi une classe d’algébres quadratiques, les
algébres de réflexion, qui sont construites & partir des algébres de Hopf. Enfin, nous parlerons des
algébre de Zamolodchikov-Faddeev, qui interviennent dans les théories des champs intégrables, et
de leurs généralisations (algeébres de bord et algébres RT) pour les systémes avec bord ou possédant
une impureté.

La quatriéeme partie abordera la construction des systémes intégrables a partir des structure
définies dans la partie précédente. Deux grands directions seront explorées: les théories des champs
intégrables, avec un éclairage particulier sur le cas des systémes avec bord ou possédant un défaut;
les chaines de spins, qu’elles soient fermées (périodiques) ou ouvertes (avec bord).

Dans le premier cas, nous présenterons une approche algébrique de ces théories, qui permet de les
résoudre complétement. Nous illustrerons la méthode sur ’exemple de 1'équation de Schrédinger
non-linéaire. Dans le second cas, les modéles sont définis eux aussi de maniére algébrique, par
I'utilisation de matrices de monodromie, qui satisfont des relations d’échange propre aux groupes
quantiques. Nous présenterons le calcul des énergies des chaines de spins par I’Ansatz de Bethe
analytique.

Enfin, nous conclurons sur les diverses questions encore ouvertes sur ces problémes.
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Partie I

Algébres conformes étendues






Chapitre 1

Théories conformes a deux dimensions

La place particuliére des théories des champs conformes & deux dimensions vient du fait que les
transformations conformes en deux dimensions sont les changements de coordonnées analytiques et
anti-analytiques. Ainsi, les systémes & deux dimensions possédent un groupe de transformations de
dimension infinie (I’algeébre de Virasoro [234] ou algébre conforme), alors que généralement, c’est le
groupe so(d, 1) (de dimension finie) qui entre en jeu pour d dimensions d’espace. I.’aspect dimension
infinie induit de sévéres contraintes sur les champs d’une théorie conforme.

1.1 Algébre de Virasoro

Du point de vue algébrique, I'algébre conforme se scinde en une somme directe de deux parties de
dimension infinie, dont on regroupe les générateurs en deux champs chiraux T'(2) =3, ., L,z""2
et T(z) = ZnEZ L,z7"~% qui sont les courants associés aux transformations analytiques et anti-
analytiques. Chacun de ces deux champs chiraux engendre une copie de I’algébre dite de Virasoro
(algebre V) [234]. Dans de tels développements, on confondra les générateurs L, (dits aussi modes
du développement) avec le champ T'(z) qu’on appellera aussi générateur de Virasoro. Les relations

de commutation de cette algébre prennent la forme bien connue

Loy L]l = (1 — 1) Ly + %n(nQ — 1)6mtmo (1.1.1)
T()T (w) (iT_(Z; ZT_(I:U) e C_/Z)4 FTET(w) o> ] (1.1.2)

ot : T(2)T(w) : est la partie réguliére (en z — w) du développement. ¢ est un élément central de
’algébre (dit charge centrale), et donc est constant dans une représentation irréductible de cette
algébre.

La deuxiéme équation redonne la premiére si on considére une double intégration en z et w dans
le plan complexe sur un contour autour de 0:

j{dz P j{dw w" T ()T (w) — j{dww"+1 j{dzzmHT(z)T(w)
0 0 0 0

= j{dz P j{dw wt! (QT(w) + OT () + /2 (1.1.3)

z—w)?  z—w (z—w)*

[Lms L]

Il
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Dans ce calcul, seule compte la partie irréguliére: dans la suite, nous donnerons uniquement ces
développements en produits d’opérateurs (OPFEs, operator product expansions), la seule utile pour
les calculs abordés. Les relations de commutation de I’algébre sous-jacente sont calculées par la
méme technique que ci-dessus (voir aussi la section 2.6).

Dans la suite, nous utiliserons aussi une version en crochets de Poisson de cette algébre:

{T(z), T(w)} = =2T(w) §'(z — w) + T (w) §(z — w) + ¢ 8" (z — w) (1.1.4)
ol les ” sont des dérivées par rapport & w.

La puissance de calcul qui découle de 'utilisation de la symétrie conforme est cependant pondérée
par le manque de théorémes sur la classification des théories conformes. Pourtant, il est des théories
conformes (dites minimales) qui sont entiérement déterminées lorsqu’on en connait les champs
simples (dits primaires) [22]. Ces champs se transforment comme des formes linéaires sous ’action
des changements conformes et sont donc caractérisés par deux nombres h et h (que I'on appelle
poids ou dimension, ou spin conforme) correspondant & (dz)"(dz)". En langage d’OPEs, un champ
primaire de dimension conforme (h,0) satisfait

_ h ®(w, w) . O (w, w) .

T(z,2)®(w, w) (z — w)? 2 —w

(1.1.5)
On a pu classer, en utilisant le déterminant de Kac [138], toutes les théories minimales et donner le
contenu en champs primaires (retrouvant ainsi des théories telles que le modéle d’Ising), mais seules
ces théories sont entiérement connues. Les théories minimales correspondent aux représentations
irréductibles de charge centrale [95]

6

=1-— =12,... 1.1.

Les poids conformes des champs primaires de ces modéles sont donnés par

_[m+1)p—mq]®> -1

h,, =
pa dm(m +1)

,p=1,2,....om—1; ¢=1,...,p (1.1.7)

1.2 Algébres conformes étendues

Les algébres W (ou algébres conformes étendues) sont une maniére d’étendre la classification des
théories minimales. En effet, I'idée de base est d’agrandir I’algébre conforme engendrée par T'(z)
et T(z) par des champs W(z) et W(%) de dimension conforme (h,0) et (0,h) respectivement et
de regarder les théories invariantes sous cette nouvelle algébre. La symétrie correspondante étant
plus importante que la symétrie conforme, les contraintes sont encore plus sévéres et ainsi certaines
théories trop "complexes" du point de vue conforme deviennent "simples" (i.e. minimales) du point
de vue conforme étendu. Du fait de ’analogie entre les secteurs analytique et anti-analytique, on
ne mentionnera dans la suite qu’un seul de ces deux secteurs.

[’exemple le plus naturel d’algébre conforme étendue vient de I'introduction de la supersymé-
trie. L’algébre de symétrie est composée de T'(z) et d’une charge de supersymétrie G(z), champ
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primaire de spin conforme 3/2, fermionique. Les modéles correspondants sont invariants sous les
transformations superconformes, d’oti le nom d’algébre superconforme [190,203]. Les relations de
commutations de cette algébre sont données, outre (1.1.3), par les OPEs:
3/2G(w)  0G(w)
T(2)G = 1.2.1
@) = L T (121)
T 2
G)Gw) = L) o (1.2.2)

z—w (z—w)?

On retrouve dans la derniére OPE la caractéristique d'une algebre de supersymétrie: 'OPE de deux
charges fermioniques redonne le tenseur énergie-impulsion du modéle. La classification des théories
minimales superconformes (i.e. des représentations irréductibles) permet alors de déterminer en-
tierement des théories conformes que rien ne distinguait des autres a priori. Elles correspondent &
une série [96]

3 8

de la valeur de la charge centrale.

Pour étre complet, mentionnons aussi qu’on peut ajouter N de charges de supersymétrie (toutes
champs primaires de spin 3/2) et demander qu’elles ferment linéairement sur une algébre de courant
(en plus du tenseur énergie-impulsion). On trouve alors les algébres N-superconformes, ou algébres
d’Ademollo et al. [2]. Cependant, si de plus on demande que I’algébre posséde une charge centrale
non nulle, le nombre N de charges supersymétriques est limité [215] & N < 4. Dans le cas de N = 2
charges de supersymétrie, ’algébre contient aussi un courant U(1), et les deux charges forment un
doublet sous ce U(1):

G reUw) = — (1.2.4)

z—w (z —w)?

U(z)Gy(w) ==+

Les charges de supersymétries ferment selon

T(w)+ U(w) . c/2

Gy(2)G_(w) = Pl P EEE et  Gi(2)Ge(w)=0 (1.2.5)

Cette algebre fournit des théories minimales de charge centrale

c:nf—f?, m=1,2,... (1.2.6)
Le cas N = 4 est assez similaire, I’algébre de courant étant soit SU(2) (algébre courte) soit SU(2) x
SU(2) (algebre longue) [219].

Dans le méme ordre d’idée, on peut ajouter une algébre de courant a I’algébre de Virasoro:
on obtient alors la somme semi-directe d’une algébre de Kac-Moody (KM), qui est une algebre de
courant associée a une algébre de Lie, et d’une algébre de Virasoro. Un exemple de théorie possédant
une telle symétrie est fourni par les modéles de Wess-Zumino-Witten (WZW), dont 'espace de
phase est formé par un groupe de Lie. On verra plus loin le réle important que jouent ces modéles
dans I'étude des algébres W, mais soulignons d’ores et déja que les algébres de KM permettent
de construire les théories minimales de Virasoro via la construction GKO (elle-méme reposant
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sur la construction de Sugawara) sur SU(2); x SU(2)1/SU(2)k+1, sur laquelle nous reviendrons
plus loin. La série des théories minimales de I'algébre superconforme est elle aussi obtenue par
une construction GKO sur SU(2); x SU(2)2/SU(2) k42, tandis que la série minimale de ’algébre
superconforme N = 2 est obtenue par SU(2); x U(1)1/U(1)g41. Dans ces deux derniers cas, il faut
utiliser bien str des fermions pour construire certaines des algébres impliquées dans le quotient, afin
de pouvoir construire les charges (fermioniques) de supersymétrie.

On peut aussi méler les deux approches, et construire des superalgébres de KM en somme
semi-directe avec I'algébre superconforme, I’algébre superconforme agissant comme une algébre de
dérivation sur la superalgébre de KM [139]. Ce point de vue a été abordé dans ma thése, ou la
notion d’algébre de KM généralisée a été définie [ERA1, ERA2, ERA5, ERA9].

Le méme processus a lieu lorsqu’on rajoute un champ de dimension 3 [242]. I’algébre ainsi for-
mée (algébre W3) admet comme modéles minimaux des théories conformes "inconnues" jusqu’alors.
Il faut cependant souligner que dés qu’un champ primaire de dimension supérieure a 2 intervient
dans une algeébre conforme, les relations de commutation deviennent non-linéaires. Ainsi, pour
I’algébre W3, on obtient

A ¢/3 2T(w) | T(w) | 26*°A(w) + 50T (w)
W(z)W (w) G-w)b  (z-w?i  (z—w)3 (z —w)?
. b aA(w)ZJ: 58 T(w) (1.2.7)

ot b = 221_556 et A(z) =TT : (z) — 9T (z) est un champ non-primaire (descendant de T'(z)) de
dimension conforme 4.

Malgré la complexité relative de ces relations de commutation, on peut quand méme étudier
ces algeébres. Ainsi, I’étude des algébres dites Wy, qui contiennent des champs primaires de poids

conforme h = n, avec n = 3,4,..., N — 1, fournit des théories minimales de charge centrale [169]

N(N +1) )7

C:(N_l)(l_(m—}—N—l)(m—}—N) m=1,2,... (1.2.8)

Remarquons que de telles valeurs de la charge centrale sont obtenues par une construction de GKO
sur SU(N)px SU(N)1/SU(N) k41, les générateurs W étant "portés" par les Casimirs de SU(N) [15].

Il devient alors clair que I’étude de toutes les théories minimales de toutes les algébres conformes
étendues va engendrer un nombre considérable de théories conformes qui vont par ce principe
devenir "connues". Ce programme simple en apparence souffre d’un grave handicap: on ne sait
pas classer toutes les algébres W! Cependant, le nouveau probléme est plus "petit" (simple) que
le précédent. En fait, la classification d’un sous-ensemble d’algébres W (dites algebres W(G,H))
a déja été effectuée: c’est autour de cette classe d’algébres et de la connection avec 'ensemble de
toutes les algébres W qu’a débuté mon travail aprés ma thése.



Chapitre 2

Préliminaires et notations

Les algebre de Kac-Moody (KM) jouent un réle prépondérant dans I’étude des théories conformes
pour deux raisons essentielles: d’une part elles permettent (mathématiquement) de construire ex-
plicitement les générateurs de ’algébre de Virasoro a partir des générateurs de KM, et d’autre part
elles fournissent des modeles (physiques) qui sont invariants conformes. Nous reviendrons sur ces
modéles dans la section suivante, nous concentrant dans la présente section sur les définitions math-
ématiques. Avant d’aborder les algébres de KM proprement dites, nous faisons un rapide survol des
algébres de Lie, sous-jacentes a la plupart des constructions que nous étudierons.

2.1 Bréve revue des (super)algébres de Lie

2.1.1 Algébres de Lie

Il n’est pas dans notre intention de traiter exhaustivement des algébres de Lie [163], nous prenons
excuse de la présentation de quelques unes de leurs propriétés pour rappeler la terminologie em-
ployée. Cette présentation sera aussi utile pour la comparaison avec les superalgébres de Lie, définies
plus bas.

Une algébre de Lie est une algébre munie d’un produit antisymétrique, satisfaisant la régle de
Leibnitz (identité de Jacobi). Toute algébre de Lie peut étre vue comme la somme semi-directe
d’une partie résoluble et d’une partie semi-simple, la partie résoluble définissant 1’idéal maximal
résoluble de ’algébre. Par résoluble, on entend une algébre £ dont la série

Lo=L ,  Ln=I[Lo 1, Lni] (2.1.1)

finit sur {0} pour un certain n. La partie semi-simple est la somme directe d’algébres simples

qui ont été classées. On distingue dans ces derniéres les algébres exceptionnelles (G, Fy et F,,

n = 6,7,8) des séries classiques sl(n), so(n) et sp(2n). Nous nous concentrerons sur les algébres

simples classiques, éventuellement semi-simples, avec la notoire exception de ’algébre gf(n), qui est

la somme d’une algébre résoluble gf(1), commutative de dimension 1, et de I’algébre simple sf(n).
Nous utiliserons essentiellement deux présentations des algebres simples:

e Soit en relations de commutation sur les générateurs ¢, a = 1,...,dim(G): [t*, "] = i fob_t°,
ot % sont les constantes de structure de I’algébre. On dénote par 7% la forme de Killing,
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correspondant a I'unique produit scalaire non-dégénéré invariant de ’algébre. Cette métrique
est utilisée pour monter et descendre les indices: par exemple, f**% = % p°d est totalement
antisymétrique dans ses indices. Pour les algébre simples classiques, la forme de Killing est
donnée par la trace dans la représentation fondamentale.

e Soit en racines (simples) et matrice de Cartan. L’algébre est décomposée en générateurs
de Cartan (abrégés en "Cartan") h;, j = 1,...,r¢ = rang(G), et en générateurs d’échelle
€44, vecteurs propres des Cartans [hj,e1,] = +a eq,. Les racines a se décomposent sur
des racines simples «o;, j = 1,...,rq, dont les produits scalaires fournissent la matrice de
Cartan. La matrice de Cartan définit univoquement I’algebre simple, et on code les produits
scalaires dans un diagramme de Dynkin. A une conjugaison prés, tous les systémes de racines
simples sont isomorphes, ce qui fait que le diagramme de Dynkin est unique.

De nombreuses propriétés sont connues sur les algeébres de Lie simples, notamment leurs représen-
tations irréductibles de dimension finie (appelées ci-aprés irreps finies) ont été classées. Elles sont
toutes de plus haut poids, et le produit de telles représentations est toujours complétement ré-
ductible (i.e. décomposable en une somme directe d’irreps finies).

On utilisera le concept d’inclusion H réguliére d’une algébre G: H est inclus réguliérement
dans G si les racines de H forment un sous-ensemble de celles de G. Cela implique que dans une
représentation matricielle quelconque de G, la représentation associée de H sera formée de (blocs
de) sous-matrices, les générateurs de H formant un sous-ensemble de ceux de G (dans la méme
base). A l'opposé des inclusions réguliéres, les inclusions singuliéres sont construites en faisant
des combinaisons linéaires des générateurs de G et ne sont pas associées a des racines de G. Il n’y
a pas de classification de telles inclusions, bien que celles-ci conduisent a des notions trés utiles,
tels que par exemple les espaces symétriques. On peut donc dire que 'intérét réside parfois dans
Iirrégularité.

Etant intéressé essentiellement par les algébres (et non les groupes) de Lie, nous ne mention-
nerons pas le délicat probléme de compacité, et parlerons, par exemple, de sf(n) = sf,, sans dis-
tinguer les formes réelles su(n,R) ou sf(n,R), de leur recouvrement sf(n, C).

Nous utiliserons aussi ’enveloppante U/ (G) des algébres de Lie ¢(G), définie comme le quotient
de P’algébre tensorielle P,GO" par l'idéal engendré par les relations [X, Y] = X @V -V @ X,
VX,Y € G. Ainsi, dans U(G), le commutateur est relié au produit par [X, Y] = XY =Y X et les
identités de Jacobi se réduisent a I’associativité de ce produit.

Exemple: s((2)

sl(2) est la plus simple des algébres...simples, et a ce titre bien connue. Nous évoquons ses
différentes propriétés pour fixer quelques notations. FElle est de rang 1 (une racine simple, un
générateur de Cartan), et si on note par ex les générateurs "racines" et eg le Cartan, les relations
de commutations prennent la forme

[eo, 4] = +ex ; [e4,e_] =€ (2.1.2)

Les irreps finies de cette algébre sont classées par la valeur de son (opérateur de) Casimir ¢3 =
et +eye_ +e_ey. Les représentations sont notées D;, j € %Z-h de dimension 25 + 1, satisfaisant
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c2 = j(j+ 1). Elles sont de plus haut poids, le vecteur de plus haut poids ayant une valeur propre
7 sous eg. Le produit de deux irreps finies obéit a la formule bien connue
j+h
D]‘ QD = @ D, (2.1.3)
1=]j—kl

2.1.2 Inclusions de s/(2)

Outre ses célébres diagrammes, Dynkin a étudié (et classé) les différents plongements inéquivalents
possibles d’une algébre s((2) dans une algébre de Lie donnée [71]. Pour caractériser ces plongements,
on définit tout d’abord le plongement principal (dit aussi s/(2) principal) dans une algébre de
Lie simple . Si on dénote par aj, j = 1,...,r¢ les racines simples de G et e4,, les générateurs
associés, on introduit un générateur e_ = ;’gl €—q,- Par construction, e_ est un élément nilpotent
de G, et Dynkin a montré que cet élément peut étre associé univoquement a un sf(2) dont e, est
le générateur de racine négative. En pratique, les autres générateurs de sf(2) prennent la forme
er = 2;31 ajes,; et eg = 2;31 ha,, ot les coefficients a; dépendent de I'algébre considérée et h,,
est le générateur de Cartan associé a ;. Bien évidemment, un plongement équivalent est donné en
échangeant les racines positives et négatives, le choix des coefficients 1 dans e_ ayant été choisi ici
en vue des constructions que nous ferons par la suite. Pour indiquer un plongement principal (de
sl(2) dans G), on utilisera la notation s((2) Cpu G.

A Popposé du plongement principal, il y a le plongement régulier de s/(2) dans G. Dans ce
cas, le générateur e_ de s((2) est construit sur une racine (simple) de G, e_,, ce qui correspond
a un sf(2) engendré par et,, et h,;, porté par une boule du diagramme de Dynkin. Pour une
algebre G simplement lacée (G = sl(n), so(2n), ou F,,, m = 6,7,8), tous les plongements réguliers
sont conjugués. Lorsque 'algébre n’est pas simplement lacée, c’est la longueur des racines qui
distingue les plongements non équivalents, et il y a donc deux plongements réguliers inéquivalents
pour G = so(2n + 1), sp(2n), Gy ou Fy.

Dans le cas général, tout plongement de sf(2) dans G peut étre vu comme le plongement prin-
cipal de sf(2) dans une sous-algébre de G. Ainsi, pour décrire tous les plongements de s/(2) dans
G, il suffit de prendre I’ensemble des sous-algébres de G (a une conjugaison prés) et de considérer
les plongements principaux dans ces sous-algébres. Cependant, la correspondance n’est pas bi-
univoque: il existe des sous-algébres qui ne sont pas reliées par conjugaison, mais dont les plonge-
ments principaux fournissent des sf(2) équivalents dans G. En particulier, on peut se restreindre a
des sous-algébres réguliéres dans G, a quelques exceptions qui ont été classées par Dynkin, et qui
ne se produisent que pour les algébres G = so(2n) ou F,, (ce dernier cas n’étant pas abordé ici),
correspondant a des sous-algébres so(2k + 1) @ so(2n — 2k — 1), 0 < k < n, irréguliéres dans so(2n).

Dans tous les cas, un plongement de s(2) sera donc défini par les inclusions s((2) Cpu H C G.
On peut ainsi dresser des "formulaires" de classement des plongements de sf(2) dans une algébre
donnée a partir de ses différentes sous-algébres (voir par exemple [168]).

2.1.3 Superalgébres de Lie
Une superalgébre s’écrit comme la somme de deux sous-espaces Gg & G satisfaisant

GoGo C Yo 5 G091 CY1 5 G161 C Yo (2.1.4)
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Les éléments de Gg (resp. Gp) sont dits de degré 0, pairs ou bosoniques (resp. de degré 1, impairs
ou fermioniques). On définit alors un supercommutateur selon

[a,b] = ab — (=1)[Plpa . Va,be G oi [] est le degré de ¢ (2.1.5)

Par construction, Gg est une algébre de Lie, tandis que G forme une représentation de cette algébre.

[’étude des superalgébres de Lie suit celle des algébres de Lie, tout en étant plus complexe
[91,137]. Tout d’abord, on définit les superalgébres résolubles, comme pour les algébres de Lie, eq.
(2.1.1). Les superalgébres simples (respectivement semi-simples) sont ensuite définies comme des
superalgebres ne possédant pas d’idéal (respectivement d’idéal résoluble) non-trivial. Une super-
algébre de Lie peut alors étre vue comme la somme semi-directe d’une superalgébre résoluble par
une superalgébre semi-simple. Toutefois, dans le cas des superalgébres, semi-simple se signifie plus
somme directe de superalgébres simples.

Les superalgébres simples ont été classées, mais leur ensemble contient encore des superalgébres
dont le nom (simples) n’est pas réellement adapté a leur structure. Dans la suite nous ne con-
sidérerons que le cas des superalgébres simples classiques basiques (abrégées en superalgébres
basiques). Par classique, on entend des superalgébres dont la partie fermionique Gy est compléte-
ment réductible en tant que représentation de Gpy. Par basique, on signifie une superalgébre pos-
sédant une forme bilinéaire invariante non-dégénérée (qui peut étre prise comme la trace dans la
fondamentale).

Les superalgébres basiques sont les généralisations directes des algébres de Lie simples habituelles.
Elles se classent en séries de type sf(m|n), m # n, psf(n|n), osp(m|2n), plus trois superalgébres
exceptionnelles D(2,1,«), G(3) et F(4). La partie paire de ces superalgébres est donnée respective-
ment par sl(m) @ sl(n) G gl(1), st(n) @ st(n), so(m) & sp(2n), 3sl(2), Go & sl(2), et sl(2) & so(7).
La partie impaire de ces superalgebres forment les représentations (m,n) @ (m,n), (n,n) @ (7, n),
(m,2n), (2,2,2), (2,7) et (2,8) de ces algébres.

Pour poursuivre le paralléle avec les algeébres de Lie, les superalgébres de Lie basiques admettent
une présentation en racines simples et diagramme de Dynkin. Cependant, de par leur nature, elles
possédent des racines (simples) fermioniques qui compliquent la structure des superalgébres simples.
Par exemple, il existe plusieurs systémes inéquivalents de racines simples, car possédant des nombres
différents de racines fermioniques. Une racine fermionique peut étre de carré nul, ou telle que son
double est aussi une racine (bosonique), contrairement aux racines bosoniques.

Au niveau des irreps finies, de nombreuses complications apparaissent aussi. Par exemple, le pro-
duit de deux irreps finies n’est plus forcément complétement réductible, des parties indécomposables
pouvant apparaitre (cf 'exemple de s((1]2) plus bas).

Exemple: osp(1]2)

Cette superalgebre est la version Zgy-graduée de sf(2). Elle est aussi de rang 1, et posséde une
racine simple fermionique, une racine positive bosonique, et un générateur de Cartan. Elle contient
sl(2) comme sous-algébre réguliére. Si on note ey o les générateurs du sf(2), et fi les générateurs
fermioniques, les relations de commutation, outre celles de sf(2) données en (2.1.2), prennent la
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forme:

1

feo fl =g fa ¢ [ fil=0 ¢ [exfil= 3 fr (2.1.6)

{f+7f—}:eO ; {f:bf:f:}:j:e:t (217)

Les représentations irréductibles de dimension finie sont notées R;. Elles sont de dimension 4; + 1,
de plus haut poids, et se décomposent sous le s¢(2) selon R; = D; ®D;_1/2 pour j # 0, et Rg = Do.
Le produit de deux telles représentations est complétement réductible [23,213]:
Itk
Ri@Rr= P Rn (2.1.8)
m=|j—k|
metz

Exemple: s((1]2)

Nous utiliserons aussi cette superalgébre de rang 2. Elle contient comme partie bosonique sf(2) &
gl(1), et quatre générateurs fermioniques f. ,, €,7 = £. Les relations de commutation impliquant
des fermions sont données par:

e fend =0 5 [enifral= Do ¢ leofaal =45 fey ¢ Dofir) =%5 fox (219)
o[-} = %(b—eo) S § ST S %(b‘i‘@o) g Afeg fr) = %ej: (2.1.10)

sl(1]2) contient de maniére irréguliére osp(1]2), les générateurs fermioniques de cette derniére étant
exprimés en fonction de ceux de sf(1|2) selon fi = foqp + fo— et fo=f_y — f__.
Les irreps finies sont notées (b, j) et se divisent en deux classes:

(i) Représentations typiques: b # +j, la représentation est de dimension 85 et se décompose sous

sl(2) @ gl(1) en
(b,) = Dj(8)& D, 1 alb = 3) & Dy ol 5) & Do 1)

ot D (b) est une représentation Dy de sf(2) et de valeur propre b sous le g/(1).
On peut aussi regarder la décomposition d’une représentation typique sous osp(1|2): (b, j) =

R; @ R;_1/2, ol bien siir la valeur du gf(1) a été perdue dans cette opération.

(i) Représentations atypiques: b = +j, la représentation est de dimension 45 4+ 1. Lorsque j = 0,
on trouve la représentation triviale, et dans les autres cas, la représentation se décompose sous

sl(2) @ gl(1) en )
(£3,3) = Di(+i) & Dy pp (G +3))

Les représentations atypiques forment une seule représentation de osp(1]2): (£4,7) = R;.

Contrairement aux cas étudiés jusqu’alors, le produit de deux représentations n’est pas toujours
complétement réductible. Plus précisément, si le produit de représentations atypiques est toujours
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décomposable en somme de représentations irréductibles, ce n’est plus le cas lorsqu’on étudie le
produit de représentations typiques. Par exemple, on a

beag-wnafoheny]

ot si (0, 1) est bien une représentation typique, le reste du produit (en fait sa partie antisymétrique)
est indécomposable. C’est ce qui rend ’étude des représentations des superalgébres de Lie beaucoup
plus délicat que celle des algébres. Fort heureusement, dans la plupart des cas abordés ici (voir
section 4.5), ce sont des produits de représentations atypiques qui seront utilisés. Les décompositions
de ces produits sont donnés par:

itk—3
- , , , 1 ,
(£, ) @ (Fh k) = (EG+R)G+E) P EG+k+5). D)V k>0
I=lj—kl+ %
les7y
U f) @ (~hkk) = (G=kj+ k@G —kjth-1)@ & G-kli-k) (2111)

2.1.4 Plongements de osp(1]2)

De la méme fagon qu’on étudie les plongements de sf(2) dans une algébre de Lie, on peut étudier
les plongements de osp(1|2) dans une superalgébre de Lie basique [160,213]. La construction est
trés similaire au cas sf(2) et repose elle aussi sur la notion de plongement principal. Toutefois, une
premiére différence apparait: pour pouvoir construire le générateur fermionique f_ de osp(1]2), il
faut que toutes les racines simples de la superalgebre soient elles aussi fermioniques. Plus précisé-
ment, étant donné la multiplicité des bases inéquivalentes de racines simples, il faut que I'une de ces
bases soit construite uniquement sur des racines fermioniques. Les superalgébres simples possédant
une telle propriété ont été classées: ce sont les superalgébres psf(n|n), st(n + 1|n), osp(2n|2n),
osp(2n £ 1]2n), osp(2n + 2|2n) et D(2,1,«). Toutes ces superalgébres admettent effectivement
un plongement principal de osp(1]2) (plongement super-principal), a I’exception de psf(n|n). Au
niveau des superalgébres semi-simples, ce sont les sommes directes de telles superalgébres qui seront
considérées. Un plongement principal de osp(1]2) sera noté osp(1]2) Cpu G.

Une fois les plongements super-principaux définis, tous les plongements de osp(1|2) dans une
superalgébre G basique quelconque sont obtenus en construisant les plongements super-principaux de
sous-superalgebres de G. Comme dans le cas des algébres, on peut se restreindre & des superalgébres
semi-simples qui sont réguliéres dans G, en rajoutant les sous-superalgébres irréguliéres suivantes:

e Pour G = osp(2n=+2|2n), il faut considérer les inclusions irréguliéres osp(2k +1|2k) @ osp(2n —
2k + 1|2n — 2k), avec 0 < k < m;

e Pour G = osp(2n|2n), il faut considérer les inclusions irréguliéres osp(2k £ 1|2k) & osp(2n —
2k F 1|2n — 2k), avec 0 < k < n.

Pour finir, remarquons aussi que ’on peut définir un plongement principal de sf(2) dans des
superalgebres de Lie simples. 1l est simplement définit comme le plongement principal de s((2)
dans la sous-algébre bosonique semi-simple Gg. Ce plongement est toujours possible (pour toute
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superalgebre semi-simple). Les différents plongements inéquivalents de sf(2) dans une superalgébre
seront ensuite construits en considérant les plongements de s((2) dans Gg.

Bien évidemment, bien que sf(2) soit une sous-algébre de osp(1]2), un plongement de s/(2)
ne sera "prolongeable" a un plongement de osp(1]2) que dans les cas ot le plongement principal
de 0sp(1]2) existe. Dans ce cas, si s{(2) Cpyt Ho C Go définit le plongement de sf(2), et si
0sp(1|2) Cpu H C G définit celui du osp(1]2), 'algébre My ne sera rien d’autre que la partie
bosonique de la superalgébre H.

2.2 Algébres de Kac-Moody

Les algébres de Kac-Moody ont été introduites par Moody et Kac [136,181]. Mathématiquement,
elles correspondent a des algébres de Lie dont la matrice de Cartan est dégénérée et de corang 1.
Elles peuvent aussi étre vues comme une extension centrale d’une algébre de boucle définie sur une
algébre de Lie G de dimension finie. Sans entrer dans ces détails, nous donnerons simplement les
relations de commutation de cette algébre de KM. Cette algébre, notée gﬁj), est engendrée par les

éléments 2

¢ ,m € Z,a=1,...,dimG et par un élément central (i.e. qui commute avec ’ensemble

de 'algébre) &, soumis aux relations:
[t?n 9 tl;L] = ifabctin—}-n + k m nab5m+n,0 (221)

ot f*_ sont les constantes de structure de I’algébre de Lie sous-jacente G et n®® est sa forme de
Killing. Notons que les générateurs ¢} engendrent G, qui est donc une sous-algebre de gﬁj).

Comme pour ’algébre de Virasoro, les relations de commutation de gﬁj) peuvent étre codées en

OPEs:

Ja(Z)Jb(w) — ifabc Jc(w)+ ]”Iab

z—w (22— w)?

J'z) = Zz_”_ltfl = tZ:j{dzz” J(2) (2.2.3)

neZ 0

(2.2.2)

Dans la suite, nous utiliserons aussi une version classique (en crochet de Poisson) de gﬁﬁ ), ou le
produit est commutatif, et la structure de Poisson est donnée par

{J(2), T (w)} = if*™ T (w) §(z — w) + k™ &' (2 — w) (2.2.4)

Les algébres de KM peuvent étre vue, du point de vue physique, comme des algébres de courant [111].
Leurs représentations irréductibles de plus haut poids ont été classées (selon leur niveau k) par
McDonald et Kac. Leur construction fait appel aux opérateurs de Vertex [93,110,117,217], et a la
construction dite de Kac et Wakimoto [140,236]. Nous n’en parlerons pas ici.

2.3 Superalgébres de Kac-Moody et supersymétrie

Nous aurons aussi besoin des versions Zo-graduées des algébres de KM. Ces derniéres existent sous
plusieurs formes, suivant la facon dont est induite la graduation Zs.
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Tout d’abord, on peut remplacer Ialgébre de Lie sous-jacente (de dimension finie) par une su-
peralgébre de Lie. A partir de ces superalgébres, on définit des superalgébres de KM, qui sont les
algeébres de courant de ces superalgébres. Si on note par B*(z), a = 1,...,dim(Gp) les généra-
teurs bosoniques et par F(z), a = 1,...,dim(G;) les générateurs fermioniques, les OPEs d’une
superalgébres de KM sont données par

Ba(Z)Bb(w) — ifabc fc_(l:l))—}_(zk(in;b)? (2.3.1)
B () FP(w) = if*, wa) (2.3.2)

P () = ifes, B0 |

z—w  (z—w)

. (2.3.3)

Les deux premiéres OPEs sont associées a des commutateurs lorsqu’on revient & un calcul en modes
B, et F¢ ., alors que la derniére fournit un anti-commutateur, en accord avec le caractére fermionique
des générateurs concernés. On mentionnera ’existence de construction en opérateurs de vertex pour
ces superalgébres [112].

Une autre fagon d’obtenir une algébre de KM Z,-graduée est d’utiliser un formalisme en super-
champs. Pour cela, on introduit des variables de Grassmann qui anticommutent et sont de carré
nul. En partant d’une algébre de Lie, on définit des super-courants

JH(Z) = J(2,8) = % (2) + 0 j%(2) (2.3.4)

ol j%(2) est le courant habituel de KM, tandis que ¥%(z) est un fermion se transformant par action
adjointe sous les courants j*(z). La variable de Grassmann 6 ayant un caractére anticommutant, ce
super-courant est globalement impair. Notons aussi que la nilpotence de 6 fait que 1’égalité (2.3.4)
est un développement en série complet de cette variable. On obtient ainsi une algébre de super-KM,
dont les OPEs s’écrivent:

ab
JUZ) (W) = zfacho ;/J (W)+Zki’w (2.3.5)
avec 7 = (z,0) =(w,() , Z-W=z—-w+6C (2.3.6)

En utilisant la forme (2.3.4) et le développement (complet)

(Z —1W)” T _1w)n (1 e e_cw) : (2.3.7)

on retrouve des OPEs usuelles pour j*(z) et *(z), en projetant sur les variables de Grassmann 6
et (, a savoir:

R 2.8.5)
Pt = i, (239
v = 2 2:3.10)

Z—w
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Enfin, on peut lier les deux approches pour obtenir des superalgébres de super-KM. On part sim-
plement d’une superalgébre de dimension finie, et on utilise le formalisme en superchamps présenté
ci-dessus. Il faut noter toutefois que les superchamps ont une parité adaptée au caractére Zo-gradué
de la superalgébre. Ils prennent la forme:

BY(Z) = B"(z,0)=v"(z)+05(2) (2.3.11)
F(Z) = F%(z,0)=x"(2)+ 0 f*(2) (2.3.12)
ol cette fois-ci les courants habituels de KM sont j*(z) (bosonique) et f*(z) (fermionique), tan-

dis que y“(z) est de caractére bosonique. Ainsi, les deux super-courants B*(7) et F'“(7) sont
respectivement impairs et pairs. Les OPEs sont données par (2.3.5), ot J* = B% ainsi que par

BY(Z)FP(W) :iﬂﬂ;:%FwW) (2.3.13)
P2 PP W) = UW{%%%%B%W)+§€%; (2.3.14)

On notera enfin que, dans les trois cas présentés ici, si on veut définir le super-groupe [23] associé
a la superalgébre, il faut introduire des "super-paramétres", basés sur des variables de Grassmann,
afin que le produit des générateurs par les "super-paramétres" soit globalement pair, et que 1’on
puisse prendre I'exponentiel de ces objets. Ainsi, méme dans le cas d’une algébre de courant (sans
variable de Grassmann), le groupe associé fera toujours apparaitre les variables de Grassmann.

2.4 Constructions de Sugawara et de GKO

La construction de Sugawara [222] permet d’obtenir les générateurs de Virasoro dans ’enveloppante
d’une algébre de KM gﬁj). Si I'on dénote par J%(z) les générateurs de gﬁj), les générateurs de

Virasoro sont donnés par:
1

:E:%gnw:J%@J%@: (2.4.1)

Ta(2)
oil hY, est le nombre de Coxeter dual de G, 7,5 I'inverse de la métrique de Killing et : J?(2).J*(z) :
est la partie réguliére du produit J%(2).J%(z), comme en (1.1.2). Un simple calcul & partir des OPEs
(2.2.2) et des techniques présentées en section 2.6 montre que T (z) satisfait 'OPE (1.1.2) avec une
charge centrale

_ kdimg
k+hY

ca (2.4.2)
En prime de cette construction, on obtient une somme semi-directe QS)DV, I’action des générateurs
de Virasoro sur les courants de KM prenant la forme:
J¢ aJ®
T(z)J" (w) = (w) —, 97(w) (2.4.3)

(z—w)?  z—-w

Cette derniére OPE prouve que .J*(z) est un champ primaire de dimension conforme 1. Ainsi,
pour chaque algébre de KM, on peut construire une algebre de Virasoro de charge centrale ¢g.
Malheureusement, les théories minimales ne font pas partie de la "série" cg. Pour obtenir ces
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théories (et d’autres), il faut modifier la construction de Sugawara: c¢’est la construction de Goddard-
Kent-Olive (GKO) [109].

Pour cela, on considére tout d’abord une sous-algébre # d’une algébre G. Cette inclusion s’induit
au niveau des algébres de KM: ’HS) C gﬁj). On construit alors a la Sugawara les générateurs de
Virasoro Tz (z) et T (z). De part leur construction, T (z) et Ty (z) agissent de la méme fagon sur

les générateurs J%(z) de 7—[21). Cette propriété permet de montrer que le générateur
Ta/n(2) = Ta(z) — Th(2) (2.4.4)

forme une algébre de Virasoro de charge centrale

kdimG  kdim#
CG/H = €G —CH = —
/ k+hY,  k+hY,

(2.4.5)

fournissant de nouveaux modéles invariants conformes. Cependant, pour obtenir les modéles con-
formes minimaux, il faut encore compliquer la construction, et considérer deux algébres de Lie
(de dimension finie) G et H contenant toutes deux une sous-algébre £. De cette fagon, on peut

(1)

ktm est

construire une sous-algébre "diagonale" £ dans G @ H. Au niveau des algébres de KM, £
(1)

une sous-algébre "diagonale" de gﬁj) & Hm'. On construit alors a la Sugawara les générateurs de
Virasoro T (2), Tr(z) et Tr(z). Comme ci-dessus, le générateur

T(G+H)/L(z) =Ta(z)+ Tu(z) — Tr(z) (2.4.6)

engendre une algébre de Virasoro de charge centrale

kdimG mdimH (k4 m)dim(
= - 2.4.
k+hé+m+h¥[ k+m+hy (2.4.7)

C(G+H)/L = €G + CH — €L,

fournissant une nouvelle "série" de charges centrales. Elle permet d’obtenir les théories minimales
de l'algébre de Virasoro et de ses extensions (comme mentionné ci-dessus). Il faut noter toutefois
que cette construction en quotient n’autorise plus une action "naturelle" des générateurs de Virasoro
sur les générateurs de KM (i.e. ces derniers ne sont plus des champs primaires).

Finalement, la méme construction peut étre faite dans la version classique des algébres de KM,
la seule différence reposant sur le coefficient k 4 hY%, qui devient 2k dans I'expression (2.4.1). Les
charges centrales obtenues sont cependant nulles.

2.5 Crochets de Poisson et de Dirac

Comme il y a été fait allusion, nous allons étudier des versions classiques des algébres W, les
crochets de Poisson originels étant donnés par I’action de WZW. Cependant, la construction repose
sur I'imposition de contraintes, ce qui oblige & utiliser de nouveaux crochets, compatibles avec les
contraintes que I'on a choisies: cette procédure, usuelle en systémes contraints, a été décrite par
Dirac [59], d’oti le nom de crochets de Dirac donnés a ces nouveaux crochets. Nous présentons donc
ici un court apercu de cette technique.

Dans le calcul des crochets de Dirac, on distingue tout d’abord les contraintes dites de premiére
classe, qui ont entre elles des crochets de Poisson faiblement nuls. Par faiblement nuls, on entend des
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crochets qui sont nuls modulo les contraintes elles-méme. Dit autrement, des crochets de Poisson
sont dits faiblement nuls lorsque, une fois qu’on les a calculés, si on applique les contraintes au
résultat, on trouve zéro. Ces contraintes de premiére classe définissent le groupe que 'on veut
jauger, et I'annulation (faible) de leur crochet de Poison assure le caractére groupe de I'objet. A
partir de ces contraintes premiére classe, on définit un second ensemble de contraintes, dites de
seconde classe! telles que la matrice A définie par A;; = {x;, x;}, ott {x;, ¢ € J} est I’ensemble des
contraintes (premiére et seconde classe), est inversible. Ces nouvelles contraintes correspondent a
une fixation de jauge. Une fois définie A™!, les crochets de Dirac sont donnés par

{A, B}, ~ {A, B} — {A,x;} (A™)7 {x,, B} (2.5.1)

ol I’égalité est faible, i.e. modulo les contraintes (premiére et deuxiéme classe).

Ces nouveaux crochets (de Dirac) ont deux propriétés remarquables: d’une part, par construc-
tion, les contraintes n’apparaissent pas a droite de ces crochets, et d’autre part les contraintes sont
"orthogonales" & tous les objets pour ces mémes crochets:

(A vi}.=0 VYA VieJ (2.5.2)

Ainsi, pour ces crochets, les contraintes sont séparées des autres objets de la théorie, rendant la
quantification plus aisée.

En pratique, il faut donc tout d’abord définir un ensemble de contraintes premiére classe (c’est-
a~dire déterminer le groupe de jauge), puis trouver un deuxiéme ensemble de contraintes (seconde
classe) qui rende A inversible (c’est-a-dire trouver une fixation de jauge). Ainsi, au niveau al-
gébrique, en partant d’une algébre en crochets de Poisson, suivant les contraintes (premiére et
seconde classe) choisies, on trouvera des algébres (en crochets de Dirac) différentes. Au niveau des
modéles physiques, les crochets de Poisson sont les crochets canoniques d’une action originelle, et
suivant le groupe que I'on veut jauger et la fixation de jauge choisie, on trouvera une action (fixée
de jauge) différente.

Un exemple d’un tel calcul sera donné en section 6.1, sur un cas simple.

2.6 OPEs et ordre normal

On a déja mentionné que seule la partie irréguliére du produit de deux générateurs était utile pour
le calcul des commutateurs des modes sous-jacents. Le reste du produit, noté : A(z)B(w) :, est donc
régulier (lorsque z tend vers w). Il permet donc de définir une régularisation du produit de A(z)
par B(z). Cette régularisation peut aussi étre écrite (en utilisant d’une part le développement des
champs A(z) et B(z) en puissances entiéres de z et d’autre part le fait que les OPEs ne contiennent
que des poles d’ordre finis en z — w):

A(2)B(w) (2.6.1)

'Strictement parlant, Dirac utilisait seconde classe pour désigner ’ensemble des contraintes intervenant dans A
(inversible). Nous préférons réserver "seconde classe'" pour les contraintes supplémentaires qui, ajoutées au pre-
miéres classes, rendent A inversible. Ainsi, les contraintes secondes classes de Dirac sont formées par I’ensemble des
contraintes premiére classe et des contraintes dites ici de seconde classe.
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ou l'intégrale est faite sur un contour de C qui entoure z.
On définit le produit régularisé de plusieurs champs itérativement selon

tAAy A, =0 A P Ay AL

Soulignons tout de suite que ce produit régularisé n’est pas associatif (:: AB:C' :#: A: BC 1), ni

commutatif (: AB :#: BA :). Pour pouvoir effectuer des calculs (commutateurs) en algébres W, il

faut pouvoir sélectionner la partie irréguliére ('OPE) du produit de : AB : (z) par C'(w). Cela se

fait grace a des formules du type théoréme de Wick. Pour différencier 'OPE du produit complet,

nous la noterons temporairement A(z)B(w), si bien que le produit complet peut se décomposer en
| I

A(z)B(w) = A(z) B(w)+ : A(z)B(w) :

1

Les théorémes de Wick prennent alors la forme (voir par exemple [ERA4])

tAB: (2) C(w) = :A(z):B(2)C(w) 4+ : A(2) B(2)C'(w) : +B(2) A(2)C(w)
A(z) : BC': (w) = :A(z):B(w)C(w):: 4 : B(w)A(z)C(w) : —}—72 xd_—wa(z)B(x)C(w)

Les formules ci-dessus ont été données & titre d’exemple, pour des champs bosoniques. Les
mémes calculs peuvent aussi étre faits en introduisant des fermions ou des superchamps.

Finalement, notons que ce produit régularisé peut étre associé a un ordre normal sur les modes
des champs:

A,B,, si n<—hy

: ApBp 1= { BoA s n>_hy olt hy estle poids conforme de A (2.6.2)



Chapitre 3

Construction des algébres W(G,H): cas
classique

Les algebres W(G,H) apparaissent comme symétrie des modéles de Toda (en théorie des champs).
Leur construction par réduction Hamiltonienne, faisant appel a la méthode développée par Drinfeld
et Sokolov [70], permet de relier ces modéles a des Lagrangiens invariants conformes construits sur
les algébres de Lie: les modéles de Wess-Zumino-Witten, qui sont de type modéles ¢ non-linéaires.

3.1 Actions de Wess-Zumino-Witten et de Toda

On obtient les algébres W(G,H) en construisant des Lagrangiens dont la symétrie est exactement
lalgébre W(G,H). Pour cela, on part d’une action de Wess-Zumino-Witten (WZW) [237,238] qui
est un modéle conforme ayant pour symétrie (a gauche et a droite) un groupe de Lie de dimension
finie. I’action de WZW prend la forme suivante

K

Sol9) = 5

_ _ K _ _ _
/de <g'org, 97 '0_g > —}—g/dyd?x <97 '0,9, (97 0rg, 97 0_9)] > (3.1.1)

ol g est un élément du groupe de Lie (G associé & I’algébre de Lie G. Les intégrales sont effectuées,
d’une part sur une surface bidimensionnelle ¥ (pour le premier terme), et d’autre part sur une
surface tridimensionnelle M dont le bord est ¥ (pour le second terme). L’action de WZW est
indépendante du choix de M (pourvue qu’elle ait pour bord X) car la 3-forme intégrée est fermée.
Nous avons donc bien une action définie sur une variété bidimensionnelle. Nous avons introduit les
variables du cone de lumiére 2z = t £ z, ainsi que la forme de Killing < .,. > de G. Cette action
est invariante sous les transformations globales g(z,t) — u(z_) g(x,t)v(zy), ot u(z_) et v(zy)
sont des éléments du groupe de KM associé a G. Ces transformations sont globales dans le sens ot
u et v ne dépendent pas séparément de x et ¢t. Les courants associés sont définis par

Ji(2,t) = kg 0rg=JL(x, )ty et J_(2,t)=—kd_gg~' = J%(z,t)t, (3.1.2)

ot t,, a = 1,...,dim(G), sont les matrices de la représentation fondamentale de G. Les équations
du mouvement ne sont rien d’autre que ’expression de la chiralité de ces courants:

Dyde(z,t) =0 (3.1.3)

19
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Leurs crochets de Poisson forment deux copies d’une algébre de KM (classique) associée a ’algébre
de Lie G du groupe considéré. Du fait de I'invariance sous les transformations de KM, on déduit
immédiatement que cette action est aussi invariante conforme, les transformations conformes étant

engendrées par les générateurs!

Ti(xi) =ir (J:t (xi)Q) (3.1.4)

ol tr est la trace dans la fondamentale, selon la construction de Sugawara. Ainsi, I’action de WZW
fournit un cadre physique a la construction de Sugawara.

A partir de 'action de WZW, on construit tout d’abord un nouveau modéle invariant localement
sous deux algébres G nilpotentes de G par un jaugeage habituel:

g(z,t) — u(z,t)g(z,t)v(z,t) avec uwe Gy, veGo (3.1.5)

ce qui conduit a une action

S(g, A, A_) = Solg)+ m/d%c [< Ay, 0_gg ' >+ <g 0,9, A_ >
+< g Ayg, AL > (3.1.6)

Ce jaugeage est rendu possible grace a la formule de Polyakov-Wiegmann:

So(g9”) = So(g) + Solg’) + m/d%c < g_18+g, 8_9’9’_1 > (3.1.7)

ainsi qu’au fait que u(z,t) et v(x,t) étant nilpotents, leur action de WZW est nulle. On trouve
alors I’action (3.1.6) en posant AL = u~'dyu et A_ = (d_v)v~!. Les transformations de jauge qui
laissent cette action invariante prennent la forme (3.1.5) et

Ay = wApu™t 4 k(Opu)u™! ; Al = vA_vT 4 kom0 ) (3.1.8)

Cette action n’est toutefois pas I'action "finale" qui permet de construire des algébres W. Pour
obtenir une telle action, il faut contraindre les courants de KM et choisir des algébres nilpotentes
G+ "adaptées". Par adaptées, nous entendons des algébres nilpotentes qui sont duales I'une de
I’autre par rapport & la forme de Killing. Ceci implique une décomposition de I’algébre de départ
G en une somme directe G = G_ & Gy b G4, ot Gp est une sous-algébre de G qui contient au moins
la sous-algébre de Cartan de G. Notons que nous obtenons ainsi une graduation de ’algébre G:

[Ge,G4]C Gy 1 [Go,G+] CGx et [Go,Go] C Go (3.1.9)

Les contraintes, elles, sont bien-siir choisies en correspondance directe avec les sous-algébres jaugées.
Elles doivent aussi étre de premiére classe (dans la terminologie de Dirac), c’est-a-dire que leurs
crochets de Poisson doivent s’annuler. Elles prennent la forme

Je(2) = pe + ji () avec  ji(z) € (Go® Gy) . ps € Gx (3.1.10)

'Strictement parlant, il faut faire une rotation de Wick t — it pour retrouver les générateurs T (z) et T_(z) de
la section 1.1, avec z = x + 1t.
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Les éléments i sont des matrices constantes (en z et t) qui appartiennent & la représentation
fondamentale de G. Ils sont aussi choisis de telle sorte que I’action obtenue soit encore invariante
conforme. Une facon générique de résoudre ces différentes contraintes est de considérer un plonge-
ment quelconque de sf(2) dans I'algébre G: les éléments py correspondent aux générateurs ex du
sl(2) lorsqu’ils sont représentés dans la représentation fondamentale de G. Si on note pg = [p4, -]
le représentant du générateur de Cartan de sf(2) dans cette méme fondamentale, les générateurs
de ’algébre de Virasoro s’écrivent

T(z) =Ta(z) —tr (poJ(2)) (3.1.11)

ce qui correspond & une charge centrale ¢ = —ktr(u3) (en crochet de Poisson). La décomposition
G=G_ P GogP G4 est associée dans ce cas a un découpage de G selon les espaces propres de g,
G_ 0,4+ correspondant aux valeurs propres respectivement négatives, nulles ou positives.

Remarque 3.1.1 Strictement parlant, cette analyse n’est exacte que lorsque ug définit une gradu-
ation entiére de G. Dans le cas d’une graduation demi-entiére, les générateurs de grade j:% doivent
étre séparés en deux pour garder un ensemble de contraintes de premiére classe, par une procédure
dite de "halving". On verra (cf section J.1) que c’est toujours possible, grace notamment a l’ajout
d’un gl(1) (noté y), tel que que la graduation de G par eq + y soit entiére. Dans la suite, nous ne
traiterons que le cas de graduation entiére, gardant en mémoire que la graduation est éventuellement
décalée par l'ajout d’un gl(1).

La nouvelle action prend la forme

S(g, A4, AZ) = Solg) + H/d% [< A4 (0997 = p-) >+ < (971049 — py), A= >
+<g ' Apg, AC ] (3.1.12)

Remarquons que les champs A4 peuvent étre vus comme des multiplicateurs de Lagrange qui
implémentent les contraintes au niveau de I'action de WZW. Le passage de So(g) a S(g, A4, A_)
est une réduction Hamiltonienne de (I’action basée sur) G [17,84,85,198].

Une fixation de jauge partielle de cette action est donnée par AL = 0, ce qui laisse une invariance
de jauge partielle associée a des transformations (3.1.5) pour des éléments de la forme u(z_) et
v(xz4). Pour ces transformations de jauge résiduelles, deux fixations sont habituellement retenues
[70]: la jauge diagonale ou la jauge de plus haut poids, que nous décrivons ci-dessous. Le modéle
obtenu est alors invariant [162,212] sous une algébre W notée W(G,H) et est de plus intégrable [11].

Au niveau algébrique, les crochets de Poisson des générateurs de W(G,H) sont déduits de ceux
des courants de KM du modéle de WZW en tenant compte des contraintes que I’on a imposées.
Il faut déterminer des générateurs W tels que I’ensemble des W et des y; forme une base: les
générateurs W ("orthogonaux' aux contraintes pour les crochets de Dirac) formeront une algébre
polynomiale qui est donc I’algébre W associée aux contraintes y;.

3.1.1 Jauge diagonale et action de Toda

Cette jauge est utilisée pour obtenir une forme simple de I’action. Elle est aussi utilisée dans la
transformation de Miura, que nous aborderons plus bas. Dans cette fixation de jauge, on utilise les
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transformations de jauge résiduelles pour amener les courants J{°"* a étre de la forme pg + jo, ot
Jo est dans Gg. On obtient alors une action sur dim(Gg) champs, prenant la forme:

SToda (90) = 50(90) + H/de < gON-}-gO_l y H— >

Dans le cas ol u4 sont associés au plongement principal, ’action obtenue dépend de r¢ champs et
correspond a I’action de Toda en théorie des champs. Dans les autres cas, on obtient de nouveaux
modéles dits Toda généralisés, dont la W-symétrie a été montrée en [28].

3.1.2 Jauge de plus haut poids et algébres W(G,H)

On a vu que les crochets de Dirac permettent de définir les relations de commutation (crochets de
Poisson) de ’algébre W. Cependant, du point de vue physique, il est plus naturel de chercher a
représenter les générateurs W a partir de 'algébre de KM de départ. C’est possible en choisissant
la jauge de plus haut poids. Dans cette jauge, les transformations de jauge sont fixée en prenant
une forme particuliére pour les courant j.,n:(z). En effet, les groupes G1 agissent sur ces courants
par action coadjointe:

jfont :gjcontg_l +kg_lag (3113)

Or, par définition, la forme globale de j.ont = fie + Jreds avec Jreqd € G4, est préservée par les
transformations de jauge. En particulier, la seule composante de j.,,; portée par un élément de
G_ est pu_ et nest pas affectée par les transformation de jauge (en accord avec les contraintes de
départ). La construction reposant sur le sf(2) de générateurs {u4, pio}, il est facile de voir que
demander que j..4 prenne la forme jj,, = E]‘ wi p; ot p; sont les plus hauts poids de ce sf(2)
(dans la représentation fondamentale de G) va fixer tous les paramétres de jauge. Dit autrement,
la fixation de jauge est obtenue en cherchant ’élément unique ¢ € G4 (dépendant des champs
initiaux) tel que la transformation (3.1.13) améne j.,n: sous la forme p_ + jp,. Dans cette jauge,
les générateurs W/ (invariants de jauge) seront les représentants de 1’algébre W(G, H).

De plus, gy est lui-méme un plus haut poids, et sa "composante' sera justement le générateur de
Virasoro, les autres W7 étant primaires et de poids conforme m;+1, oti les m; sont les valeurs (sous
o) des plus hauts poids du sf(2). On peut aussi montrer que cette jauge assure la polynomialité
des crochets de Poisson de I’algébre W.

Finalement, considérant les plus hauts poids de grade 0 (lorsqu’il y en a), on peut voir que
ces derniers sont associés a des générateurs W qui sont égaux aux générateurs de KM initiaux
(correspondants & ces plus hauts poids). En effet, du fait de leur grade et de leur c6té plus hauts
poids, ces générateurs ne sont pas modifiés par les transformations de jauge. Il en découle qu’ils
forment une sous-algébre de KM & I’intérieur de ’algebre W. Cette sous-algébre est appelée algébre
de KM résiduelle. Sa dimension est donnée par le nombre de représentations Dg entrant dans la
décomposition de I'adjointe de G sous le s/(2) considéré.

3.1.3 Transformation de Miura

La transformation de Miura [177] permet d’obtenir une construction des générateurs W en fonction
de champs libres (et non plus d’une KM) [169]. Elle trouve une belle explication physique dans le
cadre des modéles de WZW jaugés, ce qui a permis de la généraliser au cas des algébres W(G,H).
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Elle est a rapprocher aux constructions en opérateurs de Vertex des algébres de KM, et ce qui
permet de la relier & la construction de Feigin-Fuchs [87].

On a vu qu’il existait deux fixations de jauge "privilégiées" dans le cadre de ces modéles: la
jauge diagonale et la jauge de plus haut poids. On peut passer d’une fixation & ’autre par une
transformation de jauge. Cela signifie qu’il existe un élément ¢ € G4 qui fait passer de p_ + jo &
fat + Jhw- Cet élément g est une fonctionnelle des champs entrant dans la forme de jp, qui sont des
élément de Go. Ainsi, par cette transformation, on peut exprimer les générateurs W (apparaissant
dans la jauge de plus haut poids) en fonction des générateurs de Go: c’est la transformation de
Miura. Elle permet d’avoir une représentation plus simple pour Ialgébre W (puisque G est plus
petit que G) et en fonction des champs apparaissant dans I’action de Toda.

On remarquera aussi qu’en utilisant une graduation différente de G, mais menant & la méme
algébre W, on obtient, par Miura, des réalisations différentes de cette algebre W. Cette remarque
prendra toute sa saveur lorsqu’on étudiera les décompositions sous sf(2) @ ¢gf(1) (section 4.1).

3.1.4 Exemple: les algébres W(G,G)

Nous étudions ici, a titre d’exemple, le cas des algébres basées sur une algébre de Lie simple G et
associées au plongement principal de sf(2). Elles sont donc notées W(G, G), selon la terminologie
présentée plus haut. Dans ce cas, les deux sous-algébres nilpotentes (que I'on veut jauger dans le
modéle de WZW) sont les sous-algébres de Borel de G, I'algébre Gg se réduisant a la sous-algébre
de Cartan de G. L’action devient alors une fonctionnelle sur des champs ¢;(z,t), i = 1,...,rq¢ =
rang(g) (associés aux générateurs de Cartan de G) et le modéle (dans la jauge diagonale) obtenu
est connu dans la littérature sous le nom d’action de Toda (en théorie des champs):

g r 1 < g
SToda, = /de ﬁ]ﬁwja_}_(bia_(b]‘ — Z m? exp (5 Z I(”(b]‘) (3114)
1y g =1 =

[’algébre W associée est construite a partir des Casimirs de G et les dimensions conformes des
générateurs sont m; + 1 avec m; exposants de G.

Si on se restreint au cas de G = sf(N), afin de donner un cas plus concret, la réalisation des
générateurs W prend la forme suivante. Tout d’abord, les générateurs du sf(2) principal (dans la
fondamentale de sf(N)) s’écrivent:

0 0 0 0 ap O 0
1 0 0 0
pe o= |0 e e e I T (3.1.15)
0 0 : 0 an—_y
0 0 1 0 0 0 0 0
1, 1
Mo = §d1ag(N_17N_37--'7_(N_3)7_(N_1)) 3 an:ﬁn(N_n)

po induit une graduation (dite principale) de sf(N), pour laquelle les générateurs F; 1, (resp.
FE,4y, ;) sont de grade n (resp. —n). Le courant contraint prend la forme
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Jin Ji2 e-- . JIN
T Ja2 :
Jeont =1 0o . - : (3.1.16)

: JN—1,N=1 JN-1,N
0 ... 0 1 NN

Les plus hauts poids du sf(2) principal dans la fondamentale de G s’écrivent

N—j .
= _(Hm—=DIN = m)! _
pi= mz_:laj,m Bijam avee @jm={sra—— o 2SJ<N-1 (3.1.17)

La jauge de plus haut poids requiert donc un courant de la forme

N-1
Thw = pi+ > W (3.1.18)

=1

ol Wy engendre Virasoro. Le passage de J.,,; & Jp,, est effectué par un élément ¢, matrice trian-
gulaire supérieure (avec 1 sur la diagonale), en utilisant les transformations de jauge (3.1.13). Un
calcul direct montre que cet élément existe et est unique. C’est une fonctionnelle des composantes
qu7 P q 2 0 de Jcont-

Si on veut au contraire choisir la jauge diagonale, il faudra calculer I'unique élément ¢’ (trian-
gulaire) qui améne (par transformation de jauge) Joon: &

N N
Jdiag = p— + Z w; B avec Z ¢; =0 (3.1.19)
7=1 7=1

Enfin, la transformation de Miura sera fournie par 'unique ¢” triangulaire qui aménera Jy;,, en
Jhw. Elle permet d’exprimer les générateurs de YWy en fonction des champs "libres" ¢; qui entrent
dans 'action de Toda.

3.2 Cas des superalgébres W

La méme construction peut étre faite dans le cas des superalgébres de Lie en utilisant un formalisme
de superchamps [ERA10]. Elle conduit & une version supersymétrique (N=1) des modéles de
Toda [77,149,191]. C’est I'utilisation d’une superalgébre de Lie (au lieu d’une algébre de Lie)
qui permet d’obtenir un formalisme manifestement covariant pour la supersymétrie (cf ci-dessus,
section 2.3) [ERA10], au contraire d’approches précédentes [123] (voir aussi section 4.4). Le point
de départ est une action de WZW supersymétrique (voir par exemple [60,99,207])

So(G) = g/d%@d% [(CRERENCERrREY (3.2.1)

+/dt<(G‘18tG), (67 D4Gy (G D-G) + (G D-G) (7 D4 >] .



CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DES ALGEBRES W(G,H): CAS CLASSIQUE 25

ott Dy = 0410+ — 0y, sont les dérivées covariantes associées aux variables de Grassmann 61 et
aux variables du cone de lumiére x4, et G est déduit de G en changeant le signe des superchamps
fermioniques dans ce dernier. Les équations du mouvement s’écrivent

D_(GT'D,G) =04 D (D_-GG™ ") =0. (3.2.2)

Elles correspondent & la conservation des super-courants Jy = x(D_G)G™" et J_ = kG~'D,G.
L’action (3.2.1) satisfait la relation de Polyakov-Wiegmann:

So(GlGQ) = So(Gl) + So(GQ) + H/d2$d27]<(G1_1D+G1), (D_G2 GQ_I)> (323)

Comme dans le cas non-supersymétrique, on utilise cette derniére relation pour jauger (a gauche et
a droite) I'action de WZW par rapport a deux super-groupes nilpotents A'1. Les superchamps de
jauge sont donnés par

Ay =a'Dia€e Ay, A_=D_pp e A, acN,, BEN_.

Il faut alors trouver des contraintes qui modifient I’action de super-WZW pour obtenir un modéle
de super-Toda. C’est 14 que le formalisme en superchamp (i.e. le traitement manifestement super-
symétrique) induit de nouvelles contraintes. On introduit les éléments constants uy € Ay, con-
struits uniquement sur les racines simples fermioniques de la superalgébre et tels que {4, ui, o =
[tt4, 1]} forme une sous-algébre osp(1|2). Généralisant alors au cas supersymétrique I'imposition
de contraintes sur ’action obtenue, les théories de super-Toda apparaissent décrites dans un formal-
isme Lagrangien. Le role précédemment joué par sf(2) est a présent tenu par osp(1|2). Le paralléle
avec le cas non-supersymétrique devient alors plus délicat puisque seules certaines superalgébres
admettent un osp(1]2) principal (cf section 2.1.4). Seules ces derniéres autorisent la construction
d’un modéle de Toda supersymétrique.
[’action menant au modéle de Toda supersymétrique prend alors la forme:

S(G, Ay, AL) = So(G) + m/d%d% [<A+, (D_GG™' - M_)>
+<(G‘1D+C¥ ), A_> T <G‘1A+C¥, A_>} , (3.2.4)
Les transformations de jauge supersymétriques infinitésimales sont alors données par:

(;A@G = AG + G1,
Spaa=—ah = agA; = —DiA+AAL — A A, (3.2.5)
Sraf=-Q8=0agA =-D_Q+A_Q-QA_,

ol les superchamps A (et Q) appartiennent a I'algébre Ay (et A_).

Le reste des calculs se méne alors comme dans le cas non-supersymétrique (mis a part le fait
que ces calculs sont faits en superchamps). On fixe partiellement la jauge en demandant AL = 0,
puis il reste une invariance partielle de la forme

Jpy s UJ UV (D_U)U! (3.2.6)
J_ sV I v4+VvTiDV
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ot les éléments U et V' des supergroupes G4 et G_ (respectivement) dépendent des variables (z_, 6_)
et (z4,04).

Deux fixations de jauge sont alors préférées: diagonale ou de plus haut poids. Dans la jauge
diagonale, I’action obtenue est fonction des superchamps de Go. Dans la jauge de plus haut poids,
les supercourants n’ont de composantes non-nulles que suivant les plus hauts poids du osp(1|2)
considéré. Tls correspondent aux "super-générateurs" de la superalgébre W(G, ). Cette derniére
contient I'algébre superconforme, et les générateurs W sont des champs "super-primaires". Leur
"super-poids conforme" est donné par la décomposition de ’adjointe de G en représentations du
osp(1]2), i.e. ils sont de la forme j + % pour une représentation R; entrant dans la décomposition
de I'adjointe de G. Au niveau des champs composants, chaque super-champ de spin s fournira un

champ de spin s et un champ de spin s+ %
7
forment une sous-superalgébre de KM (dite superalgébre de KM résiduelle). Leurs composantes sont

Les (super-)générateurs de spin correspondant aux représentations Rg de 'adjointe de G,

des champs de spin 1, formant une superalgébre de KM, et des champs de spin %, se transformant
sous 'adjointe de cette derniére.



Chapitre 4

Classification des (super)algébres W

La classification des algébres W est un sujet trés complexe, non encore résolu. Dans le cas général
d’une algébre W qui n’est pas forcément de type W(G, H), la seule technique utilisée a ce jour
est I’étude des identités de Jacobi de I'algeébre [121,141,142]. Pour ce faire, on commence par se
donner le nombre de champs primaires (sous Virasoro) de I’algébre (les générateurs W), et on écrit
en toute généralité la forme possible des OPEs entre ces générateurs (respectant la covariance sous
action de Virasoro). On demande alors que toutes les identités de Jacobi soient satisfaites, ce qui
fixe les paramétres qu’on a introduit. On obtient alors les différentes algébres W ayant un contenu
en champs primaires donné. Cette procédure est extrémement lourde, et seules les algébres ayant
3 ou 4 champs primaires ont pu étre classées. 1l est & remarquer toutefois que cette classification
(partielle) a fourni deux résultats importants. D’une part, elle a prouvé que le contenu en champs
primaires ne suffit pas a caractériser univoquement une algébre W. Par exemple, les algébres notées
W(2,4,6), ayant (en plus de Virasoro) un générateur de spin 4 et un générateur de spin 6, sont
au nombre de 3. D’autre part, elle a prouvé que les algébres de type W(G, H) ne fournissent pas
’ensemble des algébres W. Ainsi, parmi les algébres W(2,4,6), deux d’entre elles sont les algébres
W(sp(6),sp(6)) et W(so(7),so(7)), mais la derniére n’est pas de type W(G, H): elle peut étre vue
comme la projection bosonique de 'algébre superconforme.

Cependant, la construction précédente fournit une large classe de modéles et d’algébres W
associées. Il est donc primordial d’avoir le maximum d’informations sur ces algébres, afin de les
caractériser précisément, tout en évitant de recourir aux identités de Jacobi. On cherche donc
a obtenir le maximum d’information sur une algébre W en utilisant la covariance vis-a-vis de
linvariance conforme [4, 31, 38,218], ainsi que sous la sous-algébre de KM contenue dans ’algébre
W [16]. La technique utilise d’une part les résultats obtenus de la jauge de plus haut poids (les
générateurs W sont associés univoquement aux représentation D; entrant dans la décomposition de
I’adjointe de G), et d’autre part le fait que pour les algébres de Lie simples G = s{(N), so(N) et
sp(2N), 'adjointe est dans le produit de la fondamentale par sa contragrédiente. Par commodité,
nous noterons G la représentation adjointe de G.

Anticipant sur I’étude de la quantification de ces algébres, nous faisons une présentation en
OPEs, la quantification BRS de ces algébres prouvant que leur contenu en champs primaires n’est
pas modifié au niveau quantique.

27
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4.1 Cas des algébres W basées sur s((N) [ERA11]

On a vu que les générateurs W sont en correspondance bi-univoque avec les plus hauts poids du s£(2)
en considération, la dimension de la représentation fournissant le poids conforme du générateur W.
Dans le cas d’algébres W basées sur sf(N), il est facile de calculer ces poids, mais la connaissance de
ces poids ne suffit pas pour caractériser univoquement ’algébre W. C’est pourquoi nous avons étudié
la possibilité d’une décomposition de sf(N) par rapport a un sf(2) @ gf(1). Cette décomposition
est aussi motivée par le fait que des graduations de G découlant d’un méme s(2) mais obtenues par
un décalage utilisant le gf(1) vont fournir la méme algébre W (dans des présentations différentes).
Elle permet aussi de résoudre le probléme des graduations demi-entiéres, en leur associant une
graduation demi-entiére qui léve la dégénérescence des générateurs de grade %

Dans le cas ot le s£(2) n’est pas principal dans s{(N), 'inclusion d’un sf(2) peut toujours étre
étendue a une inclusion s€(2) @ gf(1). On considére le cas général d’une sous-algébre @;n; sf(2j+1)
dans sf(N). Les valeurs de j sont supposées toutes différentes (n; correspondant a la multiplicité
de la sous-algébre sf(2j 4 1)) et sont entiéres ou demi-entiéres. On note ng = N — E]‘ nj, qui peut
étre éventuellement nul. Dans ce cas, la représentation fondamentale se décompose sous la forme
N = noDo(yo) ®; n;D;(y;) ot y; sont les valeurs propres sous le gf(1), soumises a la condition
supplémentaires ngyo + E]‘ n;(2j 4+ 1)y; = 0 qui n’est rien d’autre que la condition de trace nulle
pour s((N). A partir de cette décomposition, on déduit celle de la représentation adjointe par le
produit N @ N, les valeurs propres y changeant de signe lorsqu’on passe a la décomposition de la
représentation contragrédiente N. La représentation adjointe s’écrit done:

25 itk
siN) = P (nf @Dk(o)) oP P nin (De(yj —yr) & Delyr — yj))
j k=1 i<k t=k—j

B nino(Pitw; —w0) D50 - 1)) @ | Y03 | Do(0) B (g~ 1) Po(0)

Ce qui prouve que 'algébre W contient une sous-algébre de KM sl(ng) &; gl(n;). De plus, la
répartition des multiplicités n; fournissent I'action de cette KM sur les autres générateurs: un
coefficient n; indique un générateur ayant un indice dans la représentation fondamentale de sf(n;),
tandis que n? indique un générateur avec indice dans la représentation adjointe. Si il n’y a pas de
coefficient n;, le générateur n’aura pas d’indice sous sf(n;). Il faut toutefois avoir a I'esprit que
I’algébre W n’étant pas une algébre linéaire, I’action des générateurs de KM n’est pas entiérement
déterminée par la connaissance des indices. Par contre, les termes apparaissant dans les OPEs
des générateurs sont contraints par covariance sous cette KM. Bien siir, la covariance conforme
fournit elle aussi des contraintes sur les OPEs possibles (on sait par exemple que les générateurs
sont primaires), si bien que 1’algébre W est presqu’entiérement (sinon complétement) connue.

Notons aussi que les différents g£(1) obtenus permettent de déterminer les différentes graduations
de G qui, par réductions Hamiltoniennes, conduiront a la méme algebre W. FEn particulier, la
procédure de décomposition sous sf(2) @ gf(1) permet de définir une graduation entiére de G, méme
si la graduation associée au sf(2) n’est que demi-entiére (voir remarque 3.1.1).

Pour illustrer les connaissances que 1’on peut tirer de telles contraintes, nous donnons un exem-

ple.
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4.1.1 Exemple: P’algébre W(s/s, sl3)

Cette algébre est la premiére algébre W non-triviale qui ne s’appuie pas sur une inclusion d’un sf(2)
principal [200]. Elle est aussi appelée algébre de Bershadsky, du nom de celui qui en donné une
généralisation au cas de s{(N) [24].

Nous considérons 'inclusion d’un sf(2) régulier dans s((3), i.e. un sf(2) basé sur une des deux
racines simples de s(3). D’aprés I’étude précédente, on sait que ce sf(2) peut étre étendu & un
plongement s((2) @& g((1), la fondamentale de s/(3) se décomposant en 3 = Dy 5(y) & Do(—2y). On
en déduit que I"adjointe s’écrit s£(3) = D1(0) & Dy/2(=3y) & D1/2(3y) & Do(0). Les générateurs de
"algébre W sont donc T'(z) (Virasoro), Wy (z) (champ primaire bosonique de poids conforme 3/2)
et U(z) (courant gf(1) = U(1)). Les OPEs avec T'(z) sont données par

T(2)T(w) (ST_(Z;Q + ZT_(I:U) e C_/i))4 (4.1.1)
T()Wy(w) = 3{3 KVTU()Z”) + azvf (;”) (4.1.2)
T U(w) = W 90w (4.1.3)

(z—w)?  z-—w

D’autre part, les générateurs Wi (z) ont des indices £1 sous le courant U(1) (la valeur de y n’est
pas pertinente): par analyse des dimensions conformes et des indices U(1), on voit que les seules
OPEs possibles sont:

_ Wi (w) _ k
Finalement, poursuivant ’analyse en covariance conforme et sous le U(1), on déduit
T (w)+ 8 :UU : (w) +yoU(w) U(w) d
Wi(z)W_(w) = - + o w) + e (4.1.5)
Wi()Wi(w) = 0 = W_(z)W_(w) (4.1.6)

oll o, 3 et 7 sont des coefficients a déterminer.

Ainsi, la seule décomposition en représentations de sf(2) @ gf(1) réduit le calcul des OPEs de
I’algébre de Bershadsky a la détermination des nombres ¢, k, ¢/, a, § et 7. Ces derniers sont fixés
en regardant les identités de Jacobi pour 'algébre W, mais ce calcul devient beaucoup plus simple
une fois les OPEs pré-déterminées par 1’étude précédente.

4.2 Cas général (algébres de Lie) [ERA12]

Le cas des algébres W basées sur so(N) et sp(2N) reste a traiter. Malheureusement, 'inclusion
d’un ¢g((1) supplémentaire n’est pas toujours possible pour ces algébres. Cependant, on peut mettre
au point une technique permettant de calculer exactement le contenu en champs primaires de ces
algebres, chose qui n’était pas connue (& part le cas des algébres W associées au plongement principal
de s0(2)). En effet, il faut tout d’abord déterminer la décomposition de la fondamentale de so(N') ou
sp(2N) en représentation d’une sous-algébre sf(2) quelconque, puis calculer le produit antisymétrisé
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(pour so(N)) ou symétrisé (pour sp(2N)) de cette fondamentale par elle-méme. Les régles sont les
suivantes.

Tout d’abord, une sous-algébre sf(2) de so(N) (sp(2N) respectivement) peut étre vue comme
sous-algébre principale d’une sous-algébre formée a partir d’algébres so(2n;), so(2n;+1) et sf(25+1)
(sp(2n;) et sl(2j + 1) respectivement), n; étant entier et j (demi-)entier. Chacune de ces sous-
algébres contribue alors, dans la décomposition de la fondamentale de 1’algébre de départ (sous le
s5((2) considéré), par une représentation D, pour so(2n; + 2) ou so(2n; + 1), D,,,_y /5, pour sp(2n;)
et 2D; pour s((2j + 1). Ainsi, la fondamentale de so(NN), pour un plongement sf(2) associé a une
sous-algébre p so(2n) @ g so(2m + 1) @ rsl(2j + 1), s’écrira

N=pD,_1 & ¢D,, ®2rD; Dy avec (=N —2pn—2qm—r(2j+1). (4.2.1)
De méme, dans le cas de sp(2N) avec sous-algébre ¢ sp(2n) & r sf(2j 4+ 1), on obtient
2N = pD,,_1)3®2rD; & 4Dy avec (=2N —2pn—r(2j+1). (4.2.2)

Il reste alors & calculer la décomposition de ’adjointe. Pour cela, il faut calculer les parties
symétriques et antisymétriques du produit de la fondamentale par elle-méme. Les régles sont dé-
duites de la décomposition (connue) de I'adjointe de so(N) et sp(2N) en représentations du sf(2)
principal. On définit tout d’abord le produit (anti-)symétrisé d’une représentation D; par elle-méme:

‘ ‘ Di®dD3D...05Dy;—q sij entier

(D; ® DJ)A { Do@ D@ ... Dy si 7 demi-entier (4.2.3)
‘ ‘ _ DodDyD ... D0 Dy si j entier

(P;®Dj)s = { D1@®D3s®...8Dyj—1 sijdemi-entier (4.2.4)

qui satisfont bien str (D; @D;)4®(D;@D;)s = D;@D;. Plus généralement, on utilise les formules

suivantes:
[mpyompyy = ™ o), 0 ™= p o),
{mpyompy} = "5 p opy) o™=V p g0,
{mDj) @ WDy & (D) @ (D)} = {(mDy) @ (PDw) & (pD1) & (mDy) }
= mp(D; @ D)

Avec ces régles de calculs, la décomposition de I'adjointe de so(N) ou sp(2N) en représentations
d’une sous-algébre sf(2) quelconque peut facilement étre déterminée, ce qui permet de calculer le
spin conforme des générateurs de toute algébre W(G,H).

Comme on ’a dit, il n’est pas toujours possible d’ajouter un gf(1) pour compléter la connaissance
de I'algébre W. Toutefois, lorsque la sous-algébre H est de la forme @;sf(n;), on peut inclure un
gl(1) de la méme fagon que pour G = sf(n). Pour déduire la décomposition de 1’adjointe de G, on
utilise les formules suivantes sur les produits (anti-)symétrisés de représentations:

{n[Diw) e Di—p| @n[Di e -y} = {»D;onD;} (e {nD;0nD;} (-29)
@n?(D; @D;)(0) avee X =AouS

Les méthodes sont ensuite similaires a celles employées en section 4.1.
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4.3 Cas général (superalgébres) [ERA12]

Le cas des superalgébres W peut étre traité de la méme maniére. On fait alors une décomposition
sous 0sp(1|2) @ gf(1) (lorsque c’est possible). Nous présentons le cas des superalgébres s¢(M|N) et
osp(M|2n), le cas des superalgébres exceptionnelles G(3), F/(4) et D(2, 1; ) se traitant de maniére
similaire.

Ces techniques permettent de classer toutes les (super)algébres W(G,H) en déterminant leur
contenu en spin conforme, ainsi que d’autres données permettant de préciser quel type d’algébre est
obtenu. Par exemple, elles permettent de classer précisément les algébres superconformes et quasi-
superconformes, telles qu’elles ont été introduites comme algébres conformes étendues contenant
des champs primaires de spin inférieur a 2 [90].

4.3.1 Superalgébres s/((M|N)

Dans le cas des superalgébres W basées sur s{(M|N), on utilise les produits de représentations
tels que donnés en (2.1.8). Cela fournit la valeur des spins conformes des super-générateurs W
de I'algébre. Cependant, une nouvelle complication arrive, due & la présence de superchamps
bosoniques et fermioniques. Le super-spin conforme peuvent étre entier ou demi-entier, sans dis-
cernement de la statistique du générateur, il faut donc introduire une nouvelle "variable" pour
indiquer cette statistique. Au niveau de la superalgébre s¢(M|N), cela se fait trés naturellement
en considérant la décomposition de la fondamentale sous osp(1]|2). En effet, deux types de super-
algébres (sl(2j + 1]27) ou sl(2j|2j + 1), j demi-entier) fournissent une représentation R; dans la
décomposition de la fondamentale. Il faut distinguer ces deux représentations, et on note R; dans
le premier cas, et R dans le deuxiéme. Soulignons que ces deux représentations sont réellement
différentes du point de vue de s{(M|N): pour R; = D; & D;_y /5, la représentation D; se trouve

s
J
Lorsqu’on fait le produit de la fondamentale par sa contragrédiente, on retrouve la statistique des

dans la partie s((M) (et D;_,, dans la partie s((N)), alors que pour R7, la situation est inversée.

générateurs W (en fait des plus hauts poids) en appliquant les régles suivantes:

. R @, Rj, sl J1 4 j2 est entier

Rin ®Fip = { Dis R;‘B if 71 + jo est demi-entier (4.3.1)
™ ™ @, Rjs  si J1 + Jo est entier

R @7 { Dja R;‘E, if j1 + jo est demi-entier (4.3.2)
. N Dja R;@, 8i 71 + Jo est entier

i ® RJ? B { @, Rjy  if j1 + j2 est demi-entier (4'3'3)

ot R; (dans!’adjointe) correspond a une statistique "usuelle", i.e. superchamps bosoniques (fermion-
iques) pour j entier (demi-entier), tandis que R; correspond & une statistique "inversée".

Par exemple, pour la superalgébre basée sur le plongement principal de s{(M + 1|M) dans
sC(M 4+ 2|M) avec M impair, on a 2M 4 2 = Rys/5 & Ro. L’adjointe s’écrit alors

st(M42IM) = (Ruy2® Ro) @ (Rarj2 @ Ro) © Ro
= RuSRy_120RM1 D ... DRy @RI/Q@QRM?
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ce qui correspond & des superchamps bosoniques de super-spin M, M — 1, ..., 2, 1, a des super-
champs fermioniques de super-spin M + %, M — %, R %, %, et & deux superchamps bosoniques de

superspin % et donc ayant une statistique "inversée".

Enfin, lorsqu’on considére un plongement autre que principal, on peut rajouter un gf(1), la
valeur propre de ce gf(1) se comportant comme dans le cas s{(N). Les régles sont les mémes que
celles données pour s{(N), aussi nous ne les répéterons pas ici.

4.3.2 Superalgébres osp(M|2n)

Pour ces superalgébres, il faut a nouveau sélectionner les parties symétriques et anti-symétriques du
produits de représentations de osp(1]2). Dans la décomposition de la représentation fondamentale
d’une superalgébre osp(M|2n), osp(2k|2k) contribue pour RZ_I/Q, osp(2k+2|2k) pour Ry, osp(2k —
112k) pour RZ—1/27 osp(2k 4+ 1|2k) pour Ry, avec les mémes significations pour les représentations
R; et R7: une représentation R; (resp. R}) correspond & D; dans la partie so(M) (resp. sp(2n)).
La décomposition de I’adjointe sera alors déduite de celle de la fondamentale en faisant le produit de
cette derniére par sa contragrédiente (de méme décomposition). I.’adjointe est obtenue en prenant
la partie symétrique du produit des représentations R; de la fondamentale, la partie antisymétrique
du produit des représentations R} (de la fondamentale), et une fois le produit des R; par les Rj.
Les régles sont les suivantes (k, m € Z4):

(Rm ® RM)A = 69?21 (R%—l & RQk—l/Q) (4.3.4)
( m—1/2 ® R;—1/2)S = o5 (R @ Rak-1/2) & Ram—1 (4.3.5)
(Rm—l/Q ® Rm—l/?)A = EBZL:_OI (RQk & R2k+1/2) (436)
(R ® R%)s = @ZL:_OI (R% & R2k+1/2) @ Rom (4.3.7)

ainsi que (valable pour R et pour R”, j € 5Z)

(nRj @nRj)a = W(RJ @ Rj)aD W(R] @R;)s (4.3.8)
(nRj @nRj)s = W(RJ @ Rj)s W(R] @Rj)a (4.3.9)

((Rﬁ ® Rj?) D (RjQ ® Rﬁ))A = ((Rﬁ ® Rj?) D (RjQ ® Rﬁ))s = Rﬁ ® Rj? (4'3'10)

Enfin, on peut rajouter un gf(1) dans le cas ot la superalgébre est réduite par rapport & une
somme de sl(m + 1|m) et de sf(m|m + 1). Les régles sont les mémes que celles données pour les
algebres so(M) et sp(2n), avec les régles de sélection ci-dessus pour calculer la décomposition de
I’adjointe.

1

4.4 Factorisation des champs de spin ;

Il faut noter que l'on peut aussi faire une réduction des superalgébres par rapport a un sf(2)
(au lieu d’un osp(1]2)), les superalgébres (et le modéle de WZW) n’étant alors plus exprimés en
superchamps (mais contenant des champs fermioniques). La réduction est identique a celle effectuée



CHAPITRE 4. CLASSIFICATION DES (SUPER)ALGEBRES W 33

pour les algébres de Lie, et fournit des modéles de Toda et des algébres W contenant bosons et
fermions (donc différents des modéles proposés en section 3.2). Bien siir, les inclusions de s¢(2) dans
les superalgébres étant plus nombreuses que celles de osp(1]2), on obtient une plus grande classe de
modéles de Toda et d’algébres W associées.

On peut alors se demander si les modéles supersymétriques construits grace a osp(1|2) peuvent se
réduire & certains de ces modéles basés sur s((2). C’est effectivement le cas: lorsque le plongement de
sl(2) est prolongeable & une inclusion de osp(1]2), les deux modéles concernés sont reliés [ERA10,
ERA16]. Plus précisément, on part d’un modéle supersymétrique (associé a un osp(1|2)), sans
fixer la jauge A4+ = 0 pour les superchamps de jauge, ni prendre une jauge pour les super-courants
J. Ces superchamps possédent quatre champs composants:

A (X, X2) = ba(wg,02) + 0481 (24,02 ) + 0_BF (x4, 2-) + 04.0_By (24, 2-) (4.4.1)
qui sont fixés & zéro dans la jauge habituelle. Ici, on fixe partiellement la jauge en demandant
Ai|e+:e_:o =0 D¢Ai|e+:e_:o =0 Ji|e+:e_:o €0+ ® Yo (4.4.2)

ol la derniére équation est & rapprocher de la jauge diagonale. 1l reste alors au niveau des champs
de jauge
a’:l': = D:l':A:l':|t9+:t9_:0 et F:t = D+D_A:t|t9+:€_:0 (443)

Leur équation du mouvement montre que les courants J:t|€+:€_:0 s’écrivent fx 4 x+, ol fi sont
les générateurs fermioniques du osp(1]2) considéré (dans la représentation fondamentale) et x4 sont
des champs (bosoniques ou fermioniques) de spin conforme % Les courants (non-supersymétriques)
j+ = DiJi|€+:€_:0 doivent eux étre de la forme:

i = ez Flxg f2] — gazg™ + 5" avec i€ Goa Gy (4.4.4)

ol ex sont les générateurs bosoniques du osp(1|2) (et donc du sf(2)).
Au niveau de I'action, si finalement on prend la jauge a1 = 0 et j,cq = Jjdiag, ON obtient

S = So(g0) —}—m/d?x < goeygo ', em > —}—/d%c < X4,0X— >+ < x—,0x4 > (4.4.5)

On reconnait 'action de Toda dans la jauge diagonale & laquelle on a ajouté une action de champs
libres de spin %
En résumé, partant d’une action supersymétrique associée & une inclusion de osp(1]2), en "élim-

inant" la supersymétrie et en prenant une jauge particuliére, on retrouve 'action associée & un

plongement de s{(2) (fixée de jauge) implémentée d’un terme de champs libres (de spin ).

De la méme fagon, on peut réduire (en projetant les superchamps sur leurs composantes) les
algébres W supersymétriques a certaines algébres non supersymétriques modulo des champs libres
de spin conforme 1/2. Cette procédure est connue sous le nom de factorisation des champs de
spin % Elle généralise les résultats algébriques [50, 113] obtenus sur la factorisation des fermions
de spin & Au niveau algébrique, si osp(1|2) Cpoy H C G définit un plongement de osp(1]2), et

s0(2) Cpat Ho C Go celui du s(2) associé (i.e. Hg est la partie bosonique de H), on aura

W(G,H) NU(W(Q,’HO) ®S%)
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ol §1 est la superalgébre formée par tous les champs de spin % Dans cette égalité, W(G,H) désigne
2

la superalgebre traitée en formalisme de superchamps, et W(G, Ho) celle traitée en formalisme de
champs.

On peut donc a loisir étudier ces algébres W tant sous I’angle non supersymétrique que sous
I’angle supersymétrique. Dans le premier cas, on favorise le nombre réduit de champs, tandis que
dans le second on pourra utiliser la puissance de la supersymétrie.

4.5 Classification des superalgébres YW avec N = 2 supersymétries
[ERA24]

De la méme facon qu’on peut classer les superalgébres W(G, H) en utilisant les plongements de
0sp(1]2), on peut classer les superalgeébres W(G, H) possédant deux supersymétries en étudiant
les plongement de sf(1]2) dans G. Pour cela, il faut tout d’abord déterminer quelles sont les
superalgébres W qui admettent un plongement principal. FElles forment bien siir une sous-classe
des superalgébres possédant un osp(1]2), et de fait, seules les superalgébres sf(p £ 1|p) autorisent
un sf(1|2) principal. Une fois ces plongements principaux définis, tout plongement de sf(1]2)
dans G sera vu comme le plongement principal dans une sous-superalgebre H réguliére dans G et
construite comme une somme de superalgébres sl(p; = 1|p;). Il existe toutefois une exception dans
le cas des superalgébres osp(M|2n), pour lesquelles les plongements réguliers de osp(2[2) sont a
considérer séparément. En effet, en tant que superalgebre, osp(2|2) est isomorphe & s/(1|2), mais
son plongement régulier dans une superalgébre osp(M|2n) est différent (voir la décomposition de
la fondamentale ci-dessous) et donc doit étre pris en compte dans la classification. Une fois le
plongement choisi, la réduction de I’adjointe de G en représentations de s((1]2) fournira le contenu
(et le spin conforme) en superchamps N = 2. Comme dans les cas précédents, cette décomposition
est obtenue a partir de la décomposition de la fondamentale, en faisant le produit de cette derniére
par sa contragrédiente.

Outre 'intérét de la classification de superalgébres W possédant une supersymétrie N = 2, ces
superalgébres sont aussi reliée aux théories de cordes: nous y reviendrons dans la section 5.3.

4.5.1 Cas de G =s/(M|N)

Chaque sous-algébre sf(p + 1|p) (entrant dans la détermination du plongement de sf(1]2)) con-
P
2
représentation (+%,£)7. Le signe + de la charge g/(1) dans ces représentations est partiellement
fixé en demandant que la charge totale (somme de toutes les charges de toutes les représentations

tribuera par une représentation atypique (£5, §), alors qu'une sous-algébre s¢(p|p+ 1) fournira une

atypiques) de la fondamentale de s¢(M|N) soit nulle. Le reste des indéterminations sur le signe n’est
pas pertinent pour I’étude. La contragrédiente se décomposera de la méme facon, avec un change-
ment de signe de la charge ¢gf(1) de toutes les représentations. La décomposition de ’adjointe de
sl(M|N) sera alors calculée en utilisant les formules données en (2.1.11). Le caractére fermionique
ou bosonique des superchamps de I’algébre W sera calculé comme dans le cas N = 1, par les régles
de produit entre représentation (b, j) et (b, 7).

Par exemple, pour la superalgébre W[sf(1]3), s¢(1|2)], la fondamentale de s/(1|3) se décompose
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en (%, %)“ @ (0,0)7, si bien que 'adjointe s’écrit:

SU1[3) = (0,1)& (0,5) & (0,008 (5. 5)' & (~5, 5 (1.5.1)

I’algébre W est donc composée de trois superchamps "complets" de super-spin conforme % (fermion-
ique), 1 (bosonique) et % (fermionique); d’un superchamp chiral de super-spin 1, et d’un superchamp
anti-chiral de méme super-spin, tous deux fermioniques.

4.5.2 Cas de G = osp(M|2n)

La décomposition de la fondamentale de ces superalgébres comprendra une somme (5,%) @& (=5, %)
pour chaque sous-algébre sf(p 4+ 1[p) et une somme (£, 5)™ @ (=5, §)™ pour chaque sl(p[p + 1).

Dans le cas particulier de sous-algébres osp(2]2) (plongées régulierement dans G), on aura une
représentation (0,1)".

Une fois la fondamentale décomposée, I’adjointe sera calculée en considérant la partie symétrique
(respectivement antisymétrique) du produit de de représentations (b, j) (de la fondamentale) par leur
contragrédiente (respectivement (', j')™ par leur contragrédiente), ainsi que des produits des unes
par les autres. Il faut donc encore une fois sélectionner les parties symétriques et antisymétriques
de produits de représentations de sf(1|2). Les régles sont semblables a celles données pour les
produits de représentations de osp(1]2), aussi nous ne les écrirons pas ici. Avec ces régles, on peut
déterminer le contenu en superchamps (complet, chiral ou anti-chiral, fermionique ou bosonique)
de la superalgébre W considérée.

Cependant, deux nouveautés se produisent dans ’étude des représentations de s/(1|2) (voir aussi
section 2.1.3): d’une part elles peuvent étre typiques ou atypiques, et d’autre part le produit de
ces représentations n’est pas toujours complétement réductible. En ce qui concerne Iatypicité, le
lien avec les superchamps N = 2 est clair: une représentation typique est associée & un multiplet
complet N = 2, tandis qu’une représentation atypique est associée a un superchamp (anti-)chiral.

Remarque 4.5.1 On rappelle qu’un superchamp N = 2 contient a priori quatre champs com-
posants, selon

®(z,01,02) = ©(2) + P1(2)01 + 2(2)b2 + F(2)0:162

Ce superchamp forme une représentation de la supersymétrie N = 2 portée par les dérivées covari-
antes D; = 0,0, + 0;, 1 = 1,2 (o0 0; = 0g,) qui vérifient {D;, D;} = 26;;0.. On peut cependant
réduire cette représentation en imposant une contrainte supplémentaire portée par la dérivée covari-
ante Dy = 040, + 0¢, ot 04 = 0; £ 16, et 04 = %(81 F 102). Si le superchamp satisfait Dy ® = 0,
il est dit chiral; sl vérifie D_® = 0, il est dit anti-chiral. Dans les deux cas, il ne contient plus que
deux champs composants indépendants. On Dappelle aussi superchamp réduit, car un superchamp
chiral perd ses moyens.

Il reste le probléme des produits indécomposables de représentations de sf(1]2). Tl faut tout de
suite remarquer que ces produits indécomposables entrant dans la décomposition de 'adjointe se
décomposent en irreps lorsqu’on réduit la décomposition & une décomposition sous osp(1[2). Cela
assure que la superalgébre W a une présentation "usuelle" en superchamps N = 1. Au niveau
N = 2, la situation n’a pas été (& ma connaissance) clarifiée. Il serait sans aucun doute fort
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intéressant d’étudier ’exemple d’un tel cas, le résultat conduisant & de nouvelles informations sur
les superchamps N = 2.

4.6 Liens entre différentes algébres W

Les algébres W(G,H) forment une classe trés importante des algébres W. Aussi, avant de regarder la
classification exhaustive des algébres W on peut chercher & mettre en évidence des algébres W(G,H)
particuliéres qui formeraient des sortes de systémes fondamentaux & partir desquels on reconstruirait
toutes les autres algébres W. Le but recherché est évidemment une description simple des algébres
W(G,H) qui pourrait s’étendre & toutes les algébres W.

4.6.1 Pliage des algébres W [ERA13]

On peut construire toutes les algébres et superalgébres de Lie classiques a partir des algébres sf(n)
et sf(m|n), en utilisant les automorphismes de leur diagramme de Dynkin. 1.’idée de base repose
sur 'utilisation des automorphismes extérieurs de G pour sélectionner les sous-algébres invariantes
(pliage). De méme, on peut étendre cette procédure au niveau des algébres de KM. Cette procé-
dure peut aussi étre utilisée au niveau des équations de Toda, pour lesquelles les équations basées
sur les algébres so(N) et sp(2n) sont déduites de celles basées sur s¢(N) [196]. Il est donc na-
turel de s’interroger sur 'existence d’une telle construction pour les (super)algébres W(G,H): par-
tant d’algébres W(sl(n), ) ou de superalgébres W(sl(m|n), ) peut-on obtenir toutes les (super-
Jalgebres W(G,H)? La réponse est positive et la construction se fait comme suit. Nous présentons
le cas des algeébres W(sl(n), ), le cas des superalgébres W(sl(m|n),H) se déroulant de la méme
fagon (modulo la graduation Zs).

On sait qu’une algébre s¢(2n) (ou sf(2n+ 1)) produit par pliage une algébre sp(2n) (ou so(2n+
1)). Les algébres so(2n) sont produites par inclusion réguliére dans les algébres so(2n 4 1), ce qui
peut se voir comme un pliage "en deux temps" d’une algébre sf(2n + 1).

Dans le cas d’un pliage "en un temps'", les générateurs m;; de 'algébre pliée sont construits a
partir de ceux, e;;, de s{(N) selon

mij = eij = (=1 enpiojNii-i (4.6.1)

Si les générateurs e;; satisfont les relations de commutation de sl(N), [e;;, ex1] = d;x€i— dpiegj, il est
facile de voir que les générateurs m;; satisfont les relations de commutation de sp(2n) (si N = 2n)
ou so(2n + 1) (si N = 2n + 1) ainsi que la propriété m;; = —(=1)" myy1—j N1—i-

Dans le cas du pliage "en deux temps'" de sf(2n + 1), on impose la relation supplémentaire
€nt1,; = €jnt1 = 0 pour obtenir so(2n). Cette relation revient au quotient de so(2n + 1) par la
relation m, 41 ; = 0, autrement dit & sélectionner dans so(2n+1) la sous-algébre réguliére engendrée
par toutes ses racines simples sauf e, ,,11.

Au niveau des algeébres W, il faut tout d’abord s’assurer que la sous-algébre H va "survivre"
au pliage de s{(N). Cette contrainte élimine certaines sous-algébres et aussi sélectionne des sous-
algébres particuliéres parmi une classe donnée de sous-algébres isomorphes (dans sf{(N)). Par
exemple, si on part d’une sous-algebre sf(2k) dans sf(2n), on pourra considérer un plongement basé
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sur les racines simples o, .., @k—1, ®2pt1—Fk, - - -, ¥2p—1 Mais pas un plongement basé sur aq, .., agk—1,
bien que ces deux sous-algébres soient isomorphes dans sf(2n). Le pliage fournira alors un couple
(so(2n), so(2k)) a partir du couple (s€(2n), s€(2k)). On obtient donc par cette sélection un ensemble
de couples (sl(N), H) associés par pliage a des couples (s¢(N)™, H™), avec par exemple s{(2n+1)" =
so(2n + 1).

Une fois cette sélection effectuée, on considére la réalisation de 1’algébre W(sl(n), H) telle
qu’obtenue par la jauge de plus haut poids (section 3.1.2). Elle fournit une matrice N x N de
sl(N) dont les entrées sont les générateurs de cette algebre W. Il suffit alors d’appliquer la procé-
dure de pliage (4.6.1) & cette matrice: la contrainte va imposer la nullité de certains générateurs W,
et imposer 'identification de certains autres (entre eux), qui étaient indépendants dans ’algébre
W(st(N),H) de départ. On peut alors montrer que les crochets de Poisson de cette algébre W
"pliée" reproduisent ceux de W(s¢(N)™, H™). Dit d’une autre maniére, on a obtenu l'identification

PV(sE(N), H)]™ = W(sl(N)™, HT)

La méme identité a lieu pour les algébres pliées "en deux temps", ainsi que pour les superalgébres
W. On peut aussi construire les algébres W basées sur les algébres exceptionnelles GGy et Fy.

Cette procédure de pliage permet de construire les constantes de structure de toutes les (su-
per)algébres W & partir de celles basées sur sf(n) et sf(m|n), qui sont beaucoup plus faciles a
calculer (en utilisant par exemple la décomposition sf(2) @ gf(1) présentée plus haut).

4.6.2 Diagrammes de Dynkin pour algébres W [ERA14]

Etant donné le lien trés étroit entre les algébres W et les algébres de Lie, on peut songer & les classer
par le méme genre de méthode que celle utilisée pour ces derniéres. De fait, les algebres W(G, H)
sont en correspondance bi-univoque avec les plongements inéquivalents de s/(2) dans G. Or, Dynkin
a introduit la notion de diagrammes (de Dynkin) caractéristiques (dénotés CDD) qui classent ces
plongements. Ces diagrammes sont déduits d’un diagramme de Dynkin "ordinaire" en indiquant
le grade des racines simples sous Iaction du générateur de Cartan du s¢(2) sous considération.
, %, 1. Une analyse
fine des différentes possibilités, utilisant les symétries des diagrammes de Dynkin et la forme des

Le grade de ces racines peut toujours étre choisi parmi les trois valeurs 0

plongements des sous-algébres permet de donner une forme générale pour tous les CDDs qui est en
correspondance bi-univoque avec les plongements de sf(2). Par exemple, les CDDs correspondant
aux algébres W(G, G) sont construits en donnant un grade 1 & toutes les racines simples de G.
Bien que plus lourde que la notation W(G, H), cette classification en CDDs est donc plus précise.
On notera en passant que les grades des racines simples sont en correspondance directe avec les
composantes du "defining vector" introduit par Dynkin, et qui permet de classer les graduations de
g.

D’autre part, on peut déduire de nombreuses informations sur W(G,H) a partir de la simple
"lecture" de ces diagrammes. Par exemple, la dimension conforme des générateurs W peut étre
obtenue de cette facon, ainsi que l'algébre de KM résiduelle incluse dans I’algébre W. D’autre part,
le pliage des algébres W peut lui aussi étre implémenté au niveau des CDDs par un pliage réel de
ceux-ci.

Ainsi, on peut espérer étendre la construction de CDDs pour les algébres W(G,H) a I'ensemble
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des algébres W a partir de principes "simples'" et obtenir de cette facon une classification exhaustive
de ces algébres. Le probléme reste ouvert sur ce dernier point.

4.6.3 Algébres W rationnelles [ERA15]

Par analyse des dimensions conformes, les champs de spin conforme % sont obligatoirement des
champs libres, et on a vu qu’ils pouvaient étre factorisés d’une (super)algébre W (i.e. séparés en
une somme directe des autres générateurs W). Cette procédure "simplifie" la forme et I’étude des
algébres W a la facon des algébres de Lie qui se décomposent en résolubles et semi-simples.
Toujours par analyse conforme, on peut montrer que les champs de dimension conforme 1
forment une (super)algébre de KM. On peut donc également chercher & factoriser ces champs.
Cette factorisation est possible, mais elle donne naissance & des algébres W admettant un nombre
infini de champs (algébres W, ). Plus précisément, on peut éliminer les champs de KM apparaissant
a droite des crochets de Poisson des autres générateurs W, mais le prix a payer est I'introduction
de nouveaux champs primaires qui vont a leur tour engendrer (par crochets de Poisson) d’autres
champs primaires, la procédure se poursuivant a I'infini, ce qui limite le principe simplificateur de
la factorisation! On peut par contre obtenir une algébre factorisée possédant un nombre fini de
champs fondamentaux si on autorise des quotients de générateurs dans les crochets de Poisson de

I’algébre.

4.6.4 Algébres W jaugées [ERA1T]

Les algébres W(G,H) sont définies par le couple (G,4). On a vu comment le pliage des algébres
de Lie permet de relier des couples (G,H) avec des couples (G7, H™). Ce lien se fait essentiellement
entre algébres G différentes, disons de fagon "horizontale". La question suivante est alors de chercher
a relier ces couples de facon "verticale", c’est-a-dire pour une algébre G fixée, de relier des sous-
algebres M différentes. La question est d’autant plus légitime que toutes les algébres W(G,H), G
fixée et H variant, sont construites a partir d’une unique algébre de KM, ¢, La construction
se fait par imposition de contraintes définies par H. Le probléme peut donc se reformuler en une
premiére question: "comment relier les différents ensembles de contraintes?" La réponse & cette
interrogation est simple: par inclusion. Dans ce cas, il est clair que I'algébre W définie & partir
du plus petit ensemble de contraintes posséde un "déficit" en contraintes, et donc qu’il va étre
nécessaire d’'imposer de nouvelles contraintes au niveau de cette algébre W, pour retrouver celle
manquantes.

De fait, en partant de deux algébres W(G,H) et W(G,H') telles que H C H', il existe une
relation d’inclusion (® C ®) entre les contraintes ® et ®’ conduisant aux deux algébres W. 1l
"suffit" alors d’imposer au niveau des générateurs de W(G, H') les contraintes "manquantes" @\ &’
pour obtenir W(G,H). En d’autres termes, on jauge une partie de 1’algébre W(G, H') de telle sorte
que la partie restante (invariante de jauge) soit W(G, ). Ainsi, on construit des chaines d’algébres
W(G,H) qui reflétent les inclusions des sous-algebres H entre elles.



Chapitre 5

Cas quantique

Jusqu’alors, nous avons présenté une approche en crochets de Poisson des algebres W. Nous abor-
dons maintenant la quantification au sens BRS de ces algébres. Etant donné que les travaux
que j’ai effectués portent sur la quantification des superalgébres W (en formalisme de super-
champs), je me concentrerai sur ces derniéres, le cas non supersymétrique, traité antérieurement
dans [26,49,86,94,151,216], se faisant de la méme maniére.

La cohomologie BRS [21] est un moyen de quantifier les systémes classiques contraints, alter-
native & la quantification directe des crochets de Dirac. En effet, bien qu’adaptés aux systémes
contraints, les crochets de Dirac sont ici lourds & quantifier parce que ’algébre n’est pas linéaire
mais hautement polynomiale (et qui plus est de dimension infinie). Pour quantifier a la BRS, on
construit un opérateur qui traduit au niveau quantique les contraintes qui existaient au niveau clas-
sique. Nous présentons briévement quelques principes de base sur la cohomologie avant d’aborder
le calcul proprement dit.

On notera qu’on peut quantifier directement (par force brute) les réalisations obtenues par
réductions Hamiltoniennes (classiques), en cherchant les termes correctifs qui prennent en compte
les modifications quantiques, tant au niveau des constructions en algébre de KM qu’en champs
libre (voir par exemple [34,83,125-127,230,246]). Ces méthodes peuvent aussi étre effectuées en
formalisme de superchamps [120,199]. Elles sont & rapprocher des recherches par identités de Jacobi
mentionnées plus haut.

5.1 Cohomologie et suite spectrale

Le point de départ est un complexe (€2, s), i.e. un espace gradué (dans notre cas, une algébre
associative graduée) Q@ = Y Q" et une dérivation nilpotente s : Q" — Q"' qui donc satisfait
s =0 et s(zy) = s(z)y — (—1)"zs(y) pour z,y € Q. Les éléments de  sont appelés cochaines
(de s). On introduit alors les ensembles 77 = &, 7" des cocycles et B = @, B" des cobords:

Z" =Ker(s)NQ" = {2 € Q", s(z) =0} , B"=1Im(s)NQ" = {s(z), 2 € Q"} (5.1.1)
Les cochaines appartenant & 7 sont dites fermées, celles de B sont appelées exactes. De la

nilpotence de s, on déduit que toute cochaine exacte est fermée, i.e. B"~!1 C Z". La question de

39
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la cohomologie est de déterminer si B est plus petit que (ou égal ) 7, c’est-a-dire de chercher les
cochaines fermées qui ne sont pas exactes. Fn termes plus précis, la cohomologie de s est donnée
par les espaces

H(Q,5) = Ker(s)/Im(s) =@, H"(Q,s) avec H"(Q,s)=H"=7"/B"" e
HY = (o], 0 e @) avec [al={o+sly), ye@ )

Déterminer la cohomologie d’une dérivation s n’est en général pas facile. Diverses techniques ont
été mises au point dans ce but. Par exemple, la Formule de Kiinneth est fort utilisée:

SiQ=A® B, s(A) CAets(B)CB alors H"(Q,s)=®,1q=nH"(A,s)@ H'(B,s) (5.1.2)

Par la suite, nous emploierons aussi des suites spectrales. Pour cela, on suppose qu’il est possible
de définir une filtration sur €2, i.e. une suite de sous-espaces F'7€) tels que

{0}yc---CcF*MQcFQcr'Qc..-cq.

[Vidée de la suite spectrale est de regarder la cohomologie de s dans chacun de ces "espaces filtrés"
(plus petits donc plus simples) pour en déduire la cohomologie "globale" sur Q. Pour cela, on
introduit une suite de cocycles généralisés 717 :

701 = P AT (PR QR) = (o € IO s(a) € PO (5.)

bl

Ces cocycles généralisés sont done des cochaines appartenant & un des espaces filtrés" et dont

Iimage par s est dans un autre espace filtré (associé a I'espace de départ). On a donc "affiné"
(filtré) action de s en considérant les différentes inclusions fournies par la filtration. De facon

naturelle,
70 = FIQPTI N Ker(s).

De méme, on considére des cobords généralisés BE?:

BP4 = Fqu+qu(Fq—er+q—l)
B = FIQPYI N Im(s), (5.1.4)

qui satisfont (les exposants p, ¢ sont sous-entendus)
"'CBT CBr-}-l C "'CBoo CZoo C "'CZr-H CZT C e
A partir de ces définitions, on peut définir une suite de cohomologies généralisées E2%:

Eéxq — Fqu+q/Fq+1 Qpta
EPe = P (Zf:ll’qﬂ 1 Bffl)
Rt = zne) (ze7hett 4 pea) (5.1.5)



CHAPITRE 5. CAS QUANTIQUE 41

Ces différents espaces "filtrés" permettent la construction d’une dérivation nilpotente s, ("filtrée"),
définie par le diagramme commutatif

S
Z£7q — Z7]?+1—T,Q+T
ni % (5.1.6)
Eg?vq — E7?+1_T’q+r

Sp

oll i) est la projection canonique de 7, sur F,.. En d’autres termes, s, est définie par son action sur
(4] € EP par s, ([z]) = [s(2)].

Le théoréeme de base des suites spectrales repose sur le lien entre les cohomologies de s, et les
cohomologies généralisées:

EPY, = HPI(E,:s,) (5.1.7)

Les espaces "filtrés" que nous avons construits sont donc bien des espaces cohomologiques pour les
dérivations "filtrées" s,.

Il reste a reconstruire la cohomologie de la dérivation de départ s & partir de la connaissance
des cohomologies généralisées. Pour cela, on suppose en plus que la filtration recouvre bien tout
espace Q: Q = U,F"Q et que les cocycles généralisés convergent (au sens inductif) vers Z27,
ie. 787 =N, 7. Sous ces hypothéses, on peut démontrer le second théoréme de base des suites

spectrales:
[Pt o [ feta j patl et (5.1.8)

ott F"H est la filtration de la cohomologie H(2;s) induite par la filtration de Q:
FeHPTe — Hp+q(FqQ; s)

(FPH est la cohomologie de s pour I’espace FPQ).

On obtient ainsi une facon de reconstruire la cohomologie H (€2; s), a partir de la connaissance des
espaces F'7 HPTa/Fatl [Ip+a T utilité pratique d’une suite spectrale repose sur le fait qu’elle finisse
rapidement, i.e. que s, soit identiquement nul pour r > rg, ot rg est un nombre petit. Dit d’une
autre maniére, son utilité repose sur le choix de la bonne filtration (qui fera que la suite spectrale
est "courte"). Nous verrons dans le cas de la cohomologie BRS que ce choix est particuliérement
crucial (voir section 5.2.1 et remarque dans la section 6.1).

5.2 Cohomologie BRS des superalgébres YW [ERA18§]

5.2.1 Calcul de la cohomologie

Nous revenons maintenant a la construction classique des (super-)algébres W(G, H), que nous
voulons quantifier (a4 la BRS). On considére I'ensemble des (super)contraintes premiére classe
(7)) = J*(Z) — daop—, ott JY(Z) sont les super-courants de KM de grade négatif (sous le
Cartan o du osp(1|2) choisi) et pi_ est le générateur fermionique de ce osp(1|2) (associé a I'indice
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a = 0 par convention). On leur associe des super-fantomes (ghosts) C\,(7) et B®(Z), satisfaisant

les OPEs
s 0-¢

7 -W
La Zg-parité de BY(7) est opposée a celle de ®*, tandis que celle de C,(7) lui est égale. Ainsi,

Co(Z)BP(W) =46 (5.2.1)

considérant les super-fantémes associés & p_, BY(7) est de caractére bosonique, tandis que Co(7)
est fermionique. On travaille alors sur I'algébre F(Q2) formée par I’enveloppante de la réunion de la
super-KM et des super-fantémes.

Une fois les fantomes hantant le modéle, on définit le super-courant de BRS:

Tens(7) = *(2)C(7) + % [ BCC - (7) (5.2.2)

ol la somme sur les indices répétés est implicite. La forme de ce courant (en fait le principe de
la quantification BRS) repose essentiellement sur le premier terme: les fantdémes sont associés aux
contraintes, et on définit un opérateur qui va indiquer si un champ "porte" ces contraintes, ou en
est affranchi (en ce sens, "approche BRS se rapproche de I'idée des crochets de Dirac). I’opérateur
@ BRs est défini par son action sur un champ O(W):

QBrsO(W) = /d@f dz Jers(Z)O(W) YO(W) € F(2) (5.2.3)

ot [ df est une intégrale de Berezin, et § dz est une intégrale sur un cercle (dans C) entourant w.
Le calcul de cette action est effectué en utilisant les OPEs de la super-KM et des super-fantémes.
Elle est donnée par:

QBrs JU(Z) = —kn™DC(Z)+ f*,J°C, (5.2.4)

Qans CalZ) = 77, :CsCy 2 (7) (5.2.5)

QprsB* = ()L () 4 () P BCy (2) - 85 (5.2.6)

ol a,b,c,...sont les indices de la super-KM, et a, 3,7, ... sont les indices de la super-KM cor-

respondant a des grades négatifs (sous o). Qprs est de carré nul (c’est la raison d’exister du
deuxiéme terme de Jprsg). Comme pour tout opérateur satisfaisant cette propriété, on peut alors
étudier sa cohomologie: les opérateurs "indépendants" des contraintes (i.e. la superalgébre W) sont
entiérement contenus dans cette cohomologie.

Iintroduction des fantémes introduit une nouvelle graduation associée au "nombre de fantéme",
pour laquelle C,, B® et J* ont respectivement un grade 1, —1 et 0. Sous cette graduation, € se
décompose en espaces 2", formés des élément de grade n, de méme que la cohomologie:

Ker(®)
H[Q7QBRS] = EBW‘GZHH[{LQBRS] avec Hn[Q7QBRS] _ e(r_l)(QBRS)

Im"=1)(QRBRs)
Kert(Qprs) = Ker(Qprs) N Q" Im™(Qprs) = Im(Qrrs) N Q"

D’autre part, on sait qu’il existe une graduation "naturelle" de la super-KM par ug. I.7idée est
donc de combiner ces deux graduations pour former une bi-graduation dg (qu’on appellera degré)



CHAPITRE 5. CAS QUANTIQUE 43

de Q qui induira une filtration de cet espace. La solution est donnée par

dg(J*) = (2mg, —2m,) (5.2.7)
dg(Ca) = (=2ma,2m, +1) (5.2.8)
dg(BY) = (2mg,—2m, — 1) (5.2.9)

oll m, est le grade de J* sous pg. On peut remarquer que le nombre de fantéme est donné par
la somme des deux composantes de dg. Sous cette bi-graduation F'(2) devient un bi-complexe
F(Q) = @, F"(Q) avec F"(Q) = @j2n7¢€ZQ(i’j), et FP(QPTY) = EBiZOQ(p_i’q_i). JBRrs se divise

lui-aussi en deux parties, de degré (1,0) et (0, 1) respectivement:
1
Jerso = —u-C_(Z) 3  Jersi=J"(Z)Co(Z) + 5faf”W : BYCC,, : (7) (5.2.10)

Ceci implique (par analyse du degré) Qprs = Qo + @1 avec Q2 = Q? = QoQ1 + Q1Qo = 0.

Les cohomologies généralisées sont alors données par B! = QP9 et E)'? = ELRT = HP(Fy, Qo).
Les dérivations "filtrées" sont exactement Qg et ()1, d’oii la "compatibilité" du degré avec 'opérateur
BRS.

Pour calculer explicitement la cohomologie BRS de F(€2), on remarque que si on modifie les
stper-courants selon!

T =T ()l gl o picys (7)),

l’ensemble formé par {J“, B®,a = 0,1,...} forme un sous-complexe, c’est-a-dire qu’il est stable
sous 'action de Qprs. Ce sous-complexe a une cohomologie triviale, si bien que la cohomologie de
F(Q) est entiérement contenue (en se servant de la formule de Kiinneth) dans F¢?(2), engendré par
les super-fantomes C'® et les super-courants de grade positif ou nul (sous o) J* (ol par convention
les indices grecs barrés sont associés a un tel grade).

Du fait de son super-courant particuliérement simple (porté par p_), la détermination de
H[F4(Q), Qo] se fait directement. On trouve

H"FN(Q), Qo] ~ 8,,0F™ (Q) (5.2.11)

ot F7(Q) est engendré par les super-courants 77 (Z) qui sont plus hauts poids du osp(1]2) choisi.
Cet isomorphisme est un isomorphisme d’espace vectoriel, mais pas d’algébre. Cependant, chacun
des générateurs J7(7) peut-étre complété (cf ci-dessous) en utilisant les relations entre Qo et Q4
pour former un générateur Wj(Z), exact et non fermé sous Yprs. De cette fagon, on montre
que la cohomologie BRS est entiérement contenue dans H°[F(Q), QpRrs] et est isomorphe (en tant
qu’espace vectoriel) a I'ensemble des plus hauts poids du osp(1|2) C G:

H"[F(Q),QBRs] ~ 8,,0F" () (5.2.12)

Pour finir, remarquons que la structure d’algébre de €2 est transportée dans les espaces coho-
mologiques, si bien que les espaces H(”)(Q,Q) sont des algébres, en adéquation avec l'idée de
quantification d'une algébre de Poisson.

On a donc bien une quantification de 'algébre W(G, H). 1l reste a construire explicitement les
générateurs W de cette algébre.

'On rappelle que [a] est le Zo-grade de J*(7).
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5.2.2 Construction des générateurs W

L utilisation de la suite spectrale permet de construire explicitement les générateurs W au niveau

quantique. On a vu que w® — J;p est dans la cohomologie de Q¢ (on rappelle que 7, est le

Jsp
plus haut poids de R;, p étant I'indice de multiplicité de la représentation R; de osp(1]2) dans la

décomposition de I'adjointe de G). C’est le point de départ de la construction dite de tic-tac-toe,

qui n’est qu’une explicitation des idées de la suite spectrale. A partir de Wj((;),

série de Wj(;) par (4 Wj(;) = Qo W;ZH). [’existence de tels générateurs est assurée par la suite

spectrale. Puisque F., = F/, seuls interviennent Qg et (21 dans cette construction, et le générateur

on construit une

total sera définit par W, , =3 (-1)" Wj(;). [’analyse des degrés montre que cette série est finie,
le dernier terme non nul étant obtenu pour n = 2j. 1l est facile de voir que ce générateur satisfait
QBRrsW;,, = 0, si bien qu’on a effectivement construit un générateur dans la cohomologie de Q) Rs,
c’est-a-dire un générateur de ’algébre W.

A titre d’exemple, si on considére le cas j = 0, le super-générateur W est Wo, = W](SJ) =Tjp-
Ces générateurs ne sont donc pas modifiés (a part la présence des fantomes): ils forment la super-KM

résiduelle de I’algébre W.

5.2.3 Factorisation des champs de spin 1/2

Les (super-)générateurs W ayant été quantifiés, on peut se demander si les diverses propriétés
obtenues dans le cas classique sont préservées lors de la quantification. Nous commencons par la
factorisation des champs de spin %

Dans le cas classique, on a vu que si un plongement sf(2) C,, Ho C G était prolongeable en
un plongement 0sp(1|2) Cput H C G, les deux algébres W correspondantes différaient uniquement
par des champs de spin %, qui formaient une algébre S%. On avait alors la factorisation W(G, H) ~

Du point de vue cohomologique, les réductions sous sf(2) et sous osp(1]2) produisent deux
cohomologies H (w, s) et H(2,Q) ol w et s correspondent au traitement en champs de W(G, Ho),
tandis que Q et ) sont construits sur des superchamps. Pour comparer ces deux cohomologies, on
construit une nouvelle filtration sur Q. Cette filtration ne contient que deux éléments: {0} C F} C
Fy, avec Fy = Q. F) est constitué essentiellement des champs auxiliaires provenant de 'usage des

superchamps. Plus exactement, les générateurs de Fy sont portés par les champs de spin conforme
o1
On peut modifier (a la fagon J* — J® vue précédemment) ces champs pour que F; devienne un

et par les "fantomes auxiliaires" qui sont les partenaires supersymétriques des fantémes usuels.

sous-complexe de Fy. Par construction, F étant la KM supersymétrique basée sur G, F = Fy/Fy
est la KM basée sur G. Ainsi, W(G,H) admet pour "super-quantification" H°(Fp, Q), tandis que
HO(F,s) est la quantification de W(G, Ho), et s le représentant de @@ dans F. De plus, la suite
spectrale assure I’'isomorphisme

H(F,s) ~ H(Fy,Q)/H(F1, Q) (5.2.13)

Il est facile de voir que H(Fy, Q) est engendré par les champs de spin conforme %: c’est la quantifi-

cation de I'algébre S1 introduite en section 4.4. L’isomorphisme (5.2.13) est donc bien une version
2

"cohomologique" de la factorisation des champs de spin % dans les superalgébres W.
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5.2.4 Réductions secondaires quantiques [ERA22]

Dans cette section, nous abordons la quantification & la BRS de "approche développée classiquement
pour les algébres W jaugées. Le point délicat par rapport au cas classique est qu’il faut inclure
les ensembles de contraintes de premiére classe les uns dans les autres, au lieu des ensembles de
contraintes de seconde classe. Cela est dii au fait que les opérateurs BRS sont construits uniquement
sur ces premiéres, contrairement a la construction classique (basée sur les crochets de Dirac) qui
utilisait aussi les secondes (classes).

Dans ce but, on se sert d’une décomposition sf(2) @& ¢gf(1) de I'algébre G (cf section 4.3), ce
qui permet de décaler les contraintes et de réaliser ces inclusions. Plus précisément, si H' C H,
on cherche une graduation de G telle que I’ensemble des contraintes premiére classe menant a
W(G,H) contienne I’ensemble des contraintes premiére classe menant & W(G,H’). Dans ce cas,
on peut construire un opérateur BRS sur (la quantification de) W(G,H’) dont la cohomologie est
exactement (la quantification de) W(G,H). Cet opérateur BRS n’est rien d’autre que le représentant
de s = s — & dans W(G, /"), ot s et s’ sont les opérateurs BRS des deux algébre W. La preuve
d’une telle identité repose encore une fois sur 'utilisation d’une suite spectrale, et nous renvoyons le
lecteur a I’article original pour plus de détails. Remarquons toutefois que la procédure de "tic-tac-
toe" évoquée précédemment permet ici de construire les générateurs d’une algébre W en fonction
d’une autre.

En application de ce formalisme BRS, on peut déduire un cadre général pour la linéarisation
des algebres W. En effet, les contraintes que I'on impose au niveau des algébres W elles-mémes
permettent de supprimer (dans certains cas) les termes non-linéaires de l'algébres. Ensuite, la
procédure de "tic-tac-toe" donne une forme explicite pour cette linéarisation, qui autrement n’est
calculée que par force brute.

5.3 Superalgébres JV et cordes

5.3.1 Corde bosonique et algébre superconforme N = 2 [102]

On part de 'action d’une corde bosonique dans la jauge conforme. Cette action comporte trois
termes: un terme de Liouville, correspondant au dilaton du secteur gravitationnel; un terme cor-
respondant au secteur fantéme, provenant du changement de la métrique ¢® = e?n?®, ot ¢ est le
champ de Liouville et % la métrique de fond; enfin, un secteur matiére, sur lequel on ne fait pas
de supposition.

Le tenseur énergie-impulsion de la théorie prend la forme T = Ty, + Ty, + T, avec

25 — ¢y

1
T, = —= 2 3.1
" 50606+ (|7 50 (5.3.1)
Tye = —2bdc— (0b)c (5.3.2)
oll ¢, est la charge centrale du secteur matiére, ¢, = —26 celle venant de la partie fantome,

tandis que la charge de Liouville est ajustée pour obtenir une charge centrale totale nulle (soit
cr, = 26 — ¢,,). La charge totale étant nulle, la modéle de corde est donc bien invariante conforme
all niveau quantique.
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La charge BRS du modéle doit satisfaire

QBrs(b) =T avec QFps=10 (5.3.3)

Elle obtenue & partir d’un courant BRS Jprs(z), tel que

@BRrs[F ]{ —JBRS ) F(2) (5.3.4)

e choix le plus simple pour ce courant est Jgrs = ¢ (T}, + Tar + 5T ), mais, de par sa définition
Le choix le plus simple p t est .J Ty, + T 1T}c), mais, de p définiti

.3. BRs(z) nest défini qu’a des termes de dérivée totale prés. On utilise cette liberté pour
(5.3.4), J (z) n’est défini qu’a des t de dérivée totale prés. On utili tte liberté p
construire sur Jgprg une algébre. En effet, pour

1
Ters(2) = Ty + Tar + 5The) + ad(c09) + B¢ (5.3.5)
avec

o= —? (VI =cm+V25—cp) et B = —11—2 (7 — e 4+ V(1= ¢,,) (25 — cm)) (5.3.6)

on peut vérifier que 'on a Jprs(2)Jprs(w) = 0, ainsi que

Tons(Iow) = — 2 Ty T

Gowp " (z-w)

1
L avec e =—o (7— em 4+ V(1 =) (25 — cm))
Cette derniére égalité reproduit (au niveau des courants) I'action (5.3.3). U(w) est le nombre de
fantéme (& une dérivée totale prés):
—b
U(w) = —be— 96 = U(2)b(w) = —12) (5.3.7)

Z—w

Ainsi, {T, Jgrs, b, U} forment une superalgébre de courant. Cette algébre se trouve étre isomorphe
a une algébre superconforme possédant N = 2 supersymétrie, ot on identifie Jgrs avec G4, b avec
G_,et Ty—g =T — %8U, la charge centrale étant cs.

I.’idée est donc de se servir des algébres superconformes (N = 2) pour obtenir des informations
sur les théories de cordes. On remarquera en particulier que si la matiére décrit un modéle minimal

=1- % on obtient ey =3(1- 22—’), qui pour (p,q) = (1, k+2) donne les modéles minimaux

unitaires N = 2, ¢g = k+2
De méme, si le secteur matiére est construit sur un modéle de WZW contraint basé sur sf(2),

1

cm =1- 6473,
a partir d’une réduction Hamiltonienne sur sf(2|1), ¢4, = 3(1 — 2(k + 1)).

= 3(1 — 2(k + 2)), qui est a rapprocher de la charge centrale obtenue

Ces observations, bien que donnant une forte indication de corrélation, ne suffisent pourtant
pas pour identifier une théorie N = 2 avec une théorie de corde. Pour une telle équivalence, il
faut pouvoir relier les actions entre elles, ce qui implique, au niveau algébrique, de trouver une
présentation de 'algébre N = 2 qui se raméne a celle présentée dans le cadre de la corde bosonique
(ci-dessus). Les réductions Hamiltoniennes de WZW menant aux Toda généralisés sont bien évidem-
ment des candidats naturels pour une telle identification. Cependant, les calculs, tels que présentés
dans les sections précédentes, ne conduisent pas aux modéles de cordes. Une facon simple de voir
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cette impossibilité, est de réaliser que ces réductions Hamiltoniennes fournissent une présentation
"symétrique" des générateurs de supersymétrie G, alors que la théorie de corde posséde un G_ = b
particuliérement simple, tandis que G4 = Jppgs est "compliqué". 1l faut donc modifier la réduction
Hamiltonienne: c’est 'utilisation d’une autre graduation de G (i.e. 'utilisation d'un ¢gf(1)) qui va
permettre cela.

Ainsi, dans le cas d’un modéle de WZW basé sur s£(2|1), si au lieu de prendre eg comme généra-
teur graduant cette algébre, on le modifie & 1’aide du gf(1), eg + b (dans les notations de la section
2.1.3), la graduation va devenir entiére et contenir comme sous-algébre Go = {eg, b, f+—, f-+}. Ap-
pliquant les techniques de réduction Hamiltonienne comme en section 3.1, on va obtenir, dans la
jauge diagonale, une action basée sur deux champs bosoniques ¢, ¢y (associés a eg et b) et deux
fermions by, 1Py (associés & fiz). La transformation de Miura donne alors les générateurs de la
superalgebre W (qui n’est rien d’autre que 'algébre superconforme N = 2) en fonctions de ces
champs: cette réalisation "tordue" (car utilisant la graduation modifiée de eg + b) est exactement
celle donnée en début de section, ol le secteur matiére est identifié avec un modéle de WZW con-
traint basé sur sf(2), i.e. le plus simple des modéles de Toda. Ce calcul peut étre fait aussi bien en
classique qu’en version quantique.

En conclusion, le modéle de corde bosonique invariant conforme dont le secteur matiére est un
modéle de WZW contraint basé sur sf(2) a été identifié (au niveau quantique, opérateur BRS et
fantomes de la corde compris) avec un modéle de WZW contraint basé sur s¢(2|1). Raconté a la
fagon algébrique, la superalgébre W (N = 2, contenant des générateurs fermioniques) du modéle de
Toda sf(2|1) a été retranscrite en une algébre de Virasoro d’un modéle de Toda s¢(2) (bosonique)
auxquels se rajoutent le champ de Liouville, le courant BRS et les fantomes d’une théorie de corde.

D’une maniére générale, I’algébre basée sur le courant BRS étant une algébre superconforme
N = 2, il est naturel de chercher a relier ces théories de cordes avec des modéles de super-Toda
généralisés possédant N = 2 supersymétries, tels qu’ils ont été introduits en section 4.5. On sait
déja que les modéles de super-Toda associés & un plongement de sf(2|1) fournissent des algébres
W avec N = 2 supersymétries, mais, comme on vient de le voir, le point est ici de trouver une
présentation (une réduction Hamiltonienne) qui autorise une interprétation du point de vue de la
corde, conduisant alors & des modéles dits de W-gravité.

5.3.2 Reéduction Hamiltonienne "tordue'" d’une superalgébre

On a vu que pour obtenir une théorie de corde & partir d’'un modéle de WZW contraint, il fallait
décaler la graduation par 'utilisation d’un ¢gf(1). Ce décalage est particularisé en demandant qu’au
final, les générateurs fermioniques puissent étre identifiés avec les fantomes d’une théorie de corde.

Plus précisément, considérant une réduction Hamiltonienne d’une superalgébre G par un plonge-
ment de sf(2[1), il faut que pour chaque représentation (b, j) entrant dans la décomposition de
’adjointe de G, un des (deux ou quatre) générateurs W associé puisse étre identifié & un fantome.
Cela revient & demander qu’un des (deux ou quatre) générateurs de G composant les plus hauts
poids de (b, j) sous le sf(2) C sf(2|1) soit de grade nul sous la graduation tordue ey + ab (pour
un o € C donné). Ceci n’est possible que lorsque b = 0. Tl faut donc sélectionner les réductions
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conduisant a des représentations irréductibles avec b = 0. Ces réductions sont de la forme [ER A24]

SC(1[2) Cpa ps€(2] + 1127) @ q50(212] + 1) Creg s(p(27 +1) +¢(27)[p(27) + 4(2) + 1))
05p(2]2) Creqg 0sp(m|2n)

ot on a utilisé C,q; pour noter des plongements principaux et C,., pour des inclusions réguliéres.

Dans ces cas, la graduation tordue est eg + 2fmarto, 00 2J,4» + 1 est la dimension maximale
des représentations de sf(2) entrant dans la décomposition de G. Te méme traitement que ci-
dessus fournit alors un modéle de corde dont la secteur matiére est décrit par un modéle de Toda.
I’identification précise de ces modéles est obtenue en analysant les contenus en champs de la théorie.
On obtient [ERA24]:

Modéle de WZW contraint initial W(G,H) avec | Secteur matiére résultant W(K,L) avec
G =sllp(2j+ 1)+ a2j|p2j + q(2) + 1)] K = stlp(2j +1)q(2j + 1))

M= p st(2) 4 112)) @ g sL2412) 1 1) L= p s+ 1) g 52 +1)

G = osp(m|2n) K = osp(m — 2|2n)

H= osp(2]2) L = sp(2n)

Dans le cas particulier ott ¢ = 0 (notant s{(m|0) = sf(m)), on trouve un modéle de gravité W,,, basé
sur les algébres W,,, = W(sl,,, sl,,,) [25], ainsi que les modéles de cordes possédant N supersymétries
[29,52].
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Chapitre 6

Applications des algébres )V finies

Dans ce chapitre, nous abordons une classe d’algébres que se trouvent étre a la frontiére entre les
théories conformes et les systémes intégrables. Fn effet, comme leur nom l'indique, les algébres W
finies sont construites & la fagon des algébres conformes étendues (dites alors algébres W affines),
ce qui les relie aux théories conformes. Cependant, ces algébres sont aussi reliées & une classe
de groupes quantiques, les Yangiens, ce qui nous conduit aux algébres de Hopf et aux systémes
intégrables.

Les algébres W finies ont été introduites dans un but mathématique, cependant nous verrons
qu’elles ont de nombreuses applications physiques.

6.1 Deéfinition des algébres WV finies

Le point de départ des algebres W finies est trés simple: la construction des algébres W(G,H)
reposant essentiellement sur la structure de ’algébre de Lie finie G, en quoi la présence d’une
algébre de KM est-elle nécessaire? En effet, rien n’empéche de contraindre 'algébre G elle-méme
(au lieu de I’algébre de KM associée) et de faire les mémes constructions que celles conduisant aux
algebres W(G,H).

Explicitement, cela revient 4 employer les techniques présentées dans la section 3 en "oubliant" la
dépendance dans la variable z, aussi nous ne reviendrons pas sur cette construction. [.’algébre ainsi
construite est une algébre polynomiale possédant un nombre fini de générateurs (grossiérement, il
n’y a que les modes zéros de 'algebre W(G,H) affine), ce qui la rend beaucoup plus simple & étudier.
Bien str, les algébres W ainsi construites ne sont plus reliées directement aux théories conformes
a deux dimensions (ce qui a priori diminue leur attrait du point de vue de la physique), mais leur
simplicité en fait un bon "laboratoire d’étude" des propriétés de ces algébres, ce qui les rend trés
attractives du point de vue mathématique. De fait, le calcul de la cohomologie BRS des algébres W
affines a été réalisé en utilisant les algébres W finies. Plus précisément, une premiére suite spectrale
introduite par Feigin et Frenkel [86] avait permis le calcul de la cohomologie associée aux algébres
W(G, G) affines mais n’était pas généralisable au cas W(G, H). C’est en étudiant le cas des algébres
W finies que J. de Boer et T. Tjin [48] ont trouvé une nouvelle suite spectrale adaptée a toutes les
algebres W(G,H) finies, puis 'ont généralisée au cas affine.

Remarque 6.1.1 Pour la petite histoire, notons que la différence entre ces deux filtrations (a la
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Feigin et Frenkel ou a la de Boer et Tjin) repose uniquement sur l’échange de Qo et Q1, définis en
section 5.2.1: dans un cas, la suite spectrale associée est "courte” (i.e. elle finit), dans l’autre non
(elle est infinie). C’est une illustration du "bon choix de filtration” mentionné en section 5.1.

Bien qu’introduites & 'origine dans le cas quantique, les algébres W finies peuvent aussi étre
définies en crochets de Poisson, en utilisant les différentes techniques introduites précédemment
(transformations de jauge, crochets de Dirac, etc...).

Bien sir, les algeébres G étant de dimension finie, les algébres W finies correspondantes sont
tellement "simples" qu’elles deviennent parfois triviales. Par exemple, les algébres de type W(G,G)
se trouvent n’étre formées que par les Casimirs de G, et donc commutatives. En particulier, la
version finie de ’algébre de Virasoro est isomorphe a une algébre gf(1). Cependant, lorsque H
n’est pas G, l'algébre W(G, H) finie n’est pas commutative, et donc présente un certain intérét
algébrique. Le plus simple des cas est fourni par 1’algébre W(sls, sl3) finie, que nous construisons,
a titre d’exemple des techniques décrites dans la partie précédente, au niveau classique.

6.1.1 Exemple: P’algébre W(s/s, sl3)

Nous considérons ’algébre s((3), de générateurs e;; (i,j = 1,2, 3) soumis aux crochets de Poisson
{€ij, ex} = d;nei — dier;. Le sl(2) déterminant la réduction Hamiltonienne est régulier. Le point
de départ est le "courant" contraint

Jeont = 0 e ex3 avec ey;+ e+ e33 =0

a sous-algébre Gg est engendrée par les éléments e;;, j = et €93, €33 (aprés décalage de la
L. lgébre Go est engendrée par les élé ts e;5, 7 =1,2,3 et eg3, prés décalage de 1
gradation pour qu’elle devienne entiére). Les "transformations de jauge" (en fait des conjugaisons
dans le cas fini) sont de la forme:

Jcont — chontg_l avec g = e G_ (611)

o o =
o = 2
-0 o

La jauge de plus haut poids s’écrit
Wo = %(611 + €33 — 2€22)

Wo W, C L]
T = 0 —2W, W_ avec W_ _ 623 + Lesa(ens — enr)
1 0 W, + = €12+ 5e3a(e22 — ey ,

1
C = e13 + egze32 — 1(611 — €33)

Les crochets de Poisson de ces générateurs sont déduits de ceux du courant J.,,;. Ces crochets de
Poisson ne sont bien stir pas compatibles avec les contraintes imposées (d’oti la recherche éventuelle
de crochets de Dirac, voir plus bas). Les générateurs C', Wi et Wy sont par contre invariants de
jauge (telles que définies par (6.1.1)), et ont a ce titre des crochets de Poisson bien définis. Ils
prennent la forme

1
{Wo, Wy} = i§Wi , {Wy, Wy = —9Wg 4+ C (6.1.2)
{C,X} = 0 X=Wy, Wy (6.1.3)
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On reconnait une déformation non-linéaire de sf(2) avec extension centrale portée par C'. Noter
que Wy (associé & un plus haut poids de grade 0) est dans I'algébre sf(3) elle-méme: il engendre
’algébre de Lie résiduelle de W(s(s, sl3), qui est ici une algébre gf(1).

Pour illustrer le formalisme des crochets de Dirac, nous profitons de la simplicité des algébres
W finies pour donner leur calcul. Les contraintes premiére et seconde classe sont

¢ = (@j)j:l,...A = (6217 €31 — 1,e30,h =€ — 633) = (07 0,0, 0)-

A partir de ces contraintes, on calcule

{6217621} {6217631} {6217632} {621771} 0 0 -1 0

A = {6317621} {6317631} {6317632} {6317h} — 0 0 0 2 (614)
{6327621} {6327631} {6327632} {632771} 10 0 0 o
{hyeait  {hyesi}  {hyess}  {h,h} 0 -2 0 0
0O 0 1 0

_ 0 0o 0 -1

AT = 10 o 02 (6.1.5)
0 £ 0 0

Cette matrice nous permet de calculer les crochets de Dirac, selon la formule déja donnée dans la
section 2.5:

4
{A, B}, = {A,B} = > {4, 0, (A ) ;r{en, B}
Jsk=1
On retrouve ’algébre W a partir des crochets de Dirac des générateurs non contraints, eqo, €13, €23
et Y = €11 + €33 — 26222

{Y,e12} = 3ers ; {Y,ea3}s = —3eas (6.1.6)
1
{€e12, €23}« = €13 — ZYQ ; {e12, X} = 0 X =e19, Y, €13, €23 (6.1.7)
On retrouve 'algébre W(sls, sl3) en faisant le changement de générateurs Wi = ey, W_ = ey3,

Wy = %Y et C' = ey3. Bien siir, par construction, on peut vérifier que ’on a
{pi X} = 0 j=1,....4, X =e13, Y, €13, €23 (6.1.8)

ce qui clot 'exemple.

Nous ne nous étendrons pas sur la cohomologie BRS des algébres W finies, le cas affine ayant
été décrit précédemment. Nous présenterons quelques unes de leurs applications (physiques et
mathématiques) que ne présupposait pas leur définition.

6.2 Commutants et algébres W finies [ERA23]

Pour simplifier la présentation, nous ne présentons que le cas ot G_ est commutatif. Le cas plus
général de G_ quelconque peut étre traité de la méme maniére, bien que de fagon plus lourde
techniquement.
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6.2.1 Cas classique

Revenant a la définition méme de la réduction Hamiltonienne (au niveau des algébres W finies), et
considérant les transformations de jauge engendrées par les contraintes de premiére classe, on peut
se demander si, dans la construction des champs W, on peut s’abstraire de ces contraintes tout
en demandant encore I'invariance sous les mémes groupes de symétrie. Au niveau algébrique, cela
revient & se demander si les techniques de transformations de jauge (par un groupe G'_ d’algébre
G_ C G) ne peuvent pas étre adaptées pour construire le commutant (au sens des crochets de Poisson
et sans imposer les contraintes) de G_ dans l'enveloppante U (G). En effet, la construction (si elle
généralisable) produit des générateurs dans U (G) qui vont étre "invariants de jauge", donc qui vont
commuter avec les générateurs de G_. Le prix a payer réside dans le relachement des contraintes: la
construction fait apparaitre une division par des générateurs de G. Cependant, cette généralisation
est possible en considérant une "localisation" de U (G) par les éléments de G_. Mathématiquement,
cette localisation n’est que I’agrandissement de U(G) par des générateurs qui correspondent aux
inverses des éléments de G_.

Nous considérons le cas ot G_ est Abélien, plus intuitif. En effet, si G_ est Abélien, il n’y aura
pas de probléme d’ordre entre les générateurs (de G_), et la technique de transformations de jauge
pourra étre encore utilisée sans grand changement. Du point de vue des algébres W, une graduation
conduisant & un groupe de jauge Abélien est donné par les plongements de sf(2) suivants:

(1) Le s((2) diagonal dans la somme directe de psf(2), 1 < p < [&] pour G = s{(N);

(71) Le sf(2) diagonal dans la somme directe de p sf(2), 1 < p < d, ou bien le sp(2) régulier pour
G = sp(2d);

(i17) Le s((2) diagonal dans la somme directe de psf(2), 1 < p < [&] pour G = so(N).

Sans entrer dans les détails, dans le cas ot G_ est commutatif, on peut facilement voir qu’il
existe un unique élément ¢ de G_, qui par conjugaison, va amener dans une forme proche de la
jauge de plus haut poids. En effet, partant de

J=J%, = J%, +J't; + %, (6.2.1)
ol t, et tz (& = 1, ..., dim G4 = dim G_) engendrent G, and G_ (dans la représentation
fondamentale de G) respectivement, tandis que ¢; (i = 1, ..., dim Gg) forment une base de G.

I.’élément ¢ peut étre utilisé pour avoir
J9=gJg™ = J% + WIM; avec [eq,M;]=0 (6.2.2)

ol ey est le générateur du sf(2) considéré, et M; sont ses plus haut poids dans la représentation
fondamentale de G. L’unicité de ¢ assure alors que les générateurs W7 et J commutent (au sens
des crochets de Poisson) avec G_. On a ainsi une base du commutant de G_ dans (une localisation
de) U(G). La forme de J9 suggére (et cela peut effectivement étre prouvé) que ce commutant est
de la forme U[G_ & W(G, H)] ot H défini le plongement de sf(2) (i.e. de la forme (¢)-(ii7) donnée

ci-dessus).

De cette maniére on construit I’ensemble des invariants sous G_. L’ algébre obtenue contient
’algébre W batie a partir de G_, mais aussi de nouveaux générateurs (toujours dus au relachement
des contraintes) qui se trouvent étre dans le centre de 'algébre W.
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Comme mentionné précédemment, le cas de G_ non-commutatif peut lui aussi étre traité. On
obtient alors son commutant dans une localisation de ¢/(G). Ce commutant est formé d’une sous-
algebre Abélienne de G_ (qui se trouve étre dans le centre du commutant) et d’une algébre W finie.
Cependant, lorsqu’on étudie cette algébre W, elle se trouve étre du type W(G, usty), ot p € Z
dépend du G_ considéré. Par exemple, dans le cas du plongement principal de sf(2) dans s{(N),
correspondant & un G_ formé par les matrices triangulaires strictement inférieures, I’algébre W du
commutant est W(sly, [%]sfg), et non pas W(sly, sly) comme on aurait pu s’y attendre. Bien
que surprenante, cette propriété peut étre justifiée (a part bien sir le calcul direct qui le prouve) si
on se rappelle que les algébres de type W(G, psly) sont celles qui apparaissent a la base des algébres
W jaugées, desquelles on peut déduire toutes les autres algebres W. 1l n’est donc pas étonnant
qu’elles apparaissent lors d’un calcul plus général que I'imposition de contraintes.

Enfin, on remarquera que le cas des algébres W affines peut lui aussi est traité par cette tech-
nique. On peut par exemple construire I'algebre de Virasoro dans une localisation de U(s/l\@) La
construction différe de la construction de Sugawara, le générateur de Virasoro étant le quotient d’un
polynéme de degré quatre par J_(z)%. Ce générateur de Virasoro commute avec J_(z). .

De méme, les algébres affines W3 et W(sls, sly) sont construites dans une localisation de U (s/3),
alors que la construction de type GKO n’existe que pour Ws.

6.2.2 Cas quantique

Le calcul en crochets de Poisson peut étre généralisé a un calcul en commutateurs de la maniére
suivante. On se sert de I'isomorphisme d’algébre qui existe entre le dual de G, G*, muni des crochets
de Poisson et G muni du commutateur. Cet isomorphisme peut étre étendu, en tant qu’isomorphisme
d’espaces vectoriels, aux algébres enveloppantes U™ = U(G*) et U = U(G), le produit (commutatif)
dans U* étant associé au produit symétrisé dans U. A partir du calcul classique du commutant
(dans U*), on déduit alors une forme symétrisée des générateurs (dans f). Bien que I'isomorphisme
ne transporte pas les relations de commutations (de /™ dans i), on peut voir par calcul direct qu’il
préserve les commutants. Ainsi, on peut calculer le commutant de G_ dans (une localisation de)
U par ce procédé de quantification. Les commutants au niveau classique et au niveau quantique
sont donc isomorphes en tant qu’espaces vectoriels. Cependant, la structure d’algébre n’étant pas
transportée, ces commutants seront différents en tant qu’algébres (voir I’exemple ci-dessous).
Cette technique peut étre résumée dans le schéma suivant:

Classique — Quantique Isomorphisme
J =T
G- > ¢ GG
{Je, 0%y = [T T
u — U U~ ur
Jogee Juk g (TW, T2, ... T%) -
Com(Gr) — Com(G-) Com(G-) ~ Com(GZ)

Nous avons indiqué les cas o I'isomorphisme est entre algébres (alg.) ou entre espaces vectoriels
(e.v.). 51, dénote le produit symétrisé de k générateurs, normalisé par s (T, T, ..., T%) = (T*)*.
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[’avantage de cette méthode est de fournir une réalisation des algébres W(G,H) finies qui utilise
tous les générateurs de 'algébre G. Nous verrons aussi qu’elle permet 1’étude des anyons. Avant
cela, nous traitons un exemple simple pour donner une image plus précise des techniques employées.

6.2.3 Exemple: W(s/l3,s(;) "localisée"

Nous reprenons le cas étudié en section 6.1.1, mais sans imposer de contraintes. Le point de départ
est donc le courant "complet"

€11 €12 €13
J =11 e ez e avec €11+ eg2+e33 =0
€31 €32 €33

sur lequel nous considérons les conjugaisons

1 b
J—=gJg7' avec g=| 0 0 € G_ (6.2.3)
0 1

o = 2

1

Comme dans les réductions Hamiltoniennes, on cherche ¢ pour que gJg~" soit de la forme

Y W12 W13
glg7 = | ex -2V Wos
€31 0 Y

On trouve ainsi les paramétres a et b en fonction des générateurs de sl(3), et de egll, 62_11. Les
générateurs du commutant s’écrivent alors (outre es31 et egy eux—mémes):

wo w12 w3 w13
WO = 2— ) W+ == 2— s W_ = —2—2 s W13 == 4—2 (624)
€31 €31 631 631
otl on a introduit les combinaisons:
1
wy = 5(611 — 2e99 + €33)€31 + €21€32
= —(ey1 — — -2 — 2e91€2, + 261962
wyy = (€11 — esz)eszesr — (e1s €22 + €33)€32€31 €21€35 + 2€12€3,
2 2
wayz = (€11 — e33)€21€31 — (€11 — 2€9 + €33)€21€631 — €31 €32 + 2e93€5,
2.2 2 2
wyz = (e11 — ea33)’e3; — 2(e11 — 222 + €33)es2€21€31 — 3€5.€5, +

2 3
+4(eq1€12 + €32€23) €5, + derzes,

Un calcul direct en utilisant les crochets de Poisson de s¢(3) montre alors que les générateurs w
commutent avec ez; et egq et qu’ils forment ’algébre suivante:

{w07 w12} = €31 W12 {w07 w23} = —€31 W23 {w127 w23} =9e3; w(Q) — €31 W13.

si bien que les générateurs donnés en (6.2.4) forment bien I'algébre W (s(s, sly) finie (en crochets de
Poisson), le commutant de (esy, e21) étant formé par (une localisation de) cette algébre & laquelle
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on a ajoutée ez et egq. Si on impose les contraintes e3zo = 1 et eq; = 0, la construction ci-dessus
redonne bien stir exactement le calcul fait en section 6.1.1.

Le cas quantique (en commutateurs) se traite de la méme fagon: on obtient une version en
produits totalement symétrisés des générateurs w qui engendrent le commutant de (esy, e21). Les
relations de commutation des générateurs quantiques (6.2.4) prennent la forme:

1 9
[WO,Wi]:i§Wi ; [W+,W_]:—9W§+W13+§.

On remarquera dans le dernier commutateur le terme supplémentaire da a la quantification et qui
change la charge centrale de I'algébre (C'= Wiz + 2).

6.2.4 W-représentations des algébres de Lie [ERA23]

On peut utiliser la construction des commutants décrite ci-dessus pour obtenir de nombreuses
représentations des algébres de Lie. Les représentations construites de cette facon sont particuliére-
ment parlantes du point de vue physique, comme on le verra dans les exemples donnés ci-aprés.
Nous décrivons tout d’abord la méthode de construction de ces représentations.

Le point de départ repose sur deux points & priori non corrélés:

Le calcul du commutant d’une sous-algébre Abélienne G_ de G. Ce commutant est
formé de G_ elleeméme et d’une algébre W finie. Du fait de I"absence de contrainte, 'expression
des générateurs de W en fonction de ceux de G peut étre "inversée", c’est-a-dire qu’on peut choisir
certains générateurs de Go @ G4 (formant un sous-ensemble £ de dimension dimW) et les exprimer
en fonction des autres générateurs de G et de ceux de W (considérés comme indépendants de ceux
de G- ¢&).

La représentation de G induite par G_. Sans entrer dans les détails de cette technique bien
connue, on considére comme espace de représentation les fonctions sur G_ & valeur dans C. G_
étant Abélien, cet espace est identifié aux fonctions de dimG_ variables complexes 7, 'action d’un
générateur t, € G_ se faisant par multiplication par y,. Les générateurs de G sont alors construits
sur les opérateurs différentiels d, = %, ceux de Gg comme des polynomes en g, et .

[’idée des W-représentations est d’utiliser des représentations matricielles (i.e. de dimension
finie) de W, pour généraliser la représentation différentielle induite par G_. En effet, W étant dans
le commutant de G_, on peut considérer une représentation quelconque de W, indépendamment de
la représentation différentielle. Grace a cette représentation, en utilisant I’expression de générateurs
de & en fonction de W et des autres générateurs de G, on obtient une nouvelle représentation de
G dans laquelle 'espace de représentation est formé de fonctions sur G_ & valeur dans 'espace de
représentation de W.

L’interprétation physique d’une telle approche est trés simple: la représentation différentielle cor-
respond & ’espace de phase classique, les fonctions d’onde du systémes étant fonctions des variables
"d’espace" y,. On a une action "naturelle" (induite par G_) des éléments de G sur ces fonctions
d’onde. La représentation matricielle de W correspond aux variables de "spin" (quantiques) de ces
fonctions d’onde. Les exemples ci-dessous vont corroborer cette interprétation.
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6.2.5 Exemple: W-réalisation de s/(3)

Nous continuons I'exemple de W(sl3, sf3) pour construire une réalisation de s{(3). La sous-algébre
G_ est formée de ey et e3; auxquels nous associons les variables x9 et x3 respectivement. La
représentation différentielle de sf(3) prend la forme:

3
€21 = X9 H €192 = —x2822 — xg(?g(? — 582 H €39 = wgag (625)
3
€31 = I3 H €13 = —x38§ — xg(?g(? — 583 H €93 = wgag (626)
3 3
Y = €11 + €33 — 2622 = —3%282 - 5 H h = €11 — €33 = —2%383 - wgag - 5 (627)

La représentation étant induite par egy et ey, seuls les générateurs W correspondant & des Casimirs
de I’algébre doivent étre non nuls. On vérifie en effet que dans cette représentation différentielle,
les générateurs W sont identiquement nuls, & part W3, proportionnel au Casimir d’ordre 2, et qui
vaut —%.

On se sert ensuite de la forme des générateurs W donnés plus haut pour généraliser cette
représentation. Par exemple, la forme de wqy permet d’exprimer Y sous la forme

3 3

Y = —(wo - 82(621, 632)) = —3%282 — =+ — Wy (628)
xrs3 2 xrs3

En plus de Y, les générateurs & modifier (& 'aide de wyg, was et wi3) seront ey2, €3 et 3, les

autres générateurs gardant leur forme différentielle initiale.

Ainsi, une représentation de 1’algébre W est donnée par Wi = 0, Wy = a et Wi3 = 9a? — %,
avec @ nombre complexe quelconque. Dans cette représentation, on change Y et, par exemple, es3
selon

1
)

€23 = wgag + 9a — (6210)
T3

Pour obtenir d’autres représentations de sf(3), il faut prendre des représentations matricielles de
I’algébre W, telle que par exemple

3 3 1 9
—— B, 3 Wo=—"2Ey ; Wo==Fn ; Wi3=0 ie C=-=(F+E
2\/5 12 2\/5 21 0 9 11 13 8( 11 22)

ot Iy, 1,7 = 1,2 sont les matrices élémentaires 2 x 2.

W+:

6.3 Applications physiques

6.3.1 Anyons

Une belle application de "approche ci-dessus réside dans le traitement algébrique des anyons [158]
en une et deux dimensions.
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Deux particules dans une dimension

Nous considérons un systéme de deux particules en une dimension. Les coordonnées et impulsions
relatives du systéme sont notées:

r=arm) -9 =5 (P~ P) (6.3.1)

Elles satisfont les crochets de Poisson {z,p} = 1. Les observables

— Lo . — Lo . = !
Ey = 5 P E_= 5 & Fy = 4i(xp—}—px) (6.3.2)
ferment sur 'algébre G = s((2):
(Fo By) = +,iB.  {E4, B_} = —il (6.3.3)

La quantification usuelle d’un tel systéme revient a remplacer les crochets de Poisson sur z et p par
des commutateurs [z, p] = ¢, produisant une représentation (en commutateurs) de sf(2), ot = agit

par multiplication et p = —id,. Elle est associée a la valeur
3
- _2 3.4
Y0 16 (6.3.4)
de lopérateur Casimir:
1
I=F2+ §{E+, E_} (6.3.5)

Cependant, du point de vue quantique, z et p n’étant pas des observables, il est légitime de
s’interroger sur la pertinence de quantifier leurs crochets de Poisson plutét que ceux des observables
(6.3.2). C’est le point de vue adopté par Leinaas et Mirheim [159]. Nous le reformulons sous I’angle
des algébres W. L’idée est donc de quantifier I'algébre sf(2), tout en préservant l'interprétation
physique du systéme. Pour que les fonctions d’onde du systéme soient interprétables comme dépen-
dant de la position, il est naturel de garder la forme de _ = 22, tout en cherchant une représentation
générale de s((2). C'est exactement le point de vue des W-représentations d’une algébre de Lie: on
cherche le commutant de F_ pour obtenir une algébre W dont les représentations fournissent les
différentes représentations de I’algeébre de Lie. Dans le cas présenté ici, le calcul est particuliérement
simple (car G = s{(2)), et on trouve une algébre W finie Abélienne, générée par F_ et T'.

A partir de la technique décrite plus haut, on déduit une nouvelle représentation de sf(2),
utilisant encore x et p, mais valable pour une valeur quelconque, v, de I'. Cela revient & diagonaliser

simultanément ’observable F_ = %xQ et I'opérateur Casimir I'. Cette représentation prend la forme
1 1 3.1
— 2 r 2
Fo=—(20,2 + Z) , Fy - FE, = —5(81,) +(v+ E)x_Q (6.3.6)
On reconnait dans F/4 un Hamiltonien dépendant d’un paramétre
A=yt o (6.3.7)
T .3.

qui peut étre directement relié au paramétre anyonique, le cas limite A = 0 correspondant aux cas
bosonique et fermionique. Ainsi, cette technique algébrique produit aussi un Hamiltonien naturel
pour les anyons, le terme d’interaction \/z? étant lié & la statistique de ce type de particules.
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Deux particules en deux dimensions [ERA20]

Le méme calcul peut étre mené dans le cas de deux dimensions d’espace. 1.’algébre de départ est
maintenant engendrée par les polynomes quadratiques homogénes dans les variables relatives z; et
p; (7 =1,2). On divise ces polyndomes en trois sous-ensembles, constitués de:

- trois opérateurs coordonnées (commutants):

u=(21)* + (22)* v = (21)% — (29)* w = 22129 (6.3.8)
- trois opérateurs différentiels du second ordre (commutants):

U= )+ (m)? V=m)D—()? W=2pupn (6.3.9)

- quatre opérateurs différentiels du premier ordre, engendrant une algébre sf(2,R) @ gf(1):

Co =150 (pi +pizi) Ca = Hapi + pra1 — 2aps — pazo)
(6.3.10)
L =2z1py — zop M = z1ps+ zopy

ot Cs est le facteur gf(1).

On peut reconnaitre dans ces dix générateurs une présentation de ’algébre sp(4), les opéra-
teurs (z;, p;) en fournissant une représentation particuliére, associée a des valeurs spéciale de ses
opérateurs Casimir A(2) = —% et Al = 1%8.

Comme dans le cas d = 1, on cherche alors une représentation générale de sp(4) tout en gar-
dant les trois opérateurs coordonnées u, v, w comme observables. C’est donc le commutant de ces
générateurs que 'on cherche, a la mode algébre W. L’algebre W "localisée" que 'on obtient est
engendrée, en sus de u, v, w, par quatre générateurs S, R, (), u avec u central. Renormalisant ces
générateurs selon

1 R

S = ————S (6.3.11)
w2 — 2 — w?
1 .
R = R 6.3.12
\/u2 — 2 — w2 \/v2 + w2 ( )
1 N
Q = Q (6.3.13)

(u? — v? — w2)m
on retrouve Ialgébre W(sp(4), 2s(5) finie:
[9,Q] = —2iR [9, R] = 2:Q) (6.3.14)
QK] = —8iS(u—25%
Il reste a déterminer un ensemble complet de générateurs commutant. On sait que, pour 'algébre

sp(4), la dimension de cet ensemble doit étre de six. Le choix adapté a I'algébre W se trouve étre
formé par u, S et le Casimir:

Ag=Q*+ R* +4(u — 4)5% — 451 (6.3.15)

auxquels s’ajoutent les générateurs u, v, w. Les Casimirs de sp(4) peuvent étre reconstruits a partir
de cet ensemble. Une représentation quelconque de sp(4) sera alors donnée par les trois générateurs
u, v, w (en représentation (z;, p;), inchangés) et par les valeurs de p, S et Ag.
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Introduisant la paramétrisation

w = r? ; v=r’sinfcos2¢p ; w=rsinfsin2¢ (6.3.16)
C, = cos(2¢) 2Cy +sin(2¢) M
Cy = —sin(2¢) 2C; + cos(2¢) M (6.3.17)

avec ) < 0 < 7,0 < ¢ <, cette représentation générale sera donnée par u, v, w, L,C, C', inchangés
(en x4, p;) et par des modifications des autres générateurs par des termes contenant les générateurs
de W(sp(4), 2sl3), représentés sous forme matricielle. La forme exacte des générateurs modifiés est
déduite des techniques de W-représentations, par exemple:

0

C¢ = _sin 08¢ + coth S (6.3.18)
1 ) 4 _ 2 r, h—287+sinbQ 3
U = = 0,170, = 089 sindg + (Cy)” + S* + -y + 1 (6.3.19)

Les fonctions d’ondes du systéme deviennent donc des vecteurs sur lesquels agissent les matrices
représentant 'algébre W. C’est dans le cas de représentations matricielles non triviales que I’on
obtiendra des anyons en dimension deux. La encore, on trouve par la construction des Hamiltoniens
naturels pour des particules de type anyonique (cf par exemple la forme de U).

6.3.2 Généralisation du vecteur de Pauli-Wiegner-Lubanski [ERA 25]

La méthode des W-représentations trouve une (autre) application particuliérement élégante dans
’étude du groupe so(4, 2) (groupe conforme a quatre dimensions) et du groupe de Poincaré. En effet,
elle permet d’introduire naturellement le vecteur de Pauli-Wigner-Lubanski en tant que générateur
d’une algébre W finie (en ce qui concerne le groupe de Poincaré) et aussi de lui trouver un analogue
conforme pour le groupe so(4, 2).

[’algébre so(4,2) posséde quinze générateurs:

e Quatre translations: P, avec p =10,1,2,3

e Trois rotations et trois boosts: M;; et My, respectivement (¢, j = 1,2, 3)
e Une dilatation: D

e Quatre transformations spéciales conformes K, avec p =0,1,2,3

I’algébre de Poincaré est la sous-algébre de so(4,2) constituée des quatre translations, des trois
rotations et des trois boosts. Il n’est plus nécessaire de rappeler le role central de ces algébres en
physique des particules [183].

La sous-algébre G_ que I’on considére est formée par les quatre translations. La représentation
induite (de so(4,2) ou de Poincaré) associée prend la forme bien connue

P, = pyu My, = i(pud, — p,0,)

(6.3.20)
D = —i(p-a+4) K, = (p.O-2p-0, —83,)
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ol d, = 8;%7 p est le quadrivecteur (p,), d le quadrivecteur (9,), et O =29 -0 = ¢*70,0, = 0"0,.

Pour so(4, 2), 'algébre W dans le commutant de G_ est (une décompactification de) W(sly, 2s(3).
Ses relations de commutations sont (j, k= 1,2, 3):

[J]‘ Ji] = 1€ 11.J)
[J]‘ Skl = 161151
[S]‘ Skl = — 1€k (2(J12 + J22 + J??) — (9 — 4) Ji (6.3.21)

ot Cy est le Casimir d’ordre deux de so(4, 2).

Dans le cas de Poincaré, I’algébre W est engendrée par les Jy, k = 1,2, 3 uniquement. Ils forment
une algébre su(2), qui décrit les variables de spin. Ces générateurs sont les composantes du vecteur
de Pauli-Wigner-Lubanski qui sont orthogonales & p. Ainsi, le calcul de la W-représentation fait
ressortir de maniére tout a fait naturel le spin des représentations massives de I’algebre de Poincaré.

Dans le cas de représentations non massives, c’est I’algébre so(4, 2) qu’il faut considérer, et on ob-
tient alors, outre le vecteur de Pauli-Wigner-Lubanski, son analogue conforme, dont les composantes
sont associées aux générateurs S;. Il permet de reformuler de maniére naturelle la classification [170]
des représentations irréductibles unitaires de cette algébre.



Chapitre 7

Yangiens et algébres )V finies

7.1 Définition sommaire des Yangiens et Yangiens twistés

Les Yangiens [67] sont une classe de groupes quantiques de dimension infinie, et, & ce titre, sont a
rattacher aux algébres de Hopf, sujet de la partie suivante. Nous n’utiliserons ici que leur aspect
algébrique, que nous revoyons briévement. Si nous mentionnons pour mémoire certaines de leurs
propriétés "de Hopf", nous nous référerons a la partie suivante pour les définitions les concernant.

7.1.1 Yangiens Y (G)

On peut voir les Yangiens Y (G) comme des déformations de I'algébre G[z] = U ((C[x]@Q), on Clz]®g
est I'algébre de polynomes basée sur G. En tant que tel, Y5 (G) est engendré par les générateurs Qf

et @7, a=1,...,dim@ soumis aux relations:
Qi engendrent G : [Q4, Qb = 1™, Q5 (7.1.1)
Q¢ forment une rep. adjointe de G : [Q2, Q%] = f**. QS (7.1.2)

[QF,[Q6, Q1) + [Q1, [Q5, Q311 + [QF, [Q5, Q11 = B2 S pu f* g Sy S7¥ ™ 3(Q5, Q5,Qp)  (7.1.3)

(@1, @1, [Q5 1] + [[Q5, 1], [Q5, Q1)) =
FL? (fapequxdeyfyrzfng + fcpequxfabyfyrzfng) neg 83( 20)7 ng Qg) (714)

ot f% sont les constantes de structure de G, n®* est sa forme de Killing (voir section 2.1.1), h € C
est le paramétre de déformation, et s, (.,...,.) est le produit totalement symétrisé de n termes. Les
générateurs Q2 pour n > 1 sont définis récursivement par

fabc [QIL %—1] = &y QZ avec Cunab = facdbed (715)

Lorsque G = sl(2), (7.1.3) est une conséquence des autres relations, tandis que pour G # s((2),
(7.1.4) est impliqué par (7.1.1)-(7.1.3). Lorsque & tend vers zéro, le Yangien devient isomorphe
I’algébre U[G], avec Qf = 2" Qg. Lorsque h # 0, on peut renormaliser les générateurs selon
Q% — (£/h)"1Q% (£ # 0) de telle sorte que Yj(G) et Y¢(G) sont isomorphes. On prend donc en
général fi = 1.

63
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Nous avons déja mentionné que nous ne parlerons pas ici de la structure en algebre de Hopf des
Yangiens. Pour mémoire, nous noterons toutefois que le coproduit sur Y (G) est donné dans cette
présentation par

A(QF) = 10Qi+Qi® 1 (7.1.6)
h
AQD) = 19Q1+QT @1+ 5% Q@ Qs (7.1.7)

7.1.2 Présentation en matrice R de Y (sly)

Une présentation alternative de Y (G) peut étre faite en utilisant une matrice R [69]. C’est une
notion bien connue en systémes intégrables, qui autorise une description particuliérement simple
des propriétés (mathématiques et physiques) de ces algébres lorsqu’on a assimilé le concept d’espaces
auxiliaires. Nous traitons ici le cas de G = sl(N), les autres algebres étant étudiées dans le chapitre
suivant.

On part des générateurs Ti(jn) de Y(sly), avec 1,7 = 1,...,N et n € Z, Z(]) = &;;. Ces
générateurs sont groupés dans des fonctions génératrices Tj;(u) = > <, Ti(jn)u_” 1. elles-mémes
regroupées dans des matrices T'(u) = Zf\; 1 Tij(u) By ot Eyj sont les matrices élémentaires de la
représentation fondamentale de gf(N). T(u) est donc un objet appartenant & Clu™'] @ Y (sly) @

End(CN), que nous appellerons (abusivement) un élément de Y (slx) @ End(CV), voire de Y (sly).
A partir de T(u) on construit des éléments Ty(u) = T(u) @ I € Y (sln) @ End(CV) @ End(CV)
et To(u) = 1@ T(u) € Y(sly) @ End(CV) @ End(CV), oti I est la matrice unité. Les relations de
définition du Yangien de sfy sont alors équivalentes (a un centre prés, voir plus bas) a la relation
dans Y (s(y) @ End(CN) @ End(CN):

ng(u - v)Tl(u)Tg(v) = TQ(U)TI(U)RIQ(U - U) (718)

avec  Ryg(u)=1®@I1- lPlg € End(CV) @ End(CV) (7.1.9)
u

On a introduit 'opérateur permutation des espaces auxiliaires

N
Py = Z FEi; @ Ej;.

ij=1

Par la suite, nous appellerons cette présentation une présentation RTT (pour des raison évidentes)
ou FRT (de Frenkel-Reshetikhin-Takhtajan [79]). Dans cette présentation, le coproduit prend la
forme

AT(u) =T ()T (u) € Y(N)QY(N)® End(CY)  soit ATy (u Z Tir(u) @ Thji(u)

Les relations FRT sont équivalentes aux relations de commutation

min(m,n)—1

[Ti(]m)j]g?)] _ Z (Tég)Ti(lme—r—l)_Tlgjfn+n—r—1Ti(lr))
r=0
1
T3(0) Tu()] = ——(Th () Ta(v) = Ty () Ta(w) ) (7.1.10)
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Strictement parlant, cette relation définit le Yangien de g¢(N), qui contient un centre: le Yang-
ien de sf(N) est le quotient de Y (gfn) par son centre [180,197]. Ce centre est engendré par le
déterminant quantique [128,154,180], dont I'expression est donnée par

qdet T(u) = > 59(0) Toy (W) To@y2(u = 1) . Toyn(u=N+1) =1+ cu™, (7.1.11)
oESn n=1

ol S, est le groupe des permutations de N objets. Le quotient (de Hopf) de Y (gfx) par la relation
qdet T'(u) = 1 est le Yangien Y (sln). En particulier, au premier niveau, la relation ¢; = 0 n’est
rien d’autre que la condition de trace nulle qui fait passer de gf/(N) a s{(N).

On notera que Y (N) posséde deux automorphismes: les dilatations T'(u) — ¢(u) T (u), ou
g(u) =143 <+, gou~" est une série formelle dans C, et les translations T'(u) — T'(u+ a), a € C.

Le Yangien Y (N) contient comme sous-algebre Y (M), dés que M < N, mais la structure de
Hopf (notamment le coproduit) n’est pas préservée dans cette inclusion.

7.1.3 Représentations de Y (N)

Grace au traitement en matrice R, ’étude des irreps finies des Yangiens Y (gln) = Y (N) [69,227]
peut étre faite de maniére simple. Elle repose sur la notion de représentation d’évaluation
[42,153] et utilise la propriété suivante:

Siti;, 1,7 = 1,...,N sont les générateurs de gl(N), que l'on "range" dans une matrice E =
Yo tijlij, ot Eij sont les matrices élémentaires N x N, alors T'(u) = I+ %]E satisfait la relation
(7.1.8). On a donc un plongement de Y (N) dans U(gln).

A partir d’une représentation 7 de 'algébre de Lie gf(N), de générateurs (représentés) m;; =
7(t;;), on peut donc produire une représentation (dite d’évaluation) du Yangien par 7[T(u)] =
I+ Lx[E], i.e. W(tg;)) =m;; et W(tE;)) =0,n>1.

Bien que triviales en apparence, les représentations d’évaluation sont trés importantes, car elles
permettent de classer les irreps finies de Y (V) [43,180]. En effet, toute irrep finie est isomorphe a un
produit tensoriel de représentations d’évaluation (& un quotient prés dans certains cas particuliers
sur lesquels nous ne nous étendrons pas). Notons au passage, que contrairement aux algébres de
Lie, le produit tensoriel de représentation d’évaluation est en général irréductible.

La notion de représentation d’évaluation existe pour tout type de Yangien Y (G), mais leur
présentation en est plus délicate, & cause de I'absence de plongement naturel de Y (G) dans U(G)
lorsque G n’est pas s{(N) ou gf(N). Il existe toutefois une présentation en matrice R dans tous les
cas: nous y reviendrons plus loin.

Remarque 7.1.1 La notion de représentation d’évaluation peut aussi étre introduite dans la base
des Q% [43]: il est commun alors de lui associer, en sus de la représentation de G, un nombre
complexe a, qui est absent dans la définition ci-dessus. Le passage de 'une a Uautre définition se
fait en utilisant invariance sous translation. Si L(u) =14 %, on peutl considérer

T(u) = L(u—a) =T+ %Z (&)

n>0
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(0) (1)

qui alors satisfait w(T;;") = my et #(T;;’) = am;j, conformément a la présentation usuelle dans la
base des Q.
7.1.4 Yangiens twistés

Le Yangien Y (N) contient deux sous-algébres fort importantes pour la suite, les Yangiens twistés
Y (N) et Y~ (2n) [180,197]. Pour les définir, on introduit 7= N + 1 — j (V) et des signes 6;:

, = +1,j5j=1,...,N pour Y+(SKN) (7.1.12)
- +1,5=1,...,n ~
= { =ty om PoUT Y (shn) (7.1.13)

On utilisera aussi 6y = 6,6; qui vaut +1 pour Y¥(N) et —1 pour Y~ (2n), si bien que les Yangiens
twistés peuvent se noter Y% (N).
Ces préliminaires permettent de définir une transposition sur les matrices de End((CN):

A'=3"Ai0,6;FEx  pour A= A;Fy (7.1.14)

i i

Cette transposition est reliée & la transposition "usuelle" par A* = VATV ot V = Z]‘ 0; I

A partir de ces définitions, on peut montrer que 1’application
T(u) — T'(—u)

est un automorphisme de Y (N), i.e. T*(—u) satisfait les relations (7.1.8). On définit alors dans le

Yangien les générateurs S(u) = 37, - Si;(u) Fij par S(u) = T(u)T*(—u). Ces générateurs obéissent

aux relations:

Ria(u — v) Si(u) Rt (u 4 v) Sa(v) = So(v) R (u + v) Si(u) Ria(u — v) (7.1.15)
S(u) — S(—u)

St(—U) :S(u)+00 o

(7.1.16)
ol ' est la transposition dans le premier espace auxiliaire. Les relations ci-dessus définissent de
maniére univoque les Yangiens twistés Y% (N). La premiére relation, ou relation RSRS, définit ce
qu’on appelle une algébre de réflexion (comme on en reparlera dans les parties suivantes).

Les Yangiens twistés sont des algébres, la partie finie de ces algébres étant so(N) si 6y = +1,
et sp(2n) si 6y = —1. Ce ne sont toutefois pas des algeébres de Hopf, mais des coidéaux de Hopf
des Yangiens Y (N): ils different en cela des Yangiens basés sur so(N) et sp(2n). Par contre,
contrairement & ces derniers, les Yangiens twistés, étant inclus dans Y (NV), sont associés a des
déformations des inclusions' so(N)[z] C gf(N)[z] et sp(2n)[z] C gl(2n)[].

De la forme (7.1.15), on peut voir que les translations ne sont pas des automorphismes des
Yangiens twistés, alors que la relation (7.1.16) impose que seules les dilatations associées a des
séries paires en u en sont des automorphismes.

'On rappelle que G[z] = U(C[z] ® G).
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Le centre des Yangiens twistés est engendré par le déterminant de Sklyanin [179, 180], qui
peut s’exprime en fonction du déterminant quantique de Y (N) selon

sdet S(u) = yn(u)qdetT(u) qdetT(N —1—u) =1+ Z dyu™"
n=1

avec (7.1.17)

{ v(u) =1 pour YT (N)
v (u) = QUQZ\F,}H pour Y~ (N)
On peut montrer que sdet S(u) ne dépend que des générateurs de Y*(N), i.e. les éléments d,, sont
bien dans Y*(N), et que dy, dy, ...sont indépendants et engendrent son centre.

La notion de représentation d’évaluation peut étre étendue aux Yangiens twistés grace au plonge-
ment:
Sisi;=t;—0;0;tm, 1,7 =1,...,N sont les générateurs de so(N) ou sp(2n) (selon que 8y = +1),

que l'on "range dans une matrice F = 2” si;Fyp, ot Fyy = Eyy — 0,0, FE5, alors S(u) = I+ L_F

u—}-%
satisfait les relations (7.1.15)-(7.1.16). On a donc un plongement de Y% (N) dans U(so(N)) ou
U(sp(2n)).

On peut alors définir les représentations d’évaluation pour les Yangiens twistés comme pour les
Yangiens Y (N) (contrairement aux Yangiens basés sur so(NN) et sp(2n)). Le classement des irreps
finies des Yangiens twistés [178] est effectué en utilisant génériquement des produits tensoriels de
représentations d’évaluation des Yangiens (et non pas des Yangiens twistés), ce qui est naturel au
vu de la construction/définition des Yangiens twistés. Il faut toutefois noter que, dans le cas de
Y+ (M), la classification fait intervenir des représentations d’évaluation du Yangien twisté qui ne
sont pas des représentations du Yangien. On peut le comprendre si I’on considére le Yangien twisté
Y*+(2), qui contient comme sous-algébre de Lie o(2): cette algébre est Abélienne et admet une série
de représentations de dimension 1, indexées par un complexe, différentes du type des représentations
de gf(N). C’est essentiellement ce type de représentations qui est & Iorigine des représentations
d’évaluation du Yangien twisté utilisées dans la classification.

7.2 Yangiens et algébres WV finies

7.2.1 Morphisme d’algébres [ERA27]

[’étude des algébres W finies permet de faire apparaitre un lien surprenant entre ces algébres et
les Yangiens. En effet, on peut construire un morphisme d’algébre entre les Yangiens Y (sfx) et les
algébres W finies de type W(s{(Np), N s(,). Une premiére fagon de construire ce morphisme? est
de se placer dans la base des ¢ du Yangien (section 7.1.1). L’avantage de cette présentation est
de ne nécessiter que les premiers "modes" (correspondants a n = 0, 1) pour définir complétement
le Yangien. Or, les modes du Yangiens se trouvent étre reliés au "spin conforme" des générateurs
W. Bien siir, dans le cas des algébres W finies, il n’y a pas a proprement parler de spin conforme,
mais ce spin étant relié au grade des générateurs sous le Cartan du sf(2) considéré par la réduction

*Une construction dans le cas particulier de I’algébre W(sf(4),2 sf>) est donnée dans [105].
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Hamiltonienne, il reste licite d’attribuer un "spin" j + 1 aux générateurs W "finis" en considérant
la représentation D; de sf(2) a laquelle ils sont associés (dans la jauge de plus haut poids). Ainsi,
les générateurs de spin 1 et 2 correspondent respectivement & 'algeébre de Lie résiduelle et aux
générateurs quadratiques (en termes de générateurs de I’algébre de départ). On peut alors effective-
ment calculer explicitement ces générateurs (en utilisant leur construction en invariants de jauge)
et prouver qu’ils obéissent aux relations de définition (7.1.1)-(7.1.4) du Yangien Y (sly).

[’algébre W étant de dimension finie, on notera que le morphisme posséde un noyau de di-
mension infinie, i.e. le nombre infini de générateurs du Yangien est réduit par le morphisme a
un nombre fini de générateurs indépendants. D’autre part, ce morphisme d’algébres ne peut pas
s’étendre a un morphisme d’algébres de Hopf: la structure de coproduit du Yangien ne peut pas
étre transportée au niveau des algébres W finies. 1l permet cependant de transporter de nombreuses
informations, connues dans le cadre du Yangien, au niveau des algébres W. Ainsi, pour les algébres
de type W(sl(2N), N sl3), ne possédant que des générateurs de spin 1 et 2, le morphisme permet
de construire et classer leurs irreps finies en partant de celles du Yangiens. Cette relation permet
de montrer que les représentations d’évaluation du Yangien sont reliées a la réalisation de Miura
des algébres W finies.

Cependant, dans le cas général de W(sl(pN), N s(,,), qui contient des générateurs de spin allant
jusqu’a p, la présentation en Q% n’est pas adaptée pour I’étude des irreps finies de 'algébre W.
Pour cela, il faut utiliser la présentation en matrice R, que nous abordons maintenant.

7.2.2 Matrice R pour algébres W [ERA32]

Gréace a cette relation entre certaines algébres W finies et Yangiens, nous avons établi, avec C.
Briot (mon étudiante en thése), une formulation en matrice R des algébres W. Pour cela on part
de la formulation en relation RTT du Yangien, et on se sert de la présentation en crochets de Dirac
de I’algébre W. La comparaison des deux algébres montre alors que "algébre W(gl(Np), p.g(N))
apparait comme une troncation du Yangien. En d’autres termes, le morphisme est la mise & zéro
des (plus précisément le quotient par I'idéal engendré par les) générateurs Tz-(jm), m > p du Yangien.
On obtient ainsi une présentation RTT de ces algébres W, la matrice R étant celle du Yangien, les
fonctions génératrices pour I'algébre prenant la forme

Wii(u) = Z Wi(]mﬂ)u_m avec WZ-(Q) = 0
Cette formulation permet alors de classer toutes les irreps finies de ces algébres W: elles sont formées
par des produits tensoriels de représentations d’évaluation (au maximum p).

On aura noté que le morphisme relie la présentation en )2 du Yangien a la construction en
invariants de jauge de I'algébre W, tandis que que la présentation RTT du premier est associée a
un calcul en crochets de Dirac de la deuxiéme. On remarquera aussi que cette présentation montre
que les algébres W finies considérées peuvent étre vues comme des déformations de gf(N),[ul,

ot gl(N),lu] = C,[u] ® gl(N) est une algébre de polynomes sur gf(N) dont la variable satisfait
uPtt = 0.
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7.2.3 Yangiens twistés et algébres W de so(N) et sp(2n)

Le cas des algébres W basées sur so(N) et sp(2n) peut étre traité de la méme facon [ERA33]. Les al-
gébres concernées sont W(so[(2n+1)p], n.sl(p) & so(k)], W[so(2np), n.sl(p)] et W[sp(2np), n.sl(p)].
A noter que dans ce cas, la liaison se fait non pas avec des Yangiens basés sur so(N) et sp(2n), mais
avec des Yangiens twistés. La raison repose sur la comparaison des dimensions des sous-espaces de
modes n = 0 et 1 du Yangien et des dimensions des sous-espaces de spin 1 et 2 de ’algébre W.
En effet, pour le Yangien, chaque sous-espace est de dimension W (suivant que ’on considére
so(N) ou sp(2n)), tandis que la dimension du sous-espace de spin 1 (respectivement 2) de ’algébre
W vaut N(Nfﬂ (respectivement W) Ces dimensions sont exactement celles des sous-espaces
des Yangiens twistés. On montre alors que les algébres W citées ci-dessus correspondent a des tron-
cations des Yangiens twistés. Il en découle une présentation en algébre de réflexion (type RSRS)
plutot qu’en présentation RTT.

La encore, cette formulation permet de classer les irreps finies des algébres W correspondantes,
a partir des produits tensoriels d’un nombre fini (borné par un nombre dépendant de 'algebre W

considérée) de représentations d’évaluation.

Pour finir, on remarquera que la construction des Yangiens twistés, reposant sur 'automorphisme
T(u) — T'(—u), correspond exactement & la construction par pliage des algébres des algébres W (cf
section 4.6.1). C’est d’ailleurs par cette technique (généralisée grace aux techniques des Yangiens
twistés) que ’existence du morphisme est prouvée.

7.3 Cas supersymétrique

Comme pour les algébres de Lie et les algebres W, il existe une version Z,-graduée des Yangiens.
Nous nous concentrons 1a encore sur le cas de gf(M|N), le cas orthosymplectique étant traité plus
loin. Les techniques utilisées sont trés similaires aux cas précédents, aussi nous passerons rapidement
sur leurs propriétés.

7.3.1 Super-Yangiens Y[g/(M|N)]
On part de la superalgébre gf(M|N), de grade Zy donné par [i] = 0 pour 1 < ¢ < M et [i] =1
pour M +1 < i < M+ N. Le super-Yangien Y[gl(M|N)] = Y (M|N) [245] est engendré par les

générateurs TZ-(;L), iwj=1,....,M+ N, n € Z,, de grade [i] + [j], et regroupés dans

M+N co M+N
Tw) = Y Ty(w) Ey= > Tfw "By
7,j=1 n=0 ¢,7=1

Ces générateurs sont soumis aux relations

ng(z — w)T1 (Z)Tg(w) = Tg(w)Tl (Z)ng(z — w) (731)
avee  Ryp(u) = 11— %PH € End(CN) @ End(CVHV) (7.3.2)
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ol cette fois-ci 'opérateur de permutation est Zg-gradué:

M+N ‘
Pp= Y (-)E;@E;.

ij=1

De méme, le produit tensoriel sur les espaces auxiliaires Fnd(CM+N) est lui aussi Zo-gradué: (A®
B)(C'® D) = (-)FITAC @ BD.

On peut montrer que Y (M|N) est isomorphe (en tant qu’algébre de Hopf) a Y (N|M). 1l contient
la superalgébre (de Hopf) gf(M|N), ainsi que les super-Yangiens (vus comme superalgébres, pas de
Hopf) Y(K|L), dés que K < M et L < N.

Comme pour les Yangiens, les super-Yangiens sont des déformations de gf(M|N)[z], la valeur
du paramétre de déformation (dés qu’il est non nul) n’étant pas pertinente (et donc assignée a 1
par convention).

Le super-Yangien Y (M|N) posséde un centre, et il existe une expression pour ’équivalent du
déterminant quantique, appelé ici le Berezinien quantique [185]. Il s’exprime en fonction des
déterminants quantiques des sous-algébres Y (M) et Y (N) selon

B(u) = qdet T™M(w + M — N = 1) qdet ((T[N](u - 1))_1)

ott TIMI(u) (resp. TIN(u)) est la sous-matrice engendrant Y (M) (resp. Y (N)). Cependant, il n’a
pas été démontré que le Berezinien quantique engendre tout le centre de Y (M|N).

7.3.2 Super-Yangiens twistés [ERA39]

Comme dans la section 7.1.4, on introduit des indices "barrés" 7= M +1—j (pour j=1,..., M),
J=M+4+2N+1—j (lorsque j=M+1,...,M + N) et des signes §; (ot N = 2n):

b, = +1,5j=1,....,.M partie so(N) (7.3.3)

{ +1,j=M+1,....M+n

; 1, j=M+n+1,....,M+2n

partie sp(2n) (7.3.4)

On utilisera aussi 0y = (—1)[j]0j0]—. La super-transposition est définie par

M+N . M+N
A=Y ()G ApEy pour A=) AGE; (7.3.5)
4y=1 ij=1

Ces définitions ne sont compatibles que pour M N pair, et on a choisi N = 2n pair par convention.
Dans ce cas, on peut fixer 8y = +1, autre valeur de 6y donnant une superalgebre isomorphe & la
précédente. 1l n’y a donc qu’un seul type super-Yangien twisté.

[’automorphisme est toujours T'(u) — T*(—u), et on introduit encore une fois S(u) = T'(u)T"(—u),
qui engendre le super-Yangien twisté Y ¥ (M|N) avec pour relations de définition (7.1.15)-(7.1.16).

Bien que formellement identiques aux relations de définition du Yangien twisté Y+ (M + N), ces
relations en différent par le fait que le produit tensoriel est gradué au niveau des espaces auxiliaires.
Ainsi, la partie (super)algebre de Lie du Yangien twisté est ici la superalgébre osp(M|2n), et non
pas par exemple so(M + 2n).
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Représentations des super-Yangiens twistés

La classification des irreps finies du super-Yangien twisté repose encore sur les représentations
d’évaluation du super-Yangien. On a un plongement du super-Yangien dans U[osp(M|2n)] par le

morphisme
F M+N ‘
S(u) — I+ n 1 avec F= Z Sz'sz'j7 FZ']‘ = EZ']‘ — (—1)[]]02'0]‘E]7 et s € OSp(M|2n)
u 5 =
2 i,j=1

On notera que I'absence d’automorphisme de translation empéche la "réabsorbtion" du décalage %
de u dans le morphisme.

Comme pour le Yangien twisté, ce plongement permet introduire des représentations d’évaluation
du super-Yangien twisté qui ne sont pas des représentations du super-Yangien et qui interviennent
dans la classification. Le role de Y+ (2) est joué ici par Y+ (2]2), et les super-Yangiens twistés
concernés sont de type Y (2m|2n).

Il faut aussi remarquer que cette classification repose sur deux conjectures (sur la complétude
de la classification pour Y (1|2) et Y1 (2]2)) et qui n’ont & ce jour toujours pas été démontrées (ni
invalidées).

7.3.3 Liens avec les superalgébres W [ERAA45]

On peut construire un morphisme des super-Yangiens (twistés) vers les superalgébres W de g/(M|N)
et de osp(M|2n). Les superalgébres concernées sont de type W[gl(Mp|Np),p.gt(M|N)] pour
Y(M|N); Wlosp(2mp + p|2np), (m + n).sl(p) & so(p)] et Wlosp(2mp|2np), (m + n).sl(p)] pour
Y(p(2m + 1)|2np)*™ et Y (2mp|2np)* respectivement. Les superalgébres W apparaissent encore
comme des troncations "aux petits modes" des super-Yangiens (twistés). On en déduit une présen-
tation RTT pour les superalgébres W basées sur g/(M|N ), et une formulation en algébre de réflexion
pour les algébres W basées sur osp(M|2n). 1l en découle une classification des irreps finies des su-
peralgébres W correspondantes.

Remarquons que les sous-algébres définissant le plongement du sf(2) ne permettent pas un
plongement de osp(1|2): les superalgébres W sous considération ne peuvent donc pas étre traitées
en formalisme de "super-champs". Cette observation est en accord avec I’absence de présentation
en super-générateurs des super-Yangiens (twistés).

Ces travaux ont donné lieu a une courte revue, présentée dans des conférences.

7.4 Matrices R pour Yangiens orthogonaux et/ou symplectiques

Les techniques employées pour les (super)-Yangiens twistés peuvent étre adaptées pour définir de
fagon unifiée une matrice R basée sur les (super)algeébres orthogonales, symplectiques [56, 155,
243] ou orthosymplectiques [ERA40] (voir aussi [19]). Nous présentons le cas orthosymplectique
Y{osp(M|2n)], les autres cas se déduisant en faisant M = 0 ou » = 0. La matrice R concernée
prend la forme:

ng(u) = ]I@ ]I+ — ou Q12 = Pf% et K = 007 (741)

Plg_ng M—-2n—-2
U U+ K 2
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On remarquera 'utilisation de la transposition introduite pour les (super)Yangiens twistés. A partir
de cette matrice R, on définit une algébre de Hopf U(R), par les relations

N
Ruiz(u— )T (u)Ty(v) = To(0)Ti(w) Ris(u—v)  on T(wy= > Y w TV By  (1.4.2)

ij
1,j=1n>0
Cette algébre posséde un centre, engendré par
C(u) =Tw)T"(u— k) = c(u) I

ol la derniére égalité est déduite des relations RTT. Le super-Yangien Y[osp(M|2n)] est défini par
le quotient de U (R) par I'idéal engendré par c(u) — 1.

7.4.1 Yangiens twistés symplecto-orthogonaux [ERA40]

A partir de la formulation en matrice R des Yangiens basés sur les algébres orthogonales, symplec-
tiques et ortho-symplectiques, on peut construire des Yangiens twistés similaires a ceux de Y (N).
[’automorphisme utilisé est ici

T(u) — T'—u— k)

si bien que les générateurs des Yangiens twistés prennent alors la forme S(u) = T'(u) T'(—u — k).

On montre ensuite que ces générateurs satisfont la relation RSRS (7.1.15), avec pour matrice
R celle donnée en (7.4.1). On notera que, du fait du quotient par C'(u) = I, les générateurs S (u)
peuvent aussi se réécrire S(u) = T(u)T~'(—u): nous reviendrons plus loin sur cette forme en
"algébre de réflexion".



Partie 111

Groupes quantiques et algébres de Hopf
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Chapitre 8
Généralités

Nous présentons dans cette partie les aspects algébriques qui vont nous étre utiles dans le traitement
des systémes intégrables, tels qu’ils apparaissent dans les modéles physiques. Bien sir, il est difficile
de séparer ces aspects mathématiques de leurs pendants physiques, aussi ce découpage pourra
apparaitre quelque peu arbitraire sur certains points, notamment sur la justification des notions
introduites. Il faudra donc garder a I’esprit que 1'utilité physique de telles notions deviendra claire
dans la partie suivante, a laquelle nous nous référerons souvent.

8.1 Algébres de Hopf

Les algébres de Hopf sont une généralisation de la notion de groupes et algébres (de Lie) dans
laquelle les caractéristiques essentielles (du point de vue physique) ont été préservées. Par exemple,
la notion de produit de représentations est naturellement comprise dans les relations de définition
d’une algébre de Hopf: on verra que cette notion (et plus généralement le formalisme FRT [79])
est essentielle pour ’étude des chaines de spins. Le cadre algébrique liant le formalisme FRT aux
algébres de Hopf a été développé par M. Jimbo [130,131] et Drinfeld [68].

Une algébre de Hopf est une algébre associative unifére munie d’une structure supplémentaire
qui repose sur:

Un coproduit A: A — A® A, qui est un morphisme de 'algébre. Le coproduit assure que le
produit de représentations reste une représentation: si w1 et w9 sont deux représentations m ® o
est une représentation dont I’action est donnée par (71 ® m2)0A.

Une antipode S: A — A, qui est un antimorphisme de 'algébre. C’est une généralisation de
I’inverse.

Une colinité ¢: A — C, qui est un morphisme de D'algébre. On peut dire que la colinité
"sélectionne" les éléments inversibles de ’algébre de Hopf.

Ces trois morphismes ont des relations de compatibilité avec la multiplication, m, considérée
comme un morphisme de A ® A dans A (i.e. m(a @ b)=a-b):

(A®id)oA=(1id®@ A)oA (8.1.1)
(e@id)oA=(id®e) oA =id (8.1.2)
mo(S®@id)oA=mo(id® S)oA=1ioe (8.1.3)
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oll on a introduit id, I'identité sur l'algébre, et ¢ I'injection canonique de C dans l'algébre. La
premiére équation est appelée coassociativité.

Lorsque le coproduit satisfait c 0o A = A, ot 0 est la permutation o(a ®b) = b® a, I'algébre (ou
le coproduit) est dite cocommutative.

Nous utiliserons aussi la notion de coidéal de Hopf, qui est & la structure de Hopf ce que la
notion d’idéal est a la structure d’algébre. Un coidéal de Hopf C d’une algébre (de Hopf) A est un
idéal de cette algébre qui vérifie de plus A(C) C C® A® A ®C. Cette propriété ne permet pas de
définir le coproduit sur la sous-algébre C, mais permet de le définir sur ’algébre A = A/C. Comme
pour les idéaux, on définit aussi les coidéaux a gauche, qui satisfont A(C) C A®C, et les coidéaux
a droite, tels que A(C) C C @ A. On notera qu’un coidéal a gauche (ou a droite) est un coidéal, et
non pas l'inverse. Les Yangiens twistés sont & ce titre des coidéaux & gauche des Yangiens.

8.1.1 Exemple: algébres de Lie

[’exemple le plus naturel pour les algeébres de Hopf est fourni par les algébres de Lie G (ou leur
enveloppante U (G)). On sait que le produit tensoriel de représentations de telles algébres est encore
une représentation, et d’aprés 'action des générateurs sur ce produit tensoriel, on peut déduire la
forme du coproduit:

Alz)=1I@z+2@l, Ve eg

On notera que ce coproduit est cocommutatif. Dans I’enveloppante, son action sera calculée par
morphisme A(zy) = A(z)A(y).
En ce qui concerne I'antipode, on a dit qu’elle était une généralisation de I'inverse: pour un

1

élément g du groupe associé a G, on a donc S(g) = ¢g~'. En écrivant g = exp(z), * € G, on en

déduit S(z) = —z. Son action sur les autres éléments de U(G) est étendue par (anti)morphisme:
S(zy) = S(y)S(z), ce qui redonne entre autre S(g) = g~ .

La coiinité, elle, est donnée par €(z) = 0 et étendue par morphisme. On obtient par exemple
€(g) = 1 pour tous les éléments du groupe, en accord avec I'inversibilité de g.

On peut alors vérifier par calcul direct que les relations des algébres de Hopf sont satisfaites par

ces définitions.

8.2 Algébres de Hopf quasitriangulaires

Parmi les algébres de Hopf, il existe une classe particuliérement importante, reliée a la notion de
matrice R universelle. Pour introduire une telle notion, on généralise la notion de cocommutativité:
une algébre de Hopf A est dite presque cocommutative s’il existe un élément inversible R de
A® A tel que

coAla) =RA()R™, Vac A (8.2.1)

ol o est toujours la permutation de A ® A. R est appelée la matrice R universelle de A.
Une algébre de Hopf est dite quasitriangulaire si R satisfait

(A Old)R = R13R23 et (ld OA)R = R13R12 (822)

ol les égalités ci-dessus sont écrites dans AQ AR A, et Ri2 =R, Roz =TQ R, etc. ..
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[’algebre est dite triangulaire si de plus R est unitaire:
RiaRoy1 =101 avec Royy=coRoo (8.2.3)
On peut alors montrer que la matrice R universelle satisfait 1’équation de Yang-Baxter (YB):

Ri2 R13Ra3 = Raz Riz Riz (8.2.4)

8.3 Matrice R universelle et matrice R évaluée

On a vu sur I'exemple des Yangiens (dans la partie précédente) que des algébres (de dimension
infinie) peuvent étre introduites par les relations

ng(zl, 2’2) T1 (2’1) TQ(ZQ) = TQ(ZQ) T1 (2’1) ng(zl, 2’2) (831)

oll z, w sont appelés parameétres spectraux, T(z) € Fnd(V) @ A et R(z) € End(V) @ End(V),
FEnd(V) définissant les espaces auxiliaires associés a 'espace de représentation V. IL’associativité
du produit est assurée par I’équation de Yang-Baxter (en représentation) [18,239]

Ri3(z1, 22) Ris(z1, 23) Ras(22, 23) = Ras(z2, 23) Ri3(z1, 23) Ri2(21, 22) (8.3.2)

Le lien avec la matrice R universelle se fait en évaluant cette derniére dans la représentation
(fondamentale) R = (7., ® 7,,) R, ot 7, est la représentation (d’espace V') de A, le paramétre
d’évaluation z de cette représentation étant promu au rang de paramétre spectral. I’évaluation par
T, @7, @ 7y, de ’équation de YB universelle fournit I’équation de YB en représentation. On a
aussi T'(z) = (7. ®@1d)R, et les relations RTT sont obtenues par 7., @ 7,, @id agissant sur I’équation
de YB universelle.

On considére souvent des matrices R satisfaisant des relations supplémentaires, telles que ’unitarité

Ria(z1, 22) Ra1(22,21) = I 1 (8.3.3)
et/ou la la symétrie de croisement
Riy(21,20) Ry (20, 21) = 1@ 1 (8.3.4)

Dans cette formulation, on a A(T(u)) = T(u) @ T'(u), S(T(u)) = T(u)~" et e(T(u)) = 1.

8.3.1 Doubles quantiques

Il existe une fagon canonique, introduite par Drinfeld [67], de construire une matrice R universelle
a partir d’'une algébre A quelconque. Pour cela, on considére 1’algébre duale de A, A*. A partir
d'une base canonique {e;} de A, on obtient une base (duale) {¢'} de A*. On peut alors montrer
que R =Y. €' @ e; est la matrice R universelle de I'algébre DA = A® A*, dite double quantique
de A. Bien siir, la matrice R obtenue est celle de DA, et non pas celle de A. 1idée est donc, &
partir d’une algébre A donnée, de trouver une sous-algébre B C A telle que DB ~ A.

Ainsi, dans le cas des groupes quantiques U{,(G), on considére la sous-algébre de Borel B de G,
et son double quantique DB, . Grace a I'isomorphisme entre B} et B_, on peut identifier (modulo
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un quotient par H & H*) ce double avec U, (G), si bien que 'on obtient la matrice R universelle de
cette algébre.

Dans le cas d’un Yangien ), qui ne posséde pas de matrice R universelle, la procédure peut encore
s’appliquer, mais sur ) lui-méme, pour produire son double D). [.’avantage de cette construction
réside dans l'inclusion Y € DY, la matrice R universelle de DY permettant de construire la matrice
R de Y dans n’importe quelle représentation.

Ainsi, le double quantique du Yangien basé sur osp(1|2) peut se construire (en s’appuyant
sur la formulation RTT), en donnant explicitement les relations de commutation dans la base
des générateurs racines et Cartan, les relations de Serre (qui n’apparaissent pas dans [115], voir
remarques sur ce papier dans [58]), ainsi que le coproduit. On s’appuie pour cela sur une technique
de construction du produit scalaire donnée en [235]. Grace a cette construction, on détermine la
matrice R universelle de ce double Yangien [ERA44]. Cette construction est la seule connue pour
les Yangiens, avec le double du Yangien Y (sl3) [144] d’une matrice R universelle pour les (doubles)
Yangiens Y (G). Des résultats partiels sont toutefois connus dans le cas de Y (sly) [124,144]. Le
cas des groupes quantiques est plus prolifique: les matrices R universelles des groupes quantiques
U, (G) est connue [209], grace & la construction en double quantique décrite ci-dessus. Les matrices
R universelles des groupes quantiques affines sont aussi connues [143,145].
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Algébres quadratiques

Les algebres définies par des relations RTT, bien qu’adaptées pour les systémes sans bord (chaines
de spins ou modéles de théorie des champs), ne sont pas suffisantes pour décrire des systémes
physiques possédant un bord (voir partie suivante). Pour de tels systémes, il faut considérer des
algébres quadratiques, dont les relations générales sont données par [92]:

Alg(u, U) Sl(u) Blg(u, U) SQ(U) = SQ(U) Clg(u, U) Sl(u) Dlg(u, U)

[’associativité du produit est assuré par différentes relations (de type Yang-Baxter) entre Ao, Bia,
012 et Dlg.

On considérera les cas particuliers Ayo(u,v) = Dig(u, v) = Riz(u,v) et Byg(u,v) = Cia(u,v) =
Ri2(—u,v), correspondant a ce que I’'on dénommera par la suite I’équation de Yang-Baxter avec
bord:

ng(u, U) Sl(u) Elg(—u, U) SQ(U) = SQ(U) Elg(—u, U) Sl(u) ng(u, U)

Ces cas comprennent:

(i) Les Yangiens twistés, déja abordés, lorsque Ryo(u,v) = R, (u—v) et Ry2(2) est soit la matrice
donnée en section 7.1.4, soit celle de la section 7.4.

(i1) Les algébres de réflexion pour Ryg(u,v) = Ry, (—u,v), que I'on décrit ci-dessous pour la
matrice R des Yangiens Y(N). Celles correspondant aux autres types de Yangiens ont été
décrites en section 7.2.3.

On verra dans la suite que ces deux types d’algébres quadratiques interviennent dans les systémes
avec bord (d’oti le nom Yang-Baxter avec bord).

Les algébres quadratiques ne sont en général pas des algébres de Hopf. FElles peuvent, par
contre, étre construites en s’appuyant sur ces algébres (comme par exemple les Yangiens twistés,
déja rencontrés auparavant). Les algébres de Yang-Baxter avec bord sont des coidéaux (de Hopf)
des algebres de Hopf [161,180,192,193], [ERA38].

Une construction alternative de ce type d’algébres peut étre trouvée dans [53].
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9.1 Algébres de réflexion B(N,n) [ERA3S8]

Les algébres de réflexion [44,221] apparaissent dans le cadre des systémes de chaines de spins avec
bord et aussi dans le cadre de théories des champs quantiques, telles que 1’équation de Schrédinger
avec bord (cf la partie suivante). Ces algébres peuvent étre construites & la maniére des Yangiens
twistés de la facon suivante.

Dans le Yangien Y (N) (engendré par T'(k)), on construit les générateurs

Blk) = T(k)GT(k)™"  avec G:(iEM)—( i Ejj) (9.1.1)

j=041

ol la donnée de G (i.e. de 0 < n < &) détermine des algébres différentes (d’oti la dénomination
B(N,n)).

La partie algébre de Lie de B(N,n) est gl(n) & gl(N — n): on peut voir B(N,n) C Y(N)
comme une déformation de ’algébre de polynéomes gf(n)[z] & gf(N — n)[z] qui respecte I'inclusion
gl(n)[z] @ gl(N — n)[z] C gl(N)[z]. Cette situation est identique au cas des Yangiens twistés
Y*(N) C Y(N) qui sont des déformations des inclusions so(N)[z] C g{(N)[z] et sp(2n)[z] C
gl(2n)[z]. On notera a ce propos que les Yangiens Y () @& Y (N — () existent mais ne sont pas
contenus dans Y (N) (de méme que Y[so(N)] et Y[sp(2n)]): il n’y a pas "commutativité" entre
inclusion et déformation.

9.2 Cas des groupes quantiques

I’étude des systémes de chaines de spins avec bord et des modéles de théorie des champs avec
bord fait ressortir I'importance au niveau physique des équations de réflexion. Il est donc naturel,
pour obtenir d’autres modéles physiques avec bord, d’étudier ces algébres dans le cadre des groupes
quantiques. Au niveau mathématique, la version dimension finie des algébres de réflexion apparait
aussi lors de 1’étude des espaces symétriques quantiques [161,192,193].

9.2.1 Cas fini
Le point de départ est le groupe quantique fini ¢, (gly), dont la matrice R est donnée par
R=q Z E; ® Fy + Z E; @B+ (g—q ") ZEZ']‘ ® Ey (9.2.1)
i i# i<j
Le groupe U, (g{n) est engendré par t;;, t;; (i,j =1,..., N) satisfaisant:
tij=t;=0, 1<i<j<N, ity =tuti=1, 1<i<N, (9.2.2)

RT\Ty =ToTyR, RTTy=ToT1R, RTTy=T,T,R. (9.2.3)

Le groupe quantique U, (gln) étant une déformation de (I’enveloppante de) ¢gfx, on peut se deman-
der si la construction des espaces symétriques s¢(N)/so(N) et sf(2n)/sp(2n) admet une généralisa-
tion dans U, (sln). Cela revient a "déformer" les inclusions so(N) C sl(N) et sp(2n) C sl(2n), ce
qui devrait rappeler au lecteur attentif les Yangiens twistés. De fait, Noumi [192] a montré qu’une
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"bonne" déformation des espaces symétriques est la recherche de coidéaux de Hopf. La construction
devient alors trés similaire & celle des Yangiens twistés. On introduit

N
S :TtGTE Z SZ']‘EZ']‘
1,j=1
oti ' est ici la transposition usuelle et G = I pour so(N), G = ¢ > 7_; Fog—1.2k — D opey Fok2k—1
pour sp(2n). On montre alors

s; =0, 1<i<j <N, si=1, 1<i1<N, (9.2.4)
RS{R'Sy; = S3R'S1R,

avec
—QZE“Q@E“—FZE“@EH—F Y B B
1#] 1<
’algébre engendrée par S est un coidéal de Hopf de U, (sln), dont la structure algébrique est une
déformation de so(N) et sp(2n). Cette déformation est différente de U, (so(N)) et U, (sp(2n)): les
dimensions des espaces correspondant aux modes 2n + 1 sont par exemple différentes.

On notera qu’on aurait pu définir S = T G'T*, mais on peut montrer que 'algébre engendrée
est en fait isomorphe & celle engendrée par S, en accord avec "l'unicité" des espaces symétriques.
Par exemple, dans le cas G =I,on a S =1 — ¢q+ ¢S*. La forme de la relation est a rapprocher de
la relation de symétrie (7.1.16) qui entre dans la définition des Yangiens twistés (section 7.1.4).

9.2.2 Yangiens "quantiques"

Les Yangiens quantiques sont des sous-algébres de U, (S/KE), déformations des Yangiens usuels dans

le sens ot la limite d’échelle des premiers redonne les seconds. Le groupe Z/{q(S/EE) est engendré par

N N
=Y i@ E; et T(u) = Tju) e F;j,
7,7=1 4,=1
avec , ,
= Z tgl) u " et ty(u) = Z fgl) u”
n=0 n=0

Les générateurs sont soumis aux relations

ot la matrice R(u,v) prend la forme

R(uv) = (u=v)> Eqy@ Ej+ (¢ u—qv) ZE“ @ Fy (9.2.7)
i#]

+(g~" - ZE” @ Fji + ( ZE” @ Fji. (9.2.8)
>] 1<
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Pour ceux habitués a une matrice R ne dépendant que de u/v, on remarquera que R(u,v) =
(ug™! sin
aussi étre vue comme une "Baxterisation" de la matrice R de U,(sly) présentée dans la section
9.2.1: R(u,v) =uR—vR, ol R= Ry

On notera que la notion de morphisme d’évaluation peut étre définie pour Uq(%), selon

— qv) R'(u/v), ott R'(x) est la matrice "usuelle" de U, (sln). La matrice R employée peut

T(u)—=T-Tu", T(u) T —Tu. (9.2.9)
oit T et T engendrent le groupe quantique fini ¢, (slx).

Les Yangiens quantiques sont les sous-algébres de Uq(%) engendrées par T (u) uniquement. A
ce titre, on obtient des fonctions génératrices ne se développant que sur des puissance négatives de
u, comme c’est le cas des Yangiens "usuels". On remarquera que la limite d’échelle du morphisme
d’évaluation (9.2.9) redonne le morphisme d’évaluation du Yangien usuel. Bien siir la méme con-
struction peut étre faite en considérant T(u), donnant une algébre isomorphe au Yangien quantique
engendLéLpar T(u). Les Yangiens quantiques peuvent étre vus comme des sous-algébres de Borel

de U, (sln), puisque T©) est triangulaire et T(u) ne se développe qu’en modes positifs. A ce titre
ils peuvent paraitre "triviaux"; la situation est différente lorsqu’on considére les Yangiens twistés

quantiques, comme nous allons le voir.

9.2.3 Yangiens twistés quantiques [ERA42]

La procédure est similaire a la construction des Yangiens twistés "classiques", avec la notable
exception qu’elle doit se dérouler non pas dans le Yangien quantique, mais dans Uq(%). En effet,
les matrices T(u) et T(u) correspondant & des "sous-algébres de Borel", pour obtenir une matrice
S(u) "compléte", il est nécessaire de les inclure toutes les deux dans la construction. On pose donc

S(u)=T(u) GT(u_l)t, G=1 ou ¢ ZE%_L% - ZE%%_I (si N = 2n)
k=1 k=1

ot ' est, comme dans le cas fini, la transposition "usuelle". Comme pour les Yangiens twistés, S (u)
satisfait une relation quadratique

R(u,v) Si(u) R (u™",v) So(v) = So(v) R (u™", v) Si(u) R(u,v).

Les Yangiens twistés quantiques (engendrés par S(u)) sont des coidéaux de Hopf de Uq(%).

La limite d’échelle de ’algeébre engendrée par S(u) redonne bien évidemment les Yangiens twistés
"classiques", présentés en utilisant la transposition usuelle. Un morphisme d’évaluation peut étre
construit:

Sy S+q¢tuts

oi1 S et S engendrent les coidéaux de U, (slx) introduits dans la section 9.2.1.
La méme construction peut étre faite & partir de S(u) = T(u) G T(u™')!, cette nouvelle matrice
n’étant, comme dans le cas fini, qu'un changement de base de la premiére.
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On peut se poser la question de la charge centrale qu’on peut ajouter dans Z/{q(S/EE). On re-
marquera tout d’abord que les Yangiens quantiques étant basés sur T'(u) triangulaire, cette charge
centrale n’entre pas en compte dans leur définition. En ce qui concerne les Yangiens twistés (quan-
tiques), on peut les définir sur Z/{q(S/EE)C, selon S(u) = T(ug=°) G T(u™1)!. Cependant, leur relation
d’échange ne fait pas apparaitre cette charge centrale, si bien que I'algébre obtenue est isomorphe &
celle obtenue sans charge centrale. Bien que décevante, cette propriété est en accord avec le cas des
Yangiens (twistés) "classiques", qui n’admettent pas d’extension centrale: pour cela, il faut définir
leur double quantique, ce qui, ici, revient & travailler sur Z/{q(S/EE).

Pour finir, on remarquera que, de par sa construction, S(u) ne se développe qu’en puissances
négatives de u. Cette propriété est aussi en accord avec la construction des Yangiens twistés
classiques.

9.3 Algébres d’impureté [ERA43, ERA47]

Les algebres d’'impureté sont une généralisation (physique) des algébres de réflexion. Elles intervi-
ennent dans les systémes (intégrables) possédant un défaut qui réfléchit et transmet les particules.
On en présentera la motivation physique ainsi que des exemples dans la partie suivante. Elles sont
engendrées par des générateurs r(k) et t(k) satisfaisant les relations quadratiques suivantes:

Slg(kl, ]CQ) t1 (kl) Sgl(kg, kl) tg(kg) = {9 (]CQ) Slg(kl, ]CQ) t1 (kl) Sgl(kg, kl) (931)
Slg(kl, ]CQ) tl (kl) Sgl(kg, kl) TQ(]CQ) = T2 (]CQ) Slg(kl, —]CQ) tl (kl) 521(—k2, kl) (932)
Slg(kl, ]CQ) 7‘1(]61) Sgl(kg, —kl) TQ(]CQ) = T2 (]CQ) Slg(kl, —]CQ) ™ (kl) 521(—k2, —kl) (933)

Les générateurs r(k) and t(k) satisfont aussi les relations d’unitarité:
tk)t(k) +r(k)r(=k) = 1 et tk)r(k)+rk)t(-k) =0 (9.3.4)

r(k) et t(k) décrivent la réflexion et la transmission sur une impureté (voir partie suivante). Le nom
d’algébre Réflexion-Transmission (RT) étant déja utilisé pour des algébres généralisant les algébres
ZF (section 12.3, plus bas) et contenant (comme sous-algébres) les algébres ci-dessus, nous avons
choisi ici le nom d’algébre d’impureté.

Deux cas particuliers se distinguent naturellement:

(1) Les algebres de réflexion (déja abordées), pour lesquelles (k) = 0. Elles correpondent & des
systémes & bord réfléchissant.

(17) Les algébres de transmission, pour lesquelles r(k) = 0. Ces algébres correspondent & des
systémes physiques dont I'impureté est purement transmitive.

On notera que, si on oublie les relations d’unitarité (9.3.4), les deux cas particuliers correspon-
dent aussi & des sous-algébres des algébres d’impureté.



Chapitre 10
Algébres de quasi-Hopf

Comme leur nom l'indique, les algébres de quasi-Hopf [66] sont une généralisation des algébres de
Hopf. Elles interviennent dans les modéles de chaines de spins de type XYZ, voir par exemple [18].

10.1 Deéfinition

Une algébre associative unifére A est dite algébre de quasi-Hopf si elle posséde une structure de
coalgébre donnée par un coproduit A, une coiinité ¢ et une antipode 5, ainsi que des éléments «,
g € A, et un élément inversible ® € A ® A ® A (coassociateur), qui satisfont

(id @ A)(Aa)) = (A @id)(A(a))Dd™"  (Va € A)
(id@e)oA=(e®id)o A =id
(id@id @ A)(P) - (A®id®id)(®) = (Ie P) - (id® A®id)(®) - (P @ I)
(i[deexid)(®) =11
mo(S@&)oA=a-ioe, mo(B@S)oA=pfioc (10.1.5)
mo(m@id)o (S@a@f)d=1, mo(m®id)o(S@a®id)d-(3@Ix1)=+ID.1.6)

ol & et ﬁ sont les multiplications par « et § (respectivement), et i est I'injection canonique de C
dans A.
I’élément ® mesure le défaut de coassociativité du coproduit.
Une algébre de quasi-Hopf est dite quasi-triangulaire s’il existe une élément inversible R € A® A
tel que
A(a) = RA(a)R™Y  (Va € A)
(A ® ld) (R) — @(312) Ria @(132)_1 Ros (I)(123)
(ld ® A) (R) — @(231)—1 Ry (I)(213) Rio @(123)—1

Cela implique que R satisfait I’équation de Yang—Baxter généralisée:

Ris H(312) Ris <I>(132)_1 Ros $(123) — p(321) Ros <I>(231)_1 Ry H(213) Ris (10.1.7)

Une algébre de quasi-Hopf possédant & = 192 est une algébre de Hopf.

84
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10.2 Equation de Gervais-Neveu-Felder

[’équation de Yang-Baxter dynamique, connue aussi sous le nom d’équation de Gervais—Neveu—
Felder (GNF) [107], est une généralisation de I’équation de YB et un cas particulier de I’équation
de YB généralisée introduite pour les algébres de quasi-Hopf. Pour la définir, on considére une
algébre de Hopf quasitriangulaire A, possédant une sous-algébre abélienne #H, qui joue le role de
sous-algébre de Cartan. I.’équation GNF s’écrit

Ria(—p + 201)) Rag(—p1) Ras(—p + 201) = Rog(—p) Ras(—p+ 207) Ris(—p)  (10.2.1)

Cette équation est écrite dans A @ A ®@ A, et pp = (p1,...,pr) (avec r = dim?H) est une collection
de paramétres dynamiques. R est appelée matrice R dynamique.

On comprend mieux I’équation GNF lorsqu’on I’évalue sur une représentation, d’espace de
représentation V, de cette algébre A. On considére le cas d’une algébre de dimension finie, il
n’y a donc pas de paramétres spectraux. La matrice R évaluée agit sur des vecteurs v; de V de
poids n; sous h selon:

Ria(—p+ Qh(g))(m @ v @ v3) = Ria(—p + 2n3) (1 @ v2) @ v3 (10.2.2)

ot R: M — End(V ®V) est maintenant une fonction (méromorphe). L’équation GNF évaluée
sur v; @ vy ® vs devient alors:

Rua(—p + 2n3) Ris(—p) Ras(—p + 2m) = Roz(—p) Bas(—p + 2m2) Ria(—p) (10.2.3)

Il faut remarquer que les paramétres dynamiques ne doivent pas étre confondus avec les paramétres
spectraux qui interviennent dans le cas d’algébres de dimension infinie (on aurait dans ce cas

R(z; ).

Pour chaque solution de I’équation GNF, on peut construire des algébres (dynamiques), définies

par les relations (écrites dans End(V) @ Fnd(V) @ A)
Rus(p+ 20) Ty () Ta(u + 20M)) = Ty () Ty (i + 203)) Rya(p) (10.2.4)

ott K1) € FEnd(V) (respectivement h(?) € End(V)) est évalué sur les composantes de Ty (respec-
tivement Th), tandis que h(®) reste un élément (non évalué) de A.

Remarque 10.2.1 L’équation de GNF a été introduite par Gervais et Neveu pour l’étude de la
quantification de la théorie de Liouville. Flle a ensuite été généralisée par Felder [88] dans une
étude des déformations quantiques de l’équation de Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard (d’ou le nom
de ¢-KZB qu’on lui donne parfois). Flle joue un role fondamental dans l’approche en matrice R
de la quantification de toute une famille de modéles, de type Calogero (-Moser ou -Sutherland) ou
Ruijsenaars-Schneider [9].
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10.2.1 Exemple: U (sl;)

On considére la matrice R dynamique (évaluée) suivante:

: (10.2.5)

—_
Cnl
—
_— o O O

1

0

0 —s ! 1—-3572
0 0 0

ol s est le paramétre dynamique. On peut vérifier que cette matrice satisfait ’équation de YB
dynamique

Ria(—s+ 2n3) Ris(—s) Ras(—s+ 21m1) = Rasz(—s) Riz(—s + 212) Ri2(—s) (10.2.6)
[’algébre Us(sls) est engendrée par des générateurs e, f, et h soumis aux relations
Ria(s+ ha)Li(s)La(s + h1) = La(s)L1(s + h2) Ri2(s)
avec

L) = ((1—3—1h)‘1e 1+s—1(8i_if,s—h)—lef) !

La(s+1) 0 )
0 LQ(S—l) !

(10.2.7)

La(s+hy) = ( (10.2.8)

ot on a donné Ly(s + hy) pour illustrer le calcul faisant intervenir les paramétres dynamiques. On
peut vérifier que ces relations sont en fait identiques a celles de 'algébre U(sl3). Seule la structure
de Hopf est modifiée.

10.3 Twists de Drinfeld

10.3.1 Twists rigides

Iorigine de la construction de twists "rigides" des algébres de Hopf est une algébre de Hopf quasi-
triangulaire A, dont on cherche un isomorphisme (de la structure de Hopf). Pour ce faire, on
introduit un élément inversible F € A ® A satisfaisant

(idoeF=(exid)F =1 (10.3.1)
ainsi que I’équation de cocycle
(A @id)(F) Fi2 = (id @ A)(F) Fas (10.3.2)

F est appelé! twist de Drinfeld, ou (antinomiquement) twist rigide. Pour un tel objet, on
construit une nouvelle matrice R universelle

REy = FouR1aFg .

'Strictement parlant, un twist est un élément inversible satisfaisant (10.3.1), et est appelé twist admissible s’il
satisfait 1’équation de cocycle. Cependant, nous ne étudierons ici uniquement les twists admissibles (comme c’est le
cas de la plupart des études existantes), que nous appellerons simplement (et abusivement) twists.
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On peut alors montrer que cette nouvelle matrice R satisfait ’équation de YB (universelle). De
plus, introduisant

AF(Q) = Fi12A(a) ]:1_21 et SF(a) =fS(a)f' avec f=mo(ideS)(F)eA

on peut vérifier, a ’aide de I’équation de cocycle, que ’on obtient une nouvelle structure de Hopf.
Grace aux twists de Drinfeld, on peut montrer que toute algébre quasi-triangulaire déformation
d’une enveloppante U(G), oti G est une algébre de Lie (finie ou infinie), est "twist-équivalente" a
une algébre de Hopf dont la matrice R est I.

Remarque 10.3.1 Les twists de Drinfeld jouent un réle particulierement important dans la notion
de twists factorisants, dont nous ne parlerons pas ici. L’idée de base est de trouver (explicitement)
un twist qui raméne une matrice R a I (comme dans le cas de U,(G)). Ce twist factorise donc la
matrice R en deux parties. En évaluant cette factorisation dans une représentation quelconque, on
peut (en théorie dans le cas général, explicitement pour les modéles XXX et XX7, [146, 147, 172],
retrouvant les résultats [133,134]) calculer les fonctions de corrélation de la chaine de spins associée.

Remarque 10.3.2 [l ne faut pas confondre les twists de Drinfeld avec les twists des algébres de KM,
ou avec les Yangiens twistés. Si (les doubles quantiques de) ces derniers peuvent étre vus comme
des déformations des algébres de KM tunstées, ce qui explique 'utilisation du méme nom pour ces
deux objets, le tunsts des algébres de KM, basé sur les automorphismes de 'algébre de Lie, n’ont pas
de rapport avec les twists de Drinfeld qui définissent (lorsqu’ils sont rigides) des isomorphismes des
algébres de Hopf. Le seul point commun en est la notion disomorphisme de la structure algébrique
considérée.

10.3.2 Twists dynamiques et structure de quasi-Hopf

On peut construire des solutions universelles a 1’équation de GNF en considérant les twists de
Drinfeld dynamiques. Ces objets de A ® A sont des solutions de I’équation de cocycle décalée
("twiste"):

(A @id)(F(2)) Fra(zg"”) = (id @ A)(F(2)) Fas(a) (10.3.3)
ol 2 est la collection de paramétres dynamiques (agissant ici multiplicativement), h = (hy, ..., h,)
est une base orthonormée de la sous-algébre de Cartan de A, 2¢" = (214" ,...,2,¢"") et F: C —

A®% est un élément inversible de poids 0, i.e. [Fio,h@ 1+ 1® h] =0,Yh € H.
Pour chaque élément F, on peut montrer que Ris(2) = Far (2)R12F12(2) " est une solution de
’équation de GNF lorsque R est un élément de A4%2 qui obéit aux axiomes de quasitriangularité.

A Paide des cocycles twistés, on peut définir une nouvelle structure de (quasi-)Hopf sur I’algébre
A, différente de la structure de Hopf initiale. Si A, S et € définissent la structure de Hopf (associée
aR) de A, on introduit
AF(Q) = flg(w) A(Q) flg(w)_l
AT est évidemment un morphisme d’algébre, et on peut vérifier que ce nouveau coproduit satisfait
une relation de "quasi-coassociativité" (10.1.1), avec

(1

¢1F23 = fgg(iﬂ)fgg(wqh )_1 .
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Plus généralement, la structure de quasi-Hopf de A pour AT, SF ¢ ot ®F est garantie par
I’équation de cocycle décalé et les propriétés données précédemment. I’antipode et la colinité ne
sont changées par cette opération.

Le probléme reste de trouver explicitement de tels cocyles. Certaines solutions étaient connues
depuis longtemps (pour sf(2) [12,98] et pour osp(1|2) [14]), mais une systématique restait a trouver.
Avant de la présenter, nous abordons un exemple pour fixer les idées.

10.3.3 Exemple: U (sl;)

La matrice R représentée (10.2.5) de cette algébre peut étre vue comme 1’évaluation d’une matrice

universelle RF (s) = Fa1(s) (Fia2(s))~", on

Fs) = i % (ﬁ[u bh—s)1-hle 1) @ f (10.3.4)

n=0 k=0

e, f, h étant les générateurs de sf(2). Ainsi, Us(slz) apparait comme le twist de U(slz), dont la
matrice universelle est I.

On peut vérifier que F satisfait I’équation de cocycle (10.3.3), ce qui assure (en fait promeut)
Us(slz) au rang d’algebre de quasi-Hopf quasi-triangulaire. Le coproduit pour cette algébre prend

la forme:
Ah) = h@14+10h = hi+ hy,
1—S—h1—h2 _1
Ale) = 1®e+ T— e@1-¢(s)™ ",
A(f) = [cb(s)-f@ursfh1 1@ f| é(s—1), (10.3.5)
ou .
9(s) = Fra(s)Fra(s+ha) ™| _ =101+ G s h o (10.3.6)

ce qui montre que U(sly), en tant qu’algébre de (quasi-)Hopf est différente de U (sl).
I’évaluation de RY (s) dans la représentation fondamentale de s£(2) redonne bien str la matrice
R représentée (10.2.5).
A ce stade, le calcul apparait "miraculeux": comment trouver F(s) en partant de la seule
connaissance de R(s)? I’explication vient de I'utilisation d’une équation "auxiliaire", dite équation
ABRR, que nous présentons maintenant.

10.4 Equation ABRR

Pour tout groupe quantique (associé a une algébre de Lie simple ou une superalgébre contragré-
diente), on peut construire des solutions a I'équation GNF. Pour cela, on associe une solution a
I’équation de cocycle shiftée a chacune des (super)algébres précitées. Cette solution est construite
grace a une équation linéaire "auxiliaire" sur le cocycle. Partant de
r
hy b2 r_ (hihj—pih
B(x) — H(xjjq J) — qzj=1( gy T Hy 1)7

i=1
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cette équation prend la forme:

Fio(2)By(2) = R7) Ba(2)Fia(2) avee R=KR ou K = H "o (10.4.1)
7=1

Cette nouvelle équation (dite équation ABRR) [ERAZ26] apparait en fait plus fondamentale que
I’équation de cocycle elle-méme, puisque ses solutions (calculables) sont automatiquement des co-
cycles. Ces solutions sont données sous forme de produit infini:

F =TI (Bii B;*) (10.4.2)

La convergence de ce produit est assurée dans chaque irrep finie du groupe considéré.

Pour chacun des cocycles ainsi construits, on construit ainsi une nouvelle classe d’algébres de
quasi-Hopf qui dépendent de paramétres de déformation dynamiques, ainsi que d’un paramétre spec-
tral. Une généralisation de cette approche au cas des algébres affines, oti un paramétre dynamique
supplémentaire (dit nome elliptique) est introduit, a été effectuée en paralléle par un groupe japon-
ais [132]. Elle conduit aux algébres dite elliptiques. A noter toutefois que la convergence des
produits infinis n’est pas assurée dans le cas affine.

Remarque 10.4.1 L’origine de l’équation ABRR prend sa source dans Uétude des symboles 65
de U, (slz). En effet, en étudiant la continuation complexe de ces symboles, qui sont reliés aux
caractéres des représentations irréductibles unitaires du groupe de Lorentz déformé, E. Buffenoir et
Ph. Roche [37] ont montré que les conditions de régularité de ces caractéres sont assurées par une
équation linéaire qui n’est rien d’autre que ’équation ABRR pour U,(sls).

[’équation ABRR joue un réle trés important dans I’étude des groupes quantiques. On verra
ci-dessous des cas simples ot son utilisation permet de résoudre des problémes liés aux structures
de (quasi-)Hopf. Elle est aussi trés utilisée par les mathématiciens pour résoudre des problémes de
clagsification des matrices R, voir par exemple [72,76].

On notera pour finir que 8’1l est clair qu’une solution de I’équation ABRR fournit un twist de
Drinfeld, il n’a pas été démontré (4 ma connaissance) qu’un twist doit étre solution d’une équation

de type ABRR.

10.4.1 Exemple: U (sl;)

Afin d’illustrer le calcul d’un twist en utilisant I’équation ABRR, nous reprenons le cas de U (sl3).
En représentation, la matrice R de cette algébre peut étre construite par I'action du "twist"

0 0

F(s) = (10.4.3)

R e
|
CDI
-
— o o o

1
0 1
0

sur la matrice identité (vue comme matrice R de sl3). Bien sir, étant représentée, F'(s) ne peut pas,
a proprement parler, étre appelée un twist. Cependant, on peut vérifier que cette matrice satisfait
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(une version en limite d’échelle de) I’équation ABRR représentée:
XL F]l=Fr ot X =diag(l+s,1-3s)

et r est la matrice R classique de U, (sly), définie par

00 0 O 10 0 0
o o0 =20 T (S G i
r_)lzl_%(R—]I)_ 00 0 0 avec R=¢ 2 00 ‘ 0 et g=e
00 0 O 00 0 1

I.’idée est donc de promouvoir cette équation représentée & une équation universelle, et de construire
le twist (universel) correspondant. Pour cela, on reconnait dans X I’évaluation de %hQ + s h, tandis
que r = —2e® f. La résolution de I’équation se fait sous la forme de produit infini ou de somme
infinie, qui sont deux formes équivalentes de la forme présentée en (10.3.4). Bien sir, ’évaluation
de la forme (10.3.4) redonne la forme (10.4.3).

Ce simple exemple fait ressortir un avantage indéniable de I’équation ABRR sur I’équation
de cocycle: la premiére peut étre évaluée dans une représentation, alors que la seconde, faisant
intervenir le coproduit, ne peut exister qu’au niveau universel.



Chapitre 11

Structures de (quasi-)Hopf des Yangiens
déformés

11.1 Les Yangiens comme limite d’échelle

On peut voir les Yangiens comme des limites particuliéres des groupes quantiques, dans lesquelles
tous les les paramétres tendent vers 1, mais dont les rapports des logarithmes restent fixes. Ainsi,
partant du groupe quantique U, (sfn) (basé sur I'algébre affine sly), de générateurs T'(u), en posant

g=¢" et r(u)=(T(uh)—1)/h,

la limite i — 0 produit le Yangien (plus exactement son double quantique) engendré par 7(u).

De fait, la limite d’échelle de la matrice R évaluée de Uq(%) ol le parameétre spectral est noté
2z = ¢™ redonne la matrice R évaluée du Yangien, avec pour paramétre spectral u. On notera
toutefois qu’au niveau des matrices R universelles la limite d’échelle n’a pas été faite. Une des
difficultés dans cette procédure vient de la manipulation de séries formelles, ce qui n’apparait pas
dans une matrice R évaluée.

Dés lors, il est légitime de considérer les limites d’échelle des algébres de quasi-Hopf introduites
au niveau des groupes quantiques. Par de telles limites, on peut donc obtenir une série d’algébres
de type Yangien, mais possédant des paramétres (dynamiques) de déformation supplémentaires [7].
Par exemple, dans le cas de sf(2), on peut dégager une classification de toutes ces structures, les
reliant par des procédures de limite d’échelle dans leur espace de paramétres ou par des twists
évalués [ERA30]. On peut aussi inclure dans ce schéma général des limites "simples" ot I'un des
paramétres de déformation (& savoir ¢) tend vers 1, sans que les autres soient changés. On obtient
alors des déformations dynamiques des algébres usuelles (non déformées), telle 'algébre U, (sls)
présentée plus haut.

Bien str, le calcul se faisant au niveau "évalué", les structures de (quasi-)Hopf de ces nouvelles

algébres reste a prouver. C’est I'utilisation de I’équation ABRR qui permet de résoudre ce probléme,
comme nous allons le voir maintenant.
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11.2  Structure de quasi-Hopf [ERA31, ERA35]

I’existence de la forme universelle des twists en représentation peut étre prouvée pour certaines de
ces déformations de Yangien. La forme des twists est calculée grace a une équation linéaire de type
ABRR, similaire a celle donnée pour U (sls). La technique employée est la méme que celle présentée
pour cette algébre: & partir de la forme du twist dans la représentation fondamentale, on déduit une
équation linéaire (de type ABRR), valable a priori uniquement dans la représentation fondamentale.
On postule alors une forme universelle pour cette équation, ce qui permet de déterminer une forme
universelle pour le twist. Une fois la forme universelle déterminée, on vérifie que I'équation de
cocycle (décalé) est satisfaite. Les déformations en question admettent donc une structure de quasi-
Hopf. Bien sar, I’évaluation dans la fondamentale de la forme universelle redonne la matrice point
de départ du calcul.

Cette approche, effectuée tout d’abord pour sy, peut étre généralisée au cas d’une algébre ou
superalgébre quelconque, toujours en utilisant différentes versions de I’équation linéaire précitée. De
cette facon, la structure en algébre de quasi-Hopf quasi-triangulaire des (super)Yangiens déformés
est établie.

Remarque 11.2.1 Dans le cas des matrices R évaluées, il a été mis en évidence des matrices
de type "twists homothétiques”, qui permettent de "remonter' les limites (d’échelle ou autre) con-
sidérées, i.e. de reconstruire les groupes quantiques a partir des Yangiens. Une forme universelle
(hypothétique) de tels "twists homothétiques” (@ définir) permettrait de relier les structures de Hopf
des premiers auz seconds.



Chapitre 12

Algébres ZF et généralisations

Les algebres ZF sont aux algeébres d’oscilateurs ce que les champs en interaction sont aux champs
libres. A ce titre, elles jouent un grand réle dans les théories des champs intégrables, décrivant
en particulier les états asymptotiques (de type ondes planes) de ces théories. Leur généralisation
permet ’étude des systémes intégrables avec bord ou avec impureté.

12.1 Groupes quantiques et systémes intégrables

Les groupes quantiques jouent un grand réle dans ’étude des systémes de type chaines de spins.
Ils interviennent aussi dans des modéles de théorie des champs quantiques. Nous présentons ici les
structures algébriques qui sous-tendent les approches en théorie des champs que nous utiliserons
dans la partie suivante.

12.1.1 Algébres de Zamolodchikov-Faddeev

Les algébres de Zamolodchikov-Faddeev (ZF) [78,244] sont des algébres associatives uniféres engen-

drées par des générateurs a;(k) et a;(k), j=1,..., N, soumis aux relations:
aq (kl) a2(k2) = Rgl(kg, kl) a2(k2) aq (kl) (1211)
al (k) al(ky) = al(ky) al(ky) Roy (ks ky) (12.1.2)
aq (kl) ag(kg) = a; (kg) ng(kl, kg) aq (kl) + 5125(1€1 — kg) (1213)

N N
at(k) = a:-r(k) e:-r , a(k) = Z a;(k)e; avec (12.1.4)
=1 =1
el = (0,...,0,1,0,...,0) , ele;=4 (12.1.5)
N
Sz = Y ei@el (12.1.6)
=1

La matrice R utilisée satisfait I’équation de Yang-Baxter (ce qui assure I'associativité du produit)
et doit aussi, par cohérence des relations ci-dessus, satisfaire la relation d’unitarité (8.3.3).
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Si on note Ria(z,w) = I ® I + hria(z, w), on peut voir, en étudiant la limite i — 0, que
I’algébre ZF est une déformation d’une algébre d’oscillateurs. De fait, les algébres ZF sont utilisées
en physique en tant qu’algébres associées a des états asymptotiques des théories étudiées (voir
’exemple de I'équation de Schrodinger dans la partie suivante).

Les algébres 7ZF ne sont pas des algébres de Hopf: on ne peut pas, par exemple, construire de
coproduit pour celles-ci.

12.1.2 Représentation de Fock

Au niveau physique, comme pour les algébres d’oscillateurs, c’est la représentation de Fock qui doit
étre considérée. Cette représentation est construite a partir d’un vide Q, qui est plus bas poids de
I’algébre, i.e.

ai(k)Q=0, Vi, Vk

Les vecteurs de la représentation sont construits par action des opérateurs a;r(k), une base de
Poincaré-Birkhoff-Witt étant donnée par les produits de ces opérateurs, ordonnés selon la grandeur
des paramétres spectraux (les impulsions) k.

Une construction explicite de cette représentation est fournie par les fonctions de type L?(R),
sur lesquelles agissent des opérateurs "habillés" (comme par exemple a;(f) = [; dk f(k)a;(k)). Plus
précisément, le point de départ est la somme directe des espaces Lo = C et £, = L?(R)®", n > 0.
Sur ces espaces, la matrice R de 'algébre ZF permet de construire une représentation du groupe de
Weyl de sl(n — 1) selon (n >2eti=1,...,n):

()

[0

(/9]1...n(k17 ceey ki7 ki—}-h ceey kn) = Rii+1(ki7 ki—}-l)(ﬁl...n (kh ceey ki—}-h ki7 ceey kn) . (1217)
On peut vérifier que, grace a 'équation de YB, sur H,,, on a

U(n) U(n)l Uz(n)

2
R R (") =1. (12.1.8)

i1 07 T

(n)

si bien que la correspondance ¢, : o; — o, ' définit une représentation de W, dans #,. Grace a
ce morphisme, l'opérateur
1
P = 51 > ¢alv) (12.1.9)
vEW,

devient un projecteur orthogonal. IL’espace de Hilbert de I'espace de Fock de l'algébre ZF est
alors donné par H = @p>0Hn, avec Hg = C et H, = P(”)En. Le vide de la représentation est
Q=(1,0,...,0,...) € Ho, et 'action des opérateurs donnée par

a(f)Q = 0, (12.1.10)
a0 b k) = VAFT [ Ak OAT k) (2.000)

Il

(Bty s k) = \/E{P(”)f®cp(”‘1)] (1 ooes ) - (12.1.12)
1..n

Les opérateurs "nus" a(k) et a'(k) apparaissent alors comme des opérateurs & valeur distribution

de F.
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12.1.3 Opérateurs bien élevés [ERA36]

Le cas de Schrodinger (que 'on traitera plus bas) suggére une approche systématique des systémes
intégrables définis via une matrice R. Ainsi, partant d’une matrice R (avec paramétre spectral) com-
plétement arbitraire, soumise uniquement a I’équation de Yang-Baxter et & la condition d’unitarité,
on peut associer une algébre ZF et un groupe quantique.

Pour cela, on introduit des opérateurs bien élevés, qui appartiennent a (une fermeture de)
I’algébre ZF et agissent selon:

Li(k1) ax(ky) = Ray(ka, k1) az(ka) Li(ky) (12.1.13)
Li(ky) al(ky) = al(ky) Rig(ly, ko) Ly (ky) (12.1.14)

On peut construire explicitement ces opérateurs bien élevés en les prenant sous la forme L(k) =

L (k)E” € AR ® eV on

Lo(ke) = T+ i (—n1!)n % trion (b oy I6 p0.n) (12.1.15)
avec .
al o= al (k.)..al (k)5 ar. = ag (k1) ... ap, (k) (12.1.16)
1D = B8 s ook ek € (€ g kL k) (12.107)
et otl try3. ., est la trace dans les espaces auxiliaires 1,2, ..., n. La forme (12.1.15) est & rapprocher

de la construction des algébres de Lie affines en termes d’oscillateurs. Une formule de récurence
entre Lg{)n et Lg{jl)_l est donnée dans 'article [ERA36]. Elle permet de calculer ces matrices a

partir de Léll)(ko, k1) =1 — Roy(ko, k1).
Les opérateurs bien élevés engendrent le groupe quantique de méme matrice R que celle de
I’algébre ZF:
Ria(z1,22) Li(z1) L2(22) = La(z2) L1(21) Ri2(21, 22) (12.1.18)
On remarquera que sur les sous-espaces ©p<n, L, de I'espace de Fock de I'algébre ZF, la série

définissant les opérateurs bien élevés se tronque au niveau ng.
De plus, le groupe quantique est une symétrie de la hiérarchie naturelle associée a ’algébre ZF:

[HU) L(k)] =0  avec Hg;l:/ dk b at(Bya(k) et [HULHMI =0  (12.1.19)

o0

Ainsi, les opérateurs bien élevés permettent, & partir d’'une matrice R quelconque de construire une
hiérarchie intégrable dont la symétrie est le groupe quantique basé sur R.

12.2 Algébres de bord

Les algébres de bord [165] sont des généralisations des algébres ZF, introduites pour des systémes
physiques avec bord (réfléchissant). Ce sont des algébres uniféres engendrées par des générateurs

N
a(ky="> aj(ke; ; aT(k):za}(k)e; (k)= ) by (k) (12.2.1)

N N
j=1 j=1 i,j=1
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ol I;; est la matrice N X N ayant 1 en position (¢, 7). Leurs relations de définition prennent la

forme suivante:

iy (k1) @o(ks) = Ron(ka, ky) ds(ks) a (k1) (12.2.2)
al(ky) al(ky) = @b (ko) af(ky) Rt (ka, k1) (12.2.3)
ay (k) al(ks) = al (ko) Rya(ky, ko) iy (y) + % (5(k1 — ky) + by (ky) 8(ky + k-Q)) Sip (12.2.4)
iy (k1) ba(ka) = Roy (ko k) bo(ks) Rya(kr, —ks) @1 (k1) (12.2.5)

by(ky) ad (k) = @l (ky) Rua(ky, ko) by (k1) Rar(ka, —kn) (12.2.6)
Rualkr, ko) by (ky) Rar (kay —ky) ba(ka) = bo(ks) Rua(kr, —ks) by (k1) Rot(—kay —k1) (12.2.7)
b(k)b(—k) = I (12.2.8)

La relation (12.2.8) assure I'existence d’un automorphisme idempotent

(k

H—k)b(—Fk) (12.2.9)
(k

La signification physique d’un tel automorphisme deviendra claire dans la partie suivante.

12.2.1 Représentation de Fock

Comme pour 'algébre ZF, on peut construire un espace de Fock pour 'algébre de bord [164] en
considérant les fonctions L2(R). Cependant, la présence du générateur b(k) modifie la construction:
algébriquement, ceci se traduit par la valeur de b(k)2 = B(k)2, ot B(k) est une matrice satisfaisant
les relations (12.2.7) et (12.2.8). Ainsi, il y a plusieurs espaces de Fock F g, indexés par les différentes
matrices B(k). Dans le cas oil la matrice R est celle du (super-) Yangien basé sur s{(N) ou s¢((M|N),
ces matrices ont été complétement classées: elles prennent la forme
B(k‘):w avec F'=1 ou F =0
c+ 1k

D’autres classifications partielles existent pour les matrices R des Yangiens basés sur so(N ), sp(2n)
et osp(M|2n) (classification pour B(k) diagonale, anti-diagonale et "croisée") et pour les matrices R
des groupes quantiques (classification pour B(k) diagonale pour U, (sln) et quelques cas de matrices
"pleines" connus).

La construction explicite de I’espace de Fock Fp utilise encore une fois ’espace H introduit en
section 12.1.2 et un projecteur orthogonal, basé cette fois-ci sur le groupe de Weyl W B,, de B,, (et
faisant intervenir la matrice B(k)). L’action des générateurs Uz(n)
(12.1.7), et le nouveau générateur 7 de WB,,, n > 1, se représente selon:

reste identique a celle donnée en

7]kt k) = Bu(kn) @1 (s oy bty =) (12.2.10)

Les relations (12.2.7) et (12.2.8) satisfaites par B(k) montrent alors que les relations (12.1.8) sont
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satisfaites, ainsi que

oM e = MM <i<n -2 (12.2.11)

U(n_)l T(n) 07(Ln_)1 7—(”) = T(n) 07(L7L_)1 T(n) 07(Ln_)1 , (12212)
2 2

05”)) - (r<”)) ~1. (12.2.13)

Cela permet de définir le projecteur orthogonal P(") comme précédemment, avec cette fois-ci une
somme sur les éléments de WB,, et d’introduire £ = ©,>0L, avec L, = P(”)'Hn. [’action des
générateurs a et al est alors identique & celle donnée pour algébre ZF, avec en plus b(k)Q = B(k)Q,
comme déja mentionné.

Enfin, on remarquera que dans ’espace de Fock 'automorphisme p devient une identité

a(k) = b(k)a(=k) et al(k) =al(=k)b(—k) dans Fp (12.2.14)

Nous reviendrons sur cette propriété dans la partie suivante.

12.2.2 Hiérarchie associée a ’algébre de bord et lien avec 1’algébre ZF [ERA37]

On remarquera que b(k) engendre une sous-algébre de 'algébre de bord, qui se trouve n’étre rien
d’autre que ’algébre de réflexion introduite pour I’étude des systémes avec bord réflexif. La perti-
nence de I’algébre de bord deviendra manifeste lors de I’étude de I’équation de Schrodinger (chapitre
15).

Cette sous-algébre de réflexion est de plus la symétrie de la hiérarchie naturelle associée a
’algébre de bord (n,m =0,1,2,...):

(o]
me = / dk k> at(kyak)  avee [HUW HZ™ =0 ot [HE b(k)]=0, (12.2.15)
— 00
On notera que seuls les Hamiltoniens "pairs' interviennent dans cette hiérarchie. En fait, on peut
définir une deuxiéme hiérarchie associée aux Hamiltoniens impairs, qui commutent entre eux, mais
pas avec les Hamiltoniens pairs. Cependant, dans ’espace de Fock, ces Hamiltoniens impairs sont
identiquement nuls, ce qui les exclut d’une hiérarchie honnéte. Nous reviendrons sur ce point dans
la section 15.3.

Grace aux opérateurs bien élevés, on peut construire une algébre de bord en partant d’une
algébre 7ZF:

(k) = 5 (a(k) + b(k)a(~F)) (12.2.16)
at(hy = %(aT(k)—}—aT(—k)b(—k)) (12.2.17)
b(k) = L(k)Bk)L(—k)™! (12.2.18)

oit a(k) et af(k) engendrent une algébre ZF, (k) sont leurs opérateurs bien élevés, et a(k), al(k),
b(k) engendrent une algébre de bord. B(k), dite matrice de réflexion, est une matrice satisfaisant
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I’équation RSRS. Dans le cas ot R est la matrice Yangienne, un exemple d’une telle matrice est
donnée par la matrice identité I.
Dans cette présentation, on peut relier les hiérarchies avec et sans bord, selon:

(o]
mem = gl / dk ot (k)b(k)a (k) (12.2.19)
— 00
Ainsi, les Hamiltoniens du cas avec bord sont constitués d’un terme de volume (bulk term), qui
correspond & I"'Hamiltonien du cas sans bord, auquel s’ajoute un terme de bord. On obtient de
nouveau, a partir d’une matrice R quelconque, une hiérarchie intégrable de modéles avec bord dont

la symétrie est ’algébre de réflexion basée sur R.

12.3 Algébres de Réflexion-Transmission [ERA43, ERA47]

Le cas des algébres RT (associées & une impureté, voir ci-dessous) peut lui aussi étre traité de la
méme maniére. La notation R et T étant réservée aux générateurs associés a la réflexion et & la
transmission, on notera ici S13(k1, k2) la matrice R (matrice de diffusion) de 1’algébre RT.

Une algébre RT admet pour générateurs A(k), AT(k), t(k) and r(k) qui satisfont:

Aq(k1)Az(ke) = Sai(ke, k1) Az(ka) Ay (k1) (12.3.1)

Al (k) Al(kz) = Al(ko) AT (k1) Sar (2, k) (12.3.2)
Al(kl)A;r(kQ) = (k2)512(k17 ko) Ay (k1) + 0(ky — ko)d12 (1 + 14 (kl))

+012 71 (k1)d (k1 + k2) (12.3.3)

Al(kl)tg(kg) = Sgl(kg,kl)tg(kg)slg(kl,kg)Al(kl) (1234)

Aq (k1)r2(k2) So1(ka, k1)ra(ke)Sio(k1, —ke) A1 (ky) (12.3.5)

1 (k1) Al (k2) AL (ko) S (ki ko)t1 (k1) Sar (ka, ki) (12.3.6)

ri(k) AL (ke) = Al(k2)S12(k1, ka)ri(kr) San (ha, —ky) (12.3.7)

Slg(kl, ]CQ) tl (kl) Sgl(kg, kl) tg(kg) = tg (]CQ) Slg(kl, ]CQ) tl (kl) Sgl(kg, kl) (1238)

Slg(kl, ]CQ) tl (kl) Sgl(kg, kl) TQ(]CQ) = T2 (kg) Slg(kl, —]CQ) tl (kl) 521(—k2, kl) (1239)

Sto(ky, ko) ri(k1) Sou(ke, —k1) ro(ke) = ra(ke) Siz(ki, —k2) r1(k1) Sa1(—ke, —k1)  (12.3.10)
ot r(k) and ¢(k), & valeur matricielle dans 'espace auxiliaire, satisfont:
t(k)t(k) +r(k)r(=k) = 1  tk)yr(k)+r(k)t(-k) =0 (12.3.11)

Du point de vue algébrique, les relations (12.3.11) assurent I’existence d’un automorphisme idem-
potent donné par

%2) . if()’j;(l(gli) iﬂ)( (’f)k() k)

— +

PRT rk) o r(k) (12.3.12)
t(k) = t(k)

La signification physique d’un tel automorphisme deviendra claire dans la partie suivante.
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12.3.1 Représentation de Fock

La construction de 'espace de Fock des algébres RT est trés similaire a celle des algébres de bord et
utilise deux matrices R(k) et T'(k) associée aux générateurs r(k) et t(k). Ces deux matrices forment
une représentation de l'algébre d’impureté, i.e. elles satisfont ses relations de définition (9.3.1)-
(9.3.4). Elles caractérisent les différents espaces de Fock Frr de Ialgébre RT, selon r(k)Q2 = R(k)Q
et t(k)Q2 =T (k)Q.

Le projecteur utilisé est encore une fois associé au groupe de Weyl de B,,, mais sa construction
explicite est différente. La modification porte sur I’élément 7 de WB,,:

{T(n)@} (kh tey kn) = Tn(kn)@ln(kh vy kn—h kn) + Rn(kn)gpln (kh vy kn—h _kn) (12313)

1..n

La suite de la construction est identique a celle donnée en section 12.2.1. En particulier, I’automorphisme
prT devient une identité dans I’espace de Fock.

12.3.2 Hiérarchie associée a 1’algébre RT et lien avec ’algébre ZF [ERA49]

On aura reconnu dans r(k) et (k) les générateurs d’une algébre d’impureté, qui est donc une sous-
algebre de I'algébre RT. Cette sous-algébre d’impureté est la symétrie de la hiérarchie naturelle
associée a l'algébre RT:

g = [ aen atwam) GG =0 e (G 0] = (G (0] = 0

Toujours en utilisant les opérateurs bien élevés L(k), on construit un morphisme d’algébre qui
permet de réaliser les générateurs de ’algébre RT en fonction de ceux de 'algébre ZF. La sous-
algébre d’impureté est donnée par

t(k) = LBT(R)L™ (k) et r(k) = L(E)R(E) L' (=k) (12.3.14)

ot R(k) et T(k) sont des matrices obéissant aux relations de définition de I'algébre d’impureté.
Les autres générateurs de 'algébre RT s’expriment selon:

Alk) = %([1+t(k)]a(k)—}—r(k)a(—k)) (12.3.15)
Aty = %(M(k)[ut(k)]+aT(—k)r(—k)) (12.3.16)

On montre alors que A(k), AT(k), t(k) and r(k) forment une algébre RT.

Les Hamiltoniens s’expriment alors en terme de ceux de I’algébre ZF:
H — / di k™ AT (k) A(R) = HU + / Ak k" at () (r(k)a(—k) + £ (F)a(k)) (12.3.17)
R R

On reconnait encore une fois 'Hamiltonien d’un systéme sans bord auquel est ajouté un terme
d’interaction avec I'impureté. Ainsi, & nouveau, on obtient, a partir d’une matrice R quelconque,
une hiérarchie intégrable de modéles avec impureté dont la symétrie est 1’algébre d’impureté basée
sur R.
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Remarque 12.3.1 Les relations d’échange de ’algébre d’impureté impliqguent que dans la construc-
tion précédente, on peut toujours prendre T'(k) = 1, alors que R(k) = I dépend du type de matrice
R considérée. Cependant, dans les deux cas, les relations d’unitarité impliquent alors R(k) = 0 ou
T(k) =0 (respectivement). La construction conduit alors auz cas particuliers d’algébre de réflexion
ou d’algébre de transmission. Pour obtenir une algébre d’impureté dans toute sa splendeur, il faut
prendre des matrices R(k) et T (k) effectivement non-triviales.

1l existe toutefois un cas "quasi-trivial”, lorsque la dimension de [espace auxiliaire est paire
et que la matrice S posséde des propriétés supplémentaires, telle que Sya(k1, k2) Sa1(ke, —k1) =
Sia(k1, —ks) So1(—ko, —ky) Il est fournit par

R(k) = p(k)cos(6(k)) I, et T(k)=sin(8(k)) ( M(—(;C)]In M(]B)]In )
ou O(k) est une fonction impaire et p(k)u(—k) = 1, ces conditions assurant que les relations
d’unitarité sont satisfaites. Bien que paraissant trivial, cet exemple joue un réle important au
niveau physique (cf partie suivante).



Partie IV

Systémes intégrables
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Chapitre 13
Généralités

On peut dire que l'idée de base des systémes intégrables est d’utiliser au maximum les structures
mathématiques sous-jacentes d’un probléme physique pour le résoudre. Ce point de vue remonte
(au niveau classique) a Liouville [129,167] et sa notion d’intégrabilité: la construction des variables
action-angle permet de résoudre complétement le systéme concerné par la connaissance de ses in-
tégrales du mouvement. C’est donc la connaissance de quantités conservées (en nombre suffisant)
qui va assurer la résolution du systéme.

Dans le cas d’un systéme de dimension infinie, le probléme devient plus délicat, mais 'existence
d’un nombre infini (dénombrable) de quantités conservées est encore appelé I'intégrabilité (au sens
de Liouville). Bien sir, I'intégrabilité n’assure plus dans ce cas la résolution automatique du sys-
téme, mais elle permet d’obtenir de nombreuses informations physiques. la résolution compléte du
systéme reste possible, en utilisant par exemple la méthode de diffusion inverse [101,106,173], qui
est 1’équivalent dans le cas infini de la transformation en variables action-angle. Cependant, elle
fait appel a de lourds outils mathématiques (paire de Lax [157], matrice r, etc...), pas toujours
disponibles suivant le modéle, et sur lesquels nous reviendrons.

Le probléme se complexifie plus encore lorsqu’on aborde les versions quantiques des modéles.
Deux approches essentielles se dégagent: dans une premiére approche, on cherche a quantifier
les méthodes obtenues dans le cas classique des systémes infinis (méthode de diffusion inverse
quantique, par exemple voir [81,82]), alors que dans 'autre on réduit d’abord la dimension du
modeéle (par discrétisation) pour le traiter directement au niveau quantique et prendre ensuite des
limites du continu (Ansatz de Bethe par exemple). Les deux approches sont étroitement liées
dans leur méthodologie: par exemple, dans I’équation de Schrédinger non-linéaire, que ’on peut
complétement résoudre dans I'approche de diffusion inverse (quantique), certains résultats sont
obtenus par discrétisation puis par passage au continu; réciproquement, dans le modéle XX7, qui
est un modéle sur réseau dont on obtient I’énergie du fondamental et des premiers excités par les
équations (de I’Ansatz) de Bethe, c¢’est uniquement dans la limite thermodynamique que ’on peut
résoudre ces équations.

D’une facon générale, ce qu’on cherche a mettre en évidence est une riche structure mathéma-
tique, telle qu’une algébre de (quasi-)Hopf. Par exemple, c’est une algébre de Hopf qui apparait
dans le traitement en paire de Lax. C’est aussi grace au coproduit des algébres de Hopf que I’on
peut construire des (nouveaux) modéles sur réseau ayant ces algébres comme symétrie.
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Chapitre 14

Systémes intégrables avec impureté

Les systémes intégrables de théorie des champs possédant des bords ou des impuretés font 'objet
de nombreuses études. Dans le cas d’un bord, I'intégrabilité et la factorisation conduisent, suivant
les travaux de Cherednik [44] a la notion d’opérateur de bord [97,108]. Ce dernier méne naturelle-
ment & la notion d’algébre de bord [165], une généralisation de 1’algébre ZF qui préserve la notion
d’intégrabilité et 'unitarité de la matrice de diffusion du systéme. C’est dans le cadre général de
I’intégrabilité, de la factorisation et de I'unitarité de la matrice de diffusion que les algébres RT
sont introduites pour traiter des systémes avec impureté. Une autre approche peut étre trouvée
dans [51,97], mais ses conclusions sont plutdt négatives [41] et le cadre ne semble pas adapaté
pour préserver I'unitarité de la matrice S. Des exemples d’impuretés purement transmitives ont été
donnés dans [32,33,152]

14.1 Champ libre et impureté

A titre d’exemple pour motiver I'introduction des algébres RT, nous traitons ici le cas d’un champ
libre interagissant avec une impureté (ou défaut) situé a I'origine. Un exemple plus complexe sera
donné par I’équation de Schrédinger non-linéaire, dans le chapitre suivant.

14.1.1 Présentation du probléme

Le point de départ est ’'Hamiltonien libre

H= —%ag (14.1.1)
défini sur un domaine de L*(R,dz) formé des fonctions deux fois différentiables sur R\ {0}. Cet
Hamiltonien décrit une particule bosonique (de masse unité) et ses extensions auto-adjointes sur R
vont décrire les différents types d’'impuretés "intégrables" que I'on peut mettre en 0. Ces extensions
ont été étudiées [30,45,214], et elles peuvent étre décrites par les conditions en 04 et 0_ que doivent
satisfaire les fonctions ¢ € D: elles sont classées par ’ensemble

'={a,...de RoweC:ad—bec=1,0w=1,}, (14.1.2)
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correspondant aux conditions:

( afs(ot(}?gi) ) :“( . Z ) ( af;t(’t?ai) ) : (14.1.3)

Afin d’éviter la présence d’états liés, nous ne considérerons que le sous-ensemble

at+d+/(a—d)2+4<0, b<0,
Ty = cla+d)~' >0, b=0, (14.1.4)
at+d—+/(a—d)?+4>0, b>0.

correspondant & un domaine Dy C L%(R,dx) satisfaisant (14.1.3). Une base orthonormée ¥ =
{Qbki(x, t), k € Ry} de Dy est fournie par

@) = B(=a)TH(k)e™ +0(x) [ + RE(-R)e=™] | k<0, (14.1.5)
vr(z) = 0(x)T7(k)e™ +6(—2) [eikuR:(—k)e—m] , k>0, (14.1.6)

ot 8(k) est la fonction de Heaviside et

bk? +i(a—d)k+c 2wk
T(k) = TD (k) = 14.1.
R (k) bk? +i(a+d)k —c’ v (k) bk? +i(a+d)k —c’ ( 7
bk* +i(a— d)k + ¢ — 24wk
(k) = T (k) = 14.1.
R (k) bk? —i(a+ d)k — ¢’ = (k) bk? —i(a+ d)k — ¢’ ( 8)

sont les coefficients de réflexion et de transmission par I'impureté. On peut vérifier par calcul
direct que ces fonctions vérifient les conditions aux limites (14.1.3) et sont fonctions propres de
I'Hamiltonien (d’énergie E(k) = 1k?).

La famille ¥ = {Efk(x) : k € R}, ot la barre dénote la conjugaison complexe, est aussi
orthonormale. Les systémes U (respectivement \il) représentent des ondes entrantes (respectivement
sortantes) asymptotiques se dirigeant vers (depuis) I'impureté. On prend donc comme base d’états

entrants et sortants, les états

)" = of (2) + 0f (1) et [B)™ =1 (a) + B (). (14.1.9)

En conséquence, & partir de 'opérateur de diffusion a une particule défini par S |E)out = k)N, les
amplitudes de diffusion sont données par

M plk)™ = (plSOIRY = [0(p)T(p) + (~p) T (~p)12md(p - k)
HIO)R(p) + 8(=p)R(-p)27(p+ k). (14.1.10)

Cette forme confirme la signification physique de T et R en tant qu’amplitudes de transmission et
de réflexion (par I'impureté).

On remarquera que, bien que les particules n’interagissent pas entre elles, I’amplitude de diffusion
n’est pas triviale du fait de la présence de I'impureté qui, elle, interagit avec les particules. On notera
aussi que par construction, 'opérateur S(1) est unitaire, comme il se doit.
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La solution compléte du champ libre se développe sur la base des Qb,f(x)

oa) = [ b {B- () 07 () + 520 v ()} (14.1.11)

Cette solution peut se réécrire sur la base des ondes planes e**:

P(z) = 0(—x) / die A_ (k) e 4+ 0(2) / de Ay (k) e™*® (14.1.12)
R R
ol les fonctions A4 sont construites sur S4. De par leur construction, ces fonctions satisfont:
Ac(k) = R(k) Ae(=Fk) + T (k) A_c(k) (14.1.13)

qui peut étre vu comme |’équivalence entre un état asymptotique et une superposition d’un état
transmis et d’un état réfléchi. Cette égalité est aussi & rapprocher de ’automorphisme pr7 introduit
en section 12.3, et qui en est I’équivalent quantique.

14.1.2 Introduction de ’algébre RT [ERAA47]

[’idée de base est de présenter un cadre algébrique qui permette de rendre compte des calculs
précédents, a la maniére dont 'algébre ZF prend en charge les diffusions dans le probléme sans bord.
[’algébre recherchée est donc une généralisation de cette algébre ZF qui inclut les interactions avec
I'impureté.

[’algébre concernée a été introduite précédemment: c’est I’algébre RT de la section 12.3, pour
laquelle on fait ici Sy2(k1, k2) = I, les particules n’interagissant pas entre elles dans cet exemple. Du
point de vue algébrique, I'’émergence de I'algébre RT est assez naturelle: les opérateurs a(k) (resp.
at(k)) représentant des opérateurs annihilation (resp. création) d’états asymptotiques (i.e. loin
de I'impureté), leur échange ne doit pas étre modifié par la présence de 'impureté, d’ot la forme
correspondant & une algébre d’oscillateurs. Par contre, la présence doit intervenir dans I’échange
d’un type avec I'autre, d’oti I'émergence des opérateurs r(k) et t(k). Le reste des relations peut étre
obtenu en demandant I’associativité du produit (pour a(ki)a(ks)at(ks) et a(ky)at(ky)at(k3)), de
méme que I’équation de YB est obtenue en demandant ’associativité du produit de trois opérateurs
création (ou annihilation).

Une fois le cadre algébrique mis en place, on identifie les états entrants et sortants du modéle
physique grace a une représentation de Fock de I’algébre RT, ainsi qu’on I’a introduite dans la section
12.3.1. Ici, la présence des matrices R et T définissant 'espace de Fock prend une justification
physique: ce sont les coefficients de transmission et de réflexion du modéle, tels que présentés dans
la section 14.1.1.

14.2 Algébres RT [ERA43, ERAA47]

Le cadre algébrique mis en place dans le cas d’un champ libre peut se généraliser a un systéme inté-
grable quelconque. 1idée de base est "d’étendre" I'algébre ZF de maniére & inclure les générateurs
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traduisant 'interaction (réflexion et transmission) avec I'impureté. De I’étude du champ libre et de
la définition de I’algébre ZF, il est naturel de considérer un premier jeu de relations:

A (k1) Az(ke) = Sai(ke, k1) Az(ka) Ay (k1) (14.2.1)
Al (k) Al(kz) = Al(ko) AT (k1) Sar (2, k) (14.2.2)
Al(kl)A;r(kQ) = (k‘2)512(k17 ko) A1 (ky) + 6(ky — ka2)d12 (1 + tl(kl))

+012 11 (k1)d(ky + k2) (14.2.3)

L’interprétation physique de telles relations est claire: les deux premiéres relations traduisent les
interactions d’états asymptotiques (donc loin de 'impureté), et sont similaires & celles de ’algébre
7ZF. Par contre, la relation faisant intervenir un opérateur création (i.e. & t = —oo) et un opérateur
annihilation (i.e. a ¢t = 400) doit faire apparaitre I'interaction avec I'impureté (comme dans le cas
du champ libre).

Une fois ces relations postulées, les autres relations (12.3.4)-(12.3.10), données dans la sec-
tion 12.3, apparaissent comme assurant ’associativité du produit. Plus précisément, I’associativité
des produits Al(kl)AQ(kg)A;(kg) et Al(kl)A;r(kg)A;(kg) est garantie par les relations (12.3.4)-
(12.3.7), tandis que les relations (12.3.8)-(12.3.10) assurent |’associativité de Al(kl)tg(kg)A;(kg) et
Ay (ky)ro (ko) Al ().

On notera que ces algébres sont associées & une hiérarchie d’Hamiltoniens commutant de plus
avec les générateurs r(k) et t(k) (cf section 12.3), ce qui justifie I’aspect "intégrable" de ces algébres.

Un cas particulier des algébres RT est donné par

k) = (t_?k) t+é"’)) (k) = ( ’“+0("’) r_(zk)) (14.2.4)

Ak) = (ngg) ATk = (al (k);al (1) (14.2.5)
Slg(kl — kg) 0 0 0
Sk, ky) = 8 S”(klo+ k2) onp(m kol k) 8 (14.2.6)
0 0 0 s12(ko — k1)

Pour ce type d’algébres RT, on peut interpréter les systémes (a+(k),al(k),r+(k),312(k1 — k2))

d’une part et (a_(k), al (k), r_(k), s12(ks — k1)) d’autre part comme des systémes réflexifs situés de
part et d’autre de I'impureté, et interagissant entre eux par la transmission ¢4 (k). Cependant, il
faut garder en mémoire que les systémes sont définis sur toute la ligne, et a ce titre interagissent
(via la matrice s(ky + k2)). Cela peut étre vu aussi dans les relations d’unitarité

T‘i(k)f‘i(—k) + 4 (k)ti(k) =1 et T‘i(k)ti(—k) + 1y (k)f‘;F(k) =0

qui différent de celle donnée pour une algébre de bord.

Cette interaction est naturelle au vu de "automorphisme prr, qui traduit ’équivalence entre un
état aT(k) et la superposition d’un état réfléchi et d’un état transmis. De par cette équivalence, on
ne peut donc pas séparer les deux systémes: on a bien un seul systéme avec une impureté.
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On remarquera aussi que du fait de 'impureté (située a 'origine), I'invariance sous translation
ne se justifie pas pour le systéme complet, et donc la matrice S(ky, k2) dépend (en toute généralité)
séparément de deux paramétres spectraux. Par contre, pour les interactions situées purement d’un
coté de 'impureté, il peut paraitre naturel de demander une telle invariance. C’est ce qui se passe
dans le cas particulier (14.2.6), ot les deux "sous-systémes'" possédent une matrice s(k; — k2),
invariante sous translation.

Un exemple de systéme intégrable avec impureté et matrice S non triviale sera donné plus loin
dans le cadre de I’équation de Schrédinger non-linéaire.



Chapitre 15

Equation de Schrodinger non-linéaire & 2
dimensions

[’équation de Schrédinger non-linéaire a deux dimensions est une des bases des études des systémes
intégrables. C’est dans ce cadre que les diverses techniques développées pour résoudre ces systémes
ont vu le jour. Du point de vue physique, cette équation correspond a la seconde quantification d’un
gaz unidimensionnel de bosons ou de fermions dont l'interaction est de type delta. Elle intervient
aussi en optique non-linéaire.

15.1 Equation de Schrédinger sur une ligne

Le modéle de Schrédinger non-linéaire N-vectoriel (NLS) peut étre décrit par un champ ®(z,t) a
N composantes ¢;(z,t), j = 1,..., N satisfaisant

991(x7t)
(10 + 02)B(2,t) = 29 T (2, 1)B(2,t) D(2,8), g >0 et  B(z,t) = : (15.1.1)
en(w,1)

et la condition aux limites
lim ®(z,t)=0. (15.1.2)

r—too

Cette équation peut étre déduite de I’évolution de ®(z,t) par 'Hamiltonien

ot doos 4
H = /dw ( gx % —990““99“9%%) : (15.1.3)

On choisit ici de ne traiter que le cas d’une constante de couplage g > 0: dans le cas g < 0, il faut
prendre en compte un état lié, que la présentation algébrique (quantique) ci-dessous ne prend pas
en compte.

La solution classique de ce modéle est connue depuis longtemps [208]: elle prend la forme d’une
série dans la constante de couplage g. La version quantique peut se résoudre essentiellement par
deux approches: soit en utilisant la méthode diffusion inverse quantique (QISM, Quantum Inverse
Scattering Method) [80,201,202,220,228], ce qui conduit aux paires de Lax quantiques, soit en
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"quantifiant" la série définissant la solution classique [46,47,119,229], ce qui conduit naturellement
aux algébres ZF. Ces deux approches ne sont pas décorrélées, et, par exemple, 'algébre ZF apparait
aussi dans la premiére approche. Nous présentons ici la deuxiéme approche, la méthode de diffusion
inverse étant présentée dans le cas supersymétrique (section 15.2).

Le but est donc de quantifier la solution de Rosales, qui prend la forme d’une série en la constante
de couplage g¢:

pilat) =Y (~g) M (2,1, (15.1.4)
n=0
avec
B B Q2 (2,;5,9)
(™) ) = 4 AP gk o (Y S (g
) = [ R ) 3 ) 00) ()M 00) G
(a5, = D (qz—qit) =Y (pix = pjt) (15.1.5)
7=0 i=1
Qn(P,q,e) = ﬁ(pz' — i1 +ie)(pi — ¢ + ig) ; d"p d"H g = T i da;
Y ' L1 27 27

1

.
Il

1
0

J

ot on note P = (p1,...,Pn) et @ = (qoy---,n). A;j(g) (et leur conjuguée complexe A;(p)) sont
des fonctions quelconques, telles que la série et I'intégrale ci-dessus convergent (par exemple, une
fonction de Schwarz). On notera au passage que le développement en série peut aussi étre vu comme
un développement sur les ondes planes exp(ikaz — ik*t), solutions de ’équation libre (g = 0).

Comme une algébre d’oscillateurs permet de quantifier un champ libre développé sur les ondes
planes, il est donc naturel de chercher une déformation de cette algébre pour quantifier la série ci-
dessus. C’est ici que 'algébre ZF entre en jeu. De fait, si on introduit Ialgébre ZF (de générateurs
a;(k) et a;r(k)) associée & la matrice R du Yangien, on peut montrer que la série de Rosales, ot on
remplace formellement A;(q) par a;(q) et \;(p) par a} (p), reste une solution au niveau quantique
(a des régularisations en ie prés). Plus précisément, on peut montrer que dans I'espace de Fock
de T’algébre ZF (tel que construit dans la section 12.1.2) les champs ®(x,t) et ®f(z, 1) ont des
commutateurs canoniques,

[@(2,1), P(y,1)]=0= [(I)T(x7t)7¢T(y7t)] et [Cb(w,t),Q)T(y,t)]:i(s(x—y)ﬂ, Va,y

et satisfont une version quantique de I’équation NLS. Ainsi ’algébre de ZF sert de cadre algébrique
a la quantification de NLS. Elle permet de calculer les fonctions de corrélation du modéle de facon
algébrique en ne se servant que des relations d’échange de cette algébre. A titre d’exemple, la
fonction de corrélation & deux points peut facilement se calculer, elle prend la forme

oo dk ik

REPULIZEN | 15.1.6
o € ( )

(Q, By (t1, 21) D (g, 22)Q) = /

— 00
ol € est le vide de I'espace de Fock.
On notera que la hiérarchie quantique de NLS prend une forme particuliérement simple lorsqu’on
I’exprime en fonction des générateurs de 'algébre ZF. Elle est donnée par

Hn:/dkk”aT(k)a(k), n=01,2,...
R
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Hy, Hi et H, sont respectivement les opérateurs nombre de particules, impulsion et Hamiltonien
de I’équation de NLS. On peut a ce titre vérifier que les (versions quantiques des) champs (15.1.5)
ont une évolution temporelle donnée par Hy. Le lien avec les Hamiltoniens construits dans I’étude
des opérateurs bien élevés de la section 12.1.3 est assez claire: nous allons y revenir sous peu.

L’émergence de la matrice R du Yangien Y (V) améne naturellement a se poser la question du
role du Yangien dans NLS. Effectivement, on peut montrer (de différentes facons) que le Yangien
est symétrie de la hiérarchie quantique du modéle [184,201,202]. On verra plus loin comment cela
peut étre démontré en utilisant une paire de Lax. Les solutions de I’équation de NLS quantique
s’exprimant en fonction de 'algeébre ZF, il est alors légitime de chercher une construction des généra-
teurs du Yangien Y (N) en fonction de cette méme algébre. Une premiére construction [ERA29] (la
plus naturelle a priori et aussi la premiére chronologiquement) se fait dans la base des Q%, puisque
seuls les niveaux n = 0, 1 sont nécessaires dans cette présentation (cf section 7.1.1). Les générateurs
de Y(N) se présentent comme des séries dans les opérateurs a(k) et af(k), dont on peut vérifier
directement qu’elles satisfont aux relations de définition (7.1.1)-(7.1.4). Bien str, on peut aussi
montrer que ces séries commutent avec les Hamiltoniens H,,, confirmant la symétrie Yangienne de
la hiérarchie.

Le calcul précédent peut étre "court-circuité" lorsqu’on considére les opérateurs bien élevés. En
effet, une fois identifié 'Hamiltonien Hy de I’équation NLS, le cadre mis en place pour les opérateurs
bien élevés permet immédiatement de conclure que ces opérateurs, qui engendrent le Yangien Y (N),
sont une symétrie de toute la hiérarchie [ERA36].

Remarque 15.1.1 Le Yangien commutant avec la hiérarchie NLS, on peut considérer la restriction
des opérateurs bien élevés aur sous-espaces propres H, du nombre de particule Hy. Sur ces sous-
espaces, la série définissant les opérateurs bien élevés se tronque au niveau n, si bien que 'on obtient
sur H, une troncation du Yangien Y (N). On reconnait dans cette construction, celle introduite
pour les algebres W(st(Nn), N sl,,) finies (section 7.2). Ainsi, l’étude des symétries de NLS fait
apparaitre de maniére naturelle les algébres W finies comme troncation du Yangien.

15.2 Cas super-symétrique [ERA46, ERA50]

Avec mon étudiant en thése V. Caudrelier, nous avons étudié et résolu I’équation de super-Schrédinger
non-linéaire, tant au niveau classique qu’au niveau quantique. Bien que ne possédant pas une su-
persymétrie au sens usuel du terme, elle correspond a un systéme d’équations pour un boson et un
fermion, tout en restant intégrable. Cette équation peut aussi étre vue comme une quantification
d’un gaz mélangeant bosons et fermions et interagissant ponctuellement.

La forme de I’équation de super-Schrédinger non-linéaire prend formellement la forme (15.1.1),
avec ici ®(x,t) un vecteur de taille K = M+ N, dont les M premiéres composantes sont bosoniques
alors que les N derniéres sont fermioniques. Ils satisfont des crochets de Poisson (ou des commu-
tateurs au niveau quantique) qui sont Zg-gradués. Ainsi que nous I’avons écrit, bien que le cas de
super-Schréodinger puisse lui aussi se traiter en formalisme de superalgébre ZF, nous présentons ici
un formalisme en paire de Lax (qui aurait pu, lui, étre utilisé pour I’équation de Schrédinger non
supersymétrique).
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Le point de départ du formalisme des paires de Lax est la linéarisation d’un systéme par
I'utilisation de matrices. On définit:

iA
L(Nz) = ?E +Q(z) avec X =Igy1x41— 2EK41,K41 (15.2.1)
K
ot Q) = iv/g Y. (2i(0) B — 91(2) Frcya ;) (15.2.2)
7=1
i\? . .
Mz, t) = —72 +ig Qx, ) EQ(x, 1) — /g (20, 4+ 1X) Q(z, t) (15.2.3)

Le paramétre spectral A apparait ici comme un paramétre auxiliaire qui va permettre de résoudre
le systéme. Les matrices élémentaires Fj, sont Zg-graduées, avec [E;;] = [j] + [k], [j] = 0 pour
1 <j< M, [K+1] =0,et[j] =1pour M < j < K. Dans cette convention, la superalgebre
gl(M + 1|N) prend une forme inhabituelle

Mx M Mx1

N x N
1x M 1x1

ot la taille des sous-matrices a caractére bosonique (engendrant gf(M + 1) @ gf(N)) a été indiquée.
La paire de Lax est une reformulation des équations du mouvement comme la commutativité
des opérateurs différentiels

d

B
o= L), = M, 1) =0 (15.2.4)

ce qui revient & demander la compatibilité du systéme auxiliaire
deu=L(N\jz,t)u et OQu=DMAzt)u (15.2.5)
La condition (15.2.4) est équivalente a
(iS0; + 07) Qz, t) = 29 |® (2, 1) > Q(x,1) (15.2.6)

ce qui revient effectivement aux équations du mouvement de ®(z,1) et <I>T(x, t). On notera que pour
obtenir I’équation de super-Schrédinger en dimension K = M + N, on utilise des matrices de taille
(K+1) x (K+1).

On associe au systéme la matrice de transition définie par I'équation
TNz, y)= L) TN 2,y), >y (15.2.7)

et la condition initiale T'(A;2,2) = I. Les démonstrations (que nous ne reproduirons pas ici)
s’appuient alors sur I'idée que deux quantités sont égales si et seulement si elles satisfont la méme
équation différentielle (du premier ordre), et la méme condition initiale.
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La matrice de monodromie satisfait 1’équation

TNz,y)=FXz—y)+ F(\ ) /I dzQ(z)E(X; 2)T(X; 2, y) (15.2.8)
y
ol on a introduit
E(\;z) = exp (% 2) = N2y o (T V) By e (15.2.9)
ce qui montre que la matrice de monodromie
T = lim B\ —2)T(Az,y)E(Ay) (15.2.10)
y—r—oco

est bien définie. Les crochets de Poisson canoniques des composantes de ®(xz,t) impliquent (aprés
quelques étapes)

{1, Ta(w)} = re A=) TN @T (1) = T(A) @ T ()r— (A= ) (15.2.11)
avec
re(A—p) = /\i;u (Pi2+ Fri1, k41 @ Ercg1,x41) +imgd(A — ) (712 — 721)
7’—(A - M) = /\i;u (P12 + EK+1,K+1 & EK+1,K+1) - i7T95(/\ - M) (7T12 - 7T21)

K
T2 = Z Fi k1 @ Fry
=1
oll P est la matrice de super-permutation dans I'espace des matrices K x K.
La matrice de monodromie contient toutes les informations physiques du modéle. Ainsi, si
on introduit ¢(A), la sous-matrice K x K de T(A) correspondant aux indices i,j < K 4 1, et
D(X) = Tg41,x41(X), on a

6@} = Pt @) (15.2.12)
{D(A), D)} = 0 (15.2.13)
{DA), ()} = 0 (15.2.14)

On reconnait dans la relation (15.2.12) une version classique du super-Yangien Y (¢¢(M|N)). Les
crochets de Poisson (15.2.13) montrent que D()) correspond a une hiérarchie d’Hamiltoniens com-
mutants, dont la symétrie est le super-Yangien, comme l'indique (15.2.14).

Les premiers Hamiltoniens engendrés par D(A)

DU = igN avec N= / dz ®(z) ®(z)  (nombre de particules) (15.2.15)
1 (o]
D? = —5921\[2 +gP avec P = / dz ®Y(z) 9®(z)  (impulsion) (15.2.16)
3 ig° 5, -2 :
DB = _TN +1ig*"NP+igH avec (15.2.17)
(o] (o] 2
o= / do 901 (2) 9B () + g/ dr (1(2) (2)) (15.2.18)
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montrent qu’on a bien la hiérarchie associée a super-Schrédinger.

On aura remarqué que la construction précédente repose uniquement sur L(A;z) (si bien qu’a
strictement parler, on suit plutot le schéma de Zakharov-Shabbat [241] que le formalisme de paire
de Lax). I’élement M (X; ), lui, est associé a ’évolution temporelle du systéme. Ainsi, les matrices
de transition et de monodromie évoluent selon

HT(Nw,y,t) = Mz, )TNz, y,t) = T(A2,y,t) M(A;y,t) (15.2.19)
)2
OT(Nt) = —%[E,T(/\;t)] (15.2.20)

Pour conclure cette partie classique, notons que la derniére équation implique
TNz, y,t)= itAE/2 T (X 2,y,0) eTHNE/2 (15.2.21)
en accord avec la formulation en algébre ZF de "'Hamiltonien.

La méme présentation peut étre faite au niveau quantique, avec la différence notable qu’il faut
utiliser un ordre normal sur les champs. Les calculs, bien que techniquement plus délicats, sont
essentiellement identiques. Bien siir, de nouveaux termes apparaissent (dus a I’ordre normal), et on
calcule des commutateurs au lieu de crochets de Poisson. A titre d’exemple, la version quantique
de la matrice de monodromie satisfait les relations de commutations

REO - WTiNTa) = T T2o(NRRA - p) (15.2.22)

ot T(A) est la version quantique de la matrice de monodromie et

+ —ig (A—p)’+g°
A — = — [ @@L+ P 7
R( 1) (= p) K@ Ig+ Pio+ mo1 + Ot T12
A—pu—1
+/\+ﬂg Frii1, 041 © Frgi k41

+rgd (A — p) (HK @ FPryi, k41 — Fryt kp1 @ HK)
Comme dans le cas classique, les entrées de la matrice de monodromie (i,7=1,..., K):
tiy(A) = (T(A)ij et D) = (T(N)r+1,K41 (15.2.23)

engendrent la hiérarchie de super-Schrédinger et sa symétrie super-Yangienne:

[{tij(,\),tkl(u)}] — g (= 1)U+ tkj(/\)tu(ﬂ/i::fj(u)tﬂ(/\) ( )
tiy(MD(p) = D(p)tij(N) (15.2.25)
D)D) = D()D(X) ( )

( )
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ot [.,.] est un super-commutateur. Le développement de D(\)

D) = 1+%N+%(P—%N(N—1))

+f\_g (H—}—g(N— 1)P— '96—2N(N— 1)(N - 2)) +0 (%)

confirme le lien avec I’équation de super-Schrédinger.
Pour conclure, notons qu’on peut lier la résolution en paire de Lax avec I'approche en (su-

per)algébre ZF en considérant les entrées b;(X) = (T (A)); k41 de la matrice de monodromie, qui
satisfont

O = S )P () b ) (15.2.25)
LD = F=E=Di0h ) (15.2.29)

On reconnait dans les générateurs b;(A\)D(A)~!, les générateurs a;()) de l'algébre ZF. Cependant,
pour compléter cette image, ce ne sont pas les entrées (7 (X)) x41,; qu'il faut considérer, mais celles
dune nouvelle matrice T (\), qui peut étre vue comme I’adjointe de la matrice de monodromie.
Une fois cette précaution prise, on peut reconstruire la superalgebre ZF et lier les deux approches
présentées ici.

15.3 Equation de Schrédinger sur une demie-ligne

15.3.1 Reésolution

[’étude précédente peut se prolonger au cas d’un modéle de Schrodinger défini sur une demie-ligne.
Classiquement, le systéme est décrit par I'équation du mouvement (écrite ici en composantes)

(10 + az)a,oj(x,t) = QQL,QTk(x,t)cpk(x,t)apj(x,t) , x>0, 9g>0 (15.3.1)

a laquelle on ajoute les conditions aux limites

lim (9y —n)e;(z,t) =0, n>0; (15.3.2)
z—0t
1i_>m ez, t)=0. (15.3.3)

Les cas n — 0, oo donnent les conditions aux limites de Neumann et Dirichlet (respectivement).
Nous reviendrons sur des conditions plus générales dans le cas quantique.

Un fait remarquable de la solution de Rosales (15.1.5) est que, non contente de se préserver
au niveau quantique sur une ligne, elle reste valide également dans le cas d’une demie-ligne.
L’introduction des conditions aux limites se voit (au niveau classique) dans les fonctions X;(k)
qui doivent maintenant satisfaire la relation supplémentaire
k—1in

Ai(=k) = B=k)Aj(k)  avee  B(k) = =

(15.3.4)
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La quantification de cette solution [103] se fait grace & une algébre de bord, dont la matrice R est
celle du Yangien. Comme dans le cas sans bord, on construit dans I’espace de Fock de cette algébre
des champs canoniques

[B(z,t), ®(y,1)] =0 = [T (2, ), DT (y,1)] et [®(x,t),d(y,0)]=i6(x —y)I, Yo,y >0, Vt

satisfaisant ’équation du mouvement et les conditions aux limites. On aura noté que les champs
satisfont des commutateurs canoniques uniquement dans R4, en accord avec le systéme physique
(qui n’est défini que sur R4).

[.’Hamiltonien (quantique) du systéme est 'Hamiltonien naturel (tel que donné dans la section
12.2.2) de cette algébre de bord. On a donc une hiérarchie d’Hamiltoniens H(BM) associée au
systéme, ce qui prouve l'intégrabilité du modéle. On a déja remarqué plus haut que, par rapport
au cas de 'algébre ZF associée au systéme sans bord, seuls les Hamiltoniens pairs définissent cette
hiérarchie: ce n’est pas surprenant, I'invariance sous translation (de générateur H(Bl)) étant brisée
par la présence du bord. Plus généralement, la transformation de parité ©+ — —z n’est plus une
symétrie du modéle, d’otl le rejet des Hamiltoniens impairs.

Le coefficient B(k) (plus exactement la matrice B(k)I) est alors interprété(e) comme la valeur
dans le vide (d’un espace de Fock Fg) du nouveau générateur b(k) traduisant I'interaction avec le
bord. La classification des espaces de Fock de I'algeébre de bord (telle que présentée dans la section
12.2.1) permet alors de donner I’ensemble des conditions au bord qui préserve l'intégrabilité du
systéme. Elles prennent la forme

Dp ®(z,t)|,_o=0 (15.3.5)

ott Dp est un opérateur différentiel (4 valeur matricielle) dont la forme dépend de B(k). A titre

d’exemple, pour une matrice B(k) = "E}:IZE avec £ = diag(+1), on aura
I+E I-E. 190 )
Dp = ——— ——(—— — 15.3.6
On reconnaitra dans le cas E = —I les conditions données en début de section.

Ainsi, I'algébre de bord permet non seulement de résoudre quantiquement le systéme, mais ses
représentations (en espace de Fock) permettent de classer les différentes conditions au bord possibles
préservant I'intégrabilité du modéle. Elle permet aussi de calculer les fonctions de corrélation du
modéle. Par exemple, la fonction a deux points prend la forme:

+oo
%e—ik‘Qtlg

<Q7¢1(t1,x1)¢£(t2,$2)9> = / o

— 00

{e““fl?u B(k)e““fw} (15.3.7)

oll t1g = t1 —t9, 19 — X1 — X9 et Tyo = 21 + 29. On voit dans cette fonction de corrélation le terme
sans bord, auquel vient s’ajouter le terme de réflexion, en accord avec l'interprétation de B(k) en
tant que coefficient de réflexion.

15.3.2 Brisure de symétrie due au bord [ERA34]

On a vu dans la partie algébrique que b(k), non content de traduire l'interaction avec le bord,
s’autorise aussi & contenir les symétries du modéle. De ce point de vue, on a une premiére "brisure"
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de symétrie par rapport au modéle sans bord: on passe de la symétrie Yangienne du cas sans bord a
’algébre de réflexion, qui est une sous-algébre du Yangien (comme on I’a déja dit). Cependant, au
niveau physique, la construction algébrique n’est pas suffisante: il faut aussi définir ’espace de Fock,
qui va définir les conditions aux bord satisfaites par les champs canoniques. L’espace de Fock étant
associé a la valeur dans le vide du générateur b(k), on a une brisure spontanée de symétrie induite
par le vide. Ainsi, les conditions au bord brisent la symétrie générale, i.e. 1’algébre de réflexion en
sa sous-algébre qui préserve le vide. Par exemple, dans le cas

k— 7’7] ¢ _7’7] n N —n
B(k):k—}-in]l:(l—}_Qz(T))H:Zk (Q,6,9)
n=1 n=0

seule tr b(k) est brisée, et on a comme symétrie "résiduelle" le quotient de 'algébre de réflexion par

son centre.

On remarquera que si, du point de vue algébrique, la matrice B(k) plus étre multipliée par
une fonction (k) satisfaisant 3(k)G(—k) = 1, une telle fonction joue un réle au niveau physique.
En effet, elle change les conditions aux limites satisfaites par ®(z,t) (car elle modifie 'opérateur
différentiel Dp), ainsi que la symétrie résiduelle du systéme (car elle modifie la valeur dans le vide

de b(k)).

15.4 FEquation de Schréodinger avec impureté [ERA52, ERA53]

[’approche précédente peut étre généralisée au cas d’un systéme intégrable possédant une impureté
qui réfléchit et transmet les particules. Nous présentonsici le cas d’un champ scalaire, le cas vectoriel
est en ce moment a I’étude.

15.4.1 Cas classique

Au niveau classique, le modéle est décrit par

(10, + )60, 1) = 29 81 (1, 08(2, 1) 6(2,1), g> 0 et 2£0  (15.4.1)
ll)r:il oz, 1) =0 (15.4.2)

¢(t70+) _ a b ¢(t70_)
(asirnny ) == (0 ) Coliinly ) 15:43)
ol les paramétres a, b, ¢, d,w obéissent aux mémes régles qu’en section 14.1.1.
La résolution s’appuie sur les solutions du cas sans bord: on prend deux solutions ¢4 (z,t) de

ce cas, associées a des fonctions Ag (k). Ces solutions satisfont donc I’équation du mouvement pour
tout z. On définit alors

¢(x7 t) = 0(_x) - (x7 t) + H(x) 99+(x7 t) ) (15'4'4)

ol § est la fonction de Heaviside. Par construction, ¢(z,t) satisfait 1’équation NLS lorsque z # 0.
Pour obtenir une solution qui obéit aux conditions aux limites du modéle, on relie alors les fonctions
A+ par des relations du type (14.1.13). On peut alors montrer que le champ ¢(z,t) satisfait les
conditions aux limites, si bien qu’on a une solution a I’équation de NLS avec impureté.
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On remarquera que, contrairement au cas sans bord ou avec bord réfléchissant, il n’y a pas un
développement unique a la Rosales, mais deux développements, chacun d’eux n’étant "valable" (de
par les fonctions de Heaviside) que sur une partie de R. Cette "discontinuité" est bien str naturelle,
étant donnée la position de 'impureté a Iorigine. A ce titre, le cas avec bord réfléchissant obéit
lui aussi & cette régle, puisque les champs, méme s’ils sont définis sur tout R, ne sont canoniques
que dans Ry, comme mentionné dans la section 15.3. Nous reviendrons sur ce point dans le cas
quantique, que nous abordons maintenant.

15.4.2 Cas quantique

La quantification se déroule de la méme fagon que pour les autres équations NLS: la forme classique
a la Rosales est conservée et on remplace les fonctions AL par les générateurs ar d’une algébre RT.
Plus précisément, ’algébre que 'on considére est engendrée par les générateurs a4 (k), a;r:(k), re (k)
et t4 (k) ayant pour relations d’échange:
k—1ig
oy (K1) oy (ko) = S(agks — arkr) ao, (k) ao, (k1) Sth) = 1=+ g
aT‘“ (kl) CLTOQ (]CQ) = CLTOQ (]CQ) aT‘“ (kl) S(O&ng - Otlkl) s
ey (kl) CLTOQ (]CQ) = aTOQ (]CQ) S(O&lkl - Otgkg) ey (kl) + 2w (S(]Cl - ]CQ) [(ng 1 + ég? tozl (kl)]
+27T (S(]Cl + ]CQ) (ng Ty (kl) s

(ko) = S(agks — arky) ra,(k2) S(arks + azks) an, (k1) ,
(ky) = a'®(ky) S(arky — agks) ra, (k1) S(onky + agks)
(k2)
(k2)

9

= S(agke — arky) ta, (ko) S(arks + agks) aq, (k1) ,
= CLTOQ (]CQ) S(O&lkl — Otgkg) tozl (kl) S(O&ng + Otlkl) s

Due & la forme particuliére utilisée ici, on a aussi

[roq (k1)7 rOZQ(kQ)] =0, [roq(kl)? tas (kQ)] =0, [toq (k1)7 tas (kQ)] =0,
Lo (B) o (k) 4 ra(R)ra(—k) = 1, et to(k)r_a(k) 4+ ro(k)ta(—k) = 0.

On remarquera que l'algeébre utilisée est du type présenté & la fin de la section 14.2.
La version quantique du champ ¢(z,t) prend la forme (15.4.4), et on peut montrer que dans la
représentation de Fock Fprr définie par

i - -
@ 1) = L) = _

(15.4.5)

ce champ satisfait I’équation NLS, les conditions aux bords données ci-dessus et des commutateurs
canoniques.
Grace aux relations d’échange de I’algebre RT, on peut calculer les fonctions de corrélation du
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systéme. Par exemple, on peut facilement obtenir

oo dk o
_e—zk

(Q, d(t1,21)91 (t2,29)Q) = / I

— 00

2 {0()0(a) [¢F712 4 Ry (k)]

HO(—01)8(—a3) [0 + R_ (k)12

+0(21)0(—22) Ty (k)er™12 4 0(—x1)0(x2)T_(k)eikf12} , (15.4.7)
oll t1g =ty — ta, 12 = ¥ — 22 et T1g3 = @1 + 3. Le résultat corrobore l'interprétation de T'(k) et
R(k) en tant que coefficients de transmission et réflexion (respectivement).

15.4.3 Comparaison avec les études précédentes

On peut remarquer que lorsquew =1, a =d =1,b =0 et ¢ = 27, le champ ¢(x,t) devient continu
en 0, et satisfait

Dr(0% 1) = 0.6(07,1) = 21 6(0.1) avec  $(0,8) = $(0%, 1) = $(07,1).

On peut étre tenté de comparer ces conditions avec celles données pour un bord purement réfléchissant,
en ne considérant que x > 0. Cependant, contrairement au cas avec bord, le champ défini ici sat-
isfait des relations de commutation canonique pour tout = # 0, et les coefficients de réflexion et de
transmission différent du cas avec bord:
—m —k

, et T,(k)= —, a== (15.4.8)
ak +in ak +in

Ra (k) =

Par exemple, la fonction a deux points (15.4.7) devient pour 2,25 > 0

+ oo
dk‘ _ik2t12
—€

27

(Q, ¢ty 21) Pl (tg, 22)Q) = /

— 00

{2 4 Ry (k) | (15.4.9)

qui rappelle formellement celle donnée dans le cas avec bord, mais en différe de par la forme de
Ry (k).

Pour obtenir le cas purement réfléchissant, il faut pouvoir mettre ¢, (k) a zéro dans ’algébre RT,
et donc se trouver dans un espace de Fock compatible avec cette condition. On obtient un tel espace
de Fock par une limite sur les paramétres a,b,c,d et w. On pose w =1, a = 1/8, d = (1 + np),

c=mn/B et b= (2. Dans la limite 8 — 0, on trouve T, (k) = 0, R_(k) = —1 et Ry (k) = :;Z’}

De méme, on peut retrouver le cas sans bord en posant « = d =1,b=c=0et w = 1, qui
définit un espace de Fock pour une algébre RT ot r,(k) = 0. Pour ce type d’algébre RT, A, =
{A+(k'),AL(k),Slg(k)} d’une part, et A_ = {A_(k), AL (k), S12(—k)} d’autre part forment des
sous-algébres ZF de I’algébre RT. Ainsi, par construction, on retrouve pour & > 0 une construction
a la Rosales (sur Ay), et pour 2 < 0 la méme construction mais sur A_. Ces deux constructions
sont reliées par parité, ce qui explique la forme des matrices S pour les deux sous-algébre ZF.



Chapitre 16

Chaines de spins

16.1 Description des modéles

Les chaines de spins sont des modéles unidimensionnels décrivant des spins fixes interagissant lo-
calement entre eux. Les exemples les plus connus de tels modéles sont les chaines XXX et XXZ
(chaine de Heisenberg [118]). Ils interviennent en matiére condensée, lorsque la longueur de cor-
rélation est bien plus petite selon une direction que selon les autres. Les modéles peuvent étre
aussi bidimensionnels lorsqu’on étudie des chaines alternées, suivant la facon dont on interpréte les
différentes matrices R utilisées (voir par exemple [6]). De tels modéles interviennent aussi comme
limites (type modéle ¢t-J) du modéle de Hubbard [122]; ils ont aussi des liens avec les modéles de
Yang-Mills supersymétriques [20,176]. On notera également que ces modéles peuvent apparaitre
comme des limites discrétes des modéles de théorie des champs (voir par exemple [128]). Nous ne
parlerons pas ici des modéles dynamiques dans lesquels les spins sont mobiles (par exemple modéles
de type Sutherland [223] ou Calogero [39]).

On décrira ici une chaine de spins associée a la représentation fondamentale du Yangien Y (V).
Le méme type d’analyse peut étre (et a été) fait pour des chaines de spins associées aux autres
Yangiens, aux super-Yangiens, ainsi que pour les groupes quantiques. Le but recherché est la
diagonalisation de "'Hamiltonien, ou au moins le calcul de ses valeurs propres (énergies). L.a méthode
employée ici fait partie du célébre groupe des Ansitze de Bethe, et plus précisément nous aborderons
I’Ansatz de Bethe analytique. 1.”Ansatz de Bethe algébrique sera abordé en fin de chapitre, mais
nous ne parlerons pas de I’Ansatz de Bethe en coordonnées (bien qu’il soit I’Ansatz originel) [27],
ni de I’Ansatz de Bethe fonctionnel.

16.1.1 Conditions au bord périodiques

On considére L spins, portés par la représentation fondamentale de s{(N) et répartis sur un cercle.
Ce systéme est décrit par la matrice de monodromie

To(A) = Rar(\) ... Rar(N) (16.1.1)

ol 'espace auxiliaire est noté a, tandis que les espaces quantiques 1,..., L portent les variables de
spin physiques. Cette matrice de monodromie est interprétée comme codant les interactions d’une
"particule-sonde" (associée a I’espace auxiliaire a, portant un spin lui aussi dans la représentation

120
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fondamentale), dont I'impulsion est A, et qui interagit avec les spins (fixes) via la matrice R. La
particule auxiliaire joue donc le role d’un "observateur" et le résultat de ses interactions avec les
différents spins informe sur les interactions entre spins. Ainsi, suivant 'interaction (i.e. la matrice
R) choisie, on décrira un modele de chaine de spins différent. La matrice R utilisée ici est celle de
Y (N), que ’on normalise comme

Ray(\) = A+iPy

pour des raisons qui deviendront claires plus bas.
La matrice de monodromie satisfait une relation FRT:

Rav(ha = M) Tu(Ma) To (M) = To(A) Ta(Aa) Rap(Aa — M), (16.1.2)

ol a et b décrivent des espaces (particules) auxiliaires différent(e)s. De cette relation, on déduit que
la matrice de transfert

t(A) =tra To(X) (16.1.3)
obéit a

[t(A), t(w)]=0. (16.1.4)
La matrice de transfert £(\) est un polynome monique de degré L, elle engendre donc une hiérarchie
(finie) d’Hamiltoniens commutants.

On notera aussi que la commutativité des matrices de transfert peut étre interprétée comme
"I'innocuité" des "particules-sondes", puisque les Hamiltoniens déduits du test du systéme par la
particule (a, A) ne dépendent pas de la préséance du test par la particule (b, p).

De méme, le "type" de particule employée ne modifie pas la série d’Hamiltoniens associés au
systéme. Par exemple, si on sonde le systéme avec une "anti-particule" (a, —\ — ip), ot a décrit

un espace auxiliaire porté par la représentation IV, les interactions de cette particule avec les spins
vont étre codées par la matrice

Ra](A) :REJ(A) :RZ(}(_A_Zp)7 j: 177L (1615)

ol '@ est une transposition dans l’espace auxiliaire a. Par commodité, nous garderons comme
transposition celle introduite pour les Yangiens twistés (7.1.4). La matrice de monodromie associée
prend donc la forme

Tz(A) = Rar.(\) ... Ra1(N) = T (=X — ip)hr-tr (16.1.6)
ou dans la derniére égalité, on s’est servi de I'invariance CP
R'™(\) = Rpa()) . (16.1.7)
Ainsi, la matrice de transfert associée satisfait
t(A) = traTa(\) = t(=X\ — ip)l

ol t, est la transposition sur tous les espaces quantiques.
Les vecteurs propres de ¢(\) et de #()\) sont donc identiques, et les valeurs propres reliées par
parité (en accord avec I'image de "I’anti-particule").
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[.’Hamiltonien proprement dit du systéme fait partie de la hiérarchie engendrée par t(A). On
choisit habituellement

L
~ Z P, avec Prri =P (16.1.8)
A=0 n=1

On notera que cet Hamiltonien est local, au sens oti chaque spin interagit avec un nombre fini (ici
ses plus proches) voisins. Cette localité est garantie par Ry2(0) ~ Pyo.

Dans le cas de s{(2), on retrouve 'Hamiltonien du modéle XXX, H ~ > &, - Gpq1, 001 & =
(03, 04,0.) sont les matrices de Pauli, 'indice n indiquant le site et &741 = 3.

Symeétrie du modéle

Pour finir, on remarquera que la relation (16.1.2) implique (en prenant la trace dans I'espace aux-
iliaire @ puis le terme sous-dominant en \;) que la matrice de transfert commute avec ’algébre
gl(N) C Y(N). Les Hamiltoniens sont donc invariants sous gf(N). On notera que le Yangien
est présent dans le modéle via la matrice de monodromie, mais qu’il n’est pas une symétrie de
ce modéle. Pour des exemples de chaines de spins admettant une symétrie Yangienne, voir par
exemple [10,116,226].

Ainsi, les sous-espaces propres de t(\) forment des représentations de gf¢(N). 1l suffit donc de
calculer les valeurs propres des plus hauts poids de ces représentations pour obtenir I’ensemble des
valeurs propres: ce point sera utilisé plus bas.

16.1.2 Inclusion de bords réfléchissant

Une généralisation naturelle du systéme ci-dessus est de remplacer le cercle (sur lequel sont placés
les spins) par un segment délimité par deux bords. Les spins et les particules-sondes vont interagir
avec ces bords. On code ces interactions par des matrices numériques K*()\,), chacune solution
d’une équation de réflexion. La matrice K] correspondant au bord droit satisfait [44]

Rab(/\a — /\b) I(a(/\a) Rba(/\a + /\b) Krb(/\b) = Krb(/\b) Rab(/\a + /\b) I(a(/\a) Rba(/\a — /\b), (16.1.9)
tandis que K (pour I"autre bord) satisfait 1’équation duale

Rab(/\b — /\a) I(j(/\a)t Rba(_/\a — /\b — Qip) I(;_(/\b)t =
K ()" Rap(=Xa — X — 2ip) K (Xa)" Roa(Xo — Aa) - (16.1.10)

Dans cette généralisation, les particules-sondes interagissent avec les bords, qui change la com-
posante de leur spin (porté par I'espace auxiliaire), mais pas leur nature (la particule-sonde aprés
réflexion garde un spin porté par la fondamentale N).

Le systéme est maintenant décrit par une matrice de monodromie incluant les bords [221]:

a

T, = Rar(N)...Rua()\), To(A) = Ria(A) .. .Rra(\) = Tu(A) ™" . (16.1.12)

To(A) = KI (N T.(A) K7(A) To(\)  avec (16.1.11)
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Elle décrit une particule-sonde qui se réfléechit sur un bord, "teste" les spins, rebondit sur 'autre
bord avant de tester de nouveau les spins, mais en sens inverse. Cette matrice satisfait une équation
de réflexion

Rap(Ma = Ap) Ta(Xa) Boa(Aa+As) To(Ao) = To(Mo) Ran(Aa+Ap) Ta(Aa) Roa(Aa—Ap)  (16.1.13)
qui assure encore une fois que la matrice de transfert
t(A) =tryTa(N), (16.1.14)
définit bien une hiérarchie d’Hamiltoniens, puisque [t(A),t(p)] = 0.

I’existence du bord induit a priori une différenciation entre les particules-sondes (portées par
la fondamentale N) et les "anti-particules" (portées par N). Cependant, comme dans le cas sans
bord, "l'invariance CP" de la matrice R garantit I'indépendance du modéle vis-a-vis du type de
particules-sondes. En effet, cette invariance assure que les matrices K¥(\) = K£()\) codant les
interactions avec le bord satisfont les mémes relations (16.1.9) et (16.1.10), si bien que I'on peut
prendre

KX = KE(-x—ip)’, (16.1.15)
avec, dans le cas de s((N), p = Z.
De fait, si la matrice de monodromie associée au test par une anti-particule prend la forme
To(N) = KX\ Ti(\) K2 (\) Ta()) (16.1.16)

Ti(\) = Rar(N)...Ra(N) To(\) = Ria(A) .. Ria(N) (16.1.17)

ot R,;(A\) garde la méme définition (16.1.5), la matrice de transfert associée satisfait

1) = traTa (M) = t(=\ — ip) . (16.1.18)

Pour obtenir un tel résultat, on se sert de 'invariance CP. D’oti une conclusion similaire au cas sans
bord. Les bords présentés ici sont dits préservants.

Plus généralement, sans prendre KX(\) = K*(—=X — ip)’, on peut choisir des matrices K
compatibles avec la notion de particules et anti-particules sondes. Cette compatibilité se lit (outre
la relation (16.1.9) pour K, et K;) dans la relation (écrite pour K7)

Rab(/\a — /\b) I(a(/\a) Rba(/\a + /\b) Krb(/\b) = Krb(/\b) Rab(/\a + /\b) I(a(/\a) Rba(/\a — /\b) (16.1.19)

Ces deux équations (16.1.9) et (16.1.19) peuvent se représenter au niveau du bord par les diagrammes

ANNNNN

(@
o
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Les équations de réflexions pour les matrices K induisent des relations équivalentes pour les
matrices de monodromie:

Rab(Aa — /\b) Ta(/\a) Rba(Aa + /\b) Tb(/\b) = Tb(/\b) Rab(Aa + /\b) Ta(/\a) Rba(/\a — /\b) (16.1.20)
Rab(Aa — /\b) ?G(Aa) Rba(Aa + /\b) ?b(Ab) = ?b(Ab) Rab(Aa + /\b) ?G(Aa) Rba(/\a — /\b) (16.1.21)
T, T Rap Ta(A) R

Rav(a — M) Tala) Roalha + Xs) To(A) = To ) Rap(Aa + o) Ta(Aa) Roa(Aa — o) - (16.1.22)

Ces relations sont suffisantes pour garantir

BT =0 L FO) @I =0 et [N, )] = 0. (16.1.23)

On reconnaitra aussi dans 1’équation (16.1.13), satisfaite par T,(A), la relation d’échange d’une
algebre de réflexion basée sur Y (N), comme on aurait di s’y attendre avec des bords réfléchissants.
["Hamiltonien proprement dit du systéme est donné par (lorsque K+ = T)

H=—= —<t()) (16.1.24)

La matrice de monodromie prenant la forme (16.1.11), qui inclut & la fois T(A) et T(A)™', la localité
repose ici sur la propriété Ry2(0) = Py2 et sur 'équation de réflexion satisfaite par K (X).

Classification des bords

Chaque bord étant associé & des matrices KF(X) et KF, il est essentiel de classer les différentes
matrices possibles pour connaitre ’ensemble des modéles intégrables avec bords préservants que
I’on décrit. Chaque solution K () fournissant une solution pour la matrice K} (A) par la relation
(16.1.15), qui est inversible, il suffit de classer les premiéres pour obtenir une classification des
secondes.

Or, les matrices K ()) satisfont les relations d’échange des algébres de réflexion, si bien que
les classifications effectuées dans le cadre des modéle de théorie des champs avec bord peuvent étre
utilisées. Dans le cas de modéles basés sur gf(N), les matrices prennent la forme (nous ne donnons

ici que les formes diagonalisables):
K(\)=il+AE avec F? =1 (16.1.25)

Les matrices Kz(A) obéissant aux mémes relations, elles sont elles aussi de la forme décrite ci-dessus.
Il reste & étudier la relation de compatibilité entre les matrices K,(A) et Kz(X). Pour des
matrices données par les formules ci-dessus, on obtient

Ki(A) =i'T+ AE' avec E =FE et &+&=¢rE (16.1.26)

On obtient ainsi des couples (K, K7 ) de matrices de réflexion. I’ensemble des matrices K+ est
donné par des relations similaires grace a la relation (16.1.15). Un modéle de chaine de spins sera
défini par la donnée de deux couples (K, K7 ) et (KF, KT). Les deux couples étant indépendants
I'un de I'autre, on choisit en général (K}, K1) = (I,1I), laissant 'autre quelconque pour décrire
différents modéles.
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Symeétrie du modéle

La symétrie de la matrice de transfert dépend des formes des matrices de réflexion. Dans le cas
diagonal, on a:

K= (A\)=#«l+ AE avec E=diag(+1,...,+1,—1,...,—1) (16.1.27)

~\
n

m
Dans ce cas, la matrice de monodromie engendre une algébre B(N, n), telle que présentée en section

9.1. En prenant la trace dans ’espace a et le terme sous dominant en A, on obtient que la matrice
de transfert commute avec I'algébre gf(m) @ ¢gl(n), sous-algebre de Lie de B(N,n).

16.1.3 Cas des bords non-préservants

D’autres types de bords, préservant l'intégrabilité du systéme, peuvent étre considérés. Gardant
I'image des particules-sondes, on peut rechercher des matrices K ne préservant pas le type de
particules, mais changeant une particule en une anti-particule (et vice versa). On appellera de tels
bords des bords non-préservants. 1.’équation de réflexion correspondante prend la forme

Rap(Aa = M) Ka(Ma) Roa(ha 4+ M) Ko (M) = Kp( M) Ran(ha + Xo) Ka(Aa) Rpa(Aa — Ap). (16.1.28)

K décrit une particule réfléchie par le bord, et revenant sous forme d’anti-particule. De méme, on
introduit I’(v'a, qui décrit une anti-particule réfléchie sous forme de particule, et qui satisfait (par
invariance CP) la méme équation (16.1.28). La compatibilité entre les deux types de particules-
sondes se lit dans I’équation

Rap (M — X0) Ka(Aa) Ria(ha + X)) Ko(A) = Ko (M) Ras(Ma + A) Ka(Aa) Roa(Ma — Np) . (16.1.29)

Les deux nouvelles équations de réflexion admettent une représentation graphique

<

o
(&

o
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Comme dans le cas précédent, la réflexion sur I'autre bord est caractérisée par des matrices K}
et KT, solutions de:

Rap(=Xa + M) KT (A\0)! Rpa(=Aa — Ny — 2ip) KF(Np)!

= K (\)! Bap(=Xa — N — 2ip) KF(O)! Rpa(=Xa +Xy)  (16.1.30)
Rap(=Xa + M) KF (X' Roa(—Xa — Ay — 2ip) KT ()

= K (M) Rap(—Xa — N — 2ip) KT (Aa)' Ria(=Xa + X))  (16.1.31)
Rap(=Aa + M) KT () Rpa(=Aa — Ny — 2ip) KjF(Np)!

= K ()! Bap(=Xa — N — 2ip) KF(O)! Rpa(=Xa +Ny)  (16.1.32)

La réponse du systéme aux deux types de particules est codée dans les deux matrices de monodromie

To(A) = KFO) Tu(N) Ky (V) Ta(A) et To(A) = KX(0) Ta(\) K7 (\) Tu(d),  (16.1.33)

a
oll maintenant

Ta(N) = Raor(N) Raor1(V) - Ras(N) Rar (M)
Ta(N) = Raor (M) Raoar1(N) - Ras(N) Rar(A)

(\) = Ria(M)Roa(N) ... Ror—1a(A) Roza(N)
(N = Ria(A) Raa(N) - Raro1a (N Rara(\) |

5P

et R est donné par (16.1.5). On notera que dans ce cas, pour garantir un Hamiltonien local, on a

1

dti changer le modéle de chaine de spins, et prendre une chaine alternée', ot les spins appartiennent

alternativement & la représentation fondamentale N puis & sa contragrédiente N. Le nombre de
sites doit donc étre pair (2L). Ces matrices de monodromie satisfont

Rab(/\ — /\b) ( ) Rba(/\ + /\b) Tb(/\b) = Tb(/\b) Rab(Aa + /\b) Ta(/\a) ba(Aa — /\b) , (16.1.34)
Rap(Aa = M) Ta(Aa) BraAa + ) To(M) = Tp(M) Rap(Aa + ) Ta(Aa) Rra(Aa — Xo) , (16.1.35)
Rap(Aa = M) Ta(Aa) Boa(Xa+X) To(M) = Ti(M) R Ta(Xa) Bra(Xa = Ap) - (16.1.36)

R
Ry

De ces relations, on déduit que les matrices de transfert
tA) =traTa(A) et E(A) =traTa(N) (16.1.37)

commutent:
BT =0, [ @] =0 and  [H(N),E()] = 0. (16.1.38)
Ces matrices satisfont en outre

tAN) =t(=N—1dp) et t(A)=t(=X—1ip). (16.1.39)
Cependant, les "tests" par les particules et par les anti-particules donnant des réponses différentes,
la matrice de transfert "réelle" du systéme est t9(A) = ¢(\) £()\), ce qui se voit dans la forme de
I"'Hamiltonien du systéme

1d _
H= =5t )| (16.1.40)

'Plus exactement, si la chaine n’est pas alternée, I’Hamiltonien n’est pas local, et le choix d’une chaine alternée
est une condition suffisante pour obtenir la localité.
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La localité est encore une fois assurée par Ry2(0) = Pys.

Comme pour le cas des bords préservants, on peut classer les matrices de réflexion associées au

modéle. On obtient N
K(A) =K avec K =%£K (16.1.41)

La matricgvlfﬁv'a(A) obéit & une relation de méme type. La relation de compatibilité entre les matrices
K.(A) et Kz(XA) conduit &
Ki\M) =K avee KK=al,acC (16.1.42)

On obtient ainsi des couples (K, K;) de matrices de réflexion. Un modéle de chaine de spins
sera défini par la donnée de deux couples (K7, K7) et (K}, KF). De méme que pour les bords
préservants, on choisit en général (K, K1) = (I, 1), le bord non-trivial étant porté par (K, K7 ).

Enfin, on aura identifié dans la relation (16.1.34) la relation d’échange du Yangien twisté Y+ (N).
De fait, la symétrie du systéme (pour K = I), qui est donnée par le terme sous-dominant de la
matrice de monodromie, est 1’algébre so(N) (pour 8y = +1 dans la définition de la transposition
donnée précédemment) ou bien sp(2n) (pour g = —1 et N = 2n).

16.1.4 Généralisation aux autres chaines de spins

Comme on I’a dit, les modéles présentés pour la matrices R du Yangien Y (NN) peuvent étre aussi
construits pour d’autres matrices R. Les techniques sont essentiellement les mémes, pourvu que la
matrice R obéisse aux propriétés suivantes:

Equation de YB que nous répéterons pas ici.
Invariance CP R{,?>(\) = Ry (\)

Unitarisabilité Ri3(A)Rai(—A) =((M)I@ I, ((A)eC

—1\ &
Symeétrie de croisement (((R;;(A))tl) ) = M Rio(g\) My! écrite ici pour les groupes
quantiques (¢ = 1 pour les Yangiens).
Régularité Ri2(0)=a Py, a €C

A partir de ces données, et suivant les matrices de réflexion utilisées, de nombreuses études (plus ou
moins complétes) ont eu lieu. Elle portent tant sur les chaines de spins proprement dites (dans le
cadre de I’Ansatz de Bethe, développé plus bas) que sur les matrices de réflexion (dans des cadres
différents, tels que les théories des champs intégrables avec bord).

Ci-dessous, j’essaye de les nommer toutes (en incluant mes propres contributions), tout en
sachant, j’en suis désolé, que je ne serai sans doute pas exhaustif.

On peut ainsi étudier des chaines de spins fermées associées aux groupes quantiques U,(G), G
algébre de KM éventuellement twistée [13,206]; aux (super) Yangiens Y (G), G (super)algébre de
Lie classique [204,205,211,231,233|, [ERAB4], voire exceptionnelle [194,195].
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En ce qui concerne les chaines ouvertes a bords préservants, les cas suivant ont été traités: pour
les groupes quantiques U,(G), G algébre de KM classique (twistée) [8,61,63,64,174,186]; pour les
(super) Yangiens Y (G), G (super)algébre de Lie classique [3,65], [ERA54, ERA51, ERA48].

Dans le cas de chaines avec bords non-préservants, Uq(A(Ql)) a été étudié en [62], voir aussi [32].
Lorsqu’on considére des chaines basées sur des Yangiens Y (G), seuls G = ¢gl(N) ou g{(M|N)
fournissent de nouvelles chaines [ERAB4]. Dans les autres cas, la représentation fondamentale
étant réelle, les particules-sondes sont leur propre anti-particule, et on n’obtient pas de nouveaux
modéles. Ceci est confirmé, dans le cas des Yangiens, par I'identité entre algébres de réflexion et
algébres twistées (comme déja mentionné plus haut) [ERA40].

Suivant les cas, la classification des matrices de réflexion a bords préservants a été (partiellement)
achevée.

Dans le cas des (super)Yangiens Y (G), lorsque G = sl(N) les solutions diagonales sont connues
depuis longtemps [57], ainsi que quelques solutions non-diagonales [1] et une classification compléte
est donnée dans [ERA34]; lorsque G = so(N), sp(2n) ou osp(N|2n), une classification des solutions
diagonales, anti-diagonales et croisées peut étre trouvée dans [ERA48], elle contient et agrandit
les solutions déja connues [171,182]. Enfin, pour G = ¢gf(M|N), une classification compléte est
effectuée en [ERA54].

Dans le cas des groupes quantiques U, (G), les solutions diagonales ont été classées pour G = AS),
et quelques solutions non-diagonales sont aussi connues pour ce groupe [100,188]; des classifications
complétes existent pour certains groupes quantiques particuliers [166]. Tl existe aussi des études
pour des matrices de réflexion appartenant & des représentations autres que la fondamentale [54].

Les matrices de réflexion & bords non-préservants ont été complétement classées pour Y (G),

G = gl(N) et g{(M|N) [ERAB54].

Finallement, on notera que les équations de Bethe (et les matrices de réflexion) interviennent
aussi dans les modéles de type t-J (éventuellement supersymétriques), voir par exemple [35,36,73-
75,104,114,247].

16.2 Ansatz de Bethe analytique

Une fois que le modéle de chaine de spins a été défini, on cherche & le résoudre, c’est-a-dire a connaitre
les "énergies" des états propres du systéme. Les "énergies" sont les valeurs propres A(A) de la
matrice de transfert, qui comprennent la "véritable" énergie (associée & I’'Hamiltonien du systéme)
lorsqu’on fait un développement selon le paramétre spectral A. Pour cela, différentes techniques
sont utilisées: on parlera ici de I’Ansatz de Bethe analytique, qui permet de déterminer ces
valeurs propres de maniére assez simple. Il ne permet pas toutefois de construire les états propres
(sauf un): il faut pour cela recourir a I’Ansatz de Bethe algébrique, plus lourd, mais qui construit
explicitement les états, justifiant alors le calcul analytique.
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16.2.1 Pseudo-vide

Le point de départ de tous les Ansitze de Bethe est un état propre particulier, le pseudo-vide, que
’on connait exactement et dont on calcule la valeur propre Ag(X) [239,240]. Cet état est donné par

1
L 0

Wiy =@+ avee |4y =| . [ ecV. (16.2.1)
i=1 .
0

C’est donc I’état ferromagnétique du systéme. Bien stir, ce n’est pas le vide puisque son énergie
n’est pas minimale. Sa valeur propre dépend du type de la chaine considérée.

Cas des chaines périodiques

Le pseudo-vide est tel que la matrice (dans I’espace auxiliaire a) T,(A)|wy) est triangulaire, ce qui
permet de montrer, dans le cas périodique, qu’il est état propre de t(A). Le calcul direct montre
que sa valeur propre prend la forme

Ao(N) = a(N) T+ (N = 1) b(N)F (16.2.2)
a(A) = A+1i, b(A) =2, (16.2.3)

Cette expression peut aussi étre écrite

N-2
Ao(A) = a(N) go(A) + 5N Y gi(A) +b(A) Fgn_1(N). (16.2.4)
=1
ol les fonctions g;(A) sont données par
a(\) =1 (16.2.5)

Une telle décomposition (si ’on peut dire dans le cas présenté ici) se justifie en étudiant des chaines
dont les spins sont portés par des représentations différentes de gf(N) (tout en gardant la matrice
R du Yangien). La valeur propre du pseudo-vide garde la forme (16.2.4), mais avec des fonctions
g1(A) différentes. Elle sert de point de départ a I’Ansatz de Bethe analytique, que nous aborderons
aprés avoir étudié le pseudo-vide des chaines de spins avec bord.

On remarquera que la normalisation de la matrice R implique I’analyticité de Ag(X) en tant que
fonction de A, un point important dans 1I’Ansatz.

Chaines avec bords

Dans le cas des chaines avec bord, le calcul s’avére plus délicat. Nous considérons pour simplifier
le cas ot les matrices de réflexion sont toutes égales & I. Le calcul peut se généraliser au cas ot les
matrices de réflexion sont diagonales. En effet, si le pseudo-vide rend toujours T, (A )wy triangulaire
supérieure, la matrice de monodromie utilise aussi K* et T,(\)™", si bien que 7, (\)w, n'est pas
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triangulaire. Cependant, on peut encore montrer (lorsque K* sont diagonales) qu’il est état propre
de t(X), sa valeur propre prenant maintenant la forme

N-2
Ao(A) = a(0) g0 (X) + BV 3 9i(A) +7(0) gn—1 (V) (16.2.6)
=1

avec dans le cas de (on rappelle qu’ici p = %)

(1) Bords préservants et L sites

a(A)=a2(\), B =v(\)=b2(N), a(d)=A+i, b(A) =, (16.2.7)
_ A(A+ip) _ B

gi(\) = o Ty 1=0,...,N—1 (16.2.8)

9i(A) = gn—1—1(=A —ip). (16.2.9)

La derniére égalité étant une propriété des g;(A).

(ii) Bords non—préservants et 2L sites

o) = (apn)’ L B0 = (bEN) L 1)

Il
N
=1
—~
>~
~—
<
—~
>~
~—
N——
(]
—~
[
D
N
—_
o)
~—

a(\) = a(=A—ip), b(\)=b(=\—ip) (16.2.11)
by ilp=bo) N -1
a(\) = +7?, 0<1l<
A+ 2
gn=1(A) = 1, lorsque N est impair
2
a(X) = gnoi—1(=A—ip). (16.2.12)

La derniére égalité servant de définition pour g;(A), [ > %

Comme dans le cas périodique, I'introduction des fonctions g; () est justifiée par I’étude de représen-
tations différentes portant les spins et sert de point de départ & ’Ansatz. La valeur propre du
pseudo-vide est aussi analytique.

Nous mentionnerons enfin 'existence d’autres méthodes de calcul qui n’utilisent pas le pseudo-
vide [187,189], ce qui permet d’inclure les cas de matrices K'(A) non diagonales, un point important
lorsqu’on ne regarde pas le cas des Yangiens basés sur s{(N) ou sC(M|N). Une autre méthode
consiste a faire des transformations de jauge locales (en chaque site) pour calculer le pseudo-vide
méme lorsque K () n’est pas diagonale [40]. On rappelle que dans le cas de ces Yangiens, les
équations de réflexion impliquent que les matrices K(A) commutent et donc sont simultanément
diagonalisables (ou triangularisables) [ERA34, ERA54].

16.2.2 Spectre de la matrice de transfert
Fonctions d’habillage

A partir de la forme de Ag()\), on postule la forme suivante pour ’ensemble des valeurs propres:

N-2
A = a0 AcN) + BN D g AIN) + (N v (M An-i () (16.2.13)
=1
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ot les fonctions d’habillage A;()\) paramétrent les différentes valeurs propres. Ces fonctions (ra-
tionnelles en \) sont déterminées en demandant que A()) satisfasse des contraintes de base, telles
qu’étre analytique (puisque #(A) I'est). Dans le cas de bords non préservants, la relation de croise-
ment sur £(A) implique que la moitié des fonctions d’habillage est déterminée par la connaissance
de "autre moitié. On obtient de cette maniére un nombre minimal de fonctions d’habillage a déter-
miner. Ce nombre correspond au rang de ’algébre de symétrie du modéle. On demande en outre
que les poles de A; (factices du point de vue de A(X)) soient tous simples et différents de ceux de
A;, j # 1,1+ 1. Dit d’'une autre maniére, les poles de A; ne sont communs qu’avec certains de ceux
de A;_y et de A;y1: on peut donc dire que les fonctions d’habillage se tiennent par les poles [5].
Cette contrainte est une contrainte minimale (sur les poles des A;) pour avoir une valeur propre
globalement analytique.

Relation de fusion

[’analyse sur les poles introduits par les fonctions g; ne suffit pas pour déterminer la structure globale
des fonctions d’habillage. Pour cela, il faut utiliser des relations supplémentaires, dites relations de
fusion, et qui dépendent du modéle considéré. 1.’idée de base repose sur la construction de matrices
R dans des représentations différentes de la fondamentale N & partir de cette fondamentale. On
obtient ainsi de nouvelles chaines dont les particules-sondes ont des spins dans des représentations
différentes. Les interactions se font & partir de matrices R "fusionnées", construite comme des
produits de matrices R dans la fondamentale. On relie de cette fagon la matrice de transfert du
nouveau modéle & partir de celle, ¢(A), du modéle initial. En particulier, si la nouvelle chaine
correspond a un test par une particule "sans spin" (i.e. appartenant a la représentation triviale de
gl(N)),il n’y aura pas interaction avec les spins de la chaine. La matrice de transfert va donc d’une
part étre triviale, et d’autre part étre construite a partir de #(A): on obtient ainsi des relations
supplémentaires sur cette derniére et par voie de conséquence sur les fonctions d’habillage.

La facon dont on va construire la représentation triviale dépend du modéle considéré, et elle
consiste essentiellement & la recherche d’un projecteur unidimensionnel construit sur les matrices R
de la fondamentale.

Dans le cas fermé, c’est le produit de N représentations fondamentales qui va produire la
représentation triviale. Le projecteur associé est Iantisymétriseur (sur N espaces), et la relation
de fusion revient & la construction du déterminant quantique pour le Yangien. L’expression de ce
déterminant induit la relation

Ao A+ i(N=1) A (A+i(N=2))...An1(N) =1 (16.2.14)
De cette relation et de I’analyse sur les poles de g;, on déduit que les fonctions d’habillage prennent
la forme
M) N — /\(1) i
Ao(N) = D 2
E1A=A T+ g
MO (1 4 aly ; MUY (+1) it i
A=A+ 8 40 A=A L
AN = 5 — Y ., l=1...,N-1 (162.15)
=1 A=Y S AT TS+
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Dans les cas de bord réfléchissant, la situation se simplifie, car la représentation contragrédiente
est implicitement dans le modéle, et c’est le produit N @ N qui fournit la représentation triviale.
Le projecteur associé est (& une normalisation prés) Q2 = Pf%, ce qui induit une relation

qui suffit (avec I'analyse sur les poles) pour construire les fonctions d’habillage (voir par exemple
[175]). Par exemple, dans le cas de bords préservants, on obtient

Aol =] A+A<1>+1A A<1)+i
J=1 7 2 J 2
A MONFAD iy x a0 4 %ﬂM““ ;’“)Jr%—gA—A;’“)Jr%—%
I = ; ; ; ; ;
) il () il (H‘l il i (141) il 7
R L SR PV - R A R T AR

Des formules similaires existent dans le cas de bords non-préservants.
Dans tous les cas, on a donc un paramétrage des fonctions d’habillage & partir des entiers M®)
et des constantes /\gn), j=1,...MM™etn=1,....,N—1.

Equations de Bethe

Les formes données assurent que les résidus de A(X) s’annulent aux poles des fonctions ¢;. Pour
()

que cette valeur propre soit globalement analytique, il reste & considérer les résidus en A = A ;
L’annulation de ces résidus conduit aux équations de Bethe. Elles prennent la forme

MM M2
()" = =TT e =20 TT ecrai =A%)
=1 j=1
M(l) l+e
1 = —HEQ(/\EZ)—/\Z H H€1 I—EH_E))
J=1 e=+1 j=1
[=2,...,N -1, (16.2.16)
otl on a introduit la fonction
A Z./ZT
ea(N) = 22

-

Dans le cas de bords préservants, les équations de Bethe deviennent

M(2)
(M = =TT e = Ay e A 4 2A0) TT eci A = 2By ey (A 20y
4 o
M M +e)
1=~ [T =2 00 429 TT T eo " = Ay eci (a0 4+ 20+
=1 e=+1 j=1

]_
[=2,...,N—1, (16.2.17)
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Des équations de type similaire sont trouvées lorsque 'on considére des bords non-préservants.

Dans tous les cas, il faut ajouter des contraintes sur les nombres M("): ces nombres sont bornés.
Ces conditions ne sont pas contenues dans la méthode analytique, elles viennent d’une analyse de
’Ansatz de Bethe algébrique (voir plus bas). On peut d’ailleurs vérifier (par ordinateur sur de
petits nombres de sites) qu’il existe des solutions aux équations de Bethe qui ne satisfont pas ces
contraintes et qui ne correspondent pas a des valeurs propres de t(A). En cela, I’Ansatz de Bethe
analytique n’est pas complet et doit étre complété (au moins partiellement) par I’Ansatz de Bethe
algébrique.

Il reste alors & résoudre ces équations: a chaque solution (dont les M sont bornés) correspondra
une valeur propre de la matrice de transfert. Malheureusement, on ne sait pas résoudre ces équations
dans le cas de chaines avec un nombre fini mais arbitraire de sites. Des calculs symboliques sur
ordinateur (& I'aide de Maple et/ou de FORM [232]) sur un petit nombre de sites montrent par
diagonalisation directe de I'Hamiltonien d’une part, et résolution des équations de Bethe d’autre
part, que I’Ansatz de Bethe décrit effectivement toutes les valeurs propres de la matrice de transfert.

Un autre cas bien connu ou la résolution de I’Ansatz peut étre effectuée est la limite ther-
modynamique, lorsque le nombre de sites devient infini. Nous effleurons ce sujet dans la section
16.4.

On remarquera la structure particuliére des membres de droite des équations de Bethe, qui fait
apparaitre la matrice de Cartan de gf(N). Cette propriété est générale: les indices des fonctions
en(A) intervenant dans la kéme équation de Bethe correspondent aux entrées de la kéme ligne de
la matrice de Cartan de I’algébre de Lie considérée.

De fait, on peut interpréter les membres de droite des équations comme traduisant les interac-
tions liées au type de spins intervenant dans la chaine, tandis que les membres de gauche sont reliés
aux effets des bords.

16.2.3 Inclusion de bords non triviaux

Lorsqu’on introduit des bords non triviaux (K # I), le calcul de la valeur propre du pseudo-vide
montre que sa structure reste la méme, et que seules les fonctions ¢;(A) sont modifiées en de nouvelles
fonctions g;(A). On postule donc pour une valeur propre quelconque la méme structure avec les
mémes fonctions d’habillage. Sous cette hypothése, seuls les membres de gauche des équations de
Bethe sont modifiées, en accord avec I'interprétation donnée dans la section précédente.

Ainsi, dans le cas de bords préservants définis par KT = T et K= (\) = i¢l — AE avec E =
diag(1,...,1,—1,...,—=1), on obtient

N

n1 N—nq

T = (A g,  1=0,...n—1
TN = (AiE+rin) gy,  l=ng,...,N-1 (16.2.18)
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Seule la nyéme équation de Bethe est changée. Elle devient (on suppose ny # 1)

M
extom ) = [T e2(X = Aj) ea(Xi+ A)) 111'[6 (v = Ay e (g 4 ALy (16.2.19)
Jj=1 € 7=1

avec ici M = M), N = ,\;7”)7 M*E = MmED) o /\gi) = /\gnlil).

16.3 Ansiatze algébrique et analytique

L’interprétation physique des paramétres M) et /\;n)

I’Ansatz de Bethe algébrique. Comme déja précisé, cette méthode permet d’obtenir certains vecteurs

devient plus claire lorsqu’on se référe a

propres de la matrice de transfert. Nous ne la décrivons que rapidement (pour une revue voir par
exemple [150]), uniquement dans le but d’interpréter les paramétres de 1’Ansatz de Bethe. Nous
considérons le cas de la chaine fermée.

Le point de départ est la recherche de vecteurs propres construits a partir de ’action de certaines
entrées de la matrice de monodromie sur le pseudo-vide. Pour cela, on développe la matrice de
monodromie selon 'espace auxiliaire:

N
=Y E;@Bi 0 (16.3.1)
i,5=1
ol B}Jf“L(A) sont des opérateurs sur les espaces quantiques 1,..., L. Leurs relations d’échange sont
celles du Yangien:
i
(BN Bu(0)] = 5 (B ) Balw) = Bis () Ba(V)) (16.3.2)
et la matrice de transfert s’écrit N
t(A) =Y Bi())
=1

Sans entrer dans les détails?, on construit des états

N-1M(®)

A =TT TT 8 lws)

n=1 ;=1

(n)

oli B,(A) = By nt1(A). On recherche alors des conditions sur les paramétres A pour que les états
ci-dessus soient des états propres de £(\): ces conditions ne sont rien d’autre que les équations de
Bethe.

()

Les complexes A" sont alors interprétés comme les rapidités des "opérateurs création" Bn(/\(n))

J
agissant sur le pseudo-vide pour créer 1’état considéré, associé a la valeur propre A(A) obtenue par

I’Ansatz de Bethe analytique.

211 faudrait mentionner par exemple I’Ansatz de Bethe emboité pour le cas de sf(N), N > 2.
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Les entiers M) gont reliés a la symétrie du modéle: ils correspondent aux valeurs propres S;
des générateurs de Cartan de gf(N) sur ’état propre en question. Des relations de commutations
des opérateurs Bn(/\ﬁn)) et sachant que |wy ) est un état de plus haut poids pour gf(N), on déduit
que les états propres construits ci-dessus sont des vecteurs de plus haut poids d’une représentation
de gl(N), sous-espace propre de t(A). On peut calculer S; = M) — MU+ ef 16tat étant le plus
haut poids d’une représentation de gf(NN), on déduit une contrainte

0<MN-D< <M <N,

Comme déja remarqué, cette contrainte est essentielle dans le calcul des valeurs propres a la mode
analytique, et est justifiée par un raisonnement algébrique.

[.’Ansatz de Bethe algébrique permet de calculer les fonctions de corrélation des systémes étudiés,
notamment par la méthode des matrices F' factorisantes (voir remarque 10.3.1). Tl permet aussi
le lien avec les modéles intégrables de théories des champs (comme I’équation de Schrédinger non-
linéaire présentée plus haut) par des limites au continu.

16.4 Limite thermodynamique

Alors qu’une résolution compléte des équations de Bethe reste & trouver, la situation se simplifie
lorsqu’on considére la limite thermodynamique du systéme. Dans cette limite, le nombre de spins
tend vers I'infini, la longueur du segment restant finie: la distance entre sites devient donc nulle, et
on obtient un "gaz" de spins.

16.4.1 Hypothése des cordes

L’hypothése des cordes est un modéle qu’on forme sur la structure des solutions des équations de
Bethe. Une analyse de la divergence des facteurs entrant dans les équations de Bethe lorsque le
nombre de sites L tend vers linfini laisse & penser® que 'il existe un pole \; de partie imaginaire
strictement positive, alors dans la limite I — oo, il doit exister un autre pole de forme A; — 1.

On arrive de cette maniére au concept de cordes. Une n-corde (ou corde de longueur n) est un
ensemble de n solutions (complexes) /\En’l] possédant toutes la méme partie réelle, et dont les parties

imaginaires sont distantes de ¢:

[md] _ [0] . [(n+1 _ [0]
A = —}—z( ; —z),z_1,2,...,n, AP eR

La forme des cordes est aussi soutenue par ’observation que si /\;n) est une solution des équations
de Bethe, alors son conjugué complexe I’est également.
On postule que, dans la limite ol le nombre de sites tend vers 'infini, toutes les solutions des

équations de Bethe se regroupent sous forme de cordes.

*Nous y reviendrons plus bas.
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16.4.2 Reésolution

Sous I’hypothése des cordes, on peut reformuler les équations de Bethe en des équations ne portant
que sur les parties réelles /\EO], centres des cordes. Dans la limite thermodynamique, un état est

[0]

donc caractérisé par les densités p,(A) des solutions (en n-cordes) A:" aux équations de Bethe.
On recherche alors ’état fondamental dans cette limite. Les solutions des équations de Bethe
contribuant de maniére négative & I’énergie, I’état fondamental est une mer de Fermi, dont les
solutions aux équations de Bethe forment une densité de racines sur 'axe réel. Les premiéres
excitations du systéme correspondent & des "trous" dans la mer de Fermi, auxquels on associe des
densités p,(A) de solutions "manquantes" (en n-cordes, par rapport & I’état fondamental).
Toujours dans la limite thermodynamique (i.e. en particulier en transformant les sommes dis-
crétes en intégrales), les transformées de Fourier des équations de Bethe forment un systéme linéaire
d’équations couplées sur les densités p, et p,, que 'on peut résoudre. Les matrices de diffusion des
états excités peuvent alors étre calculées. Elles montrent que la matrice R du systéme d’une part,
et les matrices K (A) d’autre part, correspondent bien & la diffusion des états excités dans la chaine

et sur les bords respectivement.

De tels calculs pour les modéles de chaines de spins ouvertes avec bords préservants, et pour
Y (G), avec G = so(N), sp(2n) et osp(1|2n) sont présentés dans les références [ERA48, ERA51].

16.4.3 Validité de I’hypothése des cordes

Il faut garder en mémoire que la structure en cordes n’est qu’une hypothése. FEn particulier,
I’argument de divergence des équations de Bethe présuppose que le nombre de solutions reste
fini lorsque L — oo. Ce n’est en fait pas le cas, comme 'ont montré des calculs sur le modéle
XXX [13]. En fait, la compensation des divergences telle que présentée pour justifier ’hypothése
des cordes n’est valable que pour les péles "proches" (de partie imaginaire petite), mais elle n’est
pas nécessaire dans le cas de racines "éloignées". Ainsi, il y a perte de certaines solutions lorsqu’on
fait I’hypothése des cordes (méme dans la limite . — o0). Cependant, on peut montrer que les
contributions aux grandeurs physiques (telle que I’énergie) des solutions "manquantes" est nulle, si
bien que I'hypothése des cordes reste valable pour le calcul de ces quantités [89].

D’autre part, 'hypothése des cordes est aussi utilisée dans le cas de nombre fini de sites, car elle
permet une bonne compréhension intuitive des solutions aux équations de Bethe. En particulier, le
calcul sur ordinateur montre qu’elle donne une bonne approximation des solutions.

D’autres méthodes ont été développées pour s’abstraire de 'hypothése des cordes. En particulier,
on notera la méthode de la matrice de transfert quantique (QTM) qui fait appel a un réseau
alterné [55,156,210,224,225]. Dans cette approche, on associe au modéle (unidimensionnel) de chaine
de spins, un réseau (bidimensionnel) pour lequel les espaces quantiques jouent le réle d’espaces
auxiliaires dans la direction orthogonale au modéle originel. L’étude de la matrice de transfert
totale du réseau dans la limite I — oo permet alors de calculer toutes les excitations du modéle
originel & partir de I’état fondamental d’une chaine inhomogéne (par une inversion des limites).

Un autre traitement de la QTM méne au concept d’équation de Bethe thermodynamique (TBA)
[135,148].



Conclusion et prospectives

Dans ce mémoire, nous avons présenté différents aspects algébriques des modéles physiques inter-
venant en dimensions une et deux. Les structures algébriques reliées & ces modéles peuvent se
regrouper selon deux grand thémes: les théories conformes et les systémes intégrables. Ces deux
domaines sont encore en pleine activité, et de nombreux points restent & éclaircir ou a développer,
que ce soit dans une approche physique ou une approche plus mathématique. Nous présentons
quelques-uns de ces points ci-aprés, en insistant sur ceux que je cherche a développer.

Si P’éclat des algébres W "affines" s’est terni du point de vue des cordes, avec I'apparition
des branes, il ne faudrait pourtant pas oublier le role qu’elles peuvent jouer dans la classification
des théories conformes unitaires. Les théories conformes sont également importantes en physique
statistique dans I’étude des transitions de phases du second ordre. Une classification de leurs
représentations unitaires, reliée & une symétrie pertinente des modéles associés, permettrait la mise
en évidence de nouveaux modéles. A ce titre, la définition d’un diagramme de type Dynkin (voir les
CDDs présentés ici) associé a une théorie conforme arbitraire est sans doute un axe a explorer. On
remarquera a ce propos la généralisation des algébres de Lie gf(n) au cas ot n est complexe: si des
algébres W peuvent étre construites pour de telles algébres, on obtiendrait une classe de théories
minimales indexées par un paramétre continu, a rapprocher de la charge centrale des théories
conformes. D’autre part, les modeéles de W-gravité pourraient aussi étre un bon laboratoire d’étude
d’une théorie quantique de la gravité.

On mentionnera aussi 'intérét que leur portent actuellement les mathématiciens, ainsi que le
regain d’intérét des physiciens de la matiére condensée pour les théories conformes, par exemple
dans le cadre des systémes critiques fortement anisotropiques, en vue du calcul de fonctions de
corrélation (& deux ou trois points notamment).

[’aspect physique des algébres W finies devrait étre poursuivi, notamment dans ’étude des
anyons. Des calculs préliminaires que j’ai menés indiquent qu’elles pourraient permettre de définir
des anyons dans des dimensions supérieures a deux. Bien siir, dans un tel cadre, ce ne sont plus des
objets ponctuels. De tels objets pourraient étre assimilés & des défauts (ou des perturbations) dans
des théories de basses dimensions et qui les méneraient & des systémes de dimensions plus élevées.

Du point de vue mathématique (et physique du point de vue des anyons), la technique des
W-représentations des algébres de Lie est sans doute une approche intéressante pour construire des
représentations de type Kac-Wakimoto, avec un lien vers la théorie des représentations induites.

Le lien avec les Yangiens n’est pas non plus a négliger. D’une part, il pourrait permettre de définir
une généralisation du Yangien a travers I’étude de I’ensemble des algébres W finies, ce qui dans un
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deuxiéme temps ménerait & de nouveaux modeéles de chaines de spins intégrables. D’autre part, il
existe une notion de Yangiens "affines" (basés sur des algébres de KM): I'étude des représentations
de ces Yangiens pourrait étre une piste pour la classification des algébres W affines, et donc fournir
de nombreux renseignements sur les théories conformes, en liaison avec le premier point décrit ici.

On mentionnera aussi la possibilité de construire des théories de jauge basées sur les algébres
W finies. Elle constitue une maniére originale de perturber les théories de jauge des modéles de
physique des particules.

Le domaine des systémes intégrables est un secteur riche, toujours en effervescence, qui devrait
avoir encore de nombreuses applications. C’est dans ce domaine (et ses connections avec la matiére
condensée, voir plus bas) que je compte développer 'essentiel de mes recherches futures.

En théorie des champs, les systémes avec impureté forment un secteur émergent en plein
développement. La résolution de I'équation de Schrédinger non-linéaire avec impureté a prouvé
la validité du cadre algébrique défini par les algébres RT. De nouveaux modéles peuvent étre réso-
lus par les mémes techniques, en s’appuyant sur les algébres ZF et leurs généralisations (algébres
de bord et algébres RT). D’aprés mes premiéres études, les modéles non-relativistes ne semblent
pas devoir poser de problémes techniques insurmontables. Je voudrais aussi m’intéresser a des
modeéles relativistes, tels que le modéle de Thirring (qui reste & résoudre méme dans le cas sans
impureté). Si dans ces derniers cas, la résolution est plus délicate, I’expérience acquise dans le cadre
de I’équation de Schrodinger non-linéaire et des modéles voising pourrait permettre d’apporter des
éléments nouveaux et originaux a ces problémes.

En modéles de chaines de spins, & court terme, un traitement "universel" de ’Ansatz de Bethe
analytique, ot les spins appartiennent a une représentation quelconque de ’algébre de Lie, est
possible. Il permet de calculer de facon synthétique les valeurs propres des matrices de transfert de
ces modeles. Le cas des chaines de spins (avec ou sans bord) basées sur les Yangiens de sf(N) est
en cours d’achévement. Je compte tenter de la généraliser aux autres Yangiens ainsi qu’aux groupes
quantiques. Cette méthode devrait jeter un pont intéressant (et nouveau) avec I’Ansatz de Bethe
analytique. Bien str, le but ultime est de calculer les fonctions de corrélation de ces modéles. A
ce titre, I’Ansatz de Bethe algébrique semble plus performant, puisqu’il permet une construction
d’états propres de la matrice de transfert. Cependant la difficulté technique des calculs pourrait
se voir simplifier par une premiére approche plus systématique des valeurs propres par le biais de
I’Anstaz analytique.

Des systémes de chaines de spins avec impureté devraient aussi voir le jour, maintenant que le
cadre algébrique a été défini en théorie des champs. L’intérét en est évident du point de vue de
la modélisation de systémes physiques concrets. En particulier, un Ansatz de Bethe (analytique
dans un premier temps, algébrique par la suite) semble tout-a-fait réalisable. Les étudiants de notre
groupe y travaillent actuellement.

Pour tous ces points, les applications a des modéles réalistes de matiére condensée sont sans
aucun doute possibles. Le réle qu’a joué la résolution du modeéle d’Ising dans les systémes fer-
romagnétiques est un bon exemple de 'apport que peuvent donner les systémes intégrables aux
modéles étudiés en matiére condensée. L’apparition récente de systémes physiques unidimension-
nels en matiére condensée pourrait étre un point de contact naturel entre matiére condensée et
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systémes intégrables. En particulier, les résultats connus dans le cadre des spins devraient étre
exploités plus clairement vis-a-vis des expériences menées dans ces domaines.

Une autre approche possible est ’exploitation des résultats obtenus dans le cadre de I’équation
de Schrodinger non-linéaire: cette équation est reliée & I'équation de Gross-Pitaevski fort utilisée
en matiére condensée dans I’étude des condensats de Bose pour des gaz atomiques.

Ces points, que je développe avec mon étudiant en thése, constituent un des axes principaux de
mes recherches actuelles.

Finalement, je pense que le role des opérateurs bien élevés est a poursuivre. Il semble, d’aprés des
calculs préliminaires, que les techniques employées pour construire ces opérateurs peuvent permettre
de définir des champs canoniques pour toute matrice R(z). La matrice R(z) étant a priori quelconque
(modulo des hypothéses raisonnables, telles que I'unitarité ou I'existence d’une matrice r classique),
cela apporterait de nouveaux résultats pour une foule de modéles. On peut envisager une résolution
compléte des systémes correspondants et le calcul de leurs fonctions de corrélation. A tout le
moins, les opérateurs bien élevés commutant avec la hiérarchie des Hamiltoniens, cela montrerait de
maniére définitive la symétrie quantique des modéles concernés, et donnerait un moyen de calculer
I’action des groupes de symétrie sur les objets physiques de la théorie. La encore, les applications
en matiére condensée devraient étre importantes.

A plus long terme, I’étude des matrices R dynamiques sous ce méme angle apporterait un
éclairage nouveau a des modéles de type XYZ, et pourrait permettre de les résoudre. Des liens avec
les constructions des opérateurs de vertex de ces modéles semblent probables. La comparaison entre
ces deux techniques ferait sans doute progresser la compréhension de ces systémes. La construction
d’opérateurs bien élevés dynamiques serait alors une maniére élégante de prouver la symétrie en
algébres elliptiques de ces modéles.
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Résumeé:

Cette habilitation est consacrée aux structures algébriques intervenant dans les systémes uni-
et bi-dimensionnels étudiés en physique. Nous y montrons comment ces structures peuvent étre
utilisées pour obtenir une meilleure compréhension des systémes physiques qu’elles sous-tendent.
Nous y décrivons aussi certains de leurs aspects mathématiques.

Quatre parties composent cette présentation. Elles décrivent différents domaines de la physique
que j’ai étudiés, et dans lesquels les cadres algébriques peuvent s’appliquer, a savoir:

- Les théories conformes & deux dimensions, en particulier les algébres W. Nous présentons la
classification de ces derniéres et leur quantification en cohomologie BRS.

- Les algébres W finies et leur application en physique (anyons et généralisations) et en mathé-
matique (représentations des algébres de Lie).

- Les structures d’algebres de Hopf et leur généralisation dynamique, cadre mathématique utilisé
dans la partie suivante.

- Les systémes intégrables, avec deux éclairages différents. D’une part, les chaines de spins,
qui décrivent des modéles unidimensionnels de spins en interaction. Nous parlerons des systémes
périodiques, et des systémes avec bords. D’autre part, les systémes intégrables en théorie des
champs, avec une attention particuliére aux systémes avec bord ou avec impureté.

Abstract:

We present algebraic structures in relation with one and two dimensional systems, as they are
studied in physics. We show how these structures can be used to obtain a better understanding of
the physical models they deal with.

This manuscript is divided into four parts, each of them describing a particular domain of physics
in which the algebraic framework can apply, namely:

- Two-dimensional conformal field theories, and especially W-algebras. We present the classifi-
cation of the laters and their quantization using BRS cohomology.

- Finite W-algebras and their physical applications (such as anyons) as well as their mathematical
interest (for Lie algebras representations for instance).

- Hopf algebras and their dynamical generalization. This mathematical framework is used in
the following part.

- Integrable systems, with two main topics. On the one hand, spin chains, which describe
unidimensional systems of spins in interaction. We will deal with periodic systems and models
with boundaries. On the other hand, integrable field theories, with a special care on systems with
boundaries or defects.



