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Intégrateurs géométriques :Appliation à la Méanique des Fluides.RésuméUne approhe réente permettant d'étudier les équations issues de la Méaniquedes Fluides onsiste à onsidérer les symétries de es équations. Les suès des dé-veloppements théoriques, notamment en turbulene, ont justi�é la pertinene d'unetelle approhe. Sur le plan numérique, les méthodes d'intégration onstruites sur desarguments liés à la struture géométrique des équations s'appellent les intégrateursgéométriques. Dans la première partie de la thèse, on présente la lasse d'intégrateursgéométriques probablement la plus onnue ; e sont les intégrateurs sympletiquespour les systèmes hamiltoniens. Dans une seonde partie, on introduit les intégra-teurs variationnels, onstruits pour reproduire les lois de onservation des systèmeslagrangiens. Cependant, la plupart des équations de la Méanique des Fluides nedérive pas d'un Lagrangien. On expose alors dans la dernière partie une méthodede onstrution de shémas numériques respetant les symétries d'une équation.Cette méthode est basée sur une formulation moderne des repères mobiles. On pré-sente une ontribution au développement de ette méthode ; elle permet d'obtenirun shéma invariant possédant un ordre de préision déterminé. Des exemples issusdes équations modèles de la Méanique des Fluides sont traités.Mots-lés : Intégrateur géométrique, Sympletique, Multisympletique, Méthodesvariationnelles, Bilagrangien, Méthodes invariantes, Repères mobiles, Équation detransfert
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Geometri integrators :Appliation to Fluid Mehanis.AbstratA reent approah to study the equations from Fluid Mehanis onsists in onsi-dering the symmetry group of equations. Sues of theoretial development, speiallyin turbulene, has justi�ed the relevane of this approah. On the numerial side,the integrating methods based on arguments related to the geometrial strutureof equations are alled geometri integrators. In the �rst part of this thesis, a lassof suh integrators is introdued : sympleti integrators for hamiltonian systems,whih are probably the most well known geometri integrators. In the seond part,variational integrators are outlined, onstruted in order to reprodue onservationlaws of lagrangian systems. However most of Fluid Mehanis equations annot bederived from a Lagrangian. In the last part of this thesis, a method of onstrutionof numerial shemes that preserves equations symmetry is exposed. This methodis based on a modern formulation of moving frames. A ontribution to the develop-ment of this method is proposed ; this allows to obtain an invariant numerial shemethat owns an order of auray. Examples from Fluid Mehanis model equationsare detailled.Key words : Geometri integrator, Sympleti, Multisympleti, Variational me-thods, Bilagrangian, Invariant methods, Moving frame, Transfer equation
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Introdution 1
Introdution générale

L'utilisation des symétries a�n de résoudre des équations était déjà présente dansles travaux d'Évariste Galois (1811-1832) onernant la résolution des équations al-gébriques. Désirant étendre les résultats aux équations di�érentielles, Sophus Lie(1842-1899) a établit la théorie des groupes de transformation. Peu après, les travauxd'Emmy N÷ther (1882-1935) permirent de formaliser le lien entre les lois de onser-vation et les symétries variationnelles [114℄. Dès lors, le onept de symétrie s'estintégré dans la Physique moderne, d'abord omme outil pour dérire la méaniquequantique au travers de la théorie des groupes ; puis omme prinipe permettantde dérire la Nature dans sa struture fondamentale : Wolfang Ernst Pauli (1900-1958) postule l'existene des neutrinos (1930) pour satisfaire la loi de onservationde l'énergie au ours d'une expériene de désintégration. À partir de onsidérationsde symétrie, Murray Gell-Mann suppose l'existene des quarks (1964) omme l'undes onstituants élémentaire de la matière. En même temps Robert Brout, FrançoisEnglert et Peter Higgs inventent le bosons de Higgs (1964) pour permettre aux par-tiules élémentaires de véri�er les symétries de jauge dérivant les interations fon-damentales. Ainsi l'intervention des symétries apparait naturellement au ÷ur desstrutures des systèmes physiques tels qu'on les onçoit de nos jours. Cependant,au sein des Sienes de l'Ingénieur, l'utilisation des symétries n'est apparue que ré-emment. En méanique des �uides, les symétries des équations de Navier-Stokespermettent de retrouver des résultats théoriques omme les lois de parois [119℄, leslois d'éhelle [117℄, ou les solutions autosimilaires qui respeteraient la asade deKolmogorov [160℄. Dans le domaine de la modélisation de la turbulene, où le oûtdes simulations numériques à très grand nombre de Reynolds est élevé, il est nées-saire de onstruire des modèles performants. Les modèles de turbulene aux grandeséhelles (LES, Large-Eddy Simulation) représentent une approhe largement reon-nue. Mais la plupart des modèles de la LES ne prennent pas en ompte le groupede symétrie des équations de Navier-Stokes. La première onstrution d'une famillede modèles de sous-maille vérifant les symétries des équations de Navier-Stokes estdûe à D. Raza�ndralandy et A. Hamdouni et al. [127℄ [126℄ [132℄. Le développe-ment a été étendu jusqu'à un modèle de onvetion thermique [129℄. Les premierssuès théoriques d'une approhe géométrique dans e domaine laissent entrevoir lepotentiel à exploiter. Sur le plan numérique, l'approhe géométrique onsiste à trans-



2 Introdutionporter la struture des équations sur le plan disret. On parle alors d'intégrateursgéométriques. La philosophie de telles méthodes repose sur l'idée que traduire lespropriétés géométriques d'une équation, omme ses lois de onservations, ses solu-tions autosimilaires ou plus généralement onserver son groupe de symétrie, permetde apturer naturellement la physique dérite par ette équation. La lasse des inté-grateurs géométriques la plus onnue est probablement elle des intégrateurs sym-pletiques pour les systèmes di�érentiels hamiltoniens. Les systèmes hamiltonienspossèdent une struture sympletique. La onservation de elle-i par une méthoded'intégration permet d'obtenir une meilleur stabilité sur de longs temps d'intégra-tion et de traduire de façon plus préise la onservation de l'énergie. On dit alorsque la méthode est sympletique. Il existe une extension aux équations aux dérivéespartielles (EDP) hamiltoniennes (Annexe A). Pour la famille plus large d'équationsdi�érentielles ordinaires (EDO) dérivant d'un Lagrangien, il existe les intégrateursvariationnels. Ceux-i sont onstruits en suivant une version disrète d'un alul devariations sur l'ation lagrangienne. On obtient alors les équations disrètes d'Euler-Lagrange, ainsi que la loi disrète d'évolution de l'énergie. Ils sont sympletiques,traduisent des lois de onservations disrètes, et possèdent un bon omportementsur de long temps d'intégration. Là enore, une extension aux EDP dérivants d'unlagrangien existe. Ce sont les intégrateurs variationnels mutlisympletiques. Il sontonstruits en suivant une version disrète d'un alul de variation, onduisant à lafois aux équations d'Euler-Lagrange et aux lois de onservation. Leurs propriétéssont analogues au as des systèmes di�érentiels lagrangiens. Cependant, la plupartdes équations de la Méanique ne dérivent pas d'un lagrangien. Une approhe plusgénérale onsiste don à onsidérer diretement le groupe de symétrie d'une EDP.En e�et, on sait depuis les travaux de E. N÷ther que les lois de onservation dessystèmes dérivant d'une forme lagrangienne sont liées aux symétries de l'intégraled'ation. L'idée fondamentale des intégrateurs utilisant la théorie de Lie est d'ex-ploiter les symétries des équations. Cela permet don de onstruire des méthodesqui peuvent s'appliquer à pratiquement tout système d'équations (Annexe B), et quise basent sur les propriétés intrinsèques de l'ensemble des solutions de l'EDP.La ontribution de mes travaux, dirigés par A. Hamdouni et o-dirigés par P.Sagaut, porte sur :1. Une appliation d'un intégrateur sympletique à un modèle d'hydrodynamiquebidimensionnel. Ce modèle dérit la dynamique de vortex singuliers. Il possèdeune formulation de type hamiltonienne. On peut don appliquer un intégrateursympletique au système. La première étude onsiste en l'étude de la dyna-mique qualitative d'un système formé de 4 vortex. La seond étude s'inspiredes travaux de E. Béu et al. [9℄ [10℄ qui s'intéresse à un système omposé dequelques entaines de vortex.2. Les intégrateurs variationnels représentent une famille d'intégrateurs géomé-



Introdution 3
EDP Hamiltoniennes
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EDP Variationnelles

(Chaleur, Burgers, Navier−Stokes...)

(Ondes, KdV, Schrodinger...)

(Euler, Sine−Euler...)

EDP d’Evolution non variationelles

Fig. 1 � Familles d'équations aux dérivées partielles (EDP) et leurs intégrateursgéométriques assoiés.triques pour les systèmes lagrangiens. Il n'est don pas possible de les utiliserpour les équations d'évolutions non variationnelles. À partir de l'extension duformalisme lagrangien aux EDP d'évolution (appelée formalisme bi-lagrangien[71℄ [126℄), il est possibile d'étendre les propriétés des intégrateurs variation-nels. On présente une méthode de onstrution d'intégrateurs bivariationnels,et on onstruit un tel intégrateur pour l'équation de la haleur.3. Le développement de la méthode d'invariantisation d'un shéma numérique,initiée par les travaux de M. Fels et P.J. Olver [42℄, puis appliquée par P.Kim [79℄ [80℄ : ette proédure d'intégration repose sur le onept de repèremobile (É. Cartan - 1935). Les qualités des solutions numériques que l'on ob-tient dépendent omplètement du hoix des repères mobiles. Jusqu'à présent,e hoix est déterminé par elui des setions transverses aux orbites d'un pointsolution, grâe à la proédure de normalisation de Cartan ; le hoix des se-tions transverses étant fait à partir de onsidérations purement géométriques.On propose une appliation de ette proédure à l'équation de onvetion-di�usion 1D. Malgré des résultats remarquables, ette proédure ne garantitependant pas systématiquement de bonnes propriétés numériques. On pro-pose alors une méthode nouvelle de détermination des repères mobiles permet-tant par onstrution d'obtenir ertaines propriétés numériques. L'appliation



4 Introdutionde e développement porte sur l'équation de Burgers 1D et 2D.4. En�n, grâe au adre mathématique permettant de dérire les intégrateursinvariants, on formalise une propriété nouvelle des shémas numériques liée àleur apaité à respeter les symétries de l'équation ontinue. Cette propriété,appelée onsistane en symétrie, traduit l'intuition selon laquelle une partie deserreurs numériques Errsym. provient de la brisure de symétrie de la méthoded'intégration. En rendant invariant un shéma, on élimine ette erreur, et donon réduit l'erreur globale. On montre que la partie d'erreur de onsistane ensymétrie Errsym. varie en fontion de la taille du maillage (et peut alors êtreréduite si on ra�ne elui-i). Le gain numérique d'une proédure d'invarianepour un shéma serait alors d'autant plus visible à partir d'une ertaine tailledu maillage.Ce mémoire se déompose omme suit :� Dans un premier hapitre, on rappelle les propriétés de base des systèmes ha-miltoniens. On introduit aussi le formalisme di�érentiel permettant de dérirede tels systèmes. On introduit alors les intégrateurs sympletiques. Ceux-isont omparés ave leur versant lassique sur deux exemples élémentaires.En�n, on présente une appliation originale sur un modèle bidimensionel depoints-vortex. D'abord à l'étude qualitative d'un système de 4 vortex pouvantavoir une dynamique périodique, quasi-périodique ou haotique ; puis sur ladynamique d'un système omptant une entaine de vortex s'agglomérant.� Dans le seond hapitre, on traite des systèmes lagrangiens, dont les systèmeshamiltoniens font partie. On rappelle leurs propriétés avant d'introduire lesintégrateurs bivariationnels. Ceux-i sont onstruit de sorte à véri�er des loisde onservations disrètes, analogues au as ontinues. On mentionne l'exten-sion aux EDP lagrangiennes ainsi que leurs propriétés. En�n, on introduit leonept de bilagrangien permettant de onstruire des intégrateurs variation-nels pour ertaines EDP d'évolution.� Le dernier hapitre onstitue le ÷ur de la thèse. On y présente la méthoded'invariantisation des EDP. Cette méthode est basée sur le onept de repèresmobiles. On a hoisi de développer ette méthode ar elle présente les avantagessuivants :� elle rend omplètement invariant par symétrie un shéma numérique,� elle peut prendre en ompte n'importe quelle symétrie,� elle peut s'appliquer à n'importe quelle équation aux di�érenes �nies,On dérit alors en premier le adre mathématique permettant de dé�nir lesobjets utilisés et d'énoner de façon rigoureuse le théorème fondamental deonstrution des shémas invariants utilisant les repères mobiles (Théorème3.3.1). On illustre ette méthode sur l'équation de onvetion-di�usion 1D.Ensuite, on expose la ontribution de e mémoire à la méthode d'invariantisa-tion : on propose une nouvelle manière de onstruire les repères mobiles a�n



Introdution 5d'obtenir un shéma invariant ayant par onstrution ertaines propriétés nu-mériques. Les performanes de l'approhe proposée sont testées sur l'équationde Burgers 1D et 2D.� En�n, on résume le travail présenté avant de onlure et de proposer des pers-petives onernant les méthodes d'intégration géométrique en général, et lesméthodes invariantes en partiulier.� en Annexe, on présente dans une première partie l'extension aux EDP ha-miltoniennes des intégrateurs sympletiques : les intégrateurs multisymple-tiques. Ceux-i possèdent de bonnes propriétés, mais néessitent une formula-tion partiulière qu'il est souvent di�ile d'obtenir. Seule une poignée d'EDPrépondent à e ritère.Dans une seond partie, on passe en revue brièvement trois intégrateurs géomé-triques onstruits sur des arguments liés aux symétries de l'équation ontinue.La première méthode onsiste en une méthode de semi-invariane. Elle a étéintroduite par Y. Shokin [142℄ ; les appliations aux équations de la méa-nique des �uides ont été développées par E. Hoarau et al. [58℄. La seondeméthode onsiste à utiliser une tehnique de maillage adaptatif a�n de rendrele shéma numérique invariant par rapport à la transformation d'éhelle. Ellea été développée par C. J. Budd et al. [15℄ [17℄. La dernière méthode d'in-tégration géométrique est due aux travaux de Dorodnitsyn [35℄. Elle proposede onstruire un shéma omplètement invariant en fontion des invariantsdi�érentiels disrets de l'équation di�érentielle.





7
Chapitre 1
Intégrateurs sympletiques
1.1 IntrodutionLes systèmes hamiltoniens interviennent dans la Physique en générale (physiquestatistique, physique quantique, géophysique...). Mais plus partiulièrement dansles domaines de la Méanique, pour lesquels les systèmes onservatifs trouvent uneformulation hamiltonienne ; en dynamique stellaire, ave les orbites élestes, en mé-anique du solide : le mouvement d'un solide rigide ayant un point �xe et subissantla seule fore de pesanteur ; la toupie par exemple a été étudiée par Lagrange (�nXVIIIe). Il est aussi le premier exemple historique pour étudier la non-intégrabilité1des systèmes (Kowalewska, 1889) ; en�n, en Méanique des �uides : les équationsd'Euler d'un �uide parfait inompressible peuvent être mises sous forme hamilto-nienne. On obtient ainsi une approhe des équations de Navier-Stokes, dans la limitede faible visosité loin des parois.Il est rare que l'on onnaisse une solution exate à un système di�érentiel hamil-tonien. Le reours à des approximations par des méthodes numériques onstituepratiquement le seul moyen d'observer les solutions. Cependant, la physique mo-délisée par les systèmes hamiltoniens est ontenue dans la struture géométriquesous-jaente de es équations. Cette struture s'insrit dans le adre de la géométriesympletique. Dès lors, une interrogation émerge naturellement : Quelles sont lesonséquenes numériques de la (non-)préservation de la struture sympletique parune méthode d'intégration ?Dans un premier temps, on présente les systèmes hamiltoniens et leurs propriétésgéométriques. Ensuite on montre quelles sont les limites des méthodes numériqueslassiques pour simuler de tels systèmes. On introduit alors les shémas symple-1un système de dimension 2n est intégrable lorsqu'il possède n intégrales premières,indépendantes, et en involution entre elles



8 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUEStiques, et on illustre leurs performanes. Une littérature abondante existe déjà surles intégrateurs sympletiques [139℄, [140℄, [56℄, [145℄.On présente �nalement deux appliations d'un intégrateur sympletique (de typeRunge-Kutta d'ordre 4) dans le ontexte d'un modèle d'hydrodynamique bidimen-sionnelle. La première appliation sert à appuyer l'importane de onserver la stru-ture des équations dans le adre d'un système de 4 vortex pontuels ; en e�et, lealul des trajetoires par des méthodes non sympletiques d'ordre moyen (ordre 4)peut onduire à une dynamique qualitativement fausse [123℄ [11℄. Dans une seondeappliation, en s'inspirant des travaux réents de E. Béu et al. [9℄, [10℄, on montreque l'utilisation d'un intégrateur sympletique onstitue une méthode naturelle pourtraiter un système de N ≫ 1 vortex pontuels qui ne peuvent se onfondre. Cetteméthode possède l'avantage de traduire la dynamique tout en onservant les inté-grales premières du système.Notation du hapitre. Dans le présent hapitre, on utilise les notations sui-vantes :� Pour toute fontion dérivable q : t 7→ q(t), sa dérivée est notée :
q̇(t) =

d

dt
q(t)� Le gradient d'une fontion di�érentiable f de m variables (x1, ..., xm) est leveteur de dimension m noté :

∇f =
[ ∂f
∂x1

, ...,
∂f

∂xm

]T� Lorsque la fontion f est à 2m variables (x1, ..., xm, y1, ..., ym), son veteurde dimension m omposé des dérivées partielles par rapport aux variables
(x1, ..., xm) est noté :

∇xf =
[ ∂f
∂x1

, ...,
∂f

∂xm

]T� Le produit salaire de deux veteurs X = (x1, ..., xm) et Y = (y1, ..., ym) estnoté par un "·" :
X · Y =

m∑

i=1

xiyiDe plus, le hapitre traitant des systèmes hamiltoniens on utilise les onventionssuivantes :� La lettre t symbolise la variable indépendante assoiée au temps. Elle est prisepositive réelle t ∈ IR+.



1.2. SYSTÈMES HAMILTONIENS. 9� L'espae des phases est noté Ω ; 'est un ouvert de IRd dimension paire d = 2m,où m est la dimension du système hamiltonien. Les éléments de Ω sont notés
y = (p,q)T , où le veteur q = (q1, ..., qm)T représente la position et le veteur
p = (p1, ..., pm)T représente le moment onjugué assoié. Ce sont des fontionsdu temps y : IR → Ω.� Le Hamiltonien d'un système est toujours représenté par la lettre H .� La forme sympletique est notée par la lettre ω.1.2 Systèmes hamiltoniens.Dans ette setion on présente les systèmes hamiltoniens, ainsi que ertaines deleurs propriétés que l'on exploitera par la suite. On introduit ensuite le formalismedi�érentiel permettant de dérire de tels systèmes.1.2.1 Dé�nitions et propriétésOn onsidère un système de m partiules dont les positions au temps t ≥ 0s'érivent par le veteur q = (q1(t), ..., qm(t)). Les moments onjugués assoiés sontnotés p = (p1(t), ..., pm(t)). On note un domaine ouvert dans l'espae des phases

Ω ∈ IR2m.Dé�nition 1.2.1 (Système hamiltonien) Un système hamiltonien autonome dedimension m est un système de 2m équations di�érentielles pouvant s'érire sous laforme anonique :




ṗ = −∇qH(p, q)

q̇ = ∇pH(p, q)

(1.1)où H : Ω → IR est une fontion su�samment régulière indépendante du temps,appelée Hamiltonien du système.On présente deux propriétés essentielles des systèmes hamiltoniens : la onserva-tion du Hamiltonien le long des trajetoires solutions du système hamiltonien, et lasympletiité du �ot hamiltonien.Proposition 1.2.1 (Conservation du Hamiltonien) Pour un système hamilto-nien autonome, le Hamiltonien H est onstant le long des trajetoires (p, q) solutions



10 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESde 1.1 :
dH

dt
= 0 (1.2)Dé�nition 1.2.2 (Flot hamiltonien) On appelle �ot hamiltonien φH,t ≡ φt dusystème hamiltonien (1.1) l'appliation :

φt : Ω −→ Ω

(p0, q0) 7−→ (p(t), q(t)) = φt(p0, q0)qui assoie à une ondition initiale (p0, q0) = (p(t0), q(t0)) du système (1.1) au temps
t0 la solution au temps t > t0.La sympletiité du �ot hamiltonien signi�e que le �ot préserve une forme bilinéaireantisymétrique non-dégénérée partiulière, appelée forme sympletique :Soient ξ = (ξp, ξq) = (ξp

1 , ..., ξ
p
m, ξ

q
1, ..., ξ

q
m) et η = (ηp, ηq) = (ηp

1 , ..., η
p
m, η

q
1, ..., η

q
m)deux veteurs de l'espae tangent T(p,q)Ω à un point (p,q) de l'espae des phases

Ω ∈ IR2m. La forme sympletique anonique est la forme bilinéaire antisymétriquesur (T(p,q)Ω)2 = T(p,q)Ω × T(p,q)Ω :
ω(p,q) : (T(p,q)Ω)2 −→ IR

(ξ,η) 7−→
m∑

i=1

(ξp
i η

q
i − ξq

i η
p
i )telle que dω = 0.Proposition 1.2.2 (Sympletiité du �ot hamiltonien) Le �ot hamiltonien φtassoié au système (1.1) préserve la forme sympletique ω. Pour toute solution

(p,q) ∈ Ω de (1.1) et (ξ, η) ∈ (T(p,q)Ω)2,
ω(p,q)(ξ, η) =

(
φt

∗ ω(p,q)

)
(ξ,η) (1.3)L'image réiproque (appliation pullbak) φt

∗ ω est dé�nie par
(
φt

∗ ω(p,q)

)
(ξ,η) = ωφt(p,q)([Dφt] · ξ, [Dφt] · η) (1.4)où [Dφt] est l'appliation linéaire de IR2m dans IR2m dé�nie par la matrie jaobiennede φt.En dimension 2m = 2, la forme sympletique fait orrespondre à deux veteurs

ξ = (ξ1, ξ2) et η = (η1, η2) l'aire orientée du parallélogramme dé�ni par
P 2 = {sξ + tη | 0 ≤ (s,t) ≤ 1}



1.2. SYSTÈMES HAMILTONIENS. 11On retrouve alors le théorème de Liouville qui ennone que le �ot hamiltonien pré-serve le volume dans l'espae des phases.En dimension supérieure 2m, m ≥ 2, la forme sympletique ω(ξ, η) représente lasomme des aires des projetions de l'hyper-parallélogramme
P 2m = {

m∑

i=1

(
siξ

i + tiη
i
)
| 0 ≤ (si, ti) ≤ 1, ∀i = 1, ..., m}sur haun des plans bidimensionnels Pi = {(p,q) | pj = qj = 0, ∀j 6= i}.Dé�nition 1.2.3 (Invariant) On note une solution au temps t pour le systèmehamiltonien (1.1) dans l'espae des phases par (p(t),q(t)) ∈ Ω. La solution initialeest notée (p0, q0). Une quantité invariante, ou un invariant, pour un tel systèmehamiltonien est une appliation I : Ω → Ω qui véri�e à haque instant le long destrajetoires solutions du système :

I(p(t), q(t)) = I(p0, q0) (1.5)Autrement dit, pour toute solution (p(t), q(t)), on a la loi de onservation
d

dt
I = 0Un résultat fondamental onernant les invariants d'un système lagrangien, et donen partiulier eux d'un système hamiltonien, est donné par le théorème de N÷ther2(1918). Il a�rme qu'à haque transformation laissant l'ation lagrangienne (voir lehapitre suivant) invariante, on peut assoier une loi de onservation. Pour les sys-tèmes hamiltoniens, e théorème permet notamment de relier la onservation duHamiltonien à l'invariane par translation temporelle ; 'est justement le as dessystèmes hamiltoniens autonomes, auquels notre étude est restreinte. Une autre ap-pliation du théorème de N÷ther est elui des systèmes hamiltoniens invariants partranslation spatiale : la quantité de mouvement est la grandeur onservée assoiée.1.2.2 Notation di�érentielleOn présente une notation permettant d'érire les notions introduites jusqu'à pré-sent. Cette notation est elle des formes di�érentielles. Elle s'insrit dans le forma-lisme de la géométrie sympletique, qui est le adre naturel pour dérire les systèmeshamiltoniens. On ne présente ependant pas les démonstrations qui ne sont pas né-essaire par la suite.2Emmy N÷ther, mathématiienne allemande (1882 - 1935)



12 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUES2-forme sympletique. On a introduit la forme sympletique ω omme uneforme bilinéaire antisymétrique sur un espae vetoriel : ω(p,q) transforme les ouplesde veteurs (ξ, η) appartenant au plan tangent au point (p,q) de l'espae des phasesde dimension 2m. Une telle transformation s'identi�e aux 2-formes di�érentielles parla notation suivante :
ω = dp ∧ dq (1.6)

=

m∑

i=1

dpi ∧ dqi (ξ, η)

=
m∑

i=1

dpi(ξ)dqi(η) − dqi(ξ)dpi(η)où les 1-formes di�érentielles orrespondent pour tout i = 1, ..., m aux projetionssuivantes :
dpi(ξ) = ξp

i , dqi(ξ) = ξq
i , dpi(η) = ηp

i , dqi(η) = ηq
i ,Sympletiité du �ot. La sympletiité du �ot φt : (p, q) 7→ (p̄, q̄) = (p̄(p, q), q̄(p, q))s'érit :

dp ∧ dq = φt
∗ (dp ∧ dq)Cette ondition est équivalente à :

[Dφt]
T J−1 [Dφt] = J−1où J est la matrie de struture antisymétrique :

J =

(
0 Im

−Im 0

) où Im est la matrie identité dans IRm (1.7)
1.3 Intégrateurs lassiques des systèmes hamilto-niens.On véri�e dans ette setion la non sympletiité de quelques intégrateurs las-siques. On illustre ensuite numériquement les onséquenes. Les exemples hoisissont des systèmes hamiltoniens élémentaires mais su�sant pour mettre en avantl'importane de la non onservation de la forme sympletique disrète ωn, ainsique les onséquenes sur la onservation des intégrales premières, notamment leHamiltonien disret.



1.3. INTÉGRATEURS CLASSIQUES DES SYSTÈMES HAMILTONIENS. 131.3.1 Dé�nitions et exemplesOn note y la variable réelle de dimension d dépendante du temps t assoiée ausystème di�érentiel ; elui-i est déterminé par la fontion vetorielle F : IRd → IRdne dépendant pas expliitement du temps :
dy

dt
= F (y(t)) (1.8)On retrouve la forme (1.1) des systèmes hamiltoniens de dimension paire d = 2men posant y(t) = (p(t), q(t)) et F = J−1∇H , où J est la matrie de struture (1.7).On note aussi par Ωd l'espae des phases disret de même dimension que Ω. Lespoints de Ωd sont notés yn = (pn, qn) = (pn

1 , ..., p
n
m, q

n
1 , ..., q

n
m).Dé�nition 1.3.1 (Flot numérique à 1 pas.) Soit yn l'approximation numériqueau temps tn des valeurs y(tn). Le �ot numérique à 1 pas assoié au système (1.8)est l'appliation ΨH,∆t qui assoie à yn le point yn+1, approximation de y(tn + ∆t) :

ΨH,∆t : Ωd −→ Ωd

yn 7−→ yn+1 = ΨH,∆t(y
n)On notera simplement, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté possible sur le Hamiltonienassoié, le �ot numérique à 1 pas par Ψ∆t.Exemple 1.3.1 Le �ot numérique d'un shéma de type Euler (d'ordre 1) s'érit :

ΨEuler
∆t (yn) = yn + ∆tF (yn)Le �ot numérique du shéma de Heun (type Runge-Kutta d'ordre 2) s'exprime par :

ΨHeun
∆t (yn) = yn +

∆t

2
(f1 + f2)où

f1 = F (yn), f2 = F (yn + ∆tf1),Le �ot numérique d'un shéma de type Runge-Kutta d'ordre 4 est :
ΨRK4

∆t (yn) = yn +
∆t

6
(f1 + 2f2 + 2f3 + f4)ave

f1 = F (yn), f2 = F (yn +
∆t

2
f1), f3 = F (yn +

∆t

2
f2), f4 = F (yn + ∆tf3),



14 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESSympletiité. La sympletiité d'un �ot numérique se traduit par la onserva-tion de la forme sympletique disrète au ours du temps :
ωn =

n∑

i=1

dpn
i ∧ dqn

i = dpn ∧ dqn (1.9)1.3.2 Exemples numériques.1.3.2.1 L'osillateur harmonique.On onsidère le système (1.1) ave pour Hamiltonien
H =

1

2
(p2 + q2) (1.10)Le Hamiltonien est indépendant du temps, il est don onservé le long des traje-toires solutions du système. On regarde le omportement des solutions numériquesdonnées par les shémas d'Euler d'ordre 1. Ils s'érivent dans le as de l'osillateurharmonique :

{
pn+1 = pn − ∆tqn

qn+1 = qn + ∆tpn (expliite) {
pn+1 = pn − ∆tqn+1

qn+1 = qn + ∆tpn+1 (impliite)
Sympletiité. Lorsque l'espae des phases est de dimension 2, la forme symple-tique disrète oïnide ave le volume élémentaire disret dpn∧dqn. La onservationde e volume est respetée par es méthodes à O(∆t)2 près.En e�et, pour le shéma expliite, on a :

dpn+1 ∧ dqn+1 = (dpn − ∆tdqn) ∧ (dqn + ∆tdpn)

= (1 + (∆t)2)(dpn ∧ dqn) (1.11)Ce qui signi�e qu'un volume élémentaire disret roit à haque pas de temps d'unfateur 1 + (∆t)2.Inversement, un volume élémentaire déroit à haque nouvelle itération d'un fateur
1 + (∆t)2 pour le shéma d'Euler impliite :

dpn+1 ∧ dqn+1 =
1

(1 + (∆t)2)
(dpn ∧ dqn) (1.12)On illustre le aratère non sympletique des méthodes d'Euler expliite et impliite.En dimension d = 2, la sympletiité se traduit par la non onservation de l'airedans l'espae des phases Ω. On hoisit alors une aire initiale A0 dans Ω délimitée



1.3. INTÉGRATEURS CLASSIQUES DES SYSTÈMES HAMILTONIENS. 15par le erle de entre p = 1, q = 0 et de rayon 0.2. La Fig. 1.1 représente l'évolutionde A0 par les �ots numériques assoiés aux méthodes d'Euler expliite et impliite.L'évolution est représentée à tous les pas de temps ∆t = π/6. Sur la Fig. (a),
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(b) Euler impliiteFig. 1.1 � Osillateur harmonique 1D. Conservation de l'aire dans l'espae des phasespour l'osillateur harmonique. L'aire initiale A0 (en "�") est elle du disque {((p+

1)2 + q2
) 1

2 ≤ 0.2}. Le système est représenté à haque pas de temps ∆t = π/6.orrespondant au shéma d'Euler expliite, on onstate que l'aire roît au fur-et-à-mesure du temps, onformément au alul (1.11). Sur la Fig. (b), orrespondant aushéma d'Euler impliite, on observe une diminution de l'aire initiale au ours du



16 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUEStemps, omme le prédit le alul (1.12).Dans le as présent, on interprète l'augmentation de A0 par une prodution d'énergienumérique, la diminution de A0 étant assoiée à une dissipation numérique. Ainsi,au travers d'un exemple élémentaire, la non onservation d'une propriété intrinsèqueaux systèmes hamiltoniens se manifeste par une aumulation importante d'erreursnumériques, déformant l'aire initiale et ontredisant alors le théorème de Liouville.Conservation de l'énergie. Le Hamiltonien représente l'énergie totale de l'os-illateur harmonique. Sa onservation traduit l'aspet onservatif du système.L'énergie disrète orrespond au Hamiltonien disret : Hn = 1
2
((pn)2 + (qn)2). Pourle shéma d'Euler expliite, on s'attend à un aroissement de l'énergie du mêmeordre que (∆t)2 :

1

2
((pn+1)2 + (qn+1)2) = (1 + (∆t)2)

1

2
((pn)2 + (qn)2)De manière similaire, le shéma impliite produit une dissipation de l'énergie, fon-tion de (∆t)2, à haque pas de temps :

1

2
((pn+1)2 + (qn+1)2) =

1

(1 + (∆t)2)

1

2
((pn)2 + (qn)2)Onmontre dans quelle mesure les shémas d'Euler expliite et impliite ne onserventpas l'énergie disrète. Pour l'exemple présent, on onsidère un osillateur harmoniquedont la ondition initiale est �xée en (p0 = 1, q0 = 0). Le pas de temps varie pourhaune des simulations : ∆t = 2.10−2, 6.10−2, puis 1.10−1. Le temps d'intégrationvaut T = 5. L'énergie initiale disrète est H0 = 0.5. La Fig. (1.2) représente l'évo-lution de l'erreur relative de l'énergie disrète En

rel,H = |Hn −H0|/|H0| au ours dutemps par les méthodes d'Euler expliite et impliite. On onstate une roissanede EH
rel pour haune des méthodes. Le ra�nement du pas de temps ne permetseulement que de diminuer le taux d'aroissement de l'erreur. Mais même pour un

∆t = 2.10−2, l'erreur relative atteint 10% au bout de 250 itérations. On peut alorss'attendre à une solution numérique loin de la solution physique sur de long tempsd'intégration.Par ailleurs, e résultat oroborre l'interprétation de l'expériene préédente, selonlaquelle les méthodes d'Euler produisent un gain ou une dissipation numérique del'énergie.1.3.2.2 Le problème de KeplerLe problème de Kepler orrespond au mouvement plan d'une planète gravitantautour d'une étoile. Il est dérit par un système hamiltonien, de Hamiltonien :
H = (p2

1 + p2
2)/2 − (q2

1 + q2
2)

−1/2 (1.13)
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Fig. 1.2 � Osillateur harmonique 1D. Évolution de l'erreur relative en l'énergie, enfontion du temps, pour les shémas d'Euler expliite (E) et implite (I). Le pas detemps ∆t varie de 2.10−2 à 10−1. Temps d'intégration T = 5.Le système di�érentiel s'érit sous forme anonique dans l'espae des phases Ω ⊆IR2 × IR2
∗ :





ṗ1 = −q1(q2
1 + q2

2)
−3/2

ṗ2 = −q2(q2
1 + q2

2)
−3/2

q̇1 = p1

q̇2 = p2

(1.14)Le Hamiltonien étant indépendant du temps, il est onservé le long des solutions dusystème. De plus, le moment angulaire L = q1p2 − q2p1 est lui aussi3 onservé auours du temps le long des trajetoires solutions du système. En e�et :
d

dt
L =

∂L

∂t
+

2∑

i=1

∂L

∂pi

dpi

dt
+
∂L

∂qi

dqi

dt

= 0 − q2(−q1(q2
1 + q2

2)
−3/2) + p2p1 + q1(−q2(q2

1 + q2
2)

−3/2) − p1p2

= 0Conservation des invariants. On propose d'illustrer la non onservation exatedes invariants d'un système hamiltonien par des shémas de type Runge-Kutta (RK).Dans le as du problème de Kepler de dimension 2m = 4, on hoisit d'observer3il existe d'autres quantités invariantes pour e système



18 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESl'évolution de l'énergie disrète, oïnidant ave le Hamiltonien disret
Hn =

(
(pn

1 )2 + (pn
2 )2
)
/2 −

(
(qn

1 )2 + (qn
2 )2
)−1/2ainsi que elle du moment angulaire disret

Ln = qn
1 p

n
2 − qn

2 p
n
1La ondition initiale du système est �xée à p1 = 0, p2 =

√
3, q1 = 1/2 et q2 = 0.On e�etue quatre simulations pour lesquelles le pas de temps vaut ∆t = 1.10−2,

2.10−2, 4.10−2 et 5.10−2. Le temps d'intégration est T = 103. Le Hamiltonien initiala pour valeur H0 = −1
2
. Le moment angulaire inital vaut quant à lui L0 =

√
3

2
.Les Fig. (1.3) et (1.4) représentent l'évolution de l'erreur relative en énergie En

err,Hpour une méthode de type RK respetivement d'ordre 2 (méthode de Heun, notéeRK2), et d'ordre 4 (notée RK4). Bien qu'une méthode d'ordre plus élevée permetted'obtenir une erreur relative moins importante, l'évolution de ette dernière estomparable sur de grands temps d'intégration : elle augmente de plusieurs ordre degrandeur. De plus, pour haune des �gures, on onstate que le taux d'aroissementde l'erreur relative est le même entre haque ourbe. Ainsi, les méthodes de type RKne permettent pas de traduire orretement la onservation des invariants. Mêmel'augmentation de l'ordre de la méthode ne su�t pas lorsqu'on intègre sur de longtemps.1.4 Les shémas sympletiques.On introduit à présent les intégrateurs sympletiques, ainsi que les résultats es-sentiels permettant d'évaluer leur performanes. On propose des exemples de shé-mas sympletiques. Ave es shémas, on reproduit les tests e�etués et présentésdans la setion préédente a�n d'appréier le gain de performane obtenu.1.4.1 Dé�nitions et propriétés.Les shémas sympletiques sont onstruits pour onserver exatement la formesympletique disrète.Dé�nition 1.4.1 (Shéma sympletique.) Un shéma numérique pour le sys-tème d'équations (1.8) est dit sympletique si son �ot préserve la 2-forme symple-tique disrète :
ωn =

m∑

i=1

dpn
i ∧ dqn

i
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(a) Erreur relative de l'énergie disrète
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(b) Erreur relative du moment angulaire disretFig. 1.3 � Problème de Kepler plan. Évolution par une méthode de type Runge-Kuttad'ordre 2 de grandeurs onservées : l'énergie disrète Hn et le moment angulairedisret Ln. Le pas de temps ∆t varie de 1.102 à 5.102. Le temps d'intégration est de
T = 103. Ehelle log-log.En partiulier dans l'espae des phases de dimension 2, l'élément d'aire dpn ∧ dqnest onservé au ours du temps :

dpn+1
i ∧ dqn+1

i = dpn
i ∧ dqn

i (1.15)Les shémas sympletiques garantissent la onservation de la forme sympletique dis-rète. Cependant, le Hamiltonien disret n'est en général pas onservé exatement,
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(a) Erreur relative de l'énergie disrète
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(b) Erreur relative du moment angulaire disretFig. 1.4 � Problème de Kepler plan. Évolution par une méthode de type Runge-Kuttad'ordre 4 de grandeurs onservées : l'énergie disrète Hn et le moment angulairedisret Ln. Le pas de temps ∆t varie de 1.102 à 5.102. Le temps d'intégration est de
T = 103. Ehelle log-log.tout omme les autres invariants du système hamiltonien. Il existe néanmoins un ré-sultat de onservation exate restreint aux invariants quadratiques par les méthodesde type RK [31℄ :Théorème 1.4.1 (Conservation des invariants quadratiques) On note sous



1.4. LES SCHÉMAS SYMPLECTIQUES. 21la forme vetorielle y(t) = (p(t), q(t))T un point de l'espae des phases, et par yTsa transposée. Un invariant I pour le système hamiltonien (1.1) est quadratique s'ilexiste une matrie symétrique onstante S telle que
I(y) =

1

2
yTSyAlors les méthodes de type Runge-Kutta sympletiques onservent l'invariant qua-dratique disret In = 1

2
(yn)TSyn de façon exate au ours du temps.Ce théorème s'applique en fait à tout système di�érentiel autonome. Cependant,Marsden et Ge [47℄ ont montré qu'un intégrateur sympletique ne peut pas préserverle Hamiltonien exatement. Toutefois, il existe un théorème permettant d'évaluerl'erreur numérique sur H au ours du temps [55℄ : on rappelle les idées prinipalespour établir e théorème important ; a�n d'énoner le théorème de onservation duHamiltonien pour les intégrateurs sympletiques. On ne reproduit pas les détails desdémonstrations qui se trouvent par exemple dans [140℄. Les exemples d'illustrationse trouvent dans la setion suivante.Conservation du Hamiltonien. Le théorème de onservation du Hamiltonienpar une méthode sympletique s'appuie sur la onstrution d'un Hamiltonien mo-di�é H̃ engendrant un système d'équations di�érentielles modi�é. Le Hamiltonienmodi�é est onstruit à partir du Hamiltonien H du système d'origine et d'un �otnumérique. Lorsque e dernier est sympletique et d'ordre p, le système d'équationsdi�érentielles modi�é est aussi hamiltonien. Il existe alors une onstante C telle quel'erreur numérique sur le Hamiltonien par la méthode sympletique soit en C∆tpsur des temps d'intégration exponentiellement longs.Soit un système d'équations di�érentielles

ẏ(t) = F (y)dont les solutions assoiées à la ondition initiale y(0) = y0 sont données par le �ot
φt(y0) = y(t). On onsidère une méthode d'intégration pour e système d'équationsdi�érentielles déterminé à haque pas de temps ∆t par le �ot numérique φ∆t(y

n) =

yn+1. On appelle système d'équations di�érentielles modi�é le système di�érentiel :
ẏ(t) = F∆t(y)

F∆t(y) = F (y) + ∆tF2(y) + ∆t2F3(y) + ... (1.16)tel que ses solutions ỹ(t) oïnident exatement ave les solutions données par le �otnumérique au sens où pour tout n, ỹ(n∆t) = yn.



22 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESProposition 1.4.2 (Hamiltonien modi�é) Lorsque le système di�érentiel est unsystème hamiltonien autonome de Hamiltonien H(p,q), où (p,q) sont les oordonnéesdans l'espae des phases Ω, et que la méthode d'intégration est sympletique d'ordre r,alors le système di�érentiel modi�é est aussi hamiltonien, de Hamiltonien modi�é :
H̃(p,q) = H(p,q) + ∆trHr+1(p,q) + ... + ∆tN−1HN(p,q) (1.17)Le aratère sympletique de la méthode d'intégration est néessaire pour que lesystème di�érentiel modi�é soit hamiltonien. Le théorème suivant est un résultatfondamental sur les intégrateurs sympletiques :Théorème 1.4.3 (Conservation du Hamiltonien) On se plae dans les ondi-tions du théorème préédent, en onsidérant une méthode sympletique d'ordre rdont le �ot numérique est φ∆t : (p0, q0) 7→ (pn,qn). Alors le Hamiltonien disret estonservé à O(∆tr) près sur un temps d'intégration exponentiellement long : il existeune onstante γ > 0 telle que :

Hn = H(pn, qn) = H0 +O(∆tr), pour n∆t ≤ e
γ

2∆t , (1.18)1.4.2 Quelques intégrateurs sympletiquesOn présente quelques méthodes sympletiques ainsi que leurs propriétés [139℄,[140℄, [56℄, [145℄.1.4.2.1 Euler sympletique.À partir du shéma lassique d'Euler, on onstruit un shéma sympletiqued'ordre 1 pour le système (1.1) :
{
pn+1 = pn − ∆t∇qH(pn+1,qn)

qn+1 = qn + ∆t∇pH(pn+1,qn)
(1.19)On montre qu'il onserve bien la forme sympletique disrète en érivant le systèmesous la forme :

{
pn+1 = pn − ∆t F (pn+1,qn)

qn+1 = qn + ∆t G(pn+1,qn)



1.4. LES SCHÉMAS SYMPLECTIQUES. 23où F ≡ ∇qH et G ≡ ∇pH .et don
dpn+1 = dpn − ∆t (

∂F

∂pn+1
dpn+1 +

∂F

∂qn
dqn)

dqn+1 = dqn + ∆t (
∂G

∂pn+1
dpn+1 +

∂G

∂qn
dqn)soit :

(1 + ∆t
∂F

∂pn+1
)dpn+1 = dpn − ∆t

∂F

∂qn
dqn

(1 + ∆t
∂F

∂pn+1
)dqn+1 = (1 + ∆t

∂F

∂pn+1
− ∆t2

∂G

∂pn+1

∂F

∂qn
+ (1 + ∆t

∂F

∂pn+1
)∆t

∂G

∂qn
)dqn

+∆t
∂G

∂pn+1
dpn)grâe à l'égalité des dérivées seondes roisées du Hamiltonien : ∂F

∂p
= ∂G

∂q
, on trouvela onservation de la forme volume disrète au ours du temps :

dpn+1 ∧ dqn+1 = dpn ∧ dqn1.4.2.2 Méthode du point milieu.On onstruit une méthode sympletique d'ordre 2 en onsidérant le gradientsympletique du Hamiltonien disret au point (pn+1/2, qn+1/2) = (pn+1+pn

2
, qn+1+qn

2
) :

{
pn+1 = pn − ∆t∇qH(pn+1/2,qn+1/2)

qn+1 = qn + ∆t∇pH(pn+1/2,qn+1/2)
(1.20)Un alul analogue au préédant permet d'obtenir le aratère sympletique de laméthode (1.20) :en érivant le système sous forme :

{
pn+1 = pn − ∆t F (P,Q)

qn+1 = qn + ∆t G(P,Q)où F ≡ ∇qH et G ≡ ∇pH , et P = pn+1/2 et Q = qn+1/2.alors :
dpn+1 = dpn − ∆t (

∂F

∂P
(
∂P

∂pn+1
dpn+1 +

∂P

∂pn
dpn) +

∂F

∂Q
(
∂Q

∂qn+1
dqn+1 +

∂Q

∂qn
dqn))

dqn+1 = dqn + ∆t (
∂G

∂P
(
∂P

∂pn+1
dpn+1 +

∂P

∂pn
dpn) +

∂G

∂Q
(
∂Q

∂qn+1
dqn+1 +

∂Q

∂qn
dqn))
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∂P

∂pn+1
=
∂P

∂pn
=

1

2
,

∂Q

∂qn+1
=
∂Q

∂qn
=

1

2
,En prenant en ompte l'égalité des dérivées seondes roisées du Hamiltonien, 'est-à-dire ∂F

∂P
= ∂G

∂Q
, on peut don érire le système équivalent sous la forme matriiellesuivante :

[
A −B
−C D

][
dpn+1

dqn+1

]
=

[
D B

C A

][
dpn

dqn

]ave :
A = 1 +

∆t

2

∂F

∂P
, B =

∆t

2

∂F

∂Q
, C =

∆t

2

∂G

∂P
, D = 1 − ∆t

2

∂G

∂Q
,En inversant la matrie du membre de gauhe, le système se met sous la forme :

[
dpn+1

dqn+1

]
=

1

AD − BC

[
D2 +BC B(D + A)

C(D + A) A2 +BC

][
dpn

dqn

]Le alul du produit extérieur de dpn+1 ave dqn+1 donne :
dpn+1 ∧ dqn+1 =

1

(AD −BC)2

(
(D2 +BC)(A2 + CB) − CB(D + A)2

)
dpn ∧ dqn

= dpn ∧ dqnLa méthode est bien sympletique.1.4.2.3 Méthode de type Runge-Kutta.De nombreuses méthodes sympletiques de type Runge-Kutta sont détailléesdans [140℄. La forme générale d'une méthode de Runge-Kutta à s étapes est dé�niepour les systèmes hamiltoniens par :




Qi = qn + ∆t

s∑

j=1

aijFj i = 1 · · · s.

Pi = pn + ∆t

s∑

j=1

aijGj i = 1 · · · s.

qn+1 = qn + ∆t
s∑

i=1

biFi

pn+1 = pn + ∆t

s∑

i=1

biGi

(1.21)
où Fi = ∇pH(Qi,Pi) et Gi = −∇qH(Qi,Pi).



1.4. LES SCHÉMAS SYMPLECTIQUES. 25Remarque 1 Une méthode Runge-Kutta est expliite si les oe�ients {aij} sonttels que aij = 0 pour j ≥ i. Elle est impliite sinon.Théorème 1.4.4 (Shéma Runge-Kutta sympletique) Une ondition nées-saire et su�sante pour que la méthode de Runge-Kutta soit sympletique est la nullitéde sa matrie de stabilité algébrique [140℄ :
biaij + bjaji − bibj = 0 ∀i,j = 1, · · · , s. (1.22)Remarque 2 Les shémas sympletiques du type Runge-Kutta sont toujours impli-ites.Exemple 1.4.1 (Méthode du point milieu) La méthode du point milieu est unas partiulier de méthode du type Runge-Kutta, d'ordre 2 à une étape intermédiaire.Les oe�ients de la méthode sont dans e as :
a = 1/2, b = 1,Dans les appliations à la Méanique des �uides de la setion suivante, on utiliseune méthode de Runge-Kutta sympletique d'ordre 4 (RKS4) à pas onstants. Onprésente un algorithme de onstrution d'un tel shéma pour le système (1.8) :RK sympletique d'ordre 4 à pas �xe. La onstrution de la méthode deRunge-Kutta est basée sur une méthode de olloation : ela onsiste à détermi-ner un polyn�me permettant d'évaluer la fontion F sur des points intermédiairesde l'intervalle de temps. Le degré du polyn�me dépend du nombre de points inter-mediaires que l'on s'est �xé. Notons de plus que le hoix des points intermédiairespermet de rendre la méthode sympletique.La méthode étant hoisie à quatre étapes, il y a trois points intermédiaires ξ1, ξ2 et

ξ3. L'intégration de y(t) à y(t+ h) s'e�etue de la manière suivante :
y(t+h) = y(t)+h b1F (t+

b1
2
h, ξ1)+h b2F (t+(b1+

b2
2

)h, ξ2)+h b3F (t+(b1+b2+
b3
2

)h, ξ3)où les ξi sont alulés impliitement par :
ξ1 = y(t) + h

b1
2
F (t+

b1
2
h, ξ1)

ξ2 = y(t) + h b1F (t+ (b1 +
b2
2

)h, ξ1) + h
b2
2
F (t+ (b1 +

b2
2

)h, ξ2),

ξ3 = y(t) + h b1F (t+ (b1 + b2 +
b3
2

)h, ξ1) + h b2F (t+ (b1 + b2 +
b3
2

)h, ξ2)

+h
b3
2
F (t+ (b1 + b2 +

b3
2

)h, ξ3)



26 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESUn jeu de oe�ients bi assurant la sympletiité de la méthode est [140℄ :
b1 =

1

3
(2 + 21/3 + 2−1/3), b2 = 1 − 2b3, b3 = b1,Il existe plusieurs variantes de sympletisation des méthodes de Runge-Kutta : itonsles méthodes de Gauss-Legendre, dont la méthode du point milieu est un exemple.Elles permettent d'optimiser le rapport entre le nombre d'étapes s et l'ordre de laméthode, qui est alors égale à 2s. Les méthodes de Radau IB et Radau IIB sontonstruites par olloation par des polyn�mes de Radau [146℄. Si le Hamiltonien estséparable H(p,q) = T (p) + V (q), alors on peut appliquer les méthodes de Runge-Kutta sympletiques partitionnées ; elles-i peuvent avoir une formulation expliite[56℄.Si de plus, l'énergie inétique prend la forme partiulière T (p) = 1

2
pTSp où S estune matrie symétrique onstante, alors le système hamiltonien peut s'érire ommeune équation du seond ordre :

q′′ = −S∇qV (q)On peut alors appliquer une méthode dite de Runge-Kutta-Nyström [140℄.Mentionons aussi les méthodes de type Runge-Kutta sympletique à pas adaptatifs.Un des gains à es méthodes est qu'en relativement peu d'itérations, il est possible derendre ompte de façon satisfaisante de la trajetoire périodique de ertains systèmeshamiltoniens [54℄. Il existe aussi les méthodes typre RK préservant les invariantsalgébriques [72℄, eux préservant les symmétries en général [109℄, [124℄.Les tehniques lassiques d'amélioration des méthodes numériques pour les systèmeshamiltoniens s'appliquent aux intégrateurs sympletiques omme l'analyse d'erreurrétrograde [135℄. Notons par ailleurs que la onservation du volume peut être obtenuepar des tehniques omme les méthodes de splitting ou de orretion [110℄.1.4.3 Exemples numériques.On illustre les performanes des intégrateurs sympletiques dérites à la setionpréédente. Les exemples sont les mêmes que eux présentés dans la setion portantsur les méthodes d'intégration lassiques. Les simulations sont e�etuées dans lesmêmes onditions.1.4.3.1 L'osillateur harmoniqueOn regarde les propriétés des shémas sympletiques d'ordre 1 et 2, appliqués ausystème (1.1) de Hamiltonien (1.10).



1.4. LES SCHÉMAS SYMPLECTIQUES. 27Le shéma d'Euler sympletique (d'ordre 1) s'érit dans e as :
{
pn+1 = pn − ∆tqn

qn+1 = qn + ∆tpn+1 (1.23)Le shéma du point milieu (d'ordre 2) s'érit quant à lui :
{
pn+1 = pn − ∆t

2
(qn + qn+1)

qn+1 = qn + ∆t
2

(pn + pn+1)
(1.24)Sympletiité. Par onstrution, la forme sympletique disrète est exatementpréservée par es méthodes. On illustre ette propriété sur l'exemple de l'osillateurharmonique de dimension m = 1. La sympletiité se traduit par la onservationdu volume dans l'espae des phases de dimension 2m = 2. Les onditions de lasimulation numérique sont les mêmes que elles dérites dans la sous setion (1.3.2.1).Sur la Fig. (1.5) (a), orrespondant au shéma d'Euler sympletique, on observeune déformation du disque initial au ours du temps ; ependant l'aire semble yêtre pratiquement onstante. Sur la Fig. (1.5) (b), orrespondant à la méthode dupoint milieu, l'aire du disque initial est onservée ; ela se voit d'autant mieux quela forme du disque paraît inhangée au ours du temps. Ainsi, la sympletiité desméthodes se traduit bien par la préservation exate de l'aire dans l'espae des phasesen dimension 2, mais le domaine initiale peut être déformé.Remarque 3 En interprétant l'augmentation ou la diminution, ou plus générale-ment la déformation du domaine initial omme un gain (ou une perte) d'énergienumérique, on s'attend omme onséquene à e que la prodution (ou la dissipa-tion) en énergie numérique soit très faible, voire quasi-nulle omme dans le as dela méthode du point milieu où le domaine initial semble inhangé.Conservation de l'énergie. Pour le shéma d'Euler sympletique, le théorème(1.4.3) prédit une onservation de l'énergie de l'ordre de ∆t sur des temps exponen-tiellement longs. En e�et, un alul diret de l'énergie disrète assoié à e shémadonne :

(pn+1)2 + (qn+1)2 = (pn − ∆tqn)2 + (qn + ∆t (pn − ∆tqn))2

= (pn)2 + (qn)2 + ∆t2 ((pn)2 − (qn)2 − 2pnqn) + ∆t4(qn)2La méthode du point milieu est une méthode de type RKSymp. Le Hamiltonienétant un invariant quadratique, le théorème (1.4.1) en garantit une onservationexate ; en e�et, on peut érire le système (1.24) sous la forme :
{
pn+1 = Apn −Bqn

qn+1 = Bpn + Aqn
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) 1

2 ≤
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A =
4 − ∆t2

4 + ∆t2
, B =

4∆t

4 + ∆t2
,



1.4. LES SCHÉMAS SYMPLECTIQUES. 29Alors
(pn+1)2 + (qn+1)2 = (Apn −Bqn)2 + (Bpn + Aqn)2

= (A2 +B2)((pn)2 + (qn)2)

= ((pn)2 + (qn)2)On illustre numériquement la apaité des méthodes sympletiques d'Euler et dupoint milieu à l'énergie disrète. Les onditions de simulation sont analogues à ellesdu test du paragraphe (1.3.2.1) pour les méthodes d'intégration lassiques. La Fig.(1.6) a�he l'évolution de l'erreur relative de l'énergie disrète |Hn − H0|/H0, où
Hn = 1

2

(
(pn)2 + (qn)2

), pour n ≥ 0, sur un temps d'intégration égal à T = 5. Troissimulations sont e�etuées ; pour haune d'elles, le pas de temps vaut ∆t = 2.10−2,
6.10−2 et 1.10−1. On voit sur la Fig. (1.6) (a) que la variation de l'erreur relative estpériodique ; la moyenne sur haque periode paraît onstante. Le fait de ra�ner le pasde temps permet d'obtenir, omme dans le as lassique, une diminution de la valeurde l'erreur relative. On souligne ependant que même ave un pas de temps de 10−1,l'erreur relative en énergie pour le shéma d'Euler sympletique est omparable àelle donnée par un shéma d'Euler lassique ave un pas de temps 10 fois pluspetit ! Sur la Fig. (1.6) (b), on onstate que la méthode du point milieu préserveexatement l'énergie disrète, aux erreurs mahine près (10−15). Cei s'explique parle fait que la méthode du point milieu est une méthode du type Runge-Kutta d'ordre2, et que le Hamiltonien est un invariant quadratique de l'osillateur harmonique.On retrouve alors une illustration du théorème (1.4.1), qui oroborre la Remarque3. Ainsi, bien que es méthodes soient d'ordre faible, leur sympletiité assure uneonservation du Hamiltonien disret tout à fait satisfaisante.1.4.3.2 Le problème de KeplerOn s'intéresse aux performanes numériques de shémas de type Runge-Kuttasympletique d'ordre 4 (RKS4) dérits dans le paragraphe (1.4.2.3). L'exemple traitéest elui du système d'Hamiltonien (1.13) dérivant le problème de Kepler. On re-produit les onditions identiques à elles dérites dans la sous setion (1.3.2.2).Conservation des invariants. On illustre la onservation des invariants ommele Hamiltonien et le moment angulaire par une méthode RKS4. On regarde l'évo-lution de l'erreur relative de es invariants en fontion du temps. Sur la Fig. (1.7)(a), on onstate que le taux de variation de l'erreur relative du Hamiltonien disret
Hn =

(
(pn

1 )2 + (pn
2 )2
)
/2 −

(
(qn

1 )2 + (qn
2 )2
)−1/2 est quasiment le même pour les di�é-rents pas de temps. Ce taux reste onstant (en éhelle log-log) sur de grands tempsd'intégration. Ce résultat illustre le théorème (1.4.3) de onservation du Hamiltonien
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(b) Méthode du point milieuFig. 1.6 � Osillateur harmonique 1D. Conservation de l'énergie par des méthodessympletiques d'ordre faible.
pour les shémas sympletiques : la variation de l'erreur relative reste bornée sur destemps exponentiellement longs. Sur la Fig. (1.7) (b), on voit que le moment angu-laire disret Ln = qn

1 p
n
2 − qn

2 p
n
1 reste onstant au ours du temps. Il est, aux erreursmahine près, exatement préservé. En e�et, le moment angulaire est un invariantquadratique du problème hamiltonien de Kepler. Le théorème (1.4.1) garantit saonservation par les méthodes sympletiques de type Runge-Kutta.



1.4. LES SCHÉMAS SYMPLECTIQUES. 31

10-1 100 101 102 10310-14

10-13

10-12

10-11

10-10

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

PSfrag replaements
∆t = 0.01
∆t = 0.02
∆t = 0.04
∆t = 0.05 Temps

EH
rel

(a) Erreur relative du Hamiltonien disret

10-1 100 101 102 10310-16

10-15

10-14

10-13

PSfrag replaements
∆t = 0.01
∆t = 0.02
∆t = 0.04
∆t = 0.05

Temps
EL

rel

(b) Erreur relative du moment angulaire disretFig. 1.7 � Problème de Kepler. Erreur relative de deux invariants : (a) : le Hamiltoniendisret Hn, (b) : le moment angulaire disret Ln. Le pas de temps varie ∆t = 1.10−2,
2.10−2, 4.10−2 et 5.10−2. Le temps d'intégration vaut T = 103. Ehelle log-log.



32 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUES1.5 Appliation à l'hydrodynamique bidimension-nelleLa turbulene bidimensionnelle se trouve ordinairement en Méanique des �uides,en météorologie (les ylones de l'atmosphère, dont l'éoulement s'organise en ouhesplanaires strati�ées) ainsi qu'en astrophysique (où la formation des amas de galaxieest quasi-bidimensionnelle). Une des propriétés spéi�que à la �turbulene� bidi-mensionnelle est l'émergene de strutures ohérentes, appelées vortex, au sein d'unenvironnement désordonné. Ces strutures sont stables sur des temps longs (parmiles exemples élèbres de tels systèmes la tâhe rouge de Jupiter, observée depuisplus de 400 ans), et sont essentielles dans la onvetion de haleur et de matière dessystèmes turbulents. Kirhho� (1876) [81℄ a onstruit un modèle de turbulene bi-dimensionnelle à partir des équations d'Euler pour un �uide parfait inompressible.On note par u = (u,v) le hamp de vitesse dépendant des variables indépendantesspatiales (x,y) et du temps t. La pression est notée p. Les équations d'Euler pourun �uide parfait inompressible s'érivent :
∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p, ∇ · u = 0,Le hamp de vortiité, dé�ni par ω = rot u, véri�e alors :
dω

dt
= 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ u · ∇,Cette équation exprime le fait que la vortiité du système est onvetée au oursdu temps le long des trajetoires. Comme ∇ · u = 0, il existe dans un domainesimplement onnexe une fontion ψ, dite fontion de ourant, telle que :

u(x,y) = (
∂ψ

∂y
,−∂ψ

∂x
)La vortiité s'érit alors :

ω = ∆ψIl s'agit d'une équation de Poisson ave ω omme terme soure. La solution formelles'érit don en fontion du hamp de vortiité, et d'un noyau de Green :
ψ(r) =

∫
G(r, r′)ω(r′)dr′, r = (x, y),En dimension deux, la fontion de Green s'érit G(r, r′) = −1

4π
log ||r− r

′||2.Ainsi les équations d'Euler pour un �uide parfait inompressible s'érivent sousforme Hamiltonienne grâe à la fontion de ourant, jouant le r�le de Hamiltonien,et du hamp de vortiité :
dx

dt
=
∂ψ

∂y
,

dy

dt
= −∂ψ

∂x
, ψ(r) =

−1

4π

∫
log ||r− r

′||2ω(r′)dr′, (1.25)



1.5. APPLICATION À L'HYDRODYNAMIQUE BIDIMENSIONNELLE 33Remarque 4 La formulation hamiltonienne n'est ii en fait qu'apparente : les va-riables de position x et y ne sont pas duales l'une de l'autre : elles appartiennentau même espae des on�gurations. Alors que dans le formalisme hamiltonien, lavariable p est le moment onjugué de q ; le ouple (p,q) est un point de T ∗Q, où Qest l'espae des on�gurations dans lequel se trouve la variable de position q.1.5.1 Le modèle des vortex pontuelsDans le modèle des vortex pontuels, le hamp de vortiité est onentré endes points singuliers. Dans le plan, pour N vortex, le hamp de vortiité au point
r = (x, y) a pour valeur :

ω(r) =
N∑

i=1

γiδ(r − ri) (1.26)où γi représente la irulation du i-ème vortex situé en ri. Ainsi le système bidimen-sionnels des N vortex pontuels s'érit sous forme hamiltonienne par :
γi

dxi

dt
=
∂H

∂yi
, γi

dyi

dt
= −∂H

∂xi
, (1.27)où H est la disrétisation du Hamiltonien :

H = − 1

4π

N∑

i

N∑

j 6=i

γiγj ln |rij| (1.28)ave r2
ij = (xi − xj)

2 + (yi − yj)
2. Ce qui s'érit expliitement :

γi
dxi

dt
= − 1

2π

N∑

j

γj
yi − yj

r2
ij

, γi
dyi

dt
=

1

2π

N∑

j

γj
xi − xj

r2
ij

, (1.29)Les 2N variables (xi, yi) sont anoniquement onjuguées ; il s'en suit que l'espaedes phases est onfondu ave l'espae des on�gurations. Les intégrales premièresdu système sont, en plus de l'Hamiltonien H , le moment inétique L, les quantitésde mouvement Px et Py dans le plan, par rapport à x et à y :
L =

N∑

i

γi(x
2
i + y2

i ), Px =

N∑

i

γixi, Py =

N∑

i

γiyi,En plus de es intégrales premières, l'enstrophie Z est une onstante du système :
Z =

N∑

i

(
N∑

j 6=i

γjrij)
2



34 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUES1.5.2 Dynamique qualitative d'un système de 4 vortex pon-tuels1.5.2.1 ProblématiqueOn s'intéresse à la nature du mouvement d'un vortex, appelé traeur, parmi unsystème de 4 vortex pontuels de même intensité γi = γ pour i = 1, 2, 3, 4. Selon lesonditions initiales, le mouvement peut être soit périodique, quasi-périodique, soittendre vers un système haotique [2℄. En onsidérant une on�guration initiale deréférene, à savoir une disposition en arrée, le traeur se meut selon un mouvementpériodique stable. Cette on�guration donne au système une symétrie disrète reliantpar paires la position des vortex :
xi = −xi+2, yi = −yi+2, i = 1,2,Cette symétrie est onservée au ours du temps. L'invariane par rotation du systèmedans l'espae des phases, onfondue ave l'espae des on�gurations, indique que lemouvement des trois autres vortex est identique.
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i ) ne varie pas. Alorsdeux as de �gure se présentent :� la perturbation angulaire onserve la symétrie disrète. Le mouvement typiqueest de nature quasi-périodique. Les trajetoires sont restreintes dans un do-maine annulaire.



1.5. APPLICATION À L'HYDRODYNAMIQUE BIDIMENSIONNELLE 35� la pertubation brise ette symétrie disrète. Le mouvement est haotique.
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36 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUEStemps longs : il apparaît un résultat en désaord ave l'analyse qualitative. Ce quijusti�e don le hoix des auteurs ités à utiliser un intégrateur d'ordre élevé à pasadaptatifs.1.5.2.2 Étude numériqueOn ompare un intégrateur Runge-Kutta d'ordre 4 lassique et sympletique.On voit que lorsque les onditions initiales donnent lieu à un mouvement périodiquepour un des vortex, les deux intégrateurs traduisent la bonne physique, même surdes temps longs (5.105 itérations, ave un pas ∆t = 5.10−3).
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(a) RK4 lassique (b) RK4 sympletique (RKS4)Fig. 1.10 � Modèle de vortex pontuels bidimensionnel. Solution numérique de latrajetoire d'un vortex pour (a) : RK4, et (b) : RKS4. La on�guration initialeest la on�guration de référene arré assoiée à un mouvement périodique. 5.105itérations. ∆t = 5.10−3.Lorsque les onditions initiales orrespondent à un mouvement quasi-périodique-une perturbation angulaire de α = π/5 respetant la symétrie disrète, les aumu-lations d'erreurs numériques sur le Hamiltonien produisent une dynamique haotiquedu vortex sur un même temps d'intégration. Alors que le shéma sympletique demême ordre traduit la bonne physique : le vortex reste sur un domaine annulaire.Comme on s'y attend, l'emploi d'un RK4 lassique produit une disspation numé-rique faussant qualitativement la physique du système. La omparaison entre di�é-rentes méthodes pour e système à 4 vortex-pontuels a déjà été produite [11℄ maisdans la on�guration assoiée à un mouvement haotique des vortex ; le pas de tempsétant aussi quatre fois inférieur (∆t = 1,25.10−3) à elui utilisé ii (∆t = 5.10−3).Toutefois leur analyse orrobore : l'intégrateur lassique RK4 produit un aroiss-ment du Hamiltonien, et l'intégrateur de type Runge-Kutta d'ordre 4 sympletique
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(a) RK4 lassique (b) RK4 sympletique (RKS4)Fig. 1.11 � Modèle de vortex pontuels bidimensionnel. Solution numérique de latrajetoire d'un vortex pour (a) : RK4, et (b) : RKS4. La on�guration initialeorrespond à une perturbation symétrique (α = π
5
) assoiée à un mouvement quasi-périodique. 5.105 itérations. ∆t = 5.10−3.est omparable à elui d'un Runge-Kutta d'ordre 8 à pas adaptatifs. Une di�érenenotable entre un RK4 et RKS4 a aussi été soulignée [123℄ dans un ontext équi-valent ; la onstatation est similaire : les qualités numériques du RKS4 sont dues àson aratère sympletique.1.5.3 Dynamique quantitative des systèmes de vortex1.5.3.1 ProblématiqueLe modèle dérit dans la setion 1.5.1 devrait pouvoir renseigner sur la formationet l'évolution d'un système de N >> 1 vortex ne pouvant se onfondre. Notammentdans quelle mesure di�érentes onditions initiales onduisent à un même état stable ?Les travaux de E. Béu et V. Pavlov [9℄ [10℄ ont montré que des onditions initialesdi�érentes, mais ave les mêmes invariants globaux, produisent des états �naux dif-férents. Pour appuyer es résultats, des simulations numériques ont été réalisée aveun intégrateur de type Runge-Kutta lassique d'ordre 4. Cependant, omme il a étémontré préedemment, les intégrateurs non sympletiques, même d'ordre respe-table, produisent des erreurs numériques sur des temps longs. Dans le as présent,où il s'agit d'observer l'état �nal des amas de vortex, il est indispensable d'évi-ter es aumulations d'erreurs numériques : la non onservation de l'Hamiltonienonduirait à augmenter numériquement le proessus d'agglomération/d'éloignementdes vortex, et don aboutirait à un état �nal ne orrespondant pas à la physique



38 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESobservable, Pour palier à es e�ets numériques, E. Béu et al. [10℄ ontr�lent, parune méthode d'auto-régulation, la onservation de l'énergie à haque instant [34℄.Les positions des vortex sont ensuite modi�ées en onséquene, de sorte à respeterette loi de onservation du système.Dans un premier temps, on on�rme que l'utilisation d'un intégrateur sympletiquepermet de onserver de façon satisfaisante tous les invariants du système, et donqu'il n'est plus alors néessaire de réajuster arti�iellement la disposition des vortexà haque instant. Puis, on ompare les résultats ave eux obtenus par un intégrateurlassique du même ordre.1.5.3.2 Étude numériqueOn ompare alors la onservation des invariants4 H,Z, L, Px et Py entre deuxshémas de type Runge-Kutta d'ordre 4 lassique (RK4) et sympletique (RKS4).Sur la Fig. 1.12, on observe un aroissement plus important de l'Hamiltonien pour
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1.5. APPLICATION À L'HYDRODYNAMIQUE BIDIMENSIONNELLE 39étant expliite, il tend à faire roitre l'énergie inétique totale du système. Il s'ensuit une suragglomération des vortex. La sympletiité de la méthode RKS4 n'ap-
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40 CHAPITRE 1. INTÉGRATEURS SYMPLECTIQUESsystèmes hamiltoniens. Cependant, le replaement des vortex pour onserver l'éner-gie totale peut ne pas être unique. Sur un ertain temps d'intégration, il est donpossible d'obtenir une on�guration des vortex dans l'espae des phases énergétique-ment ohérente mais ne orrespondant pas à la physique représentée par le modèle.L'utilisation d'un intégrateur sympletique garantit la onservation des propriétésgéométriques du système. Cela permet en partiulier de onserver le Hamiltoniende façon naturel. La physique dérite par les équations est transportée au ours dutemps de façon struturelle. Il s'en suit une on�guration �nale des vortex �dèle aumodèle théorique des vortex pontuels.
1.6 CommentairesDans e premier hapitre, on a présenté la famille d'intégrateurs géométriquesla plus onnue : les intégrateurs sympletiques. On a montré que la onservationde la struture géométrique des systèmes hamiltoniens onfère à la méthode d'inté-gration des propriétés numériques remarquables, surpassant elles des intégrateurslassiques. La très bonne onservation de l'énergie (Théorème 1.4.3) et elle d'autresinvariants sur de longs temps d'intégration ont été illustrées sur des as aadémiques(Fig. 1.6 et 1.7). Une appliation à un modèle d'hydrodynamique bidimensionnel aété �nalement exposée. On a montré que la dynamique qualitative d'un système devortex est bien reproduit sur des temps long grâe à un intégrateur sympletique.La seonde appliation est parallèle aux travaux de E. Béu et al. [9℄ qui modé-lisent l'évolution d'un système de plusieurs entaines de vortex ave un intégrateurnon sympletique. Par ontre, à haque itération un réajustement des positions desvortex est e�etué a�n de onserver l'énergie globale du système. En e�et, on peut ar-gumenter que sur des temps ourts, la sympletiité d'une méthode n'induit a prioripas de performanes numériques surpassant elles les autres méthodes, en partiu-lier elles des méthodes onstruites pour onserver l'énergie exatement. Toutefois,la onservation de la sympletiité est une propriété propre aux systèmes hamilto-niens, alors qu'il existe des systèmes non hamiltoniens dont l'énergie est un invariant.De plus, Sanz-Serna [140℄ fait remarquer que la dynamique d'un système hamilto-nien est dérite dans un espae des phases Ω de dimension 2n. Alors l'ensembledes points représentant une dynamique telle que le Hamiltonien H : Ω → IR soitonstant est un sous espae de dimension 2n−1 : sans autres restritions, les pointsdérivant la dynamique y sont libres de mouvement. Lorsque le système possèdeun grand nombre de libertés, n ≫ 1, le sous-espae {(p,q) ∈ Ω | H(p,q) = Cste}devient lui aussi grand. La ontrainte de l'énergie onstante devient faible. Alorsque la onservation de la forme sympletique est une ontrainte qui s'applique danstoutes les diretions de l'espae des phases, puisqu'elle est équivalente, omme on



1.6. COMMENTAIRES 41l'a vue, à la onservation des volumes dpi ∧ dqi, i = 1,..., n orrespondant à laprojetion de la forme sympletique sur haun des plans vetoriels bidimension-nels Pi = {(p,q) ∈ Ω |(pi, qi) = (0,0)}⊥. Ainsi, la sympletiité onditionne de lamême manière la dynamique d'un système hamiltonien, quelque soit la dimensionde l'espae des phases.





43
Chapitre 2
Intégrateurs variationnels
2.1 IntrodutionLes systèmes lagrangiens représentent une lasse importante de systèmes méa-niques. Ils englobent notamment les systèmes hamiltoniens, permettent de dérireles systèmes onservatifs. Notamment en méanique des �uides où il existe uneformulation lagrangienne pour les équations d'Euler. Les systèmes lagrangiens bé-né�ient d'une interprétation physique naturelle (Prinipe de moindre ation, loisde onservation, invariane de jauge...). Les propriétés physiques des systèmes la-grangiens sont ainsi dérites grâe à leur struture variationnelle. D'un point de vuenumérique, on aimerait que les méthodes d'intégration onservent la struture va-riationnelle. Cela semble néessaire pour traduire orretement les aratéristiqueslagrangiennes. Les méthodes d'intégration onstruites à ette �n sont dites varia-tionnelles. Elles généralisent les intégrateurs sympletiques pour une famille plusimportante d'équations.Les intégrateurs variationnels sont apparus la première fois dans le domaine duontr�le optimal au milieu des années 60 [75℄ [19℄. Peu de temps après, Logan pro-posa la onstrution d'intégrateurs obtenus à partir du alul des variations de l'a-tion lagrangienne disrète [98℄. Maeda poursuivi en étudiant les lois de onservationassoiées aux systèmes disrets [99℄ [100℄ [101℄. Lee proposa d'introduire le tempsomme variable disrète dynamique [86℄ [87℄. Ensuite Veselov a étendu la théorie auxsystèmes intégrables [150℄. En�n Wendlandt et Marsden ont développé l'approhevariationnelle des systèmes méaniques disrets [156℄ [157℄. D'importants développe-ments des intégrateurs variationnels sont apparus à l'issue des travaux de Marsdenet al. : Kane, Marsden et Ortiz ont onstruit un intégrateur sympletique préservantl'énergie [76℄ ; l'adaptation aux systèmes dissipatifs a été proposée pour la premièrefois par Kane, Marsden, Ortiz et West [77℄ ; une extension aux EDP a été donnée



44 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSpar Marsden, Pekarsky et Shkoller [102℄.Dans un premier temps, on rappelle le prinipe de moindre ation permettantd'obtenir les équations d'Euler-Lagrange. Puis on propose un alul de variation surl'ation lagrangienne onduisant à la fois aux équations d'Euler-Lagrange et à uneloi d'évolution de l'énergie. Ce alul onduit aussi au théorème de N÷ther liant lessymétries variationnelles et les grandeurs onservées. Les intégrateurs variationnelssont onstruits en suivant une version disrète de e alul de variation. On obtientainsi un système d'équations omposé des équations d'Euler-Lagrange disrètes etde la loi disrète d'évolution de l'énergie. On remarque de plus que le �ot numériquevariationnel est sympletique. On illustre la démarhe sur l'exemple de l'osillateurharmonique. Puis on étend la théorie aux as des EDP lagrangiennes : on présentele alul de variation pour le as partiulier d'un Lagrangien possédabt une variabledépendante et deux variables indépendantes. On onstruit ensuite l'intégrateur va-riationnel assoié. Cependant, les équations d'évolution issues de la méanique des�uides ne peuvent être dérivées d'un Lagrangien. On propose alors d'établir un bi-lagrangien onstruit à partir d'une équation adjointe à l'équation d'évolution. Unalul de variation sur l'ation du bilagrangien permet alors d'obtenir des équa-tions d'Euler-Lagrange omprenant l'équation d'évolution. Ainsi, il est possible detransposer formellement la onstrution des integrateurs variationnels aux équationsd'évolution. La méthode de onstrution des intégrateurs variationnels pour les sys-tèmes di�érentiels et les équations aux dérivées partielles dérite dans le présenthapitre s'inspire des travaux de Marsden et al. [102℄ [105℄ [106℄ et Chen [25℄ [26℄.
Notation du hapitre. Les notations utilisées pour les équations di�érentiellessont les suivantes :� La variable indépendante orrespondant au temps est notée t ∈ IR,� On note l'espae des on�gurations de dimension s parQ, et son espae tangent

TQ. Les points de Q sont les fontions q : t 7→ q(t) = (q1(t), ..., qs(t)).� On note les veteurs tangents par q̇ = q̇(t) = (q̇1(t), ..., q̇s(t)) ∈ TqQ, où pourtout k = 1, ..., s, q̇(t) = dq
dt

(t). Ainsi, les éléments de l'espae tangent sont
(q, q̇) ∈ TQ.� On note l'espae tangent étendu par Q = IR× TQ.Pour les équations aux dérivées partielles, on utilise la notation suivante :� On note par X l'espae des variables indépendantes x = (t, x1, ..., xm) dedimension m + 1 ; on ontinue à noter par t = x0 la variable de temps et par
xµ, µ = 1, ..., m les variables d'espae.� U représente l'espae de dimensionN des variables dépendantes u = (u1, ..., uN).� L'espae des on�gurations étendu est symbolisé par Ω = X×U . On note Ω(1)



2.2. SYSTÈMES LAGRANGIENS 45le prolongement d'ordre 1 de Ω dé�ni1 par :
Ω(1) = X × U × U (1) (2.1)où U (1) est l'espae dont les éléments sont les dérivées d'ordre 1 des ui, i =

1, ..., N par rapport aux xµ, µ = 0, 1, ..., m. Les éléments de Ω(1) sont don lestriplets (x, u, ux) où ux = (∂u1

∂x0 , ...,
∂u1

∂xm , ...,
∂uN

∂x0 , ...,
∂uN

∂xm ) ∈ U (1).
2.2 Systèmes lagrangiensOn rappelle le prinipe de moindre ation onduisant aux équations de la dy-namique des systèmes lagrangiens. Puis on montre un alul de variation partantd'une transformation de l'ation lagrangienne, et permettant d'obtenir un systèmed'équations variationnelles dont font partie les équations d'Euler-Lagrange. Ce alulprésente l'avantage d'établir les lois de onservation assoiées aux symétries varia-tionnelles, 'est-à-dire aux transformations ontinues laissant l'ation lagrangienneinhangée.2.2.1 Les équations d'Euler-LagrangeOn dé�nit la densité lagrangienne l assoiée au Lagrangien L : Q → IR par :

l : Q −→ Λ(IR)

(t, q, q̇) 7−→ L(t, q, q̇)dtoù Λ(IR) est l'espae des 1-formes di�érentielles sur IR. L'ation lagrangienne asso-iée est alors l'appliation :
L : C[t0,t1](Q) −→ IR

q 7−→
∫ t1

t0

L(t, q, q̇)dtoù C[t0,t1](Q) représente l'ensemble des trajetoires possibles q(t)2 dans Q entre lepoint q0 = q(t0) et le point q1 = q(t1).1Ω(1) orrespond à l'espae des jets d'ordre 12où q : t 7→ q(t) est supposée su�samment régulière



46 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSPrinipe de moindre ation. Le prinipe de Hamilton, ou prinipe de moindreation, énone que l'évolution d'une partiule lagrangienne q(t) sur l'intervalle detemps [t0, t1] est telle que l'ation lagrangienne L est extrémale : le Lagrangien Lreprésente l'énergie inétique et l'énergie potentielle du système L = Ecin −Epot. Laondition d'extrémalité revient à un alul de variation δL orrespondant à déter-miner la trajetoire optimale.
q
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0

1

qδ

Fig. 2.1 � Illustration du prinipe de moindre ation. La trajetoire physique est ellequi est extrémale pour l'ation lagrangienne.
0 = δL

= δ

∫ t1

t0

L(t, q(t), q̇(t)) dt

=

∫ t1

t0

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ dt

=

∫ t1

t0

∂L

∂q
δq dt+

∫ t1

t0

( d

dt
(
∂L

∂q̇
δq) − d

dt

∂L

∂q̇
δq
)

dt

0 =

∫ t1

t0

(∂L
∂q

− d

dt

∂L

∂q̇

)
δq dt+ [

∂L

∂q̇
δq ]t1t0 (2.2)En onsidérant le terme de bord nul, signi�ant une variation nulle des extrémités dela trajetoire, on obtient les équations d'Euler-Lagrange :

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (2.3)C'est ainsi que les équations d'Euler-Lagrange sont traditionnellement obtenues.2.2.2 Équations variationnelles.Cependant, il est possible d'obtenir les équations d'Euler-Lagrange à partir d'unalul basé sur l'invariane de l'ation lagrangienne sous l'ation d'une transfor-



2.2. SYSTÈMES LAGRANGIENS 47mation. L'avantage de proéder de ette manière est qu'une loi d'évolution loalede l'énergie est naturellement obtenue en même temps que les équations d'Euler-Lagrange. De plus, une forme sympletique lagrangienne est onservée par le �otlagrangien. Plus généralement, ette approhe permet de relier l'invariane de L parune transformation à la onservation de ertaines grandeurs le long des solutions deséquations d'Euler-Lagrange.On onsidère une transformation :
t 7→ t+ δt, q 7→ q + δq, q̇ 7→ q̇ + δq̇,où δt et δq représentent les variations in�nitésimales assoiées à la transformation,et dépendant de t et de q. Pour savoir à quoi orrespond δq̇, on érit :

dq = q̇dtIl s'en suit :
δ(dq) = δq̇dt+ q̇δ(dt)et omme les opérateurs d et δ ommutent :
d δq = δq̇dt+ q̇d δtd'où
δq̇ =

d

dt
δq − q̇

d

dt
δt (2.4)On alule ainsi la variation par rapport à ette transformation de l'ation lagran-gienne dé�nie par l'intergale sur un intervalle de temps [a, b] du Lagrangien L :

δL = δ

∫ b

a

L(t, q(t), q̇(t))dt

=

∫ b

a

[
δL(t, q(t), q̇(t)) dt+ L(t, q(t), q̇(t)) δdt

]ave d'une part :
∫ b

a

L(t, q(t), q̇(t)) δdt =

∫ b

a

d

dt
(L δt)dt−

∫ b

a

(
dL

dt
δt)dtar :

L δdt = d(L δt) − dL δtet d'autre part :
δL(t, q(t), q̇(t)) =

∂L

∂t
δt+

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

=
∂L

∂t
δt+

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇

( d

dt
δq − q̇

d

dt
δt
)

=
(∂L
∂t

+
d

dt
(q̇
∂L

∂q̇
)
)
δt+

(∂L
∂q

− d

dt
(
∂L

∂q̇
)
)
δq − d

dt

[
q̇
∂L

∂q̇
δt
]
+

d

dt

[∂L
∂q̇
δq
]
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δL =

∫ b

a

[(∂L
∂t

+
d

dt
(
∂L

∂q̇
q̇ − L)

)
δt+

(∂L
∂q

− d

dt

∂L

∂q̇

)
δq
]

dt (2.5)
+
[(
L− ∂L

∂q̇
q̇
)
δt+

∂L

∂q̇
δq
]b
aEn supposant que les points aux extrémités sont invariants par la transformation :

δt(a, q(a)) = 0, δt(b, q(b)) = 0, δq(a, q(a)) = 0, δq(b, q(b)) = 0, (2.6)la ondition d'invariane de l'ation lagrangienne δL = 0 induit les équations d'Euler-Lagrange, issues de la variation de δq :
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (2.7)ainsi qu'une équation d'évolution obtenue par la variation de δt :

∂L

∂t
+

d

dt
(
∂L

∂q̇
q̇ − L) = 0 (2.8)Par la suite, on la désignera, par abus de langage, omme l'équation d'évolution del'énergie ; en e�et, lorsque le Lagrangien est indépendant du temps, on retrouve laloi de onservation de l'énergie :

d

dt
(
∂L

∂q̇
q̇ − L) = 0et en antiipant un peu, l'invariane de l'ation lagrangienne par rapport au tempsest reliée à la onservation de l'énergie.Le système d'équations (2.7) et (2.8) est appelé système d'équations variationnelles.Le alul de (2.8) indique que ette équation est redondante : toute solution de (2.7)véri�e automatiquement l'équation d'évolution de l'énergie. Cependant, on verraqu'il n'en est pas de même lorsque l'on passe sur le plan disret.2.2.2.1 Lois de onservationEn relahant la ondition (2.6), l'invariane de l'ation lagrangienne le long dessolutions se traduit par la onservation de la quantité dé�nie par les termes de borddans 2.5. Autrement dit, le long des solutions, les quantités assoiées aux symétriesvariationnelles sont onservées au ours du temps : il s'agit du théorème de N÷ther.Théorème 2.2.1 (Théorème de N÷ther) Soit L un lagrangien dépendant dutemps t, de la variable q et de sa dérivée q̇. Si une transformation :

t 7→ t+ δt, q 7→ q + δq,



2.2. SYSTÈMES LAGRANGIENS 49laisse invariante l'ation lagrangienne assoiée à L, alors pour toutes solutions deséquations d'Euler-Lagrange, on a la loi de onservation suivante :
d

dt

((
L− ∂L

∂q̇
q̇
)
δt+

∂L

∂q̇
δq
)

= 0 (2.9)Par exemple, si l'on onsidère une partiule libre de masse m évoluant dans IR3. Sonmouvement peut être dérit par le lagrangien :
L(q) =

1

2
mq̇2 (2.10)L'ation lagrangienne assoiée est invariante par translation temporelle :

t 7→ t+ δt, q 7→ q,Il en résulte, d'après le théorème de N÷ther que la quantité onservée le long destrajetoires est :
Cste =

∂L

∂q̇
q̇ − L =

1

2
mq̇22.2.2.2 SympletiitéLe terme de bord peut être vu omme une 1-forme θL ∈ Λ1(IR × Q), appeléeforme de Liouville :

θL : T (IR×Q) −→ IR
(
(t, q); (δt, δq)

)
7−→

(
L− ∂L

∂q̇
q̇
)
δt+

∂L

∂q̇
δq (2.11)En prenant la dérivée extérieure de elle-i, on obtient la forme sympletique lagran-gienne :

ωL ≡ dθL (2.12)Alors le �ot lagrangien préserve ette forme sympletique le long des solutions deséquations variationnelles [106℄.Ainsi, le alul des variations onduisant au théorème de N÷ther permet d'établirune loi d'évolution de l'énergie en même temps que les équations d'Euler-Lagrange.En partiulier, lorsque le Lagrangien est indépendant du temps, il apparait alorsune loi de onservation de l'énergie. De plus, le long de es solutions, une formesympletique lagrangienne est onservée.Le prinipe des intégrateurs variationnels est de reproduire au niveau disret esmêmes propriétés. On s'attend alors à e que les intégrateurs variationnels aient unepropriété de sympletiité, et que dans le as des systèmes autonomes, ils garan-tissent la onservation exate de l'énergie disrète.



50 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS2.3 Intégrateurs variationnels pour les EDOOn présente la méthode de onstrution d'un intégrateur variationnel pour uneéquation di�érentielle ordinaire (EDO) [26℄ [106℄ [158℄. Il est omposé d'une versiondisrète des équations d'Euler-Lagrange et d'une version disrète de la loi d'évolutionde l'énergie. On montre que le �ot numérique d'un tel intégrateur est néessairementsympletique [156℄ ; le lien ave les shémas sympletiques étant assuré par une trans-formation de Legendre disrète. On illustre en�n les performanes des intégrateursvariationnels sur l'exemple de l'osillateur harmonique.2.3.1 Intégrateurs variationnelsOn onsidère Id = {tk}k=0,...,N une partition de I, dont les intervalles de subdivi-sion sont notés ∆tk = tk+1−tk, ou plus simplement ∆t lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïtépossible. On assoie à l'espae disret Id, l'espae des on�gurations disret Qd dontles éléments sont les points qk, k = 0, ..., N . Le produit de es deux espaes donnel'espae disret des on�gurations étendu Ωd = Id×Qd, dont les éléments sont notés
wk = (tk, qk), k = 0, ..., N . L'espae tangent disret à Qd en qk est noté Tqk

Qd.On érit l'ation lagrangienne omme une somme d'intégrale sur les subdivisions de
Id :

L(q) =
N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

L(t, q, q̇)dt (2.13)Chaque intégrale est approximée par Lk
d :

∫ tk+1

tk

L(t, q, q̇)dt = Lk
d(tk0,...,tkp

, qk0,..., qkp
) +O(∆tp)par une méthode de quadrature d'ordre p dé�nie sur l'intervalle [tk = tk0; tk+1 = tkp

](Fig. 2.2). Dans la suite, on se propose d'illustrer la méthode de onstrution d'unintégrateur variationnel ave un exemple simple mais su�samment pédagogiquepour lequel l'ation lagrangienne est approximée à l'ordre 1 :
Ld =

N−1∑

k=0

(tk+1 − tk)Ld(wk, wk+1)où Ld est une disrétisation à l'ordre 1 en di�érenes �nies du Lagrangien L. Enpartiulier, la dérivée première est approximée pour tout 0 ≤ k ≤ (N − 1) par :
dq

dt
≃ qk+1 − qk
tk+1 − tk
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k k+1tt () Point milieuFig. 2.2 � Di�érentes méthodes de quadrature.
De façon analogue au as ontinu, on onsidère alors la transformation sur Ωd :

tk 7→ tk + δtk, qk 7→ qk + δqk,

où δwk = (δtk, δqk) est un élément de l'espae tangent à Ωd en wk. On alule alorsune petite variation. On note zk = (wk, wk+1) :
δ

N−1∑

k=0

Lk
d(zk) =

N−1∑

k=0

δ(tk+1 − tk)Ld(zk) + (tk+1 − tk)δLd(zk)

=

N−1∑

k=0

Ld(zk)(δtk+1 − δtk) +

N−1∑

k=0

(∂Ld(zk)

∂tk
δtk +

∂Ld(zk)

∂tk+1
δtk+1

+
∂Ld(zk)

∂qk
δqk +

∂Ld(zk)

∂qk+1
δqk+1

)
(tk+1 − tk)

=
N−1∑

k=0

((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂tk
− Ld(zk))δtk +

N−1∑

k=0

((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂tk+1
+ Ld(zk))δtk+1

+

N−1∑

k=0

((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂qk
))δqk +

N−1∑

k=0

((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂qk+1
)δqk+1

en déalant les indies de sommation dans la deuxième et quatrième somme, on
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δ

N−1∑

k=0

Lk
d(zk) =

N−1∑

k=0

((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂tk
− Ld(zk))δtk

+
N∑

k=1

((tk − tk−1)
∂Ld(zk−1)

∂tk
+ Ld(zk−1))δtk

+

N−1∑

k=0

((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂qk
))δqk +

N∑

k=1

((tk − tk−1)
∂Ld(zk−1)

∂qk
)δqk

=

N−1∑

k=1

(
(tk+1 − tk)

∂Ld(zk)

∂tk
+ (tk − tk−1)

∂Ld(zk−1)

∂tk
+ Ld(zk−1) − Ld(zk)

)
δtk

+
N−1∑

k=1

(
(tk+1 − tk)

∂Ld(zk)

∂qk
+ (tk − tk−1)

∂Ld(zk−1)

∂qk

)
δqk

+((t1 − t0)
∂Ld(z0)

∂t0
− Ld(z0))δt0 + ((tN − tN−1)

∂Ld(zN−1)

∂tN
+ Ld(zN−1))δtN

+((t1 − t0)
∂Ld(z0)

∂q0
))δq0 + ((tN − tN−1)

∂Ld(zN−1)

∂qN
)δqNEn supposant les variations aux bords nulles :

δt0 = δtN = 0, δq0 = δqN = 0,on obtient une relation de réurrene entre ((tk−1, qk−1); (tk, qk)
) et (tk+1, qk+1) pourtout k = 1, ..., N − 1 dé�nie par le système :

0 = (tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂qk
+ (tk − tk−1)

∂Ld(zk−1)

∂qk
(2.14)

0 = (tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂tk
+ (tk − tk−1)

∂Ld(zk−1)

∂tk
+ Ld(zk−1) − Ld(zk) (2.15)La méthode d'intégration variationnelle est omposée de es deux équations. La pre-mière équation (2.14) représente une disrétisation des équations d'Euler-Lagrange.L'ordre de ette disrétisation dépend de la méthode de quadrature pour approximerl'ation lagrangienne L, ainsi que l'ordre de tronature pour approher les termesdérivés q̇(t). La seonde équation (2.15) orrespond à une version disrète de l'équa-tion d'évolution de l'énergie. Contrairement au as ontinu, elle n'est a priori pasredondante ave l'équation (2.14). On s'aperçoit alors qu'il est néessaire de onsi-dérer la variable de temps tk+1 omme une inonnue du système pour obtenir laposition qk+1 solution du système d'équations. Autrement dit, a�n de véri�er la loidisrète d'évolution de l'énergie, le pas de temps ∆tk = tk+1 − tk ne doit pas êtreonstant.



2.3. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS POUR LES EDO 532.3.2 Propriétés et lois de onservationComme dans le as ontinu, le alul préédent fait apparaître naturellementdeux 1-formes di�érentielles disrètes, appelées formes de Liouville disrètes. Celles-i engendrent la forme sympletique lagrangienne disrète ωL
d qui est onservée par le�ot numérique lagrangien ΦL

d . On relie ensuite la forme sympletique lagrangienneà la forme sympletique anonique issue du formalisme hamiltonien grâe à unetransformation de Legendre disrète. Ainsi, on aura montré que les solutions deséquations variationnelles (2.14) et (2.15) véri�ent par onstrution à la fois uneloi disrète de onservation de l'énergie et qu'une forme sympletique disrète estpréservée au ours du temps.Dé�nition 2.3.1 (Flot numérique lagrangien) On note wk = (tk, qk), k ≥ 0un point de l'espae disret des on�gurations étendu Ωd = Id × Qd, où Id est unesubdivision d'un intervalle I ⊂ IR, et Qd est l'espae des on�gurations disret. Le�ot numérique lagrangien assoié au lagrangien L est l'appliation dé�nie par :
ΦL

d : Ωd × Ωd −→ Ωd × Ωd

(wk, wk+1) 7−→ (wk+1, wk+2) (2.16)telle que pour tout k ≥ 0, (wk+1, wk+2) véri�ent les équations variationnelles dis-rètes (2.14) et (2.15) dès que (wk, wk+1) sont aussi solutions des es équations.Par omposition du �ot, on peut assoier à tout ouple de onditions initiales
(w0, w1) le ouple de solutions numériques au temps (N,N + 1) :

ΦL,N
d = ΦL

d ◦ ... ◦ ΦL
d︸ ︷︷ ︸

N foisPar la suite, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté possible sur le Lagrangien, on noterale �ot numérique lagrangien simplement par Φd, et par ΦN
d sa omposée N fois,

N ≥ 1.La forme sympletique lagrangienne disrète qui est onservée par le �ot numériquelagrangien est obtenue à partir des termes de bord apparaissant dans le alul desvariations préédent de la manière suivante :



54 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSOn rappelle que la variation de l'ation lagrangienne disrète s'érit :
δLd =

N−1∑

k=1

(
(tk+1 − tk)

∂Ld(zk)

∂tk
+ (tk − tk−1)

∂Ld(zk−1)

∂tk
+ Ld(zk−1) − Ld(zk)

)
δtk

+

N−1∑

k=1

(
(tk+1 − tk)

∂Ld(zk)

∂qk
+ (tk − tk−1)

∂Ld(zk−1)

∂qk

)
δqk

+((t1 − t0)
∂Ld(z0)

∂t0
− Ld(z0))δt0 + ((tN − tN−1)

∂Ld(zN−1)

∂tN
+ Ld(zN−1))δtN

+((t1 − t0)
∂Ld(z0)

∂q0
))δq0 + ((tN − tN−1)

∂Ld(zN−1)

∂qN
)δqNLe long des solutions {wk = (tk, qk)}k=0,...,N des équations (2.14) et (2.15), seuls lestermes de bords ne s'annulent pas. En introduisant les 1-formes di�érentielles :

θ−L : Ωd × Ωd −→ T ∗(Ωd × Ωd) (2.17)
(wk, wk+1) 7−→ ((tk+1 − tk)

∂Ld(zk)

∂tk
− Ld(zk))dtk + ((tk+1 − tk)

∂Ld(zk)

∂qk
)dqket

θ+
L : Ωd × Ωd −→ T ∗(Ωd × Ωd) (2.18)

(wk, wk+1) 7−→ ((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂tk+1

+ Ld(zk))dtk+1 + ((tk+1 − tk)
∂Ld(zk)

∂qk+1

)dqk+1On obtient ainsi :
δLd = dLd(w0, ..., wN) · (δw0, ..., δwN)

= θ−L (w0, w1) · (δw0, δw1) + θ+
L (wN−1, wN) · (δwN−1, δwN)

= θ−L (w0, w1) · (δw0, δw1) + (ΦN−1
d )∗θ+

L (w0, w1) · (δw0, δw1)où l'appliation image réiproque (ΦN−1
d )∗ est dé�nie omme en (1.4). Les 1-formes

θ−L et θ+
L sont appelées les formes de Liouville disrètes. On remarque que leur sommeest une forme exate au sens où elle est la di�érentielle d'une appliation :

d((tk+1 − tk)Ld)(zk) = (tk+1 − tk)
(∂Ld

∂tk
dtk +

∂Ld

∂qk
dqk +

∂Ld

∂tk+1
dtk+1 +

∂Ld

∂qk+1
dqk+1

)

+(dtk+1 − dtk)Ld(zk)

=
(
θ−L + θ+

L

)
(zk)Or, par dé�nition de la dérivée extérieure : d2 = 0, on a :

d2((tk+1 − tk)Ld) = 0

= dθ−L + dθ+
LOn dé�nit alors la 2-forme sympletique lagrangienne disrète par :

ωL
d = −dθ−L = dθ+

L (2.19)



2.3. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS POUR LES EDO 55Pour montrer que le �ot numérique lagrangien Φd préserve ette forme, on remarque :
dLd = θ−L + (Φd)

∗θ+
LEn prenant la dérivée exterieure de ette égalité :

d2Ld = 0

= dθ−L + (Φd)
∗dθ+

Lsoit, d'après la dé�nition de la forme sympletique lagrangienne disrète :
(Φd)

∗ωL
d = ωL

d (2.20)Cei montre la sympletiité lagrangienne du �ot.2.3.3 Formulation hamiltonienneOn montre que ette forme sympletique lagrangienne disrète est reliée à laforme sympletique anonique issue du formalisme hamiltonien par une transforma-tion de Legendre.De la même manière que les systèmes lagrangiens sont reliés aux systèmes hamilto-niens par la transformation de Legendre :IF : IR× TQ −→ IR× T ∗Q

(t, q, q̇) 7−→ (t, q, p)il existe une transformation disrète reliant les variables disrètes. On se plae dansle as où les systèmes onsidérés sont autonomes. Les opérateurs de transformationde Legendre amont IF+
Ld

et aval IF−
Ld

sont dé�nis par :IF+
Ld

: Qd ×Qd −→ Qd × Tqk+1
Qd

(qk, qk+1) 7−→ (qk+1, pk+1) = (qk+1,
∂

∂qk+1

Ld(qk, qk+1)) (2.21)et IF−
Ld

: Qd ×Qd −→ Qd × Tqk
Qd

(qk, qk+1) 7→ (qk, pk) = (qk,−
∂

∂qk
Ld(qk, qk+1)) (2.22)Les transformations de Legendre disrètes IF±

Ld
permettent d'établir une orrespon-dane entre la forme sympletique lagrangienne ωL et la forme sympletique hamil-tonienne anonique ωH = dpn ∧ dqn. Considérons un système hamiltonien disret



56 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSd'Hamiltonien disret Hd. On rappelle que le �ot numérique hamiltonien d'un inté-grateur sympletique :
Φs

Hd
: Qd × Tqk

Qd −→ Qd × Tqk
Qd

(qk, pk) 7−→ (qk+1, pk+1)préserve la forme sympletique disrète anonique ωH . Marsden et al. ont montré lerésultat suivant [106℄ :Proposition 2.3.1 Pour tout �ot hamiltonien sympletique Φs
Hd

, il existe un la-grangien disret Ld tel que le �ot lagrangien assoié ΦLd
est la transformée deLegendre de Φs

Hd
:

Φs
Hd

(qk,pk) = IF±Ld ◦ ΦLd
◦ IF±L−1

d (qk,pk) (2.23)On peut représenter les relations entre le �ot lagrangien disret et le �ot hamiltoniendisret par le diagramme ommutatif suivant [106℄ :
(qk, qk+1)

ΦLdIF+
LdIF−

Ld

(qk+1, qk+2)IF−
Ld IF+

Ld

(qk, pk) Φs
Hd

(qk+1, pk+1) Φs
Hd

(qk+2, pk+2)Cela signi�e que tout intégrateur variationnel est sympletique.Par exemple, en hoisissant une quadrature du terme intégral de type point milieu(Fig. (2.2) ()) et une disrétisation des termes dérivées par une méthode de typeEuler, on obtient la méthode sympletique du point milieu :
qk+1 − qk

∆t
=

∂H

∂p

(qk+1 + qk
2

,
pk+1 + pk

2

)

pk+1 − pk

∆t
= −∂H

∂q

(qk+1 + qk
2

,
pk+1 + pk

2

)

2.3.4 L'osillateur harmonique.On présente un intégrateur variationnel pour le lagrangien autonome :
L(q, q̇) =

1

2
(q̇2 − q2) (2.24)L'équation d'Euler-Lagrange obtenue orrespond à la dynamique d'un osillateurharmonique dérite dans l'espae des on�gurations :

q̈ + q = 0 (2.25)



2.3. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS POUR LES EDO 57La loi de onservation de l'énergie s'exprime omme :
d

dt

(1
2
(q̇2 + q2)

)
= 0 (2.26)Par transformation de Legendre, on retrouve la onservation de H = ∂L

∂q̇
q̇ − L auours du temps.On propose un exemple d'intégrateur variationnel pour dérire un tel système. Onen illustre les performanes numériques.2.3.4.1 Intégrateur variationnelOn onsidère l'ation lagrangienne :

L(q) =

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

L(q(t), q̇(t)) dt =

N−1∑

k=0

Lk(q)sur une partition {tk}k=0,...,N d'un intervalle de temps I ⊂ IR.On hoisit d'approximer l'intégrale Lk par la méthode des retangles :
Lk(q) ≃ (tk+1 − tk)L(q(tk), q̇(tk)) (2.27)Le Lagrangien L est disrétisé en di�érenes �nies par le Lagrangien disret Ld, pourtout 0 ≤ k ≤ N − 1 :

Ld(tk, qk, tk+1, qk+1) =
1

2

(
(
qk+1 − qk
tk+1 − tk

)2 − q2
k

) (2.28)Les équations variationnelles disrètes sont données par :
0 = (

qk+1 − qk
tk+1 − tk

) − (
qk − qk−1

tk − tk−1

) + qk(tk+1 − tk) (2.29)
0 =

(
(
qk+1 − qk
tk+1 − tk

)2 − (
qk − qk−1

tk − tk−1

)2
)

+ (q2
k − q2

k−1) (2.30)La première équation orrespond à l'équation d'Euler-Lagrange disrétisée, alorsque la seonde équation impose la onservation à haque pas de temps de l'énergiedisrète :
Hk

d = (
qk+1 − qk
tk+1 − tk

)2 + q2
k, ∀k ≥ 0, (2.31)Le �ot de l'intégrateur variationnel est une relation de réurrene :

ΨL :((tk−1, qk−1); (tk, qk)) 7→ ((tk, qk); (tk+1, qk+1)), k = 1,..., N − 1



58 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSAinsi, la ondition initiale porte sur (t0, q0) et (t1, q1). Les inonnues sont (tk+1, qk+1).L'équation de onservation de l'énergie réalise une relation de réurrene ave laondition initiale :
(
qk+1 − qk
tk+1 − tk

)2 + q2
k = H0

d , ∀k ≥ 0, (2.32)L'équation d'Euler-Lagrange disrète devient alors :
0 = (qk+1 − qk) − (

qk − qk−1

tk − tk−1

)
|qk+1 − qk|√
H0

d − q2
k

+ qk
(qk+1 − qk)

2

H0
d − q2

k

(2.33)
2.3.4.2 Résultat numérique.On illustre numériquement les propriétés de l'intégrateur variationnel. On ef-fetue une simulation numérique ave omme ondition initiale (t0, q0) = (0, 0) et
(t1, q1) = (0.01, 0.2). Notamment ∆t0 = t1 − t0 = 1.10−2. La Fig. (2.3) illustre lessolutions numériques des deux équations omposant l'intégrateur variationnel. En(a), la solution de l'équation d'Euler-Lagrange orrespondant à la trajetoire d'unepartiule au ours du temps dans l'espae des on�gurations. Elle omparée à lasolution analytique sur une periode. En (b) : erreur relative sur la onservation del'énergie. Comme on pouvait s'y attendre, la méthode ttraduit de façon satisfaisantela onservation de l'énergie au ours du temps. L'erreur est de l'ordre de 10−13.
2.4 EDP lagrangiennesOn présente un alul de variation pour les équations aux dérivées partiellesdérivant d'un Lagrangien. La variation, assoiée à une transformation de l'ationlagrangienne, agit sur les variables dépendantes et indépendantes. Comme pour leséquations di�érentielles lagrangiennes, on obtient les équations de la dynamique dé-rites par les équation d'Euler-Lagrange, et des équations orrespondant à des loisd'évolution ; notamment elle de l'énergie assoiée aux variations de la variable detemps t et elle de la quantité de mouvement assoiée aux variations de la variabled'espae x. On retrouve en partiulier les lois de onservation de l'énergie (respe-tivement de la quantité de mouvement) lorsque le Lagrangien est indépendant de t(respetivement de x). De plus, le terme de bord dé�nit les quantités invariantes lelong des solutions des équations d'Euler-Lagrange. On retrouve une autre forme duthéorème de N÷ther.
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60 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS2.4.1 Équations variationnellesOn dé�nit alors une densité lagrangienne l assoiée au Lagrangien L : Ω(1) → IRomme l'appliation :
l : Ω(1) −→ Λm+1(X)

(x, u, ux) 7−→ L(x, u, ux)d
m+1xoù Λm+1(X) est l'espae des (m+ 1)-formes di�érentielles sur X,et dm+1x = dt∧dx1∧...∧dxm. La fontionnelle d'ation L assoiée est l'appliation :

L : C[x0,x1](U) −→ IR
u 7−→

∫ x1

x0

L(x, u, ux)d
m+1xoù C[x0,x1](U) représente l'ensemble des trajetoires possibles u(x) dans U reliant lespoints u0 = u(x0) et u1 = u(x1).Les exemples traités par la suite ne onernent que le as partiulier de deux variablesindépendantes (m = 1) et une variable dépendante (N = 1). Cela permet de nepas alourdir les notations, et le alul se généralise sans di�ultés aux dimensionssupérieures. On note les variables indépendantes (x, t) et la variable dépendante

u. Les éléments de U (1) sont ut et ux. Les éléments de Ω(1) sont alors notés z =

(t, x, u, ut, ux).On onsidère alors une transformation sur les éléments de Ω(1) :
x 7→ x+ δx, t 7→ t+ δt, u 7→ u+ δu,

ux 7→ ux + δux, ut 7→ ut + δut, (2.34)où δx, δt et δu sont les variations in�nitésimales dûes à la transformation. Elledépendent haune de t, x et u. Regardons à quoi orrespondent δux et δut. Comme
du = uxdx+ utdtet

δ(du) = δuxdx+ δutdt+ uxδdx+ utδdt

= δuxdx+ δutdt+ uxdδx+ utdδt

= d(δu)on a alors :
δux =

d

dx
δu− ux

d

dx
δx− ut

d

dx
δt (2.35)D'une manière analogue, on obtient :

δut =
d

dt
δu− ut

d

dt
δt− ux

d

dt
δx (2.36)



2.4. EDP LAGRANGIENNES 61Les équations variationnelles dérivent de la variation de l'ation lagrangienne :
δL = δ

∫

M

L(t, x, u, ux, ut) dx ∧ dt

=

∫

M

δL(t, x, u, ux, ut) dx ∧ dt+

∫

M

L(t, x, u, ux, ut) δ(dx ∧ dt)

= A +BLe alul de la première intégrale A s'obtient à partir de :
δL =

∂L

∂t
δt+

∂L

∂x
δx+

∂L

∂u
δu+

∂L

∂ut
δut +

∂L

∂ux
δuxave :

∂L

∂ut

δut =
∂L

∂ut

d

dt
δu− ut

∂L

∂ut

d

dt
δt− ux

∂L

∂ut

d

dt
δx

=
d

dt
(
∂L

∂ut

δu) − d

dt
(
∂L

∂ut

) δu− d

dt
(ut

∂L

∂ut

δt)

+
d

dt
(ut

∂L

∂ut
) δt− d

dt
(ux

∂L

∂ut
δx) +

d

dt
(ux

∂L

∂ut
) δx

=
d

dt

[ ∂L
∂ut

δu− ut
∂L

∂ut
δt− ux

∂L

∂ut
δx
]
− d

dt
(
∂L

∂ut
) δu+

d

dt
(ut

∂L

∂ut
) δt+

d

dt
(ux

∂L

∂ut
) δxet de manière similaire :

∂L

∂ux

δux =
d

dx

[ ∂L
∂ux

δu− ux
∂L

∂ux

δx− ut
∂L

∂ux

δt
]

− d

dx
(
∂L

∂ux

) δu+
d

dx
(ux

∂L

∂ux

) δx+
d

dx
(ut

∂L

∂ux

) δtOn obtient alors au �nal :
A =

∫

M

([∂L
∂t

+
d

dt
(
∂L

∂ut

ut) +
d

dx
(
∂L

∂ux

ut)
]
δt+

[∂L
∂x

+
d

dx
(
∂L

∂ux

ux) +
d

dt
(
∂L

∂ut

ux)
]
δx

+
[∂L
∂u

− d

dt

∂L

∂ut
− d

dx

∂L

∂ux

]
δu
)

dx ∧ dt (2.37)Le alul de la seonde intégrale B s'e�etue en remarquant d'une part que :
δ(dx ∧ dt) = (δdx) ∧ dt+ dx ∧ (δdt)et d'autre part que :

d(L(δxdt + δtdx)) = dL ∧ (δxdt+ δtdx) + Ld(δxdt + δtdx)

= δxdL ∧ dt+ δtdL ∧ dx+ Ld(δxdt+ δtdx)



62 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSalors :
B =

∫

M

L(t, x, u, ux, ut) δ(dx ∧ dt)

=

∫

M

L ((δdx) ∧ dt+ dx ∧ (δdt))

=

∫

M

L d(δxdt− δtdx)

=

∫

M

d
(
L (δxdt− δtdx)

)
−
∫

M

(
δxdL ∧ dt+ δtdL ∧ dx

)Soit :
B =

∫

∂M

L (δxdt− δtdx) −
∫

M

(
δx

dL

dx
dx ∧ dt+ δt

dL

dt
dt ∧ dx

) (2.38)Ainsi, en regroupant tous les termes A et B, on obtient l'expression de la variationde l'ation lagrangienne :
δL = IM + I∂Moù IM est le terme intégral :

IM =

∫

M

[(∂L
∂t

+
d

dt
(
∂L

∂ut

ut − L) +
d

dx
(
∂L

∂ux

ut)
)
δt+

(∂L
∂x

+
d

dx
(
∂L

∂ux

ux − L) +
d

dt
(
∂L

∂ut

ux)
)
δx

+
(∂L
∂u

− d

dx

∂L

∂ux
− d

dt

∂L

∂ut

)
δu
]

dx ∧ dt (2.39)Et I2 est le terme s'intégrant sur le bord ∂M du domaine :
I∂M =

∫

∂M

[(
(
∂L

∂ut
ut − L)dx− (

∂L

∂ux
ut)dt

)
δt+

(
(L− ∂L

∂ux
ux)dt+ (

∂L

∂ut
ux)dx

)
δx

+
( ∂L
∂ux

dt− ∂L

∂ut

dx
)
δu
] (2.40)Ce terme de bord s'annule lorsque l'on suppose les variations δt, δx et δu nulles surle bord ∂M . Dans e as alors, la ondition d'invariane de l'ation lagrangienne parrapport à la transformation δL = 0 fait apparaître les équations suivantes, appeléeséquations variationnelles :

0 =
∂L

∂u
− d

dx

∂L

∂ux
− d

dt

∂L

∂ut
(2.41)

0 =
∂L

∂t
+

d

dt
(
∂L

∂ut
ut − L) +

d

dx
(
∂L

∂ux
ut) (2.42)

0 =
∂L

∂x
+

d

dx
(
∂L

∂ux
ux − L) +

d

dt
(
∂L

∂ut
ux) (2.43)



2.4. EDP LAGRANGIENNES 63Les variations de δu donnent l'équation d'Euler-Lagrange (2.41). Par les variationsde δt, on obtient l'équation (2.42). Là enore, on appelle ette équation l'équationd'évolution loale de l'énergie. Des variations de δx, on obtient l'équation (2.43),que l'on nommme équation d'évolution loale de la quantité de mouvement. Ene�et, lorsque le Lagrangien est indépendant du temps t et de l'espae x, on obtientun loi de onservation de l'énergie et de la quantité de mouvement. Comme pourle as des EDO, les équations (2.42) et (2.43) sont automatiquement véri�ées partoute solution de (2.41). Cependant, on va voir que la redondane n'est plus véri�éelors du passage au disret.2.4.1.1 Lois de onservationEn supposant que la transformation (2.34) ne laisse pas inhangé le bord dudomaine, l'invariane de L le long des solutions se traduit par la onservation desquantités dé�nies par les termes de bord. On obtient ainsi une extension aux EDPlagrangiennes du théorème de N÷ther.Théorème 2.4.1 (Théorème de N÷ther) Soit L un Lagrangien dépendant del'espae x et du temps t, de la variable u et de ses dérivées partielles ux et ut. Siune transformation :
t 7→ t+ δt, x 7→ x+ δx, u 7→ u+ δu,laisse invariante l'ation lagrangienne assoiée à L, alors pour toute solution deséquations d'Euler-Lagrange, on a la loi de onservation suivante :

0 =
d

dt

(
(L− ∂L

∂ut

ut)δt− (
∂L

∂ut

ux)δx+
∂L

∂ut

δu
)

+
d

dx

(
(L− ∂L

∂ux
ux)δx− (

∂L

∂ux
ut)δt+

∂L

∂ux
δu
) (2.44)2.4.1.2 Multisympletiité.En plus des lois de onservation, on énone que le �ot lagrangien préserve uneforme multisympletique lagrangienne. La démonstration, omise ii, néessite d'in-troduire d'autres onepts. On renvoie aux artiles originaux de Marsden et al. [102℄[103℄ et Chen [25℄ pour les détails.Dé�nition 2.4.1 (Flot lagrangien multisympletique) Soit Ω(1) l'espae deson�gurations étendu dé�ni omme en (2.1) dont les éléments sont notés z =
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(t, x, u, ut, ux). Soit un Lagrangien L : Ω(1) → IR. On appelle �ot lagrangien sur
Ω(1) pour les équations (2.41 - 2.43) l'appliation

ΨL
01 : Ω(1) −→ Ω(1)

z0 7−→ z1où z1 = (t1, x1, u(t1, x1), ut(t1, x1), ux(t1, x1)) est une solution des équations varia-tionnelles (2.41 - 2.43) dès lors que z0 = (t0, x0, u(t0, x0), ut(t0, x0), ux(t0, x0)) estaussi une solution des es mêmes équations.Lorsqu'il n'y aura pas de onfusion possible sur l'antéédant z0 et l'image z1 du �otlagrangien multisympletique, elui-i sera noté simplement ΨL.La multisympletiité de ΨL s'établit en onstruisant la forme multisympletiquelagrangienne. Celle-i orrespond à la dérivée extérieure de la forme di�érentielleobtenue à partir des termes de bord le long des solutions des équations variation-nelles. Or, le long des solutions de (2.41 - 2.43), la ondition d'invariane de l'ationlagrangienne δL = 0 par rapport à la transformation (2.34) se réduit au terme debord :
0 =

∫

∂M

[(
(
∂L

∂ut
ut − L)dx− (

∂L

∂ux
ut)dt

)
δt+

(
(L− ∂L

∂ux
ux)dt+ (

∂L

∂ut
ux)dx

)
δx

+
( ∂L
∂ux

dt− ∂L

∂ut
dx
)
δu
]Ce terme de bord s'érit à l'aide de la forme de Cartan :

ΘL : T ∗Ω −→ IR (2.45)
((t,x,u); (δt, δx, δu)) 7−→ ∂L

∂ux

du ∧ dt− ∂L

∂ut

du ∧ dx+ (L− ∂L

∂ux

ux −
∂L

∂ut

ut)dx ∧ dtEn prenant la dérivée extérieure de ette forme, on obtient la forme multisymple-tique lagrangienne :
ΩL ≡ dΘL2.5 Intégrateurs variationnels multisympletiquesOn dérit le prinipe de onstrution d'un intégrateur variationnel pour les équa-tions aux dérivées partielles dérivant d'un Lagrangien. L'intégrateur variationnel estobtenu grâe à une version disrète du alul de variation par rapport à une symétriede l'ation lagrangienne. On obtient alors, omme dans le as ontinu, un systèmed'équations orrespondant aux équations d'Euler-Lagrange, à des lois loales d'évo-lution de l'énergie et de la quantité de mouvement. Le �ot numérique lagrangien



2.5. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS MULTISYMPLECTIQUES 65préserve une forme multisympletique disrète.On illustre les propos enore une fois dans le as de deux variables indépendantes
(t,x) et d'une variable dépendante u.On utilise la notation suivante : la version disrète de l'espae des variables indé-pendantes onstitue le maillage Xd = {(tn; xn

i )}n=0,...,N ;i=0,...,m. L'espae des on�gu-ration disret est noté Ud. Il est étendu par Ωd = Xd ×Ud dont les éléments sont lestriplets de la forme wn
i = (tn, xn

i , u
n
i ), ave (n,i) ∈ IN ∩ [0;N ] × IN ∩ [0;m]. On noteaussi par ∆tn, ou simplement par ∆t lorsqu'il n'y a pas de onfusion possible, le pasde temps tn+1 − tn. De même, ∆xn
i , ou simplement ∆x, représente le pas d'espae

xn
i+1 − xn

i .2.5.1 Intégrateurs variationnelsEn onsidérant une partition [t0, ..., tN ]×[x0, ..., xm] d'un ouvertM de X, l'ationlagrangienne s'érit :
L =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

∫ tn+1

tn

∫ xn
i+1

xn
i

L(t,x,u, ut, ux)dx ∧ dtOn approxime les termes intégraux pour tout n ∈ [0;N − 1] et i ∈ [0;m− 1], par :
∫ tn+1

tn

∫ xn
i+1

xn
i

L(t,x,u, ut, ux)dx ∧ dt = Ld(t
n0 ,..., tnp , xi0 , ..., xiq , u

n0
i0
, ...,un0

iq , ..., u
np

i0
, ..., u

np

iq )

+O(∆tp,∆xq)où Ld est obtenu par une méthode de quadrature d'ordre (∆tp,∆xq), dé�nie à partird'un motif élémentaire du maillage Xd. On peut par exemple onsidérer les motifsélémentaires suivants :� motif triangulaire supérieur : {(n,i), (n+ 1,i), (n+ 1, i+ 1)}.� motif triangulaire inférieur : {(n,i), (n+ 1,i), (n, i+ 1)}.� motif retangulaire : {(n,i), (n+ 1,i), (n,i + 1), (n+ 1, i+ 1)}.� motif hexagonal : {(n,i), (n+1,i), (n, i+ 1
2
), (n+1, i+ 1

2
), (n, i+1), (n+1, i+1)}.omme illustrés sur la Fig. 2.4. La disrétisation des dérivées s'e�etue ensuite selonla méthode de quadrature utilisée. On se propose là enore d'expliiter les alulspermettant d'obtenir les équations variationnelles disrètes dé�nissant l'intégrateurvariationnel dans un as partiulier. Cela permet de rendre plus lisible les étapesdu alul et servira dans l'exemple d'illustration. Le motif élémentaire onsidéré
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(n+1,i+1)

(n,i)

(n+1,i)

(a) Motif triangulaire supérieur
(n,i)

(n+1,i)

(n,i+1)

(b) Motif triangulaire inférieur
(n+1,i+1)

(n,i) (n, i+1)

(n+1,i)

() Motif retangulaire
(n+1,i+1)

(n,i)

(n+1,i)

(n,i+1)

(n, i+1/2)

(n+1, i+1/2)

(d) Motif hexagonalFig. 2.4 � Di�érents motifs permettant d'approximer l'ation lagrangienne disrète.est triangulaire inférieur. La méthode de quadrature pour aluler les intégrales estla méthode des retangles d'ordre 1, de sorte que que l'ation lagrangienne soitapproximée par :
L ≃

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )Ld(z
n
i )où Ld est une disrétisation en di�érenes �nies du Lagrangien, pour laquelle lesdérivées premières sont approximées par une méthode de type Euler :

∂u

∂t
≃ un+1

i − un
i

∆tn
,

∂u

∂x
≃ un

i+1 − un
i

∆xn
i

,Le Lagrangien disret Ld est une fontion du point zn
i appartenant au motif élémen-taire zn

i = (wn
i , w

n+1
i , wn

i+1), où on rappelle qu'un point du maillage Ωd = Xd × Udest noté :
wn

i = (tn, xn
i , u

n
i )D'autre part, on onsidère une transformation agissant sur les variables disrètes :

wn
i = (tn, xn

i , u
n
i ) 7−→ wn

i + δwn
i = (tn + δtn, xn

i + δxn
i , u

n
i + δun

i )



2.5. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS MULTISYMPLECTIQUES 67où δwn
i = (δtn, δxn

i , δu
n
i ) rerpésente un déplaement in�nitésimal dans l'espae tan-gent à Ωd = Xd × Ud au point wn

i .On alule alors une variation in�nitésimale par rapport à ette transformation :
δL = δ

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )Ld(z
n
i )

= Ad +Bd + Cdave :
Ad =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(δtn+1 − δtn)(xn
i+1 − xn

i )Ld(z
n
i )

Bd =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(δxn
i+1 − δxn

i )Ld(z
n
i )

Cd =
N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )δLd(z
n
i )où dans C, la variation de la densité lagrangienne s'érit :

δLd(z
n
i ) =

∂Ld

∂tn
(zn

i )δtn +
∂Ld

∂tn+1
(zn

i )δtn+1 +
∂Ld

∂xn
i

(zn
i )δxn

i +
∂Ld

∂xn
i+1

(zn
i )δxn

i+1

+
∂Ld

∂un
i

(zn
i )δun

i +
∂Ld

∂un+1
i

(zn
i )δun+1

i +
∂Ld

∂un
i+1

(zn
i )δun

i+1En réindiçant les sommes et en regroupant les termes, on fait apparaître les termesde bords dans haun des termes de sommation Ad, Bd et Cd :
Ad =

N−1∑

n=1

m−1∑

i=0

(xn
i+1 − xn

i )
(
Ld(z

n−1
i ) − Ld(z

n
i )
)
δtn

−
m−1∑

i=0

(
(xn

i+1 − xn
i )Ld(z

0
i )
)
δt0 +

m−1∑

i=0

(
(xn

i+1 − xn
i )Ld(z

N−1
i )

)
δtN

=
N−1∑

n=1

m−1∑

i=1

(xn
i+1 − xn

i )
(
Ld(z

n−1
i ) − Ld(z

n
i )
)
δtn

+
m−1∑

i=0

(xn
i+1 − xn

i )
(
Ld(z

N−1
i )δtN − Ld(z

0
i )δt

0
)

+
N−1∑

n=1

(x1 − x0)
(
Ld(z

n−1
0 ) − Ld(z

n
0 )
)
δtn

︸ ︷︷ ︸
Adbord
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Bd =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=1

(tn+1 − tn)(Ld(z
n
i−1) − Ld(z

n
i ))δxn

i

−
N−1∑

n=0

(tn+1 − tn)(Ld(z
n
0 ))δx0 +

N−1∑

n=0

(tn+1 − tn)(Ld(z
n
m−1))δxm

=
N−1∑

n=1

m−1∑

i=1

(tn+1 − tn)(Ld(z
n
i−1) − Ld(z

n
i ))δxn

i

+

N−1∑

n=0

(tn+1 − tn)
(
Ld(z

n
m−1)δxm − Ld(z

n
0 )δx0

)
+

m−1∑

i=1

(t1 − t0)(Ld(z
0
i−1) − Ld(z

0
i ))δx

n
i

︸ ︷︷ ︸
Bdbord

En�n, un alul analogue pour la dernière somme donne :
Cd =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )
(∂Ld

∂tn
(zn

i )δtn +
∂Ld

∂xn
i

(zn
i )δxn

i +
∂Ld

∂un
i

(zn
i )δun

i

)

+
N∑

n=1

m−1∑

i=0

(tn − tn−1)(xn
i+1 − xn

i )
(∂Ld

∂tn
(zn−1

i )δtn +
∂Ld

∂un
i

(zn−1
i )δun

i

)

+

N−1∑

n=0

m∑

i=1

(tn+1 − tn)(xn
i − xn

i−1)
(∂Ld

∂xn
i

(zn
i−1)δx

n
i +

∂Ld

∂un
i

(zn
i−1)δu

n
i

)

=

N−1∑

n=1

m−1∑

i=1

{
(xn

i+1 − xn
i )
(
(tn − tn−1)

∂Ld

∂tn
(zn−1

i ) + (tn+1 − tn)
∂Ld

∂tn
(zn

i )
)
δtn

+(tn+1 − tn)
(
(xn

i − xn
i−1)

∂Ld

∂xn
i

(zn
i−1) + (xn

i+1 − xn
i )
∂Ld

∂xn
i

(zn
i )
)
δxn

i

+
(
(tn − tn−1)(xn

i+1 − xn
i )
∂Ld

∂un
i

(zn−1
i ) + (tn+1 − tn)(xn

i − xn
i−1)

∂Ld

∂un
i

(zn
i−1)

+(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )
∂Ld

∂un
i

(zn
i )
)
δun

i

}
+ Cbord



2.5. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS MULTISYMPLECTIQUES 69où Cdbord regroupe tous les termes de bord de C :
Cdbord =

m−1∑

i=0

(tN − tN−1)(xn
i+1 − xn

i )
(∂Ld

∂tN
(zN−1

i )δtN +
∂Ld

∂uN
i

(zN−1
i )δuN

i

)

+
N−1∑

n=1

(tn − tn−1)(x1 − x0)
(∂Ld

∂tn
(zn−1

0 )δtn +
∂Ld

∂un
0

(zn−1
0 )δun

0

)

+

N−1∑

n=0

(tn+1 − tn)(xm − xm−1)
( ∂Ld

∂xm
(zn

m−1)δxm +
∂Ld

∂un
m

(zn
m−1)δu

n
m

)

+

m−1∑

i=1

(t1 − t0)(xn
i − xn

i−1)
(∂Ld

∂xn
i

(z0
i−1)δx

n
i +

∂Ld

∂u0
i

(z0
i−1)δu

0
i

)

+

m−1∑

i=0

(t1 − t0)(xn
i+1 − xn

i )
(∂Ld

∂t0
(z0

i )δt
0 +

∂Ld

∂xn
i

(z0
i )δx

n
i +

∂Ld

∂u0
i

(z0
i )δu

0
i

)

+
N−1∑

n=1

(tn+1 − tn)(x1 − x0)
(∂Ld

∂tn
(zn

0 )δtn +
∂Ld

∂x0
(zn

0 )δx0 +
∂Ld

∂un
0

(zn
0 )δun

0

)

Finalement, l'intégrateur variationnel multisympletique est donné par le systèmed'équations suivant, pour tout 1 ≤ n ≤ N − 1 et 1 ≤ i ≤ m− 1 :
0 = (tn − tn−1)(xn

i+1 − xn
i )
∂Ld

∂un
i

(zn−1
i ) + (tn+1 − tn)(xn

i − xn
i−1)

∂Ld

∂un
i

(zn
i−1)

+(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )
∂Ld

∂un
i

(zn
i ) (2.46)

0 = (tn − tn−1)
∂Ld

∂tn
(zn−1

i ) + (tn+1 − tn)
∂Ld

∂tn
(zn

i ) + Ld(z
n−1
i ) − Ld(z

n
i ) (2.47)

0 = (xn
i − xn

i−1)
∂Ld

∂xn
i

(zn
i−1) + (xn

i+1 − xn
i )
∂Ld

∂xn
i

(zn
i ) + Ld(z

n
i−1) − Ld(z

n
i ) (2.48)Ce système d'équations est appelé système d'équations variationnelles disrètes.L'équation (2.46) orrespond à l'équation d'Euler-Lagrange obtenue d'après les va-riations de δun

i . Les équations (2.47) et (2.48) orrespondent respetivement auxversions disrètes des équations d'évolution de l'énergie et de la quatité de mouve-ment, obtenues par les variations respetives de δtn et δxn
i . Contrairement au asontinu, es deux dernières équations ne sont pas systématiquement véri�ées parl'équation (2.46).



70 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS2.5.2 L'équation des ondes.À titre d'exemple pour illustrer la onstrution d'un intégrateur variationnel, onpropose d'étudier l'équation des ondes :
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 (2.49)sur un domaine spatial Ω = [a, b], pour t ≥ 0 et des onditions limites de la forme :

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x), u(a, t) = A, u(b, t) = B,L'énergie du système est :

E(t) =

∫ b

a

(
(
∂u

∂t
)2 + (

∂u

∂x
)2
)
dx, t ≥ 0, (2.50)Elle onservée au ours du temps.Le Lagrangien assoié est :

L(x, t, u, ux, ut) = −1

2
((
∂u

∂t
)2 − (

∂u

∂x
)2) (2.51)L'équation d'Euler-Lagrange est bien l'équation des ondes (2.49). Les équations(2.42) et (2.43) s'érivent :

∂u

∂t
(
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
) = 0 (2.52)

∂u

∂x
(
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
) = 0 (2.53)À première vue, es équations sont redondantes ave l'équation d'Euler-Lagrange,dans le sens où toute solution de (2.49) est aussi solution de (2.52) et (2.53).Cependant, une autre manière de les onsidérer est de remarquer d'une part qu'elless'érivent aussi sous la forme de loi de onservation :

0 =
d

dt

1

2

(
(
∂u

∂t
)2 + (

∂u

∂x
)2
)

+
d

dx

(
− (

∂u

∂t

∂u

∂x
)
)

=
d

dt
Ct

1 +
d

dx
Ct

2 (2.54)
0 =

d

dt

(
(
∂u

∂t

∂u

∂x
)
)

+
d

dx

(
− 1

2
((
∂u

∂t
)2 + (

∂u

∂x
)2)
)

=
d

dt
Cx

1 +
d

dx
Cx

2 (2.55)L'équation (2.54), obtenue omme le fateur en δt de la variation de l'ation lagran-gienne, représente don la divergene du veteur Ct :
Ct =

(
Ct

1, C
t
2

)T
=
(1
2
((
∂u

∂t
)2 + (

∂u

∂x
)2),−(

∂u

∂t

∂u

∂x
)
)T (2.56)



2.5. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS MULTISYMPLECTIQUES 71Il est en fait la quantité invariante assoiée à la translation temporelle :
t 7→ t+ δt, x 7→ x, u 7→ u,En e�et, la quantité onservée pour ette transformation est donnée par le théorèmede N÷ther (2.4.1) :
Ct

1 = L− ut
∂L

∂ut
, Ct

2 = −ut
∂L

∂ux
,où ut = ∂u

∂t
et ux = ∂u

∂x
.De même, l'équation (2.55), obtenue omme le fateur en δx de la variation del'ation lagrangienne, orrespond à la divergene du veteur Cx :

Cx =
(
Cx

1 , C
x
2

)T
=
(1
2
(
∂u

∂t

∂u

∂x
),−((

∂u

∂t
)2 + (

∂u

∂x
)2)
)T (2.57)Il peut être obtenu en onsidérant la symétrie variationnelle par rapport à la trans-lation spatiale :

t 7→ t, x 7→ x+ δx, u 7→ u,où Cx est donné par la théorème de N÷ther :
Cx

1 = −ux
∂L

∂ut

, Cx
2 = L− ux

∂L

∂ux

,Cela permet ainsi de omprendre pourquoi les équations (2.52) et (2.53) orres-pondent repsetivement aux lois de onservation de l'énergie et de la quantité demouvement.2.5.2.1 Intégrateur variationnelOn formule un intégrateur variationnel pour l'équation (2.49). On s'attend à equ'il prenne en ompte les équations de onservation (2.52) et (2.53). En prenantomme approximation de l'ation lagrangienne :
L ≃

N−1∑

n=0

M−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )Ldoù Ld est une disrétisation en di�érenes �nies du Lagrangien (2.51) :
Ld = −1

2

(
(
un+1

i − un
i

tn+1 − tn
)2 − (

un
i+1 − un

i

xn
i+1 − xn

i

)2
)



72 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSD'après les équations (2.46), (2.47) et (2.48), assoiées respetivement aux variationspar rapport à δun
i , δtn et δxn

i , l'intégrateur variationnel pour l'équation des ondess'érit :
0 = (tn+1 − tn)(

(un
i+1 − un

i )

xn
i+1 − xn

i

− (un
i − un

i−1)

xn
i − xn

i−1

) (2.58)
−(un+1

i − un
i )
xn

i+1 − xn
i

tn+1 − tn
+ (un

i − un−1
i )

xn−1
i+1 − xn−1

i

tn − tn−1

0 = (
un+1

i − un
i

tn+1 − tn
)2(xn

i+1 − xn
i ) − (

un
i − un−1

i

tn − tn−1
)2(xn−1

i+1 − xn−1
i ) (2.59)

+(
(un

i+1 − un
i )

2

xn
i+1 − xn

i

) − (
(un−1

i+1 − un−1
i )2

xn−1
i+1 − xn−1

i

)

0 = (
un+1

i − un
i

tn+1 − tn
)2 − (

un+1
i−1 − un

i−1

tn+1 − tn
)2 + (

un
i+1 − un

i

xn
i+1 − xn

i

)2 − (
un

i − un
i−1

xn
i − xn

i−1

)2 (2.60)2.6 EDP d'évolutionLorsque l'équation aux dérivées partielles ne dérive pas d'un Lagrangien, il estpossible de lui assoier une équation duale de sorte à e que le système dérived'un bilagrangien. Les équations d'Euler-Lagrange obtenues à partir des variationsde la variable duale orrespondent alors à l'EDP étudiée. Il est ainsi possible deonstruire un intégrateur variationnel à partir d'une formulation disrète du prinipevariationnel à partir du bilagrangien. Cependant, l'expression du bilagrangien n'estpas unique.2.6.1 BilagrangienLa onstrution d'un bilagrangien peut s'établir grâe à la dé�nition de l'équationadjointe. Ibragimov en donne une dé�nition formelle [71℄ [70℄ :Dé�nition 2.6.1 (Équation adjointe) Soit un système de N équations aux déri-vées partielles d'ordre s :
Fα(x, u, ..., u(s)) = 0, α = 1, ..., N (2.61)où les variables indépendantes sont x = (x1, ..., xm) et les variables N dépendantes

u = (u1(x), ..., uN(x)). La di�érentielle de u d'ordre s est notée par u(s). Le système(2.61) a pour système adjoint les N équations aux dérivées partielles :
F ∗

α(x, u, v, ..., u(s), v(s)) ≡
δ

δuα

N∑

i=1

viFi = 0, α = 1, ..., N (2.62)



2.6. EDP D'ÉVOLUTION 73où v = (v1(x), ..., vN(x)) sont les N variables duales dépendantes, et
δ

δuα
=

∂

∂uα
−

m∑

i=1

D

Dxi
(
∂

∂uα
i

), α = 1,..., NOn a noté par D
Dxi la dérivation totale par rapport à xi, et uα

i = ∂uα

∂xi .Dans ette dé�nition, Ibragimov propose impliitement une forme partiulière dubilagrangien :
L(x, u, v, ..., u(s), v(s)) =

n∑

i=1

viFi (2.63)dont les équations d'Euler-Lagrange sont les 2N équations
Fα(x, u, ..., u(s)) = 0, F ∗

α(x, u, v, ..., u(s), v(s)) = 0, α = 1,..., NL'expression (2.63) permet de omprendre qu'un bilagrangien L(x, u, v, ..., u(s), v(s))est onstruit grâe à l'ajout d'une variable duale v(x). Alors on peut étendre ladé�nition d'un système adjoint omme étant les N équations aux dérivées partiellestelles que
δ

δuα
L(x, u, v, ..., u(s), v(s)) = 0, α = 1,..., N (2.64)Les variations de v onduisent aux équations d'Euler-Lagrange ne dépendant unique-ment que de la variable primale u. Réiproquement, l'équation adjointe, ne faisantintervenir que la variable duale, est obtenue grâe aux variations de la variable pri-male. Par ailleurs, on rappelle que deux Lagrangiens donnent les mêmes équationsd'Euler-Lagrange dès lors que leur di�érene s'exprime omme une divergene. Il enest de même pour les bilagrangiens : ils onduisent aux mêmes équations d'Euler-Lagrange si les bilagrangiens sont égaux modulo une divergene dépendant de lavariable primale et/ou de la variable duale.Dans les as qui vont suivre, on ne onsidèrera que des bilagrangiens à (1 + 1)variables indépendantes (x, t), et à une variable dépendante et son adjointe (u, v).Comme on le verra dans la setion suivante, les équations d'Euler-Lagrange s'ériventalors :

∂L

∂u
− d

dt

∂L

∂ut
− d

dx

∂L

∂ux
= 0,

∂L

∂v
− d

dt

∂L

∂vt
− d

dx

∂L

∂vx
= 0,On donne quelques exemples de bilagrangiens pour l'équation de la haleur et l'équa-tion de Burgers.



74 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS2.6.1.1 Bilagrangiens pour l'équation de la haleur.Les fontionnelles :
L1(u,v) = v(

∂u

∂t
− ν

∂2u

∂x2
)

L2(u,v) =
1

2
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
) + ν

∂u

∂x

∂v

∂x

L3(u,v) = −u∂v
∂t

+ ν
∂u

∂x

∂v

∂xont pour équation d'Euler-Lagrange ommune l'équation de la haleur :
∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2Les équations adjointes alulées par (2.62) sont respetivement F ∗
1 = 0, F ∗

2 = 0 et
F ∗

3 = 0 où :
F ∗

1 = −∂v
∂t
, F ∗

2 = F ∗
3 = −

(∂v
∂t

+ ν
∂2v

∂x2

)
,2.6.1.2 Bilagrangiens pour l'équation Burgers.De la même manière, l'équation de Burgers

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2est une équation d'Euler-Lagrange pour les bilagrangiens suivants :
L1(u,v) = v(

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
)

L2(u,v) = −u∂v
∂t

+
∂v

∂x
(−1

2
u2 + ν

∂u

∂x
)

L3(u,v) =
1

2
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
) − 1

3
u(u

∂v

∂x
− v

∂u

∂x
) + ν

∂u

∂x

∂v

∂xLes équations adjointes F ∗
1 = 0, F ∗

2 = 0 et F ∗
3 = 0 sont données par :

F ∗
1 =

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
, F ∗

2 = F ∗
3 = −

(∂v
∂t

+ u
∂u

∂x
+ ν

∂2v

∂x2

)
,Les fontionnelles bilagrangiennes assoiées à l'équations de Burgers sont similairesà elles de l'équation de la haleur, à un fateur de onvetion près. Les équationsadjointes orrespondent à l'équation de onvetion di�usion linéaire.Remarque 5 (a) On onstate au travers de es exemples que la dé�nition (2.63),illustrée par L1, fait onserver au bilagrangien des termes de dérivées du seondordre. Ce qui n'est pas le as pour les expressions de L2 et L3.(b) Les bilagrangiens L2 et L3 ont mêmes équations d'Euler-Lagrange. Il existe donun terme s'exprimant omme une divergene qui les di�érenie.



2.6. EDP D'ÉVOLUTION 752.6.2 Équations bi-variationnellesLes équations bi-variationnelles dérivant d'un bilagrangien sont analogues auxéquations variationnelles (2.41), (2.42) et (2.43), dans la mesure où l'on a justerajouter une variable dépendante.En e�et, l'ation bilagrangienne s'érit :
L(u, v) =

∫

M

L(x, t, u, ux, vx, ut, vt)dx ∧ dtEn onsidérant alors une transformation :
x 7→ x+ δx, t 7→ t+ δt,

u 7→ u+ δu, ux 7→ ux + δux, ut 7→ ut + δut, (2.65)
v 7→ v + δv, vx 7→ vx + δvx, vt 7→ vt + δvt,Une variation de l'ation se déompose omme :

δL =

∫

M

δL(x, t, u, ux, vx, ut, vt) dx ∧ dt+

∫

M

L(t, x, u, ux, ut) δ(dx ∧ dt)

= A′ +B′Le alul de A′ s'obtient grâe à :
δL =

∂L

∂t
δt+

∂L

∂x
δx+

∂L

∂u
δu+

∂L

∂v
δv +

∂L

∂ut
δut +

∂L

∂vt
δvt +

∂L

∂ux
δux +

∂L

∂vx
δvxoù δux et δut sont donnés par les équations (2.35) et (2.36). De manière similaire,on obtient δvx et δvt :

δvx =
d

dx
δv − vx

d

dx
δx− vt

d

dx
δt (2.66)

δvt =
d

dt
δv − vt

d

dt
δt− vx

d

dt
δx (2.67)En utilisant des intégrations par parties pour faire apparaître des termes de bord,la première intégrale s'exprime omme :

A′ =

∫

M

([∂L
∂t

+
d

dt
(
∂L

∂ut

ut +
∂L

∂vt

vt) +
d

dx
(
∂L

∂ux

ut +
∂L

∂vx

vt)
]
δt

+
[∂L
∂x

+
d

dx
(
∂L

∂ux
ux +

∂L

∂vx
vx) +

d

dt
(
∂L

∂ut
ux +

∂L

∂vt
vx)
]
δx (2.68)

+
[∂L
∂u

− d

dt

∂L

∂ut
− d

dx

∂L

∂ux

]
δu+

[∂L
∂v

− d

dt

∂L

∂vt
− d

dx

∂L

∂vx

]
δv
)

dx ∧ dtL'expression de la seonde intégrale B′ est indentique à l'équation (2.38).En onsidérant l'invariane des termes de bord par la transformation, on peut érire



76 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSles équations bi-variationnelles omme :
0 =

∂L

∂u
− d

dx

∂L

∂ux

− d

dt

∂L

∂ut

(2.69)
0 =

∂L

∂v
− d

dx

∂L

∂vx
− d

dt

∂L

∂vt
(2.70)

0 =
∂L

∂t
+

d

dt
(
∂L

∂ut
ut +

∂L

∂vt
vt − L) +

d

dx
(
∂L

∂ux
ut +

∂L

∂vx
vt) (2.71)

0 =
∂L

∂x
+

d

dx
(
∂L

∂ux

ux +
∂L

∂vx

vx − L) +
d

dt
(
∂L

∂ut

ux +
∂L

∂vt

vx) (2.72)On retrouve les équations d'Euler-Lagrange pour la variable primale u (équ. 2.69) etla variable duale v (équ. 2.70), issues des variations de δv et δu. L'équation portantsur u ne fait pas intervenir diretement sa variable duale. Pa ontre, les équations(2.71) et (2.72) issues des variations de δx et δt, font apparaître une orrélation entreles variables dépendantes.2.6.2.1 PropriétésPour déterminer les lois d'évolution des grandeurs assoiées aux symétries del'ation bilagrangienne le long des solutions des équations d'Euler-Lagrange (2.69) et(2.70), on suppose enore une fois que les termes de bords ne s'annulent pas lorsqu'ontransforme l'ation bilagrangienne. L'invariane par symétrie bi-variationnelle estalors équivalente, le long des solutions, à :
0 =

d

dt

[
(L− ∂L

∂ut
ut −

∂L

∂vt
vt)δt− (

∂L

∂ut
ux +

∂L

∂vt
vx)δx+

∂L

∂ut
δu+

∂L

∂vt
δv
] (2.73)

+
d

dx

[
(L− ∂L

∂ux
ux −

∂L

∂vx
vx)δx− (

∂L

∂ux
ut +

∂L

∂vx
vt)δt+

∂L

∂ux
δu+

∂L

∂vx
δv
]On obtient ainsi une extenstion du théorème de N÷ther, qui assoie à haque trans-formation sur les variables indépendantes (x, t) et les variables dépendantes (u, v)une loi de onservation se formulant omme la divergene d'un veteur. Un point àsouligner est que ette quantité peut dépendre aussi de la variable duale v, qui a étéonstruite omme solution d'une équation adjointe dé�nie à une divergene près.2.7 Intégrateurs bi-variationnelsLa méthode de onstrution des intégrateurs bi-variationnels est similaire en toutpoint à elle des intégrateurs variationnels pour les EDP lagrangiennes. Il est juste



2.7. INTÉGRATEURS BI-VARIATIONNELS 77à noter que, omme dans le as ontinu, e sont les variations de la variable disrèteduale δvn
i qui mènent aux équations d'Euler-Lagrange disrètes ne dépendant uni-quement que de la variable primale un

i ; et réiproquement. Cependant, les équationsd'Euler-Lagrange disrètes sont orrélées au travers des variables indépendantes dis-rètes. De manière analogue aux EDP lagrangiennes, les variations du temps δtn etde l'espae δxn
i onduisent à des équations d'évolution loales. Ces équations d'évo-lution dépendent des variables primale un

i et duale vn
i . Elles permettent en pratiquede déterminer la struture du maillage, en donnant l'expression des pas de temps

∆tn et d'espae ∆xn
i . Ce qui a pour onséquene la néessité d'imposer un maillageadaptatif a�n de respeter les lois d'évolutions loales, omme pour les intégrateursvariationnels.

2.7.1 Intégrateurs bi-variationnelsOn se restreint au as partiulier onsidéré à la setion préédente, pour lequell'ation lagrangienne est approximée par :
L ≃

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )Ld(ζ
n
i )où Ld est une disrétisation en di�érenes �nies du Lagrangien, pour laquelle lesdérivées sont approximées par une méthode de type Euler. Le Lagrangien disret Ldest fontion du point ζn

i du motif élémentaire ζn
i = (ϑn

i , ϑ
n+1
i , ϑn

i+1), où on note unpoint du maillage par :
ϑn

i = (tn, xn
i , u

n
i , v

n
i )D'autre part, on onsidère une transformation agissant sur les variables disrètes :

ϑn
i = (tn, xn

i , u
n
i , v

n
i ) 7−→ ϑn

i + δϑn
i = (tn + δtn, xn

i + δxn
i , u

n
i + δun

i , v
n
i + δvn

i )où δϑn
i = (δtn, δxn

i , δu
n
i , δv

n
i ) représente un déplaement in�nitésimal.On alule alors une variation in�nitésimale par rapport à ette transformation :

δL = δ

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )Ld(ζ
n
i )

= A′
d +B′

d + C ′
d



78 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSave :
A′

d =
N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(δtn+1 − δtn)(xn
i+1 − xn

i )Ld(ζ
n
i )

B′
d =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(δxn
i+1 − δxn

i )Ld(ζ
n
i )

C ′
d =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )δLd(ζ
n
i )où le terme C ′

d ontient les variations par rapport à la variable duale :
δLd(ζ

n
i ) =

∂Ld

∂tn
(ζn

i )δtn +
∂Ld

∂tn+1
(ζn

i )δtn+1 +
∂Ld

∂xn
i

(ζn
i )δxn

i +
∂Ld

∂xn
i+1

(ζn
i )δxn

i+1

+
∂Ld

∂un
i

(ζn
i )δun

i +
∂Ld

∂un+1
i

(ζn
i )δun+1

i +
∂Ld

∂un
i+1

(ζn
i )δun

i+1

+
∂Ld

∂vn
i

(ζn
i )δvn

i +
∂Ld

∂vn+1
i

(ζn
i )δvn+1

i +
∂Ld

∂vn
i+1

(ζn
i )δvn

i+1Finalement, l'intégrateur bi-variationnel est omposé du système d'équations sui-vant, pour tout 1 ≤ n ≤ N − 1 et 1 ≤ i ≤ m− 1 :
0 = (tn − tn−1)(xn

i+1 − xn
i )
∂Ld

∂un
i

(ζn−1
i ) + (tn+1 − tn)(xn

i − xn
i−1)

∂Ld

∂un
i

(ζn
i−1)

+(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )
∂Ld

∂un
i

(ζn
i ) (2.74)

0 = (tn − tn−1)(xn
i+1 − xn

i )
∂Ld

∂vn
i

(ζn−1
i ) + (tn+1 − tn)(xn

i − xn
i−1)

∂Ld

∂vn
i

(ζn
i−1)

+(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )
∂Ld

∂vn
i

(ζn
i ) (2.75)

0 = (tn − tn−1)
∂Ld

∂tn
(ζn−1

i ) + (tn+1 − tn)
∂Ld

∂tn
(ζn

i ) + Ld(ζ
n−1
i ) − Ld(ζ

n
i ) (2.76)

0 = (xn
i − xn

i−1)
∂Ld

∂xn
i

(ζn
i−1) + (xn

i+1 − xn
i )
∂Ld

∂xn
i

(ζn
i ) + Ld(ζ

n
i−1) − Ld(ζ

n
i ) (2.77)Ce système d'équations est appelé système d'équations variationnelles disrètes.L'équation (2.74) orrespond à l'équation d'Euler-Lagrange obtenue d'après les va-riations de δun

i , et l'équation (2.75) orrespond à elle obtenue par les variationsde δvn
i . Les équations (2.76) et (2.77) orrespondent respetivement aux équationsd'évolution loale de l'énergie et de la quantité de mouvement, obtenues par lesvariations respetives de δtn et δxn

i .



2.7. INTÉGRATEURS BI-VARIATIONNELS 792.7.2 L'équation de la haleurOn propose d'illustrer la onstrution d'un intégrateur bi-variationnel sur l'exemplede l'équation de la haleur. On part du bilagrangien :
L(u,v) =

1

2
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
) +

∂u

∂x

∂v

∂x
(2.78)Les équations d'Euler-Lagrange assoiées sont l'équation de la haleur :

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 (2.79)et son équation duale :

∂v

∂t
+
∂2v

∂x2
= 0 (2.80)Ce bilagrangien est indépendant du temps, et don il est invariant par translationtemporelle :

t 7→ t+ δt, x 7→ x, u 7→ u, v 7→ v,La quantité onservée assoiée, d'après l'extension du théorème de N÷ther (2.73),est le veteur :
Γt =

[∂u
∂x

∂v

∂x
,−(

∂v

∂x

∂u

∂t
+
∂u

∂x

∂v

∂t
)
]T (2.81)L'équation de onservation assoiée, orrespondant aussi à l'équation (2.71), est :

0 =
d

dt
(−∂u
∂x

∂v

∂x
) +

d

dx
(
∂v

∂x

∂u

∂t
+
∂u

∂x

∂v

∂t
)

=
∂u

∂t

∂2v

∂x2
+
∂2u

∂x2

∂v

∂t
(2.82)De manière analogue, la quantité onservée le long des solutions des équations (2.79)et (2.80) et qui est assoiée à l'invariane du bilagrangien par translation spatiale :

t 7→ t, x 7→ x+ δx, u 7→ u, v 7→ v,est le veteur :
Γx =

[
− 1

2
(v
∂u

∂x
− u

∂v

∂x
),

1

2
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
) − ∂u

∂x

∂v

∂x

]T (2.83)L'équation variationnelle assoiée, orrespondante à (2.72), est :
0 =

d

dt
(v
∂u

∂x
− u

∂v

∂x
) − d

dx
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
)

=
∂v

∂x
(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
) − ∂u

∂x
(
∂v

∂t
+
∂2v

∂x2
) (2.84)



80 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELS2.7.2.1 Intégrateur bi-variationnelL'ation lagrangienne assoiée au bilagrangien (2.78) est :
L(u,v) =

∫

X

1

2
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
) +

∂u

∂x

∂v

∂x
dt ∧ dx

=
N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

∫ tn+1

tn

∫ xn
i+1

xn
i

1

2
(v
∂u

∂t
− u

∂v

∂t
) +

∂u

∂x

∂v

∂x
dt ∧ dx

︸ ︷︷ ︸
Ln

ioù X est un domaine dans l'espae des variables indépendantes X, et les subdivisions
{tn}n=0,...,N et {xn

i }i=0,...,m forment une disrétisation Xd de X .On approxime haque Ln
i sur un élément triangulaire inférieure ζn

i = (ϑn
i , ϑ

n+2
i , ϑn

i+1)de Xd, où ϑn
i = (tn, xn

i , u
n
i , v

n
i ), par une méthode de quadrature d'ordre 1 :

Ln
i = (tn+1 − tn)(xn

i+1 − xn
i )LEn disrétisant les termes de dérivation du bilagrangien par une méthode de typeEuler en di�érenes �nies :

Ld =
1

2

[
vn

i

(un+1
i − un

i

tn+1 − tn
)
− un

i

(vn+1
i − vn

i

tn+1 − tn
)]

+
un

i+1 − un
i

xn
i+1 − xn

i

vn
i+1 − vn

i

xn
i+1 − xn

i

(2.85)L'ation disrète ainsi obtenue a pour expression :
Ld =

N−1∑

n=0

m−1∑

i=0

(tn+1 − tn)(xn
i+1 − xn

i )

(
1

2

[
vn

i

(un+1
i − un

i

tn+1 − tn
)
− un

i

(vn+1
i − vn

i

tn+1 − tn
)]

+
un

i+1 − un
i

xn
i+1 − xn

i

vn
i+1 − vn

i

xn
i+1 − xn

i

) (2.86)À partir de là, on alul l'intégrateur bi-variationnel dont haune des équations estassoiée à la variation d'une variable disrète :� La variation de δtn donne l'équation d'évolution loale de l'énergie :
0 =

(un−1
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(2.87)� La variation de δxn
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2.8. COMMENTAIRES 81� La variation de δvn
i onduit à l'équation d'Euler-Lagrange en la variable pri-male disrète :
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(2.89)� De même, la variation de δun
i onduit à l'équation d'Euler-Lagrange en lavariable duale disrète :
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(2.90)Les équations variationnelles disrètes orrespondent à une disrétisation du systèmesuivant :
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(2.93)

0 =
∂v

∂t
+
∂2u

∂x2
(2.94)Ainsi, l'expression du bilagrangien disret ne onduit pas à une disrétisation deséquations variationnelles.2.8 CommentairesDans e hapitre, on a présenté les intégrateurs variationnels pour les sytèmesdi�érentiels dérivant d'un Lagrangien. Le proédé de onstrution de es intégra-teurs s'établit naturellement omme une version disrète du alul des variationspermettant d'obtenir les lois de onservation (Théorème de N÷ther 2.2.1). De telsintégrateurs sont par onstrution sympletiques et onservent exatement une loid'évolution disrète. Cependant, l'exemple élémentaire de l'osillateur harmonique arévélé la di�ulté de mise en oeuvre de la méthode. En e�et, le pas de temps tn+1−tnest alulé grâe aux zéros d'un polyn�me de dégré 4. On a présenté une extensiondu alul des variations aux EDP lagrangiennes. On a alors étendu le Théorèmede N÷ther (2.4.1) aux EDP à une variable fontion de l'espae et du temps. Ona aussi introduit la notion de multisympletiité. Une extension des intégrateursvariationnels aux EDP lagrangiennes est présentée. On a vu que la onstrutiondes intégrateurs variationnels multisympletiques est sensible à l'ajout d'un terme



82 CHAPITRE 2. INTÉGRATEURS VARIATIONNELSs'érivant omme une divergene, alors que les équations variationnelles ne le sontpas. Une version hamiltonienne de la multisympletiité des EDP, ainsi qu'un asspéi�que d'intégrateurs multisympletique est donné en Annexe A. Cependant, denombreuses équations de la Méanique ne dérivent pas d'un Lagrangien. C'est no-tamment le as des équations d'évolution. Il est ependant possible de omposer unbilagrangien (Dé�nition 2.63) à l'aide d'une variable duale, de sorte à e que parmiles équations d'Euler-Lagrange se trouve l'équation d'évolution. Les lois de onser-vation obtenues dépendent néanmoins de la variable duale introduite (équ. 2.73). Onpeut alors appliquer une proédure de onstrution d'un intégrateur bi-variationnel,dont les propriétés généralisent elles des intégrateurs variationnels. Cependant làenore, le alul disret des variations onduit à des équations qui ne sont pas lesmêmes dès lors qu'elles déoulent de disrétisations de bilagrangiens di�érents d'unedivergene. De plus, la non uniité du bilagrangien et en partiulier le hoix arbi-traire de l'équation adjointe onstituent une faiblesse essentielle dans l'e�iene dela méthode.Ainsi, la tentative d'étendre les propriétés variationnelles à des méthodes assoiées àdes EDP d'évolution renontre des obstales importants ; la transposition sur le plandisret des lois de onservation est di�ile à établir. Cependant, on a pu onstaterau travers du théorème de N÷ther l'importane des symétries pour engendrer eslois de onservation. Une approhe plus en amont pour transporter la physique dé-rite par une équation est don de onsidérer diretement le groupe de symétrie del'équation. Cela fait l'objet du hapitre suivant.



83
Chapitre 3
Méthodes invariantes
3.1 IntrodutionOn a vu dans les hapitres préédants l'importane des propriétés géométriquesdes équations, de leur struture mathématique et des lois de onservation qui en dé-oulent. Cependant, les équations de la méanique des �uides ne dérivent en généralpas d'un Lagrangien. On ne peut don pas transposer les mêmes tehniques. Le re-ours à un bi-lagrangien a�n de onstruire des intégrateurs bivariationnels permet detraduire les lois onservation assoiées aux symétries bivariationnelles, 'est-à-direaux symétries de l'ation bi-lagrangienne. Or le groupe de symétrie des équationsd'Euler-Lagrange est plus fort que elui de l'ation assoiée : il existe des transforma-tions préservant l'ensemble des solutions d'une EDP (bi-)lagrangienne mais qui nelaissent pas l'ation (bi-)lagrangienne inhangée. Les propriétés géométriques qui endéoulent ne peuvent don pas être traduite par un alul variationnel. Cela onstitueune des limites oneptuelle de l'approhe variationnelle. Pour rendre ompte de lastruture d'une équation quelonque, il faut don regarder diretement son groupede symétrie. De es symétries, on peut obtenir des renseignements qualitatifs surl'ensemble des solutions : (a) l'existene des solutions auto-similaires, 'est-à-diredes solutions qui sont elles-mêmes invariantes sous l'ation d'un groupe ; dans er-tains as, les solutions auto-similaires peuvent (b) orrespondre au omportementasymptotique de solutions issues de onditions initiales arbitraires, ou () prédirel'apparition en temps �ni de singularités.Interêt des symétries en méanique des �uides. Dans le domaine de la méa-nique des �uides, la dynamique tourbillonaire peut être dérite à partir d'argumentsportant sur les symétries. Adreï Kolmogorov (1903-1987) propose un modèle de tur-



84 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESbulene onstruit à partir notamment d'hypothèses d'autosimilarité des solutions[82℄. G. Ünal a alulé à partir de symétries de Navier-Stokes des solutions auto-similaires qui véri�eraient la asade de Kolmogorov [160℄. M. Oberlak utilise lessymétries des équations de Navier-Stokes pour trouver des nouvelles lois d'éhelle[117℄ ainsi que les lois de parois [119℄. Ces lois d'éhelle ont été on�rmées expéri-mentalement et par des simulations. En�n, Grassi et al. ont alulé des solutionsauto-similaires qui représentent les solutions vortex des équations de Navier-Stokes[53℄.Modèle de turbulene LES respetant les symétries. Dans la modélisa-tion de la turbulene, il existe un bon ompromis reonnu entre les méthodes di-retes (Diret Numerial Simulation), très gourmandes en ressoures informatiques,et les tehniques de moyennage des équations (Reynolds-Averaged Navier-Stokes) quiperdent un bon nombre d'informations physiques. Il s'agit des méthodes se basantsur des modèles de turbulene aux grandes éhelles (LES Large-Eddy Simulation).Les modèles LES sont omposés des équations �ltrées et d'un modèle de sous-maillesrendant ompte des e�ets à petites éhelles de la turbulene. Mais les modèlesde sous-maille ne présentent pas tous les mêmes propriétés. Par exemple, l'inva-riane galiléenne1 ainsi que l'indi�érene matérielle2 sont des symétries importantesdes équations de Navier-Stokes, que les modèles de sous-maille doivent respeter.Oberlak [118℄ a suggeré d'utiliser les symétries pour modéliser la turbulene, enremarquant que les modèles lassiques brisent les symétries des équations de Navier-Stokes. D. Raza�ndralandy et A. Hamdouni ont alulé expliitement une famillede modèle LES respetant es symétries [127℄. Dans la thèse de D. Raza�ndralandy[126℄, le gain d'un tel modèle de LES est montré par rapport aux modèles lassiques.Méthodes numériques onservant les symétries. Il apparaît alors néessairede prendre en ompte les symétries dans les méthodes numériques. L'idée sous-tendant ette approhe est de transporter les propriétés géométriques des équationsau niveau disret. En e�et, on va montrer dans e hapitre (plus partiulièrementdans la setion traitant de la onsistane en symétrie) que les shémas lassiquesbrisent ertaines symétries, et les onséquenes que ela induit. Les méthodes in-variantes, ou préservant ertaines propriétés déoulant du groupe de symétrie, sontonstruites pour apturer les propriétés physiques des solutions ontenues dans lessymétries, et du même oup pour minimiser les dégradations purement numériques.Le développement des tehniques de onstrution des méthodes géométriques pourles équations aux dérivées partielles est très réent. Les approhes sont aussi diverses1invariane par translation spatiale retiligne uniforme du repère d'observation2invariane des propriétés intrinsèques par hangement de repère



3.1. INTRODUCTION 85qu'elles sont au début de leur développement. Dans un artile très réent [32℄, Dawesompare sur l'équation de la haleur linéaire deux intégrateurs géométriques avedes méthodes lassiques. La première approhe géométrique est elle dévelopée parBakirova et Dorodnitsyn [8℄ [35℄. Elle est basée sur la formulation du shéma enterme des invariants disrets (Annexe B). La seonde approhe est elle que l'on ahoisi de poursuivre, et qui est présentée dans la suite du présent hapitre. La onlu-sion de l'étude omparative de Dawes est la suivante : selon la nature de la solution(autosimilaire ou non), les méthodes invariantes ne sont pas systématiquement pluspréises, ni même moins oûteuses en temps de alul. À l'heure atuelle, on neonnait pas d'intégrateur géométrique dont les performanes surpassent elles desméthodes sophistiquées et qui soit su�samment générique pour pouvoir s'appliquerà n'importe quelle EDP.Motivation du hoix des équations. Notre ontribution prinipale, exposéedans le présent hapitre, traite essentiellement d'équations modèles. On présenteun as d'appliation originale de shéma invariant ave l'équation de onvetion-di�usion 1D. Il s'agit d'une équation linéaire instationnaire admettant de la di�usionet de la onvetion. On traite également de l'équation de Burgers, dans le as 1Det 2D. Cette équation a été établie par Burgers [18℄ à l'origine omme un modèlesimple de turbulene. Elle dérit deux aspets important de la turbulene : (a)la distribution énergétique non linéaire sur le spetre d'énergie, (b) l'ation de lavisosité sur les régions à petites éhelles. L'équation de Burgers est onnue pourêtre une approximation des équations de Navier-Stokes dans le as où on ne prendpas en ompte les e�ets de la pression ; la vitesse du �uide est déouplée de sadensité : il apparaît alors des ondes de ho. On rappelle ii brièvement quelquesaspets qualitatifs de la turbulene dérite par l'équation de Burgers, inspiré desremarques de Girimaji et al. [48℄ :Pour une suite périodique de hos la vitesse V de saut à travers le ho est fontionde la vitesse moyenne du hamp um et de l'énergie inétique K :
V =

√
12K =

√
6umL'éhelle aratéristique du ho d est de l'ordre de

d ≡ 4ν

VLa struture du ho peut être exprimée en fontion de V et de la longueur araté-ristique de séparation de hos L. Alors la dissipation apparaît au sein de es hosvisqueux, dont l'éhelle la plus petite orrespond à elle de l'épaisseur du ho d. Letaux de dissipation de l'énergie inétique est donné par la formule :
ǫ =

V 3

24L



86 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESet l'énergie spetrale s'exprime par :
E(k) =

2ν2π

L
exp(−πν

V
k)

Ainsi, tout omme la turbulene dérite par les équations de Navier-Stokes, le tauxde dissipation de l'énergie inétique ǫ, issue du modèle de turbulene de Burgers,est indépendant de la visosité ν. Par ontre, les petites strutures dépendent deparamètres de grandes éhelles V et L.Ce hapitre se déompose omme suit :Dans un premier temps, on rappelle quelques dé�nitions fondamentales en posantle formalisme mathématique utile pour la suite de l'exposé. On introduit notam-ment l'espae des jets, qui est une généralisation de l'espae des phases des systèmeshamiltoniens. On peut alors dé�nir un groupe de symétrie d'une équation, ses géné-rateurs in�nitésimaux, et invariants assoiés. On rappelle ensuite quelques méthodesd'investigation assoiées aux symétries. Ensuite on présentre une méthode d'inté-gration géométrique, dite d'invariantisation. Elle a été introduite par Olver et al.[42℄, [43℄. Il s'agit d'une méthode de onstrution de shémas invariants à partird'une formulation moderne des repères mobiles de Cartan. Cette tehnique permetde rendre invariant n'importe quel shéma numérique donné tout en onservant laonsistane [79℄. De plus elle s'intègre dans un formalisme géométrique rigoureux.La pierre angulaire de la méthode réside dans la onstrution du repère mobile.On propose dans e mémoire une méthode originale de onstrution des repèresmobiles a�n de onserver le même ordre de onsistane que le shéma d'origine, ets'appuyant sur des arguments numériques. En e�et, la onstrution proposée dansla littérature des repères mobiles [79℄, [80℄, [122℄ est basée sur la méthode de nor-malisation de Cartan, faisant intervenir des setions transverses aux orbites d'unesolution. Cependant, le hoix des setions transverses restent relativement arbitraireet peut amener à onstruire un shéma invariant n'ayant pas de bonnes propriétésnumériques.En�n, au vu des résultats obtenus, des qualités des shémas lassiques et des proprié-tés numériques des shémas invariants, grâe au formalisme géométrique, on proposed'établir la notion nouvelle de onsistane en symétrie des méthodes numériques.Celle-i permet de se rendre ompte des erreurs numériques provenant de la apa-ité d'un shéma à traduire les invariants d'une équation. Un shéma invariant neprésente don auun défaut de symétrie.



3.2. CADRE MATHÉMATIQUE 873.2 Cadre mathématiqueOn présente le adre naturel pour traduire les propriétés géométriques intrin-sèques des systèmes d'équations aux dérivées partielles (EDP). On dé�nit un groupede symétrie pour une équation et on rappelle notamment e que sont les invariantsassoiés, ainsi que le prinipe de rédution qu'ils permettent de réaliser. De là ap-paraissent les solutions autosimilaires.Soit M une variété di�érentiable de dimension m = p + q. Les oordonnéesloales de M sont notées x = (x1, ..., xp) pour les variables indépendantes, et u =

(u1, ..., uq) pour les variables dépendantes. En notant les dérivées partielles par lamulti-indexation
uα

µ =
∂uα

∂xk1 ...∂xkµoù α = 1, ..., q et le multi-indie |µ| ≤ n, on note par (x, ū(n)) = (x,u,u(1), ...,u(n))les oordonnées loales du �bré des jets Jn d'ordre n. Alors les solutions d'un systèmerégulier de s équations aux dérivées partielles Fk(x,u, ...,u
(n)) = 0, k = 1, ..., s estune sous-variété de et espae des jets :

SF = {Fk(x, ū
(n)) = 0} ⊂ JnRappelons qu'un système d'EDP {Fk(x,u, ...,u

(n)) = 0} est régulier si sa matrieJaobienne par rapport aux variables indépendantes est de rang maximal s.Dé�nition 3.2.1 (Groupe de symétrie) Soit G un groupe de Lie onnexe agis-sant sur une variété M telle que :
G : (x,u, ...,u(n)) 7→ (x̂, û, ..., û(n)) (3.1)Soit un système de s équations aux dérivées partielles :

Fk(x,u, ...,u
(n)) = 0, k = 1, ..., s (3.2)On dit que G est une symétrie pour (3.2) si ∀k = 1, ..., s :

Fk(x,u, ...,u
(n)) = 0 =⇒ Fk(x̂, û, ..., û(n)) = 0 (3.3)Cela signi�e que G transforme toute solution du système d'équations aux dérivéespartielles en une autre solution de e système. On dit alors que le système d'EDPest invariant par le groupe G.Un groupe de Lie G est entièrement déterminé par un hamp de veteurs v orres-pondant aux générateurs ini�nitésimaux du groupe. Ces générateurs in�tésimauxappartiennent à l'algèbre de Lie G de G et s'érivent haun sous la forme :

v =

p∑

i=1

ξi(x,u)
∂

∂xi
+
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α=1

φα(x,u)
∂

∂uα



88 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESChaun des hamps de veteurs génère un sous-groupe à un paramètre.L'ation de G se prolonge naturellement sur l'espae des jets Jn par prolongementde ses générateurs in�nitésimaux :
pr(n)

v = v +

q∑

α=1

∑

µ

φµ
α(x,u, ...,u(n))

∂

∂uα
µoù la seonde somme porte sur les multi-indies µ = (k1, ..., kµ) ave 1 ≤ kµ ≤ pet 1 ≤ µ ≤ n. La ondition pour que G soit une symétrie d'un système régulierd'équations aux dérivées partielles (3.2) devient ∀k = 1, ..., s :

Fk = 0 =⇒ pr(n)
v · Fk = 0 (3.4)Exemple 3.2.1 (Symétries de l'équation de Burgers) Soit l'équation de Burgers :

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
(3.5)Les générateurs in�nitésimaux assoiés aux symétries de l'équation de Burgers sont :� Translation spatiale :

v1 =
∂

∂x� Translation temporelle :
v2 =

∂

∂t� Projetion :
v3 = xt

∂

∂x
+ t2

∂

∂t
+ (x− tu)

∂

∂u� Transformation d'éhelle :
v4 = x

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u� Transformation galiléenne :
v5 = t

∂

∂x
+

∂

∂uInvariants di�érentiels : Ce sont des fontions I : Jn 7→ IR qui sont invariantespar l'ation d'un sous groupe du groupe de symétrie G.Dé�nition 3.2.2 (Invariants di�érentiels) Soit G un groupe de Lie détereminépar le hamp de veteur in�nitésimal v. Soit pr(n)
v le prolongement de v à l'espaedes jets Jn. Alors une appliation I : Jn → IR est invariante pour G si

pr(n)
v[I] = 0



3.2. CADRE MATHÉMATIQUE 89Exemple 3.2.2 (Les invariants de l'équation de Burgers) Les invariants dif-férentiels assoiés à haune des symétries ontinues de l'équation de Burgers sont :� pour la translation spatio-temporelle :
(x, t, u) 7−→ (x+ cλ, t+ λ, u)où λ est le paramètre de transformation et c représente la vitesse.Les invariants sont :

y = x− ct, v = u,� pour la dilatation :
(x, t, u) 7−→ (λx, λ2t, λu)Les invariants peuvent s'érire :

y =
x√
t
, v =

u

x
,� pour la projetion :

(x, t, u) 7−→
( x

1 − λt
,

t

1 − λt
, u(1 − λt) + λx

)Les invariants peuvent se mettre sous la forme :
y =

x

t
, v = ut− x,� en�n, pour la transformation galiléenne :

(x, t, u) 7−→ (x+ λt, t, u+ λ)Les invariants sont :
y = t, v = u− x

t
,Rédution par symétrie : Les invariants assoiés à une symétrie permettent deréduire l'ordre d'une EDP. En partiulier lorsqu'il s'agit d'une EDP à une variabledépendante u et à deux variables indépendantes (x,t), la rédution par symétriepermet d'obtenir une équation di�érentielle ordinaire.Exemple 3.2.3 (L'équation de Burgers) Le proessus de rédution transformantl'équation de Burgers en une équation di�érentielle assoiée à haune des symétriesest :



90 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTES� en érivant les dérivées partielles de u par rapport à x et à t, sous forme desdérivées de v par rapport à y :
ut = −cvy, ux = vy, uxx = vyy,Par substitution dans (3.5), on obtient l'équation di�érentielle réduite pour latranslation spatio-temporelle :

(v − c)vy = νvyy� De la même manière, les dérivées partielles en fontion de v et y assoiées àla transformation d'éhelle sont :
ut

√
t = −y

2

2
vy, ux = v + yvy, uxx

√
t = 2vy + yvyy,La substitution dans l'équation de Burgers donne l'ODE réduite :

y2

2
vvy + yv2 = ν(2vy + yvyy)� Pour la projetion, les dérivées partielles se transforment omme :

utt
2 = −(v + y + yvy), uxt = 1 +

vy

t
, uxxt

3 = vyyL'ODE réduite obtenue est semblable à elle obtenue pour la translation spatio-temporelle :
vvy = νvyy� Pour la transformation galiléenne, les dérivées partielles en terme des nouvellesoordonnées s'érivent :

ut = − x

y2
+ vy, ux =

1

t
, uxx = 0,L'ODE déduite pour la transformation galiléenne s'érit :

yvy + v = 0Solutions auto-similaires Rappelons qu'une symétrie est une transformationqui agit sur l'ensemble des solutions d'une équation. Mais qu'une solution parti-ulière n'est en générale pas inhangée lorsqu'elle subit une transformation issuedu groupe de symétrie. Lorsque 'est le as, la solution est dite autosimilaire pourla symétrie onsidérée. Les solutions auto-similaires sont partiulièrement impor-tantes. Elles traduisent notamment le omportement des solutions sur des tempslongs. Par exemple, onsidérons une famille de solutions autosimilaires. Le rajout



3.2. CADRE MATHÉMATIQUE 91des onditions aux limites peut faire que la symétrie soit brisée3 par un élément dela famille. Cependant l'évolution de la solution tend vers une solution auto-similairelorsque le temps d'intégration est su�samment long pour que les e�ets des ondi-tions limites disparaissent. Une autre des importantes aratéristiques des solutionsauto-similaires est qu'elles peuvent se aluler diretement à partir de la rédutionpar symétrie d'une EDP.Exemple 3.2.4 (L'équation de Burgers) Les solutions autosimilaires pour ha-une des symétries de l'équation de Burgers s'obtiennent en résolvant les équationsdi�érentielles réduites, puis en e�etuant à nouveau la transformation de symétriedans les oordonnées d'origine.� la solution générale pour l'ODE assoiée à la translation spatio-temporelle est :
v(y) = c+K0

√
2ν tan

(K0(y +K1)√
2ν

)où K0 et K1 sont des onstantes réelles arbitraires.En appliquant la transformation de symétrie, on obtient les solutions autosi-milaires sur le demi-plan {t > 0} :
u(x,t) = c+K0

√
2ν tan

(K0(x− ct +K1)√
2ν

)� de la même manière pour la transformation d'éhelle, les solutions de l'ODEréduite est :
v(y) = B0 exp−2(

∫
f(η)dη +B1)où f est une solution de l'équation di�erentielle :

df

dη
= 2ηf 3(η) − 1

2ν
(6ν + η)f 2(η)� la solution générale pour l'ODE réduite assoiée à la projetion et la même quepour la translation spatio-temporelle, mais à vitesse nulle :

v(y) = D0

√
2ν tan

(D0(y +D1)√
2ν

)où D0 et D1 sont des onstantes réelles arbitraires.On obtient alors les solutions autosimilaires dé�nies sur le demi plan supé-rieur :
u(x,t) =

1

t

(
x+D0

√
2ν tan

(D0(
x
t
+K1)√
2ν

))3en e�et, une symétrie onserve l'ensemble des solutions S d'une équation. L'ensembledes solutions de ette équation véri�ant une ondition initiale partiulière est, par exemple,un sous-ensemble de S qui n'est pas néessairement invariant par symétrie



92 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTES� De même pour l'ODE assoiée à la transformation galiléenne :
v =

A

yoù A est une onstante réelle.Les solutions autosimilaires s'érivent :
u(x,t) =

x+ A

t
t > 03.3 Shémas invariants utilisant les repères mobilesCette setion est onsarée à la onstrution de méthodes numériques respetantles symétries de Lie et utilisant la méthode des repères mobiles. Ce proédé est appeléinvariantisation d'un shéma numérique. Il est introduit et détaillé dans les travauxde Olver, Kim et al. ([122℄, [78℄, [79℄). On illustre ette méthode par une appliationoriginale à l'équation de onvetion-di�usion 1D. Deux shémas numériques sontinvariantisés, puis omparés numériquement ave leur shéma d'origine.3.3.1 Prinipe de onstrutionOn rappelle dans ette setion les dé�nitions et les résultats néessaires à laméthode. A�n de donner une dé�nition formelle d'un shéma numérique invariant,on introduit l'espae produit joint M⋄n de M :

M⋄n = {z = (z1, ..., zn) ∈Mn|zi 6= zj for i 6= j}où zj = (xj
1, ..., x

j
m,u

j
1, ..., u

j
l ) ∈M .Dé�nition 3.3.1 (Shéma numérique ) Soit F (z) = 0 une équation aux déri-vées partielles dé�nie sur une variété M . Soit (N,Φ) un ouple d'appliations sur

M⋄n ×M⋄n dans IR× IRp. On appelle N une disrétisation de l'équation F (z) = 0d'ordre O(∆xq1

1 , ...,∆x
qm
m ) assoiée au maillage Φ si

N(z) = O(∆xq1

1 , ...,∆x
qm

m ), Φ(z) = 0,dès lors que z =
(
(x1

1, u
1
1), ..,(x

1
q , u

1
l ), ..., (x

n
1 , u

n
1), .., (x

n
q , u

n
l )
) appartient au graphed'une solution exate de l'équation F (z) = 0.Ainsi un shéma numérique est dé�ni par le noyau de la disrétisation N(z) = 0 etpar elui du maillage Φ(z) = 0.



3.3. SCHÉMAS INVARIANTS UTILISANT LES REPÈRES MOBILES 93Dans la suite,on ne onsidère dans un premier temps que le as des équations auxdérivées partielles à une dimension d'espae et de temps (m = 2, l = 1). On notealors : zj = (xj , tj, uj) ∈M , j = 1, ..., n.Dé�nition 3.3.2 (Shéma numérique invariant) Soit G un groupe de Lie onti-nue agissant sur une variété M . Soit F une fontion numérique sur M . On dit que
F est invariante par l'ation de G, ou G-invariante, si :

F (z) = F (g · z) ∀g ∈ GEn partiulier, en étendant l'ation de G sur M⋄n, on dé�nit un shéma numérique
(N,Φ) G-invariant par :

N(z) = N(g · z), Φ(z) = Φ(g · z), ∀g ∈ GOn introduit une notion plus faible d'invariane omme dé�nie par Ciogna et al.([30℄) :Dé�nition 3.3.3 (Shéma numérique symétrique) Soit G un groupe de symé-trie agissant sur une variété M . Soit F une fontion numérique sur M . On dit que
F est symétrique sous l'ation de G, ou G-symétrique, si :

F (z) = 0 ⇒ F (g · z) = 0 ∀g ∈ GComme préédemment, l'extension de l'ation de G sur M⋄n permet de dé�nir unshéma numérique (N,Φ) G-symétrique par
N(z) = 0 ⇒ N(g · z) = 0, Φ(z) = 0 ⇒ Φ(g · z) = 0, ∀g ∈ GAinsi, un shéma numérique G-invariant est néessairement G-symétrique, mais laréiproque est bien entendue fausse omme on peut le onstater dans l'exemplesuivant :Exemple 3.3.1 (Équation de la haleur) Considérons l'équation (3.6) :

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2
(3.6)La méthode d'Euler expliite sur un maillage régulier et orthogonal en temps et enespae s'érit :

N(z) = 0, Φ(z) = 0où la disrétisation de l'équation de la haleur est :
N : M⋄n −→ IR

z 7−→
un+1

j − un
j

tn+1
j − tnj

− ν
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

(xn
j+1 − xn

j )(xn
j − xn

j−1)



94 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESet le maillage régulier et orthogonal est donné par les zéros de :
Φ : M⋄n −→ IR4

z 7−→ (Φ1,Φ2,Φ3,Φ4)ave :
Φ1 = tn+1

j − 2tnj + tn−1
j régularité temporelle,

Φ2 = tnj+1 − tnj orthogonalité temporelle,
Φ3 = xn

j+1 − 2xn
j + xn

j−1 régularité spatiale
Φ4 = xn+1

j − xn
j orthogonalité spatiale,Ce shéma est lairement invariant par rapport aux translations spatiale et tempo-relle. Mais il n'est que symétrique (et non invariant) par rapport à la transformationd'éhelle. La projetion et la transformation galiléenne sont des symétries brisées parla méthode numérique.Dé�nition 3.3.4 (Repère mobile) Soit G un groupe de Lie agissant sur une va-riété M . Alors un repère mobile (à droite) est une appliation ρ, de M vers G,véri�ant la propriété d'équivariane suivante :

ρ(g · z) = ρ(z)g−1 ∀g ∈ GLes repères mobiles n'existent que si l'ation de G sur M est régulière et libre. Ladémonstration de l'existene est détaillée dans les travaux de Fels et Olver [43℄. Onrappelle qu'un groupe agit librement lorsque pour tout ouple de points (x, y) ∈ M2,il existe au plus un élément du groupe g ∈ G tel que g · x = y (plus préisement,si x et y appartiennent à la même orbite, alors il existe un unique élément g ∈ G,sinon, il n'en existe auun). La régularité de l'ation signi�e d'une part que pourtout point x et y de la variété, l'orbite de x est de même dimension que l'orbite de
y, et d'autre part que l'intersetion d'un voisinage arbitrairement petit d'un pointquelonque ave une de ses orbites est onnexe.Remarque 6 Un exemple simple où il n'existe pas de repère mobile est le suivant :si on onsidère sur le tore T = S1 × S1 la transformation gα : x 7→ x + α, où αest irrationnel. Alors l'orbite d'un point du tore T est dense dans T . De e fait,il n'existe pas de voisinage autour d'un point dont l'intersetion ave son orbitesoit onnexe. Du oup, il n'existe pas de repère mobile sur le tore T assoié à latranslation irrationnelle gα.On ne onsidère par la suite que des espaes et des groupes dont l'ation est à lafois libre et régulière.



3.3. SCHÉMAS INVARIANTS UTILISANT LES REPÈRES MOBILES 95Le résultat fondamental de onstrution des shémas invariants est le théorèmequi va suivre. Il a�rme d'une part qu'il su�t de onstruire un repère mobile pourobtenir l'invariane du shéma, et d'autre part qu'un shéma invariant ainsi onstruitreste onsistant ave l'équation ontinue.Théorème 3.3.1 (Shémas invariants utilisant les repères mobiles [78℄.) Soit
(N,Φ) un ouple d'appliations sur M⋄n × M⋄n qui dé�ni un shéma numériqued'ordre de préision O(∆xq1

1 , ...,∆x
qm
m ) pour l'équation aux dérivées partielles F (z) =

0, et G un groupe de symétrie pour ette équation, ave k paramètres réels ε =

(ε1, ..., εk). Alors le ouple d'appliations (Ñ , Φ̃) sur M⋄n ×M⋄n onstruit ave lerepère mobile ρ : M⋄n 7−→ G selon
Ñ(z) = N(ρ(z) · z), Φ̃(z) = Φ(ρ(z) · z) ∀z ∈M⋄ndé�nit un shéma numérique G-invariant d'ordre de préision O(∆x̃q1

1 , ...,∆x̃
qm
m )pour la même équation aux dérivées partielles F (z) = 0.La démonstration repose sur la propriété d'équivariane du repère mobile [122℄. Pourtoute transformée f̃(z) = f(ρ(z) · z) d'une fontion f(z), on a :

f̃(g · z) = f(ρ(g · z) · (g · z))

= f(ρ(z)g−1g · z)

= f(ρ(z) · z)

= f̃(z)La méthode atuelle de onstrution des repères mobiles repose sur les relationsimpliites entre les paramètres du groupe et les setions transverses aux orbites. Ceproédé de onstrution orrespond à la méthode de normalisation de Cartan [22℄.Il s'établit en pratique de la manière suivante :1. On érit les transformées (z̃1, ..., z̃m) des variables (z1, ..., zm) sous l'ation dugroupe de dimension r et de paramètres de transformation (ε1, ..., εr) :




z̃1 = z̃1(ε1, ..., εr, z1, ..., zm)...
z̃m = z̃m(ε1, ..., εr, z1, ..., zm)2. On hoisit les r équations de normalisation qui dé�nissent une setion trans-verse aux orbites :




K1(z1, ..., zm) = 0...
Kr(z1, ..., zm) = 0



96 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTES3. On remplae dans es équations les points (z1, ..., zm) par leur transformée
(z̃1, ..., z̃m). Cela établit r équations impliites sur les paramètres de transfor-mation (ε1, ..., εr), dépendantes des points (z1, ..., zm) :





K1(ε1, ..., εr, z1, ..., zm) = 0...
Kr(ε1, ..., εr, z1, ..., zm) = 0La résolution de es équations donne l'expression des repères mobiles (ε1, ..., εr)A�n d'illustrer les performanes d'une telle approhe, on onsidère l'équation deonvetion-di�usion.3.3.2 L'équation de onvetion-di�usion 1DConsidèrons le modèle de l'équation de onvetion-di�usion instationnaire mo-nodimensionel :

∂u

∂t
+ v

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
(3.7)où (x,t) représentent les variables d'espae et de temps, u le hamp de vitesse, ν leoe�ient de di�usion et v une vitesse donnée, supposée onstante.Le groupe de symétrie de l'équation (3.7) est dérit par les sous-groupes de trans-formations à un paramètre réel :

G1 : (x,t,u) 7−→ (x+ ε1, t, u) Translation spatiale
G2 : (x,t,u) 7−→ (x, t+ ε2, u) Translation temporelle
G3 : (x,t,u) 7−→ (x,t,ueε3) Dilatation
G4 : (x,t,u) 7−→ (x− 2tνε4, t, ue

ε4((x−vt)−tνε4)) Transformation galiléenne
G5 : (x,t,u) 7−→ (xe2νε5 , te4νε5,, ue−

v
2ν

(x(1−e2νε5 )− vt
2

(1−e4νε5 ))) Dilatation
G6 : (x,t,u) 7−→ ( x

1−4tνε6
, t
1−4tνε6

, u
√

1 − 4tνε6e
− ε6(x−vt)2

1−4tνε6 ) Transformation projetiveOn ne onsidère ependant que l'ation suivante :
(x,t,u) 7→ (x̄, t̄, ū)

= (
x+ ε1

1 − 4(t+ ε2)νε6
,

t+ ε2

1 − 4(t+ ε2)νε6
, u
√

1 − 4(t+ ε2)νε6e
− ε6((x+ε1)−v(t+ε2))2

1−4(t+ε2)νε6 )Cette transformation orrespond à l'ation des sous-groupes G6G2G1.



3.3. SCHÉMAS INVARIANTS UTILISANT LES REPÈRES MOBILES 973.3.2.1 Invariantisation du shéma FTCSPour illustrer l'approhe, montrons la proédure de symétrisation pour un shémaentré expliite (FTCS) :
un+1

j = un
j −v

tn+1
j − tnj

xn
j+1 − xn

j−1

(un
j+1−un

j−1)+ν
tn+1
j − tnj

(xn
j+1 − xn

j )(xn
j − xn

j−1)
(un

j+1−2un
j +un

j−1)(3.8)L'ation des groupes de translations et de la transformation projetive G6G1G2 surles variables disrètes s'érit :
xn

j 7−→ x̄n
j =

xn
j + ε1

1 − 4(tnj + ε2)νε6

tnj 7−→ t̄nj =
tnj + ε2

1 − 4(tnj + ε2)νε6

un
j 7−→ ūn

j = un
j

√
1 − 4(tnj + ε2)νε6e

−
ε6((xn

j +ε1)−v(tnj +ε2))2

1−4(tn
j

+ε2)νε6Comme expliqué préédement, le hoix des setions permet de déterminer les expres-sions des repères mobiles. Ces dernières dé�nissent le shéma invariant. Des argu-ments d'ordre géométrique permettent de hoisir les setions. Notamment pour lestranslations spatiale et temporelle, si l'on veut que la transformation de la variabledépendante disrète un
i ne dépende pas de la valeur des variables indépendantes dis-rètes tnj et xn

j , mais uniquement du pas de temps ∆tnj = tn+1
j −tnj et du pas d'espae

∆xn
j = xn

j+1 − xn
j , il est raisonnable de hoisir les setions :

x̄n
j = 0, t̄nj = 0,En e�et, en proédant ainsi, on assure l'invariane par translation spatiale et tem-porelle de la transformation sur un

j , et du oup, on garantit aussi ette invarianepour tout le shéma.On ontinuera à évoquer et argument pour déterminer les repères mobiles assoiésaux translations des variables indépendantes.En partant d'un maillage régulier et orthogonal omme dérit dans l'exemple (3.3.1),et en onsidérant les repères mobiles :
ε1 = −xn

j , ε2 = −tnj ,on obtient alors la transformation du pas d'espae et du pas de temps :
∆x̄ = ∆x, ∆t̄ =

∆t

1 − 4νε6∆t
,où ∆x = ∆xn

j et ∆t = ∆tnj pour tout j et n. Pour e qui est de un
j , on désireminimiser les osillations qui sont provoquées par des e�ets purement numérique.



98 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESUne osillation au voisinage d'un point orrespond loalement à une zone à forteourbure. La ourbure en un point étant dé�nie par sa dérivée seonde, 'est elle-iqui doit être minimisée. On hoisit alors la setion :
ūn

j+1 − 2ūn
j + ūn

j−1 = 0On obtient alors les expressions des repères mobiles en exprimant dans haune deséquations des setions les variables transformées en fontion de ε1, ε2 et ε6 :
ε6 =

1

∆x2
ln(

un
j+1 + un

j−1

2un
j

)Le shéma FTCS devient alors après transformation :
un+1

j =
e

ε6ν2∆t2

1−4ν∆tε6

√
1 − 4ν∆tε6

(
un

j − v∆t

2(1 − 4ν∆tε6)∆x
(un

j+1 − un
j−1)e

−ε6∆x2

+
∆tν

(1 − 4ν∆tε6)∆x2
((un

j+1 + un
j−1)e

−ε6∆x2 − 2un
j )
) (3.9)Le shéma symétrisé obtenu onserve le aratère expliite du shéma lassique àpartir duquel il a été onstruit.3.3.2.2 Résultats numériquesOn regarde le omportement de la solution de l'équation de onvetion-di�usionsur un domaine su�samment grand, et ayant omme ondition initiale :

u0(x) =

{
−10x2 + 10 si |x| ≤ 1,

0 sinon (3.10)Classiquement le shéma expliite entré est onditionnellement stable, à la onditionCFL ≤ 2
Reh

, où CFL = vk
h

et Reh = vh
ν
. La Fig 3.1 (a), rapporte le résultat de lasolution numérique du shéma expliite entré pour CFL = 0.4 et Reh = 10. On setrouve ainsi plaé dans un as où la ondition de stabilité n'est pas véri�ée ; ommeon pouvait s'y attendre, e shéma est instable. Alors que dans les mêmes onditions,le shéma symétrisé (Fig 3.1 (b)) ne présente pas d'instabilités.3.3.2.3 Invariantisation du shéma déentré upwindUne tehnique lassique pour rendre plus stable un shéma expliite entré estde déentrer le terme de onvetion. On obtient ainsi un shéma déentré (upwind) :

un+1
i = un

j − v∆t

∆x
(un

j − un
j−1) +

ν∆t

∆x2
(un

j+1 − 2un
j + un

j−1)
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x(b) Shéma FTCS invariantFig. 3.1 � Équation de onvetion-di�usion 1D. Comportement des solutions numé-riques. T = 2 se. ν = 10−3, v = 1, h = 10−2, CFL = 0.4.Il est reonnu omme plus stable mais présente aussi de la di�usion numérique. Deplus, il est d'ordre inférieur (ordre 1) par rapport au shéma FTCS (ordre 2). Laproédure d'invariantisation transforme e shéma :
un+1

j =
e

ε6ν2∆t2

1−4ν∆tε6

√
1 − 4ν∆tε6

(
un

j − v∆t

(1 − 4ν∆tε6)∆x
(un

j − un
j−1e

−ε6∆x2

)

+
∆tν

(1 − 4ν∆tε6)∆x2
((un

j+1 + un
j−1)e

−ε6∆x2 − 2un
j )
) (3.11)



100 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESoù l'on a pris de façon identique au shéma entré, les repères mobiles :
ε1 = −xn

j , ε2 = −tnj , ε6 =
1

∆x2
ln(

un
j+1 + un

j−1

2un
j

),3.3.2.4 Résultats numériquesLa Fig. 3.2 illustre la omparaison entre le shéma upwind et sa version inva-riante pour di�érentes valeurs du Reynolds de mailleReh. On onstate que le shémalassique di�use de plus en plus, à mesure que le Reh roît. Alors que le shéma sy-métrisé reste toujours très prohe de la solution exate. Sa solution laisse néanmoinsapparaitre quelques légères osillations lorsque Reh augmente. La Fig. 3.3 montre,en fontion de la taille du maillage, l'erreur L2 par rapport à la solution exate dushéma upwind et du shéma upwind invariant : les ourbes d'erreurs roient de fa-çon identique, alors que le shéma invariant se montre naturellement plus préis. End'autres termes, le shéma symétrisé est à la fois plus stable que le shéma entré etplus robuste que le shéma upwind (ar pour une même préision, le shéma upwindpeut néessiter un maillage 5 fois plus �n). Un pont faible à ette manière de pro-éder est qu'elle ne garantit auunement la onservation des propriétés numériquesdu shéma d'origine : si l'on s'attend à e qu'il y ait un gain de performanes grâeà la symétrisation, il est aussi possible que l'on détruise des propriétés numériques !En partiulier, le théorème de onstrution 3.3.1 ne préise pas l'ordre du shémainvariant obtenu. La méthode de normalisation de Cartan ne permet pas de ontr�-ler e paramètre. Ainsi, puisque la onstrution des shémas invariants n'est pour lemoment établi qu'à travers des onsidérations géométriques, il apparaît naturel d'yajouter des ontraintes purement numériques. C'est l'objet de la setion suivante.3.4 Constrution des shémas invariantsDans la présente setion, on expose notre ontribution au développement dela méthode d'invariantisation. On rappelle qu'un des inonvénients de la méthoded'invariantisation réside dans le hoix du repère mobile. Ce hoix onditionne en-tièrement les qualités numériques du shéma. Il est e�etué atuellement de façonad ho pour haque problème. Une partie de mes travaux onsiste à établir uneproédure de onstrution des shémas invariants utilisant les repères mobiles, quisoit systématique. Cette méthode originale doit être générique ; 'est-à-dire qu'ellene doit pas dépendre du problème onsidéré, tout en garantissant des performanesnumériques au moins similaires à elles des shémas lassiques. Comme exemplesd'appliation, on traite l'équation de Burgers 1D et 2D pour les raisons évoquées
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102 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTES

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9PSfrag replaements

20102 124 146 168 18
∆x (×10−3)

ErreurL2
UpwindInvariant

(a) Shémas upwind et upwind invariantFig. 3.3 � Équation de onvetion-di�usion 1D. Erreur L2 des shémas upwind etupwind invariant. T=6. ν = 1.10−5, v = 1, CFL= 1/2.dimension r et de paramètres de transformation (ε1, ..., εr) :




z̃1 = z̃1(ε1, ..., εr, z1, ..., zm)...
z̃m = z̃m(ε1, ..., εr, z1, ..., zm)2. On détermine les paramètres de transformation de sorte à e que les (ε1, ..., εr)véri�ent la propriété d'équivariane, et qu'ils deviennent don des repères mo-biles. Pour ela, on leur suppose une forme algébrique dimensionnellementohérente, et qui dépende des variables dépendantes :

∀i = 1, .., r εi =
S∑

si

asi
(xsi

)ksi (usi
)lsi , asi

∈ IR, ksi
, lsi

∈ ZZ,On obtient alors une famille de r repères mobiles dont les éléments dépendenthaun de S oe�ients asi
. Le nombre S est égal au nombre de variablesdisrètes que l'on veut inlure dans la disrétisation de (N,Φ). La propriétéd'équivariane porte sur les oe�ients asi

.3. On érit ensuite le shéma transformé par le groupe à r paramètres :
N(z̃1, ..., z̃m) = 0

Φ(z̃1, ..., z̃m) = 0



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 103Il s'érit dans le repère d'origine en fontion des paramètres de transformation
(ε1, ..., εr) :

Ñ(ε1, ..., εr, z1, ..., zm) = 0

Φ̃(ε1, ..., εr, z1, ..., zm) = 0Il est invariant lorsque l'on exprime les εi en fontion des oe�ients asi
.4. On détermine alors les asi

de sorte à e que le shéma invariant soit d'un ordrede préision donnée, grâe à un développement de Taylor.On détaille les étapes de et algorithme sur un shéma expliite entré en espaeassoié à l'équation de Burgers 1D. On étend ensuite les aluls au as bidimension-nel.3.4.2 L'équation de Burgers 1DConsidérons l'équation de Burgers 1D :
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
(3.12)Les symétries de ette équation sont les transformations à 1-paramètre réel suivant :� Translation spatiale :

G1 : (x,t,u) 7−→ (x+ ε1, t, u)� Translation temporelle :
G2 : (x,t,u) 7−→ (x, t + ε2, u)� Projetion :
G3 : (x,t,u) 7−→ ( x

1−ε3t
, t
1−ε3t

, u(1 − ε3t) + ε3x)� Transformation d'éhelle :
G4 : (x,t,u) 7−→ (xeε4 , te2ε4 , ue−ε4)� Transformation galiléenne :
G5 : (x,t,u) 7−→ (x+ ε5t, t, u+ ε5)La plupart des méthodes d'intégration lassiques préservent les translations spa-tiale et temporelle, ainsi que la transformation d'éhelle. Ce sont généralement laprojetion et la transformation galiléenne qui sont brisées.



104 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESOn s'inspire de la méthode de normalisation pour déterminer les setions transversesassoiées aux repères mobiles temporel et spatial ε1 et ε2. Le hoix de la setion trans-verse se justi�e, omme pour l'exemple de l'équation de onvetion-di�usion, par lefait de n'avoir à manipuler que les pas d'espae et de temps (h = ∆x, k = ∆t), et nonles valeurs des variables de temps et d'espae (xn
j , t

n
j ). Pour expliiter les expressionsdes repères mobiles assoiés à la projetion et à la transformation galiléenne ε3 et ε5,on onsidère une forme algébrique générale donnée par la propriété d'équivariane,puis on applique des ontraintes numériques.Considérons la transformationG = G3G5G2G1, dépendante des paramètres ε1, ε2, ε3et ε5, dont les transformées s'expriment par :

x̄ =
(x+ ε1) + ε5(t+ ε2)

1 − ε3(t+ ε2)
(3.13)

t̄ =
t+ ε2

1 − ε3(t+ ε2)
(3.14)et

ū = u(1 − ε3(t+ ε2)) + (x+ ε1)ε3 + ε5 (3.15)Remarque 7 Cette transformation prend en ompte toutes les symétries de l'équa-tion de Burgers, exeptée la dilatation. On peut véri�er que es transformationsommutent.Considérons les points d'un stenil :
ζ = (ζn+1

j , ζn
j , ζ

n
j+1, ζ

n
j−1)tels que :

ζn+1
j = (xn+1

j , tn+1
j ), ζn

j = (xn
j , t

n
j ), ζn

j+1 = (xn
j+1, t

n
j+1), ζn

j−1 = (xn
j−1, t

n
j−1),La transformée de ζ sous l'ation de g ∈ G est notée g · ζ = ζ̄ .A�n de n'avoir que des opérations sur les pas de temps et d'espae plut�t que surles valeurs des oordonnées, on onsidère les setions transverses :

x̄n
j = 0, t̄nj = 0,Les expressions des repères mobiles4 assoiés aux translations spatiale et temporellesont :

ε1 = −xn
j , ε2 = −tnj ,de sorte que les variables disrètes transformées (ζ̄n

j ) sont exprimées en fontion dupas d'espae hn
j = xn

j+1 − xn
j−1 et du pas de temps kn

j = tn+1
j − tnj :4suivant la proédure de normalisation de Cartan, le hoix des setions transversespermet de aluler les repères mobiles
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ζ̄n+1
j = ( (xn+1

j −xn
j )+ε5(t

n+1
j −tnj )

1−ε3(t
n+1
j −tnj )

,
tn+1
j −tnj

1−ε3(tn+1
j −tnj )

)

ζ̄n
j = (

0, 0
)

ζ̄n
j+1 = ( (xn

j+1−xn
j )+ε5(tnj+1−tnj )

1−ε3(tnj+1−tn
j
)

,
tnj+1−tnj

1−ε3(tn
j+1−tn

j
)

)

ζ̄n
j−1 = ( (xn

j−1−xn
j )+ε5(tnj−1−tnj )

1−ε3(tnj−1−tnj )
,

tnj−1−tnj
1−ε3(tnj−1−tnj )

)3.4.2.1 Transformation du maillage.Prenons omme maillage initial un maillage régulier et orthogonal :
xn+1

j − xn
j = 0

xn
j+1 − 2xn

j + xn
j−1 = 0

tnj+1 − tnj = 0

tn+1
j − 2tnj + tn−1

j = 0Les variables d'espae sont indépendantes du temps, et réiproquement, les variablesde temps ne dépendent pas de l'espae. Notons le pas d'espae onstant h = xj+1−xj ,
∀j et le pas de temps onstant k = tn+1 − tn, ∀n assoiés au maillage d'origine. Lemaillage transformé sous l'ation de g dépend des paramètres de symétrisation ε3et ε5.Il reste régulier en espae :

x̄n
j+1 − 2x̄n

j + x̄n
j−1 = 0On note le pas d'espae transformé par h̄n = x̄n
j+1− x̄n

j . Pour tout n �xé, on a h̄ = h.Les ouhes temporelles restent plates omme pour le maillage original :
t̄nj+1 − t̄nj = 0Mais le pas de temps τ̄n

j = t̄n+1 − t̄n est modi�é :
τ̄n
j =

k

1 − ε3kCette transformation induit une translation σ̄n
j = x̄n+1

j − x̄n
j de l'axe spatial à haqueinrément de temps :

σ̄n
j = ε5

k

1 − ε3k
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Fig. 3.4 � Équation de Burgers 1D. Translation spatiale du maillage.Constrution des repères mobiles : On note z = (xl
m, t

l
m, u

l
m) ∈ {(zn

j , z
n
j+1, z

n
j−1, ...)}un point de M⋄n et les appliations ρµ,λ : M⋄n −→ G, où le paramètre µ est assoiéà la projetion et le paramètre λ est assoié à la transformation galiléenne :

ρµ,λ(z) · z = z̄

=
((xl

m + ε1) + λ(tlm + ε2)

1 − µ(tlm + ε2)
,

tlm + ε2

1 − µ(tlm + ε2)
, ul

m(1 − µ(tlm + ε2)) + (xl
m + ε1)µ+ λ

)ave ε1 = −xn
j et ε2 = −tnj .La ondition d'équivariane pour ρµ,λ est :

ρµ,λ(z) · z = ρµ,λ(z̄) · z̄ (3.16)Appliqué à ε3 et ε5, le membre de gauhe de (3.16) s'érit sur les points du stenilonsidéré :
ρε3,ε5(z

n
j ) · zn

j =
(
0, 0, un

j + ε5

)

ρε3,ε5(z
n+1
j ) · zn+1

j =
(xn+1

j − xn
j + ε5k

1 − ε3k
,

k

1 − ε3k
, un+1

j (1 − ε3k) + ε3(x
n+1
j − xn

j ) + ε5

)

ρε3,ε5(z
n
j±1) · zn

j =
(
h, 0, un

j±1 ± ε3h+ ε5

)et pour le membre de droite :
ρε3,ε5(z̄

n
j ) · z̄n

j =
(
0, 0, un

j + (λ+ ε̄5)
)

ρε3,ε5(z̄
n+1
j ) · z̄n+1

j =
(xn+1

j − xn
j + (λ+ ε̄5)k

1 − (µ+ ε̄3)k
,

k

1 − (µ+ ε̄3)k
,

un+1
j (1 − (µ+ ε̄3)k) + (µ+ ε̄3)(x

n+1
j − xn

j ) + (λ+ ε̄5)
)

ρε3,ε5(z̄
n
j±1) · z̄n

j =
(
h, 0, un

j±1 ± (µ+ ε̄3)h + (λ+ ε̄5)
)De sorte que la ondition d'équivariane (3.16) est équivalente à :

ε̄3 = ε3 − µ, ε̄5 = ε5 − λ, (3.17)



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 107A�n de déterminer une famille de repères mobiles permettant de rendre invariant leshéma numérique, on suppose une forme générale pour l'expression de ε3.Comme [ε3] = s−1, on doit hoisir une ombinaison des variables disrètes qui soitdimensionnellement ohérente. Si l'on veut garder le aratère expliite du shémanumérique, il ne doit pas y avoir de terme omportant un+1. D'autre part, pourgarder le degré du terme onvetif, le paramètre de symétrisation doit être au plusde degré un. En�n, la onstrution du repère mobile ε3 néessite qu'il n'y ait pas determe isolé en h ou en k seuls. Supposons la forme algébrique :
ε3 =

aun
j+1 + bun

j + cun
j−1

h
a,b,c ∈ IR (3.18)Des arguments similaires pour ε5 (de dimension m.s−1) permettent de supposer laforme générale suivante :

ε5 = dun
j+1 + eun

j + fun
j−1 d,e,f ∈ IR (3.19)Les onditions sur a, b, c et d, e, f telles que (3.18) et (3.19) deviennent des repèresmobiles, et véri�ent alors (3.17) sont :

c− a = 1, a+ b+ c = 0, d− f = 0, d+ e+ f = −1, (3.20)Remarque 8 La détermination des expressions de la famille des repères mobilesassoiés à l'ation d'un groupe donné est, évidemment, indépendante du shémanumérique onsidéré.3.4.2.2 Invariantisation du shéma FTCS.On part du shéma expliite entré en espae (FTCS) :
un+1

j − un
j

k
+ un

j

(un
j+1 − un

j−1

2h

)
= ν

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2Construisons un shéma invariant pour la transformation :
ū = u(1 − ε3(t+ ε2)) + (x+ ε1)ε3 + ε5 (3.21)Sur les variables disrètes, ela orrespond à :

ūn+1
j = un+1

j (1 − ε3(t
n+1
j − tnj )) + ε3(x

n+1
j − xn

j ) + ε5

ūn
j = un

j + ε5

ūn
j+1 = un

j+1(1 − ε3(t
n
j+1 − tnj )) + ε3(x

n
j+1 − xn

j ) + ε5

ūn
j−1 = un

j−1(1 − ε3(t
n
j−1 − tnj )) + ε3(x

n
j−1 − xn

j ) + ε5



108 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESDans les oordonnées du maillage transformé dont les points assoiés au stenil dushéma FTCS sont : ζ̄ = (ζ̄n+1
j , ζ̄n

j , ζ̄
n
j+1, ζ̄

n
j−1), le shéma transformé s'érit :

ūn+1
j − ūn

j

τ̄n
j

+ ūn
j

( ūn
j+1 − ūn

j−1

2h̄

)
= ν

ūn
j+1 − 2ūn

j + ūn
j−1

h̄2Ce qui donne dans le maillage d'origine :
un+1

j (1 − ε3k) + ε3(x
n+1
j − xn

j ) − un
j

k
(1 − ε3k) + (un

j + ε5)
(un

j+1 − un
j−1

2h
+ ε3

)

− ν
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

h2
= 0 (3.22)ave xn+1

j − xn
j = 0 ar le maillage est orthogonal. Le théorème fondamental 3.3.1garantit que si ε3 et ε5 sont des appliations équivariantes pour les ations (3.13),(3.14) et (3.15) alors le shéma transformé (3.22) est un shéma invariant. On expli-ite dans la suite les expressions de ε3 et ε5 a�n de rendre le shéma invariant préisà l'ordre O(k, h2).Ordre de préision. Un résultat fondamental de la méthode garantit que le pro-essus d'invariantisation préserve la onsistane [79℄. Cependant l'ordre de onsis-tane peut varier.Considérons le terme temporel Tt, le terme onvetif Tc et le terme di�usif Td :

Tt =
un+1

j − un
j

k
, Tc = un

j

(un
j+1 − un

j−1

2h

)
, Td = ν

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2
,la ondition de onsistane du shéma invariant est :

T̄t + T̄c − T̄d =
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
+O(kp, hq) p,q > 0où T̄t, T̄c et T̄d sont les termes transformés invariants temporel, onvetif et dedi�usion :

T̄t =
1

k

(
un+1

j (1 −
aun

j+1 + bun
j + cun

j−1

h
k) +

aun
j+1 + bun

j + cun
j−1

h
(xn+1

j − xn
j ) − un

j

)

(1 −
aun

j+1 + bun
j + cun

j−1

h
k)

T̄c = (un
j + dun

j+1 + eun
j + fun

j−1)
(un

j+1 − un
j−1

2h
+
aun

j+1 + bun
j + cun

j−1

h

)

T̄d = ν
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

h2ave les oe�ients a, b, c, d, e et f satisfaisant la ondition d'équivariane (3.20).Le développement de Taylor donne :
T̄t + T̄c − T̄d =

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
− (a + c)

h

2
u
∂2u

∂2x
+

dx

dt
(
∂u

∂x
+ ...) + O(k,h2)



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 109A�n de onserver le même degré de préision, il est néessaire d'avoir :
a + c = 0Cependant, auune ontrainte n'apparait sur les oe�ients (d, e, f) de ε5 ; en e�et,

ε5 apparait seulement dans le terme onvetif. Or le développement de Taylor de T̄cindique que :
T̄c = O(h2)Ce qui signi�e que le terme onvetif symétrisé est identiquement nul, et ainsi quel'information est onvetée par le terme temporel qui agit de façon analogue à unedérivée temporelle lagrangienne.Le repère mobile assoié à la projetion est don déterminé de façon unique :

ε3 = −
un

j+1 − un
j−1

2hL'expression ε5 est arbitraire.Remarque 9 La setion transverse assoiée à ε3 est :
ūn

j+1 − ūn
j−1 = 0Le shéma invariant obtenu à partir du shéma lassique FTCS s'érit don dans lemaillage régulier et orthogonal d'origine :

0 =
un+1

j (1 − ε3k) + ε3(x
n+1
j − xn

j ) − un
j

k
(1 − ε3k) (3.23)

+(un
j + ε5)

(un
j+1 − un

j−1

2h
+ ε3

)
− ν

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2

ε3 = −
un

j+1 − un
j−1

2h
(3.24)

ε5 = dun
j+1 + eun

j + fun
j−1 d, e, f arbitraires (3.25)Remarque 10 Le paramètre de symétrisation assoié à la transformation gali-léenne ε5 est arbitraire lorsque le shéma numérique est exprimé dans le maillaged'origine, régulier et orthogonal. Ce n'est plus le as si le maillage d'origine n'est plusorthogonal, ni lorsque la solution numérique est exprimée dans le repère de référeneobtenu après transformation.3.4.2.3 Résultats numériquesOn illustre les performanes de ette approhe par des tests signi�atifs. Onmontre dans quelle mesure un shéma invariant respete le prinipe fondamental



110 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESd'invariane galiléenne. On retrouvera e test dans la dernière setion du présenthapitre, lorsque l'on évoquera la onsistane en symétrie des shémas. Puis onregarde omment un shéma invariant arrive à apturer les hos dans le as d'unetrès faible visosité. En�n, on ompare l'approhe de symétrisation utilisant lesrepères mobiles ave elle de semi-invariane introduite par Shokin.Pseudo-ho. Une des partiularités de l'équation de Burgers est qu'elle pro-duit et/ou absorbe les hos. Les méthodes lassiques présentent des osillationsparasites non physiques autour de la zone de fort gradient. On onsidère alors lemême problème que préédement, dont les onditions de bord et la ondition ini-tiale est donnée par la solution exate :
uexact(x,t) =

sinh( x
2ν

)

cosh( x
2ν

) + exp(− t
4ν

)Le domaine spatial orrespond à l'intervalle [−1; 1]. L'intervalle de temps est [1; 2].Le pas d'espae est égal au pas de temps ∆x = ∆t = 5.10−2 ; la visosité est priseassez faible ν = 75.10−5. Ainsi, le Reynolds de maille est porté à Reh = ( 1
15

)103, etle CFL vaut 1.On présente le omportement d'un shéma invariant onstruit à partir du shémaFTCS . On le ompare ave le shéma lassique impliite de Crank-Niolson. Dansla Fig. 3.5, on peut observer le bon omportement du shéma invariant. Même siune légère dissipation apparait au voisinage du ho, sa solution numérique resteprohe de la solution exate. Le gain du proessus de symétrisation dans e as estd'améliorer la qualité d'un shéma en lui onférant les propriétés d'invariane, touten onservant le aratère expliite de la méthode.Invariane galiléenne. Le prinipe d'invariane galiléenne énone que le om-portement d'un système doit être le même quelque soit le repère à partir duquel ilest observé5. On regarde dans quelle mesure les shémas invariants respetent eprinipe.On onsidère un problème dont la ondition initiale et les onditions aux limitessont données par la solution exate suivante :
uexact(x,t) =

sinh( x
2ν

)

cosh( x
2ν

) + exp(− t
4ν

)
, Ω = [0,1], t ≥ 0,Pour e�etuer la translation galiléenne, on ajoute à haque instant au repère unevitesse onstante λ. Dans le repère d'origine, le pas d'espae est ∆x = 2.10−2. Lepas de temps est alulé de sorte à onserver un CFL = 1/2. La visosité est priseà ν = 5.10−3. Les Fig. 3.6 (a), 3.6 (b) et 3.6 () représentent les pro�ls des solutions
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(a) Comportement au voisinage d'un hoFig. 3.5 � Équation de Burgers 1D. Solution exate, shéma lassique impliite deCrank-Niolson, et shéma expliite invariant. Sur le domaine spatial [−1; 1] pourun intervalle de temps égal à [1; 2]. ∆x = ∆t = 5.10−2 et ν = 75.10−5.numériques des shémas FTCS, Lax-Wendro� et Crank-Niolson invariantisés. Ononstate que le pro�l du shéma FTCS symétrisé varie très faiblement : une dis-sipation numérique apparait toutefois ave la vitesse d'entraînement ; elle a poure�et de lisser la ourbe au voisinage du ho. La solution ne transporte ependantauune osillation parasite, même lorsque λ = 3. Rappelons que le shéma lassiqueFTCS est omplètement dégradé pour λ = 1. Le shéma symétrisé de Lax-Wendro�ne reproduit pas aussi �dèlement la solution exate que le shéma lassique, mêmelorsque la vitesse d'entrainement est nulle. Cependant, la solution reste identiquepour toutes les valeurs de λ testées. Il en est de même pour le shéma de Crank-Niolson symétrisé : la solution montre un omportement indépendant du fateurd'entrainement.Comparaison ave un shéma semi-invariant. On ompare la méthoded'invariantisation et la méthode de semi-invariantisation développée par Y. Shokin[142℄, et appliquée à l'équation de Burgers par E. Hoarau [58℄. Un bref aperçu de laméthode est rappelé en Annexe (B).Le shéma semi-invariant, omme il a été proposé par E. Hoarau [58℄, prend la forme5pourvu que les di�érents repères ne di�èrent que d'une translation retiligne uniforme
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() Shéma Crank-Niolson invariant (d) Solution exateFig. 3.6 � Équation de Burgers 1D. Pro�ls des solutions numériques et de la solutionexate pour di�érentes vitesses d'entraînement λ = 0, λ = 1, λ = 2 et λ = 3.
∆x = 2.10−2. ν = 5.10−3. CFL=1/2 référentiel d'origine.suivante :
0 =

un+1
i − un

i

∆t
+

1

∆x
A− ν

1

∆x2
B − Cun

i +
ν∆t

2∆x2

(
D1 −D2

)
+

ν∆t

2∆x3
E − ν2∆t

2∆x4
Foù on a posé :

A = − 1

12

un
i+2

2

2

+
2

3

un
i+1

2

2

− 2

3

un
i−1

2

2

+
1

12

un
i−2

2

2
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B = − 1

12
un

i+2 +
4

3
un

i+1 −
5

2
un

i − 4

3
un

i−1 −
1

12
un

i−2, C = Ωn
i+ 1

2
(un

i+1 − un
i ) − Ωn

i− 1
2
(un

i − un
i−1),

D1 =
1

2
un

i+ 1
2
(un

i+2 − un
i+1 − un

i + un
i−1), D2 =

1

2
un

i− 1
2
(un

i+1 − un
i − un

i−1 + un
i−2),

E =
1

2
(un

i+2 − 2un
i+1 + 2un

i−1 − un
i−2), F = un

i+2 − 4un
i+1 + 6un

i − 4un
i−1 + un

i−2,et Ωn
i est pris omme une disrétisation de :

Ω =
1

∆x2
(
∆t

2
u2 − C)et en prenant C = −0.01t(tu− x)2(ux)

2.Le hoix de la onstante C, et par suite de Ω, onfère au shéma ses qualités nu-mériques. On obtient au �nal le shéma semi-invariant d'ordre 1 en temps et 2 enespae.On onsidère les onditions limites données par la solution exate suivante :
uexact(x,t) =

x−2t
t+0.1

1 + ν2
√
t+ 0.1 exp

( (x−2t)2

4ν(t+0.1)

) + 2, Ω = [0 : 20], t ∈ [0.1; 5.2],Les résultats sont présentés sur la Fig. 3.7. Bien que les solutions montrent unomportement globalement omparable, on observe un léger gain de préision venantdu shéma omplètement invariant ; notamment, la ourbe suit plus �dèlement ellede la solution exate au voisinage des zones à fort gradient.3.4.3 L'équation de Burgers 2DDans ette sous-setion, on présente à nouveau en détails la onstrution d'unshéma invariant utilisant les repères mobiles dans le as 2D.On traite le système :
ut + uux + vuy = ν(uxx + uyy) (3.26)
vt + uvx + vvy = ν(vxx + vyy) (3.27)Les symétries sont :� Translation temporelle

Tτ : (t,x,Y,u,v) 7−→ (t+ τ, x, y, u, v)
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(b) Shéma lassique d'ordre 4Fig. 3.7 � Équation de Burgers 1D. Pro�ls des solutions numériques et de la solutionexate pour une solution régulière de l'équation de Burgers. ∆x = 5.10−2, ∆t =

4.10−3 et ν = 5.10−2. Le temps d'intégration est ompris dans [0.1; 5.2].� Translations spatiale :selon x :
Sσ1

: (t,x,u) 7−→ (t, x+ σ1, u)
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Sσ2

: (t,y,v) 7−→ (t, y + σ2, v)� Rotation
Rρ : (x,y,u,v) 7−→ (x cos ρ−y sin ρ, x sin ρ+y cos ρ, u cos ρ−v sin ρ, u sin ρ+v cos ρ)� Dilatation

Dδ : (t,x,y,u,v) 7−→ (te2δ, xeδ, yeδ, ue−δ, ve−δ)� Transformations galiléenne :selon x :
Gγ1

: (t,x,u) 7−→ (t, x+ γ1t, u+ γ1)selon y :
Gγ2

: (t,y,v) 7−→ (t, y + γ2t, v + γ2)� Transformation projetive :
Pε : (t,x,y,u,v) 7−→ (

t

1 − tε
,

x

1 − tε
,

y

1 − tε
, u(1 − εt) + εx, v(1 − εt) + εy)On ne prend en ompte que les translations, la projetion et les transformationsgaliléennes. La dilatation et la rotation ne sont pas retenues pour la proédured'invariantisation. Les variables indépendantes se transforment omme suit :

t 7−→ t̄ =
t+ τ

1 − ε(t+ τ)
, x 7−→ x̄ =

(x+ σ1) + γ1(t+ τ)

1 − ε(t+ τ)
, y 7−→ ȳ =

(y + σ2) + γ2(t+ τ)

1 − ε(t+ τ)
,et les variables dépendantes par :

u 7−→ ū = u(1 − ε(t+ τ)) + ε(x+ σ1) + γ1, v 7−→ v̄ = v(1 − ε(t+ τ)) + ε(y + σ2) + γ2,où (t̄, x̄, ȳ, ū, v̄) sont les transformées par l'ation de PεGγ1
Gγ2

Sσ1
Sσ2

Tτ .3.4.3.1 Transformation du maillageOn onsidère un maillage régulier et orthogonal dans les deux diretions d'espaeet de temps :
tni+1,j − tni,j = 0

tni,j+1 − tni,j = 0

xn+1
i − xn

i = 0

xn
i+1 − 2xn

i + xn
i−1 = 0

yn+1
j − yn

j = 0

yn
j+1 − 2yn

j + yn
j−1 = 0



116 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESDe façon à ne travailler qu'ave les pas d'espae ∆x et ∆y et le pas de temps ∆t,on prend les repères mobiles :
τ = −tni,j , σ1 = −xn

i , σ2 = −yn
j , (3.28)De sorte que le maillage reste régulier dans les deux diretions de l'espae, mais nele soit pas dans la diretion du temps. De plus, l'orthogonalité est brisée.

∆t̄ =
∆t

1 − ε∆t
, ∆x̄n = ∆xn, ∆ȳn = ∆yn, (3.29)Constrution des repères mobiles On note z = (t, x, y, u, v) et zn

i,j = (tn, xn
i , y

n
j , u

n
i,j, v

n
i,j),où un

i,j = u(tn, xn
i , y

n
j ) et vn

i,j = v(tn, xn
i , y

n
j ). Alors pour une appliation ρ : M⋄n → Gtelle que :

ρ(zn
i,j) · z =

( t− tn

1 − ε(t− tn)
,
(x− xn

i ) + γ1(t− tn)

1 − ε(t− tn)
,
(y − yn

j ) + γ2(t− tn)

1 − ε(t− tn)
,

u(1 − ε(t− tn)) + ε(x− xn
i ) + γ1, v(1 − ε(t− tn)) + ε(y − yn

j ) + γ2

)la ondition d'équivariane s'érit :
ρ(z) · z = ρ(z̄) · z̄Regardons à quoi elle orrespond sur les points z = (zn+1

i,j ,zn
i,j ,z

n
i±1,j,z

n
i,j±1) du stenilassoié à la disrétisation du système :on a d'une part :

ρ(zn
i,j) · zn

i,j =
(
0, 0, 0, un

i,j + γ1, v
n
i,j + γ2

)

ρ(zn
i,j) · zn+1

i,j =
( ∆t

1 − ε∆t
,
xn+1

i − xn
i + γ1∆t

1 − ε∆t
,
yn+1

j − yn
j + γ2∆t

1 − ε∆t
,

un+1
i,j (1 − ε∆t) + ε(xn+1

i − xn
i ) + γ1, v

n+1
i,j (1 − ε∆t) + ε(yn+1

j − yn
j ) + γ2

)

ρ(zn
i,j) · zn

i±1,j =
(
0,±∆x, 0, un

i±1,j ± ε∆x+ γ1, v
n
i±1,j + γ2

)et omme :
z̄n

i,j =
(
0, 0, 0, un

i,j + λ1, v
n
i,j + λ2

)

z̄n+1
i,j =

( ∆t

1 − µ∆t
,
xn+1

i − xn
i + λ1∆t

1 − µ∆t
,
yn+1

j − yn
j + λ2∆t

1 − µ∆t
,

un+1
i,j (1 − µ∆t) + µ(xn+1

i − xn
i ) + λ1, v

n+1
i,j (1 − µ∆t) + µ(yn+1

j − yn
j ) + λ2

)

z̄n
i±1,j =

(
0,±∆x, 0, un

i±1,j ± µ∆x+ λ1, v
n
i±1,j + λ2

)

z̄n
i,j±1 =

(
0, 0,±∆y, un

i,j±1 + λ1, v
n
i,j±1 ± µ∆y + λ2

)



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 117On a alors pour le membre de droite de la ondition d'équivariane :
ρ(z̄n

i,j) · z̄n
i,j = (0, 0, 0, ūn

i,j + γ̄1, v̄
n
i,j + γ̄2)

=
(
0, 0, 0, un

i,j + λ1 + γ̄1, v
n
i,j + λ2 + γ̄2

)

ρ(z̄n
i,j) · z̄n+1

i,j =
( ∆t

1 − (ε̄+ µ)∆t
,
xn+1

i − xn
i + (λ1 + γ̄1)∆t

1 − (ε̄+ µ)∆t
,
yn+1

j − yn
j + (γ̄2 + λ2)∆t

1 − (ε̄+ µ)∆t
,

un+1
i,j (1 − (ε̄+ µ)∆t) + (ε̄+ µ)(xn+1

i − xn
i ) + (λ+ γ̄1),

vn+1
i,j (1 − (ε̄+ µ)∆t) + (ε̄+ µ)(yn+1

j − yn
j ) + (γ̄2 + λ2)

)

ρ(z̄n
i,j) · z̄n

i±1,j = (0,±∆x̄, 0, ūn
i±1,j ± ε̄∆x̄+ γ̄1, v̄

n
i±1,j + γ̄2)

=
(
0,±∆x, 0, un

i±1,j ± (ε̄+ µ)∆x+ (λ1 + γ̄1), v
n
i±1,j + (λ2 + γ̄2)

)

ρ(z̄n
i,j) · z̄n

i,j±1 = (0, 0,±∆ȳ, ūn
i,j±1 + γ̄1, v̄

n
i,j±1 ± ε̄∆ȳ + γ̄2)

=
(
0, 0,±∆y, un

i,j±1 + (λ1 + γ̄1), v
n
i,j±1 ± (ε̄+ µ)∆y + (λ2 + γ̄2)

)

La ondition d'équivariane s'érit don :
ε̄ = ε− µ, γ̄1 = γ1 − λ1, γ̄2 = γ2 − λ2, (3.30)En supposant une forme algébrique des paramètres de symétrisation :

ε =
1

∆x

(
aWu

n
i−1,j + aCu

n
i,j + aEu

n
i+1,j + bW v

n
i−1,j + bCv

n
i,j + bEv

n
i+1,j

)

+
1

∆y

(
aSu

n
i,j−1 + aCu

n
i,j + aNu

n
i+1,j + bSv

n
i,j−1 + bCv

n
i,j + bNv

n
i,j+1

)

γ1 =
(
cWu

n
i−1,j + cCu

n
i,j + cEu

n
i+1,j + dWv

n
i−1,j + dCv

n
i,j + dEv

n
i+1,j

)

+
(
cSu

n
i,j−1 + cCu

n
i,j + cNu

n
i+1,j + dSv

n
i,j−1 + dCv

n
i,j + dNv

n
i,j+1

)

γ2 =
(
eWu

n
i−1,j + eCu

n
i,j + eEu

n
i+1,j + fWv

n
i−1,j + fCv

n
i,j + fEv

n
i+1,j

)

+
(
eSu

n
i,j−1 + eCu

n
i,j + eNu

n
i+1,j + fSv

n
i,j−1 + fCv

n
i,j + fNv

n
i,j+1

)



118 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESet en érivant leur transformé :
ε̄ =

1

∆x

[
aW (un

i−1,j − µ∆x+ λ1) + aC(un
i,j + λ1) + aE(un

i+1,j + µ∆x+ λ1)

+bW (vn
i−1,j + λ2) + bCv

n
i,j + λ2) + (bE(vn

i+1,j + λ2)
]

+
1

∆y

[
aS(un

i,j−1 + λ1) + aC(un
i,j + λ1) + aN(un

i+1,j + λ1)

+bS(vn
i,j−1 − µ∆y + λ2) + bC(vn

i,j + λ2) + bN (vn
i,j+1 + µ∆y + λ2)

]

γ̄1 =
[
cW (un

i−1,j − µ∆x+ λ1) + cC(un
i,j + λ1) + cE(un

i+1,j + µ∆x+ λ1)

+dW (vn
i−1,j + λ2) + dC(vn

i,j + λ2) + dE(vn
i+1,j + λ2)

]

+
[
cS(un

i,j−1 + λ1) + cC(un
i,j + λ1) + cN(un

i+1,j + λ1)

+dS(vn
i,j−1 − µ∆y + λ2) + dC(vn

i,j + λ2) + dN(vn
i,j+1 + µ∆y + λ2)

]

γ̄2 =
[
eW (un

i−1,j − µ∆x+ λ1) + eC(un
i,j + λ1) + eE(un

i+1,j + µ∆x+ λ1)

+fW (vn
i−1,j + λ2) + fC(vn

i,j + λ2) + fE(vn
i+1,j + λ2)

]

+
[
eS(un

i,j−1 + λ1) + eC(un
i,j + λ1) + eN (un

i+1,j + λ1)

+fS(vn
i,j−1 − µ∆y + λ2) + fC(vn

i,j + λ2) + fN(vn
i,j+1 + µ∆y + λ2)

]On obtient les relations que doivent véri�er les oe�ients de ε pour rendre etélément équivariant :
aE − aW + bN − bS = −1 (3.31)

aE + aC + aW + aN + aC + aS = 0 (3.32)
bE + bC + bW + bN + bC + bS = 0 (3.33)De même, les oe�ients de γ1 doivent véri�er :

cE − cW = 0 (3.34)
dN − dS = 0 (3.35)

cE + cC + cW + cN + cC + cS = −1 (3.36)
dE + dC + dW + dN + dC + dS = 0 (3.37)Les oe�ients de γ2 doivent véri�er :

eE − eW = 0 (3.38)
fN − fS = 0 (3.39)

eE + eC + eW + eN + eC + eS = 0 (3.40)
fE + fC + fW + fN + fC + fS = −1 (3.41)



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 1193.4.3.2 Invariantisation du shéma FTCSOn onsidère une disrétisation Euler expliite :
un+1

i,j − un
i,j

k
+ un

i,j

(un
i+1,j − un

i−1,j

2hx

)
+ vn

i,j

(un
i,j+1 − un

i,j−1

2hy

)

= ν
(un

i+1,j − 2un
i,j + un

i−1,j

h2
x

+
un

i,j+1 − 2un
i,j + un

i,j−1

h2
y

) (3.42)
vn+1

i,j − vn
i,j

k
+ un

i,j

(vn
i+1,j − vn

i−1,j

2hx

)
+ vn

i,j

(vn
i,j+1 − vn

i,j−1

2hy

)

= ν
(vn

i+1,j − 2vn
i,j + vn

i−1,j

h2
x

+
vn

i,j+1 − 2vn
i,j + vn

i,j−1

h2
y

) (3.43)Les équations aux di�érenes se transforment par l'ation de g, et s'érivent dans lerepère d'origine :
(un+1

i,j (1 − ε∆t) + ε(xn+1 − xn) − un
i,j)

1 − ε∆t

∆t

+(un
i,j + γ1)

(un
i+1,j − un

i−1,j

2∆x
+ ε
)

+ (vn
i,j + γ2)

(un
i,j+1 − un

i,j−1

2∆y

) (3.44)
= ν

(un
i+1,j − 2un

i,j + un
i−1,j

∆x2
+
un

i,j+1 − 2un
i,j + un

i,j−1

∆y2

)

(vn+1
i,j (1 − ε∆t) + ε(yn+1 − yn) − vn

i,j)
1 − ε∆t

∆t

+(un
i,j + γ1)

(vn
i+1,j − vn

i−1,j

2∆x

)
+ (vn

i,j + γ2)
(vn

i,j+1 − vn
i,j−1

2∆y
+ ε
) (3.45)

= ν
(vn

i+1,j − 2vn
i,j + vn

i−1,j

∆x2
+
vn

i,j+1 − 2vn
i,j + vn

i,j−1

∆y2

)Il su�t à présent de remplaer les repères mobiles par leur expression algébrique dansle shéma ; puis d'e�etuer un alul d'ordre de préision en fontion des oe�ientspour obtenir l'expression partiulière des repères mobiles qui garantit de bonnesperformanes numériques.Ordre de préision On détermine les oe�ients de haun des repères mobiles
ε, γ1 et γ2 de sorte à onserver un shéma du seond ordre. De manière analogue auas 1D, on regarde omment se transforment les termes instationnaires, onvetifset dissipatifs du système d'équations. On remarque que les termes dissipatifs

Ud = ν
(un

i+1,j − 2un
i,j + un

i−1,j

∆x2
+
un

i,j+1 − 2un
i,j + un

i,j−1

∆y2

)

Vd = ν
(vn

i+1,j − 2vn
i,j + vn

i−1,j

∆x2
+
vn

i,j+1 − 2vn
i,j + vn

i,j−1

∆y2

)



120 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESsont invariants par la transformation onsidérée.
Ud = Ūd

Vd = V̄dLes termes onvetifs transformés s'érivent :
Ūc = Ūcx + Ūcy

= (un
i,j + γ1)

(un
i+1,j − un

i−1,j

2∆x
+ ε
)

+ (vn
i,j + γ2)

(un
i,j+1 − un

i,j−1

2∆y

)

V̄c = V̄cx + V̄cy

= (un
i,j + γ1)

(vn
i+1,j − vn

i−1,j

2∆x

)
+ (vn

i,j + γ2)
(vn

i,j+1 − vn
i,j−1

2∆y
+ ε
)Il faut au préalable déterminer la onsistane des repères mobiles en fontion de leursoe�ients. D'une part, le hoix du paramètre ε, en prenant en ompte la onditiond'équivariane, s'érit :

ε =
1

∆x

[ ∞∑

p=0

∆x2p+1

(2p+ 1)!

(
(aE − aW )

∂2p+1u

∂x2p+1
+ (bE − bW )

∂2p+1v

∂x2p+1

)

+
∞∑

p=1

∆x2p

(2p)!

(
(aE + aW )

∂2pu

∂x2p
+ (bE + bW )

∂2pv

∂x2p

)]

+
1

∆y

[ ∞∑

p=0

∆y2p+1

(2p+ 1)!

(
(aN − aS)

∂2p+1u

∂y2p+1
+ (bN − bS)

∂2p+1v

∂y2p+1

)

+

∞∑

p=1

∆y2p

(2p)!

(
(aN + aS)

∂2pu

∂y2p
+ (bN + bS)

∂2pv

∂y2p

)]A�n de garder la onsistane à l'ordre 2 ave les dérivées spatiales dans Ūcx et V̄cy,on hoisit de rendre nulles les sommations paires de ε :
aE + aW = 0, bE + bW = 0, aN + aS = 0, bN + bS = 0, (3.46)Les onditions (3.32) et (3.33) impliquent alors :

aC = 0, bC = 0,Or, es oe�ients sont respetivement eux assoiés à un
i,j et vn

i,j. Il n'y a don pasde terme en un
i,j et vn

i,j dans l'expression de ε. Par ailleurs, omme aE = −aW et
bN = −bS , la ondition d'équivariane (3.31) devient :

aE + bN = −1

2



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 121D'autre part, les paramètres γ1 et γ2 s'érivent aussi, en tenant ompte de la ondi-tion d'équivariane sur leurs oe�ients :
γ1 = −u+

∞∑

p=0

[
(dE − dW )

∆x2p+1

(2p+ 1)!

∂2p+1v

∂x2p+1
+ (cN − cS)

∆y2p+1

(2p+ 1)!

∂2p+1u

∂y2p+1

]

+

∞∑

p=1

[∆x2p

(2p)!

(
(cE + cW )

∂2pu

∂x2p
+ (dE + dW )

∂2pv

∂x2p

)

+

∞∑

p=1

∆y2p

(2p)!

(
(cN + cS)

∂2pu

∂y2p
+ (dN + dS)

∂2pv

∂y2p

)]et de même :
γ2 = −v +

∞∑

p=0

[
(fE − fW )

∆x2p+1

(2p+ 1)!

∂2p+1v

∂x2p+1
+ (eN − eS)

∆y2p+1

(2p+ 1)!

∂2p+1u

∂y2p+1

]

+
∞∑

p=1

[∆x2p

(2p)!

(
(eE + eW )

∂2pu

∂x2p
+ (fE + fW )

∂2pv

∂x2p

)

+

∞∑

p=1

∆y2p

(2p)!

(
(eN + eS)

∂2pu

∂y2p
+ (fN + fS)

∂2pv

∂y2p

)]Ce qui induit que, tout omme dans le as 1D, les termes onvetifs s'annulentà O(∆x,∆y) près. Pour rendre ette préision à O(∆x2,∆y2), il faut éliminer lessommations impaires, 'est-à-dire :
cN − cS = 0, dE − dW = 0, eN − eS = 0, fE − fW = 0,Ainsi, les onditions d'équivariane (3.36) et (3.37) pour γ1 s'érivent :

2(cE + cN + cC) = −1, dE + dN + dC = 0,et de même, les équations (3.40) et (3.41) pour γ2 s'érivent :
eE + eN + eC = 0, 2(fE + fN + fC) = −1,On s'attend maintenant à e que les termes instationnaires transformés fassent ap-paraître un terme de onvetion. Sur un maillage orthogonal en espae et en temps,les termes instationnaires s'érivent :
Ūt = (un+1

i,j (1 − ε∆t) − un
i,j)

1 − ε∆t

∆t

=
un+1

i,j − un
i,j

∆t
− ε(2un+1

i,j − un
i,j) + ε2∆t2un+1

i,j

V̄t = (vn+1
i,j (1 − ε∆t) − vn

i,j)
1 − ε∆t

∆t

=
vn+1

i,j − vn
i,j

∆t
− ε(2vn+1

i,j − vn
i,j) + ε2∆t2vn+1

i,j



122 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESL'ordre de préision est onditionné par le terme en ε. Or, d'après (3.46), elui-iest onsistant à l'ordre 2 à une dérivée spatiale :
ε = (aE − aW )

∂u

∂x
+ (bN − bS)

∂v

∂y
+O(∆x2,∆y2) (3.47)Le shéma invariant est �nalement préis à l'ordre (∆t,∆x2,∆y2). Á e stade, lesoe�ients du repère mobile ε assoié à la transformation projetive doivent véri�er :

aE + bN = −1

2
, aC + aC = 0, bC + bC = 0, (3.48)

aE + aW = 0, aN + aS = 0, bE + bW = 0, bN + bS = 0, (3.49)Les oe�ients de γ1 doivent véri�er quant à eux :
cE − cW = 0, cN − cS = 0, 2(cE + cN + cC) = −1, (3.50)
dE − dW = 0, dN − dS = 0, dE + dN + dC = 0, (3.51)Les oe�ients de γ2 doivent véri�er :
eE − eW = 0, eN − eS = 0, eE + eN + eC = 0, (3.52)
fE − fW = 0, fN − fS = 0, 2(fE + fN + fC) = −1, (3.53)On obtient une famille de repères mobiles pour haque transformation. La proédureonduit ainsi à un ensemble de shémas invariants.

3.4.3.3 Résultats numériquesLes tests que l'on présente dans ette sous-setion n'ont pour objetif que de mon-trer que la proédure d'invariantisation apporte un gain en robustesse. Cela on�rmeun résultat déjà observé lors des tests assoiés à l'équation de onvetion-di�usion1D et l'équation de Burgers 1D. On onsidère le shéma expliite entré en espae(FTCS). On se plae dans des onditions où le shéma lassique n'est pas stable. Ilne permet don pas de dérire orretement la solution. On e�etue l'invariantisa-tion du shéma FTCS selon les aluls préédents. On montre numériquement quele shéma invariant traduit qualitativement la solution analytique.



3.4. CONSTRUCTION DES SCHÉMAS INVARIANTS 123Dans les simulations qui suivent, on hoisit le jeu de oe�ients suivant :
aE = −aW = −1

4
(3.54)

aN = aS = aC = 0 (3.55)
bN = −bS = −1

4
(3.56)

bE = bW = bC = 0 (3.57)
cE = cW = cN = cS = 0 (3.58)

cC = −1

2
(3.59)

dC = dE = dW = dN = dS = 0 (3.60)
eC = eE = eW = eN = eS = 0 (3.61)

fE = fW = fN = fS = 0 (3.62)
fC = −1

2
(3.63)De sorte que le shéma invariant s'érive :

(un+1
i,j (1 − ε∆t) + ε(xn+1 − xn) − un

i,j)
1 − ε∆t

∆t

+(un
i,j + γ1)

(un
i+1,j − un

i−1,j

2∆x
+ ε
)

+ (vn
i,j + γ2)

(un
i,j+1 − un

i,j−1

2∆y

) (3.64)
= ν

(un
i+1,j − 2un

i,j + un
i−1,j

∆x2
+
un

i,j+1 − 2un
i,j + un

i,j−1

∆y2

)

(vn+1
i,j (1 − ε∆t) + ε(yn+1 − yn) − vn

i,j)
1 − ε∆t

∆t

+(un
i,j + γ1)

(vn
i+1,j − vn

i−1,j

2∆x

)
+ (vn

i,j + γ2)
(vn

i,j+1 − vn
i,j−1

2∆y
+ ε
) (3.65)

= ν
(vn

i+1,j − 2vn
i,j + vn

i−1,j

∆x2
+
vn

i,j+1 − 2vn
i,j + vn

i,j−1

∆y2

)ave
ε = −1

2

(un
i+1,j − un

i−1,j

2∆x
+
vn

i,j+1 − vn
i,j−1

2∆y

) (3.66)
γ1 = −un

i,j (3.67)
γ2 = −vn

i,j (3.68)On onsidère l'équation de Burgers sur un domaine spatial plan Ω = [0; 1]× [0; 1]et un intervalle de temps [0; 1]. Les onditions de bord et la ondition initale estdonnée par la solution exate :
uexact(x,y,t) =

3

4
−
[
4
(
1 + exp(−4x− 4y + t

32ν
)
)]−1

vexact(x,y,t) =
3

4
+
[
4
(
1 + exp(−4x− 4y + t

32ν
)
)]−1



124 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESLa visosité est �xée à ν = 8.10−4.On ompare la solution du shéma invariant ave la solution exate. Le pas de tempsest �xé à ∆t = 5.10−2, et les pas d'espae dans les deux diretions à ∆x = ∆y =

5.10−2. Le temps d'intégration est T = 1. La Fig. 3.8 représente l'allure de la solutionexate, la omposante uexact(x,y), en (a), et la omposante vexact(x,y), en (b). Pour
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(b) vexact(x,y)Fig. 3.8 � Équation de Burgers 2D. Pro�ls de la solution exate pour une solutionrégulière de l'équation de Burgers : (a) la omposante uexact(x,y), (b) vexact(x,y), autemps T = 1. La visosité vaut ν = 8.10−4.le même temps d'intégration T = 1 et la même visosité ν = 8.10−4, le shémalassique FTCS est représenté sur la Fig. 3.9. On remarque que la zone de hoest largement dégradée : la visosité est trop faible, le shéma FTCS n'arrive pas à
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(b) vFTCS(x,y)Fig. 3.9 � Équation de Burgers 2D. Pro�ls de la solution issue du shéma lassiqueFTCS : (a) la omposante uexact(x,y), (b) vexact(x,y), au temps T = 1. La visositévaut ν = 8.10−4. Le pas de temps est de ∆t = 5.10−2. Les pas d'espae sont de
∆x = ∆y = 8.10−2.reproduire orretement la solution.Le omportement de la solution assoiée au shéma invariant est illustré sur la Fig.3.10. Le shéma invariant, même dans es onditions, réussi à apturer la solutionphysique de façon globalement orrete. La solution numérique présente ependantune di�usion au voisinage du ho.On regarde à présent l'erreur moyenne sur haune des omposantes au temps T = 1
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(b) vinvariant(x,y)Fig. 3.10 � Équation de Burgers 2D. Pro�ls de la solution issue du shéma invariant :(a) la omposante uinvariant(x,y), (b) vinvariant(x,y), au temps T = 1. La visositévaut ν = 8.10−4. Le pas de temps est de ∆t = 5.10−2. Les pas d'espae sont de
∆x = ∆y = 8.10−2.dé�nie par :

Erru(x,y) =
∣∣uexact(x,y) − unum(x,y)

uexact(x,y)

∣∣et
Erru(x,y) =

∣∣uexact(x,y) − unum(x,y)

uexact(x,y)

∣∣On s'attend à e que la partie la plus importante de l'erreur se trouve au voisinagedu ho pour haune des omposantes, omme il est montré sur les Fig. 3.11 et3.12. On illustre l'erreur relative sur la diagonale en fontion de la visosité. On
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(b) vFTCS(x,y)Fig. 3.11 � Équation de Burgers 2D. Erreur relative de la solution issue du shémalassique sur tout le domaine : (a) la omposante uFTCS(x,y), (b) vFTCS(x,y), autemps T = 1. La visosité vaut ν = 8.10−4. Le pas de temps est de ∆t = 5.10−2. Lespas d'espae sont de ∆x = ∆y = 8.10−2.reste toujours dans les mêmes onditions : sur le domaine Ω = [0; 1]2, pour un tempsd'intégration de T = 1, le pas de temps est de ∆t = 5.10−2, et les pas d'espae sontdans haque diretion égaux à ∆x = ∆y = 8.10−2. La visosité varie de ν = 8.10−4,
10−3, 2.10−3 à 5.10−3. Sur les Fig. 3.13(a) et Fig. 3.13(b), on représente l'erreur re-lative sur la première omposante en fontion de la visosité ν. Sur les Fig. 3.14(a)et Fig. 3.14(b), on représente l'erreur relative sur la seonde omposante en fontionde la visosité ν. On remarque que l'erreur relative roît pour le shéma lassiquesur haune des omposantes, à mesure que la visosité diminue. L'erreur devientrapidement très importante dès lors que ν ≤ 10−3. De plus, elle est irrégulièrementdistribuée sur la diagonale.
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(b) vinvariant(x,y)Fig. 3.12 � Équation de Burgers 2D. Erreur relative de la solution issue du shémalassique sur tout le domaine : (a) la omposante uinvariant(x,y), (b) vinvariant(x,y), autemps T = 1. La visosité vaut ν = 8.10−4. Le pas de temps est de ∆t = 5.10−2. Lespas d'espae sont de ∆x = ∆y = 8.10−2.L'erreur relative assoiée au shéma invariant est quant à elle bien di�érente : elleparaît insensible à la diminution de la visosité, exepté aux extrémités de l'inter-valle. De plus, elle est uniformément répartie. On note ependant que l'erreur atteintenviron 25% pour la première omposante du hamp de vitesse, et qu'elle est d'en-viron 13% pour la seonde omposante de la vitesse, quelle que soit ν. Le shémalassique, pour une visosité su�samment grande (ν ≥ 8.10−3), possède une erreurrelative plus faible. Cela suggère qu'il existe un intervalle des paramètres numériquespour lequel les shémas invariants sont meilleurs et, en dehors duquel les shémaslassiques restent plus e�aes. Au travers de e test numérique, on a on�rmé undes béné�es de la proédure d'invariantisation. Le shéma est devenu plus stable,
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et permet de donner une solution numérique de meilleure qualité. Le fait d'avoironservé ertaines des transformations de symétrie du shéma permet de apturerplus naturellement les solutions physiques.
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3.5. CONSISTANCE EN SYMÉTRIE DES SCHÉMAS 131possible de formaliser ette notion nouvelle des shémas numériques.3.5.1 Dé�nition de la onsistane en symétrieLes lois de la Physique ne dépendent pas du référentiel dans lequel elles sontobservées. Il est raisonnable d'exiger d'une méthode numérique de pouvoir repro-duire e prinipe. La translation galiléenne orrespond à un mouvement retiligneuniforme. Elle illustre la dépendane entre la solution numérique et le repère danslequel elle évolue. Cette dépendane par rapport au système de oordonnées viole unprinipe fondamental. Elle résulte de la non invariane des méthodes numériques partransformation galiléenne. Cei a pour onséquene d'introduire des e�ets parasitesqui dégradent la solution. Aussi, l'invariane par symétrie d'une méthode numé-rique permet d'éviter des e�ets numériques indésirables. Ce qui suppose l'existened'erreurs numériques dûes au non respet des symétries de l'équation. On proposeainsi, grâe au formalisme introduit préédement, de dé�nir la notion originale deonsistane en symétrie d'un shéma numérique. Soit un shéma numérique (N,Φ)pour une EDP ∆(z) = 0. On note la transformée de e shéma par Ñ(z) = N(g · z),où g ∈ G est une transformation du groupe de symétrie de ∆(z) = 0. En général,
(Ñ, Φ̃) orrespond à la disrétisation d'une autre équation ∆̃ = 0, exepté dans leas où le shéma est invariant par symétrie. On peut alors évaluer la apaité d'uneméthode numérique à respeter les symétries d'une équation. Introduisons pour elal'appliation P : M −→ M⋄n onsistant à projetter la solution de ∆(z) = 0 surl'espae disret permettant de dé�nir le maillage :

P : M −→ M⋄n

z = (x, u) 7−→ z = (z1, ..., zn)où
∀i = 1, ..., n zi = (xi

1, ..., x
i
m, u

i
1, ...u

i
d),

∀j = 1, ..., d ui
j = uj(x

i
1, ..., x

i
m),On dé�nit la onsistane en symétrie par :Dé�nition 3.5.1 (Consistane en symétrie) Soit G une symétrie pour une équa-tion aux dérivées partielles ∆(z) = 0. Soit N(z) = 0 une disrétisation de ∆(z) = 0pour z ∈ U :

U = {z = P (z) ∈M⋄n∣∣Φ(z) = 0, ∆(z) = 0)} (3.69)où P est la projetion dé�nie par le ouple d'appliations (Ñ , Φ̃) où Ñ(z) = N(g·z) et
Φ̃(z) = Φ(g ·z) pour g ∈ G pour tout z ∈M⋄n. Alors Ñ(z) = 0 est une disrétisation



132 CHAPITRE 3. MÉTHODES INVARIANTESpour une autre équation ∆̃(z) = 0 pour z ∈ Ũ :
Ũ = {z = P (z) ∈M⋄n∣∣Φ̃(z) = 0, ∆̃(z) = 0)} (3.70)On évalue l'erreur de onsistane en symétrie du shéma numérique (N,Φ), assoiéeà la symétrie G par la di�érene :

Errsym = N(z)∣∣
U

− Ñ(z)∣∣
ŨEn d'autres termes, le défaut de onsistane en symétrie est dé�ni par la di�éreneentre l'erreur de tronature du shéma numérique ave l'EDP d'origine, et l'erreurdu shéma transformé ave son EDP assoiée. Deux propriétés aratérisent l'erreurde onsistane en symétrie d'une méthode :1. Si la symétrie est une transformation à un paramètre, alors l'erreur de onsis-tane en symétrie varie en fontion de e paramètre. En partiulier, un shémainvariant s'exprime indépendemment du paramètre de transformation : son dé-faut de symétrie est nul.2. L'erreur de onsistane en symétrie varie selon la �nesse du maillage. La dégra-dation de la solution produite par le défaut de symétrie peut ainsi être réduiteen ra�nant le maillage. Ainsi, le gain de préision obtenu par une proédured'invariane d'un shéma n'est appréiable qu'à partir d'une taille seuil dumaillage.On peut représenter la onsistane en symétrie par le graphique suivant :

{∆(z) = 0} g∈G

discretisation

{∆(g · z) = 0} {∆̃(z) = 0}

discretisation

N(z)∣∣
U

+O(|h|p) = ∆(z)
g∈G

Ñ(z)∣∣
Ũ

+O(|h̃|q) = ∆̃(z)3.5.2 Consistane en symétrie pour des shémas lassiquesOn illustre par une expériene numérique le défaut de onsistane en symétrie desshémas lassiques FTCS, Lax-Wendro� et Crank-Niolson, lorsqu'ils sont appliquésà l'équation de Burgers. Cette expériene est liée à elle e�etuée dans la setion3.4.2.3 traitant de l'invariane galiléenne pour les shémas invariants.On onsidère les shémas non invariants suivants pour les symétries de l'équationde Burgers :



3.5. CONSISTANCE EN SYMÉTRIE DES SCHÉMAS 133� Shéma expliite entré en espae -FTCS. Considérons le shéma FTCS :
un+1

j − un
j

k
+
un

j+1
2 − un

j−1
2

4h
= ν

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2
(3.71)L'ordre de préision pour e shéma est O(k, h2) :

|L(u) − LFTCS(u)| = k
∂2u

∂2t
+ ... + h2(

1

6

∂3

∂x3

u2

2
+

1

12

∂4u

∂x4
) + ...La ondition de stabilité est :

CFL ≤ 1 et CFL/Reh ≤ 1

2� Shéma de Lax-Wendro�. Considérons le shéma suivant :
un+1

j − un
j

k
+
un

j+1
2 − un

j−1
2

4h
− k

2
((un

j+1 + un
j )
un

j+1
2 − un

j
2

4h2

−(un
j + un

j−1)
un

j
2 − un

j−1
2

4h2
) − ν

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2
= 0 (3.72)L'ordre de préision de e shéma est O(k2, h2) ; il est stable aux onditions :

CFL ≤ 1 et CFL/Reh + (CFL)2 ≤ 1

2� Shéma de type Crank-Niolson. On onsidère ette fois-i le shémaimpliite :
un+1

j − un
j

k
+
un+1

j+1u
n
j+1 − un+1

j−1u
n
j−1

4h
= ν(

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

2h2

+
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

2h2
) (3.73)La préision du shéma est d'ordre O(k2, h2) ; il est de plus inonditionnelle-ment stable.Expériene numérique Les tests numériques orrespondent au problème suivantdans le repère d'origine :Pour x ∈ [−2; 2] et t ∈ [0; 1], on résoud l'équation de Burgers (3.5) ave les onditionsaux limites données par la solution exate :

u(x,t) =
− sinh( x

2ν
)

cosh( x
2ν

) + exp(− t
4ν

)La valeur de la visosité est ν = 10−2. On onstate que le pro�l de la solutionnumérique assoiée au shéma lassique (FTCS Fig. 3.15 (a)) est d'autant plusdégradé que la vitesse du référentiel d'observation est grande. Le pro�l de la solutionassoiée au shéma de Lax-Wendro� (Fig. 3.15 (b)) paraît moins a�eté par latransformation. On note toutefois l'apparition de petites osillations en aval duho lorsque la vitesse galiléenne approhe de λ = 1. Le shéma impliite de Crank-Niolson (Fig. 3.15 ()) est lui aussi sensible à la vitesse galiléenne.
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() Shéma Crank-Niolson (d) Solution exateFig. 3.15 � Équation de Burgers 1D. Pro�ls des solutions numériques et de la solutionexate pour di�érentes vitesses d'entrainement λ = 0, λ = 0.5 et λ = 1. Le pasd'espae vaut h = 2.10−2, et la visosité est de ν = 5.10−3. Le CFL est égal à 1/2référentiel d'origine.3.6 CommentairesDans e hapitre, on a détaillé une méthode d'invariantisation de shémas nu-mériques. La méthode est basée sur le onept de repères mobiles (Déf. 3.3.4). Unepremière appliation au shéma FTCS et au shéma upwind, assoiés à l'équationde onvetion-di�usion 1D a été réalisée et omparée ave les shémas d'origines.On a montré le gain en stabilité et en préision que peut avoir ette proédure d'in-variantisation (Fig. 3.1, 3.2 et 3.3). Cependant, la onstrution des repères mobiles



3.6. COMMENTAIRES 135s'e�etue sur des onsidérations purement géométriques, dépendantes de la naturede l'équation (voire même de ses solutions). Il n'existe alors pas de garantie sur lespropriétés numériques du shéma invariant obtenu. On a alors proposé d'ajouter à laméthode de onstrution de repères mobiles une ontrainte sur l'ordre de préisiondu shéma. On a ensuite testé e développement de la proédure sur l'équation deBurgers 1D et 2D. On a là enore obtenu un gain en stabilité (Fig. 3.5) et la préisiona été améliorée (Fig. 3.7). Sur le plan physique, un des avantages de la préservationdes symétries est de respeter l'invariane galiléenne (Fig. 3.6). On a montré qu'iln'en était pas de même pour la plupart des shémas lassiques (Fig. 3.15).Cette méthode possède les avantages de pouvoir s'appliquer à toute équation, pourvuque l'on onnaisse son groupe de symétrie. Elle permet de rendre invariant un shémanumérique quelonque. Par ailleurs, elle s'exprime au travers d'un adre mathéma-tique rigoureux. Il a été possible de dé�nir la notion nouvelle de onsistane ensymétrie des shémas numériques (Déf. 3.5.1).





Conlusion 137
Conlusion générale et Perspetives

L'objetif de e mémoire est d'évaluer de façon prospetive dans quelle mesureles méthodes d'intégration géométrique peuvent s'appliquer aux équations de la mé-anique des �uides. De réents travaux ont montré que l'utilisation des groupesde symétrie, en turbulene notamment, permet d'obtenir des informations sur lastruture de l'ensemble des solutions d'un système. Les développements théoriques,omme les modèles de sous-maille respetant le groupe de symétrie des équations deNavier-Stokes, ont on�rmé la pertinene de l'approhe [127℄ [129℄. Sur le plan nu-mérique, les intégrateurs géométriques ommenent à démontrer leur e�aité dansla simulation des équations aux dérivées partielles. Cependant, à l'heure atuelle,on ne onnaît pas d'intégrateur géométrique qui soit su�samment générique pourpouvoir être appliqué à n'importe quelle équation de la physique, et dont les perfor-manes égalent elles des tehniques numériques sophistiquées atuelles. En�n, s'ilapparaît néessaire de prendre en ompte les propriétés géométriques des équations,il semble aussi que ela ne su�se pas à reproduire �dèlement leurs solutions [32℄.Au ours de e mémoire, on a dans un premier temps présenté les intégrateurssympletiques. Ce sont des méthodes d'intégration onstruites pour onserver lastruture sympletique des systèmes hamiltoniens. Au travers d'exemples pédago-giques, on a montré la néessité de onserver ette struture pour reproduire or-retement les solutions, notamment sur de longs temps d'intégration. En onlusionde e hapitre, on a présenté une appliation d'un intégrateur sympletique sur unproblème issu de l'hydrodynamique. Ensuite, on a rappelé le prinipe de onstru-tion des intégrateurs variationnels, ainsi que leurs propriétés. Ce sont des méthodesqui permettent de traduire les propriétés variationnelles des systèmes lagrangiens,omme les lois de onservation données par le théorème de N÷ther. Cependant, laplupart des équations de la méanique des �uides ne dérive pas d'un Lagrangien.C'est le as notamment des équations d'évolution. On a alors proposé une méthodepour onstruire des intégrateurs bivariationnels adaptés aux EDP d'évolution. Elleest basée sur l'ajout d'une équation adjointe. Cependant, ette approhe sou�re delimitations dues à l'arbitraire du hoix de la variable duale. De plus, les lois deonservation déduites du théorème de N÷ther sont issues des symétries variation-nelles. Celles-i ne forment qu'un sous-groupe du groupe de symétrie des équations



138 Conlusiond'Euler-Lagrange. Pour rendre ompte de toute la struture d'une équation, il fautdon onsidérer diretement son groupe de symétrie. Ainsi, il est alors aussi pos-sible de traiter n'importe quelle équation aux dérivées partielles. Dans le dernierhapitre, onstituant la partie prinipale de la thèse, on a exposé une méthode ren-dant invariant un shéma numérique assoié à une EDP quelonque. La méthodeest basée sur le onept de repères mobiles. Elle a été développée par M. Fels etP.J. Olver [42℄ [43℄, et mise en appliation par P. Kim [79℄ [80℄. Après une applia-tion à l'équation de onvetion-di�usion 1D permettant d'appréier les performanesd'une telle approhe, on a proposé un développement de la méthode. Cette ontribu-tion onsiste à onstruire les repères mobiles selon des ontraintes numériques, a�nde garantir l'ordre de onsistane du shéma invariant qui résulte de la proédured'invariantisation. L'équation de Burgers 1D et 2D a servi d'équation modèle pourtester ette approhe. Une plus grande robustesse, la non dégradation par des os-illations numériques et le respet du prinipe fondamental d'invariane galiléennesont les gains que l'on a montré. Pour onlure, on a formulé mathématiquementune notion nouvelle qui sous-tend l'ensemble des résultats obtenus. Il s'agit de laonsistane en symétrie des shémas numériques. Elle est dé�nie omme la apaitéd'un shéma à respeter le groupe de symétrie de l'équation ontinue. Elle postuleaussi l'existene pour la taille du maillage d'un seuil à partir duquel les shémasinvariants sont plus performants que les shémas lassiques.Les perspetives qui s'ouvrent à l'issue de e travail sont multiples :1. Sur le plan des appliations, il serait intéressant d'utiliser un intégrateur sym-pletique pour étudier les équations d'Euler-�uide sous leur forme hamilto-nienne. Comme il est possible de passer d'une formulation hamiltonienne àune formulation lagrangienne grâe à la transformée de Legendre, il serait aussienvisageable d'établir un intégrateur variationnel pour les équations d'Euler-�uide. L'appliation d'un intégrateur invariant onstruit par la méthode desrepères mobiles aux équations de Navier-Stokes est aussi une appliation quise plae dans la ontinuité de e travail. Il faudrait de plus tester les méthodessur des systèmes réels, et non pas sur des équations modèles.2. Sur le plan du développement de la méthode de onstrution des shémas inva-riants utilisant les repères mobiles, on envisage de prendre en ompte d'autresonditions numériques pour ontruire les repères mobiles, omme la stabilité etla dispersion numérique. Pour les EDP lagrangiennes, on pourrait onevoir unintégrateur variationnel onstruit à partir d'une ation lagrangienne disrètedépendant de paramètres. Ces paramètres seraient les repères mobiles assoiésau groupe de symétrie des équations d'Euler-Lagrange (qui ontient le groupedes symétries variationnelles). Pour les EDP en général, il serait intéressantd'établir un ritère de détermination de la variable duale pour ontruire desintégrateurs bi-variationnels onsistants.



Conlusion 1393. En�n, sur le plan purement théorique, il faut aratériser la onsistane ensymétrie : par exemple, en alulant pour di�érents shémas la taille seuil dumaillage à partir de laquelle le défaut de symétrie produit des dégradationsnumériques importantes. Cela orrespondrait à la taille du maillage à partirde laquelle les shémas invariants seraient plus perfomants.





141
Annexe A
Intégrateurs �multisympletiques�
A.1 IntrodutionUne extension naturelle de la struture sympletique à une ertaine familled'équations aux dérivées partielles (EDP) onsiste à onsidérer la struture sym-pletique sur la dimension spatiale. Cela permet ensuite d'appliquer les méthodesd'intégration sympletique pour préserver la forme sympletique spatiale au oursdu temps :Exemple A.1.1 (équation des ondes semi-linéaire) Soit l'équation sur un do-maine unidimensionel [0,L] :

utt = uxx − V ′(u)ave des onditions de bords périodiques : u(0,t) = u(L,t) pour t ≥ 0.En onsidérant l'espae C∞
L des fontions C∞[0,L] qui sont L-périodiques, ette équa-tion peut se mettre sous la forme d'un système portant sur les fontions (u,v) =(

u(·, t), v(·, t)
)
∈ C∞

L × C∞
L :

du

dt
= v,

dv

dt
= uxx − V ′(u),Ce système orrespond à un système hamiltonien1, où le Hamiltonien est une fon-1la dérivée est une dérivée variationnelle dé�nie pour toute fontionnelle F sur (C∞

L )mpar :
∫ L

0

δF [z]

δz
δzdx = lim

ε→0

1

ε
(F [z + εδz] −F [z])
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L × C∞

L :
du

dt
=
δH
δv
,

dv

dt
= −δH

δu
, H[u,v] =

∫ L

0

v2

2
+
u2

x

2
+ V (u)dx,En ayant exhibé une formulation sympletique assoiée à la dimension spatiale del'équation des ondes non linéaire, il est possible d'y appliquer une méthode d'inté-gration sympletique.Dans un premier temps, il faut disrétiser spatialement le système di�érentiel :

dui

dt
= vi,

dvi

dt
= −ui+1 − 2ui + ui−1

∆x2
− V ′(ui),où le Hamiltonien disret est :

H =
N∑

i=1

v2
i

2
+

1

2
(
ui − ui−1

∆x
)2 + V (ui)Il est ensuite possible d'appliquer un intégrateur sympletique, par exemple la mé-thode d'Euler sympletique :

un+1
i − un

i

∆t
= vn+1

i ,
vn+1

i − vn
i

∆t
=
un

i+1 − 2un
i + un

i−1

∆x2
− V ′(un

i ),Ce qui orrespond au shéma leapfrog lassique entré en espae :
un+1

i − 2un
i + un−1

i

∆t2
=
un

i+1 − 2un
i + un

i−1

∆x2
− V ′(un

i )Cependant, e shéma n'est que sympletique (et non multisympletique) dans lamesure où seule la forme sympletique spatiale est onservée au ours du temps.Il est en e�et possible, dans ertain as, d'exhiber une forme sympletique assoiée àla dimension temporelle. Un intégrateur multisympletique sera alors un intégrateurpréservant les formes sympletiques dans haune des diretions, au sens présentéi-dessous. Par ailleurs, la pierre angulaire de ette onstrution d'intégrateurs sym-pletiques pour les EDP hamiltoniennes réside dans la possibilité de disrétiser lafontionnelle hamiltonienne de sorte que :
lim

∆x→0

1

∆x
∇zH = δzH(z)D'une part, ette approximation n'est envisageable que pour ertains éléments de lafamille des EDP hamiltoniennes [84℄. D'autre part, elle n'est en général pas possible ;'est notamment le as des équations d'Euler pour un �uide parfait inompressible2.Cependant, une alternative évitant de passer par ette tronature spatiale estproposée par [14℄. Elle onsiste à reproduire formellement la struture sympletique2sauf dans le as partiulier bidimensionel ave des onditions de bords periodiques



A.2. STRUCTURE MULTISYMPLECTIQUE 143dans les diretions spatiale d'une part, et temporelle d'autre part. Il en déoule deslois struturelles de onservation loale, analogues aux as des systèmes hamilto-niens, telles que la multisympletiité, la onservation d'un �ux d'énergie loale etelle d'une quantité de mouvement loale. Ce sont d'ailleurs es lois de onservationqui dé�nissent alors l'intégrateur multisympletique (IMS). Sur le plan des méthodesnumériques, la reprodution formelle de la struture sympletique permet d'étendreles méthodes numériques ayant un pendant sympletique (type Euler, Runge-Kutta,méthodes pseudo-spetrales, méthodes basées sur l'analyse rétrograde...). À l'instardes méthodes sympletiques, la performane des IMS se trouve dans leur omporte-ment sur des temps longs et leur stabilité.Cette partie s'organise omme suit : on établit dans un premier temps le forma-lisme multisympletique introduit par Bridges [14℄. On applique e formalisme surles trois exemples essentiels de la littérature à e sujet : l'équation des ondes nonlinéaire, l'équation KdV et elle de Shrödinger non linéaire. Ensuite on présente lesintégrateurs mulitsympletiques dérivés de ette approhe, ainsi que leur adaptationaux méthodes lassiques (Euler, Runge-Kutta). En�n, on illustre les performanesde es intégrateurs sur une appliation inspirée de la littérature [88℄ [155℄.
A.2 Struture multisympletiqueA.2.1 Dé�nitionsDé�nition A.2.1 (Struture multisympletique) Soit M et K des matriesantisymétriques sur IRn, n ≥ 3, et soit S : IRn 7→ IR une fontion su�sammentlisse. Alors pour z ∈ IRn, un système hamiltonien, d'Hamiltonien S, possède unestruture multisympletique s'il peut s'érire sous la forme :

Mzt + Kzx = ∇zS(z) (A.1)La loi de onservation de la sympletiité s'exprime via deux 2-formes pré-sympletiques
ω et κ3 ; es deux 2-formes s'érivant à l'aide des matries de struture antisymé-3elles induisent des strutures sympletiques sur deux sous-espaes de dimension pairede IRn, assoiés aux variables temporelle et d'espae. Le rang de M et K n'est pas né-essairement maximal sur tout IRn. Les 2-formes ω et κ sont dites pré-sympletiques :si le rang de M (respet. K) est m ≤ n (respet. k ≤ n), alors ω (respet. κ) induitune struture sympletique sur IRm (respetivement sur IRk). En e�et, la bilinéarité et lanon-dégénéresene de ω et de κ proviennent de la bilinéarité et de la non-dégénéresene



144 ANNEXE A. INTÉGRATEURS �MULTISYMPLECTIQUES�triques M et K. On pose :
ω(z1, z2) =< Mz1, z2 >, κ(z1,z2) =< Kz1,z2 >, ∀z1,z2 ∈ IRnoù < .,. > est le produit salaire eulidien sur IRn.Ave le formalisme des formes di�érentielles, partiulièrement adapté pour dérirela géométrie sympletique, les deux 2-formes présympletiques s'érivent :

ω =
1

2
(dz ∧ Mdz), κ =

1

2
(dz ∧ Kdz),Conservation de la multisympletiité Le système multisympletique (A.1)possède la loi de onservation de sympletiité :

∂ω

∂t
+
∂κ

∂x
= 0 (A.2)En e�et, pour toute solution de l'équation variationnelle assoiée :

Mdzt + Kdzx = DzzS(z)dzon a :
2∂tω = dzt ∧ Mdz + dz ∧Mdzt

= −(Mdzt) ∧ dz + dz ∧Mdzt

= −(DzzS(z)dz− Kdzx) ∧ dz + dz ∧ (DzzS(z)dz−Kdzx)

= −(dzx ∧ Kdz + dz ∧Kdzx)

= −(dz ∧ Kdz)x

= −2∂xκar M et K sont antisymétriques, et DzzS(z) est symétrique.
Conservation de l'énergie Si les matries M et K, et si S ne dépendent pasexpliitement de t, alors il y a onservation de l'énergie :

E(z)t + F (z)x = 0ave
E(z) = S(z) − 1

2
〈Kzx,z〉, F (z) =

1

2
〈Kzt,z〉,du produit salaire eulidien. Leur aratère antisymétrique est obtenue grâe au fait que

M = −M
T et K = −K

T . On assoie alors les espaes sympletiques (IRm, ω) et (IRk, κ)aux variables de temps et d'espae.



A.2. STRUCTURE MULTISYMPLECTIQUE 145Conservation de la quantité de mouvement De la même manière, si les ma-tries M et K, et si S ne dépendent pas expliitement de x, alors il y a onservationde la quantité de mouvement :
I(z)t +G(z)x = 0ave

I(z) =
1

2
〈Mzx, z〉, G(z) = S(z) − 1

2
〈Mzt,z〉,A.2.2 ExemplesAinsi, plusieurs EDP peuvent se mettre sous la forme multisympletique. Parmiles exemples les plus ourant de la littérature, on trouve les équations des ondes semi-linéaire (onservative), l'équation de Shrödinger non-linéaire et l'équation KdV(dispersives).On rappelle pour haune de es équations leur formulation multisympletique.Exemple A.2.1 (équation des ondes) On reprend sur l'équation des ondes :

utt = uxx − V ′(u)L'équation des ondes est équivalente au système :
−vt + wx = V ′(u), ut = v, ux = −w,En prenant omme variable z = (u, v, w), le système se met sous la forme multi-sympletique

Mzt + Kzx = ∇zS(z)ave :
M =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 K =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


et S(z) = 1

2
(v2 − w2) + V (u).Les deux 2-formes dé�nissant la struture multisympletique s'érivent :

ω = dv ∧ du, κ = du ∧ dw,L'équation de onservation loale de l'énergie est Et + Fx = 0 où
E =

1

2
(v2 + w2) + V (u), F = −vw,Celle de la onservation loale de la quantité de mouvement est It +Gx = 0 ave

I = −vw, G =
1

2
(w2 + v2) + V (u),



146 ANNEXE A. INTÉGRATEURS �MULTISYMPLECTIQUES�Exemple A.2.2 (L'équation KdV) Soit l'équation de Korteweg-de Vries :
ut + uux + uxxx = 0Il s'agit d'une équation hyperbolique modelisant les vagues de faible profondeur.Parmi les solutions de ette EDP, on trouve les ondes se propageant sans défor-mation (non dissipative) dans un milieu non-linéaire et dispersif (la vitesse de phasey est di�érente de la vitesse de groupe) (solitons).En onsidérant le point z = (φ,u,v,w)T dé�ni par le hangement de variables :

u = φx, v = ux, w =
1

2
φt + vx + V ′(u),

1

2
ut + wx = 0où V (u) = u3

6
, l'équation KdV s'érit sous la forme (A.1) :

Mzt + Kzx = ∇zS(z)ave :
M =




0 1/2 0 0

−1/2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 K =




0 0 0 1

0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0


et d'Hamiltonien S = 1

2
v2 − uw + V (u). Les deux 2-formes dé�nissant la struturemultisympletique s'érivent :

ω =
1

2
dφ ∧ du, κ = dφ ∧ dw + dv ∧ du,L'équation de onservation loale de l'énergie est Et + Fx = 0 où

E = −1

2
(uw + φwx − vxu) + V (u), F =

1

2
(φwt − vtu− wtφt + vut),Celle de la onservation loale de la quantité de mouvement est It +Gx = 0 ave

I =
1

4
(vφu− u2), G =

1

2
v2 − 1

4
(utφ− φtu) − uw) + V (u),Exemple A.2.3 (Shrödinger non-linéaire) L'équation non-linéaire de Shrödingers'érit :

iΨt + Ψxx2 + |Ψ|2Ψ = 0Elle se met sous la forme multisympletique en posant omme variable z = (p, q, v, w),ave Ψ = p+ iq :
Mzt + Kzx = ∇zS(z)
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M =




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 K =




0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0


et S(z) = 1

2
(p2 + q2)2 + 1

2
(v2 + w2).Ce qui revient au système d'équations du première ordre :

−qt + vx = −2(q2 + p2)p, pt + wx = −2(q2 + p2)q, px = v, qx = w,L'équation de onservation loale de l'énergie s'érit Et + Fx = 0 où
E =

1

2
((p2 + q2)2 − v2 − w2), F = vpt + wqt,Celle de la onservation loale de la quantité de mouvement est It +Gx = 0 ave

I =
1

2
(p2 + q2)2, G = qv − pw,

A.3 Shémas multisympletiques.De la même manière que pour les ODE où ertaines familles d'intégrateurs ontleur versant sympletique (méthode de partitionnement, de omposition, méthodede type Runge-Kutta), il existe des intégrateurs multisympletiques pour les EDP seonstruisant à partir de méthodes sympletiques standards. Cependant, il n'existepas toujours une formulation algorithmique générale quelque soit l'EDP onsidérée.Dé�nition A.3.1 (Shéma multisympletique) Un shéma pour l'équation (A.1)est dit multisympletique s'il véri�e une forme disrète de la loi de onservation(A.2).Cette dé�nition littérale implique que la loi de onservation mutlisympletique di�èred'un intégrateur à un autre, puisqu'il su�t de préserver exatement une approxima-tion.De plus, on peut faire de l'analyse rétrograde (BEA) sur es méthodes multi-sympletiques [112℄ [74℄. Et pour le as des shémas multisympletiques linéaires(∇zS(z) = Az), on peut y faire de l'analyse sur la relation de dispersion [111℄.



148 ANNEXE A. INTÉGRATEURS �MULTISYMPLECTIQUES�A.3.1 Shémas multisympletiques en boîteCe sont des shémas dont la disrétisation s'e�etue sur les points d'un mêmestenil ; le maillage assoié à haune des variables disrètes est le même. Parmiles plus onnus, il y a la méthode d'Euler multisympletique, la méthode du pointmilieu et elle de la boite de Preissmann.A.3.1.1 Euler multisympletiqueOn sépare les matries antisymétriques :
M = M+ + M−, K = K+ + K−,où M

T
+ = −M− et K

T
+ = −K−. En posant les opérateurs de di�érenes �nies :

D±
t z

n
i = ±z

n±1
i − z

n
i

∆t
, D±

x z
n
i = ±z

n
i±1 − z

n
i

∆x
,En utilisant une approximation d'Euler sympletique sur haune des variables, onobtient le shéma d'Euler multisympletique :

M+D
+
t z

n
i + M−D

−
t z

n
i + K+D

+
x z

n
i + K−D

−
x z

n
i = ∇zS(zn

i )L'ordre de e shéma est O(∆t+ ∆x2).Conservation loale de la multisympletiité La méthode d'Euler multisym-pletique véri�e une version disrète de la loi de onservation multisympletique(A.2) :
D+

t ω
n
i +D+

x κ
n
i = 0où

ωn
i = dzn−1

i ∧M+dz
n
i , κn

i = dzn
i−1 ∧ K+dz

n
i ,pour toute solution véri�ant l'équation variationnel assoiée au shéma :

M+D
+
t dz

n
i + M−D

−
t dz

n
i + K+D

+
x dz

n
i + K−D

−
x dz

n
i = ∇zS(zn

i )dzn
iEn e�et, en prenant le produit exterieur de ette équation ave dzn

i , on a d'une part :
M+D

+
t dz

n
i ∧ dzn

i + M−D
−
t dz

n
i ∧ dzn

i = M+(
z

n+1
i − z

n
i

∆t
) ∧ dzn

i − M−(
z

n−1
i − z

n
i

∆t
) ∧ dzn

i

= M+(
z

n+1
i − z

n
i

∆t
) ∧ dzn

i + (
z

n−1
i − z

n
i

∆t
) ∧ M+dz

n
i

= − 1

∆t
(dzn

i ∧M+dz
n+1
i + dzn−1

i ∧ M+dz
n
i )

= −D+
t ω

n
i



A.3. SCHÉMAS MULTISYMPLECTIQUES. 149et d'autre part, un alul analogue donne :
K+D

+
x dz

n
i ∧ dzn

i + K−D
−
x dz

n
i ∧ dzn

i = −D+
x κ

n
iEn�n, omme DzzS est symétrique, son produit exterieur ave dzn

i est nul. Ce quimontre que le shéma est multisympletique au sens de la dé�nition (A.3.1).Conservation loale de l'énergie disrète La loi de onservation de l'énergies'érit sous forme semi-disrète :
∂tEi +D+

x Fi = 0ave
Ei = S(zi)+ < D−

x zi,K+zi >, Fi = − < ∂tzi−1,K+zi >,Conservation loale de la quantité de mouvement disrète La loi de onser-vation de la quantité de mouvement s'érit sous forme semi-disrète :
D+

t I
n + ∂xG

n = 0ave
In = − < ∂xz

n−1,M+z
n >, Gn = S(zn)+ < D−

t z
n,M+z

n >,A.3.1.2 Shéma de la boîte de Preissman.On illustre ette méthode multisympletique à partir de la méthode impliite dupoint milieu. On utilise la notation :
z

n
i+ 1

2
=

z
n
i+1 + z

n
i

2
, z

n+ 1
2

i =
z

n+1
i + z

n
i

2
, z

n+ 1
2

i+ 1
2

=
1

4
(zn+1

i+1 + z
n
i+1 + z

n+1
i + z

n
i ),Soit un système hamiltonien possedant une struture multisympletique (A.1). Alorsle shéma suivant :

MD+
t z

n
i+ 1

2
+ KD+

x z
n+ 1

2
i = ∇zS(z

n+ 1
2

i+ 1
2

)est multisympletique. L'ordre de e shéma est O(∆t2 + ∆x2).



150 ANNEXE A. INTÉGRATEURS �MULTISYMPLECTIQUES�Conservation loale de la multisympletiité La méthode (A.3.1) véri�e uneversion disrète de la loi de onservation multisympletique (A.2) :
D+

t ω
n
i+ 1

2
+D+

x κ
n+ 1

2
i = 0où

ωn
i =

1

2
(dzn

i ∧Mdzn
i ), κn

i =
1

2
(dzn

i ∧ Kdzn
i ),En e�et, en prenant le produit exterieur de

MD+
t dz

n
i+ 1

2
+ KD+

x dz
n+ 1

2
i = DzzS(dz

n+ 1
2

i+ 1
2

)dz
n+ 1

2

i+ 1
2ave dzn+ 1

2

i+ 1
2

, on a d'une part :
dz

n+ 1
2

i+ 1
2

∧MD+
t dz

n
i+ 1

2
=

1

2∆t

(
(dzn+1

i+ 1
2

+ dzn
i+ 1

2
) ∧M(dzn+1

i+ 1
2

− dzn
i+ 1

2
)
)

=
1

2∆t

(
dzn+1

i+ 1
2

∧Mdzn+1
i+ 1

2

+ dzn
i+ 1

2
∧Mdzn+1

i+ 1
2

−dzn+1
i+ 1

2

∧ Mdzn
i+ 1

2
− dzn

i+ 1
2
∧ Mdzn

i+ 1
2

)

=
1

∆t

(
ωn+1

i+ 1
2

− ωn
i+ 1

2

)

= D+
t ω

n
i+ 1

2et d'autre part un alul analogue donne :
dz

n+ 1
2

i+ 1
2

∧KD+
t dz

n
i+ 1

2
= D+

x κ
n+ 1

2
iEn�n, omme DzzS est symétrique, son produit exterieur ave dzn+ 1

2

i+ 1
2

est nul. Ce quimontre que le shéma est multisympletique au sens de la dé�nition (A.3.1).Remarque 11 La disrétisation entrée de z
n+ 1

2

i+ 1
2

est néessaire à la multisymple-tiité de la méthode.Conservation loale de l'énergie disrète Une autre des propriétés de la formemultisympletique des EDP hamiltoniennes, disrétisée par la méthode de la boîteentrée est la onservation de l'énergie disrète :
D+

t E
n
i+ 1

2
+D+

x F
n+ 1

2
i = 0où

En
i = S(zn

i ) −
1

2∆x
< K(zn

i+1 − z
n
i ), zn

i >, F n
i =

1

2∆t
< K(zn+1

i − z
n
i ), zn

i >,La onservation de l'énergie est exate lorsque le Hamiltonien est linéaire.



A.3. SCHÉMAS MULTISYMPLECTIQUES. 151Conservation loale de la quantité de mouvement disrète Une autre despropriétés de la forme multisympletique des EDPs hamiltoniennes, disrétisée parla méthode de la boîte entrée est la onservation de l'énergie disrète :
D+

t I
n
i+ 1

2
+D+

x G
n+ 1

2
i = 0où

In
i =

1

2∆x
< M(zn

i+1 − z
n
i ), zn

i >, Gn
i = S(zn

i ) −
1

2∆t
< M(zn+1

i − z
n
i ), z

n
i >,La onservation de la quantité de mouvement est exate lorsque le Hamiltonien estlinéaire.A.3.1.3 Méthode du point milieu expliiteIl s'agit du versant expliite de la méthode préédente.On introduit les opérateurs de di�érenes �nies :

D
1
2
t =

1

2
(D+

t +D−
t ), D

1
2
x =

1

2
(D+

x +D−
x ),Le shéma multisympletique du point milieu s'érit alors :

MD
1
2
t z

n
i + KD

1
2
x z

n
i = ∇zS(zn

i )Conservation loale de la multisympletiité Cette méthode multisymple-tique véri�e une version disrète de la loi de onservation multisympletique (A.2) :
D+

t ω
n
i +D+

x κ
n
i = 0où

ωn
i = dzn

i ∧ Mdzn−1
i , κn

i = dzn
i ∧Kdzn

i−1,Conservation loale de l'énergie disrète La loi de onservation de l'énergies'érit sous forme semi-disrète :
∂tEi +D+

x Fi− 1
2

= 0ave
Ei = S(zi)− < zi,KD

1
2
x zi >, Fi =

1

4
(< zi,K∂tzi−1 > + < zi−1,K∂tzi >),



152 ANNEXE A. INTÉGRATEURS �MULTISYMPLECTIQUES�Conservation loale de la quantité de mouvement disrète La loi de onser-vation de la quantité de mouvement s'érit sous forme semi-disrète :
D+

t I
n− 1

2 + ∂xG
n = 0ave

In− 1
2 =

1

4
(< z

n,M∂xz
n−1 > + < z

n−1,M∂xz
n >), Gn = S(zn)− < z

n,MD
1
2
t z

n >,Remarque 12 Il existe une formulation des méthodes multisympletique en boiteen plusieurs dimensions d'espae [61℄.A.3.2 Runge-Kutta multisympletique.Parmi les méthodes standards, on trouve les méthodes d'intégrations de typeRunge-Kutta (RK). Leur version sympletique onsiste à trouver des oe�ients ga-rantissant les propriétés sympletiques. Cette méthode est largement reonnu pourson e�aité sur des temps longs. Cependant l'extension multisympletique n'a pasenore été établie dans le as générique. Elle a été réalisée dans [138℄ pour le as desméthodes partitionées (PRK). Elle permet d'obtenir des méthodes multisymple-tiques expliites. Des onditions su�santes de multisympletiité pour les méthodesPRK ont été établies dans [59℄. Un autre as partiulier des méthodes de type RKest la méthode impliite de Gauss-Legendre (GL). Lorsque le nombre d'étapes inter-médiaires est réduit à un, ette méthode oïnide ave la méthode du point milieumultisympletique. La méthode basée sur Runge-Kutta-Nyström (RKN) a été réa-lisée dans [95℄. La littérature à e sujet est réente. La méthode de Gauss-Legendremultisympletique appliquée sur l'équation des ondes est réalisée dans [136℄.Exemple A.3.1 (ondes semi-linéaire - GLMS) On onsidère à nouveau l'équa-tion des ondes non linéaire sous sa forme multisympletique disrète notée :
DtU

n
i = V n

i , DxU
n
i = W n

i , DtV
n
i −DxW

n
i = −V ′(Un

i )La méthode de GL multisympletique onsiste à établir un intégrateur de type RK à
(r + s) étapes de variables (ui, vi)i=1,..,r et (ui, wi)i=1,..,s. On a alors la méthode :

Un
i = un

i + ∆x

s∑

j=1

aijDxU
n
j , W n

i = wn
i + ∆x

s∑

j=1

aijDxW
n
j ,

un
i+1 = un

i + ∆x
s∑

i=1

biDxU
n
i , wn

i+1 = wn
i + ∆x

s∑

i=1

biDxW
n
i ,
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Un

i = un
i + ∆t

r∑

k=1

ãnkDtU
k
i , V n

i = vn
i + ∆t

r∑

k=1

ãnkDtW
k
i ,

un+1
i = un

i + ∆t
r∑

m=1

b̃mDtU
m
j , vn+1

i = vn
i + ∆t

r∑

m=1

b̃mDtW
m
j ,La ondition de multisympletiité sur les oe�ients de la méthode est analogue auas sympletique :

bjaji + biaij − bibj = 0, b̃j ãji + b̃iãij − b̃ib̃j = 0,La loi de onservation multisympletique s'érit dans e as :
s∑

i=1

bi[du
n+1
i ∧ dvn+1

i − dun
i ∧ dvn

i ]∆x−
r∑

n=1

b̃n[dun
i+1 ∧ dvn

i+1 − dun
i ∧ dvn

i ]∆t = 0

A.4 Exemples numériquesOn présente les di�érentes performanes de quelques méthodes multisymple-tiques, au travers d'une appliation issue de la littérature [95℄ [107℄ [147℄ [153℄.A.4.1 L'équation de Sine-GordonOn s'est inspiré des travaux de Leimkuhler [88℄, et de eux de Wang [155℄. Ils'agit de l'équation des ondes semi linéaire ave un potentiel V (u) = 1 − cos(u) :
utt = uxx − sin(u)ave des onditions de bords périodiques : u(0,t) = u(L,t) pour t ≥ 0, et la onditioninitiale donnée par la solution exate :

uexact(x,t) = 4 arctan(e
x−x0+ct√

1−c2 ) + 4 arctan(e
−x−x0+ct√

1−c2 )Cette solution orrespond à deux ondes solitaires (solitons) se déplaçant haune àvitesse onstante ±c et démarrant aux points ±x0.A.4.1.1 Les méthodes numériquesShéma semi-multisympletique leapfrog (LF) Il s'agit d'un shéma las-sique, expliite, transportant au ours du temps la forme sympletique assoiée à la



154 ANNEXE A. INTÉGRATEURS �MULTISYMPLECTIQUES�dimension spatiale. Son prinipe de onstrution est elui rappelé en introdutionde ette partie. Il s'érit :
un+1

i − 2un
i + un−1

i

∆t2
− un

i+1 − 2un
i + un

i−1

∆x2
+ sin(un

i ) = 0Shéma onservant l'énergie (CE) Le shéma CE s'érit [40℄ :
un+1

i − 2un
i + un−1

i

∆t2
− un

i+1 − 2un
i + un

i−1

∆x2
+
V (un+1

i ) − V (un−1
i )

un+1
i − un−1

i

= 0où V (un
i ) = sin(un

i ). Il est du seond ordre. Il est onstruit de sorte à onserver uneénergie disrète au ours du temps [144℄ :
En

∆x =
h

2

m−1∑

i

(
(
un+1

i − un
i

∆t
)2 + (

un+1
i+1 − un+1

i

∆x
)(
un

i+1 − un
i

∆x
) + V ′(un+1

i ) + V ′(un
i )
)Mais il n'est pas multisympletique.Shéma multisympletique à neuf points (MS) Il est onstruit à partir d'uneméthode de type Runge-Kutta, mais est simpli�é par substitution des variablesauxiliaires. Son prinipe de onstrution est dérit dans les travaux de Wang [154℄[155℄.

D2
t (u

n
i+1 + 2un

i + un
i−1) −D2

x(u
n+1
i + 2un

i + un−1
i ) = V ′(u

n+ 1
2

i+ 1
2

) + V ′(u
n− 1

2

i+ 1
2

) + V ′(u
n+ 1

2

i− 1
2

) + V ′(u
n− 1

2

i− 1
2

)où les opérateurs D2
t et D2

x orrespondent à :
D2

t z
n
i =

zn+1
i − 2zn

i + zn−1
i

∆t2
, D2

xz
n
i =

zn
i+1 − 2zn

i + zn
i−1

∆x2
,et V (un

i ) = sin(un
i ).A.4.1.2 Tests numériquesComportement sur des temps longs Comme attendu, le shéma multisym-pletique possède un très bon omportement sur des temps longs. Il est omparéave le shéma préservant l'énergie.
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(a) Shéma CE (b) Shéma multisympletique à 9-pointsFig. A.1 � Sine Gordon. Solution numérique des solitons dans un domaine periodique
[−10; 10] pour un temps T = 500. ∆x = 5.10−2 et ∆t = 5.10−2.Stabilité Lorsque le pas de temps est raisonnable et que le pas d'espae est suf-�samment petit, les trois shémas testés produisent des solutions numériques om-parables, quelque soit le temps d'intégration. Lorsque le pas de temps augmente,la stabilité du shéma sympletique leapfrog est perturbé. Cei est dû au aratèreexpliite de la méthode. Le shéma multisympletique reste stable, onformément àsa nature implite.
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(a) Shéma Leapfrog sympletique (b) Shéma multisympletique à 9-pointsFig. A.2 � Sine Gordon. Solution numérique des solitons dans un domaine periodique
[−10; 10] pour un temps T = 30. ∆x = 5.10−2 et ∆t = 5.10−2.Bien que le shéma onstruit pour onserver l'énergie soit impliite par son termenon linéaire, sa solution explose dès les premières itérations lorsque ∆k > ∆x. Cequi n'est pas le as du shéma multisympletique : il montre un omportement re-lativement bon sur un temps d'intégration moyen, malgré un pas de temps grossier
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∆k = 10−1 supérieur au pas d'espae ∆x.
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E(x) =
E(x)∫ L

0
E(x)dx

, E(x) =
1

2
(u2

t (x) + u2
x(x)) + (1 − cos(u(x))),Au travers d'une omparaison entre le shéma onstruit pour onserver l'énergie(CE) et le shéma multisympletique (MS), on montre deux aratéristiques :� les variations relatives de E dépendent de sa disrétisation.� le shéma CE onserve mieux E , ependant le shéma multisympletique tra-duit mieux la orrespondane entre les variations d'énergie et les instants deollisions entre solitons et ave les bords.On onsidère la densité d'énergie disrétisée en haque noeud par :

E1
n
i =

1

2
((
un+1

i − un
i

∆t
)2 + (

un
i+1 − un

i

∆t
)2) + (1 − cos(

un
i+1 + un

i

2
)), i = 1,..., m− 1, n ≥ 1(A.3)Le shéma CE présente des irrégularités lorsque l'on regarde l'évolution de E . Leshéma multisympletique possède une erreur relative plus importante. Toutefois, ilprésente un pro�l plus régulier, onstant, orrespondant aux zones de propagationdes solitons à l'intérieur du domaine ; aux instants orrespondant aux ollisions entre



A.4. EXEMPLES NUMÉRIQUES 157les solitons ou ave les bords, le pro�l d'énergie montre un pi (Fig. A.4 (a)). Ononsidère la disrétisation de la densité d'énergie est :
E2

n
∆x =
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m−1∑
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i − un
i

∆t
)2 + (

un+1
i+1 − un+1
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∆x
)(
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i+1 − un
i
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) + V ′(un+1

i ) + V ′(un
i )
)
, n ≥ 1(A.4)Cette disrétisation orrespond à elle qui est onservée par onstrution par leshéma CE. Le onstat est analogue pour le shéma multisympletique : les varia-tions de E montrent des pis lors des ollisions (Fig. A.4 (b)).Les Fig. A.4 (c) et (d) montrent la répartition de la densité d'énergie sur le domaineau ours du temps. Les instants de ollisions orrespondent ave les instants de pisdans le pro�l de variation de E .Le transport d'énergie représenté par le shéma multisympletique permet de tra-duire qualitativement le omportement loale des solitons alors que le shéma CEpréserve ave une meilleure préision une énergie globale indépendante du omporte-ment de la solution. Ainsi, la struture multisympletique ontient de l'informationphysique permettant une analyse loale. Elle peut être plus importante à préserverqu'une grandeur globale (omme l'énergie) ne traduisant que partiellement la phy-sique d'un système.Les méthodes multisympletiques sont onstruites pour rendre ompte de la na-ture multisympletique des équations. Le fait de les préserver au ours du tempspermet d'obtenir des omportements sur des temps longs naturellement satisfaisant.Cela permet aussi d'avoir struturellement de bonnes propriétés de onservation desquantités invariantes.Cependant, le petit nombre d'équations modèles montre une des faiblesses majeuresde ette approhe. En e�et, la méthode reposant sur la mise en forme multisymple-tique, il n'existe pas de onstrution systématique pour n'importe quelle EDP.
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Annexe B
Méthodes utilisant l'invariane parsymétrie
B.1 Introdution

On présente quelques méthodes d'intégration géométrique. Toutes sont baséessur l'une des propriétés géométriques issues des symétries des équations :� une approhe semi-invariante, introduite par Shokin [142℄, se basant sur l'ad-dition d'un terme numérique agissant omme un terme de visosité, pour unshéma donné . Ce terme est alulé de sorte à e que l'approximation di�é-rentielle du shéma respete les symétries de l'équation d'origine.� les méthodes de maillage adaptatif sont des méthodes reonnues et utiliséesdans de nombreux as, omme par exemple pour les systèmes d'interation�uide-struture. En s'inspirant d'une tehnique reposant sur le prinipe d'équi-distribution, Budd propose de déterminer les équations d'évolution du maillagede sorte à respeter l'invariane d'éhelle [15℄, [17℄. Cette approhe est partiu-lièrement bien adaptée pour retrouver les solutions auto-similaires et traduireles singularités omme les phénomènes de blow up.� d'autres méthodes sont onstruites diretement pour préserver l'ensemble dessymétries de l'équation : 'est e que poposent Dorodnitsyn et al. [35℄, [36℄.Leurs travaux à e sujet portent sur la onstrution de shémas et de maillagess'exprimant ave les invariants en di�érenes �nies ; eux-i sont alulés grâeaux opérateurs disrets de dérivation. Cette méthode autorise les maillages évo-lutifs, et permet d'établir des lois de onservations disrètes pour les systèmeslagrangiens.



160 ANNEXE B. MÉTHODES UTILISANT L'INVARIANCE PAR SYMÉTRIEB.2 Shémas semi-invariants par approximation dif-férentielleLa méthode a été introduite par Shokin [142℄. Le prinipe d'invariane jusqu'àun ordre �ni, ou de semi-invariane, onsiste à adjoindre à l'EDP une approxima-tion di�érentielle. Celle-i est obtenue à partir d'un shéma numérique donné, par ledéveloppement de Taylor des termes de di�érenes �nies. Cette approximation dif-férentielle est la somme de l'équation exate et d'un terme résiduel, orrespondantà une erreur de tronature assoiée au shéma. On alule la forme générale desgénérateurs in�nitésimaux du groupe de symétrie de ette équation. La onditiond'invariane induit un système d'équations di�érentielles sur les oe�ients des gé-nérateurs in�nitésimaux et sur les termes du fateur résiduel. La onstrution d'unshéma semi-invariant onsiste à hoisir e terme résiduel, de sorte à préserver lessymétries de l'équation d'origine.On présente brièvement ette méthode sur l'exemple d'une EDP :
F (x,u,u(1),...,u(n)) = 0où l'on a noté x = (x1, ..., xp) les variables indépendantes, et u

(n) = (u
(n)
1 , ..., u

(n)
q ) lesvariables dépendantes ainsi que leurs dérivées partielles : u(µ)

j = u
l1...lµ
j =

∂µuj

∂xk1
...∂xkµ

.Une équation aux di�érenes �nies assoiée s'érit :
N(x,un,h,Tu) = 0,où h = (h1, ..., hp) orrespond aux pas du maillage, et T = (T1, ..., Tp) est l'opérateurde translation disrète sur les variables indépendantes :

Ti[u](x1, ...,xi−1, xi, xi+1, ..., xp) = u(x1, ...,xi−1, xi+hi
, xi+1, ..., xp)B.2.1 Approximation di�érentielle d'ordre s.On appelle alors approximation di�érentielle d'ordre s de l'équation aux di�é-renes, l'équation di�érentielle :

P (x,u,...,u(l1),u(l1...lµ′)) = F (x,u,u(l1), ...,u(l1...lµ)) +
s∑

β=1

p∑

i=1

(h
lβ
i )Ri(x,u,u

(l1), ...,u(l1...lµ′))pour λ = 1, ..., q et l′ = maxλ,i l
′
λ,i. Elle est obtenue par tronature du développementde Taylor de T.Soit G un groupe de transformation agissant sur l'espae des jets Jn, engendré par



B.2. SCHÉMAS SEMI-INVARIANTS PAR APPROXIMATION DIFFÉRENTIELLE161le générateur in�nitésimal v. Alors le prolongement à l'ordre l′ de v s'érit :
pr(l′)

v = v +
n∑

j=1

l′∑

µ=1

σ
(l1...lµ)
j

∂

∂u
(l1...lµ)
jLe résultat fondamental de la méthode permettant de onstruire un shéma auxdi�érenes �nies invariant jusqu'à un ertain ordre est le suivant :Théorème B.2.1 (Semi-invariane) L'approximation di�érentielle est invariantesous l'ation du groupe G si et seulement si :

pr(l′)
v
[
P (x,u,...,u(l1),u(l1...lµ′))

]
|P=0

= 0Ce qui est équivalent d'après la dé�nition de l'approximation di�érentielle à :
0 = pr(l′)

v
[
F (x,u,...,u(l1),u(l1...lµ′))

]
|P=0

+pr(l′)
v
[( s∑

β=1

p∑

i=1

(h
lβ
i )R(x,u,...,u(l1),u(l1...lµ′))

)]
|P=0Cette ondition d'invariane onduit à un système d'équations dont les inonnuessont les fontions jouant le r�le des oe�ients dans l'expression du prolongementdu générateur in�nitésimal.On onstruit un shéma semi-invariant en imposant au terme résiduel de l'approxi-mation di�érentielle la ondition d'invariane par le groupe de symétrie de l'équationd'origine.B.2.2 Shéma semi-invariant pour l'équation de BurgersOn présente à titre d'exemple la méthode appliquée à l'équation de Burgers,traité par Hoarau et al. [58℄.On onsidère le shéma numérique :
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i − un
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δ−
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i = 0où l'on a noté les opérateurs de dérivation :
δ(un

i ) =
un

i+ 1
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− un
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∆x
, µ(un

i ) =
un

i+ 1
2

+ un
i− 1

2

2
, δ±(un

i ) = ±u
n
i±1 − un

i

∆x
,et où Ωn

i = Ω(xi, t
n, un

i ) est la disrétisation du terme de visosité arti�ielle aluléede sorte à e que l'approximation di�érentielle :
ut + uux − νuxx + (Cux)x = 0



162 ANNEXE B. MÉTHODES UTILISANT L'INVARIANCE PAR SYMÉTRIEvéri�e les symétries de l'équation de Burgers.En onsidérant un groupe de transformation agissant sur les variables dans l'ap-proximation di�érentielle, la ondition d'invariane s'érit :
pr(2)

v
[
(ut − uux − νxx)

]
|F=0

+ pr(3)
v
[
((Cux)x)

]
|F=0

= 0Le système d'équations di�érentielles portant sur les oe�ients des générateursin�nitésimaux est :
ξ1 = a+ bx+ ct+ dtx, ξ2 = e+ dt2 + (2b− f)t, η = c+ dx+ (−b− dt+ f)u,

ζ1 = bh, ζ2 = (2b− f)τ, θ = fν,où a, b, c, d, e, f sont des oe�ients réels.L'expression de C est alors déduite à l'aide de es équations, en résolvant la onditiond'invariane pour l'approximation di�érentielle par rapport aux symétries de l'équa-tion de Burgers. Hoarau et al. [58℄ propose d'érire la visosité arti�ielle rendantl'approximation di�érentielle invariante grâe à :
Ω =

1

∆x2
(
∆t

2
u2 − C)et en prenant C = −0.01t(tu− x)2(ux)

2.On obtient au �nal le shéma semi-invariant d'ordre 1 en temps et 2 en espae :
0 =

un+1
i − un

i

∆t
+

1

∆x
(µδ − µδ3

6
)(
u2

2
)n
i − ν

1

∆x2
(δ2 − δ4

12
)(un

i )

−
(
Ωn

i+ 1
2
(un

i+1 − un
i ) − Ωn

i− 1
2
(un

i − un
i−1)
)
un

i

+
ν∆t

2

(
(un

i+ 1
2
)2 µδ

2

∆x2
− (un

i− 1
2
)2 µδ

2

∆x2

)
− ν2∆t

2

δ4

∆x4
un

i +
ν∆t

2

µδ3

∆x3
(
u2

2
)n
iRemarque 13 Outre l'apset semi-invariant de la méthode, un point à noter estque la méthode réduit l'ordre du shéma par deux. Ainsi, le shéma d'origine d'ordre4 devient un shéma semi-invairant d'ordre 2.Résultats numériques On montre les performanes numériques d'une telle ap-prohe sur l'exemple de l'équation de Burgers. Pour l'exemple présent, on onsidèrele problème dont la ondition initiale et les onditions aux limites sont données parla solution exate suivante :

uexacte(x,t) =
x−2t
t+0.1

1 + ν2
√
t+ 0.1exp

( (x−2t)2

4ν(t+0.1)

) + 2Le temps initial est de t0 = 0.1 et le temps �nal est t1 = 5.2. Le domaine spatialest [a,b] = [0, 20]. La Fig. (B.1) (a) représente les solutions numériques du shémalassique d'ordre 4 et du shéma semi-invariant d'ordre 2, omparées à la solution
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164 ANNEXE B. MÉTHODES UTILISANT L'INVARIANCE PAR SYMÉTRIELa Fig. (B.1) (b) représente l'évolution de l'erreur moyenne sur le domaine spatial :
Err =

∑N
i=0 |uexacte−unum.

|/N . On remarque que pour un petit pas de temps (∆t =

10−3), le shéma lassique d'ordre 4 présente une erreur moyenne bien plus petiteque le shéma semi-invariant. Cependant, lorsque le pas de temps augmente, l'erreurassoiée au shéma lassique roît beauoup plus rapidement que elle assoiée aushéma semi-invariant ; le pas d'espae étant �xé, la solution numérique devient deplus en plus instable : au-delà de ∆t = 8.10−3, la solution semi-invariante onservele même ordre de préision ontrairement à la solution lassique qui a omplètementexplosée.Ainsi, bien que ette méthode réduise l'ordre de préision du shéma d'origine, ilexiste des valeurs des paramètres numériques (pas d'espae, pas de temps) pour les-quelles la solution du shéma semi-invariant est omparable à la solution du shémalassique d'ordre plus élevé. On observe même sur et exemple un gain de stabilitéde la solution numérique.
B.3 Invariane d'éhelle et maillage adaptatifIl s'agit d'une méthode d'intégration numérique onsistant à adapter le maillagea�n de préserver l'invariane d'éhelle. L'invariane d'éhelle orrespond à la trans-formation :

t→ λt, x→ λ1/2x, u→ λαu, ∀α, λ > 0,Elle est partiulièrement présente pour de nombreux systèmes physiques et méa-niques. Elle se retrouve en e�et dans le groupe de symétrie de nombreuses EDP,omme l'équation de la haleur, l'équation de Burgers, les équations de Navier-Stokes... Une solution invariante par éhelle signi�e qu'elle se produit quel que soitl'ordre de grandeur onsidéré pour observer le système.On rappelle don dans un premier temps la méthode du maillage mobile omme ellea été originalement introduite par Huang et al. [63℄. Puis on présente la manièredont Budd et al. [17℄ utilise l'invariane d'éhelle pour développer ette méthode.Cette méthode est partiulièrement bien adaptée pour apter les singularités ommeles phénomènes de blow-up, ainsi que pour reproduire le omportement des solutionssur des temps longs, notamment elles assoiées aux solutions autosimilaires.



B.3. INVARIANCE D'ÉCHELLE ET MAILLAGE ADAPTATIF 165B.3.1 Prinipe d'équidistribution et invariane d'éhelle.Prinipe d'équidistribution Le prinipe d'équidistribution a été introduit parBoor [33℄. On suppose un maillage uniforme dérit par des oordonnées �tives
ξ ∈ [0,1] ave ξi = i

N
pour i = 0, .., N . Á es oordonnées est assoié le maillage

{x0, ..., xN} dé�ni pour x(ξ, t) ∈ [0,1], ave x(0, t) = 0 et x(1, t) = 1. L'évaluationdes xi est donnée par la résolution d'une EDP portant sur une fontion de régulation
M(x,t) > 0 véri�ant le prinipe d'équidistribution :

∫ x(ξ,t)

0

M(z,t)dz = ξθ(t), θ(t) =

∫ 1

0

M(z, t)dz,En di�éreniant par rapport à ξ le prinipe d'équidistribution, on obtient les EDP
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

x x x x x

0 1 2 3 nn−1n−2n−3

4210 n−2 nxn−3 x xn−13x

4

∆ ξ t ,, M )=0(

MMPDE:

(a) Maillage physique x(xi, t) et maillage �tif xiFig. B.2 � Constrution du maillage adaptatif.permettant d'évaluer le maillage {x0, ..., xN} :
M(x(ξ, t), t)

∂

∂ξ
x(ξ, t) = θ(t),

∂

∂ξ

(
M(x(ξ, t), t)

∂

∂ξ
x(ξ, t)

)
= 0,Ces équations sont appelées équations du prinipe d'équidistribution quasi-statiques(QSEP) dans la mesure où elles ne font pas intervenir la vitesse de déplaement desn÷uds du maillage ẋi. La fontion de régulationM(x(ξ,t), t)) est hoisie selon l'EDPonsidérée de sorte à minimiser les erreurs numériques. Ce sont à partir des QSEPque les équations du maillage mobile (Moving Mesh Partial Di�erential Equations- MMPDEs) sont alulées1.Il existe plusieurs MMPDEs dérivées des QSEP :� la MMPDE suivante a été proposée par Ren et al. [137℄ :

∂

∂ξ
(Mẋ) +

∂M

∂t

∂x

∂ξ
= θ̇1les MMPDEs sont alors à disrétiser et à résoudre en même temps que l'équation auxdi�érenes



166 ANNEXE B. MÉTHODES UTILISANT L'INVARIANCE PAR SYMÉTRIEobtenue en di�éreniant par rapport au temps la première équation di�éren-tielle du prinipe d'équidistribution, et en remarquant que :
∂ξ(Mẋ) = (∂ξM)ẋ+M∂ξẋ

= ∂xM|t∂ξx|t∂tM|ξ +M∂t∂ξx

= (∂tM|ξ − ∂tM|t)∂ξx|t +M∂t∂ξx

= ∂t(M∂ξx) − ∂tM∂ξxoù ∂xM|t =
(

∂M
∂x

)
|t constant

.En divisant par ∂ξx, et en remarquant que M = θ∂ξx, on obtient la MMPDEsous forme onservative :
∂M

∂t
+

∂

∂x
(Mẋ) = M

θ̇

θCependant, la fontion θ n'est pas pratique dans les aluls, 'est pourquoi ilest possible d'obtenir des MMPDEs ne faisant pas intervenir e fateur :� en di�éreniant par rapport au temps la forme intégrale du prinipe d'équidis-tribution, on obtient la MMPDE introduite par Flaherty et al. [45℄ :
ẋM +

∫ x

0

∂tM(dz) = ξθ̇Ensuite en di�éreniant une première fois par ξ :
M∂ξ ẋ+ ẋ∂ξM + ∂ξx∂tM = θ̇puis une deuxième fois :

∂ξ

(
M∂ξẋ+ ẋ∂ξM

)
= −∂ξ

(
∂tM∂ξx

)� une autre méthode pour obtenir les MMPDEs est de supposer que les QSEPdoivent être véri�ées pour un temps initial non nul t+ τ , ave 0 < τ << 1. Laseonde équation des QSEP s'érit alors :
∂

∂ξ

(
M(x(ξ, t+ τ), t+ τ)

∂

∂ξ
x(ξ, t+ τ)

)
= 0En érivant le développement de Taylor pour haun des termes :

∂

∂ξ
x(ξ, t+ τ) =

∂

∂ξ
x(ξ, t) + τ

∂

∂ξ
ẋ(ξ, t+ τ) +O(τ 2)

M(x(ξ, t+ τ), t+ τ) = M(x(ξ, t), t+ τ) + τ ẋ
∂

∂x
M(x(ξ, t), t)

+τ
∂

∂t
M(x(ξ, t), t) +O(τ 2)on obtient �nalement la MMPDE :

∂

∂ξ

(
M
∂ẋ

∂ξ

)
+

∂

∂ξ

(∂M
∂ξ

ẋ
)

= − ∂

∂ξ

(∂M
∂t

∂x

∂ξ

)
− 1

τ

(
M
∂x

∂ξ

)



B.3. INVARIANCE D'ÉCHELLE ET MAILLAGE ADAPTATIF 167Invariane d'éhelle La pierre angulaire de la méthode du maillage adaptatifbasée sur le prinipe d'équidistribution repose sur la fontion de régulation M(x,t).Le point de vue géométrique onsiste à déterminer M de sorte à e que le maillagepuisse transporter la struture géométrique de l'équation. Le système formé parle shéma aux di�érenes et les équations du maillage obtenues onserve alors lespropriétés d'invariane.On présente le as partiulier de onstrution d'un maillage adaptatif onstruit pourrespeter l'invariane par transformation d'éhelle, omme le propose Budd et al.[15℄.B.3.2 L'équation de la haleur non linéaireConsidérons l'équation :
ut = (uux)xElle admet les symétries ontinues :� Translation spatiale :

(x, t, u) −→ (x+ τ1, t, u)� Translation temporelle :
(x, t, u) −→ (x, t+ τ2, u)� Première transformation d'éhelle :
(x, t, u) −→ (λ

1/2
1 x, λ1t, u)� Seonde transformation d'éhelle :

(x, t, u) −→ (x, λ2t, λ
−1/2
2 u)La famille des solutions autosimilaires pour les transformations d'éhelle est donnéespar :

u(x,t) = tγv(x/tβ), 2β − γ = 1,L'équation di�érentielle donnant l'évolution du maillage est, pour et exemple,l'équation MMPDE1. La fontion de régulation doit être prise de sorte à respe-ter l'invariane d'éhelle. Elle peut alors être de la forme M(u) = uλ. Prenons parexemple λ = 1. Le prinipe d'équidistribution s'érit alors :
∫ X(ξ,t)

X(0,t)

u dx = ξEn di�éreniant par rapport à ξ, on obtient :
uXξ = 1En di�éreniant par rapport à t, on a :

u(Xt + ux) = 0



168 ANNEXE B. MÉTHODES UTILISANT L'INVARIANCE PAR SYMÉTRIEAinsi, le maillage évolue en fontion du temps omme :
Xt = −uxOn véri�e que les équations obtenues par dérivation du prinipe d'équidistribu-tion, ave la fontion de régulation hoisie, sont bien invariantes par transformationd'éhelle. En substituant es équations dans l'équation d'origine, on obtient l'équa-tion :

u(ξ, t)t =
1

2
u2(u2)ξξLe shéma à maillage adaptatif est alors donné par l'approximation de ette équationet de elle de l'évolution du maillage :

dui

dt
=
n2

2
u2

i (u
2
i+1 − 2u2

i + +u2
i−1), (Xi+1 −Xi)(ui+1 − ui) =

2

n
,B.4 Méthodes utilisant les invariants en di�érenes�niesOn présente la méthode omme elle est introduite par Dorodnitsyn [35℄ pour leas partiulier d'une équation di�érentielle de la forme :

F (x, t, u, ut, ux, uxx) = 0Soit X le générateur d'une symétrie ontinue pour l'EDP :
X = ξt ∂

∂t
+ ξx ∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ ...Le prinipe de onstrution de la méthode est le suivant : grâe aux opérateursdisrets de dérivation, on onstruit le prolongement X̃ deX sur l'espae des variablesdisrètes assoiées à l'équation aux di�érenes. On peut alors aluler les invariants

I1, ..., Il en di�érenes �nies de X̃. On obtient une méthode omplètement invarianteen établissant un shéma numérique et un maillage omposé des invariants Ik.B.4.1 Shémas invariantsOpérateurs de dérivation disret On pose les opérateurs disrets de dériva-tion :
D+ =

∂

∂x
+ D̃+h(u)

∂

∂u
+ ..., D− =

∂

∂x
+ D̃−h(u)

∂

∂u
+ ...,
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D̃+h =

∞∑

n=1

(−h)n−1

n
Dn

+h, D̃−h =
∞∑

n=1

hn−1

n
Dn

−h,L'opérateur de di�érene à gauhe (respetivement à droite) dé�ni par D−h =

−S−h−Id

h
(respetivement D+h =

S+h−Id

h
) est une ombinaison de l'opérateur detranslation disrète à gauhe S−h : x 7→ x− (respetivement à droite S+h : x 7→ x+),de sorte que :

D+h =
x+ − x

h
, D−h =

x− x−

h
,Supposons que l'équation aux di�érenes F∆ = 0 assoiée à l'EDP s'exprime à partirdu stenil formé par les points disrets (Fig. B.3(b))

∆ = {x, t, τ, h+, h−, u, u+, u−, x̂, t̂, û}Le prolongement des opérateurs de di�érenes D± sur ∆ permet de dé�nir le pro-longement X̃ de X sur ∆. La ondition d'invariane pour toute fontion I : ∆ 7→ IRest :
X̃I(x, t, τ, h+, h−, u, u+, u−, x̂, t̂, û) = 0La résolution de ette ondition d'invariane donne l'ensemble des invariants dis-rets en di�érenes �nies I1, ..., Il. Il su�t alors de omposer un shéma numériqueet les équations de maillage en fontion des es invariants pour obtenir une méthodeomplètement invariante.

B.4.2 Equation de la haleur non linéaireOn reprend l'exemple de l'équation de la haleur non linéaire ut = (uux)x eton reproduit la méthode omplètement invariante par rapport aux symétries del'équation, suivant l'artile original de Dorodnitsyn [39℄.Considérons le stenil régulier et orthogonal dé�ni par les points disrets
(x, t, h, τ, u, u−, u+, û,û−, û+)disposés omme sur la Fig. B.3(a). Les symétries de l'équation sont

(x, t, u) −→ (x+ τ1, t, u), (x, t, u) −→ (x, t+ τ2, u),

(x, t, u) −→ (λ
1/2
1 x, λ1t, u), (x, t, u) −→ (x, λ2t, λ

−1/2
2 u),
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(x−h, t, u−) (x, t, u) (x+h, t, u+)

(x−h, t, u−) (x, t, u) (x+h, t, u+)

^ ^ ^ ^ ^^

(x−h, t, u−) (x, t, u) (x+h, t, u+)

(x+h, t, u+)(x, t, u)(x−h, t, u−)^ ^ ^^^ ^^^^ ^^−

−

+

+

σ

(a) Stenil régulier et orthogonal (b) Stenil régulierFig. B.3 � Stenil pour l'équation de la haleur non linéaire.et les invariants assoiés sont :
u
τ

h2
,

û

u
,

u+

u
,

u−
u
,,

û+

u
,

û−
uUn shéma invariant onstruit ave es invariants est, par exemple :

û− u

τ
=

1

h

(
(
u+ + u

2
)(
u+ − u

h
) − (

u+ u−
2

)(
u− u−
h

)
)Cependant, pour utiliser un maillage mobile, on a besoin d'une équation d'évolutiondisrète pour le maillage du type dx

dt
= φ(t, x, u). En remarquant que l'équation dela haleur non linéaire s'érit sous la forme d'une loi onservative pour la haleur

u, Dorodnitsyn [39℄ propose que l'équation d'évolution du maillage doive satisfaire
d
dt

∫ x2(t)

x1(t)
udx = 0, 'est-à-dire :

d

dt

∫ x2(t)

x1(t)

udx =

∫ x2(t)

x1(t)

∂u

∂t
dx+

[
u

dx

dt

]x2

x1
=
[
uux + u

dx

dt

]x2

x1
= 0L'équation d'évolution du maillage est alors donnée par dx

dt
= −ux.Ainsi, le système à résoudre ave un maillage adaptatif s'érit :

dx

dt
= −ux,

1

u

du

dt
= (ux)x,Ce qui s'érit aussi sous forme onservative :

dx

dt
= −ux,

d ln u

dt
= (u)xx,Un tel système peut se résoudre sur un maillage donné omme pour le stenil de laFig. B.3(b). Les invariants disrets sont :

u
τ

h+2
,

û

u
,

u+

u
,

u−
u
,

û+

u
,

û−
u
,

ĥ−

h+
,

h−

h+
,

ĥ+

h+
,

x̂− x

h+



B.4. MÉTHODES UTILISANT LES INVARIANTS EN DIFFÉRENCES FINIES171Finalement, on obtient la méthode suivante :
x̂− x

τ
= −1

2

(u+ − u

h+
+
u− u−
h−

)

1

τ
ln
û

u
=

2

h+ + h−
(u+ − u

h+
− u− u−

h−
)Cette méthode est omplètement invariante pour un maillage mobile. Ainsi, on aprésenté un éhantillon des méthodes d'intégration utilisant des tehniques assoiéesà la onservation des symétries. Les prinipales limites relatives à es méthodes sont :� la méthode de semi-invariane, outre le fait qu'elle ne permette pas de rendreomplètement invariant un shéma, elle réduit son ordre de préision ; il estalors néessaire de partir d'un shéma d'ordre élevé.� la méthode préservant l'invariane par transformation d'éhelle ne prend pasen ompte les autres symétries ; du oup, les lois de onservation ou d'évolu-tion des quantités remarquables assoiées à une symétrie quelonque ne sontpas transportées. En fait ette méthode n'est appliable que pour la familled'équations admettant la transformation d'éhelle omme symétrie.� la méthode utilisant les invariants en di�érenes �nies produit une famille nom-breuse de shémas invariants. Cependant, il n'y a pas de ritères de stabilitéou d'ordre de préision. Il n'y a don pas de ritères permettant de disernerun shéma ayant de bonnes propriétés numériques d'un mauvais.Cette présentation sommaire de trois intégrateurs géométrique pour les EDP amèneomme premières onstations :� Les approhes géométriques sont d'autant plus variées qu'il est possible d'enexploiter la rihesse. Le formalisme employé, ainsi que les propriétés à onserverpermettent d'établir autant de méthodes d'intégration.� Cependant, auune des approhes ne permet d'obtenir un unique shéma inva-riant assoié à une équation. Il subsiste toujours un paramètre, une fontion,une famille d'invariants à hoisir de façon arbitraire. Ce hoix onditionne laqualité numérique du shéma.
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