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Introduction

L'intérét pour des probléemes couplant un fluide et une structure élagtigsieaccru ces derniéres
années par le nombre croissant d’applications dans les différents dendaina physique. Nous pou-
vons citer comme exemples I'étude de I'écoulement d'un fluide autour diled’avion ou d’un bateau
et, dans le cadre qui nous intéresse dans cette thése, la déformation @&imgevdans un écoulement
sanguin. Tous ces phénoménes sont couplés car le comportement durflluidesur la structure et
réciproquement. Les progrés en temps de calcul et en capacité mémoinaideseurs permettent ac-
tuellement de réaliser des simulations numériques associées a ce type daerélalallélement a cette
puissance informatique il est important pour les physiciens, biologistes eématiciens de développer
en collaboration des modeéles simples, robustes et réalistes constituant oehamomplémentaire aux
expérience vivoouin vitro qui peuvent étre difficiles et couteuses a réaliser.

La principale difficulté liée a I'interaction d’un fluide et d’une structure régidns le couplage de
modéles décrits de maniére différentes. En effet, le fluide est classiqudéezit en formulation eulé-
rienne et la structure élastique en formulation lagrangienne. Le couplags didférentes formulations
rend I'étude de ces systemes tres complexe, tant d'un point de vue numétig mathématique. Une
premiére avancée a été réalisée par Donea [20] qui introduit la méthoBegAbitrary Lagrangian
Eulerian) basée sur un compromis entre les descriptions lagrangienrératreie. Une autre avancée
significative a été réalisée par Peskin [40] ol le couplage avec la swdtastique est représenté par un
terme source dans les équations du fluide. Cette technique a été utiliséea@ésrdans de nombreuses
applications, principalement en biomécanique.

Cependant, la formulation proposée demeure en partie lagrangienne étipslations nécessaires
pour calculer les forces élastiques sont a I'origine de pertes de volureqslub, ce modéle ne permet
pas de gérer simplement les grandes déformations qui sont fréquensdssiapplications en bioméca-
nique. Dans le cas particulier d'une membrane élastique immergée dans unuhgdeuvelle méthode
a été proposée récemment par Cottet et Maitre [14, 15]. Elle consisteéseager 'interface entre les
deux fluides par une fonction level set qui est est advectée par laevilesiuide. La nouveauté de la
méthode réside dans la prise en compte d’'une partie de I'élasticité de la ®tradtaide de cette fonc-
tion level set. Le couplage fluide-structure est ainsi réduit a une formuletioyplétement eulérienne
qui permet une meilleure conservation du volume, des grandes déformaitisingue la prise en compte
des éventuels changements de topologie.
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Problématiques

Dans ce contexte je me suis intéressé a trois problématiques distinctes : analy@®aatigtie, mo-
délisation et simulation numérique.

La premiére problématique est axée sur I'analyse mathématique de modeles EFgedlyide-
structure. La principale difficulté rencontrée dans ce type de probléma fsmulation différente de
chaque constituant du couplage. Un résultat d’existence récent atéttugiar Coutand et Shkoller
[9, 17] en formulant le probléeme de maniere complétement lagrangienne. d&lemroposé par Cottet
et Maitre [14, 15] ouvre de nouvelles perspectives en formulant lel@mee fluide-structure de maniére
complétement eulérienne permettant de décrire le couplage fluide-strootunee un fluide complexe.
Des résultats d’existence ont été obtenus récemment pour ce type dd4bliéeils seront le point de
départ de notre étude théorique.

La deuxieme problématique concerne I'optimisation de formes géométriquesrcpiteoa trouver
une surface qui minimise une fonctionnelle dépendant de la géométrie d&aleeslirétude de cette mé-
thode est motivé par les applications en biomécanique ou une partie de ke I'élasticité de la
membrane (effets de flexion) est une fonctionnelle qui dépend de lawreutb la surface. Cette énergie
permet, en ajoutant des contraintes de volume et d’aire, d’obtenir les fafdwslibre des vésicules.
Dans le but de minimiser cette fonctionnelle, une méthode classique d’optimisatisisteanchoisir le
gradient comme direction de descente. La principale difficulté liée au calagiadiient réside dans le
fait que le parameétre d’optimisation est une surface. Ce calcul a été éfidans le cas de la courbure
moyenne avec une méthode paramétrique [51] et une méthode level Jseidi83es résultats obtenus
sonta priori différents. Mon travail pour cette partie a consisté a comparer ces méthbaegénéraliser
les résultats dans le cas d’une fonctionnelle dépendant de la courbGauds.

La troisieme problématique concerne la résolution numérique de problémes plagentiuide-
structure. La nouvelle méthode proposée dans [14, 15] permet la misgnaa@ méthodes numériques
efficaces pour simuler une membrane dans un fluide. En effet, la formulatiémesne permet une dis-
crétisation avec de simples schémas aux différences finies du fluide ettdectare sur une grille fixe.
Du point de vue des applications en biomécanigue, nous nous sommes éginegsrmes d’équilibres
dans un écoulement stationnaire ainsi qu'au comportement dans un écauemusaillement d’'une
vésicule.
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Plan de la these

La thése est articulée en trois parties.

La premiére partie, découpée en deux chapitres, est une introductiaalgéné permettra d’aboutir
au modéle eulérien de couplage fluide-structure. Dans le premier chapitiejntroduirons les formu-
lations lagrangiennes et eulériennes d’un milieu continu pour aboutir auxiéugiae Navier Stokes
ainsi que les équations régissant un milieu élastique. Nous terminerons deechapquelques rappels
sur le suivi d'interface avec une représentation paramétrique et lareapinterface avec une repré-
sentation par une fonction level set. Le deuxieme chapitre est consacr@@agmdes deux modeles
précédents. Nous introduirons la méthode ALE qui offre un compromisesgént entre les formula-
tions eulériennes et lagrangiennes. Nous continuerons en introduisarthizdeéle frontiere immergée
de Peskin, qui demeure en partie lagrangienne, basée sur unetitascdiipmilieu continu par un unique
champ de vitesse continu. Nous finirons ce chapitre par détailler le modéle de anenscbmplétement
eulérien ou la surface est capturée a I'aide d’'une fonction level set.

La deuxieme partie, décomposée en deux chapitres, concerne unmibébexistence de solutions
pour le modéle de membrane introduit dans la premiére partie. Le premier ehegiittonsacré a une
introduction générale de quelques méthodes classiques permettant de mexistarite de solutions a
une EDP ainsi que des lemmes spécifiques a notre étude. Le chapitrd ssiveonsacré au théoreme
proprement dit, dont le point de départ repose sur I'écriture du modeakeladorme d’un fluide com-
plexe. Nous procéderons a la résolution d’'un probléme approché uibrastec une régularisation en
temps du terme non linéaire d'inertie. Des estimatibisle I'équation de transport et de I'équation de
la quantité de mouvement permettront de passer a la limite dans le problémehagpgr@ce aux outils
classiques de compacité.

La troisieme partie est consacrée a I'étude des forces de courboméassa I'énergie de flexion
de la membrane. Dans un premier chapitre, nous comparerons trois méthumtasisiation de formes
associées a des fonctionnelles géométriques dépendant de la normala ebudsbure. Les deux pre-
mieres méthodes reposent sur la représentation par une une fonctiortelelasurface. Une premiere
technique consiste a utiliser une approximation volumique tandis que la deuxiéneeungisormule de
Reynolds surfacique. La derniére méthode proposée est basées@puésentation paramétrique de la
surface. La contribution de cette partie est de montrer que les différ@mesches proposées aboutissent
au méme résultat. Le deuxiéme chapitre sera ensuite consacré a quefgisesiaps numériques utili-
sant la force de courbure obtenue dans le chapitre précédent. &tomsverons les formes d’équilibre
classiques observées pour des globules rouges. Nous préserétgatement quelques résultats prélimi-
naires sur le cisaillement de vésicules.

L'étude des courbes et des surfaces ayant une importance cab@ddans cette these une annexe y
est consacrée dans le cas d'une représentation paramétrique.
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Premiere partie

Presentation du couplage fluide-structure






Notations

Notations vectorielles et matricielles

n : entier fixé valant 2 ou 3 (dimension du domafng

a - b : produit scalaire canonique deetb € R"

la| = v/a - a : norme euclidienne de € R"

a ® b : matrice de terme généralb,

A b produit de la matriced € R et du vecteub € R"

Tr(A) = ZA“ - trace d’une matricel € R

det(A) : d;terminant d’une matricd € R™*

Cof(A) : matrice des cofacteurs d'une matrides R™*

A:B=Tr(ATB) = ZAijB,-j : produit scalaire des matriceset B € R"’

]

|A| = VA : A : norme euclidienne de la matrice € R™*

IT| = Z(Tij’f)Q : norme euclidienne d’un tenseur d’'ordrd 3 R’
i7j7k

Les matrices seront quelques fois notées entre crochets pour plus tieélisib

Opérateurs différentiels

0; = a% = (-),; : dérivation par rapport au iéme vecteur de la base canonique

o= () = % : dérivation par rapport au temps

V = (01, -, 0y) : opérateur gradient

[Vu] : gradient d’'un champ de vecteursle terme génerdl;u;
Af = Zc’?z%-f : laplacien d’'une fonction scalairg

div(u) :Z Z&-ui - divergence d’'un champ de vecteurs

7

[D?f] : hessienne d’une fonction scalaifele terme génér@%f

11

0%+ = 0;(9;-) : dérivation d’ordre2 par rapport au ieme et au jéme vecteur de la base canonique
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Plan de la premiere partie

Cette thése traite de problemes de couplage fluide-structure et ses apmieatibiomécanique.
D’une maniére générale, l'interaction d’'un fluide et d’'une structure élastigside dans le couplage
de deux modéles qui sont naturellement décrits de maniéeres différentgandenne pour le solide
et eulérienne pour le fluide. Je propose dans un premier chapitre duieade maniére indépendante
les équations qui régissent les fluides et les solides élastiques. Dans ignueckapitre, je propose
d’étudier les méthodes classiques de couplage fluide structure pouira@bon modele completement
eulérien qui sera le point de départ des résultats de la thése. Cette preanide ne contient pas de
résultats nouveaux mais permet une introduction pédagogique au coupldgesttucture.

Nous commencerons dans un premier chapitre par introduire les équatiomsssitega physique
régissant le mouvement d’'une unigue particule soumise a des forcas@dsr Nous verrons comment
les principes fondamentaux de la dynamique peuvent se généraliser dumanilieu continu en insis-
tant sur les formulations eulériennes et lagrangiennes des équationsapmiggierons ce formalisme
pour obtenir les équations eulériennes de Navier Stokes régissant unghiglles équations lagran-
giennes régissant un milieu élastique général. Nous introduirons ensuitedétende fluide complexe
comportant deux phases séparées par une interface diffuse, le rdedéteteweg. Linterface délimi-
tant un fluide et une structure joue un réle important dans les applications. tdioninerons donc ce
chapitre en introduisant les principales méthodes existantes pour reeragee interface, en particulier
les méthodes level set qui seront a la base d’une formulation eulériermuaiplage fluide-structure.

Nous aborderons dans un deuxieme chapitre la modélisation du couplagestiuidture propre-
ment dit par quelques généralités puis nous décrirons les méthodes AhiE#4#y Lagrangian Eulerian)
gui permettent un compromis entre formulation eulérienne et lagrangiengesédtion sera ensuite
consacrée a la méthode de frontiere immergée introduite par Peskin qui perotetsidérer 'ensemble
fluide/solide comme un unique milieu continu, des marqueurs lagrangiens étadtitstqmour calculer
les forces élastiques. Nous terminerons ce chapitre en décrivant de endétigitiée le modeéle de mem-
brane complétement eulérien développé dans [14, 15].
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Chapitre 1

Présentation des modeles fluides et
élastiques

1.1 Meécanique du point matériel

L'étude de la mécanique classique (en opposition avec la mécanique relaiistntique que nous
ne considérons pas ici) est née du calcul différentiel inventé par Ma&ton au 17eme siecle. Dans cette
théorie, le corps a étudier est assimilé a une masse ponctuelle qui est sautaséorces extérieures.
Newton postula le principe fondamental de la dynamique en 1687 : la variatiargdantité de mouve-
ment est égale a la résultante des forces extérieures.

Notonsz(t) € R? la position d’'une particule de massea l'instantt, z/(t) sa vitesse et”(t) son
accélération. En supposant que les forces extérieures nBtdépendent uniquement du temps, de la
position et de la vitesse nous pouvons réécrire le principe de la dynamigsitadorme d’une équation
différentielle ordinaire

m 2" (t) = F(t,z(t), 2 (t)) (1.2)

Pour que le probleme soit bien posé, il faut ajouter des conditions initialda position et la vitesse
c’est-a-dire fixerz(0) et2’(0). La résolution de I'’équation précédente ne peut pas se faire analytique-
ment, sauf dans des cas tres particuliers. Cependant, des méthodeisjnesné&émentaires permettent
d’obtenir des solutions approchées.

La mécanique du point se généralise a des solides rigides de la maniergesuleacentre d’inertie
du solide est soumis au principe fondamental de la mécanique (comme pour lqnéadu point) et
une équation sur le moment d'inertie est ajoutée pour le reste du solide. Lgppriondamental de la
dynamique permet de calculer la vitesse de translation du centre de gravitédaues I'équation sur le
moment d’inertie permet de calculer la rotation du solide et ainsi donner atzé&sgectoire de tous les
points du systéme étudié.

Le principe fondamental de la dynamique peut également s’appliquer daas t&i plusieurs par-
ticules interagissent entre elles. La position de chaque particule est déeritagoéquation similaire a
(1.1) en ajoutant des forces d’interaction entre les différentes particales d Cette modélisation est
bien adaptée pour un petit nombre de particules. Le cadre qui nhoussseést I'étude du mouvement

15
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d’'un objet déformable dont la taille caractéristique est macroscopiquedéBwiption avec plusieurs
particules représentant les atomes de I'objet est inadaptée dans nuerte@our plusieurs raisons.
Tout d’abord nous aimerions étudier la variation de grandeurs physigées au calcul différentiel, qui
ne peut se faire seulement si les quantités misent en jeu varient de magidiere. Or a I'échelle mi-
croscopique les grandeurs physiques varient de maniére discontimuseé du chaos moléculaire. De
plus, le nombre de particules a considérer est beaucoup trop élevéndetastions entre les particules
tres complexes a modéliser. Une solution est apportée grace a la notion de rmitiau qoie nous allons
définir maintenant.

1.2 Geénéralités sur les milieux continus

Considérons une échelle intermédiaire entre I'échelle macroscopique esotipique appelée me-
soscopique constituée de petits volumes appelés particules fluides quigqgoetyent de I'ordre du
(um)3. Ce volume contient un grand nombre de particules permettant de défigirasteieurs moyennes
(masse volumique, pression, position et vitesse) qui vont évoluer de madigiiére au cours du temps.

Un milieu continu est défini par un ensemble de particules fluides qui inteeagisstre elles. Pour
connaitre la déformation du milieu, il suffit de calculer les trajectoires de ehpapticule fluide dont le
nombre est infini. Le nombre infini de degrés de liberté rend le problemetddd'ée milieux continus
complexe aussi bien numériquement que mathématiquement.

Un milieu continu peut étre décrit en formulation eulérienne ou lagrangienseddeepts sont fon-
damentaux car les fluides et les solides élastiques sont des milieux continusalBarits de ces deux
descriptions. Nous suivons en partie la présentation faite dans [36].tinliate de référence [21] peut
également étre consulté.

Dans la description qui va suivre, tous les domaines considérés sesmiigerts connexes réguliers
deR? ouR?. Les dessins seront faits daR$ par commodité.

1.2.1 Description lagrangienne

Considérons un milieu continu occupant initialement un dom@in€e référence et se déformant
sous I'effet d’'une applicatio®(-, ¢) en un nouveau domainig. = ®(Q, t).

Q() — Qt
O(,t): a — Pa,t)=2

Le domaine de référence peut étre choisi de maniére quelconque madisl'iigsye de considérer le
domaine initial ou le milieu est au repos. Sur la figure (FIG 1.1) nous avonésemté le déplacement
® — [; et non la déformation pour simplifier la présentation. Nous opérerons le méme aboistien
dans la suite.
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O(-,t)

FiG. 1.1 — Déformation d’'un domaine de référence avec I'applicabion

Il est imposé ab ainsi qu’a son inverse d’étre réguliéres pour que les calculs quistonte aient
un sens. Le déterminant du jacobiend®lest supposé positif pour garder une orientation positive. Cette
hypothese permet en particulier d’enlever la valeur absolue du détetndeda jacobienne dans les
changements de variables volumiques. Cette description est appelée imgnan{a connaissance de
permet de calculer la trajectoire de chaque point du domaine initial et déteamsiecompletement la
déformation du milieu continu. La vitesseet I'accélérationy d’une particulez se trouvant a la position
x = ®(a,t) alinstantt sont définis naturellement par (FIG 1.2)

2
u(®(a,t),t) = %—T(a, t), v (D(a,t),t) = 87@

a,t). (1.2)

FIG. 1.2 — Vecteur vitesse d’'une particule a I'instant

D’un point de vue numérique, le milieu continu est discrétisé avec des pastjglaleees aux noeuds
d’'un maillage dans le domaine de référence. Ces particules sont ensugtedadmvec la fonctioh qui
déforme le domaine. L'avantage de cette description est de pouvoir iivreuvement des particules,
en particulier celles qui se situent au bord du domaine qui peut variel@at@mps. De plus, il est pos-
sible d’adopter une approche adaptative c’est-a-dire positionner @lparticules dans la configuration
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de référence aux endroits ou I'on s’attend a de plus grandes variagsrgudntités mises en jeu. L'in-
convénient majeur réside dans le fait qu'aprés déformation, les partjpeile®&nt se concentrer ou se
disperser, ce qui demande généralement d’insérer ou d’ajouteadisifes & chaque pas de temps (FIG

1.3).
(I)(~,t)

/—\

FiG. 1.3 — Déformation des noeuds d’'un maillage lagrangien

1.2.2 Description eulérienne

Une autre description, dite eulérienne, est possible en donnant la vitesgéeall continu pour tout
point de I'espace et a tout instant. Tout se passe comme si un obseatatefixé en un point et regardait
passer les particules avec une certaine vitegsSelG[1.4)

FIG. 1.4 — Représentation eulérienne du milieu continu

Les descriptions eulérienne et lagrangienne sont équivalentes emlgdatuelation

0P
) =5 (@.1). (1.3)

Contrairement a la description lagrangienne ou il est explicitement faieréféra un domaine initial, la
description eulérienne décrit le mouvement directement dans la configulégfiammée.

u(®(a,t),t
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Au niveau numérique, le milieu continu est discrétisé grace a un maillage fixdedteraps et les
vitesses en chaque point du maillage sont des inconnues. Dans le magdlie rectangulaire (FIG 1.5)
des différences finies peuvent étre utilisées pour calculer des dededpiantités définies aux points de
grille. L'avantage de cette méthode réside dans sa simplicité d'implémentationlelassd’un maillage
non structuré (FIG 1.5), les quantités sont définies aux noeuds ou e derchaque triangle (en deux
dimensions) et les équations décrivant le milieu peuvent étre résolueagaréthode d’'éléments finis
par exemple. L'avantage du maillage non structuré est de pouvoir rdffidemaine de référence dans
les régions qui demandent une plus grande précision, en suppogaces|régions ne varient pas dans
le temps. Dans tous les cas, le maillage est fixé, ce qui permet de prencvmpte de grandes défor-
mations du milieu continu. Un inconvénient lié a cette représentation réside darsoie de remailler
si le domaine évolue au cours du temps, dans le cas de surfaces libresmates

FiG. 1.5 — Maillages eulériens structurés et non structurés

Les formulations eulériennes et lagrangiennes utilisées pour caractémisailieu continu étant
maintenant introduites, nous allons comparer la dérivation d’'une quantité édtacla particule dans
ces deux descriptions.

1.2.3 Dérivée patrticulaire

Considérons une fonctiaf(a, t) décrite de maniére lagrangienné:ét;, t) la méme quantité décrite
de maniére eulérienne. Ces deux fonctions sont liées par la relation

g(a,t) = h(®(a,t),t). (1.4)
En utilisant la formule de dérivation de composées et (1.3), on a

dg, . 0Oh O _oh _ Dh
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Cette dérivée est appelée particulaire car elle est attachée a une paltictéeme de transport sup-
plémentaire provient du fait que la particule qui se trouvaitenlinstant¢ se retrouve, a cause de la
déformation du milieu continu, en+ « dt a l'instantt + dt. La formule précédente peut étre obtenue
d’'une maniére plus "physique" en écrivant

hz+uwdt,t+dt) — h(z,t) Oh
= — -Vzh dt).
7 oD +u - Vyh + o(dt)

La formule [(1.5) se généralise facilement a des champs de vecteursnett piécrire I'accélération en

formulation eulérienne

ou

Comparé a I'accélération écrite en formulation lagrangienne, il y a un termé&sugtaire non linéaire
gui correspond au phénomene de convection de la vitesse par elle méme.

+ (u- Vy)u. (1.6)

Nous nous intéressons a présent aux principes fondamentaux deslguyghge conservation de la
masse et de la quantité de mouvement. Nous supposons dans cette thésesysieress considérés
sont isothermes et que I'entropie est constante pour pouvoir négligeguesians relatives aux deux
principes de la thermodynamique.

1.3 Conservation de la masse

Le premier principe qu'’il parait naturel de considérer est celui de hfs@wation de la masse. Pour
établir 'équation correspondante, nous allons avoir besoin de la formuleyd®RIs permettant de cal-
culer la dérivée d’'une intégrale posée sur un domaine qui est traég@ora vitesse du milieu continu.

Formule de Reynolds volumique

Considérons une quantité décrite de maniére eulérigigt) qui évolue dans un milieu continu
décrit par une vitesse eulérienagr, t). Pour tout ouverf), inclus dans le milieu continu nous avons la
formule de Reynolds

d

5 ( f(z,t) d:n) = fi + div(fu) dx. (1.7)
Q4 Q

Nous proposons ici de démontrer cette formule classique car les idéetuitdsoseront utilisées dans
la suite. Considérons les caractéristigdeassociées au champ de vitess€l.3). Un changement de
variable dans les intégrales volumiques a l'afble, t) permet de se ramener & un domaine fixe
(Qt = q)(QO7t))

f(x,t) de = f(®(a,t),t)det([V,P](a,t)) da, (1.8)
Q Qo
ou da est la mesure volumique s, et V, le gradient par rapport a la variahble Le domaine d’in-
tégration étant fixé, il suffit de calculer la dérivée de I'intégrande papod at. Le premier terme fait
intervenir la dérivée particulairg + « - V f comme dans (115). Pour le second terme, il suffit d’utiliser
la dérivée du determinant d’'une matricé(t)]
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(det([A)])) = det([A(1)]) Te([A®)] A/ ().

Dans notre cas nous obtenons

(det([Va®](a, 1)) = det([Va®](a, 1) Tr([Va®] ™ (a,)[VaPli(a, 1)).

En utilisant la définition des caractéristiques (1.3)

9h(0rt) = Vi ( G 0)) = Valu(@(a.0),1) = [V,)(@(a. 0, 1)V, Bl ),

ou VvV, désigne le gradient par rapport a la variabl€&n utilisant la propriété de la trace nous obtenons

(det([Va®](a, £)]); = det([Va®](a, 1)) div, (u)(@(a, ), ). (19)

Le résultat est donc démontré en réécrivant le deuxiéme terme de léel@avticulaireu - V f plus
le termef div(u) apparaissant dans la dérivée du déterminant (1.9) sous la ftirfifu) puis en se
ramenant a la configuration déformée.

Nous ne précisons plus a présent la dépendance en la variabledgidénpour les opérateurs dif-
férentiels gradient et divergence lorsque le contexte ne préte pasusicm.

Conservation de la masse en description eulérienne

La massen(t) contenue dans un sous domaityedu milieu continu est donnée par définition par la
formule

mit) = [ plat) dz,
Q¢
ou p(z,t) est la densité volumique du milieu écrite en variables eulérienne.

En utilisant la formule de Reynolds (1.7) pofir= p sous I'hypothése que la masse est conservée pour
tout sous domaing; nous obtenons la formule de conservation locale de la masse écrite en formulation
eulérienne

pt + div(pu) = 0. (1.10)

En utilisant la formule de Reynolds (1.7) pofi= 1 sous I'hypothése que le volume est conservé pour
tout sous domain€);, nous obtenons la contrainte de conservation locale du volume en formulation
eulérienne

div(u) = 0. (1.11)
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Remarque :

L'égalité (1.11) est en particulier vérifiée pour des fluides homogeéneslaalensité est constante. ||
existe cependant des fluides non homogénes qui sont incompressimlie® des fluides de Korteweg
présentés dans la suite de ce chapitre. Dans ce cas, I'équation de atiosette la masse (1.10) est
réduite a une équation de transport de la densité par la vitesse du milieu continu.

Conservation de la masse en description lagrangienne

Il existe une version lagrangienne de la conservation de la masse.tlbeifiectuer le méme chan-
gement de variable utilisé dans la formule de Reynolds pour se ramener di¢acation de référence

mi(t) = /Q (1) dor = /Q o(®(a, 1), £) det([V®](a, 1)) da.

Sous 'hypothése que la masset) est indépendante du temps, nous obtenons la formule de conserva-
tion locale de la masse écrite en formulation lagrangienne

p(®(a,t),t)det([VP](a,t)) = p(a,0). (1.12)

L'équation de conservation du volume se déduit facilement

det([V®](a,t)) = 1. (1.13)

Remarque :

Dans la pratique, les solides élastiques incompressibles sont souvent cesbkim@ogenes et la conser-
vation de masse s’exprime simplement avec (1.13).

Nous allons a présent dériver les équations fondamentales de consedealfoguantité de mouve-
ment en formulation eulérienne et lagrangienne.

1.4 Conservation de la quantité de mouvement

L'ingrédient essentiel de la mécanique des milieux continus est I'introduction @nseur des
contraintes qui va représenter les efforts intérieurs agissant dans le oatiénu.

1.4.1 Tenseur des contraintes de Cauchy

Considérons une partition quelconque du milieu confiu= Q; U (2,\2;) dans la configuration
déformée qui est a I'équilibre mécanique et séparée par une int&fHq&1G/1.6)
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/Y

o9,

FiG. 1.6 — Partition du milieu continf;

Le milieu(?; est supposé en équilibre sous I'action de plusieurs forces : des foloesgoesf (comme

la gravité par exemple) qui agissent sur tout le domaine et des fordasiquesl” qui agissent sud?;.
Les forces surfaciques sont supposées ne dépendre que degusitéré et de la normale (hypothése
de Cauchy). Des considérations géométriqgues montrenl'qast en fait une fonction linéaire deque
I'on écrit

T(z,t,n(z,t)) = o(z,t)n(x,t). (1.14)

o est appelé le tenseur des contraintes de Cauchy, il permet de modélismcéssde cohésion qui
agissent dans un matériau.

1.4.2 Formulation eulérienne de la conservation de la quaité de mouvement

Ayant décrit les forces volumiques et surfaciques agissant sur ténsgsnous pouvons utiliser le
principe fondamental de la dynamique sur le dom&mejui stipule que la variation de la quantité de
mouvement est égale aux forces appliquées

d
— / plx, t)u(z,t) do —/ o(xz,t) n(z,t)ds+ | f(x,t) dx, (1.15)
dt \ Joy o<, o

ouds est la mesure de surface €ife;.

Remarque :

Pour étre complet, il faut également écrire une équation sur I'équilibre du maleefidrces. Cette équa-
tion permet de montrer que le tenseuest une matrice symeétrique. Pour plus de détails sur ce point, on
pourra consulter le livre [36] p.37.

Pour le premier terme, nous utilisons la formule de Reynolds (1.7) qui seaiiéaésimplement a des
champs de vecteurs

i

plx, t)yu(z,t) dx) = /Q (pu)r + div(pu @ u) dx.

/ /
t t
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Le terme du membre de droite se réecrit avec la conservation de la masse (1.10)

(pu)¢ + div(pu @ u) = pus + upr + p(u - V)u +udiv(pu) = p(ur + (v - V)u).

L'équation (1.15) se réécrit donc avec la formulation eulérienne de I'aatiglé (1.6)

J

En utilisant la formule de la divergence

pla (o t) do = [

o(z,t) n(z,t)ds+ [ f(z,t) de. (1.16)
o, Q;

U
t

/m2 o(x,t) n(z,t) ds :/ div(o(z, ) da.

o

En considérant que I'égalité (1/16) doit étre valable pour tout sous defiaae(2; on obtient I'équation
locale de conservation de la quantité de mouvement écrite en formulation eulérienne

plus + (u- V)u) =div(e) + f sur O, (1.17)

Les équations de la dynamique peuvent aussi étre écrites en formulatiomiagrze.

1.4.3 Formulation lagrangienne de la conservation de la qudité de mouvement

La formulation lagrangienne s’obtient en écrivant les équations précédantan domaine de réfé-
rence en exprimant toutes les quantités a l'aide de la variatlesuffit pour cela de faire un changement
de variable ave@(-,t) dans/(1.16) pour revenir dans la configuration de référence. Pointégsales
de volume, il suffit de faire un changement de variable volumi§tje< ® (2, t)). Aprés avoir posé

Jala,t) = F(®(a,1), ) det([VP](a, 1)) pala,t) = p(®(a,1), ) det([VP](a, 1))

et en utilisant I'expression lagrangienne de I'accélération (1.2) nousatde

flz,t)de = fala,t) da, (1.18)
92 %

2
| oen@ias = [ pfanS3 @ da (1.19)
92 %

Le point délicat réside dans le changement de variable pour ramenerdilgégrfacique faisant interve-
nir o dans la configuration de référence(0<), t) = 9€2;). Un terme lié a la variation d’aire dépendant
de Cof (V®) apparait (tout comme un terme dépendandet¢V ) apparait pour mesurer la variation
de volume). En notanty(a) = n(a,0) la normale dans la configuration de référence (FIG 1.7) nous
avons la formule

/ o (2, ), 1) ds = / o(®(a, ), £) Cof (V] (a, 1)) no(a) dso, (1.20)
o9, o,
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ou ds( est la mesure de surface sif2,. Une démonstration de cette formule vectorielle pourra étre
trouvée dans I'annexe du chapitre 7 (7.59).

FiG. 1.7 — Transformation des normales par I'application

On introduit donc le premier tenseur de Piola Kirchoff (qui n’est plus gxioée)

7 (a,t) = o(®(a,t),t) Cof([VP](a,t)). (1.22)

Il reste a utiliser le théoréme de la divergence pour ce dernier terme

T (a,t)no(a)dsy = / div(7 (a,t))da.

a0 Q)

et écrire que I'égalité obtenue aprées les différents changements delemudalt étre valable pour tous

les domainesy inclus dans,. Les équations locales de conservation de la quantité de mouvement
obtenues en formulation lagrangienne sont données par

9P

Pagm = div(7) + fo sur Qg (1.22)

Les équations (1.17) et (1.22) sont générales et ne rendent pas casgieogriétés particuliéres
du milieu continu considéré. Tout d’abord, le nombre d’'inconnues (trois [@ovitesse ou la défor-
mation, une pour la densité ainsi que les six composantes du tenseur de/)Gasigblus grand que le
nombre d’équations (une pour la conservation de la masse et trois pour éavaiitn de la quantité de
mouvement). De plus, nous n'avons pas encore décrit de maniéreepigaislieu que I'on considére
(fluide, gaz ou solide élastique par exemple). Pour fermer le systeme, il fanédane relation entre
les contraintes et les inconnuesdt v en eulérien oW et ® en lagrangien). Les fluides et les solides
élastigues sont des milieux continus que I'on peut décrire avec I'une oud’'datces formulations. Ce-
pendant, dans la pratique, les fluides seront décrits en formulation euléeiglesesolides élastiques en
formulation lagrangienne. Nous allons a présent introduire les modéles akessitjisés en justifiant le
choix de la formulation utilisée.
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1.5 Equations des fluides

Un fluide est un objet treés déformable qui n'a pas de forme propre. L&lisation des fluides a été
introduite par Euler au 17éme siécle puis complétée par Navier et Stokeeane B8cle, notamment
par la prise en compte de la viscosité. Les fluides que nous considéms$adzuite sont tous incom-
pressibles et n'ont pas de surface libre.

Choix de la description

La description eulérienne est généralement retenue pour modéliser un floigt d’abord, I'ab-
sence de surface libre permet de travailler dans la configuration défoumééest pas une inconnue
du probleme. De plus, comme nous allons le voir, le tenseur des contraintpara@ simplement en
fonction de la vitesse qui est une inconnue des équations en formulation euéé(ie17). Le choix de
la description lagrangienne conduirait a des équations trés complexes darilées temporelles de
apparaissent dans le terme d’accélération ainsi que dans le tensewnttemtes (il faut exprimer la
relation non linéaire entr&« et ® avec [(1.3)). Enfin, I'apparition de tourbillons conduirait a de trés
grandes déformations et des fonctidngrés irréguliéres.

1.5.1 Loi de comportement

Expérimentalement, une contrainte normale est exercée a la surface deltooé de fluide, c’est
la pression que I'on notera De plus, le frottement des différentes couches de fluides qui n'orlapas
méme vitesse créent une contrainte dépendant de la partie symétriqueliéntypla vitesse. Pour mieux
comprendre pourquoi la partie symétrique du gradient de vitesse inteefferctuons un développement
limité de la vitesse au voisinage d’un point.

w(x + h) = u(z) + [Vu(z)|h + o(h). (1.23)

Le gradient de: peut étre décomposeé en une partie symeétrique, que I'on appelle le tensettedses
de déformation not®(u), et une partie antisymétrique. Il est montré dans le livre [34] p.7 que teepar
antisymeétrique correspond a une rotation du fluide (elle ne créé donc pastdainte) et la partie symé-
trique correspond a une déformation du fluide. Un autre argument pohoite @e la partie symétrique
provient du fait que le tenseur des contraintes doit étre symétrique.

Le choix le plus simple consiste a postuler une loi de comportement linéaire ectattainte et
le tenseur des vitesses de déformation. Ce type de fluide est appelé nevetosidfit pour modéliser
de nombreux fluides simples tels que I'eau et I'huile. Le tenseur des cdrtraia Cauchy s’écrit donc
dans la configuration déformée

o = —plg+ p([Vu]" + [Vu]). (1.24)
Le paramétreg, est appelé la viscosité. || mesure I'importance des frottements entre le=di#é par-

ticules de fluides. Le choix fait pour le tenseur des contraintes permefraerf le systéme et d’'écrire
I'équation régissant les fluides.
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1.5.2 Equations de Navier-Stokes

Dans le cas d'un fluide homogéne avec une viscosité constante nousrayten remplacant (1.24)
dans (1.17), les célébres équations de Navier Stokes incompressibles

{ plus + (u-Vju) —pAu+Vp = f, (1.25)
div(u) = 0.

Ces équations sembleatpriori mal posées car il y a une inconnue supplémentaire liée a la pression. Il
n’en est rien car pour des fluides incompressibles, la pression jou@eauparticulier. Elle permet d’im-
poser la contraintdiv(u) = 0. D’un point de vue numérique, une vitesse intermédiaire est calculée en
omettant la pression puis le résultat est projeté sur I'espace des fonctibresgence nulle grace a la
pression. Dans le cas ou le fluide considéré n’est pas homogeéndititiajbuter I'équation de conser-
vation de la masse (1.10) qui est une équation de transport sur la densilé das incompressible.

Faisons maintenant un petit détour sur la description lagrangienne pouaanes deux formula-
tions. Nous avons besoin de trouver les contraintes fluides en fonction d®landtion®. En utilisant
I'équation des caractéristiques (1.3)

[Vaq)t] (CL, t) = va(u(q)(av t)v t)) = [vxu] ((I)(av t)’ t) [Va(I)] (av t)‘

Le tenseur des contraintes s'écrit donc dans la configuration denéére

o(®(a,t),t) = —p(@(a, 1), ) Ia+ pf [Va®e)(a,1)[Va®] " (a,1) + ([Va®i)(a,1)[Va®] " (a,1))" }.

D'aprés|(1.22) et (1.13), les équations de Navier Stokes incompressiiies &n formulation lagran-
gienne s’écrivent sous la forme (on omet la dépendanceetr)

P22 — div(a(®) Cof (VD)) = fa,
L det([VO)) = 1. .

Remarquons a présent que les deux formulations donnent des équatidingaives. Dans le cas de
la formulation eulérienne (1.25), le terme portant sur les contraintes est linégise’'est le terme d’ac-
célération qui est non linéaire. Dans le cas de la formulation lagrangienng, (&.86me d’accélération
est linéaire mais les contraintes sont fortement non linéaires et dépendeset de. Cette remarque est
une raison supplémentaire pour décrire les fluides avec une formulatioiero&lorsqu’il N’y a pas de
surface libre.

Il existe également des fluides complexes dits non newtoniens décritsgpaquation différentielle
sur la contrainte qui dépend de maniére non linéaire du tenseur des viesgéformation. Ces équa-
tions modélisent des fluides plus complexes comme la mayonnaise, le sang ou legfasitigu L' étude
de ces fluides ne sera pas considérée dans cette thése.

Equations d’Euler et de Stokes

Revenons un moment sur les termes apparaissant dans I'équation de Stakies1.25). Le terme
da a la viscosité fait apparaitre un laplacien de la vitesse. C’est un termsiidiffii régularise I'équation
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comme pour I'équation de la chaleur. Le terme non linéaire provient de la formudatiérienne de I'ac-
célération et rend compte de la convection de la vitesse par elle méme. Les éqdeatitamser-Stokes
présentent les mémes propriétés qualitatives pour différents parametdessité, viscosité, vitesse et
longueur de I'écoulement. Il suffit en effet de procéder a une adimealisation des équations pour
voir apparaitre le nombre de Reynolds qui contréle le rapport des aftgtiels (le terme non linéaire
(u - V)u) sur les effets visqueux (le termeAu). Pour de grands Reynolds c’est le terme inertiel qui
'emporte et le fluide devient turbulent. Les équations obtenues a la limite eraahlexterme visqueux
sont les équations d’Euler

{p(Ut+(u-V)U)+Vp =
div(u) = 0.

Pour de petits Reynolds c’est le terme diffusif qui 'emporte et le fluide éstvisqueux. Les équations
obtenues en enlevant le terme inertiel sont les équations de Stokes

put — pAu+Vp = f,
div(u) = 0.

Pour donner quelques exemples, le nombre de Reynolds est de I'erdf& dour un écoulement
autour d’un nageur (trés turbulent) et tig—2 pour I'écoulement autour d’un globule rouge (trés vis-
gueux). C'est a ce dernier régime de petits Reynolds que nous nowssseéons pour les applications
en biomécanique.

Conditions initiales et conditions limites

Ces équations aux dérivées partielles doivent étre complétées par wiit@oanitiale (comme pour
une équation différentielle ordinaire) ainsi que des conditions aux limites sbhotds du domaine. De
maniére trés simpliste, la vitesse est imposée nulle sur une paroi immobile poilwides visqueux
tandis que seule la composante normale de la vitesse est nulle pour un flaidgdéles équations
d’Euler. De maniére plus générale, il est également possible de carsités conditions de Dirichlet
non homogénes ou de Neumann pour modéliser des parois qui se déptatemsorties libres.

1.5.3 Cas de fluides biphasiques

Dans beaucoup d’applications, un fluide homogéne non miscible peut cemplusieurs phases.
Chaque phase est décrite par les équations de Navier-Stokes avacaieétpes différents pour la densité
et la viscosité. Une interface au sens mathématique sépare alors les deas phaes conditions a
I'interface sont ajoutées. Il est couramment admis que la vitesse estwmatla traversée de la surface.
Pour rendre compte de la tension de surface, qui donne la forme cetamiérdes bulles de savon par
exemple, un saut de contrainte proportionnel a la courbure est ajoutte (l@iplace). Considérons une
partitionQ! | J Q? du domaine séparé par une interfaée Notons avec un indiceles quantités écrites
dans le domain@’ (FIG|[1.8)
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FiG. 1.8 — Milieu constitué de deux fluides différents

Le modéle biphasique s’écrit alors pauggal a 1 ou 2

P ((uh) + (u' - V)u') — ptAu’ +Vp! = f' dans
div(u’) = 0 dans Q'

lul = 0 sur X
lon] = aHn sur X

ou H représente la courbure moyenne de la surfdat « le coefficient de tension de surface. Nous
avons également noté| le saut d’une quantité a l'interface.

1.5.4 Modéele de Korteweg

Dans I'approche précédente, I'interface n’'a pas d'épaisseur edaioitétre étalée dans un voisinage
qui ne correspond pas a la physique de l'interface. Pour remédigaraltiéme, des modéles d’'interfaces
diffuses ont été introduits par Korteweg au début du 20eme siécle. Bt#rspproche, un nouveau ten-
seur des contraintes contenant un terme non linéaire dépendant deité dshsonsidéré pour prendre
en compte l'interaction non locale des molécules a l'interface (effets capilldiresquations du mou-
vement sont alors données sur tout le domaine par

plug + (u-Vu) — pAu+Vp = —div(Vp® Vp) + f,
pt+u-Vp = 0, (2.27)
div(u) = 0.

Ce modele ne nous servira pas explicitement dans cette thése mais le modéle danmaatébeloppé a
la fin de la premiére partie peut étre vu comme une généralisation du modeéle ded¢pré@vpourra
consulter I'article [3] pour plus de détails sur les modéles d’interfacessgiff.
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Les équations des fluides ayant été introduites, intéressons-nous matiatiedauxiéme constituant
du couplage fluide-structure : la formulation des équations relatives auxsélatiques.

1.6 Equations de I'élasticité

Lorsque I'on déforme faiblement un matériau, il adopte un comportemenigéla®t revient dans
sa forme initiale (en général). Pour des déformations plus importantes, le mastiandommagé et
il ne revient pas dans sa forme initiale. Ce comportement est appelé plastioeet €tre atteint pour
de plus ou moins grandes déformations en fonction du matériau considéexeragle, le comporte-
ment plastique est atteint pour de petites déformations dans le cas d'unendaatique et pour de
grandes déformations pour du caoutchouc. Nous nous intéressordesindatériaux seulement dans le
domaine élastique. Le comportement élastique du matériau peut étre tres comapliexeelation entre
la contrainte et la déformation est non linéaire en général.

Choix de la description

La description lagrangienne est généralement utilisée pour étudier desamratfiastiques. Tout
d’abord, la formulation eulérienne n’est pas adaptée car le domainerdgfqui est priori différent du
domaine de référence, est une inconnue du probléme. Enfin, pourténaunalastique, le tenseur des
contraintes s’exprime de maniére naturelle en fonction du gradient de lar@défon qui est I'inconnue
dans la formulation lagrangienne (1.22).

1.6.1 Lien entre énergie et tenseur des contraintes

Deux points de vue différents sont possibles pour décrire un matéritigéka: donner une relation
entre le premier tenseur de Piola Kirch@ffet la déformationd ou postuler directement une énergie
élastigue dépendant de la déformation. Comme nous allons le voir, ces deuxdmointe sont équi-
valents car I'énergie élastique est conservative. Pour alléger I'exposé allons postuler directement
des lois de comportement par le biais de I'énergie en définissant des matgneuélastiques. De plus,
c’est la description par I'énergie de I'élasticité qui sera retenue poiveddes modéles fluide-structure
qui interviendront par la suite. Nous suivons le livre de Ciarlet [11irmette partie.

Considérons un matériau homogéne occupant un donfyirtans sa configuration de référence et
), apres déformation par une fonctidr{-, ¢). Le gradient de la déformatigiV®] mesure au premier
ordre les variations de déformation, il est donc naturel de postuler I'iensuivante, écrite dans la
configuration de référence

E(P) = ; W([V®](a,t)) da. (1.28)

Considérong® une variation infinitésimale dé. La variation de I'énergie précédente s'écrit

PE(®) = ; W/([Ve](a,t)) : [Vp®|(a,t) da,
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ou W’ représente la matrice des dérivéeltigoar rapport a toutes ses variables. En intégrant par parties
et en supposant qued est nulle au bord

OE (D) = /Q div(W'([V®](a,t))) - pB(a,t) da.

La force élastique est conservative donc nous pouvons utiliser le gideiptravaux virtuels pour écrire
la force F' associée a la variation de I'énergi€

0E (D) = —/Q F(®(a,t)) - pP(a, t) da.

La force F' étant égale aliv(7) d’apreés|(1.22) nous pouvons donc écrire la relation entre le premier
tenseur de Piola Kirchoff i/ qui s’écrit

(Vo)) =Ww'([Ve]).
et la force associée

F(®) = div(W/([V))). (1.29)

Les propriétés précédentes montrent qu'il est équivalent de seedane énergie élastique ou le
premier tenseur de Piola Kirchoff. Tout un travail est ensuite effectué géduire la forme générale de
I'énergie avec des principes physiques simples comme le principe d'iritférmatérielle et I'isotropie.
Nous ne détaillons pas ces aspects car nous n’en aurons pas besdmslate.

1.6.2 Théorie des plagues minces

Dans certains cas (cellules biologiques par exemple), les objets élastiquedrsms c'est a dire que
I'une des dimensions de 'objet, I'épaisseur, est petite devant les abD@as.ce cas, d'un point de vue
numérique, les équations de I'élasticité tridimensionnelle ne sont plus adaptéesnstruit alors des
modéles bidimensionnels qui approximent les équations de I'élasticité tridimeablerune technique
classique consiste a construire ces modeles par des asymptotiques pearaapppetit parametrequi
représente I'épaisseur du matériau. Pour des références plus canpiepourra consulter les livres de
Ciarlet [12] et [13]. Les équations trouvées sont écrites sur la surfamyenne de la configuration de
référence qui peut étre plate (théorie des plaques) ou courbeiétlésrcoques). La théorie des coques
est plus complexe car elle fait intervenir la géométrie de la surface moyEHBE (9).
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Plaque

Coque

ety

FiG. 1.9 — Représentation d’'une plaque et d'une coque

De maniére générale, I'asymptotique fait sortir plusieurs termes a différadressoUn terme d'éti-
rement de la surface moyenne est obtenu au premier ordre. Il rendeedmpénergie qui apparait lors
d’'une variation de la métrique. Lorsque la métrique ne varie plus, c’est le teunsecond ordre de
flexion dépendant généralement de la courbure de la surface quiépsindérant. Ce terme de flexion
permet de rendre compte de la forme d’'une coque lors d’un flambemeexgraple.

Cas du matériau de Saint-Venant Kirchoff

Partant d’'un matériau volumique général, il est possible d’effectueéuelodppement limité de la loi
de comportement pour de petites déformations. Le matériau obtenu au presinéeestrappelé matériau
de Saint-Venant Kirchoff et il est non linéaire. Dans le livre [13] unevgsptique est effectuée dans un
cadre général pour des coques et I'énergie de flexion obtenueipooatériau de Saint-Venant Kirchoff
prend la forme simple

E = / o(H — ¢p)* + G do, (1.30)
o0

ou 912 représente la surface moyenne de la coquérda mesure surfacique associée. De plisest
la courbure moyenne €t la courbure de Gauss @). Le termec, est appelé la courbure spontanée et
rend compte de la courbure de la coque dans sa configuration de repos.
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Les applications visées dans cette thése concernent les membranes bésloDigjas le cas de veé-
sicules, I'épaisseur de la membrane est faible par rapport aux autressthment les variations de la
métrique sont faibles. Le modele de flexion (1.30) sera donc utilisé. Darsdetne partie de la thése
nous nous intéresseront a différentes méthodes d’optimisation de formetaetnde calculer la force
associée a cette énergie.

1.7 Calcul d'interface

Dans les applications qui nous intéressent, une interface sépare deux ailigeeuvent étre consti-
tués de fluides ou de solides élastiques. Dans ce cas, il faut trouver desles&tfficaces qui permettent
de représenter l'interface qui va évoluer au cours du temps. D’uth geivue mathématique, cette inter-
face peut étre modélisée par une surface en dimension trois et une patab@trée en dimension deux .

Il existe deux méthodes classiques pour représenter une surfaeuray parameétrisation explicite
ou avec une fonction implicite. Nous esquissons ici quelques propriétésaigmnde ces deux méthodes
en développant les avantages et inconvénients de chacune d’ellpaitrde vue numérique. La re-
présentation implicite par lignes de niveau jouant un rdle central dans la mdidélida membranes
élastiqgues immergées dans un fluide, elle sera développée plus en détail daagitiee suivant ainsi
gue dans la troisieme partie d'un point de vue théorique et numérique. tésespation paramétrique
sera quant a elle développée dans I'annexe du chapitre 7 d’'un poinedkéorique car elle sera utilisée
dans une méthode d’optimisation de formes développée dans la troisiéme partie.

1.7.1 Suivi d'interface

Plagcons nous dans le cas particulier des courbes paramétrées en dingdensioCes courbes sont
décrites de maniére mathématique par une applicationX (¢) a valeurs dan®&?. Aprés discrétisation
de I'ensemble de départ on obtient une collection de points de coni¥glec R? qui vont étre déplacés
a chaque pas de temps avec une vitesse dépendant du probleme étEdi& (5

FiG. 1.10 — Déplacement des points de contrble d’'une paramétrisation
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Le nombre de points servant a représenter l'interface reste le mémerawoademps. Lorsque I'in-
terface subit de grandes déformations, il peut donc y avoir une pénterdhations car les points de
contrdle se dispersent et se concentrent dans certaines régigas.esemple nous avons a calculer la
courbure de la courbe et que les points sont de plus en plus éloigegseda de précision est constatée.
Par contre, si des régions requierent un nombre de points plus éllegesegions ou la courbure est im-
portante par exemple), un nombre plus important de points de contréle damdilguration initiale peut
permettre un calcul plus précis. Dans I'étude de fluides séparés parterface, il arrive fréquemment
gu'il y ait des changements de topologie. Avec le formalisme de la paramétnishtist peu commode
de gérer ces changements de topologie car un certain nombre de poiatétieaupprimé ou ajouteé.

Les arguments précédents sont aussi valables si I'on considérautiaeesen dimension 3 mais
d’autres complications viennent s'ajouter. La surface est alors disggisr un nuage de points repré-
senté a I'aide d’une triangulation. Ajouter ou enlever des points de contréldéggrandes déformations
devient alors complexe, sans parler des changements de topologie shmplparamétrisation est sou-
vent donnée localement, la reconstruction compléte de la surface peubétielae.

La représentation d'une interface par une paramétrisation est a rappdeclaedescription lagran-
gienne car chaque point de contrdle de l'interface est transporté.g@escette raison que les inconvé-
nients mentionnés ci dessus sont les mémes que ceux évoqués dans laaletgiangienne. Certains
des défauts de la méthode paramétrique peuvent étre résolus avecu@timad!’une fonction implicite.

1.7.2 Capture d’'interface
Une courbe paramétrée ou une surface peuvent aussi étre déeritesniere implicite comme la

ligne de niveaw d’une fonction scalaire que I'on note traditionnellementPourn égal a 2 ou 3 la
surface ou la courbe paramétigest donc représentée par 'ensemble

S={xeR"/¢(x) =0} (1.31)

Pour mieux comprendre le concept de fonction level set, nous proposdrastdr deux exemples ou
la ligne de niveaw d’une fonction level sep est choisie pour représenter un cercle de rayon

Etude de deux cas particuliers

Considérons la fonction

R2 — R

¢1: (z,y) — Va?+y? -1

Le graphe dep; est un cone dont les lignes de nivegty = <} sont des cercles de rayant ¢ (FIG
1.11)
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¢1 (SU, y)

{¢1 =¢}

{61 =—¢}

{¢p1 =0}

{¢1 =0}

FiGc. 1.11 — Représentation g@g ainsi que ses lignes de niveau

d)g(l‘, y)

{pa =} {p2 = —¢}

{¢2 = 0}

{¢2 =0}

FiG. 1.12 — Représentation @g ainsi que ses lignes de niveau
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Considérons a présent la fonction

RZ —R
¢o: (zy) —at+y®—1

Dans ce cas, la représentationgdeest un paraboloide de révolution dont les lignes de nijeau ¢}
sont des cercles de ray@hl + ¢ (FIG[1.12).

Les lignes de niveau de la fonction choisie sont plus ou moins proches lesles@utres comme
lillustre FIG[1.11 et FIG 1.1R. Le gradient de la fonction level set, qui mesasphcement entre les
différentes lignes de niveau, est plus grand dans le cas de la fogstopre dans le cas de la fonctign.
Ces remarques seront importantes pour la suite car nous verrons daagitee suivant que le gradient
de la fonctiong contient de I'information sur la variation d'aire de la surface si elle est adeguar
un champ de vitesses incompressible. De plus, le choix de la fongtamsra crucial lors d’'un calcul
numérique. La fonctiorp; est une fonction distancé\¢;| = 1 sur tout le domaine) et offre plus de
stabilité. Nous discuterons plus en détails dans la troisieme partie de cetsamprériques.

Remarqgues générales

Contrairement a une paramétrisation qui est souvent définie localemergréaantation implicite
permet une représentation globale de la courbe paramétrée, atout impogquél@ courbe est consti-
tuée de plusieurs morceaux. Seule la ligne de nidgaprésente la courbe mais il est nécessaire de stoker
la fonction sur tout le domaine, ce qui est plus colteux en place mémoire gae duce paramétrisa-
tion. De plus, le formalisme utilisé permet de traiter la dimension deux et les dimessiofigseures sans
complexité théorique accrue (dans ce cas, la ligne de nivegprésente une surface). Les changements
de topologie s’effectuent aussi tres simplement puisqu’il n'y a pas dertrant spécifique a réaliser.

D’un point de vue numérique, la fonction level set est discrétisée sugnilteerectangulaire fixe, ce
qui permet d'utiliser des schémas simples de différences finies pouétibsecrdes quantités dépendant
de ¢. Cette version implicite de la représentation d’une surface est donc @cagprde la description
eulérienne. Elle permet en particulier de traiter simplement de grandesndéifons de I'interface. Par
contre, la précision de I'information que I'on a sur la surface est la mémeuparto

Informations géométriques contenues dans la fonction

Une des raisons pour laquelle cette représentation est trés utilisée engpabgient du fait que
des informations géométriques telles que la normale ou la courbure s’expaimgiément a I'aide de
la fonction level set.

Considérons une surface représentée par la paramétrigatiar?) — X (u', u?) a valeurs dang?
ainsi que par la ligne de nivedud’'une fonction¢. Nous avons alors I'égalité( X (u!,u?)) = 0 que
I'on peut dériver par rapport@' etu? pour obtenir

X1 Vo(X(u',u?)=0 X2 Vo(X(u',u?)) =0. (1.32)

Les vecteursX ; et X » formant une base du plan tangent, le vect®yr est donc dirigé suivant la
normale. On définit donc la normale en formulation level set par
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_ Ve

Le raisonnement précédent reste valable si I'on choisit une ligne dewniygelconque de. En conseé-
guence, la définition précédente de la normale est valable pour toutes lesd@nasau de). Avec
cette définition, la normale est de norme un sur tout le domaine. Ce prolongenitaie sera toujours
utilisé pour la notatiom dans le contexte des méthodes level set.

(1.33)

Les informations sur la variation de la normale donnent accés a la courblaiesdgace (nous y
reviendrons en détail dans la troisieme partie). En particulier, la courhoyenne de la surface est
donnée par

H(¢) = div <V¢> . (1.34)

Nous avons obtenu dans ce premier chapitre les équations de la mécamsidluelds et des solides
élastiques dans leur description naturelle ainsi que les différentes maregegzélsenter une interface.
Nous avons désormais les outils pour étudier le couplage fluide-structure.
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Chapitre 2

Couplage fluide-structure

2.1 Genéralités

Le couplage entre un fluide et une structure élastique est la base delyeaacphénoménes phy-
siques. Nous pouvons citer par exemple les applications en aéronautiqustaouctare de I'avion se
déforme avec I'air ou en biomécanique ou les cellules aux propriétés mécarlgatques interagissent
avec le fluide environnant. Tous ces phénomeénes sont couplés cadéeiffilue sur le mouvement de
la structure et réciproquement. Nous nous placons dans le cadre structare interagit avec un fluide
dont une partie du bord est fixe. La seule surface libre considéréerstcelle délimitée par le fluide
et la structure (FIG 2.1). De plus, la structure peut étre de la méme dimenside fluide (un solide
volumique) ou de dimension inférieure (une membrane). Nous considéreas volumique sauf dans
la derniére section dédiée au couplage d’'une membrane dans un fluide.

Fluide

Solide elastique

Iy

FiG. 2.1 — Solide élastique immergé dans un fluide
Le mouvement de la structure est décrit de maniére naturelle en formulati@mdggmne par sa
déformation® (par rapport a état de référence) qui est solution des équations dditiééa(1.22). Le
fluide est quant & lui décrit de maniére eulérienne par la donnée de sseviolution des équations de

39
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Navier-Stokes (1.25). Ces deux modéles sont alors couplés a I'ireedéscdeux milieux (notE; dans
la configuration déformée &Y dans la configuration de référence) par des conditions de raccord.

Conditions de raccord a l'interface

Une condition naturelle est d'imposer une continuité de la vitesse a l'interfacdedex modeéles.
La continuité de la vitesse a l'interface implique qu'il n'y a pas d’échange de raatigre le fluide
et la structure (continuité dans la direction normale) ainsi qu'une abserfoet@genents entre le fluide
et la structure (continuité dans la direction tangentielle). Dans le cas de solidéguia volumiques
(FIG|2.1), on impose quen, qui représente les forces surfaciques, soit lui aussi continu a faoter
Ces deux conditions ne sont pas simples a imposer a cause de la difféeciocendlation de ces deux
milieux continus.

De plus, la formulation eulérienne étant classiquement utilisée pour décringe iflest nécessaire
de traiter le probleme de surface libre. Pour ce faire, une méthode consisterger les équations fluides
(ou au moins le fluide qui se trouve dans un voisinage de l'interface) slantaine de référence. Cette
méthode utilise des interpolations et il est difficile d’imposer simplement les loisrsepgtion. Une
nouvelle méthode hybride a été introduite pour pallier a ces inconvénients.

2.2 Methode ALE

La méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) a été introduite par DemeB982 [20]. D’autres
références sur cette méthode peuvent étre trouvés dans [23, 3ajothléme considéré consiste a ré-
soudre un probléme de couplage entre un fluide et un solide élastique volulreguethode ALE est
une méthode hybride combinant les descriptions lagrangienne et eulépiermettant de déformer le
maillage de maniére adéquate et ainsi éviter les nombreuses interpolationsnatemans d’autres mé-
thodes. Nous supposons I'existence d’'un code qui permet de cdkdiéiormation de la structure pour
nous intéresser uniquement au calcul du fluide.

2.2.1 Introduction de la vitesse de maillage

L'idée principale de la méthode consiste a introduire une vitessssociée a la déformation du
maillage pour traiter la surface libre du fluide. Introduisons ici des caistitgres¥ (a, s; t) plus géné-
rales que dans le chapitre précédent associées au champ dewithst®e maniere suivante

ov
ot
U(a, s;t) représente la position d’'un point du maillage se déplacant dans le champs$esité I'ins-
tantt qui se trouvait a la position a I'instants. Nous avons maintenant a calculer les termes intervenant
dans I'équation de conservation de la quantité de mouvement sachant que lgersglldéforme. Les
termes comportant des dérivées spatiales intervenant dans les équatmsent pas de probleme car
le maillage est fixé a chaque pas de temps. La difficulté réside dans le caltatcElération qui fait

intervenir une dérivée temporelle de la vitesse.

(a,s;t) = w(V(a,s;t),t). (2.1)

2.2.2 Calcul de I'accélération en formulation ALE

La dérivée temporelle de la vitesse eulérienrtit &tre calculée en un point fixé du maillage ce qui
demande des interpolations car il se déforme a chaque instant. Par coiétiigéa temporelle du champ



2.2. METHODE ALE

de vitesse définie par

41

v(a, s, t) =u(¥(a,s;t),t),

(2.2)
permet de prendre en compte la déformation du maillage et se calcule donc sintplatensz,, un
point du maillage a I'instant,, qui est déplacé par la vitesseen un pointz,,.1 a l'instantt,, 1 (FIG
2.2)

u(xy, ty)

U(l’n+1 ) tn—i—l)

— Maillage a l'instantt,,

Maillage a l'instantt,,, ,

FiG. 2.2 — Déformation d’un maillage entre deux pas de temps

Le calcul de la dérivée temporelle deau pointz,, a I'instantt,, se calcule a I'aide de la vitessgc’'est
at (xn7 tn7 tn)

sur elle que nous avons une information) définie aux points de maillage de larensuiéante
ov

~

~ V(Tn, oy tng1) — v(Tn, tos tn) - W(Tpy1,tnp1) — u(@n, tn)
At -

At
ou nous avons utilisé les relatiodSz,,, t,; tnt1) = Tny1 €V (2, th;tn) = Tn.

)

Nous pouvons a présent calculer la dérivée temporelle de (2.2) a l'ai(®1 (méme raisonnement
gue pour les dérivées particulaires)

v =u + (w- V)u.

En remplacant cette expression dans I'équation de la conservation de taégdamouvement du fluide
nous obtenons

p(ve + ((u —w) - V)u) — pAu+ Vp = f.

Cette méthode est efficace car il n’est pas fait usage d’interpolatiornibedglicat de la méthode réside
dans le choix a chaque pas de temps de la vitesse maillage. Pour donner les grandes lignes disons
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simplement que loin de la structure élastiquest choisit nul (le maillage ne bouge pas) et lorsque I'on
est prés de l'interface on choisit pouwrun relevement de la vitesse du solide élastique sur l'interface.

Les inconvénients de la méthode ALE sont les colts de remaillage a chaqde fganps et I'implé-
mentation en 3D qui peut s’avérer délicate pour de grandes déformatiotigulde traiter séparément
le fluide et la structure une méthode proposée par Peskin permet deérensidmilieu fluide-structure
comme un milieu continu unique.

2.3 Méthode de Peskin

La méthode de frontiére immergée a été introduite par Peskin en 1977 pourrdargiteulation du
sang dans le coeur. L'idée générale est d'écrire les équations déitiédagans une version eulérienne
afin qu’elles ressemblent le plus possible aux équations des fluides. i9he timnsformation effectuée
le couplage fluide-structure est écrit dans une forme plus simple a rés@uu pourra se référer a I'ar-
ticle fondateur [40].

2.3.1 Formulation lagrangienne de I'élasticité

Considérons un matériau hyperélastique volumique incompresigibié par sa déformatiod(-, t).
L'énergie associée est donnée par

E(P) = W([V®|(a,t)) da.
Qo
Comme nous I'avons vu dans la partie sur I'élasticité, le principe des traveurls permet d’obtenir

une forceF' qui dépend déV (1.29) et les équations du mouvement sont données par (1.22) sous forme
intégrale

2
/QO (p(a,t)%s(a,t) — F(®(a, t))> -p®(a,t) da =0, (2.3)

pour toute variatiorp® incompressible de la déformation. Cette condition n’étant pas tres simple a
imposer en formulation lagrangienne (1.13), nous allons donc transforngatité précédente sur le
domaine eulérien.

2.3.2 Passage lagrangien eulérien avec les masses de Dirac

Pour ce faire nous introduisons les vitesses eulérienngssociée a la déformatich du milieu
élastique et associée a la perturbatigrp

0P
)= 5
La condition d'incompressibilité pour ces champs de vitesse se traduiipar) = div(v) = 0. Les

variables eulériennes sont maintenant introduites via des masses de @#&asdnqui permettent de
localiser l'information uniquement sur la structure élastique.

u(®(a,t),t a,t), v(P(a,t),t) = pP(a,t).
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pP(a,t) = v(P(a,t),t) = /R3 v(z,t)6(x — P(a,t))d.

Il va de soi que I'égalité précédente est pour le moment une notation canasse de Dirac n'est pas
une fonction. Cette formule prendra tout son sens lors de calculs nungrigueasse de Dirac étant
approchée par une suite de fonctions. Le passage de la formulation liegrang I'eulérienne pour le
terme d’accélération a été démontré dans la section sur les milieux continus (1.3) et @exprime
sous la forme

Du 0%d
E(@(a, t), t) = ﬁ(a, t)

Nous pouvons a présent réécrire (2.3) sous la forme

/Q /RS <p(a’t)%;($7t) - F(2(a, t))) ~v(x,t)0(z — ®(a,t)) de da = 0. (2.4)

Cette derniére formule couple les variables lagrangieamtgulériennes. Nous introduisons a présent
les définitions eulériennes suivantes de la force et de la densité

plx,t) = /R3 pla,t)o(x — P(a,t)) da, fz,t) = /R3 F(®(a,t))d(x — P(a,t)) da.

L'équation (2.4) se réécrit sous la forme eulérienne
D
/ (p<x,t>“<z, - f(x,t>> o(e,t) dz =0,
R3 Dt

2.3.3 Equations du milieu continu fluide-structure

L'égalité précédente doit étre valable pour tous les changpdivergence nulle. La décomposition de
Helmhotz permet de faire apparaitre un gradient de pression. Les érugtie I'on obtient ressemblent
fortement aux équations de Navier Stokes mis a part le terme visqueux. jdatena ce terme dans les
équations ce qui rajoute de la viscosité dans le solide. Nous pouvons atdogsauler les équations
régissant le mouvement d’'un milieu fluide-structure

plug + (u-Vyu) —pAu+Vp = f,
divu) = 0, (2.5)
9 = ().

On peut montrer que la conservation de la masse peut se déduire des équétiédgntes. La forcg
ayant comme support la structure élastique via les masses de Dirac nousaesrdonc les équations
des fluides en dehors de la structure. Dans les régions ou est localstégctare élastique des forces
sont ajoutées par un terme en second membre des équations. Cette méthodelqeerde décrire le
modéle fluide-structure comme un unique milieu continu décrit par une vitesseernks continue.
De plus, on peut montrer que le tenseur des contraintes est continu adoeteids deux milieux.
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Le second membr¢ et la densité sont calculés de maniére lagrangienne via des marqueurs qui
sont placés sur la structure et qui évoluent avec la vitesse du milieu cootimé gar la troisieme équa-
tion de (2.5). Ce modéle demeure donc en partie lagrangien et des interpoktitmécessaires pour
calculer les forces élastiques sur le maillage eulérien du fluide. Il a été tbgsia ces interpolations
peuvent causer des instabilités et des pertes de volume. De plus, itestaigée d’ajouter ou d’enlever
des marqueurs lors de grandes déformations et les changements deitopadgomplexes a gérer.

Cas de membranes élastiques

La formulation précédente est générale et s'adapte aussi bien a des solitlagques qu’a des
membranes élastiques. Dans le cas de membranes élastiques, le second meettirgmtgulier et il est
porté par une masse de Dirac sur l'interface. La vitesse est alors tewontinue a l'interface mais le
tenseur des contraintes ne I'est plus. On peut montrer qu’un sauhtfaiotes proportionnel a la force
élastique apparait. Une dérivation de ces sauts de contraintes peut atéedaos [52].

Nous introduisons maintenant une méthode complétement eulérienne dugeofipide-structure
dans le cas de membranes élastiques. Le modele développé sera le poinaded'dée partie des
résultats de la thése des parties suivantes. Pour cette raison, cettegpartiétaillée.

2.4 Methode Eulérienne de couplage-fluide structure

Une nouvelle méthode a été proposée récemment par Maitre et Cottet dahS][pour pallier les
inconvénients liés au traitement lagrangien de I'élasticité dans la méthodelde. Rédée est de cap-
turer I'interface par une fonction level set qui contient des informationgé&irement de la membrane.
Toute I'étude qui suit est faite dai®s mais les résultats énoncés sont les mémesBans

2.4.1 Représentation implicite de la surface

Considérons une surface définie dans un domaine volundiguénterface est noté&'y a I'instant
initial etT"; au temps. On notep(-, 0) = ¢o(+) la fonction level set initiale. L'idée générale de la méthode
est de considérer une fonction level gatont la ligne de niveau 0 représente I'interface au tetnps

Iy ={z R/ ¢(x,t) = 0}.

On considére que la surface est plongée dans milieu continu décrit paitesse eulérienne ou de
maniére équivalente par la trajectoire— ®(a,t) de chaque particule par rapport & une configuration
de référence. L'interface faisant partie intégrante du milieu continu, dllellesaussi déformée par la
fonction®. Toute particule: se trouvant suFy a I'instant initial se retrouve ef(a, t) surl’; (FIG(2.3).
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FiG. 2.3 — Déplacement des points de l'interface avec la fonabion

Equation de transport de la fonction level set

On obtient donc l'identité(®(a, t),t) = 0 pour tous les points del’y. En dérivant cette expression
par rapport & puis en utilisant (1.3) nous obtenons

o (P(a,t),t) + u(®(a,t),t) - Vo(P(a,t), t) = 0.

La fonctiong est décrite de maniere eulérienne c’est a dire quelle est définie swad&sptier. Nous
prolongeons donc I'égalité précédente sur I'espace entier.

ot +u-Vo=0 surQ. (2.6)

Cette équation de transport exprime que les lignes de niveaisdat transportées par(FIG(2.4).
Cette équation est de plus I'équivalent eulérien de la troisieme équation dd2ridele de Peskin.
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Iy =A{¢(-, 1) = 0}

/Cha'mp de vecteur definit sur tout le domaine

FIG. 2.4 — Transport des lignes de niveaudpar le champ de vitesse

Dans la méthode de Peskin, des marqueurs lagrangiens permettentrddesmouvement des par-
ticules et leur disposition permet de calculer les forces élastiques qui ddpehdgradient de la dé-
formation. Regardons a présent comment la variation locale d'aire peutaitigéée dans le cas d’'une
représentation par une méthode level set.

2.4.2 Information sur la variation de surface contenue dan$a level set

Considérons une surface représentée par la ligne de rivéane fonction level sep qui est trans-
portée dans un champ de vitesseNous avons montré a la fin du chapitre précédent que la normale
(1.33) et la courbure moyenne (1.34) peuvent étre calculés a I'aidefateckion ¢. Une paramétrisation
permet d’avoir acces, grace a la métrique, au calcul de I'aire localedurface (voir (7.13) de I'an-
nexe du chapitre 7). Dans le cas d'une représentation implicite il n’estqsasihye de faire un calcul
analytigue mais nous pouvons approcher l'aire globale d’'une surface.déla nous commencons par
enoncer la formule de la coaire

. V(@)™ dodr. 2.7
/{|¢(x)|<5} flz) d /—e/{¢(x)r} fe)lvelo)l oar (2.7)

Cette formule est assez naturelle car le volume (respectivement aife)< ¢} est calculé en
intégrant l'aire (respectivement le perimétre) fie = v} avec un facteutVe|~! qui correspond a
I'espacement local entre les lignes de niveawdEIG[2.5).
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Gradient phi
3.96 8.79 ~14.0 19.3 24,5
N _ - -

ay

FiG. 2.5 — Lignes de niveau de, y) — (&)° + (&)° -1

Nous renvoyons a [22] p 118 pour une preuve rigoureuse de giat€onsidérons maintenant une
fonction cut-off¢ continue, & support compact dgnsl, 1] et telle quefRC = 1. Sous ces hypothéses
nous avons pour toute fonction continpeR — R

€1 _/r
| (5 st ar — a0 (28)

Cette propriété exprime une convergence faible vers la masse de DivaErappliquant la formule
d’approximation|(2.8) a la fonction continugr) = f{¢(x)zr} f(x) do et en utilisant la formule de la
coaire (2.7) nous obtenons

) 1 W) R 1 <¢> -
/€ /{¢(x):T} 5C< =) [(@) [VelIVe[~ do dr /{|¢<€} F@)=¢( 2 ) IVl dz —, {d)zo}izf(:)) do,

En notant) un ouvert contenant la ligne de nive@dde ¢ nous obtenons

e
[z (2) a = [ s e 210

=0 J{e=0}

Une question naturelle est de savoir si lors de la déformation d’une siréstg@ossible d’exprimer
la variation d’aire en fonction d¢. La formule [(2.10) montre qu’un bon candidat ggt)|. Malheureu-
sement, dans le cadre d’'une déformation quelconque de la suNatieseul ne permet pas de mesurer
la variation d’aire comme le montre I'exemple suivant en dimension deux.



48 CHAPITRE 2. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE

Contre exemple

Considérons la fonction(z, y) = /22 + y2 — 1 et le champ de vitessg(z, y) = \/%(x, Y)
x4y

indépendant du temps et de norme 1 (nous mettons la véledly de ce champ a I'origine). Comme
¢ est solution de I'’équation de transport (2.6), les lignes de niveat(dé) restent des cercles dont
I'espacement reste le méme (FIG 2.6). En conséquence le périmétre agrat@npla déformation mais
le gradient de est toujours égal a 1. Le champ que nous avons considéré n’estipasgence nulle et
c’est la raison pour laquell®/¢| ne contient pas d’information sur la variation de périmétre.

{¢p=¢}

X

TN

o= {o=0) {o=0)

FIG. 2.6 — Transport des lignes de niveauwide, y) = /22 + y? — 1 par le champ de vitessgz, y) =
1
W(x’ Y)

Donnons a présent une idée intuitive de la raison pour lag{lll¢ contient des informations sur
la variation d’aire lorsque la surface se déforme dans un champ incorieeSair la figure (FIG 2.7)
nous appliquons un champ de vitesse incompressible pour étirer la combkadhrection tangentielle.
La contrainte d’'incompressibilité implique que champ de vitesse va rapprosHigries de niveau dans
un voisinage de l'interface. La norme du gradientdgui mesure I'espacement des lignes de niveau va
donc augmenter.
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{¢=c¢}

{6 =0} {¢ =0}

FIG. 2.7 — Le champ incompressiblerapproche les lignes de niveau

Nous allons maintenant justifier rigoureusement cette approche intuitiveoBtaumir le résultat nous
aurons besoin de la généralisation de la formule de Reynolds pour desesurf

Formule de Reynolds pour des surfaces

Considérons une surface ferm@8, qui est la frontiére d’un ouver®, immergé dans un milieu
continu décrit par la vitesse eulérienaainsi qu’'une fonctionf décrite de maniere eulérienne. Ayant
choisit un prolongement de la normale unitaire, on obtient la formule de Ris/sorfacique

d

7 < f(z,t) da) = fi +div(fu) — f([Vu| n) - n do. (2.11)
o o

Cette formule un peu plus complexe que dans le cas volumique se démontre de |dap@&men se
ramenant par changement de variable sur un domaine fixe puis enndg@raapport & I'expression
obtenue. Une démonstration de ce résultat est obtenue dans I'annenapitvec? (7.60).

Remarque

Il sera beaucoup développé dans la suite les notions d’opératewasiques. lIs permettent de calculer
des dérivées de fonctions ou de champs de vecteurs définis sur uaeesnotédS) en enlevant les
variations dans la direction normale. En particulier la divergence surfadignechamp de vecteurs est
donnée par

divoo(u) = div(u) — ([Vu] n) - n.
La formule précédente se réécrit

d

— < f(z, t)d0> = ft +u-Vf+ fdivog(u) do. (2.12)
dt 8Qt

o
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Cette formule donne une généralisation naturelle de la formule de Reynoldsigo&i(1.7). En choi-
sissantf = 1 dans cette formule nous obtenons que I'incompressibilité locale de suifase traduit
par I'identité écrite en variables eulériennes

divoe(u) = 0. (2.13)

Formule de Reynolds dans le cadre level set

Nous allons maintenant adapter la formule (2.11) dans le cas ou la surfdéeg® par une fonction
level set. Pour cela nous remarquons que le dernier terme de la formulg §2it s’exprimer a I'aide
de¢ etu. En effet, calculons la dérivée temporelle|8&)| sachant que vérifie I'équation de transport

(2.6)
Vo-Vor V¢ -V(-u-Vo) Vo

\V _ _ _ _ (Vv T \V4 D2 )
(Vo = 1oy o Ty (V" Vo -+ (D] )
En utilisant la relatiorV|V¢| = [DT%F‘Z’ et la définition de la normale (1.83) nous obtenons
(Vul n)-n=[Vu]: (n®@n) = —W((Ivﬁﬁ!)t +u-V|V). (2.14)

En regroupant les termes apparaissant dans la formule de Reyndiscgie

e div(f) = f(Ful ) = fit e VI + fivi) +
1

- w((f‘v¢’)t +u-V(fIVe])) + fdiv(u).

(Vo)) +u-VIV])

La formule de Reynolds se réécrit donc

d |
dt do ) = wal VIV V(fIV div(u) do. (2.15
dt </{¢<-,t>=0}f(x’t) U) /{¢>(-,t)=0} o U1Vl +u-VfIVel) ) + fdiv(u) do. (2.15)

Nous allons maintenant choisir une fonctigradaptée qui va permettre d’annuler le second membre
dans le cas d'un écoulement incompressible.

Résultat sur la variation d’aire
Introduisons les caractéristiques générdiés, t; 7) associées a la vitessedu milieu continu

0P
a—(w,t; 7) = u(®(z,t;7),7). (2.16)
-
Nous avons la relatio®(®(x, 7;t),t; 7) = « par définition des caractéristiques. La dérivation de cette

égalité par rapport adonne

L'égalité précédente est valable au pdidtz, 7;t), t; 7) que nous noton&e, t; 7). Choisissons a présent
f(z,t) = g(®(x,t;0))|Vep|~L(x,t). Nous obtenons avec la propriété précédente
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(fIVODe +u-V(fIVe]) = (9(P(x,1;0))) + u- Va(g(P(,1;0)))
;- Vg+u- (VO] Vg)
= (B + (u-V)®)- Vg =0.

En faisant I'hypothése que le champ de vitegsest a divergence nulle nous obtenons finalement avec

(2.15)

d
— O(x,t;0))|Vo| Lz, t)do | = 0.
: (/th)_o}g( (o, t;0)IVo| @ >a>

et donc

/ 9(0)| Vo[~ (a) dop = / 9(® (2 £:0)) V6| (z,1) dor
{po=0} {(-,t)=0}

Pour obtenir le résultat nous allons maintenant revenir & une paramétrisatiofiape ressortir
les éléments d'aire. Nous choisissons les notations de I'annexe du chap@omgidérons une para-
métrisationX (¢) : (u',u?) — X(u',u? t) définie sur un ouvert/ de R? qui représente la surface
{x € R/ ¢(x,t) =0} = X (¢)(U). Légalité précédente se réécrit donc a I'aide de la paramétrisation

)

/Ug(X(ulaUQaO))!WSolI(X(ulvuzvo)) |(X(0)),1 A (X(0)) 2] du' du?

= /Ug(CD(X(ul,uQ,t),t;O))Wqﬁ]1(X(u1,u2,t),t) (X (1)1 A (X (1)) 2] dudu®.

olion anoté X (t)) 1 et(X(t)) 2 les dérivées de la paramétrisation par rappart atu>.

Par définition des caractéristique$X (u',u?,t),t;0) = X (ul,u?0). Légalité précédente étant va-
lable pour toute fonctiog nous obtenons donc

(XA AX@) 2| _ [V

[(X(0)1 A (X(0)2] Vol (2.17)

La variation locale d’aire est donc capturée par la quaffitg|/|V¢o|. En dimension deuV¢|
mesure la variation de longueur de la courbe et peut étre identifiée a I'étirdbegendant, en dimen-
sion trois, il existe des déformations qui peuvent étre effectuées a aistaote comme un cisaillement
(FIG2.8). Ces effets ne peuvent donc pas étre pris en compte dansdééen@es effets sont impor-
tants dans le cas de globules rouges mais notre étude se limitera & un modéle sioafiidelappelée
vésicule phospholipidiques ou la membrane est considérée comme fluide. Béerdednembrane est
parfaitement adapté a ce type de vésicule car aucune contrainte g&stars d’'un cisaillement.
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Etirement membranaire FEtirement en cisaillement

ffffffffff Position initiale

— Position apres de formation

FiG. 2.8 — Etirement membranaire et cisaillement

2.4.3 Energie élastique et force élastique

Une partie de I'élasticité de membrane étant définie a partir de la variation loeéle il’'semble
naturel de considérer une énergie élastique dépendaWiilel énergie n’est alors pas géomeétrique car
elle dépend du choix de la foncti@npar I'intermédiaire déV ¢|. Pour cette raison, I'énergie considérée
est localisée dans un voisinage de l'interface a 'aide d’une fonctionftut-et d’'un parameétre et
s'écrit dans la configuration déformée

£.(0) = /Q B(V9]) ¢ (f) dz. (2.18)

@ est un domaine volumique d& contenant la membrane élastique. En pratique on choisit la fonction
¢o initiale de telle sorte quev ¢ | corresponde & I'étirement initial. On postule ensuite une loi de com-
portementE qui dépend deV¢| ainsi que dgV¢y|. Cette énergie va maintenant nous permettre d’en
déduire une force associée via le principe des travaux virtuels commdadaré&thode de Peskin. La
variation de I'énergie (2.18) peut étre calculée en considérant ungioariade ¢ mais commep est
transportée par le champ de vitessd'apres I'équation de transport (2.6) nous choisissons de dériver
par rapport au temps

o= [ Bqvarvaic (2) are [ mGve e (£) s

En utilisant la relation (2.14) et I'équation de transpbort (2.6)

(E.(6)) = /Q (V) (VYo IV6] [Vu] : (nem)) ¢ (¢) dot /Q B(9)) ¢ (‘f’) (~uVe) dr.

En intégrant par parties le deuxieme terme
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o= [ w9 (Bvel) ¢ (£) v (2va) TETE 20 (2) Jarpval) w (26 (2

On obtient finalement en utilisant le principe des travaux virtuels

(Ee(h))r = —/ Fo() - u dz, (2.19)
Q
et en regroupant le premier et le dernier terme, la force élastique
1 \Y Vol
r0) =9 (B9t (2)) - aw (Bave) VST (7)) o)

Cette force sous cette forme sera utile pour le théoréme d’existence gsienomirerons dans la
deuxiéme partie car la partie en gradient pourra étre mise dans la preskmeeond terme est sous
forme divergence ce qui nous permettra d’'effectuer facilement degati@éns par parties. Cette expres-
sion sous forme divergence permet également d’en déduire le tereseaomtraintes associé a la force
élastique et faire le lien avec les fluides de Korteweg.

Lien avec les fluides de Korteweg

Le tenseur des contraintes associée a cette force élastique peut se mstteefsome (en omettant
le gradient)

oo = —E/(|Ve) Y22 VL, (¢) .

Vol e \e
Choisissons momentanément= 1 et introduisons une fonctio# dont la dérivée est/¢. En posant
1 = Z(¢) nous obtenons

Vip @ Vip = Vo ® V ((¢).

De plus, la fonctiony vérifie la méme équation de transport qoieEn choisissan®’(r) = r nous
obtenons donc les mémes équations définies dans le modele de Kortewe@{k/2id)e le role de la
densité. Le modéle de membrane peut donc s'interpréter comme un modéleeled¢pgénéralisé.

Autre expression de la force élastique

Il est intéressant de mettre la force élastique (2.20) sous une autre formerpdonner une inter-
prétation physique. Rappelons un instant la définition du gradient suréadigne fonctionf associé a
une surfaceé)

Voaf =V f—(Vf-n)n.

Le gradient surfacigue correspond donc a la projection du gradiefildes le plan tangent (ces opéra-
teurs seront développés en details dans la troisiéme partie). Dans lé saggjintéresse)) = {¢ = 0}

et la normale est donnée par (1.33). Développons a présent le termeeegedice de la force élastique
que nous notongd

)
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A = div <E’(!V¢|)V¢>|i§ (f) ne n>
- -
— E(Ve)Ivel ¢ <¢) (Hn + [Vn] n) — Vo <E’<|v¢>|v¢\i_< (¢))

+9 (Bvapivelie(2)).

— B(VeDIvolc (2) antnen) + e (v (BGvalivelc (2)))

€
ou I'on a utilisé la relationliv(n @ n) = Hn + [Vn] n (obtenue avec 1.34) et introduit artificiellement
un gradient surfacique. Développons ce gradient surfacique

Von (E(VONIVOILC (2)) = VenlE(VeDIVel L (2) + BV Van(vod e (£)
+E () [ToiTon (1 (2)).

D’aprés la définition de la normale en level set nous awWpse = 0, ainsi le dernier terme est nul. De
plus, il sera montré plus loin qU&n| n = V?%§¢‘ (voir (5.13)) et donc deux termes se simplifient. |l
reste

A= (B(Von - Van(B(VoD)IVolL¢ (2) + 7 (Evanvelle (2)).

Les termes en gradient ne contribuent pas a I'énergie car le champ de\dtessidéré est a divergence
nulle et nul aux bords. En effet, giest un champ scalaire quelconque

/Vq-udxz—/qdiv(u)dsz.
Q Q

Nous obtenons finalement, aprés avoir enlevé les termes en gradient

3

F.(6) = (VoalB(Vol)) - E'(Vel i )volzc (£)). 2.2

Cette force est localisée a I'interface grace a la fonction cut.@bus cette forme la force est décompo-
sée en une partie dans le plan tangent et une autre dans la direction ndmgedssons nous a présent
a quelques cas particuliers.

Quelques cas particuliers

Dans le cas particulief'(r) = a r on obtient avec (2.10)

Se(gb):/QaW(ﬁiC <f) da ejoa/{¢_o} do.
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et

Fo(6) = ~aHn|V| ¢ (f) |

« correspond dans ce cas a une tension de surface et on retrouvedaisoelle proportionnelle a la
courbure moyenne et dirigée suivant la normale. Dans le cas ou leceaffi n'est pas constantily a
une composante dans la direction de tangentielle.

Dans le cas d'une membrane élastique dont I'étirement initial est égal a Jpoousns considérer
laloi E(r) = (r — 1)2. Dans ce cas, en plus d’une force normale proportionnelle a la courtmyenne
il y a une force tangentielle qui tend a ramener la membrane dans sa configdeatiéiérence ou I'éti-
rement est constant. Le formalisme considéré permet de considérer dde tmsnportement pouf
plus générales non linéaires qui sont souvent utilisées en grandesidééms. Le modele développé est
complétement eulérien et permet de prendre en compte simplement ces gigfiodestions.

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires a la formulation du modgenelgénembrane.

2.4.4 Equations du modéle complet

On considére les équations de Navier Stokes définies sur tout le domainenesecond membre la
force élastique définie précédemment qui est localisée a I'interface. Qatigan est alors couplée avec
I’équation de transport pour donner le modéle

p(@)(u + (u- V)u) —div(u(¢)D(u) + Vp = Fe(d),
div(u) = 0, (2.22)
th +u - V(Z5 = 0.
Les fluides de part et d’autre de la membrane ont des viscosités congfanpesivent étre différentes.
Notonsy; la viscosité intérieure @i, la viscosité extérieure. La viscosité est lissée a l'interface grace a
T

une fonction de Heaviside donnée pér) = / ¢ (FIG2.9)

— 00

¢(r) ¢(r)

FiG. 2.9 — Fonction cut off et de Heavyside
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1(¢) = p1 + (g — p1)C <f) .

Les densités de chaque fluide peuvent aussi étre différentes. Natdasdensité intérieure et la
densité extérieure qui sont supposées constantes. |l est naturehsidérer que la membrane a une
masse surfacique que nous notdn€n utilisant la formule (2.17) nous obtenons

IVo|A = [Vgo|Ag (2.23)

ou A est la masse surfacique dans la configuration de référence. La detad@éstécrit donc de la
maniére suivante

p(6) = o1+ (o2 = ) (£) + AalTenl e (2).

Vitesse et contraintes a l'interface

L'équation de transport de la fonction level set par le champ de vitegsplique que la vitesse est
continue a la traversée de l'interface. Il n’y a donc pas de transfert deen@mtre les deux fluides a tra-
vers l'interface (continuité de la composante normale de la vitesse) ainsiegahsence de frottement
entre les deux fluides (continuité de la composante tangentielle de la vitessgpi@ament a la mé-
thode de Peskin ou le second membre est singulier, toutes les quantités spilarisées a I'interface.
Cependant les contraintes varient trés rapidement a la traversée déadater

2.4.5 Egalité d’énergie du systeme

Partant du modele (2.22) il est possible d’obtenir une égalité d’énexgie simplifier la présentation
nous considérons des conditions de Dirichlet homogénes pour la vites3@ sMultiplions I'équation
sur la vitesse pai et intégrons sur le domair@. Pour le terme d’inertie développons I'expression

div(p(o)ulul®) = p(¢)|ul® div(u) +u - V(p()) [ul* + u- V(|u*) p(¢).

En intégrant sury I'égalité précédente, le membre de gauche est nul aprés intégration pes.pae
premier terme du second membre est nul d’apres la condition d'incompressibiigte en utilisant le
fait quep(¢) vérifie la méme équation de transport gue

2 /Q p(@)((u- V)u) - u dz = /Q w-V([uf?) p(@) dz = — /Q w-V(p(6)) uf? d = /Q (p(6)): [u? d.

Nous avons donc

[ @t o)t = [ ot @)+ o e = 35 ([t ).

Pour le terme de diffusion comme la vitesse est nulle aux bords, en intégrauenies et en utilisant la
symétrie deD(u)
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/Q Av(u(9)D(w) - uds = [

w(@)D(u) : Vu dx = —/ w(p)D(u) : D(u) dx.
Q

Q

Pour le terme élastique il suffit d’utiliser la relation (2.19). On obtient finalemégflité d’énergie
suivante

5 (5 [ o ars [ p0vopic(£)ar) == [ wopp e @29

La variation d’énergie cinétique plus élastique du systéme est égale a la dissijsgioeuse. Sp n’est

pas constant le terme non linéafie V)u est nécessaire pour obtenir cette égalité. Une égalité d’énergie
d’un systéme est toujours un gage de stabilité lors de I'implémentation numériga@alas ne néglige-
rons pas le terme d’inertie.

Nous avons donc a travers les deux premiers chapitres introduit les autitwdeélisation qui per-
mettent d’aboutir aux équations modélisant chaque constituant du couplidgesfiitucture. Nous avons
ensuite pu introduire le modéle complétement eulérien de couplage fluidasstrdans le cas de mem-
branes élastiques et définir les principales propriétés de ce systtemechaipe partie est consacrée a
I'étude du systéme d’équations (2.22) d’un point de vue mathématique.
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Deuxieme partie

Analyse mathematique du modele
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Plan de la deuxieme partie

Cette deuxieme partie est consacrée a I'étude théorique du modéle eurrmmibrane élastique
introduit dans le chapitre précédent. Le théoréme présenté dans cateepabasé sur une formulation
d’un probléme de couplage fluide-structure sous la forme d’un fluide lex@pgui simplifie grandement
I'étude.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous allons introduire quelques netes@z générales
utilisées pour démontrer I'existence de solutions. Nous commencerons pauirgrta problématique
relative a I'existence pour des EDP en faisant le lien avec les EDO. Nodig#ons ensuite I'équation de
la chaleur qui va nous permettre d’introduire les différents types de sadutibles espaces de Sobolev.
Une section sera consacrée a l'introduction des outils de compacité qui esttlegntral de la démons-
tration d’existence pour des problémes non linéaires. Pour préparer ligretsafvant, nous passerons
en revue les différents espaces, lemmes et inégalités que nous allons uiiliskr preuve du théoreme
d’existence.

Dans le deuxiéme chapitre nous présenterons la démonstration de ce thééoésallons d’abord
énoncer le théoréeme ainsi que les hypotheses utilisées. Avant de adasirmonstration proprement
dite nous expliquerons le cheminement qui nous a permis d’obtenir le réstpbiht de départ sera
I'existence d'un probléme approché construit avec une régularisatitangrs. Ensuite nous ferons les
estimationsa priori non hilbertiennes qui vont nous permettre d’obtenir la convergencedortes so-
lutions approchées et ainsi passer a la limite dans les termes non linéairesnbBa$irévoquerons les
possibles extensions de ce théoréme.
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Chapitre 3
Préliminaires

3.1 Lienentre EDP et EDO

Trouver des solutions analytiques n’est en général pas envisagealblerEDO a part dans des
cas tres particuliers. Dans le cas d’'EDP le probleme est encore plus déficieix études peuvent étre
alors considérées : I'étude qualitative de I'équation c’est a dire le conmpentedes solutions ainsi que
I'existence et I'unicité. Nous nous intéressons ici au cas de I'existdrieaeité qui est treés important
lorsque I'on étudie un modéle puisque dans le cas contraire le problémelggis@gphysiqguement.

Une équation aux dérivées partielles peut étre interprétée comme une éqiffitientitlle ordinaire
posée sur un espace de dimension infinie. En effet supposons qurdé&iznde du temps et de I'espace.
Dans ce cas, &fixé, nous devons chercher une fonctig) solution de

’U,/(t) = F(u(t),t),

ou F' est un opérateur posé sur un espace de dimension infinie agissastdtnivées spatiales delLa
dimension infinie n'apparait pas uniquement dans des problemes en avohais dés que I'inconnue
du probleme dépend de plusieurs variables. Il existe I'équivalent duéehee de Cauchy Lipschitz en
dimension infinie mais il est valable pour un second membre lipschitzien et datinlcdvialheureu-
sement, les opérateurs différentiels apparaissant au second membie @os souvent non continus
lorsque I'on les considére sur un espace de Sobolev. Lexistencglut®dns pour un probléeme donné
est la plupart du temps effectué au cas par cas contrairement au ¢&ZB@esn dimension finie.

Dans un but pédagogique, nous commencons par étudier I'équation dédaraha permet d'intro-
duire quelgues concepts généraux comme le type de solutions que I'ompsatger et les espaces de
Sobolev qui sont les espaces fonctionnels dans lesquels il est nawtetither des solutions.

3.2 Equation de la chaleur

Considérons un domairte régulier et borné d&"™ constitué d’'un matériau qui conduit la chaleur.
La répartition de la températutedans le matériau soumis a un terme souf@vec des conditions de
Dirichlet homogénes obéit a I'équation linéaire aux dérivées partiellesrgaiva

Au f sur Q
u = 0 surof)
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Il nous faut tout d'abord choisir un espace fonctionnel dans leqoes mecherchons une solution.
Comme le laplacien fait intervenir des dérivées d’'ordre deux nous adlgirsori rechercher une so-
lution qui appartient a I'espac® (Q2). Ce type de solution est appelé solution classique.

Solutions faibles

Pour affaiblir la notion de solution il est utile de considérer une formulation variaiterde cette
équation. Pour ce faire, il suffit de multiplier 'équation par une fonctiomtegtintégrer sur le domaine
Q puis d'utiliser une intégration par parties. La fonctiorest choisie dans un espace qui vérifie les
mémes conditions limites que Ceci permet d’annuler le terme de bord dans I'intégration par parties
pour donner

—/QVu-Vv dx:/gfv dz. (3.1)

L'intégration sur tout le domain@ permet de passer d’'une formulation locale a une formulation globale
de I'équation. De plus, I'intégration par parties permet de baisser le detjégdation car elle fait appa-
raitre des dérivées d'ordre un. Il est donc possible de considésesolutions qui sont moins régulieres
que les solutions classiques. La formulation étant globale, il est juste stffisares intégrales appa-
raissant dans (3.1) aient un sens. Pour satisfaire cette propriététi(guifce a I'inégalité de Cauchy
Schwarz) que les fonctions et v ainsi que leurs gradients soient dans I'espace des fonctions de carré
intégrableL? (). Introduisons donc I'espace de Sobolev

Hy(Q) ={v e L*Q) / VveL*Q) et vpq = 0}.

Une fonction de carré intégrable n'étant pas nécessairement dérikabiédinition ci-dessus est donc a
considérer au sens des distributions. La condition limite de Dirichlet homogéiea aib sens d’aprés
les théorémes de trace. Les solutions cherchées dans cet espagagpstégsades solutions faibles. La
relation [(3.1) s’interpréte comme I'égalité d’une forme bilinéaire évaluée en Himeeu pour son pre-
mier argument et d’une forme linéaire posé sur I'espace de Hilldg(f2). L'existence et unicité est
alors assurée sous des hypothéses de continuité et de coercivité gardéarth de Lax-Milgram.

La mise sous forme variationnelle n’est pas uniquement un outil mathématiquéopourier des
éguations aux dérivées partielles de maniere plus faible, elle est aussaselad la méthode des élé-
ments finis qui est utilisée pour des géométries complexes.

Solutions fortes

Il existe aussi une notion de solution forte intermédiaire entre solution faibldwtosoclassique
qui est obtenue en interprétant les opérateurs différentiels danspiasessde Sobolev. Dans ce cas,
I'équation de la chaleur (contenant un laplacien) a un sens dans I'eB¥4€% constitué des fonctions
de carrés intégrables ainsi que toutes les dérivées jusqu’a I'ordre ldes différents types de solutions
cherchés pour I'équation de la chaleur peuvent étre résumés par lesanslsuivantes.

C%(Q) c H*(Q) c HY(Q).
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Classifications des EDP

L'équation de la chaleur stationnaire est un exemple simple d’'EDP, elle est liséalliptique. Sans
rentrer dans les détails, les EDP peuvent étre classées en diffémmegdépendant du degré de déri-
vation des opérateurs mis en jeux ainsi que de leur signe. Les EDP santegdarties en trois groupes
principaux : elliptiques, hyperboliques et paraboliques. Les exemples classigat donnés par I'équa-
tion de la chaleur stationnaire pour le type elliptique, I'équation de transport etatiéqudes ondes
pour le type hyperbolique et I'équation de la chaleur en évolution pour le typdaaue. Le théoréme
de Lax Milgram ne s’applique que pour des équations elliptiques linéaires stationi@Ghagie type
d’équation a des propriétés trés différentes et des outils spécifiquéscaméveloppés pour les étudier
tant d'un point de vue théorique que numérique.

De sérieuses difficultés apparaissent lorsque I'équation considémendgicaire. L'étude est alors
réalisée en utilisant les outils de compacité que nous introduisons maintenant.

3.3 Equations non linéaires et compacite

Problématique

Ne sachant pas résoudre les équations non linéaires de maniére géhfsnaldérouver un moyen
d’approcher I'équation par une autre que I'on sait résoudre. Plgss&atégies peuvent étre envisagees.
La premiére consiste a approcher I'équation sous forme variationnelle @space de dimension finie
(méthode de Galerkin). Dans ce cas, I'EDP se réduit a une EDO non limiait®n prouve I'existence
d’une solution grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz en dimension fieig. également possible de
régulariser les opérateurs différentiels pour qu’ils deviennent conéhasi utiliser le théoreme de
Cauchy-Lipschitz, en dimension infinie cette fois. Une autre stratégie t®rsiggulariser les termes
non linéaires pour obtenir une équation linéaire pour lesquelles des outils aéwi®ppés pour en
montrer I'existence. Dans toutes ces méthodes, une suite de solutions dhlénpe plus simple est
construite et il faut effectuer un passage a limite pour obtenir une solutidégqieation non linéaire
de départ. Le probléme délicat provient du fait que la suite de solutione@pies ne converge pas
forcément sans travail supplémentaire. Pour en extraire une sous siud@ngerge il faut utiliser des
propriétés de compacité que nous allons brievement décrire maintenant.

Compacité et convergence faible

Considérons un espace de Bandel{qui sera I'espace fonctionnel dans lequel on recherche une
solution). Une suite;,, appartenant & converge fortement vers(notéz,, — x) Si
n—-aoo

|n —x|p — 0
n——aoo
Un sous ensembl& de B est dit compact si de toute suite deon peut en extraire une sous suite qui
converge dan&. Considérons maintenant une suite bornée dans I'esBat®espaceB étant supposé
de dimension infinie la boule unité n'est pas compacte pour la topologie foéeréime de Riez), la
suite considérée peut donc ne pas avoir de sous suite qui conveigmdat. Il est alors intéressant
d’introduire la notion de convergence faible d’'une suiteversz noté (x,, N x) par la propriété

|L(zn) = L(z)[r _— 0

n—-auoo
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pour toute forme linéairé, continue sur I'espac®. Il estimmédiat que la convergence forte implique
la convergence faible. L'intérét de cette topologie faible réside dansu#atsuivant : si I'espace est
supposé réflexif (le bidual peut s'identifier a 'espace de départ) @drsule unité est compacte pour la
topologie faible. Il est donc possible d’extraire une sous suite quiesgevaiblement dans I'espaée
Dans le cas ou I'espace n’est pas réflexif il est utile d’introduire la emence faible étoile. Une suite
L,, appartenant au dual topologique Beconverge faible étoile vers (noté L, n:*oo L)si

[Ln(z) — L(z)|lg — 0
n——aoo
pour toutz appartenant 8. L'avantage de cette convergence est que la boule unité du dual gfaoees
de Banach est compacte pour la topologie faible étoile (théoreme de BAlzangiu).

Passage a la limite dans les termes non linéaires

Il est donc important d’obtenir une borne uniforme sur les suites quvietanent dans les problémes
approchés pour pouvoir extraire des sous-suites qui convergjbldgrhent. Ces bornes sont obtenues a
I'aide d’estimationsa priori sur I'’équation approchée. Cependant, la convergence faible ne pesset
de passer a limite dans les termes non linéaires. Pour comprendre ce phémoougdonnons un contre
exemple. Considérons la suite de fonctions

xn =t sin(nt).

Il est simple de montrer que cette suite converge faiblementveasisLZ?(]0, 1[) par densité et intégra-
tion par parties. Par les mémes arguments on montréxgyé converge faiblement veis'2 et non vers
0. Pour pouvoir passer a la limite dans les termes non linéaires il va donc fallamioditda convergence
forte. Ne pouvant pas étre obtenue directement dans I'espace de¢ ({épareme de Riez) il est naturel
de vouloir extraire d’une suite bornée Beune sous suite dans un espace plus gros contéhant

Compacité et convergence forte

Il existe beaucoup de résultats de ce type dans les espaces de Sdbréauple le plus simple est
l'espaceH ! (€2) qui s'injecte de maniére compacte daigQ2) (noté H'(Q2) —<— L?(Q)). De toute
suite bornée dé7!(2) on peut extraire une sous suite qui converge fortement 44(13). Remarquons
gue I'on doit obtenir des estimations dans un espace qui contient degafdiordre plus élevé que
I'espace ou I'on veut extraire des sous suites qui convergent fonteroe fait est général.

Citons au passage une autre méthode pour montrer I'existence de solutiéassbase théoreme
du point fixe de Schauder. Elle consiste a linéariser I'équation non linéairdgigsun point fixe. |l
faut ensuite montrer que 'application est continue dans un certain espameretela des estimatioms
priori sont requises. Dans tous les cas I'estimagiqmiori de solutions est donc 'ingrédient essentiel de
la preuve d’existence.

Remarques dans le cas non stationnaire

Tous les exemples cités jusqu’a présent appartiennent a la classeodiEsras stationnaires. Les
équations qui interviennent en physique font intervenir le temps et demiatiifgroduire des espaces
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fonctionnels plus généraux. Les idées principales évoquées dans tetdedtion restent néanmoins les
mémes. Il est nécessaire d'ajouter une condition initiale pour ces équatmsslition de I'équation
va alors fortement dépendre de la régularité de la condition initiale. Pouramutition initiale peu ré-
guliére, nous obtiendrons des solutions faibles alors que des solutiorsdartdassiques peuvent étre
obtenues avec plus de régularité. De plus, les solutions d’'une équationedéuvgioition peuvent étre
locales ou globales en temps.

Concernant les résultats d’existence pour les équations de Navier 8toegressibles on renvoie
le lecteur au livre [31].

Nous allons maintenant définir de maniére plus précise les espaces fonstibemaégalités ainsi
gue les lemmes dont nous aurons besoin dans notre étude.

3.4 Espaces et inégalités utilisés

La plupart des résultats de cette partie peuvent étre trouvés dane$&julerts) sont des domaines
deR? ouR? supposés réguliers et bornés pour que toutes les propositions aentssient valables.

Espaces fonctionnels utilisés et normes associées

Les espaces fonctionnels introduits précédemment sont hilbertiens c’gstrauhis d’un produit
scalaire. Dans la pratique, il est nécessaire de considérer desephemogénéraux qui permettent d’uti-
liser des inégalités plus fines. Définissons I'espace de Bab&dh) comme I'ensemble des fonctions
dont la puissance piéme est intégrable. Pour un domaine borné nouslasdnclusions.! () —
LP(2) — L°°(£2) qui montrent que I'espack™(2) est le plus régulier et (Q2) le moins régulier. Les
espaces de Sobolev construits a partir de ces espaces sont définis par

WmP(Q) ={f e LP(2) / D*f € LP(Q2) pour |a| < m}.

Dans cette définition, la dérivée est bien entendue prise au sens destiiistabCet espace est muni
de la somme des normé# de chaque dérivée. Rappelons que ces espaces sont inclus desysless
usuelsC*(Q) pour desn assez grands dépendantidet de la dimension de I'espace dans lequaist
défini. Il est montré dans [49] p 316 gu'il existe une norme équivaletag@eécédente en ne gardant que
la norme de la fonction ainsi que celle de la dérivée de plus haut degré |®eas de I'espadé’?? (1)),

il est également démontré que la norme suivante est équivalente a la raretie u

|flw2w = [floe + [Af]|Le. (3.2)

Introduisons a présent un sous espac&de’ (2) pour lequel les fonctions sont nulles aux bords

Wy (Q) = {f € W'P(Q) / flaq = 0}.

Cette définition a bien un sens d’aprés les théoremes de trace. D’apres ledenfomcaré, une norme
équivalente a la norme usuelle est obtenue en enlevant le terme d’ordrec’est a dire|f| 1., =
0
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|V f|.». De laméme maniére, une norme équivalente & la norme usuelle sur 'é8gac¢e) (N W, ()
est donnée par

‘f|W2<,me01’p = |Af’Lp' (33)

Nous choisirons toujours la norme (3.2) pour I'espHce?(12) et lorsque de plus la fonction sera nulle
aux bords (c’est a dire appartienﬂfﬁ(}’p(ﬁ)) nous choisirong (3.3). Pour I'espaté!?(12) avec des
fonctions nulles aux bords nous utiliserons la nonﬂ%,p = |V f|L». Ces normes seront utilisées pour
I'estimation de la vitesse qui vérifiera des conditions de Dirichlet homogénes.

Donnons maintenant quelques injections de Sobolev qui nous servironfape des majorations.

Injections de Sobolev
Les injections continues permettent de majorer la norme sur un espace partngnecsme sur un
espace plus petit. Linjectio’2? () — WLP(Q) est continue ce qui se traduit par I'inégalité
3C >0, Vf e W*P(Q) |flwre < C|flwar- (3.4)

Nous avons également, dans le caspas 3 (3 correspond en fait a la dimension de 'espace) , les
injections continuedl’2?(Q) — Whe(Q) et WP(Q) — L>(Q) qui se traduisent par les inégalités

3C >0, Vf e W?P(Q) | flwree < Clflwen, (3.5)
3C >0, VfeWh(Q) | flree < Clflwrw. (3.6)

Ces injections sont en fait plus que continues, elles sont compactes. Baerant fait usage de ces
inégalités pour I'obtention des estimaticamgpriori dans le chapitre suivant. Nous rappellerons a chaque
fois I'injection que nous utiliserons.

Rappelons au passage que I'espace hilbefié2) = W12 (Q2) ne s'injecte pas dank> () pour
des domaines de dimension strictement supérieure a un. Il est nécelssamasidérer des dérivées
d’'ordre supérieur avec I'espadé?®(2) pour obtenir cette injection dans®(£2). La considération des
espaces non hilbertiens permet donc d’obtenir des majorations de la nornie jidis fines faisant
intervenir uniquement des dérivées d’ordre un. La contrepartieeegertire le caractére Hilbertien de
I'espace, ce qui complique I'étude.

Cas d’évolution
Pour des problemes d’évolution, on est amené a considérer les espé&@asalev suivants

L0, T; WP (Q) = {f /) [f'(®)lwme € L0, T} 3.7)

Les fonctions appartenant a cet espace ont donc une réguléreé temps et?”"? en espace. Pour

I'obtention de résultats de compacité dans ces espaces il est nécesgauted’'des hypothéses sur la
régularité de la dérivée temporelle des fonctions considérées. Endnglerthéoréme de compacité qui

va nous servir dans le chapitre suivant et qui pourra étre trouva[dah

{f € L*™(0,T;W?P(Q)) / f'(t) € L*(0,T; LF(Q))} < L*(0,T; W">(Q)). (3.8)
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Ce théoréme utilise les injectiof&??(2) — < W (Q) — LP(Q2) qui sont valables pows < p <
oo. Il sera utilisé dans les cas particuliers = p pour la vitesse ety = oo pour la fonction level
set aprés avoir obtenu les estimati@engriori adéquates. Dans le cag = oo l'injection est compacte
dansC?(0, T; W1>°(Q)). Nous remarquons que pour pouvoir extraire des sous suites qLergemt
fortement dans un espace qui contient des dérivées en espadediaril est utile d’obtenir des bornes
uniformes de la suite dans un espace qui contient des dérivées spditiaties au moins deux.

Tous les résultats précédents se généralisent sans difficultés daspdess fonctionnels vectoriels
c’est a dire lorsque la fonction considérée posséde plusieurs conig@sBour plus de lisibilité nous
utiliserons les mémes notations pour les espaces fonctionnels vectoriels is¢scSlaivant le contexte,
la notation| - | correspondra a la valeur absolue, la norme euclidienne d’'un vecteduoe whatrice,
voire méme d’un tenseur d’ordre trois. De méme ppur.», elle correspondra a la norme euclidienne
des normeg.? de chaque composante dans les cas vectoriel ou matriciel.

Inégalités

Présentons a présent deux inégalités trés utiles dans les estimationsaboud dlinégalité de Young
obtenue par la convexité de I'exponentielle

P b 1 1
Ya,b >0 abga—+— avec -+ - =1, (3.9
p q P g

ainsi que I'inégalité de Holderf( g et h fonctions scalaires)

1 1 1
Vi g.h ’/fgh‘glf\mlglmlhln avec 1+lilon
Q

,
L'inégalité originale de Holder peut étre retrouvée en choisisiant 1 etr = oc. Cette inégalité
reste vraie pour des fonctions a valeurs vectorielles ou matricielles faisantanir des produits sca-
laires vectoriels ou matriciels. Il suffit pour cela de développer le termadehg sous forme de somme
de fonctions scalaires et d'appliquer l'inégalité précédente. Le terme obtemajsre ensuite par les
normesL? vectorielles et matricielles voulues.

Intégration par parties

Lors de la mise sous forme variationnelle des équations, nous aurons besibgeddes intégrations
par parties. Nous rappelons juste celles qui nous servirons dans laSnigatu et v des champs de
vecteurs A une matrice ef2 un ouvert borné

/u-Avdm:—/Vu:Vvdx—i-/ (Vun)-udz,
Q Q o0

/div(A)~udx:—/A:Vudx+/ (An)- udz.
Q Q o0

Dans notre étude, des conditions limites de type Dirichlet homogénes seoisiestpour la vitesse et
les intégrales de bord seront donc nulles.
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Nous avons donc dans ce chapitre défini quelques méthodes géménalenontrer I'existence de
solutions a une EDP et énoncé les lemmes et les notations que nous allons utikderaffepitre suivant
consacré a la preuve d’existence du modéle de membrane.



Chapitre 4

Analyse mathématique du modele de
membrane

Dans le cadre des équations modélisant I'interaction entre un fluide et ucisrélastique, peu de
résultats sont pour le moment connus. La plus grande partie des résotte¢sreent les solides rigides
dans des fluides [26, 50]. Des preuves d’existences recentesssnéeé effectuées dans le cas de solides
déformables par Coutand et Shkoller [9, 17] en utilisant une formulatiomngignne du couplage.
La preuve d’existence que nous proposons ici dans le cas d’'une meenélastique plongée dans un
fluide ne suppose pas de restriction sur les petites déformations. Cette tgreptidue a la formulation
eulérienne qui permet de considérer le couplage comme un fluide comipéaaantre, nous montrerons
seulement I'existence locale avec un temps d’existence qui dépendeaatagire: servant a localiser
la force élastique.

4.1 Enoncé des hypotheses et du théoréme

Nous étudions I'existence de solutions réguliéres du modele de membrarie dassl’'un domaine
Q c R3 borné connexe régulier. Pour simplifier I'étude, nous choisissons le pasasmddr régulari-
sation égal a un. Le temps d’existence final que nous obtiendrons dapntt du paramétre Nous
considérons également que la densité du fluide est la méme partout g¢gate a > 0 (le théoréme
s'adapte simplement dans le cas de densités différentes). Néanmoiss)enégligeons pas la masse
de la membrane dans la configuration de référencéour simplifier I'étude nous supossons dugeest
constante et qu&/¢y| = 1. La densité est donc donnée par (2.23)

p(¢) = po + Ao (9),

avec( une fonction cut-ofiC> positive de masse un. La viscosité est choisie uniforme égaldamns
les deux fluides. La prise en compte de viscosité non homogéne ne renttanzae cadre de I'étude
qui va suivre. Le modéle considéré est donc le suivant (2.22)

p()(ur + (u- V)u) — pAu+ Vr = —div (3(¢, [V¢])) , (4.1)
¢t +u- Vo =0, (4.2)
div(u) = 0. (4.3)

71
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Nous avons noté la pression car la lettrg va étre réservée a l'indice de régularité dans les espaces
de Sobolev. Pour la force élastique, nous choisissons d'utiliser la fori2i2@)(en mettant le terme en
gradient dans la pression. La force élastique est donc donnée panlado

(6, Vo)) = F(6,[V6))Vé © Vo, F(6,|V]) = w«@. (4.4)

Nous faisons I'hypothése suivante sur la loi de comportement entrenésites et les déformations

r— E'(r) € CY([0, +ocl). (4.5)

Cette hypothése est peu restrictive et permet de considérer des lomeakpties qui sont souvent utili-
sées en élasticité.

Le systeme précédent est complété par des conditions initiadle®) = ug(z) eto(x,0) = ¢p(x)
ainsi que des conditions de Dirichlet homogenes pour la vitesse sur le batdndaine. D’apres les
propriétés de I'équation de transport il n’est pas nécessaire d’ajbegeronditions aux limites sdrcar
le champ de vitesse est nul aux bords. Nous supposons égaleméWigglie- « > 0 dans un voisinage
de{¢o = 0} pour que la force élastique soit bien définie.

Le résultat obtenu peut s’énoncer de la maniére suivante

Théoréme 1 Soit 2 un ouvert borné régulier d&? etp > 3. Soitgy € W2P(Q) avec|Vey| >
a > 0 sur un voisinage dé¢y = 0} etug € W2P(Q) (W, 7(2) avecdiv(ug) = 0. Alors il existe
T* > 0 dépendant uniguement des conditions initiales tel que la solution de [(4.1) (42Beexiste
sur [0, 7% avece € L(0, T W2P()), u € L=(0,T* W, P () N LP(0,T*; W2P(Q)) et Vrr €
LP(0,T; LP(92))

4.2 Remarques préliminaires

Avant de rentrer dans les détails techniques de la preuve j'aimerais tealgugs remarques sur le
cheminement utilisé pour parvenir a la démonstration du théoreme. La prenoseeacbonsidérer est de
définir quelles sont les types de solutions que nous cherchons. Les sefaitdes étant obtenues uni-
guement a I'aide de I'égalité d’énergie, regardons les estimations obtemwes pnodéle de membrane.
Pour simplifier I'étude choisissons une densité constante égale a un et deectminportement de type
Korteweg c’est a dird” = 1. Cette hypothése n’est pas restrictive car I'important dans les estimations
réside dans le fait qUE s’exprime avec les dérivées premieresid@ous allons retrouver dans ce cas
particulier I'égalité d’énergie que I'on peut obtenir directement avec §2.24

4.2.1 Egalité d’énergie

Commencons par établir un lemme qui sera constamment utiliséeSia divergence nulle vérifiant
des conditions de Dirichlet homogenesqgatne fonction quelconque alors une intégration par parties
donne

/ w-Vqdr =0. (4.6)
Q

Par I'utilisation de ce lemme, le terme de pression et le terme d'ingiie- V)u) - v = u - V(|u/?))
disparaissent lorsque I'on multiplie I'équation de la vitessewat que I'on intégre sur le domaire.
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Le terme visqueux est quant a lui intégré par parties avec le terme dediast @galement nul avec les
conditions de Dirichlet. Il reste en développant la divergedte(V ¢ @ Vo) = VoAp + %V(\ngﬂ?))
et en réutilisant le lemme

l1d

2 dt
Prenons a présent le gradient de I'équation de transport (4.2) qualitiiplie parV ¢ et que I'on intégre
par parties (le terme de bord étant de méme nul)

Jul?z + p|Vul 2 + / Ap V¢ -udr=0.
Q

1d
/ V-V da:+/ V(u-Vo¢) Vo dr = §%|V¢I%2 - / u-VoA¢p dx = 0.
Q Q Q
Nous obtenons donc I'égalité d’énergie suivante
1d 2 2 2
5@(|U’L2 + [Vé|12) + p[Vulz. = 0. (4.7)

Remarquons que considérer un milieu continu visqueux permet d’obtenid@hégularité car nous
avons des estimations sur le gradient.ginon nous avons juste des estimationsguAprés construc-
tion d’'un probleme approché, cette égalité va permettre de construire des baiformes sur la dérivée
premiére dep en espace. Des résultats de compacité vont permettre de construiraiarsiise qui va
converger en espace fortement ddrt$Q2) ou faiblement dang7!(Q2). Malheureusement ces conver-
gences vont étre insuffisantes pour passer a la limite dans le terme non IxéaieV¢. Nous ne
pouvons donc pas espérer trouver des solutions faibles pour le modsidée. Il est donc nécessaire
d’obtenir des estimations d’ordre supérieur en espace pqour pouvoir construire des sous-suites
dont le gradient converge fortement et ainsi passer a la limite dans ce nenmeéaire. Intéressons
nous donc aux estimations d’ordre deux que I'on peut obtenir avec tiéguie transport.

4.2.2 EstimationL? de la dérivée seconde de

Le laplacien de I'équation de transport (4.2) donne

A¢ 4+ Au -V +2[Vu] : [D?*¢] +u- VA = 0.

Pour obtenir des estimations d’ordre deux gwn multiplie I'équation précédente par$ puis on in-
tegre surf). Le premier terme va donn%r%mgzb@z. Le dernier va étre nul par application du lemme
(4.6). Il faut ensuite estimer les deux autres termes en utilisant des majoratisast fapparaitre des
normesL? de la dérivée seconde depour pouvoir utiliser le lemme de Gronwall. Les deux termes qui
restent se majorent de la méme fagon.

Nous ne pouvons pas utiliser I'inégalité de Holder awvee ¢ = » = 2. Un premier choix consiste a
prendrep = g = 2 etr = oo. Nous obtenons dans ce cas

/Q (V) : [D26)Ad de| < |Vul | [D?]] 12| A 2.

Il est nécessaire d'utiliser des majorations pour faire apparaitre degabd? donc nous devons utiliser
linjection L>(Q) — H?() qui va donner des dérivées d’ordre trois pour la vitesse. Ceci signifil
va falloir dériver plusieurs fois I'équation sur la vitesse pour faire des esting
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Une autre possibilité est de choigir= 2 etq, r > 2. Sans perte de généralité nous pouvons choisir
q = r = 4. Dans ce cas)¢ et D?¢ jouant le méme role nous majorons de la fagon suivante

\ 19 [D%6186 ds| < Vula [D%6] sl

Pour obtenir des estimatiods de [D?¢], commeH! — L* < L2, il va falloir utiliser une inégalité
de Sobolev ou d'interpolation qui fera apparaitre des dérivées @ drdiis deg. Il est donc nécessaire
de dériver encore une fois I'équation de transport. De plus I'utilisationedinjection de Sobolev pour
majorer le terme sur la vitesse va faire intervenir des dérivées d’ordselro qui demandent également
de dériver I'équation sur la vitesse.

Ces calculs ont été faits dans l'article [30] qui traite un probléme trés prdahnotre pour une
loi de comportement tres simplé’(= 1). Les calculs faits sont trés lourds et font appel a des dériva-
tions multiples de I'équation de transport et I'équation sur la vitesse. De plus,|tedscae semblent
pas se généraliser simplement dans le cas d’une loi de comportemeratigéniésée dans notre modele.

4.2.3 Justification du cadre non Hilbertien

Le probléme de I'approche précédente est donc surtout li¢ au caréé(@) des estimations qui
nécessite l'introduction des normég*(2) pour majorer les normes infinies. Comme mentionné dans
le chapitre précédent, il est possible de majorer des normes infinies ev@manes faisant intervenir
uniqguement des dérivées d’ordre un. Pour ce faire il faut remanceadre Hilbertien et considérer les
espaces$l’?(Q) pourp > 3 qui s'injectent dans I'espace™(1?).

L'utilisation de ce cadre non Hilbertien a été utilisé récemment dans l'article [4] [fexistence
locale de solutions fortes pour un modéle de Korteweg. Notre modéle pcatvantys comme une géné-
ralisation du modele de Korteweg nous avons voulu adapter la démonstrat®natescas. La méthode
proposée est basée sur un théoréeme de point fixe qui utilise 'unicité deuteos sous réserve d'exis-
tence. Dans le cas d’une loi de comportement générale nous n'avendysai a montrer I'unicité donc
la méthode du point fixe ne pouvait pas étre utilisée.

Tous les arguments précédents mettent en avant I'importance de condelgestimationg? qui
permettent de ne dériver que deux fois I'équation de transport. De pdusstienationd.? pour le pro-
bléme de Stokes existent et seront utilisées dans la suite. Avant de passEstimations nous allons
construire un probléme approché pour lequel la preuve de I'existem@®ldtions sera aisée. Nous
construirons alors sur le probléme approché des estimations qui permdénoasser a la limite.

4.3 Probleme régularisé

Justification de la régularisation en temps

Il est nécessaire de dériver deux fois I'équation de transport goieno les estimations voulues.
Pour cette raison, nous n’allons pas utiliser une méthode de Galerkin haséesapproche variation-
nelle des équations sur un espace de dimension finie. Nous allons donc utiksefgularisation des
équations. Cette régularisation doit obéir & deux regles : I'existence dieprelrégularisé doit étre
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simple et les termes régularisés doivent permettre de faire simplement les estgmatio

Dans le livre [31] une méthode de régularisation est utilisée pour montrer l'egéstdu systeme
donné par les équations de Navier Stokes non homogenes. Les termes ainadidé I'équation sur la
vitesse ainsi que la vitesse intervenant dans I'équation de transporégardrisés par une convolution
en espace pour obtenir un découplage ainsi qu'une équation plus simfdeviesse. Des estimations
sont ensuite démontrées pour passer a la limite. Pour faire ces estimatiqmeexés de stabilité c’est
a dire des inégalités entre les fonctions régularisées et non régulaisdessessaires. Il est montré
a la fin du livre comment faire pour construire des régularisations ayarpgrogrietés de stabilité dans
les espaceﬁfol’p(Q) a divergence nulle. En choisissant de régulariser en espace le texitesse dans
I'équation de transport pour découpler les équations nous allons avoin llesia stabilitd 27 () lors
des estimations d’ordre deux sgir Pour éviter la construction de régularisation de fonctions a diver-
gence nulle avec une condition de stabilité d&n%?(2) qui semble difficile & obtenir nous proposons
d’utiliser une régularisation en temps que nous allons définir maintenant.

4.3.1 Reégularisations en temps et en espace utilisées
Régularisation en temps

La régularisation en temps va étre effectuée avec une fonction céi@diuliére a support compact
dans[1, 2] de masse un. Considérons un parametre de régularisatioh etv une fonction appartenant
aL>=(0,T; WxP(Q)N W&’p(Q)). Cette fonction est prolongée pgaen dehors de l'intervall@, 7] nous
permettant de définir la convolution suivante

(1) = ;Av(.,t Y (;) ds.

D’apreés la définition du support dd’expression précédente se réécrit

-4 [ T ()

La convolution en temps permet donc de créer un effet de retard temparelldur de” (-, ) ne dépend
que des valeurs d€-, t) entret — 27 ett — . Avec cette définition la régularisation temporelle est stable
dansL> (0, T; W22 (Q) W, ?(2)) c'est & dire

T
’U |L°°(0,T;W2vpﬂW01’p |L°°(0,T;W2~pﬂW01’p)'

Cette propriété se montre simplement en utilisant la narme | Au|z» sur 'espacéV 2 (2) N Wol’p((z).
De plus, siv est a divergence nulle et nul aux bords al@t$est aussi comme on peut le vérifier rapide-
ment.

Régularisation en espace

Intéressons nous maintenant a la régularisation en espace d’'une fondjgpartenant a I'espace
W2P(Q). Il est assez simple de construire un prolongement deté A de class&€> en dehors dé)
satisfaisant la condition de stabilité
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[A(D) w2 < Clplwze. (4.9)

Choisissons a présefitune fonction cut-off réguliére a support dans la bouleRdgcentrée er et de
rayon1/2 et considérons la régularisation spatiale suivante

e = [ A= oo (L)
R3 n
Cette régularisation vérifie les mémes conditions de stabilité que le prolongemértels a dire

19" w2 < Clolwezs, (4.10)

ainsi que

9" | o 0,120y < ClY|poo (0.7 w20) - (4.11)

Il est simple de voir que la stabilité est aussi vraie dahg, 7'; W2P). En utilisant les propriétés de la
convolution,;” est une fonction régulie@™.

Probléme régularisé

Nous pouvons a présent considérer une version régularisée témsyd'équations précédentes. La
premiére chose a faire est de découpler les équations en procédamtguiagsation de> dans I'équa-
tion sur la vitesse et une régularisation de la vitesse dans I'équation de tta&pome nous I'avons
déja évoqué précédemment, nous avons besoin de construire uneisétjatad’'un champ de vitesse
nul aux bords et a divergence nulle possédant la stabilité (2). C’est pourquoi nous utilisons une
régularisation en temps pour la vitesse dans I'équation de transport ou catiécrode stabilité est
vérifiée (4.8). De plus, nous utilisons également une régularisation en teupiegerme non linéaire
d’inertie pour linéariser le probléme. Pour les termes dépendaptdas I'équation sur la vitesse nous
utilisons une régularisation en espace. Le systéme régularisé s'écrit donc

p(8") (ug + (@ - V)i") — phu+ V= —div (28", 1V9"))).
¢t + u'l - v¢ — Oa
div(u) = 0.

La solution(u, ¢, 7) de ce systéme va dépendrergdéNous notons donc cette solution avec des indices
inférieursu,,, ¢,,, 7,. Les indices supérieurs dénotent des régularisations en temps et ea gapsont

de plus accompagnées d’une barre ou d’un tilde pour qu’il n’y ait paswuieision possible. Le systeme
précédent devient

PGy (ug)s -+ (@) - V)7) — ey + V' = — div (S(87,[V8,))) (4.12)
(¢n)e + 1) -V, =0, (4.13)

div(uy,) = 0. (4.14)
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4.3.2 Existence globale de solutions pour le probleme approé

Nous allons maintenant montrer I'existence globale de solutions pour le probjgreché précé-
dent sur l'intervalle de temp, T'] avecT fixé. La preuve est basée sur une récurrence. La solution
va étre construite pas a pas sur des intervalles de tailBette construction est rendue possible par les
régularisations en temps effectuées.

Initialisation

Pour I'amorce, on construit des fonctions constantes en temps sur litgej¥v22n| a partir des
conditions initiales (FIG 4.1)

up(z,t) = up(z) et ¢p(z,t) = ¢o(z) pour te0,2n).

(o, ¢o)

FIG. 4.1 — Initialisation de la récurrence
Commedy a été choisie dané’2?(2) etug dansW2?(Q) (| W, () nous en déduisons

(n, dy) € LP(0,20; W2P(Q) N WP () x L(0, 2n; W2P(Q)).

Linitialisation est donc acquise. Supposons maintenant que pour un cértain0, u, et ¢, sont
construits sur un intervall@, k7] et appartiennent aux espaces

(ty, by) € LP(0, kg W2P(Q) N Wy P(Q)) x L(0, kny; WP (). (4.15)

Nous allons maintenant construieg et ¢,, sur l'intervalle[kn, (k + 1)n].
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Résolution de I'équation de transport

Commencons par résoudre I'équation de transport. La fonetj@st connue par hypothese de récur-
rence suf0, kn]. Nous pouvons donc calculéf sur[kn, (k+1)n] (il suffit méme de connaitre seulement
uy Sur[(k — 2)n, kn] d’apres les propriétés mentionnées pour la régularisation). Canappartient a
Iintervalle [kn, (k + 1)n] et en utilisant I'hypothése de récurrence (4.15)

t

~ ti - S
2230 = [ 8o ¢ (57 < Ol <€

Nous avons donc I'estimation

il e L*°(kn, (k+ 1)p; W2P(Q) [\ W P(Q)). (4.16)

Nous allons maintenant regarder quelle regularité ce champ de vitesse implidaiéosiction,,. Pour
cela nous utilisons I'estimation obtenue pour I'équation de transport (4.2il¢$gindépendante de la
présente démonstration) avec I'estimation (4.16)

p? p?

d 2 22
1AL, < O+ AT, + [Adyl") < CO+ [Ady[1,").

Il suffit ensuite d’utiliser un argument de type Gronwall pour en déduire
¢y € L (kn, (k + 1)n; WP(€))

Résolution de I'équation sur la vitesse

L'existence et la régularité dg, étant obtenue considérons I'équation sur la vitesse

p(B)) (e + (- V)i) = pduy + Vi, = —div (2(8, IVF)))
div(u,) = 0.

Comme précédemment la régularisation en temps permet de corindivg, sur l'intervalle[kn, (k+
1)n] en fonction de la valeur de, sur[(k — 2)n, kn] qui est une donnée du probleme. Nous mettons
donc ce terme en second membre.

Le termep(¢,)(ar - V)i, appartient bien & I'espack’(kn, (k + 1)n; LP()). En effet le terme
en p@?v) se majore en norme infinie carest borné. De plus d'aprés (4.16) et l'injection de Sobolev
WP(Q) — L>®(Q)

(@) - V)i g, < e [V < 1, < Ol e o goiymawan) < C-

Le terme de la force élastique est également dans cet espace car la rétjoitaes espace donne des
fonctions tres réguliéres que I'on majore en norme infinie.

On est donc en présence d'une équation de Stokes linéaire avec uul seeorbre ainsi qu’'une
condition initiale (donnée eh= kn par I'hypothése de récurrence) daiy kn, (k + 1)n; LP(Q2)). Le
résultat obtenu dans [44] par Solonnikov pour le probleme de Stokésipea étre utilisé. L'existence
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et unicité d’'une solution dank? (kn, (k + 1)n; W2P(2) N Wol’p(Q)) est donc acquise.

La récurrence est donc achevée et nous avons donc montré I'erigjleiale en temps car la dé-
monstration précédente est faite sur un intenjallg’] fixé. Nous allons maintenant construire des esti-
mations sur le probléme régularisé pour pouvoir passer a la limite.

4.4 Estimationsa priori

Il faut a présent construire des estimationssyet ¢, indépendantes de Pour obtenir la conver-
gence forte nécessaire pour passer a la limite dans le terme non linéaire élhstsynécessaire obtenir
des estimations sui\¢|z» . De plus, il nous faudra aussi des estimations sur la vitesse pour passer a
la limite dans les termes intervenant dans I'équation sur la vitesse. Pour ¢enfaiseallons combiner
des estimations obtenues en dérivant deux fois I'équation de transpdiméieésn LP du probléme de
Stokes ainsi qu’une estimation indépendanté\de] .». Pour plus de lisibilité nous enlevons les indices
n apparaissant dans le probléme approché. Nous natens;) et = 62.

4.4.1 Estimation sur I'équation de transport

Nous remarquons tout d'abord que I'’équation de transport conseveriiae LP. Pour cela nous
multiplions (4.2) pat¢|P~2¢ , nous intégrons sur le domaifieet utilisons la propriété de la dérivée de

9
]

la valeur absoluép|; =

i - 1d N
/an!qﬁ\“qb d$+/Qu'V¢|¢]p 26 dx:pdt(y¢\f;p)+/ﬂu-V(|¢|P) dz = 0.

Le dernier terme est nul par le lemme (4.6). Nous obtenons donc

[6(t)|Lr = |dolLr = 0. (4.17)

La condition initiale étant fixée et connue, tous les termes faisant intervénji;» sont donc bornés.
Nous en déduisons donc I'inégalité suivante qui nous servira dangda su

[D?@)|Le < [élw2r < C(I6]10 + |A0]10) < C(1+[A¢|Lr). (4.18)

Passons maintenant a la dérivation a I'ordre deux de I'équation de tranispdaplacien de (4/2)
donne donc quatre termes (un pour la dérivéedet trois pour la dérivée secondedeV ¢)

Ady + At -V +2[Va] : [D?*¢] + - VAP = 0. (4.19)
Multiplions cette équation pai\¢|P~2A¢ et intégrons suf)

/ Agi|AGP2Ap de + / At - Vo|APP2Ap da
Q Q

+ 2/[%] . [D?¢]|AG|P2 A da + / - VAQ|AGIP2A¢ dz = 0.
Q Q



80 CHAPITRE 4. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE DE MEMBRANE

Dénotons pal, I, I3 et I, les quatre termes intervenant dans I'égalité précédente et estimons les. Le

premier terme s’écrit de la maniere suivante en utili$ant|, = Az|(A¢)t

_ 1d
h= / APAG|AGP2 d = ——(|A¢l7,).
Pour le deuxiéme terme utilisons une inégalité de Hoélder

2| = '/ Al - Vo|AGPT2AG dx| < |V| oo Ao [|AGPP > A L.
Q

Comme les exposants conjugués veérifigpt— 1) = p nous obtenons

AP 22|10 = ( /Q |Ag|e-a d:c)q — AL (4.20)

En utilisant I'injection de SoboleW 27 (Q2) — W1*(Q) ainsi que (4.18)

|| < [V|re| At e Aglh, " < CAG| Lo | Al (1 + |AG| ).

Pour le troisieme terme utilisons également une inégalité de Hélder ainsi quidd ég¢20)
[I3] = 2 ’/Q[va]  [D?G]|AGP?Ad da| < 2/[Vil] o] [D?6]| 10 || AGP > Ad|ra < 2|[Vil|r|[D*¢] o] AT,
En utilisant I'injection de SoboleW 27 (Q) (W, 7(2) < W1>(€) ainsi que(4.18)

|I3] < C|Aa|1s|AG7, (1 4 |A¢|10).

Pour le dernier terme nous remarquons que

APV AP
|Ag|

Ainsi, en utilisant le lemme (4.6) @ qui vérifie les mémes propriétés queous obtenons

V(|AgP) = pV(|A¢))|AgP~! =p AP~ = pAGVAB| Ap|P~2.

Ii= [ a-vaolaop2asde = [ a-v(laoP) de—o.

Q
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En mettant bout a bout les résultats précédents nous obtenons l'inégalité
d p ~ p—1 P
@(’A@Lp) < ClAd|e(|AQl7, + [Ad]},),
qui se réécrit avec 'inégalité de Youmg< C'(1 + a%)
d p ~ p
%(’AwLP) < C‘Au’L”(l + ’A(b‘Lp)
Utilisons encore une fois une inégalité de Young
~ P Lo b pp;l
| At |ABl7, < ];’AU‘LP + pflyAqﬂLp .

En réutilisanta < C(1 + aP) nous obtenons 'inégalité finale

2

d _ P
@(’Afb‘ip) < C(l + |AU‘IZP + ’A(b‘zp ) : (4-21)

L'idée est ensuite d'utiliser un lemme de Gronwall. Pour se faire, des estimat®fisu|.» seront
obtenues grace a I'équation sur la vitesse. C’est I'objet de la sectionigui su

4.4.2 Estimation sur I'équation de conservation de la quanté de mouvement

L'estimation de I'équation sur la vitesse est simple a réaliser 8ani$suffit de multiplier I'équation
paru et d’'intégrer sur le domain@ et appliquer des intégrations par parties. Si I'on essaye de faire la
méme chose dank” en multipliant pan|u|P~2 nous n’arrivons pas a mettre le terme en laplacien sous
la forme d’une normd.?. Cependant, le résultat peut étre obtenu mais il fait appel a des outikysan
harmonique trés complexes. La démonstration de I'estimation dans les egfguas le probléeme de
Stokes non homogéne peut étre trouvé dans [44]. Considérons leémpeob

pur — pAu+Vr = f,
div(u) = 0.

Alors nous avons I'estimation de Solonnikov

t t t t
/ w2, ds + / Auf?, ds + / IVt ds < P(Mo(t)) ( / i3 d5+|U0|W2—2/p,p>-
0 0 0 0

ou P est un polyndme croissant 1. () = [Vp|r(0,qx0) + 10t|L((0,4x0)- APpliquée a notre pro-
bléme et en utilisant une inégalité de convexité pour le second membre noner@btestimation non
hilbertienne

t t t
/0|ut]€p ds -+ M/o |Au|§p ds+/0 \Vﬂ\gp ds

< P(Mx(t)) < /0 (@ V)all, ds + /0 | div (S, VD)L, ds+uo|wu/p,p).
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Nous avons ici majoré le teer@Z) en norme infinie. Dans ce cas

Moo(t) = |v(p($))|L°°([O,t]><Q) + |(P($)>t|L°°([0,t]><Q)-
Remarquons ici que I'on aurait pu choisir une condition initiale d&fts 2/72(Q) > W?22(Q) pour plus

de généralité. Nous majorons a présent la condition initiale par une condtantes faut maintenant
estimerM . (t) ainsi que les termes apparaissant en second membre.

Estimation de M (t)

Comme(’ est une fonction bornée

Moo (t) < C(IV| Lo (j0,4x9) T 19t Lo ([0,x0))-

En utilisant la stabilité de la régularisation spatiale (4.11) et I'équation de trar{gpb3)

Moo (t) < C(1 + [ oo (j0,qx02)) [Vl Lo ([0,4)x02)-
En utilisant les injections de Sobolwol’p(Q) — L®(Q) etW?2P(Q) — Whe(Q)
Moo (t) < C(1+ |Vt oo (0,400 (0)) (1 + [AG| Loo(0,6,00)) < G1(| V| poo (0,100 (02) + [A|Lo0(0,4;10))-
(4.22)

ou (G est une fonction strictement croissante. Nous estimons ce terme avec l&égqlam et A¢ car
toutes les estimations doivent étre faites avec ces deux termes.

Estimation du terme d’inertie

Majorons a présent le terme non linéaire d’inertie apparaissant au seenbre de I'estimation non
hilbertienne. Pour cela, nous utilisons l'injection de Sob@[q)bp(Q) — L)

(@-Vyal, < |Valy, |« < C|Val7.

L'idée est maintenant de majorer le terme élastique a I'aide uniquement de kEt&uan|7».
Estimation la force élastique

Pour arriver au résultat, nous commencons par développer le termeecegetice

div(F(¢, Vo)V ® Vo) = F(¢,|Ve|) div(Ve © Vo) + (Vo ® V) V(F(9,|Ve])).

Le premier terme peut encore se développer et s’écrire
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T T — Vo 2V¢>
F(¢,|V|) div(Ve @ Vo) = E'(|V Ap—— + [D*¢] — | .
(@ 1930) (V5 © V) = E(Va)(0) (8505 + (D7) 22
Pour le deuxieme terme nous devons développer le gradient
— o - o £Vl >_ (E’(\Wﬁ!)) e 2\
V(F(¢,|V =V|—= =V |——+= ——V .
@179 - v (k@ L)@+ 28 v6 @)
En développant le premier terme avec la proprét& ¢| = [D%]'g—%
E’(IW!))_ 1 <,, I W)
\Y = =—— | E(|V¢|)|D°¢| Vo — E'(V¢) D ¢ — | .
(S5 = (Ervaiota) va - e(vainta 22
En réécrivant tous les termes nous obtenons
S VINFeVE) = B(vae) (8538 + 07 T2
(S VA TE R VE) = B(VaN(e) (AT + 0% %)
Vb o VO <E” Vé|)[D?¢] Vo — E'(V)[D*¢ W)
+ Tog @ go@ (B IV V6 — B'(VE)D%S) o

+ E'(|Vo)IVeIVe ¢'(¢)-

Les termes de I'égalité précédente sont nofgs/, et Js. L'idée est maintenant assez simple. Nous
allons majorer tous les termes en utilisant la propr’%‘ < 1. Nous obtenons donc pour le premier
terme ( est borné)

1] < CIE'(IVEDI(I[D*6]] + [Ad)).

Pour le deuxiéme terme nous obtenons

12| < I[D*@I(IVSIE" (V)] + |E(IVe)])-

Pour le troisieme terme nous obtenons

T3] < |E'(IVo)IVel*.

Pour toute fonctiory continue il existe une fonctio@ croissante tel quér > 0 f(r) < G(r). Il suffit
en effet de choisir

G(r) = sup [f(s)].

s€[0,r]

Les fonctionsr +— |E’(r)| etr — r|E"(r)| + |E’(r)| sont des fonctions continues d’aprés hypothése
(4.5). Nous avons donc

[E'(r)] < G(r) r|E"(r)| + [E'(r)| < G(r)
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ou la fonctionG est différente dans chaque cas. Péur

[ Talee < B (V@)L= V| < G(IVG| L) [V|Tee
Nous utilisons a présent l'injection de Sobolé#?(Q2) — W>°(Q) et la croissance dé ainsi que la
propriété de stabilité de régularisation en espace (4.10)
[ Tslee < G(|1AG|10)| AT, < G(IAST,).

La méme démonstration permet de majorer de la méme fdgat J>. En utilisant une inégalité de
convexité pour obtenit/; + Jo + Js5|7, < C(| 1|}, + | 2|7, + |J3]},) nous avons finalement

| div(X(¢, [VD)IL» < G(IAGIL,). (4.23)

Estimation finale pour I'équation de Stokes

Mettant bout a bout les estimations pour chague terme non linéaire nous abfestimation

t t t t t
[t s [t as+ [vaty, s < pOno) (1 [ 9 ass [ ogadl,) ds).
@22)

Pour finir, nous allons estimer la normi& du gradient dex.

4.4.3 Estimation de[Vu]

Cette estimation utilise seulement le fait quest a divergence nulle et nul aux bords. Rappelons que
dans le cas de matrices la notatjohj?> = A : A. Nous avons don2|Vu| |[Vu|; = 2[Vu] : [Vu,]. Cette
relation combinée avec une intégration par parties donne

1d

L) = [ [Ful: (9ul [Vulp~2 do = [ div((Fa] [ValP~?) e dat [0l (Tu] ) - d

o0
Le dernier terme est nul en dérivant par rapport au temps la conditionradlBt homogene sur la
vitesse. Développons a présent la divergence

1d

pdt(‘w“ ) /IVu P72 Au - uy dm+/([w V(|[Vu][P~2)) - uy da.

Q
Les deux termes apparaissant dans I'expression précédente sanfinete/,. Utilisons une inégalité

) . e
de Holder pour le premier terme avee- p etr = -5

|J1] = ‘/Q V)P Au - up de| < | Aul e |ue| Lo |[[Vul P72 o

Le dernier terme se réécrit
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IVu][P=? | = </ [Vu]["®~ 2) = |[Vu]lf,”

Utilisons a présent l'injection de Sobol&/2?(Q) N Wol’p(Q) — WLP(Q)

1| < |Au|pe|ug| e uL;2§C’|Au|§;1|ut|Lp.
[ J1] < |Au| e fue| o] [Vu] |7

En utilisant une inégalité de Young nous obtenons finalement

|J1‘ S C(|Au’ip + |ut‘]£p)'

Développons maintenant le terme apparaissant dans
VIIVulP=?) = (p = 2)V(I[Val)) [[Vu] P72 = (p = 2)[D%] [Vad][[Vu] P74,

ol nous avons notfD2ul[Vu] I'expressioniV([Vu] : [Vu]). Utilisons maintenant une inégalité de
Holder

o] = (p—2)

/Q (Vul[D*u) [Vl |[Ve] P) - up d| < el o |[D*4]| 2o [V ] P72

Cette inégalité est obtenue en développant tous les termes et en utilisarégeléérde Holder scalaire.
En regroupant, les termes obtenus se majorent par les ndriftnda membre de droite. Ce terme se
majore donc exactement comnjig Nous obtenons donc finalement I'estimation voulue

d
S(IValt,) < COAulf, + ul,) | (4.25)

Nous avons donc maintenant toutes les estimations nécessaires pourl@stingtion finale.

4.4.4 Estimation finale

Dans la suite@ désignera une fonction croissante positive qui ne sera pas la méme dgos cha
inégalité. En additionnant I'estimation s{Wu| (4.25) et celle sur I'équation de transport (4.21) nous
obtenons

p2

d ~ p—1
2 Vuliy +1AGIL) < OO+ uilpy + [Auly, + AL, +|AG]7").

Intégrant la relation précédente sur I'intervgllet] nous obtenons

¢ t t t 2
Vu(t) ip+|A¢<t>’gpsoo+o<t+ [ isulgy as+ [Caafy, s [l s [ a0l ds>.
0 0 0 0
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D’apres la stabilité de la régularisation en temps|(4.8)

t t
| ity ds< [, as

Nous utilisons a présent I'estimation sur la vitesse (4.24) pour majorer les sidfhue v, et Au

2

t t °
Vu(t)[}, + |Aot)]}, <CO+C’<t+/ 1A¢| Yds +3P(My (1)) <1+/0 |vay%’;, ds+/0 G(|A¢§p)ds>

En notant encoré& une fonction croissante, I'expression précédente peut donc étre mpgrée

Va2, + A, < C(1+ P(M /G P4 |AG(E,) ds.

Posons

y(t) = sup(|Vu(s)[L, + [Ad(s)[7,)-

s<t

Par croissance dé et la propriété de stabilité de la régularisation temporelle (4.8)

/ G(Iv b+ A7) ds < tG(bup(\W( )ie +180(s)[7,)) < tG(y(1)).
En utilisant I'estimation suf/.,(t) (4.22) et en remettant la dépendance;en

yn(t) < C(1+ Gi(yy(£)tG(yn(t)),

gue nous pouvons reécrire

yn(t) < tG(yy(t))-

La fonctiony,, dépendant uniquement des conditions initiales et du domaine. Un raisortregrigpe
Gronwall donne I'existence d'un temfi$ sur lequely, (t) < C sur[0,7*] avecC' indépendant de.

Estimations obtenues et utilisation de la compacité

Nous obtenons donc les estimations suivanigis{ est borné d’apres (4.17) )

u, estborné uniformément endans L°°(0, T"; Wol’p(Q), (4.26)

¢, estborné uniformément epdans L™ (0, T*; W2P(Q)). (4.27)
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En utilisant(4.24) nous obtenons les estimations suivantes

(uy)¢ estborné uniformément endans LP(0,7; LP(2)), (4.28)

u, estborné uniformément endans L? (0, T*; W*F(Q). (4.29)

Il nous manque une derniere estimation &pif), pour pouvoir utiliser les résultats de compacité.
Pour I'obtenir, nous repartons de I'équation de transport (4.2) et ntilisons I'inclusion de Sobolev
W2P(Q) — Wh>(Q)

[(@n)|Le < IV én|Les|tgle < Clonlwzrltyg e < Cléy|peo,uw2e)) ] Lo 0,4:L0)-

En utilisant la condition de stabilité (4.8) ainsi que les estimations que nous veiodmsnir (4.26) et
(4.27) nous obtenons

(¢y), estborné uniformément endans L>(0,7; LP(€2)). (4.30)

En utilisant les résultats de compacité (3.8) nous obtenons I'existentetdequi vérifient (& une sous
suite pres)

oy — & dans C°(0, T*; W1°°(Q)) fortement (4.31)
7’]—)

Uy > u dans LP(0, T*; Wh>°(Q)) fortement (4.32)
’]7—)

Convergence des suites régularisées

Dans le probleme approchée il apparait aussi les quantités régulalli@eisdonc montrer que ces
guantités convergent aussi. Il est bien connu que la convergeraedsvolution d’'une fonctiorf ap-
partenant &” par un noyau, converge verg en normelL”. Dans le cas qui nous intéresse la fonction
f dépend du paramétrg Dans ce cas il est nécessaire d’avoir des informations sur les dédedes
pour obtenir la convergence.

Dans le cas d’une régularisation en temps nous avons par constructigin de

et w0 = | Mt =)~ w0 (2) s

En utilisant un développement de Taylor Lagrange et (4.28)

|ty — wn| Lo, 1+;00) < Cnl(un)tlLr,1+:00) < O

On obtient donc avec (4.32)

i) —u dans LP(0,T*; LP(92)). (4.33)
77—>
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Dans le cas de la régularisation spatiale, nous avons des estimations suvée dédonde en espace
(4.27) donc en suivant le méme raisonnement que précédemment nousnsbten

o, — ¢ dans Co0, T Wwhe(Q)). (4.34)
7]*}

Toutes les convergences obtenues vont nous permettre de passer a lddimite probléme régula-
risé. Comme la convergence obtenue pour la régularisée en fEniS83) est beaucoup plus faible que
celle obtenue aveg, (4.32) nous allons réécrire le terme d'inertie sous forme divergence cBlaunous
utilisons queu est & divergence nulle ainsi que le fait gu@) vérifie la méme équation de transport que
¢ (nous avons enlevé les indices provisoirement)

(p(@)u) +div(pu @ u) = p(¢)(ur + (u- V)u) +ul((p(d))e +u-V(p(e)) + p(¢) div(u))
= p(@)(ur + (u- V)u).

4.5 Passage alalimite

Nous allons mettre I'équation régularisée sous forme variationnelle et passkmédegrace a la
convergence forte obtenue pagy, u, ainsi que leurs régularisées. Pour mettre le probleme sous forme
variationnelle nous considérons des fonctions tests de la fo(me)(¢) pour simplifier la présentation.

La fonction est prise dan®(]0, 7*[) (fonctionsC>(]0,7™*[) & support compact) et la fonctieandans
D(Q) (fonctionsC>(2) a support compact) avec la contrainte d'incompressihilitév) = 0. Pour
'équation de transport, nous choisissons une fonctionutegppartenant a I'espad@((?). La fonction

v étant nulle aux bords et a divergence nulle, les termes de bords seitsrdans les intégrations par
parties. La formulation variationnelle est donc la suivante

T+ T* B
/0 /Q(p(@Z)un)t v ) drdt — /0 /Qp(gb?])fcz ® ) : Vv 1 drdt (4.35)

T* e
) _ N o
+ ,u/o /QVun : Vo dedt = /0 /QE(QZ)TI, IVopl) : Vi ddt. (4.36)
T* T*
/0 /Q(Qﬁn)t w Y dxdt + /0 /Qﬂz -V, wp dedt = 0. (4.37)

Remarquons que lors de I'extraction de sous suites qui convergemt guiidchéorémes de compacité,
(¢y)e converge effectivement vegs et pas autre chose. Ce résultat est général et se montre grace a
I'unicité de la limite au sens des distributions. La méme remarque est valable:poles fonctions

tests étant réguliéres et a support compact nous les majorerons & ¢besgen norme infinie par une
constante. Pour plus de lisibilité, Iés dt intervenant dans les intégrales ont été omis. Commengons
I'étude par le cas le plus simple de I'équation de transport.

4.5.1 Equation de transport
Terme de dérivée en temps sup

Pour ce terme, la convergence faible va permettre de passer a la limitesiingst de voir que la
forme linéairef +— fUT Jo f w ¢ est continue sur I'espade! (0, T*; L(Q2)). Or d’aprés I'estimation
(4.30)
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(Pn), —* ¢u dans L>®(0,T*; LP(Q)) = (L' (0, T*; LY(Q)))’.

m——->00

Nous obtenons donc facilement par convergence faible

/OT*/Q(%)twu}n:}o/oT*/ngtww

Terme de transport

Nous écrivons

@ Vg —u- Vo= (il —u) Ve, +u- (Vo — V).

Pour le premier terme on utilise (4127) et (4.3B){P — W1H>)

n

T*
/0 /Q(QZ —u) - Vo, w ¢‘ < Cldylpee (0,00 wr00) | — ulpeo,r5;0) < Clit) — ulpe(o,7%;10) — 0.

Pour le deuxieéme terme on utilise (4.31) et (4.32)

n—->0

T*
/ /QU (Vo = Vo) w %Z)‘ < Clulpeo,1+,1r) |6y — ¢lLo (0,071,009 — 0.
0
Passons maintenant a la convergence des termes dans I'équation suséa vites

4.5.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement
Terme de la force élastique

Y est continu pour la norme uniforme car produit de fonctions continues (on Uitiyg®these (4.5)
). D’aprés|(4.34)¢, converge uniformément dorit(4,, |V, |) converge également uniformément vers
Y(¢,|V¢|) qui est donc continu et borné. Nous pouvons donc appliquer le théoréroendergence
dominée pour obtenir

T* T+
o o . . . .
| [s@avan:ves = [ [ S@.ve):vou (4.38)

Terme de dérivée temporelle

On commence par utiliser une intégration par parties en temps (les termes dedmrdsis can) €

D(]0,T*[))
/OT* /Q(P(Gf)g)lm)t v = — /OT* /QPW’Z)% vy
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Nous écrivons a présent

p(dy)un — p(d)u = (p(dy) — p(¢))un + p(¢) (uy — u).
Pour le premier terme on utilise (4/32) et (4.34)

< Clp(dy) = p(D)| 10,7+, 10y [un| Logo,r+0) < Clp(dy) — p(B)] Loo (0.7, 1.5)-

/OT* /Q<P(¢Z> — p(@))uy - v

Le terme précédent tend veisavec un argument similaire a celui utilisé pour la force élastique (4.38).
Pour le deuxieme terme on utilise (4.32)/et (4.31)

[ [ oo =u-ve

Terme d’inertie

< 1p(@)| oo 0,17 Loo) [ty — Lo (0,740 —0 0.

Utilisons la décomposition suivante

()it @ ! — p(P)u @ u = p(y)ii) @ (] — u) + p(y) (@] — u) @ u+ (p(dy) — p(¢))u @ .

Pour le premier terme on utilise (4/34), la stabilité (4.8) ainsi que (4.26) et)(4.33

T*
/0 /Q p(¢2>a2®(az—u>:vw' < 1@ (01 10 8] 0. Lo | — ] oo o)

¢

IN

Cﬂn—u P * T,p — 0.
’ n ’L o, 7L)77—>0

Le deuxieme terme se traite de maniére analogue. Pour le troisieme terme on uB®es(4e méme
argument que pour la force élastique

N
/ / (@) — p(@)u@u: Vo
0 9]

< \P@Z) - P(¢)\Loo(o,T*,LOO)\U|%oc(o,T*,Loo) njO 0.

Terme de diffusion

Il suffit de faire une majoration qui permet d'utiliser la convergence (4.32)

/OT*/Q(vun—vu);vw

Nous avons avons donc réussi a passer a la limite dans tous les termegudédi et nous obtenons
donc le résultat annoncé dans le théoreme.

S C|U77 - u|Lp(O7T*;W1,oo) e O
n—:>0
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Conditions initiales et pression

Pour retrouver la pression il suffit d'utiliser la formulation variationnelle etitiser le théoréme de
Rham. Pour ce qui est des conditions initiales, les résultats de compacitésopéemettent de montrer
gue les fonctiong et sont en fait continues en temps. Les conditions initialesyett ¢, ont donc
du sens et elles peuvent se retrouver en intégrant par parties les wendésivée en temps dans la
formulation variationnelle.

4.6 Conclusions et perspectives

La formulation eulérienne du couplage fluide-structure a permis d’'écrirégeations du modéle
comme un fluide complexe avec un tenseur des contraintes plus génécalwgjuabtenu pour les fluides
de Korteweg. Nous avons alors montré I'existence locale de solutions fopadir d'un probleme ré-
gularisé et des estimations adéquates. Rappelons que nous avons ehaisians la démonstration du
théoreme. Il s’en suit que le temps d’existence dépend du paramétnee semble pas envisageable
pour le moment de trouver un temps d’existence indépendantdela régularisation fait apparaitre un
1/ dans la force élastique.

Dans les applications, il arrive frequemment que les viscosités intérieasdéeteure soient diffé-
rentes et donc que = u(¢). Dans ce cas, le terme visqueux s’édiit (1.(¢)D(u)) que I'on peut dé-
velopper en deux parties. Le premier terme fait apparaitre un laplaciese guaite comme dans I'étude
précédente. Le deuxiéeme terme serait mis dans le second membre lors de tiestitiigour le pro-
bléme de Stokes. Des estimations de ce terme par des dérivées d’'ordreedeakdiordre un pour:
semblent envisageables.

L'unicité semble difficile a obtenir a cause de la loi de comportement fortenenliméaire. Dans
le cas simple o’ (r) = r (fluide de Korteweg) le terme élastique devient plus simple et il est possible
d’obtenir I'unicité comme dans l'article [46]. Les lois qui nous intéressenir fétude de forces élas-
tiques sont de la form&’(r) = r» — 1 ce qui complique fortement I'étude a cause du term&\gs au
dénominateur de la force élastique. Il sera également intéressant dieregmplus prés les estimations
obtenues pour montrer I'existence globale pour des données petites.

Ce travalil a été publié dans [16].
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Prise en compte de la courbure
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Introduction

Dans la premiere partie, nous avons introduit un modeéle eulérien de cedlpliatg-structure ou I'in-
terface est capturée par une fonction level set. Dans le cas ol la merebt@hengée dans un champ de
vitesse incompressible, la quantitép| permet d’avoir accés a la variation d’aire (en dimension 3). Cette
propriété permet alors de postuler une énergie élastique qui est localigésiaage de I'interface. Les
applications qui nous intéressent concernent la biomécanique ou les mesnibeatetiules biologiques
possedent des propriétés élastiques. Comme I'épaisseur de la la membrnassfable devant les autres
dimensions il est naturel d'utiliser un modéle de plaque mince. Les termesuslaempremier ordre sont
de deux types. Un premier appelé membranaire et liée a la variation locale ef'airedeuxiéme lié
aux déformations en cisaillement. Un cas particulier important de cellules deagmgglicité est celui
des vésicules phospholipidiques (4.2). Elles sont constituées de téteplhleiat hydrophobes qui
s’organisent de telle sorte a former des couches lipidiques qui peuvertodsidérées comme fluides.
Dans ce cas, il n'y a pas de contrainte créée lors d’un cisaillement etlaetdgation d’'aire engendre
une contrainte. Le modele élastique développé dans la premiére partie @padiaitement adapté pour
modéliser ce type de vésicules.

Cependant, les forces de cohésions internes dans ces vésiculiesgotantes et donnent lieu & une
métrique qui ne varie quasiment pas. Dans ce cas, il est d'importanindaéoer un terme de flexion
obtenu a un ordre plus élevé dans les modeles de plaques minces élastiegtet@ énergie qui pilote
en particulier la forme de ces vésicules (4.3, /(4.4).

ean

FiG. 4.2 — Vésicule phospholipidique, image tirée d'un article du Max Plank institute

Comme les déformations sont faibles nous pouvons utiliser le modeéle de flexioduitdans la pre-
miere partie dans le cas d’un matériau de Saint-Venant Kirchoff [(1.30) N6t la surface moyenne
de la plague mince & et G les courbures moyenne et de Gausgfk L'énergie de flexion est alors
donnée par

E = / aH? + 3G do. (4.39)
oQ
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Pour intégrer cette énergie au modeéle, il faut calculer la force asso@édeaprincipe des travaux vir-
tuels. Pour ce faire, il est nécessaire de procéder a la différentiatidn3d®.(Cette fonctionnelle dépend
de la surfacé)) considérée, il est donc naturel de se demander quelle méthode d’optimatiorme
nous allons utiliser.

Cette derniére partie va étre découpée en deux chapitres. Un premierramtda différentiation de
I'énergie [(4.39) avec plusieurs méthodes d’optimisation de formes. La aeendast consacré a quelques
applications numériques sur les formes d’équilibre de vésicules et le compottéams un écoulement
en cisaillement.

FiG. 4.3 — Vue d’artiste de globules rouges dans le sang réalisée par HélgmedF

Héeve Flournié © 2008 sraphisme-nedicalss

FiG. 4.4 — Vue d’artiste de globules rouges dans le sang réalisée par HélémedF



Chapitre 5

Dérivation de fonctionnelles geométriques

5.1 Problématique

Dans la premiére partie nous avons introduit la fonctionnelle élastique

£.(6) = /Q RS <¢) dr.

Pour calculer la différentielle, nous avons introduit un champ de vitesge transporte la fonctiog.

Ceci permet de faire un calcul simple ou la variation de I'énergie se calcdéremnt par rapport a Il

suffit ensuite d'utiliser I'équation de transport et une intégration par pantiescalculer I'expression de

la différentielle sous la form¢,, F' - n et ainsi en déduire la force associée avec le principe des travaux
virtuels (2.20). Ces calculs sont rendus relativement simples car le dodiaitégration est un volume

Q qui est fixé.

Le but de ce chapitre est de calculer la différentielle d’'une fonctionneflerd#ant de la courbure
dans le but de trouver la force associée a I'énergie (4.39). Pour s plaa point de vue plus général
nous nous intéressons a des fonctionnelles géométriques de la forme

J(Q) = [ flz,Q)do,
o0
ou f(x,2) dépend de quantités géométriques telles la normale et la courbure quéBnigdsur la sur-
faceof). Dans ce cas, contrairement a I'énergie élastique, le domaine d’intégratices(qine surface)
varie lorsque I'on fait varier la forme.

Pour faire varier la forme, une idée naturelle est d’'introduire une fontgia set¢ dont la ligne
de niveau0 représente la surfag#). Les quantités géométriques définies sur la surface pouvant étre
calculées avec cette fonctign la fonctionnelle précédente se réécrit alors (on omet la dépendange en

J(6) = /{ .,

La notationf|[¢] désigne une fonctioyi qui dépend de ainsi que les dérivées de(typiquement la
normale et la courbure).

97
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Le calcul de la différentielle de cette fonctionnelle consiste a faire variemietitm ¢ et conserver le
terme linéaire que I'on obtient au premier ordre. Le principal probléme prodiefait que le domaine
d’intégration est une surface qui n'est pas fixe. Pour contourn@rai@éme, une premiére méthode
consiste a approcher cette fonctionnelle avec une régularisation volumicaidexd’une fonction cut
off ( et un paramétre par la formule

J(8) = /Q fl6] 19l ¢ (f) d.

Cette approximation a déja été introduite dans la premiére partie (2.10) et se awfia formule de
la coaire. L'avantage principal de cette approximation est de se ramemed@maine fixe) qui est
volumique. La formule précédente a bien un sens car les objets géométatpugse la normale et la
courbure sont définis sur tout I'espace. Pour calculer la différentdelleette fonctionnelle, nous proce-
dons comme pour I'énergie élastique. Nous introduisons un champ de vitessgtransportant(-, t)

gui dépend maintenant du temps. Nous pouvons donc utiliser le calcukdifi@ classique en dérivant
par rapport au paraméttell suffit ensuite de faire tendrevers0 pour en déduire la dérivée recherchée
initialement.

Il est naturel de se demander si les résultats obtenus restent les m@mes girocéde pas a une ré-
gularisation volumique. Dans cette optique, nous allons utiliser une formule delswurfacique qui
permet de calculer la différentielle de la fonctionnelle en restant sur lacsui@e calcul est nouveau et
constitue la contribution la plus importante de ce chapitre. Nous verrons gseelaas, des intégrations
par parties sur les surfaces doivent étre utilisées et permettent diimedels opérateurs surfaciques.

Une fonction¢ arbitraire étant choisie pour faire les calculs précédents, le résultapviari dé-
pendre de la fonction choisie et ainsi d’'un prolongement des quantités en dehors de la ligneedeini
0. Pour avoir une vision plus géométrique, nous effectuerons les calcuépessentant la surface par
une paramétrisatiofu!, u?) — X (u',u?). La fonctionnelle précédente s’écrit

J = / FIXT X 1 A X o] dutdu®. (5.1)
U

La notationf[X] désigne une fonctiofi qui dépend de la paramétrisatidhainsi que des dérivées
deX.

Pour calculer la différentielle, il suffit de déformer la surface dans lkaction de la normale et de
calculer la variation de chaque terme présent dans I'intégrale qui estdranih domaine fixe. C’est cette
méthode qui a été utilisée par Willmore [51] pour calculer la variation de la fonelenfy,, H(Q)? do.
Nous développerons ce point de vue dans la troisieme méthode d’optimisation.

Plan du chapitre

Nous nous intéressons dans cette partie a la dérivation de fonctionnelteétggaes par plusieurs
méthodes. Le point central résidant dans la définition de la courbureenmumencerons par définir cette
notion de maniére surfacique puis nous regarderons les formules obtdsmzle cas de prolongement
unitaire de la normale. Nous introduirons ensuite la méthode de dérivationvphsét basée sur une
régularisation volumique de la fonctionnelle surfacique a l'aide d’'un paramérel’'une fonction cut
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off permettant de localiser la surface. Le principal avantage de cette mé#mide dans sa simplicité
mais le résultat final dépendeapriori du prolongement de a I'extérieur de la surface. Pour ne pas
utiliser d’approximation volumique, nous considérerons une formule dedRiysurfacique qui per-
met de faire les calculs en restant sur la surface. Nous finirons cérehaip introduisant les outils de
géométrie différentielle qui permettent de faire les calculs sans faire appeprolongement en dehors
de la surface. Dans ce cas, le résultat dépend uniquement de laestidata dire de la courbure et
d’opérateurs surfaciques. Nous comparerons alors les difféesultats obtenus en montrant I'équiva-
lence dans le cas de fonctionnelles dépendant de la normale ainsi quealdedare moyenne. Nous
montrerons également I'équivalence de la premiere et la troisieme méthodeniSagion dans le cas
d’une fonctionnelle dépendant de la courbure de Gauss qui intenaametiement dans (4.39) en nous
restreignant a une fonction distance.

5.2 Calcul de la courbure

Dans un grand nombre d’applications, le calcul de la normale et de la cewesiindispensable pour
pouvoir faire évoluer une interface représentée mathématiquement parrtawesieR3. Ces quantités
peuvent se définir sur la surface a l'aide d’une paramétrisation (voieXadu chapitre 7) mais éga-
lement a I'aide de fonctions définies sur tout I'espace dans le cadre dBpn&sentation implicite. Les
guantités ayant un sens uniquement sur la surface il est donc néeesseonstruire des opérateurs qui
ne dépendent pas du prolongement choisi a I'extérieur de celle-ci.

Dans la suite(2 désigne un ouvert connexe régulierRfeet on note)S? sa frontiére qui est donc une
surface d&R? (FIG(5.1). La notation utilisée ici est différente de celle introduite dans lessparties
ou le domain&? désignait un ouvert contenant le fluide et la surface.

o0

FiG. 5.1 — Representation d’une surfage

5.2.1 Opérateurs surfaciques

Nous allons construire des opérateurs différentiels associés a désifisron des champs de vecteurs
définis sur tout I'espace comme la projection des opérateurs différentistsquias sur le plan tangent.
Cette construction est rendue possible grace a I'opérateur de proj&ctiéfini par, pouns € R3
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Pw)=I—-n®n)(w)=w—(w-n)n,

oun désigne un prolongement quelconque de la normale soddataurface. Les opérateurs surfaciques
gue nous allons définir peuvent étre trouvés dans [28] et [43].

Gradient surfacique

On définit le gradient surfacique d’une fonctign: R3 — R noté Vq f comme la composante
tangentielle du gradient dé

Voof =(I—n@n)Vf=Vf—(Vf n)n.

Il est montré dans [28] que le gradient tangentiel est indépendantalongement choisi pouyf a
I'extérieur de la surface. Une propriété importante et évidente de cedtepé est

Voaf - n = 0. (5.2)

Définissons a présent le gradient surfacique d’un champ de vectéit — R? par la formule

Vo] = [Vv](I —n®n). (5.3)
Cette définition correspond a choisir le gradient surfacique de chaguposantey; du vecteurv car
la ieme ligne dgVyqv] estVyqu;. Cet opérateur ne dépend donc pas du choix du prolongement de
choisi a I'extérieur de la surface. Nous avons de plus la propriétéréefé,qv] n = 0.

Divergence surfacique

Définissons la divergence surfacique d'un champ de vecteuRs® — R? notédivyq (v) par

divoa(v) = Tr([Vaqu]) = div(v) — ([Vv] n) - n. (5.4)

D’apres les propriétés du gradient surfacique d’'un champ de vegteus en déduisons que cet opérateur
est également indépendant du prolongement choisi. On peut égaleéfiaittld divergence surfacique
d’une matricer : R® — M3(R) comme étant la divergence surfacique de chaque vecteurdjgieela
matricer

divpq(r) = div(r) — (V7 n) - n,

avec la conventiof(Vr n) - n]; = (V7; n) - n. Cet opérateur ne dépend pas du prolongement choisi.

Laplacien surfacique

On définit le laplacien surfacique nafé)q d’une fonctionf : R? — R par

Apaf = divoa(Vaaf).

Comme précédemment cet opérateur ne dépendant pas du prolongkaigintNous allons maintenant
pouvoir définir 'opérateur surfacique associé a la courbure.
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5.2.2 Courbure d’'une surface
Opérateur surfacique associé a et courbure

Pour les surfaces, la courbure est calculée a partir de la variation teuv@ormal sortant dans le
plan tangent. Nous définissons donc I'opérateur surfacique deweteh utilisant (5.3)

[Voan] = [Vn](I —n & n). (5.5)

Nous avons simplement qU® son] n = 0 doncn est vecteur propre associé a la valeur prép@n se
place maintenant en un pointde la surface et I'on considére la base, e2, ) ou (e, e2) est la base
orthonormée du plan tangent qui diagonatise(voir Annexe du chapitre 7). Les courbures principales
k1 etkg sont donc les deux valeurs propres|Wgqn] associées aux vecteurs propee®t ;.

Nous venons donc de montrer que les valeurs propres de I'opéfsigut] en un point de la surface
sont0, k1, ko. Rappelons qu’une matrice de taille 3 a trois invariants qui sont les valeapses ou de
maniére équivalente la trace, la trace des cofacteurs et le déterminamhdtritz. La trace correspond
a la somme des valeurs propres, la trace des cofacteurs corresposdnani@ de leur produit deux a
deux et le déterminant a leur produit.

Courbure moyenne et courbure de Gauss "surfacique”

D’aprés I'annexe du chapitre [7 (7124), la courbure moyenne se détimene la somme de; et s, qui
est donc la trace d&/son]

|H = Tr([Vaan]) = divaa(n). (5.6)

Quant a la courbure de Gauss, elle se définie a I'aide du produit €ex». Il nous faut donc calculer le
produit des valeurs propres non nulles qui est donné par la tracefeseurs

|G = Tr(Cof([Vaanl)). | (5.7)

Les propriétés des opérateurs surfaciques montrent que les csiddnsi définies ne dépendent pas du
prolongement choisi pout.

Cas d’un prolongement de la normale de norme

Dans le cas d’un prolongement de la normale vérifiafft = 1 nous obtenons en dérivant

[Vn)Tn = 0. (5.8)

On en déduit facilement la relatigfivVn] n)-n = 0. La formule (5.8) va maintenant permettre d’apporter
des simplifications pour le calcul de la courbure. En utilisant la définition (5.6)pebfariété (5.8) nous
obtenons

| H = Tr([Vn]) = div(n). | (5.9)
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Pour la courbure de Gauss utilisons la propri€téCof(A)) = 3(Tr(A4)* — Tr(A?)) et la définition
(6.7
2G = (Tr([Vn](I —n®@n)))* — Te([Vn](I — n®n)[Vn](I —n@n)).
Pour le premier terme nous utilisons (5.8) pour obtéhi{Vn](n @ n)) = ([Vn] n) - n = 0. Pour le
deuxiéme terme nous utilisons la propriété (5.8) pour obteniv n)[Vn] = n @ ([Vn]l n) = 0 qui
implique
Te([Vn]*(n ® n)) = Te([Vn](n ® n)[Vn]) = 0.

Il reste donc

|G = Tx(Cof ([Vn])). | (5.10)

Dans toute I'étude qui va suivre nous utiliserons des prolongements agitiérla normale

Passons maintenant en revue quelques propriétés des fonctions epglssront utiles dans la suite.

5.2.3 Propriétés des fonctions level set

Une surface régulieréS) peut étre représentée par la ligne de niveaiune fonction réguliere

90 = {z € R®/p(x) = 0}.

La fonctiong est définie sur I'espace entier mais seule la ligne de nigeauntient des informations sur
la surface. En particulier, il faudra veiller a ce que les notions géométrigtresliltes par la suite ne
dépendent pas de la fonction level set choisie mais uniquement de sa ligiveal€in

Rappelons qu& ¢ est un vecteur orthogonal au plan tangent construit sur chaque ligmeadei dep.
Il est donc naturel de définir la normale par la formule

\Y%
n0) = To

Nous choisissons comme convention guest négative a l'intérieur de la surface et positive sinon. La
normale [(5.11) est donc orientée vers I'extérieur de la surface. Uerement de la normale étant
unitaire d’apres (5.11) nous pouvons calculer la courbure a I'aidB.€g€t|(5.10) qui sont les invariants

de[Vn). En utilisant la propriét& | V| = [D?¢] 75 nous obtenons

(5.11)

[D?*¢] - Vo ®

VIVe _ 1 <1 Vo . Vo

v Voy_ L _ B 2
Vnl V(w) Vol Ver Vel |V¢|®|V¢r)w o 12

En utilisant la définition du gradient surfacique on obtient facilement
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_ VoV

Vel
Cette expression avec un gradient surfacique n’est pas spécifiqueegrésentation par une méthode
level set, elle est valable dés que I'on considére un prolongement dentaleade norme un. Les calculs
de courbure d’'une surface peuvent étre simplifiés dans le cas partmulifonctiong est une fonction
distance.

[Vn| n (5.13)

Remarque dans le cas d’'une fonction distance

Une fonction distance est obtenue en choisissantp@uirla distance signée entre le poinét la surface
0N

() = dist(x,0€) pourz al'extérieur deds?
= — dist(z,0Q) pourz a l'intérieur ded

C’est un exemple assez simple de fonction level set mais il rarement possilaleanstruire explicite-
ment. Pour ce type de fonction, les lignes de niveau sont régulieremenéesp en conséquence nous
avons|V¢| = 1 aux endroits ow est réguliére. Ce type de fonction apporte donc de grandes simplifi-
cations dans les calculs. En eff&tn] est alors symétrique d’apres la définition de la normale et (5.8)
devient

[Vn] n=0. (5.14)

Cette propriété se retrouve aussi avec la relation (5.13). De maniére lgéiiéeait se donner un pro-
longement de la normale sur tout I'espace. Dans le cas particulier ou lhoiggssons une représentation
level set, le prolongement de la normale est unitaire et il dépenddans le cas d’une fonction distance
les calculs sont simplifiés, notamment dans le cas du calcul de la coufbure A¢). Nous donnons
maintenant quelques lemmes techniques qui vont étre utiles dans ce chapitre.

5.3 Lemmes techniques

Dans toute la suite, le prolongement de la normale que I'on choisit est unitaire.

Soientf et g des fonctions scalaires @& dansR. Un petit calcul montre que

Voa(fg) = fVaag +gVaal.
Toutes les formules de dérivation du produit pour les opérateurs classguénéralisent donc au cas des
opérateurs surfaciques. Nous donnons cependant les formuldsdesiportantes que nous utiliserons.
En utilisant(5.9) nous obtenons
div(n ® n) = [Vn] n+ Hn. (5.15)
En utilisant les propriétés (5.2) et (5.6) nous obtenons

divga(fn) = fdivea(n) + Vaaf -n= fH. (5.16)

Nous avons également les formules de symétrie suivantes qui se déremnglement avec la défini-
tion du gradient surfacique
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Voaf -Vg=Vf-Vaag = Voaf - Vaag. (5.17)

Nous énong¢ons maintenant quelques lemmes importants.

Lemme 1
div([Vn] n) = VH -n + H?* — 2G.

Démonstration

En développant la divergence nous obtenons

div([Vn] n) = div([Va]T) -n + [Va]? : Vn.
En utilisant[(5.9) nous obtenons facilemelnt([Vn]?) = VH. Le résultat est alors démontré en utili-
sant la propriétéVn]? : [Vn] = Tr([Vn]?) = k2 + k3 = H? — 2G qui est valable en dimension trois.
En dimension deux nous auriofis([Vn]?) = 2.
Les deux lemmes suivants constituent le point clé pour mettre les fonctionneallesise forme géo-

métrique car ils permettent de transformer simplement la partie tangentielle degetiives surfaciques
(5.4) pour un champ de vecteurs qui s’exprime avec un gradient gpréacu dgVn| n.

Lemme 2
(V(Vaaf)n) -n=-=Vf-([Vn]n).

Démonstration

Dérivons I'égalité[(5.2) et multiplions scalairement le résultat obtenwpar

(V(Voaf) n)-n+ ([Vn]"Vaaf) -n=0.

En utilisant le fait qugVn| n est un gradient surfacique dans le cas d’'un prolongement de norme un
(5.13) ainsi que la formule de symétrie (5.17)

(V(Vaaf)n) -n=—Vaaf ([Vn]n)==Vf-([Vn]n).

Lemme 3
(V([Vn] n)n) -n=—([Vn] n) - ([Vn] n).
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Démonstration

I suffit de dériver I'égalit§[Vn| n) - n = 0 valable pour un prolongement unitaire de la normale

V([Vna] n)'n+ [Vn]T [Vn] n = 0.

Le lemme est démontré en en multipliant scalairementgdarelation précédente.

Nous avons donc dans cette premiére partie du chapitre introduit la noti@ud®ice d’une surface
a l'aide des opérateurs surfaciques et de la normale. Nous avons airapitié les expressions dans le
cas d’'un prolongement unitaire de la normale et énoncé quelques lemnais|tesh

Nous allons maintenant nous intéresser a la différentiation de fonctionnellesgé&pes. Pour
dériver une fonction définie sit™, on fait varier la fonction dans chacune des directions (il y en) a
et on regarde le premier terme linéaire que I'on obtient dans le développdb@rs.le cas qui nous
intéresse, le paramétre que I'on fait varier est une surface qui pewttétomme un objet de dimension
infinie. Il faut donc faire de I'optimisation de formes en déformant la suréaegarder quels sont les
termes obtenus au premier ordre. Nous proposons de comparer legséshtiéaus par trois méthodes
différentes qui permettent en quelque sorte de contourner la difficufié ermenant sur un domaine fixe
d’intégration.

5.4 Différentiation utilisant une approximation volumique

Dans cette partie nous n’allons pas nous affranchir de la dimension infinienoasallons régula-
riser les fonctionnelles pour les ramener sur un domaine volumique, entfdég@andre la forme d’'une
fonction level set. Nous introduirons ensuite un champ de vitegses$) qui transportera la fonction le-
vel seto(-, t) set permettant d’effectuer la différentiation de la fonctionnelle par rappoemps. Nous
allons d’abord obtenir une formule générale puis nous I'appliqueronsidares d’une fonctionnelle
dépendant de la normale puis de la courbure.

5.4.1 Methode générale de dérivation de fonctionnelles avéss levels set

De maniéere générale on s’intéresse aux fonctionnelles du type

J(Q) = [ fz,Q)do,
o0
ol f est une fonction définie sit® qui dépend du domair@ (la normale ou la courbure par exemple).
En représentant la surfad$) par la ligne de nivea0 d’une fonctiong, la fonctionnelle précédente se
réecrit

J(6) = /{ .,

Nous verrons dans la prochaine section comment faire pour dérivetatitent cette fonctionnelle en
restant sur la surface en utilisant une formule de Reynolds surfaditpues proposons ici une autre
méthode basée sur une régularisation volumique.
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Méthode de régularisation volumique

Pour contourner le probléme du calcul de la différentielle de la fonctionnetl@rs domaine qui
dépend de la forme, nous allons régulariser ces fonctionnelles via un pgeganed une fonction cut
off ¢ qui va permettre de se ramener a un domaine volumique. Il suffit en affdisér le résultat déja
énoncé dans la premiére partie

| se1vel ¢ (2) o =, [ flolae (5.18)

0 Jie=0}
Nous n’avons plus le probléme de dériver une fonctionnelle définie fusurfiace qui évolue car nous
nous sommes ramenés a un domaghde R? qui est fixe, information sur la surface étant contenue

dans le termeW¢|éC (?) Cette régularisation permet de simplifier I'’étude car il suffit & présent de

transporter la fonctiow(-, ¢) par un champ de vitessé-, ¢t) et dériver I'expression obtenue par rapport
at avec les outils de calcul différentiel classique. Nous utiliserons ensustintégrations par parties
volumiques puis de faire tendeevers0 pour obtenir le résultat.

Remarque

Nous aurions pu également calculer la différentielle de la fonctionnelle @radépar rapport & I'ex-
pression précédente et nous aurions obtenu les mémes résultats.

Intégration par parties sur un volume

On se donne un domairg deR? (ce sera typiquement une "boite" contenant la surface). Soient les
fonctionsf, g : R? — R, le champ de vecteur: R?* — R? et le champ matriciefl : R? — M;3(R).
On suppose que les composantes de tous ces champs sont nuilés sur
En utilisant la formule de Stokes nous obtenons

/QU-Vf d:p:—/Qfdiv(v) dz. (5.19)

Nous en déduisons facilement la formule matricielle suivante

/QA L Vv dz = —/Qv-div(A) da. (5.20)

On peut également écrire une formule d’intégration par parties volumiquedpswbjets surfaciques

/fdlvag /Van vd:v+/ divin®n)-v f dz. (5.21)

Pour le démontrer il suffit d'écrire

f divga(v) = f(div(v) — ([Vv] n) -n) = f div(v) — [Vv] : (f n®n).

En utilisant I'intégration par parties (5.19) sur le premier terme ainsilque (SW20dg deuxiéme terme
nous obtenons

/fleaQ /Vf vdx+/d1v(fn®n) v dx.



5.4. DIFFERENTIATION UTILISANT UNE APPROXIMATION VOLUMIQUE 107

Le résultat est alors prouvé en développant la divergence et ennttiisedéfinition du gradient surfa-
cigue.

Commencons par établir un résultat général pour la dérivation de fondtEsmgéométriques régu-
larisées a I'aide d’'un parametreet d’'une fonction level set.

Dérivation d’'une énergie surfacique

Rappelons la définition de la fonction cut off que nous utilisgrest une fonctiol€>° dont le support
est lintervalle[—1,1] et tel que [, ¢ = 1. Nous nous intéressons a la dérivation de la fonctionnelle
généralef{¢:0} f(¢) do que I'on régularise avec (5.18)

— [ fevelc (L) a
IRCIZETE

Introduisons maintenant un champ de vectefrs ¢) qui transporte les lignes de niveauglgqui dépend
maintenant du temps

¢r+u-Vo=0.

Ce champ de vecteurs permet maintenant d’effectuer la différentiatioamaont au parametre

sito: = [ (6. 9612¢ (2) ot | 1012 (2) Ghordoe [ flolvelzc (£) ouas

En intégrant par parties le deuxieme terme et en développant la divergenc

026 (2) e - /Qd”<f[¢]1<<¢> wal) 4

[ aiv (710120 ) e (2 o o+ 101200 50 (2) oy o
fyae (o) & :

Vol Vol

Des termes se compensent. En utilisant I'équation de transport nousgavensu - n |V¢| donc nous
obtenons

(Se@) = [ (Ulel)e+ div (flen) o) [V012¢ (£) an 522

Nous allons maintenant appliquer le résultat (5.22) pour calculer la dévi@mctionnelles particu-
lieres qui dépendent de la normale et de la courbure. La démarch&tadepa toujours la méme. Nous
dériverons la fonctionnelle considérée par rappdrgéace a la formule (5.22) puis nous calculerons la
différentielle de la fonctiory intervenant dans I'intégrale. Nous utiliserons ensuite des intégrations par
parties pour pouvoir mettre le résultat sous Iafo[faeF(qb) u-n \V¢|§C (?) dx et ainsi faire ressortir
le gradient de la fonctionnelle.
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5.4.2 Dérivation d’une énergie surfacique dépendant de la mmale

Les cas particuliers qui nous intéressent font intervenir des fonctiesrd€pendant de la normale
et de la courbure (qui se calcule en fonction des dérivées de la norfaptesi(5.9)), nous avons donc
besoin de calculer dans un premier temps la différentielle de la normale.

Calcul de la dérivée de la normale

Considérons I'expression de la normale donnéel par|(5.11) et caldaldésvée par rapport au temps

(n(9)): =

Voy 1 ) Vo Vo Vo -V
Vol IVl Vel [Ve]? Vol

Donc en utilisant la définition du gradient surfacique

+V¢<

Voot
Vol

Remarquons que la dérivée de la normale dépend du choix faitpoar 'intermédiaire deV¢|.

(n(¢)) = (5.23)

Afin de définir une fonctionnelle dépendant de la normale nous introduladosction suivante

f: R®xR3 —R

(a1,a2) — f(a1,az)

NotonsV f le gradient def par rapport a la premiere variableét f le gradient def par rapport a la
deuxiéme variable.

Fonctionnelle dépendant de la normale

On considére une fonctionnelle dépendant de la normale que I'on régudass|(5.18)

/f ) Vol <<¢>

Dans la suitéVs f désignera le gradient dépar rapport a la deuxiéme variable au pdint).

En utilisant le résultat général (5/22) et la dérivée de la normale (5.2@)atatenons

= [ asam wen Vol (2) ao+ [ o S0l (2) 4

En utilisant la propriété de symétrie (5.17) puis une intégration par partiedgodauxieme terme et en
développant la divergence
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VaQ¢t 1. (¢ B Vo, 1 (¢
JJ 7o v (2) de = [ Vs et () 0
— [ (VQ,anlc (d’))@ ds
Q g 3]
— [ Vaons Vo <¢> oude — [ div(Vagn) ¢ <¢> o da.
Q (3 9 Q 9 (3

Le premier terme est nul d’apres (5.2). Il reste finalement en utilisaat —u - n |Vo|

(@)= [ div(f o+ Tagnd) wen 96126 (2) do (5.29

Intéressons nous a présent au calcul de la dérivée d’'une fondtedépendant de la courbure moyenne.

5.4.3 Dérivation d’une fonctionnelle dépendant de la courbre moyenne

Considérons une fonctioa : R — R et la fonctionnelle régularisée avec (5.18)

10) = [ Ao)ivac(£)

ou H(¢p) = div(n(¢)) est la courbure moyenne écrite en formulation level set (5.9). En utilisant le
résultat général (5.22) et la dérivée de la normale (5.23) nous olst¢émous enlevons la dépendance en
¢ de H pour plus de lisibilité)

(sz))t:/Qdiv(A( ) - |Vols c( > dx+/A’ di (T@”ﬁ) RS (f) da
(5.25)

En intégrant par parties le deuxiéme terme (ot (¢)):) nous obtenons

(J2,(9))e = — g v’%qft v <A’(H)|V¢i_( <‘i_’)> da.

Lorsque I'on développe le gradient nous avons le teﬁ‘r(egg (%)) = e%c’(f)w = an qui multiplié
par un gradient surfacique donfel’apres|(5.2). Il reste donc

_ [ Voad: / 1. (¢ .
(ctonn == [ S5 (aanivel) Le (£) an

Ensuite on utilise la propriété de syméttie (5.17) et une intégration par parties

(Soe(@) = —/chbt'vaﬂ( "(H )IV(bI))qub’l <¢> dx

— / div <W¢|Vag (A'( )]qu\))gg (f)) ¢; da.
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En développant la divergence

(Foc(@) = /Q div (Vlgﬂvm (A’(H)!V¢|)> = (f) b1 da

1 1 b
— A'(H =T dx.
+/Q |v¢‘vag( (H)|Vg|) SQC <€> Vo ¢y dx
Le dernier terme est nul d’apres la définition de la normale et la propriétg (Br8ste finalement en
utilisantg; = —u - n |V

b
Vol

(o= [ Voo (A’(H)IWI))) u-n Vo <‘f> dr.| (5.26)

) (div(A(H)n) — div (

Méme aprés avoir fait tendreversO0, la différentielle de la fonctionnelle dépend du choix ggar
I'intermédiaire de|V¢|. Nous verrons plus loin comment faire pour mettre ce résultat sous ume for
géomeétrique.

5.4.4 Dérivation d’'une énergie de courbure générale

Plagons nous maintenant dans un cadre plus général ou la fonctionmedtedd#g V| (qui contient
les informations sur la courbure moyenne ainsi que la courbure de Gapséi(5.9) et (5.10)). Dans
ce but, introduisons une fonctigndéfinie de la maniére suivante

g: M3(R) —R

w o g(w)

Notons[V ,,g] le gradient dgy par rapport &v (c’est une matrice). Dans la suite des calculs, il ne faudra
pas oublier que le gradient dedoit étre pris au poinfVn]. Nous aurions pu considérer une fonction-
nelle générale dépendant également de I'espace %t Dans ce cas il suffit d’ajouter au résultat celui
gue nous avons obtenu précédemment dans lg(cas).

Considérons la fonctionnelle dépendan{¥e| régularisée avec (5.18)

9

16) = [ 9(Vn(on) Vel (2) i 527)

En utilisant le résultat général (5/22) et la dérivée de la normale doranéa formule((5.23)

(J(6))e = /Q div(g([Vn])n) u-n |V6|¢ (f) drt /Q Vg : V (7@‘;@) RS <f> dr.

On intégre par parties le dernier terme

o [ Voo 1 (¢ [ 1. 7o\\ Voo
/Q[vwg}.v( o )rw\gc(g) da /de([vwgwwgc(g)) g,
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Nous utilisons a présent l'intégration par parties pour des opératetiasigues donné par (5.21) pour
obtenir finalement avec la relatiogn = —u - n |V¢|

(Jo(6))r = /Q div(gn) u-n Vol ¢ (‘i’) dx (5.28)
- /Qdivag (W;' div <[ngHV<Z>\iC (f))) won Vol de  (5.29)

. 1. (¢ .
+ /lev <[ng]|v¢)|6§“ <E>) ~div(n®mn) u-n dz. (5.30)

Nous proposons maintenant de développer cette expression pouttpeiaes calculs ultérieurs.

Développement de I'expression

Commencons par développer la divergence qui intervient dans lesideniers termes

¢

£

¢

e

¢

i (19ug117012¢ (2)) = aiv(Vug Dot e () + (7ua] V1Tl e () + 9.a] Vo 190l 50" (£)).

Lorsque nous allons prendre la divergence surfacique de I'exprepsécédente des simplifications
peuvent étre faites en utilisant la propriété suivante valable pour toteurec qui utilise I'égalité

Vaa(p) =0

divag (iﬁ <f> U) = diVaQ(U)EC <f> + Voo (ié (f)) 0= diVaQ(U)éC <f) :

Nous pouvons donc réécrire le résultat de la dérivée de la fonctiondgléndant déVn| sous la forme

o= [ dieta(Vnhn) wen Volzc (2) do (5:31)
~ [ divonlaiv(Vug)) uen 1901 (%) as (5.32)
. /Q divan ([vwg] T’VZ)‘T') wen V61 ¢ (f) da (5.33)
~ | avan (19201 705¢ () wen (901 o (5.34
- /Qdiv([vwg])div(n@n)u-n!Vqﬁ\iC (f) dx (5.35)
+ /Q ([ng] m>-div(n®n)u‘n\v¢|if (f) iz (5.36)
+ /Q([ng] vgz)).div(n@n)e%c’ <f) u-n V| dz. (5.37)

Nous verrons dans la section consacrée a la comparaison des résuftasrdse simplifie cette expres-
sion lorsque la fonctionnelle dépendra uniquement des invarianérde
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Il n'est pas nécessaire d'utiliser une approximation volumique pour fagredkuls. 1l est possible de
dériver les fonctionnelles directement sur la surface comme nous allons leaiitenant.

5.5 Différentiation utilisant une formule de Reynolds surfacique

La fonctionnelle que I'on cherche a optimiser s’écrit sous la forme

J(6) = /{ crs

Nous recherchons maintenant une méthode pour différentier cette forltosans faire appel a une
approximation volumique. Pour ce faire, nous introduisons un champ deevitesg) qui va transporter
les lignes de niveau dget ainsi déformer la surface

¢t +u-Vo=0. (5.38)

L'introduction de ce champ de vitesse permet de faire dépendre la fonctiodnedenps que I'on réécrit

J(6) = /{ oy 0]

La méthode d’'optimisation proposée consiste donc a dériver cette énergiappart au temps. Pour ce
faire nous utilisons la formule de Reynolds surfacique déja utilisée dansrzégre partie et démontrée
dans I'annexe du chapitre[7 (7.60). Nous obtenons

d .
dt (/{¢0} f19] do) = /{¢0}<f[¢])t + div(f[p|u) — f[¢] ([Vu] n) - n do.

Pour mettre cette différentielle sous la forme d’un gradient{ en facteur) nous allons introduire la
divergence surfacique pour permettre de faire une intégration pargsutites surfaces qui sera énoncée

plus loin (5.41).

d .
dt </{¢>=o} 719l da) - /{¢:0}(f[¢])t +u-V(f[¢]) + flo] divoa(u)do
- /w:o}(f [6])e +u- V(f19]) = w- Voo(f[8]) + Hf[glu-n do.

En arrangeant les termes nous obtenons

(T(8)) = /{ o Ul divtslelun do (5.39)

C’est cette formule que nous allons utiliser pour faire les calculs de diffélerde fonctionnelles géo-
métriques.
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Remarque sur I'optimisation de formes

Au départ, la premiére idée avait été d'utiliser les outils de I'optimisation de forromégique
pour effectuer cette dérivation. Il est montré dans les livres [2, 28g48]si I'on choisit de déformer
le domaine avec une fonctigh(qui joue le méme réle que) alors la dérivée dans la directiénde la
fonctionnelle (Q) = [, f(z,Q) do est donnée par la formule

J(Q)(0) = F()(0) + div(fn)o - n do. (5.40)
a0

Nous retrouvons donc exactement la méme formule que celle donnée panldefale Reynolds sur-
facique((5.39). Comme la these est basée en partie sur les méthodestlaveksavons choisi d'utiliser
la formule de Reynolds plutot que les dérivées de forme. De plus, I'optimisaéidorme est surtout uti-
lisée pour minimiser des fonctionnelles dont I'intégrande est solution d’une [E@P nos calculs nous
avons juste besoin d’utiliser une méthode d’optimisation de forme géométriqueileag uniquement
la formule (5.40) donc nous préférons utiliser la formule de Reynoldaagrfe.

Une propriété remarquable de la formule (5.39) est qu’elle ne dépendedaecomposante normale
deu sur le bord du domaine. Cette propriété est trés intuitive car la déformationodes mtérieurs
au domaine ainsi que la composante tangentielle gier le bord n’ont pas d’influence sur la forme de
la surface. Dans la démonstration de la formule de Reynolds, il est sugpedé prolongement de la
normale est unitaire. Dans tous les calculs qui vont suivre, nous allowsutitiser un prolongement de
la normale qui est de normie nous pourrons donc en particulier utiliser la propriété/(5.8).

Nous allons a présent calculer la différentielle de fonctionnelles qui dépéne la normale et de
la courbure. La différence fondamentale avec I'approche par ajppation volumique utilisée précé-
demment réside dans les intégrations par parties. En effet, comme nous alloirsileegt nécessaire
d'utiliser des opérateurs surfaciques pour pouvoir intégrer par palitesst donc important que les quan-
tités que I'on consideére, en particulier la courbure, soient définies & lth@pérateurs surfaciques.

Intégration par parties sur une surface

Le cadre général qui traite de l'intégration par parties est la formule desmur les formes dif-
férentielles ([24] p 182). Dans le cas de volumes on retrouve la formu&relen bien connue. On peut
appliquer le théoréme dans le cas de surfaces mais il est valable seulematdggobjets géométriques
c’est a dire des opérateurs surfaciques et des vecteurs tangemtsixurons besoin dans la suite d’uti-
liser des intégrations par parties pour tout champ de vecteurs, tangeas.duepgénéralisation de cette
formule d'intégration par parties est donnée par la formule de Simon.

Considérons une surface fermé@ (donc sans bord), une fonctioh : R? — R et un champ de
vecteursy : R3 — R? alors (voir [43] p 184)

/ (Voaf v+ f divgg(v)) do = Hfv-ndo. (5.41)
o0 o0

ou H est la courbure moyenne définie en (5.9) et les opérateurs surfacigoieceux définis précédem-
ment. Contrairement a ce qui se passe dans le cas d’intégration par partias/slume, il y a un terme
supplémentaire qui fait intervenir la courbure moyenne. Nous en dédussmplement la formule avec

(5.2)
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/ Asaf g do = / f Apag do. (5.42)
0N o

Indication de démonstration

Pour comprendre d’ou vient le terme supplémentaire faisant appel arlauceunoyenne dans (5.41)
donnons quelques idées qui ne constituent pas une démonstration.

La premiere consiste a utiliser I'approximation volumique avec une fonction levelomnée par la
formule (5.18). En utilisant I'intégration par parties avec des opératerfexgues sur un volume (5.21)

et (5.15)

/Qdivag(v) |v¢|§g <f> o = —/Qvag <|v¢|i_g (f)) -de+/QHv-an>|iC <f> do
4 /Q([vn] n)-v[quE( <‘i’> da.

En développant le gradient surfacique

1 1 1
Voo (|V<z>|< <¢>> = VonlIVél)=¢ (¢) + [VoIVon(8) ¢ <¢> .
g g g g g g
Le dernier terme est nul car par définiti®fpo¢ = 0. En utilisant (5.183) pour le premier terme, des
expressions se compensent et on obtient en faisant temers0

/ divgo(v) do = Hv -ndo.
o0 o0

Il suffit ensuite de choisiv de la formefv pour obtenir le résultat précédent.

La deuxiéme idée repose sur le théoreme de Stokes basé sur des foférentifles ([24] p 184).
Dans le cas de surfaces fermées il s’écrit, pour tout vecteur tangent

/ divgo(v) do =0, (5.43)
o0

ou la divergence surfacique est celle obtenue a I'aide d’une paraati&tmnigvoir I'annexe du chapitre 7).

Choisissons a présent un vecteur= wr + (w - n)n décompose suivant une composante dans le plan
tangent notévy et une composante suivant la normale ndtée n)n. Dans ce cas, en supposant que
I'on peut utiliser la définition de la divergence surfacique définie/par (f84)ropriété[(5.16) ainsi que
(5.43)

/ divpq(w) do = / divgq (wr) do + / divgo((w - n)n) do = Hw - n do.
o0 o0 o oN

Nous allons maintenant calculer la dérivée de la normale pour ensuite cdicdietivée de fonc-
tionnelles dépendant de la normale et de la courbure.
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5.5.1 Dérivation d’une fonctionnelle dépendant de la norma

Ce calcul a déja été fait précédemment, on met ici le résultat sous uneaotee f

Dérivée de la normale

En utilisant la formule précédemment obtenue (5.23), l'idewtité —u - n |V¢| ainsi que((5.183)

~ Voal(or)

(n()) = o) Tonl V0D

Vol Vol
Remarquons que la dérivée de la normale dépend du prolongementpzhwisien dehors de la surface
a cause du term@/n] n.

= —Voa(u-n)—([Vn]n)u-n.

Fonctionnelle dépendant de la normale

Dans tout ce qui suit on no# = {¢(-,t) = 0}.

On s’intéresse a la dérivation d’'une fonctionnelle dépendant de la normale.

J(@)= [ f(,n()) do.

o0

En utilisant le résultat général (5/39) ainsi que la dérivée de la normald)hous obtenons

(J(p)): = /6(2 div(f(-,n)n) u-n+ Vaf - (=Vaq(u-n) — ([Vn] n) u-n) do.

En utilisant la relation de symétrie (5/17) et une intégration par parties

— Vaof -Voa(u-n)do = — Vaosalf - Vaa(u-n)do
o0 o0
= /89( divoa(Vaoaf) — HVaaaf -n ) u-ndo.

Le dernier terme est nul d’apres (5.2). En développant la diveegeinen utilisant (5./9)

div(f(-,n)n) = f(-,n)div(n) + Vo (f(z,n(z))) -n=f(,n)H+Vif -n+ ([Vn]TVQf) - n.

des termes se compensent et il reste finalement

(J()) = /a (SCmH +93f n+ divon(Taond) ) u-n do, (5.44)

Nous nous intéressons a présent au calcul de la différentielle d’'metidonelle dépendant de la
courbure moyenne.
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5.5.2 Dérivation de d’'une fonctionnelle dépendant de la colnure moyenne

Considérons une fonctioA : R — R et la fonctionnelle définie par

J(6) = /d A(H(0)) do (5.45)

Lorsque nous allons dériver cette fonctionnelle, nous aurons besoairdelés intégrations par parties
sur une surface ce qui est possible uniquement avec des opémtgasques (5.41). Les expressions
(5.9) et[(5.6) sont les mémes dans le cas que nous considérons ou legprotott de la normale est uni-
taire. Le choix de (5/6) pour la courbure moyenne permet donc d’ajpateapport d (5.9) un terme qui
est nul mais qui va nous permettre d’'introduire des opérateurs surésced ainsi effectuer les intégra-
tions par parties sur une surface. Commencons par trouver la dériféerdede la courbure moyenne
(5.6) dont nous rappelons I'expression

H(¢) = divaa(n(¢)) = div(n(¢)) — ([V(n(¢))] n(#)) - n(4). (5.46)

L'expression précédente ne dépend que de la normale donc noumngattiliser|(5.5.1) pour calculer la
dérivée temporelle de la courbure

(H(¢)) = div(=Vaq(u-n) = ([Va] n) u-n) — (V(=Vaa(u-n) = ([Vn]n)u-n)n) - n
= ([Vn] (=Vaa(u-n) = ([Vn]n) u-n)) n
— ([Vn]n) - (=Vaa(u-n)— ([Vn]n) u-n).

En faisant passer les deux premiers termes dans la divergencecuefat en utilisant (5.8) pour le
troisieme terme nous obtenons

(H(¢)): = —divga(Vaa(u-n) + ([Vn] n) u-n)+ ([Vn] n) - Vaa(u-n)+ ([Vn] n) - ([Vn] n)(g 47;)
En développant la divergence surfacique '
—divaga(([Vn] n)u - n) = —divoa([Vn| n) u-n — ([Vn] n) - Vaa(u - n).

Nous avons deux termes qui se compensent et en utilisant la définition dti¢apdarfacique

(H(¢)): = —Aga(u-n) —divga([Vn] n) u-n+ ([Vn]n) - ([Vn] n) u - n.

Nous pouvons maintenant utiliser le résultat général (5.394étH (¢))); = A'(H) (H(¢)): pour
obtenir

(J(#) = /E)Q div(A(H)n) u-n— A (H)Asq(u - n) do
+ /m ~N(H) divoo([Vn] n) w-n+ A(H)([Vn] n) - ((Vn] n) u - n do.

Il nous faut maintenant utiliser une intégration par parties sur le laplaciéacgyue [(5.42) pour mettre
u - n en facteur
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—/ A'(H)Apo(u-n) do = — Apo(A'(H)) u-n do.
oN o0

Nous obtenons finalement

(J(9): = /69 div(A(H)n) u-n — Dpa(A' (H))u - n do (5.48)

+ / —A'(H)divaa([Vn] n) u-n+ A'(H)([Vn] n) - ([Vn] n) u-n do. (5.49)
o0

Cette formule n’est pas écrite sous la méme forme que dans la section ptédédeé) mais elle
a le mérite de faire apparaitre des opérateurs surfaciques. Cepdadantfjule n’est pas encore sous
une forme géométrique a cause des terme et divergen®a:gtn. Nous verrons dans la section sur la
comparaison des résultats comment simplifier cette expression.

Remarque

J'ai également effectué le calcul de la dérivation avec la formule de Risydans le cas d’une fonc-
tionnelle générale dépendant[d&qn] (pour prendre en compte la courbure de Gauss). Les calculs sont
dans ce cas tres lourds et nous obtenons le méme résultat que dansuaeeappdroximation volumique.

Nous allons a présent refaire les calculs de dérivation de fonctionnelle®tygques avec les outils
de géométrie différentielle.

5.6 Différentiation utilisant les outils de géométrie différentidle

Pour avoir une vision plus géométrique des résultats précédents, rapesons d'utiliser les ou-
tils de géométrie différentielle pour calculer la dérivée de fonctionnelles géigoes. Cette approche
differe des précédentes dans la mesure ou il ne sera a aucun momesadatde prolongement d’'opéra-
teurs en dehors de la surface. Nous utiliserons une paramétrisation lgjelessqui interviendront tels les
intégrales et les opérateurs surfaciques seront géométriques. Likatsasbtenus seront alors exprimés
de maniére complétement géométrique a I'aide d’opérateurs surfaciguas)armale et de la courbure.

5.6.1 Notations et rappels

L'annexe du chapitre 7 est consacrée a I'étude des surfaces deas deune représentation para-
métrique. Nous y détaillons les notions de métrique, courbure, tenseugéealédvariante et opérateurs
surfaciques. Nous rappelons ici les différentes notions et notationsurteedui vont étre utilisées dans
cette partie. Une partie de ces résultats peuvent étre trouvés dans [19].

Une surface peut étre décrite a I'aide d’une paramétrisdtidnu?) — X (u',u?) définie sur un
ouvertU deR? et a valeurs danR3. Les vecteurs tangents associés a la paramétrisation sont donnés par
la dérivée par rapporta’ etu? de X, nous les noteron¥ ; et X ». Tous les indices intervenant dans
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la suite sont égaux Bou 2. La métrique associée a la paramétrisation est donnée par la premiére forme
fondamentale

gij = Xi- X j,

et nous notong = g(u!, u?) le déterminant de matrice associée. La normale est alors définie par
X,l AN X72

n= —-——-—-—,
[ X1 A X

La normale ainsi définie est orienté de maniere différente suivant langéniaation choisie. Nous choi-
sissons par convention (comme pour les fonctions level set) une paramétrisbi¢igue la normale soit
dirigée vers I'extérieur de la surface.

(5.50)

La normale vérifier - X ; = 0. De plus, en dérivant par rapportid etu? I'expression de la normale qui
est de norme un nous obtenons

n-n; =0.

)

Ces définitions permettent d’introduire la notion d’intégrale d’une foncfiorlR?> — R sur la surface
X (U) notéedl? a l'aide de la paramétrisation

J= [ f@)do= / FOX (b u2)) /gl o) dutdu?.
o0 U

La deuxieme forme fondamentale contenant des informations d’ordre deaboes définie par

hij = *Xﬂ‘ . TLJ‘ = Xﬂ'j - N.

Dans les calculs qui vont suivre nous utiliserons le fait que les matriegesptemieres formes fonda-
mentales sont symétriques. Aprés avoir introduit la matrice de terme général

W= 9" hui, (5.51)
k
la courbure moyenne et la courbure de Gauss sont données panietef®
H=-> 0 G = det(h). (5.52)

Nous utilisons ici la définition opposée a celle de [19] pour obtenir une aoeirhoyenne positive dans
le cas d’'une sphere (avec la convention que la formule (5.50) donneoumale sortante).

La dérivée de la normale par rapport aux variables de la paramétrisatiqgnisie également a I'aide de
la matrice(h;]) sous la forme (équations de Weingarten)

ng=-—Y hiXp. (5.53)
k
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Donnons a présent les équations de Gauss qui permettent de décolaplgsaée seconde de la para-
métrisation a I'aide des symboles de Christoffel

Xij =Y THEX e+ hijn. (5.54)
k

Les dérivées partielleg ; d'une fonction scalairey peuvent étre considérées comme les composantes
covariantes d’un champ de vecteur et on a la formule

i)y =i — > Thtb. (5.55)
k
Les opérateurs surfaciques sont alors donnés par
Voot =Y g7v: X, Aot =D 9" (Vi) (5.56)
i3 2%

-1

Apreés avoir notér'/ = Gh',

les équations de Mainardi-Codazzi (7.53) s’écrivent (pogrl ou 2)

D (W), =0 (5.57)
j

Comme les coefficients”’ sont symétriques on a égalem@(ﬁﬁ);j = 0. Nous rappelons que les dé-

J
rivées covariantes obéissent a la regle de Leibniz dans le cas d'duifpro

Nous aurons également besoin d’'une propriété dite d’ascensetuicdsnd

Zgik a;=0b, = a; :Zbk g~
i %

Il suffit pour le démontrer de multiplier les deux membres gfdret de sommer suk puis d'utiliser

la propriété) " gixg" = o7
!

5.6.2 Meéthode de dérivation de fonctionnelles

Considérons une surface donnée par la paramétrisation (u!,u?) — X°(u!,u?) définie sur
un ouvertU deR?. Dans toute la suite, nous notof€ la surface définie pak®(U). Considérons la
fonctionnelleJ qui s’écrit a I'aide de la paramétrisation

J:/ FIX°(ut, u®)]V/g(ul, u?) du'du®. (5.58)
U

ou la notationf [ X | signifie quef dépend de la positioX ainsi que des dérivées dé. Pour calculer la
variation au premier ordre délorsque la surface se déforme, considérons une nouvelle paramétrisatio
obtenue en déformant la précédente dans la direction normale avec utiefgnde la maniere suivante

(FIG[5.2)

X(t,ut, u?) = X0t u?) 4+t (ut, u?) n(ut, u?). (5.59)
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X0+ tyn

FiG. 5.2 — Déformation de la surface a I'aide de la nouvelle paramétrisation

Nous ne considérons que des variations dans la direction normale de la {pesaing car comme nous
I'avons déja évoqué, les variations dans le plan tangent n’ont pas éfciusur la forme.

La fonctionnelle précédente s’écrit a I'aide de la nouvelle paramétrisatiaiadorme

J(t) = /Uf[X(t)}\/g(t) dudv. (5.60)

Nous avons notg(t) = X (t)1 - X(t) 2 et omis la dépendance én', u?). Pour trouver la variation
au premier ordre de cette fonctionnelle il suffit de calculén). L'avantage de la représentation de la
surface par une paramétrisation est de se retrouver avec une fontiganige sur un domaine fixg,

ce qui permet de dériver simplement l'intégrale. Notons

_9
~ Otj=0

'opérateur qui permet de calculer la dérivée (erll vérifie en particulier les relations classiques de
dérivées de produits ou de composées. Dans toute la suite, nous all@déoendes quantités qui
dépendent du parametrgue nous allons dériver avec I'opératéut.orsque que I'on prendra= 0 ce
sont donc les quantités définies sur la paramétrisation initiale qui apparalResrgxemple, si(t) et
b(t) sont deux quantités définies a I'aide de la paramétrisatiar) alors

5(a(t)b(t)) = a'(0)b(0) + a(0)b'(0) (5.61)

que nous noteronga b) = a’ b+ a b'. Pour ne pas alourdir les notations nous omettons les parametres
(u,v) ett. La dérivée de la fonctionnellé est donc donnée par

5J:/U§(f[X])\/§+f[X]5(\/§) duldu?.

Commencons par calculer la dérivée de la métriguEn dérivant I'expression (5.59) nous obtenons
facilement

5X7i = 1/)71'71 -+ d)n’i. (562)

Avec la relationX ; - n = 0 et la définition de la seconde forme fondamentale
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6gij =0(X; X ;) =0(X,) - X;+6(X;) - X;i=vn; X,;+n; X;)=—2h;;. (5.63)

La dérivée du déterminant est donnée @alet(A)) = det(A) Tr(A~15A). Nous obtenons avelc (5/63)
et la définition[(5.51)

§(det(gi5)) = 2v/90(\/9) = 9> 970(gi;) = =20 9> g7hi =2 g > hi. (5.64)
2,J 2,] A
En utilisant la définition de la courbure moyenne (5.52) il vient

5(vg) = vH V3. (5.65)

Réécrivons les résultats précédents avec l'intégraléQur

5J = | 6(fIX]) + fIX]H ¢ do. (5.66)
o0

Remarque

Contrairement aux autres méthodes d’optimisafifrcontient les variations d¢ par rapport aux déri-
vées deX mais également celles de la positi&n

Comme dans le cas des parties précédentes nous aurons besoin d'@sisgégdrations par parties sur
les surfaces.

Intégration par parties

L'intégration par parties sur les surfaces provient du résultat géolétehu par Stokes sur les formes
différentielles. Sif est une fonction et est un vecteur tangeators ([24] p 184)

/ divgo(v)f do = —/ Voof - vdo. (5.67)
o0 o0

Siv = v X 1 +v?X 5 est décomposée sur la base contravariante associée a la paramétrisationlie f
se reécrit

/ > i do =0. (5.68)
T
Nous en déduisons facilement

/ Apaf g do :/ Aong [ do. (5.69)
0N onN

Nous nous intéressons maintenant aux cas particuliers ou la fonctionrediecdée la normale et de la
courbure.
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5.6.3 Dérivée d’'une énergie dépendant de la normale

Considérons la fonctionnellg dépendant de la position et de la normale écrite a I'aide de la para-
métrisation

J(t) = /Uf(X(t), n(t))\/g(t) du'du®. (5.70)

NotonsV f le gradient def par rapport a la premiére variableét f le gradient def par rapport a la
deuxieme variable. Pour le calcul de la dérivée de cette fonctionnelle mons besoin dans un premier
temps de calculer la dérivée de la normale

Dérivée de la normale

Dans ce but commencons par dériver I'égatitéX ; = 0 et utilisonsn - n; = 0

on-Xi=-n-0(X;)=—n-in+yn;) =—;

En dérivantn - n = 1 avecd nous obtenons quén = a; X + a2 X > est dans le plan tangent. En
remplacant dans I'expression précédente et en utilisant I'ascerisalicels

j i
En utilisant la définition du gradient surfacique nous obtenons

on = — Zgij@b,iX,j = —Vaai). (5.71)
i,J

Dérivée de la fonctionnelle
En utilisanté X = +n et (5.71)

S(F(X,n)) = Vif-0X +Vaf -6n=Vif -nt—Vaf - Vooib

Nous pouvons a présent utiliser la formule générale (5.66)

5T = | Vif-nt—Vaof - Veath + fH do.
o0

La formule de symétrie (5.17) (qui est aussi valable dans le cas d’'uampaisation) et une intégration
par parties sur les surfaces (5.67) donne

—/ Vaf - Vooudo = —/ Vaoaf - Voaido —/ divaa(Vaoaf)Y do.
20 09 20

Il reste finalement

(5.72)

8 = [ (SCm)H + Vi n -+ divon(Tagnf) o do
o0

Considérons a présent une fonctionnelle dépendant de la courbueangoy
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5.6.4 Calcul de la dérivée de I'énergie de courbure moyenne

Dans cette section nous exposons plus en détails les calculs faits danSdb&idérons une fonction
A : R — R etla fonctionnelle définie a I'aide de la paramétrisation par

J(t) = /UA(H(t))\/g(t) du' du?. (5.73)

CommeH est donnée p&FZ gijhij (5.52) nous avons a calculer la dérivée de I'inverse de la premiére

/L?J
forme fondamentale ainsi que la dérivée de la deuxiéme forme fondamentale.

Dérivée de l'inverse de la premiére forme fondamentale

La dérivée de) _ gixg"™/ est nulle donc en utilisarit (5.63) et la définition (5.51)
!

> 00" g == g0(gin) =20 9" ha = 20 bl
k k k
En utilisant 'ascenseur d'indices nous obtenons

5(g7) =20 " g7*hy. (5.74)
k

Dérivée de la deuxieme forme fondamentale

En dérivant la formulé:;; = n - X ;; nous obtenons

6(hij) = 0(Xi5) - n+ X5 - on. (5.75)
Pour le deuxiéme terme il suffit d’utiliser (5.71), les équations de Gauss) @&l queX ; - n =0

on-X; = — (Z gpq¢7qX7p> . (Z Fij,k + hijn)
P k

- - Z 9" qgpk iy = — Z L.
k

g,k

Pour la derniére ligne nous avons utilisé la relaflpn g” g, = 6, oti 5% est le symbole de Kronecker

p
et non I'opérateur de dérivation.

Pour le premier terme, il suffit de calculer la dérivéeXig que I'on obtient facilement avec (5.59)

0(Xi5) = agn+an; + v n; + ¢ ng;.

En utilisantn - n; = 0 nous obtenons
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5(X7¢j) n=1+ngi .

En dérivantr ; - n = 0 par rapport § et d’aprés les équations de Weingarten (5.53)

ngomo o= —ngong=-— (—thx,p> : (—Zh?X7q> == hlhig,
p q p,q

= = g g = =Y sy
k

.,k
Nous avons utiIiseE: qugpq = 51’5 pour la derniére ligne du calcul. En remplacant les calculs précédents

q
dans (5.75) et en introduisant la dérivée covariditg).; (5.55)

Shij =5 — > Tk —v > highf = (), = > highf. (5.76)
k k k

Calcul de la dérivée deH

Utilisons a présent la définition dé a I'aide des deux formes fondamentales (5.52), (5.51) et utilisons
les résultats (5.74) et (5.76) ainsi que la définition du laplacien surfacsob@) (

—0H 0 Z gijhij
1]

= > 6(gDhij + Y g75(hij)
2% 2%

= 20 ¢ hihi +> g7 ((W);j = h?hkj)
k

4,5,k @]
= ¥ BhE+ Aoy
ik

ot nous avons utilis& ~ ¢7*h;; = h¥ ety ghy; = hi. Lesh] sont les coefficients de I'endomor-

J J
phisme—dn dans la baseX i, X o). Comme les valeurs propres de sontx; etxy
Zh};hf = Tr(dn?) = (k1)? + (k2)? = (k1 + K2)? — 2k1Ky = H? — 2G.
ik

Résultat final

La dérivée ded(H) est donc donnée par

S(A(H)) = A'(H)0H = —A'(H)(Aparp + (H? — 2G)). (5.77)
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Nous pouvons a présent utiliser le résultat général (5.66)

§J = / (—A'(H)Apap — A/(H)(H? — 2G)p + HA(H) ) do.
o0

Une intégration par parties du laplacien surfacique (5.69) donne finalement

5F = — /8 (Bon(A(H)) + A'(H)(H? 26) ~ HA(H)) v do (5.78)

Ce résultat obtenu par Willmore [51] est complétement géométrique car il dépé&uement de la cour-
bure et d’opérateurs surfaciques.

5.6.5 Energies plus générales

Pour cette section nous nous inspirons de [45]. Des fonctionnelles plasaggndépendant de la cour-
bure de Gauss peuvent étre considérés avec des énergies du type

J(t) = /U FUH(), G(0)y/g(@) duldu?. (5.79)
Nous avons
S(F(H,G)) = 6(H)Fy + 6(G)Fg (5.80)

ou nous avons notéy (H, G) la dérivée dg" par rapport a sa premiére variablelei( H, G) la dérivée
de F' par rapport a sa deuxieme variable. Pour plus de lisibilité hous omettons laddépe ert{ et G
de ces dérivées.

Le calcul ded H vient d’étre effectué, il nous faut a présent calculer Pour ce faire partons de la
P Lo det(h;;
définition (5.52) que I'on peut réecrirg — /53
I'opérateurs

. Dans la suitgy désigneralet(g;;). En appliquant

0G = det(hij)é <;> + ;5(det(h”))

Pour le premier terme nous utilisons (5.64)
1
det(hij)é () == —det(hij)d—g == —QHGl/)
g g

Notonsh;j1 linverse de la matricé;;. En utilisant la dérivée du déterminant ainsi que (5.76)

;5<det<hz~j>> = Ldet(hiy) 3" hitothy) = G 3 hi ((zz},z-);j - wZ%w) -
1] k

g I,
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En utilisant la définition de I'inverse de; et la définition de la courbure moyenhe (5.52) nous obtenons

S hithiheg =Y by =3 hf = ~H.
i,k k

4,5,k
Donc finalement, aprés avoir notd = Gh;j1
0G = —2GHY + > h(3h)y + GHY = —GHyp + Y h (1),

1,J .7

Nous avons

FgéG = —Fg GHY + Y Fah (1),
12

En utilisant les propriétés de la dérivée covariante du produit et I'équdédainardi-Codazzi (5.57)

D Feh )y = Y (Faha)y— > (Fa)yhv: =Y Fa(h¥), b,
i

i i i
= D (Fohy,); =Y (Fa)h7.
Z‘?j Z7~7

Une fois intégré, le premier terme est nul d’apreés (5.68) car le produljtaméz F(;Bijw,i correspond

%
aux coordonnées contravariantes d’'un champ de vecteurs. Camme,; et (Fg),; = (Fg),; nous
pouvons refaire le raisonnement précédent (en utilisant le faithguest symétrique pour appliquer

(5.57))

Y (Fe)h Ty = Y (Fe)jh T =Y ((Fe) jh 7). — Y (Fa) g)ah ' — Z(FG)J(EU);W

v W 6 2¥]
@] i

Une fois intégré, le premier terme est nul d’apres (5.68) car le prodmtaméZ(FG),jﬁijw corres-

pond aux coordonnées contravariantes d'un champ de vecteureriram

FaoG = —Fg GHY + Y ((Fa) i);;h7. (5.81)
(2%
modulo des termes dont I'intégrale est nulle. En utilisant le résultat gééédl) (avecf = F(H,G),
I'expression dédH (5.77),0G (5.81) et en effectuant une intégration par parties pour le laplacien surfa
cique (5.69)

6J = F(H,G)H — Apo(Fy) — Fy(H? = 2G) — FoGH + Y _h7((Fg),); | o do.

o0 i
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Utilisons & présent le théoréme de Cayley HamiltdA ¢ Tr(A)A + det(A)I = 0) avec la matrice de
terme général’ et les relations (5.52)

> hEh] + Hh! + Go] = 0.
k

Nous multiplions I'égalité précédente pfag} puis nous faisons la somme suPour chaque terme nous
utilisons a présent (5.51). Pour le premier terme

S UG = 3 W i) = S, = S
ki k,m

k,i,m k

Pour le deuxiéme terme
HY hlh' =HY ¢Mhyihy! =HY  g™ébh = Hg.

7 ] m

pour le troisiéme terme
G Z hi 01 = Ghol = hiv.
Nous obtenons finalement
hid = ngij — Z hz,gkj.
k

Avec la définition du laplacien surfacigue (5.56)

Do hI(Fa)a)y = —H D g7 ((Fa) )y = D g (Fa))y = —HAoa(Fa) = > hig"((

1] 1] .5,k 0,5,k

(Fa),; sont les composantes covariantes du champ de vecieuicl ;). NotonsVao(Vaa(Fe)) la
dérivée covariante de ce champ de vecteurs. Nous avons enfir7ad2x (

dn : Voo(Voo(Fa)) = = Y hig" ((Fa).
1,5,k

La formule finale est donc la suivante

6T = /OQ (F(H,G)H — Dpo(Fry) — Fi(H? — 2G) — FoGH — HAgo(Fg) + dn : Voo (Voa(Fg))) ¢ do.
(5.82)
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5.7 Comparaison des résultats

Nous avons utilisé précédemment différentes approches pour calculévéedde fonctionnelles
géométriques. Nous commencons par comparer les méthodes d’optimisation ytilis&esus nous in-
téresserons a la comparaison des résultats obtenus dans le cas derfieliesalépendant de la normale
ainsi que de la courbure.

5.7.1 Comparaison des méthodes d’optimisation

Dans chaque approche, nous avons déformé la surface et calewariions de la fonctionnelle
au premier ordre. Déformer un domaine dans la direction tangentielle n'aautluence sur la forme.
C’est pour cette raison que nous avons considéré uniqguement dsovarnormales dans I'approche
avec les outils de géométrie différentielle. Ce résultat se retrouve égaldarente théoreme de Rey-
nolds ou seule la composante normalen sur le bord du domaine intervient. Dans chaque méthode,
I'idée principale est de se ramener & un domaine fixe pour pouvoir enguierdes termes apparaissant
dans l'intégrale.

Une différence importante entre la premiére méthode de dérivation et les asitigu’on approxime
une fonctionnelle surfacique par une fonctionnelle volumique. Pour comiesreésultats, il est donc
nécessaire de faire tendre le parametneers 0. Dans ce cas, nous avons le résultat suivant pour la
fonctionnelle générale level set (5.22) en utilisant (5.18)

(/((fWDt+dw(ﬂ@nﬁV”J!V¢HC(¢) de — [ (F16]): + div(Féln)u - n do-
Q 3

€ e—0 Jaq
Nous retrouvons donc le résultat (5.39). Dans le cas ou la fonctionnallBaquconsidére dépend de la
position, remarquongf|[¢]); contient uniguement les informations stiet ses dérivées et pas celles sur
la position.

Si nous choisissons de développer le résultat précédent nous idteno

Aéﬂwn+vqwbvuwn+ﬁ@Humda (5.83)

Dans le cas de la méthode paramétrigueontient les informations sur la position et les dérivées de
X. Pour comparer les résultats, il suffit de remarquer avec|(5.59)

S(FIX]) = V(fIX]) - 6X + 6(f[X]) = V(fIX]) - n ¥ + 5(f[X])

oud(f[X]) désigne la variation dg[X| par rapport aux dérivées dé. Le résultat/(5.66) se réécrit donc
6J = /m S(FIX)) + V(fIX])-n o+ fIX]He do (5.84)
Nous pouvons donc identifier les résultats (5.83) et (5.84) en choisissant

u-n=1. (5.85)
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Comparaison de la dérivée de la normale

Tous les résultats sont basés sur la dérivée de la normale. Avec les ggtbeel set nous avions
obtenu/(5.5.1)

(n(¢))t = —Vaqa(u-n) — ([Vn] n) u-n.

Remarquons que dans le cas de 'optimisation par les outils de géométrie diffearous avions ob-
tenudn = —Vyqt qui correspond au premier terme de I'expression précédente. Le faiadgller
sans utiliser de prolongement permet de ne pas considérer le terme sugpléami®m| » qui dépend
du prolongement choisi. Comme nous allons le voir, ce terme est a 'originesaiaté non surfaciques
dans les deux premiéres méthodes et il complique les calculs. Dans le cadahation distance ce
terme est nul (5.14) ce qui simplifie grandement les calculs.

Passons maintenant a la comparaison des résultats pour une fonctionpelidaté de la normale
et de la courbure moyenne.
5.7.2 Comparaison pour une fonctionnelle dépendant de la narale

Les résultats obtenus par les trois approchesapnibri différents. Cependant nous allons simplifier
les formules obtenues, notamment en utilisant les lemmes énonceés au débapithe cNous repartons
du résultat obtenu avec la premiére méthode (5.24)

(Je(0))e = /Qdi"(f('>n)n + Vaoaf) u-n \qu)%C <¢> dz.

€
Mise sous forme géométrique du résultat avec I'approximatio volumique

On peut écrire cette formule sous une autre forme. En effet en utilisamhfade2 p 104

div(Vapaf) = divea(Vaeaf)) + (V(Vaeaf) n) -n
= divoa(Vaeaf)) — Vaf - ([Vn] n).

Nous avons également en développant la divergence

div(f(-,n)n) = f(-,n) div(n) + Vo(f(z,n(2))) -0 = f(,n)H + Vi f -0+ (Vo' Vaf) - n.

Deux termes se simplifient et le résultat peut donc s’écrire

(J(0)): = /Q

Nous faisons maintenant tendre le parametvers O pour obtenir

(fC,n)H +Vif-n+divea(Vaoaf) ) u-n ‘Vd)%c (f) de.
(J(®)): = /aa( FCn)H +Vif -n+divea(Vasaf) ) u-n do. (5.86)

Nous pouvons donc identifier avec (5.85) les formules (5.44), (5.7®.&b). Si nous considérons une
fonctionnelle géométrique c’'est a dire dépendant uniguement de la nortrzds de la position nous
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avonsVy f -n = 0. Dans ce cas (5.86) se met sous une forme complétement géométriquessaitthe r
dépend uniquement de normale, la courbure et d’opérateurs sudacijous allons justifier a présent
le calcul fait en donnant le type d’applications dans lesquels cette énetgitlisée.

Mouvement a courbure moyenne anisotrope

De nombreux mouvements d’interfaces sont décris par la minimisation d’'umgi€n@ans le cas
de I’énergiefaQ do nous obtenons d’aprés (5.39) que la dérivée est donnég\sgalfu -n do. Dans les
applications en cristallographie, des anisotropies apparaissent en foret@idection de la normale.
L'énergie considérée est alors

J(6) = /8 o) do

Il est supposé que I'énergie est homogene de degré un c’est g(dirg = tf(n) car la fonction ne
dépend que de 'orientation de En dérivant cette expression par rapparhaus obtenonéVv f)(n)-n =
f(n). Nous avons donc en utilisant (5.16)

divga(Vaaf) = divaa(Vf) — divgo((Vf -n) n) = divgo(Vf) — (Vf-n) H = divea(Vf) — fH.

En repartant du résultat (5.24) nous obtenons

(J(6))e = /8 divon(VS)u-n do (5.87)

Il est d’'usage de définir une normale anisotropeet une courbure moyenne anisotrofig par les
formules

ng = (Vf)(n) Hy = divpa(ny) (5.88)

Nous retrouvons donc les formules introduites par exemple dans [18 pui9nodélisent des mouve-
ments & courbure moyenne anisotrope.

5.7.3 Comparaison dans le cas d’'une fonctionnelle dépendadé la courbure moyenne

Intéressons-nous maintenant au cas de la courbure moyenne. [dartsme de la formule (5.26)

¢

1
€

(o= [ <

; (div(A(H)n) — div (

Voo (A’(H)|V¢>|)>> u-n|V¢)]i{< > dz. (5.89)

Mise sous forme géométrique du résultat avec I'approximatio volumique

Commencons par développer le premier terme de I'expression en utilisant (5.9)

div(A(H)n) = A(H)H + A'(H)VH - n.

Développons a présent le deuxieme terme en utilisant la propriété (5.13)
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. 1 , - ’ . /
div <va(,4 (H)|V¢|)> = div(A'(H)([Vn] n)) + div(Vaa(A'(H))).

Pour le deuxieme terme on introduit la divergence surfacique et on utilissniede2 p 104
div(Voo(A'(H))) = divaa(Vaa(A'(H))) + (V(Vaa(A'(H))) n) - n
= Qpo(A/(H)) — V(A (H)) - ([Vn] n).

Pour le premier terme on développe la divergence et on utilise le lemme 1 p 104

div(A'(H)([Vn] n)) = A'(H) (VH -n+ (H? - 2G)) + V(A'(H)) - ([Vn] n).

En mettant les résultats bouts a bouts des termes se compensent et il resteefihan faisant tendee
vers(

(J(6)): = — /6 (BonA'(D) + A(H)(H? =26) = AUDH ) w-nd. (5.90)

Nous retrouvons donc bien la méme expression que dans le cas de l'optimiaatio les outils de
géométrie différentielle (5.78)

Mise sous forme géométrique du résultat avec la formule de Rewtds surfacique

Nous repartons du résultat (5.49) obtenu avec la formule de Reynafdsigue.

J() = / div(A(H)N) w1 — Mog(A'(H))u - n do (5.91)
o9
+ - —A'(H)divgo([Vn] n) u-n+ A'(H)([Vn] n) - ([Vn] n) u-ndo. (5.92)
En utilisant le lemme|1 p 104 et le lemmie 3 p 104

divoa([Vn] n) = div([Vn]n) — (V([Va] n)n)-n=VH-n+ H* —2G + ([Vn] n) - ([Vn] n).

En développant la divergence et en utilisant (5.9)

div(A(H)n) = A(H) div(n) + V(A(H)) -n = A(H)H + A'(H)VH - n.

En reportant les deux propriétés précédentes dans (5.92) des ternms@ensent et il reste au final

(J(): = — /8 (Bon(A'(H)) + A/(H)(H? = 2G) = A(H)H) u- . do. (5.93)

Nous retrouvons donc bien la méme expression que dans le cas de I'optim#sagoles outils de géo-
métrie différentielle/ (5.78).
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Nous obtenons bien les mémes résultats car nous avons montré dansd’danetapitre 7 que
le laplacien surfacique était le méme dans le cas d'une paramétrisation airgamgisa formulation
avec une fonction implicite. Le résultat obtenu est géométrique car il ne dépende la courbure et
d’opérateurs surfaciques. L'étude de ces différentes méthodesnaoéité& par la compréhension des
résultatsa priori différents obtenus avec les outils de géométrie différentielle par Willmore &t ceu
obtenus avec une approximation volumique. Le passage entre les deuxaailé gar I'introduction
de la formule de Reynolds qui permet d’'introduire les opérateurs swiaidans le cas de la courbure
moyenne au carré les résultats peuvent s’écrire sous la forme durdiagrauivant

Regularisation volumique

J(9) = [ryeqy H(9)* do J(9) = Jo H(@)* [VO|2C (2) da
Derivation par rapport & Derivation par rapport &
e —0
(J=(9))e

(J(O) = — frpogy (2000 H + H(H? —4G)) u-n do

FiG. 5.3 — Diagramme des résultats obtenus dans le cas de la courbure mayeanea

Quelques remarques dans le cas de la courbure moyenne au carr

Le cas particulier ol (r) = r? a été trés étudié dans la littérature [51] et c’est cette énergie qui nous
intéresse dans les applications en biomécanique

J= [ H?do.
o0
On peut montrer que cette énergie est invariante par transformationsroesfo’est a dire les transla-
tions, rotations, dilatation et inversion. Une application intéressante de la prapgiditatation est que
la valeur de cette fonctionnelle est la méme a toutes les échelles, en particutiée das de membranes
biologiques. Les points critiques de cette fonctionnelle sont donnés d'épe¥y par les surfaces qui
vérifient

20poH + H(H? — 4G) = 0. (5.94)
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Il est simple de voir que cette égalité est vérifiée pour une spligte{ 4G = cte). Il a été démontré
que la sphére réalise le minimum de cette énergie parmi toutes les surfacpsldgitd. Il est possible
de montrer que I'égalité précédente est vérifiée pour un tore dont leagasgrifientr = R+\/2. Par
contre, montrer que ce tore est le minimum de cette énergie parmi tous les ebjetotbgiel est une
conjecture (de Willmore). Le cas qui nous intéresse est de trouver le minirawete énergie lorsque
I'aire et le volume sont fixé. Il n’existe pas a ma connaissance de réthédtaique sur le sujet.

L'égalité précédente peut s'interpréter de la maniére suivante : le tHfime 4G tend a ramener la
surface vers une sphére, tandis que le tefxpg H tend a moyenner localement la courbure moyenne.
En effet, une fonction harmonique (dont le laplacien est nul) a cette ptéutiétre localement égale
a sa moyenne. C’est srement I'une des raisons pour laquelle les fdesegobules rouge obtenues
en minimisant[(5.78) a aire et volume fixé ressemblent a un ellipsoide concdée qita une piste
d’athlétisme (FIG 4.3)

FiG. 5.4 — Piste d’athlétisme et forme d’un globule
Les résultats présentés sont valables pour une surface mais nowng@mvdéduire facilement la

formule pour les courbes paramétrées. Dans ce cas om teturbure de la courbe et les deux valeurs
propres déVn] sontx et0, en conséquence

Tr([Vn]?) = k2. (5.95)

En reprenant les calculs précédents nous obtenons la dérivEeyle- [, x? do (on note toujour®)
la courbe)

(J(9))y = — /89(2A39/€ + k%) u-n do. (5.96)

Remarquons que dans ce cas, la dérivée de I'énergie de courbatgas nulle pour un cercle.
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Nous pouvons a présent calculer la fof¢eassociée a I'énergie de courbure. Le principe des travaux
virtuels stipule que

J(@) = — /Q F(6) - u da (5.97)

En réécrivant le résultat (5.90) avec I'approximation volumique (5.183 nbtenons

1
Fi(6) = (2ant + (i~ 46) yn Vol ¢ (£ (5.99
Dans le cas bidimensionnel nous obtenons
1
Fi6) = (2804 Vol 26 (2) (5.99
5.7.4 Calcul pour une fonctionnelle générale

Nous nous intéressons maintenant a la mise sous forme géométrique ctugie éiépendant de la
courbure moyenne et la courbure de Gauss. Nous avons consittérérargie générale dans le cas des
méthodes d’approximation volumigue et paramétrique. Cependant, des easerslongs montrent que
le résultat reste le méme avec la formule de Reynolds surfacique. Pous radopedir I'exposé nous
avons omis ces calculs. Nous allons donc simplifier I'expression généra® (&8s le cas ou la fonc-
tionnelle dépend des invariants Bén]. N'ayant pas réussi a mettre le résultat sous forme géométrique
jutiliserais une fonction distance qui permet beaucoup de simplifications.

Calcul de [V, ¢]

Pour simplifier le résultat (5.37) nous avons donc besoin dans un premies tengalculefV,,g| dans
le cas ou
g(w) = F(Tr(w), Tr(Cof (w))). (5.100)
Dans cette section, la notatigndésigne la fonction précédente et non la métrique de la surface. Nous
avonsg([Vn]) = F(H,G) d'apres|(5.9) et (5.10). En notafit(w) = Tr(w) nous obtenons que
dfy(w)(h) = Tr(h) =1 : h. (5.101)

En notantf,(w) = Tr(Cof(w)) un développement limité donne

2fs(w+h) = (Tr(w+h))* = Tr((w+ h)?)
= Tr(w)? 4 2Tr(w) Tr(h) + Tr(h?) — Tr(w?) — Tr(wh) — Tr(hw) — Tr(h?)
= 2fo(w) + 2 Te((Te(w)I — w)h) + o(|h]).

Nous obtenons donc

dfa(w)(h) = (Tr(w)I —w?) : h.
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Nous pouvons a présent calculer le gradieng défini pardg(w)(h) = [Vwg](w) : h. Aprés avoir noté
Fyy la dérivée deF par rapport a la premiére variable Et la dérivée del” par rapport a la deuxieme
variable

[Vuwgl(w) = Ful + Fa(Tr([w])] — [w]").
L'égalité précédente doit étre appliquée au ppint| et nous obtenons

[Vwgl([Vn)) = (Fi + HFg)I — Fa[Vn)”. (5.102)

5.7.5 Simplifications de la formulation level set

Nous commencons par simplifier la formule (5.37) dans le cag eUF'(H, G). Nous remplagons
pour simplifier la présentatidiV,g] paral + 5[Vn]T ol « et sont des constantes.

Premiere simplification

Commencons par faire le calcul des deux termes contenagt iésrvenant dans (5.87) que nous notons
L. (nous omettons les intégrales)

¢

L.= (- divpq <(a1 + ﬁ[Vn]T)wgng’ <€>> + (o + B[Vn]")V¢) - div(n ® n)g%(’ <‘f>> u-n|Vel|.

Pour le premier terme nous utilisons (5.8) et (5.16)

—divgn <(a[+ﬁ[Vn]T)n|Vqﬁ]€12§’ (f)) = —divgn (a\V¢|€12C’ <¢> n> = —aH]Vqﬁ\E%Q’ <(§> .

3

Nous obtenons avelc (5.8) et (5.15)

((al + BIVn)") n|V9)) - divin @ n)gi?g“' (f) — a(Hn + [Vn] n)- n|v¢y€i2<' (f) - aH]VqS\g%C’ <f) |

Nous avons doné.. = 0 et donc les termes eff, qui pouvaient sembler génants, n’interviennent pas
dans la différentiation.

Intéressons-nous a présent aux autres termes intervenant dgredssn|(5.37) en notant la
fonctionnelle obtenue (nous omettons les intégrales ainsuqmﬁgvmg (%) qui est en facteur)

Jo= div(g([Va))n) — divaa(div(al + B]Vn]T)) - divaq <<OJ + quvw)

Vol
W) -~div(n ® n).

+ div((ad + B[Vn]1)) - div(n @ n) + ((aI + p[vn)t) Vol

En utilisant[(5.13)
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VIVe| _ VIVg|-n
Vol [Vn] n+ 2 n. (5.103)
En utilisant(5.8)
7 VIVe| T VIVg¢|-n
(al + B[Vn] )W = (al + B[Vn]")[Vn] n + ai]Vq}ﬁ\ (5.104)
Nous obtenons donc pour le troisieme terme/davec (5.16)
— divag ((a[ + ﬁ[%]ﬁW) = —divag ((af + B[Vn]")[Vn] n) — QHW.
Utilisons a présent (5.8) et (5.104) pour le cinquieme termé.de
<(a[ + B[va]T) V||VV¢<;|5|> -div(n ®n)
= (a[Vn] n+ amn + B[Vn)T[Vn] n) -([Vn] n+ Hn)
VIVl -
= (a+ BH)([Vn]n)-([Vn]n)+ aH|vd;5||n + B([Vn| [Vn] n) - ([Vn] n).
Des termes se compensent et il reste donc
J. = div(g([Vn])n) — divaa(div(el + B[Vn]")) — divaq ((al + B[Vn]") [Vn] n(b.105)
+ div((ad 4+ 8[Vn]")) - div(n @ n) + (a + BH)([Vn] n) - ([Vn] n) (5.106)
+ B([Vn] [Vn]n) - ([Vn]n). (5.107)

Retrouvons maintenant le résultat que I'on a obtenu dans le cas de laimaorbyenne.

Cas de la courbure moyenne

Simplifions I'expression (5.107) dans le gas-= 0 en omettant le terméiv(g([Vn])n) que nous notons
R“. En utilisant|(5.15)

R = —divgq(Va) — diveg (a[Vn] n) + Va - (Hn+ [Vn] n) + a([Vn] n) - ([Vn] n).

En utilisant(5.16) nous obtenons

—divpa(Va) = —divaga(Vaga) — divoa((Va - n)n) = —Agga — HVa - n.

En développant la divergence et en utilisant le lemme 3 p 104

—divga(a[Vn|n) = —adivoa([Vn] n) — Vaqa - ([Vn] n)
= —adiv([Vn] n) —a([Vn] n) - ([Vn] n) — Vaga - ([Vn] n).
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En utilisant la relation de symétrie (5/17) ainsi que (5.13)

B VoalVe| VoalVe|
Voaa - ([Vn] n) = Vg S a S Va- ([Vn] n).
Des termes se simplifient et il reste finalement
R* = —Apoa — adiv([Vn] n). (5.108)

Pour obtenir le résultat dans le cas d’une fonctionnelle du fyped(H) do il suffit d’aprés|(5.102)
de remplacer dans I'expression précédenpar A’'(H) et d’ajouter le termeliv(A(H)n). Nous notons
Jy le résultat obtenu.

En utilisant le lemme 1 |p 104 et en développant la divergence nous obtenons

Jy = AH)H + A (H)VH -n — Apo(A'(H)) — A'(H)(VH -n + H? - 2G). (5.109)
Il reste donc

Ju = A(H)H — Ago(A'(H)) — A'(H)(H? - 2G). (5.110)
Nous retrouvons donc bien le résultat (5.93).
Aprés quelques essais infructueux je n'ai pas réussi a mettre sous g@ométrique le résultat dans

le cas d’'uni non nul. Je propose donc de faire une simplification en supposant gseune fonction
distance.

Cas de la courbure de Gauss pour une fonction distance

Dans ce cas, d’'apres (5/14) nous avons la reldfiom » = 0 ce qui va notablement simplifier les
calculs. Notonsk, 'expression|(5.107) dans le cas d’une fonction distance aved) dont nous dtons
le terme erdiv(g([Vn])n)

RS = —divaq(div(8[Vn]T)) + div((8[Va]")) - Hn. (5.111)

En développant la divergence ainsi que la proprigté|[Vn]?) = VH

div(3[Vn]") = BVH + [Vn]" V3.

Nous avons donc en utilisaf¥n] n = 0

div(3[Vn]T) - Hn = BHVH -n+ H ([Vn)" VB)-n=BHVH -n.

Nous avons également en utilisant (5.8)
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—divaq(div(B[Va]T)) = —diveq(BVH) — divea([Vn]! (Vaaf + (VB -n)n))
= —divea(BVH) — divaa([Vn]T Vaap)
Pour le premier terme on développe la divergence surfacique et on (Bili€® @insi que la propriété de
symétrie (5.17)

—divga(fVH) = —fdiveq(VH) - VH - Vsof3
= —-f diVag(VaQH + (VH . n)n) — VoanH - Vol
= —BApoH — BH(VH -n) — VaoH - Vaqf.

Pour le deuxiéme terme on utilise la relatidiv o (Ab) = divan(AT) - b+ AT : Vb ainsi que le fait
que[Vn] est symétrique car on a choisi une fonction distance

— diVaQ([Vn]T Voaf) = —divea([Vn] Vaal) = — diVag([Vn]T) Vol — [Vn] : Vaa(Veas).

En dérivant/(5.8) et en multipliant parnous obtenons dans le cas d’une fonction distance

(V([Vn)T)n) -n = —[Vn)T[Vn] n = 0.

Nous avons donc avec la relatidiv([Vn]?) = VH

—divaa([Va]T) = — div([Va]") + (V([Vn]")n) -n = —VH.

En utilisant la relation de symétrie (5/17) nous obtenons

—divaa([Vn)'VaaB) = —=VH - Voo — [Vn] : Vaa(VaaB) = —VaaH - Voo — [Vn] : Vaa(Vaas3).

Deux termes se compensent et il reste
RO = —BApaH — 2VaqH - Vool — [Vn] : Vaa(Vaas). (5.112)

Cas général

Considérons a présent le cas générahWn]) = F(H,G). Dans ce cas, d'apres (5.102), nous
avonsa = Fy + HFg et3 = —Fg. NotonsJ; la somme de?® (15.108),R5 (5.112) ainsi que le terme
div(F(H,G)n). Dans le cas d’une fonction distance nous avBfis= —Apqa et nous obtenons

Jg = div(F(H,G)n) — Ago(Fg + HFg) + FaQAoa(H) + 2VaaH - Voa(Fg) + [Vn] : Voo (Vaa(Fg)).

En développant le laplacien surfacique

ANpo(HFg) = HApo(Fg) +2Vaa(Fg) - Vool + FaAsq(H).
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Donc

—Apa(HFq) + FGAC’)Q(H) +2VoaH - Vaa(Fg) = —HApo(Fg).

En développant la divergence et en utilisant le lemme 1 p 104 avec une fodistiance

div(F(H,G)n) = F(H,G)H +V(F(H,G))-n=F(H,G)H+ Fy VH -n+ FgVG-n
= F(H,G)H — Fy (H*> - 2G) 4 F5 VG - n.

Il reste donc
Jo=F(H,G)H — Fyr (H?> =2G) — Apa(F) + Fo VG -n— HAgo(Fg) + [Vn] : Voa(Vea(Fa)).

(5.113)
Supposons que la surface ne change pas de topologie. Alors dagnésreme de Gauss-Bonnet (7.26)

G do = cte. (5.114)
o0

Utilisons (5.113) aved'(H,G) = G. Nous avongd’y = 0 et F; = 1. On obtient donc (on remet les
intégrales)

/ (GH +VG-n)u-ndo=0.
[2/9]

Cette formule étant valable pour tout champ de vitesseus avons

VG -n=-GH (5.115)
La formule (5.1183) se réécrit avec les intégrales et en faisant tenanes0

J'(t) = /m (F(H,G)H — Fy (H? — 2G) — Moo (Fy) — Fo GH — HApo(Fg) + [Vn] : Voo (Voa(Fg))) u-ndo|.

(5.116)

Nous obtenons donc I'équivalent de la formule (5.82) obtenue avec ladepgaramétrique.

5.8 Bilan

5.8.1 Avantages et inconvénients de chaque méthode
Méthode approximation volumique

Cette méthode est la plus simple car on se raméne a un domaine volumique. dkestriple de
démontrer les théorémes généraux de dérivation. Les intégrations pas paffiectuent sur un volume
ce qui simplifie les calculs. Le plus gros inconvénient réside dans le chaiqaiblongement des quan-
tités considérées a I'extérieur de la surface. Les résultats obtenusdeé@pelon@ priori du choix de la
fonction ¢ choisie. Remarguons que nous avons calculé la différentielle d’'unédanelle dépendant
de la courbure de maniére générale par I'intermédiair@/ae.
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Méthode avec formule de Reynolds

La démonstration des théorémes de dérivations est dans ce cas plus comhpéaxeutiliser un
changement de variable dans les intégrales surfaciques et ensuitaegflacdérivation. Comme les
calculs sont effectués sur la surface, il faut introduire des opégaseufaciques (notamment pour la
courbure) alors que le prolongement choisi est de nornge qui alourdit les calculs. Les résultats
obtenus ne sont pas géométriqagwiori car il est encore fait usage de prolongement a I'extérieur de la
surface. Cependant, cette méthode a le mérite de donner un résultacavamédateurs surfaciques qui
est intermédiaire entre la premiere méthode et la suivante.

Méthode géométrie différentielle

Avec cette méthode, les théorémes généraux ne sont pas trés compleémsrirdr. L'avantage
majeur est de considérer une parameétrisation et de ne faire appel apgomngement de quantités a
I'extérieur de la surface. Le résultat obtenu ne dépend pas de la pesati@n choisie car il s’exprime
a l'aide d’opérateurs surfaciques et de la courbure. Un autre @ergaide dans le fait que les calculs
sont simples dans la mesure ou les objets considérés sont de dim(damdn par exemple) contrai-
rement aux deux autres méthodes|Ou| est une matrice de taill® La difficulté de cette méthode est
liée aux outils mathématiques introduits qui font appel a des notions géométrigmabstraites (dérivée
covariante de tenseurs par exemple).

Résumons a présent les principaux résultats obtenus dans ce chapiseugposons que la surface

et les fonctions considérées sont régulieres afin que les calculs agamsiiNous reprenons les notations
utilisées dans la méthode avec la formule de Reynolds surfacique et ntonsdQ = {¢ = 0}.

5.8.2 Cas de la normale

Considérons la fonctionnelle définie par

J(@)= [ [f(,n)do
20

Les trois méthodes d’optimisation conduisent au méme résultat qui se met sowmda f

(J(9)) = /dQ( f,n)H +Vif-n+divea(Vaeoaf) ) u-ndo

5.8.3 Cas de la courbure moyenne

Considérons la fonctionnelle définie par

J(¢)= [ A(H)do
0N

Les trois méthodes d’optimisation conduisent au méme résultat qui se met sotmda f

(J(9)e = — /m( Noa(A(H)) + A'(H)(H? - 2G) — A(H)H )u-n do
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5.8.4 Cas de la courbure de Gauss

Considérons la fonctionnelle définie par

J(6) = /a F(H.G) do

En faisant I'hypothese simplificatrice d’'une fonction distance pour la fonctieel keto, la méthode
paramétrique et la méthode d"approximation volumique donnent le méme résufatait

(J(9)e = /(m (F(H,G)H — Fy (H* —2G) — Dpa(Fu) — Fg GH — HApo(Fg) + [Vn] : Voo (Voa(Fg))) u-n do

5.9 Conclusions et perspectives

Nous avons donc dans ce chapitre défini tout d’abord la courburemmeyet de Gauss de maniére
intrinséque avec (5.6) et (5.7). Nous avons ensuite simplifié ces expressios le cas de prolongements
unitaires de la normale (5.9) (5.10). Trois approches pour calculer ilédéte fonctionnelles géomé-
triqgues ont alors été développées. Nous avons montré que ces troisrdéiapproches donnaient le
méme résultat dans le cas de fonctionnelles dépendant de la normale et ddlaemwyenne et elles
permettent de mettre le résultat sous une forme géométrique. Ce résuliatilsgraour construire des
schémas numériques de différences finies pour la force de coutbhsradaptés que ceux qui serait utili-
sés pour la formule obtenue initialement avec la dérivation par approximatiomiepla. Dans le cas de
la courbure de Gauss nous avons identifié I'approche par approximationigae ainsi que la méthode
paramétrique dans le cas d’'une fonction distance.

Comme perspective, il serait intéressant d’achever ce travail en mettaésuleat de la courbure de
Gauss sous une forme géomeétrique dans le cas génégah@st pas une fonction distance. Une piste
serait de trouver I'équivalent des équations de Mainardi-Codazzioftteces équations qui ont permis
d’'importantes simplifications dans la méthode paramétrique) dans le cas d’'uasem@tion par une
fonction level set.
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Chapitre 6

Applications numériques

Plan du chapitre

Ce chapitre est consacré a la résolution numérique des équations du modadeneane intro-
duit dans la premiére partie. Dans un but pédagogique, nous commengamquelques généralités
sur les schémas aux différences finies pour I'équation de chaleur. piéssnterons ensuite les équa-
tions adimensionnées du modéle ainsi que les méthodes numériques utilisééspodre I'équation de
transport et les équations de Navier Stokes. Nous nous intéressesoiits @ux erreurs commises lors du
calcul du volume et de l'aire ainsi que de la courbure. Nous retrongegnsuite les formes d’équilibres
de vésicules en utilisant la force de courbure introduite dans la partiédeéte. Nous présenterons en-
fin quelques résultats préliminaires concernant le cisaillement. Toutes les simsitatibériques seront
effectuées en deux et trois dimensions d’espace.

Une maniéere simple de résoudre une EDP est d'utiliser des schémas &uzrdiéfs finies qui re-
posent sur des développements limités. Nous proposons dans ce eé&haipitre d’étudier brievement
les schémas numériques de différences finies sur 'équation de la chalaettant en avant les schémas
implicites et explicites. Pour une introduction plus détaillée de I'analyse numésigenvoie a [1].

6.1 Equation de la chaleur 1D

Considérons I'équation de la chaleur sur I'intervallel] x [0, 7] avec des conditions de Dirichlet
homogeénes

u = D%+ flu),
U($,0) = UO(.’E),
u(0,t) = wu(l,t) =0,

ou f est un terme source qui peut étre non linéair® est le coefficient de diffusion.

6.1.1 Approximation de la solution

Nous allons discrétiser I'espaf® 1] x [0, 7] pour réduire & un nombre fini le nombre d’inconnues
du probléme. Pour ce faire, choisissons un pas d'espace- 1/M et un pas de tempAt = T/N.

143
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Notonsu!" une approximation de la solution aux points de grille = iAz, ¢, = nAt). Utilisons un
développement de Taylor Lagrange pour approximer la dérivée temporelle

uftt—ul  Ou At 9%*u

A T g @it 5 g

l’iﬂ')7

ouT € [tn,tnt1]. Lerreur commise en remplagant la dérivée en temps par I'approximation ohibrae
de gauche est donc proportionnelle au pas de telht@snsi qu’a la dérivée seconde en temps:d8i la
dérivée seconde est bornée alors I'erreur commise tendaimeAt donc le schéma est consistant
al'ordre 1 en temps. Pour le terme diffusif il est courant d’utiliser le schéanéré

ult o —2u +ul 0% Azx)? 0%y
F;n = tl : 2 = = Q(xi7t7l> + ( ) o
(Ax) ox 12 0Oz

(& tn)-

ou¢ € [z;, zi+1]. Le schéma considéré est donc consistant a I'ordre 2 en espaceawmssmaintenant
plusieurs choix possibles pour résoudre le probléeme approché.

6.1.2 Schéma explicite

Nous supposons dans un premier temps que le terme source en secone rhestlnul. Le schéma
explicite est donné par

’LL?+1 — u? n
L =D (6.1)

Ce schema permet, connaissant la condition initiale, de déterminer explicitemealeles de.]” pour
tout: et toutn. Sil'on choisit des pas d’espaces et temps quelconques, le schélc@texp.1) diverge.
Bien que nous ayons construit des approximations consistantes desedélds erreurs que I'on commet
a chaque pas de temps peuvent s’accumuler et faire diverger la soluiomoBenir la convergence de
I'algorithme, nous avons besoin de la notion de stabilité d’'un schéma.

Un moyen efficace de montrer la stabilité est d’effectuer un développemesdrie de Fourier de la
solution et de comparer le coefficient d'amplification au nomibr est également possible d’utiliser
un principe du maximum discret (pour certaines équations comme celle de lardltalespécifie que
la solution reste comprise entre le minimum et le maximum de la condition initiale. Aprésrmiair

D At g ;
Q= (Ap2 I'équation (6.1) se met sous la forme

ult = aul’ + (1 - 2a)ul + aul” ;.
Le principe du maximum discret se reformule de la maniére suivante : la \daeheqf“ doit étre une
combinaison convexe de$. En conséquence nous avons la conditien2a: > 0 que I'on réécrit

At < %(A;p)?. (6.2)

Le schéma explicite est donc trés simple a implémenter numériqguement mais la cor@®)osst trés
restrictive pour de petits pas d’espaces mais également pour de gaaffisients de diffusion. Pour
lever cette condition de stabilité on peut considérer des schémas implicites.
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6.1.3 Schéma implicite

Le schéma implicite est donné par

n+1 n
Wi T _ ppntt
At !

Pour calculer, au tempsi,, 1 en fonction deu au temps,, il est nécessaire de résoudre un systéeme
linéaire (" dépend lineairement deg). La méthode implicite est plus colteuse en temps de calcul que
la méthode explicite mais elle permet de lever la condition de stabilité (6.2).

Si I'on ajoute le terme sourcé (non linéaire en général), il faut linéariser une partie ou le traiter
entierement en explicite. Dans ce dernier cas, le schéma devient

un+1 s

Le traitement explicite du terme non linéaire donne lieu a une autre condition de slditd®us n’ex-
pliciterons pas ici.

Cette introduction tres sommaire permet de saisir les principales idées de la nmaghditférences
finies et se généralisent simplement en dimension supérieure. L'étudpdaitet en particulier de jus-
tifier le choix d’un schéma implicite dans le cas ou les effets visqueux (le lap)anenhprépondérants.
Nous allons maintenant présenter les schémas numériques utilisés pour le deoaémbrane.

6.2 Schémas numériques pour le modele de membrane

Les équations du modéle membrane, ou I'on a ajouté la force de courbwlepigée dans le chapitre
précédent, sont données par le systeme d’équations

p(0)(ur + (u- V)u) — div(u(@)D(u) + Vp = AFe(9) + aFe(¢),
¢t +u- v¢ = 07
div(u) = 0.

avec les expressions suivantes de la densité et de la viscosité
p(¢) =p+Ao\V¢o|§C <f> (@) = p1 + (p2 — )¢ <f>
La force élastique est donnée par la formule (2.21)
F(6) = (Von(B(Vol) - BV (0)n(e) )91 ¢ (£ ). 63)
La force de courbure est donnée par la formule (5.98)

£

Fi(6) = (280n(H(6) + HO(H(G) - 16(6)) (o) [Vol2¢ (2). 64)



146 CHAPITRE 6. APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans le cas bidimensionnel (5/99)

F6) = (28an(s(0) + x(0)* ) n(0) V01 ¢  2). 65

3
Les notations suivantes sont utilisées

— ¢ : fonction level set qui représente l'interface

— w : vitesse du fluide

— D(u) = ([Vu] + [Vu])/2 : tenseur des vitesses de déformations
— p . pression

— (¢ : fonction cut-off

— ¢ : fonction de Heaviside régularisée

— ¢ : paramétre de régularisation

— p: densité du fluide (supposée la méme dans les deux fluides)
— Ay : masse surfacigue de la membrane

— 1 :viscosité du fluide a I'intérieur de la membrane

— us : viscosité du fluide a I'extérieur de la membrane

— A rigidité de la membrane

— «: coefficient de flexion

— H(¢) : courbure moyenne

— G(¢) : courbure de gauss

— k(¢) : courbure en 2D

— n(¢) : normale

Lorsque I'on veut effectuer des simulations numériques il est utile de geoG une adimensio-
nalisation des équations. Elle permet de faire ressortir des paramétres aolimésgjui contrdlent le
comportement des solutions pour des parametres physiques trés différents.

6.2.1 Adimensionalisation

Introduisons des quantités caractéristiques de notre probléme

r = La, y = Ly, 2= L2,
L
u = Uu/7 = Etlv p= Prefp,a
o= presi p = prefU°D, ¢ =L¢, e=Le.

Le choix fait dans I'adimensionnement ne change pas I'équation de trargspsi que la condition
d’'incompressibilité. Avec I'adimensionalisation, le membre de gauche de I'équatiola vitesse est
proportionnel &;,.U?/ L. La force élastique est proportionnelle AL? et la force de courburea/L*
d’'aprés/(6.3) et (6/4). L'équation se réécrit en omettant les primes

p()(ur + (u-V)u) — - div(u(¢)D(u) + Vo = 5-Fe(¢) + y-Fe(d),
¢ +u-Vo = 0,
div(u) = 0.

avec les nombres adimensionnés suivants
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2 2713
Re _ LUpref’ We _ prefLU : = prer L ’
Href A «
Ao| Vol <¢> <M2 > 5 <¢>
=14 2070 (2 =1+ (22— 2.
p(9) s ¢\ 2 1(9) o ¢l

Nous choisissons comme convention les parametres de référence dul fluide = ). L'équation
adimensionnée fait donc apparaitre trois parametres qui contrélentréegérestiques du modele. Le
nombre de Reynold&. mesure I'importance des termes inertiels comparés aux termes visqueux. Le
termelV, mesure l'importance de la force élastiquélét mesure I'importance de la force de courbure.

Les applications visées dans la thése concernent la biomécanique et picigipeement I'étude
du comportement de vésicules dans de petits vaisseaux sanguins. Msissoins donc les paramétres
physiques suivants

pres = 1000, firep = 1072, L=10"", U=10""

Ces paramétres donnent un nombre de ReynBldde I'ordre del0—2. A I'échelle que I'on considére
I'écoulement est donc trés visqueux. Le param@tiesera choisi de facon a imposer une faible varia-
tion de I'étirement de l'interface. Dans les simulations, nous allons négliger la deosié€ique de la
membrane\, (p(¢) = 1) par rapport a la densité du fluide.

Le systeme (6.2.1) est constitué d’'une équation de transport sur la fonat@rsé ainsi que des
éguations de Navier Stokes pour la vitesse. Ces équations sont couplégsraion level set qui inter-
vient en second membre de I'équation de Navier-Stokes ainsi que la vitesstegvient dans I'équation
de transport. Il suffit de découpler ces équations pour abordeggnhition numérique de ce probléme.
Pour simplifier notre étude, nous choisissons de découpler explicitemeguksois. Nous allons donc
dans un premier temps résoudre I'équation sur la vitesse puis nous utilisettenstesse pour résoudre
I'équation de transport. Ce choix d’expliciter complétement le couplage valinteune condition de
stabilité dont nous parlerons plus loin.

Les équations étant maintenant découplées, nous allons décrire les méthodggjues utilisées
pour résoudre I'équation sur la vitesse ainsi que I'équation de transgonmodéle de membrane étant
écrit de maniere complétement eulérienne le choix de schémas de difféfiares’est imposé pour sa
simplicité d’implémentation.

6.2.2 Schéma pour la vitesse

La difficulté de résolution de I'équation sur la vitesse provient de la contralimeothpressibilité
div(u) = 0 ainsi que du traitement du terme non linégire V)u. Une méthode devenue maintenant
classique pour imposer la contrainte d'incompressibilité a été introduite pamT¢4Ta et Chorin [10]
en 1968 et consiste a utiliser un splitting d’'opérateurs. Dans un premier,tenggitesse intermédiaire
u* est calculée en omettant le terme de pression. Dans un deuxieme tempsitnpsssalculée pour
imposer la contrainte d’incompressiblité puis une réactualisation de la vitesfteetitée. Nous allons
maintenant décrire ces différentes étapes de maniere plus précise.
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Calcul de la vitesseu*

Les nombres de Reynolds considérés sont faibles donc le terme non lidéaértie est peu im-
portant et il va étre traité en explicite. Le traitement explicite de ce terme va impligeecondition
de stabilité CFL du méme type que celle obtenue pour I'équation de transportogseétudierons
par la suite. Les effets visqueux étant importants dans les applications yigéest faible), un trai-
tement implicite du laplacien de la vitesse permet de lever la condition de stabilit¢ CR.(Ax)?
qui apparaitrait avec un traitement explicite. Si I'on omet la pression, nbtenons une équation
d’Helmholtz (Au + fu = f) que I'on résout avec la librairie FISHPACK (disponible & I'adresse
http ://www.cisl.ucar.edu/css/software/fishpack/) qui est trés performantecp genre d’équation.

Dans le cas ou la viscosité n'est pas la méme dans chaque fluide, le termeatitéisst linéaire
mais ne se met pas sous la forme d’un laplacien. Afin d’utiliser la librairie FISH®AOUS proposons
de décomposer le terme visqueux en deux termes. Le premier est un lagjacieontient le terme
prépondérant (avec la plus grande viscosité) que I'on va traiter en impligtdeuxieme est traité en
explicite mais il ne donnera pas lieu a une condition de stabilité (comme pour le sdeé@rank Ni-
ckolson).

Le second membre nofé(¢) est traité par différences finies de maniere explicite. Nous détaillerons
les schémas utilisés dans les sections qui suivent. Pour la dérivée temgeialiatesse, nous utilisons
un schéma d’Euler d’'ordré. Ce choix est justifié par le fait que les forces élastiques vont donner lieu a
des restrictions importantes sur le pas de temps.

La premiére étape de I'algorithme consiste donc a chenchqui vérifie

u —u n n 1 * L. nyy _ n
A Vet - RV Edw((u(ﬁﬁ) —1)D(u")) = F(¢").

Réécrivons cette expression sous la forme d’'une équation d’Helmholtz

Re Re n n n n : n
Au® — =ut = == u" + Re((u" - V)u" — F(¢")) — div((u(¢) — 1)D(u")).
At At
Nous choisissons de fixer des conditions limites de type Dirichlet, les mémes ltpse dwisies
pourv™. Chaque composante de la vitesse est définie sur une grille décalée d¢éA¢pPE-1G en
2D). Pour ne pas effectuer d'interpolations, nous avons choisi deidés les équations de Helmhotz

directement sur la grille décalée pour chaque composante de la vitesse.

FiG. 6.1 — Grille MAC avec décalage des composantes de la vitesse
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Une fois la vitesse intermédiaite’ calculée, nous allons résoudre I'équation sur la pression qui va per-
mettre d'imposer la contrainte d’'incompressibilité.

Calcul de la pression

La vitesseu* calculée précédemment n'a aucune raison d’étre a divergence nalls@ des condi-
tions limites et des termes non linéaires. Pour imposer cette condition, nous résbiepration de
Poisson

_ div(u*) '

Ap" = = (6.6)

La pression est calculée aux noeuds de la grille (6.1). Le décentrdgevilesse permet un calcul de
div(u*) plus précis aux noeuds de pression. Nous choisissons, comme dansatutiétéd’imposer des
conditions de Neumann homogénes pour la pression car la vitesse vérifend@soos de Dirichlet. La
résolution de cette equation de Poisson est ensuite effectuée avec le 5681dBACK. La vitesse est
alors réactualisée avec

u = ur — AtVp™.

ce qui permet d’obtenidiv(u"*!) = 0 d’aprés|(6.6). Cette méthode peut également s’adapter au cas
d’une densité variable.

Le schéma de projection que nous venons d’introduire est d’ordre wengps. Plusieurs modifi-
cations ont été apportées pour améliorer I'ordre de convergence de ladaéthec I'introduction de
termes artificiels dans le calcul de la pression. Une partie des résultats &sxstages méthodes sont
documentés dans [27].

6.2.3 Schéma pour I'équation de transport

Les schémas utilisés pour I'équation de transport sont trés différentudautilisés pour la vitesse.
En effet, I'équation sur la vitesse peut étre considérée comme paraboligigdas I'équation de trans-
port est hyperbolique. Des schémas de différences finies d’orkatrés et décentrés sont trés diffusifs
et introduisent des oscillations. Des avancées majeures ont été applaméeles années 80 avec les
schémas ENO (Essentially Non Oscillatory) [38] et WENO (Weighthted HsdlgriNon Oscillatory)
. Ces schémas reposent sur une combinaison optimale de plusiprosiagations de la solution par
différences finies prenant en compte la régularité locale de la solutiorudfi@n de transport est alors
traitée de maniére explicite et la condition de stabilité CFL

At < Az

= ulpe

(6.7)

permet d’'assurer la stabilité du schéma. Cette condition ne sera pas trmpivestar les vitesses consi-
dérées seront faibles a cause du petit nombre de Reynolds.
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6.2.4 Conditions de stabilité di au traitement explicite du ouplage

Le traitement explicite du couplage des équations va induire des conditionshdiééstpui ne sont
pas trés bien établies. Il existe néanmoins une condition de stabilité qui ddevddas le cas de deux
fluides parfaits séparés par une interface avec une tension de slafeaedition de Brackbill [7]

We

™

3
2

At < (Az)2.
Cette condition est trés contraignante pour des modules de rigidité de la fastigue importants (des
petits W,) mais ne prend pas en compte la viscosité du fluide. D’autres études ogabsé&as pour
I'étude de la stabilité dans le cas de fluides visqueux [25]

At < %Am.

€
Cette condition permet de relaxer la condition de stabilité de Brackbill pour deRetit®lds. On pourra
également consulter la these de Claire Bost [6] concernant les condigastalullité d’'une membrane
élastique dans un fluide.

Pour la force de courbure qui fait intervenir des dérivées d’'aydegre, il n’existe pas a ma connais-
sance de telle condition de stabilité. Nous choisirons dans les calculs des pstile pemps ou un
parametrél, pas trop élevé pour que le schéma reste stable.

6.2.5 Fonction level set

Les méthodes level set ont été introduites en 1988 par Osher et Se@ijan ¢les sont maintenant
largement utilisées dans de nombreuses applications. La fonction level distedtisée sur la grille fixe
aux noeuds de pression. Dans l'idéal, le choix d’une fonction distandetérface (V¢| = 1) permet
une localisation des forces a I'interface ainsi qu’une meilleure stabilité nungetig calcul de réinitia-
lisation nécessaire ne peut étre effectué gu’initialement dans notre d&&/¢aapture I'information sur
I'étirement de la membrane. Nous avons cependant besoin de localisgickes $ur une taille constante
dans un voisinage de l'interface et cela quel que soit I'étirement de la memkPour résoudre ce pro-

bleme, G.-H Cottet a propose le principe de renormalisation qui consiste éqmmque% est une
fonction distance au premier ordre dans un voisinage de l'interface. fidoyslacerons donc dans I'ex-
. 1 1
pression des forces (6.3) et (6/F)¢p|—¢ ¢ par—¢ ¢ :
e’ \¢e e’ \|Vole

Le calcul analytique de I'expression d’une fonction distance n’est eérgépas possible, plusieurs
méthodes numériques peuvent cependant étre envisagées. La preshibessée sur un calcul direct
ou I'on calcule la distance entre chaque point de la grille et la surface. @étteode est trés simple
mais les temps de calculs deviennent rédhibitoires lorsque I'on travaille en88Belxiéme méthode
introduite dans [41] consiste a résoudre une équation de Hamilton-Jagutadckolution stationnaire
est une fonction distance. Cette équation s’écrit

¢t + sign(¢o)(|Ve| — 1) =0, o1 + sign(¢o) - - V¢ = sign(¢o).

Vo
Vol



6.3. CAS 2D 151

avec une condition initiale que I'on calcule de maniére analytique. La deuxiémessign peut étre vue
comme une éguation de transport que I'on peut résoudre avec les scCWEENEB mentionnés précé-
demment. La solution stationnaire de cette équation véRfig = 1 au voisinage de l'interface aprés
guelques quelques itérations.

Nous avons également besoin de choisir les foncticets pour localiser et régulariser I'interface. Nous
choisissons

B L(1 + cos(nr)) si |r| <1
C(T)_{Q 0 si |r|>1

C(r) = 0 si r<-—1
1 si r>1

La+r+2m) sio <1

Le paramétre sera fixé al.5Az dans les simulations. On revoie a [48] pour plus de détails sur les choix
possibles de la fonctioQ et du paramétre. Ayant décrit les méthodes générales qui vont étre utilisées
dans la suite nous intéressons maintenant aux résultats numériques eit@iust 3D.

6.3 Cas?2D

Cette section est consacrée a I'étude du modele de membrane en 2D. Noushcenome par étu-
dier I'erreur commise dans le calcul numérique du périmeétre, de I'aire aiedagcourbure. Ces résultats
seront comparés a des formules analytiques dans le cas d’ellipses. NsUistéoesserons ensuite aux
formes d’équilibres des vésicules et au comportement d’'une vésiculed@&csulement en cisaillement.

Dans le cas de la représentation d’une courbe paramétrée par une fdeetibset, le calcul du
périmétre, de I'aire et de la courbure ne dépendent pas théoriqueakenfaahctiong choisie. Pourtant,
en pratique, les résultats obtenus avec des fonctions distances sontdaliss BommegV¢| capture
I'étirement variable de la membrane il est nécessaire de trouver des metffickeces pour calculer des
guantités dépendant dequel que soit I'étirement. Nous comparerons alors I'erreur commise en nitilisa
des formules analytiques que nous présentons maintenant.

6.3.1 Calculs analytiques dans le cas d’une ellipse

Choisissons de représenter I'ellipse par la ligne de nivedeila fonction suivante

R?2 —R (6.8)
N 2 Y\ 2
¢: (r,y) — (a> + (3) - 1. (6.9)
Cette représentation nous permet de calculer I'aire de I'ellipse en utilisanttégeation par tranches

a xQ
Sz2/_ab 1~ 5 dv = mab. (6.10)
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Comme nous l'avons déja mentionné, cette fonction implicite ne permet pas de cécpégimetre.
Pour faire ce calcul il suffit de considérer une représentation pargoeettonnée par

X : 6+ (acos(f),bsin(0)).

Nous calculons le périmétre avec la formule (7.1) de I'annexe du chapitre 7

27 2T
p— / IX7(0)[d6 = / /@ sin2(6) + b cos? (9) do.
0 0

Cette intégrale est elliptique et ne se calcule pas analytiquement, nous effestdenz un calcul nu-
mérique. Introduisons le taux de remplissage

S 47 S

I

o

Cette quantité représente le rapport entre I'aire délimitée par la courbe etdiaercle qui a le méme
périmétre que la courbe paramétrée. D'aprés l'inégalité isopérimétriquexeléaremplissage est tou-
jours inférieur al. Diminuer revient a diminuer I'aire tout en gardant constant le périmétre.

La représentation implicite permet de calculer la normate % et la courbure: = div(n). Apres

guelques calculs, nous obtenons
4p4
k(z,y) = Lﬁ. (6.11)
(a*y? + b*a?)2

Nous discrétisons maintenant la fonction level geur une grille((6.2). Pour faire les tests, nous choi-
sissons d'utiliser| (6.9) comme fonction level set. Com|¥@| n'est pas constant sur la courbe nous
utilisons le terme étiré pour faire référence a cette fonction. Nous choisigg@aiement deux ellipses
types qui n'ont pas les mémes rayons pour étudier I'influence de la varijaitis ou moins grande de
|V¢| dans les calculs numériques. Dans tous les tests d’erreurs relativestiliis@rons une résolution
de32, 64, 128 et 256 points.

T ™~
\\_.—/ ~

FiG. 6.2 — Représentation d’'une ellipse sur une grille rectangulaire
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6.3.2 Calcul approché de I'aire et du périmétre

Nous nous intéressons a présent a I'erreur que I'on commet lorsquedloule 'aire et le périmétre
d’'une ellipse dans différentes situations.
Aire

Pour I'aire nous utilisons la formule renormalisée suivante

- (<)

Nous avons choisi de renormaliser pour obtenir une approximation dedadiomistance a I'interface.
Il est simple de voir qué. converge bien vers I'aire délimitée par la courbe.

Nous avons choisi comme cas tests deux ellipses étirées de parametr@st etb = 0,3 ainsi que
a = 0,4 etb = 0,1. Pour éviter les effets de grille nous avons choisi de calculer une meyEnterreur
relative|S: — Sezact|/Sexact POUr plusieurs ellipses que nous faisons tourner d’'un d’afigte 2rkAx
pourk = 0,--,n — 1. Les résultats obtenus sont les suivants

0.035

33—

elfipse a=0 .
1 -

4b20
ellipse a= 0.4 b=0

0.025

erreur relative

0015 |- 8

0.005

Il Il
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
pas d’'espace

FIG. 6.3 — Erreur dans le calcul de I'aire d'une ellipse etiree

Comme on pouvait S’y attendre, le calcul de I'aire est moins précis dans tBurasellipse plus étirée.
Nous avons effectué les mémes tests dans le cas d’'une fonction distarseésuléats sont du méme
ordre de grandeur. Ceci s’explique simplement par le fait que noussawiisé un calcul de l'aire
renormalisé.

Périmeétre

Pour le calcul du périmétre nous utilisons par la formule d’approximation voluigi 8)



154 CHAPITRE 6. APPLICATIONS NUMERIQUES

1552/ ywﬁc (¢> da. (6.12)
Q 13 g

Nous pouvons également utiliser la formule renormalisée

_[1 ¢
PE_/QEC<V¢>|8> dz, (6.13)

qui permet d’approcher la fonction distance dans un voisinage de lacterLes effets de grille sont plus
importants que dans le calcul I'aire. Nous choisissons de faire un ca&taiidoyenne de I'erreur relative
|P: — Pegact|/ Pezact POUr différentes ellipses tournées d’'un an@le= 2rkAx pourk = 0,--,n — 1.
Nous choisissons les mémes cas tests que pour le calcul de I'aire. Voi&sigtats obtenus pour I'erreur
sur le périmetre avec la formule non renormalisée (6.12)

T -
o
w

0.35 ‘
ellipse 0.4 b:
ellipse 0.4.b=0:1 -------

03 i

025 - 1

erreur

02 1
0.15 -

0.1 |

0.05

L L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
resolution

FiG. 6.4 — Erreur dans le calcul du périmétre d’'une ellipse sans renormalisation

\oici les résultats obtenus pour I'erreur sur le périmetre avec la formotemealisée (6.13)
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0.03

eilipse a=0.4 b:‘O 3 —
ellipse a=0.4 b=

0.k ———-———-

0.025

0.015

erreur relative

0.01

0.005 -

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
pas d’espace

FiG. 6.5 — Erreur dans le calcul du périmétre d’'une ellipse avec renormalisation

Les conclusions que nous tirons de ces courbes est que le calcuimiéipé sans renormalisation n’est
pas utilisable dans la pratique pour des courbes étirées. De plus, lestsésuitebeaucoup moins précis
lorsque I'un des axes de I'ellipse est faible devant I'autre. Ce résultattedif car dans ce cagv¢|
varie beaucoup entre deux points de grille. Nous pouvons a présem¢rdone formule permettant de
calculer la moyenne d’une fonctighsur la courbe par la formule

JoF@ ¢ (+585) do

st <|V¢ )df”

Nous allons maintenant nous servir de cette formule pour calculer la moyeniegrdur locale sur la
courbure.

Moy.(f) = (6.14)

6.3.3 Calcul approché de la courbure

Un calcul précis de la courbure ou plus généralement de dérivémsdesrest important en pratique
car la force élastique fait intervenir ces quantités. La courbure esédqrar la formule

K(¢) = div <|§Z\> (6.15)

Une idée naturelle consiste a calculer cette quantité avec des schémas pemtri@snormale puis la
courbure. En développant I'expression«@)

n(¢)=’v25‘<A¢ <[ ¢]’vz‘>-‘gz’>. (6.16)

Nous utilisons alors des schémas centrés pour pour chaque terme. IMagsn@aintenant comparer
I'erreur commise sur la courbure avec ces deux schémas. Les effatpaldtion de I'ellipse par rapport
a la grille sont encore importants donc nous calculons la moyenne de t'eelative M oy, (|k(¢) —
Kezact|/Kezact) SUr une ellipse que I'on fait tourner. Nous utilisons (6.11) comme formule galauler
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Kezact- VOICI les résultats obtenus dans le cas d’'une ellipse de paranaetred,4 etb = 0,3 avec la
formule développée (6.16) et non développée

0.09

T T
formule non developpee
formule developpee -------

0.08 g
0.07 | E
0.06 E

0.05 - B

erreur relative

0.03 |- 4

0.02 |- o

0.01 I I I I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

pas d'espace

FIG. 6.6 — Erreur dans le calcul de la courbure d’une ellipse de parametrds4 etb = 0,3

Nous observons que le calcul avec les deux méthodes donnent itatrésmblable. Ceci est d au fait
que|V¢| varie trés peu entre deux points de grille. Dans le cas d’'une ellipse de perame- 0.4 et
b = 0,1 nous obtenons les résultats suivants

0.35

T T
formule non developpee
formule developpee -------

03 |

0.25 -

0.2 |

0.15 |-

erreur relative

0.1 |

0.05 -

0 L L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

pas d'espace

FIG. 6.7 — Erreur dans le calcul de la courbure d’une ellipse de parametrds4 b = 0,1

Nous remarquons que pour des grands pas d'espace la formule gelest plus précise que la for-
mule non développée. Ce résultat est intuitif, les variationsvdg sont importantes entre deux points
de grille pour une petite résolution.
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Nous pouvons conclure de cette étude gu'il est préférable de d@ezlgs quantités dépendant de
¢ pour obtenir une meilleure précision. C'est ce que nous ferons poatdel de la force élastique.

6.3.4 Formes d’équilibres

Les vésicules phospholipidiques peuvent étre modélisées par une mem@lagtitgie plongée dans
un fluide incompressible. Les forces de cohésion internes donnentdiefadbles variations de surface
(en 3D). Les formes d’équilibre sont alors pilotées par I'énergie de coridile taux de remplissage
Les résultats du chapitre précédent permettent d’écrire la composamnteleale la force de courbure
sous la formeAsox + k3. Le deuxiéme terme va étre calculé avec la formule développée (6.16).
premier terme s’exprime & I'aide de dérivées d’orélet nous le traitons avec des schémas centreés.

Nous choisissons comme forme initiale une ellipse redistanciée (pour obteniirement égal a
1) de rayons: = 0,4 etb = 0,1 dont le taux de remplissage vaut4. Pour I'énergie élastique nous
choisissons la loi de comportement linéait§r) = (r — 1). A I'échelle considéré le fluide est tres
visqueux donc nous choisissons un nombre de Reynolds égall aPour imposer la contrainte de
surface avec notre modéle nous choisisddhs= 0,01. Le paramétré?/, est fixé30 pour que le schéma
reste stable. Enfin nous adoptons une résolution @eoints Az = 0,015). Voici les résultats de cette
simulation

t=0.00101, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, Wec = 30 t = 1.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, Wc = 30

0.9922 0.9922 pm

0.9-

08

07

09
571

-7.33
o 0.007812 F==
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09

X X

0.007812

FiGc. 6.8 — Résultats de la simulatiorta= 0 ett =1

Le
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t=2.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, Wec = 30 t = 3.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, Wc = 30

0.9922 0.9922

0.9-
08

07

0.007812 0.007812
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09

X X

FiG. 6.9 — Résultats de la simulatiort &= 2 ett = 3

t = 25, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, Wc = 30

0.9922

t =4.00001, Res = 64, Re =0.01, We = 0.01, We =30
0.9922
0.9 0455

08
—0.0426
07

0.007812
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09

X X

FiG. 6.10 — Résultats de la simulatiort & 4 ett = 25

Nous avons affiché sur les figures précédentes la ligne de nivdaw ainsi que la pression sur tout
le domaine. Nous sommes parti d’'une forme initiale proche de la solution powsn®mber sur des
minimums locaux. Le modele permet donc de retrouver la forme caractéristiqgéotakes rouges.

Le code permet aussi d’obtenir la forme d’équilibre correspondant @muwnde remplissage plus
élevé. Choisissons une ellipse de parametres0,4 eth = 0,2 correspondant & un taux de remplissage
de0,84. Voici le résultat de la simulation avec les mémes paramétres que précédemment
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t =0.00101, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, We =30 t = 1.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, We =30

0.9922

0.9922
09
0464 0,494
0.8
0.185 0227
=0.095 =0.0395
- | B
—0.375 —0.307
& . —0.654 —0.573
.934 ~0.84
=121 =D
0.007812 0.007812
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X X

FiGc. 6.11 — Résultats de la simulatiort & 0 ett = 1

t = 2.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, We =30 t = 3.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, We =30

0.9922

0.9922

0.9- 0.9
0487 0454

08 e 08
. 0226 a7 0175
~0.0356 0.6 ’ F REREBTTY

- | - 0
-0.297 —0.384

0.4:
0,558 03 o 2 - d 0663
-0.82 02 - -0.942

0.1
~1.08 BN

0.007812 0.007812

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X X

FiG. 6.12 — Résultats de la simulatiort & 2 ett = 3
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t =25, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, We =30

0.9922

t =4.00001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.01, We =30

0.9922

0.9- 0438

0433
0.8

0,133
0.7

i
0.6 Fo \ 0166

—1.04

—L42

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09

FiG. 6.13 — Résultats de la simulatiort & 4 ett = 25

6.3.5 Ecoulement en cisaillement

Les formes d’équilibre étant a présent obtenues, intéressons-noasaortement d’'une membrane
dans une artéere. Le profil de vitesse d’'un écoulement visqueux estpoabolique et porte le nom
d’écoulement de Poiseuille (FIG 6/14).

FiIG. 6.14 — Ecoulement de Poiseuille

Afin de limiter le domaine de calcul, nous nous plagons dans le référentieMésitaule en retranchant
la vitesse moyenne de I'écoulement. Pour simplifier la présentation, nous ahissigs profil linéaire
de vitesse de cisaillement défini dans le doméine|?

w(z,y) \ [ 2y—11Y\ 0 1 i 0 1 r\ (1

v(z,y) ) 0 N 10 -1 0 y 0
La vitesse de cisaillement peut donc étre décomposée en une rotation einonm di&longation dans la
direction d’angler /4. Deux comportements sont alors observés en fonction du contraste deitésc
entre les deux fluides. Si le contraste est faible, la vésicule s’orienvauin certain angle et sa mem-

brane se met a tourner (effigink treadingou chenille de char). Si le contraste de viscosité dépasse un
certain seulil, la vésicule se met en rotation (effetutmbling. Ces différents régimes ont été étudiés
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dans [5, 4, 37].

161

Contrairement au cas des formes d’équilibres, les déformations de la mendaramen écoulement

en cisaillement sont trés importantes. Nous choisissons donc le nombre sidinménélastiquéle a
0,0001. PourW. nous avons choidi0 qui est du méme ordre de grandeur qu’auparavant. \Voici le résultat
de la simulation avec une ellipse de paramétres0,3 etb = 0,2

t=0.00011, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.0001, Wc¢ = 10 t = 0.20001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.0001, Wc = 1

0.9922
0.9
691
0.8
e 260
| -3
|
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B
~0.9%
—14.2
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0.007812 =

0l 02 03 04 05 06 07 08 09
X

0.007812

0.9922

0.9
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12.1
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0.2 i = | '7 e ‘ 519

0.1
—105

FiG. 6.15 — Résultat de la simulationta= 0 ett = 0.2

t=0.40001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.0001, Wc = 10 t = 0.60001, Res = 64, Re = 0.01, We = 0.0001, Wc = 1

0.9922

0.9
e
08

074

0.6 : ¥ " I e

(] 0.5

—107
—lal

—215.

0.007812

0.9922

0.94
137

0.84

0.7- S58.3

064 -20.7

0.5
i -99.7

0.4

—179

—258

—337
0.007812

FiG. 6.16 — Résultat de la simulationta= 0.4 ett = 0.6

Dans les figures précédentes la ligne de nivieda la fonction level set, la pression et la vitesse dans un
voisinage de l'interface. Nous remarquons que sur la derniére imagegngpotie vitesse est tangent a
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la vésicule. Cette propriété exprime bien le fait que la membrane effectue uremeunt de chenille de
char. Nous nous intéressons maintenant aux résultats obtenus dasrigiceensionnel.

6.4 Cas3D

Nous allons reprendre I'étude précédente dans le cas tridimensionnetnhaldtion eulérienne du
couplage fluide-structure permet d'utiliser les mémes schémas numériqueswquprésentés dans la
section précédente. Nous commencerons par comparer les résultats nemérgcalcul de l'aire et
du volume d’ellipsoides puis nous traiterons le cas de la courbure moyemige@huss. Nous nous
intéresserons ensuite aux formes d’équilibres qui sont plus richesanselel cas 2D. Nous finirons
par des résultats préliminaires sur le comportement d’'une vésicule dansulargent en cisaillement.
Les schémas et les tests utilisés s’apparentent au cas 2D donc nous ¢terangemoins les résultats
obtenus.

6.4.1 Calculs analytiques dans le cas d’un ellipsoide

Commencons par effectuer des calculs analytiques donnant 'aire et laerdfun ellipsoide. Choi-
sissons de représenter I'ellipsoide par la ligne de niveau de la fonction é\ligante

R3 —R (6.17)
¢ (x,y,2) — (%)2 + (%)2 + (2)2 —1. (6.18)

Volume

A z fixé on obtient une ellipse de rayonsi/l — f?; etb\/l — i—i L'aire d’'une ellipse d’axes’ et/
étant donné para’b’ nous obtenons la formule pour le volume en intégrant par tranches

¢ 22 4
V = /_Cﬂab <1 — c2> dz = gﬂabc.

Aire

Comme nous I'avons déja mentionné, l'aire ne peut pas étre calculée analytique®de d’'une
représentation implicite. Pour faire ce calcul, choisissons la paramétrisation

X : (0,v) — (acos(f)sin(v), bsin(f) sin(¢)), ccos(v))).

Le calcul de la premiére forme fondamentale permet de trouver l'aire (®diB) de I'annexe du chapitre
7)

i 2
S = / / \/b202 cos?(0) sin(¢) 4 a2c? sin?(0) sin*(v)) + a2b2 cos? () sin?(v)) dap db.
=0 J4

=0
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Cette intégrale est elliptique et elle ne se calcule pas analytiquement. Le calctbuésteis possible si
I'on considére un ellipsoide de révolution.&ést égal & le changement de variable= cos(1)) permet
d’obtenir

= 471'@0/ \/ — — 1 t2dt.

Dans le cas > c le changement de vanab{#— — 1t = sh(u) permet d’obtenir

argsh(\/i—l>
\/%gi_

Dans le cag < cle changement de variab{¢1 - ‘;—it = sin(u) permet d’obtenir

arcsin(y / Z; )
/ a?
C2

Le calcul de l'aire et du volume permet de définir le taux de remplissage

S = 2mac % + si a>c. (6.19)

S = 2mac + si a <ec. (6.20)

a
C

VeV
e

™ (i)

Le taux de remplissage permet de mesurer de combien on a remplissagéhé@reapgardant l'aire
constante.

N
N

ol

Courbure

Le calcul de la courbure s’effectue avec (6.18) ainsi que des forngbil@s et [(5.10). Aprés quelques
calculs nous obtenons

2 12 2 2,2 .2
g_@ +b°+c¢ (m +y —i—z) G- 1 :
a2b2c?(%; + ¥ b4 -2 ) a2b262( + 4 b4 + i4)

Ces formules ont un sens géométrique uniquement sur la surface. ikelthee autre fonction implicite
donnerait un autre résultat qui coinciderait avec le précédent sunfées. Ces calculs analytiques vont
maintenant nous permettre d’étudier I'erreur commise lors d’un calcul ngueér

6.4.2 Calculs approchés du volume et de I'aire

Volume

Nous utilisons comme en 2D la formule renormalisée pour le volume
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= [ (-4 (he)

Considérons deux ellipsoides de révolution étirés donnés par la farmulevg@d &a parametras =
0,4,6=0,3,c=0,3eta=0,4,b=0,1,c = 0,1. Nous calculons alors une moyenne de 'erreur relative
|V — Vezact|/ Vezact POUr plusieurs ellipsoides que I'on fait tourner suivant un des axesdselltats de
convergence sont les suivants

0.18

ellipse é=0.4
ellipse a=0.4

016 [ .
014 i

012 | i

erreur relative

0.04 | i

0.02 -

L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
pas d'espace

FiG. 6.17 — Erreur dans le calcul du volume

Aire

Pour l'aire, on utilise également une formule renormalisée car nous aeamqué dans le cas 2D
gu’'elle donnait de meilleurs résultats que la formule d’approximation volumigssigize.

_[1 ¢
5 _/Qeg <\V¢re> -

Pour pouvoir tester les deux formules de I'aire (6.19) et (6.20), naysogons de calculer la moyenne
de l'erreur relativelS. — Secract|/Sexact POUr plusieurs ellipsoides que 'on fait tourner suivant un des
axes. Les résultats obtenus sont les suivants
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0.16 T T
ellipse a=0.4 b=0.3¢c=0.3 ——
ellipse a=0.4 b=0.1 c=0’1 -------
014 g
012 .
01 i
o S
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FiG. 6.18 — Erreur dans le calcul de I'aire dans le tasc

0.1 a
ellipse 2=0.4 b=0.4 c:‘g}3 E—
ellipse a=0.4 b=0.4 ¢c=0.1 -------
0.09 | 4
0.08 |
0.07 | g
© 0.06 - B
2
s /,
S o005 8
5 )
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T 004 R
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0.02 | 4
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pas d'espace

FiG. 6.19 — Erreur dans le calcul de 'aire dans lecas b

Nous pouvons faire les mémes remarques que dans le cas 2D a savoirrgseliass sont moins précis
dans le cas ou un des rayons est faible par rapport aux autres. Rems€galement que I'erreur est
plus faible lorsque I'on considere un ellipsoide de révolution dans le eas.

6.4.3 Calculs approchés de la courbure

Pour la courbure on utilise des schémas aux différences finies ceatriémsalogue de la formule
développée car nous avons montré qu’elle était plus robuste numériquéloasatutilisons cette fois un
ellipsoide étiré avec ses trois rayons differenis= 0,4, b = 0,3 etc = 0,2. En effectue ensuite une
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moyenne avec la formule (6.14) 06, — Hepact|/Hezact €1|Ge — Geract|/Gezact avec des ellipsoides
gue I'on fait tourner suivant un axe. Les résultats obtenus sont i\eanssi

Calcul de la courbure d'une ellipse a=0.4 b=0.3 ¢=0.2
0.25 T T T

T T
courbure moyenne
courbure de Gayss -------

0.2 |

0.15 -

erreur relative

0.1 |

005 | p

Il — Il Il Il Il Il
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
pas d'espace

FIG. 6.20 — Calcul de la courbure pour un ellipsoide de parameétte$.,4, b = 0,3 etc = 0,2

Nous observons que le calcul de la courbure de Gauss est plusquédslui de la courbure moyenne.
Nous nous intéressons maintenant aux différentes formes d'équilibreugiste

6.4.4 Formes d’équilibre

Les formes d’équilibres sont plus riches en trois dimensions. IntuitivemégjiValent 3D de la
forme d’équilibre obtenue en 2D peut donner lieu & une "cacahouéteti diellipsoide selon I'axe de
révolution que I'on utilise.

Les fonctions suivantes représentent deux sphéres de rapiacées a une distaneedu centre et un
cylindre de rayonu

¢1(1’,’y,2) - \/x2+y2+(z—|—04)2) -
¢2(ZE’,]/,Z) = \/:C2+y2+(z—a)2) -

Qﬁg(l',y,?«') = maX(’Z‘ — O,y .’E2 +y2 - 'U})

On pose alors

</>($7?J7 2) - min(él(xa Y, 2)7 @2(1’, Y, 2)7 ¢3(1‘,y, Z))

La ligne de niveaw de ¢ représente une haltére qui est peu éloignée de la forme d’équilibre ex "cac
houéte". Nous avons choisi les parameties: 0,22, w = 0,13 etr = 0,18, ce qui donne un taux de
remplissage- = 0,77. Nous choisissons les paraméties = 0,01, W, = 0,01 et W, = 30 avec une
résolution des4 points. Voici le résultat de la simulation
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FiG. 6.23 — Résultat de la simulationta= 0.1
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FiG. 6.24 — Résultat de la simulationta= 0.15
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FiG. 6.25 — Résultat de la simulatiort a 0.2
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FiG. 6.26 — Résultat de la simulation & 2
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Pour obtenir une autre forme d’équilibre intéressante (observée pogtatriles rouges) nous choi-
sissons comme forme initiale un ellipsoide de parametres0,35,b = 0,35 etc = 0,1. Le taux de
remplissage obtenu est égal.&. Voici le résultat de la simulation

=0.5

pression

=0.5

pression v

=0.5

pression z

FiG. 6.28 — Résultat de la simulatiorta= 0.5
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FiG. 6.32 — Résultat de la simulatiort &= 4.5

Nous avons représenté dans les figures la ligne de niveau 0 de la foeetbset ainsi que les coupes
de pression au centre de la boite de calcul. Dans ces deux simulationspnouss partis d’une forme
initiale proche de la solution pour ne pas tomber sur des minimums locaux numéNguessnous inté-
ressons a présent au comportement d’une vésicule dans un écoudeneisdillement.
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6.4.5 Cisaillement

La dynamique dans un écoulement en cisaillement est dictée par le congagseakité entre les
deux fluides. Nous proposons ici de retrouver le mouvemetardetreadingobtenu avec un contraste de
viscosité égal . Les déformations de la vésicule dans un écoulement en cisaillement sontanesr
donc nous avons choisi les parameéties= 0,01, W, = 0,0001 et W, = 30. Pour la forme initiale nous
considérons un ellipsoide de parametres 0,4, b = 0,2 etc = 0,2. Voici les résultats de la simulation
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FiG. 6.33 — Résultat de la simulationta= 0
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FiG. 6.34 — Résultat de la simulatiort a= 0.2
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FiG. 6.36 — Résultat de la simulationta 0.6

Comparé aux figures présentées pour les formes d’équilibre nous geatésla champ de vitesse sur la
surface. Cette simulation montre bien que le champ de vitesse est tangentfada stidonc que nous
obtenons bien un mouvement de chenille de char.
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Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons mis en place des schéma numériquesrdackfdinies pour résoudre
les équations du modéle de membrane. Nous avons tout d’abord effeetééude de I'erreur commise
lors d’un calcul numérique de I'aire, du périmétre et de la courbure. semss ensuite retrouvé les dif-
férentes formes d’équilibres de vésicules obtenues dans la littérature aMans aussi présenté quelques
résultats préliminaires sur le cisaillement de vésicules. Nous avons enfituéffes mémes tests et si-
mulations dans le cas tridimensionnel.

Le modéle eulérien de couplage fluide-structure permet donc d’obtesirédeltats satisfaisants
concernant la modélisation des vésicules dans un fluide. Cependardititigsirable de mettre en place
des schémas plus précis (ou un raffinement du maillage pres de l'injepaaele calcul du laplacien
surfacique de la courbure intervenant dans la force de courbaree@hant les formes d’équilibres, les
calculs faits dans le chapitre précédent permettent d’envisager urggeétiépendant de la courbure de
Gauss (qui peuvent intervenir dans le cas d’'une membrane non homogreeeemple). On peut aussi
imaginer imposer une contrainte de non changement de topologie (théor&aesteBonnet) avec cette
nouvelle force. Pour le comportement en cisaillement, il serait intéressdoédir le comportement de
tumblingdans le cas d’un contraste de viscosité important. Dans le cas tridimensieroigdillement a
en fait lieu dans plusieurs directions et I'étude du comportement d’'unewesians un tel écoulement
reste a faire.
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Conclusions

Les contributions de cette these recouvrent trois aspects des mathématjgjiggeap : analyse ma-
thématique, modélisation et simulation numérique.

Dans la premiére partie, nous avons effectué une introduction généradeiglage fluide-structure
et nous avons développé en détails le modéle eulérien de membrane. Damgéangepartie, 'analyse
mathématique du modéle de membrane a été effectuée. La formulation eulériermgthge fluide
structure a permis une avancée importante car le modéle peut étre interpnété ca fluide complexe.
Nous avons alors construit un modele approché en utilisant une régtitarien temps originale per-
mettant de découpler le terme non linéaire d'inertie. Des estimadipn®ri adéquates dans les espaces
LP ont ensuite permis de passer a la limite dans les termes non linéaires. Ce théeséstente ouvre
la voie a des recherches futures pour les modéles eulériens dévettzpeEL6] couplant un fluide et
une structure élastique volumique.

La troisieme partie consacrée a optimisation de formes contribue notablementrageébension
des forces de courbure. Nous avons proposé trois méthodes pour epiileisfonctionnelles géomé-
triques dont une nouvelle basée sur la formule de Reynolds surfatigaecalculs de différentiation
ont été effectués dans un cas trés général comportant la normaleytareomoyenne et la courbure
de Gauss. Dans le cas d'une fonctionnelle dépendant de la normale eta&are moyenne, nous
avons montré que les différentes méthodes menaient au méme résultatggorastrique. Ce résultat
est satisfaisant et permet également la mise au point de schémas numéeifluesants pour le calcul
de la force de courbure. Dans le cas d’'une fonctionnelle générale diapiette la courbure de Gauss
nous avons pu identifier les résultats des différentes méthodes dans &toadipr d’'une fonction dis-
tance. Ce travail ouvre la voie a de nouvelles recherches concéesdormes d’équilibre associées a
une énergie dépendant de maniére complexe de la courbure de Glaussuebure moyenne.

La fin de la troisiéeme partie est consacrée a la mise en oeuvre numérique éleraakfrien de
membrane. Nous avons au préalable proposé quelques tests numérigeesatcul de I'aire et du vo-
lume ainsi que la courbure. La simplicité de la méthode eulérienne nous a gresuiiis d’implémenter
des schémas numériques en deux et trois dimensions avec une méthodérdaadi$ finies. La force
de courbure dérivée a partir des méthodes d'optimisation de la partie pnéeédeis ont permis de re-
trouver en deux et trois dimensions les formes d’équilibre des vésicules.&Nons également présenté
guelques résultats préliminaires d’'une vésicule dans un écoulement en cigdilleenmodele eulérien
est donc trés prometteur dans les applications en biomécaniques ou les défmsant importantes et
ou les changements de topologie peuvent apparaitre.
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Perspectives

Sur le plan théorique, il serait intéressant d’étudier I'existence darsslelcla viscosité n’est pas la
méme dans chaque fluide. Dans cette direction, Lemoine a démontré un résyistédce de solutions
aux équations de Navier-Stokes lorsque la viscosité dépend de la deB}itéd® estimationsa priori
obtenues pourraient nous permettre de généraliser notre résultainmuiscosité dépendant de Le
résultat d’existence est local en temps et dépend du parametre deiszgiadar qui est supposé tendre
vers0 dans les applications. Montrer que le temps d’existence peut étre indé@peledane semble pas
envisageable pour I'instant car un termelgna est en facteur dans les estimations. Par contre la perspec-
tive de I'existence globale pour de petites données semble envisageable.

Dans la partie concernant I'optimisation de formes nous avons utilisé untdiomiéstance dans la
méthode level set pour faire coincider les résultats dans le cas de laimdeGauss. Le calcul dans le
cas paramétrique a été considérablement simplifié par I'utilisation des équatiorasimiditCodazzi.
L'équivalent en level set de ces équations pourrait étre une idédnader le cas général. D’un point de
vue modélisation, I'ajout de la courbure de Gauss ouvre la voie a de nouvésultats sur les formes
d’équilibres de vésicules.

D’un point de numérique, il reste de nombreux travaux a effectuer. leowss retrouvé les formes
d’équilibre pour différents taux de gonflement qui permettent de validerde.doa continuité de ce
travail est d’étudier la dynamique des vésicules, en particulier le comportetaga un écoulement
en cisaillement. Nous avons présenté quelques résultats préliminairestank leeadinget il serait
intéressant de retrouver également le phénomerterdbling obtenu lorsque les viscosités interne et
externe du fluide sont différentes.



Chapitre 7

Annexe sur les courbes et les surfaces

Dans les parties précédentes, I'accent a été mis sur I'étude des sultgoeint de vue implicite avec
une représentation a I'aide d’une fonction level set. Cette annexe estcréasa I'étude des courbes
et des surfaces a I'aide d’une représentation paramétrique. Nous inbreglles notions de métrique,
courbure, opérateur surfacique, tenseur, dérivée covariaoigesices notions seront trés utiles pour les
calculs d’'optimisation de formes du chapitre 6. Pour plus de clarté nous coraraagar définir une
partie de ces notions dans le cas d’'une courbe paramétrée puis nouséesligérons au cas d’'une
surface. Nous démontrerons ensuite la formule de changement de \@pabtaine intégrale de surface
et nous en déduirons la formule de Reynolds surfacique qui est utiligésiaurs reprises dans la these.

7.1 Courbe plane paramétrée

On définit une courbe paramétrée a I'aide de la paramétrisation

X: [a,b] —R?
0 — X(0).

La fonction X est supposé€ et vérifie| X'(0)| # 0. Il existe évidement plusieurs paramétrisations
possibles d’'une méme courbe, il est donc indispensable de vérifier gjunetiens géométriques intro-
duites dans la suite sont indépendantes de la paramétrisation choisie.

7.1.1 Metrique

Le vecteur vitesse et la métriquegy sont définis naturellement par

Les différentes paramétrisations que I'on peut choisir correspondemiadiere intuitive a un parcours
de la courbe avec des vitesses différentes. Une paramétrisation importamfgmmaouvent exploitable
analytiquement est la paramétrisation par abscisse curviligne pour lagXigllg| = 1 pour toutd. Dans
ce cas la courbe est parcourue a vitesse constante et les quantitésrigg@sée calculent de maniére
plus simple. La norme de la vitesse permet de calculer la longueur de la @aurtaeformule
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b b
L:/ \X’(Q)]d&z/ /(@) do. (7.1)

Grace a un changement de variable dans I'intégrale il est simple de mamgreeite définition ne dépend
pas de la paramétrisation choisie. La normale est définie comme le vecteur wnttzigonal au vecteur
vitesse

B X/(H)J_
"0 = xE)

Nous choisissons comme convention que la normale est dirigée vers I'exthigile cas d’'une courbe
fermée. Une base orthogonale direttéf), n(6)) est donc attachée a chaque point de la courbe (FIG
7.1)

UGQ
v(01) X (6s) (62)

FIG. 7.1 — Vecteurs vitesse et hormal associés a une courbe paramétrée

7.1.2 Courbure

La courbure est un concept fondamental en géométrie. Elle permehderdme mesure de la fagon
dont une courbe se tord au voisinage d’un point. La figure (FIG 7.theed’intuiter que la courbure
est fortement liée a la maniére dont le vecteur normal varie. La courbbsel(ie): est alors définie par
la norme de la dérivée dequi se simplifie en

" / " / 1
«(0) = (o)) = KON X O _ [X"(6) X' (0)1] 72
| X7(0)] | X7(0)]
Cette définition ne dépend pas de la paramétrisation choisie et dans le capafametrisation par
abscisse curviligne nous retrouvons le résultat bien connu que la cewsiuégale a la norme de l'ac-
célération. La variation du vecteur normal donnant accés a la courbusennas intéressons maintenant
aux variations d’un vecteur tangent.

7.1.3 Dérivée covariante d’'un champ de vecteurs

Considérons un champ de vecteurs tandéassocié a la paramétrisatién— X (0)
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La variation de ce champ de vecteurs par rapport au paratheéeda paramétrisation s’obtient facile-
ment

Y'(0) = d'(0)X'(0) + a(6) X" (0).
Le vecteurX”(#) se décompose dans la base orthogof&lg€d), n(6)) de la maniere suivante

X"(0) = T(8) X'(0) + h(8) n(6). (7.3)

avec
CX1(0)-X(0)  05(v/90))
O="X0r = /i

L'identité surh(6) étant obtenue en dérivant I'expressiaii(d) - n(#) = 0. Notons au passage que
d’apres la relation (7.2)

, h(0) = X"(0) - n(0) = —X'(0) -1/ (). (7.4)

k(0) = (9(6))"" h(B)].
Comme nous le verrons dans la section suivante sur les sugfastd’équivalent de la premiére forme
fondamentaleh I'équivalent de la deuxiéme forme fondamentalel'eféquivalent des symboles de
Christoffel. La relation précédente montre que la courbure se calcule a tlagldeux formes fonda-
mentales.

La dérivée du champ de vectelrsse réécrit dans la bas&’’(6), n(6))

Y'(0) = (a'(0) + a(0)T(0)) X' (0) + a(0) h(0) n(H). (7.5)

Remarquons que la dérivée d’un champ de vecteurs tangent n’agt phamp de vecteurs tangent.

En géomeétrie il est d’'usage de considérer des objets indépendammelondement choisi. Dans ce
but il est nécessaire de définir des champs de vecteurs qui appanti@miguement au plan tangent. On
introduit alors une nouvelle dérivéeY dite covariante définie comme la composante de la projection
deY”’(0) sur X' (). Elle se réécrit avec (7.4) et (7.5) sous la forme

gl( 5 8(/50) al0)) (7.6)

L'introduction de cette dérivée covariante est tres importante car elle pelimedduire les opéra-
teurs différentiels sur une courbe paramétrée.

DY (0) =

7.1.4 Opérateurs surfaciques

Donnons-nous une fonctigh— f(6) définie & partir de la paramétrisatién— X (6). La différen-
tielle de f est une forme linéaire sur I'espace tangent et s’é¢rit f/(0)df ou de est la forme linéaire
"duale" associée au champ de vectekif§d) tel quedd(X’(6)) = 1. Le gradient associé (que I'on note
Vaaf) estdonné par

df (X'(0)) = Voo f - X'(0) = f'(0). (7.7)
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Donc en décomposaRtyg, f dans la bas&’(6)

Voaf = (9(0))~" f'(0) X'(0). (7.8)

Le gradient surfacique est donc simplement un vecteur appartengfaratangent proportionnel a la
dérivée def.

Les opérateurs différentiels sont définis classiquemeniRdua I'aide des dérivées partielles de
chaque composante. 8i: R> — R? est un champ de vecteurs alors la divergence est définie par
div(v) = 0,v, + dyv,. Dans le cas de champs de vecteurs définis sur une courbe il estaigeeluti-
liser la dérivée covariante définie précédemment car la dérivée classgupartient pas au plan tangent.

SiY(#) = a(6)X'(0) est un champ de vecteurs, définissons la divergence surfaciquéingidY’)
comme la trace de la dérivée covariante (7.6)

divaa(Y) = —==0(v/ g(0) a(0)). (7.9)

Le laplacien d’une fonction scalairfenoté Ayq, f est alors défini a I'aide des opérateurs précédents de
la maniére suivante

. 1 _
Aonf = divon(Vonf) = =0y (V908 (9(6) " 1)) (7.10)

Nous allons maintenant a une généralisation de ces notions dans le cas dessslugs quantités
scalaires comme la métrique et la courbure seront remplacées par les nugttigiéle2 car les variations
peuvent étre considérées dans plusieurs directions. Plus de détaiétsde des courbes paramétrées et
des surfaces peuvent étre trouvés dans [19].
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7.2 Surface définie par une paramétrisation

Considérons un ouvett deRR? et une paramétrisatioN de la surface (FIG 7.2)

X : U — R?

(u,u?) — X(ul,u?).

FiG. 7.2 — Représentation d’'une surface a I'aide d’une paramétrisation

Nous supposons que les trois composanteX deontC°°. Toutes les quantités définies dans la suite
seront définies localement au pojnt', u?) considéré. Pour ne pas alourdir les notations nous omettons
cette déependance. Notois; = % etX, = % les vecteurs vitesses associées aux courbes parameé-
tréesul — X (ul,u?) au? fixé etu? — X (ul,u?) au! fixé.

Le plan tangent que nous notdfs( (a ne pas confondre avec une notation usuell&@ &lireprésente
la réunion de tous les plan tangents) est par définition I'espace engerdes pecteurs ; et X . En
supposant qugX ; A X 2| # 0 nous définissons la normale par la formule

X71 AX72

= 7.11
| X1 A X 2| (7.11)

n

Remarque
Nous choisissons comme convention une paramétrisation de telle sorte que lEer(@rhid soit dirigée
vers |'extérieur dans le cas d’'une surface fermée.

Une base(X 1, X 2,n) (pas forcément orthogonale) est donc attachée a chaque point ddaeesu
Comme pour les courbes paramétrées il existe une métrique qui permet diercdés longueurs et
des aires sur une surface.
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7.2.1 Metrique

La métrique est définie par la premiére forme fondamentale rdagéeest une forme quadratique symé-
trique définie sur le plan tangent. Paur= w' X ; + w?X 5 € TX

I(w) =w-w=w"Tw= g (w")*+ 2g10w'w” + gar(w?)*. (7.12)

avecg;; = X ;- X ; les coefficients de la matricereprésentant la forme quadratigii€lans la base
(X1, X 2). Notonsg* les coefficients de la matrice inverse! et g le déterminant dé.

Cette premiére forme fondamentale permet de répondre a des questions esétrigua surface.
Intuitivement si on sait calculer les longueurs et I'aire d'un triangle infanité@l (par I'intermédiaire du
produit scalaire sur chaque plan tangent) nous pourrons alors cdiesilengueurs et les aires sur la
surface. Choisissons

a: [0,1] — R3
t = X(2(t),y(t)

une courbe paramétrée dessinée sur la surface. La longueur deocelte est donnée, comme pour les
courbes paramétrées bidimensionelles, par I'intégrale du module de la vitesse

1 1
L= / o/ (t)]dt = / V(@ (£)2g11(t) + 22/ (1) (D) g12(t) + (4 (1))?goa(t) dt.
0 0

ou l'on a notéy;;(t) = X ;(x(t),y(t)) - X j(x(t),y(t)). La premiere forme fondamentale permet donc
de calculer la longueur d’une courbe dessinée sur la surface.

Pour le calcul de I'aire nous partons de la constatation que

X1 A Xof dulde? = \[|X 12X of2 — (X, X 2)2 duldu® = /g du’ dus.
représente l'aire du parallélogramme infinitésimal engendrépaet X ,. On pose donc comme défi-
nition de l'aire. A d’'une surface
A:/ Vg duldu®. (7.13)
U
Nous allons maintenant définir la courbure d’une surface. Pour cenfaiieallons introduire la deuxiéme
forme fondamentale qui dépend des dérivées secondes de la paratioétris
7.2.2 Courbure

Comme pour les courbes paramétrées, la courbure est liée a la variatiocteurveormal. Comme
nous travaillons sur des surfaces, la variation de la normale peut étre ahanisi@lusieurs directions et
l'information sur la courbure va donc étre contenue dans une matrice.
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La normalen est une application qui a chaque point de la surface associe un veetiusghére unité
S? deR? donné par la formule (7.11). Notoms, = % etny = % la variation de la normale dans
les deux directions données par la paramétrisation. En dérivant partrappaet v’ 'égalitén - n = 1
nous obtenons que; etn » appartiennent @X que I'on ecrit

nip= CLX’l + bX72 no = CX71 + dng.

La matrice de 'endomorphismén : TX — TX notée[dn] s'écrit donc dans la baseX 1, X 2)
(dn(Xﬂ) = n,i)

[dn] = ( Z Ccl > : (7.14)

dn contient les informations sur la courbure et on définit alors la courburenm&/ et la courbure de
Gausgz comme les invariants dén

H = Tr(dn), G = det(dn). (7.15)

Remarque

Nous choisissons ici une convention différente de celle utilisée dansga%ffet nous voulons que la
courbure d'une sphére soit positive si la normale est orientée veterfeur de la surface (c’est le cas
dans le cas d’une représentation implicite par level set).

Une propriété remarquable de cet endomorphisme est qu'’il est autda#joieffet en dérivant les éga-
litésn - X ; = 0 par rapport &% etn - X 5 = 0 par rapport &' on obtient (en utilisant le théoréme de
Schwarz)

dn(X72) : X71 = n72 . X,l = —Nn- X712 = —Nn- X721 = n71 . X72 = dn(le) . X72.

Deuxiéme forme fondamentale

L'endomorphismeln étant autoadjoint nous pouvons définir la deuxiéme forme fondamentake noté
IT qui est une forme quadratique symétrique définie sur le plan tangentuPour' X ; +w?X o € TX

IT(w) = —dn(w) - w = w! ITw = hy (w")? + 2h12w w? + hag(w?)?. (7.16)

avech;; = —n ;- X ; les coefficients de la matridd représentant la forme quadratiqledans la base
(X1, X 2). Ces coefficients peuvent s’écrire autrement a I'aide de la paramémisatidérivant I'égalité
n- X ,; = 0 par rapport g

hij =—Ng- X,j =n- Xﬂ‘j. (7.17)

Nous allons a présent calculer en fonction des deux formes fondamentales. Pour se faire décomposons
n; surlabaséX i, X o) c'estadiren; = > a;; X ;. Nous obtenons avec (7.17)
k

hij = — Zaikgkj. (718)
k
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En utilisant la propriété dite d’ascenseur d'indice qui est basée surrrimergkjgﬂ = 6% nous
J

obtenons avec (7.20)
ng=—> hiX. (7.19)
k
ou nous avons noté
hz — Zgjkhki- (7.20)
k

La matrice[dn| associée dn dans la baséX ;, X ») se réecrit donc

1 1
[dn] = — < Z% Z% ) : (7.21)

En utilisant la définition (7.15) nous obtenons les formules pour la courluienetion de la parameétri-
sation

H =Tr(hi) = - hi. (7.22)

G = det(R}). (7.23)

Interprétation géométrique de la deuxiéme forme fondamentale

L'endomorphismein est autoadjoint mais cela ne signifie pas que la mafdficeest symétrique (la
base(X 1, X ») n'est pas nécessairement orthonormale). Par contre le théoremekg@gotte que I'on
peut le diagonaliser dans une base orthonormale que I'on(agte;). Dans cette base

ldn] = < " 0 ) (7.24)

K2

D'aprés|((7.15)

H = Tr(dn) = k1 + Ko, G = det(dn) = K1ka. (7.25)

L'introduction delI est essentielle car elle contient des informations géométriques intérestiasdes.
montré dans [19] que la deuxieme forme fondamentale appliquée a un veotstgégale au signe prés
a la courbure d’une courbe paramétrée définie comme l'intersection defdaeset le planvect(w,n)
appelé section normale. De plusksi > x4 la courbure de la courbe contenue dans le platn(e;, n)
est maximale et la courbure de la courbe contenue dans leg@lgfes, n) est minimale parmi toutes les
courbes associées a une section normale.
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Formule de Gauss-Bonnet
Le théoréme de Gauss-Bonnet qui relie la courbure de Gauss a la tiepidolg surface. SiS2 est une
surface fermée alors

G do =4m(1 — N). (7.26)
o0

ou NV est un invariant topologique égal au "nombre de trous" de la surface.

La variation du vecteur normal donne accés a la courbure de la sudfags allons maintenant nous
intéresser a la variation d’'un vecteur tangent.

7.2.3 Dérivée covariante d’'un champ de vecteurs

Comme pour le cas de courbes paramétrées, la dérivée d’'un vecteamttdags une direction ne va
pas rester dans le plan tangent. Il est donc naturel de définir unelteodgrivée en projetant le résultat
obtenu sur le plan tangent.

Décomposons dans la bgse |, X 2, n) les dérivées secondes de la paramétrisation. Comme les vecteurs
de base varient lorsque I'on se déplace sur la surface il existe dﬁisiemstj (appelés symboles de
Christoffel) eth;; tels que

Xij = ZFZX,k+hijn~ (7.27)
k

Ces equations sont nommeées les equations de Gauss. Remarquonsguedesspondent aux coeffi-
cients de/ I d’apres|(7.17) et quEfj = F"fi carX ;; = X j;. Pour trouver les relations entre les symboles
de Christoffel et la premiére forme fondamentale nous commengons par@crX ; = 0)

(gip) g = (Xi-Xp)j=Xuj  Xp+ X Xpj = Thgrp+ > Thigni.
k k
Un calcul rapide montre que
(91) 5 + (9150 = (9ij)a =2 _Thigm- (7.28)
k

En utilisant I'ascenseur d’'indices nous obtenons

kl
L= %((gh),j + (913),i = (9i).0)- (7.29)
l

Nous pouvons a présent décomposer la dérivée du champ de vEctedf! X ; + Y2X 5 dans la base
(X1,X 2,n) alaide de((7.27)

Y = Y (V)X +YX55) =Y (Y)yXi+ > Yihyn.
7

7 7

ou la notation suivante est utilisée
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(V) = (V) + > ThY" (7.30)
k

Nous définissons a présent la dérivée covariaiitecomme la projection sur le plan tangent de la dérivée
du champ de vecteuds. La matriceDY est donc définie dans la baSE ;, X ») par

DY = ( (. (V) > (7.31)

7.2.4 Opérateurs surfaciques

Nous allons maintenant introduire grace a la dérivée covariante la généwalidaine surface des
opérateurs différentiels classiques.

Gradient surfacique

Donnons nous une fonction scalairg', u?) — f(u',u?) définie sur la surface a partir de la paramétri-
sation(u!, u?) — X (u',u?) et notonsf ; la dérivée def par rapport a laiéme variable . La différentielle
de f est une forme linéaire sur le plan tangent que I'on peut écrire

df = fidu® + fadu®.

ol (du', du?) est la base duale associée¥,, X o) c'est a diredu’ (X ;) = &7.

)

Lorsque que I'on travaille dari®? ouR?* muni du produit scalaire euclidien le gradient d’une fonction
f est défini padf(h) = Vf - h. Si f est définie sur une surface nous définissons le gradient surfacique
notéVyq f de maniere naturelle avec le produit scalaire sur le plan tangent

df (X ;) = Voaf - Xi= fi

En utilisant la propriété d’ascenseur d’indices nous obtenons une ll®analogue a (7.8)

Voof =) (Z gk’f,l> X . (7.32)
k l

Divergence surfacique et contraction des symboles de Christefif

Définissons a présent la divergence surfacique d’'un champ de xetéegenty” = Y1X; + V2X,
notéedivy (v) par la trace de la matrice des dérivées covariantes et utilisons (7.30)

divao(Y) = (V) => (Y + Z ngj Y?, (7.33)

7 7

La formule précédente peut se simplifier a I'aide de la propriété de contratgmaymboles de Chris-
toffel. Utilisons la formule/(7.29). En permutant les indices le premier et leigiei@rme se compensent
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, il jl
g’ g
dTi=>" ?((gli),y‘ +(9). = (9i)) = ?(glj),i-
J gl gl
Il suffit ensuite d’utiliser la dérivée du déterminant pour obtenir

(det(grt)),i = det(gr) Z 9 (g13)
gl
Donc

: 11
ZF% = 9ig, = —(V9)i-
J

Nous réécrivons donc la divergence surfacique sous la forme
2
divpa (Y Z VaYh), (7.34)

Laplacien surfacique

L'opérateur laplacien notA 5, f est alors défini a I'aide des deux opératelurs (7.82), (7.35) pamtaufer

Agaf = divoa(Veaf) = ZZ V997 1) (7.35)

11]1

Intéressons nous a présent aux relations reliant les deux formesrfentides associées a une surface
qui ne sont en fait pas quelconques. Ces relations seront utiliséeg larslérivation de forme associée
a une paramétrisation de la troisieme partie.

7.2.5 Equations de Gauss-Mainardi-Codazzi

Commengcons par dérivef 1, par rapport a la deuxiéme variable en repartant de (7.27)

(X11)2=(T1) 2 X1 + T X 10+ (I3) 2X 2 + TH X 92 + (h11) 2n + hain o
On reinjecte maintenant les expressions\dge et X o, (7.27) dans I'expression précédente et on multi-
plie scalairement pat pour obtenir § ; - n =0etn; -n = 0)
(X11)2-n=Ti1h1a + T3 hao + (hi1) 2.

Le méme type de calcul conduit a la relation

(X 12)1-n = Tigh11 + T35ho1 + (h12) 1.

CommeX est réguliere on peut intervertir I'ordre de dérivation et nous obtelzoredation

(h11),2 — (h12) 1 = Tighiy + (T3, — T1y)har — T'F hoo. (7.36)
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En appliquant le méme raisonnement ay&Gy:); - n = (X 21)2 - n NOuUs obtenons

(h12) 2 — (ha2) 1 = Tagha1 + (I35 — T'31)hor — Mhoo. (7.37)

En utilisant le méme type de raisonnement il est possible de déterminer unenimé&i@ation indépen-
dantes des deux précédentes qui exprime la courbure de Gauss dgmstiyimboles de Christoffel (qui
dépendent uniqguement de la premiére forme fondamentale d’'apres)(TC28p relation est nommée
éguation de Gauss et est a la base du théoreme Egregium de Gauss :UaecderBauss est invariante
par isométrie (¢ dépend uniquement de la métrique). Nous ne développons pas plus cegooious
n’utiliserons pas cette équation.

Les relations (7.36) et (7.37) sont appelées équations de Mainardi-C.delkes permettent, avec I'équa-
tion de Gauss, de montrer I'existence et I'unicité a un déplacemeRt gees d’une surface ayant deux
formes fondamentales que I'on s’est fixé. Nous écrirons ces équatmsdalsuite en terme de dérivée
covariante de tenseurs.

Nous avons rencontré jusqu’a présent plusieurs type d’objets mathéestigecteurs, formes li-
néaires, formes hilinéaires et applications linéaires. Tous ces objets orrdegdstiques communes :
ils sont "linéaires" et sont invariants par changement de coordorireédgorie générale qui englobe ces
concepts est la notion générale de tenseur. Nous avons par ailleurgfitdijiecconcept de dérivée cova-
riante de champ de vecteurs et nous aimerions généraliser cette notion @uxdeas nous I'utiliserons
dans la troisiéme partie concernant une méthode d’optimisation de formes payaeétr

7.2.6 Notion de tenseur

Nous n’allons pas introduire les tenseurs de maniére générale par simplicdasehous restrein-
drons aux tenseurs d’ordre inférieur ou égal a 2. De plus nousdéwasons que des tenseurs euclidiens
définis dans chaque plan tang@hX (le produit scalaire usuel d@® restreint & chaque plan tangent).

Tenseur d’ordre 1

Considérons un champ de vecteurs tangémaécomposé sur la bas& ;, X ) associé a la paramétri-
sation

Y =YX +Y2%X,.

Considérons a présent la base duale notéé, du?) qui vérifiedu’(X ;) = 53 Nous pouvons identifier
TX etson dual a I'aide du produit scalaire. Cette identification donne ung b&sg*, (X 2)*) du plan
tangent telle que pour tout vecteur tangknt

du'(h) = (X 4)* - h.

)

En utilisant la propriété de la base duadi€ (X ;) = 5{ = (X,)* - X ; et l'ascenseur d’indices nous
obtenons

(X)) =D g"X,. (7.38)
J
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Nous avons donc

(X)) (X;5)" = (Z gikX,k> : <Z gﬂX,l) => g% g = g".
k l

k,l

En utilisant(X ;)* - X ; = 6/ on montre avec un ascenseur d'indices que
Xi=Y_gi(X,)" (7.39)
j

Les formules/(7.39); (7.38) permettent donc, via le tenseur métrique @t\smse, de passer de la base
(X1,X2) alabase duale associeX 1)*, (X 2)*). Le champ de vecteuis est indépendant de la base
et nous noton%7 etY, ses composantes dans la base duale

YV =YX +Y2X 5 = Vi (X 1)" + Ya(X2)*

D’aprés les propriétés de la base duale et les relations|(7.39) et (7.3&)rngmsantesY’!, Y?) et
(Y1,Y3) sont liées par les relations

Y, =Y -X;= Zyﬂ'gij Yi=Y - (X,) = Zngij. (7.40)
J J

Ces formules permettent de passer des composantes d’un vecteur dass(ld 1, X 2) & ses compo-
santes dans la base duéle ;)*, (X 2)*).

Regardons a présent comment ces coordonnées se transformefuinochangement de base. Pour
ce faire effectuons le changement de base donnéXpar= ZC”»XJ-. Nous avons alors\; =
J
Y C;'X jetdonc
J

Y=Y VX;=) (Z q.;lW) X;=>» YiX;
? J ? J

Alors que les eélements de la nouvelle base en fonction de I'ancienne s’erpaniaide deC;;, les

composantes du vecteur dans la nouvelle base s’exprime a partir desseongsodans I'ancienne base

et deCi; L. C’est pour cette raison que les composaiitesont appelées composantes contravariantes du

vecteur. En utilisant le méme changement de base nous avons

Y=Y -X;=) CyY-X;=> CyY.
J J
Dans ce cas, les composantes du vecteur dans la nouvelle base s'exgrihaéde des composantes

dans I'ancienne base et dg;. C’est pour cette raison que les composaiiedu vecteurY” sont appe-
|ées covariantes.

Un tenseur d’ordre un est un champ de vecteurs que I'on peut éeeicesas composantes contrava-
riantes ou covariantes. Dans ce dernier cas on peut également identfiemi@ de vecteurs avec une
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forme linéaire sur le plan tangent a I'aide du produit scalaire. lllustronsamopravec I'exemple déja
étudié de la différentielle d’'une fonctighdéfinie a I'aide de la paramétrisatioh Le champ de vecteurs
associé alf est notéV g, f et s'écrit en composantes covariantes

Voaof = Z fa(X0)".

et en composantes contravariantes

Voaf = Z <Z fJQij) X
J %

Cette différence dans la décomposition d’un vecteur est fondamentalengeobaparticulier les expres-
sions des dérivées covariantes comme nous le verrons.
Tenseur d’ordre deux

Un tenseurA d’ordre deux est une application bilinéaire SUK. Choisissons deux vecteurs du plan
tangentY” et Z que I'on décompose sur la base contravariante naturelle associée antgépaation

Y = ZY%’X,,» Z = Z ZIX ;.
% J

On a alors

AY,2) =) Y'ZIAX,;, X ;).
i7j

Introduisons a présent la notation tensorielle suivant&, ¢ etv sont des vecteurs)

(a.®b)(u,v) = (a-u) (b-v).
En notantd4;; = A(X ;, X ;) nous obtenons avec (7.40)

A=) AG(Xa)T @ (X"
ij

En choisissant de décompodér= Z Yi(X ;)" sur la base covariante

AY,2) = Y ZIA(X,)", X)) A=) AX; @ (X,)"
1] 2

avecA((X,)*, X ;) = A; Nous pourrions également décomposesur la base contravariante Ztsur
la base covariante pour obtenir une autre décomposition.
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Sil'on choisit également de décomposer= Z Z;(X ;)* sur la base covariante
J

AY,Z) = YViZA((X0)", (X)) A= "AX, 0 X,
,J ,J

avecA((X;)*, (X ;)*) = AY. Les relations (7.39) et (7.38) permettent d’en déduire les relations entre
les composantes du tensedidans différentes bases

L= AYg A= griAg;. (7.41)
J 4,7

Il est donc possible de décomposer un tenseur d'ordre deux de quoatiéres équivalentes et les rela-
tions entre les composantes du tenseur sont données par (7.41).

Contraction de tenseurs

Il est possible a partir d’'un ou plusieurs tenseurs d’en construiraitra d’'ordre moins élevé avec
I'outil de contraction que nous introduisons maintenant. Il consiste a sommepmegosantes d’'un
tenseur avec un indice covariant et un autre contravariant. Consgléenix tenseurs et Z d’ordre un.
La contraction de ces deux tenseurs est appelé le produit scalairetetatés

Y-Z= (Z Yi(Xﬂ-)*> : (Z ZjXJ) => vz
A k %

En écrivant ces vecteurs dans d’autres bases nous obtenor(3 @@c

Y-Z=Y gViZj=)Y gz,
1] 1]

Intéressons-nous a la contraction d’un tenseur d’ordes? un tenseur d’'ordre Y. Nous avons

A=>"A9X, 0 X, Y =) V(X )"
k

0.
Le produit contract& de A etY (avec le deuxiéme indice contravariantdlpest défini par
Z =Y AY; X,
2

Z un tenseur d'ordre un écrit en composantes contravariantes. lbesibfe d’obtenir d’autres expres-
sions avec les formules (7.40) et (7.41).

Dans le cas ou I'on considere deux tensediest B d’ordre deux

A=Y AX; X, B=Y Bi(X;) ®(X,)"
i,7 i,J
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on peut définir une double contraction pour obtenir un tenseur d’'6rdaé A : B

A:B=) AVBj;. (7.42)
i7j
Il est possible d’obtenir d’autres expressions avec des formulespeguTy41). Nous allons mainte-
nant étudier comment se généralise la dérivée covariante pour desrgenseu

7.2.7 Dérivée covariante de tenseur

Commencons par le cas le plus simple d'une fonction scalaire qui est comsim#Ergme un tenseur
d’ordre 0. La fonction n’est pas définie a I'aide d’'une base qui varie avec lasarflonc la dérivée
habituelle et la dérivée covariante sont les mémes

f;i:f,i-

Dérivée covariante de tenseur d’ordre 1

Nous avons déja décrit précédemment la dérivée covariante d’'un cti@mecteurs en coordonnées
contravariantes (7.30). Nous allons maintenant en déduire la dérivagamte d’'un champ de vecteurs
en coordonnées covariantes. Commengons par dériver I'égalité X ;)* = 47

(X (X)) =0= X (X;5)"+ X+ (X)) -
Rappelons a présent la décomposition¥lg dans la baseX ;, X 2, n) (7.27)

Xk =Y TH X+ hign. (7.43)
p

Nous obtenons donc commig; - (X ;)* = 67 et(X ;)* -n =0

(X))~ X =~
En dérivant I'identit§ X ;)* - n = 0 puis en utilisant (7.19)

(X))o m=—(Xy)" ng =D WX ;)" X = hf.
p
Nous obtenons finalement
(X3)5=— > Thi(Xp)" +hin. (7.44)
p

Introduisons a présent un champ de vectéue Y; (X 1)* + Y2(X 2)* €crit a I'aide de ses composantes
covariantes. Nous avons

Yy =3 (V)4 (X0)" 4 Yil(X)) ) = D00 (X) + D Vil

% 7

ou la notation suivante est utilisée
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(Vi) = (Vi) — D _T5Ys (7.45)
k

Remarquons que la dérivée covariante exprimée en coordonnéemotes(7.45) differe d’'un signe
moins avec la dérivée covariante exprimée en coordonnées contréealfid.30). De plus les indices ne
sont pas placés de la méme fagon.

Dérivée covariante de tenseur d’ordre 2

Nous avons maintenant tous les outils pour calculer la dérivée covariamedethseur d’ordre 2.
Une propriété naturelle est que la dérivée covariante d’un produit alpé mémes régles que la dérivée

classique (régle de Leibniz). Considérons un tenseur d’ord&e_—zz Ain,i ® X ; écrit sur une base
/L‘?j
covariante et dérivons par rappork a

Ap=Y (A", X, @X;+> ATX 30X+ > ATX; @ X j.
Z:.] Z’-] Z’]
Il suffit a présent d'utiliser (7.43) pour obtenir en enlevant les pastigant la normale
Ap=Y (AY)3X;® X ;.
2%

avec
(A7) = (A7) + Y TP 3 T, A,
p p

Si on décompose le tensedren coordonnées contravariantés= Z Aijj(X ;)" ® (X ;)" alors la dé-
i
rivée par rapport & donne

Ag = (Ag) k(X" ® (X ;)" + ZAij((X,i)*),k ® (X,;)" + ZA”(X,O* ® ((X5)%) k-

,J
En utilisant|(7.44)
A= (Aij)r(X0)" @ (X ;)"
i,J
avec

(Aij);k: = (Aij),k — ZFZ@APJ — Z ngAip- (7.46)
p

p
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Applications

A titre d’exemple nous allons utiliser ces formules pour montrer que la dériwésriante du tenseur
métrique est nulle. En utilisant les formules (7.46) et (7.28)

1
(9i5) = (9i5), Z T 9pi— Z T 9ip = (9ij) k=5 ((9i5) k+(95k) i— (Gi) i +(9i5) o+ (gin) i — (gjk) i) = 0.

2
(7.47)
En utilisant le méme genre de raisonnement et la régle de Leibniz nous pod&over des produits
de tenseurs dont les composantes sont covariantes ou contravaartegsemple avec des notations
évidentes
(FA9YR)a = f4A9Ye + F(AY) Ve + FAY (Vi) (7.48)

et

(AYByy)p = (AY), By + AY (B p- (7.49)

Ce type de calcul donne des résultats similaires pour des produit tensanétactés. Appliquons ce
résultat en calculant la dérivée covariante de I'inverse de la premiene fiondamentale”’

> (9% )agr; = Zglk 9j)y = 0. (7.50)

k

Nous en déduisons avec I'ascenseur d'indices (gtfe., = 0. Nous allons maintenant pouvoir écrire
le laplacien surfacique sous une autre forme qui nous sera utile. B’6pB2) les composantes contra-
variantes dev g f sont égales % g" f; qui peut étre vu comme un produit contracté d’un tenseur

J
d’ordre un et d'un tenseur d’ordre deux. D’apres (7.33), lamigace surfacique d’un champ de vec-
teurs est donné pdivyg(Y) = Z(Yi)ﬂ- ol Y’ représente les composantes contravariant@s dous

7
obtenons en utilisant la relatigg®) ., = 0

Noaf =Y (S a7t | =D (0")afi+D 07 (F)i =D g7 (f)y
i J i,j 2]

;7/ 7]

Réécriture des équations de Mainardi-Codazzi
Réinterprétons maintenant les équations de Mainardi-Codazzi en terméswidatovariante. En utili-
sant la formule (7.46) I'équation (7.36) peut se réécrire

(h11):2 = (h12) - (7.51)
De méme|(7.37) se réécrit avec (7.46) sous la forme

(h12)2 = (h22) ;1. (7.52)

Nous aimerions maintenant écrire ces équations sous la forme d’'uneeatticerde tenseur qui est nulle.
Pour se faire, introduisons la matrice inversekggjue I'on va notehi‘j1 (on rappelle qué¥ représente
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les composantes contravariantes de la deuxiéme forme fondamentale et comfwsantes de l'inverse

deh;;). Nous avons
< hip iy > 1 < haa  —haz )
hiy hoy det(hy;) \ —h1i2  hu )’

Posong:’/ = Gh,;'. CommeG = det(hi;)/ det(g;;) nous obtenons

- 1 - 1 ~ 1
11 12 22
= hag Rl2 = his -
det(gi;) det(gi;) det(gij;)

Comme la dérivée de la métrique est nulle (7.47) nous avons

hii.

(det(gij));k = (911922 — g12921):k = (911);k922 + 911(922);k — (912);k921 — g12(921);x = O.
en conséquendd / det(g;;)).x = 0 et les équations (7.51) (7.52) permettent d’obtenir

- - 1 - - 1
(h'")a+(h'?)0 = det (o) ((h22)a—(h21)2) =0 (R*")a+(h*)2 = dot(ge) (=(h12);1+(h11);2) = 0.
ou de maniére plus compacte paut 1 ou 2

> (W) =0. (7.53)

j
Comme la matrice de terme généhél est symétrique nous obtenons également
> (W) =0. (7.54)
j
7.2.8 Lien avec les opérateurs surfaciques définis avec deadtions level set

Nous avons démontré dans la troisieme partie que la dérivée de fonctiorteglkrsdant de la cour-
bure moyenne faisait référence au laplacien surfacique défini a taiétenction level set. Pour comparer
notre résultat a celui obtenu par Willmore il est donc nécessaire de moné égsjopérateurs surfaciques
définis & I'aide d’'une paramétrisation et de fonction level set sont les mémes.

Dans ce but, considérons une fonction définie sur tout l'espad®® — R et sa restrictiorf (u!, u?) =
f(X(ul, u2))~a la surface. En utilisant les regles de dérivation des fonctions compaséesitenons
fi =X, - Vf.Par définition, la projection orthogonale= a; X 1 + a2 X » deV f sur le plan tangent
verifie

(Vf—w)-X1=0 (Vf—w)-Xo=0.

Ce systéme linéaire de taille 2 permet de trouver les coefficigmsle résultat est le suivant

w

2 2
5 (z gklf,l> X,
= =1

k=1
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Le gradient surfacique défini en (7/32) est donc la projection orthalgateV f sur le plan tangent. Ce
résultat est donc le méme que celui obtenu avec la définition du gradieatisue avec des fonctions
level set.

Nous ne pouvons pas comparer directement les opérateurs de doesad#anus avec les deux mé-
thodes car celui obtenu par les fonctions level set est défini pour émtiéwr et celui obtenu a l'aide
d’'une paramétrisation est défini uniquement pour les vecteurs tangemisid€rons un champ de vec-
teur défini sur tout I'espace dont la restriction a la surface appartigpibautangent. Dériver ce champ
de vecteurs puis le projeter sur le plan tangent est la méme chose dansXetéfiritions. Le résultat
final ne faisant intervenir uniguement le laplacien défini comme la divemsarfacique d’'un champ de
vecteurs tangents les définitions des laplaciens surfacigues sont doménhes.

7.2.9 Changement de variables dans une intégrale surfacique

Le changement de variables dans une intégrale de volume est bien ¢ésihagparaitre le détermi-
nant de la jacobienne de la transformation. Nous proposons ici de darsemonstration du théoréme
de changement de variables dans le cas d'intégrales de surface.dbeiigef est importante car nous
nous en servons dans la premiére partie pour écrire les équations lagreeyde la mécanique des
milieux continus. De plus nous en aurons besoin pour montrer la formule deksysurfacique de la
section suivante.

Considérons une surfaé¥), et une déformatio® : R3 — R? tel que®(9g) = 9. Choisissons
maintenant une fonctiofi : R> — R. La formule de changement de variable dans les intégrales de
surfaces s’écrit

/ f(z) do = / £(®(a))| Cof (V] (a))no(a)| dov. (7.55)
d(090) Qo

ol do est la mesure de surface st et dog est la mesure de surface sify. Le changement de
variables fait donc apparaitre un terme dépendant de la matrice deteaofade la jacobienne de la
transformation.

Démonstration

Introduisons une paramétrisation : (u',u?) — X(u',u?) de la surfaced)y et Y : (u',u?) —
®(X (u',u?)) la paramétrisation déQ2 = ®(9Q) (FIG(7.3).



7.2. SURFACE DEFINIE PAR UNE PARAMETRISATION 199

9 0 = B(99)

FiGc. 7.3 — Déformation d’'une surface avec I'applicatibn

D’apres|(7.13), I'intégrale de surface s s’écrit a I'aide de sa paramétrisatidn
(@) do = [ SO 021V A Vo
U

f
o0
Nous allons maintenant calculer I'élément de surfaceA Y»| en fonction de la parametrisation. En
dérivantY (u!, u?) = ®(X (u',u?)) par rapport a chacune de ses variables on obkignt [V®] X ;
par application des regles de dérivation de la composée de fonctions. Nous mudtiptiogsent’; AY,
par [V®] v ouwv est un vecteur quelconque. En utilisant la propriété du détermirativ;, we, w3) =
(wl AN wg) - w3

(Y1 AYs) (V] ) = det([V®] X1, [VO] X, [VE] v) = det([V]) det(X.1, X ,0).

Nous avons donc

(IVO]T (Y1 AY32)) v =det([VP])(X1 A X2)-v.

La relation étant valable pour toutnous obtenons

Y1 AYs =det([VO]) VO] TX; A Xo.

Les vecteurs normaux, surdf), ainsi quen surof) sont donnés par
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X’l/\X72 Kl/\KQ

T IX A X " WIAYS

En remplagant dans la relation précédente nous obtenons

Y1 A Yaln = det([VO])[VE] Tng|X 1 A X | (7.56)

En prenant la norme de I'égalité précedente et en utilisant la rel@ié((V®]) = det([V®])[VP]~T
nous obtenons

’Y:l A Y:g’ = ’ COf([V‘I’])n()HXJ A\ X72 . (757)
qui exprime la relation entre I'élément d’'aire 8 et 92¢. Nous avons donc
8Qf(x) do = / f(@(X(ul,UQ)))\ Cof ([V@])ng|| X 1 A X 2| dutdu® = g f(@(a))| Cof([VP](a))no(a)| dog
U Qo

Nous obtenons donc le théoréme de changement de variables annoncé.

Regardons maintenant comment cette formule s'écrit dans le cas d’'un eleatopel dépendant du
tempsf(x,t)n(x,t) (nous en aurons besoin dans la premiére partie). En choisissant |leofemtgde
variable® tel que® (9, t) = 92, nous obtenons

f(z, t)n(x,t) do = f(®@(a,t), t)n(P®(a,t),t)| Cof ([VP(a,t)])no(a)| doy.
o Qo

En divisant|(7.56) paf (7.57)

Cof([V®(a,t)])no(a)

n(®(a,t),t) = | Cof ([V®(a,t)])no(a)|

(7.58)

Donc

flz, t)n(x,t) do = f(®(a,t),t) Cof([VP(a,t)])no(a) doy. (7.59)
o0y Qo
La formule de Reynolds est un outil classique trés utilisé et elle est démoamédadpremiére partie a
I'aide d’un changement de variables dans les intégrales volumiquessti ex équivalent pour les sur-
faces qui se démontre naturellement a I'aide d’un changement de vadablekes intégrales surfaciques
gue nous venons de démontrer.

7.2.10 Formule de Reynolds surfacique

La formule de Reynolds est I'un des points clé de la thése. En effet, elieepele montrer dans la
premiére partie quev ¢| contient des informations sur la variation d’aire dans le cas d’un écoulement
incompressible. De plus nous l'utilisons également dans la deuxieme méttaptanisation de fonc-
tionnelles géométriques de la troisieme partie.
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Considérons une surfa@¥), évoluant dans un champ de vitesser, t) et f(z,¢) une fonction. La
formule de Reynolds surfacique est la suivante

i ( o, ) da) = |, i+ div(fw) = F([Ved n) - do. (7.60)

Démonstration

L'idée de la preuve consiste (comme pour la preuve de la formule de Reymdlosique) a se ramener
a un domaine fixe qui ne dépend plus du temps a I'aide d’'un changemeatidel® dans les intégrales
de surfaces pour ensuite dériver chaque terme par rapport au tetnpduisons les caractéristiqués
associées au champ de vitegse

0P

E(a,t) =u(®(a,t),t). (7.61)
Considérons une surfaé¥), qui se déforme sous l'action de I'applicatiGnen 0, = ®(0Q,t). En
effectuant le changement de variable- ®(a, t) avec la formule[(7.55)

flatydo= | f(®(a,t),t) det([VP(a,t)])|[VE(a, t)] Tno(a)| dog.
00 0Qo

Nous nous sommes maintenant ramenés a un domaine fixe. Nous pouvordéduec I'expression
précédente en dérivant par rappont éhacun des termes dans l'intégrale. Pour le premier terme nous
obtenons facilement avec I'équation des caractéristiques (7.61)

(f(q)(avt)7t))t = ft(q)(avt)7t) + Cbt(aﬂf) : fo(q)(aat)a t) = ft(q)(a7t)>t) + u(Cb(avt)vt) ' fo(q)(a, t)>t)'

Pour le deuxiéme terme nous utilisons la dérivée du determidat(tA(t)))’ = det(A(t)) Tr([A(t)] 1A' (1))

(det(Vo®(a,t))); = det(Vo®(a,t)) Tr([Vo®(a, )] [Va®(a, t)]s).
En utilisant la définition des caractéristiquies (7.61)
0P

[vaq)(aﬂt)]t =V, (E)t(a’ t)) = Va(u(q)(aﬂt)7t)) - [qu](q)(a7t)7t))[va(1)(a7t)]‘ (7.62)

En utilisant la propriété de la trace nous obtenons

(det(V®(a,t))): = det(V®(a,t)) div(u)(P(a, t),t). (7.63)
Il ne nous reste plus qu'a calculer la dérivée du troisieme teffi@(a, )]~ " no(a)|. En utilisant la
propriété|v|; = v, - % valable pour un vecteur

El

[V@(a,t)] " no(a)le = (Ve (a,1)] " )eno(a)) - |

En utilisant la dérivée de I'inverse d’'une matricg=!)(t) = — A~ (t)A'(t)A~1(t) et (7.62)
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([V®(a,t)] V) = = [V®(a, )] [VE(a,)]:[VP(a,t)] ' = —[V®(a, )] [Vu](®(a,t),t).

Nous obtenons donc avec (7.58)

[Ve(a,t)] T no(a)le = —<([VU]T(‘1>(GJ)J)

= —([Vu)(®(a,t),t) n(®(a,t))) -

. a,t)] Tno(a
el ) - (70l 0] T rofa

[V®(a, )] no(a)l.

~—
S
—~
o
—~
e
~
~—
~—

Donc aprés avoir fait le changement de variable- ®(a,t) et utilisédiv(fu) = fdiv(u) +u-Vf
nous obtenons la formule de Reynolds surfacique annoncée. Dararties goncernées nous mettrons
ce résultat sous d’autres formes.



Bibliographie

[1] G. Allaire. Analyse numérique et optimisatioBditions de I'Ecole Polytechnique, 2005.
[2] G. Allaire. Conception optimale de structureso 58 Springer, 2006.

[3] D. M. Anderson, G.B. Mc Fadden, and A.A. Wheeler. Diffuse-ifdaee methods in fluid mechanics.
Annu. Rev. Fluid Mect80 :39-65, 1998.

[4] J. Beaucourt, F. Rioual, T. Séon, T. Biben, and C. Misbah. Steadgsteady dynamics of a vesicle
in a flow. Physical Review F59(1) :011906, 2004.

[5] T. Biben and C. Misbah. Tumbling of vesicles under shear flow within aeetéd field approach.
Physical Review F67 :031908, 2003.

[6] C. Bost. Méthodes Level-Set et pénalisation pour le calcul d’intéractions fluideststrs PhD
thesis, Université Joseph Fourier, 2008.

[7] J.U. Brackbill, D.B. Kothe, and C. Zemach. A continium method for modelinfgse tensionJ.
Comp. Phys.100 (2) :335—-354, 1992.

[8] H. Brezis. Analyse fonctionnelle, théorie et applicatior@3ollection Sciences Sup , Dunod, 1994.

[9] A. Cheng, D. Coutand, and S. Shkoller. Navier-stokes equationsatteg with a nonlinear elastic
biofluid shell. SIAM J. Math. Anal.Vol 39 :742—-800, 2007.

[10] A. Chorin. Numerical simulation of the navier-stokes equatidnath. Comp,.22 :745-762, 1968.

[11] P.G. Ciarlet. Mathematical elasticity Vol I, Three dimensional elasticit¥lume 20 of Studies in
Mathematics and its Applications, 1994.

[12] P.G. CiarletMathematical elasticity Vol I, Theory of plategolume 27 of Studies in Mathematics
and its Applications. North Holland publishing Co. Amsterdam, 1997.

[13] P.G. CiarletMathematical elasticity Vol I, Theory of shellgolume 29 of Studies in Mathematics
and its Applications. North Holland publishing Co. Amsterdam, 2000.

[14] G.-H Cottet and E. Maitre. A level-set formulation of immersed boundarthaus for fluid-
structure interaction problemg&. R. Acad. Sci. ParjsSer. | 338 :581-586, 2004.

[15] G.-H Cottet and E. Maitre. A level-set method for fluid-structure indgoas with immersed sur-
faces.Mathematical Models and Methods in Applied Sciendes16, No. 3 :415-438, 2006.

[16] G.-H. Cottet, E. Maitre, and T. Milcent. Eulerian formulation and level sedesfor incompres-
sible fluid-structure interactiorM2AN, 42 :471-492, 2008.

[17] D. Coutand and S. Shkoller. Motion of an elastic solid inside of an incessile viscous fluid.
Arch. Rational Mech. Angl176 (1) :25-102, 2005.

[18] K. Deckelnick, G. Dziuk, and C.M. Elliott. Computation of geometric partidieténtial equations
and mean curvature flovActa numericaCambridge University Press :139-232, 2005.

203



204 BIBLIOGRAPHIE

[19] M.P. do CarmoDifferential geometry of Curves and Surfac&garson Education, 1976.

[20] J. Donea, S. Guiliani, and J.P. Halleux. An arbitrary lagrangian iamlénite element method for
transcient dynamics fluid structure interacticdomp. Meth. Appl. Mech. Engeol 33 :689-723,
1982.

[21] G. Duvaut.Mécanique des milieux continuBunod, 1998.
[22] L.C. Evans and R. Gariep¥esure theory and fine properties of functio@RC Press, 1992.

[23] M. Fernandez, J.-F. Gerbeau, and C. Grandmont. A projection isgplicit scheme for the cou-
pling of an elastic structure with an incompressible flulapport de recherche INRIA n°57,00
2005.

[24] S. Gallot, D. Hulin, and J. Lafontain®iemannian geometnyspringer, 1982.

[25] C. Galusinski and P. Vigneaux. Level set method and stability comditiocurvature-driven flows.
C. R. Acad. Sci. ParjsSer. |, Vol 344 no 11 :703-708, 2007.

[26] C. Grandmontand Y. Maday. Existence for an unsteady fluid-streinteraction problenivi2ZAN,
Vol 34 no 3 :609-636, 2000.

[27] J.-L. Guermond, P. Minev, and J. Shen. An overview of projectiothots for incompressible
flows. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineening 195 :6011-6045, 2006.

[28] A. Henrot and M. PierreVariation et optimisation de formes, une analyse géométritdathéma-
tigues et applications Springer no 48, 2005.

[29] J. Lemoine. On non-homogeneous viscous incompressible fluidsemos@sof regular solutions.
Comment. Math. Univ. Carolina&8, 3 :697-715, 1997.

[30] F.-H Lin, C. Liu, and P. Zhang. On hydrodynamics of viscoelastic fluZtsmmunications on Pure
and Applied Mathemati¢d/ol. LVIII :1-35, 2005.

[31] P.-L. Lions. Mathematical topics in fluid mechanics volume 1 : incompressible mod@t$ord
lecture series in mathematics and its applications, 3, 1996.

[32] X.-D Liu, S. Osher, and T.Chan. Weighted essentially non-oscillaaongmesJ. Comput. Phys.
126 :200-212, 1994.

[33] E. Maitre, T. Milcent, G-H. Cottet, A. Raoult, and Y. Usson. Applicatiofsewel set methods in
computational biophysicdMath. Comput. Modela paraitre, 2008.

[34] A.J. Majda and A.L. Bertozzi.Vorticity and incompressible flowsCambridge texts in applied
mathematics, 2002.

[35] B. Maury and O. Pironneau. Characteristics ale method for unsfeselsurface flows with surface
tension.Z. Angew. Math. Mech. (ZAMMyol 76, Suppl. 2 :613—-614, 1996.

[36] A. Miranville and R. Temam. Modélisation mathématique et mécanique des milieux continus
Scopos 18 Springer, 2003.

[37] C. Misbah. Vacillating breathing and tumbling of vesicles under shear. flBwysical Review
Letters 96(2) :028104, 2006.

[38] S. Osher and R. FedkiwLevel set methods and dynamics implicit surfacesl 153 Applied
mathematical sciences, 2003.

[39] S. Osher and J.A. Sethian. Fronts propagating with curvature dapespeed, algorithms based
on hamilton-jacobi formulationsl. Comp. Phys.79 :12—-49, 1988.

[40] C.S. Peskin. The immersed boundary methiscka Numericapages 1-39, 2000.



BIBLIOGRAPHIE 205

[41] J.A. Sethian, P. Smereka, and S. Osher. A level set approacbrfiputing solutions to incompres-
sible two-phase flowd. Comp. Phys114 :146-159, 1994.

[42] J. Simon. Compact sets in the sp&t@, ¢, b). Ann. Mat. Pur. Appl146 (4) :65-96, 1987.

[43] J. Simon. Différentiation de problemes aux limites par rapport au dom&poars Université de
Seville http ://math.univ-bpclermont.fr/ simon/pagePubs.hi®®1.

[44] V.A. Solonnikov. Estimates for solutions of non stationary navier-stekesitionsJ. Soviet. Math.
8 (4) :467-529, (1977).

[45] D. Steigmann, E. Baesu, E. Rudd, and J. Belak. On the variationaijtbéoell-membrane equili-
bria. Interfaces and Free Boundaries :357-366, 2003.

[46] M. Sy, D. Bresch, F. Guillen-Gonzalez, J. Lemoine, and M.A. Rpaz-Bellido. Local strong
solution for the incompressible korteveg model.R. Acad. Sci. ParjsSer. |, 342 :169-174, 2006.

[47] R. Temam. Une méthode d’approximation de la solution des équations de si@kies-Bull. Soc.
Math. France 98 :115-152, 1968.

[48] A.K. Tornberg and B. Engquist. Numerical approximations of singudarcse terms in differential
equations.J. Comp. Phys200 :462-488, 2004.

[49] H. Triebel. Interpolation theory, function spaces, differential operatd¥erth-Holland Publishing
Company, Amsterdam, New York, Oxford, 1978.

[50] M. Tucsnack, J. San Martin, and V. Starovoitov. Global weak solsatfon the two dimensional
motion of several rigid bodies in an incompressible viscous flAidhive for Rational Mechanics
and Analysis161 :113-147, 2002.

[51] T.J. Willmore. Total curvature in riemannian geometrllis Horwood Series Mathematics and its
applications, 1982.

[52] S. Xu and Z.J. Wang. Systematic derivation of jump conditions for the imménserface method
in three-dimensional flow simulatioi®IAM. J. Sci. CompuytVol 27, no 6 :1948-1980, 2006.



	I Presentation du couplage fluide-structure
	Présentation des modèles fluides et élastiques
	Mécanique du point matériel
	Généralités sur les milieux continus
	Conservation de la masse
	Conservation de la quantité de mouvement
	Equations des fluides
	Equations de l'élasticité
	Calcul d'interface

	Couplage fluide-structure
	Genéralités
	Méthode ALE
	Méthode de Peskin
	Méthode Eulérienne de couplage-fluide structure


	II Analyse mathématique du modèle
	Préliminaires
	Lien entre EDP et EDO
	Equation de la chaleur
	Equations non linéaires et compacité
	Espaces et inégalités utilisés

	Analyse mathématique du modèle de membrane
	Enoncé des hypothèses et du théorème
	Remarques préliminaires
	Problème régularisé
	Estimations a priori 
	Passage à la limite
	Conclusions et perspectives


	III Prise en compte de la courbure
	Dérivation de fonctionnelles géométriques
	Problématique
	Calcul de la courbure
	Lemmes techniques
	Différentiation utilisant une approximation volumique
	Différentiation utilisant une formule de Reynolds surfacique
	Différentiation utilisant les outils de géométrie différentielle
	Comparaison des résultats
	Bilan
	Conclusions et perspectives

	Applications numériques
	Equation de la chaleur 1D
	Schémas numériques pour le modèle de membrane
	Cas 2D
	Cas 3D

	Annexe sur les courbes et les surfaces
	Courbe plane paramétrée
	Surface définie par une paramétrisation



