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Introduction

La théorie de l'interaction forte [1, 2| est une théorie de jauge ou les acteurs (degrés de liberté)
sont les quarks et les gluons. Cette théorie est la chromo-dynamique quantique! (QCD). A haute
énergie (respectivement courte distance) une approche perturbative en fonction de I'intensité de
I'interaction (ou constante de couplage fort) reproduit un grand nombre de résultats expérimen-
taux. Ce régime perturbatif est valide pour des distances de ’ordre du dixiéme de femtomeétre ou
moins. A basse énergie (respectivement longue distance) il est difficile d’extraire les informations
expérimentales de QCD.

Le lagrangien de QCD s’appuie sur le groupe de symeétrie locale de couleur SU(3). généré par les
matrices de Gell-Mann. Les quarks [3] sont dans la représentation fondamentale de ce groupe,
les gluons dans la représentation adjointe. Dans 'espace des saveurs (u, d, s ... t), ce lagrangien
posséde une symétrie globale qui est décrite par le groupe

Gsaveur = U(l)u X U(].)d X ... X U(].)t.

Si les trois saveurs légéres sont dégénérées, c’est-a-dire que les masses des quarks u, d et s
ont des valeurs égales, alors au niveau du lagrangien de QCD il apparait la symétrie SU(3)y
. Si de plus, nous nous placons dans la limite ol les masses des quarks légers u, d et s sont
nulles (limite chirale) alors le lagrangien de QCD est invariant sous le groupe de symétrie chiral
G = SU(3)L, xSU(3)r xU(1)y, chaque saveur de quarks possédant une symétrie globale de phase
U(1)y. A la limite chirale les secteurs légers gauche et droit se découplent. L’état fondamental (le
vide) n’est pas invariant sous G et la symétrie chirale n’est alors pas apparente dans le spectre
des particules. Dans ce spectre, on constate que les mésons peuvent étre groupés en multiplets
quasiment dégénérés en masse, par exemple des multiplets d’isospin comme (7~ ,7°, 71). Ces
multiplets se regroupent de méme en octets (m, K,n) ou décuplets (A, X, =,Q). On remarque
que la symeétrie SU(3)y a des représentations irréductibles octets et décuplets. Comme le spectre
hadronique ne refléte pas la symétrie chirale du lagrangien de QCD, le vide de QCD dans la limite
chirale n’est pas invariant sous les transformations engendrées par les charges axiales: [4, 5, 6]

Q4%10) # 0 b=1,...8

et la symeétrie chirale SU(3);, x SU(3)r est brisée spontanément vers le sous groupe SU(3)y
engendré par les charges vectorielles: [7, 8]

Q%10) =0 b=0,...8.

D’aprés le théoréme de Goldstone [9, 10], pour chaque charge conservée associée a une symétrie
globale continue ne laissant pas le vide invariant, il apparait dans le spectre de la théorie une
particule de masse nulle ayant les mémes nombres quantiques que la charge en question. On aura
8 bosons de Goldstone |7(p)) qui formeront un octet selon le groupe de symétrie résiduel SU(3)y
qui correspond & la symétrie non brisée, puisque les charges vectorielles annihilent le vide. De
plus, ces bosons se couplent aux courants axiaux par la relation:

(0147, (2)|7" (p)) = 16° Foppue™®,

'nom donné par Gell-Mann en 1973
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ou F, , appelé paramétre d’ordre, est la valeur a la limite chirale de la constante de désintégration
F. du pion mesurée dans le processus m — uv:

Fo = F7r|mu,md,ms—>0'

Les paramétres d’ordre chiraux permettent d’étudier la brisure spontanée de la symétrie chirale.
Les deux paramétres d’ordre les plus intéressants sont F), et le condensat de quarks (gg). La non
nullité de F, est une condition nécessaire et suffisante pour la brisure spontanée de la symétrie
chirale [11], alors que la non nullité des autres parameétres d’ordre ne fournit qu’une condition
suffisante. F, signale sans ambiguité la brisure de la symétrie chirale et sa restauration. Le
condensat de quarks est présent dans ’expression de toutes les observables au travers des masses
des mésons

Fr? M7 = —(my +ma) (@) + O(m3), (1)

oll <§q)(2) est le condensat de quarks dans la limite m,,mq — 0 et my fixé. Cette formule relie
un effet observable de la brisure explicite de la symétrie chirale, la masse des mésons pseudo-
scalaires?, au condensat de quarks qui témoigne de la brisure spontanée de celle-ci.

Pour étudier le mécanisme de la brisure spontanée de la symétrie chirale, il existe des expériences
de basse énergie et de haute précision reliées a la diffusion 77 [12] via les désintégrations Ky4. Il
s’agit des expériences E865 [13, 14], Da®ne [15], Nad8/2 [16] et KTeV [17]. L’expérience DIRAC
elle s’intéresse & la durée de vie de ’atome pionique 7+ — 7.

Afin d’analyser les résultats expérimentaux, nous utiliserons une théorie effective [18, 19, 20, 21].
La théorie des Perturbations Chirales (ChPT) |22, 23, 24, 25] est la théorie effective qui prend en
compte les propriétés de QCD & basse énergie. Elle est basée sur le développement des fonctions
de Green en puissance des moments externes p et des masses de quarks légers m,. Cette théorie
décrit les corrélateurs correspondants aux processus mis en jeu & basse énergie comme des séries
en puissance des impulsions et des masses des quarks avec pour coefficients des combinaisons de
paramétres d’ordre chiraux.

Nous avons isolé les degrés de liberté de notre théorie & basse énergie et déterminé les symétries
qui la régissent. Il nous faut maintenant construire le lagrangien le plus général possible cor-
respondant. Nous allons construire les termes de ce lagrangien comme un développement selon
une puissance (ﬁ)k avec Ap une échelle d’énergie hadronique de l'ordre du GeV. Plus le niveau
de précision requis augmentera et plus il faudra de termes au lagrangien. Le lagrangien effectif
contient un nombre infini de termes

Leftectit = Lrp=2 + Li=4 + Li—6 + ...

Le premier terme du lagrangien sera Lo et & 'ordre le plus bas p? il correspond aux processus
en arbre. L’ordre suivant p* correspond aux processus avec une boucle. Ces processus doivent
étre inclus et vont donner lieu a des divergences qu’il faudra renormaliser. On utilisera pour
cela une régularisation qui respecte la symétrie chirale comme la régularisation dimensionnelle
[26, 27, 28, 29, 30, 31] et un schéma de soustraction indépendant de masse comme le schéma de
soustraction minimale [32]. La renormalisation des boucles nécessitera des contre termes donnés
par le calcul de diagrammes en arbre dont les vertex sont déterminés par le terme £4 du lagrang-
ien effectif [24, 33]. On peut donc absorber les divergences engendrées par des boucles grace aux
contre termes déja présents dans le lagrangien effectif Legrectit-

2(est le terme de masses légéres dans le lagrangien de QCD qui mélange les chiralités



Dans ma thése, je me suis intéressée aux désintégrations semi-leptoniques du kaon en quatre
corps, dont la nomenclature est Kyy. Ces désintégrations possédent des particularités mises en
évidence dés 1957 [34, 35]. Ce type de désintégrations est une source importante de production

™

\Théoréme de Watson

Déphasage Pion—Pion
\ Equations de Roy

Longueur de diffusion Pion—Pio:

de paires de pions. A chaque désintégration Ky, il se produit dans I’état final une diffusion 7 — 7
. L’étude de ces désintégrations nous permet d’accéder a des informations sur l'interaction forte
pion-pion & basse énergie comme le déphasage pion-pion par application du théoréme de Watson
[36] ou les longueurs de diffusion pion-pion en utilisant les équations de Roy [37].

Le mode de désintégration Kt — wtnetr, a été observé expérimentalement en 1962 [38]
aupreés du Bevatron au Lawrence Radiation Laboratory. Lors de cette expérience, 30 000 kaons
chargés ont été examinés et un événement K .4, schématisé dans la FIGURE 1, a été observé. Les
premiéres expériences K4 dans les années 60 n’avaient observé chacunes que quelques centaines
d’événements [39, 40, 41, 42, 43] et avaient mesuré le taux de désintégration K4 avec une er-
reur systématique importante, comme le montre la TABLE 1. Il a fallu attendre 1977 lorsque la

Référence nombre d’événements taux de désintégration (s7!)
Birge et al. 69 (2.9 £ 0.6) 10°

Ely et al. 269 (2.6 £ 0.3) 10°
Schweinberger et al. 115 (3.2 £ 0.4) 10°
Bourquin et al. 1609 (3.32 £ 0.31) 103
Beier et al. 8141

TABLE 1: Taux de désintégration K.4 mesurés dans les premiéres expériences.

a
C‘C:I s [T C},,..*.'ﬁ a G{:’&

o
I o' \“\ 3 o
qe ° \\Ez ___a-*jﬁ 5
£ L
Q
10—+ PR

FIGURE 1: Evenement K4 observé en 1962 auprés du Bevatron du Lawrence Radiation Laboratory.

Cette figure provient de article Evidence for K+ — ntn~e'v decay mode de Koller, Taylor,
Huetter et Stamer [38]. La trace 4 est le méson KT qui se désintégre au repos en 0, la trace
3 est identifiée comme un électron et les traces 1 et 2 sont des pions chargés.



collaboration Genéve-Saclay [44, 45| a mesuré le rapport de branchement de K4 avec un lot de
30000 événements. Rosselet et al. ont obtenu un taux de désintégration

k., = (3.26+0.15) 103"

Depuis, il n’y a pas eu de nouvelles données accessibles jusqu’a ’expérience E865 a Brookhaven
en 2001 ou 400000 événements K 4 ont été collectés [13, 14]. Le taux de désintégration est

Tk, = (3.32140.089) 10%s~".

D’aprés les valeurs des temps de vie du kaon chargé et neutre, la TABLE 2 résume les valeurs des
rapports de branchements et des taux de désintégrations Ky4 du Particle Data Group [46]. Cette

Canal Ky, rapport de branchement (107°) taux de désintégration (s—1!)
Kt —ratretu, 4.08 £+ 0.09 3294

Kt —atnputy, 1.4 +0.9 1130

Kt — m°n°etu, 2.1 +04 1710

K+ — n°m°u*u, - -

K° — n°n~etu, 5.18 + 0.29 1001

o o—,+
K° — mn~p"y, - -

TABLE 2: Valeurs expérimentales des rapports de branchement et des taux de désintégration Kyy.

augmentation de la précision due & un accroissement de la statistique nous améne naturellement
a améliorer les précision théoriques sur les désintégrations Ky4. Ceci peut étre fait en évaluant
les effets de la brisure d’isospin et en controlant de maniére quantitative les effets indésirables
parmi eux les corrections radiatives .

Mon travail de thése est organisé de la maniére suivante:

Dans un premier chapitre, nous expliciterons les symétries de la chromo-dynamique quantique
qui est la théorie fondamentale des interactions fortes. Nous mettrons en évidence le besoin
d’une théorie effective pour traiter le domaine de basse énergie. Cela nous ameénera a étudier la
chromo-dynamique quantique dans la limite chirale, ol les masses des quarks les plus 1égers sont
considérées comme petites par rapport & une énergie caractéristique de ’ordre du GeV.

Dans un second chapitre, nous travaillerons sur les désintégrations semi-leptoniques du kaon
et nous donnerons les propriétés des facteurs de forme associés & ces désintégrations grace aux
transformations de Lorentz et de parité. Nous discuterons de la présence d’un facteur de forme
tensoriel.

Dans le chapitre 3, nous détaillerons le cadre dans lequel les désintégrations Ky, évoluent. Nous y
rappellerons les diverses propriétés de la cinématique engendrées par ce type de désintégrations.
Nous trouverons notamment dans ce chapitre une expression complétement générale de 1’élément
de matrice pour les désintégrations Ky4. Une partie sera consacrée au déphasage pion-pion, qui
est accessible via la mesure du taux de désintégration Ky4.

Le chapitre 4 traite du lagrangien effectif qui sera utilisé pour notre travail. Nous détaillerons
I'inclusion de la brisure d’isospin dans celui-ci.

Le chapitre 5 est consacré au calcul des effets de la brisure d’isospin & 1’ordre le plus bas pour
les trois canaux de désintégration (chargé, neutre et mixte) associés & Kyy. Nous y trouverons



notamment une étude numérique de ces effets.

Dans les chapitres 6 et 7, nous avons calculé les contributions & l'ordre d’une boucle (boucle de
photon et boucle de méson préservant 'unitarité) aux facteurs de forme F et G.

Le chapitre 8 est consacré & 1’étude des divergences ultra-violettes et au calcul des contre termes
nécessaires 4 la renormalisation de ces divergences. On y traite la renormalisation de la masse et
du champ des particules présentes dans la désintégration K4 chargé.

Le chapitre 9 traite des divergences infra-rouges provenant des diagrammes avec boucle de pho-
ton. Ces divergences infra-rouges s’annulent au niveau des taux différentiels de désintégration
lorsque ’on ajoute la contribution du taux de désintégration du processus avec émission de pho-
ton réel, K4y (K4 radiatif).

Finalement, le chapitre 10 donne une étude numérique des effets de la violation d’isospin et des
corrections électromagnétiques au processus Kyy. Enfin, nous conclurons ce travail de thése et
discuterons des perspectives.
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Chapitre 1

De la chromo-dynamique quantique a
la théorie chirale

Sommaire

1.1 La constante de couplage fort . . . . .. ... ... .........
1.2 La symeétrie de la couleur: SU(3)c « « v v v v v v v v v v v v v v
1.3 La symétrie de la saveur ou Fightfold way . . ... ... .. .. ..
1.4 Lelagrangiende QCD . ... ... ... ... ... .. ...
1.5 Les symétries de QCD dans la limite chirale . . . . .. ... ...

=2 =R | S A

1.6 Les courants et les charges associés a la symeétrie chirale

1.1 La constante de couplage fort

La QCD est la théorie fondamentale des interactions fortes. L’élément clé de QCD est la variabilité
de la constante de couplage et le concept de liberté asymptotique. A grande distance, le couplage
est fort et confine les quarks dans les hadrons. A petite distance, cette méme constante de cou-
plage devient plus faible de sorte que les quarks se comportent comme des particules quasi-libres.

Lorsque dans le cadre de la théorie des champs on calcule une observable physique R comme une
série perturbative des puissances de la constante de couplage, il apparait des termes divergents
dans ’expression de R. Ces divergences sont éliminées en renormalisant la série. Cette renormal-
isation introduit une échelle en énergie u, le point a partir duquel la soustraction qui enléve les
divergences est effectuée. Si 'observable R dépend de I’échelle en énergie @), le résultat de cette
renormalisation est que R dépend en fait de Q—; Cependant p est un parameétre arbitraire et
n’est pas un élément de la théorie. La dépendance de R peut étre prise en compte en définissant
une constante de couplage mobile (running coupling constant en anglais), as(Q?), qui dépend de
I’échelle. Cette variation est déterminée par la théorie au travers d’une équation appelée équation
du groupe de renormalisation [47]:

2 8045(622)

Q TQQ 5[%(@2)]- (1.1)

La fonction 3 est calculée par un développement perturbatif en puissance du couplage fort , a:
Blas(@QY)] = —bas(l+bas+b"a?+...)

1



avec les définitions suivantes :

b — 33 — 2ng
127
y — 153—19n,
27(33 — 2ny)
Yy 77139 — 150990 + 3250,

28872 (33 — 2ny)

ol ng est le nombre de saveurs de quarks actifs. La solution de I’équation (1.1) a I’ordre le plus
bas est égale & :

as(Q%) = as(4) (1.2)

_ 2
1+ o (p?) 3220 %

Dans cette expression, la constante de couplage décroit lentement vers zéro lorsque Q% > u?,
c’est-a-dire justement la liberté asymptotique . La constante de couplage diverge pour les petites
valeurs de Q? < p?. En d’autres termes, ’application du traitement perturbatif pour le calcul
des observables physiques n’est plus valable. A partir de la théorie perturbative de QCD, il
est uniquement possible de déterminer la fagon dont varie le couplage fort et non sa valeur
absolue. Cette derniére doit étre déterminée expérimentalement. On choisira généralement comme
référence la valeur du couplage mesurée a une énergie suffisamment grande (pour garantir la
validité de I’approche perturbative), par exemple a la masse du Z ( Mz = 91,1882(22)GeV /c?)
j46]

as(Mz) = 0,1185(20).

Il est intéressant de réécrire (1.2) en terme d’un paramétre A qui représente 1’échelle & partir
de laquelle I’évolution de la valeur du couplage divergerait si elle était extrapolée en-dehors du
domaine perturbatif. La valeur de A, déterminée expérimentalement, est de ’ordre de 200 MeV.
Ainsi, pour des échelles de l'ordre du GeV (masse du nucléon), la valeur du couplage est assez
importante pour que la théorie perturbative ne soit plus applicable.

A l'ordre dominant et en introduisant le paramétre A

A2 — M2€—47r/bo<(,u,2)

9

la valeur du couplage & I’échelle Q? est :

0@ = — (1.3)

33—2n Q?
T2 0 3z

Cette constante de couplage croit lorsque les énergies mises en jeu sont petites comparées a une
échelle hadronique de l'ordre du GeV. Si on utilise la formule (1.3) pour les basses énergies, par
exemple 500 MeV (masse du kaon), nous obtenons

as(500MeV) ~ 1.

Le développement perturbatif en puissance de «a n’est donc pas possible.



1.2 La symétrie de la couleur: SU(3).

La QCD est une théorie de jauge® non abélienne basée sur la couleur?. Les charges de couleur
sont portées par trois états de quarks formant une base pour le groupe de jauge SU(3). [3].
Comme toute théorie de jauge, la QCD est fondée sur un postulat d’invariance. Dans le cas
présent, elle est invariante sous une transformation locale de la couleur ; la transformation est
locale, car elle dépend de I'espace-temps. En QCD, on a des champs représentant les quarks de
chacune des trois couleurs (7, b, j). Ceux-ci peuvent s’écrire sous la forme de vecteurs colonnes

T

q
g’
qj

La transformation U sous laquelle la théorie doit étre invariante est

!/

q q
qb — U qb
¢ ¢

Le vecteur colonne indicé avec ' représente le vecteur transformé et U est une matrice 3 x 3

unitaire, afin de préserver les densités de probabilité de présence du champ représentant les
quarks. On doit donc avoir

vl = 1

|det U 1 } U(3) =SU(3) x U(1)

Si det U = 1, alors on travaille avec le groupe spécial SU(3).

1.3 La symétrie de la saveur ou Eightfold way

Dans l’espace des saveurs (u, d, s ... t), le lagrangien de QCD Lgcp posséde une symétrie globale
qui est décrite par le groupe

Gglobal = U(l)u X U(l)d X ... X U(l)t.

Ce groupe décrit la conservation de chacune des saveurs. Si plusieurs saveurs de quarks sont
dégénérées, alors I’ordre du groupe Gglobal augmente. La symétrie SU(3), apparait dans la limite
ol les masses des saveurs les plus légéres, les quarks u, d et s, ont des valeurs égales.
Les représentations associées au groupe SU(3)y , {3} et {3} représentent respectivement les 3
quarks et les 3 anti-quarks de saveurs différentes. En combinant un quark avec un anti-quark,
nous obtenons un octet de dimension {8} et un singulet {1}. Un octet de SU(3), est constitué
de deux doublets d’isospin, d’un triplet d’isospin et d’un singulet d’isospin. Si nous associons
trois quarks, nous obtenons un singulet, deux octets et un décuplet. La TABLE 1.1 résume les
différentes états obtenus avec les quarks u, d et s et leurs anti-quarks, ainsi que leurs nombres
quantiques d’isospin (I, I3), d’étrangeté S et leur masse.

La faible différence de masse entre les membres d’un méme multiplet peut étre expliquée par
I'invariance sous le groupe SU(2), des transformations d’isospin car

My, — Mg ~ quelques MeV.

3Une théorie est dite de jauge lorsqu’elle posséde la propriété d’invariance locale, ¢’est-a-dire que les propriétés
du lagrangien restent valables quand le systéme considéré est modifié indépendamment en chaque point de ’espace
et du temps.

4Le nombre quantique de couleur a été introduit la premiére fois dans les années 60 par Han et Nambu.



I I3 S masse

(1 1 0 =t ud 140
-1 0 7 du 140
0 0 n° (dd — uu)/v/2 135

1/2 1/2 41 Kt Uus 494
SU(3)octet 1/2 —-1/2 +1 K° ds 498
1/2 -1/2 -1 K~ Ts 494
/2 1/2 -1 K’ s 498
0 0 0 ng (dd+ud—2s5)/v6 549
SU(3)singlet 0 0 0 7 (dd+ud+ss)/v6 958

TABLE 1.1: Mésons appartenant & I'octet des particules pseudo-scalaires. A chaque méson sont associés
ses nombres quantiques d’isospin et d’étrangeté.

Cette symétrie d’isospin est presque parfaite puisque les écarts des masses par rapport & la masse
moyenne & l'intérieur d’un méme multiplet sont de 'ordre de 3 %. La progression en masse parmi
les membres d’un méme multiplet lorsque le nombre quantique d’étrangeté augmente est due au
fait que la différence de masse entre le quark s et les quarks u et d est plus importante

Mg — My q ~ 150 MeV.

Les symétries observées dans le spectre des mésons et des baryons légers ont suggéré & Gell-Mann
et Ne’eman [48, 49] que les hadrons étaient des particules composites dont les constituants, les
trois saveurs de quarks (u, d, s) sont la manifestation physique d’un groupe de symétrie de
saveur de type SU(3), . Cette symétrie de la saveur (Eightfold Way®) est moins exacte que la

%Ce nom fut donné en 1961 par Gell-Mann et Ne’eman par analogie avec "I’octuple sentier" du Bouddhisme
qui comporte huit conduites propres & développer I'attention et la connaissance.

Am(MeV/c?)  mmoyenne(MeV/c?) 103Am/m

n—op 1.3 939 1.4
Yo — ¥t 3.1 1190 2.6
¥ -3 4.9 1195 4.1
ET-E° 6.5 1318 4.9 octet de baryons de spin 1/2
K°— K= 4.0 495 8.1
at — 7O 4.6 140 33 octet de mésons de spin 0

TABLE 1.2: Différences de masses parmi les membres d’un méme multiplet d’isospin.



symétrie d’isospin, puisque la différence de masses entre différents multiplets est de ’ordre de
S¥ ~ 20 — 30% (TABLE 1.1 et TABLE 1.2).

1.4 Le lagrangien de QCD

La QCD est une théorie de jauge non-abélienne basée sur une invariance locale par rapport aux
transformations du groupe de couleur SU(3). . Le lagrangien qui décrit les interactions fortes
est de la forme [50]:

EQCD = Egluons + Equarks + ﬁﬁxation de jauge + ﬁFaddeev-Popov .

Le terme Lgyons décrit les gluons seuls, c’est & dire que ce terme est un lagrangien de type
Yang-Mills sans fermions ot les gluons ont notamment la possibilité d’interagir avec eux-mémes

1
Egluons = - ZGa,ul/ ija'
Le tenseur de force est
Ga,uy = 8;1,Gg - ayGZ + gfabCGszcja

ou les indices a, b, c = 1, ...8 sont les indices de couleur dans la représentation adjointe de SU (3)c.
G, sont les champs de gluon et g est la constante de couplage universelle du groupe SU(3).. Les
constantes de structure f®¢ sont antisymétriques par rapport & une permutation quelconque de
deux indices®.

Le terme Lguarks peut étre décomposé comme:

Equarks = ‘Cguarks + Emasses’
avec
quarks lourds quarks légers
Eguarks = Z @[W”Du - MQ]Q + Z 71" D, q (1.4)
Q=c,bt q=u,d,s
Emasses = - Z mqaq . (15)
q=u,d,s

L’interaction des quarks avec les gluons apparait dans la dérivée covariante de la représentation
fondamentale de SU(3).

D, = 0, — igG, T

ol les matrices hermitiennes de trace nulle 7 sont les générateurs de SU(3). dans la représen-
tation fondamentale. Les champs de quark () appartiennent & la représentation fondamentale de
SU(3)c - Le terme qui fixe la jauge est donné par

1
Lfixation de jauge — T —((‘%GZ)?
2\
et le terme traitant des fantomes [51] est

= b.b
EFaddeev-Popov = (OMXG)DZ ’

8 Appendice A



ol x est un champ scalaire non physique avec des propriétés fermioniques et
b b b
Dy = 070, —gf""Gy,
représente la dérivée covariante dans la représentation adjointe de SU(3). . On note que
(Ta)bc — _Z'fabc

La forme du lagrangien est élégante et la théorie est renormalisable [52, 53|. L’algébre des matrices
T est donnée par les relations de commutation

[T, T = if*Te (1.6)

ol ¢ représente la constante de structure du groupe. La représentation la plus courante des
T° se fait en fonction des matrices A* de Gell-Mann, selon la relation

1
T = =-)\°
2
Les matrices de Gell-Mann, de trace nulle et hermitiques, sont normalisées par les relations”

<)\a)\b> — 25ab

AN = 2ifbene (1.7)
{)\a7)\b} — g(sab_’_zdabcAc'

Les constantes f®¢ et d®° sont les constantes de structure respectivement totalement anti-

symétriques et totalement symétriques de SU(3) dont les valeurs sont données en appendice.

010 0 —i 0 1 0 0 00 1
M=|1100 N=|4i 0 0 NM=10 -10 XM=1000 (1.8)
000 0 0 0 0 0 0 1 00
00 —i 0 0 0 00 0 10 0
NX=(00 0 N=(001 N=|(00 —i >\8:% 01 0
i 0 0 010 0 i 0 00 —2

Les trois générateurs T, T2 et T2 sont les matrices de Pauli, qui sont les générateurs de 1’algébre
de Lie du groupe de symétrie SU(2), qui décrit 'isospin.

Seules les deux matrices A% et A® commutent entre elles, car elles sont diagonales. Ce sont &
ces deux générateurs que correspondent la troisiéme composante de 1’isospin I3 et I'hypercharge
Y. Ceci conduit naturellement & construire des diagrammes dans le plan, ou les valeurs propres
associées aux générateurs précédents, sont portées sur deux axes indépendants (FIGURE 1.1).

1.5 Les symétries de QCD dans la limite chirale

Les mésons et les baryons possedent des masses de l'ordre du GeV, alors que le pion a une
masse d’environ 140 MeV. On peut expliquer ce fait par ’existence d’une symétrie approchée
sous laquelle les interactions fortes sont invariantes. Cette symétrie, engendrée par les courants

"La notation { ) représente la trace
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FIGURE 1.1: Octet des mésons pseudo-scalaires, octet de baryons de spin 1/2 et de parité positive et décu-
plet de baryons. On reconnait le doublet d’isospin du proton et du neutron. Les particules
appartenant & un méme multiplet d’isospin sont rangées sur des segments horizontaux.

vectoriels et axiaux , n’est pas observée dans le spectre. La brisure spontanée® de cette symeétrie
produit une particule 1égére, le pion.

Nous savons que la description des particules de masse nulle s’appuie sur la notion d’hélicité. Une
des principales propriétés des particules est leur spin, qui représente la rotation de la particule
sur elleeméme. Si la projection de ce spin sur la vitesse de la particule est orientée dans le sens
du mouvement de la particule, on dit que la particule est d’hélicité droite. Dans le cas contraire,
la particule est d’hélicite gauche. Par contre, un objet est chiral s’il n’est pas superposable & son
image dans un miroir. On distingue les objets chiraux gauches et les objets chiraux droits. Cette
distinction peut étre basée sur le sens de rotation du plan de polarisation d’un faisceau lumineux
traversant la substance que ’on teste.

L’exemple du neutrino illustre bien les notions d’hélicité et de chiralité. L'interaction faible a
la particularité de ne produire que des neutrinos d’hélicité gauche. Théoriquement, un neutrino
de masse nulle est toujours d’hélicité gauche. Par contre, un neutrino peut étre indifféremment
de chiralité droite ou gauche. Mais le neutrino de masse nulle sera de chiralité gauche. Dans la
limite d’un neutrino de masse nulle, la chiralité gauche ou droite correspond & I’hélicité gauche
ou droite.

11 sera utile de définir les projections des quarks légers

1
qgr = 5(1i75)q,

L

8Théoréme de Goldstone: A chaque générateur d’une symétrie globale spontanément brisée correspond une
particule scalaire de masse nulle.



appelées, respectivement, chiralités droite et gauche. On peut toujours écrire un champ 1 comme
une combinaison d'un champ gauche et d’'un champ droit :

N =

W) = S04 + 50— a)

= Yr(@) +¢r(z) . (1.9)
Si I'on suppose des masses de quarks u, d et s petites par rapport & une échelle hadronique Ag

typique de 'ordre du GeV, le terme L,,4sses (1.5) sera considéré comme une perturbation. Le
lagrangien de QCD s’écrit alors:

£QCD = ['OQCD + £masses ol EOQCD = EQCD‘mu:mdzmS:O

La partie du lagrangien traitant les quarks légers devient

> qiPpg = > G iPew + >, Trilar

q=u,d,s q=u,d,s q=u,d,s
£masses = - Z mq(@LQR + qRQL) (110)
q=u,d,s

mélange les projections gauche et droite
Les chiralités gauche et droite sont donc indépendantes dans la limite chirale
My, = mg =mg = 0.

Si nous regroupons u, d et s dans un triplet

u
p=1d |,
s
alors Z GPg = Y iYL + YpiPYr. (1.11)

q=u,d,s

Dans la théorie de masse nulle (m, = my = ms; = 0), on redéfinit séparément les triplets de
chiralités gauche et droite

Yr(x) — Vi yr(z),
Yr(r) — VR Yr(),

ou Vi, et Vi sont des matrices unitaires 3 x 3 qui mélangent les différentes saveurs u, d et s de
méme chiralité.

Ainsi (1.11) est invariant sous le groupe de symeétrie chirale SU(3);, x SU(3)r . Cette symétrie
est approximative, puisque le terme de masse (1.10) introduit un couplage entre les chiralités. Il
s’agit néanmoins d’une bonne approximation, puisque les masses des quarks légers sont faibles
devant une échelle typique de la théorie, ’échelle hadronique Ay ~ 1 GeV .



1.6 Les courants et les charges associés a la symétrie chirale

Les interactions électromagnétiques et faibles sont décrites en terme d’opérateurs de courants.
Dans ce contexte, les courants peuvent étre vus comme des observables dans le sens ol certains
éléments de matrice de courants sont intimement liés & des quantités mesurables comme les
amplitudes de désintégrations ou les sections efficaces de diffusion. D’autre part, les courants
sont connectés avec les groupes de symétrie. Le théoréme de Noether montre que si le lagrangien
est invariant sous ’action d’un groupe de symétrie continu et global, généré par un ensemble
d’opérateurs I1, I, ..., alors il existe un ensemble de courants conservés j)'(z), jb(z), ... tels que
les générateurs de la symétrie sont donnés par

I; = /d?’m §d(x) i=1,2,..

Les relations [I;, I] = i Cjy I} caractérisent le groupe de symétrie et imposent d’'importantes
conditions sur les courants conservés associés a la symétrie. Les coefficients Cj; sont les con-
stantes de structure du groupe de symétrie.

Cependant, méme si le lagrangien n’est pas invariant sous l'action d’un groupe de transforma-
tions, le théoréme de Noether permet quand méme de construire un ensemble de courants associés
aux générateurs de ces transformations. Dans ce cas, les courants ne sont pas conservés et les
générateurs dépendent du temps. Malgré cela, nous pouvons construire des relations qui carac-
térisent la structure du groupe de transformation.

Un exemple bien connu de courant qui représente une observable et qui en méme temps implique
I’existence d’une charge qui génére un groupe de symétrie exacte est le courant électromagnétique.
Un second exemple est la partie vectorielle du courant hadronique faible qui conserve 1’étrangeté.
La charge vectorielle associée est intimement liée aux générateurs du groupe d’isospin .

A la symétrie SU(3)r, x SU(3)r , nous associons des courants conservés
. a
b = DrwSyun
S\
Ji, = ¢L’Yu71/1L -

Les charges associées & ces courants satisfont les relations de commutation de I’algébre du groupe
chiral SU(3)r x SU(3)r

Q. Q1] = i fae Q°L
[Q“r, Q"R) i fabe Q°R (1.12)
[QaL) QbR] = 0.

Ainsi les projections de chiralité gauche et droite ménent bien des existences séparées a la limite
chirale. En utilisant la définition (1.9), nous introduisons des courants vectoriels et axiaux définis

comme
a a a . )\a
Vi = Jr utJL, .= 1/17u7¢ ) (1.13)
a a a . )\a
Al = Jp =L = z/wﬁ?z/; . (1.14)

avec a,b=1,...8. Ces courants sont naturellement conservés: 0"V, = 0, 8“AZ = 0.

Un quark ne peut apparaitre ou disparaitre qu’associé a un antiquark. Cela s’exprime par la



conservation du nombre baryonique ou symétrie U(1)y et il existe un courant vectoriel associé a
cette conservation

Vu = Emﬂﬁ, (1-15)

pour lequel, d’aprés les équations de Dirac pour les quarks, nous obtenons 8,4%%) = 0. Ce
courant vectoriel est conservé, mais ne correspond a aucun des courants V' avec a = 1,...8.
Ainsi, pour U'incorporer a la notation (1.13), on peut étendre le domaine de variation de 'indice
a en rajoutant la valeur a = 0. Le courant (1.15) sera le courant V£ avec

1 00
Ao = = 010
0 01
Toutes les propriétés (1.7) sur les matrices de Gell-Mann restent valables, mais il faut rajouter
anb — faOb — fabO =0 dOab — daOb — dabO — \/E 5ab a.b=0 8
3 ) - AR
Dans le cas des charges et courants axiaux, les indices a et b ne varient que de 1 & 8, car le courant

A, = Yyuv5v n'est pas conservé. D’aprés le théoréme de Noether , & tout courant conservé est
associée une charge. Les charges vectorielles et axiales sont définies comme

QY = Q%+Q% et Q4=0Q%—-Q% avec a=0,...8, b=1,...8
et satisfont les relations de commutation suivantes
@, QY] = if™Qy  ab=0,...8 (1.16)
QL. Q% = if*Q4 a=0,...8 b=1,..8
Q4,Q4% = if* Q) a=b=1,..8

Nous reconnaissons dans (1.16) 1’algébre des matrices de SU(3)y (1.6), la symétrie de Gell-Mann
et Ne’eman ou Fightfold way qui est observée dans la nature. Les charges vectorielles forment une
sous-algebre au sein de l'algebre de la symeétrie chirale (1.12). Les générateurs de cette algébre
peuvent étre identifiés avec des charges faibles ou électromagnétiques de SU(3)y, , comme 1’isospin
et I'hypercharge YV

It = Q'+iQ? I =Q'—-iQ* L=Q° et Y= %QS.

o QY +iQ°

N 1 .2
. +
Q fQ3

N Q- iq

FIGURE 1.2: Les générateurs de la symétrie SU(3), sont dessinés dans un diagramme de Cartan ou Is,
la troisiéme composante de l’isospin, et Y, I’hypercharge, sont les axes de coordonnées.
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Chapitre 2

Le lagrangien chiral
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2.1 La théorie effective

La théorie effective [18, 54] a pour idée de base que la dynamique a basse énergie (grande dis-
tance) ne dépend pas des détails de la dynamique & haute énergie (petite distance). Les seuls
effets de la théorie & haute énergie sont de modifier les constantes de couplage dans la théorie &
basse énergie ou d’imposer des contraintes de symétrie a cette théorie.

La physique & basse énergie peut étre décrite a l'aide d’un lagrangien effectif qui ne contient
que quelques degrés de liberté, ignorant ceux présents & des énergies plus élevées.

Cette théorie effective est écrite en termes de paramétres de basse énergie qui peuvent étre
calculés en fonction des paramétres provenant d’une théorie plus fondamentale & haute énergie
lorsque celle-ci est faiblement couplée (théorie de Fermi de l'interaction faible). Si la théorie a
haute énergie est fortement couplée, comme en QCD, les paramétres & basse énergie sont traités
comme des paramétres libres et sont déduits de ’expérience. La théorie des perturbations chi-
rale (TPCh) est la théorie effective qui décrit les interactions entre les hadrons en dessous de 1
GeV. Cette théorie a été fondée il y a longtemps par les travaux de Weinberg [22] et Gasser et
Leutwyler [23, 55, 24] et correspond & un développement en puissance des moments externes p
et des masses des quarks légers m,. Une introduction & la théorie des perturbations chirale dans
le secteur mésonique peut étre trouvé dans [56, 57]. Pour les développements récents en théorie
des perturbations chirale [58] est une bonne référence.

Un lagrangien d’une théorie effective contient une infinité de termes
Lrgrr = L<p+Lpyi+Lpio+--+Lpgr+..., (2.1)
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D étant la dimension de ’espace-temps. Comme la théorie effective est construite afin de repro-
duire correctement les effets a basse énergie de la théorie compléte & un ordre donné, le lagrangien
effectif contient plus de termes lorsque I'on développe & des ordres supérieurs.

En théorie quantique des champs, il n’est pas suffisant de connaitre le lagrangien pour calculer
des quantités physiques. Nous devons en outre spécifier comment obtenir des résultats finis et
non-ambigus. En théorie des perturbations, ceci correspond & un choix de schéma de renormali-
sation qui régularise les intégrales et soustrait les infinis.

Le schéma de renormalisation doit étre choisi prudemment lorsque 'on a & calculer des dia-
grammes avec boucle. En effet, si I’on introduit un schéma de soustraction dépendant de la
masse, tel qu'une coupure A, dans ’espace des impulsions, alors tous les ordres de la théorie
effective auront la méme importance, puisque le régulateur A, apparaitra sous la forme d'une
puissance. Comme la théorie effective est valide jusqu'a des énergies de 'ordre de Myy, nous
aurons alors

Ap? Ayt

Ce probléme de renormalisation disparait lorsque l’on utilise un schéma indépendant de

masse, tel que la régularisation dimensionnelle ou le parameétre de la régularisation p apparait
cette fois dans un logarithme sous la forme

2 4
ﬁ—avlogu,ﬁ—évlogu

avec m un parameétre qui n’est pas 1’échelle de renormalisation. Il s’agit d’une autre échelle comme
une masse de quark ou un moment externe. Les intégrales ne sont plus d’ordre (1), mais sont
plus petites a condition que m < My .

2.2 Le formalisme de CCWZ appliqué a la QCD

La plupart du temps, on peut construire un lagrangien effectif en partant de la théorie compléte
et en faisant un développement perturbatif systématique. Mais on peut aussi appliquer les idées
de la théorie effective & des situations ou le lagrangien effectif ne provient pas directement de
la théorie compléte. Un formalisme général des lagrangiens effectifs pour des théories ou 1’on
rencontre des symétries brisées spontanément a été mis au point par Callan, Coleman, Wess et
Zumino [59, 60] dans les années 70.

Ce formalisme (CCWZ) a été appliqué a la QCD. Dans la limite o les masses des quarks
légers sont négligées, le lagrangien de QCD posseéde une symétrie chirale

G = SU@B)L xSU(3)rg.
Ce groupe de symétrie est brisé spontanément vers le sous-groupe vectoriel, non brisé
H = SU@3)y.
Les bosons de Goldstone de la symétrie spontanément brisée vivent dans l’espace quotient
G/H = SU@)L xSUB)r/SUB3)y,

qui est, dans ce cas particulier, isomorphe au groupe de Lie SU(3). Pour étudier la dynamique
de ces bosons, il faut paramétrer ’espace quotient. La prescription de CCWZ nous dit que

E(:E) _ eiX-w(x)’
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ou X représente les générateurs brisés de GG. La paramétrisation ezponentielle est choisie. L’action
d’une transformation globale g € G sur la matrice Z donne

E(x) — g E(x) h™1(g,E(2)), (2.2)
ou
(L 0 b h 0
97\ o0 R “\o &
L’équation (2.2) définit une transformation non-linéaire des états de Goldstone sous G. Si on
prend comme base, pour les générateurs brisés, les générateurs de SU(3)r, nous aurons

- (7 2)- (70 0).

et la loi de transformation est

=

= L = R (h appartient au groupe non-brisé)

U(x) — L U(x) R'. (2.3)

Le lagrangien effectif & basse énergie de QCD, le lagrangien chiral , est le plus général qui soit
compatible avec la brisure spontanée de la symétrie chirale. Il n’est pas possible de déterminer
ce lagrangien effectif directement & partir du lagrangien de QCD, car la connexion entre ces
deux théories est non-perturbative. Par contre, il est facile de construire un lagrangien invariant
sous la loi de transformation (2.3). Par exemple, & 'ordre le plus bas de la théorie, le seul terme
invariant sous les transformations chirale (2.3) et de Lorentz doit contenir deux dérivées®. Il s’agit
du terme!'®

F2
ng-f@ﬂmwwwy (2.4)

Ce terme est le premier terme d’une série infinie. A ordre suivant, la démarche a suivre [23, 24,
61] consiste 4 faire la liste de tous les termes d’ordre p* invariants sous la transformation chirale
(2.3) et d’utiliser les équations du mouvement provenant du lagrangien (2.15).

2.3 Le lagrangien chiral et la brisure d’isospin

Dans le secteur de 'interaction forte le lagrangien effectif de QCD est connu jusqu’a I’ordre p°
[61]. Les effets de la brisure d’isospin générés par la différence de masse entre les quarks légers
m,, —mg # 0 sont contenus dans la partie purement QCD du lagrangien chiral. Par contre, pour
traiter la violation d’isospin d’origine électromagnétique il est nécessaire d’introduire le photon et
les leptons légers comme degrés de libertés supplémentaires en plus des particules de Goldstone
qui constituent le spectre de la théorie des perturbations chirales .

Le lagrangien effectif pour traiter les effets électromagnétiques dans les désintégrations semi-
leptoniques est de la forme [62]
F? 1

Lo =~ (" + 1) + @ FLZ,( QM Q) — 1 Fun P (2.5)

+D [0 P+ e A—mo)l + T Pug, ).
l

9Les bosons de Goldstone se couplent avec un couplage dérivatif.
10/ ) est la notation pour la trace.
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Le champ du photon A, et ceux des leptons ¢,v, (¢ = e, ;1) sont contenus dans

up = ik (@)@ — irnur(e) — ul (@)@, — il )ur(@)] (2.6)

ou les variables ug(x) et ur(x) appartiennent au sous groupe SU(3)r x SU(3)r/SU(3)y - Les
différents termes dans cette expression sont donnés par

o= vp—ay—eQP A, + Y (Cyuve, QF + vyt QY. (2.7)
l
']"‘u = ’UM =+ au — GQ%mAM (28)

Les quantités a, et v, sont les sources vectorielle et axiale externes usuelles. De plus, on définit

Q™Y = ol Q%™ Yuy et QO = uh QP up. (2.9)

Les matrices Q7" sont identifiées avec la matrice de charge

2/3 0 0
Mr=Q™=|( 0 -1/3 0 . (2.10)
0 0 —1/3
et
0 Vud vus
QY =-2v2Gr | 0 0 0 |. (2.11)
0 O 0

La brisure de symétrie chirale est contenue dans le terme de masse décrit par
X+ = 2Bo{uly(2) Muy (2) + ul (z) MTup(z)}
ou le facteur B, est relié au condensat de quark dans la limite chirale par la relation
< 0|gq|0 >= —F2B,.

La matrice de masse M est

m, O 0
M = 0 mgq O . (2.12)
0 0 mg

La constante de couplage Z, est déterminée par la différence de masse entre les pions chargés et
neutres,

M2, — M2, = 2e*Z,F2.

Avec le choix

la relation (2.6) devient

wy, = il () (0 — iryJu(z) — u(x) (0, — ill)ul ()] (2.13)



Au lieu de travailler avec u(z), nous utiliserons U (x) définie par

U(x) = ugr uTL = u(z)?
o)
Ulx) = e Fo,

dlx) = 7 (@)A" (2.14)

Le lagrangien (2.6) prend la forme suivante qui sera utilisée dans les programmes Mathematica®
de calcul des vertex d’interactions.

F2
Lo = f((@uU)(a"U)T+2i(8MU)UTr“—2iUT(8MU)l“—2UZMUT7°“

F2
4 LMY+ B07°(UT M+U MY

1 -
+e?FAZ,(U Q" Ut Qo) — T Fuw P+ STG g+eA—m) L4750 Pu,)
l

F2
= Z"(DMUD“UT +x U+ X' U) (2.15)

1 -
+e?FAZ,(U Q" Ut Qo) — L Fuw P+ MG g+eAd—m) l+7 i 9w,
l

ou

DU = 8,U —ir,U+iUl,.

2.4 Les propriétés du lagrangien chiral

Le lagrangien chiral de QCD est un développement en dérivée (ou impulsion) de la forme &,
ou A représente 1’échelle d’énergie en dessous de laquelle la théorie décrit la physique. Plus
précisément, les degrés de libertés de la théorie étant les mésons, A correspondrait a la masse
seuil au-dessus de laquelle on produirait des particules plus lourdes que celles présentes dans la
théorie. Le lagrangien chiral est de la forme

L = > Li=Lo+Lat. ..,
k

ou l'indice k représente le nombre de dérivées. Une analyse dimensionnelle [63] permet de quan-
tifier le paramétre A du développement du lagrangien effectif

A = 47F, ~ 1GeV,

c’est-a-dire que ce paramétre est suffisamment grand pour que 1’on puisse appliquer ce lagrangien
effectif & des processus de basse énergie qui concernent les pions et les kaons.

Si 'on considére un diagramme avec nj vertex d’interaction L, B boucles et [ lignes internes,
I’amplitude de ce processus sera de la forme

1

15



avec
D=4B 21+ kny. (2.16)

k

Or pour chaque graphe de Feynman, on montre que

V—-I+B=1 ouV estlenombre de vertex. (2.17)

Si nous combinons (2.16) et (2.17), nous trouvons que

D = 242B+) (k—2)m
k

Le lagrangien chiral a I’ordre le plus bas p? comporte deux dérivées, alors k > 2. Tous les termes
dans ’expression de D sont positifs. On remarque qu’un nombre fini de termes dans le lagrangien
effectif sont nécessaires pour un calcul & un ordre en %. Si on veut calculer des amplitudes de

diffusion & ’ordre p*, alors
4 = 2428+ (k—2)ny
k
Les solutions sont
B—O 714—1 nk>4—0 (B—l nk>2—0)

X<

11 suffit de garder les termes Lo et £4 dans le lagrangien effectif pour obtenir toutes les amplitudes
de diffusion a I’ordre p*. Les termes en arbre de £, sont connus comme les constantes de basse
énergie ou contre termes. Il y a deux parties dans L4:

e la partie infinie qui compense les divergences des diagrammes & boucles utilisant des vertex
de Lo,

e la partie finie qui affecte des quantités mesurables, appelée les contre termes.

Une approche systématique a été faite par Gasser et Leutwyler [24], qui ont écrit le lagrangien
le plus général & l'ordre p*. Ce lagrangien L4 contient 10 nouvelles constantes de couplage de
basse énergie L; qui sont divergentes pour la plupart. Ces constantes, qui apparaissent dans
le calcul des contre termes, absorbent les divergences des graphes & une boucle. Le lagrangien
effectif £o + L4 est invariant sous les transformations de SU(3);, x SU(3)g , mais des anomalies
apparaissent. Wess, Zumino et Witten ont écrit le lagrangien qui reproduit 'anomalie chirale
[64, 65, 66].

2.5 La matrice des champs de mésons

La matrice ¢(x) dans (2.14) s’écrit comme

7r3—|-7r—8 T —amt Tt —im
V3

é(x) = | 7' +in? —7T3+\7;—8§ w0 —in” | (), (2.18)
4, .5 6 , 7 —-2,_8
T 4 T 4T %77

16



Nous pouvons identifier les éléments de cette matrice aux 8 mésons pseudo-scalaires du modéle
de T'octet de Gell-Mann et Ne’eman. Pour cela nous allons déterminer les différentes charges
associées & ces champs pseudo-scalaires, comme la charge électrique ou la charge d’étrangeté.
Nous utiliserons la matrice de charge électrique Q). des quarks légers

)

TS
= (T3 + _)7

Qe: \/g

O O win
o |
W=
| o O
Wl
|

la matrice de charge ()5 qui donne I’étrangeté

00 0
Qs = | 00 0
00 —1

et celles des charges d’isospin données par les 3 premiéres matrices de Gell-Mann
I"=T'+4T?, T =T'—iT? et I’ =13

La (TABLE 2.1) résume les résultats obtenus pour ’action des opérateurs de charges (électrique,
d’étrangeté et d’isospin) sur les champs des particules pseudo-scalaires contenues dans ¢(x). Nous
associerons & chaque composante de cette matrice une charge électrique e, une charge d’étrangeté
s, un isospin (I, I3) et une hypercharge Y.

Le commutateur (2.19) indique la valeur de la charge pour chaque composante de ¢(x). Le
commutateur (2.20) donne la valeur de I’étrangeté afin de distinguer les champs des kaons de ceux
des pions. Le commutateur (2.21) donne les informations concernant la troisiéme composante de
I’isospin et nous permet de conclure sur la position des différents champs physiques 7%(x) dans
la matrice ¢(z). Aprés normalisation de ces champs, nous obtenons

() + Jon(x) —V2rt () —V2K*(x)
¢(x) = Vor()  —nf(2) + gen(e)  —V2KO(x) (2.22)
V2K~ (x) —V2 K%(x) ~ (@)
0 ot —im? ot —in®
Qe ¢(x)] = | —(x'+ix®) 0 0 (2.19)
—(r* + im®) 0 0
0 0 7t —in®
Qs,9(x)] = 0 0 78 —in” (2.20)
—(r* +in®)  —(7® +in") 0
0 7l — im? $(mt —ir®)
13, 6(z)] = —(n! 4 in?) 0 —5(n® —ixT) (2.21)
—3(rt +im®) L(nb +in") 0

TABLE 2.1: Action des opérateurs de charges sur la matrice des particules pseudo-scalaires.
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2.6 Effet de la brisure d’isospin

Dans le cas de la brisure d’isospin (m, # mg), les états 7 et 7° se mélangent pour former les
états physiques 7° et n. Nous noterons €; et €2 les paramétres de ce mélange:

o 8

T = 7r3 + e
n = @ — ey’

Nous extrayons 7> et 7° de ces deux relations et nous réinjectons le résultat dans la matrice
(2.18) en se restreignant a ordre 1 en € et €3 (i.e ordre 1 en brisure d’isospin).

w1+ ge) + (5 — e) —V2rt —V2K T
o) = Van~ —no(l— Fe) talj ta)  —V2K?
VK- ~VIE’ 25+ )

Nous allons chercher les contraintes sur €; et e2. Lorsqu’on ne considére pas la brisure d’isospin,
les termes quadratiques en champs pseudo-scalaires du lagrangien chiral (2.15) ne contiennent
pas de contributions non diagonales. Le mélange 7° — n fait apparaitre les termes

Om°Om° + Ondn — 2(0nTOr~ + OKTOK ™ — OK°OK ") + €30n0n + e30m°0m°—2(e1 — €2)0m°0n

et

B,
2
2

(1 4 e3m°m°+2eanm°) (my + mg + 4m)

LW =

(mom° + 6?7]7]—261%077)(711“ +myg) +

+—=(n7° — exnn + e2m°m) (M, — Mq) |

V3

La nullité des parties non diagonales fournit les contraintes a 1’ordre le plus bas

6261:62:£ MMy — Td zﬁ. (2.23)
2 my+mg—2ms 4R

Nous avons introduit la quantité

1 Mg — My, . 1

E = m avec m = §(mu+md),
qui représente la contribution de la brisure d’isospin due & la différence de masse entre les quarks u
et d. Dans la suite de notre étude, nous ne considérons pas les termes en (1/R)" avec n supérieur
a 1, car nous nous intéressons & la contribution de la brisure d’isospin au premier ordre. Les
valeurs de R [46] se situent entre 30 et 50, ainsi

861073 < ¢ < 1441073

Avec cette quantité, la matrice de masse des quarks (2.12) s’exprime comme

o Ms—M

m— "9R X
— ~ Ms—M

M = m+ —5x
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Finalement, les masses des mésons pseudo-scalaires & 1’ordre le plus bas sont

M2, = 2Byin = B,(my +mg) = M?
M2, = 2Bgn+2e*F;Z,
= M2+ A,
2 . 1 1
MKO = Bom(l - ﬁ) + Boms(l + ﬁ)
= Bo(m+mg) + ﬁBo(m5 — )
1
= M+ ﬁ(Mf{ - M?) (2.24)
R 1 1
M2%. = Bym(l+ ﬁ) + Bymy(1 — ﬁ) +2e2F2 7,
1 .
= Mp— ﬁ(ms — ) + 2¢*F2Z,
1
= M? - — (M2 - M>)+A,
K ZR( K <)+
2 1
My = SBo(in+2ms) = g (4Mf — M)

Les contributions de la forme A, sont dues & la différence de masses entre les mésons chargés
et neutres. Ce terme purement électromagnétique est inclu dans le lagrangien chiral (2.15). On
rappelle que les formules ci-dessus ne sont valable qu’a ’ordre le plus bas de la théorie chirale.
Les corrections d’ordre supérieur seront données dans le chapitre 8. Les masses notées M, et
My représentent les masses & la limite d’isospin ol on pose m, = mq et e = 0.

D’apres les formules a 'ordre le plus bas des masses des mésons (2.24), nous constatons que
lorsque 'on passe a la limite d’isospin (A; = 0 et % = 0) nous obtenons deux possibilités pour
les quantités M, et Mg. Pour le canal chargé Ky (4.1), nous choisirons par pure convention
d’utiliser les masses chargées comme masses a la limite d’isospin c’est-a-dire

My = My+=139.6MeV et My =M+ =493.6 MeV. (2.25)

De plus, dans [67] et [68] ou les résultats présentés sur Kpy sont & la limite d’isospin, les masses
utilisées pour les mésons sont (M, Mk)=(139.6,493.6) MeV, (135,493.6) MeV et (137,497.7)
MeV pour les désintégrations (4.1), (4.2) et (4.3) respectivement.

Nous avons vu que la théorie des perturbations chirale est un développement en puissance des
moments externes p et des masses des quarks légers m,. Si nous nous intéressons aux effets
de la brisure d’isospin, ce développement devient insuffisant. Il faut faire une développement
supplémentaire en puissance des parameétres de la brisure d’isospin, qui sont en ’occurence

My, — Mg €t e? .

Dans ce travail de thése nous nous intéresserons aux effets au premier ordre de ce développement
O(my —myg) et O(e?) . (2.26)

En faisant le choix du schéma de comptage chiral suivant

O(my —mq) = O(e?) = O(mg) = O(p?) , (2.27)
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nous obtenons les résultats suivants. Pour les calculs en arbre (qui correspondent & 'ordre le
plus bas de la théorie des perturbations chirale), p?, nous aurons & calculer tous les graphes de
Feynman d’ordre

O(my) Op*) O(my, —mg) O(?) . (2.28)

Pour les calculs a 'ordre d’une boucle (qui correspondent & ’ordre suivant de la théorie des
perturbations chirale), p*, nous aurons & calculer tous les graphes de Feynman d’ordre

O(mg®) O(p") O(mq p?)

O(p2 (my —mg))  O(mg (my —myg)) O(e? p*) O(my €*) (2.29)
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Chapitre 3

Amplitude de désintégration faible

Sommaire

3.1 L’interaction faible
3.2 Transformations de Lorentz et de parité
3.3 Le courant hadronique K
3.4 Le courant hadronique Ky
3.5 Le courant hadronique Ky,

5.1

3.6 Reésumé

Facteur de forme tensoriel

Dans cette section, nous étudierons quelques amplitudes de désintégration associées au kaon et
au pion. Le kaon est le hadron le plus léger [46] possédant un nombre quantique d’étrangeté
non nul. La table suivante résume les valeurs expérimentales du rapport % pour quelques
désintégrations leptoniques ou semi-leptoniques, dont certaines seront étudiées dans la suite.

(v

)ie

Kt - ata= a0t y

(Kes) 3 x 10712

Kt — 7079701+ 4

(Kys5) 2.5 x 10712

K — 7%~ 1t y

(Kys) 12 x 10712

K 5 ata—nmlt y

(Kys) 33 x 10712

at =1ty (mg2) 1.23 x 107 99.98 x 1072
Kt =1ty (Ke2) 1.55 x 10™°  63.51 x 1072
ot — 70ty (désintégration B du pion) 1.025 x 1078 -

Kt — a0ty (Ke3) 4.87 x 1072 327 x 1072
K 5 ity (Kes) 38.79 x 1072 27.18 x 1072
Kt s ataity (Kea) 408 x 107° 1.4 x 107°

Kt — 7070t y (Kea) 2.1x107° -

K° = n%7=1% y (Kea) 5.18 x 10~° -

Pour les désintégrations Kys, les valeurs mentionnées correspondent aux valeurs obtenues & ’ordre
le plus bas de la théorie des perturbations chirales [67]. Pour la désintégration K™ — 7°m°7% v,
la valeur dans [46] est < 3.5107%. L'un des premiers historiques (1972) sur les désintégrations
semi-leptoniques du kaon est faite dans [69].
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3.1 L’interaction faible

L’interaction faible a été mise en évidence en premier dans les désintégrations ( des nucléons.
En 1934, Fermi décrivit la désintégration 3 du neutron,

n—p+e +7,
avec la réaction inverse
Vet+n—p+t+e,

comme une interaction de contact a quatre fermions avec un couplage G, la constante de Fermi.
Le neutron est transformé en proton alors que le neutrino devient un électron. L’idée de Fermi
fut alors de comparer 'interaction & quatre fermions & l'interaction de deux courants. L’élément
de matrice de la désintégration 3 serait alors de la forme

— hadron gleptont
M = J J
= o .

Fermi introduisit ainsi le courant faible qui se décompose en une partie hadronique et une par-
tie leptonique. Les interactions courant-courant peuvent étre visualisées en terme d’échange de
bosons (chargés W ou neutres Z°). Cette interaction change la saveur des quarks. Dans la
théorie de Dirac, nous pouvons fabriquer cinq formes de courants, ¥ étant un champs de Dirac

Scalaire S = 0¥
Pseudo-scalaire P = U0
Vecteur Vi = Uy T
Axial-vecteur =~ AF = WAk
Tensoriel W = Yot

Fermi, dans sa théorie, n’utilisa que 'interaction de type vecteur. De 1933 & 1958, de nombreux
travaux [70] furent effectués pour conclure que la forme mathématique de l'interaction faible est
V-A. La structure du lagrangien d’interaction faible qui fait intervenir le couplage des bosons de
gauge chargés avec les fermions est de la forme

_ 9 + — 70t
L=..4+—F WS J +W J° 3.1
S W W) (31

ol apparait le terme d’interaction entre le courant J” et les champs de jauge Wpi. La constante
de couplage faible g est reliée & la constante de Fermi décrite ci-dessus par

9 _ Gr

8M32, V2’
My, étant la masse du boson de gauge W= qui véhicule I'interaction. Le courant qui intervient,
écrit en faisant intervenir les générations de fermions du Modéle Standard est

e
JP = (ﬁe U, Ur )L ~P L +(U c f)L Y’ Verku s , (3.2)
T b

L L

avec la matrice de Cabibbo, Kobayashi et Maskawa

Vud Vus Vub
Vekm = Vea Ves Vo |- (3-3)
Via Vis Vw
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Dans le Modeéle Standard, les quarks et les leptons sont des doublets gauches (d’ou l'indice L
c
S
exemple up, dg --- D’apres la forme du lagrangien faible (3.1), on en déduit que le quark s du
kaon peut se transformer en un quark u. Comme l'interaction faible ne conserve pas I’étrangeté,
le kaon est instable et se désintégre vers des états d’étrangeté nulle contenant des pions, photons,
leptons. Le fait que le quark s peut se transformer en un quark « va nous permettre de donner la
liste des modes de désintégration du kaon pour les configurations de type Ky,, avec n = 2,3, 4.
Cette nomenclature nous dit que le kaon se désintégre en n particules avec parmi celles-ci des
leptons.

dans la formule du courant 3.2), par exemple < Z > , < > et des singlets droits (R), par
L

3.2 Transformations de Lorentz et de parité
Transformations de Lorentz

Les transformations de Poincaré sont formées d’une transformation de Lorentz combinée & une
translation. Une représentation unitaire de ce groupe est décrite par U(A,a), on a décrit le
quadri-vecteur de la translation et A une transformation de Lorentz. Les éléments de matrice des
courants hadroniques sont des quantités covariantes de Lorentz!'!.

Application

En appliquant (3.4), (3.5) et (3.6) aux courants hadroniques qui changent 1’étrangeté, nous
obtenons (nous n’écrirons pas explicitement les indices de Dirac)

U(A,0) 5(x) v u(z) UT(A,0) = 5(Az) S(A) 7" S(A™Y) u(Az) . (3.7)

(A7)

U(A,0) 5 4#9° u(z) UT(A,0) =5(Az) S(A) 495 S(A™Y) w(Az) .

~~

(A™Hh" A0 (3.8)
Pour cette derniére relation, nous avons utilisé la formule ~° = % €uvpo Y P 7, o

—1 si permutation impaire des indices (0123) (3.9)

+1 si permutation paire des indices (0123)
€uvpo {
0 dans les autres cas

1 0On rappelle comment se transforment les spineurs et les matrices de Dirac sous une transformation de Lorentz:

Soit ¥, (x) un spineur de Dirac. L’action des transformations de Lorentz U(A,0) est donnée par

U'(z") = S(A) ¥(x) avec 2’ = Az (3.4)

() = W(x) S '(A) (3.5)

avec S(A) une représentation des transformations de Lorentz.
Afin de respecter la covariance de ’équation de Dirac, il faut que les matrices de Dirac v* se transforment comme

S(A) A" STHA) = (AT (3.6)
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est le tenseur totalement anti-symétrique de Levi-Civita . Pour le courant hadronique de type
tensoriel, nous avons

U(A,0) 5(z) o™ u(z) UT(A,0) = 5(Az) S(A) " S(A™) u(Az)

—1 —1\v
(A7) (A7), (3.10)
avec
oM = Ll
2 )
[UMV775] = 07
{’YM?'-YS} = 0

La symétrie discréte de parité

Nous utiliserons ’action de la parité sur les éléments de matrice du courant hadronique, pour
avoir des informations sur la décomposition de ces éléments de matrice en fonction des facteurs
de forme hadroniques. Il nous faut pour cela connaitre la transformation des champs spinoriels
sous parité qui est donné par les relations

PU(z) P71 = n,7° 9(Tx), (3.11)
P¥(z) P71 =, U(IIz) 1°,

-1
-1

np étant le nombre quantique de parité associé a la fonction d’onde W(x). Les quarks ont une
parité n, = +1.

D’apres (3.11) et (3.4)

S(I) =",
En utilisant (3.6), nous trouvons
Pt = I, (3.12)
Pyt = I, (3.13)
Ao A = H”M, I, ot (3.14)
Vo5 At = T, T, 0y

Dans la suite, nous utiliserons 1’action des transformations de Lorentz ainsi que de parité pour
paramétriser la partie hadronique des éléments de matrice des désintégrations Kyy.
3.3 Le courant hadronique K/

Les désintégrations Ky englobent les désintégrations semi-leptoniques d’un kaon (impulsion k)
en un lepton ¢ (impulsion p;) et un neutrino v, (impulsion p,). Le kaon de I’état initial ne peut
étre qu'un kaon chargé.

Kt — f:tl/g(fg)
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Action de Lorentz

L’élément de matrice des désintégrations Ky est de la forme

in in R GF_
<pu7pl‘s|k> = 1 Vusﬁu(pl/) 7#(1 - 75) U(pl) <0|J1;1Ladronique‘k>

L’angle de Cabibbo, 6. apparait dans
Vus = sin 0. ~0.22

Le courant hadronique ne dépend que de l'indice de Lorentz u et de la seule impulsion disponible,
celle de la particule initiale, le kaon. Il est évident que la seule quantité invariante de Lorentz
que nous pouvons fabriquer nous méne aux relations

(0].J*

vectoriel ‘ k

) = kFV (k) et (O]JL k) = K A(k) . (3.15)

X

Les fonctions V (k) et A(k) sont appelées facteurs de forme. Ces fonctions sont a priori différentes
pour la partie axiale et vectorielle du courant. L’action des transformations de Lorentz avec ’aide
des résultats (3.7) et (3.8) sur ces éléments de matrice s’écrit

<0|J{1Ladronique|k> = (A_l)uu’ <0|']{1ladr0nique|Ak> ' (316)
En injectant les définitions (3.15) dans (3.16), nous trouvons que
V(k)=V(Ak) et A(k) = A(Ak).

Pour satisfaire a ces relations, il faut que les fonctions V' (k) et A(k) soient invariantes de Lorentz
et k? = M?{i est le seul invariant de Lorentz que I'on puisse construire avec une seule impulsion.
L’invariance sous transformation de Lorentz montre que les facteurs de forme V' (k) et A(k) sont
des constantes.

Action de la parité

Les mésons pseudo-scalaires ont une parité —1. En appliquant les résultats (3.13) et (3.12),
nous trouvons

<0|J5ectoriel|k> = (_1)1_[5’ <0|']\é{e/ctoriel|Hk>
(O galK) = T (01| TTE) (3.17)

X X

En injectant les relations (3.15) dans les résultats précédents, nous obtenons
V(E*) = -V(k*) et Ak*) =AY

L’action de la parité montre que dans le cas des désintégrations Ky seul le facteur de forme axial
existe.

Kep: (0|8 |KE(k)) = kM A(ME2) (3.18)

X
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3.4 Le courant hadronique Ky

Les désintégrations Ky englobent les désintégrations semi-leptoniques d’un kaon (impulsion k)
en un pion (impulsion p), un lepton ¢ (impulsion py) et un neutrino vy (impulsion p, ). Le kaon
de I’état initial peut étre un kaon chargé ou neutre.

Kt — ﬂofiljg(vg)
K° AR
K — ntim

!

[’élément de matrice des désintégrations Ky3 est de la forme

m<p1/7plap|s|k>m = i V’:ST u(pl/) '7/1(1 - '75) ’U(pl) <p|JliLadronique|k>'

Le courant hadronique peut s’écrire comme une composante vectorielle et une composante axiale.
Action de Lorentz

Nous avons & notre disposition deux impulsions afin de construire un objet invariant de Lorentz,

< ‘ ectorlel‘k> = V_(k,p)(p - k)“ + V+(k,p)(p + k)'u ) (319)
(plhsalk) = A_(k,p)(p— k)" + Ay (k,p)(p+ k)", (3.20)

L’action des transformations de Lorentz (3.7) et (3.8) sur ces éléments de matrice donne les
relations

<| ector1el|k> = (A ) <Ap| ector1e1|Ak>
<| x1al|k> = (A ) <Ap| ax1al|Ak>‘

D’aprés la forme de ces éléments de matrice donnée en (3.19) et (3.20), nous trouvons les relations
X_(k,p) (p— k)" + Xi(kp) (p+ R = (A", {X_(Ak,Ap) (Ap — AR)
+ X (Ak,Ap) (Ap+ Akz)“l} avec X =4 ou V

La seule facon de satisfaire & ces relations est d’avoir des facteurs de forme invariants de
Lorentz. Avec les deux impulsions en présence les seuls invariants que l'on puisse construire

sont p? = Mziomo’ k? = M12<iou o €t k.p, c’est a dire que les facteurs de forme ne dépendent

que de la variable t = (k — p)?, le carré du transfert d’impulsion.
Action de la parité

Etudions & présent l'action de la parité sur ces éléments de matrice. A nouveau, nous obtenons
des relations qui vont nous informer sur I’existence ou non des contributions venant des courants
vectoriels ou axiaux

<p| ector1e1|k> = Hu <Hp| ectorlel|Hk>
<| X1al|k> = _Hu <Hp’ Xlal‘]'_'[k>

En injectant les relations (3.19) et (3.20) dans les résultats précédents, nous trouvons que pour
les désintégrations de type Ky3, seul le facteur de forme vectoriel existe.

26



Les analyses des désintégrations Ky3 au début des années 70 avaient considéré une partie ten-
sorielle pour "amplitude de ce processus [71]. Une analyse du graphe de Dalitz pour la désinté-
gration Kt — m% % a montré que la présence d’un terme tensoriel ne pouvait pas étre exclu

[72].

3.5 Le courant hadronique K,

Les désintégrations Ky, regroupent les désintégrations semi-leptoniques d’un kaon (impulsion k)
en deux pions (impulsions p; et p3), un lepton ¢ (impulsion py) et un neutrino v, (impulsion p,).
Le kaon de ’état initial peut étre un kaon chargé ou neutre.

K+ — 7T+7T_€:t1/g(7g)

Kt — 1°n°0F (7))

K° — 7n°%nm (Ty,

K° — =ty
L’élément de matrice des désintégrations Ky s’écrit comme

n *

; , Gp _
m<p1,p2,py,pl|5|]€> = 1V ﬁ u(pl/) 7#(1 - 75) U(pl) <p1’p2|J{1Ladronique|k>'
Nous utiliserons pour cet ensemble de désintégrations, les variables P, @) et L définies dans [15]

P=pi+p2 Q=pi—p2 L =p+p, = k—pi—p (3.21)

A nouveau, d’aprés la forme des éléments de matrice hadronique, il nous faut construire un objet
invariant de Lorentz comportant ’indice de Lorentz p. Nous avons & notre disposition les impul-
sions p1, p2 et k.

La seule possibilité est d’écrire des combinaisons linéaires de la forme

(p1,p2| i) = PF F(X) + Q" Go(X) + L" Ry(X) + "L, P, Q, Hy(X),
(pr,po| Thgulk) = PFF(X) + Q" Ga(X) + L" Ra(X) + €L, P, Q, Ha(X).
(3.22)

A la différence des désintégrations Ky et K3, nous avons ici la possibilité de fabriquer un terme
comportant le tenseur totalement anti-symeétrique de Levi-Civita qui est défini dans (3.9). F(X),
G(X), R(X) et H(X) sont des fonctions qui dépendent d’un ensemble de variables, noté pour le
moment X, qui sera précisée dans la suite.

Action de Lorentz

L’action des transformations de Lorentz nous donne une premiére indication sur les éléments
de matrice du courant hadronique qu’il soit vectoriel ou axial:

(p1,p2|J k) = (A_l)pﬂ (Ap1, Apo| JF'|AK) i = vectoriel ou axial.

D’apres les formules (3.22), nous trouvons 1’égalité suivante, ol i = v, a :
PP Fi(X) + @ Gi(X) + L Ri(X) + ¢“°L, P, Q, Hi(X) = (A"")" [(APY" Fi(AX) +
(AQ)" Gi(AX) + (AL)" R;(AX) + €7 AL, AP, AQ, HZ-(AX)] ,
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Pour satisfaire & ces égalités, tous les facteurs de forme doivent étre invariants de Lorentz. Les
seuls invariants non triviaux que I’on peut construire, & partir des impulsions mises en jeu, sont

s=(p1+p)® t=(k-p)® et u=(k—p)*.
Ces variables satisfont a la relation
s+t+u=Mz+2M2+s
ou
si=(k—p1—p2)? = (o +py)?
est la masse invariante du di-lepton.

Action de la parité

L’action des transformations de parité sur les éléments de matrice du courant vectoriel est

<p17p2|inctorie1|k> = (-1 HZ’<Hp17Hp2|‘]5elctoriel|nk> : (3.23)
D’aprés la décomposition (3.22), nous obtenons la relation suivante
PP Fy(s,t,u) + QF Gy(s,t,u) + L” Ry(s,t,u) + €7 LV P¥ Q° Hy(s,t,u) =
(—1)* I, |(P)" Fy(s,tu) + (TMQ) Gils,t,u) + (L) Ry(s, t,u)
T (IIL), (TIP), (TIQ)s Hy(st,u)] - (3.24)

Nous montrons que Fy(s,t,u), Gy(s,t,u) et Ry(s,t,u) sont nuls. Pour cela, il suffit de regarder
comment se transforment respectivement les parties temporelles et spatiales dans (3.24):

Xo(s,t,u) = —Xy(s,t,u) et X =F GetR.
De la méme maniére Hy(s,t,u) est non nul. Ceci est di au fait que les parties temporelles et
spatiales du tenseur de Levi-Civita se transforment comme

601/41.)0'

Haa 60,1/41.)0' — _ 60,1/41.)0' a 6 [1’3]

HOO 601/41.)0'

I’action des transformations sous parité des éléments de matrice du courant hadronique vectoriel
nous fournit le résultat

<p1 p2|']53ct0riel|k> = EPVWULZI Pw QO’ Hv(57tvu) . (325)
A Taide de (3.13), la transformation de parité sur les éléments de matrice du courant axial est
<p1,p2|J§xia1‘k> = (—1)3 ( - Hpu )<Hp1’Hp2‘J:xial|Hk>’

En suivant la méme méthode que pour le courant hadronique vectoriel, nous montrons que, dans
le cas du courant hadronique axial, seuls les facteurs de forme F,, G, et R, sont présents.

Finalement les éléments de matrice du courant axial sont de la forme

<p1,p2|J£mal|k> = PP F,(s,t,u) + QF Ga(s,t,u) + L” Ry(s,t,u).
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FIGURE 3.1: Diagrammes de Feynman avec photon contribuant & I'ordre le plus bas au canal K+ —
ntn =0t v,

5.1 Facteur de forme tensoriel

Nous verrons, dans le chapitre 5, que parmi les diagrammes de Feynman en arbre avec photon
(FIGURE 3.1), le diagramme (e) fait apparaitre une contribution de type tensorielle & ’amplitude
du processus. Aprés le triomphe de la théorie électrofaible (théorie V-A12), il serait déraisonnable
d’introduire directement dans cette théorie un courant tensoriel. Un courant de type tensoriel
pourrait s’écrire sous la forme o ou o ~°. On ne peut pas faire d’hypothése sur la forme du
courant tensoriel pour le moment, car on ne connait pas sa parité. On pourrait supposer une
parité 1 et & I’aide des transformations sous parité de o et o* 4° trouver la valeur que devrait
avoir 7 pour que ce courant tensoriel existe au-dela du Modeéle Standard.

3.6 Résumé

Ce chapitre nous a permis de discuter de la forme des éléments de matrice de quelques désintégra-
tions semi-leptoniques de mésons pseudo-scalaires, comme le pion ou le kaon.

L’action des symétries d’espace-temps et de parité, nous a permis de décomposer les éléments
de matrice des courants hadroniques vectoriels et axiaux associés en facteurs de forme. La table
ci-dessous résume les résultats obtenus.

Kp:  Jlaxia = kFA(ME)

Kz i JFyectoriel = V—i—(t)(p + k)# + V- (t)(p - k)M
avec t = (k —p)?,le carré du transfert d’impulsion.

Koy o JMectoriel = €7 L, P Qo H,y(s,t,u)
JFaxial = PPE,(s,t,u) + Q°Gy(s,t,u) + LPRy(s,t,u)
avec s=(p1+p2)? ,t=(k—p1)? et u=(k—py)?
vérifiant s+t +u = Mz +2M? + 5

avec 5, = (k—p1 —p2)? = ( —I—p,,l)2 la masse invariante du di-lepton.

12Ce ne fut que par les papiers [73] de E. G. C. Sudarshan et R. E. Marshak, d’une part, et de R. P. Feynman
et M. Gell-Mann, d’autre part - et aussi de J. Sakurai - que la forme de l'interaction faible fut découverte comme
une combinaison des formes vectorielle V et axiale A, & savoir, V-A.
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Chapitre 4

Le cadre de travail de Ky,

Sommaire
4.1 Lacinématique de Kyqs « « « v v v o v v 4o v v 0 0ttt 32
4.2 L’¢lément dematrice . . . . . . . .. ..ol i e e 34
4.3 Le taux de désintégration . . . ... .. ... ... ... ... 36
4.4 Le déphasage pion-pion . . .. ... ... ... 39

Les désintégrations semi-leptoniques K.y [74, 75] ont été parmi les premiéres applications de
la théorie des perturbations chirale [23, 55, 24] & l'ordre d’une boucle. Dans ce chapitre nous
introduisons le cadre de travail pour I’étude des désintégrations K4, dont la nomenclature signifie
qu’un kaon se désintégre en 4 corps de fagon semi-leptonique. D’aprés la loi empirique reproduite
par le Modéle Standard AS = AQ, avec S le nombre quantique d’étrangeté et @ la charge
électrique, les désintégrations Ky sont

K*(k) — a"(p1) 7 (p2) € (pe) velpy) (4.1)
K*(k) — 7%p1) 7°p2) €T (pe) velpy) (4.2)
K°k) — w°(p1) 7 (p2) €7 (pe) velpw) (4.3)

et leur modes conjugués de charge. La lettre ¢ désignera soit 1’électron e, soit le muon u. Nous
considérons les contributions de la violation d’isospin, c’est-a-dire m,, # myg, ainsi que les contri-

butions électromagnétiques, e # 0.
e +

l
r L ]
3 -
; evl»

FIGURE 4.1: Cette illustration montre les étapes de la désintégration d’un K+ (u 3) en un pion 7% (u d),
un pion 7~ (d u) et une paire de leptons (¢, v,). L’interaction faible est véhiculée par un
boson de jauge W™ et c’est elle qui change 1’étrangeté du quark dans ’étape 2.
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4.1 La cinématique de Ky,

La cinématique de ce processus nécessite I'utilisation de cing variables. Nous considérerons celles
introduites par Cabibbo et Maksymowicz [76]. Il sera judicieux d’utiliser trois référentiels, le
référentiel de repos du K qui se désintégre (X ), le systéme du centre de masse des deux pions
de Iétat final (Xo,) et le systéme du centre de masse du couple lepton-neutrino de I’état final

(3¢v). Ainsi, les variables nécessaires & la description des désintégrations Kpy sont
1. sx, le carré de la masse effective du systéme di-pion,

2. sy, le carré de la masse effective du systéme di-lepton,

3. 0., 'angle du 7" dans X9, par rapport & la ligne de vol du di-pion dans X,

4. 6y, 'angle du I™ dans X, par rapport a la ligne de vol du di-lepton dans Y,

5. ¢, 'angle entre le plan formé par les pions dans X et celui des leptons.

FIGURE 4.2: Variables cinématiques pour les désintégrations Ky4. L’angle 6, est défini dans s, 8; dans

Y et ¢ dans Y.

Soit p; l'impulsion du 7+ dans Yo, et py I'impulsion du ¢* dans ¥,,. Soit ¥ un vecteur
unitaire le long de la direction de vol du systéme des deux pions dans Y, et ¢(d) un vecteur

unitaire le long de la projection de pj(py) perpendiculairement a v(—7),
p1 — UV - ph)

[ — (P - 0)?]1/2
P — U(V- )

[ — (Do - 0)?]1/2

Les vecteurs ¥, ¢ et d sont représentés dans la FIGURE 4.2. Nous obtenons ainsi,

c =

d =

seo= (p+p2)® . si=(pe+p)
cosb, = Y ;p1 , cosfy= Y ;pg
| o1 | | e |
cos¢p = C-d, sing = (¢xv)-d.

Les variables sont définies dans les intervalles suivants

(My + Mo)? < 52 < (M —my)?
mg < SKS(M—\/E)Q

< 05,0, <m

0 < ¢<om
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La masse du kaon qui se désintégre sera notée M. Les inégalités sur les variables s, et sy sont
données par un graphe de Dalitz. La partie hachurée du diagramme de Dalitz correspond a la
région des événements Ky, possibles et est donnée par la conservation de la quadri-impulsion.

(p1 + p2, Mg, = M1 + M)

(k,M)

(pe + pv, Meg, = my)

St

(M - Meff1)2 =
(M —2M,)?

2 2
Meg2 =my

P S
(M — Mg,)? = (M —my)?

La premiére étape dans l'étude des désintégrations Ky, est la détermination de la cinématique
du probléme. Dans le cas de la brisure d’isospin, les masses des mésons chargés sont différentes
des masses des mésons neutres (2.24). Nous introduisons les combinaisons suivantes de quadri-

vecteurs

P=pi+p, Q=p1—p2,L=pr+p,, N=pr—p,

avec les produits scalaires invariants de Lorentz correspondants '3

P2
P-Q
P-L
P-N

Q- L

Q-N

L-N
< LNPQ >

avec

s, Q% = 7(]3;@)2 — ;Y% L[?*=s, N?’= 2m§ — Sy,
Mo

%(MQ — 8z — 1),

zo(P - L)+ (1 — zp) X cos 8y,

(P'Llﬂ + X Ycost,,

1 2
(P-Q)cosby(1 —z)— X + i
Sn SeSx

(1 —2)Y[(P- L) cos 0 cos 0y — (5x5¢)"? sin O sin O cos ¢]
2

my

€uvpe LM NV PPQ°

—(sx80)"%(1 = 20) X Y sin 0, sin O sin ¢

m?/se

(P L) — spsp)/2 = %)\1/2(M2, 5mr50)

zZy =

1
= —\Y2(sp, M2, M2)

Sm

13Voir les détails dans Pappendice A.
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l
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La présence du terme P-Q = M? — M2 est di & la brisure d’isospin. La fonction A(a, b, ¢) est la
fonction de Kallén'*. Nous utiliserons dans la suite les variables supplémentaires

tr =k —p1)? to = (k — po)? tie = (p1 — pe)? s1e = (p1 + pe)?
Uur = (k—p2)?>  we=(k—p,)?  tew=(p2—pe)® s = (p2+p0)°,

qui sont reliées & s, sy et 0, par

tr+ur = MZ+M3+M?*— s, +s

1
te — Uy = (P'Q)—S—[(P‘Q)(M2+s,r—se)+2s,rXYcoseﬂ]
totug = mi+ M —s4sn
to—up = m%—zg(M2—5W+8g)—2X(1—zz)cosﬁg

tig+ty = MP+Mj+2m?—P-L—P-N
tiy—ty = P-Q-—L-Q—-N-Q
S1e+sy = ME+ME;+2m}+P-L+P-N
su—su = P-Q+L-Q+N-Q.

4.2 L’élément de matrice

Les désintégrations K (k) — m(p1)m(p2)l* (pe)ve(p,) sont décrites via ’élément de matrice 7.
En I’absence de corrections électromagnétiques, ’amplitude de transition Ky, est décrite par la
structure V' — A du Modéle Standard

Gr

1, = EVJS u(py) (1 = ys)v(pe) (V= A¥)

avec
Lo = <mlp)m(p) | I7P0) | K(k) > =V, A

Les corrections électromagnétiques modifient en général la structure V' — A décrite précédemment.
I1 en résulte, en utilisant les équations de Dirac pour les spineurs u(p,) et v(ps), que la forme
générale pour 'amplitude implique une structure tensorielle additionnelle [77]

Gr
= Ly~
V2

Dans ’équation précédente, V', est le complexe conjugué de I’élément de la matrice de mélange
des saveurs de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, tandis que G est la constante de couplage de
Fermi. Etant donné que les états K et 777~ ont des parités intrinséques opposées et d’aprés
la décomposition de Lorentz et des transformations sous parité des courants axial et vectoriel,
nous avons

7 [ @(pv) (X = 5)v(p)(VH = A*) + a(py) oy (1 + v5)v(pe) T |. (4.8)

H v o
VM = _WEUVPO'L PPQ (49)
1
Ay = =i [PF + QuG + LR (4.10)
1
T,uz/ = WTplupm/ (411)

“X\(a,b,¢) = a® +b* + 2 — 2a.b — 2a.c — 2b.c
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avec €p123 = 1.

Les facteurs de forme F,G, R, H et T sont des fonctions analytiques complexes des trois vari-
ables p1.p2, p1.k et po.k. Nous utiliserons dans la suite les variables {sr, sg, 0} ou {sz,tr, ur}.
H est le facteur de forme de ’anomalie et est défini selon la notation utilisée par Pais et Treiman
[78] et par Rosselet et al.[44]. Les facteurs de forme sont sans dimension par l'insertion de la
normalisation My, dans (4.9) et (4.10).

La décomposition utilisée pour la partie tensorielle (4.11) dans 'amplitude (4.8) est due a la
particularité des désintégrations K4 pour lesquelles seule la combinaison des impulsions des
deux pions peut donner un terme de nature tensorielle. Toutes les autres combinaisons avec les
impulsions disponibles dans ces désintégrations ne forment que des objets qui se raménent aux
autres facteurs de forme(TABLE 4.1). On fait I’hypothése que le neutrino est purement gauche.

_ i ___ L
Vg (Pupvpo) U = 5 Vi (e b= #o 1) £= V2, (prpo)
= % (1—z) v ¢
= Qs—n;l (1—2) 7ig v £ (k—p1 — p2)
= R
Vi (pepipot®) € = %W(m pi— B p) £ = imu Ve pil+ v (prp)l
iml

= - (Tep ¥ O)[(p1 + p2) + (p1 — p2)]u

i

o (PrL+P-N+Q-L+QN) (i " ) (k=p1 ~p2)a
= FG,R
Uiy (prup2p0™’) £ = % Uz (Be Pa— 1 P2) £ = iy Uiy, Pl + ivg, (p2.pi)l
my
= Tl (Tep ¥ Ol(p1 +p2) — (p1 — p2)]u

_4%” (P-L+P N—Q-L—Q-N) (Wi, v" ) (k—p1 —p2)u

= F,G,R
Vg, (prup1p0™”) € = —ivg; (prpy) €
7 _
= 4—ml(P'L—P'N+Q'L—Q'N) Ty ¥ 0) (k —p1 —p2)u
= R
Vg, (poup2p0™”) € = —ivg (pa.pu) €
7 _
= 4—ml(P'L—P'N—Q'L+Q'N) (Tey Y 0) (k —p1 —p2)u
= R

TABLE 4.1: Le courant hadronique de type tensoriel ne comporte pas de termes autres que pi,p2,0"".
Les autres combinaisons nous raménent aux facteurs de forme F,G et R.
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4.3 Le taux de désintégration

Le taux partiel de désintégration est donné par

1
~ 2M(2n)8 T |* d(k:pespy : 4.12
dt 2M (27)8 Z | T |° d(k; pe, pus p1,p2) (4.12)

spins

La quantité ) spins | 7 |2 est une forme quadratique invariante de Lorentz dépendante de F, G, R
et H. Le terme noté d(k;ps,py,p1,p2) représente I’élément d’intégration. Il est proportionnel &
I’espace des phases de la désintégration. Nous pouvons remarquer que tous les produits scalaires
peuvent étre exprimés en fonction des cing variables indépendantes s, sp, 0,0y et ¢, tels que

Z | T |2 = 2G%“ | Vus |2M_2J5(57r75€707r70€7¢) (413)

spins
L’intégration selon les 4 - 3 — 5 = 7 variables restantes dans (4.12) donne [76]
dl's = G% | Vs |? N(5x,5)J5(5x, 51,0r,0;, ¢)dsrdsd(cos O )d(cos 0;)do (4.14)

ol la forme explicite de J5 est

Js = |[FP[(P-L)*—(P-N)*— szs0+mjsz]
+ GP[(Q-L)*—(Q-N)* - Q% +m;Q”]
+ |R]> m{ [se — m{]
+ ﬁIHIQ [(mF = 50) [Q*X* + 52(Q - L)* + 5¢(P- Q)* = 2(P- Q)(Q- L)(P - L)] = < LNPQ >7]
+ (F*G+FG)[(P-L)(Q-L) = (P-N)(@Q-N) = (P-Q)(sg —mj)]

+ (F*R+FR*Ym}[(P-L)— (P-N)|
b (P H A FH) (@ N)(P- L)’ — Q- L)(P-L)(P- N) ~ s5(@- N) + mise(@- L)
— mj(P-Q)(P-L)+si(P-Q)(P-N)]
(G*R+GR*)m; [(Q-L)—(Q- N)]
%(G*H +GH")[(P-L)(Q - L)(Q-N)— (P-N)(Q-L)? + s¢(P- N)Q* — mi(P - L)Q?
mi(Q - L)(P- Q) = 5:(Q N)(P- Q)]

1 * * * *
g <LNPQ>[-(F'G-FG YM? 4 (F*H — FH*)(P - N)

(G*H — GH*)(Q - N) + (R*H — RH*)m?]

_l’_

+ o+ o+ o+
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My

+ T+ TE)[sx(Q - N) = sx(Q - L) + (P-Q)(P- L) = (P- Q)(P - N)]

+ Qm—]\}(GT*+TG*)[—Q2(P'N)+Q2(P-L)—(P-Q)(Q'L)Jr(P-Q)(Q-N)]

+ LRI+ TRO-(@- D)(P - N)+ (P~ L)@ N)] + %(RT* _TRY) < LNPQ >

+ i (HT +TH)[=2(P- L)(P-Q)(Q- L)+ (P- L)(P- Q)(Q- N) + Q*(P- Ly’

— Q*(P-L)(P-N)+5:(Q - L)* = 5:(Q-L)(Q - N)+(Q-L)(P-Q)(P-N)+s,(P-Q)>

— (N-L)(P-Q)* - 505:Q* + Q*sx(N - L)]

- 8]\142 IT|? [s05,Q% — 5¢(P - Q)? —2(P-L)*Q* +4(P - L)(Q - L)(P - Q) — 25:(Q - L)? — 5, N?Q?

+ N*(P-Q)*+2(P-N)*Q*—4(P-N)(Q-N)(P-Q) +2s:(Q-N)?| .

Cette formule a été généralisée pour un élément de matrice (4.8) comportant les facteurs de
forme vectoriel, axial, scalaire et tensoriel. A la limite d’isospin (P-@Q = 0) et sans présence d’un
facteur de forme tensoriel (7' = 0) nous retrouvons la formule connue dans [67]. L’espace des
phases de K4 est modifié. Il est donné par le calcul de 1’élément

d3p, d3p, d*p d*p,
(27)32E, (21)32E, (2m)32E, (27)%2/p, |’

E; = \/p; +p} .

dd = (27)*6W (p1 + p2 + pe + py — k) X

avec les énergies des particules

Cet élément peut s’écrire comme [76]

d3P1 d3P2
(2m)32E; (27)32F,

dd = / dp / d*L (27)*6W (P + L — k) x 8 (p1 +p2 — P) x

d3pl dgpy

(4) .
@mp2E, @mpalp,0 PP L)

On utilise la relation

d*P | d*L = [ sy [ s | d*P | d*Lé*(sy — P?)6%(sp — L?)
Jorfar = Ju[sfar ]

et les formules
0(x — x,)

of(x)] = ————=  avec x, les zéros de f(x),
I = 2 5ty ¥
/d4P5<4>(P2 - M?) = /%d?’P Ep = VP2 + P2
P

Les intégrations successives par rapport aux fonctions ¢ donnent le résultat

1
/d@ = 0 (2%)5/ds7r/dsl MN2(M?, s, 8) P Py,

avec 'espace des phases du systéme du di-pion

d3P1 d3p2
pr = 5@ -P
/ G2k, aneE, ) Pt —P)

= (21)5 8%)\1/2(37T,M12,M22)/d(cosﬁw), (4.16)
a ™
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et I’espace des phases du systéme du di-lepton,

dgpz d3p
d;, = v__54) , — L
v = | GopaE ey et D)

= #%(1—zl)/d¢/d(cosﬁl).

D’apres (4.12) et (4.13), 'espace des phases de K4 est

d® = M3N(sy,s;)dsrds;d(cos 0 )d(cos 0;)de ,

avec,
(1 - ZZ)YX
Nlom ) = Somrongs

(4.17)

Il sera intéressant pour l'intégration de Js de faire apparaitre les contributions angulaires dans
la formule précédente. La forme explicite des produits scalaires donnée par les relations (4.7)

permet la décomposition suivante

Js = 2(1—z) [Il + I3 cos 20, + I3sin” O - cos 2® + I sin 26, - cos ® + I5sin 6y - cos ®
+1IgcosOy + I sin b - sin ® + Igsin 20, - sin ® + Iosin® 6, - sin 2@] . (4.18)
avec

L o= i{u + )R+ %(3 2 (BP + |Ff?) sin® 6, + 22| Fif? } + 3%25{287((%(1 +2)
sin® 0 [2X(1 4 320) — sase(1 — 20)] HFsP %zg(P L) sin? 0, Re(Fy FY)
—%ZgX sin® O, Re(F3F2) — %ze 08 Or\/sxsiRe(F1 FY) ,

I = —i(l - zz){\F1|2 - %(\F2|2 +|F3/?) sin® Qn} - 3%26(1 - 2’2){ — 2575¢c08” O
+(2X2 + 5.8¢) sin? «97r}|F5|2 )

I — —3(1 ) (IR — |F3?) sin? 6, + 1_168”8£Z€(1 ) sin 04| Fy 2

I, = %(1 — zp)Re(F{ Fy)sinf, — %(1 — 2)2¢(P - L)\/575¢ cos O sin 0| F5|*

Iy = —{Re(Fng) n zgRe(Fng)} sin 0, + %zz{(P - L)Re(FyFY) + /575 cos O Re(F3 FY)
+XRe(F1F5*)} sinf, — iz%chos O sin 0| F5|? |,

Is = —{Re(F;Fg) sin2 0, — zgRe(FfF4)} n %zz{Xsinz 0, Re(FyFY) + (P - L)sin? 0, Re(F3FY)
— /5754 COS QﬂRe(F4F5’“)} = iz?X(P - L)sin? 0| F5|? |

I = —{Im(Fl*Fg) + ngm(FZFg)} sin 0 — %ze sin eﬂ{le(F4Fg‘) + (P - L)Im(F, FY)
—+/878¢COS QﬂIm(FgFg‘)} ,

I - %(1 ) Im(FFy) sin 0y |

Iy = —%(1 — 2¢)Im(F5 F3) sin? 0 .
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ou
X
B = XF+Y(P'L)(:0S9WG+S—(P'Q)G,
F = Y./szs0 G,

H
F3 = XY\/S”WW’ (4.19)
1
Fy = —(P-L)F = sR~ XY cos0:G — (P-L)(P-Q)—C,
Y.\/sx85¢ T
o YEST 4.20
: T (4.20)

A nouveau, les fonctions I; de la décomposition angulaire de J; sont modifiées par la présence
du terme non-nul P - @) (brisure d’isospin) et du facteur de forme tensoriel dans I’élément de
matrice des désintégrations Ky4. Par rapport a la décomposition connue 4 la limite d’isospin et
sans facteur de forme tensoriel [67], nous avons introduit la quantité F5 (4.20) qui nous permet
de tenir compte du facteur de forme tensoriel dans la décomposition angulaire de Js.

4.4 Le déphasage pion-pion

L’amplitude de désintégration K4 est une fonction de facteurs de forme. Ces désintégrations sont
décrites par deux variables cinématiques et trois angles introduits par Cabibbo et Maksymow-
icz [76]. La dépendance en 6,'%des facteurs de forme peut étre écrite explicitement en faisant
un développement en ondes partielles [79]. Ce développement peut étre restreint aux ondes s
(¢ =0) et p (£ =1). Le théoréme de Fermi-Watson [36, 80] implique que les phases dans le
développement en ondes partielles sont les déphasages de la diffusion élastique pion-pion. Ce que
I'on peut extraire de Ky, c’est la différence entre les déphasages pion-pion § = 58 — 61, avec 5!{
le déphasage de l'état quantique du di-pion (¢, 1) ou I représente l'isospin total du systéme et ¢
le moment angulaire orbital.

L’utilisation des équations de Roy [37] permet de déterminer la différence ag—ag, ou aé représente
la longueur de diffusion pion-pion de I’onde ¢ dans le canal de désintégration d’isospin total I.

Une des difficultés de I’étude théorique de la diffusion méson-méson réside dans le fait que cette
réaction est inaccessible & une observation expérimentale directe, car la réalisation de cibles de
pions ou kaons est rendue impossible par l'instabilité de ces particules. Il faut donc passer par
des expériences indirectes comme la désintégration faible du méson K. Malgré son rapport de
branchement faible, de ’ordre de 107> [81], les désintégrations Ky, font partie des processus
proposés pour étudier 'interaction pion-pion & basse énergie. L'interaction s’effectue entre deux
pions qui sont les seuls hadrons de I’état final. Pour toutes les autres réactions utilisées pour
étudier l'interaction m — m il y a toujours au moins un hadron supplémentaire présent.

L’isospin du pion étant égal & 1, les états quantiques du systéme du di-pion auront pour isospin
les valeurs I =0, 1,2 (TABLE 4.2). Si nous supposons que le courant faible satisfait la régle

1
Al = —, (4.21)

2
alors les états de di-pion I = 2 sont supprimés. Le théoréme spin-statistique de Pauli (1940)
connecte la statistique & laquelle doit obéir une particule avec la valeur de son spin. Les particules

159, est 'angle du 7" dans le systéme du centre de masse des deux pions de 1'état final par rapport & la ligne
de vol du di-pion dans le référentiel de repos du K+ qui se désintégre.
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possédant un spin entier obéissent a la statistique de Bose-Einstein. La symétrie de Bose-Einstein
exige que la fonction d’onde totale du di-pion soit symétrique. Soit ¥ La fonction du di-pion

U = a(espace) [B(spin) 7(charge ou isospin).

La partie spatiale est décrite a ’aide d'une harmonique sphérique Y," (6, ¢) et ’échange des co-
ordonnées spatiales des deux pions introduit un facteur multiplicatif (—1)¢ devant «. L’indice ¢
est le moment angulaire orbital du systéme. Ainsi la fonction « est symétrique (anti-symétrique)
lorsque /¢ est pair (impair). La fonction de spin [ peut étre symétrique (spins paralléles) ou
anti-symétrique (spins anti-paralléles), mais dans le cas des pions qui sont de spin nul, cette
fonction n’apparait pas. Par contre, il apparait la fonction v car les pions ont un nombre quan-
tique d’isospin égal & 1. L’échange des coordonnées spatiales des deux pions dans la Table (4.2)
introduit un facteur multiplicatif (—1)! devant a. Les états quantiques d’isospin du di-pion sont
symétriques pour I = 0,2 et anti-symétrique pour I = 1.

D’apres (4.21) et sachant que la symétrie de Bose-Einstein exige que la fonction d’onde totale
du di-pion soit symétrique, nous obtenons les possibilités suivantes pour le systéme du di-pion

I=0 ¢=0,2,4... ondes,d...
I=1 ¢=1,3,5... ondesp...

Nous pouvons écrire la dépendance explicite des facteurs de forme par rapport & la variable 0,
en faisant un développement en ondes partielles en terme du moment angulaire du di-pion. Les
premiers termes dans le développement en ondes partielles des différents facteurs de forme sont
[78, 82]

= fs ias—l—feiapcos&r—k...
= gpew" +...
s 4 rpei6P cosbl, + ...
= hpei‘sp + ...

T x QM
I

Nous nous restreignons aux ondes s et p, donc les seuls états quantiques du di-pion qui contribuent
a cette désintégration sont (¢ = 0,1 = 0) et (¢ = 1,1 = 1). Les quantités f,, fp, ... sont des
fonctions réelles dépendantes des variables s, et sy. Les phases sont des fonctions de s,. Le
théoréme de Fermi-Watson [36] implique que, dans ce développement en ondes partielles des

2-2)=|r"7")
2-1) = L) + won))
I=2 |20) = %(\ 7tr™) + 2|7°7°) + |7~ 7)) symétrique par échange des 2 pions
21) = (|7 7%) + [7on))
22) =t )
1-1) = 5(m°n™) — |7~ 7))

I=1 |10) = %(M*w—} — |77 t)) anti-symétrique

11) = (|7 7%) —[m°n))
I=0 |00)= %(‘TF+7T_> — |m°7°) + |7~ 7t))  symétrique
TABLE 4.2: Etats quantiques d’isospin du systéme du di-pion
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facteurs de forme et en supposant 'invariance sous renversement du temps, une amplitude en
ondes partielles de moment angulaire ¢ et d’isospin I définis, doit avoir la phase 5§ de I'amplitude
de diffusion pion-pion correspondante. Les phases de la diffusion pion-pion sont évaluées & la
masse invariante du di-pion ,/s;. Nous avons

5, = o)

o = 51
D’aprés les relations (4.19), les fonctions Fy, Fy, F3 et F) deviennent!'6

. P. , '
k= X[fselég + —Qgpez‘s%] +cosOr[Xf,+Y(P- L)gp]e“;i 4.
Sy

By = Y.\/5750g,€"1 +---

B = XYVE;‘hpe“M...

) ) 1 )
Fy, = [—-(P- L)f56258 — sprgei® — (P-L)(P- Q)S_gpeléi]

—cosO0[(P-L)fp+ serp+ Xng]ei‘s% 4.

Aprés une rotation d’angle de phase 6} et avec la notation § = &3 — 41, nous obtenons dans le
cas du canal chargé!”

Fi = Xfe? +cosb[Xf,+Y(P-L)gy +- (4.22)

Fy, = Y~/37r5£gp+"'
\/ SwS¢
Fg = XY M2 h’p +
Fy = —[(P-L)fs+ sersle® —cosb[(P-L)fy+ serp+ XYgy| +---.

La détermination expérimentale de f,, et g, est difficile, car f,, combiné & g,, contribue au taux
de désintégration uniquement au travers de la quantité F; (4.22). Nous introduisons un nouveau
facteur de forme

, X
gp = Ggp+ mf )
ainsi f, sera proportionnel a la différence entre g, et g,’. Pais et Treiman [78] proposérent, en
1968, une méthode pour extraire la différence de phase ¢. Pour cela, ils ont intégré dl's (4.14)
selon les variables s, sy et cos 0, et ont comparé le résultat a la distribution des événements Ky,
dans le plan (cos 8y, ¢) en utilisant les coefficients

(I;) = ///IZ dsrdsyd cos 0,

comme paramétres libres. Le déphasage pion-pion peut étre extrait des fonctions Fi et Fy unique-
ment. D’aprés la décomposition (4.18), les seules fonctions I; qui font apparaitre explicitement

16Nous ne considérons pas le facteur de forme tensoriel.
"Dans le canal chargé, P - Q = 0 puisque les pions de I’état final sont de la méme nature.
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le déphasage § sont Iy, I5, I7 et Ig et les intégrales associées sont

(Iy) = //cos (1 — 2)) XY \/5750fsgp dsrdsy

. \/5x8
(I7) = 2//Sln(5[XYw/87r8gf8gp—XY M2ehp(P.Lfs+Sg"r’5)] dsrdsy

() = -2 / / cos 8 [X2Y Vﬂsjjé Fohp — 20Y \f5756(P - Ly + s¢75)gp] dsxdsy

(Is) = —//sin5(1 —zE)XQY—']ZfEfShp dsrdsy.
Dans ’approximation ot 'on pose la masse my du lepton égale & zéro (valable pour les désin-

tégrations K.4), nous voyons que le déphasage pion-pion peut étre déterminé de deux maniéres
différentes

1 (I7)
tan5 §I—4>,
tand = 2 @.

(I5)

La collaboration Genéve-Saclay a pu extraire des désintégrations K4 des informations sur
'interaction pion-pion & basse énergie [44].
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Chapitre 5

Ky, a l'ordre le plus bas

Sommaire
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41 Statut expérimental . . . . . . ..o Lo 51
Le canal chargé . . . . . . . . ... .. ... ... 52

Dans cette section, nous présentons les facteurs de forme associés aux désintégrations Ky a
I’ordre le plus bas. Nous avons inclus un facteur de forme tensoriel, dont la contribution en arbre
apparait dans la correction électromagnétique a la désintégration du kaon chargé en deux pions
chargés. La contribution de la violation d’isospin sera donnée par les quantités 1/R ~ mg — my,

et le produit scalaire P - () relatif a la différence de masse entre les deux pions de I’état final.

Les facteurs de forme notés X correspondent aux facteurs de forme sans contribution d’isospin.
Dans ce chapitre, nous ne considérons pas le facteur de forme H, da a I’anomalie chirale [64, 65,

83], puisqu'il n’apparait qu’a l’ordre p*. Il a été calculé par Wess et Zumino [64].

(d) T

FIGURE 5.1: Kt — ntn— ¢t v,
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5.1 Le canal chargé K+ —x" 7~ (T v,

Pour les différents diagrammes de la FIGURE 5.1, les lagrangiens contribuants respectifs sont

2 *
L@ = 4 C;I;,V"S ey b) (matOFKT — 2K atobn™ + KTn ok
c® = L+ GLF(?(— At K0, KT + 2K a T oK 9n — K r P oK T Om — KT 0K Omt
B,m 1 B,m 1
MKt — KK totnomt UL I LUy
+ 2K 70 o 87T8“7T)+{2F02(+6R)+ 6F02( 2R>

8
+ geQZO}K—Kﬂrﬂr— +2 (W b) FoGpV0PK™T

£ = L 4ieA (K MKt — KYOPK ™) +ieA, (n~ 0t rt — 7t ohnT) + 2E,GR V) (T, v, £) P KT

£ et 2ie A, (Wopyu b) FoGrVE KT +ieA,(n~ oMt —ntorn™)

£ e F2F,GRVY (Teyyu £) MK T +ieA, (n= 0" nT — a0t nT) +e Ay

Diagramme (a)
L’application des régles de Feynman et 'utilisation des relations (4.6), nous donne le résultat

GrV} u(p,)v* (1 — %) v(pe)

—iM = (—i) {k+2p; —p_},

3F,
GrV> u v A1 — § 3 3
_ (_Z) FVays u(p )’;Fgo Y ) 'U(pf) (§P,U« + §Qﬂ + L“) . (51)

On remarquera que la brisure d’isospin n’influe pas sur ce diagramme.

Diagramme (b)

Pour I’élément de matrice (b), nous calculons d’abord le vertex a quatre champs scalaires (deux
pions chargés et deux kaons chargés) dont le résultat vaut

1 Boin 1. Byms 1. 8,
=5 T m T °om) ey Y Zo . 2
Z{61«1)2(2“ b =) = 5 U+ gp) ~ 5z 1~ 3g) ~ 3¢ } (52)

A Taide des formules sur les masses des mésons (2.24), nous trouvons la relation suivante

B 1. Bym 1.8 1
o 1 L o sl__ _2Zo:_
y Utep)t—6 U-3p) T3¢ 6

Dans le diagramme (b) intervient aussi le vertex entre le kaon chargé et le courant leptonique
dont le résultat vaut

(MZ. + M2 +6A,). (5.3)

iFoGF Ve, @lpy 7" (1= 7°) v(pe) (k= ps —p-)p- (54)
Finalement, a l’aide des résultats (5.2), (5.3) et (5.4), le diagramme (b) s’écrit

GrV} u(p,)v* (1 —+5) v(pe)
3F,

1 1
e = [ou, —t, — s, — M2, — M? —GAW} 5.5
X{ QSe—M?(i[u ° k= = ] (5:5)

—iM) = (i)

)

Ly
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On remarquera que ce diagramme ne contribue qu’au facteur de forme R;_ et que la brisure
d’isospin intervient via la quantité A, = M2, — M2,.
™

Diagrammes (c), (d) et (e)

Les diagrammes (c) et (d) ont pour expression

LMY = (i) GrVi, U(pu)é*;ol —)oled) g SW(:Z_—E?(Q L
SiMY = (@) GrVis ﬂ(pu)g;gol —7°) vlpe) 3F02iQu
Pour le diagramme (e), nous obtenons le résultat intermédiaire,
—iMY) = iPFGrVE )1+ (Het Bt B-) —mey” v(pe)
1 1
e e p P -

Le numérateur se simplifie comme

u(p)(1+9°) Kl(Bet Bt P-) — ma(P-— ¥s) v(pe) =
a(p)(1 + ) { sx+P-L+P-N|@—[Q-L+Q-N]| L—I—Zimgau,,pip’i} v(pe) .

On voit pour ce diagramme qu’une partie tensorielle est présente dans le numérateur. Le dénom-
inateur peut s’écrire comme

(pe+py+p-)?—mi=s+L-P+N-P.

Ainsi, nous trouvons pour le diagramme (e)

1 {_@_ Q-L+Q-N

2imyo,,ph p” }
Sr Sg+P-L+P-N '

. (e _ .2 * — 5
—iM;; = et FGrVy u(py)(1+77) S IP LiP N

L+

Aucun de ces trois diagrammes ne contribue au facteur de forme F, _.

Facteurs de forme F,_ et G_

A Tordre le plus bas, nous remplacgons la constante de désintégration du pion & la limite des
masses des quarks légers nulles F, par F; qui est la quantité mesurable. D’aprés les définitions
(4.8) et (4.10), les facteurs de forme F_ et G4_ valent

- M+
~ M
G, = G, =1

Nous remarquons que les contributions au facteur de forme G, _ provenant des diagrammes
(d) et (e) se compensent. De plus, nous notons que la violation d’isospin n’affecte pas ces deux
facteurs de forme.
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Facteur de forme R

Deux diagrammes contribuent au facteur de forme R & 'ordre le plus bas sans effet di a la
brisure d’isospin, autre que I'apparition, dans le pole, de la masse chargée My+. Il s’agit des
diagrammes (a) et (b) dont la partie proportionnelle au facteur de forme R, _ est donnée par

GFVJS ﬁ(pV)7“(1 — ’75) U(pg) {1 + 15” +tr — 2ux

My = (i Snln —ZUma g
iMyi = (=0) 3F, 2 s — M2, e

Ainsi pour le facteur de forme R, _, nous trouvons

~ MKj: 1S7|—+t7r—2u7|—

Rio = V2 x (14 im— =7m

+ \/_3F7r (+2 s — M2 )
Mpgs 4 28+t —2ug

- 2\/§Fﬂ(§ 3 s— M2, )
. MK:E ( Sy +v )
- 2\2F,

avec v = t; — u,. Les scalaires ¢, et u, expriment I’échange d’énergie entre le kaon et les deux
pions.

2
SZ_MK:E

Facteur de forme R, _: brisure d’isospin

On peut remarquer que la brisure d’isospin n’affecte que le facteur de forme R, _ & l'ordre le
plus bas. Les autres facteurs de forme restent inchangés. La somme de toutes les contributions &
R, _ donne

R _

MK\/§{1 1 1
3Fﬂ— 28€_M[2{i
32F21 ur —ty tor — tis
Rl by e £
T ¢ K+ Up — My

|:2’U,7|- — tﬂ- — Sgr — MIQ{i - Mgi - 6Aﬂ-]

On cherche & réécrire ce facteur de forme en faisant apparaitre la contribution R,_ décrite
précédemment.

M - 1 42 F? tor —t
Ry = K+ {1—{— > +Z + 44, — = e ﬂ[ v - 2¢ 15]}
2\/§F7T Sy — MKi Sp — MKi Sn Sy — MKi up —mj
- M+ 1 4e? F? v top — tig
- R+ {4A - ’f[ n H 5.6
NG T Gy V- Py V- ST (56)

On voit que le deuxiéme terme de cette somme comporte une contribution A, de brisure d’isospin
ainsi qu’une contribution purement électromagnétique due a la présence du photon.

Facteur de forme tensoriel

La présence du photon modifie ’amplitude du processus K4 chargé par ’apparition d’un facteur
de forme de type tensoriel. D’apres la définition de ce facteur de forme dans ’amplitude (4.8),
nous obtenons
F* 5
\/EFW Sn u[ - mK

T+_ =4e (57)

Ce facteur de forme est purement électromagnétique et provient uniquement du diagramme (e)
de la FIGURE 5.1.
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5.2 Le canal neutre K — 7° 7% (1 1,

Ce canal de désintégration est moins accessible expérimentalement, car les pions dans 1’état final
sont neutres. A 'ordre le plus bas, ce canal ne comporte que deux diagrammes (f) et (g).

Pour ces différents diagrammes, les lagrangiens contribuants respectifs sont
11 1

‘C(f) = ...+ GFVu*s (ﬁh’yu ‘€) Fo(g + ﬁ) (KJrﬂ—OaMWO - 7-‘—OWOaMI(Jr) )
1 1 1
o = + 55 {(6 + E) {Woﬂ_oa,uK—auK+ _ K+ﬂ_oa,uK—5Mﬂ_0 _ K_Woa“K+5u7T0 + K_K‘*'al‘ﬂ—oal”ro
—-B T?L(l + i)K'*KJFWOWO — B,m (1 — L)KfKJrWOWO
N2 3R 76 3R
1 1
—PFZ,(5 + E)K_Kﬂr"wo} +2F, GV, (T £) MK

Le diagramme (f) s’écrit simplement comme

GrVis Tp)y"(1 = °) vlpe) =
3F, 2

Le diagramme (g) fait intervenir le vertex & quatre mésons, deux pions neutres et deux kaons

chargés dont la valeur est

o (fF . 3
—iMP) = (i) + 1) (3P +2Lu}

i 1 1 1 1 1 1 1
3 { (5 + 15 [35n — s = Mix — 2M2| + 2By (5 + o) + 2Boms (5 — 22) +262F2Z,(5 + o) }
2F3{(6+4R)[ Sm St M wo| +2Boih(5 + g5) + 2Boms (g = 55) + 26 Z0(5 + 57)
On utilise & nouveau les relations entre les masses des mésons et les quantités B, m, mg (2.24)

pour obtenir

i L3 2 2 2 2 3 2 2
6F3{(§ ) [B5n — 50— Mie = 2M2 | + M2+ Mis — Ap+ 5= (M2 - M} |
Les quantités M, et My sont les masses du pion et du kaon a la limite d’isospin (2.25), car elles
sont multipliées par une quantité 1/R qui représente la brisure d’isospin. Ainsi, le diagramme

(g) vaut

GrVy, u(p)y" (1 —+°) v(pe) 1 I

ZMfZ (Z) Fo Sy — Mf{i H

11 1 1 |
x{(E o) Bsr = 50— Mis = 2M2) + 2 (Mps + M) + 1 (M2 = M) - EAW} .

Facteurs de forme F,, et G,

D’apres les définitions (4.8) et (4.10), les facteurs de forme Fy, et G, valent

MK:t 3
Foo = - 1+ —
\/iFw( QR)
_ o, Mk= 3
V2F, 2R

Goo = éoozo
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Nous remarquons que le facteur de forme G n’existe pas & 1’ordre le plus bas avec ou sans brisure
d’isospin.
Facteur de forme R,,

Les deux diagrammes (f) et (g) contribuent & ce facteur de forme. En négligeant les termes
proportionnels & R et A, et d’apres la définition (4.10), nous avons

~ 2M 1 1
l

Roo = —
” 3F, - M2Z,

Finalement, ce résultat se met sous la forme

~ MK:t 1 1 )
R = —Mefl L)
° var, o T Lo e M

Facteur de forme R,,: brisure d’isospin

On somme toutes les contributions a R,, et on fait apparaitre ROO calculé précédemment. On
obtient le résultat final
1

(SW—8£+MI2{i)+E[1+

1
S[ - Mf{i

R — _MKi {1 1#

o0 \/EFTI' 25£_Ml2{i
~ MK:t 1 1

= R _— _— - -

”  \2F, 4R[ * sg— M2,

(3x + 250 — 6ME)] |

(3sr + 250 — 6Mf)].

Pour ce canal, les corrections aux facteurs de forme sont, a 1’ordre le plus bas, proportionnelles
a % ~ my — mg. Les corrections sont dues & la violation d’isospin.

5.3 Le canal mixte K° — 7° 7 (1 v,

A Tordre le plus bas, ce canal ne comporte que deux diagrammes (h) et (i).

Les lagrangiens contribuants respectifs sont

1 1
L = 4 A Tervu 0) GFVJS{ﬁ(K0ﬁ+aH7To — K°m°0'nt) + N_T%(zﬁ«wﬁau](o — KontoHgo
—K%Oa“w*)}
A 1 — o o o — o —, 0 o 0,0 —
£ = .y m{m wt K0, 10 — AK°xt O" K~ 0,1° — AK~1°0" K°0,7" + 4K m°0" K~ 9, x*

1
—8F2Z,KOK momt 4 [K—ﬂaﬂf{oaﬂo — 2°r O K9, K~ + Kor T 0" K~ 9,m°
+ K mPo K0, + Kom°0" K~ 0,m — 2K K~ 0"1°0, " + 2By( — ms) KK~ m°n ™
—2F3eQZOK°K*7r07r+} } F2F,G RV (T £) 0K .
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Ainsi, le diagramme (h) s’écrit

G Vas U(py)y" (1 = 7°) v(pe) (3 L

2K, 2V2R V2R "
Le diagramme (i) fait intervenir le vertex & quatre mésons, un pion neutre, un pion chargé, un
kaon neutre et un kaon chargé dont la valeur est

—z’M;’? — ) P, —V2Q, +

i 1 2B, , . 2 2
4(ur —tr — (287 —up —tr — — 8F Z}.
sﬁpg{ (ur =) + 5 (25 — i — ) o+ == (1 — ) = 8F €2,
En utilisant les relations (2.24), nous obtenons pour ce vertex
L{zx(u ) (28—t — ) + (M2 — M2) — 4A }
gyopz T T R T gt TR T

Ainsi, le diagramme (i) s’exprime comme

GrVy, u(p)y" (1 —+°) v(pe) 1

VO I
My (@) 3F, s — MZ, "
3 3
X3 (g =ty — Ap) + ——=— (287 — Uy — tp —2Mp +2M2) | .
{zﬁ( ) 8\/§R< K )}

Facteurs de forme F,_ et G,_

D’aprés les définitions (4.8) et (4.10), les facteurs de forme F,_ et G,_ valent

3Mxco
Fou = " AF.R

- Mo
Goo = Gy =X

Fr

Nous remarquons que le facteur de forme F' n’existe pas & la limite d’isospin et que la brisure
d’isospin n’affecte pas le facteur de forme G.

Facteur de forme R,_

Les deux diagrammes (h) et (i) contribuent & ce facteur de forme. En négligeant les termes
proportionnels & R et A, et d’apres la définition (4.10), nous avons
_ Mgo 1

Boo = =5F o = M2, (1 = ta).

Facteur de forme R, _: brisure d’isospin

On somme toutes les contributions a R,_ et on fait apparaitre R,_ calculé précédemment. On
obtient le résultat final

Mo 1 Ar 1

2Fﬂ- {Sg—Mf{i( ) Sf_Mf{i 4R Sf_Mf{i [
MKO { AW 1

1
. (14— [3s, 42 —6M2)}.
MY P ve 4R< +36—M§<i[s 45 K]

R, Bsr + 250 — 6M7] ) }

= R

Ce facteur de forme est sensible a la brisure d’isospin via le terme proportionnel % ~ My, — My
et aux effets purement électromagnétiques de la différence de masses entre les pions chargés et
neutres A,.
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5.4 Résumé et numérique

Les TABLE 5.1, TABLE 5.2 et TABLE 5.3 résument les résultats obtenus sur les facteurs de forme
pour les trois désintégrations Ky (4.1), (4.2) et (4.3).

MK:t
Fe=C-= g5
M 1 46’ F? tog —t
R+_: K* {1 %+4Aﬂ_ - _ e 'y v . 20 1§:|}
F.2v2 se— Mpy sg— M Sp lsg— Mz  ug—mj
Mzi@ 1

* ‘ " V2F, Sz ug —m?

TABLE 5.1: Corrections & ’ordre le plus bas dues 4 la violation d’isospin sur les facteurs de forme associés
aucanal Kt — nt 7= ¢+ 1,

MKi 3

FOO:_\/iFﬂ—( +ﬁ) GOOZO
_ Mg L1 B W - 2}
foo = ﬁFﬂ{l 2 gz, on st Mice) gl Sy (s o+ 20 = 6

TABLE 5.2: Corrections & I’ordre le plus bas dues & la violation d’isospin sur les facteurs de forme associés
au canal Kt — 7% 7° /1

3 Mo Mo
iR O T F,
Mo 1 Ar

R, =1 w =) = = = (1 ——— [8, + 25, — 6ME] ) }
2F, Sg—M?{i(u U VR +53—Mf{i[8 + 25 = 6]

TABLE 5.3: Corrections & ’ordre le plus bas dues 4 la violation d’isospin sur les facteurs de forme associés
au canal K° — n° 7w~ 4T 1,

Apres avoir obtenu les formules analytiques des facteurs de forme & ’ordre le plus bas pour
les trois canaux Ky (4.1), (4.2) et (4.3), nous pouvons maintenant extraire des informations
numériques afin de quantifier ’effet de la brisure d’isospin. Nous avons la possibilité de donner
les valeurs numériques théoriques des taux de désintégration en utilisant la formule générale
(4.14) du taux de désintégration déterminée dans le chapitre 4 et la décomposition angulaire de
J5 (4.18) que nous rappelons ci-dessous

dls = G% | Vi |? N(5x,51)J5(Sx, 51,0, 01, ¢)dsrdsid(cos 0 )d(cos 0;)de
ou

(1—Zl)YX
N(sp,s) = W22 5.8
(8 Sl) 2137T6M]5(j: ( )
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et

Js = 2(1—z) I1 + Iy cos 26, + I3 sin® 0y - cos 2® + I sin 26, - cos ® + I5sin 6 - cos ®

+1IgcosO + I sinf - sin ® + Igsin 20, - sin ® + Iosin? 6, - sin 20| . (5.9)

4.1 Statut expérimental

Les premiéres expériences K4 [39, 40, 41, 42, 43] n’ont observé chacunes que quelques centaines
d’événements comme le montre la TABLE 5.4.

Référence nombre d’événements taux de désintégration (s7!)
Birge et al. 69 (2.9 + 0.6) 10°

Ely et al. 269 (2.6 £ 0.3) 10°
Schweinberger et al. 115 (3.2 +0.4) 10°
Bourquin et al. 1609 (3.32 £ 0.31) 103
Beier et al. 8141

TABLE 5.4: Taux de désintégration K 4 mesurés dans les premiéres expériences.

Il a fallu attendre 1977 lorsque la collaboration Genéve-Saclay [44, 45] a mesuré le rapport de
branchement de K.4 avec un lot de 30000 événements. Rosselet et al. ont obtenu un taux de
désintégration (le deuxiéme chiffre est 'erreur systématique)

Tk, = (3.2640.15) 103571

Depuis, il n’y a pas eu de nouvelles données accessibles jusqu’a ’expérience E865 & Brookhaven
en 2001 ou 400000 événements K4 ont été collectés [13, 14]. Le taux de désintégration est (le
deuxiéme chiffre est ’erreur systématique)

k., = (3.321+0.089) 10357

D’aprés les valeurs des temps de vie du kaon chargé et neutre, la TABLE 5.5 résume les valeurs
des rapports de branchements et des taux de désintégrations Ky4 du Particle Data Group [46].

Canal Ky rapport de branchement (107°) taux de désintégration (s=1)
Kt - ntn—efu, 4.08 £+ 0.09 3294

Kt —ratnputy, 1.4 4+0.9 1130

Kt — n°n% T, 21+04 1710

Kt — r°m°utu, - -

K° — m°n~ety, 5.18 + 0.29 1001

o o—,+
K° — m°m "y, - -

TABLE 5.5: Valeurs expérimentales des rapports de branchement et des taux de désintégration Ky [46].
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Les canaux neutre et mixte

A ce niveau, les facteurs de forme pour les canaux neutre et mixte ne dépendent pas des variables
cinématiques ¢ et §y et nous pouvons alors intégrer la formule (5.9) selon ces deux variables

Jy = /dcf)d(cos 00)J5 = 8m(1 — z¢) [ — %12]. (5.10)

Nous avons utilisé une programmation FORTRAN et les ressources des librairies de programma-
tion du CERN MathLib pour effectuer cette triple intégrale!® La TABLE 5.6 résume les valeurs
numeériques obtenues pour les taux de désintégration en s~'. Pour le canal neutre, I’espace des
phases doit étre divisé par deux, puisque 1’état final comporte deux particules identiques, les
deux pions neutres.

D’aprés les résultats de la TABLE 5.6 et dans le cas oll nous ne considérons pas la violation
d’isospin, notre routine reproduit les résultats de Bijnens et al. & 0.3 % prés.

La quantité entre parenthéses dans la TABLE 5.6 nous donne une indication sur le comportement
de 'espace des phases et de la cinématique par rapport a la brisure d’isospin. Si cette quantité
est faiblement modifiée par rapport au taux de désintégration total, alors ce sont les facteurs
de forme qui sont sensibles & la brisure d’isospin. Dans le cas du canal neutre, nous remarquons
que ’espace des phases ne varie pas lorsque 1’on passe de la limite d’isospin & la configuration
de la brisure d’isospin. L’effet de la brisure d’isospin sur le taux de désintégration pour le canal
neutre est de I'ordre de 7.3% pour le mode électronique et 8.9% pour le mode muonique. Dans
le cas du mode de désintégration mixte, la situation est différente. En effet, I’espace des phases
est modifie de —1.17% pour le mode électronique et —2.2% pour le mode muonique. Le taux
de désintégration est quant a lui modifié de —1.6% pour le mode électronique et —2.2% pour le
mode muonique. On en déduit que pour le canal mixte, la violation d’isospin est du a 1’espace
des phases.

Le canal chargé

D’aprés les résultats sur les facteurs de forme associés a ce canal de désintégration, nous voyons
que les facteurs de forme R, _ et tensoriel T, _ dépendent des cing variables d’intégration via
les termes uy, t1¢ et t1, dans les formules (5.6) et (5.7). On doit intégrer le taux différentiel en
utilisant la formule générale J5, donnée par (4.15).

1
8La fonction double précision DGMLTk(FSUBKk,Ak,Bk,NIk,NGk,X) calcule la valeur d’une intégrale multiple de dimension k avec 1 <

k < 6. La méthode utilisée dans ces intégrations multiples est la méthode de Gauss. Cette fonction fait appel & une routine auxiliaire FSUBk.
Ak,Bk sont les points extrémes de I’intervalle d’intégration pour la variable X, qui est un tableau de dimension supérieure ou égale & 1. NIk est
le nombre de sous-intervalles égaux qui composent ’intervalle (Ak,Bk). NGk est le nombre de points de quadrature de Gauss qui sera utilisé
dans chacun des NIk sous-intervalles (par défaut NGk vaut 6).

La routine F.SU Bk est de la forme SUBROUTINE FSUBk (M,Uk,Fk,X), avec Uk, Fk et X de type Double Précision et M un entier, fixé par
DGMLTk. Uk est un tableau & une dimension qui doit étre déclaré de dimension (*). Le contenu de ce tableau est fixé par DGMLTk. Fk est
un tableau & une dimension dont le contenu doit étre rempli par FSUBk et X est un tableau & une dimension qui doit étre le méme que celui
qui apparait comme argument de DGMLTk.

On écrit une premiére routine FSUB1(M,U1,F1,X) dans laquelle X est un tableau de trois variables qui sont les trois variables d’intégration,
Sx, Sy et cos @r. On programme dans cette routine tous les objets de notre calcul Iy, I, les facteurs de forme ...L’argument F; de cette
routine est égal & ’expression du taux différentiel de désintégration que I’on cherche a intégrer. F'; est donc écrit comme une fonction de trois
variables X(1), X(2) et X(3).

On utilise une deuxiéme routine FSUB2(M,U2,F2,X) dans laquelle F2 n’est autre que le résultat de I’intégration selon cos 6 (par exemple) a
l’aide de F2 = DGMLT1(FSUBL, ...).

A nouveau, nous écrivons une nouvelle routine FSUB3(M,U3,F3,X) dans laquelle F3 représente le résultat d’'une deuxiéme intégration selon
sn (par exemple) avec F3 = DGMLT2(FSUBI, ...).

11 ne reste plus qu’a appeler une derniére fois la fonction d’intégration DGMLT3(FSUBS3, ...) pour intégrer selon la derniére variable sy. Le

résultat final est le taux de désintégration Ky,.
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(6.36x10~10)

(6.22x10710)

(Mg, M)t | (Mg, Mg)" | masses physiquest | valeur expérimentale
Mode de désintégration [84] My = My My, 7 My [46]
e=0 e#0
7omletu, 683 681 731 1710
(2.17x1079) (2.17x1079)
7TO7TO/L+VM 102 101 110 -
(3.25%x10°10) | (3.25x10~10)
Tt et v, 561 561 552 1001
(4.25x1079) (4.20x1079)
oty 55 55 53.8 -

T( My, M) = (135,493.6)MeV et (137,497.7)MeV pour les désintégrations Ky neutre et mixte

respectivement [84].
¥ Les mésons ont leur masses physiques mais les masses & la limite d’isospin restent & leurs

valeurs (M, Mx)'.

TABLE 5.6: Valeurs numériques des taux de désintégration en s~! pour les canaux neutre et mixte de
Ky4. La troisiéme ligne de ce tableau représente la configuration ot I’on considére les effets de
la brisure d’isospin m, # mgq et les effets électromagnétiques e # 0. Pour ces deux canaux,
il n’y a pas de contribution du facteur de forme tensoriel. Les chiffres entre parenthéses
représentent le taux de désintégration lorsque tous les facteurs de forme non-nuls sont mis &

1.
(M, Mg)" | (M, Mg)t | masses physiques® | valeur expérimentale
Mode de désintégration [84] My = My My # My [46]
e=0 e#0

T etu, 1297 1292 1292 3294
(4.7x1078) (4.7x1079)

7T+7T—M+Vu 155 154.3 153.2 1130
(6.1x10~%) (6.1x1077)

T( My, M) = (139.6,493.6) MeV pour les désintégrations Ky, chargé [84].
¥ Les mésons ont leur masses physiques mais les masses & la limite d’isospin restent a leurs

valeurs (Mg, MK)T.

TABLE 5.7: Valeurs numériques des taux de désintégration en s~! pour le canal chargé de Ky4. La
troisiéme colonne de ce tableau représente la configuration ot 'on considére les effets de la
brisure d’isospin m, # mq et les effets électromagnétiques e # 0.

Le canal 777~ est le seul qui implique l'existence d’un facteur de forme tensoriel du & la
présence du photon. Ce facteur de forme est une contributions purement électromagnétique.
A Tordre le plus bas, les effets de la brisure d’isospin et ’existence du facteur de forme tensoriel

sont numériquement négligeables dans ce canal.
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Les différents résultats de ce chapitre ont été présentés oralement a la conférence Hadatom 01 &
Berne (Suisse) et ont fait ’objet d'un compte-rendu [77]. La TABLE 5.8 illustre la contribution
de ’approximation en arbre au taux de désintégration en % par rapport a la valeur expérimen-
tale résumée dans la TABLE 5.5. D’aprés les différents résultats présentés dans ce chapitre, la

ntnetve | mtnpty, | 7oty | m0n et v,

limite d’isospin 39.2 % 13.6 % 39.8 % 56 %

Mme#mg et e£0| 39.2% 13.5 % 42.7 % 55 %

TABLE 5.8: Contribution de I’approximation en arbre au taux de désintégration K4 et effet de la brisure
d’isospin.

brisure d’isospin et les effets électromagnétiques n’affectent que les facteurs de forme du canal
de désintégration neutre et l’espace des phases du canal de désintégration mixte. Les effets sont
respectivement de l'ordre de 8 % et -2 % pour les modes neutre et mixte (les pourcentages
représentent la moyenne pour les modes électronique et muonique). Le canal chargé n’est pas
affecté par la brisure d’isospin, ni par les effets électromagnétiques. Pour les canaux chargé, neu-
tre et mixte respectivement, ’approximation en arbre ne représente que 39.2%, 42.7% et 55%
du taux de désintégration mesuré expérimentalement (pour le mode électronique). Pour le mode
muonique, la seule valeur expérimentale disponible est celle du canal chargé. L’approximation en
arbre pour ce mode ne représente que 13.5% du taux de désintégration mesuré expérimentale-
ment.

Le calcul en arbre n’est pas suffisant pour expliquer les mesures expérimentales. Nous devons
calculer les contributions & ’ordre d’'une boucle en incluant les effets des corrections radiatives
(échange de photon virtuel) ainsi que les effets de la brisure d’isospin. Ceci est le but des chapitres
suivants.
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Chapitre 6

Corrections a une boucle
électromagnétiques

Dans ce chapitre, nous expliciterons les calculs des corrections radiatives au processus K4 chargé
(4.1) provenant des diagrammes avec échange d’un photon virtuel (FIGURE 6.1).

6.1 Motivations

Pour mesurer le déphasage pion-pion, il faut évidement mesurer des interférences entre deux
facteurs de forme. Dans le canal Ky chargé (4.1) les facteurs de forme F' et G sont non nuls.
Ceci est déja une premiére motivation pour étudier le canal chargé.

Lorsque 1’on mesure le rapport des taux de désintégration pour les modes électroniques et
muoniques, nous obtenons

r
Ki 3
T . .
Kl

Le mode électronique est ainsi expérimentalement privilégié. Nous étudierons donc le canal K ;&,
ol nous négligerons le facteur de forme R, car celui ci apparait multiplié par la masse de ’électron.

Le facteur de forme de ’anomalie H apparait & I’ordre p* de la théorie des perturbations chirales,
ainsi d’aprés (2.26-2.29), les effets de la brisure d’isospin et des corrections électromagnétiques
seront d’ordre

O(p4(mu —md)) et O(p4e2),

ce qui est supérieur aux ordres recherchés (2.29). Ainsi, le facteur de forme H sera remplacé dans
la suite par sa valeur  la limite d’isospin calculée par Wess et Zumino [64]

VMY

H = — .
82,2

Nous privilégierons une notation uniforme pour I’ensemble des diagrammes. Il s’agira d’écrire les
résultats des facteurs de forme en faisant apparaitre uniquement les fonctions & un, deux, trois
et quatre points. Néanmoins, avec ’aide de ’appendice sur ces différentes fonctions, nous pou-
vons obtenir une formulation plus détaillée de ces résultats ol les contributions logarithmiques
apparaissent explicitement.
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FIGURE 6.1: Liste des diagrammes & une boucle purement électromagnétique contribuants aux facteurs
de forme F, G et R.
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Les expressions des facteurs de forme F' et G seront données sous la forme

F(ou G) = %{1 + dF(ou G)},
V2F,
avec 0F(ou G) les corrections dues & la brisure d’isospin et aux effets électromagnétiques. Pour
le moment, nous laisserons la quantité F, dans nos formules, mais dans le chapitre consacré a
I’étude numérique des résultats, nous remplacerons la constante de désintégration du pion & la
limite chirale, F,, par son expression corrigée a ’ordre d’une boucle F, donnée par [24]

M? M? M? MZ 4
K =L+ (M2 + 2M3)La() + M2Ls()] }.

F, = F{l—z e il
T o 32722 2 32m2F2 2 R

Les facteurs de forme F' et GG seront alors de la forme

M M?2 M?2 M?2 M?2
F(ou G) K= { — T T K —K

292790 Mo — 1
V2F;, 32m2F2 . p?  32m2F2 n 112
+5F(ou G)boucles + 5F(ou G)contre termes}'

4 [(M2 4 2M)La() + ML (1)

™

6.2 Résultats & une boucle de photon

2.1 Facteur de forme tensoriel T

Parmi tous les diagrammes & une boucle de photon, seuls les quatre diagrammes de la Fi1G-
URE 6.2 contribuent au facteur de forme tensoriel. Dans 1’élément de matrice de ces différents

FIGURE 6.2: Liste des diagrammes & une boucle purement électromagnétique contribuants au facteur de
forme T'.

diagrammes, il apparait des produits de la forme 4 j. A D’aide des formules standards sur les
produits des matrices de Dirac et les équations de Dirac sur les spineurs, nous pouvons ramener
ces termes & des contributions aux facteurs de forme F', GG et R, si a et b ne sont pas les quadri-
impulsions des pions de 1'état final (Voir la TABLE 4.1). Par contre, p, p_ se réécrit comme
Dy -P— — 10, p4Hp_Y. Le premier terme de cette somme contribue au facteur de forme R tandis
que le second terme ne contribue qu’au facteur de forme tensoriel 7.

D’aprés la définition de ce facteur de forme dans lamplitude (4.8) et son résultat a lordre
le plus bas (5.7), nous obtenons

T+_ _ T_?_rihe le plus bas + (5T+_

myM?2
_ T_(")_rilre le plus bas+2€2£ {—Cl(pg,k;m,y,mg,MK)—I-Cl(—pg,p_;m'y,mg,Mﬂ)

V2F;
_DOO(_p—7p€7L; m’ya Mﬂ7m€7 MK) + DOO(k7p£7L; m’ya MK7m£7 MK)}
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2.2 Facteurs de forme F et (G

Les lagrangiens associés aux diagrammes de la FIGURE 6.3 sont respectivement

LB = 4+8ieA GrV, U, v, ) Ktn nt +ied, (K-O'KT — KTO'K~
r 3R 1 1
£® = 4 8ieA, G;;/“S e,y 0) Ktnm ot +e byl A,
(c) i GrVis - + =+ 4 - + + -
L = ...+ 8eA Ve,V b) K™~ +ied, (m~o¢n" —mn otn
n 3R 1 1
@ o GEVY ot —au o —
L = ...+ 8eA Ue,Vu b)) K™~ +ied, (m~o¢n" — " otn
r 3R 1 1

L’élément de matrice et les corrections aux facteurs de forme F et G pour le diagramme (a) sont

(2k — q)u

—iME = (i)

* D
4GFVUS/(d ) (14777 v(pe)

3Fo 2m)" (@2 —m2)[(k — q)* — MZ]
- 2 4GFVJS — 5\ A 1
= (ie )T a(py) (1 4+ ~42)v* v(pe) {2I€NB(k;m7,MK) — Bu(k;mV,MK)}
et
(a) 862
OF = —T{2B(k;mv,MK)—Bl(k;mV,MK)}
G® = 0

L’élément de matrice et les corrections aux facteurs de forme F' et G pour le diagramme (b) sont

W) (11 ) — P A

b (=i)(@e”) (2m)? (% = m2)[(pe — q)* — m]

AGpVE, / dPq
3F,

= (—i)(ie2 4GpVis u 5 » dPq (2—D)( po— d) — Dy
T (m)/ (2m)7 (¢ = m2)[(pe — q)* — m3)
= —(ie2)4iI}Vus u(py,)(1 + 75) v(pg){ngB(pg; Mo, mye) + (2 — D)y Bu(pe; m»y,me)}

SF® = 5G®) =0

(@) (b) (d)

FIGURE 6.3: Les figures (a), (b), (c) et (d) représentent les diagrammes & une boucle de photon entre le
vertex d’interaction pions-leptons et les particules chargées KT, ¢, 7+ et 7.
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L’élément de matrice et les corrections aux facteurs de forme F' et G pour le diagramme (c) sont

L © o AGEVE, [ dPq _ s (2p+ —q),
—iM) = (—i)ie?) [ )@+ o) x
d 3F, J (2m)" (2 —m2)[(ps — q)° — M2
o AGFRV 5y p
= (€)= W)L+ vipe) X {2p+, B(p+imy, Mr) = Byu(ps;my, Mx) )
et
(©) (o) _ _4e®
oF = 060G = _?{2B(p+§mwM7r) - Bl(er;mvaMTr)}

L’élément de matrice et les corrections aux facteurs de forme F' et G pour le diagramme (d) sont

D o dGEVE [ dPq 5 (2p- —q),
—iMy = (—i)(—ie”) a(py)(1+~°)7" vpe) X
! 3F, ) (2m)” (¢2 —m2)[(p— — q)* — M2]
S AGEVE, .
= (mie?)— 5 alp) (1 + 97" v(pe) x {2p_ ,B(p—;my, Mx) — Bu(p—;m,, My)}
et
4e2
SF@ = _5G@) = T{2B(p,;m,1\4,r) — Bi(p—;my, Mx)}.

Les lagrangiens associés aux diagrammes de la FIGURE 6.4 sont respectivement

ce 2(;;“/% Ve b) (mmntOFKT — 2K ntoln™ + Ktn— 0Mn ™) —ieA,(n ot —m~ 0Mat)
—ieA (KTO"K~ — K~0"K™)

£® 26;)1;“/“8 ey b) (matOFKT — 2K Tt okn™ + Ktn= 0t ™) —ieA, (ot —m~ otat)
—ie A (KTO" K~ — KM K™)

£® 2(?7% We,yp b) (- tOFKT — 2K Tt ok + Ktn— okr™)

—ieA (KTO"K™ — K~ 0"K') + e Iyl A,

(e)

FIGURE 6.4: Les figures (e), (f) et (g) représentent les diagrammes & une boucle de photon entre le kaon
chargé qui se désintégre et les particules chargées 7= 71 et £7T.
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L’élément de matrice pour le diagramme (e) est de la forme

*

dPq (k+2py —p- —3q),(2k — q).(2p+ — q)

. e - - 2 G Vus — M
i) = i) E )y -7 v [ 2 0 B e ]

Le numérateur s’écrit

(3P+35@+L=30) [~ 2(tr = Mk = M) +[(k =) = ME) + (04 = 0)° = M2 = (¢* — )]

et les corrections aux facteurs de forme F' et G pour le diagramme (e) sont

6F©® = 2 —3(t, — S0i)[Clpy kimy, M, Mic) = Ci(pi, ks ey, My, Mic)
_202(p+5k;m’77M7T7MK)]+B(p+;m’yaMﬂ')+B(k;m’yaMK)_Bl(p-'r;m’vaﬂ)
—2By(k;my, M) + By(k — py; Mx, MK)}

5G® = e2{—2(t7r—EWK)[C(m,k;mV,MmMK)—01(p+,k;my,Mﬂ,MK)]

+B(pimoy, M) + Blkimey, Mic) = By(psimo, My) = By(k = pa M, Mic) }

L’élément de matrice pour le diagramme (f) est de la forme

. G GpVE
—iMf) = (—Z)(w?);T u(py) (1 +7°)v" v(pe)

y / dPq : (k+2py —p-),(2k —q).(2p- —q)
(2m)7 (% —m2)[(p- — )” = M2[(k — ¢)* — ME]

Le numérateur se réécrit comme

(GP+ 50+ D){20ME + M2 —up) + [k — 0 ~ ME] + [(p- — )~ MZ] — (¢® — m?) }.

Les corrections aux facteurs de forme F' et G pour le diagramme (f) sont

SFE — sq) = —62{2(2,,K — wn)C(p—, ky s Mg, Mic) + Blp_;moy, Myg) + B(k;mey, M)

—B(k—p,;M,r,MK)}

L’élément de matrice pour le diagramme (g) est de la forme

* D
M) = o S [ (jﬂ)qupu)(lﬂ%v“[(m— 0~ mily” vlor)

y (2p+ —p-+k—1q),(2k—q),
(@2 —m2)[(pe — q)* —m2][(k — q)* — M%]
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Le numérateur doit étre développé pour faire apparaitre les contributions aux différents facteurs
de forme. On utilise les formules sur les matrices de Dirac et les équations de Dirac sur les
spineurs. et nous faisons apparaitre les propagateurs impliqués dans ce diagramme. Il reste

(28¢+ 35 +6P-L+3 QR P—4k-po+mg P—2ps-P+3my @ —6pr-Q+6Q-L) ¢
2k pe(2 L+3 P+3 @)~ [(pe — a)° —mi] d+ L{lpe — 9)* — mi] +2[(k — q)® — ME]}

1 3
+5 Pl — @) = mi)+ [k — 0> = ME]} — 5 @{[(pe — 0)® — m3) — 20(k — 0)? — M3])
Nous obtenons pour les corrections aux facteurs de forme F' et G,

2
&
5F(g) = ?{6(M[2(+m§ _tf)c(pka;m’yamE;MK)_Qmicl(phk;m’yvmbMK)

+6(tl - m?)CQ(pfv ka My, My, MK) + B(kv My, MK) + GB(pZa m’yvml)
~2B1(k;m.y, M) }

2
e

5G(g) = ?{6(M[2(+m§ _tf)c(pka;m’yamE;MK)_Gmicl(phk;m’yvmbMK)
+6(t — m3)Co(pe, ks mey, me, M) — 3B(k;mey, M) + 6B (pe; my, )

Il existe une contribution tensorielle dans ce diagramme. D’aprés la définition de ce facteur de
forme dans ’amplitude (4.8), nous obtenons,

T® = —e2M§<i‘f

mye [Ol(pe,k;my,me,MK)+Cz(pe,k;mmme,MK)

Les trois diagrammes de la FIGURE 6.5 sont décrits par les lagrangiens

2 *
£ = 4 % ey ) (matOFKT — 2K T atobn™ + Kt 0Fr ™) —ieA, (ntotn™ —m= 0'nT)
£OD = M L efyrp A,

L’élément de matrice pour le diagramme (h) est de la forme

@

FIGURE 6.5: Les figures (h), (i) et (j) représentent les diagrammes 4 une boucle de photon entre les deux
pions chargés et entre le lepton chargé et chaque pion chargé.
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dPq (L+3P+3Q+3q),(2p+ +9).(2p- —q)
@2m)” (2 —m2)[(—=p+ — a)° — M2][(p— — q)° — M2]

Le numérateur se réduit en faisant apparaitre les propagateurs

M) = (0 CEE )0 (1 %) o) [

3 3
L+ 5P +35Q+3q) |2sr— 2MZ) — [(pr + )" = MZ] = [(p- — q)” — M2L] + (¢ —m?2)
Alors
‘ LGRVy 3.3
M) =i Ty (=77 w(pr) {205~ 2MD)[(L+ 5P+ 5Q), O(-prp-imy, M My)
3 3
= 5P+ Q)uCu(=ps p—imy, Mo, Mr) + 5 (P = Q) Ca(=ps, p—i my, Mr, Mﬂ)}
3 3 3
—(L+ 5P +3Q), [Bo-my. M) + B(=ps,mo, Mo)| = 5(P = Q)uBu(p—,my, My)

3
+5 (P + Q)uBi(=prmy, Ma) + LuB(ps + p—, My, M) + 38, B1(p+ + p—, M, Mn)}
D’aprés (?7) les valeurs des contributions aux facteurs de forme sont

sF®™  — —62{2(871- —2M?) [C(—p+,p_;my, M, Mz) — Cr(=ps s p—; My, Mo, M)
+Co(—p4,p—; My, Mr, Mﬂ)} — B(p—,m~, My) — Bi(p—;m, M)
—B(=py, My, Mz) + Bi(=py;my, Mz) +2B1(py +p—; M, Mw)}

sGM = —62{2(8n —2M;) [C(—m,ps My, M, My) — C1(—p, p—;mey, M, M)
—Co(—p+,p—; My, My, Mﬂ)} — B(p—,my, M)+ Bi(p—,m~y, My)

_B(_p-‘rvm’yaMﬂ') + Bl(_p-i-am’yaMﬂ')}

L’élément de matrice associé au diagramme (i) est

. * D
My = (—i)(—iez)Gg—IXM (;lw)qp WP ) (L + 2 [(Bet ) — mely” v(pe)

(2p+ —p- +k—29),2p+ —q),
(@2 — m2)[(pe + 9)* — m3][(p+ — q)° — M2]

Les seules contributions aux facteurs de forme F' et GG sont données par les termes

(P+ @){6pe-py — %[(pz +q)> —mg] = 3[(p+ — @)* — M2} + {me(P+ Q) + 2[(pe + q)* — mj]
3 3

2
~Sse = 5Q =12 pi} o
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On trouve ainsi les corrections suivantes

. . 62
sFO — sa0  — §{6(ME +mZ —t10)C(—=pe, p 3 mey, M, M) + 2m3 Cy (—pe, p s mey, me, M)
—6(2M?2 4+ mj — t10)Co(—pe, pT My, Mg, My) — B(p;mey, My)

_GB(_pf;mwmf) + 2Bl(p+§ M-, Mﬂ')}

L’élément de matrice associé au diagramme (j) vaut
VL) . N (2 GFVJS dD
—iMy = (—i)(ie”)—==
= e [ oo
(k+2p+ —p-+49),2p- —9q),
(% = m2)[(pe + 0)* = m3][(p- — @)* — M2]

(py) (1 + V)V (et o) — mely” v(pe)

Les contributions & F' et G sont données par

P{6pe v — 5lle+0)? —md] = 3l0™ — @) ~ MZ] + 3% }+ @{6pe 5 — S[(pe +)? — ]

=3[(p” —q)* = MZ:]+ 3¢} + {mu(P— D) +3 P B —[(pe +q)* —mi] — 3(sx —2M2)}

Nous obtenons,

e2

5F(J) = _3{6(M7%+m3 _t2€)c(_pfapi;mvamfaMrr) +2mgcl(_pﬁapi;mvamfaM7r)
_6M302(—P£7P7§ M~, My, MTF) - B(p7§ M-, MTF) - GB(—W; My, mé)
—Bl(p,; My, MTF) + GB(PZ +p—;my, Mw)}

e2

5GY = _3{6(M72r +mi — ta)C(=pe, p 5 My, My M) — 2m7Ch (—pe, p~ 3 My, Mg, M)
_6M7$CQ( pfvp m’y;mfa )_5B(p m’yv ) _GB( pf;m’yvml)

+Bl(pf§m'ya MTF) + GB(PZ + p—;my, Mw)}

Les lagrangiens associés aux diagrammes de la FIGURE 6.6 sont respectivement

Tt

) (m)

FIGURE 6.6: Les figures (k), (1) et (m) représentent les diagrammes avec un état intermédiaire (kaon),

ot la boucle de photon relie le K+ au vertex leptonique, les deux vertex ou le lepton chargé
au vertex a quatre mésons.
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1
9 = 4 g (AT TOK Y 2K O KO e — K MK o
—K+7T78“K78N7T+ + 2K OFKTornt — K7K+8“7778“7r+)

1 B,mg 1

— 1—
458t or 2R

8
+{ 2F2 B sp) T3 € Zo ) K Ktrtn™

+2ie (Te, vy ) F.GrV, APKT + zeAH(K_a“KJr — KTOrK™)

2ieA
O = 4 ;;2“ ( ~ Kt nto' K~ + K o nt 0" Kt — K- KTrtoln™ + K_K+7r_3“7r+)
+2ie (Ug,vu €) F,GRV, APK™T
2ieA
£ = 4 h(—KJrW*WJr@”K* +K T O" KT — K- Ktntotn~ + K- KTr~ 0kr™)

3F?
+2 (Uepyu b) FoGrVE0MKT +e tyHl A,

Sachant que 2 (1+ &) + %}’5*( — o)+ 36?7, = ; v Lo (ME, + M2 +6A,), I'élément de matrice

associé au diagramme (k) s’écrit, avec vy =t — ur

0 _ (e GV [ _d0a
M - ( Z)(Ze) 12Fo (27T)

—[(k —q)* = ME] - [(L — ¢)*> = ME] +6q- Q + 3(sx + vr)]
(¢ —m2)[(k — q)® = ME[(k —p+ —p— — q)° — M%]

a(p,)(1+7° )" v(pe) (2k —q),,

2200 )1 +17) v(p)

{3 5n 4 we) 200+ PYC(R, Lima, Mic, M) = (Jot PO (k, Li s, M, M)

—i./\/l?;) = e

— LCs(k, Lym., My, Mk )| — —[ (L4 P)B(pe + pu;my, M )= LBi(pe + py;my, Mi)]
— 5t PYRBOMici o Mic) = By (Mics o, M)

+3QP{Z(L+ P)[k,Ci(k, Lymy, Mg, Mg) + L,Ca(k, Ly my, Mg, Mk )]

—ky(L+ P)Cuik, Lymey, Mg, My) — L, ECas(k, Lymo, My, M)

—[kp £+ L,(L+ P)|Cra(k, Lymy, M, Mgc) + 1/**7,Coo(k, L; m~, M, MK)}}

En utilisant la décomposition (C.30), les corrections sur les facteurs de forme associés a ce
diagramme deviennent

2

5F(k) = _%{6(877+V7T)C(k7L;m’vaK7MK)_3(S7T+3V7T)Ol(kaL;m’yaMK7MK)

—61171-02(]{}, L; My, Mg, MK) + 31/71-011(k, L;m.y, Mg, MK)
+3v;Cra(k, Lymy, Mg, M) — 2B(L;my, M) — 2B(k;my, Mg) + Bi(k;my, MK)}

§GY = 2Coo(k, L;my, My, M)
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L’élément de matrice associé au diagramme (1) vaut

) oo GEVi [ dPq 5 (2k —2p_ —q),
—iMy; = (—i)(i2e") ——== u(py)(1+7°)7" v(pe)
d 3F, J (2m)” (@ —m2)[(k—py —p- —q)* — M}]
o 2 GFV _
= (126%) T2 p,)(1497) v(pe) [ 2(K= $-) B(Lims, Mio)— LBy (Lim,, Myc)|
(6.1)
Avec,
. 1/ AWME) 1 1 M2 1 M3 2 M2
Bi(lymy, M) = 5( M2 167r2) T T67% 25, s (1~ s—g) ln(M,% —se)
Les corrections aux facteurs de forme sont
sFO _ 5o — A
F =60G = —TB(L,mV,MK)
L’élément de matrice associé au diagramme (m) est
SiME = (iy(iet) 2 [ 1S = miy” ()
fi 3F, (27T)D bv Y)Y 14 01 Dbe
(k—py —p-—q),2k—-2p_—q),
(@@ —m2)[(k—py —p- —q)* = ME][(pe — )* — m}]
Nous obtenons pour les corrections aux facteurs de forme F' et G
(m) (m) 4e* [ 2
OF\™ = 46G = 3 mgC1(L, pe; My, M, me) + myCo(L, pe; my, Mg, myg) + B(L;my, Mg) ¢

Les lagrangiens associés aux deux diagrammes de la FIGURE 6.7 sont identiques et valent

1
£mo = 4 g (T T KT 0K 4 2K AT O K Oy — KTt O K 0y — K 0K 0t
B, 1. B,m 1
AL Kt + K KTHH + o _ 0TS (1
YK KO, KKawaMw)+{2Fg(1+6R)+ i (1 o)

8
+§e2ZO}K*K+7r+7f + 2ie (o, yu €) FoGrVy , APKY +ieA, (n~ 0t nt — 7t otn™)

FIGURE 6.7: Les figures (n) et (o) représentent les diagrammes avec un état intermédiaire (kaon), ou la
boucle de photon relie un des pions chargés au courant leptonique.

65



L’élément de matrice associé au diagramme (n) est

GFVJS qu

65, J (2m)”

B(MZ = sx+s0—te) = [(p4 + )" = MZ] = [(k—py —p_ —q)° — M}]
(¢ = m2)[(py +)* = M2)[(k — py —p- — q)° — M%]

—iMP = (i) (ie?)

a(py)(1+~° 00" v(pe) (204 + ),

La forme du numeérateur simplifie le calcul et nous trouvons

. o GRVE
—iMypi = (=ie?)= 2 () (L) wlpe)
x{6ps (M2 = 5z + 50— t2) C(=py, Ly, Mz, M)
+3(M72|— — 8x + S¢ — tﬂ') O,u(_p-‘ra La My, Mﬂ'v MK) - 2p: [B(Lvm’w MK)

+ B(_p‘l’;m’Y?Mﬂ')} - BM(L;m'ya MK) - BM(_p+;m’Y7Mﬂ)}

Les contributions aux facteurs de forme s’écrivent

e2

SF™ = 5G™ = E{G(M,% —Sr+ 80— tr) C(—p4, Lymy, My, Mi)
—3(M2 — s; + 8¢ — tx) C1(—=p4, Lymey, M, M) — 2B(L; m.y, Mk)

_2B(_p+;mw Mﬂ') + Bl(_er? M-, Mﬂ')}

L’élément de matrice associé au diagramme (0) est

GrVy, [ dq

G—Fo/ (2m)”

L Bse—se = M —ve) = [(h—py —p- — )" = Mi] +2[(p- +9)" =~ MZ] —6q -k
(@ = m2)[(p- +0)” = M2[(k — py —p— — )’ — MZ]

SIME) = (=i)(ie?) W(p) (149" v(pe) (29— +4),

Les contributions aux facteurs de forme s’écrivent ainsi:

e2

SFO)  — E{B(V7T + 85+ ME —54) C(=p_, L,0; M, Mg)
_g(MIz( + M72r - uﬂ')cl(_pfa La 07 Mﬂ'a MK) + G(Mfz( — Sx + SZ)CQ(_pfa L7 07 Mﬂ'a MK)

+3(ME + M2 — ug)Ci1(—p—, L, 0; My, Myc) — 3(M% — s + 50)Cha(—p—, L, 0; Mz, M)

+12000(_p—7 L7 07 Mﬂ'; MK) - 4B(L1 My, MK) + ZB(_p—;m’Ya Mﬂ') - Bl(_p—;m’yv Mﬂ)}

e2

sG©  — _E{%jﬂ + 87 + M3 — 54) O(—p—, L,0; M, M)
_9(M12( + M72ri - uﬂ')cl(_pfa La 07 Mﬂ'a MK) + G(Mlz( — Sr + SZ)CQ(_pfa L7 07 Mﬂ'a MK)

+3(M[2( + M72ri - uﬂ')cll(_p—7 L, 0; M7T7 MK) - 3(M12( — Sz + 52)012(_17—7 L, 0; Mﬂ') MK)

—4B(L;my, M) + 2B(—p—; my, M) — B1(—p—; m., Mﬂ)}
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Les lagrangiens associés aux diagrammes de la FIGURE 6.8 sont respectivement

£P = 4 6F2(—7T77T+8NK78#K+—|—2K+7T+8“K78#7T7—K77T+8NK+8H7T7—K+7T7(9MK78H7T+
B,m 1 B,m 1
- +5 -+ — gt —g o+ 0 oMs
2K 1 O KY0,nT — K- KYo"n~ 0,7 )+{2F02 (1+@)+ 652 (1—ﬁ)

8 —
+§62ZO}K_K+7T+7T_ +ieA, (K oMK — KYTOPK ™) +2 (T, £) F.GrVi,0MKT +e (ML A,
= ... pvertexadmésons 4o f (K™K — KTOFK ™) +2 (T, ) FoGrVi, 0" KT +e (ML A,

L0 — o premeddmbsons e, (=0 nt — w0'nT) +2 (i £) FoGrVLO'KT +e Tyt A,

L0 = .y pretexadmesons 4o (o gkt — qtOlr) 42 (T, £) FoGrVi0PK T +e Tyl A,

L’élément de matrice associé au diagramme (p) est

* D
—iMP = (—i)(—ieg)cig?f/(;lﬂ—)qjj u(p,)(1+7°) v(pe)

{3(sﬂ+uﬂ> k=)~ MZ] — [(k—py —p- —q)® — M2 +6q-c2}

(L= d)( He— d —me) (2 K— o)
(@2 —m2)[(k — q)* = MZ][(pe — )° = m3][(k —py —p- —q)* — ME]

X

Le calcul est plus compliqué que précédemment, car les expressions sont longues. Le numérateur
se simplifie et devient

(—2mi —[(pe — q)> —m3]) d — 2me P d+2[(pe — @) —m3] P+ (dpe -k + [(pe — @)° — mf]
+2[(k —q)® — ME]) L.

L’amplitude cherchée fait apparaitre les intégrales D,, et D,,,, dont les décompositions (C.54) et
(C.55) sont données en appendice. Les contributions aux facteurs de forme s’écrivent ainsi

FIGURE 6.8: Les figures (p), (q) et (r) représentent les diagrammes avec un état intermédiaire (kaon), o
la boucle de photon relie un des mésons chargés au lepton.
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e2

SE® = E{6(3,, + 1) C(k, Lymy, Mgc, M) — 3(sx + 3v)Ch (k, Lym.y, My, M)
—6v,Ca(k, Lymey, My, M) 4+ 6mj (s + vz)Da(k, pe, Ly iy, My, me, Mic)
+6m32(sy + vx)Ds(k, pe, L; Moy, Mg, mp, M) — 2m2C (pe, L; My, Mg, M)
—2m§Cg(pg, L;my,my, Mg) — QmECg(k,pg;mv, Mg, mg) + 3v:Cii(k, Lymy, Mg, Mi)
+3vxC12(k, Lymy, My, M) + 6mj (tae — t10) Dao(k, pe, Lymey, M, me, Mi)
—6mjvyDs(k, pe, Ly mey, My, me, M) — 6mivzDia(k, pe, Ly mey, My, me, M)
—6m§VﬂD13(k,pg, Liymy, Mg, me, M) + 6m§(t2g —tie — vx)Das(k,pe, Ly, Mg, me, M)

~2B(Limn. Mye) ~ 2B(k M)+ By M)

5G(p) - _62{2m?D00(k7pZ7L;mvaMKamfaMK)+COO(k7L;mV7MK7MK)}

L’élément de matrice associé au diagramme (q) est

* D
—iMP = (—z’)(ie%% / (;;’D (py)(1+9°) v(pe)

{atur =02 = 802) = [0+ 00" = 2] = [ —p- 0"~ M)}

(L= d)(e— d—me)( P+ R +q)
(@ — m2)[(p+ +q)* — M2[(pe — q)* — m3][(k — p+ — p— — q)* — M}]

X

Le numérateur de simplifie et vaut
—me(P+ @) 4+ [(pe — 0)* = m{l(d+ P+ @)+ (2¢° +4pe -y — [(pe — 0)* = mi] = 2[(ps + @)° — MZ)) L.
Les contributions aux facteurs de forme s’écrivent,

SFO) = 5G@ = —%{3@,, — M2 = MEL)[2 C(=pi, Limy, M, M)
~Cu(=p+, Limy, Mr, Mic)|
—2m?[ Cr(pe, Ly my,mp, M) + Cao(pe, Lymey, my, M)
+ Cz(—p+,pe;mw,Mmme)—

+6m?(uﬂ_M§i _Mlz(i) DQ(_p-‘rapZaL;m’yaMﬂ';mE;MK)

+ D3(_p+7pZ7L;m’ya Mﬂ'amﬁa MK):|

+Bl(_p+§ My, Mﬂ') - 2B(_p+;mw Mﬂ') - 2B(L7 My, MK)}

L’élément de matrice associé au diagramme (r) est
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—iM) = (<) (=e?)GRVLF, / P )1+ 4 [ o d—me]* v(p)
fi us (27T)D
T (P~ +q)
% { _Kf(k—py—p-—9q) }
y (k—p+ —p-—q),(2p- +4q),

(42 = m2)[(p- +9)* = M2][(pe — 0)* = m3][(k —py —p— —q)* — ME.]

Pour le vertex & quatre champs, il existe plusieurs formulations équivalentes. La meilleure formu-
lation est celle qui ne comporte pas de terme en ¢ ainsi nous évitons 1’utilisation des fonctions
C(p1,p2,p3; M1, Mo, Ms). La formulation qui sera utilisée pour ce vertex est la suivante

)
o7z (Bun = 3M7e =350+ 2(L = q)° = Mi=] = [(p- +9)° = M7=] = 6py. - q}
Apres simplification du numérateur, nous obtenons

a(p,)(1+7°) v(pe)

* D
—iMf) = (—i)(—z‘eQ)GFV“S/—(d .

6F, 27T)D

{3(ur — M2 —50) +2[(L — q)* = Mys] = [(p- + q)* — M2.] = 6py - q}
[(pe = a)* = m3)( P— @+ d) —me( P— @) d

(¢ = m2)[(p- +q)* — M2.][(pe — @)* = m3)[(k — py —p— — q)* — M2.]

X

Les contributions aux facteurs de forme s’écrivent,

[ V)

¢
6
—3(tr — 8¢+ 3M2 — 25,)C1 (—p—, Lymy, M, Mic) — 6(M2 + M3 — 55 — t2)C2(—p—, Ly moy, M, M)

SF® {G(UW — 80— M2)C(—p_, L;m.,, My, M)
+4m;Co(—p—, pe; My, M, my) — 2mj [Cl (pe, Ly mey, my, M) + Co(pe, Ly my, me, MK):|

—3(8x — 2M2)C11(—p—, Ly ey, M, Mpc) + 3(M2 4+ M3 — 55 — t)Ci2(—p—, Lym.y, My, M)
_6000(_19*7 L7 mva M7T7 MK)

+6(U7T — S¢ — Mﬁ)m% |:D2(_p—7pfvL;m’WMﬂ;mfaMK) + D3(_p—7pEaL;m’yaMﬂ';mE;MK):|

_Gm? S10 — MTr - m%)DZQ(_p—vpfvL;m’WMﬂ;mEvMK)
—6m3
_Gmi Mg + MI2( — Sg — tﬂ')D33(_p77pZ7L;m’ya Mﬂ'amfa MK)

(
(
(M[2( — Sp —tx + S10— m%)D23(_p7apZ7 L;mva My, my, MK)
(
(=p—;my, My) +4B(=p_;my, My) — 2B(L;my, Mk )
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sG™

{G(U’ﬂ' — S0 — M,%)C(—p,, L7 m’ya M7T7 MK)
—3(un — 8¢+ 3M2 — 25,)C1 (—p—, Lymy, M, My¢) — 6(M2 + M3 — 55 — t)Co(—p—, Ly, My, M)
+4m502(_p—5p2; My, Mﬂvml) - 2m% |:Cl (p[a L;m’yvmb MK) + CQ(pE; La M~y , My, MK):|

—3(sr — 2M2)C11(—p—, Ly, My, M) +3(M2 + My — 55 — t2)Cra(—p—, Lyme, My, M)
+6000(_p—7 L7 m’Y7 M7T7 MK)

+6(uﬂ' — St — Mz)mz [DQ(_papfaL;mvaMﬂ'amZaMK) + D3(_p77pfaL;m’ya Mﬂ'amfa MK):|

+6m€( - 2M ) |:D12(_p—ap27 L;m’yv Mﬂvmb MK) + D13(_p—ap27 L;m’ya Mﬂ'vmfv MK):|

(s10 — M2 — mi)Das(—p—,pe, Lymey, My, mg, M)

(My — $x — tr + s1¢ — mg) Dag(—p—, pe, Ly mey, M, my, M)
(M2 + M7 — sz — tr)Dss(—p—, pe, Ly, My, my, M)
(—=p—;my, My) +4B(—p—;my, Mr) — 2B(L;m., Mk)

Dans ce chapitre, nous avons traité les diagrammes de Feynman contenant un photon virtuel,
c’est-a-dire une boucle de photon. Les corrections aux facteurs de forme F' et GG ont été calculées
pour chacune des topologies (FIGURE 6.1). Nous remarquons que les résultats comportent des
divergences ultra-violettes et infra-rouges. Les divergences ultra-violettes apparaissent sous la
forme de la fonction & un point A(M?) (C.3) ou

AM?) = —2M*)\ — uy
M? M2
aM = ey
1 1 1
A = —IGWZ{—D_4—g[ln(47r)+1—'yE]}.

Parmi toutes les fonctions décrites dans ’appendice D de cette thése, seules les fonctions & deux
points scalaire (C.11), vectorielle (C.17) ainsi que 1'une des fonctions tensorielles de la fonction
a trois points (C.31) contiennent une divergente ultra-violette. De plus pour chacune de ces
fonctions la divergence est

AM?) . —2M? )
B(p®; M, M3) -2 A (6.2)
Bl(p M1aM2)5 -A
COO(p17p27O M17M27 2) : -3 )\

Dans le chapitre 8§, nous traiterons en détail ce comportement ultra-violet et nous montrerons
comment ces divergences s’annulent.

Les corrections de type photon virtuel générent aussi des divergences infra-rouges. Les diver-
gences infra-rouges sont dues a des petites valeurs de l'impulsion du photon et de ce fait a
une masse du photon nulle, m, = 0. Ces divergences proviennent exclusivement des fonctions
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scalaires & trois et quatre points, dans des configurations bien précises (C.24) et (C.33).

Nous verrons, dans le chapitre 10, que ces divergences peuvent étre régularisées en donnant au
photon une masse infinitésimale. Ces divergences peuvent apparaitre lors des processus & photon
virtuel et/ou lors de processus mettant en jeu des photons réels. Lorsque l'on somme ces deux
contributions pour obtenir le taux de transition total, mesuré dans les expériences, les diver-
gences infra-rouges disparaissent et le parameétre de régularisation (m,) peut étre mis a 0. Ce
résultat est connu comme le théoréme de Kinoshita - Lee - Nauenberg [85] et [86].
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Chapitre 7

Les corrections d’interaction forte

Sommaire
7.1 Diagrammetadpole. . . . . . . . . . i i i e e 73
Le facteur topologique ou de symétrie . . . . . . .. ... ... ... 74
7.2 Diagrammes contribuants aux corrections d’unitarité ... ... 75

Apres avoir évalué tous les diagrammes & une boucle de photon contribuant aux facteurs de forme
F et G, il faut a présent évaluer tous les autres diagrammes du méme ordre dans la théorie des
perturbations chirales. Les diagrammes avec boucle de photon, calculés avec le lagrangien & 1’ordre
le plus bas, sont d’ordre p?e?. Sachant que e ~ p?, nous devons considérer les diagrammes avec
boucles de mésons qui sont d’ordre p*, mais aussi les diagrammes en arbre utilisant le lagrangien
d’ordre p* de Gasser et Leutwyler [24]. Cette derniére étape sera effectuée dans le chapitre suivant.
Il s’agira de calculer les contre termes liés au processus Ky4. Pour le moment, contentons-nous de
calculer les diagrammes avec boucle de mésons. Il existe deux type de contributions: le diagramme
tadpole et les diagrammes des corrections d’unitarité.

7.1 Diagramme tadpole

GV} 1
;3“5 (Tervu 0) {1_8 (7K+7T77T+778“T] —10mymr~ w O KT

o
I

SKtatortn — K tam o'at — 6 KK n ntorKt
6KK KTntotr™ + 6K°K Ktr otrt + 6K T 1T K°OMK
6K r at K 0MK® + 6n°n° Kt ntotn~ — 3n°n°Ktn—oknt
+ =t oqu o
FIGURE 7.1: Diagramme  tad- 3K T m 0% )
1 1
bote - & (4K+7T77T+778N77 —qr P KT —ymKtatornT
— K Tao*nt 4 nlnlat T P KT 4 non Kt ot

+ K Tnmotnt — 4K+7r77r+7r05“7r0) }

(]

+ o+ 4+

Nous calculons les différentes contributions & ce diagramme. La conservation de la charge im-
plique que le méson dans la boucle peut étre n’importe quel méson de l'octet des particules
pseudo-scalaires.
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Le facteur topologique ou de symétrie

Les diagrammes de type tadpole font intervenir un facteur topologique (S), qui est défini comme

nombre de diagrammes topologiquement identiques

nombre de schémas de Wick ammenant a cette topologie

Le facteur topologique sera normalisé a 1 lorsque toutes les particules d’une topologie sont
externes. Ceci explique la présence du dénominateur dans la formule de S. On vérifie que dans
le cas de la topologie avec quatre particules externes, le nombre de diagrammes topologiquement
identiques est 4! et le nombre de schémas de Wick amenant & cette topologie est 4! aussi, ce qui
donne bien S = 1.

o +
T° ° ™ ﬂ-Jr T m
° >< ° Q ° >< ° Q
(@ (b)
FIGURE 7.2: Exemples de diagrammes de type tadpole (T).

Dans le vertex (a) de la FIGURE 7.2, il y a quatre champs 7°. Cette particule est sa propre
anti-particule. Il existera donc 4 x 3 x 1 possibilités pour créer la topologie (T). Du point de vue

des contractions de Wick, nous pouvons illustrer cette topologie par w°n°n’m°n°m°n7n°. 1l existe

donc 4 x 3x 2 x 1 = 4! différents schémas de contractions de Wick pour arriver a la topologie (T).

Dans le cas du vertex (b), c’est différent. Cette fois, on distingue une particule de son anti-
particule. Il existe donc moins de choix possibles pour créer la topologie (T) avec une boucle de
pions chargés n+. Il n’existe que 2 x 1 x 1 possibilités. Les contractions de Wick qui créent cette

+ +

topologie sont par exemple de la forme 777 7°7° 77 7w°7° Ilyadonc1x1x2x1=2
\—|:|‘
schémas de contractions de Wick possibles pour reproduire le résultat (b).

Si dans la boucle de topologie (T), la particule est sa propre anti-particule, alors S = %, sinon
S=1.
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Le diagramme tadpole FIGURE 7.1, défini précédemment, s’écrit donc,

o GeVE u(py)yu (1 = °) v(pe) M /quxo —i
—Mp = () 6F2 { (k+pe+2-) (2m)P qro? — M.

5 1 4 1 11 dPq —i
T A A T Vo I W n_ v
[ st -G TR TG aRP } / (2m)? 4,2 — M2

1 1 1 dP qo —i
il I N o + M - — M ™
+2[ 2Rk @- g™ + (Lt gp)p }/(%) g — M2,

_2/ A2 ~1(20" —p + B0 )” +2/ dP g+ —i(2p~ —dpt —k - 5(]K+)H}

(2m)” Grt? — M2y (2m)P ax+? — Mp .
STA
= (=55 7)1+ 770" v(pe)

X{ 'p{ _ gA(Mg) — A(M%.) — éA(Mﬁo) — %A(M,fi) - A(Mii)}

+ Q{— gA(Mg) - gA(M,%O) - gA(Mﬂ) - §A(M§(i)}
F R[04 A — SAGME) = AME) — SAOME)] ).

Les contributions aux facteurs de forme sont,

11 M? M2, M2, M2,
SFT = 1272 Tor 2{9]\421 (M;)+8M§<01n( ufg ) + M2, In( uﬂ )+ 4M2, In( 0 =)
M2, 1 ) )
+8M 7+ In( ;; )} - ﬁ(MMK + M7 +6A7)X
1 1 M2 M2 M2 M2i
GT = —— M21 + M2,1 4M32. 1 4MZ . In
4F216W2{ A R L e

{16 M7 + 14M2 + 247, — %(Mf( — M2)Ix

6F2

Le terme \ correspond & la divergence ultra-violette définie dans la fonction & un point (C.4) et
dont nous rappelons la formulation ci-dessous

M2 M?
2 2
— _oM2)\— In —
A(M?) oM o 0o
1 1 1
N = — I~ “[In4 1— .
16772{D—4 5 [ In(dm) + VE]}

Dans la suite, nous écrirons tous nos résultats en écrivant explicitement ces termes divergent
ultra-violet.

7.2 Diagrammes contribuants aux corrections d’unitarité

Les diagrammes de la FIGURE 7.3 contribuent aux corrections d’unitarité. Il s’agit des dia-
grammes d’ordre p* & une boucle avec deux vertex.
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v
K+ -

Vs

(b) © ot

@

FIGURE 7.3: Diagrammes d’ordre p* & une boucle avec deux vertex.

Pour le diagramme (a) de la FIGURE 7.3, le lagrangien se décompose en deux parties,

B GFVJS _ 1 + au oo+ 1 +,_o0qu, o 0.0 I+
Ly = ..+ T (Tervu 0) {(1—ﬁ)(nK oty — ot K )+2R(K w7 — o OH K )
1 1 1 —o —o
—(1+ —) (K 70"y — 2ym° 0" K+ Ktokn° —( 2K KTO"K° + AK°KTO"K
+ \/§(+2R)( Ty — 2nm°0 +n 87r)+3( 0 + 3]

— 4KTKTOFK™ —2K°K oMKt + 4K KTOMKT — 770 K+ + 2r nt oMKt + KT n09tn®
— 4K TntorgT + 2K+7T_3“7r+) }

Ly = ...+ W{waJr@“KoauK — 7T77T+8“K76“K+ + 27T77r+5“7r°('9“7r0 —2K 7T+8HK06N7T7
+ KontorK 9,m 4+ 2K nto"K =9, — K-t o' K+ o,n~ — 2n°nt o' ned,n~ + ntnt ot 9,m
+ K'n o*K°9,nt — 2K°n "K' 9ynt — Ktn = OPK~d,nt 4+ 2K 7~ 9" K+d,nt — 2n°n~ 04 7°0,m+
+ KOF‘)a“w*an* — K- KTo"n=0,n" + 21°n°0tn = Opnt — 20wt O~ O,m + 7T77T75N7T+(9N7T+}
1 — o o — o — o_— — o
+ m{ — 2wt 0"nd,m° + nOn T OO + qrtOH 00, T + non M iyt + nr T Ot 9t
Byn By 1 —o _
- 2777r°3“7r75,17r+} - 3FT; (e~ rt + ronln Tt — T Tt — ZFTo;L(l - @)KOK T
B,m 1 B,m 1
—(1+—=)K Ktn n* 21— —=)K K'n rn"
2GR Tt SR T aR) -
1 B,m 1 —o0
_ 5 o_—_+ _ ~0°"S . o -t
3\/31:‘02]%(30m Bomg)nmn oI 1+ ZR)K Knn
*Z, —o 3
+ eT{ —K°K nrnt +8K Ktn nt —2n°n°n~nt +dn n ntnt + %7]71’071'_71'4_}.
L’amplitude totale s’écrit alors,
) NE
—iMyi = (1) g ) (1= ) v(pe)

1

X{M,z@ —oper+sr), g |

dPq, —1
(2m)” (a2 — M)[(ay — p+ — p-)* = M)

_(1 + L) (2L + 3P) 1 / dDQﬂ'O (_Z) [2%21-0 B Z%T" ' (p+ +p—) + 2M£i — 287 — M; B 2A71-}
3 2R "2.) (2m)® (a20 — M2.)[(gro — ps —p—)? — M2.]

1 / dPqrco (=) [dho + 2qro - (P = 2p4) — 52— MEs + Ax — 5 (M} — M7)] (L 4+ 3ak)

3. (2m)P (q%o — M%) (ke — p+ — p=)* — ME.] !
~ Loy 3p) / AP gro (=)[ = @oo + o - (4 +p-) + 57 — 3(BM7 — 2M )]

2R ") o@em)P (g2 — M2)[(gro — py — p-)* — M2]

2 [ dPqes (=) — Py +2qnt - (2p— —py) + 82+ M2, +6A,

_/ q;( )[ G & 20 (2p- —p+) M }(L—’_Bq”*)u

3J (2m) (21 = MZ2)[(gnr —pr —p-)° — M2.]

2 [ dPqx+ (i) — @hs + 25+ - (2= — 1) + Sx+ Mo + 64,

3 D 2 2 2 2 (L +3axc+),,

(2m) (G5c+ — Mi)(gre+ —p+ —p-)" — Mp.]
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~GrV) M? 1

() S Tl (L= %) o) { 2 (1= ) QL+ 3P), Bl + ps My, )
1,1 1 , , .

—5(5+ 55 L +3P), [2A(M,,o) + (=35 + 3M2)B(p + p—; Mo, M,,o)]
1 1

— 3L [ AR + (= 55 = Mis + Ag + Mo = =(ME = M2)) B(ps + pi Mico, Mco)

R
—s7B1(p4 +p—; Mo, MK")} — P A(Mg.) + {Sw +Mpe — Ar — M7,

1 v

+§(M?( - Mi)} PyB1(p4 +p—; Mgo, Mgeo) — 2(p— — 2p+) Bupu(p+ + p—; Mgo, Mko)
1 1 1 3 1 5 2

———=(2L+3P),| — zA(M?2) — ZAM2) + (587 — = M2 — ~M?+ =
S (2L +3P)[ = SAME) = SAME) + (S — 3MZ — M2+ 2

2
+:L, [ — A(M22) + (85 + 6A0)B(py + p_; Mys, Mys) + 52 B1(ps +p; Mﬁi,Mﬁi)}

+2 [ — A(M22)Py + (52 + 6A7)PuB1(py +p—; My, Mrs) +2(2p— — p1) " Buu(py +p—; My, Mﬂi)]

1
MI2( - §M720)B(p+ +p7;M7T°7M’r]):|

2
+:L, [ — A(MZ2) + (55 +6A5)B(py + po; Mys, M=) + 5By (ps + p—; My, MKi)}

2| = A(M72)P + (55 + 6A7) P By (b +p—i Mics, M=)

+2(2p— — p4)"Buu(py +p-; MKiaMKi)} }

D’apreés la décomposition (C.19), les corrections aux facteurs de forme F et G deviennent

SF@

5G(@)

L { Lol Az + S AM2) — AAMEL) — 4A(MEL) — 2A(M3.)

6F2 4R 4R
3 1
+3(sr — M2, + ﬁ(s7T — M2))B(p4 + p—; Mo, Myo) +3M2,(1 — ﬁ)B(m_ +p_; M, M,)
3.3 1
— (55w = 2MD)B(py + p-i M, My) +8(5 85 + 3M e — 3Mzo) Bi(py + ps Mo, M)

1
+25:B1(py + p_; Myo, Myo) + 8(§sﬁ +3M2, — 3M2)Bi(py +p_; Mg+, Mgs)
+25:B11(py +p—; Mo, Mgo) + 2Boo(py + p—; Mio, Mo) 4+ 457 B11(py + p—s My=, M=)
+4Boo(p4 +p—s My, My+) + 45 B11(p4 + p—; Mg+, M=) + 4Boo(p+ + p—; MKi,MKi)}

1

7 {Boo(p+ +p—; Mo, Mgo) — 2Boo(p+ + p—; My=, Mr+) — 2Boo(p+ + p—; MKiaMKi)}
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Pour le diagramme (b) de la FIGURE 7.3le lagrangien se décompose en deux parties

GFVJS — 2 o o o 3 1 o
L1 = ..+ 5 7)) {\/;(—K Tty + 2nr T O K® — nK°9" ) + \/;ﬁ(_K atoky

o

1 2
+ nKoﬁ“er) + ﬁwoer@“Ko + §(7r77r+6“K+ — 2K rtoktn + K+7r76“7r+)

+ (\/—_ﬁ)KO Jr5“71’ —(\/_+ W)KO 06“7r }

1 =0 -0 —o0 —0
Kt~ o*no,K + K n 0"n0, K" —2npr~ 0K 9,K* + nK O"*K*0,n~

1
TR
+ nKtOK 9, — 2K K ToMnd,m) +

Lo = ...+

1

4R\/§(

— V3K o"Kto,m + V3nK T K 9, — 2n°n MK 9, Kt + Kt 9K 9,m°
K’n 0"KT9,m° + K n°0" K 9ym~ + K n°0" K 9,7~ — 2K K +0'n°0,7")

— V3K 7990, K’ + V3K 1~ 9"nd, K+

1 -0 -0 —o0 —o0
E(KJWF@”K Oy’ — K 7r76“K+5M7r0 — KTn°oFK o~ + K 7r05“K+3N7r7)
1
- 3 (7T77T+8“K78MK+ + K77T+5“K+5M7r7 + K'JWT*@“K*@MWJr — 2K77T78HK+6N7T+

+ KK 0 Ot < 2K rt 0 K 0un) |

Byt ( 2 —o 1
oM 2 ROKtr 4 — KK+ 14+ —)K Kt 7zt
+ 2F2{3\/—n + \/_R won~ +(+6R) 7T7T}
B,m 1 1
- s ‘Kt B o
2F2{3f Tt /AR =30 3p) ””}
\/— Tt — T ron— 8v2 gt
- { 75 R K +(1+E)KK - KK }
L’amplitude s’écrit,
. GrVy, _
—iMpi = (i) S Wp)V (1= 7°) vipe)
2F3
dDQO]_

i [ —(3qyo + 2p4 — 2k — 2 — 2o k+ M2 —t,
X{/(%)D2[ Gro — P— +4R(3q +2py j )L[qﬂ q + My
At [ 4 2ame - (k4 2py) + AMZ — 302 — A : (i) —

4R (qﬂo_MTro)[(QW"_'_p-i-_k) _MKD]

”w

dPq 1 (—i)[— @3-+ 205 (p4 +2k) — ME. +2M2, + 1, +6Aﬂ} [—L+3qw—}
/ (2m)” 9 (2 — M2)[(gn +ps — k)* — M2.]
i dD(]n 1[ 2 2 2 2 09 2
— 5| +2¢, - (k+2py) +2M-: — Mps —tr — Ar + (M2 — Mg)
(27) 6 3
3

3. ) 1
[ @420 k= ME 1] | x [2p4 —2k— (1 - 1)p- +3(1 E)qnh

: (a2 — M2)[(qy +p4+ — k)* — M%) }

Nous développons ce résultat en faisant apparaitre les contributions aux différents facteurs de
forme. Nous réduisons les intégrales tensorielles en intégrales scalaires en utilisant les résultats
de I'appendice. Les corrections aux facteurs de forme F' et G sont
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SF® = —ﬁ{ - 6[%1\4?(i - %Mﬁi - %t + M2, + ﬁ(mﬁ )}B(/g — ps Mo, M)
—3[M§<i — M2. 4 3M2, — M2 —t, + ﬁ(—ZLMf( — 5M?2 + 4ty + Mg)} (k — p.3 My, Mxo)
6[ (—%M%%Mi - %tn)}Bl(k—m;Mﬂo,MKo)
+3[ 2M2, —M2+2M3i +3M2, + ;(;MK ;ME VR )}Bl(k i My, Mico)
(s L5 VERNEES VRS VR 1t DBy (k—pa: Mys, Mycs)
+6(2 — —)Boo(k Py Mpo, Mio) +12(2 + 5R)Boo(k p+; My, Mico) + 20Boo(k — pi; My, Mg+)
+3[MEs — M2+ to + 23( BME + 3M2 — t2)| Bui (k = py; Mao, Mico)
+3[3MF. — 3M2 - 2R(3MK = 3M2 + t2)| Bua(k — p; My, Mico)

F2(tr — 3M2s + 3M2)Byy (k — pys Mys, Myex) — 6A(MZ,) — 2A(Mf<i)}

s = 121&2{ _ 6[%Mf<i - %Mii - %t + M2+ %(2}\42 )] Bk = py: Mo, Mico)
—3[1\4}’<i — M2 4 3M2, — M2 —t, + ﬁ(—ZLMf( — 5M?2 + 4ty + Mg)] (k — p.3 My, Mxo)
[ ( ng( + %M,f - %tw)} Bi(k — p4+; Mro, Mko)
[ OM2, —M2—|—2M2i +3M2, + ;(;MK - %M2 M2 Ly )}Bl(k pis My, M)
+4(35

1
Ma— Mgi—3M2o+ t)Bl(k Py Mos, M)

+EBOQ(1€ —p+;Mﬂ-o,MKo) — ].2(]. +

[
| * o

(tn — 3M2s + 3M2)Byy (k — pys Mys, Myex) — 6A(MZ,) — 2A(M§(i)}

H%)Boo(/€ — Py My, Mgo) —4Boo(k — pys Mpx, M=)
—3M2 +3M2 — tﬂ)} Bii(k — ps; Myo, Myco)

+3|Mps — M2: + 1t +

ﬁ(

+3[3M2, — 3M2, L aaz —sa2 44, )} Bui(k — pyi My, Mxo)

Pour le Diagramme (c) de la FIGURE 7.3 le lagrangien associé est

L = ..+ 2(?;,‘/ (Tepvu 0) {7r_7r+51‘K+ — oK atotnT + K+7r_8l‘7r+}

{ — 7T77T+8“K7(9“K+ + 2K+7T+8HK78N7T7 — K77T+5“K+5M7r7

1
6F?
— K+7T7(9MK7(9N7T+ + 2K77T7(9MK+8M7T+ — K7K+3“7T7(9N7r+}

1 (Bon, 1. Boms 1. 8 o
+ ﬁ{ 1R+ (1 5n) + —ezeZ}K Ktnnt
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L’amplitude s’écrit alors comme

. GrVy, _
—iMyi = (=) 5%3 w(p,)y" (1 =1°) v(pe)
/ P [qg{+ —qgr - (k—p_) + M2, + M2, —up + BAW} (2p+ —p_+ k)u
(2m)” (G5 — M) [(gr+ +p- — k)® — M2,]
GrVis _

33
— (i ZE Tus H(1 _ AP e e
()75 T (1 =7") we) (5P+35Q+1L)
{{2]\4,%i M2 —up+ 3A,,}B(k — s Myt My ) — wp By (um; Mo, M24) + A(M,fi)}

et les contributions aux facteurs de forme F' et G sont,
1

OF =G = — {A(Mﬁi) +AMZL) + 3(3M2s — 2M2, + M2y —ur)B(k — p_; M=, MKi)}

Résumé

Dans ce chapitre, nous avons évalué les corrections aux facteurs de forme F' et G provenant des
diagrammes & une boucle de mésons. Ces diagrammes possédent des divergences ultra-violettes
qui sont données par les termes proportionnels & A dans les formules. Nous avons vu, dans le
chapitre précédent, que les facteurs de forme F' et G provenant des diagrammes avec boucle de
photon sont divergents ultra-violets. Ces divergences doivent s’annuler lorsque ’on considére tous
les diagrammes possédant le méme comptage de puissance. Pour le moment, nous ne pouvons
pas vérifier cela car il faut calculer les diagrammes correspondants aux contre termes et qui sont
d’ordre p* aussi. Cette étape sera effectuée dans le chapitre suivant.

A ce niveau, nous pouvons extraire la contribution totale des parties ultra-violettes des dif-
férents diagrammes. Les divergences ultra-violettes, qui apparaissent dans les fonctions & un et
deux points, ne dépendent pas de la région cinématique ol est calculée 'intégrale. C’est la partie
finie qui en dépend. La partie divergente ultra-violette est proportionnelle 3 un polynéme en
impulsions alors que la partie finie est proportionnelle & un logarithme.

Les seules fonctions qui vont contribuer aux divergences ultra-violettes sont d’aprés les appen-
dices

( 2) —2M?2 )
B]-(p M17M2) —A
1
Coo(p1,p2,0; ME, M3, m?) : = A

Les divergences ultra-violettes des facteurs de forme F' et G peuvent se mettre sous la forme
Xuv — Xuvboucle de photon + Xuvboucle de méson avec X — F7 G.

En conclusion, nous trouvons que les divergences ultra-violettes pour F' et G sont

A 3
_ 2y _ _ 2 2 _ 2 a2
Fu = 56\ 55 [737r U, — g + 6Mp + 2M2 + 27, — = (M3 Mﬂ)] (7.2)

A
_ 2
Guv = be“\— @ |:S7|— + 4t7|— — 2U7T + 10Aﬂ— (73)
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Chapitre 8

Les divergences ultra-violettes

Sommaire

8.1 Calculdescontretermes. . . . ... ... ..., 81
1.1 Contributions aux facteurs de forme F, Get R . . . . . . .. .. .. 84
Ordre p* . . . . . . e 84

Ordre e2p? . . . . . e 84
Contributions leptoniques . . . . . . . . . ... ... 84

8.2 Renormalisation . . . . . .. .. ... ...t 85
2.1 Renormalisation du champ et delamasse . .. ... ... ... .. 85

2.2 Masse et renormalisation du pion chargé . . . . .. ... ... ... 87

2.3 Masse et renormalisation du kaon chargé . . . . . ... ... .. .. 91

2.4 Masse et renormalisation du lepton . . . . . ... ... ... .. .. 95

8.3 Contre termes et renormalisation des champs . . . . .. ... .. 96
3.1 Annulation des divergences ultra-violettes . . . .. .. ... .. .. 97

8.1 Calcul des contre termes

Nous utiliserons un lagrangien effectif & I’ordre p*. Il faut tout d’abord construire un lagrangien
dont la transformation de jauge chirale reproduit ’anomalie . Ce lagrangien a été construit par
Wess et Zumino [64]. On calcule les graphes d’ordre p* associés au lagrangien Ly (2.15). On
détermine ensuite le lagrangien effectif le plus général invariant de jauge d’ordre p*, noté £, [24].
Ce lagrangien a l'ordre le plus bas (en arbre) nous fournira les diagrammes de contre termes qui
renormalisent les divergences rencontrées dans les graphes a une boucle associés a Ls.

Nous voulons renormaliser les divergences des graphes & une boucle que nous avons calculés
précédemment. En I'absence de photons virtuels et de leptons, le lagrangien a l'ordre p* est celui
généré par Gasser et Leutwyler [24] avec les sources externes généralisées [, et r, définies dans
(2.7) et (2.8) et u, définie dans (2.13):

Lps = L1<uuu“>2 + La(upu”)(wuy) + Ly (upuruyu’) + La(uuf)(x4) + Ls(upux4)

+Le(x+)* + L7(x_)* + i(ﬂ/s + L12)(x3) + 3(2-[/8 — L12)(X%) — iLo(f+" uuy)
+£(L10 + 2L ) {4 f+") — i(Llo = 2L1)(f- 0 f-")
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avec

x+ = ulxul £uylu,
X = 2B,M, (B, est défini dans (?7))
fe" = uFPut ol Fi a,
FIY = gngr — gven — jjen ), (8.1)
FRY = oty = 9"r! —i[rt Y], (8.2)

Pour le calcul des contre termes nécessaires a Ky d’ordre p?, nous n’avons pas besoin de la
présence du photon. Ainsi, les formules (2.7), (2.8), (8.1) et (8.2) deviennent simplement

b = > TwlQy (8.3)
4
ryo o= 0 (8.4)
Fi¥ = 9Mr - one —i[en 1),
——

ne contribue pas au processusKyy
w
Fpm = 0,

Si le photon est considéré comme un degré de liberté, il faut rajouter au lagrangien p* un
lagrangien e’p? [33, 87, 88], ott Qp, g°™ et les matrices 7'k sont définis dans (2.9) et (2.10):

1
Lezpz = ezFf{ FE(QL™) + (Qr™)*) (wuu”) + Ko(QL™ Qr™) (uyu”)
3 [(Qu ™) (Qu ™) + (Qr™ ) ( Q™) | + Ka(QLo™u,) (Qr™u")
+K5< [(QLem)Q + (QRem)Q] uuu,u> 4 K6<(QLemQRem 4 QRem QLem)UHUH>
1
+5Kr((Qu™)? + (Qr™™)*)x+) + Ks(Qu ™ Qr™) {x+)
R ([(Qu™)2 4+ (Qr™™)?|x4) + Kio((Qro™ Qr®™ + Qr™ Q1) x )

—K11((QL ™ Qg™ — Qr°™QL™)x—) — iKm([(@uQLem) Q™ — Q1°™V, QL™

_ (@H QRem) QR®™ + QRemﬁu QRem} ut)

+K13<(§#QLem) (ﬁu Q™)) + K14((V,0r°™) (V,.QL"™) + (ﬁu Qr*™) (ﬁu QRem)>}

avec

6# QL™ = V0L + %[uw QL]
~ )
V.Qr™ = V,Qp"™ — 5[%“ Qr®™]

La présence de leptons virtuels dans (8.3) nécessite un lagrangien leptonique [62] ol nous ne
considérons que les termes quadratiques dans les champs des leptons et au plus linéaires par
rapport a la constante de Fermi Gp :
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Lieptonique = € Z {Fog [Xlz’YuVZL@“{QRem, QL™ ) + Xolyuver (u" [Qr®™, QL™])
¢

+ Xsmelve (O™ Qr®™) + i Xulyuver (QLYVF Q™)

X500 (QLYVFQRT™) + hoc. | + Xel(i P+ e A+ X7ng€},

ou h.c. est le terme hermitique conjugué. Les constante de couplage de basse énergie L;, K; et
X; sont des quantités divergentes, sauf Ls, L7, K7, K13, K14 et X;. Ces quantités absorbent les
divergences ultra-violettes provenant des graphes & une boucle via la renormalisation

Li(p) Li(p)+TuA, i=1,..,12
Ki(p) = K] (u)+ X\ i=1,..,14
Xl(/") X{(M) +EiA, i=1,..,8
avec A— —. [L — 1[1n(47r) +1—1g]]. (8.5)
1672*D -4 2

Les coefficients I'; et ¥; ont été déterminés par Gasser et Leutwyler [24] et Urech [33] respec-
tivement. Les coefficient =; ont été trouvés par Knecht et al. [62]. Les constantes de couplage de
basse énergie dépendent u’une échelle de soustraction p. Dans ce travail de thése, I’échelle est
prise & la masse du p: u=770 MeV.

3 _ 3 _ _1 _3 _ 1
=3 Ty=3 T3=0 TIy=1 Ty=% Tg=d4iL
S VY s
S =3 My=2Z, Ny=-3 %,=27 Ss=-2 Ne=322,

8.6
Tr=0 Xg=2Z, Y9=-3 Sw=3+5Z, Tu=3 Zio=71 (86)
Y13=0 Xu=
E1=0 52:—% E3=-3 E4=-3 E5 =3 6 =—5
57:—1 ESZ—g

Meiner, Miiller et Steininger [89] ont donné les valeurs correctes des constantes X5 16,17
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1.1 Contributions aux facteurs de forme F, G et R

Ordre p*
—iMy = ZG?;“ x {(wL PO [ —32(sx — 2M22)Ly — 8(2M s + 2M7s — ur — ty) Ly
—4(28; —tn —3M?Zs + M3 1) L3 + %(—%Mﬁ - gM;)L4
+§(—3J\4§(i — 6M?2 + 3A,)Ls — 252L9]
T, Q0 [ — 8(ty — tp) Lo+ A(MZ + M2 —t;)Ls — 8(M2 + 2M2) Ly
FA(~MZy — 2M2 + Ap)Ls — 2SEL9}
+(@, L O) [ — 32(sy — 2M2. )Ly — 8(sy — 2M2 )Ly — 1—;(71\43 +2M2)L,
—§(4M§(i +6M2 — 4A)Ls + 2(M2 s + M2 —t, — SW)LQ} }
Ordre e%p?
—iMy; = z‘e2% x {7, P O3]~ 12K: — 84Ky — 19K5 — 37K — 9K 1z

— Ol N

e @0

4
+(7r, L O [ ~ 12K, — 120K, — 19K5 — 73K — 9K12} }

— 12K — 12K5 — 36K5 — 18K, — TK5 — 25K — 9K12}

Contributions leptoniques

GpVr 5
—iMy = z‘eQ% x {(WL P 020X, — (72, @ 04X, + (72, L OS(3X1 +2X; - 2X3)}

Finalement, la somme de ces contributions pour les différents facteurs de forme est

2
§F = ﬁ{w(sﬂ — 2M2. )Ly + A(sw — s¢+ M24)Lo + 2(255 — tr — 3M24 + M2.)Ls
e2F?

+4(2M7 + 5M2)Ly + 2(Mps +2M2 — Ag)Ls + s¢Lo +

(12K7 + 84K5 + 19K

10
137Kg + 9K 1) — eQFQ—Xl}

°3
2
e F—oz{ll(tﬂ —Un) Lo — 2(MZs + M2: — 1)Ly + 4(M2 + 2M%) Ly
e’F?

+2(M3 s +2M2 — Ay)Ls + s¢Lo +

(12K7 + 12K+ 36 K3+ 18K4 + 7K5

2
25K + 9K12) + eQFQ—Xl}

°3
4 8
SR = ﬁ{w(sﬂ — 2M20 )Ly + 47— 2M2) Lo + 2 (TME +2M}) Ly
2 2 2 2 2 26°F;
2 (AMF s + 6M2 —407) Ls — (Mfs + M2s — by — 50) Lo + === (12K

4

+120K5 + 19K5 + 73K¢ + 9K12) 9

2F2(5X; + 6 X5 — 6X3)}.
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On utilise la renormalisation des constantes de couplage de basse énergie (8.6) et nous obtenons

2 T T T
SF = F—g{m(sﬂ —2MZ2L)LY + 4(sy — 8¢+ Mpi )L + 2(287 — tn — 3M24 + M7 L)LY

212

+4(2M 7 + 5M2)Ly + 2(M7-s +2M2 — Ay)LE + seLi + eTo(ng{ 4 RAKT + 19KT

10
+3TKE +9K],) — ¢ F) = X{’}
1 2
+W{6sﬂ — 3(tp +tr) + 50+ 10M2L +13M 3o + 8A, + E(MI% - M2) — 1462F02})\
2

G = ﬁ{zl(tﬂ —ug) Ly — 2(MZs + M2y — t) L5 + 4(M2 + 2M%) L + 2(M24 + 2M2 — A,)LE

2102
o

2
HsoLlh 4+ S0 (12K7 + 12K5 + 36K + 18K} + TKL + 25K% + 9KT,) + 62F§§X{}

2
{B(tn — ) + 50+ AM2s + TMEL + 40, + = (MF — M2) - 14¢2F2 b A

Yo R

4 8 2
SR = ﬁ{m(sﬂ — 2MPZL)LY + 4(sy — 2M2L) LY + g(7M,2 +2ME)LY + §(4M§<i +6M2 —4A;)LE
22 F2
—(MZy + M2, —t, — ;)5 + 62—70(121({ + 120K} + 19KT + 73K} + 9KT,)

4 1
—§e2F3(5X{ +6X5 — 6X§)} + W{msﬁ + 3ty + TM2L +17TM7x + 36A,

o

1
(M = M2) - 1002 F2 J .

Ce résultat n’est pas complet. Il faut considérer les contributions provenant de la renormali-
sation des champs mésonique et leptonique, c’est-a-dire qu’il faut connaitre les constantes de
renormalisation des champs qui sont des fonctions des L;, K; et X;. Ceci est le but de la section
suivante.

8.2 Renormalisation
2.1 Renormalisation du champ et de la masse

Le propagateur libre du méson est défini comme la fonction

N ]
9(p°) = 2 — 2l (8.7)

Ce propagateur posséde un pole en p? = M? I Nous voulons connaitre le propagateur complet
du méson dont un schéma diagrammatique est donné dans la FIGURE 8.1.
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4 4 4 = % z % 4o
M2 o] 7 pz_Mz[] p2—M2001 & p2_ pp2000 ¢ p2_ pp2[0]

propagateur libre

1%(p) = ; 2 .. (ordre \)

+o o+ {— . —} (ordre \?)

diagramme a 2 particules irréductibles

FIGURE 8.1: Schéma diagrammatique montrant le propagateur complet d’un champ de méson. Le terme
> est I’énergie propre du méson.

Le propagateur complet s’écrit alors

Gp?*) = 9 +9( )E(f )g(p2)+g(p2)2(f )g(pz)z(f) (P*) +
= g1+ E(f ) g(p2)+g(p2)2(f ®?) + g( )E(f )g(pQ)E(f )g(p2)+ )]
= g(p2)+g(p2)2(f2)6'(p2)
On en déduit alors
¢t = g len -2 88)

Ainsi, d’aprés (8.7), nous trouvons

i
p? — M2 _ w(p2)

G (p) =

La masse est définie, en théorie quantique des champs, comme étant la position du pole dans la
fonction de corrélation & deux points. Ainsi, la position du pdle est donnée par la masse physique

0]

M2 o= M2 B p?) e (8.9)

Le résidu du péle dans la fonction de corrélation s’identifie & la normalisation du champ. On
développe la fonction ¥ (p?) autour du péle p? = M?2.

d 1 d?

(%) = (M) +(p* - MZ)WZ(p2)|p2:M2 + 5" - M?)?
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Alors, le propagateur (8.8) devient

1
p? = M2 — [S(M2) 4 (02— M) g 20y + 5P — M2 g D) pemare + |
et d’aprés la relation (8.9)

Gip?) =

i

p? = M2 — (p? — M?) g2 (p?) | pr=nrz — $(0% — MQ)Q#;E(]DQ)|Z)2:M2 - }

]
(#? = M2)[1 = Z S0 pemare| — 507 = M2 S0 pompre — -

Sachant que

/d4x €T < 0|T{® ()@ (0)}0 >= VZVZ——

7
pQ_MQ’

nous obtenons que la constante de renormalisation du champ scalaire est le résidu du pole en
M?. Nous obtenons

R ] (8.10)
d 2
Z = 1+ Wz(p Np2=n2 -

Lors des calculs des diagrammes de Feynmann, nous prendrons le poéle du propagateur sur la
masse physique définie par (8.9). Le résultat du diagramme sera & multiplier par un facteur v/Z
(8.10) autant de fois que de pattes externes mésoniques.

2.2 Masse et renormalisation du pion chargé

at O xt ot (—/J\/\/\‘\—) T at nt
P P P P

P P

FI1GURE 8.2: Liste des diagrammes nécessaires au calcul de la renormalisation de la masse et du champ
du pion chargé. Ces diagrammes sont le diagramme tadpole, ’énergie propre du pion et les
diagrammes de contre termes.

La conservation de la charge électrique et de la charge d’étrangeté n’autorise qu’'un certain nombre
de possibilités pour le diagramme tadpole. La figure ci-dessous montre les diagrammes autorisés
que nous avons & évaluer.
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Le lagrangien associé a cette topologie est

£ = 4

672 {71’77T+8HK0(9MF0 — 2 K ntOrKOO T + Kot OFK 0 + K n 0P KO ™

— 2K°7m 0K OFrt + KK oM m otnt — n T OFK 0P KT + 2K Tt O K~ 0M ™ — K ntoP KT okn—
— Ktr OFK = 0*nt 4+ 2K 7~ OPK Tt — K- KToMn~ oMt 4+ 20 n T 00t n° — 2mon~ OH oot ™
— 2T OOt Tt 4 2wt T O T + T T O T O T — 2w T OF T O T + T Ot T O T

B, . —o _
— 2Bginmwt — [Bo(3m + my) — ﬁ(m —my) +2e*F2Z,) K°K 7 n"

B,
+ [Bo(3m +myg) + ﬁ(m —myg) +16e*F2Z,) K- K n 7"

— [2Bon + 4€*F2Z,) m°m°n 7wt + 2B, + 8e*F2Z,] 7T_7T+7T_7T+}

Les cinq vertex contribuant & ’énergie propre du pion chargé sont dessinés ci-dessous

@ (b) © (d) (©

et leur valeur est donnée respectivement par

2i Bt

Ve = = Fgm,

po ﬁ[zBom + 4e’F2Z, — 2(¢* + p?)],

pe  — 6@?3[30(37% +my) — %(m —ms) +26*F; Z, — p* — ¢* + 6p.q],
A 6;3 (B, (3100 +my) + %(m —my) + 16€*F; Z, — p* — ¢* — 6p.q],
yl = ﬁ[wom +16€’F. Z, — p° — ¢* — 6p.q].

Le facteur topologique intervient dans les diagrammes avec une boucle de méson neutre (1, 7°
et K°). Ainsi, le diagramme & I’ordre p? contribuant & I’énergie propre du pion chargé est

P2 N2
Q wp Mz,
T = [2A(MZ.) + A(MZo) + A(MEs) + 2A(M2)] - 6F2 [A(M?)
i 02
SAM2,) + A(ME.) + A(ME2) + 2A(M2)] - & 3Z° [2A4(M2.)

+A(ME.) + TAMp2) + 14A(M2)] .

Nous avons a évaluer le diagramme de 1’énergie propre du pion chargé donné par le schéma
suivant

. (-/-/\/\/\_\‘) L

P P
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et dont le lagrangien se réduit a
£ = .+ { —ientd'n™ +ien” 0'7"}.

L’évaluation de ce diagramme donne le résultat
—ie®{2(p* + M22)B(p*;m3, M2.) — A(p, M2+) + 2A(m2)} .

Il reste & évaluer les diagrammes & l'ordre p* qui représentent les contre termes associés aux
divergences de 1’énergie propre du pion chargé.

+ at

p p

T

Le lagrangien nécessaire 4 au calcul de ce diagramme est donné par les termes d’ordre p* du
lagrangien de Gasser et Leutwyler et les termes d’ordre e?p? du lagrangien d’Urech. Dans notre
cas, ces termes sont

168, 4¢?
£ . { 22 [(Qm 4 mg) Ly + mL5} + % [G(Kl + Ky) +5(Ks + KG)} }auﬁauf

64B217 8¢2B,

+{ F;’m[(2m+ms)L6+ng} + 222 [Grikr + 3(3m + 1) K + 5rinks

+ 22— ma) Ko + 23K 10 + —= (17 — m) K10 + 18K }
2Rm mg) g Mo 2Rm ms 10 misq1
4

+§€4F02(2K15+K16)}7T+7T_

Ainsi, le diagramme donnant la contribution des contre termes vaut

-2 9 9 9 4i€2p2
—[(Mﬂ+2MK)L4+MﬂL5} + 9 [G(Kl +K2) +5(K5+K6)]

die2 M2 3
T [6K7 4 15K + 5Ky + =Ko

die’ M3 3 3
K 18K — Ko - }—%Km} :

3
+23K19 + }—%Klo + 18K11} —

Nous avons tous les éléments nécessaires a ’expression de 1’énergie propre a ’ordre d’une boucle
pour le pion chargé.

2 2
p M
Ses(0) = g [PAMR) + A(ME) + A(Mce) + 24(M72)] + 5 [AM) — A(MZ.)
+A(Mfeo) + A(MP2) +2A(M)]
Ax

T orz

[2A(M2) + A(Mz.) + TA(M7+) + 14A(M2)] (8.11)

8p?
— 73
4e2p? 16M2

[6(K1 + K2) 4+ 5(Ks + Kg)| + F2ﬂ [(MZ+2M%)Le + M2Ls]

+e?[2(p® + M2)B(p*;m2, M2s) — A(M?)]

(M2 +2M% )Ly + M2Ls)

4e2M? 91 9
5 [6K7 + 15Ks 4+ 5K + 23K19 + 18K11| + 8 My Ky

+
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D’apres la relation (8.10), nous obtenons

1
Tt = 1= [2A(M2.) + A(M7o) + A(M72) + 2A(M22)] + €2 [2B(M2e;m2, M2)
dB(p*;m2, M2.) 8 4e?
+AMZ. 8pg o, ] - 7 [(M2 4+ 2M%)Ly + M?Ls) — - [6(K) + Ks)

+5(Ks5 + Kg)]

D’aprés la relation

OB(p*m2, M2.) | 1 L, m?
_ = — — n
op? pr=M2y 1672M2%,  32m2M2. M2,

la constante de renormalisation du champ du pion chargé est

1 A(M?
Zpx = 1-— [2A(M2,) + A(ME,) + A(MEL) +2A(M2.)] +262[¥
6F M2,
L m3 8 4e?
1672 (1+In Mgi )] - F?2 [(ME + 2M12()L4 + M3L5} 5 [G(Kl + K>)
+5(K5 + Kg)] - (5.12)

La masse renormalisée étant définie comme Mﬁi [ _ Mgi (] + Z(Mgi [0})

et sachant que M2, O M2 e A, voir (2.24),

nous réécrivons la formule de 1’énergie propre comme

2
et (07) = g RAOME) + AME) + AME) +24(M2.)]
Mzi - Aﬂ'

6F2
Ax
6F2

(0]

+ [A(M?) — A(MZ) + A(M7o) + A(M7.) + 2A(M2L)]

+

[2A(M2,) + A(M7.) + TA(M7-+) + 14A(M21)]

8p?
—_ F_OQ
4€2p2 M2 (0] _

A
[6(K: + K2) + 5(K5 + Ke)| + 16’TiT [(M2+2M%)Lg + M2Ls]

+e2[2(0° + M) B(p*ym3, M) — A(MS)] (M7 +2M )Ly + M7 Ls]

4e? M? 2772
+—3 [6K7 + 15Ks 4+ 5Kg + 23K19 + 18K11] 4 8¢° M K
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D’apres (C.3) nous obtenons le résultat

MP  MP M2, M2,

VAR TR 2 (BM2:A — 2D\ — ot ln g 4 30 n =20
152 [(M2+2MF)(2Lg — Ly) + M2(2Ls — Ls)]
e[ — 6 — o ]\:[22+4i—%(6K1+6K2+5K5+5K6—6K7—15Kg
5Ky — 23K10 — 18K11)] }
23Z [2M2X — 6M2A — 12ME A — 24MZ A + ]g’? m]\j—z2 —3%; ]\z’f
-6 ]1\46% In Aﬁ;i — 12%’% In Aﬁi —96(M2 +2M%) L — 96M§L8} + 82 M2 Ky .

En utilisant les valeurs des constantes L; et K; données dans (8.6), la masse renormalisée du
pion chargé & l'ordre d’une boucle est finalement

2 2 2
2 1 _ 2 (0] n Mn Mz Mwo 8 2 2 r r
Mz Mz {1 et T aep e T (M +2Mi)(2Lg — L)

1 3 M2 4
2 71' T T T T T
iz~ g - o (6K + 6K + 5KF + 5K} — 6K7

15K — 5K} — 23K, — 18K7,)] } + 8¢2ME K]
Aﬂ{ MZ  M? M2 M2 M: M3

72 In—F =5 In —& —16[(M2 + 2M% )L} MQLT}.
F2 L9672 n 12 3272 M2 T 1672 112 [( ~t 7o) Lg + M g]

+MZ2(2L5 — LE)] +

2.3 Masse et renormalisation du kaon chargé

KT K+ K+ (_/J\/\/L\" KT KT - Kt

P P P P P P

FIGURE 8.3: Liste des diagrammes nécessaires au calcul de la renormalisation de la masse et du champ
du kaon chargé.

D’aprés conservation de la charge électrique et de la charge d’étrangeté, les seuls mésons dans la
boucle du diagramme tadpole sont 7°,n, 7" et K. Le lagrangien associé & cette topologie est
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R
4F? 2R 12F2

K KTo'KO K~ — AK° K"K 0" K~ —AK K~ 0"K°0"K+ + 2K° K~ 0K 0K+
QKK OPK~OPKt + 2KTKTOMK 0K~ —AK " KYOPK~OMK T + 2K~ KO K TP K+
OO KO KT + K~ KTo*n°0#n° — 2wt OFK O Kt + AK Yt O K~ 0Mn~

K ATOMK TR — 2Kt OMK - 0Mrt + AR n OPK Rt — 2K’K+8“7r’8“7r+}

/\

£ IK~KTOK°OPK’

o YK~ KT ndtn + qmot K~ 0" K+) +

+ + +

(WOWOGHK_(?“K"' + K_K+5“7r°5“7r°)

[mﬂ( K+ + AK°K°K K~

8F2R 12F2

— 2K K KKt +3K K'r°n° —6K K'r nt — T (K*K*K+K+ + 2K~ K ror°

— KK'mrt)| - S KK+ 4KRK K 2K KKKt 4 KK A

1272
1
— 2K Kfnrt - (KK KK < 2K Kh o+ KKt

2

Z, o
{37777K—K+ oK ROK-K*

3
— 8K K K'Kt+ K K™n°n° — 16K K n 7t + ﬁ(K_K"‘wowo — nnK_K"')}

o o K° K° t ot K Kt

n T T
q q
KT vl o K+ M K+ Kt \%] K+ K+ W‘ ot Kt \/1 K

p p P o] P p P P P p

@ (b) © (d) (e

FIGURE 8.4: Les vertex contribuant & 1’énergie propre du kaon chargé.

La valeur de chacun de ces vertex est donnée respectivement par

: 2

1 M,

(@) _— __"_ Ir A2

v 2F02[(1 2R)(q +p?) + -~ Mk Ar]
. 2 2

o o_ il Lo o Mpooo20 Moo 20 A

v ozl ap) @+ - 5+ ) = R - ) - =7
i

v = —6F2[q2+p2+6q~p—2M§(—A,r}

@ _ i e ) 1 1

v 6FO[ P> —q¢* —6q- p+M(1+—2R)+MK(1 —ZR)+8A}
' 2

pe = 6;2 [~ 2% =207 — 12q - p+ 4MF + 160, + = (M2 — M})]

Ainsi, le diagramme & ’ordre p? contribuant au diagramme tadpole du kaon chargé est

RO
= 12F2 [BA(M?) + A(M2.) + 2A(Mpo) + 4A(MF s ) 4+ 2A(M22 )]
ZM?(i 9 9 5 ) )
+ o [AG) — A(Mzo) = 2A(Mjeo) — 4A(Mc=) — 2A(M )]
_ 2ie2Z,

3 [A(M]) + 6A(M}+) + 13A(M2+)] .
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Nous avons & évaluer le diagramme de ’énergie propre du kaon chargé donné par le schéma

suivant
Kt (—/J\/\/\’H KT

P P

dont le lagrangien se réduit a
L0 = 4 { —ieK 'K~ +ieK 0"K*).

L’évaluation de ce diagramme donne le résultat
—ie*{2(p” + M+ )B(p*;m2, Mis) — A(p, Mis) +2A(m2)} .

Il reste & évaluer les diagrammes & l'ordre p* qui représentent les contre termes associés aux
divergences de ’énergie propre du kaon chargé.

K+ Kt

p p

Le lagrangien nécessaire a ce calcul est donné par les termes p? du lagrangien de Gasser et
Leutwyler et les termes e?p? du lagrangien d’Urech. Dans notre cas, ces termes sont

. 16B, _ . 4B, .. . 1,
r®)  — —{ 72 (2 +mg) Ly + 72 [2m+2ms—|—ﬁ(m—ms)]lj5
462 — +
+— [G(Kl + Ky) +5(Ks + Kﬁ)} }8“K oK
16B2n T 1. 16B2m, 1
{ 7 {4m+6ms+}—%(2m—ms)}L6+ (2 ImaLy
16 B2 1. 16B2m, 1
= [(1 + i+ 2ms} Ls+ =5 (1= pmsLs
4By 7, 3 . 3
n 69 [(Gm + 6mg + }—%(m - ms))K7 + (42m + 24m, + E(m — ms))Kg

2 1
+2(4m +ms + }—%(TATL — ms))Kg + (2677% + 20ms + EB(TATL — ms))Klo

+9 (20 + 2m, + %(m —my)) K KK

Sachant que MIQ{ = B,(1m + my), le diagramme donnant la contribution des contre termes vaut

8ip? 9 ) ) 1 ) ) Lie2p?
T2 (M2 +2M% )Ly + ME Ls — 55 Mk — M2)Ls] + [6(K1 + K2) + 5(K5 + K)]
16i M7 2 2 2 16i M — M7 2 2 2
-~ [(MZ+2M})Le + M Ls] + ooR [(M2+2M%)Le + 2M Ls]
4ie?M? SieQMIQ(

—— [3Ks + Ko + Kio] — [3K7 + 12K + Ko + 10K 10 + 9K11]

Nous sommons les trois contributions pour obtenir 1’expression de 1’énergie propre & 1’ordre
d’une boucle pour le kaon chargé. Nous ne gardons que les termes au premier ordre de la brisure

. . < g n
d’isospin, c’est-a-dire les termes (%) avec n =0, 1.
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D) = —gppplt — Mis + 500+ MR AOL)
_121F2 [3p° + M+ — 8’ Z,F; — %(  + My) | A(M)
672 (p* = Mis)A(Meo) — 372 [p* — Mo — 126 Z,F;]A(M2)
— 6;02 [p* — My — 12e*Z,F?] A(M?2)
+e*[2(p* + M7 )B(p*; 0, M) — A(M) + 2A(m?2)]
8’ [(M2 4+ 2M2)Ly + M2 L5 — %(M}i — M?)Ls]

13
4 16
—562]92 [6(K1 4+ K3) 4+ 5(Ks + Kg)| + EM}; [(M2+2M%)Le + Mz Ls]

o

16 1
F22R
8 o2
3

4
(M — M2)[(MZ +2Mj) Lo + 2Mj Ls] + 562M3(3K8 + Ko + Kio)

MK(3K7 +12Kg+ K9 + 10K + 9K11)

D’apres la relation (8.10), nous obtenons pour la constante de renormalisation du champ du kaon

chargé
1
Zgr = 1-— Fe [BA(MY) + A(MZ) + 2A(MFo) + 4A(Mg) + 2A(M2)]
8 A(ME) 1 m?2
—F—g[(M,%+2M§<)L4+M§<L5]+2eQ[ MQK o3 s(1+n W)] (8.13)
426K K 5(K5 + K, 11AM2 A(M? 41M — M?)L;
—56[( 1+ K2) + 5(Ks + Ke)| + 8RF2[( ) —AMZ)] + RFQ( K ey

Nous avons utilisé la relation

2

0B(p*;m3, M2)| B 1 1™
op? PEMi T T 16n2MZ 32n2MZ MZ

La masse renormalisée est définie comme M3 . M= M2, o 4 S(Mz. [O}). D’apres (2.24), nous

utilisons la relation suivante pour réécrire I'énergie propre du kaon chargé

0
My =ME" = Mg+ A, - 2R(MK M),

c’est-a-dire que nous remplagons p* et M3 dans 1'énergie propre par M?{i oF_ Ar+ ﬁ(M?( — M3?).
De plus, on aura

(0] 2
= — M2) .
ZRMK ZR[MKi Ay 2R(MK ,r)}

— négligé car contribuerait & ’ordre 2 de la brisure d’isospin
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Cette opération effectuée, nous utilisons la formule de la fonction & un point (C.3) et les valeurs
des constantes de basse énergie (8.6) pour obtenir la masse renormalisée du kaon chargé a l'ordre
d’une boucle

2 [1] 2 (0] M2 Mg 8 2 2 r T 2 T T
M = g = T o+ g (O + ML — L) + M2(2LE - 15)]
1 3 ]\/.f2 4
2 K 'r T T T T T T
+ 5~ 1o n =7 5 (657 + 6K3 + 5K + 5Kf — 6KF — 20K] — 2K;

20K, - 18K7,)] }

1 2 [O] M72r M2 M2 M2 8 2 2 r r
T e N E s M e T M Mo (s —2L5)]
M? M 2 M2 M2 M2 M2
W{ K g =K _ s _77
487r2F2 2  8m2F2 uQ 1672 F2
16
ol

M2 +2M3 )L+ MELE]} + —e2M2(3K8 + K+ Kip)

2.4 Masse et renormalisation du lepton

Nous avons deux diagrammes & calculer pour la renormalisation du lepton. Il s’agit dans un
premier temps du diagramme qui donne 1’énergie propre du lepton.

o F/JV\,LL\@i

P P

Ce diagramme vaut

d°q [+ mey”
2m)" [(p — @)? — m7](¢* —m3)

My = —ieQ(—i)/(

D’apres les formules (11.1), nous obtenons

Myi = —€*(i){(2— D) pB(p,my,mq) + m¢DB(p, m-, me)
—~P (4 qu (2_D)qN
" )/ (2m)” [(p— ¢)* —mil(¢* - m%)}
- _iBQ{m?D +(2-D) 41~ 2%92(1)2 —m3)] }B(pg,mi,mi) +ie}(2 - D) ;”_pgAg%f)

Le deuxiéme diagramme représente la contribution & I’ordre p* et est donnée par le diagramme

o o

p p

Le lagrangien associé vaut £ = 62{X6Z(i P + X7ng€}. Le diagramme vaut alors My; =
i€2{X6 B+ mgX7}.

Nous pouvons maintenant exprimer 1’énergie propre du lepton.

mj A(mg)

2p%  m?

Y (p) = eg{ng +(2-D) ]d[l — %(]f — m?)} }B(p%m%,m?) +ie?(2 — D)

—e*{X6 p+meXr}
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D’apreés les relations (8.10), nous avons Zy+ = 1 + %/Egi( #) ly=m, - De plus, on obtient facilement
le résultat suivant
2
d dp” ﬁi
dp? d dp?

d
dp

qui nous permet d’écrire ’étape intermédiaire

e? m? e? A(m?2)
Zpp = 1——(2+In—2)+—(2—-D)—=¢ 2 Xs.
82 m2 2 2
On utilise les formule
1
DA(m?) = 4A(m?) — m2@ (8.14)
2 2 2 1
et on trouve
A(m?2) e m? 3e?
_ 2 ¢ 2
Z[i = 1l—e m—%—e XG_Wlnm_%_]_Gﬂ'g' (816)

Nous pouvons maintenant donner la valeur de la masse du lepton & 'ordre d’une boucle. Elle

vaut
ml =m0 4 5 (m 0
Nous utilisons les formules (C.10), (8.14) et (8.15)
A(m?) 1
(£ [0] 2 f 2 2
my my {1+3€ m? +e = e (X6+X7)}

En utilisant (C.3) et les valeurs des constantes X; (X¢ = X — 56X et X7 = X7 — X\ ), il vient

2
My 1 r T
Tomz 2 T Tgmz — (X6 +X7)]}

metl = mg[01{1 +e2] -

8.3 Contre termes et renormalisation des champs

Apres cette section consacrée a la renormalisation des champs mésoniques et leptoniques associés
a K4, nous retournons a ’'objet de ce chapitre: le calcul des contre termes et ’annulation des
divergences ultra-violettes . Nous avons & présent tous les outils pour évaluer le graphe

™ 0+

—+
K x2}2 7,2}
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ol le diagramme en arbre K4 est multiplié par la racine carrée des constantes de renormalisation
associées & chaque patte externe du graphe. Nous obtenons

%
—iMp = i {3(% PO +3(7, @0 +2T, L e)} xZ\27, . 7!

résultat diagramme en arbre (5.1)

Nous reprenons les résultats sur les constante de renormalisation des champs (8.12), (8.13) et
(8.16). Nous ne gardons que les termes qui contribuent aux corrections électromagnétiques et
d’isospin & un ordre. On remplace toutes les fonctions a un point par leur résultat donné dans
(C.3). On remplace les constantes de renormalisation L;, K; et X; par leurs formules données
dans (8.6). Le résultat est

2 2 2
1/2 /2 _ 2 1 my Mz 1 My,
222 = 1-¢[-ns zﬂa‘gzwﬂ“(u—”g—al“(ﬁ”mﬂa n(7)
1 m2 1 m?2 1 m2
——In(—%) + — In(~—2 1) rxr pakT 4+ K
T Tom2 M) ¥ g ) ¥ e ) g e HAKT )
10 1 , , o1 3
+ 3(K5+K6)}—F—g{/\{BMﬂ—FBMK—FBA,T 2R(MK M)}_gﬂ,,o
. . L ! + ( )+ 12(M2 +2ME)L)
4HKD ?),UKi 12,“71'i Slun 16R Hn Mo P KLy

+A[2M2 M2 - (M2 - M2)) L5}

2R

Le diagramme provenant de la renormalisation des champs donne les contributions suivantes aux
facteurs de forme F et G.

9 1 m? 1 M? 1 M?2 1 m2
_ In(—£ — In(== K i
3272 3272 n( 12 )+ 82 n( 12 )+ 16m2

Lom w1
1 { 3 1 1 ) 1

—F—OQ - gﬂwo - ZMKO - gMKi - Eﬂwi - g

§F = 6G = —62[

M + (/1'77 - Mwo)

16R

+12(M2 LML+ A[2M2 4 M2 — (2 - M,E)]Lg}

2R

+/\{26 - [3M2 +3MZ +3A, — %%(MK - M,%)} } (8.17)

o

3.1 Annulation des divergences ultra-violettes

Nous avons calculé tous les contre termes associés au processus étudié. Nous pouvons extraire la
partie divergente ultra-violette pour chaque facteur de forme F' et G. Nous obtenons,

A
OFGUeIme = —5e’A+ o Z g et M2+ BME + 1A, — o (ME — M2
uv 2 T R
contre termes 2 A St

o
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Si nous comparons ces résultats a ceux obtenus en (7.2) et (7.3), nous constatons que les contre
termes annulent les divergences ultra-violettes des facteurs de forme F' et G. Les facteurs de
forme F' et GG, a ce niveau du travail, sont finis ultra violets. Dans le chapitre qui suit, nous
allons expliquer comment rendre ces mémes facteurs de forme finis infra-rouges.
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Chapitre 9

Les divergences infra-rouges

Sommaire
9.1 Emission de photonsmous . . ... ..... ..., 99
9.2 Amplitude Kygradiatif . . . . ... ... ... ... ..., 100
9.3 Le taux de désintégration Ky radiatif. . . . ... ... ...... 101
3.1 Intégration du photon . . . . . .. ..o 102
9.4 La divergence infra-rouge dans dl'x,, . ... ... ... ...... 104

Les divergences infra-rouges sont dues a des petites valeurs de I'impulsion du photon et au fait
que le photon a une masse nulle, m, = 0. Nous régularisons ces divergences en donnant au photon
une masse infinitésimale. Ces divergences peuvent apparaitre lors des processus & photons virtuels
(corrections radiatives) et/ou lors de processus mettant en jeu des photons réels. C’est lorsque
I'on somme ces deux contributions pour obtenir le taux de transition total, celui mesuré dans les
expériences, que les divergences infra-rouges disparaissent et le paramétre de régularisation (m.)
peut étre mis & 0. Ce résultat est connu comme le théoréme de Kinoshita - Lee - Nauenberg [85]
et [86].

Une autre méthode existe. Comme pour les divergences ultra-violettes, la régularisation dimen-
sionnelle peut servir de substitut pour le schéma m. = 0. Au lieu de donner une masse infinitési-
male au photon, la dimension de ’espace-temps D peut servir de paramétre de régularisation
pour les divergences infra-rouge. Cette régularisation nous permet une évaluation simple des
contributions infra-rouge divergentes.

9.1 Emission de photons mous

Les corrections & 1’élément de matrice Ky4 dues aux boucles de photon virtuel sont divergentes
infra-rouge. Cependant, ces processus ne peuvent pas étre mesurés expérimentalement sans les
contributions qui font intervenir les émissions d’un nombre arbitraire de photons mous. Comme
les photons sont sans masse, leur énergie peut étre plus petite que la résolution du détecteur.
Ainsi dans les processus observés, ces émissions de photons sont incluses. C’est en sommant
toutes les sections efficaces des différents processus, photon virtuel et photon émis, que les diver-
gences infra-rouges se compensent. Cette compensation se fait ordre par ordre dans la théorie des
perturbations. A 'ordre d’une boucle de photon virtuel, nous ne considérons que les émissions
réelles d’un photon unique. Pour I'annulation des divergences infra-rouges , il suffit aussi que le
photon émis ait une énergie inférieure a la résolution du détecteur AFE.
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FI1GURE 9.1: Diagrammes & ’ordre le plus bas contribuant & ’émission de photon réel

9.2 Amplitude K/, radiatif

Nous devons calculer les diagrammes ot un photon (vecteur polarisation € et d’impulsion ¢) est
attaché sur une patte externe du processus K4, comme le montre la FIGURE 9.1. L’amplitude
A(Ky4,) pour les désintégrations radiatives de Koy peut étre développée en puissance de I'impulsion
du photon émis

A(KM«/) = A_l(Km,\/) + Ao(Km«,) + ... (91)

La FIGURE 9.1 montre deux types de contributions & ’émission de photon. A gauche, les dia-
grammes vont donner un terme en %, avec p I'impulsion associée 4 la ligne considérée. Ce terme
produit une singularité lorsque 'impulsion du photon s’annule. On reproduit donc la divergence
infra-rouge. A droite, lorsque le photon est attaché au vertex de la désintégration, c’est un terme
de la forme Z—Z qui sera généré. Dans ’approximation de photon mou, l'impulsion du photon

émis est négligé partout dans le numérateur, donc ce diagramme ne contribue pas.

Dans le développement (9.1), 'approximation de Low [90] consiste & ne garder que le terme
A_1(K¢sy). Comme nous ne traitons que les corrections aux facteurs de forme F' et G, nous ne

e
/

FIGURE 9.2: Diagrammes contribuant au processus Ky4,. Les quatre premiers diagrammes sont ceux
qui concernent les facteurs de forme F et G, car le graphe avec un état intermédiaire ne
contribue qu’a R (5.5).

calculons que les contributions des quatre premiers diagrammes avec émission de photon. Les
amplitudes respectives valent
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A@ = e% U(py)(1+9°) v(pe) (K+2 P - +2 ) (p+(2f+q; q_)J\;gi
A0 _eG;;iJs T(p,)(1+7°) v(pe) (K+2 B— B_— o) (p_(2_]iq;;q_)}\;3i
A = eGggjs a(py)(1+9°) vlpe) (K +2 #r— p-) (]Z,:jl)i__n:f;
AD  — e% U(py)(1+7°) v(pe) (K+2 pp— p-— gﬁ%

Dans ’approximation de photon mou, I'impulsion du photon émis est négligé dans le numéra-
teur. De plus, on peut se placer de telle sorte que la polarisation € du photon soit orthogonale
avec son impulsion ¢. Finalement, dans cette approximation, la contribution totale se met sous
la forme

AKeay = e.AK“{ Pr € T P > T b 2 £ 2}’
m2 ms my My
P+a+5 p-qtm pgtg keg— 3
avec
GrV), _
Al = 22 () (147) wlpe) (K +2 o= po).
o

9.3 Le taux de désintégration K, radiatif

Il faut élever I’'élément de matrice au carré et sommer sur la polarisation. La sommation sur les
polarisations possibles du photon utilise la relation [91]

Si gra=¢q-b=0 alors Z(ea)(e-b)z—a-b.

€

M2 M2 m2
Z |AK€4W|2 = - 622 |./4KM|2 { ﬂ-im2 5 + ﬂimQ 5 £ m2 5
“pin spin (py-q+5)? (p--q+=5)% (pe-qg+5)
M?2 . .
+ Kan -2 flj P m2 +2 ij e m2
(k-q—=5)  (pe-a+F)e--a+7)  (Pe-a+ F)oe-a+5)
9 p— - pr _9 k- pe 9.2)
m2 m2 m2 m2 .
(p—q+)we-qg+=5)  (kgq—<)(pe-a+3)
—2 by -k +2 p_-k }
m2 m2 m2 m2
(r+-qa+)k-q—=5)  (p--q+ ) k-q— =)

Le taux différentiel pour la désintégration Ky4, lorsque I'on intégre sur I’espace de phase du
photon est donné par

4
e = 2, 37 AR (9.3)
04~ 2MK 4~ 1 . .
pola
spin
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L’espace des phases de K4, est donné par

dp. i &pi
2m)32E,, (21)32E, (27)32E,,
d*p, d*q
(2m)32E,, (27)%2E,

dPr,, = 54(k—p+—p——pz—py—q)(

(9.4)

3.1 Intégration du photon

Contrairement & la méthode employée par Ginsberg [92], ou la paire v v est intégrée. Avec la
présence du photon émis, ’espace des phases est plus grand et la cinématique est différente. Par
exemple, sy qui est le carré de la masse effective du systéme di-lepton est

se # (pe+p)? (9.5)

en raison de la présence du ~. Pour étre rigoureux, il faudrait déterminer toute la nouvelle
cinématique associée a Kyy,. Ceci peut étre fait en rajoutant 3 nouvelles variables

1. s,,, le carré de la masse effective du systéme photon-neutrino,
2. 0,,, 'angle du ~ par rapport au v ,
3. ¢, ’angle entre le plan formé par le systéme photon-neutrino dans > et celui des leptons.

Nous nous contenterons ici de n’intégrer que le photon. On laissera explicitement le neutrino.
On exprimera ainsi la factorisation des espaces des phases de Ky et Ky, qui est valide & la
précision

AFE

Mg’
D’apreés (9.2), (9.3) et (9.4), le taux différentiel de Ky, intégré sur ’espace des phases du photon
vaut

27)4 d3p. dB3p_ 435 d3p,
dr ~ 2 ( 54 k— —py — + v
Keas ¢ ot kP p-mpe—pe—a) (27)32E,, (27)32E,_ (27)32E,, (27)32E,,
AE 3 - 2 2 2
d3q M M
/ 32E Z |~’4K1/4| { ﬂ—imQ + Trim2 + mg m2
My (g -q+5)?% (p--q+=5)% (e-qg+5)?
M?2 - .
+ Kfn2 -2 7]:1;r P m2 + 2 ﬁj b m2
k-q—=2)%  (pr-q+=)p-a+5)  (y-q+F)pe-a+7F)
9 p " De T mf P -
(p- g+ )(pe g+5) (keg— 5 (pe- g+ %)
k .k
—2 p+ w2 n — } (9.6)
(P4 q+- )(k -5 (-a+ P >) (k- q—3)

On définit les intégrales




qui ont été calculées par 't Hooft et Veltman [93]. Le résultat de ces intégrales est

Dj 1 )2 AAE?
Iy = 40P )Ly (on)T ) 4R
(api)> —p; |2 pj m2
uo —|uf | . Uo + |ul : uo — |ul\ 1"
In? =2 Lis(1 = ———) 4+ Lis(1 = ——— ) 9.7
+ [4nu0+|u|+12( . ) + Lia( . ) ) (9.7)
avec
N C i &
2(apio - pjo) .
La variable « est définie au travers d’une équation du second degré
o’p} = 2apipj +p; = 0 % > 0. (9.8)
Jo

Les solutions sont

pipj + +/(pipj)? — pip3

oy = 5
p;

Lorsque p; = p; = p, la formule (9.7) se simplifie [94]

4 Loy
m3  [p|  po+Ipl

4AE? —
Iz‘z’ = 27‘[‘{1 Po |p|}

Lorsque l'on injecte dans la partie infra-rouge de (9.7) 'une des deux valeurs a4, le résultat est
le méme

pi-pj = /(i p)> —mim
= 7 In

(pi-pj)2 —m2m2  p;-pj+ /(v p;)* —mim
J

= 7 T(piapj7mi7mj)7

IR Pi - Dj

RN o} SN

On voit apparaitre la fonction 7(p;, pj, mi, m;) définie dans la partie infra-rouge de la fonction a
trois points (C.27).
Avec les expression des fonctions /;;, la partie infra-rouge du taux de désintégration (9.6) devient

2 (2m) d°py d’p_ d’py a*p),
drii ~ —et ——0%(k— —pr—py
Kras TPl i St T 10 (2)32E,, (27)32E,_ (27)32E,, (27)32E,,
1
Z |AKM|2§{ —4- T(p‘l’?p*?Mﬂ'i?Mﬂ'i) +T(p+7p€aM7riam€) - T(pfapfaMTriamf)
spin
_T(k7pEaMKiamf)_T(p-l-akvMTrivMKi)+T(p—7kaMﬂi7MKi)}lnm'2y'

Finalement, nous obtenons ’approximation suivante pour le taux différentiel Ky,

1
dFKesz ~ _62 dPKM @{ —4- T(erapfa Mﬂ'i7Mﬂ'i) + T(erapZa Mﬂ'iamf) - T(pfapfa Mﬂiamf)

—r(k, pe, Migs,mg) — 7(pss by My, My )+ 7(p_, &, M,,i,MKi)} Inm?

2 (9.9)
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9.4 La divergence infra-rouge dans dl'g,,

Les diagrammes avec boucle de photon virtuel possédant une divergence infra-rouge sont ceux
qui possédent une fonction a trois points de la forme (C.22) avec tous les propagateurs sur couche
de masse (C.24) ou une fonction & quatre points de la forme (C.32) avec trois des propagateurs
sur couche de masse (C.33). Ces diagrammes sont résumés dans la figure (FIGURE 9.3).

FIGURE 9.3: Liste des diagrammes comportant des divergences infra-rouges.

D’apres les résultats (C.26), les valeurs des divergences infra-rouges provenant de ces dia-
grammes sont (dans 'ordre des diagrammes)

diagramme SFIR — §GIR
(e) #;T(lc,p,,MK,M,r)lnm?Y
(f) —%T(k,p+,MK,Mﬂ)lnm3
(9) —%T(k,pz,MK,mg)lnmg
(h) %T(er,p,,MmMﬂ)lnm?Y
() —1§%T(p+,pz7Mmmz)lnm3
(4) 1E%T(p,,pg,M,r,mg)lnmg
(k) —;T—zglnm,%

avec
7(p1,p2, M1, Mz) = = ln{pl'm_\/(pl'p2)2_M12M22}.
V(1 - p2)? — MEMZ

P1 °p2+\/(p1 'p2)2—M12M22

La derniére ligne de ce tableau représente la contribution infra-rouge pour les facteurs de forme
F et G provenant de la renormalisation des champs dans le calcul des diagrammes de contre
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termes (8.17).

Le taux de désintégration de Ky, est donné par

(2m
dr =
fea QMK
spin
et d’apres le résultat (4.13), nous avons
g, = (2m)* dd 2G2 V)2 — ! J5(Smy S0, 0,00, 0). (9.10)
24 MK MK ) ) ) )
Soient les facteurs de forme corrigés
Mg Mg
F=——(1+0F) et G=——(14G). 9.11
T (1 0F) T (01490) (0.11)

D’aprés la formule (4.15), les seuls termes contribuant & la fonction J5 et contenant les facteurs
de forme F' ou G sont

Js = |F|? [PL? — PN? — s.80 +m7s.] + |G> [QL? — QN? — Q%sp + m3Q?
+(F*G + FG*) [(PL)(QL) — (PN)(QN)].

D’aprés (9.11), nous avons

M2

F|?2 = 2F§(1+25F)
M2

G = 2F§(1+25G)

2

F*G = FG —2F02(1~|—5F+6G).

Or, nous avons trouvé que les corrections aux facteurs de forme F' et G dans K4 avaient la méme
partie infra-rouge

SF' = 6G'",

donc

M2
Js = K (142 6F™H) {PL2 PN? — 550+ m%s7r +QL? —QN? — Q%s; + m%Q2

2F2
+(PL)(QL) — (PN)(QN)}
2

M
= o5 (12 0F") {16(p1 - po)(ps - py) — 8MZpe - po}

et la formule (9.10) s’écrit

o
dlk,, = ()" deGY, VJSQ 5 (L+20F"™) {16(p+ - pe)(p+ - pv) — 8MZps - py ).
My 2F"

La partie divergente infra-rouge du taux de désintégration de Ky, est

(27’[’)4 * 2 ) IR
drg,, = M dOGLV, 2F2 {16(p+ - pe)(p+ - pv) — 8MZpe - pu }(2 6FT),
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avec

PL? — PN%? —s;s; 4+ m2s; 4+ QL? — QN? — Q%s; + m?Q* 4+ 2(PL)(QL) — 2(PN)(QN)
= 16(ps - po) (04 - pv) — 8MZpe - po.

La partie divergente infra-rouge du taux de désintégration de Ky (9.9) lorsque l'on remplace
dl'k,, par sa formule donnée par (9.10) est

2 2m)! oo e 2 !
o deGRV 2F2 {16(p+ - ) (P4 - pv) — 8Mzpe - pu } 87r2{ 4

_T(p+7p—7M7ri7M7ri) + T(p+7p£7M7riam€) - (p—7p€7M7ri7m£)
—7(k,pe, Mg, my) — 7(py, by My, Mygex) + 7(p—, ky M+ MKi)}lnmi.

dPKZ4'y

Nous trouvons finalement
dPK[4 + dFK@; == 0

Dans ce chapitre, nous avons calculé le taux différentiel de désintégration pour le processus Ky,
car les processus Ky ne peuvent pas étre mesurés expérimentalement sans les contributions qui
font intervenir les émission d’un nombre arbitraire de photons mous. Etant donné que ’énergie de
ces photons peut étre plus petite que la résolution du détecteur AFE, dans les processus observeés
ces émissions de photons sont incluses.

Les divergences infra-rouges se compensent lorsque ’on somme les taux différentiels de dés-
intégration des des différents processus, photon virtuel et photon émis.

Etant donné que nous serons interessés par la mesure d’observables (facteurs de forme, taux
de désintégrations, déphasages - - - ) une soustraction des divergences infra-rouges sera nécessaire.
Il existe une infinité de choix possibles pour cette soustraction. Nous choisirons le schéma de
soustraction minimale qui consiste & supprimer de nos expressions analytiques tous les termes
de la forme Inm.,,.
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Chapitre 10

Analyse numérique
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10.1 Motivations et résultats obtenus

Dans cette section, nous rappelons les principaux résultats obtenus dans 1’étude des désintégra-
tions Kyy.

Nous avons obtenus les corrections de brisure d’isospin et d’électromagnétisme sur les facteurs
de forme & l’ordre le plus bas de la théorie pour les trois désintégrations Ky, (4.1), (4.2) et (4.3).
Les résultats sont résumés dans les TABLE 5.1, TABLE 5.2 et TABLE 5.3. Puis, nous nous sommes
intéressés au canal chargé. Comme nous 'avons précisé dans 'introduction de ce manuscrit de
these, les désintégrations Ky donnent acces aux propriété des diffusions 7 — 7 & basse énergie
comme le déphasage m — w. Afin d’obtenir ce déphasage, des interférences entre les facteurs de
forme sont nécessaires. Celles-ci peuvent étre accessibles dans le canal chargé des désintégrations
K4, ot les facteurs de forme F' et G sont non nuls en méme temps. De plus, le mode électronique
du canal chargé K4 est expérimentalement dominant

FK+€4 ~ 3
I

Le facteur de forme R peut étre ignoré dans le mode électronique puisque sa contribution est
multipliée par la masse du lepton de I’état final. Cette approximation n’est évidemment pas
valable dans le cas du mode muonique.
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Nous avons calculé les diagrammes de Feynman & l'ordre d’'une boucle et obtenu les formules

analytiques des facteurs de forme F' et (G. Les résultats sont de la forme

1 Mﬂi 2 MKi2 MKi2

— n - n
32m2F2 w? 3212 F2 w2

. MKi{ 9 Mﬂ-i2
V2F;
1
+5X32p2 + F—E 5Xp4},

4
+ 2 [(My+? + 2My+?)Ly + M+ Ls]

ol X représente les facteurs de forme F' ou G. Les corrections aux facteurs de forme & ’ordre
d'une boucle sont données par deux termes: le premier, §.X,2,2, correspond a 1'échange d'une pho-
ton virtuel entre deux particules chargées. Le second terme, 6 X4, posséde deux contributions: il
contient les diagrammes avec boucle de méson (un ou deux vertex) mais aussi les contre-termes
nécessaires & la renormalisation des divergences ultra-violettes provenant des diagrammes avec
boucle de photon. Nous avons inclu la violation d’isospin et les effets électromagnétiques dans ces
calculs. Nous avons montré comment les divergences ultra-violette et infra-rouge s’annulaient et
cela nous a permis d’obtenir des résultats finis pour les facteurs de forme. Nous pouvons & présent
donner une estimation des corrections dues & la brisure d’isospin et a 1’électromagnétisme.

10.2 Outils pour le numérique

Les facteurs de forme calculés dans les diagrammes & une boucle de photon sont exprimés sous la
forme d’une somme de fonctions & un, deux, trois et quatre points ainsi que des fonctions vecto-
rielles et tensorielles associées. Nous avons besoin d’un dictionnaire qui donnera la valeur de ces
différentes fonctions pour les régions cinématiques de la désintégration Ky4. Un tel dictionnaire
est disponible dans le langage de programmation Mathematica. 11 s’agit du package FeynCalc [95].
Les données d’entrée de FeynCalc sont les expressions analytiques des diagrammes de Feynman
dans notre cas, mais ce package peut aussi utiliser les données de sortie d’un autre package Fey-
nArts qui produit les diagrammes associés & un processus. Le package FeynCalc est donc utilisé
pour les étapes de calculs algébriques en physique des particules élémentaires. Les algorithmes
présents dans ce package peuvent étre trouvés dans [96] et [97]. Dans [97], nous trouvons la struc-
ture détaillée de FeynCalc ainsi que les définitions et conventions utilisées, comme 1’algébre de
Dirac & D dimensions, la définition de la matrice s, les équations de Dirac pour les fermions.
Les intégrales scalaires et leurs décompositions vectorielle et tensorielles suivent la méthode de
Passarino-Veltman. On note toutefois que la définition de ces intégrales est légérement différente
de celle utilisée dans [98]. Dans cette thése, nous avons utilisé les mémes définitions que dans
[97] & un facteur # prés, qui sera pris en compte lors de I’analyse numérique.

Le package LoopTools [99] évalue numériquement les intégrales scalaires et tensorielles de Feyn-
Calc. Les intégrales scalaires proviennent des travaux de 't Hooft et Veltman [93]. Afin d’avoir
un résultat cohérent, nous devons utiliser le méme schéma pour la régularisation des divergences
ultra-violettes et infra-rouges. Dans LoopTools, les divergences ultra-violettes sont régularisées di-
mensionnellement. [’annulation des divergences se vérifie via deux variables A et u. La premiére
variable représente la divergence provenant de la fonction a un point (C.3)

AM?) = —=2M°X— py
M?  M?
= —In— 10.1
fin TonZ 2 (10.1)
1 1 1
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Dans LoopTools cette variable est définie comme

A = —Q(ﬁ — %[ln(47r) —ny])
et sa valeur initiale dans le programme est A = 0, qui est la valeur du schéma de régularisa-
tion MS. Dans notre travail, nous avons considéré le schéma de régularisation MS. Nous avons
considéré dans nos calculs que la divergence ultra-violette était donnée par A (C.8) ainsi lorsque
A = 0 cela correspond & A = —1. La deuxiéme variable p (10.1) correspond & un paramétre dont
la dimension est celle d’une masse et joue le role d’une échelle de renormalisation qui permet
aux intégrales & une boucle de garder la dimension en masse quelque soit la dimension D. La
valeur initiale de p est 1. Un résultat sans divergence ultra-violette ne doit pas dépendre des
valeurs de A et p. Afin de vérifier cela il suffit de calculer nos expressions avec deux valeurs pour
A ou p (ou les deux) et de vérifier que les résultats restent les mémes. Comme p contribue de
facon logarithmique, nous devons le faire varier selon une grande échelle, typiquement de 1 4 101°.

Pour les divergences infra-rouges, elles apparaissent lors de ’échange de photon virtuel (boucle
de photon). Ce genre de diagramme est divergent infra-rouge car le photon n’a pas de masse.
Si le photon avait une masse m.,, alors les termes divergents infra-rouge seraient proportionnels
a Inm.,. Lorsque dans LoopTools une intégrale est divergente infra-rouge, LoopTools régularise
automatiquement cette divergence avec une masse de photon m. mais traite cette masse comme
une quantité infinitésimale, ce qui signifie que les termes d’ordre m/; avec n > 1 ne sont pas pris
en compte. LoopTools ne garde que les termes en Inm.. Dans LoopTools cette variable est notée
A (& ne pas confondre avec (C.8) qui décrit notre divergence ultra-violette) et vaut initialement
A = 1, puisqu’il correspond & la situation ot Inm, est mis & 0. C’est ce que nous avons fait pour
nos facteurs de forme, ot les contributions au Inm., ont été compensées par le calcul du taux
de désintégration de Kyy virtuel: dl'k,, . Ainsi dans notre programme nous devons implémenter
la partie finie provenant du calcul de dl'k,, qui est & rajouter au taux de désintégration dl'k,,
recherché.

Les constantes de basse énergie L;(u), K;(1) et X; (1) dépendent de la valeur de 1’échelle de sous-
traction p choisie. Nous utiliserons i de I’ordre de la masse du méson p, c’est-a-dire u = 770MeV.
Les valeurs phénoménologiques et les sources d’extraction des constantes L; sont détaillées par

— -3
e )
K — a0 L2 o= 135107 ;
K — _ga1- Loo= 35107 X = 6107
Ky — 10910 L= —03107  Xg = 610
K — g1 s = 14107
Ky = -9210 fo = 0910

TABLE 10.1: Valeurs phénoménologiques pour les constantes & basse énergie.

Bijnens et al. dans [57]. Les valeurs de constantes K; sont celles de Baur et Urech obtenues par
des résonances avec une boucle de photon [100]. Les constantes X; n’ont pas encore été déter-
minées, mais une analyse dimensionnelle naive [101] permet de fixer leur borne |X;| < ﬁ.
Afin d’étre en accord avec cet encadrement, nous choisirons X; = Xg = 6.1073.

Nous donnons les valeurs des taux de désintégration Ky en s~! pour différentes configurations.
Nous avons posé par commodité i = ¢ = 1 et donc pour obtenir un taux en s~! il faut diviser le
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résultat par
h = 6.582118 x 1072% MeV s.

Nous donnons aussi les valeurs associées pour le taux de désintégration Ky4,. Nous utiliserons
la sensibilité du détecteur 1ié a l’expérience Na48 dans laquelle I’énergie minimum de détection
d’un photon dans le calorimétre est supérieure a 300 MeV [102].

Nous donnerons aussi les valeurs des rapports de branchement en %. Soit 7 la durée de vie
de la désintégration. Le rapport de branchement est défini comme

I

r

avec

1
r=-.
T

La durée de vie de la désintégration correspond a la durée de vie du méson chargé K+

Tr+ = 1.2384 10 8s.

10.3 Taux a la limite d’isospin

Si nous ne considérons pas les effets de la brisure d’isospin

e = 0

My, = Mg

Les masses des mésons a la limite d’isospin seront celles utilisées par Bijnens et al. [67, 84],
c’est-a-dire par convention les masses chargées des particules

M.+ = Myo= M, =139.6MeV
MK:E MKo = MK = 493.6MeV
M, = b547.3MeV

3.1 A lordre le plus bas

Nous considérons les facteurs de forme F, G et R & la limite d’isospin donné par les TABLE 5.1,
TABLE 5.2 et TABLE 5.3, avec Ay = 0, 1/R = 0 et e = 0. A l'ordre le plus bas, le facteur de
forme de ’anomalie H est nul. Le facteur de forme tensoriel T" est nul car d’aprés (5.7) ce facteur
de forme est d’origine purement électromagnétique. La TABLE 10.2 résume les valeurs des taux
de désintégration Ky, ainsi que des rapport de branchement & la limite d’isospin. Dans la formule
du taux de désintégration, le facteur de forme R est proportionnel & la masse du lepton my. Dans
le cas de I’électron ce facteur de forme n’affecte pas le taux de désintégration. Sa contribution
ne représente que 4.1072%, tandis que dans le cas du muon il représente 10.4% de la valeur du
taux de désintégration.
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Modei | T; (s7! L I'; |67, 84] expérience[46
T

Ky 1292 1.6 107° 1297 3294
K 1543  1.9107° 155 1130

TABLE 10.2: Valeurs des taux de désintégration et des rapports de branchement & 1’ordre le plus bas et a
la limite d’isospin pour le canal chargé Ky4. La troisiéme colonne donne les valeurs obtenues
par Bijnens et al. [67, 84]. La quatriéme colonne rappelle les valeurs expérimentales récentes
[46].

3.2 A Pordre d’une boucle

A Vordre p*, a la limite d’isospin, les facteurs de forme F' et G proviennent des topologies de la
FIGURE 10.1. A I'ordre p*, le facteur de forme H apparait. En I’absence de lagrangien traitant la
brisure d’isospin dans le secteur de 'anomalie, le facteur de forme H sera remplacé par sa valeur
a la limite d’isospin calculée par Wess et Zumino [64]

V2M3
8n2F 2

H =

Cependant, le lagrangien de Wess et Zumino [64] ne comportant pas de terme de masse, les
effets de ’électromagnétisme et de la brisure d’isospin se traduiront sur H par des effets d’ordre
pb ce qui justifierait le fait de les ignorer & ce niveau du calcul. Le facteur de forme R ne
sera pas considéré, car nous nous intéressons au canal électronique de la désintégration Kyy. Le
facteur de forme R est multiplié par la masse du lepton de I’état final. A ’ordre d’une boucle, la
TABLE 10.3 donne le taux de désintégration Ky, chargé ainsi que le rapport de branchement. La
contribution du facteur de forme H est négligeable ainsi que celle du facteur de forme R dans le
canal électronique. Le taux de désintégration K.4 & ’ordre d’une boucle sans brisure d’isospin
ni corrections électromagnétiques représente 73% de la valeur expérimentale. La contribution de
Iordre p* est de 11225~ 1. Cette contribution est du méme ordre de grandeur que ’approximation
en arbre 12935~ 1.

> O

@ (b) (©

FIGURE 10.1: (a) Diagramme en arbre & une particule irréductible. (b) et (¢) Diagrammes & une boucle
& une particule irréductible. Les points représentent des vertex forts ou des insertions de
courants. les lignes externes sont des mésons ou un courant faible. Les lignes internes sont
des mésons.

Mode i ‘ L (s7h) LT, (67, 84] expérience[46]

Key 2415 31075 24471 3294

 Pour la quatriéme colonne, Bijnens et al. ont utilisé des relations de dispersion pour obtenir les
facteurs de forme F' et G [67, 84].

TABLE 10.3: Taux de désintégration et rapport de branchement Ky4 pour le mode chargé.
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10.4 Brisure d’isospin et corrections électromagnétiques

Nous considérons dans cette section les effets de la violation d’isospin ainsi que les effets des
corrections électromagnétiques au taux de désintégration K.4. Les masses a la limite d’isospin
pour le canal chargé, notées dans nos diagrammes par M, et My, sont les masses des particules
chargées M, + et M+ afin de garder la méme convention que Bijnens et al. [67, 84]

M, = M+ =139.6MeV
Mg = Mg+ = 493.6MeV.

Les masses des mésons et des leptons sont les masses physiques [46]

M,: = 139.6MeV
Myo = 135MeV
Mg+ = 493.6MeV
Mygo = 497.6MeV

M, = 547.3MeV
me = 0.511MeV
m, = 105.6MeV.

Nous utiliserons les valeurs suivantes pour caractériser la brisure d’isospin (2.23)

e = 1.061 x 1072 (10.3)
Ar = MZ2 — M2 =1263.16MeV?,

et la charge électrique e définie dans la convention A = ¢ = 1 comme

e = drna

1

avec o la constante de structure fine o = 137

La valeur de € utilisée (10.3) correspond a
R = 41.

La sensibilité du détecteur sera de 1 MeV (expérience Nad8) [102]. Comme nous considérons
les corrections radiatives diies a ’échange d’un photon entre les particules chargées mises en jeu
dans la désintégration, nous devons tenir compte de I’émission d’un photon réel ou désintégration
Kc4. Nous avons montré [103] que les divergences infra-rouges s’annulent au niveau des taux
différentiels de désintégration lorsque l'on considére 1’émission d’un photon mou réel.

Les taux de désintégration K4 et Kc4y (pour des photons d’énergie inférieure & 1 MeV) va-
lent (le rapport de branchement sera donné entre parenthéses)

1 L -
DKeit Kot pyemiey = 2475570 (7 =3.131077)

FK54'y,E—y<1MeV = 58s .
Sachant que la valeur expérimentale du taux de désintégration est de 3294 s—1, le calcul & I’ordre
d’une boucle représente 75% de la valeur mesurée. La correction & une boucle (1183 s~1) est du
méme ordre de grandeur que la contribution de I’approximation en arbre (1292 s 1).
Si on néglige uniquement les effets des corrections radiatives, c’est a dire que l'on pose e = 0, le
taux de désintégration se limite & 2453s~!. Les effets des corrections radiatives sont de I’ordre
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de 0.9%.
Si on néglige uniquement les effets de la brisure d’isospin, le taux de désintégration se limite &
24365~ 1. Les effets de la brisure d’isospin sont de 'ordre de 1.6%.

A ce niveau, nous pouvons discuter les résultats obtenus pour différentes valeurs des constantes
de basse énergie X; et Xg qui apparaissent dans le lagrangien leptonique d’ordre p* [62]. La
constante X7 est présente dans les calculs des contre-termes et est multipliée par la charge élec-
tromagnétique, tandis que la constante X¢ provient de la renormalisation du champs leptonique.

FKM
2500 :

10% X,

103X,

103X,

FIGURE 10.2: Taux de désintégration K4 en fonction de la constante de basse énergie X; pour les valeurs
Xe=—6.1073,0 et 6.1073.

La FIGURE 10.2 montre qu’il existe une faible dépendence du taux de désintégration Ky, par rap-
port a la constante de basse énergie X;. Nous trouvons aussi que I'influence de Xg est négligeable.
Le taux de désintégration Ky4 est compris dans l'intervalle

2475571 < T, < 2498571

10.5 Les facteurs de forme F et G

Nous avons vu (4.5) que les variables cinématiques de la désintégration Ky varient dans les
domaines suivants

(M + M)? < sy < (Mg —my)?
m; < sp < (Mg —/57)°
< 60,0, <m
< g<om

Nous rappelons que les graphes ne sont dessinés que dans les domaines cinématiques autorisés
par les désintégrations Kyq.
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5.1 Comportement en fonction de s,

Les FIGURE 10.3 et FIGURE 10.4 donnent le comportement des parties réelles des facteurs de
forme F et G ainsi que celui de leur modules en fonction de s,. Nous fixons arbitrairement
les variables cinématiques angulaires 0, = 0; = 5 et ¢ = m. Nous voyons dans ces différents

S¢

|
0.08 0.1 0.12 Sg 0.09 0.12 Sr

FIGURE 10.3: Parties réelles des facteurs de forme F' et G en fonction de s, pour les valeurs de s, =
1073,1072 et 2 102 GeV?. Les lignes solides correspondent aux facteurs de forme F et G
sans correction électromagnétique tandis que les lignes en pointillés incluent ces corrections.
Les variables s, et sy sont en GeV2.

|
0.09 0.12 Sx 0.09 0.12 S

FIGURE 10.4: Modules des facteurs de forme F' et GG en fonction de s, pour les valeurs de sy = 1073,1072
et 2 1072 GeV2. Les lignes solides correspondent aux facteurs de forme F et G sans cor-
rection électromagnétique tandis que les lignes en pointillés incluent ces corrections. Les
variables s, et s, sont en GeV?2.

graphes qu'il existe une courbure pour les deux facteurs de forme lorsque nous ne considérons
pas les corrections radiatives. Cette courbure est plus importante pour le facteur de forme F'. Les
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contributions & F' et G provenant des constantes de basse énergie d’ordre p? (L;, K; et X;) sont
linéaires dans les variables cinématiques donc les courbures présentes sont dues aux diagrammes
& une boucle purement QCD. La FIGURE 10.5 montre que le facteur de forme F' a ’allure d’un

Re(F) Re(G)

48— ’,‘

| . | . [ . | .
0.09 12 0.15 0.09 2 0.15
S S

FIGURE 10.5: Les facteurs de forme F et GG en fonction de s, pour la valeur de s, = 1073GeV2 F et G
sont les facteurs de forme sans correction électromagnétique. La variable s, est en GeV?.

polynome du second degré tandis que le facteur de forme G a ’allure d’une fonction linéaire en
Sy

5.2 Comportement en fonction de s,

La FIGURE 10.6 donne le comportement des parties réelles des facteurs de forme F' et G ainsi
que celui de leur modules en fonction de sy. Nous fixons arbitrairement les variables cinématiques
angulaires 0, = 0 = 5 et ¢ = m. La dépendence par rapport a la variable s, est minuscule et
toute courbure peut étre négligée.

Re(G)

b
W
o

= 0.1GeV?

2
™
e
0
¥

< !
% 0 00 002 003 Sg 0 003 Sy
F‘ [ - - |-

‘ﬁ 54 . 505
535 > L.
% L ‘ 4951 ‘
5 0 001 Sp 7 0 001 Sy
N 541 . [

= - 512

I I al— so8f- et

k535 T L=

” /. ! o ! !

C Il
0 0.002 S¢ 0 0.001 0002 Sy

FIGURE 10.6: Les facteurs de forme F et G en fonction de sy pour les valeurs de s, = 0.1,0.15 et
0.2 GeV?. Les lignes solides correspondent aux facteurs de forme F et G sans correction
électromagnétique tandis que les lignes en pointillés incluent ces corrections. La variable
s¢ est en GeV2.
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Conclusions et perspectives

Dés 1957 [34, 35], les physiciens ont montré un intérét particulier pour les désintégrations K.
En effet, I’analyse de ce mode de désintégration donne des informations sur les interactions
faible et forte. Le mode de désintégration K+ — wtm etr, a été observé expérimentalement
en 1962 [38] auprés du Bevatron au Lawrence Radiation Laboratory. Les premiéres expériences
Keq [39, 40, 41, 42, 43] n’ont observé chacunes que quelques centaines d’événements et il a fallu
attendre 1977 lorsque la collaboration Geneéve-Saclay [44] a mesuré le rapport de branchement
de K4 avec un lot de 30000 événements. Depuis, il n’y a pas eu de nouvelles données accessibles
jusqu’a lexpérience E865 & Brookhaven en 2001 ou 400000 événements K4 ont été collectés
[13, 14]. L’article de Rosselet et al. reste la référence en matiére d’analyse expérimentale de /4.

Les désintégrations semi-leptoniques Ky faisant intervenir des mésons légers, elles se situent
dans un domaine de basse énergie (~ GeV). La théorie de U'interaction forte ne peut donc pas
étre utilisée car une approche perturbative en fonction de la constante de couplage fort n’est
pas possible. 11 a fallu s’intéresser aux symétrie de la QCD et c’est I’avénement de la théorie des
perturbations chirale [22, 23, 24] qui a permis la construction de la théorie effective qui prend en
compte les propriétés de QCD a basse énergie. Les pions et les kaons sont actuellement compris
comme résultant de la brisure dynamique d’une symétrie approchée de la chromo-dynamique
quantique, la symétrie chirale.

De nombreux travaux sur les désintégrations Ky [74, 75, 7, 84, 67, 68] ont été obtenus en
négligeant tous les effets de brisure d’isospin, c’est-a-dire dans la limite m, = mg et e = 0.
Les effets de la brisure d’isospin diis une différence de masse des quarks légers non-nulle sont
contenus dans le lagrangien effectif chiral, mais le traitement de la violation d’isospin d’origine
électromagnétique (différence de masse entre les mésons chargés et neutres) dans les réactions
semi-leptoniques nécessite une extension de la théorie des perturbations chirale. Le photon ainsi
que les leptons légers doivent étre inclus explicitement comme degrés de liberté. Nous avons donc
considéré les désintégrations Ky dans le cadre de la théorie des perturbations chirale basée sur un
lagrangien effectif dont les degrés de liberté ne sont pas uniquement les mésons pseudo-scalaires
mais aussi les leptons légers et le photon [62].

Il existe de nombreuses expériences de basse énergie et de haute précision sur ces désintégra-
tions comme E865 [13, 14|, Da®ne [15], Na48/2 [16] et KTeV [17], visant & mesurer ces modes
avec une précision jamais atteinte auparavant, grice & une augmentation considérable de la
statistique. L’exploitation de ces données de haute précision rend incontournable la nécessité de
controler d’'une maniére quantitative les effets "indésirables", parmi eux les corrections radiatives.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux effets des corrections électromagnétiques
pour les désintégrations Ky4. Deux types de contributions électromagnétiques sont & considérer.
Le premier type concerne les échanges de photons virtuels. Le second type, qui se traduit par des
contre-termes locaux, décrit la partie non-perturbative des interactions entre mésons et photons.
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Nous avons aussi considérées les effets de la brisure d’isospin. Ils proviennent de la différence
de masses entre les mésons chargés et neutres et générent des corrections proportionnelles & la
constante de structure fine a et de la différence entre les masses des quarks légers, m, — my.

Dans une premiére partie, nous nous sommes intéressé aux processus Ky, & ’ordre le plus bas.
Nous avons étudié les effets de la brisure d’isospin et de l’électromagnétisme dans les canaux
chargé (4.1), neutre (4.2) et mixte (4.3). Nous avons conclu que ces différents effets n’affectaient
que les canaux neutre et mixte de 'ordre de, respectivement, 8 % et -2 %. De plus, par com-
paraison avec les valeurs expérimentales des taux de désintégration, nous avons trouvé que pour
les canaux chargé, neutre et mixte respectivement, ’approximation en arbre ne représente que
39.2%, 42.7% et 55% du taux de désintégration mesuré expérimentalement (pour le mode élec-
tronique). Pour le mode muonique, la seule valeur expérimentale disponible étant celle du canal
chargé, approximation en arbre pour ce mode ne représente que 13.5% du taux de désintégration
mesuré expérimentalement. Le calcul en arbre n’étant pas suffisant pour expliquer les mesures
expérimentales, nous devons calculer les contributions & I’ordre d’une boucle en incluant les effets
des corrections radiatives (échange de photon virtuel) ainsi que les effets de la brisure d’isospin.

Dans une deuxiéme partie, nous donnons les expressions analytiques ultra-violette finies des
facteurs de forme F' et G associés a "amplitude du processus Ky dans le mode chargé (4.1). Les
divergences infra-rouge s’annulent au niveau des taux de désintégration lorsque l'on considére le
processus K4, ol un photon est émis avec une énergie inférieure a la sensibilité du détecteur,
puisque si le photon émis a une énergie inférieure & la résolution du détecteur, les désintégrations
radiatives et non-radiatives ne peuvent pas étre distinguées expérimentalement. Nous donnons
une analyse numérique des effets de la brisure d’isospin et des corrections électromagnétiques.
Nous avons trouvé que le calcul & I'ordre d’une boucle représente 75% de la valeur mesurée. La
correction & une boucle est du méme ordre de grandeur que la contribution de I'approximation en
arbre. Les effets des corrections radiatives sont de ’ordre de 0.9% tandis que ceux de la brisure
d’isospin sont de l’ordre de 1.6%.

Perspectives

Ce travail de thése doit étre complété par un traitement complet de la désintégration K.4,. Un
K4 avec un photon non-détecté n’est pas trés différent d'un Keyy. Diamant-Berger [45] a estimé
que le rapport des événements K4 sur les événements K4, pour des photons d’énergie supérieure
a 30 MeV'? était de

I'Kesy By >30Mev

~ 1.0 + 0.5%.
FK€4 !

Un générateur d’événements qui génére les 0, 1, n photons est 1'idéal pour un expérimentateur.
Ce générateur peut servir pour étudier les effets possibles sur ’acceptance dans le détecteur ainsi
que pour ’analyse des données. Les corrections aux facteurs de forme présentées dans ce travail
de thése sont une indication précieuse sur les effets possibles.

19Dans I'expérience de Diamant-Berger, le kaon avait une impulsion de 2.8 GeV. La valeur 30 MeV est calculée
dans le centre de masse du kaon.
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Chapitre 11

Formulaire
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11.1 Gammalogie
Wt = D
YA = (2- D) (11.1)

Y By = 4dp-q—(4—-Dp ¢

11.2 Intégrale & D dimensions

fe’e) T T 27
/qu:/ dppD_l/ dOD_l(siHGD_l)D_Q.../ d@gsinﬁg/ do,
0 0 0 0

Sachant que

" r()
df(sin )™ = /T ——2
/0 L(#52)
Alors
dD 2r 1 T D I'(s —r — D
/ e = o (MR r+s )D(s r-3) (11.2)
(2m)P (¢* + M?) (1672)D/4 I'(3)0(s)
11.3 La fonction Gamma
I'(z) = / dt *Lexp™® avec Re(z) >0 pour la convergence en 0.
0
2I'(z) = T'(2+1) — prolongement analytique pour Re(z) < 0. (11.3)
I'(n) = (n—1)! pour n entier
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||"f—\‘5 | |
| Y L T2]
I, | || | |
| | | | |
| | - At
I I l v
Une autre formule qui sera utile est
(-1 1 € 2 2 ’ 2
Dlen+e = — {E F U+ 1)+ 5[+ W) - W+ 1)] + O )} (g
Avec
I'(z)
\\J =
(Z) F(Z)
Un+1) = 1+ 1 4+ !
n - 2 n TE
/ m 2 1

Vin+1) = = - (1+ fracl2 +-~+ﬁ)

U(l) = —yp=~0.5772 (constante d’Euler)

11.4 Paramétrisation de Feynman

1 I'a —l— +an 1 -
n i=1

a1—1 an—1

T ad
11.5
(x1A1 4 ... xpAy)attan ( )

1 / I (11.6)
ab laz +b(1 — x))? '
1 2y
— = d d 11.7
abc / x/ y yltA+ (1 —2)B]+ (1 —y)C}3 (1L.7)
11.5 Formulaire d’intégrales - intégration par parties
On utilisera les résultats de [104]
Az + B A 9 aB —bA dx
—dx = —1 2b 11.8
/a:r2—|—2bx+cx 2a nClaz”+2bz +c) + a /aa:2—|—2bx+c (118)
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ar + b+ Vb — ac

ar +b
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Appendice A

Les constantes de structure de SU(3)

Les générateurs du groupe de symétrie SU (3) satisfont les relations de commutation suivantes
[Qabe] =4 fabc QC

Les constantes de structure f° sont totalement antisymétriques dans les indices. Les constantes
non nulles sont les suivantes:

fl23 -1

FUT g6 _ 25T _ 345 156 _ 367 _ 1

V3
458 _ 678 _ VO
e

Il existe des relations d’anticommutations associées aux matrices de Gell- Mann, qui sont une
base de l'algébre de Lie de SU(3)

4
X5} = 38 + 2di

Il apparait des facteurs totalement symétriques d;jz, dont les seuls non nuls sont

1
d118 = daog = d333 = —dggs = 7
1
dige = dis7 = —doa7 = dase = d3aa = d3s5 = —d3ze6 = —d377 = 3
1

dysg = dsss = dgeg = d77s = 7
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Appendice B

La cinématique

Dans le référentiel de repos (X k) du kaon qui se désintégre, nous avons

k=(Mk,0)  (p1+p2)=(\sz+P%LP)  (pe+p,)=(\/s0+P%—P)

avec

NV2(ME, 57, 80)
2M g

= |P|(1,0,0)

1Pl =

—

Dans le référentiel de repos (X)) de la paire de pions de I’état final

pr= (/M +p%p)  p2=(\/ M3+ p? —p)

p = |pl(cosf,sinb,,0)
|ﬁ| _ /\1/2(571'3M125M22)
2 /5x

La transformation de Lorentz de (3:) & (Xk): (Arx)*, doit étre telle que

MIQ(Jrsﬂfsg
\VSm 2M
0 A2 (M2 5,50)
(Ark) 0 = 2Mx
0 0
0
c’est-a-dire
MIQ{JrS-,r*S[ )\1/2(M12(787r,8k) 0 0
2MK~/5n 2Mx /5
A2(MP 57,50) M3 +sx—s¢ 0 0
ATrK = 2Mp\/Sx 2Mg\/Sx
0 0 1 0
0 0 0 1

Dans le référentiel de repos (X) de la paire de leptons de ’état final

pe=(\mi+ L2 L) p,=(m}i+L%-L)

I = S
2./5;
L = |L|(— cosfy,sinby,0)
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La transformation de Lorentz de (X¢) & (Zk) : (Aex)*, doit étre un boost suivi d’une rotation d’angle
—¢ autour de l'axe Oz, telle que

M12{+S(—Sﬂ.
< T
_ 2 UMk,Sm,Se)
(Aerc) 0 = M
0
0 0
c’est-a-dire
My +se—sx AY/2(ME 5x,80)
10 0 0 T — =y 0 0
A 01 0 0 NP sy Mbee 0 0
= 0 0 cos¢ sing 2Mr /50 2Mr /50
0 0 —si . 0 0 10
—sing cos¢ 0 0 01
Mitsp—se  _ N/2(Mf.sn,50) 0 0
2 M \/5¢ IM 5 /50
_)\1/2(MI2<,SW,S@) M[2(+S£737r 0 0
= 2Mk \/5¢ 2Mx /3¢
0 0 cos¢ sing
0 0 —sing cos¢

Dans le référentiel (X ), toutes les impulsions s’écrivent

k" = (Mk,0,0,0)

pllt - m ((MIQ{ + Sx — S[)(Sﬂ- =+ ]\412 - MQQ) + Al/Q(MIQ{a Sﬂvsf)Al/Q(SﬂavaMQQ) COSG,T,
N2(MZ sp,50) (80 + ME— M3Z) + N2 (80, M, M3)(MZ + 55 — 5¢) cos Oy,
2M ¢ /5o A2 (50, ME, M3) sin9,r,0)

pg = 4M1{S7r ((MIQ{ + 85— S[)(Sﬂ- + ]\422 - M]_Q) - Al/Q(MIQ{a Sty SZ)Al/Q(STU M127 M22) Cos 0#;
Al/Q(Mlg{v Sn, Sf)(sﬂ + M22 - M]_Q) - /\1/2(57Ta M125 M22)(M12( +8x — Sz) COs 0#;
O M JEAY2 (57, M2, M2) sin 6, 0)

Alors nous déduisons les produits scalaires invariants de Lorentz suivant

(p1+p2)* = sr (=P?)
(p1 —p2)2 _ (M12 ;M22)2 . A(SW7J;4127M22) (= Qz)
(p1+p2)(p1 —p2) = MP—M; (=PQ)
(+p)(k—pr—ps) = S(ME — sz —5) (= PL)
(p1 —p2)(k—p1 —p2) = W(M% — Sx—S¢) + )\1/2(8”’ M, Mgi)\lﬂ(Mf(, Sr,50) cos 0.
(=QL)

De plus, nous obtenons pour les impulsions leptoniques

Py = m ((MIQ( + 80— 87) (s8¢0 +m2) + /\1/2(M12(7 Sy 80) (8¢ — m?) cos Oy,

AV (ME, 55,50) (50 +m2) — (50 — m2)(MZ + 50 — 8) cos g,
2Micy/57(s¢ — m3) cos ¢sin b, ~2Mc/5i(se — m?) sin dsin 6
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P = o (M3 + 50— sa)(se = m3) = NV2(MZ, sz, 50) (50 — m?) cos O,
“AV2(MZ sp,s0)(se —m2) + (s — m2)(M% + s¢ — sr) cos Oy,
—2Mp\/57(s¢ — m2) cos ¢sin By, 2Mic\/57(s¢ — m2) sin ¢ sin ag)

Alors
(pE + pw)z
(pf - pue)2 -
(pZ +pw)(p€ - pw)
(k — Pe _pw)(pﬁ _pw) =

(p1 —p2)(pe —pvy) =

€uvpe LF NV PPQ7 =

s¢ (= L%
2m3 — s, (= N?)
m; (= LN)

2 2
my a2 my
M s, — 1
PL (M} —5q = 50) + (1=

20172 2
my (M7 — M3) o
A St Wi 2T P

25,50 (Mj — s 5¢)

2

25,8y

_|_

(M? — M3)(se — m?)/\l/Q(

28,8y

A2 (5w, M7, M3) (s — mi)

28,S¢

_)‘1/2(5777 M127 M%)(Sf — m%)

st
co123 [(p1 +p2)°(Pe + pv)' — (p1 + p2)* (pe + pv)°]
x[(pe — pu)?(p1 — p2)* = (pe — o) (p1 — p2)?]

CA2(ME sa,
2
(=< LNPQ >)

Sz)

127

T

M2 (s, ME, M3)
Se

Sn

1

M3, 55,50) cos B

2
_ My

S¢

1
)5)\1/2(MI2(, Sx,80)cosy (= PN)

cos 8, cos 9@(M§< — Sx — Syp)

sinf@, sinf,cos ¢ (= QN)

) sin @ sin 0y sin ¢
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Appendice C

Les fonctions

C.1 La fonction & un point

aPq  {1,¢",¢"}
(27T)D (p— q)2 — M2 + e

{A, A", AL (M?) = —w‘l—D/

1¢=2 et donc converge si D < 2.

Cette intégrale se comporte comme [ dg q°-
On remplace les intégrales en quatre dimensions par des intégrales en dimension D = 4 — € quelconque.
On cherche dans quel domaine de D cette intégrale converge, puis on fait le prolongement analytique vers
D =4, D étant une variable continue.

L’intégrale & D dimensions se décompose comme dq’dP®~'7¢ . L’intégrale sur ¢° est de —co & +oo. La
premiére étape consiste a faire une rotation de Wick pour remplacer l'intégration sur ’axe réel par
Pintégration sur l'axe imaginaire, car on ne rencontre pas de pole lorsque l'on fait la rotation de Wick.
Ainsi, nous obtenons les transformations suivantes

——» contour initial d’intégration

t —»—p contour final d’intégration

® position des poéles

# = £(/TTT i1

- R
&
4" ....¢" " —  §(id%q"....q°") (C.1)
q2 _ _q?

d°¢ —  idPg
La fonction & un point s’écrit & présent (aprés changement de variable ¢ — p — ¢) comme

A(MQ) _ —/,L4_D/ qu 1

@2m)” (p—q)* + M?
On utilise la formule (11.2) et on trouve

4-D (MQ)%_l D
2

A(M?) = —p (1672)D7 rt-=)
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Sachant que D = 4 — ¢, nous réécrivons la formule précédente comme

M? dmp?N\e/2_ e
Ay = - M Ay ey
D’aprés la relation (11.4), nous trouvons
M? 2 M?
2 _
AM?) = —IW{ o lbe - In(dm) + —l—(’)(e)}.
Nous écrirons par la suite la fonction & un point comme
AM?) = —2M?\ — pyr
M? M?
= S — 1 _
Hu 1672 12
1 1 1
A= —{———1 Am) +1— }
G2 \D 1 zlmm 1]
Remarque:
La limite suivante sera utilisée dans le calcul de certains diagrammes
LA - AMZ) AP 1
Mi—M; A2 02 T M2 16n2
C.2 La fonction & deux points
2.1 La fonction scalaire
dPq 1
B(p; M}, M3) = —i 4*D/
ML) == | P @ — MR — a7 — M3

Aprés paramétrisation de Feynman (11.6), nous obtenons

qu 1 1
B(p; M2, M3) = _iM4D/W/c) dxl/o dzod(1l — [z1 + z2])

X
x1(q? — M7?) 4 x2[(p — q)? — M3]

(
_ o [ 4P [ !
= T / /od [(¢? —Mz)w+[(p 9)? = M3](1 - )]

- [l /dDN =

R*> = MZ(1-z)+ Mz —2p’(1 —2)

¢ = q—p(1-2)

Aprés rotation de Wick (C.1) et utilisation de la formule (11.2), nous obtenons

B(p; M7, M3) )e/zf(2) (Rgl)e/g-
L’utilisation de la formule (11.4) donne
1 R2
B(p; ME, M3) = 1671'2{ +1I"(1) 4 In(4n) —/0 dxIn F}

Il nous reste a évaluer I'intégrale

1 2 2 2
Ms(1 —a +MJ7—17 1 T
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L’argument du logarithme posséde deux racines

—MQ—MQ—QZE)\l/Q
v = —M ;pg“ (©.7)

A= ANME M p?) = MY+ My + p* — 2M7 M3 — 2M7p® — 2M3p? (C.8)

La fonction A\(ME, M3, p?) est la fonction de Kéllén?0. Plusieurs cas particuliers sont & noter

2\ 2
B g = A0 A 0R)

M} — M3
A(M?) 1
A2 a2y _
BO; M=, M=) = e = (C.9)
A(m?) 1
e 2 2 _
B(m;mZ,m®) = 3 + 62 (C.10)
A(m?)
. 2 _ 2 —
B(0;0,m*) = B(0;m*,0)= 2
La fonction & deux points peut étre décomposée en une partie finie et le pole, comme
B(p; M}, M3) = Blp; Mi, M3) + B(0; M, M3)
— A(M?) — A(M?2
— Bz, 03) + 2D AN (1)

AND
A1y = M? — M2
avet A1y = 1 5.

2.2 Structure analytique de la fonction scalaire

En général, les propriétés analytiques d’une intégrale de Feynman sont trop compliquées pour étre étudiées
par une intégration explicite. Si une singularité approche le contour d’intégration et si le contour peut
étre déformé pour ’éviter, alors l'intégrale reste analytique.

La fonction a deux points (C.6) a des singularités. Réécrivons cette intégrale de fagon plus générale
comme

D 1 1
B(p*; M7, M3) = —i/,L4_D/ d qD/ da:l/ dx26(1 — [x1 + x2])
(2m)” Jo 0

1

1 (pr — q)2 — MZ] + 5[(ps — q)° — MZ]

(C.12)

ou dans notre cas de figure, p; =0 et ps =p.

Nous constatons que des singularités apparaissent lorsque le dénominateur de l'intégrand s’annule, c’est-
a-dire

(pi—q)?—M2=0 ou 2;,=0 i=1,2.

D’autres singularités apparaissent lorsque le dénominateur de l'intégrand ne dépend pas explicitement de
q

2 2
83 Z zi[(pi —q)* — M) =0 cest-a-dire le(pl —q)=0
13 i=1

Aprés paramétrisation de Feynman et rotation de Wick, nous avons obtenu la formulation compacte
suivante pour la fonction & deux points

B(p; M}, M2) = i{g+P’(1)+1n(4w)—/1dx1nR—2}
e T 0 w2’
R* = M3(1—2)+ Mz —ap*(1 —2)

i = q-p(1-u)

20X\ (a,b,¢) = a® +b> + ¢® — 2a.b — 2a.c — 2b.c
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En terme de R?, les équations qui déterminent les singularités sont données par les équations de Landau
(§ The Landau equations dans [105] et § Landau equations dans [106])

R2=0 et { ou
9 p2 _
3 =0
En appliquant ces équations 4 la fonction & deux points nous trouvons la solution

1 2 2 2
o = 2—p2(p _Ml +M2)

Pour trouver les valeurs de p qui sont singuliéres, nous calculons R?(xq) = 0. Ce qui donne la relation
discriminant de R? = A\(MZ, MZ,p?) = 0.
Les solutions & cette équation donnent les singularités de la fonction a deux points en

pg = (Ml :|:M2)2

A(ME, M3, p?)

@ .\ III a II III b

2 2
(M3, = 3
(My 4+ Mg)2
MZ 4 M3

‘(M1 = V2)2

FIGURE C.1: Graphe représentant le discriminant de 1’argument R? du logarithme dans la fonction &
deux points. On voit apparaitre trois zones dans lesquelles il va falloir calculer la fonction
4 deux points.

La région II

Dans cette région, le discriminant de I’argument du logarithme dans la fonction & deux points est négatif
donc R? n’y posséde pas de racines. On peut donc directement intégrer par parties

0 2 o

u? p2x? + (M2 — M2 — p?)x + M3
Nous utilisons le résultat (11.8) et le fait que arctan(—z) = — arctan(z) pour obtenir
1 2 2 2 2 _ 2 2 2
R M Mi — Mz — M
0 Iz p 2p p? M;

1 24 M2 - M2 2 M2 M2
+—1/ MM, M3, p?) x {arctan bt A 2_ 4 arctan —2 it M }
p —)\(M%,Mg,}ﬁ) —/\(Mlg, M22,p2)
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D’aprés la formule (C.3), nous remplacons les expressions

1 M2 A(M?)
_ M- Linar + 141
1672 2 M2 167r2{ +glndm + 1+ (D)

Nous trouvons finalement que

one 1 p?4+ M2— M2AME)  p?— M2+ M2 A(M?2
B(pQ,MIQ,Mg)Z II _ 1 2 ( 1)+ 1 2 ( 2)

1672 2p2 M? 2p? M3
1 1 2 M2 _ M2 2 _ M2 M2
——— —/\(Mf,MQQ,pQ){arctan Pt M 2 _ + arctan P it }
1672 p —A(M?, M3, p?) —AMM?, M3, p?)

Les régions I et III

Dans ces deux régions, le discriminant de ’argument du logarithme dans la fonction & deux points est
positif. Cela signifie que ’argument du logarithme posséde deux racines (C.7). Il nous faut maintenant
connaitre la position de ces racines par rapport au domaine d’intégration.

Sachant que

R*(z) = po—a4)(r—a),

nous constatons que le signe de p? va étre concluant quant a la position des racines = et x_ par rapport
aux bornes [0, 1] de l'intégration. Nous remarquons que R?(0) = M3 et R*(1) = M?.

Ra) = p’le? — (os + 3 )0 +0p0]
2

aRa () = 0 pour %:Lﬁ;x*
€T

R) = ()

Le graphe de R?*(z) et 'utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires pour les domaines [0, z,)] et
[0, 1] nous donne les deux cas suivants:

zone I: p? <0
Les racines x4 et x_ sont en dehors du domaine d’intégration. On peut intégrer directement en décom-
posant le logarithme. Ainsi la fonction & deux points prend la forme
1 21—z )1 —2_
L P—a)(i-)

2
B(p* M?,M3) = W{E+F’(l)+ln(4w)+2 o

1 1
In(1 — — _In(1 - —
e (= ) o o )}

On remplace les racines par leurs expressions.

2 2 2 1 2 / M12

—(M2 — M2 —p®) +VX In | —p2—M12+M§+fA]

+

2p? —(M2 - M2 —p2) +V
+—(M12—M§—p2)—\5 In | p2+M12—M§+\/X} }
2p° (M? — M3 —p?) + VA

Aprés simplifications, nous obtenons

1 2 M2 1. M?

2. 2 2 _ = / _ e 1

B(p* M}, M) = 16F2{6+r<>+ln<47r>+2 =2 -3
g TN TR N - (M - M3

133



D’aprés la relation (C.3), nous pouvons faire apparaitre les fonctions & un point dans le résultat de la
fonction & deux points

Lo A 1 M3 1 MP- M3 M3

B(p2: M2. M2)Zone 1 _ In—=%+—5—-—"Ih—=5
(p™; MY, M) T6m2 M2 RETT Uz T M
1 VA 2= V)2 = (ME - M3)?
2\/_;1n[(29 V)? — (M 5) ] (C.13)
1672 2p (p? + \/X)2 — (M2 — M2)?

— a(p?)

zone III: p? >0
Les racines font partie du domaine d’intégration. Il va falloir faire un développement analytique de la
formule (C.13). Soit a(p?) argument du logarithme dans cette formule.

(r* = VA)? — (M} — M3)°

S PR VT T
A= [pP— (M — My)?|[p® — (M) + Ma)?]

Nous devons évaluer a(p? + i€). C’est un développement limité.

da(p*) 8M7 M3

op? (p? — M7 — M3+ VA)2VX

—> 0 dans les régions (I) et (III) ou le discriminant est positif.
Le signe de cette dérivée nous donne la prescription +ie. Ainsi, nous pouvons conclure que

a(p? +ie) = a(p?)—ie.
Finalement,

nf{a(p” +ie)} = lim {Infa(p®)—ie]}
= Infa(p?)| + imO[—a(p?)] sg (—€) + 2im Ola(p?)] [1 — O(—¢)]

Il nous faut le signe de a(p?) pour conclure. On a déja trouvé que la dérivée de a(p?) était strictement
négative. Donc a(p?) décroit. De plus, on trouve facilement que

lim a(p?) = 0F
p?—-+oo
M2+ M2 + |M? — M2
lm a(p?) = LM E MM
p2—0 Ml +M2 _|M1 —M2|
Alors, il reste
In{a(p® +ie)} = Ina(p?) + 2ir

La fonction & deux points dans les régions 0 < p* < (M; — M)? et p* > (M; + M2)? est

1 AMZ) 1 ME 1 MEP-MZ. M}
B 2'M2 M2 Zone I11 — 2 1 2 1 2 1 2
(07 M, M) 62 T M2 T3 A2 T3 2 A
L VA (0 VAP
5 5 n
1672 2p2 (p2 + V)2 — (M? — M3)?

] +2ir |
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2.3 L’intégrale vectorielle

B (p; M2, MZ) = —ip" / T ~ (C.14)
b 2m)? (¢® — MP)[(p — q)* — M3]
Par invariance de Lorentz nous obtenons la décomposition suivante
B'(p; Mi, M3) = p"Bi(p; M{, M3). (C.15)
Lorsque l'on contracte (C.15) par p,, nous obtenons la relation
—2p?Bi(p; MP, M3) = A(M}) — A(M3) — (p* + Av2) B(p; M7, M3). (C.16)
D’aprés (C.11),
Ao — A(M?) — A(M2
2Bup M2 M) = (14 B aaf) + SR A0 (©17)
12
Les cas particuliers suivants peuvent étre utiles
1
Bi(p; M?,M?) = SB(p; M?, M?)
A(M?)
. 2 _
Bl (M7 07 M ) - 2M2
2.4 L’intégrale tensorielle
dPq q"q”
BM (p; M?, M3) = —iu4‘D/ C.18
(ps My, My) (2m)” (¢ — M?)[(p — @)* — M3] (©19)
Par invariance de Lorentz nous obtenons la décomposition suivante
B (p; MY, M3) = p"p"Bu(p; M7, M3) + 0™ Boo(p; M7, M3). (C.19)

Cette fois, nous allons contracter (C.19) par p,p, et 1,,. Nous obtiendrons un systéme de deux équations
a deux inconnues (les fonctions recherchées). Nous utiliserons le résultat

77;11/77#1/ = D,
puisque nous travaillons & D dimensions. En utilisant la relation (C.16), le systéme & résoudre devient
1 1 3p?+ A
(D-1)Bo = M}~ 50" + Aw)]B + 25 (07 + M) AME) + [1 - =] A(MS)
4p 4p 4p
D D 3p?+ A
(D-Dp*Bi = [507+212)7 = MYIB = (0% + M) AM?) + [~1 + =2 ]A(M3)
4p 4p 4p
Nous remplagons B par la formulation (C.11). D’aprés (C.3) avec ¢ = 4 — D, nous obtenons
1 1 2 M?
——AM?*) = Z[AMH+Z—
514 lAMM) + 3 75],
D oy 4 oy 1 M?
p_1A) = A+ g5
Les résultats sont alors
1 — 1
12Boo(p; M7, M3) = —E/\(pg,MiMzz)B(p; M}, M3) — Tﬁg(pz —3%12)
A(M? A(M3
- sz - ) A e a0 (o)
A12 A12
1 —
3p2311(p; M127 M22) = FP‘(Z’Q, M127 M22) + 3p2M12]B(p§ M12a M22) + 9672 (p2 —3%12)
A(M? A(M3
2 - ) A p ) AL (C.21)
A AP

avec Y12 = M? + M3.
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C.3 La fonction a trois points

3.1 L’intégrale scalaire
La fonction & trois points est définie comme

dD :4—D

—ip
Cpl,pg,O;MQ,MQ,mQ = / (C.22)
( b Mzm) (2 (@ —m3) (o1 — 07 — D3] (o2 — 47— M]]
Dans la suite, nous ne donnerons pas de masse au photon mi = 0 et c’est la dimension D qui sera le
paramétre de la régularisation [30, 107]
D = 4+4¢;, avec €, >0.

Avec la parameétrisation de Feynman (11.7) ou

A = (p—q?—- M,

B = (p2—q)?®—M;,

C = ¢,

et le changement de variable ¢ — y[zp; + (1 — z)p2] — ¢, nous obtenons

/ /dyq—m

R* = ?[2%p]+ (1—2)°p3 + 2x(1 — 2)p1 - pa] — ylz(pT — M) + (1 — 2)(p3 — M3)].

C(p1,p2, 0; M2, M2,0) = —ipt=P /

avec

Aprés rotation de Wick et utilisation de la formule d’intégration & D dimensions (11.2), la fonction &
trois points s’écrit en fonction de ¢;. comme

1
C(p1,p2,0; M7, M3,0) = — (4mp?)~

()2 T(1— eﬁ da:/ dy—————— R2 . (C.23)

La fonction & trois points a été calculée par t Hooft et Veltman dans [93].

3.2 Comportement infra-rouge

On peut réécrire R? comme un polynéme en y
R* = f(z)y®—g(2)y,

Avec cette notation,

1 1 cir
y 1 i X g9(z)
dy Sir ir / dy ir ou Yo = .
/0 (RO fle)' =2 o T(y—w.) 2 f(z)

On remarque que lorsque p? = M? et p2 = M3, alors y, = 0 et donc il reste & évaluer

On retrouve le comportement divergent infra-rouge en —=.
r
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3.3 Calcul de la partie infra-rouge

Nous nous intéressons au comportement en Inm?. Pour cela, nous laisserons au photon une masse m.,. En
¢ = mg, il n’y a pas de probléme tant qu’on n’est pas sur couche de masse. Les divergences apparaissent
lorsque

pl—-M?=0 et p3—M;i=0 (C.24)

et lintégrale (C.23) devient lorsque D = 4
1 1 Ly
2 A2 2
O(plap2507M15M2am'y) - _W/O dm/() dyﬁa

avec, lorsque p? = M? et p3 = M3,

R* = yP[2® M7 + (1 —2)° M3 + 22(1 — 2)py - po] + (1 — y)m?
= fl@)+ 1 —-y)m2.

L’intégration selon la variable y donne

. o N f@) mE 1
Clonmm 02 08.m) =~z [ o T+ 7 [l ]

Le premier terme donne les contributions & In m%, ainsi

1 ! 1
IR . 2 2 2 _ 2
C™(p1,p2,0; M3, My, m7) = 327r2/0 dx—f(x) Inms3,. (C.25)
On a
fx) = psa® —x(p3 — Aw2) + M3 avec p3; = (p2 —p1)°

Ph(e —ay)(@ —a-)

avec T4 = 2_17137 [p3, — A2 £ Al/Q(pglaMfaMgﬂ-

On peut maintenant décomposer l'intégrale (C.25) en éléments simples et nous obtenons

1 1 l—az_  x
C™(p1,p2, 0; M, MZ,0) = — In( )(F5) Inm?.
e 32m2 AV2(p2 M2, M2) ‘1 —xy a Y
En utilisant
Py = MP+ M3 —2pi-p,
)\(pglvavMQQ) = 4[(p1 'p2)2 _M12M22}7
on trouve que
(1—$—)x_+ — pl'p2—\/(p1'p2)2—M12M22
1-zy o pr-p2 +/(p1 - p2)® — MPM3
Finalement, la contribution infra-rouge & la fonction & trois points se résume &
1 In m?2 D — D2 — MEMZ
C™®(py, p2, 0; M?, M3,0) = ———; L {2 Vi p2)* — i 21
64m \/(p1 -p2)? — M{ M

p1 'p2+\/(p1 -p2)? — M M3

Nous noterons cette contribution de la facon suivante

1
CIR(p17p27O;M127M2270) = _WT@LP?;MDM?) lnmia (026)
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avec

T(p17p27M17M2) =

1 ln{Pl'p2—\/(P1'P2)2—M12M22} (C.27)
V(p1-p2)? = MIM3Z  \py-pa++/(p1-p2)? — MPM3

Remarque:
Nous pouvons retrouver ce résultat en donnant une masse nulle au photon et en travaillant cette fois &
D = 4 + ¢;, dimensions, qui sera le paramétre de régularisation. On repart de la formule (C.23) avec
p? = M? et p3 = M3. On intégre sur y et on ne garde que les termes en %, qui représentent la divergence
infra-rouge.

1 ‘ €y 11 1

C(p1,p2,0; M2, M2,0) = ——— (4mp?) " 01 — 2)— [ dp——,

(1, p2: O: M, M3, 0) = =g (mn) =2 T = 502 | e =
avec f(z) = 2> M+ (1 — x)> M3 + 22(1 — 2)p1 - po

Nous allons isoler la partie infra-rouge de cette intégrale.

1 €i €. 1 1 1+ % 1Inf(2)
:M3E, M? = ——[1-ZIn(4 2I‘l—ﬁ—/al27.
C(plap2a07 1> 270) (47‘[’)2[ 9 Il( T )] ( 9 )Eir 0 £ f(a:)
D’apreés les formules (11.3) et (11.4), nous avons
2 .2
Ciry OB Gt Ty
(1 2)_1+ew2+8(3+ )+

La contribution au comportement infra-rouge de la fonction & trois point est alors

R R |
C™ (p1,pa, 0; M2, M2,0) = ———/ de——. C.28
(pl b2 1 2 ) 1672 eir Jo f(;v) ( )
En comparant ce résultat a (C.25), nous trouvons que la contribution a la divergence infra-rouge de la
forme In m% correspond, dans le schéma de régularisation dimensionnelle, & la contribution infra-rouge
_2

€

3.4 L’intégrale vectorielle

C*(p1,pa,0; M7, M3, m?) = / quD Z
2m)P (g2 = m?) [(p1 — @)% — M7] [(p2 — q)? — MJ]
= p} Cr+ph Co (C.29)
Py = (2-m)°
d = m? — M12 —|—p%
dy = m2 - M22 +p§
AP31,01,03) = P +D1+ s — 203,07 — 203,05 — 2pip3

Lorsque 'on contracte (C.29) par p/ et py, on obtient un systéme qui une fois résolu nous donne les
résultats suivants

2
Ci(p1,p2, 0; M7, M3, m?) = W{pl'pQ{B(pzl;M;LQ,MQQ)—B(p%;WQ,Mf)
51,P1, P2

+ dQO(p17p27 07 M127 M227m2):| _p% |:B(p217 M]_27 MQQ) - B(p%7m25 M12)

+ dlc(p17p270;M127M227m2):|}
2
Co(p1,pa, 0; M7, M3, m?) = ﬁ{pl'pQ{B(pQMMlz,MQz)_B(p%§m2aM12)
)\(p217p17p2)

+ diC(p,pa, 0; ME, ME,m?)| = 2| B(par; M2, M3) = B(plim?, M)

+ dQO(p17p27O;M127M227m2):|}
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3.5 L’intégrale tensorielle

La fonction tensorielle est obtenue de la méme maniére que précédemment. Par décomposition de Lorentz,
nous décrivons cette fonction & I'aide de quatre fonctions scalaires.

CM (p1, p2,0; ME, M2, m?) = / quD q"q”
(2m)” (¢ = m?) [(p1 — @) = M7] [(p2 — @) — M3]
= pipl Cui+phpy Coo + (PP +phpy) Crz + 1" Coo  (C.30)
e = (p2—m)°
di = m’— M} +p;
dy = m*—M;j+p;
AP P2 p2) = i+ pt 4 pd — 2307 — 2p2,p2 — 2pp2

avec

/\(pgl,pf,pi) Ci1

2p% /\(pgl ’ p%ap%) 022

2/\(19%1;19%;]9%) Ci2

4 C()O

+

_|_

+ o+

_|_

2m2pgc(plap270;M127M227m2)
(2p1 - p2 da — 3p3 d1) Ci(p1,pa, 0; M7, M3, m?)
p5 da Ca(p1,p2,0; M7, M3, m?) — 2p1 - pa Bi(pT;m?, M7)

1
2(p3 — p1 - p2) Bi(p3y; M7, M3) — (p3 — 2p1 - p2) B(p3y; M7, M3) + p3

1672

4m2p%p30(p1,p2,0;M12,M22,m2)

[4p2{p1 “p2 dy — (A(pgl,p?,pg) + 4pips, + 6p2{p§)d1}01 (p1, p2, 0; M7, M3, m?)
(A(pippipi) - 2p?p§)d2 Ca(p1,p2, 0; M7, M3, m?)

Apip1 - pa Ba(pt;m*, M7) — 2(19?(293 +p51) — (P —p§1)2) Bi(p3,; M7, M3)

1
(vt — (03 — P30 + 203} Blvhys M7, M) + 290} —

—4py - pam>C(p1, pa, 0; M7, M3, m?)
(691 - p2ds — 4p3ds ) 1 (pr, p2, 03 M7, M, m?)
2p1 ' p2d202(p17p27 0; M127 M227 m2) + 2(]9% - p% +p%1)Bl(pgl7 M127 M22)

1
ApIB1(p};m?, M7) + ( — 3pT + p3 — p31) B(p3; M7, M3) — 2p1 - po——

1672
ZmQC(plaPQa 07 M12) M225 m2) - dl Ol(p17p27 07 M127 M227m2)
1
d2 CZ(plaPQa 07 M12) M22) m2) + B(pgla M12) M22) + 1672 (031)

C.4 La fonction a quatre points

4.1 L’intégrale scalaire

La fonction & quatre points scalaire est la plus compliquée des intégrales & une boucle. Wu [35] ’a ex-
primée sous la forme de 192 dilogarithmes. 't Hooft et Veltman [93] ont donné un résultat contenant
seulement 48 dilogarithmes. Denner, Nierste et Scharf [108] ont fait une étude générale de la fonction &
quatre points scalaire, ol le résultat est donné en fonction de 16 dilogarithmes.

Nous considérons l'intégrale scalaire suivante

= —i/%woplpwg}—l (C.32)
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Nous avons & calculer trois expressions de la forme (C.32) qui apparaissent dans nos calculs. Il s’agit de
{(@® =m2) [(k—q)® = MZ:] [(pe —a) —m{)[(k —p+ —p— —q)° = Mp2]} !

{(@® =m3) [(p+ +a)* = ME+] [(pe—q) = m{)[(k —ps —p- —q)® = M)} (C.33)
{(@® =m2) [(p- +9)* = Mi+] [(pe—q) —m{)[(k —py —p- —q)® = M)}

c’est-a-dire,

=
1

D0:q2_mf2ya -D?:(p_Q)2_m27
Dy =(pe—q)—mj, Ds=(L—q)>—M;,,
avec
p? =m?, les couples (p, m) étant (k,My=+), (-p,M,+) ou (-p_, M =)
2_ 2
Py =My,
L2 = Sy

2 (p—p)® et Q2= (p— L)

nous utiliserons la méthode employée par Beenakker et Denner dans [94], qui nous permet de calculer

<

(D1)
coupure
—De m L—pe=po
q T e
() S g Lo [V (Dy)
PT4q
p p—L=K
(D2)

FiGure C.2: Schéma diagrammatique de l’intégrale scalaire & quatre points.

la partie imaginaire de I’intégrale scalaire par application des régles de Cutkosky [109]. Puis, le résultat
complet de l'intégrale est obtenu en utilisant la technique des relations de dispersion [110].
Dans un premier temps, les régles de Cutkosky donnent

0_ .0 N2 2 0_ 0 2 2
Im(D) = % /d4 O(q pe)i((pe 2(1) ‘ mz)@(z; q )25((19 —9)" —m?) (C.34)
8 (¢ —m2 +ie)[(L — q)* — M}, — i€]
Nous faisons le changement de variable: ¢ — py — ¢
0§(a? — m2 0 _ 00— g0 — 1y — )2 — m2
Im(D) = — /d4 0(¢°)é(q TZz)G(IQ? P —d°) (gp pe =) —m?) (C.35)
8 [(q +pe)? —m2 +iel[(py — q)* — M}, — i€l
On note: p — py = r. Il est intéressant de se placer dans le référentiel de Lorentz tel que
r=0%7T=0) (C.36)
Dans ce cas,
S[(r—q)> =m? = O[r*+¢*—2r-q—m?

= o5 +a* -2 ¢ —m?
La distribution 6(¢?> — m?2) implique que ¢*> =m?2 ou g2 = ¢%+m? = E% et ainsi, nous obtenons

S[(r—q)? —m?] = org +mi —2r"-¢° —m?]
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Alors,

0\s/2 2 0 0\s(2 2 .2 50,0
Im(D)—i/d‘l O(q")d(q my)O(r q°)o(rg +m; —m 2r? - ¢")

82 [(q + pe)? —m2 +i€][(p, — q)? — M7, — ie]
Nous avons
¢ —mi=q5—q° —mi=q3 — E> .
Donc,

1
0(q* = mi) = d(a5 — %) = 5= 10(¢" = Bp) +8(¢” + )] -
l

Comme d’aprés O(¢"), nous avons ¢° > 0 alors

1
5(¢2 —m?2) = E&(qo - E5) avec B =/ q?+m} .
]

Alors,

Im(D)

1 / 4 (a5 — E3)O(° —¢")8(r§ +mj —m® — 20 - ¢°)
“ 82 ) C 2B (g po)? — m2 + iel(py — a) — M2 — ie]

L’intégration sur la premiére distribution § nous méne &

1 / o O(r’ — E)d(rg +mi —m?* — 2r°E4)

Im(D) = — - -
D) =52 | C U g oo — 2 v idlp, —aF — s —id]

avec qo dans le dénominateur donné par

Qo =FE;=1/q?+mj .

La distribution ¢ restante donne en s’aidant de la relation (C.40)
Gt - = AR = (7 )

On extrait ainsi la valeur de || ||,

1
||?|| = Z_MAl/Q(r27m?7m2)
A2 mim?) = [r? = (me —m)*|[r? — (me +m)?]

On exprime I’élément d’intégration comme
d°q =q*d||q|d?
et avec 'aide des relations (C.40) et (C.41), nous obtenons
1
P37 = 2—mA1/2(r2,m§,m2)E7dE7dQ

La distribution § restante s’écrit
1
5(r* +m? —m? — 2r0E) = 6{—2ro[E; — 2—(7“2 +mj —m?)]}
To

1

T (12 + m? — m?)]

2rg
On obtient ainsi, d’aprés les relations (C.44) et (C.41)
1 )\1/2(r2,m§,m2)

Im(D) = i ) O[r? — (my +m)?]
1

. /dQ[(q +pe)? = m2 +i€][(p, — q)? — M7 —i€]
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(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)



1
@0 = Ey= %(7’2+m§—m2)

1
||?|| 2—7.0)\1/2(7"2,771%,7712)

Dans le dénominateur, il apparait des produits scalaires
& évaluer. Nous utiliserons les coordonnées polaires

7 = (I1TlIsinbcos, |7 sinfsin o, || 7| cos)
|
| Py = (||p7||sin92005¢2,||p7||sin9251n¢2,||p7||00592)
|
S - b = (005
35 N~ |
N |
o \ . ! On obtient les résultats suivants
|
pv-q = |poll [Id]|[cos 8 cos By + sin §sin Oy cos(® — Py)]
— = — —
pi- ¢ = |lpell ['q]| cos®

Sachant que r = p — py = (0, 6)), nous avons 7’ = p° — p et 0 =7 — s, alors

2

P> = pl —m]

2

m* = (" +pp)? = (pp —mj)

On en déduit les relations
1
P = —270(7“2 +mi —m?)
1
||]7€>|| = ﬁ)‘l/2(727m%7m2)

Il nous faut aussi les informations sur le neutrino. En utilisant r = p —py = Q@ +p, = (ro, 6)), nous avons

o= Q%+l
— —
0 = Q+p
On en déduit comme précédemment
1
Bo= Il = 5507 - Q)

Le calcul de la quantité s, = (pg + p,)?, nous donne la relation

Sp — m?
r2 — ()2
Et les deux propagateurs apparaissant dans la formule (C.45) s’écrivent & présent

1
(g+p0)* =mi +ie = —oZA2(% mE,m?)(1+ cos) —m3 +ie

—/\1/2(r2, mZ,m?) cosfy = r24+mi—m?>+ 2r?

. o
(pv = 9)* = M —ie = mj = M —ie = 55 (r* = Q*)(r* + mi —m?)

1
+—2 5 (12 — QHNY2(r2, m2, m?)[cos O cos B3 + sin 0 sin By cos(® — By)
,

Conclusion: La formule (C.45) devient

1 )\1/2(r2,m§,m2)
Im(D) = G 2

/dQ{(a+bcos@)(A+Bcos€+C’sin900s(¢’ - (PQ))}

O[r? — (me+m)?] x J

J

142



Avec la paramétrisation suivante

= _2_7142“7’2’7”@77”2) —m +ie

b = —#A(ﬁ,m?,m?)

A = —#(73_Q2)(T2+m§_m2)+m§_MI2(i_ie

B = 2_713( 2 _ Qg))‘lm(rz,m?,mQ)coseg

Cc = 2_713(702 —Q)AV2(r2, m2, m?) sin 6
—>\1/2(7“2,m§,m2) cosy = r2+m? _m2+2r2ig:g§

dQ = d(cos0)d(® — Do)

On utilise le résultat général suivant

g 2_7rhl aA—bB+ VX
VX \ad-bB-VX
X = (aA—0bB)* - (a*® - V*)(A* - B* - (C?)

Aprés avoir négligé m., tant que cela était possible, nous obtenons la formule évaluée dans ([94])

1 1 1
I D frng _ 2 . 2
m(D) 167 50 — M2 Al/Q(TQ,m?’mQ)(“)[T’ (mg +m)*|

X{ZIH(M)—F 3 ln(a:—xpﬂ)—21n(33—1)—21n(x—|—1)} (C.46)

MIQ(i S p,o==+1
Avec
I 1 _ 72 —m?2 —m? 4+ A2 (r2, m2, m?) (C.47)
K(r2,mg,m) 2mmy
Zp,o = _Kp(07m£7MKi)KU((L_p)QamaMKi)
et

17\/174mm’/[17(m7m’)2]
K(x,m,m’) 1—\/1+4mm’/[r—(m—m’)2]
-1 x=(m-—m)

Nous remarquons que
~+ 1} (C.48)

On développe 'expression (C.46)

1 1 1 M2 .m
Im(D) = —— 2 _ 2 { _9oqn (k=M
m(D) 167TM12(i Y )\1/2(7"2,m§,m2)@[r (me +m)7] n(MIQ(i —Sg)
—In(x —z11) —In(z —z1,-1) —In(z —2_11) —In(r —x_1,-1)
+2In(z — 1) + 2In(z + 1)} (C.49)
On trouve,
M2 . m m2 M?
Lol (EETY Y Yy _9ln (K=
(M?(i_sf) (sz(i) (sz(i_sf)
MKi 1
K(O,m[,MKi) = —ﬂ(O,mg,MKi):— = ——
my z



X = —In(e—z11) —In(ez—21,1) —In(z—2z_11) —In(z —z_1,-1) +2In(x — 1)

+ 2ln(z+ 1)
= —hn [m * %ﬁ(Qg’m’MKi)} ~n |- 6(r2,71ng,m) + éﬁ(Qﬂ,wll,MKi)}
“In {— mjuzﬂ(cg?,m,MKi)} I [— 5(7'2,;&777/) +zﬁ(Q2,ﬂ}L,MKi)}
+21n[—m—1}+21n{—m+1}
On trouve alors,
X o= == B0 mem)B(Q m, Mics) | — In [2B(Q?, m, Mycs) = B, me,m)|

—In |:1 - Zﬂ(r27me5m)6(Q27m7MKi):| —1In |:Z/6(T27m£7m) - ﬂ(szvaKi)}

+21n [1= 502, me,m)?| +1n(z2) + I[B(Q2, m, Myc+)?]

Ainsi
Im(D) = ot L 60— (met m)] x { ()
m = — — —
167 ]\412(i — sy /\1/2(7‘2,m%,m2) r my +m n M}Q{ﬁ
M2
—2In (1\4271() + x} (C.50)
Nous appliquons maintenant le formalisme de I’intégrale de dispersion & D
1 [ dr’
D(r) = —/ = ImD() (C.51)
™ (me+m)? r—-r

Nous introduisons une nouvelle variable d’intégration
2z =K' mg,m)

D’apres (C.47)

1/2(,2 2 2
5 - 2mlmL (1+ oNY (ra,rjng,m ))drl
et ainsi
dr’ _dz
A/2(r2 m2 m2) 2

D’aprés la définition (C.47), nous pouvons extraire une expression pour 1’

1
o= Z (mgm + m?z + m2z + mgmzz)
z

Si on pose zg = K (r,mg, m), alors nous trouvons de la méme maniére une expression pour r
_ 2 2
r = zo(mgm—i—m@zo —|—m zy —l—mgmzo )

Toutes ces informations nous permettent de réécrire (C.51)

1 1 1 1 1 20
D = —_—_— d —
(r) 1671’28@—Ml2<i/1 ngm(z—zo z—zal)zg—l
M +m
x{2ln K= In(z—z,,) —2In(x — 1) —2In(z + 1 }
Grs =)+ 2 W (z=1) = 2@ +1)
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Il reste & calculer certaines intégrales

e 1 1
/1 dz(z—zo_z—zgl) = ~In(==0)
In(z — a) a—2> 1 z=t
/dz P> = [Sp( _b)—|— n?(z — b) L

ou la fonction de Spence est définie comme
? In(1+¢
Sp(z) = / dt Q
1 t
Nous arrivons au résultat
1 1 1 20
1672 sp — M2, mym 23 — 1

() 3 () ()

— S
£ p,o,T=%1 T==*1

D(r) =

On utilise les formules sur les dilogarithmes [111]

Sp(x) + Sp(1/z) = —éwz - %an(—x)
Sp(z) + Sp(1—x) = éﬂ'Q —In(z)In(1 — z)
Sp(e) +Sp(-2) = 35p(s?)
~Spla)+Sp0) = Sp(D)+Sp(—) ~ (i)~

+1In(z)[In(1 — z) — In(1 — y)]

(1:;) {ln(f:z) — In(z) —ln(x_y) + In(1 —y)}
—In (%1:;) {ln (a:zcl_—yy)) —ln(x;y) +In(1 —y)]

1 1 1 Z0
1672 sp — M2 mgm 2% — 1

x{ —2In(—20)In (]\;n;MKi ) + - Z In*(—z,,) — Sp(1 — 22)
p,o==%1

+ Z Sp(l—zozpﬂ)}. (C.52)

p,o==+1

On obtient

D(r) =

Nous allons réécrire cette expression en faisant intervenir (C.48). Nous trouvons tout d’abord que
20 _ mmye
ZT-1 NG g
Nous trouvons finalement

1 1
ReD — AV2(:2 2 2
c 1672 M2, — s (r, mg, m")
M3
M?(i_sé

2
o« ~ (B mem)](1n J\Zz; +2In (

—|—Sp[1 — 27 B2, mg, m)B(Q%,m, MKi)} + Sp[l —

B(r?, me, m) ]
ﬂ(Q2ama MKi)

—|—% In®[z 7' B(Q% m, My=)| + %IDQ[ZB(QQ, m, My+)] } (C.53)

)) = Sp[L = B2, me,m)]

5 ﬁ(rz,mg,m) }
ﬂ(Q27m7MKi)

+Sp[1— 27" + Sp[1 — 2B8(r%, me, m)B(Q?, m, Mic+)]

145



La fonction D dépend de deux scalaires 72 = (p — p¢)? et Q% = (p — L)?. Il faut distinguer les cas ot ces
scalaires sont supérieurs ou inférieurs & leur seuils respectifs. Les seuils étant donnés par les singularités
de Landau.

4.2 Les décompositions vectorielle et tensorielle

D,u.(plap25p350;M12)M225MgaMz) =

/ dPq 4
2m)P (¢ — M?) [(p1 — @)* = M7] [(p2 — 9)? — M3] [(ps — ¢)* — M3]

= piuDi1+p2uD2 + p3uDs (C.54)

Duv(pl;pQ;p&O;M%aM22;M327m) =

/ dPq Qv
2m)P (g2 = M?) [(p1 — ¢)? — M7] [(p2 — @) — M3] [(p3 — q)* — M3]

= p1p1, D+ p2,p2, Do + p3,ps, Dss
[P1.p2, + P2,01,] D12 + [p1,p3, + P3,p1,] D13
[P2up3y + Paupzy] D23 + 1y Doo (C.55)

+ o+
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