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Chapitre 1INTRODUCTION1.1. Cadre de ette étudeCe �doument de synthèse� intitulé - Calul du Gradient d'Erreur dans lesRéseaux de Neurones Disrets Boulés à Délais : Appliations aux Téléomet aux Sienes Environnementales - dresse un panorama de mes travaux dereherhe, entamés au ours de ma dernière année de thèse en 1995 et pour-suivis depuis mon arrivée en 1996 en qualité de Maître de Conférenes, jusqu'àaujourd'hui à l'Institut Supérieur d'Informatique, de Modélisation et de leursAppliations (ISIMA), éole d'ingénieur rattahée à l'université Blaise Pasal(Clermont-Ferrand II). Mes reherhes s'insrivent dans le thème �Modélisa-tion, Prévision et Déision� des systèmes biologiques, éologiques et environ-nementaux, au sein de l'axe �Informatique et Calul de l'Aide à la Déision etReherhe Opérationnelle� du Laboratoire d'Informatique, de Modélisation etd'Optimisation des Systèmes (LIMOS, UMR 6158 CNRS).Au delà de la desription des ontextes sienti�ques dans lesquels es travauxont été onduits, ette présentation tente de restituer e qui a onstitué l'unedes motivations essentielles de mon ativité d'enseignant-herheur : travaillerà l'interfae entre des disiplines onnexes (traitement du signal, fouille de don-nées, apprentissage statistique, algorithmique, �ltrage adaptatif, ingénierie desréseaux téléom, et.), s'enrihir et faire oopérer des savoirs, des personnali-tés, des ompétenes et des démarhes distintes. C'est dans et esprit qu'estorganisé e doument. Après quelques hapitres relativement théoriques sur lealul algorithmique du gradient d'erreur dans les réseaux boulés, le texte s'ef-fore, non pas de restituer les détails de mise en oeuvre des di�érentes méthodesemployées pour la prévision, mais d'identi�er un ertain nombre de nouvellesthématiques prometteuses, à heval entre plusieurs disiplines. Le leteur peu



8 Réseaux de neurones boulés à délaisenlin à se penher sur les premiers hapitres tehniques peut diretement a-éder aux hapitres appliatifs, et passer de l'un à l'autre à sa guise.1.2. Présentation des travaux de reherhesIl est ommunément admis depuis la ontribution majeure de Hebb en 1949[HEB 49℄ que l'apprentissage dans les systèmes biologiques résulte de la mo-di�ation progressive des synapses. Ces modi�ations sont le résultat de mé-anismes életrohimiques dans l'environnement immédiat de la synapse ; lesopérations sont loales. La modi�ation synaptique et le omportement olletifque l'on souhaite enseigner au réseau sont deux proessus qui opèrent à des ni-veaux hiérarhiques distints. La modi�ation synaptique n'a pas onnaissanede la tâhe globale que le système herhe à apprendre. Dés lors, selon quelsprinipes faut-il régir les modi�ations synaptique loales pour faire émergerolletivement le omportement omplexe que l'on souhaite enseigner au ré-seau ? La question taraude depuis es vingt dernière années l'esprit des her-heurs dans la ommunauté onnexioniste. Deux éléments omplémentaires deréponse ont vu le jour dans la littérature.L'idée de Hebb est la suivante : lorsque l'ativité de deux neurones onnetésest orrélée positivement dans le temps, le poids de la synapse qui les unit doitêtre renforé et vie-versa. En dépit de la singulière simpliité de ette vague for-mulation et ses multiples délinaisons [OJA 82, SAN 89℄, de nombreux travauxont montré les orrespondanes féondes de e prinipe d'auto-organisationave l'analyse (statistique) en orrespondanes prinipales (PCA) [HAY 94℄ etla théorie de l'information [LIN 89℄.La desente du gradient est la seonde idée majeure qui susita une extra-ordinaire résurgene des réseaux de neurones sur la sène de l'intelligene arti-�ielle, en proposant un prinipe pour guider l'organisation globale des modi�-ations synaptiques. L'implémentation algorithmique partiuliérement attra-tive de e prinipe aux réseaux de neurones multi-ouhes est l'algorithme derétro-propagation du gradient (bakprop) inventé à l'origine par Werbos en 1974[WER 74℄, puis redéouvert indépendamment en 1985 par Rumelhart [RUM 86℄et d'autres. Levant dé�nitivement les limitations du Pereptron de Rosenblatt,et algorithme élégant pré�gura le renouveau du onnexionisme dans les années1980 en ristallisant les énergies autour d'une voie nouvelle. De part sa sim-pliité d'usage, l'outil onnexioniste désormais banalisé, a servi de pâture auxherheurs de tous horizons sienti�ques omme en attestent les nombreusesappliations qui ont vu le jour dans le domaine des sienes de l'ingénieur oùdes avanées frutueuses ont été aomplies, et dont la portée s'étend la reon-naissane de l'ériture manusrite ursive [GAR 96℄ à la ommande optimale



9de proessus physio-himiques omplexes, de la modélisation de proédé in-dustriel au ontr�le de l'ationneur hydraulique d'un bras de robot [DRE 02℄en passant par les préditions environnementales. L'essor du onnexionisme aaussi entraîné dans son sillage une myriade de produits ommeriaux ouronnésde suès parmi lesquels les ordinateurs à rayon optique, l'analyse de séqueneADN, la détetion de fraude dans les transations banaires et.Le traitement de séquenes temporelles néessite toutefois l'introdution dedélais [VRI 92, ELM 90, JOR 92, WAI 89, WAN 93, DAY 93℄ dans les trans-missions synaptiques. Le time-delay neural network (TDNN) [WAI 89℄ danslequel les onnexions entre ouhes sont retardées, a été une des premières ex-tensions apportées au réseau non boulé statique pour le traitement de la parole.Depuis, une multitude de modèles loalement ou globalement boulés [TSO 94℄,disrets ou ontinus [BAL 95℄, à délais �xes ou ajustables [BOD 90, DAY 93℄ont vu le jour. Toutefois, les modèles non boulés ne peuvent rendre ompte or-retement des proessus non-linéaires qui admettent une représentation d'étatet dont les observations sont entahées d'un bruit de sortie. En e�et, l'identi�-ation de système dynamique n'est envisageable ave des réseaux non-boulésque lorsque toutes les variables d'état du système dynamique sous-jaent sontmesurées [NAR 91, SRI 94, DRE 02℄. Ce n'est pas toujours le as bien entendu.C'est pourquoi e doument passe en revue les prinipaux algorithmiques dualul du gradient d'erreur dédiés aux réseaux de neurones disrets boulés àdélais, sous l'angle de la omplexité en temps et en espae mémoire, et de la fa-ilité de mise en oeuvre (e.g. loalité des opérations, implémentation temps réel,stabilité numérique, alul du gradient exat/approhé, et). Une fois identi�éun algorithme de omplexité et de mise en oeuvre attrayante, e doument sepoursuit par une présentation des appliations des réseaux boulés à la simu-lation, à la prévision et à la segmentation de séries temporelles, réalisées dansle adre de mes projets de reherhe menés es dernières années au LIMOS.1.3. Organisation et ontenu du mémoireDonnons à présent un bref aperçu du ontenu des di�érents hapitres.Le hapitre 2 présente les di�érentes implémentations pratiques de l'idéede la desente du gradient. Les algorithmes saillants qui sont parus dans lalittérature es dix dernières années, à savoir la rétro-propagation (BP) las-sique et la rétro-propagation dans le temps (BPTT) [RUM 86, WER 90℄, larétro-propagation réurrente pour des réseaux statiques réurrents [ALM 87,PIN 87℄, la rétro-propagation temporelle pour les réseaux FIR non-boulés[WAN 93℄, l'algorithme 'real-time reurrent learning' (RTRL) [WIL 89℄, le 'fastforward propagation' (FFP) [TOO 92℄, l'approhe par fontion de Green (GF)



10 Réseaux de neurones boulés à délais[SUN 92℄, et l'approhe 'blok-update' (BU) [SCH 92℄, sont énumérés ii dansun nouveau adre formel uni�ateur et examinés au vu de leur omplexité. Cesderniers ont été introduits pour des arhitetures de réseau spéi�ques (tempsontinu/disret, modèle additif/d'ordre supérieur, statiques/à délais et) pourdes problèmes partiuliers (apprentissage de point �xe, apprentissage de tra-jetoire) en usant de tehniques variées (alul variationnel, méthode d'adjoint,intégration numérique et.).Le hapitre 3 établit les versions forward (FP) et bakward (BPTT) du al-ul du gradient pour une lasse plus générale de d'arhitetures à délais pourl'apprentissage de points �xes et l'apprentissage de trajetoires : les réseauxFIR boulés. Ce sont des réseaux disrets boulés à délais dont les synapsessont représentées par des �ltres linéaires à réponse impulsionnelle �nie (FIR) :des onnexions arbitrairement retardées et boulées sont autorisées entre lesneurones. Cette arhiteture générale porte le nom de �Dynamial ReurrentNeural Networks� (DRNN) [AUS 95b, AUS 02b℄, et fédère un grand nombred'arhitetures loalement et globalement réurrentes proposées dans la littéra-ture pour le traitement temporel (voir par exemple [KRE 01, PIC 94, TSO 94,BAL 95, CAM 99, DUR 99, WAN 93, WIL 89℄) ainsi que les réseaux boulésà point �xe [ALM 87, PIN 87℄. Des onditions su�santes garantissant l'exis-tene, l'uniité et la stabilité asymptotique du point �xe ainsi que la stabilitéasymptotique du réseau en boulage fermé sont établis.Au hapitre 4, il est montré pourquoi les réseaux boulés sont réputésinapables d'apprendre des dépendanes à longue portée, même élémentaires.Le problème du temporal redit assignment demeure l'une des thématique dereherhe de la ommunauté onnexioniste omme en témoigne une réentetaxonomie sur les réseaux onnexionistes spatio-temporels (STCN) [KRE 01℄.En e�et, la déroissane rapide du �ot arrière du gradient d�erreur (�gradienterror bak �ow� et notée GEBF), rend quasiment impossible l'apprentissagede dépendanes à longue portée entre les entrées/sorties par des méthodes fon-dées sur le gradient. Cette faiblesse quali�ée de forgetting behavior, est au oeurdes préoupations d'un grand nombre de travaux depuis l'artile de Bengioet al. [BEN 94b℄. Dans e hapitre, l'analyse de l'GEBF étend les travaux de[FRA 92, BEN 94b, AUS 95b, HOC 97b, LIN 96℄ au réseaux FIR boulés, yompris les réseaux à point �xe, et apporte un élairage nouveau sur la di�ultéde la desente du gradient à apturer des ontingenes temporelles à longueportée. Des onditions su�santes pour garantir la onvergene de l'EGBF sontétablies. Celles-i s'expriment expliitement en fontion de la matrie de poidset s'appliquent à de nombreux réseaux boulés introduits dans la littératurees dernières années [KRE 01, TSO 94℄. A la lumière de e résultat, une bornesupérieure sur le nombre de rétro-propagations dans le temps est établie pourlimiter l'erreur de (BPTT). Ces résultats théoriques sont on�rmés par simu-lation.



11Le hapitre 5 illustre les aptitudes des réseaux boulés à délais dans ledomaine de la simulation et de la prévision à ourt terme de séries temporellesissues des Sienes Environnementales au sens large. Dans un premier temps,des réseaux boulés à délais sont entraînés omme préditeurs à un pas surdes suites haotiques synthétiques en délivrant au réseau de neurones, uneinformation tronquée du veteur d'état du système. Il inombe au modèle lalourde tâhe d'inférer les variables d'état ahées du système à haque instant.Une fois itéré sur lui-même en boulage fermé, le réseau de neurone est le sièged'un omportement haotique omme en témoigne les attrateurs reonstruits.Fort de es observations, plusieurs appliations ont été réalisées depuis 1996dans le domaine des sienes environnementales. Je présente en premier lieuun travail visant à oupler un modèle de simulation numérique de la irula-tion oéanique ave des réseaux de neurones a�n de prédire la température àla surfae de la mer (Sea Surfae Temperature, SST) sous forme de artes 2Dquelques jours à l'avane, dans une zone maritime où l'on observe des mouve-ment asendants d'eau froide, que l'on désigne par le phénoméne d'upwelling.Ce travail a été mené au ours des années 1998 et 1999 dans le adre d'un projetde reherhe ave Mar Fuentes, atuellement en thèse à l'université de Mont-réal, ave le Marine Environment Unit au (European) Joint Researh CenterJRC à ISPRA (Italie).Dans un seond temps, je dresse les grandes lignes d'un projet de reherhemené ave le European Southern Observatory (ESO) au ours des années 1999et 2001 en ollaboration ave Germain Tran (Ingénieur ISIMA) et Mar Sarazin(ESO), qui traite de la prévision à ourt terme des �utuations d'une mesurede la di�ration des ondes lumineuses dûe aux perturbations atmosphériques :le seeing. Ses �utuations sont d'une importane majeure pour les astronomespare que les opérations de alibrage des télesopes sont menées quelque tempsavant l'observation.Ce paragraphe appliatif s'ahève sur l'esquisse d'un travail mené ave DavidHill (LIMOS), dans le adre d'un projet LIFE �Control of the spread of theCaulerpa Taxifolia in the Mediterranean� (programme DG XI) onsaré à laprévision de la surfae ontaminée par la aulerpe aprés plusieurs années dansla bassin méditerranéen. Le prinipe d'entraîner un réseau de neurones grâeaux traes issues des répliations des simulations stohastiques est quali�é dansla littérature par le terme de méta-modélisation [KIL 94℄. Le réseau de neuronespermet, au terme de l'apprentissage, un gain en temps de alul onsidérablepuisqu'il permet d'antiiper l'évolution d'un système stohastique omplexe (lemodèle), par un proessus déterministe plus simple (le méta-modéle).Le hapitre 6 présente une méthode hybride pour prédire les séries tempo-relles à mémoire longue par l'utilisation d'une ommunauté de réseaux opérantsur des éhelles temps-fréquenes distintes. Ce travail initié par Fionn Murtagh



12 Réseaux de neurones boulés à délais(Univ. Belfast) et moi-même en 1996 est fondé sur une analyse multirésolutionde la suite de manière à ontourner le problème de l'évanouissement du gra-dient dans des réseaux de neurones. Une déomposition en ondelettes disrèteest e�etuée par l'algorithme dit �à trous�. Chaque éhelle, quali�ée d'otave,est alors traitée individuellement par un réseau de neurones a�n de fournir uneestimation des futurs oe�ients d'ondelettes. Ces derniers sont alors reombi-nés pour fournir la prédition �nale du modèle. Cette tehnique est ii illustréesur un problème de prévision, une minute à l'avane, du volume de donnéestéléhargés sur un serveur Web. Depuis l'année 2002, une ollaboration avePatrie Abry (Lab. de Physique, ENS Lyon) spéialiste des lois d'éhelles, etPierre Chainais (LIMOS) est menée dans e sens pour aratériser et prédirele omportement du télétra�. Cette ollaboration s'insrit dans le adre del'Ation Spéi�que `Métrologie Internet� du CNRS qui a débutté �n 2002.Le hapitre 7 fait état des derniers développements d'un projet au longours dédié à la gestion des ressoures dans un réseau téléom multiservie, ini-tié par Erol Gelenbe et moi-même au milieu des années 90 [AUS 94b℄, poursuivipar plusieurs stagiaires de DEA suessifs [AUS 94b, AUS 99℄ au LIMOS enollaboration ave Raymond Marie (IRISA), et en�n repris par Antoine Mahul(dont j'enadre la thèse au LIMOS depuis septembre 2000) dans le adre duprojet RNRT OPIUM (Optimisation de la Plani�ation des Infrastrutures desréseaUx Mobiles). Ce projet, dont la partie routage inombe au LIMOS, viseà o�rir une solution intégrée pour la plani�ation et l'optimisation de réseauxde téléommuniations mobiles. Le travail d'Antoine Mahul a pour objet desubstituer in �ne à la formule M/M/1 lassique dans le ode de l'algorithmed'optimisation multi�ots développé par Philippe Mahey et Christophe Duha-mel, un réseau de neurones entraîné par simulation pour prédire la QoS enhaque noeud en termes de délai de de perte.Le hapitre 8 présente un modèle auto-régressif non-linéaire à hangementde régime markovien pour la segmentation de séries temporelles stationnairespar moreaux. La segmentation opère en amont de la prédition, en e sens qu'ilest assez aisé de onstruire ultérieurement un préditeur à partir du omité desexperts. Ce travail, initié en 1999 à la leture d'un artile de J. Kohlmorgen etal. [KOH 99℄, estime les paramètres par le prinipe du maximum de vraisem-blane ; un algorithme EM o�-line est employé pour l'estimation des paramètresdu modèle, en partiulier les paramètres des réseaux de neurones, les proba-bilités de transitions et la variane du bruit. Des exemples d'appliation sontprésentés sur des données arti�ielles et �nanières menées en ollaborationave Mar Fuentes (dotorant à l'Univ. Montréal) et Corinne Boutevin (doto-rante au LIMOS). Notons qu'une version on-line de et algorithme a fait l'objetd'une thèse réente [RYN 00℄ basée sur une formulation plus astuieuse de la(log)vraisemblane. Ce modèle hybride HMM/MLP présente, au demeurant, deprofondes similitudes ave eux employés atuellement dans la reonnaissane



13de l'ériture ursive [GAR 96℄.Et en�n, le hapitre 9 dresse une synthèse des travaux présentés danse doument et dégage, en guise de onlusion, les nouvelles thématiques dereherhe que je souhaite aborder au ours de es prohaines années.1.4. Avis au leteurCe �doument de synthèse� n'est nullement un ouvrage didatique, ni unetaxonomie des réseaux de neurones boulés à délais. Les trois premiers hapitresrendent exhaustivement ompte de mon travail de reherhe - plus théorique -entrepris depuis ma thèse en 1995 sur les réseaux réurrents. La seonde partieonstitués des hapitres 4, 5, 6, 7 et 8 aborde des appliations diverses et variées,sans parfois de dénominateur ommun, ni référene à la première partie.Ce doument évaue (littéralement) un ertain nombre de problématiquesessentielles omme la régularisation dite formelle (au sens de Tikhonov, parl'adjontion d'un terme de pénalisation) et la régularisation dite struturelle(élimination de onnexions jugées super�ues, les tehniques d'identi�ationpresque sûre du �vrai modèle�) du réseau, en dépit du grand nombre de pa-ramètres ajustables. Les méthodes pour le alul d'intervalles de on�aneassoiés aux préditions sont également omises ainsi que les méthodes pourapproximer la matrie hessienne de la sortie du modèle par rapport à ses para-mètres. Par ailleurs, le détail des modes opératoires, la desription des données,le hoix des arhitetures, la mise en oeuvre exate de la validation roisée, et.�gurent dans les artiles, aessible en ligne sur la page www.isima.fr/aussem.Les trois premiers hapitres sont dédiés uniquement au alul du gradientd'erreur dans les réseau boulés. Les algorithmes d'apprentissage, à proprementparler, ne sont pas présentés par onision. On les trouvera en dans les premiershapitres de toutes les thèses du domaine (voir par exemple [AUS 96, GOU 97,MAN 95, RYN 00℄).Le leteur désireux de se plonger plus en détail dans les questions relativesau �ltrage adaptatif, aux arhitetures et aux problèmes de stabilité des réseauxboulés, pourra onsulter l'ouvrage réent de D.P. Mandi et J.A. Chambersonsaré aux réseaux réurrents pour la prédition [MAN 01℄. Les problèmes derégularisation - orientés Statistique - sont traités plus en détail, par exemple,dans les thèses de Morgan Mangeas [MAN 95℄ et de Cyril Goutte [GOU 97℄.Parmi les ouvrages réents qui s'adressent à un publi plus large, on pourraonsulter [BIS 95, GOL 96, HAY 94℄, ainsi que [DRE 02℄ en langue française.Je m'exuse auprès du leteur pour les imperfetions, les erreurs, et oquillesqui subsistent enore dans ette version du doument malgré tous mes e�orts.



14 Réseaux de neurones boulés à délais



Chapitre 2APPRENTISSAGE DES RESEAUXBOUCLES STANDARDS2.1. IntrodutionCe hapitre présente un adre uni�ateur pour le alul du gradient d'er-reur dans les réseaux de neurones boulés opérant en temps disret. Le gra-dient d'erreur servira diretement ou indiretement (e.g. algorithmes pseudoNewton) à l'ajustement des poids, au alul d'intervalles de on�ane, à l'ap-proximation du hessien, et. [BIS 95℄. Ce adre formel fondé sur la théorie de laommande optimale [ATI 00, BRY 75℄, est dédié aux réseaux boulés disretsdits de Williams et Zipzer [WIL 89℄), pour lesquels haque synapse est retardéed'une unité de temps. Il fédère les prinipales méthodes algorithmiques misesen oeuvre pour le alul du gradient d'erreur, plus spéi�quement : 'forwardpropagation algorithm' (FP) ou 'real-time reurrent learning' (RTRL) [WIL 89℄, 'bak-propagation through time' (BPTT) [RUM 86, WER 90℄, 'fast forwardpropagation' (FFP) [TOO 92℄, Green's funtion approah' (GF) [SUN 92℄, etl'approhe 'blok-update' (BU) [SCH 92℄.La neuro-dynamique du modèle boulé standard ([WIL 89℄) est régie parles équations vk = g(WTvk�1) + ik; 8k = 1; : : : ;K; (2.1)où vk désigne le veteur d'état du réseau à l'instant k et K désigne la du-rée de l'époque (voir les notations en Table 2.1). On suppose que le réseau estonstitué de N neurones totalement boulés à réponse ontinue dans [0; 1℄. wijreprésente le poids de la onnexion retardée d'une unités de temps, reliant leneurone i au neurone j. La fontion d'ativation g() est supposée non-linéaire,



16 Réseaux de neurones boulés à délaisbornée et dérivable sur ℄ �1;1[. La famille de fontions d'ativation onti-nuement dérivables sigmoïdes, aratérisée 8; k; r 2 R et ; k > 0 par�;k;r(x) = ekx � 1ekx + 1 + r; (2.2)est la plus utilisée [MAN 01℄. La fontion logistique, g(s) = 1=(1+ e�s) estune fontion sigmoïde partiulière dé�nie pour  = 1=2; k = 1; r = 1=2. Parsoui de généralité, g() sera supposée dans la suite appartenir à la famille dessigmoïdes et on posera � = maxu(g0(u)). On notera d'ores et déjà que toutefontion � issue de ette famille est lipshitzienne et que sa dérivée d'ordrem � 1 quelonque est enore lipshitzienne. Le Pereptron étant une ombinai-son linéaire de fontions sigmoïdes [MAN 95℄, il implémente don une fontionlipshitzienne. Cette remarque sera utile lorsqu'il s'agira au Chapitre 4 d'exhi-ber des onditions su�santes pour assurer la stabilité asymptotique du réseauen boulage fermé.Note : les fontions montonones roissantes bornées de type sigmoïdeémergent naturellement lorsque, dans un adre bayésien, la distribution desentrées est prise en ompte dans le terme de régularisation [CAN 99℄. Néan-moins, les propriétés d'approximation des RN s'étendent à d'autres fontionsd'ativation, en partiluier les fontions gaussiennes (RBF), polynomiales etrationnelles [POG 90, MAN 01℄. A e titre, le leteur urieux pourra onsulterun type de RN à fontion d'ativation rationnelle [GEL 91, GEL 99, GEL 02℄présentant une analogie élégante entre un réseau de neurones et un réseau de�les d'attente visitées par des lients dits positifs et négatifs. L'ativation duneurone est interprétée omme le taux d'oupation de la �le en régime sta-tionnaire, lequel s'exprime sous la forme d'une fontion rationnelle.Comme à l'ordinaire, un sous-ensemble des neurones est dédié à la réeptionet à la propagation du veteur d'entrée à travers le réseau. Ces neurones portentle nom de neurones d'entrée et possèdent une ativation �xée par les ompo-santes du veteur d'entrée ik. Hormis les signaux externes, les neurones d'en-trée ne reçoivent pas de signaux émanant d'autres neurones, i.e., wij = 0;8i,si j désigne un neurone d'entrée. D'une façon similaire, ertains neurones, ditsde sortie, possèdent une ativation ible, ou valeur désirée, dk. Les neuronesn'ayant pas de relation ave le monde extérieur sont les neurones dits ahés.En�n, le r�le de biais inombe par dé�nition au neurone d'indie 0. Ce der-nier est perçu omme une neurone d'entrée supplémentaire dont l'ativationest �xée à 1.0. Pour des raisons de ommodité, nous ne distinguerons pas, dansles formules suivantes, les lasses de neurones que nous venons d'introduire. Lesnotations sont exposées dans la Table 2.1.



17vk veteur d'ativationuk veteur des entrées internesik veteur des entrées externeswij poids de la onnexion entrele neurone i et le neurone jw(j) = [w1j ; : : : ; wNj ℄T veteur de poids vers le neurone jW = [w(1);w(2); : : : ;w(N)℄ matrie de poidsg() fontion d'ativation sigmoïde� maxu(g0(u))G0k N �N matrie diagonalede g0(uk(j))Tableau 2.1. Notations employées. k désigne l'indie de temps.L'objet de l'apprentissage est d'ajuster les matrie de poids W de façon àfaire évoluer le réseau, sous l'ation des entrées fikg, d'un état v0 vers une suitede points �xes dont les omposantes de sortie s'approhent des valeurs désiréesfdkg. Comme à l'aoutumée, on herhe à minimiser l'erreur quadratiqueE = 12 KXk=0 eTk ek; (2.3)où ek = dk � vk mesure le veteur d'erreur le long de la trajetoire (ouépoque) de l'itération k = 0 à K. Rappelons que ek(i) = dk(i) = 0 si le neuronei n'est pas un neurone de sortie. Les entrées sont omises (i.e. ik = 0) dans unpremier temps pour simpli�er les aluls.Dans e hapitre, le alul du gradient d'erreur, �E�W , est e�etué en �n detrajetoire. Ce dernier servira par exemple à l'estimation des paramètres (e.g.desente du gradient, pseudo-Newton, LM, et.), à l'approximation de l'inversedu hessien à la régularisation, ou enore au alul d'intervalles de on�ane[BIS 95℄.2.2. Notations et rappelsIntroduisons quelques rappels et notations onernant l'expansion des dé-rivées partielles dans les systèmes d'équations ordonnées [PIC 94, WER 90℄.Considérons un ensemble de n variables z1; : : : ; zn dont les valeurs sont déter-minées par un ensemble de n équations ordonnées



18 Réseaux de neurones boulés à délaiszi = fi(z1; : : : ; zi�2; zi�1) (2.4)dans lesquelles haque variable zi est fontion de z1; : : : ; zi�1. Pour per-mettre le alul des dérivées partielles, il faut spéi�er les variables assimilées àdes onstantes, des autres. Typiquement, lorsque rien n'est spéi�é, nous sup-poserons que es variables sont maintenues onstantes, exepté elles qui appa-raissent au dénominateur des dérivées partielles. Une dérivée partielle ordonnéeest une dérivée partielle pour laquelle les variables onstantes sont déterminéesgrâe à un ensemble d'équations ordonnées. Selon les notations mathématiquesonsarées [PIC 94℄, on a �+zj�zi = ��zj�zi �fz1;:::;zi�1g : (2.5)Il vient les relation suivantes,�+zi+1�zi = �zi+1�zi ; (2.6)et �+zj�zi = 0 pour j < i: (2.7)Lorsque j > i+1, les dérivées ordonnées s'obtiennent par les lois d'expansionsuivantes �+zj�zi = �zj�zi + j�1Xk=i+1 �+zj�zk �zk�zi ; (2.8)et �+zj�zi = �zj�zi + j�1Xk=i+1 �zj�zk �+zk�zi ; (2.9)Selon le as, j'opterai pour l'une ou l'autre des lois d'expansion (2.8) et (2.9)pour le alul de �+E�W . Avant de proéder au alul du gradient, un ommentairesur les notations mathématiques employées. Je suppose impliitement par lasuite que la dérivée partielle �u=�v, où u et v sont des veteurs de taille N etM respetivement est la matrie jaobienne de dimension N �M . Par ailleurs,�+E�W désignera la matrie de omposants �+E�wij .



192.3. Un adre uni�ateurCe hapitre fédère les prinipales méthodes algorithmiques mises en oeuvre,dans la littérature, pour aluler le gradient d'erreur dans les réseaux boulésen se fondant sur des éléments de théorie de la ommande optimale [ATI 00,BRY 75℄ et de programmation dynamique. Pour ommener, formulons le pro-blème de l'identi�ation des paramètres du modèle sous la forme d'un problèmede minimisation sous ontraintes égalité� Minimiser Esous les ontraintes hk = g(WTvk�1)� vk = 0; k = 1; : : : ;K: (2.10)Les poids sont les variables de ontr�le ou de déision dans la terminologiede la ommande optimale [BRY 75℄. Les vk sont les variables d'état, dont lesvaleurs sont déterminées par les ontraintes hj . Arrangeons les olonnes w(i)de W en un long veteur olonne, ainsi que v et le veteur de ontraintes hw = 0B� w(1)...w(N) 1CA ; v = 0B� vt1...vtN 1CA et h = 0B� ht1...htN 1CA : (2.11)Pour lari�er les dépendanes, érivons E par E(v(w)) et h par h(v(w);w).Appliquons (2.9)�+E(v(w))�w = �E(v(w))�w + �E(v(w))�v �+v(w)�w : (2.12)où �+E(v(w))=�w est nulle ar les poids n'apparaissent pas expliitementdans l'expression de E. Appliquons maintenant (2.9) au alul de h(v(w);w) =0, on obtient �h(w;v(w))�w + �h(w;v(w))�v �+v(w)�w = 0: (2.13)En ombinant (2.12) et (2.13), il vient�+E(v(w))�w = ��E(v(w))�v ��h(w;v(w))�v ��1 �h(w;v(w))�w (2.14)



20 Réseaux de neurones boulés à délaisOn retrouve es équations dans [BRY 75℄. Par onision, les dépendanesexpliites aux variables sont omises. Ainsi, nous obtenons l'expression matri-ielle �+E�w = ��E�v ��h�v��1 �h�w (2.15)C'est l'équation de base qui uni�e tous les algorithmes. �h=�v dé-signe la matrie d'éléments �hi=�vj . L'évaluation des matries dans (2.15) estla suivante : �E�v = (et1; : : : ; etK); (2.16)�h�v = 0BBBBBB� �I 0 0 � � � 0G02WT �I 0 � � � 00 G03WT �I . . . ...... . . . . . . . . . 00 � � � 0 G0KWT �I
1CCCCCCA (2.17)où G'k est donnée par G'k = 2�Gk(1 � Gk) ave Gk dé�nie omme lamatrie diagonale N � N onstruite à partir de g(sk(j)) pour j = 1; : : : ; N .L'inverse de �h=�v s'exprime expliitement��h�v��1 =0BBBBB� I 0 0 � � � 0G02WT I 0 � � � 0G03WTG2WT G03WT I � � � 0... ... ... . . . ...G0KWT � � �G02WT G0KWT � � �G03WT G0KWT � � �G04WT � � � I

1CCCCCA :(2.18)Il vient également �h�w = 0BBB� G01V0G02V1...G0KVK�1 1CCCA : (2.19)



21ave Vk = 0BBB� vtk 0 � � � 00 vtk � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � vtk 1CCCA : (2.20)Dans la suite, �E=�W désignera la matrie de omposants �E=�wij .2.4. La propagation en avant (FP)Posons Y = (�h=�v)�1�h=�w. Cette grandeur peut s'érire en blosY = 0BBB� Y1Y2...YK 1CCCA (2.21)où Yk est une matrie N �N2. D'après (�h=�v)Y = �h=�w, il vientYk = G0kWTYk�1 �G0kVk�1; k = 2; : : : ;K: (2.22)ave les onditions aux limitesY1 = �G01V1 (2.23)Don dans l'approhe 'forward', la réursion se fait dans le sens du tempset le gradient �nal est obtenu par�+E�w = ��E�vY = � KXk=1 eTkYk: (2.24)Remarquons qu'en posant Y = (�h=�v)�1�h=�W (2.22) s'éritYk =G0kWTYk�1 �G0k � (vk�1; : : : ;vk�1) : (2.25)ave les onditions aux limites



22 Réseaux de neurones boulés à délaisY1 = �G01 (v1; : : : ;v1) : (2.26)D'où une formulation matriielle que nous retrouverons par la suite�+E�W = ��E�vY = � KXk=1 eTkYk: (2.27)Cet algorithme à propagation avant porte le nom de real-time-reurrentlearning algorithm (RTRL) [WIL 89℄. Cette proédure est fortement grevéepar la masse de alul et de mémoire requise. En premier lieu, haque dérivéedoit être stokée e qui entraîne une apaité de mémorisation de l'ordre deO(N3). Ensuite une quantité draonienne d'opérations, de l'ordre de O(N4) estnéessaire à haque itération ar l'adaptation les N3 dérivées requiert hauneO(N) opérations.2.5. La rétro-propagation dans le temps (BPTT)Dans la méthode BPTT, on évalue d'abord yT = ��E=�v(�h=�v)�1 avantde le multiplier par la suite par �h=�w. Par dé�nition,�E�v = �yT �h�v ; (2.28)ave yT = (yT1 ; : : : ;yTK). En substituant les expressions (2.16) et (2.17), ilvient yk = ek +WG0k+1yk+1; (2.29)ave la ondition aux limites eK = yK . D'après la dé�nition de y�+E�w = yT �h�w : (2.30)Substituons y dans ette l'expression et réarrangeons les poids en matrieW, on obtient l'équation matriielle�+E�W =XKk=1G0kykvTk�1: (2.31)



23Posons Æk =G0kyk, on retrouve une généralisation de la règle delta pour unréseau non-boulé. �+E�W = KXk=1 ÆkvTk�1: (2.32)La rétro-progation dans le temps (BPTT) est très e�ae : sa version enmode bath est de l'ordre de O(N2). Toutefois, la mémoire requise varie enO(K), il est peu pratique de rétro-propager le réseau omplètement, la trona-ture du gradient est souvent inélutable [WIL 90℄. BPTT(h; h0) est une versionaélérée qui lane le réseau h pas en avant, et rétro-propage h0 > h pas enarrière le gradient, ajuste les poids et reommene.2.6. La propagation en avant rapide (FFP)Supposons onnue la séquene des yk obtenue par la formule (2.29) sur unetrajetoire de longueur K, il n'est pas néessaire de realuler es grandeurslorsque le point K + 1 est disponible. Il su�t de hanger le sens de propaga-tion. Pour ela il faut substituer la ondition aux limites à l'instant k = Kpar une ondition à l'instant k = 1. La propagation en avant rapide (FFP) re-pose sur l'existene d'une expression expliite de ��h�v��1, exprimée Eq. (2.18),et de W�1. Soit y(K)k la solution du système ave K points. En appliquantsuessivement Equation (2.29), on obtienty(K)k = Aky(K)1 + bk; (2.33)ave Ak = G0�1k W�1 : : :G0�12 W�1; (2.34)et bk = G0�1k W�1 : : :G0�12 W�1e1+ G0�1k W�1 : : :G0�13 W�1e2+ : : :+ G0�1k W�1ek�1: (2.35)



24 Réseaux de neurones boulés à délaisAk et bk se alulent par réurrene avant. Il reste à realuler la onditioninitiale y(K)1 . Elle est obtenue grâe à l'inverse de �h=�v et à la dé�nitiony(K) = �E=�v(�h=�v)�1y(K)1 = y(K�1)1 �WG02 : : :WG0KeK : (2.36)Sahant que �+E�w = KXk=1G0kVk�1yk; (2.37)on en déduit�+E�w = KXk=1G0kVk�1Aky(K)1 + KXk=1G0kVk�1bk: (2.38)L'idée qui sous tend la méthode FFP est de aluler y(K)1 réursivementselon (2.36) puis de aluler Ak et bk réursivement. La méthode FFP visedon à palier les launes de BPTT en temps réel, tout en alulant le gradientexat, mais le nombre d'opérations passe de O(N2) à O(N3). Par ailleurs, lesopérations ne sont plus loales.2.7. L'approhe par fontion de Green (GF)L'approhe par fontion de Green GF exploite le fait que Vk est une ma-trie fortement reuse. A�n de réduire la omplexité, une relation réursive estexhibée sur le gradient d'erreur, dE=dw(K), obtenu ave sur une trajetoirede K exemples. Grâe aux Equations (2.18) et (2.15), on obtient�+E�w (K)� �+E�w (K � 1) =eTK �0BBB� WG02 � � �WG0K...WG0KI 1CCCAT �0BBB� G01V0G02V1...G0KVK�1 1CCCA : (2.39)Posons



25UK =WTG0K�1 : : :G02WTG01: (2.40)On observe que UK s'obtient failement à partir de UK�1UK =WTG0K�1UK�1: (2.41)Posons S(K; j) = S(K � 1; j) +U�1K�1vK�1(j); (2.42)on véri�e que�+E�wij (K) = �+E�wij (K � 1) + eTkG0KUKSi(K; j) (2.43)où Si(K; j) est la i-ième olonne de la matrie S(K; j) de taille N �N . Laméthode de Green néessite une inversion matriielle ; les opérations ne sont pasloales. L'algorithme réduit la omplexité de l'approhe FP en onsidérant uneréursion diretement sur le gradient d'erreur. Le nombre d'opérations varie enO(N3). Sun, Chen et Lee [SUN 92℄ ont appliqué l'algorithme sur un problèmede lassi�ation de trajetoires 2D, étudié à l'origine par Williams et Zipzer,pour montré sa rapidité supérieure à RTRL.2.8. L'approhe par blos (BU)L'approhe par 'Blo-Update' (BU) ombine les avantages de BPTT et deFD. Supposons le gradient alulé à l'instant K �M et posonsG(K) = �+E�w (K)� �+E�w (K �M) (2.44)Par linéarité des équations, aluler G(K) revient à résoudre (2.15) ave�E=�v remplaé par (0; : : : ; 0; eTK�M+1; eTK�M+2; : : : ; eTK)T . G(K) s'obtient enrésolvant les équationsyk = WG0k+1yk+1; k = 1; : : : ;K �M;yk = ek +WG0k+1yk+1; k = K �M + 1; : : : ;K � 1:ave yK = eK . Posons



26 Réseaux de neurones boulés à délaisZ(k1; k2) = k2Xk=k1G0kykvTk�1: (2.45)Z(K �M + 1;K) s'obtient failement grâe à es équations. Il reste à dé-terminer Z(1;K �M) en appliquant (2.45) pour k = 1; : : : ;K �M , ainsi onaura G(K) = �Z(1;K �M)� Z(K �M + 1;K) (2.46)Par réursion,yk =WG0k+1 : : :WG0K�M+1yK�M+1; k = 1; : : : ;K �M: (2.47)Il vient par substitutionZ(1;K �M) = K�MXk=1 G0kWG0k+1 : : :WG0K�M+1yK�M+1vTk�1: (2.48)Chaque olonne de Z(1;K �M) peut se aluler réursivement. PosonsQi(K �M) = K�MXk=1 vk�1(i)G0kWG0k+1 : : :WG0K�M+1yK�M+1: (2.49)Alors Zi(1;K�M) = Qi(K�M)yK�M+1 où Zi(1;K�M) désigne la i-èmeligne de Z(1;K�M).Qi(K) se alule réursivement en termes de Qi(K�M).Posons �(k;K) = G0KWT : : :G0k+1WTG0k: (2.50)Il vient Qi(K) = �(K �M + 1;K)WQi(K �M)+ KXk=K�M+1 vk�1(i)�(k � 1;K): (2.51)



27�(k;K) se alule réursivement par�(k;K) = �(k + 1;K)WG0k: (2.52)Ainsi, une fois G(K) obtenu, le gradient est évalué par�+E�w (K) = �+E�w (K �M) +G(K): (2.53)L'approhe par blos (BU) ombine les avantages de BPTT et de FD. Lespoids sont ajustés tous les O(N) instants en O(N4) opérations. Il faut donO(N3) opérations à haque instant en moyenne.2.9. Apprentissage des délaisAuun élément préis en biologie n'arédite l'hypothèse d'un apprentissageontinu des délais hormis la période de roissane de l'organisme. Pour au-tant, l'ajustement de ertains délais iblés est évoqués dans [DAY 93, BAL 94,BAL 95, PEA 95℄ omme un moyen pour les réseaux de réguler leur propre dy-namique. Baldi et Atiya [BAL 94℄ ont établi des onditions simples sur les poidset les délais pour imposer un omportement osillatoire dans des arhiteturesneuronales simples (e.g. un réseau en anneau). Dans [BOD 90℄, une variantede TDNN explore des synapses d'enveloppe gaussienne dont les entres et leséarts-types sont ajustés. Mais d'une manière générale, les algorithmes présen-tés ne fontionnent pas pour ajuster globalement et sans disernement tousles délais mais vise plut�t l'ajustement séletif de ertains délais. L'apprentis-sage des délais peut se montrer instable en raison de bifurations du systèmedynamique [BAL 94℄.Il est plus ommode de partir d'une neurodynamique ontinue pour assurerl'existene du gradient d'erreur par rapport aux délais, puis de revenir ulté-rieurement aux réseaux disrets par la méthode d'Euler. Les règles d'expansiondes dérivées partielles dans les systèmes à temps ontinu s'appliquent sans dif-�ulté pour onduire à des versions BPTT et FD. La transposition aux réseauxà délais à valeur disrète exige toutefois des approximations sévères.Les réseaux ontinus - La neuro-dynamique du modèle ontinu boulé àdélais est régie typiquement par les équationshj(t) := �j dvjdt = �vj + g( NXi=1 wijvi(t� �ij)) + ij ; (2.54)



28 Réseaux de neurones boulés à délaisoù les termes �i et les délais �ij sont des réels positifs, vj désigne l'ativationdu neurone j à l'instant t et [t0; t1℄ est la durée de l'époque. Les délais �ij sontajustés de façon à faire évoluer le réseau, sous l'ation des entrées i(t), vers unetrajetoire désirée v?(t) sur l'intervalle de temps [t0; t1℄. La fontion erreur estette fois une fontionnelle de la formeE = Z t1t0 e(v?(t);v(t); t)dt: (2.55)L'erreur des moindres arrés s'éritE = 12 Z t1t0 (v?(t)� v(t))2dt: (2.56)Elle est alulée sur l'ensemble des neurones visibles, à des intervalles detemps où v?(t) est disponible. La desente du gradient en temps ontinu ap-pliqué au délai � s'érit d�dt = �� �+E�� ; (2.57)où �, le pas d'apprentissage, est une onstante positive hoisie onvena-blement. Minimiser E sous les ontraintes neurodynamiques est un problèmed'optimisation en dimension in�nie. Une analyse par le alul variationnel estmenée dans ([PEA 95℄). Une autre façon de proéder s'appuie sur les dérivéespartielles. Expliitons la dérivée de l'erreur par rapport à � ,�+E�� = Z t1t0 NXp=1 �e�vp �+vp�� dt = Z t1t0 �e�v � �+v�� dt; (2.58)ave �e=�vj = 0 pour des neurones ahés. Posonsz� (t) := �+v(t)�� : (2.59)Le veteur z� (t) représente la sensibilité des vj à une variation d'un délai� . Son alul s'obtient parz� (t) = dd� Z tt0 dvd�d� = Z tt0 dhd� dt (2.60)et en dérivant,



29dz� (t)dt = �+h�� = �h�v � �+v�� + �h�� = �h�v � z� (t) + �h�� ; (2.61)où la matrie Jaobienne �h=�v dépend du temps.Approhe FD - L'intégration numérique de (2.61) revient à disrétiser[t0; t1℄ en K intervalle de temps �,z� (k + 1) = z� (k) + ��h�v (k) � z� (k) + �h�� (k)��t: (2.62)Or, �hj�vi = �Æij + �wij � g0( NXp=1wpjvp(t� �pj)); (2.63)on obtient, en remplaçant, une expression expliite pour le alul des z� ,z�ijq (k + 1) = wiqg0( NXp=1wpqvp(k � �pq))z�ijp (t� �pq) + �hq��ij ; (2.64)ave �hq��ij = �Æjq � wiq � g0( NXp=1wpqvp(t� �pq)) � dvq(t� �iq)dt= �Æjqwiqg0( NXp=1wpqvp(t� �pq)) � hq(t� �iq); (2.65)etLes délais sont ajustés selon�+E�� ' KXk=1 e(k)T z� (k): (2.66)On retrouve la version FD (2.27) pour les délais. Mais l'intégration numé-rique est très oûteuse puisque il y a autant de variables, z� , à propager quede délais à ajuster. On lui préfère la version BPTT suivante.



30 Réseaux de neurones boulés à délaisApprohe BPTT - La méthode de l'adjoint est ourante dans les résolu-tion des systèmes d'équations di�érentielles linéaires [BAL 95℄. La résolutionde (2.61) s'obtient grâe à la résolution d'un son système linéaire auxiliairedé�ni par dydt = ���h�v�yT � �e�v ; (2.67)que l'on nomme le système adjoint de (2.61). D'après (2.61) et (2.70), lesvariables véri�ent la relationd(yT z� )dt = yT �h�� �� �e�v�T z� : (2.68)D�après (2.58), on obtient�+E�� = Z t1t0 �e�v � z�dt= (yT z� )t=t0 � (yT z� )t=t1 + Z t1t0 yT �h�� dt= Z t1t0 yT �h�� dt; (2.69)d'après les onditions aux limites y(t1) = 0 et z� (t0) = 0. Remarquons quey(t) ne dépend pas de � à la di�érene des z� (t). L'intégration numérique de(2.67) revient à disrétiser [t0; t1℄ en K intervalle de temps �t, hoisis ii égauxà l'unité de temps, de sorte quey�i (k) = e� (k) + NXj=1 wijg0(sj(k + �ij))y�j (k + �ij): (2.70)Le délais sont ajustés selon�+E��ij = KXk=1wijg0(sj(k))hj(k � �ij)yj(k): (2.71)On retrouve la version BPTT (2.32) pour les délais. Toutefois, l'inonvénientmajeur provient de e qu'il faut mémoriser le passé de la trajetoire sur [t; t�maxij �ij ℄.



31Les réseaux disrets - La transposition de es algorithmes aux réseauxdisrets à délais à valeur ontinue ne peut être envisagée qu'au prix de quelquesapproximations grossières. Par exemple, Duro et Santo Reyes [DUR 99℄ hoi-sissent d'interpoler linéairement l'ativation des neurones entre deux instantk + [� ℄ et k + [� ℄ + 1 pour obtenir la valeur à k + � , [� ℄ étant la partie entièrede � . Supposons une lente évolution des valeurs ativations entre deux instantsonséutifs, on peut érire�vk��ij ' Æjkwikg0( NXp=1wpkvp(t� �pk)) [vp(t� �pk)� vk(t� 1� �pk)℄ (2.72)La solution onsistant à arrondir à l'entier le plus prohe les délais onduità de brusques sauts du gradient. C'est pourquoi il est préférable d'interpolerl'ativation des neurones entre deux instant k+[� ℄ et k+[� ℄+1 pour obtenir lavaleur à k + � , [� ℄ étant la partie entière de � . L'usage de délais ontinus dansun réseau disret est ainsi autorisé. La version BPTT (2.32) pour les délaisdevient�+E��ij ' KXk=1wij � g0(sj(k)) � (vj(k � �ij � vj(k � �ij � 1)) � yj(k): (2.73)Duro et Santo Reyes ont jaugé les performanes de l'algorithme sur la pré-dition à un pas de la série Makey-Glass et sur la lassi�ation d'életroené-phalogrammes ave des réseaux à un seul neurone d'entrée.2.10. Synthèse et onlusionCe hapitre a présenté une nouvelle formulation pour uni�er les inq al-gorithmiques majeurs parues dans la littérature es dernières années pour lealul exat du gradient d'erreur, parmi lesquels� la propagation avant 'forward propagation algorithm' (FP) ou 'real-timereurrent learning' (RTRL) [WIL 89℄) est un algorithme en ligne (on line).Les paramètres (poids et délais) à l'instant k sont adaptés de manièreréursive, en fontion de eux à l'instant k� 1. La omplexité temporelleen O(N4) le rend toutefois extrêmement lourd à mettre en oeuvre.� la rétro-propagation dans le temps (bak-propagation through time' (BPTT)[RUM 86, WER 90℄). BPTT opère hors ligne : le réseau boulé est trans-posé en réseau non-boulé déplié dans le temps. Sa version tronquée très



32 Réseaux de neurones boulés à délaise�ae de omplexité temporelle en O(N2) est d'usage ourant. Ce n'estpas une méthode exate ; la question de la tronature de BPTT fera l'ob-jet du Chapitre 4. Nous verrons qu'il est possible de limiter le nombre dedépliements du réseau adjoint, tout en garantissant une borne sur l'erreurd'approximation du gradient d'erreur, tout en préservant une omplexitéattrative en O(N2 ln (N)).� le 'fast forward propagation' (FFP) [TOO 92℄ vise à palier les launesde BPTT dans un fontionnement en ligne tout en demeurant une mé-thode exate. Les paramètres à l'instant sont adaptés de manière réur-sive. L'idée est de aluler les ondition aux limites à l'instant k = 1 defaçon réursive, plut�t que par propagation arrière, au prix d'une om-plexité temporelle en O(N3).� l'approhe par fontion de Green (GF) [SUN 92℄, améliore la omplexitéde FP en exhibant une relation réursive du gradient d'erreur par le biaisd'une fontion de Green. La méthode fontionne en ligne.� l'approhe par 'Blo-Update' (BU) [SCH 92℄ ombine BPTT et FD entreK � N et K. L'ajustement des poids en O(N4) s'applique tous les Ninstants, la omplexité est don en O(N3).Ce adre uni�ateur pour le alul exat du gradient d'erreur dans les ré-seaux disrets s'insrit dans la lignée de travaux similaires [ATI 00, AUS 95b,BAL 95, PIC 94, PEA 95℄, ertains fondés sur les systèmes linéaires adjoints oule alul variationnel, dont les vertus sont essentiellement pédagogiques. Ils ontvoation a montré que, en dépit des innombrables délinaisons algorithmiquesqui ont vues le jour, toutes peuvent se reformuler dans un adre ommun (i.e. ,Eq. 2.15) qui met à jour les di�érenes algorithmiques en termes de omplexité,de mémoire, de loalité des opérations.Toute es taxonomies montrent, au demeurant, que la version tronquée deBPTT en O(N2) a été largement adoptée dans la ommunauté onnexionisteen vertu de la loalité des opérations et de sa faible omplexité en temps et enespae. Nous en reparlerons en détail au Chapitre 4.



Chapitre 3APPRENTISSAGE DES RESEAUXBOUCLES A DELAIS3.1. IntrodutionLes versions forward (FP) et bakward (BPTT) de alul du gradient sontétablies omme au hapitre préédent pour une lasse plus générale de d'arhi-tetures à délais pour l'apprentissage de points �xes et l'apprentissage detrajetoires : les réseaux FIR boulés. Ce sont des réseaux disrets boulés àdélais dont les synapses sont représentées par des �ltres linéaires à réponseimpulsionnelle �nie1 (FIR) : des onnexions arbitrairement retardées et bou-lées sont autorisées entre les neurones. Cette arhiteture générale porte lenom de �Dynamial Reurrent Neural Networks� (DRNN) [AUS 95b, AUS 02b℄.Cette modi�ation somme toute élémentaire qui re�ête l'intégration spatiale ettemporelle des signaux inidents au sein de la dentrite et du orps ellulaire,permet aux interations entre neurones de représenter un vaste hoix de mé-moires formelles, variant ontinuement d'une mémoire à faible résolution maisde longue étendue, à une mémoire à forte résolution mais d'étendue limitée[VRI 92, WAN 93℄.Les DRNN fédèrent don un grand nombre d'arhitetures loalement etglobalement réurrentes proposées dans la littérature pour le traitement tem-porel (voir par exemple [KRE 01, PIC 94, TSO 94, BAL 95, CAM 99, DUR 99,WAN 93, WIL 89℄ ainsi que les réseaux boulés à point �xe [ALM 87, PIN 87℄.Les réseaux boulés à points �xes sont, d'ordinaire, peu utilisés en prévisionpour éviter d'avoir à relaxer le réseau vers un hypothétique point �xe dontd'existene et l'uniité demeurent d'ordinaire hypothétiques. On leur préfère un1Filtre FIR : à une impulsion de durée �nie, orrespond une réponse de durée �nie.



34 Réseaux de neurones boulés à délaisr�le de mémoire assoiative ou de satisfation de ontraintes [PEA 95℄. L'ab-sene de yle de retard nul est parfois imposée dans la dé�nition même desréseaux de neurones boulés [DRE 02℄. Or rien théoriquement ne s'y oppose dèslors que la stabilité asymptotique des points �xes est établie. Le boulage est ré-puté ontribuer à la robustesse du réseau au bruit d'entrée [PEA 95℄. Rappelonsque l'identi�ation des attrateurs aux objets à mémoriser est un prinipe fon-dateur du paradigme neuronal [HAY 94℄. D'ordinaire, la loalisation des attra-teurs est �xée au préalable à l'information que l'on désire oder [PIN 87℄ pourréaliser une mémoire assoiative [HOP 82℄. Elle peut également être ontinûe-ment ajustée pour dérire une trajetoire désirée [TOO 91, PEA 95, COH 97℄omme 'est le as pour le DRNN. Le veteur d'état du DRNN est obtenu àl'issue d'une phase de relaxation vers un état d'équilibrevk = g( DXd=0WdTvk�d) + ik: (3.1)dont nous disutons l'existene, l'uniité et la stabilité asymptotique à haqueinstant k dans e hapitre. Une idée lassique pour reherher un point �xe deséquations (3.1), à haque instant k, est d'appliquer la méthode des approxima-tions suessives [KHA 96, MAN 01℄x(t+ 1) = g(W0Tx(t) + k); t = 1; 2; : : : (3.2)où le veteur limt!1 x(t), lorsqu'il existe, est le veteur vk que l'on herhe ;k est le veteur onstant PDd=1WdkTvk�d + ik ar indépendant de t.Nous établissons des onditions su�santes garantissant l'existene, l'uniitéet la stabilité asymptotique du point �xe ainsi que la onvergene asymptotiquevers un point �xe du réseau en boulage fermé. Les réseaux à point �xes sontréputés être plus robustes au bruit des entrées. Pour autant, la relaxation estgourmande en temps de alul ; l'existene d'un point d'équilibre stable n'est pasmême garantie en toute situation. Dans la pratique, on peut s'a�ranhir dela relaxation et don des questions a�érentes à l'existene des points �xes enprenant une matrie de poids sans yles de retard nul, ou plus simplementen prenant une matrie W0 triangulaire ou nulle. Mais dans tous les as, lastabilité asymptotique du modèle en mode boulage fermé pour la simulationreste à établir.



Apprentissage des réseaux boulés à délais 35v veteur d'ativationu veteur des entrées internesi veteur des entrées externeswdij poids de la onnexion retardée de d entrele neurone i et le neurone jwd(j) = [wd1j ; : : : ; wdNj ℄T veteur de poids de délai dvers le neurone jWd = [wd(1);wd(2); : : : ;wd(N)℄ matrie de poids de délai d � Dg() fontion d'ativation� maxu(g0(u))G0 N �N matrie diagonalede g0(u(j))Tableau 3.1. Notations du DRNN. Par simpliité, l'index de l'itération k est omis.3.2. Les modèles inlus dans le formalisme DRNNDe nombreux réseaux boulés en temps disret sont inlus dans le forma-lisme DRNN [MAN 01℄. Lorsque W0k = 0 et WdkT sont triangle supérieurespour haque d 6= 0, on obtient le réseau FIR non boulé de Eri Wan [WAN 93℄.Beauoup d'arhitetures dites �loally reurrent globally feedforward� sont desas partiuliers du DRNN (e.g., generalized Frasoni-Gori-Soda arhiteture[FRA 92℄), l'arhiteture de Poddar-Unnikrishnan [TSO 94℄ que elle étudiéepar Duro et Santos Reyes [DUR 99℄ et Cohen, Saad et Maromet [COH 97℄,sans oublier les réseaux d'Elman [ELM 90℄ et de Jordan [JOR 92℄. Les réseauxboulés (asymétriques) à point �xe étudiés par Pineda [PIN 87℄ sont égalementinlus dans le e formalisme en posant Wdk = 0 pour d > 0.Lorsque 8d 6= 1, Wdk = 0, Le DRNN est réduit au réseau globalementboulé standard [WIL 89, LIN 96℄. Les modèles Non-linéaires Auto-Régressifs(à moyenne ajustée) ave entrées eXogène (NARMAX) [LIN 96℄ sont aussireprésentés.Soulignons en�n que mêmes si les arhitetures à base de synapses IIR2,e.g. Tsoi et Bak IIR [TSO 94℄, n'entrent pas dans e formalisme, elles peuventse reformuler sous la forme d'un DRNN ave des neurones supplémentaires àfontion d'ativation linéaire et des onnexions FIR loalement boulées loa-lement. Ainsi, les onditions sur la matrie de poids pour assurer la stabilité del'apprentissage par desente de gradient s'appliqueront également aux réseauxIIR, à ondition qu'ils soient reformulés en DRNN. En tout état de ause,2Lorsque le boulage s'e�etue avant la non-linéarité.



36 Réseaux de neurones boulés à délaistoutes es arhitetures sou�rent d'un omportement dit �oublieux� (forgettingbehavior), au sens où il est di�ile de mémoriser des événements survenus loindans le passé.3.3. Existene, uniité et stabilité du point �xeLes paramètres du système sont déterminés, à haque étape k, en relaxantle système vers un état d'équilibre aratérisé par (3.1). La onvergene versun point d'équilibre stable n'est pas garantie ; un omportement osillatoire[BAL 94℄ ou une dynamique haotique ne sont pas exlus [HER 91℄. La pré-sene de yles de retard nul dans la formulation DRNN requiert une phasede relaxation pour atteindre un état d'équilibre stable. Or, le modèle ontinudont le DRNN est l'approximation d'Euler, di�ère de la neurodynamique duthéorème de Cohen-Grossberg qui aratérise la stabilité de nombreux réseauxboulés (à onnexions symétriques), en partiulier la modèle de Hop�eld. L'exis-tene, l'uniité et la stabilité asymptotique du point �xe dans un DRNN deonnetivité et des délais quelonques sont établies dans e qui suit.Existene et uniité - Les systèmes globalement asymptotiquement stables[KHA 96℄ onvergent presque sûrement vers un point d'équilibre. Les RN bou-lés pour lesquels une fontion de Lyapounov a pu être exhibée, tels que lemodèle de Hop�eld ou le Brain-State-In-The-Box (BSB) [GOL 96℄ (dont la neu-rodynamique entre dans le adre du théorème de Cohen-Grossberg [GRO 88℄)sont globalement asymptotiquement stables. Ce sont typiquement des réseauxà matrie de poids symétrique. Les réseaux boulés à matrie de poids non sy-métrique n'admettent de point �xe que sous ertaines onditions omme nousallons le voir.Le point �xe des équations (3.1) est obtenu, à haque instant k, par laméthode des approximations suessives [KHA 96℄x(t+ 1) = g(W0Tx(t) + k); t = 1; 2; : : : (3.3)où le veteur limt!1 x(t), lorsqu'il existe, est le veteur vk que l'on herhe ;k est le veteur onstantPDd=1WdkTvk�d+ik ar indépendant de t. La onver-gene de (3.2) est assurée par appliation direte du théorème du point �xe (ditde Brouwer ou des transformations ontratantes [JIN 94, KHA 96, MAN 01℄),



Apprentissage des réseaux boulés à délais 37Théorème 1 Pour toute matrie W0, si l'une de es onditions est véri�ée,�maxi 0�Xj jw0ij j1A < 1; �maxj  Xi jw0ij j! < 1; �24Xi;j jw0ij j2351=2 < 1;(3.4)alors le système dynamique (3.2) admet, pour tout veteur onstant, , ununique point d'équilibre asymptotiquement stable x? véri�ant x? = g(W0Tx?+). x? est obtenu par la méthode des approximations suessives, dont la onver-gene est asymptotiquement linéaire, en partant d'un point initial xO quel-onque.Preuve : l'existene s'établit immédiatement [JIN 94℄ en remarquant queg(x), fontion ontinue de [�1;+1℄N dans [�1;+1℄N , admet au moins un point�xe par le théorème du point �xe de Brouwer (x(t) est une suite de Cauhy dansun espae de Banah, don onvergente). L'uniité déoule de e que la fontiongénératrie du système dynamique (3.2) soit Lipshitzienne sur la boule unité.En e�et la matrie jaobienne du système (3.2) véri�e kG0WT k � �kWT k < 1d'après les onditions (3.4) obtenues en prenant des p-normes matriielles deW ave p = 1; 2;1. Don si x?1 et x?2 sont deux points �xes,kx?1 � x?2k � kG0WT kkx?1 � x?2k < kx?1 � x?2k; (3.5)don x?1 = x?2. On retrouve la ondition d'uniité itée dans [PEA 95℄. Demême, la onvergene asymptotique est linéaire arkxk+1 � x?kkxk � x?k � kG0WT k; 8k: (3.6)La stabilité asymtptotique résulte d'une appliation de la méthode indi-rete de Lyapounov, i.e., le théorème de linéarisation des systèmes autonomesdy=dt = f(y) (p. 127, [KHA 96℄) ave y = x�x?. Le point d'équilibre y = 0 estasymptotiquement stable ar toutes les valeurs propres de la matrie jaobienneG0WT du système (3.2) satisfont 8i,Re�i < 0 puisque kWk < 1=�. Il en va demême pour x?. Les onditions (3.4) sont très similaires à elles énonées dans[PIN 87, PEA 95℄. �Ce résultat ne dit rien, en revanhe, sur la taille du bassin d'attrationdu point �xe. Des études empiriques sur des réseaux initialisés ave des poids



38 Réseaux de neurones boulés à délaisaléatoires ont montré que des onditions beauoup moins ontraignantes surles poids su�sent à assurer l'existene et la stabilité asymptotique des points�xes [REN 90, PEA 95℄.Par ailleurs, même une fois garantie l'existene d'un point �xe, l'apprentis-sage peut renontrer quelques problèmes. Le gradient de l'erreur sur les para-mètres initiaux du réseau n'est pas forément ontinu, même si la dynamique duréseau l'est. La omposée suessive de fontions ontinues ne tend pas nées-sairement vers une fontion ontinue. Un hangement in�nitésimal des poids àl'instant initial peut modi�er de façon drastique la loalisation du point d'équi-libre dans lequel va s'établir le réseau [PEA 95℄, auquel as le gradient peut nepas être dé�ni.Stabilité des trajetoires en boulage fermé - Lorsque le réseau fon-tionne en boulage fermé pour la simulation, un signal d'entrée onstant estappliqué, ik = i, et le modèle est itéré sur lui-même. La trajetoire peut onver-ger (ou non) vers un point �xe, un yle limite ou enore un attrateur haotiqueomme nous le verrons dans le hapitre onsaré à la reonstrution de ertainsattrateurs haotiques. Dans la suite, des onditions su�santes d'existene depoints �xes et de leur stabilité asymptotique sont établies.La mise jour des ativations des neurones opère en mode asynhrone sé-quentiel ou aléatoire, les deux sont équivalents ii. L'important est qu'un seulneurone soit ajusté à haque instant. Considérons l'équation réurrente desentrées sk(j) = g�1(vk(j)),sk(j) = DXd=0 NXi=1 wdijg(sk�d(i)) + i(j): (3.7)pour j = 1; : : : ; N . Supposons l'existene de s?, un point d'équilibre de (3.7)et posons �k = sk � s?k, il vient�k(j) = DXd=0 NXi=1 wdij �g(s?k�d(i) + �k�d(i))� g(s?k�d(i))� : (3.8)Il est lair que (0; 0; : : : ; 0)T est un point d'équilibre de Eq. (3.8).Montrons le résultat suivant [AUS 02a℄, dont la demonstration est inspirée d'unrésultat réent de C.Feng et R. Plamondon [FEN 01℄ pour les neurodynamiquesontinues (du type étudié par Cao et Zhou 98 [CAO 98℄) :



Apprentissage des réseaux boulés à délais 39Théorème 2 Pour toutes onditions initiales, le DRNN opérant en boulagefermé admet un point d'équilibre globalement stable asymptotiquement si
� DXd=0 NXi=1 jwdij j < 1; 8j = 1; : : : ; N: (3.9)

Preuve : l'existene du point �xe s'établit omme préédemment par le théo-rème du point �xe de Brouwer appliqué au système (3.1) ; g() étant bijetive, s?s'obtient par g�1(v?k(j)). Montrer la globale stabilité asymptotique de Eq. (3.7)revient à établir elle de (3.8). Considérons la fontion �énergie� dé�nie à l'ins-tant k � D par
V (�Dk ) = NXj=1 DXd=0 j�k�d(j)j+ � NXi=1 NXj=1 DXd=0 kXn=k�d+1 jwdij jj�n(j)j: (3.10)

où le veteur �Dk de taille (D + 1)N est la onaténation des veteurs�k�D ;�k�D+1; : : : ;�k. Pour déterminer la variation V (�Dk+1) � V (�Dk ), onobserve que le système (3.7) est itéré selon une dynamique asynhrone séquen-tielle sans perte de généralité : tous les neurones sont supposés être mis à jourdans l'ordre des indies. Par dé�nition de �, g(s + �) � g(s) � �� pour touts; �. Posons
�Vk := V (�Dk+1)� V (�Dk ) (3.11)Il vient



40 Réseaux de neurones boulés à délais�Vk = NXj=1(j�k+1(j)j � j�k�D(j)j)+� NXi=1 NXj=1 DXd=0 kXn=k�d+1 jwdij j (j�n+1(j)j � j�n(j)j) ;� DXd=0 NXi=1 NXj=1 jwdij jjg(s?k+1�d(i) + �k+1�d(i))� g(s?k+1�d(i))j� NXj=1 j�k�D(j)j+ � NXi=1 NXj=1 DXd=0 jwdij j (j�k+1(j)j � j�k+1�d(j)j) ;� � DXd=0 NXi=1 NXj=1 jwdij jj�k+1(i)j � NXj=1 j�k�D(j)j: (3.12)Et pour tout entier K,K+D�1Xk=D �Vk = V (�DK+D)� V (�DD)� � KXk=1 NXj=1 "1� � DXd=0 NXi=1 jwdij j# j�k+D(j)j;+�D+1Xk=1 DXd=0 NXi=1 NXj=1 jwdij jj�k+K(i)j� DXk=0 NXj=1 j�k(j)j: (3.13)D'après (3.8), on a pour tout k, j�k(j)j < 2�PDd=0PNi=1 jwdij j < 2. Posonsr := min1�j�N "1� � NXi=1 DXd=0 jwdij j# > 0: (3.14)D'après (3.13), il vientlimK!18<:V (�DK+D) + r KXk=1 NXj=1 j�k+D(j)j9=; <1: (3.15)



Apprentissage des réseaux boulés à délais 41d'où 1Xk=D NXj=1 j�k(j)j <1: (3.16)Il s'ensuit que limk!1 NXj=1 j�k(j)j = 0: (3.17)Ainsi, limk!1 k�kk = 0. (0; 0; : : : ; 0)T est un point d'équilibre globalementasymptotiquement stable du système (3.8), don s? est un point d'équilibreglobalement asymptotiquement stable du système (3.7). �Cette démonstration est inspirée de l'analyse des réseaux ontinus à délaismenée dans l'artile réent de Feng et Palmondon [FEN 01℄. Ce résultat géné-ralise la formule de Mandi et Chambers pour le Pereptron réurrent NARMA(page 129, [MAN 01℄)3.4. Calul du gradientLes questions de stabilité et de onvergene asymptotique étant traitées,examinons maintenant les modi�ations qu'apporte la relaxation induite par laréurrene et les délais arbitraires, sur le alul du gradient. La formulation duproblème de minimisation sous ontraintes égalité prend la forme� Minimiser Esous les ontraintes hk = g(PDd=0WdTvk�d)� vk = 0; k = 0; : : : ;K:(3.18)Les ontraintes hj sont exprimées omme des équations à point �xe dont lesvariables sont les vk. Arrangeons les olonnes wd(i) de Wd en un long veteurolonne, ainsi que v et le veteur de ontraintes hwd = 0B� wd(1)...wd(N) 1CA : (3.19)



42 Réseaux de neurones boulés à délaisOn a toujours l'équation de base (2.15),�+E�w = ��E�v ��h�v��1 �h�w : (3.20)mais ette fois, �h�v est une matrie plus dense,
�h�v+I =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
G01W0T 0 0 � � � 0G02W1T G02W0T 0 � � � 0G03W2T G03W1T G03W0T � � �... . . . . . . . . . ...G0D+1WDT . . . . . .0 G0D+2WDT . . . . . . ...... . . .0 0 G0KWDT � � � G0KW1T G0KW0T

1CCCCCCCCCCCCCCCCA(3.21)oùG'k est donnée parG'k =Gk(1�Gk) aveGk dé�nie omme la matriediagonale N �N onstruite à partir de g(sk(j)) pour j = 1; : : : ; N . L'inversede �h=�v ne s'exprime expliitement que pour D = 1 : les approhes FFPet GF sont don exlues. On a également
�h�wd = 0BBBBBBBBBB�

0...0G0dV0G0d+1V1...G0KVK�d
1CCCCCCCCCCA ; 8d = 1; : : : ; D: (3.22)

où d-ième blo, G0dV0, est le premier blo non-nul.3.5. La propagation en avant (FP)Posons Yd = (�h=�v)�1�h=�wd. Cette grandeur dépend du délai d. Ydpeut s'érire en blos
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Yd = 0BBB� Yd1Yd2...YdK 1CCCA ; (3.23)où Yk est une matrie N � N2. D'après (�h=�v)Yd = �h=�wd, il vientpour k = D + 1; : : : ;K,Ydk = [I�G0kW0T ℄�1G0k " DXd=1WdTYdk�d �Vk�d# ; (3.24)ave les onditions aux limitesYdj = �G0jVj�d; j = 1; : : : ; D: (3.25)Don dans l'approhe 'forward', la réursion se fait dans le sens du tempset le gradient �nal est obtenu par�+E�wd = ��E�vYd = � KXk=1 eTkYdk: (3.26)Remarquons qu'en posantY = (�h=�v)�1�h=�W aveW = (w1; : : : ;wD),(3.24) s'éritYk = [I�G0kW0T ℄�1G0k " DXd=1WdTYk�d � (Vk�1; : : : ;Vk�D)# : (3.27)D'où �+E�W = ��E�vY = � KXk=1 eTkYk: (3.28)Cet algorithme à propagation avant est la version RTRL [WIL 89℄ généra-lisée au DRNN. On remarque que les dérivées Yk sont les sorties du réseauoriginal linéarisé. La proédure est fortement grevée par la masse de alul etde mémoire requise. En premier lieu, haque dérivée doit être stokée e quientraîne une apaité de mémorisation de l'ordre de O(DN3). Ensuite une



44 Réseaux de neurones boulés à délaisquantité draonienne d'opérations, de l'ordre de O(D2N4) est néessaire àhaque itération ar l'adaptation les DN3 dérivées requiert haune O(DN)opérations.3.6. La rétro-progation dans le temps (BPTT)Dans la méthode BPTT, on évalue d'abord yT = ��E=�v(�h=�v)�1 avantde le multiplier par la suite par �h=�w. Par dé�nition,�E�v = �yT �h�v (3.29)Ave yT = (yT1 ; : : : ;yTK). En substituant les expressions (2.16) et (3.21)dans la formule i-dessus, il vientyk = [I�W0G0k℄�1[ek + DXj=1WjG0k+jyk+j ℄ (3.30)ave la ondition aux limites yK = [I �W0G0k℄�1eK et yj = 0 si j > K.D'après la dé�nition de y �+E�wd = yT �h�wd : (3.31)Après substitution de y dans ette l'expression, on obtient�+E�Wd =XKk=dG0kykvTk�d: (3.32)Posons Æk =G0kyk, on retrouve une généralisation de la règle delta pour unréseau non-boulé. �+E�Wd = KXk=d ÆkvTk�d: (3.33)La rétro-progation dans le temps (BPTT) est très e�ae : sa version enmode bath est de l'ordre de O(N2). Toutefois, la mémoire requise varie enO(K), il est peu pratique de déplier le réseau omplètement, une tronature estsouvent néessaire. Figure (3.1) illustre le proessus de dépliage de l'adjoint.Nous venons de démontrer le résultat suivant [AUS 95b℄,
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Figure 3.1. Illustration du proessus de dépliage pour un DRNN simple onstituéd'une entrée, un neurone ahé et une sortie. Les valuations des ars désignent le(s)délai(s). A gauhe, le réseau original. A droite, le réseau orrespondant dit adjoint,ou à propagation d'erreur, déplié sans délai.



46 Réseaux de neurones boulés à délaisThéorème 3 - Si le DRNN est onvergent sur la trajetoire 0 � k � K, alorsle gradient de l'erreur E = 12PKk=0 eTk ek se alule à l'instant K par�+E�Wd = KXk=d ÆkvTk�d; 8d � D (3.34)où la séquene des veteurs Æk, pour k = d; : : : ;K, sont donnés par Æk =G'kyket la séquene des veteurs yk sont les solutions des équations aux di�érenes :yk = [I�W0G0k℄�1[ek + DXj=1WjG0k+jyk+j ℄ (3.35)ave les onditions aux limites : yK = [I � G0KW0K ℄�1eK et yj = 0 pourj > K �D.La proédure à laquelle nous arrivons englobe la rétro-propagation tem-porelle pour les réseaux FIR non-boulés [WAN 93℄, la rétro-propagation ré-urrente pour des réseaux statiques réurrents [ALM 87, PIN 87℄, et la rétro-propagation dans le temps (BPTT) pour des réseaux boulés standards [RUM 86℄.3.7. ConlusionDes onditions su�santes d'existene et de stabilité asymptotique des pointsd'équilibre, à haque instant, ont été établies pour une lasse générale de ré-seaux boulés à délais dont les synapses sont représentées par des �ltres li-néaires à réponse impulsionnelle �nie. Des onditions su�santes d'existene etde stabilité globale asymptotique de es réseaux en boulage fermé a aussi étéexhibée. Les versions FD et BPTT ont été obtenues omme au hapitre préé-dent. Seule la version BPTT tronquée présente une omplexité temporelle etspatiale aeptable. Nous disutons au hapitre suivant une manière astuieusede tronquer le dépliement de l'adjoint, sans trop altérer l'approximation dugradient d'erreur.



Chapitre 4L'EVANOUISSEMENT DU GRADIENT4.1. IntrodutionLes réseaux boulés sont réputés inapables d'apprendre des dépendanesà longue portée, même élémentaires, par desente du gradient. Le problèmedu temporal redit assignment demeure l'un des enjeu majeur de la ommu-nauté onnexioniste omme en témoigne une réente taxonomie sur les réseauxonnexionistes spatio-temporels (STCN) [KRE 01℄. En e�et, la déroissane du�ot arrière du gradient d�erreur (�gradient error bak �ow� et notée GEBF),rend quasiment impossible l'apprentissage de dépendanes à longue portée entreles entrées/sorties par des méthodes fondées sur le gradient. Cette faiblessequali�ée de forgetting behavior, ou �omportement oublieux�, est au oeur despréoupations d'un grand nombre de travaux depuis l'artile de Y. Bengioet al. [BEN 94b℄. Dans e hapitre, l'analyse de l'GEBF étend les travaux de[FRA 92, BEN 94b, AUS 95b, HOC 97b, LIN 96℄ au réseaux FIR boulés, yompris les réseaux à point �xe, et apporte un élairage nouveau sur e pro-blème.Nous établissons également des onditions su�santes pour garantir la onver-gene de l'GEBF vers zéro. Celles-i s'expriment expliitement en fontion dela matrie de poids et s'appliquent à de nombreux les réseaux boulés intro-duits dans la littérature es dernières années [KRE 01, TSO 94℄. Une bornesupérieure sur le nombre de rétro-propagations dans le temps est a été éta-blie pour limiter l'erreur de (BPTT). Ces résultats théoriques serons on�rméspar simulation. On mettra en évidene une relation empirique entre l'erreur detronature de BPTT et le oe�ient de déroissane du gradient.



48 Réseaux de neurones boulés à délais4.2. Conditions de onvergene du gradientBPTT est un algorithme réputé o�-line ar la démultipliation du réseauadjoint doit être répétée ad in�nitum, 'est-à-dire jusqu'à la première itératione qui est rédhibitoire du point de vue de l'implémentation. La tronature duréseau déplié est néessaire. Nous allons montrer que le oût des dupliationssuessives de l'adjoint peuvent être maintenue dans des limites aeptablestout en alulant le gradient d'erreur ave une préision désirée.Revenons sur l'équation réursive de BPTT (3.30)yk = [I�W0G0k℄�1[ek + DXj=1WjG0k+jyk+j ℄ (4.1)yk est la somme de deux termes : le premier est dû à l'erreur ourante, ek,quant au seond, il orrespond à une erreur additionnelle qui est, par essene,l'erreur équivalente transposée à l'instant présent, k, due à l'in�uene du ve-teur d'état ourant sur l'évolution future du réseau de neurones. Soit yk+nk lasolution de Eq. (3.30) à l'instant k quand tous les ek+j sont mis à 0 sauf àl'instant j = n. Soit Æk+nk =G'kyk+nk . En inorporant les termes yk+nk et Æk+nkdans la règle delta (3.34), il vient par linéarité,�Wd = � KXk=d ÆkvTk�d = � KXn=d nXk=d ÆnkvTk�d (4.2)En mode bath, il faut s'interroger sur la onvergene de ette somme lorsqueK ! 1. Il est di�ile de répondre à ette question ar l'évolution des poidsdépend des données. En pratique les poids peuvent atteindre leur limite desaturation ou diverger. Mais en mode en-ligne, les poids sont ajustés à haquepasse. A l'itération n, les poids sont ajustés en sommant les ÆnkvTk�d où l'indexk porte sur les instants préédents, i.e. Pnk=d ÆnkvTk�d. Il reste à savoir si ettesomme diverge ou reste bornée quand n!1.Pour assurer la onvergene il faut non seulement que Ænn�j tende vers zéropar rapport à j mais la déroissane doit être su�samment rapide. Plus expli-itement,Dé�nition 1 - La desente de gradient est dite onvergente à haque instantintermédiare si limn!1 nXk=d ÆnkvTk�d existe.



49Lorsque la desente de gradient n'est pas onvergente à l'instant k le gradientd'erreur, quelque soit l'algorithme qui le alule, n'existe pas. Les équationsréursives sur lesquelles repose par exemple RTRL, sont alors instables.Restreignons don notre attention au gradient error bak �ow, GEBF, for-mellement dé�ni par,Dé�nition 2 - Le GEBF du à l'erreur instantanée En, est onstitué de laséquene de veteurs, Ænk pour k = n; n� 1; : : : ; 1, dans Eq. 4.2 pour ajuster lespoids.Pour En �xé à l'instant n, l'GEBF peut être vu intuitivement omme laséquene de veteurs qui propage l'information qui mesure à l'impat des pa-ramètres aux instants passés sur l'erreur ourante.Dans le but d'établir des onditions su�santes pour assurer la onverge dela somme, démontrons le résultat suivant [AUS 96℄,Théorème 4 - Pour un oût instantané En = 12enTen, onsidérons le veteurd' erreur ynn�kT = �En�vn�k [I �G'n�kW0T ℄�1. Soit K > 0 la durée de l'époqueet � = max(g0(h)). Soitad = maxk ( �kWdk1� �kW0k); 1 � d � D (4.3)Si � =PDd=1 ad < 1 alors kyKK�(kD+j)k < �k+1kyKKk, 8k � 0;8j = 1; : : : ; D.Preuve : Le omportement de yKk se déduit des équations réursives arrières(3.30). Il su�t de poser ej = 0 pour j = 0; 1; : : : ;K � 1. Il vient,yKk = [I�W0G'k℄�1 DXd=1WdG'k+dyKk+d (4.4)pour k < K � D, ave les onditions aux limites suivantes yKK = [I �W0G'k℄�1eK . L'équation vetorielle (4.4) gouverne la dynamique des termeserreurs. Soit � = max(g0(h)) de sorte que kG'kk < �; 8k. Supposons quekW0k < 1=� pour k = 0: : : : ;K de sorte que la onvergene de I + W0 �G'k+(W0 �G'k)2+ : : : soit assurée (k k est une norme matriielle ompatible,i.e., kAkp = supx 6=0kAxkp=kxkp; p = 1; 2;1). Don à haque itération k =0; : : : ;K � 1, on a



50 Réseaux de neurones boulés à délaiskyKk k � kI�W0G'kk�1 DXd=1 kWdk kG'k+dk kyKk+dk� �1� �kW0k DXd=1 kWdk kyKk+dk (4.5)Soit ad = maxk( �kWdk1��kW0k ), 1 � d � D. D'après (4.4) et (4.5), on déduit lesinégalités suivanteskyKk k � a1kyKk+1k+ a2kyKk+2k+ : : :+ aDkyKk+Dk (4.6)La dépendane au temps a été éliminée. L'analyse de la suite fung, dé�niepar un = PDj=1 ajun�j , doit être mené ar un � kyKK�nk for n = 0; : : : ;K,ave les onditions aux limites un = kyKK�nk pour n = 0; : : : ; D � 1. Commeun < maxj=1:::D(un�j) �PDj=1 aj , et onsidérant que uj < (PDj=1 aj) � u0 pourj > 0 et u0 = kyKKk, il vient par réurrenekyKK�(kD+j+1)k � ukD+j+1 < ( DXj=1 aj)k+1kyKKk; 8k � 0;8j = 0; : : : ; D � 1:(4.7)Ainsi,PDj=1 aj < 1 assure la onvergene de la dynamique de rétro-propagation.�Notons que la déroissante exponentielle de yKK�n est équivalente à elle del'GEBF ÆKK�n (rappelons que Æk+nk = G'kyk+nk et G'�1k existe) et don aussiéquivalente la déroissante exponentielle du gradient de l'erreur par rapport àl'ativation passée des neurones, �EK=�vK�n.Le théorème dit en essene, que les termes yKK�n sont majore± par une suitedéroissante à vitesse exponentielle par rapport à n si � < 1, d'où la dé�nition,Dé�nition 3 - � = PDd=1maxk( �kWdk1��kW0k ) est nommé taux de déroissaneexponentiel de l'GEBF (error bak �ow exponential deay rate) ou simplement,le taux de déroissane du gradient.



51Le taux analytique de déroissane exponentiel de l'GEBF (error bak �owexponential deay rate), �, majore le vrai GEBF dans le réseau. En bath mode(i.e., lorsque les poids sont ajustés à haque passe dans la base d'apprentissage),� < 1 se traduit simplement parCorollaire 1 - En bath mode,PDd=0 kWdk < 1=� est une ondition su�santepour assurer la onvergene de la proédure d'apprentissage.Cette inégalité pénalise les poids élevés, quelque soient les délais et laonnetivité, pour assurer la déroissane de l'GEBF d'où le omportement�oublieux� (forgetting behavior) des réseaux boulés standards. Le taux analy-tique de déroissane exponentiel de l'GEBF, �, peut s'érire :� = DXd=1 �kWdk1� �kW0k (4.8)Ave des normes matriielles ompatibles kAk1 = maxjPi jwij j, kAk1 =maxiPj jwij j, et kAkF = hPi;j jwij j2i1=2, on obtient trois onditions faile-ment interprétables pour assurer la onvergene de la proédure d'apprentis-sage : 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
� DXd=0maxi 0�Xj jwdij j1A < 1� DXd=0maxj  Xi jwdij j! < 1� DXd=024Xi;j jwdij j2351=2 < 1 (4.9)

Ces onditions non mutuellement exlusives, sont satisfaites, par exemple,lorsque tous les poids sont dans l'intervalle � 1�N(D+1) .On observe que (4.9) implique (3.4) et (3.9). En d'autres termes, (4.9) ga-rantit que,1. un point d'équilibre unique globalement asymptotiquement stable existeà haque instant,2. le réseau onverge vers un point �xe en boulage fermé quelque soit lesonditions initiales,



52 Réseaux de neurones boulés à délais3. la desente du gradient est onvergente à haque itération.Résultats similaires - Les onditions sont en aord ave les résultats obte-nus par Hohreiter et Shmidthuber en 1995 pour les réseaux boulés standards[WIL 89℄ ave une fontion d'ativation g(s) = 1=(1 + e��s). Par exemple, siN est l'ordre de la matrie, ils trouvent que pour 8i; j; jwij j < wmax < 4=N et� = 1, le taux de déroissane de l'GEBF est majoré par � = Nwmax=4 < 1.W0 = 0 et D = 1 transforme le DRNN en un réseau boulé standard, i.e., avedes délais �xés à 1. Pour les fontions de transfert de type sigmoïde, G'k estune matrie diagonale de taille N �N qui déoule de g0(h) = �g(h)(1� g(h))de sorte que g0(h) < �=4. Don � = 1=4. En Conséquene, � < 1 se réduit àune ondition plus faible kW1k < 4 pour tout k (� = 1), ar plusieurs poidspeuvent dépasser wmax. Inversement, il est lair que kW1k < 4 est véri�é sijwij j < 4=n ar kWk < Nwmax. Par ailleurs, la ondition d'oubli de Fras-oni et al.'s 1992 (forgetting behavior ondition, [FRA 92℄), i.e., jwjj j < 1=dave d = maxh (g0(h)) = 4, pour les réseau à boulage loal est aussi un aspartiulier du Théorème 2.Il est aussi intéressant de noter que l'existene de [I �G'kW0℄�1, et donde la stabilité des points �xes est aussi garantie. Il su�t de poser D = 0, leCorollaire 1 implique kW0k � kG'kk < 1, e qui est lairement une onditionsu�sante pour l' existene de [I�G'kW0℄�1.Lien ave la régularisation - Pour garantir la onvergene de l'GEBF,on souhaite ontraindre le modèle en résolvantw = argminw E(w) sous les ontraintes DXd=0 kWdk � 1� (4.10)La ontrainte dé�nie une struture des sous-ensembles des fontion paramé-trées. En fait, R(w) =PDd=0 kWdk est un terme de réguralisation puisque R estontinue, positive, une solution au problème d'optimisation existe, et 8 � 0,fw j R(w) � g sont des ensembles ompats [GOU 97℄. Selon Khun-Tuker1,il y a une équivalene impliite entre la résolution de (4.10) et la minimisationd'une version modi�ée du oût :w = argminw  E(w) + � DXd=0 kWdk! (4.11)1prendre une norme di�érentiable dans (4.10), e.g., la norme de Frobenius



53Le seond terme défavorise indiretement les fontions aux variations abruptes.Il agit omme le weight deay ar il provoque une déroissante exponentielle despoids vers zéro. Le paramètre de régularisation , �, appelé hyper paramètre, ins-taure un ompromis entre la néessité de minimiser l'erreur et elle de resterdans un sous-ensemble ompat. Toutefois, Il n'existe pas de méthode univer-selle pour déterminer le bon niveau de régularisation, i.e. la valeur de � [BIS 95℄. Un ertain nombre de méthodes existent basées sur l'estimation de l'erreur degénéralisation (tehniques basées sur les ensembles de validation ou estimationalgébrique) [GOU 97℄. Les liens entre la régularisation et l'inférene Bayésiennesont bien établis. Dans le as gaussien, minimiser le oût régularisé revient àmaximiser la probabilité a posteriori des poids ar� lnP (w j D; �) / E(w) � �2N lnP (w j �) + te (4.12)où w est le veteur de tous les poids onaténés, D est l'ensemble d'ap-prentissage, � est la variane des données et N le nombre de neurones. Ainsi,minimiser (4.11) revient à to maximiser la solution a posteriori en supposantune probabilité a piori des poids suivante :P (w j �) / DYd=0 exp���kWdk� (4.13)où l'hyper-paramètre, �, parametrise la distribution. Le prior résume l'étatde nos onnaissanes sur les poids : ii, les poids faibles sont privilégiés. Ainsi,l'analyse de la onvergene de l'apprentissage par desente du gradient et l'ana-lyse statistique des modèles des RN onordent : les faibles poids sont préfé-rables. Quelque soit le prior (e.g., Gaussien, Laplae [GOU 97℄), la régularisa-tion dite formelle stabilise la desente du gradient en forçant indiretement ladéroissane du gradient dans l'adjoint déplié.4.3. La tronature de BPTTIl est dorénavant possible d'estimer le nombre de rétro-propagations re-quisent par la BPTT pour approximer le gradient d'erreur ave une préisiondonnée et réduire ainsi signi�ativement les aluls.Si D est le délai synaptique maximum, supposons que l'adjoint, à l'itérationn, est déplié sD fois où s est un entier positif. Don�Ŵdn(s) = �Pnk=n�sD ÆnkvTk�destime la vraie adaptation de la matrie de poids �Wdn(s) = �Pnk=d ÆnkvTk�d àl'instant n > sD + d.



54 Réseaux de neurones boulés à délaisOn herhe une ondition sur les paramètres du réseau pour que k�Ŵdn(s)��Wdnk < �, pour tout � > 0. Le théorème suivant [AUS 02b℄ exprime s enfontion de �, la préision requise sur les ajustements des poids :Théorème 5 - En bath mode, il su�t, à l'itération n, de rétro-propager sDl'adjoint, où s est le plus petit entier véri�ants > 1ln � � ln ��(1� �)(1� �kW0k)��NDkenk � (4.14)pour garantir que les poids sont ajustés ave une préision �.Preuve : Soit n l'itération ourante. Soit �Ŵdn(s) = �Pnk=n�sD ÆnkvTk�d,pour n > sD + d, l'estimateur de la matrie d'ajustement des poids àl'instantn obtenue après sD dupliations de l'adjoint, tel que �ŴdsD+d(s) = �WdsD+d.D'après (4.2), on a 8d � D, 8s > 0,k�Ŵdn(s)��Wdnk = � n�sD�1Xk=d ÆnkvTk�d (4.15)Pour n > sD + d, il vientn�sD�1Xk=d ÆnkvTk�d � n�sD�1Xk=d kG'kk kynkk kvk�dk� � n�sD�1Xk=d kynkk kvk�dk� �N n�sD�1Xk=d kynkk� �NDkynnk �s+11� � (4.16)Les inégalités déoulent du Théorème 4 et de kvk�dkp < N pour p = 1; 2;1.Le Théorème 6 est obtenu failement de e qui préède et de l'inégalité suivantkynnk � kI�W0kG'kk�1kenk � kenk1� �kW0k (4.17)



55�Notons de plus que kW0k < Nwmax ; la dépendane sur n (i.e., l'instantauquel le gradient est rétro-propagé) peut être éliminée en observant quekenk � Nout �maxj (en(j)) � Nout (4.18)où Nout est le nombre de sorties.La formule (4.14) permet d'estimer un majorant du nombre de rétro-propagationsrequisent par la proédure pour maintenir une erreur négligeable dans l'évalua-tion du gradient d'erreur.Remarques - Remarquons que la dépendane de s à � prend la formeln(1 � �)=ln � (voir Fig. 4.1), et don diverge rapidement pour des grandesvaleurs � > 0:9. s ! 1 quand � ! 1, et s ! 1 quand � ! 0. Notonsaussi le nombre de rétro-propagations, pour garantir une préision donnée surl'ajustement des poids, varie en lnND, lorsque � et kW0k sont �xés.4.3.1. Complexité de BPTT tronquéA la lumière de la résultats préédent, il est légitime d'exploiter la dérois-sane exponentielle de l'GEBF pour se limiter à sD dépliements du réseauadjoint, tout en garantissant une borne sur l'erreur d'approximation du gra-dient d'erreur. Supposons � onstant, s varie alors en O(ln (DN)). Il faut donde l'ordre de N ln (DN) pour mémoriser les états antérieurs du réseau et DN2pour stoker les poids. A haque itération, l'ajustement d'un paramètre exige del'ordre de O(DN2) opérations, soit O(DN2 ln (DN)) opérations pour tous lesparamètres. En ontraste, l'approhe forward néessite un stokage en O(DN3)et la omplexité en temporelle varie en O(D2N4), et l'approhe par blos (BU)- détaillée au paragraphe 2 -, réduit e nombre d'opérations à O(D2N3), audétriment de la loalité des opérations.Il faut ependant insister sur un point important : les algorithmes que nousavons évoqués, BPTT tronqué en partiulier, apitulent sur le problèmedes dépendanes longue portée. Pire, BPTT exploite le délin du gradient(vanishing gradient) pour réduire le nombre d'opérations.
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574.3.2. Appliations numériquesPour illustrer l'analyse menée dans e paragraphe, des appliations numé-riques sont menées ave quelques réseaux boulés standards.L'arhiteture de Williams et Zipser : onsidérons de prime abord leréseau boulé de Williams et Zipser (1989) obtenu en imposant W0 = 0 etD = 1 (toutes les synapses sont retardées d'une unité de temps). Des valeursusuelles omme N = 10; D = 1; � = 1=4; � = 10�2; � = 10�6; � = 10�1, aveune seule sortie, donne un résultat ohérent de s égal à 5 dans la formulei-dessus. En d'autres termes, il su�t de rétro-propager 5 fois l'adjoint pourassurer que l'erreur absolue de l'ajustement des poids à haque itération estinférieure à 10�6 (i.e., k�Ŵdn(s) � �Wdnk < 10�6). Maintenant, supposonsque � vale 0:5, nous obtenons s = 17 et pour � = 0:9 s = 128.NARMAX : es réseaux boulés peuvent être vus omme des réseaux nonboulés (statiques) ave une seule sortie z(t) et M entrées additionnelles quisont les sorties retardées z(t�1); : : : ; z(t�D). Les réseaux NARMAX sont desas partiuliers de de DRNN pour lesquels des synapses à délai (d = 1; : : : ; D)onnetent la sortie aux neurones ahés. Des valeurs omme N = 10; D =5; � = 1=4; � = 10�2; � = 10�6; kW0k = 1; � = 10�1, donnent s égal à 6. Pour� = 0:5 et � = 0:9, on obtient s = 19 et s = 144 respetivement.DRNN : onsidérons un DRNN totalement réurrent de tailleN = 100; D =1 ave 10 sorties (Nout = 10) et une préision de � = 10�8 et � = 1=4; � =10�2; kW0k = 1. Pour � = 10�1, on obtient s = 10. Pour � = 0:5 et � = 0:9,on obtient s = 32 et s = 233 respetivement.Comme prévu, une augmentation de � se traduit par une augmentationsdrastique de s, rendant le Corollaire 2 inutile dans ertains as. Aussi, l'utilitéde � doit être on�rmée expérimentalement.4.4. ExpérimentationsDans e hapitre, quelques expérimentations sont menées pour valider lesrésultats analytiques obtenus onernant le taux de déroissane du gradient etl'erreur de tronature. Une arhiteture générique 1�N�1, dérite Fig. 4.2, estemployée. Les N neurones ahés sont totalement boulés à l'aide de onnexionsauto-régressives d'ordre D.
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Figure 4.2. Représentation shématique de la on�guration du DRNN utilisé pourla prédition des sunspots. Les �èhes représentent une onnetivité totale entre les Nneurones ahés et D désigne l'ordre des �ltres.4.4.1. Délin du gradientLa suite des sunspots �gure parmi les benhmarks inontournables sur les-quels tester son modèle sur des préditions à un pas en avant (voir les référenesdans [AUS 95a℄. Dans e qui suit, ependant, nous herhons une on�rmationexpérimentale du délin de l'GEBF pour des on�gurations variables du DRNN.C'est à dessein que nous nous limitons à de petits modèles ontraints d'exploiterleur mémoire interne pour pallier le manque d'information présentée en entrée.L'aent est mis sur le odage et la apaité de mémorisation plut�t que sur laperformane pure.Mode opératoire - Une arhiteture générique 1�N� 1, dérite Fig. 4.2,est employée. LesN neurones ahés sont totalement boulés à l'aide de onnexionsauto-régressives d'ordre D. Une onnexion de délai 1 est ajoutée entre la sortievers tous les neurones ahés. W0 est quelonque, la relaxation vers un point�xe est néessaire. L'initialisation des poids est aléatoire mais véri�e les ondi-tions (4.9). C'est à dessein que nous nous limitons à de petits modèles ontraintsd'exploiter leur mémoire interne pour pallier le manque d'information présentéeen entrée. L'aent est mis sur le odage et la apaité de mémorisation plut�tque sur la performane pure. Les réseaux sont entraînés à prédire la suite àun pas en avant sur les moyennes annuelles normalisées de 1720 à 1979. Laversion tronquée de BPTT pour le DRNN est utilisée pour le alul du gra-dient. L'algorithme du gradient stohastique est utilisé. La version tronquée deBPTT est utilisée pour le alul du gradient. L'apprentissage est semi-dirigé.L'algorithme opère en ligne. La méthode de weight élimination [WEI 90℄ estutilisée. L'initialisation des poids est aléatoire entre �1:0 et +1:0



59Résultats - Fig. 4.3 illustre le omportement des termes kynn�jk1 moyen-nés sur la base d'apprentissage pour n = 1; : : : ;K. Une représentation logarith-mique sied mieux à la déroissane observée en fontion du temps rétrogradej dans le réseau adjoint déplié. Typiquement, la norme du gradient déroît li-néairement dès la première passe en osillant légèrement autour d'une droitejusqu'à �1.Le ritère d'arrêt dé�ni en (4.14) est approprié et l'erreur d'estimation dugradient peut se lire sur la ourbe de déroissane. Les simulations orroborentla présente étude. Le nombre de propagations rétrogrades dans l'adjoint va-rient de 5 à 45, 15 en moyenne ave � = 10�3, on�rmant en ela l'allégationantérieure que le nombre de passes s, dé�ni dans (4.14), est de l'ordre de DA titre illustratif, l'histogramme du nombre moyen de rétro-propagationsdans le réseau adjoint assoié au réseau N = 2; D = 5 est traé Fig. 4.4.La ourbe �utue de 15 à 45, entrée autour de 30, 'est-à-dire, 6 fois l'ordredes �ltres D = 5. 45 (i.e. 9 � D) veteurs d'état passés du réseau su�sent àestimer orretement le gradient d'erreur ave une préision de 10�3. De même,l'histogramme de la variation moyenne du nombre de rétro-propagations dansle réseau adjoint est traé Fig. 4.5, indiquant que �s entre 2 itérations se situele plus souvent dans l'intervalle [�D;+D℄. Le taux de déroissane du GEBFvarie relativement peu au �l des itérations.Le modèle présente de 31 paramètres présente un ompromis taille/performaneintéressant [AUS 95b℄. A titre illustratif, sa représentation d'état est expliitéei-dessous sous la forme d'un ouple équations à point �xe :xt+1 = g(6:129z1t � 3:641z2t � 3:627) (4.19)où z1t et z2t sont les ativations des deux neurones ahés. Le modèle est régipar le système d'équationsz1t = g(2:440z1t � 1:152z1t�1 + 0:350z1t�2 � 0:115z1t�3 + 0:041z1t�4 � 0:067z1t�5�0:066z2t � 0:355z2t�1 + 0:097z2t�2 � 0:678z2t�3 + 0:094z2t�4 � 0:118z2t�5+3:816xt � 0:072)z2t = g(+1:286z2t + 0:813z2t�1 � 0:171z2t�2 � 0:120z2t�3 � 0:491z2t�4 � 0:180z2t�5�2:296z1t � 2:948z1t�1 + 0:583z1t�2 � 0:342z1t�3 � 0:112z1t�5�0:940xt � 0:405) (4.20)Ce système à point �xe, onstitué de 2 neurones ahés et d'une seule entrée,présente une NMSE de 0.091 sur la période 1921-1955 et une NMSE de 0.091sur la période 1955-1979 (des omparaisons de performane sur e benhmark



60 Réseaux de neurones boulés à délaislassique sont faites dans ma thèse [AUS 96℄). La dernière valeur xt�1 assoiéeau deux variables d'état résument tout le passé du proessus.4.4.2. Erreur de tronature de BPTTDans e paragraphe, la préision de la borne � sur la déroissante de l'GEBFest évaluée empiriquement en fontion de N et D. A ette �n, une mesureappelée le taux d'erreur de tronature (TLR) (voir Fig. 4.6) est introduite.Taux d'erreur de tronature - Supposons donnée l'erreur � sur alul dugradient. Soit k1 le véritable nombre minimum de rétro-propagations néessairepour que kynn�jk < �. Soit, k2 = s2D, où s2 est le plus petit entier véri�antl'inégalité 4.14. Le trunation length error rate (TLR) est dé�ni parTLR = k2 � k1k1 : (4.21)Son interprétation est aisée : un TLR de valeur n se traduit par une propa-gation de l'EBBF n fois trop loin dans l'adjoint déplié.Mode opératoire - Une arhiteture générique 1�N� 1, dérite Fig. 4.2,est employée. LesN neurones ahés sont totalement boulés à l'aide de onnexionsauto-régressives d'ordre D. Les poids sont hoisis aléatoirement entre �� et +�ave � = 10e � 2 tel que PDd=0 kWdk < 1=� pour assurer la onvergene del'apprentissage (voire le Corollaire 1). La norme matriielle de Frobenius esthoisie, elle est ompatible ave la norme Eulidienne . 100 ouples entrée/sortiesont tirés aléatoirement. A haque instant, la sortie du DRNN est alulée pourette entrée, le gradient d'erreur est rétro-propagé dans l'adjoint et le véritabletaux de déroissane du gradient est mesuré. La pratique montre que des va-leurs de poids élevées aentuent la déroissane de gradient. A�n de ouvrirtout l'intervalle, la proédure a été répétée ; à haque instant la valeur de +�est inrémentée de 10e� 2. Le taux de déroissane du gradient, moyenné sur100 essais, augmente également. On stoppe la proédure lorsque le taux serapprohe de 1.
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Figure 4.4. Sunspots : histogramme du nombre moyen de rétro-propagations nées-saires dans le réseau adjoint assoié au DRNN N = 2; D = 5.
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Figure 4.5. Histogramme de la variation du nombre moyen de rétro-propagationsnéessaires dans le réseau adjoint assoié au DRNN N = 2; D = 5 entre deux itéra-tions suessives.
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Figure 4.6. Dé�nition du taux d'erreur de tronature (TLR). Soit Y (t � k) =kytt�kk, k1 = s1D le nombre de rétro-propagations su�sant pour que Y (t� k1) < �,où � << 1 . k2 = s2D, où s2 est le plus petit entier véri�ant l'inégalité (4.14). un TLRde valeur n se traduit par une propagation de l'EBBF n fois trop loin dans l'adjointdéplié.



64 Réseaux de neurones boulés à délaisRésultats - Plusieurs expérimentations ont été menées ave N = 1; 5 et 10,D = 1; 5 et 10, voire Fig. 4.7. Les ourbes d'erreur sont très similaires à Fig. 4.1.Il apparaît que la taux analytique de onvergene, �, est préis pour de faiblesvaleurs. La préision se dégrade ave la taille du réseau. Le taux diverge ommepouvait s'y attendre pour � prohe de 1. Pour autant, des erreurs aeptablessont obtenues pour des valeurs de � inférieure à 0.5 : le TLR est inférieure à 5.Pour être omplet, la Figure 4.4.2 illustre la variation du TLR pour :1. une arhiteture de Williams et Zipser (réseau boulé standard) aveN = 10 neurones ahés inter-onnetés, une entrée et une sortie,2. un réseau (non-boulé) NARMAX ave N = 10 neurones ahés, uneentrée exogène, une sortie et D = 5 sorties additionnelles réinjetées enentrée. Là enore, l'erreur de tronature diverge pour des valeurs de �prohe de 1.Finalement, les expérimentations on�rment les résultats analytiques obte-nus onernant le taux de déroissane du gradient et l'erreur de tronature.Au paragraphe suivant, des alternatives à la desente du gradient sont énumé-rées, suivi de quelques as d'éole issue de la littérature de di�ulté variableprésentant des dépendanes à longue portée,4.5. Quelques alternatives à la desente du gradientQuelles sont les alternatives à la desente du gradient ? De nombreuses mé-thodes heuristiques plut�t sophistiquées ont été proposées pour ontourner ladi�ulté d'apprendre des dépendanes à long terme. Sans exhaustivité auune,nous en listons i-dessous quelques-unes extraites de la littérature :� le reuit simulé est un algorithme de reherhe global éminemment lent.Appliqués aux réseaux neuronaux, la séletion des nouveaux points dansl'espae des poids est généralement e�etuée dans hyperube autour dupoint ourant. Il est également utilisé pour l'initialisation et l'estimationdes paramètres [RYN 00℄.� la reherhe aléatoire multi-grilles. Cette méthode est plus simpleque le reuit ; une reherhe aléatoire est menée dans un hyperube devolume déroissant autour de la meilleure solution trouvée [BEN 94b℄.� les algorithmes pseudo Newton ont l'avantage de remettre le gradientà l'éhelle en rapport à la ourbure de la fontion oût, et don potentiel-lement de réduire le problèmes de plateaux.� le �ltrage de Kalman étendu, (EKF) (voir par ex. [SIN 89℄) étendu dé-oule de la linéarisation des équations du réseau. Les aluls de la matriede gain sont exéutés en ligne mais reposent sur une inversion matriielle
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67oûteuse. Le manque de stabilité et l'importane de la linéarisation sontles inonvénients importants de ette méthode.� l'algorithme des moindres arrés réursifs étendus (ERLS) pré-senté dans [MAN 01℄ est assez prohe de l'EKF. Les deux reposent surune représentation d'état de Kalman ave équation d'état (état = veteurde paramètres) du type marhe aléatoire (w(k + 1) = w(k) + u(k)).� l'algorithme EM appliqué au réseaux boulés requiert un ertain nombred'approximations. A titre d'exemple, Ma et Ji [MA 98℄ prennent les ati-vations des neurones ahés omme variables ahées du shéma EM. Ladistribution des variables ahées onditionnellement aux entrés/sortiesest supposée gaussienne. Une approximation des hamps moyens est né-essaire durant l'étape E.De nombreuses omparaisons - plus ou moins rigoureuses - entre es al-gorithmes ont été e�etuées sur des ritères de performane, de stabilité nu-mérique, de omplexité et. Beauoup visent à démontrer la primauté d'unalgorithme sur les autres sur une lasse de problème très spéi�que [KRE 01℄.Auun n'apporte une réponse dé�nitive au problème de dépendane à longueportée ; la reherhe purement aléatoire [SCH 96℄ dans l'espae des paramètresdonne parfois des meilleurs résultats !A titre d'information, Mandi et Chambers, dans un ouvrage réent exlusi-vement onsaré aux réseaux réurrents pour la prédition [MAN 01℄, proposentde limiter les e�ets du délin de l'GEBF en présene de longues dépendanes,à l'aide de plusieurs réseaux boulés en asade (Pipelined RNN) entraînés parRTRL. Dans le même esprit, ils préonisent également le reuit simulé, l'EKFet l'inlusion de délais dans l'arhiteture pour palier le problème.4.6. Quelques problèmes types de dépendane à longue portéeExtraire et mémoriser de l'information sur des intervalles de plusieurs en-taines d'unités de temps a été un enjeu majeur de la ommunauté onnexionistedepuis ette dernière déennie. Voii i-dessous un ertain nombre de as d'éolede di�ulté variable mettant en jeu des dépendane à longue portée.Problème des 2 séquenes - C'est le premier problème historiquementétudie dans [BEN 94b, BEN 94a, HIH 96, LIN 96℄. Deux lasses de suites denombres réels de longueur variable sont générées. Seuls les N premiers termesapportent l'information sur la lasse : ils sont tous égaux à 1 ou à �1 selon lalasse. Les termes suivant sont tirés au hasard selon une gaussienne entrée devariane 0:2. Le signal d'erreur,+1 ou �1 selon le as, n'est délivré qu'à la �n. Ilfaut de l'ordre de 6000 exemples à BPTT pour apprendre des suites de longueur



68 Réseaux de neurones boulés à délaisaux alentour de 50 [LIN 96℄. Pour les suites plus longues de 50 à 100 unités,seules la reherhe aléatoire multi-grilles et l'approhe EM tombent en deçàd'une erreur aeptable après la présentation de 3000 exemples. La reherhealéatoire multi-grilles est plus simple que le reuit ; une reherhe aléatoire estmenée dans un hyperube de volume déroissant autour de la meilleure solutiontrouvée.Une reherhe purement aléatoire dans l'espae des paramètres d'un petitréseau boulé fait même enore mieux en performane ave moins d'exemples[SCH 96℄ alors que la desente du gradient ne parvient pas à onverger [BEN 94b℄.Problème de parité - Ce problème qui vise à déterminer la parité desuites binaires de longueur variable, entre 25 et 50 seulement, a été étudiépar [BEN 94b, BEN 94a, LIN 96℄. Il faut de l'ordre de 50 000 présentationsd'exemples pour que BPTT onverge. 3000 su�sent à la reherhe purementaléatoire dans l'espae des paramètres d'un petit réseau boulé pour résoudree problème. Le problème est lié aux minimas dits �plats� de la ourbe d'erreur[HOC 97a℄.L'apprentissage des automates à états �nis - L'apprentissage des au-tomates à états �nis a fait ouler beauoup d'enre [GIL 92, ZEN 94, ROD 99,ROD 01, SCH 96℄. L'inférene de grammaires déterministes, ave ou sans ontexte,a été entreprise ave des réseaux boulés disrets du seond ordre dans [GIL 92,ZEN 94℄. Les exemples typiques sont des langages de Tomita (voir [ZEN 94℄).Or la reherhe purement aléatoire dans l'espae des paramètres d'un petit ré-seau boulé permet d'obtenir de meilleurs résultats que BPTT. Typiquement,les réseaux sont entraînés à prédire pas à pas le symbole suivant d'un mot, oule dernier symbole, x ou y, est uniquement déterminé par le premier symboledu mot, e.g., (x; a1; : : : ; an�1; x) ou (y; a1; : : : ; an�1; y) où les aj sont des sym-boles tirés au sort et jouent le r�le de distrateurs. Les symboles sont odés surn + 1 bits. Au delà de n = 10, la desente du gradient éhoue quelque soit latehnique (BPTT, FD, et) employée.Apprendre à ompter - Il s'agit de mémoriser préisément des nombresréels sur une période de temps indé�ni. Les entrées sont onstituées de pairesde valeurs. La première est tirée au hasard dans [�1; 1℄. La seonde est unmarqueur qui vaut �1, 0 ou +1. Le but est, par exemple, de fournir en sortiela somme des entrées dont la seonde omposante a été marquée par +1. Lesexemples sont des séquenes de longueur omprise entre T et T + T=10, aveT = 100; 500; 1000 et le signal d'erreur n'est donné qu'à la �n de la séquene.Seul LSTM permet de résoudre e type de problème ave de l'ordre de 106exemples pour T = 1000.



69Apprendre à ompter sans marqueur temporels - Gers, Shmidhuberet Cummins [GER 00℄ ont montré qu'une version améliorée de LSTM pouvaitrésoudre le problème préédent sans l'aide de marqueurs. Le modèle entraînépar une tehnique de gradient apprend à ompter les intervalles de temps dis-rets séparant l'apparition de symboles identiques dans la séquene d'entrée.Cette tâhe est réputée extrêmement ardue pour des réseaux boulés lassiques[ROD 99, ROD 01℄.Reonnaître l'ordre temporel - Le but est de lasser des séquenes desymboles odés sur N bits (où N est la taille de l'alphabet) de longueur variantentre 100 et 110. Seuls les symboles aux instants t1 et t2 > t1 et t3 > t2 déidentdu symbole �nal, les autres sont tirés aux hasard dans un alphabet donné. SeulLSTM (présenté i-dessous) permet de résoudre e type de problème ave del'ordre de 106 exemples pour 8 lasses.4.7. Vers des modèles d'ordre supérieurBien que la desente du gradient soit inadaptée pour apturer des dépen-danes à long terme, l'e�et est réduit dans le DRNN par un fateur 1/D[LIN 96℄. Ni les algorithmes ajustant les délais [DUR 99℄, ni les heuristiquesonstrutives pour ajouter de nouvelles onnexions retardées [BON 00℄ ne peuventremédier à e problème. A titre d'information, l'heuristique onstrutive de[BON 00℄ en 0(N4) vise à ajouter inrémentalement une onnexion retardée ded entre i et j selon (i?; j?; d?) = arg max(i;j;d)(j KXk=1 ÆkvTk�dj) : (4.22)On retrouve à droite la formule d'ajustement du poids wdij selon BPTT sila onnexion (ij) existait et était retardée de d.Une arhiteture spéi�que opérant à plusieurs éhelles a été proposée parEl Hihi et Bengio (1996) [HIH 96℄. Mais la méthode ahoppe dès lors qu'il s'agitde mémoriser, par exemple, des valeurs numériques sur de intervalles de tempsde plusieurs entaines d'unités de temps.Pour remédier à ette faiblesse, Hohreiter et Shmidhuber (1995) [HOC 97b,GER 00, SCH 02℄ ont proposé une arhiteture prometteuse appelée Long ShortTerm Memory (LSTM), basée sur des neurones apables de mémoriser des va-leurs numériques sur de longs intervalles de temps. Ces memory ells, main-tiennent onstant le �ot d'erreur dans le neurone. A la di�érene des réseaux



70 Réseaux de neurones boulés à délaisstandards, le signal d'erreur est piégé dans la ellule et sa valeur ne hange quelorsque il est libéré par un porte d'entrée. La ellule est régie par les équationsvinj (t) = gin(Xi winij vouti (t� 1));voutj (t) = gout(Xi woutij vouti (t� 1));sj(t) = sj(t� 1) + vinj (t) � g(Xi wijvouti (t� 1));vj(t) = voutj (t) � h(sj(t)): (4.23)Des portes vinj , voutj sont positionnées en entrée et en sortie du neuronej de manière à autoriser ou refuser l'aès au �ot du gradient d'erreur dansla ellule. Une onnexion loalement réurrente de poids �xé à 1.0 garantit un�ot onstant dans la ellule sj(t) (3ème équation i-dessus). En d'autres termes,'est une façon de forer � = 1 et de rester à la bifuration entre l'explosion etla déroissane exponentielles.Une version de BPTT tronquée à une seule rétro-propagation est employéepour entraîner le réseau. Les auteurs jugent inutile de rétro-propager plus enamont l'GEBF puisqu'il deroît exponentiellement vers zéro. Ainsi, il est nul-lement besoin de mémoriser les veteurs d'état passés.Ce faisant, LSTM peut extraire et mémoriser des valeurs numériques surde intervalles de temps potentiellement in�nis. Pour autant, un surroît deonnexions est dédié au maintient d'un l'GEBF loalement onstant, au détri-ment de la taille du modèle.4.8. ConlusionNous avons établies des onditions su�santes pour garantir : 1) la onver-gene de l'GEBF, 2) l'uniité et la stabilité asymptotique du point �xe duréseau à haque instant et 3) la onvergene asymptotique globale vers unpoint �xe du réseau en boulage fermé. Celles-i s'expriment expliitement enfontion de la matrie de poids et s'appliquent à de nombreux les réseaux bou-lés introduits dans la littérature es dernières années [KRE 01, TSO 94℄. Uneborne supérieure sur le nombre de rétro-propagations dans le temps est a étéétablie pour limiter l'erreur de (BPTT). Des simulations ont on�rmé es ré-sultats théoriques et montré que l'erreur de tronature est �able dès lors quele oe�ient de déroissane du gradient est petit.



71Ainsi, extraire et mémoriser de l'information sur des intervalles de plusieursentaines d'unités de temps est une tâhe ardue ave des réseaux boulés stan-dards entraînes par une tehnique basée sur le gradient d'erreur. L'adjontionde neurones d'ordre supérieur semble porter remède à e problème épineux,sans nuire à la simpliité de BPTT. Nous verrons au hapitre 6 onsaré à lamultirésolutions qu'il est possible de ontourner le di�ile problème de l'ap-prentissage des dépendanes à longue portée présentent dans le signal d'entréeà l'aide d'un ban de �ltres ad ho.
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Chapitre 5PREDICTIONSENVIRONNEMENTALES5.1. IntrodutionJe dresse dans e hapitre un bref panorama des appliations des réseauxdisrets boulés à délais aux sienes environnementales, dans une aeptiontrès large, menées dans le adre de plusieurs ontrats de reherhe s'éhelonnantde 1997 à 2001, prinipalement ave le European Southern Observatory (ESO)à Garhing en Allemagne, et le Marine Environment Unit du Joint ResearhCenter (JRC) situé à ISPRA en Italie.Après quelques rappels sur les propriétés des réseaux de neurones, la modé-lisation du type boîte noire et le mode opératoire, des appliations des réseauxboulés à délais sur des données synthétiques engendrées par des proessushaotiques déterministes sont présentées. Ces proessus bien onnus araté-risent ertains proessus physiques tels que les systèmes physiologiques, les�utuations d'un laser infrarouge, ou un �uide soumis à des éhanges ther-miques. L'objetif est de reonstruire, en itérant les réseaux en boulage fermé,les attrateurs haotiques à géométrie fratale à partir d'un veteur d'état tron-qué.Ensuite, nous présentons une étude réalisée pour le JRC en 1999 et 2000,visant à prédire la température à la surfae de la mer (SST) sous forme deartes 2D, dans une zone maritime où l'on observe des mouvement asendantsd'eau froide, que l'on désigne par phénomène d'upwelling, e.g. au large de laNamibie. Les lignes de ontour de la SST peuvent être onstruites à moindreoût, sans l'aide direte des modèles numériques (de irulation oéanique)lourds à mettre en oeuvre, grâe à la ollaboration de plusieurs RN en harge



74 Réseaux de neurones boulés à délaisde la prédition de la SST en plusieurs points d'une grille. Les artes 2D sontalors reonstruites par interpolation des SST fournies par les modèles.En�n, nous présentons les préditions des �utuations du seeing astrono-mique à partir de mesures météorologiques prises au sol, réalisées pour ESO[AUS 00d℄ en 2001, dans le adre d'un ontrat de reherhe de 16 mois. Le seeingest une mesure de la di�ration des ondes lumineuses dûe aux perturbationsatmosphériques. Quand les astronomes �nissent une observation, le alibragedes instruments est e�etué pour l'observation suivante. La prédition d'unemesure de variabilité du seing - de 5 à 60 minutes en avane - permettraitl'ordonnanement optimale des tâhes de alibration et d'observation.Ce paragraphe appliatif s'ahève sur l'esquisse d'un travail mené ave DavidHill (LIMOS), dans le adre d'un projet LIFE �Control of the spread of theCaulerpa Taxifolia in the Mediterranean� (programme DG XI) onsaré à laprévision de la surfae ontaminée par la aulerpe après plusieurs années dansla bassin méditerranéen.Le prinipe d'entraîner un réseau de neurones à l'aide d'un simulateur sto-hastique, mis en oeuvre à plusieurs reprises au ours de mes appliations, estparfois quali�é de méta-modélisation [KIL 94℄. Son prinipal intérêt est de per-mettre un gain en temps de alul onsidérable puisque l'évolution du systèmestohastique omplexe (le modèle), est approximée par un proessus détermi-niste plus simple (le méta-modèle). Dans tous les as, la modélisation est dutype boîte noire et l'apprentissage est réalisé à l'aide d'un historique de valeursmesurées ; la physique du phénomène - souvent méonnue - n'est pas prise enompte.5.2. Régression linéaire/non-linéaire : quelques rappelsLes réseaux onnexionistes oupent une plae entrale parmi les outils sta-tistiques de prévision. Ils sont aussi le thème d'un ourant de reherhe vivantet féond, à la on�uene de l'analyse des séries temporelles et de la théorie dessystèmes dynamiques. Nous présentons ii quelques rappels sur la régression li-néaire et non-linéaire, avant de rappeler quelques propriétés phares importantesdes réseaux de neurones dans le adre de l'approximation de fontion.Limites des modèles linéaires - Les débuts de l'analyse �moderne� desséries temporelles remonte à 1927 lorsque Yule inventa la tehnique auto-régressive dans l'intention de prédire le nombre annuel de tahes sombres dusoleil, les sunspots. Le paradigme des modèles linéaires alimentés par un bruitblan additif a prévalu durant la moitié XXième sièle. Toutefois, il s'avère in-adéquat pour ertaines suites déterministes parfois très simples. Par exemple,



75la suite obtenue par itération de la fontion logistique possède un spetre depuissane impossible à modéliser ave un modèle linéaire. L'évolution �libre�des proessus ARMA ne permet pas un omportement périodique stable indé-pendant des valeurs initiales. Le signal généré est aratérisé par un nombre �nide fréquenes. Par ailleurs, l'évaluation des paramètres des modèles AR, MA,et ARMA reposent uniquement sur la fontion d'autoorrelation de la suite ob-servée. Or l'autoorrelation de Xt ave Xt�j (j 2 Z) ne présente qu'un aspetde la distribution des ouple (Xt; Xt�j). D'autres aspets vitaux peuvent êtreomis. Ainsi, la lasse des modèles linéaires se prête à la modélisation des suitestemporelles pour lesquelles seule la fontion d'autoorrelation (ou indi�érem-ment le spetre de puissane) aratérise la suite.Exemples - Prenons deux exemples lassiques a�n de mettre à jour leslimites des modèles linéaires. Considérons la suite générée par la fontion lo-gistique xt+1 = rxt(1� xt). Popularisée dans le adre des modèles éologiquesidéalisés, e modèle simple possède une dynamique omplexe [OTT 93℄. Cetteéquation dérit par ailleurs un ertain nombres de réations himiques et de�ots hydrodynamiques. Le paramètre r agit de manière qualitative sur le om-portement de la suite, variant du point �xe au haos déterministe. Par exemplepour r = 4, haque itération détruit un bit d'information ; du fait de la non-inversibilité de la fontion logistique et la symétrie de la densité naturelle in-variante, les prédéesseurs de xt au nombre de deux sont équiprobables. End'autres termes, la onnaissane de xt à � près ne permet la onnaissane deson suesseur, xt+1, qu'ave une préision de 2�. La roissane exponentiellede l'inertitude est une aratéristique du haos déterministe.Le deuxième exemple est tout aussi simple. Considérons la suite générée parxt+1 = 2xt(mod 1). L'ation du modulo se omprend aisément en onsidérantxt sous forme binaire (i.e. xt = 0d1d2 : : : = (d1:2�1) + (d2:2�2) + : : :) ; haqueitération déale la déomposition binaire d'un rang vers la gauhe (di  di+1).Il résulte que le bit le plus signi�atif d1 est éliminé, édant la plae à d2.L'implémentation physique de la fontion est la boule de billard évoluant sansdissipation d'énergie ; xt peut être vu omme les positions suessives sur unedroite quelonque dans le plan du billard que la boule roise après haquerebond.L'évolution de es deux systèmes unidimensionnels déterministes est entier-ement déterminée par la ondition initiale x0 omme l'est le proessus ARpiégé sur une orbite périodique stable. Cependant, es systèmes élémentaires(une parabole et une droite) génèrent haun une suite de valeurs possédantune densité spetrale inhérente au modèle lui même, par opposition à un spetredisrétisé. Dans le ontexte des modèles ARMA, 'est le bruit externe en entréedu système qui pourvoit le modèle d'une densité spetrale, alors que dans leas présent, ette omposante est inhérente à es systèmes. Il faut onlure de



76 Réseaux de neurones boulés à délaisela que la non-linéarité est essentielle dans les systèmes déterministes pourproduire un omportement d'apparene aléatoire.5.2.1. Quelques propriétés du MLPLes réseaux disrets boulés à délais héritent des ertaines propriétés desMLP, en partiulier les propriétés d'approximation et de robustesse, que nousénumérons rapidement i-dessous. On trouvera toutes les référenes dans, parexemple, la thèse de M. Mangeas [MAN 95℄.Propriétés d'approximation - Le problème de l'approximation de fon-tions par des MLP à une ouhe ahée a susité une abondante littérature. Lethéorème de Hornik stipule par exemple que toute fontion ontinue à supportompat de Rn peut être approhée ave une préision arbitraire (au sens de lanorme de Rn ) par un MLP à une ouhe ahée, munis de fontions sigmoïdes,et une sortie linéaire. Ce théorème ne fournit pas le vitesse de onvergenetoutefois.Vitesse de onvergene - Sous ertains onditions portant sur le modulede la transformée de Fourier de la fontion, Barron a établi que l'erreur d'ap-proximation de la fontion par un MLP est bornée par un terme en O( 1C ),où C est le nombre de neurones ahés. Il est ependant di�ile de relier lespropriétés lassiques de la fontion (e.g. ontinuité, dérivabilité) ave e ritèrede omplexité dans l'espae omplexe.Correspondane ave les modèles ARMA - En�n, notons qu'il existeune orrespondane formelle entre les modèles ARMA et neuronaux, pour laprévision à un pas, en raison de la linéarité au voisinage de zéro des fontionssigmoïde. La sortie d'un proessus ARMA peut être approhée ave une pré-ision arbitraire par un MLP. On est don en droit de penser que si le modèlelinéaire est plus performant, l'apprentissage amènera le MLP à ne travaillerque dans sa partie linéaire.Robustesse - Outre les propriétés d'approximation, n'oublions pas d'évo-quer les partiularités de robustesse de e type de modèle paramétrique, à savoirla robustesse à la détérioration (e.g. supprimer une onnexion, un neurone) enraison de la redondane de l'information dans le réseau, mais également la ré-sistane aux variables d'entrée aberrantes du fait de la saturation des fontionsd'ativation, et e à la di�érene des modèles linéaires pour lesquels la sortieest linéairement proportionnelle à l'entrée.Estimation des paramètres - Notons en�n que l'estimateur des moindresarrés d'un MLP à une ouhe est fortement onsistant [MAN 95℄. En d'autres



77termes, si l'on suppose que les données ont été engendrées par un MLP, munid'un veteur de paramètre inonnu, la minimisation du risque empirique garan-tit la onvergene presque sûre des paramètres estimés vers leur vraie valeur.On se plae pour ela dans un sous-ensemble quotient des paramètres assurantl'identi�abilité du MLP [MAN 95℄.
Identi�ation du modèle - L'identi�ation du modèle, qui revient à sé-letionner sa struture au sein d'une famille, est une proédure généralement enaval de l'estimation des paramètres. Nombreux sont les as où la minimisationdu risque empirique ne garantit pas la minimisation du risque théorique (e.g.les polyn�mes de degré quelonque, les fontions sinusoïdales). C'est pourquoiVapnik a étudié la distane du risque empirique au risque théorique, et e in-dépendamment de la distribution onjointe P (x; y), et en a déduit le prinipede minimisation du risque struturel (SRM). Or les bornes établies par Vapnikne sont valables que pour des variables i.i.d., hypothèse fausse dans le adredes séries temporelles et des modèles auto-régressifs, pour lesquels les variablesexpliatives sont le passé du proessus. De plus, seules des bornes supérieursde la VC dimension des MLP existent. Aussi, pour déterminer la bonne arhi-teture, ertains statistiiens substituent un ritère d'information aux bornesde Vapnik, sous la forme d'une fontion objetif pénalisée par un terme additifdu type P lnn=n, où P est le nombre de paramètres [MAN 95℄. Il su�t alorsà partir d'un modèle dominant d'a�ner le modèle en éliminant les onnexionssuper�ues ; on parle alors de régularisation struturelle [GOU 97℄ par opposi-tion à une régularisation formelle du type weight deay. Outre sa onsistane,l'estimateur des moindres arrés pour les MLP véri�e les propriétés de norma-lité asymptotique et une loi du logarithme itéré (sous l'hypothèse que le bruita un moment d'ordre su�sant). Il est don possible d'éliminer les onnexionssuper�ues par un test de Student.Mais en pratique, la mise en appliation du prinipe SRM où du ontrastepénalisé pour identi�er le modèle est laborieuse. Dans ette étude, on lui préfèreune approhe moins rigoureuse, ertes, fondée sur la régularisation (au sens deTikhonov) d'un modèle surparamétré de façon à réduire la variane du modèle(au sens de la déomposition biais/variane).En�n, mentionnons les méthodes empiriques de séletion de modèle, tellesque elles fondées sur la validation roisée et ses variantes, ainsi que les nou-velles méthodes de pénalisation empiriques omme les méthodes basées sur lesmétriques de Shuurmans (voir [BEN 03℄).



78 Réseaux de neurones boulés à délais5.2.2. La modélisation dynamique �boîte noire�Nous nous sommes attahés à souligner les traits saillants des modèles li-néaires, dans un langage àmi-hemin entre le formalisme pur et la ompréhen-sion intuitive. Le moment est venu de mettre l'aent sur les prinipes de lamodélisation �boîte noire', ainsi que sur les problèmes qui demeurent enoreouverts à e jour.Revenons un instant au problème originel de l'analyse statistique des sériestemporelles : prédire, 'est trouver une relation fontionnelle, probablementnon-linéaire, entre les valeurs passées et la valeur ourante de telle sorte quel'erreur d'estimation se réduise à un bruit blan. Un modèle ausal idéal, quesymbolise la fontion h(), pour la séquene fXtg s'éritXt � h(Xt�1; Xt�2; : : :) = �t (5.1)où �t est un proessus blan entré. Si la séquene des résidus f�tg ne formaitpas un bruit blan, il y aurait une struture dans la relation entre Xt et sonpassé dont le modèle ne tiendrait pas ompte. Posé en es termes, le problèmeest trop général pour être résolu ar pour un nombre �ni de données, il estimpossible de spéi�er h() parmi toutes les fontions non-linéaires possibles.Considérons l'extension non-linéaire des modèles ARMA,Xt = h(Xt�1; : : : ; Xt�p; �t�1; : : : ; �t�q) + �t (5.2)La nouveauté par rapport à (5.1) réside dans le fait que xt ne dépend passeulement des perturbations aléatoires au même instant, représenté par le bruitblan �t, mais garde une mémoire des perturbations antérieures jusqu'à t �q. On ompense ainsi le manque d'observations passées par une mémoire desperturbations. Si le modèle est inversible, i.e. �t = f(Xt; : : :), alors le préditeuroptimal est X̂t = h(Xt�1; : : : ; Xt�p; �t�1; : : : ; �t�q) (5.3)Il est don envisageable d'approximer h() par un modèle neuronal, dansla mesure où l'entrée est maintenant de taille �nie. Or le problème qui surgitmaintenant a trait à la nature même des entrées : on ne onna�pas le bruit, �t.Il nous faut don se restreindre à une approximation N du préditeur optimalh() donnée par N ? = h(Xt�1; : : : ; Xt�p; et�1; : : : ; et�q) (5.4)



79où ej = Xj � X̂j . Une représentation équivalente estx̂t = N (xt�1; xt�2; : : : ; xt�p; x̂t�1; x̂t�2; : : : ; x̂t�q) (5.5)Une représentation d'état est plus parimonieuse et plus générale qu'unreprésentation entrée-sortie qui n'utilise que les entrées et les sorties retardéesdu système pour estimer la sortie du système. De la même manière que lemodèle neuronal NARMA étend le modèle ARMA au domaine non-linéaire, leréseau boulés généralise la représentation d'état linéaire de Kalman. Au lieu dedisposer la mémoire spatialement en entrée de la �boite noire�, le veteur d'étatonfère une mémoire interne au réseau. Tout réseau boulé peut sous une formed'état minimale, dite forme �anonique� (voir [DRE 02℄). La transposition duDRNN (sans yle de délai nul) vers une forme anonique au sens de Nerrandet al. est immédiate. Je lui préfère la représentation suivante où les délais sontreprésentés expliitement,zt = �(zt�1; : : : ; zt�D;xtt�D ; x̂tt�D)x̂t+1 =  (zt; : : : ; zt�D;xtt�D ; x̂tt�D) (5.6)où xtt�D = fxt�D; : : : ; xtg et x̂tt�D = fx̂t�D ; : : : ; x̂tg. En onaténant dansle veteur ~zt, l'ativation de tous les neurones aux instants t; t � 1; : : : ; t �D,soit N(D + 1) valeurs, on retrouve la forme anonique de Nerrand et al.5.2.3. Quelques problèmes ouvertsEnumérons à présent un ertain nombre de problèmes ouverts que se poseonrêtement l'expérimentateur dans l'optique de onstruire un modèle prédi-tif neuronal.� Est-il possible de reonstituer le veteur d'état du système au moyen desobservations passées ? C'est la généralisation aux système dynamiquesnon-linéaires de la notion d' observabilité des systèmes. Quand bien même () et �() seraient linéaires, l'observabilité n'est pas garantie.� Il n'existe pas de ritère statistique de linéarité �able à l'heure atuellepour évaluer la linéarité d'un proessus,� Sauf avis ontraire, les suites sont supposées être stationnaires et ergo-diques (au moins au seond ordre). En d'autres termes les propriétés sta-tistiques du proessus sous-jaent peuvent être obtenu à partir de l'obser-vation d'une trajetoire unique sur ℄�1;1[. Dans le adre non-linéaire,il est di�ile de mener une analyse de la stationnarité qui peut prendrede multiples formes (e.g. stationnarité par moreaux).



80 Réseaux de neurones boulés à délais� Dans le adre linéaire, la meilleure prévision à plusieurs pas est obte-nue en substituant la aniennes prévisions aux valeurs manquantes. Cettepropriété n'est plus vraie dans le adre non-linéaire. Il n'existe pas de ré-sultats d'optimalité de la méthodologie de prévision à plusieurs pas enavant.� En�n, il est légitime de se demander si les modèles stohastiques onsti-tuent la meilleure alternative pour modéliser des proessus (haotiquesou non) déterministes ?5.3. Mode opératoireAvant de nous tourner vers les expérimentions à proprement parler, évo-quons les tehniques empiriques lassiques - mais assez arbitraires - qui nousont permis d'aélérer l'apprentissage et réduire l'e�et néfaste des minima lo-aux.Les modi�ations des poids des réseaux boulés ont été réalisées dans etteétude par l'algorithme de desente du gradient stohastique. L'apprentissageopère en mode non-dirigé lorsqu'il s'agit de réaliser des prévisions à plusieurspas en boulage fermé, et semi-dirigé pour réaliser des préditeur à un pas. Legradient d'erreur est alulé selon la version tronquée de BPTT évoquée auChapitre 3. Le pas d'apprentissage � est adapté au �l de l'apprentissage envéri�ant si l'adaptation de la matrie de poids déroît e�etivement la fon-tion d'erreur. A l'opposé, si plusieurs déplaement réduisent l'erreur onséu-tivement, il s'agit peut être d'une vallée en pente auquel as il est judiieuxd'aroître la valeur du pas d'apprentissage. Il est préférable, au regard de lalittérature [HER 91℄, d'aroître la valeur de � par un oe�ient onstant etde le déroître géométriquement pour permettre une hute rapide lorsque elas'avère néessaire. Cela onduit au shéma suivant,� = � +� si �E � 0��� si �E > 0 (5.7)Dans la pratique, � est �xée à 10�3 pour les premières 100 époques etensuite réduit à 5 � 10�4 ; � = 0:9 reste onstant. Une moyenne mobile (mo-mentum) de oe�ient 0.9 dans l'adaptation des poids est employée pour amé-liorer la robustesse de la desente gradient et augmenter la vitesse de onver-gene. En outre, pour prévenir le risque potentiel d'over�tting, la tehniqueweight elimination [BIS 95℄ est employée. Inspîrée du weight deay, la mé-thode onsiste à élaguer les onnexions jugées inutiles au ours de l'apprentis-sage [HER 91, WEI 90℄. Pour ela, haque poids est systématiquement diminuépar l'entremise d'un oe�ient multipliatif, � < 1,



81wnewij = (1� �ij)woldij (5.8)si bien que les onnexions pénalisées s'e�aent devant les autres lorsqu'ellesne sont plus renforées. Pour que les wij grands ne déroissent pas plus rapi-dement que les petits, �ij est ajusté selon�ij = �(1 + w2ij)2 (5.9)où  est varié au �l de l'apprentissage. Habituellement, nous ommençonsave  = 10�3 pour garantir l'élimination des onnexions super�ues et, lorsquel'erreur stagne, sa valeur est réduite à 10�4 pour permettre une déroissaneà plus long terme. Ces valeurs ont été hoisies heuristiquement et appliquéesà tous les réseaux de neurones pour garantir un bon fontionnement de laproédure d'apprentissage.En�n, la progression de l'apprentissage est jaugée à l'aune de l'erreur qua-dratique normalisée (NMSE), ou normalized mean squared error :NMSE = 1�2T TXk=1(x(k) � x̂(k))2 (5.10)x(k) désigne la valeur observée de la suite, et x̂(k), la prédition fournieen sortie du réseau de neurones ; �2 est la variane de la suite et T le nombred'exemples dans la base de test. Remarquons que NMSE = 1 orrespond à laprédition de la moyenne non onditionnée.5.4. La modélisation des proessus haotiquesL'observation et l'analyse des proessus haotiques remontent au début dusièle lorsque Henri Pointarré s'intéressa aux orbites �omplexes� des astressous l'e�et mutuel de la gravitation. Toutefois, l'attrait pour le haos est trèsréent et il y a à ela deux raisons majeures. D'une part les ouvrages mathé-matiques sont souvent absons [OTT 93℄, voire ésotériques, de sorte que lesherheurs dans d'autres domaines n'ont pas failement aès aux fruits dela reherhe mathématique. D'autre part, les résultats onrets et appliablesn'ont vu le jour que très réemment. Il existe, en e�et, un lien étroit entre lafenêtre temporelle et la dynamique du proessus piégé dans un attrateur. Celien a été mis en évidene par Ruelle, Pakard et Takens dans les années 1980(voir référenes dans [AUS 98℄). En e�et, il s'avère qu'un veteur de délai de



82 Réseaux de neurones boulés à délaislongueur su�sante permet de reouvrer la struture géométrique du systèmeétudié ; en d'autres termes, il est possible d'antiiper exatement l'évolution dusystème grâe à un veteur de délais[x(t� �); x(t � 2�); : : : ; x(t�M�)℄ (5.11)Le résultat établi par Takens stipule que pour un grand nombre de systèmesdéterministes exempts de bruit, il existe un di�éomorphisme (i.e. fontion bije-tive et di�érentiable) entre x(t) et le veteur i-dessus, dès lors que M est deuxfois plus grand que la dimension fratale1 de l'attrateur. On pourra onsulterl'ouvrage de Ott [OTT 93℄ pour avoir plus de détails sur e sujet.Dans les exemples qui suivent, des modèles DRNN aux dimensions variablessont entraînés sur des suites temporelles générées par des proessus haotiques.Les résultats des préditions à ourt et moyen terme sont exhibés puis analysés.Les attrateurs haotiques à géométrie fratale sont reonstruits en itérant lesréseaux en boulage fermé. Les onditions su�santes de onvergene vers unpoint �xe du réseau opérant en boulage fermé ne sont bien entendu pas êtresatisfaites. Nonobstant le aratère assez �lassique� de la reonstrution d'at-trateurs haotiques, elle susite enore aujourd'hui beauoup d'intérêt ommeen témoigne les travaux similaires très réents [BAK 00, ISH 01℄.Avant de plonger dans le grand bain de la prédition des proessus hao-tiques, il est bon de rappeler brièvement les traits aratéristiques des proessushaotiques déterministes.Le haos déterministe - L'approhe traditionnelle pour antiiper l'évo-lution d'un système dynamique onsiste à établir un modèle mathématique adho et à l'intégrer dans l'avenir. Or le nombre de degrés de liberté parfois exor-bitant d'un système non-linéaire (e.g. un éoulement turbulent, la météorologie,les grandeurs éonomiques, et.) onstitue un éueil rédhibitoire à la résolutiondes équations. Cependant, l'étude des systèmes dynamiques révèle que la dis-sipation (e.g. la visosité) réduit le nombre de degrés de liberté e�etifs à unnombre restreint. Lorsque le as se présente, l'évolution du système après unertain temps est piégé dans un sous-espae appelé un attrateur. L'attrateurest souvent un objet fratal dont la dimension n'est pas néessairement entière[OTT 93℄.L'attribut des proessus haotiques, qui au demeurant dé�nit le haos, estla dépendane exponentielle aux onditions initiales. Restreignons ette disus-sions à un système unidimensionnel disret. L'éart in�nitésimal entre deux1La dimension fratale est une mesure du nombre e�etif de degrés de liberté du systèmedynamique [OTT 93℄.



83onditions initiales x0 et x0+ � typiquement diverge exponentiellement lorsquele système est itéré en avant. Aussi, pour de grande valeur de n, on adxn � exp(hn)dx0 (5.12)où dxn désigne l'éart après n itérations. Un indiateur ommode de lasensibilité des perturbations des orbites in�niment prohes est l'exposant deLyapounov, h, dé�ni par h = limn!1 1n log j dxndx0 j (5.13)Si xn+1 =M(xn), h s'érith = limn!1 1n n�1Xk=0 log jM 0(xk) j (5.14)Compte tenu de (5.14), un exposant de Lyapounov positif h > 0 indique lehaos.Aussi, une perturbation de l'état du système, quel qu'en soit l'origine (e.g.erreur de quanti�ation, de modélisation, et.) provoque la divergene expo-nentielle de l'état du système par rapport à sa trajetoire sans perturbations.Ce résultat pose une limite fondamentale à la qualité des préditions dans unfutur éloigné.En revanhe, la prédition à ourt terme béné�ie de la rédution dimen-sionnelle. Mais omment trouver la ombinaison des degrés de liberté e�etifsqui déterminent l'évolution du système dans l'attrateur ? En fait il ne s'agitpas tant de savoir quelle variables hoisir mais plut�t ombien. En e�et, le théo-rème de Takens a�rme qu'un ensemble adéquat d'observations passées permetla reonstrution univoque de l'état du système piégé dans l'attrateur.5.4.1. La suite de Makey-GlassDans e premier exemple, onsidérons l'équation di�érentielle à délais deMakey-Glass [MAC 77℄dx(t)dt = �0:1x(t) + 0:2x(t��)1 + x(t��)10 (5.15)
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Figure 5.1. Suite de Makey Glass ave � = 17 et � = 30.Ce modèle est sensé aratériser ertains systèmes physiologiques. Sa dyna-mique, paramétrée par �, revêt des formes très diverses variant du point �xeau haos déterministe en passant par un omportement périodique. L'espaedes phases est in�ni en raison du délai x(t��). Toutefois, deux valeurs de � sedistinguent, � = 17 et � = 30, onduisant à un omportement haotique avedes attrateurs de dimension �nie quali�és d'étranges [OTT 93℄ de dimension2.1 et 3.5 respetivement. Pour � = 17, la densité spetrale de puissane dex(t) présente de nombreux pis témoignant de la quasi-périodiité de la suiteobtenue.La tehnique de Runge-Kutta du 4ieme ordre à été employée pour simuler



85NMSEmodèle � = 17 � = 30Modèle linéaire -0.57 -0.49Modèle polynomial -1.95 -1.40Modèle rationnel -1.14 -1.33lo(1) -1.48 -1.24lo(2) -1.89 -0.42Fontions radiales -1.97 -1.60RN non-boulé statique -2.00 -1.50RN FIR non-boulé -2.31 -1.79DRNN -2.33 -2.12Tableau 5.1. Erreur normalisée logarithmique des préditions de la suite deMakey-Glass à un pas en avane selon di�érentes approhes : linéaire, polyno-miale, rationnelle, reonstrution loale, fontions radiales et réseaux de neurones(voir [AUS 98a℄).le système. Deux bases d'exemples ont été générées pour � = 17 et � = 30ave les onditions initiales x(t) = 0:9 pour 0 � t � � puis éhantillonnéesà une fréquene f = 6 (Fig. 5.1). Des études similaires (voir référenes dans[AUS 95a℄) nous ont guidé dans le hoix de es paramètres. Un modèle DRNNde on�guration 1� 7� 1 ave des �ltres d'ordre 4 : 2 : 0 (2 représente l'ordredes �ltres employés pour les onnexions boulées des 7 neurones ahés) a étéentraîné sur les premiers 500 points de la suite. La séletion de es paramètres aété faite sur la base du nombre de degrés de liberté pour failiter la omparaisonave un réseau FIR de on�guration 1 � 15 � 1 ave des �ltres d'ordre 8 : 2[WAN 93℄. Le DRNN ompte 197 poids ajustables et le réseau FIR 196. Lasimpliité a prévalu dans le hoix de la topologie. En dépit du nombre équivalentde degrés de liberté, les deux réseaux se distinguent par une fenêtre temporellede taille distinte. Le FIR dispose des 9 dernières valeurs de la suite pour fournirune estimation en sortie tandis que le DRNN se ontente de 5 valeurs. L'ordredes onnexions retardées en entrée du DRNN est réduit au pro�t du nombrede onnexions réurrentes internes.Titre illustratif, les résultats de la prédition à un pas en avane sont illus-trés Table 5.1 pour di�érents modèles [AUS 98a, WAN 93℄. Observons les pré-ditions itérées. Le DRNN est omparé au réseau FIR au-delà de la 500iemeitération. Comme le révèle Fig. 5.2, la prédition itérée sur les 20 points suivantest remarquablement préise puis se dégrade au-delà.Une aratéristique fondamentale du haos est l'impossibilité de délivrerdes préditions préises dans le futur éloigné, indépendamment du modèle. Enfait, les trajetoires in�niment prohes divergent exponentiellement en raison



86 Réseaux de neurones boulés à délaisdu bruit de quanti�ations. En moyenne, les préditions itérées doivent dondiverger exponentiellement de la trajetoire observée. Pour illustrer ela, despréditions itérées sont fournies au départ de 10 points équidistants de la basede prédition. L'erreur normalisée moyenne est traée Fig. 5.3 en éhelle loga-rithmique : la linéarité est patente, orroborant l'analyse théorique. On remar-quera une pente plus abrupte pour le DRNN par rapport au modèle FIR ; lesdeux ourbes se roisent à l'itération 15.Fig. 5.3 illustre le traé de la NMSE moyennée en fontion des itérationsdans le futur. On remarque une pente linéaire aratéristique des systèmeshaotiques. Il est aussi à noter que passé un ertain délai, la NMSE dépasse 0,indiquant que la prédition est pire que la prédition onstante de la moyennede la suite. Cela s'explique par le fait que après un ertain nombre d'itérations,la prédition x̂ devient statistiquement indépendante de la suite observée x.L'erreur mesurée est le double de la variane de la suite et la prédition linéairedevient �meilleure� au sens statistique, même si la modèle linéaire est inapablede reproduire la dynamique de la suite. Cela s'explique simplement parE[(x � x̂)2℄ = E[(x�mx)2℄ +E[(mx � x̂)2℄ + 2E[(x�mx)(mx � x̂)℄= 2�2x (5.16)Compte tenu de la taille di�érente des fenêtres temporelles et sous l'hypo-thèse du même nombre de onnexions dans haque réseaux, il apparaît que leDRNN délivre de meilleures préditions à ourt terme que le réseau FIR, auxdépends de la préision à long terme. Ce résultat s'interprète intuitivement :dès la 6ieme itération dans le future, le DRNN opère en boulage fermé. Ainsitoutes les 6 itérations le veteur d'entrée est entièrement renouvelé par les an-iennes sorties du réseau, alors que ette période est de 10 pour le FIR. Il n'estpas étonnant que la qualité des préditions itérées se dégrade plus rapidementave le DRNN puisque les erreurs se réperutent en asade à une fréqueneplus élevée. Mais il ne tient qu'à moi d'avoir hoisi d'utiliser un fenêtre tem-porelle plus petite que elle du réseau FIR non-boulé, alors que e hoix estsubordonné à la struture temporelle de la série pour les réseaux statiques.5.4.2. La suite de HénonDans et exemple, onsidérons la suite obtenu en itérant le système bidi-mensionnel
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 dFigure 5.2. Prédition itérée de la suite de Makey-Glass : a) réseau FIR, � = 17,b) réseau DRNN, � = 17, ) réseau FIR, � = 30, d) réseau DRNN, � = 30. En traitplein, la prédition ; en pointillé, la suite simulée.x(k + 1) = 1:0� 1:4x2(k) + 0:3y(k)y(k + 1) = x(k) (5.17)Le omportement de la suite est illustré Fig. 5.4.2. L'image de l'attrateurdans l'espae de phases de x en fontion de y est représentée Fig. 5.5. Un agran-dissement de l'attrateur révélerait une struture à l'éhelle loale onstituéed'une multitude de lignes parallèles, et e quelque soit l'éhelle. En fait, l'at-trateur de la suite de Hénon est onstitué d'un ensemble non-dénombrable de
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Figure 5.3. Makey-Glass : logarithme de l'erreur quadratique normalisée des pré-ditions itérées. La ourbe en pointillé représente le DRNN, en trait plein, le réseauFIR. modèle NMSEModèle linéaire 0.874RN FIR 0.0017DRNN 0.0012Tableau 5.2. Erreur normalisée des préditions de la suite de Hénon à un pas enavane.lignes ontiguës : il s'agit d'un attrateur étrange. Le alul numérique montreque la dimension fratale de l'attrateur Fig. 5.5 est de dimension D = 1:26,on�rmant le quali�atif d'attrateur étrange [OTT 93℄. Un réseau FIR de di-mension 1� 12� 12� 1 ave des �ltres d'ordre 3 : 1 : 1 est entraîné ainsi qu'unmodèle DRNN de dimension plus modeste : 1� 10� 1 ave des �ltres d'ordre3 : 1 : 0. L'apprentissage est e�etué sur 5000 points de la suite et les résultatsde la prédition à un pas en avane sont présentés Table 5.2.La prédition itérée, non représentée, est remarquablement exate jusqu'àl'itération 10 puis diverge au-delà. La divergene est une onséquene inon-tournable de la nature haotique de la suite. Mais la suite issue du réseauitéré en boulage fermé onserve les propriétés inhérentes au système omme lemontre le traé de l'attrateur dans l'espae des phases Fig. 5.5. Le réseau deneurones a apturé au ours de l'apprentissage la dynamique sous-jaente dusystème original représenté par (5.17). Il est intéressant de remarquer que le
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bruit ne vient pas orrompre la dynamique de réseau et don que l'attrateurest stable. Wan [WAN 93℄ a montré à quel point un réseau FIR était robusteen bruitant la suite ave un bruit blan Gaussien d'un rapport signal/bruit de7.47 dB. Le réseau entraîné sur la base d'apprentissage bruitée est en mesurede reonstituer la forme préise de l'attrateur original.



90 Réseaux de neurones boulés à délais

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x(
k-

1)

x(k)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x(
k-

1)

x(k)Figure 5.5. Attrateur de Hénon : (en haut) espae des phases de x(k � 1) enfontion de x(k), (en bas) attrateur reonstruit par un DRNN 1 � 10 � 1 d'ordre3 : 1 : 0.5.4.3. Les équations de LorenzLe système de Lorenz est une représentation simpli�ée des équations dumouvement d'un �uide en deux dimensions soumis à des éhanges thermiques.



91
z

5

10

15

20

25

30

35

40

45

600 800 1000 1200 1400
iterationsFigure 5.6. Equations de Lorenz : évolution de z.Ce système d'équations dérit aussi les �utuations d'un laser infrarouge. Leséquations di�érentielles du système tridimensionnel sont les suivantes :dxdt = ��x+ �ydydt = �xz + rx � ydzdt = xy � bz (5.18)Les paramètres prennent leur valeur standard : � = 10; r = 28; b = 8=3. Lesystème est émulé au moyen de la tehnique Runge-Kutta du 4ieme ordre aveun pas de 0.01. Une suite est onstituée en séletionnant des éhantillons aveune période 0.05s. Les variables x et z sont représentées Fig. 5.6. La naturehaotique du proessus est manifeste au vu du traé de z en fontion de x,Fig. 5.4.3. Le réseau de neurones est alimenté par x(k) et fournit en sortie lesestimations x̂(k + 1) et ẑ(k + 1),[x̂(k + 1); ẑ(k + 1)℄ = Nk(x(k)) (5.19)où Nk désigne le DRNN à l'instant k. En délivrant une information tronquéede l'état du système, il inombe au réseau de neurones la lourde tâhe d'inférerles variables d'état manquantes du système à haque instant.



92 Réseaux de neurones boulés à délaisUn DRNN de dimension 1 � 10 � 2 ave des �ltres d'ordre 30 : 1 : 0 estentraîné. L'apprentissage est e�etué sur 4000 points de la suite et les résultatsde la prédition à un pas en avane sont présentés Table 5.3. Les préditions duréseau itéré Fig. 5.7 sou�rent inévitablement de la divergene des trajetoires.A la di�érene des simulations préédentes, le DRNN est ii entraîné àinférer la struture temporelle du proessus haotique, n'ayant à dispositionqu'une seule variable d'état. La géométrie fratale de l'attrateur de Lorenz estillustré Fig. 5.4.3. Le traé de ẑ en fontion de x̂, également visualisé, témoignede la apaité du modèle neuronal à apturer la relation mutuelle entre lesvariables du veteur d'état, néessaire à la modélisation de la dynamique dusystème. NMSEmodèle x zModèle linéaire 0.036 0.090RN FIR 0.0070 0.0095DRNN 0.0055 0.0078Tableau 5.3. Erreur normalisée logarithmique des préditions de la suite de Lorenzà un pas en avane.5.4.4. La suite d'IkedaPour le dernier exemple, nous onsidérons une équation dans le plan om-plexe qui émerge de l'étude des interations d'une onde plane dans un laser.L'équation s'éritz(k + 1) = a+ bz(k)exp(i[�� =(1 + jz(k)j2)℄) (5.20)ave a = 1:0; b = 0:9;  = 6:0 et � = 0:4. La partie réelle et imaginairede la suite est illustrée Fig. 5.11 et le traé de l'espae des phases est repré-senté Fig. 5.12. A l'instar de l'approhe préédente, la tâhe dévolue au réseauonsiste à reonstruire le veteur d'état en injetant en entrée du réseau la par-tie réelle uniquement. Le réseau fournit en sortie les estimations de la partieréelle et imaginaire,(Re[ẑ(k + 1)℄; Im[ẑ(k + 1)℄) = Nk(w;Re[z(k)℄) (5.21)où Nk désigne le DRNN à l'instant k.
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995.5. Préditions de température à la surfae de la merDans le adre d'un projet réalisé en 1999 et 2000 pour le Marine Environ-ment Unit du Joint Researh Center (JRC) à ISPRA (Italie), e paragrapheprésente brièvement la méthodologie mise en oeuvre pour prédire la tempé-rature à la surfae de la mer (SST) sous forme de artes 2D, dans une zonemaritime où l'on observe des mouvement asendants d'eau froide, que l'on dé-signe par phénomène d'upwelling, e.g. au large de la Namibie.La gestion des zones de pêhe �tières exige des outils �ables de modélisationet de prédition des phénomènes maritimes (e.g., ourants, SST). Prédire unourant froid permettrait de prévoir le mouvement des �ux de planton etdon également les bans de poissons. En e�et, l'eau froide en provenane desprofondeurs harrie le planton dont les poissons se nourrissent.Atuellement, seuls les modèles numériques à grande éhelle sont �ablespour des préditions à plusieurs jours de la SST. Sur des zones loales, une mo-délisation physique plus �ne est néessaire ar des phénomènes nouveaux ap-paraissent (e.g. l'upwelling). Le Marine Environment Unit développe des outilsd'analyse et de gestion en milieu marin, en partiulier le modèle de simulationnumérique de la irulation oéanique ISPRAMIX. Ce dernier est appliqué àl'étude loale du phénomène d'upwelling. ISPRAMIX fournit la valeur de SSTà quelques jours à l'avane en haque point d'une grille après de lourds aluls.Des préditions météorologiques globales (e.g. vent, température de l'air) sontfournies en entrée du simulateur.Nous allons montrer que la distribution de la SST et les lignes de ontourpeuvent également être onstruites à moindre oût, sans l'aide direte d'IS-PRAMIX, grâe à la ollaboration de plusieurs RN en harge de la préditionde la SST en haque point. Il su�t d'interpoler les valeurs pour reonstituerla arte 2D. ISPRAMIX servira de tuteur au RN, on dira que le réseau deneurones est un meta-modèle du modèle de irulation oéanique.Le phénomène d'upwelling - En oéanographie, l'upwelling est un termede¢rivant le proessus maritime, produisant un mouvement asendant des eauxprofondes vers la surfae. Comme il dépend d'un régime hydrologique partiu-lier, on le retrouve sous des latitudes et des onditions souvent très di�érentes :en Antartique, dans les zones équatoriales, et. Cependant, l'upwelling le plusintensif est habituellement observé prés des �tes Est des oéans.D'après la théorie d'Ekman (1905), il a été démontré que la dynamique duphénomène d'upwelling est due à la irulation des vents dominants. Ceux-i,par l'intermédiaire du stress (i.e., projetion du vent sur un axe) qu'ils exerentsur la surfae de l'oéan, engendent un �ot dans la ouhe supérieure de edernier, qu'on désigne souvent omme transport d'Ekman, et qui est toujours



100 Réseaux de neurones boulés à délaisdirigé de 90Æ vers la droite par rapport à la diretion du vent dominant dansl'hémisphère nord et de 90Æ vers la gauhe dans l'hémisphère sud, e que l'onpeut s'expliquer en partie grâe à la fore d'inertie de Coriolis. Lorsque e �otest divergent, on observe alors une remontée des eaux profondes qui équilibrele bilan de onservation de la masse d'eau dans la ouhe de surfae.Le modèle ISPRAMIX - Le modèle de simulation hydrodynamique IS-PRAMIX, est un modèle numérique tridimensionnel variationnel, intégrant l'as-similation de données satellitaires à l'aide de méthodes variationnelles, pour deszones �tières oéaniques. Les méthodes numériques de e dernier sont baséessur l'intégration, par une méthode d'éléments �nis volumiques, des équationsfondamentales de l'hydrodynamique utilisant l'approximation de Boussinesq.ISPRAMIX, et ses extensions, est érit en FORTRAN 77 - environ 10000 etfontionne sur Cray J916 (6 proesseurs, 1Gb de mémoire partagée) du CCRet une autre version fontionnant sur De Alpha. ISPRAMIX a été alibré surles phénomène d'upwelling du Nord-Est de l'Afrique. La zone étudiée ii est laNamibie.5.5.1. Les données de SSTPour les valeurs de la SST, on utilise les résultats d'une simulation d'IS-PRAMIX sur le site de la Namibie. La durée totale de la simulation est dedeux ans, de janvier 1992 à déembre 1993. Le modèle a ainsi alulé, une va-leur de température par jour, pour tous les points de la fenêtre d'étude (de�29ÆN 9ÆE à � 15ÆN 16ÆE), sous la forme d'une matrie de taille 86x70,où la �te terrestre est représentée grâe à un masque de valeur onstante.On dispose don de valeurs de SST, à raison d'une matrie par jour et par�hier, onvention aussi usité pour les autres grandeurs physiques alulés parle modèle.Conernant les di�érentes grandeurs d'origine météorologiques (stress éo-lien, transfert de haleur.. ), elles sont fournies par la sortie du module SeaFluxintégré à ISPRAMIX, qui utilise les données du Centre Européen des prédi-tions météorologiques(ECWF), et des modèles de dérivation empiriques pouraluler le forçage oéan-atmosphère,Pré-traitement - Dans le but de failiter la manipulation de es données,une mise en forme a été néessaire :� extration : les réseaux sont entraînés ave l'historique de la températureen des points préis de la fenêtre d'étude, puis normalisées pour gommer



101les disparités entre les diverses variables météo selon la transformationlassique : xi 7! ��1x (xi � �x) (5.22)on mémorise la moyenne et l'eart-type pour permettre la transformationinverse en sortie.� Le veteur d'entrée est onstitué d'un historique de la SST sur quelquesjours, aompagné de quelques variables météorologiques prédites par mo-dèle numérique ISPRAMIX. Par exemple, pour une prédition à 3 jourset un historique de 3 jours, la omposanteWindSpeedx ou stress (proje-tion du veteur sur l'axe x) est une donnée météorologique additionnelle.Le veteur d'entrée est don� SST (j � 2); SST (j � 1); SST (j),� WindSpeedx(j � 2);W indSpeedx(j � 1);W indSpeedx(j),� WindSpeedx(j + 1);W indSpeedx(j + 2);W indSpeedx(j + 3),En sortie du modèle est une estimation de la SST à 3 jours SST (j + 3).Enore une fois, les valeurs futures deWindSpeedx(j+1); : : : sont fourniespar ISPRAMIX.5.5.2. RésultatsPour mesurer l'in�uene des paramètres du RN et de l'historique d'en-trée, on a e�etué plusieurs apprentissages en un point arbitraire (20,20). Lesmeilleures on�gurations au sens de la NMSE ont été regroupées. Une premièresérie d'apprentissages a d'abord été réalisée pour laquelle la taille de l'histo-rique des vents omblait le fossé temporel entre l'historique des températures etla température prédite. Cette méthode de prédition est plus �dèle à la réalitédu modèle ISPRAMIX. Car elui-i utilise les données météorologiques jusqu'àl'instant où l'on souhaite faire la prédition.Pour évaluer l'utilité du modèle numérique ISPRAMIX sur les performanes,une deuxième série d'apprentissages a été menée en ignorant les sortie du mo-dèle ISPRAMIX. L'historique des vents s'arrête au même instant que l'histo-rique de la SST passée. Il s'agit d'une utilisation du type �boîte noire� stan-dard sans information exogène sur le proessus observé. Comme le montre latable suivante, une dégradation sensible des performanes est observée pour leDRNN.
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Figure 5.13. Courbe de SST en un point sur une base de test.Modèle histo T histo V futur NMSEapp NMSEtestCC - - 3 jrs 0.0625 0.7606MLP 3 jrs 6 jrs 3 jrs 0.0435 0.7381DRNN (D = 2) 3 jrs 6 jrs 3 jrs 0.0488 0.6771CC - - 6 jrs 0.1023 0.9153MLP 6 jrs 12 jrs 6 jrs 0.0652 2.5527Figure 5.14. Comparaison de NMSE pour la prédition future de la SST (CC =Carbon Copy).5.5.3. Reonstrution de artes météorologiquesLa prédition de SST, montre tout son intérêt, lorsqu'elle permet de pré-dire l'ensemble d'une arte. On est alors à même d'assimiler beauoup plusd'informations, absentes des préditions pontuelles : omme par exemple, larépartition spatiale en zones de dynamique similaire, l'in�uene de la proximité�tiére.Plusieurs méthodes de onstrution de artes peuvent être envisagées [FUE 00℄.



103Modèle histo T histo V futur NMSEapp NMSEtestCC - - 3 jrs 0.0625 0.7606MLP 3 jrs 3 jrs 3 jrs 0.0544 0.8302DRNN (D = 2) 3 jrs 3 jrs 3 jrs 0.0592 0.8891CC - - 6 jrs 0.1023 0.9153MLP 6 jrs 6 jrs 6 jrs 0.0789 1.8493Figure 5.15. Comparaison de NMSE pour la prédition future de la SST (CC =Carbon Copy). Les sortie du modèle ISPRAMIX sont ignorées). Une sensible dégra-dation des performanes est observée pour le DRNN.Pour onserver la loalité des opérations, un RN est d'entraîné en haque pointd'un maillage, la température au point(x,y) est supposée ne dépendre que del'historique préédent des températures au même point. Chaque RN est relaxéindépendamment sur haun des points de la arte.Outre le �té illustratif, la arte des préditions, Figure 5.16, met en évidenel'allure générale des fronts à fort gradient de température, et révèle ainsi enavane les ourants froids, malgré des erreurs de température pontuels. Lavisualisation agréable des artes a été possible grâe au logiiel de visualisationGrads.

Figure 5.16. Prédition à 3 jours de la SST le 25/08/93
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Figure 5.17. Prédition à 3 jours de la SST le 06/09/93Lors d'une prédition pour un seul jour, au niveau de l'évaluation de l'erreur,le temps n'intervient et on peut alors se ramener à mesurer une MSE entre lesdeux artes. L'erreur quadratique moyenne de d'approximation estMSEth = 1m(Dx �Dy) ZDx ZDy (pred(x; y)� reel(x; y))2 dx dy (5.23)On l'approxime naturellement parMSEemp = 1NxNy NxXi=1 NyXj=1(pred(i; j)� reel(i; j))2 (5.24)Les artes sont onstruites par une interpolation ubique des points de lagrille. L'erreur a seulement été alulée en haque point de la grille. Le minimun,le maximum et l'éart type sur toute la arte. L'évaluation numérique desaratéristiques de l'erreur ommise lors de la prédition d'une arte ,à l'aidede grandeurs statistiques - moyenne, éart-type, minimum, maximum - donnedes résultats satisfaisants omme le montre la table et les �gures suivantes.Fig. 5.5.3 illustre les artes obtenues au large de la Namibie en Novembre 1993,sur un horizon de prévision 6 jours, par interpolation ubique d'une grille de



105MLP. Les résultats obtenus ont été jugés très satisfaisants par l'équipe MEUdu JRC. Les fronts d'onde sont manifestement bien antiipés.Modèle histo T histo V futur NMSE éart-type minPMC - délai 0 3 jrs 6 jrs 3 jrs 0.19 0.21 1.17e-9DRNN - délai 2 3 jrs 6 jrs 3 jrs 0.14 0.32 1.24e-8PMC - délai 0 6 jrs 12 jrs 6 jrs 0.82 1.11 2.12e-8PMC - délai 0 6 jrs 6 jrs 6 jrs 0.47 0.63 2.92e-7Figure 5.18. Statistiques des erreurs quadratiques moyennes normalisées (NMSE)lors de la reonstrution de arte 2D : moyenne, éart-type et minimum de la NMSE.



106 Réseaux de neurones boulés à délais

Figure 5.19. Prédition à 6 jours de la SST le 25/09/93 (en haut) sans donnéesmétéo futures, (en bas) ave données météo futures.



1075.6. Prédition des �utuations du seeing astronomiqueCe paragraphe retrae brièvement les grandes étapes d'un projet de re-herhe de 16 mois mené pour le European Southern Observatory (ESO) [AUS 00d℄,dédié à la prévision en ligne des �utuations du seeing astronomique à partirde mesures météorologiques prises au sol, sur des horizons de 10; 20; : : : ; 60 mi-nutes. Situé à Munih, ESO onçoit, entretient et exploite les télesopes (ter-restres) des observatoires astronomiques dans l'hémisphère austral. Plusieursingénieurs ISIMA ont ontribué signi�ativement à es travaux, dans le adrede projets-ingénieur et stages DEA, en partiulier Germain Tran pour la réa-lisation des sripts en PERL pour la partie temps-réel [TRA 01℄, ainsi que G.Stau�er et F. Moerel pour l'analyse de données [STA 00℄.Le seeing ou FWHM - par essene un oe�ient de visibilité -, est dé�niomme la pleine largeur d'une image stellaire longue pause , au demi maximumà la longueur de 50 nm au zénith (FWHM, 'full width at half maximum'). LeFWHM est une mesure de la di�ration des ondes lumineuses dûe aux pertur-bations atmosphériques. Ses �utuations sont d'une grande importane pourles astronomes pare que les opération de alibrage sont menées quelque tempsavant l'observation. Or le seeing ne doit pas trop varié entre temps. Quand lesastronomes �nissent une observation, le alibrage des instruments est mis enplae pour l'observation suivante. La prédition d'une mesure de variabilité duseeing - de 10 à 60 minutes en avane - permettrait l'ordonnanement optimaledes tâhes de alibration et d'observation. C'est l'un des r�les de l'AstronomialSite Monitor (ASM) de ESO pour le Very Large Telesope à Cerro Paranal auChili.Des années d'observation du seeing en di�érents sites a montré que le seeingn'est pas stationnaire et motivé la dé�nition d'une mesure de variabilité, leFSC, i.e. le "frational seeing hange" (voir référenes dans [AUS 00d℄) , dontl'impat négatif sur les performanes des systèmes d'optique adaptative estavéré. Devant l'importane d'antiiper les �utuations du seeing, des mesuresont été réalisées. Ces �utuations induisent des erreurs de alibration optique.A partir de mesures météorologiques prises au sol toutes les minutes, il s'agitd'antiiper la variabilité du seeing de 10 à 60 minutes en avane. Les observa-tions ourtes sont préférables lorsque le seeing est très variable et vie-versa.Les variabilités sont observées à plusieurs éhelles de temps, jusqu'à plusieursheures. Un historique de valeurs de septembre 1999 a été utilisé pour ajusterle modèle.La modélisation est du type boîte noire ; la physique du phénomène n'estpas prise en ompte. Le proessus sous-jaent est supposé obéir à une représen-tation d'état générale ave un bruit de d'état et bruit de mesure [DRE 02℄. Lesvariables météo sont la ommande du proessus et le seeing est l'observation.



108 Réseaux de neurones boulés à délais5.6.1. Variabilité du seeingUne façon pratique et intuitive aux yeux des astronomes de aratériser lavariabilité du seeing est le Finite Exposure Frational Seeing Change (FEFSC).Cet indie exprime le hangement relatif moyen du seeing sur une plage detemps donnée, ar les valeurs instantanées du seeing sont sans importane. Ilest dé�ni ainsiFEFSC(t; �) = 2P�i=0 FWHM(t+�t� i)� FWHM(t� i)P�i=0 FWHM(t+�t� i) + FWHM(t� i) (5.25)FWHM désigne la valeur du seeing à l'instant t. Une valeur nulle du FEFSCest idéale. � vaut typiquement 10 minutes.Séletion des données et ritères de performane - Les données mé-téorologiques sont enregistrées toutes les 2 seondes. Elles sont agrégées à laminute. Une analyse en omposantes prinipales (PCA) a été menée pour sé-letionner les variables d'entrée qui in�uent sur la valeur du seeing à 10 mi-nute [STA 00, TRA 01℄. Sur les 17 variables initialement disponibles, 8 ontété retenues par les physiiens ESO pour la PCA, et à l'issue des nombreusesexpérimentations, 4 variables ont été séletionnées :� TA1S : la température à 30m au dessus du sol,� TA1S - TA2S : la température à 30m moins elle à 2m (au dessus du sol),� W1S : la vitesse du vent à 30m au dessus du sol,� FWHM : la valeur ourante du seeing.Les ritères de performane hoisis sont le MSE et le taux de réussite (hitrate) pour la tendane.5.6.2. Apprentissage en temps réelLe système alimente en temps réel la base d'exemples ave de nouvellesdonnées et élimine les plus aniennes. Le prinipe est de rendre le système ré-atif. Intuitivement, il doit être prêt à s'adapter à des variations rapides touten onservant de l'information du passé. Plusieurs tailles de base d'apprentis-sages ont été jaugées à l'aune de l'erreur sur la base de test [STA 00, TRA 01,AUS 00d℄. Une fenêtre mouvante de 6 jours (3000 ouples E/S en apprentis-sage) à été hoisie. Après d'innombrables essais, nous avons hoisi de déalerla base d'apprentissage de 500 valeurs haque jour. L'apprentissage est lané



109une fois par jour. Ce ompromis s'est montré satisfaisant pour appréhender lanon-stationnarité supposée du signal.Les DRNN pour les prédition à 10; : : : ; 60 minutes sont onstitués de 4entrées, 6 unités ahées et 1 sortie, le FEFSC prédit. Les délais des entréesvers les unités ahées varient de 30 à 60 minutes. Les sorties retardées sontréinjetées en entrée. Chaque modèle ontient aux alentours de 650 paramètres.Des simulations extensives ont été onduites sur les données 1999. Les ritèresde performanes sont résumés dans les table i-dessous, en phase opérationnelleet omparée au préditeur de référene des physiiens : le 'Carbon Copy', i.e.(̂xt) = xt�1. 10 min 20 min 30 min 40 min 50 min 60 minMSE train 0.014 0.032 0.043 0.047 0.055 0.049MSE test 0.014 0.034 0.039 0.057 0.057 0.085Taux de réussite 67% 62% 64% 68% 69% 71%Tableau 5.5. Performanes de la prédition du FEFSC de 10 à 60 minutes enavane moyennée sur 10 répliations sur la base de test.Prédition Cible Positif NégatifPositif 30 .66 19.34Négatif 18.54 31.46Tableau 5.6. Table des ontingenes des prévisions moyenne obtenue ave le DRNNen phase opérationnelle. Hit rate = 62.11, Loss rate = 37.89.Prédition Cible Positif NégatifPositif 24.40 26.40Négatif 26.40 22.80Tableau 5.7. Tables des ontingenes des prévisions obtenues ave le préditeur CC(en bas) en phase opérationnelle. Hit rate = 47.2, Loss rate = 52.8.En onlusion, nous obtenons un Hit rate variant entre 55% et 68% en phaseopérationnelle sur l'horizon 10 minutes. Les autres horizons ne sont pas enoreopérationnels, et devraient l'être ourant 2003. Le leteur désireux de voire lesystème fontionner en temps ontinu pourra se onneter sur le site :www.eso.org/gen-fa/pubs/astlim/foreast/meteo/neurop/
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Figure 5.20. Illustration des prévisions obtenues ave le DRNN en phase de testaprès un apprentissage sur une fenêtre glissante des 3000 valeurs passées. Préditionsà 20 minutes du seeing sur 2 extraits de la base d'apprentissage (en haut) et sur unextrait de la base de test (en bas).
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Figure 5.21. Illustration des prévisions obtenues ave le DRNN en phase de testsur 500 minutes après un apprentissage sur une fenêtre glissante des 3000 valeurspassées. Préditions à 30 minutes du seeing sur 2 extraits de la base d'apprentissage(en haut) et sur un extrait de la base de test (en bas).



112 Réseaux de neurones boulés à délais5.7. Le prinipe de la méta-modélisationNombreux sont les phénomènes omplexes modélisés par des simulateurs àévénements disrets omplexes, parfois ouplées à des Systèmes d'InformationGéographique, lesquels fournissent en sortie des grandeurs ou des séries denombres se prêtant à l'analyse antiipative du phénomène physique modélisé.Toutefois, l'obtention de es traes est en général très gourmande en tempsde alul. Il est don fréquent d'entraîner un réseau de neurones grâe auxtraes issues des répliations des simulations stohastiques a�n de fournir despréditions portant sur le proessus physique observé. Les artiles parus dansla littérature parlent de méta-modélisation [KIL 94℄. Le réseau de neuronespermet, au terme de l'apprentissage, un gain en temps de alul onsidérablepuisqu'il est possible d'antiiper l'évolution d'un système stohastique omplexe(le modèle), par un proessus déterministe plus simple (le méta-modèle).Une fois séletionnés, les paramètres utiles sont injetés en entrée du réseaude neurones lequel se harge de fournir un ertain nombre de préditions portantsur le proessus modélisé, assorti des intervalles de on�ane orrespondant. Latehnique de méta-modélisation a été mis en oeuvre dans le projet de prévisionde la SST, dans le hapitre onsaré à la prévision de la QoS dans les réseauxtéléom, mais également du projet LIFE �Control of the spread of the CaulerpaTaxifolia in the Mediterranean� (programme DG XI) onsaré à la prévision dela surfae ontaminée par la aulerpe après plusieurs années dans labassin méditerranéen ave David Hill. Le leteur intéressé pourra onsulter[AUS 99b, AUS 00b℄ pour une présentation détaillée du projet.On retiendra que l'erreur de la méta-modélisation assoiée à la vraie réponse,Y , du système physique se déompose en trois termes, Y � ^̂Y = �m+�s+, où est le bruit additif de mesure, �s est le terme d'erreur qui rend ompte de l'erreurde simulation, en raison des variables qui ont été omises par le simulateur, et�m est le terme d'erreur additionnelle responsable de l'inadéquation du modèleneuronal ave le simulateur [AUS 99b℄.5.7.1. Conlusion et perspetivesJ'ai présenté dans e hapitre les appliations des réseaux disrets boulésà délais que j'ai menées dans le domaine des sienes environnementales de1995 jusqu'à nos jours. La prévision à un pas, à plusieurs pas, la simulation (enitérant le modèle en boulage fermé), ainsi que la �méta-modélisation� ont étéévoqués sur des exemples tirés de l'observation de phénomènes physiques.Le projet de reherhe ave ESO se poursuivra jusqu'en 2003 dans l'optique



113de regrouper sur le ite Web de l'Astronomial Site Monitor (ASM) NeuralNetwork Operational Prognostiator (NEUROP)2. Il reste à mettre en oeuvreles prévisions temps-réel sur des horizons de 20 à 60 minutes, la prévision à 10minutes est déjà opérationnelle.

2www.eso.org/gen-fa/pubs/astlim/foreast/meteo/neurop/



114 Réseaux de neurones boulés à délais



Chapitre 6PREVISION DU TRAFIC TELECOMPAR ANALYSE MULTIRESOLUTION6.1. IntrodutionLa multirésolution est une façon élégante de prédire les séries temporelles àmémoire longue par l'utilisation d'une ommunauté de réseaux opérant sur deséhelles temps-fréquene distintes [AUS 97, MUR 96b, MUR 97, MUR 98a,MUR 98b, AUS 98, AUS 98b, AUS 01, SOL 00℄. Une déomposition en on-delettes permet une analyse en temps-fréquene du signal. C'est un outil fortutile à la ompression d'image, le �ltrage, la reonnaissane, la détetion et lareprodution de proessus en 1=f ou des mouvements browniens frationnaires[ABR 01, DAU 92, STA 94, STA 95, STA 96, STR 96℄. C'est aussi l'outil ap-proprié pour l'étude des omportements en lois d'éhelles mettant en jeu toutesles éhelles temps-fréquene onjointement.La déomposition opère par projetions suessives sur des sous-espaes deL2(R) dont les fontions de bases sont les dilatées/translatées de la même fon-tion : l'ondelette mère. Ainsi, le signal d'entrée (i.e., la série temporelle étudiée)est déomposé ave l'algorithme dit �à trous� [STA 96℄ en une hiérarhie de si-gnaux de détails stationnaires exhibant une mémoire à ourte portée, à laquelles'ajoute un signal résiduel basse fréquene. Le signal original s'exprime ommela somme des signaux de détails auquel s'ajoute le signal résiduel. La déompo-sition met à jour des strutures de dépendanes à des éhelles di�érentes. Paret arti�e, les dépendanes à long terme peuvent être exploitées par un bande réseaux de neurones indépendants dotés d'une mémoire à ourt terme. Lastratégie de prédition repose sur une subdivision de la tâhe globale en tâhesélémentaires. Chaque éhelle est traitée individuellement et indépendamment



116 Réseaux de neurones boulés à délaisdes autres par un réseau de neurones. Les sorties des réseaux sont alors reom-binées pour fournir la prédition du modèle. Les préditions fournies par etteméthode hybride présentent typiquement une variane plus élevée que elle ob-tenue par une méthode direte fondée sur l'arti�e de la fenêtre temporelle,sans pour autant apporter de gain notable en terme d'erreur quadratique.Cette tehnique a été mise en oeuvre sur des données environnementales[AUS 97℄, téléom [AUS 98a℄ et �nanières [AUS 98b℄. Dans e hapitre, nousprésentons une appliation à la prévision, une minute à l'avane, du volume dedonnées télé-hargées, en termes d'otets, sur un serveurWeb, grâe à un �hierde logs HTTP. En e�et, l'enhevêtrement omplexe de �ux hétérogènes éma-nant de soures de nature et de type di�érents onfère au tra� des lois d'éhellede temps dont la disparité est d'une étonnante amplitude (de la milliseonde,temps aratéristique de la tehnologie de transfert, à l'heure, temps araté-ristique d'une sessions Web), soit au moins six déades. Les phénomènes d'in-variane d'éhelle du télé-tra�, dans son aeption au sens large (e.g., ISDN,Ethernet LAN, WAN, TCP, FTP, Telnet, voir par exemple [ABR 01℄), ont étéobservés et doumentés au ours de es dix dernières années [CRO 96, WIL 95℄.Les statistiques marginales des arrivées des paquets présentent typiquementdes queues lourdes, témoignant de strutures de dépendane longue portée etla présene de omportement en loi d'éhelle.La desription et la modélisation statistique �ne du télé-tra� permet d'amé-liorer la oneption et le ontr�le des réseaux de téléommuniation. La dimen-sionnement des �les d'attente, des routeurs, des apaités des liens repose surune estimation �able de la qualité de servie (QoS) omme nous le verrons auhapitre 7. Celle-i est tributaire du ontr�le d'aès, du ontr�le de onges-tion, du protoole de routage, mais également du omportement statistique des�ux de données. Aussi, la prévision à l'éhelle de la minute du télé-tra� - etdon indiretement de la QoS -, permettrait une alloation dynamique de lamémoire partagée des �les d'attente en entrée des ommutateurs. De même,une prédition �able à brève éhéane de la harge d'un serveur Web autori-serait une gestion automatisée des ahes [CRO 96℄. A e titre, 'est un enjeutehnologique et éonomique majeur.6.2. Analyse multirésolutionPour omprendre l'intérêt de l'algorithme �à trous� en prévision, il est bon deomprendre au préalable l'esprit de l'analyse multirésolution des signaux. Uneanalyse multirésolution [MAL 89, STR 96, STA 96℄ de L2(R) est aratériséepar une suite de sous-espaes Vj , j 2 Z, de L2(R), emboîtés,



117: : : � V2 � V1 � V0 : : : ; (6.1)véri�ant les propriétés suivantes :� Tj2ZVj = f0g;Sj2ZVj est dense dans L2(R),� f(t) 2 Vj () f(2t) 2 Vj�1, 8j 2 Z,� f(t) 2 V0 () f(t� k) 2 V0, 8k 2 Z,� il existe une fontion �(t) 2 V0 appelée fontion d'éhelle telle que l'en-semble f�(t� k); k 2 Zg onstitue une base de Riesz1 de V0.Des propriétés préédentes, il résulte que f�j;k(t) := 2�j�(2�jt�k); k 2 Zgonstitue une base de Riesz de l'espae Vj . Le prinipe de l'analyse multirésolu-tion est d'e�etuer des projetions suessives sur des espaes Vj , réalisant ainsiune approximation de plus en plus grossière de f(t). La projetion de f(t) surVj est aratérisée par les oe�ients fj;kgk2Z, où j;k est le produit salairedans L2(R) de f(t) ave la fontion éhelle translatée et dilatée,j;k =< f(t); 2�j�(2�jt� k) > : (6.2)D'une approximation à l'autre, lorsqu'on passe de Vj�1 à Vj , une partie del'information est perdue. Elle est ontenue dans les détails. La séquene des dé-tails s'obtient par projetion de f(t) sur des sous-epsaes,Wj , supplémentairesde Vj dans Vj�1, tels que Vj +Wj = Vj�1: (6.3)On peut assoier à la fontion éhelle �(t) une fontion  (t) telle que lesfontions f j;k(t) := 2�j (2�jt� k); k 2 Zg onstituent une base de Riesz del'espae Wj .L'espae V0 est inlus dans V�1, don �(t) est aussi dans V�1 et peut dons'érire omme une ombinaison des fontions �(2t�k). Il en va de même pourW0. Posons hk et gk les oe�ients de es ombinaisons, il vient�(t) = 2Xk hk�(2t� k) (t) = 2Xk gk�(2t� k): (6.4)1base de Riesz = base stable en dimension in�nie, ou base inonditionnelle p.69 [STR 96℄



118 Réseaux de neurones boulés à délaisOn parle de l'équation de dilatation et de l'équation d'ondelette respeti-vement. Ces équations établissent un lien ruial entre les ondelettes et les�ltres. En e�et, Equation (6.4) permet de aluler immédiatement les oe�-ients j+1;k et wj+1;k pour j > 0 à partir des j;k, et e en partant de 0;k :j+1;k = Xn hn�2kj;n;wj+1;k = Xn gn�2kj;n: (6.5)Ainsi, les oe�ients de la déomposition se alulent itérativement à l'aidedeux bans de �ltres dits d'analyse : un �ltre passe-bas et un �ltre passe-bande.Ils sindent le signal en bandes de fréquenes pour failiter son traitement(ompression, odage, mémorisation). On remarquera au demeurant le sous-éhantillonnage e�etué d'une éhelle à l'autre : on parle de déimation. Lesoe�ients j;k sont don alulés aux noeuds d'une grille dite dyadique. Ilspartagent ave leurs voisins dans le plan temps-fréquene une fration d'infor-mation autour de la date k à une fréquene 2j . La déomposition présente unpropriété remarquable : la suite formée des oe�ients de détails est station-naire et ne ontient que de la mémoire à ourte portée.Le premier ban de �ltres a été onstruit. A�n de restaurer le signal original,S. Mallat [MAL 89℄ utilise des �ltres orthogonaux mais la théorie a été géné-ralisée à une large lasse de �ltres par l'introdution de deux autres �ltres ~h et~g, les onjugués de h et g. La reonstrution s'e�etue par l'opération inverse,j;k = 2Xn h~hk+2nj+1;n + ~gk+2nwj+1;ni : (6.6)Des onditions supplémentaires sont requisent pour une restauration Exate.Posons ĥ(�) la transformée de Fourrier de la fontion Pn hnÆ(t � n) (i.e.,ĥ(�) =Pn hne�2�in�). Alorsĥ(� + 12)~̂h(�) + ĝ(� + 12)~̂g(�) = 0ĥ(�)~̂h(�) + ĝ(�)~̂g(�) = 1: (6.7)Les bases d'ondelettes orthogonales sont les plus populaires. Elles sont obte-nues en prenant des espaes Wj orthogonaux entre eux et orthogonaux aux Vj(pour tout j), et en imposant l'orthogonalité des bases  j;k, 8j; k 2 Z2. Dansle domaine omplexe, es onditions se traduisent par [STA 96℄,



119~g(�) = e�2�i� ĥ?(� + 12);~̂h(�) = ĥ?(�);~̂g(�) = ĝ?(�); (6.8)et jĥ(�)j2 + jĥ(� + 12)j2 = 1 (6.9)On montre aisément que et ensemble de relations véri�ent (6.7). Les onde-lettes de Daubehies sont les seules solutions de support ompat. La propriétéd'orthogonalité restreint fortement le hoix de l'ondelette mère. Il est possiblede relâher la ontrainte d'orthogonalité sur les espaes Wj pour aboutir à unedéomposition bi-orthogonale, plus souple d'utilisation, au prix de la présenede orrélation entre les oe�ients. Quoi qu'il en soit, le hoix des oe�ientsdu �ltre est guidé par la désir de doté la fontion éhelle et l'ondelette mèred'une ertaine régularité.Dans le as d'une transformée orthogonale, haque fontion f(t) 2 L2(R)peut se déomposer ainsiPV0f(t) = PVkf(t) + kXj=0 PWjf(t); (6.10)ave PVjf(t) = Xk j;k�j;k(t);PWjf(t) = Xk wj;k j;k(t); (6.11)6.3. Algorithme à trousL'algorithme dit �à trous� [SHE 92, STA 96℄ réalise une transformée en on-delettes disrète dite stationnaire ou redondante ar la déimation n'est pase�etuée. Elle est dite disrète non pas en référene au signal, mais pare queles oe�ients sont alulés sur un grille dyadique. Le signal, supposé ontinu,



120 Réseaux de neurones boulés à délaisn'est onnu qu'en ertains points xk. D'ordinaire, on suppose que haque oe�-ient f0;kg, qui est par dé�nition le produit salaire à l'instant k de la fontionf(t) (inonnue) ave la fontion éhelle �0;k(t) := �(t� k), est égal à la valeurde la fontion en k, 'est-à -dire 0;k = xk. Ce point déliat est disuté dans[ABR 01℄.D'après l'équation de dilatation de  (t) (t) = 2Xk gk�(2t� k): (6.12)On sait aluler les oe�ients d'ondelettes à partir des oe�ients d'ap-proximation, wj+1;k =Xn gn�2kj;n: (6.13)Or, dans le as de la multirésolution, ils peuvent être obtenus plus simple-ment grâe à j+1;n, par di�érenes suessives,wj+1;k = j;k � j+1;k: (6.14)Ainsi, la di�érene j;k � j+1;k est l'information perdue entre les deuxéhelles j et j + 1 à l'instant k. L'équation de dilatation de  (t) s'érit don (t) = 2�(2t)� �(t); (6.15)La distane entre les oe�ients roît d'un fateur 2 entre deux éhellessuessives. Une onvolution ave le �ltre passe-bas h donnej+1;k =Xn hnj;k+2jn: (6.16)Remarquez l'aroissement des distanes entre les points (i.e. 2jn) dû àl'absene de déimation. On aurait obtenu le même résultat en inserrant des�0� dans les oe�ients du �ltre h, d'où l'origine du nom �à trous�. La formulede reonstrution jusqu'à l'éhelle J est donnée par0;t = J;t + JXj=1wj;t: (6.17)



121On impose don de reonstruire la série original simplement en sommantles séries de détail et la série des approximations résiduelles (les trends) àl'otave J. Comparée à 6.10 et 6.11, on remarque que la forme expliite desfontions éhelle et ondelette intervient nullement dans la synthèse du signal.Cette propriété simpli�e onsidérablement le proessus de reonstrution etimplique un ouplage fort entre l'ondelette mère et la fontion éhelle. Onomprend aussi intuitivement pourquoi e ouplage induit des ontraintes surle oe�ient des �ltres,h0 + g0 = 1; et hn = �gn; 8n 6= 0: (6.18)En remplaçant les valeurs de gn dans (6.13), on retrouve e�etivement laformule (6.14). Notons que d'autres ontraintes (e.g. de régularité des �ltres)peuvent être imposées. Pour onlure très suintement, on notera qu'il existeplusieurs façon de onstruire une multirésolution : 1) en partant des Vj , 2) enidenti�ant la fontion éhelle �(t), ou 3) diretement à partir des oe�ients hkdu �ltre passe-bas. Par exemple, les �ltres les plus simples satisfaisant (6.18)sont les �ltres de Haar dé�nis parh0 = h1 = 12 ; et g0 = �g1 = 12 : (6.19)Ave l'ondelette de Haar, on obtient donj+1;t = 12(j;t�2j + j;t) (6.20)On obtient par réurrene les relations suivantes [SOL 00℄, pour tout j =1; : : : ; J . J;t = 12J 2J�1Xm=0 xt�m;wj;t = 12J 0�� 2j�1Xm=0 xt�2j�1�m + 2j�1Xm=0 xt�m1A (6.21)On peut identi�er diretement la fontion éhelle �(t). Prenons, par exemple,la fontion triangle �(t) = 1� jtj; si t 2 [�1; 1℄�(t) = 0; sinon (6.22)



122 Réseaux de neurones boulés à délaisCette fontion véri�e12�( t2) = 14�(t+ 1) + 12�(t) + 14�(t � 1): (6.23)Par onséquent, on en déduit les oe�ients des deux bans de �ltres,j+1;t = 14j;t�2j + 12j;t + 14j;t+2jwj+1;t = �14j;t�2j + 12j;t � 14j;t+2j : (6.24)Causalité - Il faut bien omprendre à e stade que les e�ets de bords al-tèrent le alul des oe�ients. Les �ltres utilisés ne sont pas ausaux ; j;tdépend en théorie du futur de la série xt+1; xt+2; : : :. La ausalité de l'algo-rithme est obtenue ii au prix d'une astue lassique [STA 96℄ : à l'instant t,on fera l'hypothèse que j;t+k = j;t�k à toute éhelle j.A l'instant t, on dispose des observations x(t); x(t�1); : : : ; x(1) et on désireestimer x(t+1). L'idée est d'appliquer la transformée en ondelettes disrets surx(t); x(t�1); : : : ; x(1), pour obtenir les oe�ients fj;kg pour k = t; t�1; : : : ; 1et j = 1; 2; : : : ; J . Les préditions sont réalisées indépendamment sur haquesuite de oe�ients. A l'instant t+1, seuls les nouveaux oe�ients j;t+1 sontalulés en posant (e�et miroir) j;t+k = j;t�k [STA 96℄ à toute éhelle j.Seulement, lorsque xt+1 est disponible, il faudrait en toute rigueur realulerles aniens oe�ients dont la valeur doit être mise à jour. Ce nombre se déduitde l'ordre des �ltres FIR. Dans les expérimentations suivantes, les oe�ientsà l'instant ourant ne sont pas realulés dans le futur.Choix d'ondelette - Pour permettre une analyse loale de la fontionf , la fontion ondelette et la fontion d'éhelle doivent être loalisées dansle temps et l'espae. C'est le as par exemple de la famille de Daubehies :elles ont un support ompat dans le domaine temporel et leur tranformée deFourier déroît rapidement. Remarquez que lorsque le �ltre passe-bas est de ré-ponse impulsionnelle �nie (i.e. nombre �ni de oe�ients hn non nuls), alors onpeut montrer que la fontion éhelle est à support ompat (p. 185, [STR 96℄).Toutefois, l'allure de es fontions est lairement irrégulière. On leur préfèresouvent les fontions splines, polynomiales par moreaux, à support ompat,symétriques par rapport à l'origine, et dont les qualités d'approximations sontnotoires [STR 96℄. En hoisissant une fontion éhelle du type spline ubique(de degré 3), on s'assure de la ontinuité des dérivées aux points de jontion



123ainsi qu'une allure très régulière. Les oe�ients du �ltre passe-bas s'obtiennentfailement grâe à l'équation de dilatation. Ils valent( 116 ; 14 ; 38 ; 14 ; 116): (6.25)Les expérimentations présentées dans e hapitre ont été réalisées ave esoe�ients. Les sous-espaes Vj et Wj demeurent orthogonaux entre eux, e-pendant les bases de es espaes ne le sont plus. Les projetion ne sont dès lorsplus orthogonales.Propriétés de la déomposition - La déomposition à trous est en O(N)si N est la longueur de la suite. Notons qu'une fois alulés les oe�ients j;tà l'instant t, les aniens oe�ients ne sont pas mis à jour à mesure que denouvelles valeurs de la suite sont disponibles par soui de simpliité.Une nouvelle déomposition biais/variane - La série temporelle étu-diée est déomposée en plusieurs signaux de détails, et un signal résiduel. Lesignal original s'exprime omme la somme des signaux de détails auquel s'ajoutele signal résiduel. Les sorties des réseaux sont alors simplement additionnéespour fournir la prédition du modèle. On peut don voir le ban de réseauxde neurones omme un omité d'experts, où haque expert est �responsable�d'une éhelle temps-fréquene. Considérons la relation xt = 0;t = PJj=1 wj;toù le résidu J;t a été renommé en wJ;t par onision. Posons �wi = E[wi;t℄ et�x = E[xt℄. On montre que sous ertaines hypothèses2, l'erreur de généralisationpeut se déomposer en trois termes [AUS 02℄,E[(x̂t � xt)2℄ = NXi=1 �x�wiE[(ŵi;t � wi;t)2℄+ NXi=1 �wi�x E[( �x�wiwi;t � xt)2℄� NXi=1 �wi�x E[( �x�wi ŵi;t � x̂t)2℄ (6.26)La formule est analogue à la déomposition bias-variane lassique pour lesomités d'experts [BIS 95℄. Le premier terme est la ontribution des erreurs surhaque éhelle, pondérées par le terme �x�wi qui re�ète la ontribution de l'expert2les innovations ŵi;t �wi;t sont indépendantes de xt � �x�wiwi;t, �x 6= 0 et �wi 6= 0;8i.



124 Réseaux de neurones boulés à délaisdans l'estimation �nale. Le seond terme, indépendant du modèle, rend omptedes éarts entre la ible et les oe�ients pondérés. En�n, le dernier terme est lependant du seond puisqu'il rend ompte des éarts entre l'estimation �nale duomité d'experts et les oe�ients estimés par les experts également pondérés.Cette expression met en évidene la néessité de trouver un ompromis entreles deux derniers termes, de signes opposés. Un des problèmes de ette formuletient à l'hypothèse erronée que les �wi sont non nuls.
6.4. Appliation : Prédition du tra� WebLe Web est un système d'information distribué à grande éhelle basé surune arhiteture lient-serveur. Aussi, la harge d'un serveur est le nombrede requêtes qui émanent de nombreux lients. Nous examinons ii les requêtesHTTP d'un serveur de Magee College de l'université d'Ulster (Irlande du Nord)de Mars 1996 à Février 1997 ainsi que les requêtes HTTP du European SouthernObservatory (ESO) en Juin 1996. Les logs nous renseignent sur haque requêtetraîtée par le serveur, à savoir le nom du lient, la date, le �hier de l'objetdésiré, et sa taille en termes d'otets de la réponse.Compte tenu de la harge modérée du serveur de Magee College, nous onsi-dérons les nombres suessifs de requêtes HTTP sur des plages distintes de 60minutes. Une suite hronologique de 8118 valeurs horaires normalisée dans l'in-tervalle unité est onstituée. L'inspetion des ourbes révèle plusieurs régimesdynamiques patents orrespondant aux périodes aadémiques. La suite a étédivisée, seules 4755 valeurs ont été onservées pour l'expérimentation. Figure(6.1) illustre le résultat de la déomposition en ondelettes : une représentationpartielle de la suite est a�hée ainsi que les oe�ients w1; : : : ; w4. Le ylejournalier de la demande est lairement représenté. On observe également lelissage graduel des séries wj à mesure que l'on passe d'une otave à l'autre.Les logs ESO re�êtent en revanhe une situation de harge plus importante.Les logs ont été agrégés à la minute. 14.6% des valeurs sont nulles ; elles ontsimplement été éliminées. Les nombreuses séquenes de zéros traduisent unepériode de dysfontionnement du réseau de la minute jusqu'à quelques heures.Les 34 726 mesures restantes ont été normalisées sur une éhelle logarithmiquepour des raisons numériques. Figure (6.2) (trait plein en haut à gauhe) montreune représentation partielle de la suite ESO, ainsi que les oe�ients w1; : : : ; w4en traits pleins. Les �utuations à l'éhelle de la minute sont partiulièrementirrégulières.



1256.4.1. Dépendanes à longue portéeLa dépendane à longue portée induit l'invariane d'éhelle. On parle dedépendane à longue portée ou de mémoire longue lorsque les observationsdisjoints restent �irrémédiablement� orrélées sur de longs intervalles de temps.Ces proessus du seond ordre stationnaires, X , sont aratérisés [ABR 01℄par le omportement asymptotique en loi de puissane de leur fontion deovariane, rX(�), rX(�) � 1��1; � !1; 0 <  < 1: (6.27)Sous ertaines onditions sur la régularité de rX (�) (e.g. monotonie asymp-totique), on montre que le spetre de puissane du proessus X , �X(�), obéità une loi de puissane à l'origine�X(�) � 2j�j� ; � ! 0; 0 <  < 1: (6.28)La lente déroissane de la fontion de ovariane, et son orollaire, la di-vergene de la somme de la fontion de ovariane,Z rX (�)d� = +1; (6.29)aratérisent la propriété de dépendane à longue portée. Cette propriétéd'invariane d'éhelle est véri�ée ii dans une gamme de fréquenes limitée supé-rieurement. Son origine est essentiellement grande éhelle puisqu'elle onerneles basses fréquenes. Tous les proessus autosimilaires ave 1=2 < H < 1présentent une dépendane à longue portée arrX (�) := E[jÆX(�)j2℄ � �2H(2H � 1)�2(H�1) (6.30)ainsi, pour 1=2 < H < 1, le proessus Xt présente une dépendane longueportée de paramètre  = 2H � 1. Typiquement, la dépendane longue portées'étudie théoriquement et pratiquement par la tehnique d'agrégation [ABR 02℄.La onvergene asymptotique de la variane des suites agrégées vers une loi depuissane, i.e. V ar(X(m)) = O(m�) ave 0 <  < 1, résulte de la dépendaneà longue portée.



126 Réseaux de neurones boulés à délais6.4.2. Analyse des donnéesL'objet de ette étude n'est pas d'établir la dépendane à longue portéedes traes Web à notre disposition. On pourra onsulter par exemple [ABR 01,ABR 02, WIL 95, CRO 96℄ pour une aratérisation de l'auto-similarité dutra� Telnet, TCP et HTTP. Pour autant, des tehniques graphiques simplesexistent pour estimer le oe�ient de Hurst.Graphe temps-variane - Cette méthode repose sur le lent délin dela variane de la suite agrégée lorsque la suite est autosimilaire. En e�et, lafontion d'autoorrelation est invariante par agrégation. Ainsi, si Xt désigneune suite stationnaire ave t = 1; 2; : : :, alors X(m)t est la suite obtenue ensommant lesXt sur des intervalles disjoints de taillem unités de temps. Lorsquela variane de X(m)t est traée en fontion de m dans un diagramme log-log, unedroite ave une pente supérieure à �1 indique l'auto-similarité. Le oe�ientde Hurst, H , est estimé par H = 1+ =2.Graphe LLCD - Cette méthode (log-log umulative distribution, LLCD)repose sur l'étude asymptotique de la densité de probabilité des durées desonnexions HTTP. Il s'agit de traer P (X(m) > x) en éhelle logarithmique.Pour tester si les données présentent une variane in�nie, il faut inspeter laqueue des ourbes P (X(m) > x) pour di�érentes valeurs de m. Lorsque lespentes délinent ave m, la variane �nie est postulée et vie-versa.Illustrons l'appliation de es deux méthodes sur nos traes HTTP. Lesgraphes temps-variane et LLCD des deux séries sont représentés Figures (6.1)et (6.2).Ulster - La pente du graphe temps-variane de la Figure (6.1) est estimé à-0.358. Il vient H = 0:82, aratéristique de l'auto-similarité, résultat très simi-laire de elui de Crovella et Bestravos [CRO 96℄ et de Willinger [WIL 95℄. Bienque le traé LLCD de la Figure (6.1) pour les suites agrégées (m = 10; 100; 500)soit typique d'une loi log-normale, la pente de la queue de la distribution nehange ave la valeur de m.ESO - La pente du graphe temps-variane de la Figure (6.2) est estiméà -0.379. Il vient H = 0:81, aratéristique de l'auto-similarité, résultat trèssimilaire au préédent. Le traé LLCD est hélas peu lisible.Sans pour autant onstituer une preuve, les estimations de H laissent sup-poser un omportement autosimilaire ave des dépendanes à longue portée.Aussi, nous faisons l'hypothèse que des événements éloignés dans le passé ontune in�uene sur le présent.



1276.4.3. ExpérimentationsLa méthode de prévision multi-éhelles est illustrée sur les données issuesdu serveur ESO, le plus hargé. L'appliation - sans réel suès toutefois -de ette méthode aux données Ulster est exposé dans [AUS 98℄. La séletiondu nombre adéquate de neurones, de l'arhiteture et des délais y est dérite.L'arhiteture retenue des DRNN est arbitraire : elle onsiste en 1 entrée, 1sortie et 5 neurones ahés entièrement onnetés. Les entrées sont onnetéesaux neurones ahés ave des délais variables.A l'instant t, haque réseau à l'éhelle j dispose des oe�ients wj;k; k � t,et doit estimer wj;t+1. Seuls les délais ont été ajustés intuitivement pour tenirompte du lissage arû des suites aux éhelles supérieures omme le montreles �gures (6.1) et (6.2). Pour illustration, les performanes présentées pourles DRNN sont omparées à elle d'un MLP sur la base du même nombrede paramètres ajustables pour ne privilégier auune éhelle, ni auun modèle.Les entrées sont onnetées aux neurones ahés ave des délais variables enfontion de l'éhelle. Ils sont représentés Table (6.4.3).Délais en entréew1 0,2,4,6,8,10w2 0,3,6,9,12,15w3 0,5,10,15,20,25w4 0,7,14,21,28,354 0,9,18,27,36,45Tableau 6.1. Délais de la fenêtre d'entrée du DRNN pour la prédition à une minuteen avant sur l'ensemble de test des oe�ients wi; i = 1; : : : ; 4 plus 4.w1 w2 w3 w4 4DRNN 0.37 0.32 0.27 0.18 0.08MLP 0.39 0.35 0.29 0.19 0.08Carbon opy 2.78 1.12 0.39 0.15 0.05Tableau 6.2. Log NMSE de la prédition à une minute en avant sur l'ensemble detest des oe�ients wi; i = 1; : : : ; 4 plus le résidu 4 par un DRNN, un MLP, etl'estimateur trivial �arbon opy�, i.e. x̂t+1 = xt. Plus faible est la valeur, meilleuresont les préditions.Un index de performane basique, le �arbon-opy error�, fera emploi debenhmark trivial. Il s'agit de prendre omme estimateur la valeur de la suiteà l'instant préédent. La prédition à haque éhelle jusqu'à J = 4 est illustréeFigure (6.4). La NMSE de la prédition à une minute en avant sur l'ensemble



128 Réseaux de neurones boulés à délaisde test des oe�ients est représentée Table (6.4.3). L'erreur arbon-opy estplus favorable pour les deux derniers oe�ients. L'erreur de prédition dela reombinaison est NMSE = 0:7 en prenant le meilleur modèle à haqueéhelle. Un gain signi�atif est obtenu par rapport à l'approhe lassique de lafenêtre temporelle en entrée d'un seul MLP : on obtient NMSE = 0:85 aveun un seul MLP alimenté en entrée par tous les oe�ients wj et le résidu 5de l'instant préédent.Il est intéressant de porter son regard sur la Figure (6.5) dans laquelle lessuites sont suessivement additionnées les unes aux autres omme le suggère laformule de reombinaison. Visuellement, la performane se dégrade rapidementau fur et à mesure que l'on remonte dans les éhelles en partant de J (J = 4).Par exemple, ave w4 + 5 on obtient NMSE = 0:13, ave w3 + w4 + 5 onobtient NMSE = 0:24, et ave w2 + : : : + 5 on obtient NMSE = 0:38. Lareombinaison �nale donne une NMSE de 0.7. L'erreur �nale est supérieure àhaune des erreurs individuelles. Notons en�n que les résidus d'erreurs (nonreprésentés ii) paraissent déorrélés au vu de la fontion d'auto-ovariane. Ladépendane à long terme est don une propriété inhérente au modèle.En onlusion, les résultats obtenus ne sont pas franhement favorables enterme d'erreur quadratique. Pour autant, nous avons observés des performanessurprenantes en terme de tendanes : dans environ 65 % des as sur les basesde test en validation roisée, le signe des variations prédites et observées oïn-ident, alors que e pourentage plafonne aux alentours de 55% ave la méthodelassique de la fenêtre temporelle.Notons en�n que S. Soltani et al. [SOL 00℄ ont mené réemment une ap-prohe très similaire ave des données synthétiques issues d'un modèle ARfIMA,i.e., dont la di�éreniation frationnaire du proessus est ARMA. L'algorithmeà trous est également employé, toutefois les préditions sont e�etuées aveun modèle auto-régressifs multidimensionnel du type k = Ppj=1Ajk�j oùk = (1;k; 2;k; : : : ; J;k; wJ;k) et Aj sont des matries estimées par la méthodedes moindres arrés réursifs. Les éhelles ne sont pas traitées indépendamment.Ils montrent que les résidus d'erreur sur la base de test présentent une densitéspetrale de pente quasi nulle à l'origine ainsi qu'une fontion d'auto-ovariane�plate�. Selon toute apparene, les résidus d'erreur sont indépendants.Prévisions �nanières - A titre d'information, d'autres expérimentationsplus réentes et pour lesquelles les éhelles ne sont pas traitées indépendam-ment les unes des autres, ont été menées sur des séries �nanières européennes(ations et indies) éhantillonnées toute les 15 minutes ave des réseaux deneurones. Une illustration de la prévision du taux d'aroissement de l'indexeS&P500 sur un horizon de 15 minutes est a�hée en �gures 6.6 et 6.7. Leleteur intéressé est invité à onsulter [AUS 98b℄.



1296.4.4. Conlusion et perspetivesLa pré-traitement des données permet de palier le problème du omporte-ment �oublieux� des réseaux de neurones grâe à l'utilisation d'une ommu-nauté de réseaux opérant sur des éhelles temps-fréquene distintes. La sérieoriginale (potentiellement non-stationnaire) est déomposée en une hiérarhiede signaux de détails stationnaires exhibant une mémoire à ourte portée, àlaquelle s'ajoute un signal résiduel basse fréquene. Le signal original s'ex-prime omme la somme des signaux de détails auquel s'ajoute le signal résiduel.Chaque éhelle est traitée individuellement et indépendamment des autres parun réseau de neurone.Cette méthode a été brièvement illustrée sur une trae HTTP. Nos expé-rienes sur des données environnementales [AUS 97℄, téléom [AUS 98℄ et �-nanières [AUS 98b℄ ont montré que les préditions fournies par ette méthodehybride présentent typiquement un variane plus élevée que elle obtenue parune méthode direte fondée sur l'arti�e de la fenêtre temporelle. De plus lemodèle à apturer la dépendane à long terme ar les résidus d'erreur sontindépendants.Depuis septembre 2002, une ollaboration ave Patrie Abry (Lab. de Phy-sique, ENS Lyon) spéialiste des lois d'éhelles, et Pierre Chainais (LIMOS) estmenée dans e sens pour aratériser et prédire le omportement du télé-tra�.Cette ollaboration s'insrit dans le adre de l'Ation Spéi�que `MétrologieInternet� du CNRS qui a débutté �n 2002. Un ertains nombres de questionsen suspens seront abordées :� Quelle ondelette mère hoisir ? Quels sont les ritères de hoix ? De ma-nière équivalente, quels oe�ients hoisir pour les bans de �ltres ?� Comment traiter les e�ets de bord ?� Une déomposition dédiée aux signaux disrets est-elle préférable ?� Quelles sont les onséquenes de l'a�etation initiale 0;k = xk ?� Comment exploiter au mieux la redondane de l'information dans l'algo-rithme �à trous� pour prévoir les oe�ients.La prédition à une seonde du tra� HTTP pourrait aider à la gestion desahes (ahing and prefething) [CRO 96℄. La simulation pourrait égalementpermettre d'engendrer des suites synthétiques utiles aux modèles d'analyse deperformanes. La qualité de servies des onnexions a un grand impat surles performanes des appliations distribuées. Par exemple, FTP, Gopher et leWeb sou�rent de temps de réponse exessifs au moindre début de ongestion duréseau. Pour es douments, le temps de transfert est diretement proportionnelà la bande passante de la onnexion. Si la demande était onnu un peu enavane, les �ux pourraient être régulés de manière appropriée a�n de réduireles temps de transfert. C'est le prinipe du routage adaptatif. Certains auteurs



130 Réseaux de neurones boulés à délaisproposent des méanismes de ontr�le de ongestion au niveau appliation grâeà une estimation future ontinûement réatualisée de la bande-passante entrele lient et le serveur [CRO 96℄.
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LLCD plot for hourly Web site hits for 11 months
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Left to right: all, 10-, 100-, 500-aggregated.

Figure1:Variance-timeplotandLLCDplotofhourly-averagednumberofhits.

Figure6.1.ServeurHTTPUlster:Graphetemps-varianeetgrapheLLCD
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Figure2:Variance-timeplotof1min-aggregatedbytesinthetransferredseriesanditsLLCDplot.

Figure6.2.ServeurHTTPESO:Graphetemps-varianeetgrapheLLCD
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Figure 6.3. Tra� HTTP. En haut à gauhe le signal. Ensuite, illustration de ladéomposition à trous pour J = 4. 4 est omis.
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Figure 6.4. Tra� HTTP prédit sur un horizon de 1mn. En haut à gauhe, le tra�en pointillé ainsi que la prévision �nale en trait plein. Ensuite, viennent les wj et leurprévision respetive (en trait plein) jusqu'à 4 en bas à droite.
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Figure 6.7. S&P500 : la prévision �nale (en trait plein) du taux d'aroissement[x(t+5) - x(t)℄/ x(t), où x(t)= S&P500(t), la valeur à la l�ture le jour t sur uneportion de la base de test.
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Chapitre 7PREVISION DE LA QUALITE DESERVICE DANS LES RESEAUXTELECOM7.1. IntrodutionCe hapitre fait état des derniers développements d'un projet au long ourtdédié à la gestion des ressoures dans un réseau téléom multiservie, initié parErol Gelenbe et moi-même au milieu des années 90 [AUS 94b℄, et poursuivipar plusieurs stagiaires de DEA suessifs [AUS 94b, AUS 99℄ au LIMOS. Cetravail est atuellement poursuivi par Antoine Mahul (en thèse ave moi auLIMOS) dans le adre du projet RNRT OPIUM (Optimisation de la Plani�a-tion des Infrastrutures des réseaUx Mobiles). Ce projet, dont la partie routageinombe au LIMOS, vise à o�rir une solution intégrée pour la plani�ation etl'optimisation de réseaux de téléommuniations mobiles. Le travail d'AntoineMahul vise in �ne à substituer à la formule M/M/1 lassique, dans le odede l'optimiseur, un réseau de neurones entraîné par simulation pour prédire laQoS en haque noeud en termes de délai de de perte.La théorie des �les d'attente s'applique ave suès à la modélisation duréseau téléphonique pare que les �ots de tra� aheminés vers un ommutateurpeuvent être représentés �dèlement par un proessus de Poisson en raison del'indépendane des tra�s1. Néanmoins, les �les d'attente qui s'établissent dansles �les d'attente ont une nature statistique bien di�érente (au niveau appel) deelles du tra� téléphonique. Pare que les données sont transmises en rafale, lesarrivées suessives sont fortement orrélées et ne peuvent plus par onséquent1Théorème de superposition : la distribution asymptotique obtenue par superposition deN arrivées i.i.d. de taux �i ! 0 et PN �i ! onstante, est une loi de Poisson.



140 Réseaux de neurones boulés à délaisêtre modélisées par une proessus de Poisson. Or les méthodes algorithmiquesde plani�ation, de routage, ou de ontr�le d'aès des réseaux téléom (e.g.dimensionnement) reposent enore trop souvent sur une estimation grossièredes délais de ommutation selon la formule standard des �les M/M/1 : (1=�) ��=(1��), où � est le taux d'arrivée et � désigne le taux d'oupation de la �le2.Aussi, notre intention est d'inaugurer une approhe nouvelle visant in �ne àsubstituer à la formule M/M/1, un réseau de neurones en harge de prédire laQoS en termes de délai de transmission, de taux de perte, et de délai en régimestationnaire. Une fois l'apprentissage e�etué à l'aide d'un simulateur, le RNfournit instantanément la prédition au vu de quelques desripteurs du tra�inident. La méthode d'apprentissage ombine plusieurs réseaux de neuronesindépendants distribués sur les ommutateurs et inter-onnetés via les lignesde ommuniation.Les RN ont été employés dans la littérature pour : 1) la prédition ourt-terme du tra� [HAB 96, LEE 00℄, par une tehnique de déomposition enondelettes [AUS 97, MUR 97, AUS 98, SOL 00℄, 2) identi�er les paramètresdu modèle de soure (e.g. proessus MMPP) [CAS 98℄, 3) une aratérisationtransitoire du leaky buket [CLé 98℄, 4) l'estimation du taux de perte d'un mul-tiplexeur pour réaliser un ontr�le d' admission (Call Admission Control, CAC)[AUS 94b, NOR 95, HIR 95, SOH 01℄, le routage et l'alloation dynamique debande-passante [BOL 98, MOH 95℄.Le travail présenté ii fait état des derniers développements d'un projet aulong ourt dédié à la gestion des ressoures dans un réseau téléom multiserviedont l'origine remonte au milieu des années 90 [AUS 94b, AUS 99, AUS 00,MAH 02℄. Les appliations numériques présentées dans e hapitre ont été réa-lisées par Antoine Mahul.7.2. Les desripteurs de tra�Il est essentiel, dans un réseau véhiulant des tra�s sporadiques, d'être enmesure de aratériser le proessus de génération des ellules pendant un appel,de façon à dimensionner le réseau. Néanmoins, il est exessivement di�ile demodéliser, et a fortiori de prédire, le omportement statistique d'une kyriellede servies, ertains enore méonnus. Il y a eu un travail onsidérable e�etuées dernières années sur les modèles de soure et sur le hoix adéquat de des-ripteurs de tra� permettant d'identi�er les propriétés essentielles du tra� etde développer de modèles d'évaluation de performane.2C'est aussi la formule en régime stationnaire du temps de réponse d'une �le M/G/1/PS(proessor sharing) de temps de servie moyen 1=�.



141Il existe à e jour plusieurs hoix possibles pour dérire un tra� sporadique.L'ensemble des desripteurs doit être très restreint pour permettre un ontr�lesimple et e�ae, tout en représentant �dèlement les propriété des �ots dedonnées. De surroît, il doit être possible de déduire les aratéristiques de lasuperposition de tra�s élémentaires à l'aide des paramètres individuels. Avees ontraintes à l'esprit, nous nous limitons délibérément à deux grandeursstatistiques fondamentales� le taux moyen d'arrivée �,� le débit pi, p,� le arré du oe�ient de variation de la distribution des inter-arrivées,Cv2 = var(X)=E2(X), où X est le temps d'inter-arrivée des paquet.Le oe�ient de variation de la distribution des inter-arrivées est une mesurestandard et intuitive de la variabilité. Pour une loi exponentielle par exemple,Cv2 = 1, valeur de référene. Pour une loi d'Erlang, somme de r variables expo-nentielles, Cv2 = 1=r. Des durées de traitement hétérogènes peuvent engendrerdes Cv2 très importants, signe d'un risque important de dégradation des per-formanes. A titre d'exemple, la proportion de temps passée en attente sur letemps passée dans le système (attente +servie) est une fontion a�ne de Cv2à � �xé. Du reste, on parle de loi hypo (e.g., loi d'Erlang) et hyper-exponentiellesuivant le signe de Cv2 � 1.Par ailleurs, le arré du oe�ient de variation de la distribution des inter-arrivées est ommode dans notre ontexte ar il peut être relié à l'index dedispersion I(t) représentant un desripteur synthétique approprié lorsque le�ot de ellules est vu omme un proessus pontuel stationnaire [COM 96℄.Soit t = 0 un instant arbitraire, et N(0; t) le nombre des arrivées durant lapériode [0; t℄, alors I(t) est dé�nie parI(t) = var(N(0; t))E(N(0; t)) : (7.1)Pour un proessus de Poisson, I(t) = 1;8t. De plus, pour une proessusde renouvellement I(t) n'est autre que le arré du oe�ient de variation de ladistribution des inter-arrivées,C2v . Plus généralement, il est démontré [COM 96℄que I(t) véri�e limt!1 I(t) = var(�)E2(�) = C2v ; (7.2)où � est le temps d'inter-arrivée des ellules. En onséquene, on peut fai-lement aluler et le taux moyen d'arrivée et la variane du nombre des arrivéesdu �ot agrégé en sommant les moyennes et les varianes individuelles et dé-duire le oe�ient de variation des inter-arrivées orrespondant. Considérons



142 Réseaux de neurones boulés à délaisla superposition de n soures indépendantes et Ni(0; t) le nombre de ellulesémises par la soure i durant la période [0; t℄. Le nombre des arrivées pour le�ot agrégé est Ns(0; t) = nXi=1 Ni(0; t); (7.3)et don E[Ns(0; t)℄ = nXi=1 E[Ni(0; t)℄var[Ns(0; t)℄ = nXi=1 var[Ni(0; t)℄: (7.4)Posons �i = limt!1 1tE[Ni(0; t)℄: (7.5)Lorsque le tra� en entrée est un proessus de renouvellement, il existe uneformule analytique d'agrégation des Cv2 [GEL 76℄ :Cv2a 241 + 2 1Xj=1 �j35 = 1�a NXi=1 �iCv2i : (7.6)Le terme de droite est la valeur asymptotique de l'index de dispersion [GEL 76,GUS 91℄, où �j est le oe�ient d'autoorrelation de délai j du tra� agrégé.L'estimation de es oe�ients étant di�ilement envisageable d'un point devue tehnique, ils sont délibérément omis. Ainsi les desripteurs, (�a; pa; Cv2a),du tra� agrégé résultant du multiplexage de N �ots indépendants et sta-tionnaires aratérisés par ��i; pi; Cv2i �16i6N , sont approximés par formuled'agrégation [AUS 94b℄ suivante NXi=1 �i; NXi=1 pi; 1�a NXi=1 �iCv2i! (7.7)Lorsque le tra� agrégé n'est pas un proessus de renouvellement, le des-ripteur de burstiness dans Eq. (7.7) est erroné ; il rend ompte malgré tout de



143la variabilité du tra�. Il faut noter à e titre que la valeur maximale de I(t)pour t � 0 est onsidérée omme une alternative à C2a [COM 96℄ et dans denombreux as3 est atteint pour t ! 1. A la lumière de es observations, C2aest onsidéré omme un andidat plausible pour la desription synthétique destra�s [COM 96℄.Le modèle de soure OnO�
tpaket sending

mean time toffton
T

O� stateOn stateFigure 7.1. Tra� généré par une soure OnO�.Dans nos expérimentations, les soures sont représentées par un proessusOnO�, un sénario simple et ommun pour la modélisation de la voix. La soureOnO� alterne les états On et O� de durée exponentielle, de moyenne ton et toffseondes respetivement (Fig. 7.1). Dans l'état On, les paquets sont émis toutesles T = 1=�on seondes tandis que l'étatO� orrespond à une période de silene.Les desripteurs de la soure OnO� s'obtiennent analytiquement [COM 96℄ :� = �onton(ton + toff ) ; p = �on; Cv2 = 2�onton � 1(1 + ton=toff )2 (7.8)
7.3. Réseaux de neurones distribuésOn herhe à estimer loalement la QoS en haque �le d'attente en fon-tion de desripteurs du tra� en entrée. Il s'agit typiquement d'un problèmede régression (non-linéaire) : soit d = (�; p; Cv2) les aratéristiques du tra-� en entrée et q = ( �N;Log(CLR)) le ritère loal de QoS, on herhe une



144 Réseaux de neurones boulés à délais�Cv2 �Np Log(CLR)Cv2out(a) �NCv2� Log(CLR)Cv2out(b)Figure 7.2. Détails des entrées/sorties des MLP pour une �le alimentée : (a) di-retement par une soure externe, (b) par une ommutateur distant.approximation de la relation d ! q. La relation étant statique, un MLP seraemployé.Il est néessaire de propager es desripteurs de �le en �le ; le débit moyendu tra� de sortie est �out = �in(1�CLR) ' �in ar CLR� 1. Par ailleurs, ledébit pi des �les alimentées par un serveur distant est onstant. Il n'est donpas propagé. Seul, le oe�ient de burstiness, Cv2, est estimé en sortie des�les. L'apprentissage est réalisé ave des données obtenues grâe à un simula-teur à événements disrets. Seules les situations de harge ritique prohe de laongestion ont été séletionnées. Les détails relatifs à l'apprentissage (e.g., sé-letion du MLP, l'algorithme d'optimisation des poids, le hoix des paramètresd'apprentissage, la tehnique de validation) sont fournis dans [MAH 02℄.
7.4. ExpérimentationsQuelques expérimentations ont été menées dans [AUS 99℄ ave des �lesmono-serveur FIFO individuelles ainsi que des �les positionnées en série et enparallèle [AUS 00, MAH 02℄.3par exemple lorsque les durées des burst et des silenes ont une distribution exponentielle,ou lorsque la durée des burst est déterministe et la durée des silenes est de distributionexponentielle.



1457.4.1. File uniqueOnO�/D/1/Considérons une �le OnO�/D/1/ de apaité limitée ( = 100) ave unserveur déterministe et une politique de servie FIFO. Le tra� en entrée estOnO�. Les entrées sont le débit moyen, le débit pi et Cv2 alulés puis injetésen entrée du NN. Les paramètres mesurés sont �N , CLR et Cv2out. Le taux deservie est 13000 paquets/ms. Les paramètres de soure sont tirés aléatoiremententre 15000 et 17000 paquets/ms pour le débit pi, entre 6500 et 13000 ell/mspour le débit moyen, entre 10�3 et 10�2 ms pour ton. Ave es valeurs, leCLR obtenu par simulation varie entre 10�4 et 10�2. La base d'apprentissageest onstituée de 456 exemples et 75 exemples en test. Le MLP séletionnéomporte 15 neurones ahés.Les préditions de �N et Cv2out sont �ables. La NMSE sur la base de testpour �N vaut 5:74� 10�4, 5:27� 10�5 pour Cv2out et 1:36� 10�3 pour le CLR.La qualité de la prédition de dégrade quelque peu pour de faibles valeurs deCLR en raison du manque d'exemples orrespondants en apprentissage.OnO�/OnO�/1/Le serveur est ette fois de type OnO�, i.e. le serveur est inhibé pendantune durée de loi exponentielle et le servie est déterministe dans l'état On.L'idée sous-jaente est de onsidérer un serveur partageant plusieurs bu�eursdont les transitions se produisent à des instants aléatoires selon la priorité despaquets en tête de �le. A l'issue du servie, le serveur passe dans l'état O�ave une probabilité ps. Il reste dans et état durant T s, une durée onstantede servie. L'ativation et les périodes de sommeil suivent une loi géométriquede paramètres ps et qs respetivement. Le tra� en entrée est OnO�. Le tra�d'entrée et l'état du serveur in�uent diretement sur la valeur du CLR. Dansl'état On, la seule transition possible est vers l'état O� à la �n du servie. Aussi,le débit d'entrée in�ue fortement sur le temps e�etif d'ativité du serveur.Le taux de servie moyen est de 13000 paquets/ms, ps = 0:7 et qs = 0:4,le débit pi varie entre 13000 et 20000 paquets/ms, le débit moyen en entréevarie entre 6500 et 13000 paquets/ms, et ton varie entre 10�4 et 10�2 ms. Seulsles exemples de CLR dans l'intervalle [10�4; 10�2℄ ont été séletionnés pourl'apprentissage. Un MLP 3/15/3 a été employé. Ii enore, les préditions de �Net Cv2out sont très �ables. La prédition du CLR est légèrement en deçà du aspréédent. La NMSE sur la base de test du �N est de 3:55� 10�3, 1:21� 10�4,pour le Cv2out et 8:61� 10�3 pour le CLR. La prédition se dégrade pour de



146 Réseaux de neurones boulés à délaisfaibles valeurs de CLR. Pour autant, le taux d'oupation, le taux de perte etla aratérisation du tra� en sortie sont jugés bonnes.Multi-OnO�/D/1/Dans e paragraphe, plusieurs soures OnO� indépendantes sont multi-plexées. Les desripteurs agrégés sont onsidérés omme su�sants pour a-ratériser le tra� o�ert en entrée. Fixons les taux d'arrivée des soures à �, etle débit pi à p, tels que N� � � � Np (7.9)Le nombre et les aratéristiques des soures OnO�, N 2 [10; 100℄, � =13000 paquets/ms et N� � � � Np, sont variés aléatoirement. Chaque ins-taniation exige une simulation pour estimer le CLR, et seules les situationspour lesquelles 10�4 < CLR < 10�2 ont été séletionnées pour l'apprentissage.Remarquez que le Cv2 agrégé est égal au Cv2 des soures individuelles - il estdon indépendant du nombre de soures -, ar toutes les soures OnO� sontidentiques.Un MLP 3/15/3 NN a été entraîné sur 533 exemples, et validé sur 55exemples. 10000 époques d'apprentissage ont été néessaires. Les valeurs deNMSE sur la base de test sont 1:28 � 10�2 pour �N , 2:71 � 10�4 pour Cv2outet 1:05� 10�2 pour CLR. Ces résultats sont moins bons mais toujours aep-tables. Par exemple, la partie entière de Log(CLR) est exate et la préditionde Cv2out est aeptable. C'est enourageant ar le Cv2out est transmis en entréed'un MLP distant le long du hemin.7.4.2. Files en tandemL'objet de e paragraphe est d'évaluer l'estimation de la QoS lorsque lesdesripteurs sont propagés de �le en �le le long d'une hemin. Un hemin deommuniation est onstitué de plusieurs �les en tandem, voir Fig. 7.3. Plu-sieurs senarii sont envisagés : une soure OnO� ainsi qu'une superpositionde soures OnO� homogènes et identiques. Les apprentissages des MLP sontréalisés indépendamment les uns des autres grâe au simulateur.Nous omparons aussi les performanes obtenues lorsque le C2v en entrée duMLP est remplaé par sa vraie valeur obtenue par simulation. Ce faisant, ilest possible de de jauger la dégradation des préditions le long du hemin deommuniation.



147Soure OnO� unique D1 D2 D3OnO� Soure(�on; ton; toff ) Queue 1 Queue 2C1 C2 C3Queue 3
Figure 7.3. 3 �les onséutives. Le tra� d'entrée est OnO�.Le tra� d'entrée est OnO�. Les �les 1, 2 et 3 ont des serveurs déterministesde taux et de apaité : (100, 13000) ; (80, 12000) et (20, 12800) respetivement.Les paramètres de la soure sont tirés aléatoirement dans les intervalles : � 2[6500; 11000℄, �on 2 [15000; 17000℄, ton 2 [10�3; 10�2℄. La �le 1 est représentéepar un MLP de type Fig. 7.2(a) ; Les �les 2 et 3 le sont par des MLP du typeFig. 7.2(b).Chaque MLP est onstitué de 15 neurones ahés. Les MLP ont été entraî-nés sur 500 exemples, et validés sur 100 exemples. Les résultats sont illustrésTable 7.1. Un distinguo est fait entre desripteurs mesurés et desripteurs es-timées en entrée des MLP pour jauger l'impat des erreurs sur la propagationdu Cv2. Les NMSE avoisinent obtenues les 10�2 en terme de nombre moyen delients en attente. L'ordre de grandeur du CLR est orretement antiipé. Onobserve également de très bons résultats pour le Cv2out. On observe du reste unlissage du tra� de �le en �le au vu des performanes qui s'améliorent entre la�le 2 et 3. Cv2out �N Log(CLR)NN 1 4:85� 10�5 2:55� 10�3 5:97� 10�3NN 2 entrées mesurées 3:11� 10�5 5:93� 10�3 1:31� 10�2entrées estimées 3:37� 10�4 6:12� 10�3 1:26� 10�2NN 3 entrées mesurées 2:10� 10�5 5:19� 10�3 7:75� 10�3entrées estimées 4:83� 10�4 5:34� 10�3 7:15� 10�2Tableau 7.1. NMSE sur la base de test. 3 �les en tandem alimentées par une soureOnO� unique. Une distintion est faite entre desripteurs mesurés et desripteursestimées en entrée des MLP pour jauger l'impat des erreurs sur la propagation duCv2.N soures OnO� homogènesN soures OnO� homogènes (partageant les même paramètres) ont été mul-tiplexées. Les paramètres de soure sont tirés aléatoirement : débit moyen du
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OnO� Soure(�on; ton; toff )OnO� Soure(�on; ton; toff )OnO� Soure(�on; ton; toff ) C1 C2 C2D1 D2 D3Queue 1 Queue 2 Queue 3

Figure 7.4. 3 �les onséutives. Le tra� d'entrée est onstitué de 5 soures OnO�homogène.tra� agrégé � 2 [6000; 11000℄, débit moyen de la k-ème soure, �k = �tot=N ,�kon 2 [5000; 8000℄, tkon 2 [10�3; 10�2℄, et N = 5. Les �les 1, 2 et 3 ont desserveurs déterministes de taux et de apaité : (100, 16500) ; (60, 15000) et(40, 14000) respetivement. Ave es valeurs, le CLR est majoritairement dansl'intervalle [10�4; 10�2℄. Chaque MLP est onstitué de 15 neurones ahés. LesMLP ont été entraînés sur 500 exemples, et validés sur 100 exemples. Les ré-sultats sont illustrés Table 7.2. On observe de bons résultats hormis une légèredégradation pour les �les 2 et 3 en terme de CLR. Cette dégradation disparaîtdès lors que les entrées sont les valeurs mesurées diretement sur le tra� o�ertet non propagés de �le en �le. Cv2out �N Log(CLR)NN 1 1:68� 10�4 1:50� 10�2 1:69� 10�2NN 2 entrées mesurées 5:98� 10�4 2:44� 10�2 1:21� 10�1entrées estimées 1:32� 10�3 2:49� 10�2 1:18� 10�1NN 3 entrées mesurées 6:71� 10�4 1:61� 10�2 5:21� 10�2entrées estimées 3:48� 10�3 1:74� 10�2 5:33� 10�2Tableau 7.2. NMSE sur la base de test. 3 �les en tandem alimentées par unesuperposition de soures OnO� homogènes. Une distintion est faite entre desripteursmesurés et desripteurs estimées en entrée des MLP pour jauger l'impat des erreurssur la propagation du Cv2.La performane globale en termes de Log(CLR) et �N est très satisfaisante.On observe toutefois une augmentation de l'erreur liée à l'estimation de Cv2outlorsque le Cv2in n'est pas pas mesuré, mais estimé par Eq. (7.7). Etant donnéque les termes d'autoorrelation ont été omis dans la formule approximationEq. (7.6), seul le moment d'ordre 2 des inter-arrivées aratérise la burstiness.C'est l'une des prinipales limitations du modèle.



149Deux soures hétérogènesConsidérons deux soures indépendantes et hétérogènes OnO�. Les �les 1,2 et 3 ont des serveurs déterministes de taux et de apaité : (100, 13000) ;(60, 12000) et (40, 12500). Le CLR se situe entre 10�4 et 10�2. Les paramètresdu tra� sont hoisis aléatoirement dans les intervalles : � 2 [6500; 11000℄ ; �1onet �2on 2 [8000; 9000℄ ; t1on et t2on 2 [10�3; 10�2℄. Le débit moyen des soure 1 et2 sont : �1 2 [3000;min(�; 8000)℄, et �2 = �� �1.
C2C1 D1 D2 D3C3(�1on; t1on; t1off )(�2on; t2on; t2off ) Queue 1 Queue 2 Queue 3OnO� SoureOnO� SoureFigure 7.5. 3 �les onséutives alimentées par 2 soures indépendantes et hétéro-gènes OnO�. Cv2out �N Log(CLR)NN 1 1:04� 10�3 7:65� 10�2 2:44� 10�1NN 2 2:86� 10�3 6:19� 10�2 1:25� 10�1NN 3 2:38� 10�3 3:14� 10�2 5:78� 10�2Tableau 7.3. NMSE sur la base de test ave 2 soures indépendantes et hétérogènesOnO�.Les résultats sont a�hés Table 7.3. Au regard des valeurs de NMSE, onobserve une lente dégradation de l'erreur de prédition de Log(CLR), lorsqu'onse déplae de �le en �le. Les entrées sont estimées et non mesurées. Sur etexemple simple de 3 �les en tandem, il apparaît que les desripteurs (�; p; Cv2)dé�nis au paragraphe 7.2 ne su�sent pas à aratériser parfaitement le tra�agrégé, même si l'estimation de Cv2out et �N demeure �able.7.4.3. Deux �les en parallèle alimentant une troisièmeConsidérons à présent deux �les en parallèle alimentant une troisième, Fig. 7.6.Le tra� en entrée est OnO�. Il s'agit d'illustrer la pertinene de la formule dereombinaison des Cv2. Les 2 soures OnO� sont indépendantes et hétérogènes.Leurs paramètres sont hoisis aléatoirement omme au paragraphe 7.4.2.



150 Réseaux de neurones boulés à délaisDaDa DbQueue 1 Queue 3Queue 2OnO� SoureOnO� Soure(�1on; t1on; t1off )(�2on; t2on; t2off ) CaCa CbFigure 7.6. Deux �les en parallèle alimentant une troisième. Le tra� en entrée estOnO�.Les �les 1, 2 et 3 ont des serveurs déterministes de taux et de apaité :(100, 13000) ; (100, 13000) et (120, 22000). A�n de ompenser le manque d'in-formation évoqué au paragraphe 7.4.2, on replae le débit pi par la duréemoyenne d'un burst, tburst. A la di�érene du débit pi, la durée moyenne d'unburst aratérise uniquement le tra�. La formule de reombinaison :taburst =  NXi=1 1tiburst!�1 (7.10)Pour un tra� OnO�, on a tburst = ton. Ainsi, les entrées du MLP sont(�; tburst; Cv2) et les sorties (Cv2out; tburst; Log(CLR)). Le desripteur en entrée,Cv2, de la �le 3 est approximé par Eq. (7.7). Les résultats sont a�hés Table 7.4.Cv2out tburst Log(CLR)NN 1 & 2 1:64� 10�4 5:57� 10�4 2:88� 10�3NN 3 6:54� 10�3 6:94� 10�3 2:85� 10�2Tableau 7.4. NMSE sur la base de test. Les �les 1 et 2 alimentent la �le 3.7.5. Disussion et perspetivesDes estimations �ables de �N , CLR et Cv2out ont été obtenus ave des MLPstandards d'une quinzaine de neurones. Cv2out est propagé le long du heminde ommuniation et réestimé par les MLP distribués sur les �les d'attente.Cette approhe o�re potentiellement un hamps d'appliation au routage etau ontr�le d'admission (CAC) basés sur des ontraintes de QoS en termes dedélai de bout en bout et de taux de perte moyens, dans les réseaux multiservie[AUS 94b℄.



151Prenons l'exemple du ontr�leur d'admission des appels. Ce dernier aepteou rejette les appels selon la QoS requise par l'utilisateur et elle que le réseaupeut o�rir. Si le ontr�leur fontionnait de manière optimale, la ongestion se-rait évitée dans la mesure où les tra�s responsables de l'exédent de hargeseraient simplement rejetés. Lorsqu'un appel est aepté, un ontrat taite estétabli entre l'administrateur réseau et le sousripteur spéi�ant les aratéris-tiques du �ot de données et la qualité de servie requise par la onnexion. Ler�le du réseau à intégration de servies est de onvoyer des tra�s sporadiquesdérits par des variables statistiques. Aussi, le ontr�leur doit être su�samment�exible pour appréhender des tra�s aux �utuations aléatoires. A�n de déli-vrer la QoS promise dans la phase d'établissement des onnexions, le ontr�leurdoit superviser l'état du réseau en haque n÷ud et estimer le surplus de hargeoasionné par la transmission de tra�s supplémentaires. Puisque le tempsmoyen de transit à travers une �le d'attente se déduit du nombre moyen delient à l'état stationnaire d'après le théorème de Little, il su�t de prédire lenombre moyen de paquets en attente dans les �les lorsqu'un nouveau tra� estonvoyé. Pour haque nouvelle requête émise au ontr�leur, elui-i séletionneun ensemble de routes possibles, et pour haune d'entre elles, estime le tempsde transfert moyen des ellules de bout-en-bout. La qualité de servie sur laroute au délai minimal est omparée à la qualité requise par la onnexion.Quelques ritiques méritent d'être formulées toutefois. Primo, la méthodeopère o�-line et n'a pas été testée ave un tra� réel (possiblement non-stationnaire).Seundo, les desripteurs ne reèle auune information sur la struture de or-relation du proessus des arrivées (impliitement négligée dans la formule dereombinaison). C'est la grande faiblesse de ette approhe : omment reom-biner failement les oe�ients de orrélation ? D'autres desripteurs ont étéproposés dans la littérature [NOR 95℄ pour tenir ompte de la orrélation maisils ne sont spéi�ques à la soure (idéale) OnO�. Pour �nir, la méthode vise àaratériser un régime permanent des bu�eurs, par opposition à transitoire. Cen'est hélas pas su�sant pour garantir la QoS en terme de délai maximum debout en bout par exemple. Une ompréhension du omportement transitoiredes �les est néessaire. Notons en�n que l'estimation de la gigue (variabilité dudélai de bout-en-bout) n'a pas été évoquée.7.6. ConlusionDans e hapitre, nous nous sommes intéressés à l'appliation des réseauxde neurones lassique (MLP) à un problème de prévision de la QoS dans lesbu�eurs. Les tra�s sont dérits par des grandeurs statistiques sommaires. Nousavons examiné la modélisation de haque �le d'attente dans un n÷ud de om-mutation.



152 Réseaux de neurones boulés à délaisCette approhe vise in �ne à substituer à la �formule de Kleinrok�, unréseau de neurones en harge de prédire la QoS en termes de délai de transmis-sion, de taux de perte, et de délai en régime permanent. Une fois l'apprentissagee�etué à l'aide d'un simulateur, le MLP fournit instantanément la préditionau vu de quelques desripteurs du tra� inident. La méthode d'apprentissageombine plusieurs réseaux de neurones indépendants distribués sur les ommu-tateurs et inter-onnetés via les lignes de ommuniation. L'interêt immédiatde e travail est d'insérer un MLP dans un ode d'optimisation dédié au routagemulti�ots.



Chapitre 8MODELE HYBRIDE CHAINE DEMARKOV CACHEE & MLP8.1. IntrodutionCe hapitre présente un modèle auto-régressif non-linéaire à hangement derégime markovien pour la segmentation de séries temporelles stationnaires parmoreaux, grâe à un ouplage entre une haîne de Markov ahée (HMM) avedes réseaux onnexionistes de type MLP. Ce type d'approhe hybride et mo-dulaire alliant les apaités d'approximation et de généralisation des réseauxonnexionnistes et la apaité de modélisation des HMMs, a été employé avegrand suès au début des années 90 dans le domaine de la reonnaissanede la parole, e.g. disrimination d'un ensemble de louteurs (voir par exemple[BEN 92, BEN 93, BEN 94, BEN 95b℄) mais également dans le domaine dela reonnaissane de l'ériture manusrite ursive [GAR 96℄. L'idée est de ti-rer avantage des mérites respetifs des réseaux onnexionnistes et des HMM,pour onevoir un système plus performant que haune des méthodes priseséparément.La stationnarité est souvent un postulat sur lequel repose la oneption demodèle pour la prédition de séries temporelles. Toutefois, ette hypothèse n'estpas toujours véri�ée en pratique (e.g., onsommation életrique, ours �nan-iers, et.). L'idée est de modéliser une série stationnaire par moreaux par unmélange d'experts régresseurs, haque expert étant en harge de la préditiondans son régime dynamique. Les transitions entre les états sont gouvernés parune haîne de Markov homogène à espae d'état �ni. L'appliation présentéedans e hapitre ne traite que de la segmentation (i.e. partitionnement) non-supervisée d'une série hronologique unidimensionnelle, en assoiant à haqueétat de la HMM, un expert préditeur supervisé, ii un MLP. Le problème de



154 Réseaux de neurones boulés à délaisla prévision, à proprement parler, des séries stationnaires par moreaux n'estpas abordé ii.L'apprentissage est traité omme un problème de maximisation de la vrai-semblane ; l'algorithme EM [DEM 77℄ estime les paramètres du modèle, enpartiulier les paramètres des réseaux de neurones, les probabilités de tran-sitions et la variane du bruit, en onsidérant les états internes omme desvariables manquantes. A la di�érene des modèles dits multi-experts [JOR 94℄ou �input/output HMM� (IOHMM) [BEN 95a, BEN 00b℄, les transitions sontindépendantes des entrées et aomplissent une partition nette de la série, equi autorise la spéialisation des experts dans leur dynamique. Les méthodeest illustrée sur des données arti�ielles haotiques et �nanières.8.2. Experts préditeursNous supposons le leteur familier ave les prinipes des HMM, et nous adop-tons les notations en vigueur dans l'artile (de référene) de Rabiner [RAB 89℄.La présentation s'inspire de l'artile réent de Kohlmorgen et al. [KOH 99℄.Considérons un HMM où haque état i = 1; : : : ;M est assoié à un expertpréditeur. Ce dernier prédit la future valeur yt = xt+� d'une série temporellefxtg ou une variable exogène, étant donne un veteur de valeurs passées xtt�d =(xt�d; : : : ; xt) de longueur arbitraire, d est l'horizon de prédition et � est leparamètre de délai. Nous supposons que la variable ible, yt, à haque instant, t,est donnée par une fontion déterministe, fi(xtt�d), où i est le régime dynamiqueourant, ave un bruit blan additif gaussien, �t, tel queyt = fi(xtt�d) + �t (8.1)L'erreur �t suit une loi normale de moyenne nulle et d'éart type inonnu,�, indépendant de xtt�d. La densité de probabilité onditionnelle de la variableible de l' expert, i, s'érit donp(ytjxtt�d; st = i) = 1p2��i e�(yt�fi(xtt�d))2=2�2i (8.2)Notons à e stade que les �i seront ajustés au ours de l'apprentissage. Unedensité de probabilité sera notée par p et une probabilité par P .Pour aluler la vraisemblane du système, L, il faut noter que le passé dela séquene à l'instant t est entièrement résumé par l'entrée ourante, xtt�d, etl'indie du régime dynamique ourant, st. On peut érire
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p(ytjst;xt1) = p(ytjst;xtt�d)P (st+1jst;xt1) = P (st+1jst;xtt�d)Le modèle auquel on arrive est un input/output HMM (IOHMM) [BEN 00b℄.Le modèle de transition onditionnelle peut être simpli�é de deux façons. Soiton suppose que P (st+1jst;xt1) = P (st+1jxtt�d), e qui onduit à une arhiteturedu type mixture d'experts [JOR 94℄. Néanmoins, l'estimation des paramètresdu modèle de transition demeure di�ile sahant que peu de transitions sont ob-servées au regard du nombre de données. C'est pourquoi les méthodes fondéessur le prinipe 'diviser-pour-règner' présentent une forte variane [JOR 94℄.Soit, on suppose que les états st+1 sont indépendants de xt onditionnellementà st, i.e., P (st+1jst;xtt�d) = P (st+1jst), pour haque t. Cette hypothèse onduità un HMM.La vraisemblane se alule aisément. Sahant que p(ytjxtt�d; st = i) est unefontion de �t = yt � fi(xtt�d), p(ytjxtt�d; st = i) sera noté par p(�tji) par souide ompaité. Nous supposerons de plus que x1�d; : : : ; x�1; x0 sont onnus ainsique les observations jusqu'à l'instant T+� . La matrie de transition, A = faijg,détermine la probabilité de passer d'un état i à l'état j, et � représente lesparamètres du système.Il existe plusieurs façons d'exprimer la vraisemblane du système, L. Nousoptons pour la formulation suivante [AUS 01℄ :L = XsT1 p(xT+�1�d ; sT1 )= p(x�1�d)XsT1 P (s1) T�1Yt=1 P (st+1jst) TYt=1P (ytjst;xtt�d)= p(x�1�d)XsT1 P (s1) T�1Yt=1 ast;st+1 TYt=1 p(�tjst; �)A la di�érene de Kohlmorgen et al. [KOH 99℄, nous nous proposons d'ajus-ter les probabilités de transition, aij , et les �i.



156 Réseaux de neurones boulés à délais8.3. L'apprentissage des expertsOn herhe à approximer fi() par des experts. L'algorithme EM permetde trouver une suite de paramètres qui augmente la vraisemblane à haqueitération et onverge vers un maximum loal de la vraisemblane. Rappelonsle prinipe de et algorithme.La série fxtg est observée, les états fstg ne le sont pas. La �nalité de EMest de trouver, par une proédure itérative, le maximum loal de la vraisem-blane dans une situation ou la densité de probabilité des données observéesonditionnée aux données non observées est onnue expliitement. Posons �oldun veteur de paramètres. EM alterne deux étapes :� E-step : Caluler Q(�; �old) = E[log p(fxtg; fstg; �)jfxtg; �old)℄.� M-step : Trouver �new qui maximise Q(�; �old).La vraisemblane à haque itération sera roissante à ondition queQ(�new ; �old) >Q(�old; �old), jusqu'à e que �old soit un maximum loal de la pseudo-log-vrai-semblane, Q(�; �old). En pratique, on a reours à un algorithme EM géné-ralisé (GEM) qui se ontente de produire un aroissement de la pseudo-log-vraisemblane à haque étape M même si la onvergene peut s'avérer pluslente.On parlera de données omplètes lorsque les observations, xt, sont aompa-gnées des variables disrètes, st, spéi�ant le régime dynamique orrespondant.8.4. Calul de la pseudo-log-vraisemblaneL'information fournie par les données est résumée dans la séquene desinnovations. Aussi, pour simpli�er nos notations, on dira que �T1 = (�1; : : : ; �T )sont les données observées et sT1 = (s1; : : : ; sT ) les données ahées. Soit sT+1 =0 et ai0 = 1 pour haque i. Ave es notations, la vraisemblane des donnéesomplètes s'érit :Lomp = p(�T1 ; sT1 ; �) = p(x�1�d)P (s1) TYt=1 ast;st+1p(�tjst; �) (8.3)p(x�1�d) et P (s1) sont indépendants des paramètres du modèle, ils serontomis dans la suite. On peut érire
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Q(�; �old) = NXs1=1 : : : NXsT=1 TXt=1 ln [ast;st+1p(�tjst; �)℄P (sT1 j�T1 ; �) (8.4)Il est ommode de ré-érire la log-vraisemblane sous une forme équivalente :ln (Lomp) = NXi=1 NXj=1 TXt=1 ÆistÆjst+1 ln [aijp(�tji; �)℄ (8.5)L'usage du symbole de Kroneker, Æij , permet d'intégrer le logarithme dansla somme, simpli�ant ainsi le problème de maximisation [BIS 95℄. On a l'iden-tité suivante :NXs1=1 : : : NXsT=1 ÆistÆjst+1P (sT1 j�T1 ; �old) = P (st = i; st+1 = jj�T1 ; �old) (8.6)Posons �t(i; j) = P (st = i; st+1 = jj�T1 ; �old). Q(�; �old) se simpli�e enQ(�; �old) = NXi=1 NXj=1 TXt=1 ln [aijp(�tji; �)℄�t(i; j) (8.7)Il vient que maximiser Q(�; �old) est équivalent à minimiser le oût :E = � NXi=1 NXj=1 TXt=1 ln [aijp(�tji; �)℄�t(i; j)= � NXi=1 TXt=1 ln [p(�tji; �)℄ NXj=1 �t(i; j)� NXi=1 NXj=1 TXt=1 �t(i; j) ln aij= � NXi=1 TXt=1 ln [p(�tji; �)℄t(i)� NXi=1 NXj=1 TXt=1 �t(i; j) ln aij (8.8)où t(i) = P (st = ij�T1 ; �old) et Pi t(i) = 1. Les t(i); �t(i; j) s'obtiennentgrâe à l'algorithme forward-bakward de Baum et Welh [BAU 70℄.



158 Réseaux de neurones boulés à délais8.5. Maximisation de la pseudo-log-vraisemblaneIl s'agit de maximiser E par rapport aux paramètres des MLP , des pro-babilités de transition et la dispersion du bruit. La pseudo-log-vraisemblanes'exprime omme la somme de deux termes. Les paramètres des experts in�uentsur le premier terme et les probabilités de transition sur le seond uniquement.Il su�t don de maximiser les termes séparément :Probabilités de transition - Les valeurs optimales sont obtenues parappliation du théorème de Lagrange,âij = PTt=1 �t(i; j)PTt=1 t(i)) : (8.9)Varianes �2 - De même,�̂2i = 1PTt=1 t(i) TXt=1 t(i)(yt � fi(xt))2: (8.10)Experts - Les paramètres w(j) de l'expert j s'obtiennent par minimisationd'une fontion oût pondérée par la probabilité, t(j), d'être dans et état :ŵ(j) = argminw TXt=1 t(j)(yt � fk(xtt�d))2: (8.11)En somme, l'algorithme EM obtenu alterne l'algorithme forward-bakwardde Baum et Welh [BAU 70℄ à l'étape E ave une série de problème de moindresarrés indépendants à l'étape M.8.6. SegmentationL'alternane des étapes E et M onduit à un maximum loal de vraisem-blane, toutefois, à la lumière de notre expériene, ette solution n'est pastoujours aeptable. Les experts obtenus demeurent in�uenés par les don-nées qui ne lui sont pas assignées. C'est le as lorsque les t(j) ne tendentpas exatement vers 0 ou 1. Pour remédier à e problème et obtenir une seg-mentation �dure�, Kohlmorgen et al. ont introduit un reuit déterministe aumoyen de la fontion �soft-max� sur les t(i) (i.e., et(i)=�=(PNj=1 et(j)=�)) où



159la �température� � est graduellement abaissée durant l'apprentissage. Néan-moins, ette heuristique mène à une solution qui désigne, à l'instant t, l'expertargmaxjP (st = jjxT1 ; yT1 ), une solution lairement sous-optimale omme le sou-ligne [RAB 89℄. Rappelons que la solution �optimale� est onstituée des étatsque visite la séquene la plus vraisemblable, alulée par l'algorithme de Viterbi[FOR 73℄, (i.e., argmaxs1;:::;sT P (s1; : : : ; sT jxT1 ;yT1 )).Pour ontourner e problème, la méthode employée ii suintement onsisteà ralentir la onvergene des �i a�n d'augmenter graduellement le pouvoir dedisrimination des experts ar lorsque les �i sont grands, les t(j) sont équipro-bables, et e, indépendamment des erreurs des experts. L'idée est d'initialiserles �i à des grandes valeurs a�n de promouvoir la diversi�ation des experts etde faire deroître �lentement� les �i vers les �̂i. A e stade une segmentations'est établie et l'algorithme de Viterbi est appliqué pour obtenir la séqueneoptimale et proéder à la spéialisation dé�nitive des experts.Viterbi substitut L0, la vraisemblane sur les données �omplètes�, à Lompdans la proédure EM. L0 est donnée parL0 = maxsT1 p(�T1 ; sT1 ; �) (8.12)Soit s?t ; t = 1; : : : ; T la séquene optimale des états de la HMM obtenue parViterbi, la log-vraisemblane se déompose enlnL0 = ln p(�1; : : : ; �T js?1; : : : ; s?T ; �) + ln p(s?1; : : : ; s?T ; �)= ln�s?1 + TXt=1 ln p(�tjs?t ; �) + TXt=1 ln as?t ;s?t+1Maximiser L0 revient à minimiserE0 = � TXt=1 ln [p(�tjs?t ; �)℄ = � NXi=1 TXt=1 ln [p(�tji; �)℄Æi;s?t (8.13)En omparant E et E', on voit que t(i) est replaé par Æi;s?t . Dans le asgaussien, l'expert j est entraîné ave la fontion oût :TXt=1 Æk;s?t � (yt � fj(xtt�d)2 (8.14)



160 Réseaux de neurones boulés à délaisEn résumé, la méthode opère en deux étapes : dans un premier temps,l'algorithme GEM est invoqué, les �i et aij déroissent �lentement� vers �̂iet âij respetivement. La segmentation est alors obtenue par appliation del'algorithme de Viterbi et les experts sont exlusivement entraînés sur leursdonnées respetives jusqu'à onvergene omplète.8.7. Estimation direte des paramètresL'algorithme EM est la méthode d'estimation des paramètres la plus po-pulaire des modèles hybrides. L'algorithme opère en deux phases : la phased'apprentissage où la proédure GEM est répétée un ertain nombre d'époques(i.e., une époque est une passe omplète à travers la base d'apprentissage).Pour ne privilégier auun expert a priori, nous �xons initialement aij = 1=N .Les  sont alulés par algorithme forward-bakward et stokés en mémoireavant haque passe des experts à travers la base d'apprentissage. Il faut veillerà remettre à l'éhelle les termes � (voir [RAB 89℄) pour éviter les problèmesnumériques. Après haque étape M, les aij et �i sont ajustés. Une fois la phased'apprentissage terminée, ommene la phase de segmentation. E est alors rem-plaé par E0 et les experts sont entraînés sur leurs données jusqu'à omplèteonvergene. L'algorithme de Viterbi fournit alors la segmentation �nale.Cet algorithme est, par essene, très lent et ne se prête pas à une implé-mentation on-line. Une méthode pour l'estimation direte des paramètres aété développée réemment dans la thèse de J. Rynkiewiz [RYN 00℄. Il est ene�et possible de aluler réursivement la log-vraisemblane et sa dérivée sousune forme additive (même le alul repose enore l'hypothèse erronée que lesobservations sont i.i.d.), e qui autorise la mise en oeuvre d'un algorithmed'approximation stohastique pour l'estimation des paramètres. Les onditionsde onsistane et de normalité asymptotique des proédures d'estimation ré-ursive ne sont pas établies pour e modèle général. On aboutit ependant àune méthode d'estimation réursive on-line que les simulations ont lairementvalidée.8.8. SimulationsLa méthode o�-line est illustrée sur des données arti�ielles et �nanières.Les experts sont des MLP à 6 entrées (la fenêtre temporelle), 10 neurones a-hés et une sortie linéaire. Les apprentissages ont été répliqués 10 fois ave despoids de valeur aléatoire. Les �i sont égaux. Pour évaluer les performanes del'algorithme, une MSE de référene est alulée en n'utilisant qu'un seul MLP



161sur l'ensemble des données. Lorsque 'est possible, nous alulons la MSE mini-male en réalisant un pré-apprentissage des experts dans leur régime dynamiqueavant de leur ombiner. On peut interpréter la MSE minimale omme la valeurible de l'erreur de notre modèle.8.8.1. Fontion logistiqueDans e premier exemple, une suite présentant 2 régimes a été générée.Les régimes sont Un+1 = f(Un) et Un+1 = fof(Un) où f(x) = 4x(1 � x) estla fontion logistique. 2500 valeurs ont été simulées ainsi ave une période detransition tous les 50 itérations en moyenne (T=50) (i.e., a12 = a21 = 1=50).Par soui de larté, la Figure 8.1 expose uniquement une portion de la suiteave les transitions originales et la segmentation obtenue.Les �i sont pris égaux de valeur initiale �i = 20 et les aij à 1=2 (équiproba-bilité) de même que le veteur � des probabilités initiales. Les poids des MLPont été initialisés selon une loi uniforme U�1;1. Les 2500 valeurs ont servi debase d'apprentissage. Pour les paramètres d'apprentissage, les hoix de � = 0:1et � = 0:01 semblent satisfaisants. Ainsi, la matrie A onverge plus vite que�i et wij , vers ses valeurs ibles à haque itération M. Initialement, � = 0:1.Une segmentation quasi parfaite est apparue après 400 époques même siertaines transitons brèves (e.g., 1495 et 1557) sont ignorées. Un faible déalagesubsiste toujours entre les transitions (Fig. 8.1). La MSE de référene obtenueave un MLP de 12 neurones ahés estMSE = 0:0618, la MSE minimale vautMSE = 0:0024. L'algorithme onverge vers la MSE minimale,MSE = 0:0024,ave 2 MLP experts de 10 neurones ahés. L'apprentissage a été relané 3fois, e qui explique les pis de la ourbe d'erreur. La segmentation �nale estobtenue après une passe de l'algorithme de Viterbi, à la �n de l'apprentissage.En �n d'apprentissage les oe�ients de la matrie de transition ont atteintpratiquement leurs valeurs théoriques :aij = � TT+N�1 si i = j1T+N�1 si i 6= je qui nous donne pour T = 50 et N = 2A = � 0:9803 0:01960:0196 0:9803 �Or nous trouvons omme valeurs e�etives :



162 Réseaux de neurones boulés à délaisbA = � 0:9826 0:01730:0268 0:9731 �8.8.2. Hénon-LogistiqueLa suite alterne entre le système bidimensionnel de Hénon x(k+1) = 1:0�1:4 �x2(k)+0:3 �x(k�1) et la fontion logistique x(k+1) = 4:0 �x(k) �(1�x(k)).5000 valeurs ont été synthétisées ave des transitions aléatoires à haque instantave une probabilité de 1=100. La longueur moyenne d'une plage dynamiqueest de 100 unités de temps. Les deux suites ont été normalisées dans (0; 1) etsont di�ilement distinguables à l'oeil nu.La MSE obtenue sur l'ensemble des données ave un seul MLP vautMSE =0:018. La MSE minimale obtenue ave 2 MLP pré-entraînés dans leur dyna-mique (don en trihant) donne MSE = 0:009. L'approhe hybride donneMSE = 0:011. Une transition est illustrée8.8.3. Makey-GlassDans et exemple tiré de [KOH 99℄, on onsidère les équations de Makey-Glass, dx(t)=dt = �0:1x(t) + 0:2x(t��)=(1 + x(t��)10). 3 régimes distintsont été obtenus ave 3 délais� = 17,� = 23; et � = 30. Une série haotique de500 donnés a été générée par la méthode de Runge-Kutta à l'ordre 4 suivi d'unéhantillonnage à une fréquene de f = 6. Chaque régime ouvre 100 pointsexatement. La Figure 8.4 montre la segmentation obtenue ave les sorties dehaque MLP. On observe par exemple que l'expert 1, �gure en haut à droite,fournit de bonnes prévisions uniquement sur sa plage dynamique : [0 : 100℄ et[300; 400℄. Il en va de même pour les expert 2 et 3. La MSE minimale vautMSE = 0:09 et la MSE de référene vaut MSE = 0:018. Nous obtenonsMSE = 0:011. Les experts se sont spéialisés dans leur régime dynamique.8.8.4. Données réellesSur e dernier exemple, nous avons pris la séquene des otations d'uneation d'une (grande) soiété à raison de 4 valeurs par jour, soit un total de 4085valeurs. Le leteur pourra onsulter un travail réent de Y. Bengio et al. dansle même esprit [BEN 00b℄. A�n de stationnariser la suite, nous avons onsidéréla séquene des rendements yt = (xt+1 � xt)=xt normalisés dans (�1;+1). Le
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Figure 8.1. Fontion logistique à deux dynamiques. Haut : la suite stationnairepar moreaux. Milieu : la vraie segmentation sur une portion des données. Bas :Segmentation obtenue après apprentissage. Certains hangements brefs de dynamiquen'ont manifestement pas été identi�és.
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166 Réseaux de neurones boulés à délaisnombre d'experts à été varié de 1 à 4. Un seul expert donne MSE = 0:6. Lameilleure performane a été obtenue ave 3 experts,MSE = 0:022. Au delà, lesexperts ne sont jamais séletionnés don inutiles. On observe Figure 8.5, qu'àdéfaut d'exhiber des dynamiques distintes, l'algorithme a réparti les donnéesaux experts suivant leur amplitude de façon à sur-apprendre parfaitement lasérie entière (4085 valeurs) malgré un nombre modéré de paramètres (151 autotal).
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Figure 8.5. Rendement d'une ation en trait plein, 3 experts neuronaux en pointillé.L'algorithme segmente selon l'amplitude de la série originale. Le sur-apprentissage estpatent.8.9. Conlusion et PerspetivesUne méthode pour la segmentation non supervisée des séries temporelles aété présentée. La segmentation de la suite opère grâe à la ombinaison d'unehaîne de Markov ahée et de préditeurs (neuronaux) : les experts. La mé-thode a été illustrée sur des données arti�ielles et réelles.Bien que performant en segmentation, et algorithme tel quel n'est pasadapté à la prédition : i(t) dans sa dé�nition dépend du futur (il est non-ausal et don hors-ligne). De plus l'algorithme forward-bakward néessite del'ordre de TM2 opérations à haque instant t et une mémoire de l'ordre deTM . Pour réaliser des préditions, des algorithmes séquentiels �en ligne� ont



167été proposés pour l'estimation des paramètres de la HMM [KRI 93℄, des mo-dèles auto-régressifs [HOL 94℄ et réemment généralisés aux MLP [RYN 01℄. Ene�et, partant d'une formulation additive et réursive de la log-vraisemblane, -di�érente de elle proposée dans et artile -, il est possible d'appliquer un algo-rithme d'optimisation di�érentielle lassique a�n de réduire onsidérablementles temps de alul et aélérer la onvergene [RYN 01℄.
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Chapitre 9PERSPECTIVESJ'ai rassemblé et synthétisé dans e �doument de synthèse� mes travaux dereherhe entamés au ours de ma dernière année de thèse en 1995, et poursuivisau LIMOS de 1996 jusqu'à nos jours.L'analyse exhaustive de la déroissane du �ot arrière du gradient d�erreur(GEBF) a été menée pour une lasse assez vaste de d'arhitetures neuronalesboulées à délais pour l'apprentissage de trajetoires et de points �xes. Cetteanalyse met en lumière la di�ulté d'apprentissage des dépendanes à longueportée par des algorithmes fondés sur le gradient de la fontion oût relatif auxparamètres du modèle. Ce omportement quali�é de forgetting behavior dansla littérature est une pierre d'ahoppement que nombre de travaux ont tentéde ontourner par des tehniques diverses.Des onditions su�santes pour garantir la onvergene de l'GEBF ont étéétablies. Elles s'expriment expliitement en fontion de la matrie de poids ets'appliquent à de nombreux les réseaux boulés introduits dans la littératurees dernières années. De es onditions déoule une borne supérieure sur lenombre de rétro-propagations dans le temps pour limiter l'erreur de (BPTT).Les hapitres suivants ont illustré les aptitudes des réseaux boulés à dé-lais à réaliser des prévisions à ourt terme de séries temporelles issue dessienes environnementales et des téléom, au sens large. Une méthode hybrideMLP/ondelettes fondée sur une analyse multirésolution a été dérite pour trai-ter des proessus aux dépendanes à long terme, typiquement le télé-tra�. Lesderniers développements d'un projet au long ours dédié à la gestion des res-soures dans un réseau téléom multiservie, ont également été présentés. Cedoument s'ahève sur un problème onnexe à la prévision, à savoir la segmen-tation de séries temporelles stationnaires par moreaux. L'algorithme EM a étéemployé ave suès pour l'estimation des paramètres du modèle, les probabi-



170 Réseaux de neurones boulés à délaislités de transition et la variane du bruit.Perspetives - J'ai l'intention d'intensi�er en 2003 ma ollaboration avePatrie Abry (ENS Lyon) et Pierre Chainais (MCF au LIMOS) a�n de araté-riser, synthétiser et prédire le omportement du télé-tra� à ourt terme dansle adre de l'AS (CNRS) Métrologie Internet.Je souhaite également mettre en oeuvre des méthodes de régularisationstruturelle (e.g. élimination de onnexions/neurones super�us) pour l'iden-ti�ation (presque sûre) du modèle DRNN, ainsi que des méthodes analytiquespour onstruire des intervalles de on�ane, le tout sous la forme d'une toolboxMatlab. Il me faudra aussi ahever le onstrution du site Web 'NEUROP' àl'ESO pour fournir aux astronomes des prévisions en temps réel du seeing surdes horizons de 10 à 60 minutes assortis d'intervalles de on�ane.A titre de remarque, je travaille également ave Jean-Mar Petit (LIMOS)sur un problème d'extration de dépendanes fontionnelles dans les bases dedonnées génomiques [AUS 02d℄ dans le adre de l'AS (CNRS) Gafodonnées. Lesdépendanes fontionnelles sont des ontraintes d'intégrité importantes pour laoneption et l'analyse des bases de données relationnelle. Nous ré�éhissonsà la façon d'appliquer es tehniques à l'inférene de dépendanes fontion-nelles �oues a�n de mettre à jour ertains méanismes (ativation/inhibition)de régulation entre les gènes.
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