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Introduction

Dans le langage courant, le terme “chaos” est étroitement associé a la notion de
désordre. Il en va de méme dans le vocabulaire scientifique, ot ce terme a été introduit
pour désigner le comportement visiblement erratique de certains systémes. Cependant,
I’arrivée du chaos dans les sciences ne s’est faite que récemment, aprés de nombreuses
recherches. Les travaux précurseurs en la matiére ont été menés dés la fin du XIXé
siécle par des savants tels que H. Poincaré et A. Lyapunov. Au cours de ses recherches
sur la stabilité du systéme solaire, Poincaré a introduit pour la premiére fois la notion
fondamentale d’espace des phases, dans lequel ’état d’un systéme est représenté par un
point et son évolution par une trajectoire. Il a également prouvé que I’évolution d’un
systéme instable ne peut pas étre prédite analytiquement. Parallélement a cela, Lya-
punov proposait déja de quantifier 'instabilité des systémes dynamiques en calculant
le taux de divergence entre deux trajectoires initialement proches — connu depuis sous
la dénomination d’exposant de Lyapunov. Il a donc compris 'importance capitale de ce
que 'on appelle aujourd’hui la sensibilité auz conditions initiales.

Ces travaux précurseurs ont longtemps été laissés en friche, jusqu’aux années 1960 et
Parrivée d’ordinateurs assez puissants pour intégrer des équations différentielles. Ainsi,
en cherchant & simplifier les équations de Navier-Stokes pour décrire la convection de
Rayleigh-Bénard, le météorologiste E. Lorenz a-t-il découvert que son modeéle, qui ne
contenait pourtant que trois variables dynamiques, présentait une grande sensibilité aux
conditions initiales. Il a donc repris I'idée développée plusieurs décennies auparavant
par Lyapunov, qu’il a popularisée sous le terme d’effet papillon. A la méme époque, un
effort considérable a été mené par plusieurs mathématiciens russes, notamment pour
décrire 'instabilité des systémes conservatifs, aboutissant au théoréeme de Kolmogorov-
Arnold-Moser, ou encore pour décrire l'instabilité comme une perte d’information, ce
qui a abouti & ’entropie de Kolmogorov-Krylov-Sinai. Tous ces travaux ont conduit,
dans les années 70, a ’élaboration de la théorie du chaos, telle qu’elle est encore utilisée
aujourd’hui. Est ainsi défini comme chaotique tout systéme présentant de la sensibilité
aux conditions initiales, c’est-a-dire pour lequel deux trajectoires initialement proches
dans l'espace des phases divergent exponentiellement avec le temps.

Aprés 'avénement de la théorie du chaos, que nous qualifierons de chaos classique,
la question de sa transposition au monde quantique s’est trés vite posée. Cependant, elle
s’est heurtée & deux problémes fondamentaux : I'impossibilité de définir une trajectoire
d’une part, et la linéarité de I’équation de Schrodinger d’autre part. En effet, a cause
des relations d’incertitude de Heisenberg, 1’état d’un systéme ne peut pas étre décrit
par un point dans I'espace des phases. De plus, I'équation de Schrodinger est linéaire en
la fonction d’onde, alors que la sensibilité aux conditions initiales ne peut se manifester
que dans un systéme non-linéaire. Il n’en demeure pas moins que le caractére chaotique
d’un systéme classique influence les propriétés de sa version quantique, notamment son
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INTRODUCTION

spectre d’énergies ou de quasi-énergies propres. L’étude des systémes quantiques dont
I’homologue classique est chaotique est le but du champ de recherche que 'on appelle
le chaos quantique.

D’abord réservé aux théoriciens, ce champ de recherche a connu un grand essor
dans les années 80, avec la réalisation expérimentale de systémes tels que les atomes
de Rydberg plongés dans des champs électro-magnétiques intenses. Mais, depuis 1995,
grace aux avancées de la physique des atomes froids, c’est le rotateur pulsé qui s’est
imposé comme le systéme de référence pour I’étude du chaos quantique. Le rotateur
pulsé consiste en un gaz d’atomes refroidis dans un piége magnéto-optique, puis soumis
a une onde stationnaire pulsée générée par laser. Ce systéme trés simple a modéliser,
mais trés riche, est encore aujourd’hui le centre de nombreuses recherches, par exemple
sur la localisation d’Anderson. L’une des caractéristiques remarquables du rotateur
pulsé quantique est qu’il présente le phénoméne de localisation dynamique : au bout
d’un certain temps, la diffusion de I’énergie cinétique, observée dans le cas classique,
s’arréte sous 'effet d’interférences destructives.

Du fait de sa périodicité temporelle, le rotateur pulsé présente aussi des phénomeénes
de résonance, qui apparaissent tant pour le systéme classique que pour le systéme
quantique, et dont on peut donner une image simple. Classiquement, si, & chaque fois
qu’une impulsion laser est appliquée, le rotateur se trouve au méme endroit, il recoit
toujours la méme quantité de mouvement. Son impulsion augmente donc linéairement
avec le temps, et son énergie cinétique augmente quadratiquement. Pour le rotateur
pulsé classique, cette dynamique, qui est balistique, est connue sous le nom de mode
accélérateur. Cette dynamique balistique est aussi observable dans le cas quantique,
ol elle est I'analogue de Ueffet Talbot optique. En effet, si 'on place un écran derriére
un réseau de diffraction, on remarque que, pour certaines distances entre le réseau et
I’écran, le réseau se reconstruit a l'identique sur ’écran. De méme, un paquet d’ondes
quantique, périodique dans l'espace des positions, se reconstruit a l'identique aprés
certains temps de propagation libre. Si on applique des impulsions laser aux instants o
le paquet se reconstruit, on lui communique toujours la méme impulsion, qui augmente
donc linéairement avec le temps.

Le rotateur pulsé quantique posséde donc une grande variété de comportements
dynamiques. Cependant, comme tous les systémes quantiques dont les particules sont
indépendantes, il ne présente pas de sensibilité aux conditions initiales. Or, depuis la
réalisation, en 1995, des premiers condensals de Bose-Finstein, il est désormais pos-
sible de manipuler des objets quantiques en forte interaction. Du fait de ces inter-
actions, les condensats de Bose-Einstein, qui possédent par ailleurs des propriétés de
cohérence remarquables, ont la particularité d’évoluer suivant ’équation de Schridin-
ger non-linéaire. En réunissant la mécanique quantique et la dynamique non-linéaire,
les condensats rendent donc possible I'observation de la sensibilité aux conditions ini-
tiales dans un systéme quantique. Nous avons appelé ce chaos, qui posséde les mémes
caractéristiques que celui observé dans les systémes classiques, le chaos quasi-classique.

Au cours de cette thése, nous nous sommes intéressés tant au chaos quantique, a
travers les propriétés du rotateur pulsé, qu’au chaos quasi-classique dans les condensats
de Bose-Einstein. Bien qu’il soit purement théorique, le travail présenté ici se situe dans
le cadre expérimental de I’étude des atomes froids qui est menée dans notre groupe.

Nous commencons donc, dans le chapitre 1, par présenter les techniques de refroi-
dissement et de confinement d’atomes a 'aide d'un piége magnéto-optique, ainsi que
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la condensation de Bose-Einstein. Nous y présentons aussi les potentiels optiques, dans
lesquels évoluent les atomes aprés leur refroidissement. Enfin, nous expliquons briéve-
ment la technique de vélocimétrie Raman, qui permet de connaitre avec précision la
distribution en impulsion des atomes aprés 'application des potentiels optiques. Dans
ce chapitre, nous nous efforcons de donner les ordres de grandeurs des paramétres ex-
périmentaux, puis, partant de ces paramétres, de définir les différents systémes d’unités
réduites utilisés par la suite.

Les chapitres 2 a 4 constituent la partie du manuscrit consacrée au rotateur pulsé.
Le chapitre 2 consiste en une présentation générale de ce modéle typique du chaos quan-
tique. Il commence par une présentation du rotateur pulsé classique, mettant ’accent
sur le chaos observé dans ce systéme. Puis, nous abordons le rotateur pulsé quantique,
en insistant sur les différences entre dynamiques classique et quantique, notamment sur
la localisation dynamique.

Dans le chapitre 3, nous étudions une méthode pour limiter les effets de décohérence
générée par ’émission spontanée dans une expérience d’atomes froids. En effet, ’émis-
sion spontanée, qui est inévitable, détruit partiellement les interférences induisant la
localisation dynamique et restaure la diffusion de 1’énergie cinétique. Nous proposons
de limiter au maximum cette diffusion, en sélectionnant les atomes servant & mesurer
I’énergie cinétique par vélocimétrie Raman. Cette technique permet en effet d’ignorer
les atomes qui subissent de ’émission spontanée, et qui donc engendrent la diffusion
de I’énergie cinétique. Nous réalisons une étude analytique compléte de la dynamique,
dont les résultats sont confirmés par des simulations numériques,, et nous proposons un
ensemble de paramétres pour lesquels la diffusion réduite serait visible expérimentale-
ment.

Puis, dans le chapitre 4, nous nous intéressons aux résonances quantiques du rotateur
pulsé. Alors que 'immense majorité des recherches sur les résonances quantiques ont
été menées dans ’espace des impulsions, nous abordons le probléme en adoptant une
approche nouvelle : une description dans l’espace des positions, qui nous permet de
mener une étude analytique poussée. Nous donnons ainsi une interprétation simple
et intuitive des résonances quantiques. En utilisant le concept de force, nous faisons
un paralléle entre les résonances quantiques et les modes accélérateurs classiques du
rotateur pulsé.

Enfin, dans le chapitre 5, nous abordons un autre systéme : les condensats de
Bose-Einstein. Nous y montrons qu’un tel systéme, qui est décrit par ’équation de
Schrodinger non-linéaire, présente de la sensibilité aux conditions initiales — le chaos
quasi-classique — qui apparait selon le scénario décrit par le théoréme de Kolmogorov-
Arnold-Moser. Nous illustrons ce scénario de deux facons différentes : d’abord, en uti-
lisant une description en terme d’espace des phases, puis, en utilisant une grandeur
accessible expérimentalement : la position moyenne du condensat. En prenant la trans-
formée de Fourier de cette quantité, nous obtenons clairement une route vers le chaos
quasi-classique. En particulier, la signature du chaos est confirmée par le calcul des
exposants de Lyapunov du systéme.






Chapitre 1

Réalisation d’une expérience d’atomes
froids

Depuis une vingtaine d’années, la physique atomique a connu des développements
considérables, avec I'avénement des techniques de refroidissement par laser. Basées sur
I'interaction entre photons et atomes, ces techniques ont permis de descendre a des
températures jamais atteintes auparavant, de 'ordre du microkelvin. Ainsi ralentis, les
atomes peuvent étre manipulés et sondés avec précision, a I'aide d’autres lasers. A de
telles températures, comme la longueur d’onde de de Broglie thermique des atomes,
donnée par

2 h?
T (1.1)

\iB =

est de l'ordre du micron, c’est-a-dire comparable a la longueur d’onde des faisceaux
dans lesquels ils sont plongés, les atomes se comportent comme des ondes de matiére.
En d’autres termes, ils permettent I'observation directe de phénomeénes fondamentaux
de la mécanique quantique, tels que les interférences. Aprés refroidissement, les atomes
forment des gaz froids, tellement dilués qu’ils peuvent étre considérés comme des gaz
parfaits.

En 1995, une étape supplémentaire a été franchie en physique des atomes froids,
avec l'obtention des premiers condensats de Bose-Finstein (CBE) |5, 25|, appelés aussi
gaz ultra-froids. En effet, une nouvelle technique, le refroidissement évaporatif, a permis
de descendre jusqu’a une centaine de nanokelvins, rendant ainsi possible ’observation
de cet état particulier de la matiére, prédit théoriquement soixante-dix ans auparavant.
Les condensats de Bose-Einstein ouvrent de nouvelles perspectives pour 1’observation
de phénoménes quantiques, car leurs propriétés de cohérence, de taille mésoscopique,
donnent accés a une physique différentes des gaz d’atomes froids présentés ci-dessus.

Par ailleurs, la longueur d’ondes de de Broglie thermique des atomes étant compa-
rable a leur distance moyenne, les interactions entre atomes influencent de facon dras-
tique leurs propriétés. Si ces interactions sont faibles, elles peuvent étre décrites par
une théorie de champ moyen, auquel cas toute 'information sur le condensat est conte-
nue dans une seule fonction d’onde, la fonction d’onde “macroscopique” du condensat,
dont la dynamique suit ’équation de Schridinger non-linéaire. Comportant un terme
non-linéaire, cette équation permet la prédiction de phénoménes dynamiques nouveaux
pour un systéme quantique, par exemple le chaos.
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1. REALISATION D’UNE EXPERIENCE D’ATOMES FROIDS

L’observation d’une dynamique purement quantique nécessite de soumettre les atomes
a des potentiels mécaniques, tout en minimisant la décohérence. La encore, nous avons
recours aux lasers, qui permettent, d’une part, de créer des potentiels facilement ajus-
tables. En particulier, leur profondeur est comparable & 1’énergie cinétique des atomes?,
ce qui rend possible, par exemple, 'observation directe de phénoménes basés sur 'effet
tunnel. D’autre part, le taux d’émission spontanée peut étre réduit jusqu’a des valeurs
de l'ordre de 10? — 10* s~!. L’émission spontanée étant la principale source de déco-
hérence, les phénoménes ot la cohérence quantique joue un role primordial sont donc
observables pendant un temps de l'ordre de la milli-seconde?.

Dans ce manuscrit, nous étudions de facon théorique la dynamique quantique dans
des potentiels créés par laser, a la fois de gaz d’atomes froids (cf. chapitres 2 a 4), et
de condensats de Bose-Einstein (cf. chapitre 5). Avant de commencer cette étude, nous
présentons, dans ce chapitre, le principe des expériences sur lesquelles se basent nos
travaux. Pour ce qui est des gaz d’atomes froids, cette présentation s’appuie fortement
sur I’expérience réalisée dans notre équipe® sur I’atome de césium. La section 1.1 est ainsi
consacrée au refroidissement et au confinement d’atomes, aboutissant a la production
d’'un gaz froid. Puis, dans la section 1.2, nous expliquons comment, a partir d’'un gaz
froid, obtenir un condensat de Bose-Einstein. Nous y présentons aussi les propriétés
remarquables des condensats, ainsi que la facon de modéliser leur dynamique. Ensuite,
dans la section 1.3, nous expliquons comment générer, avec des lasers, des potentiels
mécaniques qui agissent sur le centre de masse des atomes. Aprés une présentation
générale, nous traitons 'exemple des deux potentiels étudiés dans ce manuscrit : le
potentiel sinusoidal pulsé et le réseau incliné. Enfin, la section 1.4 présente la technique
de mesure de la vitesse des atomes basée sur la spectroscopie Raman, a laquelle nous
ferons directement appel dans le chapitre 3.

1.1 Refroidissement et confinement d’atomes

Le refroidissement et le confinement, ou piégeage, des atomes constituent la premiére
étape de toute expérience d’atomes froids. Dans le plupart des cas, les atomes sont
placés dans un piége magnéto-optique (PMO) constitué de trois faisceaux rétro-réfléchis,
servant pour le refroidissement, et de deux bobines en configuration anti-Helmhotz,
servant pour le confinement (cf. Fig. 1.1). Les mécanismes de refroidissement mis en
jeu dans un tel dispositif sont les refroidissements Doppler et Sisyphe. Par souci de
simplicité, nous ne présenterons ici que le refroidissement Doppler en ne considérant
qu’une seule dimension de I'espace (la direction x), aprés quoi nous expliquerons le
principe du confinement par effet Zeemann.

Bien que de nombreuses techniques aient été proposées dans le but de produire un
gaz d’atomes froids [67], nous ne présentons ici que le refroidissement Doppler. En effet,
il a été le premier & étre proposé [43] et réalisé |16]; et malgré cela, il reste aujourd’hui
encore incontournable dans les expériences d’atomes froids. Le refroidissement Doppler
est basé sur ’échange de quantité de mouvement entre photons et atomes pendant un
cycle de fluorescence (CF). Lors de ’absorption d’un photon, un atome recoit, dans la

'La profondeur des potentiels générés est de I'ordre de kT, c’est-a-dire de l’ordre de 1073 J.

2Les temps caractéristiques d’évolution des atomes sont de 'ordre de la micro-seconde, donc bien
inférieurs.

3De plus amples informations sur le montage peuvent étre trouvées dans les références [93, 12].



Refroidissement et confinement d’atomes

Miroir

Cellule contenant
du césium

Bobine

Faisceaux laser Nuage d’atomes

(PMO-+repompeur)

F1G. 1.1 — Schéma du piége magnéto-optique. Les trois faisceaus laser servant au refroi-
dissement sont rétro-réfléchis sur les trois miroirs. Ils se croisent au minimum du champ
magnétique créé par les deux bobines. A droite : photographie en caméra infra-rouge du
nuage d’atomes.
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Fi1G. 1.2 — Principe du refroidissement Doppler. L’atome, de wvitesse v est placé dans
l"onde stationnaire formé par deux faisceaux laser contra-propageants. Il voit le faisceau
de gauche, noté (+), avec une fréquence apparente wy, — kpv et le faisceau de droite,
noté (—), avec une fréquence apparente wy + krv.

direction du faisceau, la vitesse de recul
U, = —, 1.2
" m (12)

ol EL est le vecteur d’onde du photon absorbé et m la masse d’un atome®. Puis, 1’émis-
sion spontanée provoque une autre variation de la vitesse, qui a la méme norme que pour
I’absorption, mais qui est orientée dans une direction aléatoire. Sur un grand nombre
de CF, I'influence de I’émission spontanée sur la vitesse est donc nulle en moyenne, et
seules les absorptions successives induisent un changement de la vitesse des atomes.
Pour ralentir les atomes, il faut donc que le recul qu’ils encaissent lors d’une absorp-
tion fasse en moyenne diminuer leur vitesse, quelle que soit la direction de leur mou-
vement. Comme le montre la figure 1.2, cela est réalisable, en plagant les atomes dans
I'onde stationnaire formée par deux faisceaux laser contra-propageants, de fréquence wry,

4Dans le cas du césium, v, ~ 3.5 mm.s~ .
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—

251.00(2) Mhz

/263.81(2) Mhz
12.815(9) MHz

188.44(1) Mhz T 201.24(2) Mhz
v =3
339.64(2) Mhz 151'21(2) Mhz
F,=2
852.347 275 82(27) nm
351.725 718 50(11) THz
11 732.307 104 9(37) cm’!
T F,=4
4.021 776 399 375 GHz (exact)
P —
9.192 631 770 Ghz
j (exact)
5.170 855 370 625 GHz (exact)
l F,=3

Fi1G. 1.3 — Nweaux d’énergie du césium impliqués dans [’ensemble de notre expérience
de rotateur pulsé. L’indice [ (fondamental) concerne les niveaux singulets et e (excité)
les miveaux triplets.



Reéalisation d’un condensat de Bose-Einstein

légérement désaccordée par rapport a la transition atomique. Pour le césium, la tran-
sition choisie est |Fy = 4) — |F, = 5), de fréquence wy/2m ~ 350 THz (voir les niveaux
d’énergie sur la figure 1.3). Le désaccord en fréquence

(5L:wL—w0 (13)

est pris négatif pour la raison suivante : par effet Doppler, un atome qui se déplace a
la vitesse v “voit” les faisceaux de I'onde stationnaire avec des fréquences apparentes :

wy =wp F kv, (1.4)

ou le signe (+) désigne le faisceau venant de la gauche et le (—) celui venant de la
droite. Le désaccord en fréquence dépend donc de la vitesse atomique :

(S:t(l)) = (SL:F]{ILU, (15)

ce qui fait qu'un atome allant vers la droite (v > 0) absorbe préférentiellement un
photon du faisceau (—), car le désaccord est plus faible qu’avec le faisceaux (+) : il
subit ainsi un ralentissement.

Les faisceaux exercent donc en moyenne sur les atomes une force de freinage, appelée
pression de radiation. La vitesse des atomes peut étre ainsi considérablement réduite,
aprés une centaine de milli-secondes. Le résultat de ce seul processus de refroidissement,
appelé mélasse optique, est un ensemble d’atomes lents mais spatialement éparpillés.
Dans la plupart des cas, un confinement des atomes est également appliqué.

Ce confinement est en fait réalisé en méme temps que le refroidissement. L’idée,
pour piéger les atomes dans une zone bien définie de I'espace, est de leur appliquer
une force de rappel qui les raméne au point d’intersection des trois faisceaux servant
au refroidissement (en x = 0). Pour cela, il faut que les atomes en = > 0 absorbent
préférentiellement un photon venant de la droite, et que les atomes en z < 0 absorbent
préférentiellement un photon venant de la gauche. Cela est possible en appliquant un
champ magnétique inhomogeéne, qui modifie la fréquence atomique par effet Zeemann®.
Le désaccord en fréquence dépend alors de la position ; il est minimal lorsque x > 0 et
v > 0 pour le faisceau (—), et lorsque = < 0 et v < 0 pour le faisceau (+).

Dans cette section, nous avons présenté le principe du refroidissement Doppler et
du confinement par effet Zeemann, qui sont a la base du piégeage magnéto-optique, et
qui constitue la premiére étape de la plupart des expériences d’atomes froids. Le temps
caractéristique de cette étape est de l'ordre de 100 ms. Le gaz ainsi obtenu compte
environ un milliard d’atomes, a une température de 'ordre du microkelvin, et piégés
dans 1 mm?®. Une fois que cette étape est terminée, soit on applique le potentiel optique
pour sonder la dynamique du gaz d’atomes froids (cf. section 1.3), soit on applique une
étape de refroidissement supplémentaire, qui conduit & la production d’un condensat
de Bose-Einstein (cf. section 1.2).

1.2 Reéalisation d’un condensat de Bose-Einstein

Prédite théoriquement pour les gaz parfaits par Einstein en 1925, la condensation de
Bose-Einstein consiste en 'accumulation de particules de spin entier, des bosons, dans

5Pour un présentation plus compléte, décrivant notamment 'influence des sous-niveaux magné-
tiques de I’atome, nous invitons le lecteur a consulter la référence [67].
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I’état fondamental d’un puits de potentiel. Qualitativement, elle se produit pour des
températures suffisamment basses pour que la longueur d’ondes de de Broglie thermique
de chaque particule (cf. Eq. (1.1)) soit comparable a la distance moyenne entre les
particules. La superfluidité de I’hélium liquide en dessous de 2,2 K, observée en 1938
[2], a été interprétée comme une conséquence de la condensation de Bose-Einstein [64].
Elle a méme été considérée pendant plusieurs décennies comme la manifestation de
référence de la condensation, malgré le décalage entre les prédictions théoriques et les
observations expérimentales®.

Cete situation a persisté jusqu’a la réalisation, en 1995, des premiers condensats
de Bose-Einstein avec des atomes refroidis a des températures inférieures au micro-
kelvin [5, 25]7, ¢’est-a-dire dont la longueur d’onde de de Broglie est de I'ordre de
plusieurs microns. Les condensats ainsi formés, qui comprennent de 10* & 10° atomes,
se caractérisent par une cohérence macroscopique : ce sont donc des candidats idéals
pour 'observation de phénoménes basés sur des interférences quantiques. Ainsi, depuis
1995, de trés nombreuses recherches ont-elles été menées, notamment concernant des
condensats placés dans des potentiels optiques [72], tel que ceux décrits dans la section
1.3.

Contrairement au cas du gaz parfait, les interactions entre atomes, i.e. les collisions,
ne peuvent pas étre négligées a l'intérieur d’un condensat, ce qui, a priori, complique sa
description. Toutefois, si le condensat obtenu est suffisamment dilué et qu’il contienne
un nombre suffisant d’atomes, ces interactions peuvent étre décrites par une théorie de
champ moyen. Toute I'information sur I’état du condensat est alors contenue dans une
seule fonction d’onde, dite fonction d’onde “macroscopique” du condensat, qui évolue
suivant ’équation de Gross-Pitacvskii, ou Schrodinger non-linéaire. Comme son nom
I'indique, cette équation réunit mécanique quantique et dynamique non-linéaire, don-
nant lieu a toute une classe de phénoménes inédits pour un systéme quantique, tels que
les solitons ou le chaos.

L’objet de cette section est de présenter succintement les condensats de Bose-
Einstein, et en particulier comment se modélise leur évolution dynamique. Dans la
sous-section 1.2.1, nous présenterons la condensation de Bose-Einstein telle qu’elle a
prédite théoriquement, ainsi que la technique expérimentale pour réaliser un conden-
sat atomique. Puis, dans la sous-section 1.2.2, nous expliquerons comment modéliser
I’état du condensat a l'aide d’une théorie de champ moyen, et ainsi comment obtenir
I’équation de Gross-Pitaevskii.

1.2.1 La condensation de Bose-Einstein

Nous considérons N bosons piégés dans une boite cubique de c6té L avec des condi-
tions aux limites périodiques. A la limite thermodynamique définie par N,L — +oo
et p = N/L® = cste, ol p est la densité volumique de particules, on peut démontrer
qu’une transition de phase se produit a la température critique T telle que

phip(Te) = ((3/2) ~ 2,612, (1.6)

6Ce décalage s’explique parce que la prédiction théorique d’Einstein a été faite avec un gaz parfait,
alors que les interactions a l'intérieur de I’hélium liquide ne peuvent pas étre négligées.

"Ces premiers condensats ont été obtenus avec du rubidium [5] et du sodium [25]. Depuis lors,
d’autres atomes ont été condensés, dont le césium en 2002 [103].
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\J

N,T

F1G. 1.4 — Schéma de principe du refroidissement évaporatif, dont la durée typique est de
quelques secondes. Au fur et a mesure que la hauteur du piége est abaissée, les atomes
les plus chauds s’en échappent (Ny < N;), et le température des atomes qui restent
piégés diminue (Ty < T;).

ol A\gp est la longueur d’onde de De Broglie thermique (cf. Eq. (1.1)) et ¢ la fonction
“zéta” de Riemann. Au dessus de cette température critique, le nombre Ny d’atomes
dans I’état fondamental de la boite quantique tend vers 0. A I'inverse, pour T' < T, le

nombre Ny reste fini, et vaut
N T\’
—=1—-| = 1.7
=1 () (1.7

ot N/Nj est le paramétre d’ordre de la transition. Un nombre macroscopique d’atomes
vient donc s’accumuler dans le niveau d’énergie fondamental & trés basse température® :
c’est la condensation de Bose-FEinstein.

Pour observer la condensation de Bose-Einstein, il faut donc que le matériau consi-
déré soit gazeux aux alentours de T¢, ce qui nécessite de travailler & trés basse densité.
Compte tenu de (1.6), cette contrainte abaisse considérablement la température cri-
tique. C’est donc seulement dans les années 90 que la condensation de Bose-Einstein
a été observée sur des gaz atomiques préalablement refroidis par laser, comme il est
décrit dans la section 1.1. Pour ce faire, les atomes ont été placés dans un piége dont
la hauteur est progressivement diminuée. Ainsi les atomes les plus chauds s’extraient-
ils du piége par collision, ce qui fait diminuer la température de ceux qui y restent.
Cette technique, connue sous le nom de refroidissement évaporatif [46], est représentée
schématiquement sur la figure 1.4. Son principal inconvénient est qu’elle fait perdre un
nombre considérable d’atomes — leur nombre dans le piége est divisé par 1000. Typique-
ment, les condensats obtenus comptent 10° atomes ; leur taille est de quelques microns,
leur densité de 10%' atomes.m ™3, ce qui donne une température critique inférieure au
microkelvin.

8Pour T — 0, toutes les particules sont dans ’état fondamental.
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1.2.2 Théorie de champ moyen et équation de Gross-Pitaevskii

Nous avons vu, dans la section 1.1, que les gaz d’atomes froids peuvent étre consi-
dérés comme des gaz parfaits, puisque les interactions entre atomes sont négligeables.
Dans les CBE, la distance inter-atomique étant comparable & la longueur de de Broglie
(1.1), les interactions ne peuvent pas étre ignorées. Le but de cette sous-section est
d’expliquer comment modéliser simplement ces interactions, en utilisant une théorie
de champ moyen. Nous aboutirons ainsi a une seule équation d’évolution pour tout le
condensat, 1’équation de Gross-Pitaesvkii [20].

Les interactions entre les atomes consistent en des collisions élastiques. Comme le
condensat est trés dilué, on ne considére que les collisions a deux atomes. D’autre part,
comme la température est trés basse, on considére que les collisions ne se produisent
que dans 'onde s [18]. Dans ce cas, le potentiel d’interaction entre deux atomes Vi, ne
dépend que d’un seul paramétre a,, appelé longueur de diffusion dans 'onde s. Si I'on
suppose qu'il a la forme d’'un “delta” de Dirac, on peut écrire 79|

B Arh2a

m

Vint (71,72) 6y —71), (1.8)
oll 77 et 75 désignent la position des deux atomes. La quantité a, dépend de I'atome
considéré : elle peut étre positive, auquel cas le potentiel Vi, (7) est répulsif, ou négative,
auquel cas Vi (7) est attractif?.

Nous allons maintenant chercher & écrire I’évolution de la fraction condensée des
atomes, dont nous supposons qu’elle est proche de 1 (Ng ~ N, T' ~ 0). Dans le cas d’'un
condensat dilué, i.e. si la distance moyenne p~3 est grande par rapport a la longueur de
diffusion, les atomes “perdent” le souvenir de leur collision pendant la propagation libre
qui suit. L’'influence des autres atomes peut étre traitée comme une influence moyenne,
et I’état du CBE peut étre décrit que par une seule fonction d’onde ¢(7t), la fonction
d’onde macroscopique du condensat. Celui-ci obéit a I’équation de Gross-Pitaevskii, ou
Schrédinger non-linéaire

L0 R _, - -
zhagb(r,t) = | ===V + Ve (73t) | O(7'1)

2m
Arh?Na,
m

o7 $(7.1), (1.9)

ot V2 est 'opérateur laplacien, Vi le potentiel extérieur appliqué et ¢(7t) la fonction
d’onde du condensat normalisée & 1, i.e. [ d*7|p(7t)]> = 1. L’équation (1.9) est celle
décrivant la dynamique de ’atome appartenant a un gaz parfait, avec en plus un terme
non-linéaire analogue & un terme d’effet Kerr pour le champ électrique.

Dans la suite de ce manuscrit, nous nous intéresserons a des condensats quasi-
unidimensionnels, dont nous étudierons la dynamique dans la direction x. Une telle
situation est obtenue en soumettant le condensat a un potentiel de confinement “rai-
de” dans les directions transverses (y,z), afin qu’il reste dans I’état fondamental de ce
potentiel. Pour cela, il faut que les collisions entre atomes — dont I’énergie vaut typi-
quement 27h%pa,/m, avec p la densité moyenne des atomes — soit négligeable devant
I'espacement des niveaux d’énergie transverses — qui vaut 2hw, , dans le cas d’un piége

9Pour le rubidium (3"Rb), as = 5,4 nm, alors que pour le lithium ("Li), as = —1,35 nm.

19



Potentiels optiques

harmonique de fréquence w, . Cela se traduit mathématiquement par la condition

mhpas

< wl, (1.10)

ce qui expérimentalement donne w, valant quelques Hertz.
Dans ces conditions, en factorisant la fonction d’onde ¢(7',t) en

gb(F?t) = gbL(y,Z) X \Ij(xut)a (111)
nous aboutissons a I’équation de Gross-Pitaesvkii & une dimension [72]

0 h* 0?

@ha\ll(x,t) = |22 + V(z,t)| ¥(z,t)
+ g U(zt)]?U(xt). (1.12)
avec
g =2Nashw, . (1.13)

[’équation (1.12) est bien 'équation de Schrodinger pour un atome, a laquelle s’ajoute
un terme non-linéaire, qui dépend du parameétre g rendant compte des collisions entre
atomes. Ce paramétre peut étre ajusté en changeant la raideur du potentiel transverse
ou la longueur de diffusion'®. Dans le chapitre 5, nous verrons que g influence de facon
drastique la dynamique d’un condensat.

Dans cette section, nous avons vu que les condensats de Bose-Einstein se caracté-
risent par le fait que les atomes qui les composent sont dans le méme état quantique.
Cela leur confére une cohérence “macroscopique”, i.e. qui s’étend sur plusieurs microns,
ce qui en fait des systémes particuliérement bien adaptés pour ’observation de phéno-
ménes quantiques. Hormis leur trés basse température, les condensats se caractérisent
aussi par une densité suffisamment élevée pour que les interactions entre atomes soient
prises en compte. Nous avons vu que si le condensat est assez dilué, ces interactions
peuvent étre modélisées par une approximation de champ moyen. Son état est alors
décrit par une fonction d’onde unique dont I’évolution est régie par ’équation de Schro-
dinger non-linéaire. Cette non-linéarité rend 1’étude des condensats particuliérement
attrayante, puisqu’elle permet I'observation de phénoménes tels que les solitons [11, 56|
ou le chaos [95, 110]. L’observation du chaos dans les CBE, qui fait 'objet du chapitre
5 de ce manuscrit, nécessite de les soumettre a des potentiels mécaniques, tels que ceux
présentés dans la section suivante.

1.3 Potentiels optiques

Dans les sections 1.1 et 1.2, nous avons vu comment obtenir un gaz d’atomes froids
et ultra-froids, respectivement. Une fois cette phase de production terminée, nous sou-
mettons, dans les deux cas, les atomes & un potentiel mécanique généré par d’autres
faisceaux laser, et que I'on appelle donc potentiel optique ou lumineuz. Il est particulié-
rement intéressant de réaliser un potentiel optique avec une onde stationnaire, car cela

10 La longueur de diffusion peut étre modifiée en utilisant les résonances de Feshbach [14].
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produit un potentiel périodique (sinusoidal), et la dynamique devient ainsi analogue a
celle des électrons dans un cristal'l.

Le but de cette section est de présenter le principe de réalisation d’un tel potentiel.
Dans la sous-section 1.3.1, nous expliquerons comment, en agissant sur les niveaux
d’énergie d'un atome, nous pouvons créer un potentiel qui agit sur le centre de masse de
cet atome. Puis, dans les sous-sections 1.3.2 et 1.3.3, nous traiterons ’exemple des deux
potentiels étudiés dans ce manuscrit : le potentiel sinusoidal pulsé, que nous appliquerons
a un gaz froid, et le réseau incliné, que nous appliquerons a un condensat de Bose-
Einstein'?. Dans le deux cas, nous présenterons le systéme d’unités réduites utilisées
dans nos simulations.

1.3.1 Principe général

Pour créer un potentiel optique, nous plongeons, comme pour le refroidissement,
les atomes dans 'onde stationnaire obtenue a partir de deux faisceaux laser identiques
contra-propageants. La différence est que, dans le cas présent, il nous faut minimiser
I’émission spontanée, car celle-ci brise les effets de cohérence quantique que nous sou-
haitons observer!®. Pour ce faire, nous utilisons des faisceaux fortement désaccordés par
rapport a la transition atomique. En effet, le taux d’émission spontanée I' dépend du
désaccord 47, suivant la formule

L, o T
= 1.14
R ES T IR (1.14)

ou I'g la largeur naturelle du niveau excité |e) et Qg la fréquence de Rabi, qui donne
I’échelle caractéristique d’oscillation de ’atome entre ses deux niveaux d’énergie :

2dE,
h )

Qp = (1.15)

avec d 1’élément non-diagonal du moment dipolaire de 'atome'* et F, 'amplitude du
champ électrique associé a chaque faisceau laser. Donc, en prenant un désaccord tel que

’(SL‘ > QR7F07 (116)

on peut limiter considérablement le taux d’émission spontanée, jusqu’a avoir des cycles
de fluorescence espacés d’une fraction de milli-seconde'®

Le fait de prendre un désaccord élevé a aussi l'effet suivant : les atomes qui se
trouvent dans le niveau excité retombent “trés rapidement” dans le niveau fondamental.
Nous pouvons donc négliger les variations de population du niveau excité, réalisant ainsi
une approzimation adiabatique. Dans ces conditions, sous 'effet de 'onde stationnaire,
I’énergie du niveau fondamental est déplacée d’une quantité proportionnelle a 'intensité

HDans les réseaux cristallins, les effets quantiques ne sont pas directement observables, a cause de
la forte dissipation engendrée par les collisions a l'intérieur des solides.

12Ces deux potentiels sont appliqués dans une seule direction, notée .

13Nous privilégions ainsi l’aspect conservatif de la dynamique au profit des effets dissipatifs.

4Le moment dipolaire est considéré dans la direction de polarisation du champ électrique, ici y.

15Pour la transition |Fy = 4) — |F, = 5) du césium, nous avons I'g ~ 27 x 5,2 MHz, 6, ~ —1000x Ty
et Qp ~ 27 x 100 MHz, ce qui donne I' ~ 27 x 10 kHz soit une émission spontanée toutes les 0,1 ms.
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! ! ! ! ! (a)

[(X)

V(¥

F1G. 1.5 — Représentation schématique du potentiel mécanique créé par une onde lumi-
neuse stationnaire. Le panneau (a) représente le profil d’intensité, et le panneau (b) le
potentiel qui en résulte : pour 6, > 0 (traits pleins) et d;, < 0 (tirets). Dans le premier
cas (01, > 0, désaccord “vers le blew”), les atomes sont attirés vers les zones claires, i.e.
les mazima d’intensité ; dans le second cas (6 < 0, désaccord “vers le rouge”), ils sont
attirés vers les zones sombres.

de I'onde. Celle-ci crée donc, pour le centre de masse de ’atome, le potentiel mécanique
V(z), donné par
295

Vi) =55,

(cos (2kpx) + 1), (1.17)
que nous réécrivons, en ignorant le terme constant!®
V(z) = Vycos (2kx), (1.18)

2
avec Vp = _ZQTf" Selon le signe du désaccord, les atomes seront attirés vers les zones
d’intensité minimale (d;, < 0) ou maximale (6, > 0) (cf. Fig. 1.5). Le potentiel sinusoidal
ainsi généré peut ensuite servir de base pour construire des potentiels plus élaborés,

comme nous allons le voir dans les sous-sections suivantes.

16Dans la limite des “grands” désaccords (cf. Eq. (1.16)), la profondeur du potentiel, proportionnelle
a 551, diminue moins vite que le taux d’émission spontanée, proprotionnel a 62 (cf. Eq. (1.14)).

15



1. REALISATION D’UNE EXPERIENCE D’ATOMES FROIDS

1.3.2 Potentiel sinusoidal pulsé

Dans cette sous-section, nous montrons comment générer expérimentalement un
potentiel sinusoidal pulsé. Cette forme de potentiel est incontournable, car elle permet
la réalisation expérimentale du systéme de référence du chaos quantique, le rotateur
pulsé (cf. chapitre 2).

Pour créer des impulsions!” d’onde stationnaire, il faut “bloquer” les faisceaux, sauf
pendant de trés courts instants, ce qui est réalisé grace a des modulateurs acousto-
optiques. Mathématiquement, cela revient a multiplier le potentiel (1.18) par une série
de créneaux A, (t) définis tels que

AT(t):{l pour —7 <t <0 (1.19)

0 sinon,
ce qui donne le potentiel pulsé

V(x,t) = Vocos (2k,x) > ALt —nT), (1.20)

ou T est 'intervalle entre les pulses et 7 leur durée (bien sir finie dans une expérience).
Pour retrouver des pulses “instantanés” comme dans le modéle du rotateur pulsé, il faut
prendre la limite
lim LA, () = 5(8), (1.21)
T—0 T
ol 0 est la fonction “delta” de Dirac, ce qui donne ’hamiltonien

~2
H(t) = f—m + Vot cos (k) Y6 (t — nT). (1.22)

La durée des pulses 7 doit donc satisfaire & deux exigences contradictoires :

— ne pas étre “trop longue”, pour se rapprocher au maximum des pulses instantanés
considérés dans le modéle. Cela évite que la particule ne parcoure trop de chemin
pendant le pulse. Quantitativement, on peut établir le critere 7 < 0.1;

— 1mais ne pas étre “trop courte” non plus, pour que les atomes “ressentent” le poten-
tiel, et qu’ils puissent absorber et émettre des photons, ce qui donne 7 > le ~
10ns (cf. Eq. (1.15)).

Pour satisfaire ces deux conditions, dans les expérience réalisées dans notre équipe, le
paramétre 7 est pris aux alentours de 1 ys. Les autres paramétres du hamiltonien (1.22),
quant a eux, sont ajustés autour des valeurs suivantes : 65, = 27 x 10 GHz, T = 20 us.
La puissance laser est approximativement de 150 mW.

Pour les simulations numériques, il est intéressant d’introduire des variables réduites.
Dans le cas du rotateur pulsé, les variables sans dimension sont construites a partir du

pas du réseau et de la période des pulses. Si on pose t' = :%, X = 2k, P = Q%Tﬁ et
H' = 4k;nT2H, et que l'on enléve les primes, 'hamiltonien (1.22) prend alors la forme
bien connue
X P2 I
H(t):7+KcosXZ5(t—n), (1.23)
n=0

17Par la suite, nous utiliserons le néologisme “pulse” plutot que le terme “impulsion”, afin de ne pas
confondre avec la quantité de mouvement.

16



Potentiels optiques

oll nous avons posé

= Vo, (1.24)

qui est le paramétre sans dimension donnant l'intensité des pulses'®. Le vecteur d’état
|W) du systéme suit alors 'équation de Schrodinger

o d ~
zi%% \W(t)) = H(t)|¥(t)), (1.25)

oil % est la constante de Planck normalisée!®

L ART
B m

k h = 8uw,T, (1.26)

avec w, = Qih est la pulsation de recul®’. Cette constante de Planck, qui est un para-

meétre propre a la dynamique quantique, est aussi appelée “parameétre de quanticité”.
Compte tenu des ordres de grandeur expérimentaux, elle vaut quelques unités.

Dans cette sous-section, nous avons vu comment réaliser un potentiel sinusoidal
pulsé avec des lasers. Contrairement au modéle théorique, les pulses de potentiel ne
sont pas instantanés ; mais ils sont tellement courts, que leur durée finie n’influence pas
significativement la dynamique du systéme (voir la sous-section 2.2.3 de la référence
[61]). Par ailleurs, I'écriture sous forme de variables réduites a mis en évidence que la
dynamique quantique ne dépend que de deux parameétres : le parameétre K donnant la
force des pulses, et le paramétre k reflétant la “quanticité” du systéme.

1.3.3 Reéseau incliné

A présent, nous revenons au cas d’un potentiel continu. Dans cette sous-section, nous
allons introduire le potentiel en forme de réseau incliné, qui est le potentiel ressenti par
les électrons d’un cristal soumis & un champ électrique constant. Comme nous le verrons
au chapitre 5, I'intérét principal du réseau incliné est qu’il révéle les effets de cohérence
quantique dans I'espace des positions.

L’idée, pour réaliser un réseau incliné, est d’introduire un déphasage dépendant du
temps, noté kpp(t), dans 'un des bras de l'onde stationnaire. L’intensité résultante
vaut dans ce cas

I(t) = 4E7 cos® <2kL (x - %go(t))) : (1.27)

Le déphasage a donc pour effet de translater I'onde stationnaire dans le référentiel du
laboratoire. Si maintenant nous nous placons dans le référentiel de 'onde stationnaire,
cette translation est “ressentie” par les atomes comme une force

Fit)y =22 o). (1.28)

Ainsi, dans le cas d’'un déphasage quadratique ¢(t) = at?, les atomes ressentent-ils la
force

18Expérimentalement, K peut atteindre des valeurs de ordre de la dizaine.
YEn d’autres termes, nous avons la relation de commutation [X : ]5} = ik.

20y, est la vitesse de recul définie dans I’équation (1.2).
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1. REALISATION D’UNE EXPERIENCE D’ATOMES FROIDS

F = ma. (1.29)

qui est constante dans le temps. Nous obtenons donc le potentiel du réseau incliné :
V(z) = Vycos (2kpz) + Fz, (1.30)

en unités physiques.
Les simulations numériques du chapitre 5 sont effectuées avec des paramétres sans
dimension construits a partir du pas du réseau 7/ky, et de l’énergie de recul A?k2 /2m.

- 2
En posant H' = 52211?2]{ X = x P = hkLp = Zk_nit Vo = thz Vo, B = iglng et

g = W,%Q—”;;Lg, et en otant les primes, nous aboutissons a la forme réduite de 1’équation
de Schrédinger non-linéaire (1.12)

0 1 9

Xt + Vocos(2n X))+ FX + g |¥ X,t), 1.31
(X A) = [~ o+ Vi cos (27X) gl | w(x) (1.31)
En imprimant un déphasage a 1'un des deux bras de 1’onde stationnaire, on peut donc,
en plus du terme sinusoidal, créer un grande variété de forces. Dans ce manuscrit, nous
considérerons le cas d’une force constante, mais des recherches ont par exemple été
menées avec une force sinusoidale [45, 92, 96].

Dans cette section, nous avons vu comment réaliser un potentiel optique, ce qui
constitue le coeur de nos expériences de dynamique quantique. En soumettant les atomes
a une onde stationnaire dont les faisceaux sont fortement désaccordés avec leur transi-
tion, d’une part, nous soumettons leur centre de masse a un potentiel mécanique dont la
forme est facilement ajustable; d’autre part, nous limitons trés fortement la source de
décohérence qu’est I’émission spontanée. Comme exemple de potentiels optiques, nous
avons considéré le potentiel sinusoidal pulsé, concu en n’appliquant ’onde stationnaire
qu’en de courts instants, et le réseau incliné réalisé en introduisant un déphasage dans
I'un des bras de I'onde. Une fois que les atomes ont été soumis a I'un de ces potentiels,
nous souhaitons en connaitre certaines propriétés, notamment 'impulsion, car celle-ci,
tout en étant simple & mesurer, rend bien compte des effets d’interférence quantique.
Dans la section suivante, nous allons présenter I'une des techniques de mesure de I'im-
pulsion basée sur la transition Raman.

1.4 Vélocimétrie Raman

La méthode la plus couramment utilisée pour mesurer I'impulsion des atomes est
celle dite de “temps de vol” [108]. Cependant, dans le chapitre 3 de ce manuscrit, nous
présentons des résultats obtenus avec une mesure d’impulsion par transition Raman
stimulée. Cette méthode, qui donne, avec une trés bonne précision, le nombre d’atomes
ayant une impulsion donnée, est brievement expliquée dans cette section.

Dans notre dispositif expérimental, la transition Raman stimulée [68] permet de
transférer des atomes de I'état |Fy = 4) du césium vers le niveau |Fy = 3) distant de
wrr ~ 9,2 GHz (cf. Fig 1.3)2!. Cette transition a deux photons se fait grace a deux

21Les lettres HF signifient qu’il s’agit d’une transition hyperfine.
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Conclusion

faisceaux laser contra-propageants ((le,ERl) et (ng,ERg)) et désaccordés. L’atome
absorbe un photon du faisceau R1, puis en émet un de facon stimulée dans le mode R2.

Pour que le transfert de population soit optimal, le désaccord entre les deux fais-
ceaux, qui est ajustable, doit étre proche de wypr, mais il doit aussi tenir compte du
décalage de la fréquence percue par I’atome di a son impulsion ' (effet Doppler). Par-
tant de la conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement avant et aprés la
transition, nous trouvons que pour sélectionner la classe d’impulsion p, il faut appliquer
le désaccord

PN
WRy ~ WRL = WHF — <kR1 — k‘m) (P + 5 (le — k’Rz)) . (1.32)

Une fois que 'on a trouvé le bon désaccord, il faut déterminer la durée 75 des impulsions
R1 et R2. Comme au départ, tous les atomes se trouvent dans 'état |Fy = 4), il faut
que Tg vérifie

Qeﬁ‘ X TR =T, (133)

ol Qe est 'analogue de la fréquence de Rabi d’'un cycle de fluorescence??, pour que
tous les atomes de la classe de vitesse sélectionnée soient transférés dans |Fy = 3). Dans
notre expérience, 7 est de 'ordre de 1 ms. Compte tenu des inégalités de Heisenberg, la
durée finie des pulses limite la précision de la sélection en impulsion, qui peut cependant
étre abaissée jusque hkr /25 (k/50 dans le systéme d’unités réduites du rotateur pulsé).

Une fois que les atomes de I'impulsion sélectionnée ont été transférés dans le niveau
|Fy = 3), un faisceau pousseur est appliqué, afin d’enlever de la cellule tous les atomes
non sélectionnés. A I'aide d’un faisceau repompeur, les atomes sont intégralement trans-
férés de |Fy = 3) a |Fy = 4), aprés quoi un faisceau “sonde”, résonant avec la transition
|Fy =4) — |F. =5), permet de mesurer le nombre d’atomes restant dans la cellule.
Toutes ces étapes, qui durent au total 50 ms, sont représentées schématiquement sur la
figure 1.6.

La technique de vélocimétrie Raman permet de mesurer la distribution en impulsion
d’un ensemble d’atomes avec une trés grande précision. Elle consiste & sélectionner une
classe d’impulsion particuliére en tirant profit de la transition Raman stimulée et de
I'effet Doppler. Cette sélection est intéressante car elle nous laisse le choix de la (des)
classe(s) d’'impulsion dont nous mesurons la population. Comme les atomes sélectionnés
sont séparés des autres atomes, la vélocimétrie Raman nous permet aussi de préparer
une distribution trés fine en impulsion, pouvant ensuite servir de condition initiale &
une expérience de dynamique quantique (cf. chapitre 3).

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les expériences qui ont motivé les résultats
théoriques des chapitres suivants. Nous nous sommes efforcés de démontrer que les
atomes froids sont particuliérement bien adaptés pour I'observation expérimentale de
phénoménes quantiques fondamentaux. En effet, comme ils ont une trés faible impulsion,
leur longueur d’onde de de Broglie thermique est comparable & la longueur d’onde des
faisceaux laser dans lesquels ils sont plongés, ce qui rend leur propriétés ondulatoires

22expression de Qg est donnée dans I’équation (2.17) de la référence [61].
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1. REALISATION D’UNE EXPERIENCE D’ATOMES FROIDS

(a) (b)

|Ff: 4>

|Ff: 3>

() (d)
€) le)

Détection
Faisceau pousseur par une sonde
décohérent
[Fr=4) ' |Fy=4)
A [Fr=3) |Fy=3)

F1G. 1.6 — Mesure de la distribution en impulsion par spectroscopie Raman. Aprés ['ap-
plication du potentiel mécanique (a), tous les atomes sont dans l'état |Fy = 4). L’ap-
plication du pulse Raman (b) sélectionne la classe d’impulsion donnée par l’équation
(1.32). Notons que sur le schéma, le niveau “virtuel” de la transition Raman est repéré
par rapport aux niveauzs hyperfins le) = |F, = 3,4,5), car ce niveau a une plus haute pro-
babilité de se trouver aux alentours de ces “vrais” niveaux. Les atomes non sélectionnés
sont ensuite enlevés de la cellule par un faisceau “pousseur” résonant (¢), avant que les
atomes sélectionnés ne soient repompés vers le niveau |Fy = 4). (d) Enfin un faisceau
sonde permet de mesurer par absorption le nombre d’atomes sélectionnés.
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Conclusion

prédominantes. Par ailleurs, le taux d’émission spontanée subie par les atomes peut
étre considérablement réduit, ce qui rend les effets purement cohérents observables sur
un “long” intervalle de temps.

Parmi les systémes obtenus aprés refroidissement, nous en avons distingué deux dif-
férents : les gaz froids et les condensats de Bose-Einstein. Les gaz froids sont produits
dans un piége magnéto-optique; ils ont une température de 'ordre de microkelvin, et
sont composés d’atomes indépendants. Les condensats de Bose-Einstein, quant a eux,
sont obtenus aprés une étape de refroidissement supplémentaire, le refroidissement éva-
poratf, qui les aménent & une centaine de nanokelvins. Leur densité est beaucoup plus
élevée que celle des gaz froids, si bien que les atomes qui les composent interagissent
par collision. Ces interactions ont une influence capitale sur la dynamique des conden-
sats, qui réunissent ainsi la mécanique quantique et la dynamique non-linéaire. Les
condensats de Bose-Einstein sont donc le siége de phénoménes inédits dans le monde
quantique, tels que les solitons atomiques ou le chaos.

Pour étudier la dynamique quantique des gaz froids comme des condensats, nous
les placons dans des potentiels mécaniques “synthétisés” par laser. En particulier, nous
avons considéré le cas d’un gaz froid soumis a un potentiel sinusoidal pulsé, réalisant
ainsi le systéme de référence du chaos quantique, le rotateur pulsé, qui fera 'objet des
chapitres 2 a 4. Nous avons aussi considéré le cas d’'un condensat de Bose-Einstein dans
un réseau incliné, qui sera repris au chapitre 5, car ce potentiel est particuliérement
intéressant pour observer les effets de cohérence quantique dans l’espace réel.
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Chapitre 2

Présentation du rotateur pulsé

Depuis l'arrivée des techniques de refroidissement d’atomes par laser, le rotateur
pulsé, du fait de sa simplicité et de son incroyable richesse, s’est imposé comme le
systéme de référence du chaos quantique [15, 48, 71|, supplantant ainsi des systémes tels
que les atomes de Rydberg [52]. La version classique du rotateur pulsé présente en effet
du chaos, i.e. une sensibilité aux conditions initiales, qui s’accompagne d’une diffusion de
I’énergie cinétique. Dans le systéme quantique, cette sensibilité¢ aux conditions initiales
n’est pas observable, mais elle laisse une “signature” : ’énergie cinétique n’est diffusive
que pendant un certain temps, aprés quoi elle finit par saturer.

Ce phénoméne, appelé localisation dynamique, est la manifestation d’interférences
quantiques destructives. Comme tous les phénoménes d’interférences, la localisation
dynamique est tres sensible a la décohérence, qui empéche l'arrét total de la diffu-
sion. L’impact de I'une des causes principales de décohérence, I’émission spontanée,
ainsi qu’une méthode pour limiter cet impact seront étudiés dans le chapitre 3. Dans
certaines situations, la localisation dynamique n’est pas observable, sans que cela ne
soit dii & la décohérence. Les interférences destructives, caractéristiques de la localisa-
tion dynamique, laissent alors place a des interférences constructives, qui produisent
une diffusion quadratique de I’énergie cinétique. Ce phénomeéne, connu sous le nom de
résonance quantique, fera I'objet du chapitre 4.

Avant d’aborder ces deux sujets, nous allons présenter, dans ce chapitre, les caracté-
ristiques du rotateur pulsé qui seront nécessaires a la compréhension des deux chapitres
suivants. Dans la section 2.1, consacrée au rotateur pulsé classique (RPC), nous met-
trons particulierement 'accent sur le chaos et ses conditions d’apparition. Puis, dans
la section 2.2, nous présenterons le rotateur pulsé quantique (RPQ), en insistant sur la
localisation dynamique.

2.1 Le rotateur pulsé classique

Nous commencons donc ce chapitre par le rotateur pulsé classique. En utilisant la
mécanique hamiltonienne, nous écrirons son évolution temporelle sous la forme d’une
application, puis nous distinguerons ses différents comportements dynamiques en fonc-
tion des conditions initiales et d’un paramétre de controle.
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE

A A
P P
\ ; o K -
rotation libre pulse

F1G. 2.1 — Schéma du rotateur pulsé, dont les variables dynamiques sont l'angle X et le
moment cinétique P. Le dessin de gauche représente la rotation libre et celui de droite
Uapplication du pulse.

2.1.1 Le modéle

Le rotateur pulsé, en anglais “kicked rotor”, consiste en une particule tournant autour
d’un axe. Cette rotation se fait librement la plupart du temps, sauf pendant de courts
intervalles réguliérement espacés, ot la particule est soumise & une force constante.
Nous pouvons par exemple nous représenter cette situation en imaginant un pendule
tournant dans le vide et soumis périodiquement & des pulses de gravité (cf. Fig 2.1).

Le rotateur pulsé étant un systéme conservatif, il peut étre décrit par le forma-
lisme hamiltonien. En considérant que la force s’applique pendant des durées tellement
courtes qu’elle peut s’écrire comme une suite de “fonctions delta” de Dirac, nous écrivons
I’hamiltonien du systéme comme étant (cf. Eq. (1.23))

2 +00

H(t)—%—i—KcosXZ(S(t—n), (2.1)

n=0

ou X et P forment un couple de variables conjuguées [60]. Dans le cas du rotateur
pulsé, ces variables sont I'angle et le moment cinétique. Mais dans le cas d’un mouve-
ment rectiligne (cf. Section 2.2), X et P représentent la position et 'impulsion de la
particule. Pour le probléme classique, cette différence n’a aucune importance : en terme
de variables réduites, les deux situations peuvent étre décrites par le méme hamiltonien
(2.1).1

L’écriture sous forme réduite a un autre avantage : elle met clairement en évidence
que la dynamique du rotateur pulsé ne dépend que d’un paramétre, noté ici K, qui est
proportionnel a I'intensité des pulses (cf. Eq. (1.24)). Ce paramétre, qui joue un role
primordial dans la nature de la dynamique, est appelé “paramétre de stochasticité”.

Nous cherchons maintenant I’évolution des grandeurs X et P en fonction du temps.

I'Dans cette section consacrée au probléme classique, nous considérerons, & partir de maintenant
que X est 'angle et P le moment cinétique du rotateur.
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Le rotateur pulsé classique

Pour cela, nous utilisons les équations de Hamilton

dX OH

it~ 0P (2:2)
dP OH
T ax (2:3)

Les équations (2.2) et (2.3) nous indiquent qu’entre deux pulses, la particule est animée
d’un mouvement de rotation uniforme, alors que I'application d’un pulse provoque un
changement instantané du moment cinétique. Si ’on note X; et P, 'angle et le moment
cinétique apreés le pulse numéro ¢ (¢t = 0,1,2,...), 'évolution de ces variables est donnée
par les relations de récurrence

Xt - Xt_1+Pt_1 (24)
Pt Pt,1 + KSinXt. (25)

Les équations (2.4) et (2.5) sont connues sous le nom d’application standard ou de
Chirikov-Taylor (en anglais “standard mapping” ou “Chirikov-Taylor mapping”) [15].

Méme si cette application est bidimensionelle, il ne faut pas perdre de vue que
I'espace des phases du rotateur pulsé compte trois dimensions : 'angle X, le moment
cinétique P et le temps ¢, ce qui est une condition nécessaire pour l'observation du
chaos. L’application (2.4) et (2.5) ne nous donne I’état du rotateur qu’a des instants
stroboscopiques, entre lesquels il ne cesse de tourner. Il en est de méme pour les portraits
de phase (diagrammes (P;,X;)) que nous utiliserons dans la suite pour caractériser la
dynamique du systéme. Comme ces portraits de phase sont 2m-périodiques en X comme
en P, elles ne seront représentés que dans U'intervalle X € [0; 27| et P € [—m; 7[. Remar-
quons toutefois que cette symétrie géométrique ne traduit pas une symétrie physique
du systéme : en effet, un rotateur qui est immobile n’a pas la méme dynamique qu’'un
rotateur tournant avec un moment cinétique égal a 2.

2.1.2 Dynamique d’un rotateur pulsé

Dans cette sous-section, nous allons étudier les différents types de dynamique du
rotateur pulsé. Nous verrons & quel point cette dynamique est dépendante de la condi-
tion initiale (Xo,Fp), mais aussi et surtout du paramétre K, dont nous augmenterons
progressivement la valeur.

2.1.2.1 Le rotateur libre

Commencons notre étude par la situation triviale ou le rotateur tourne librement,
i. e. : K = 0. Dans ce cas, les équations (2.4) et (2.5) s’itérent facilement et donnent

X, = Xo+ Pt (2.6)
P = P (2.7)

Les équations (2.6) et (2.7) indiquent que P reste constante, et que l'angle évolue
linéairement avec une pulsation notée w(P) = F. Comme le montre la figure 2.2,
I'espace des phases est donc constitué de lignes verticales.



2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE
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Fi1G. 2.2 — Portrait de phase du rotateur libre (K = 0), exclusivement composé de
trajectoires pour lesquelles P est constant.

2.1.2.2 Rotateur pulsé et apparition du chaos

Appliquons maintenant au rotateur des pulses d’intensité “modérée” (cf. Fig. 2.3).
Ces pulses ont pour effet de transformer 'espace des phases de la figure 2.2. Cer-
tains points voient s’enrouler autour d’eux plusieurs trajectoires qui forment ainsi des
ilots de résonance. Ces ilots traduisent des mouvements d’oscillations autour de leur
centre, qui sont des points fixes de I'application (2.4) et (2.5). Parmi les différentes
résonances, nous distinguons la résonance principale, nommée ainsi car son centre, de
coordonnées (X = m; P =0), est un point fixe de période 1, et les résonances secon-
daires, dont les centres sont des points fixes de période supérieure. Par exemple, nous
voyons, sur la figure 2.3 (¢), la résonance d’ordre 2 autour des points (X = 0; P = —)
et (X =m P =—m).

En dehors des ilots de résonance, le rotateur tourne presque librement : il n’est que
faiblement affecté par les pulses, ce qui donne naissance a des trajectoires a peine défor-
mées que nous appelons trajectoires passantes. A la frontiére entre les ilots de résonance
et les trajectoires passantes, se trouvent des séparatrices, qui se rejoignent au niveau
de points fixes instables (par exemple (X = 0,P = 0) pour la résonance principale).
Pour donner une image simple, la séparatrice correspond, pour le pendule simple, a la
situation ou celui-ci est laché trés proche de son équilibre instable.

Lorsque I'on augmente l'intensité des pulses (K = 0,6), tous les effets décrits précé-
demment s’amplifient (cf. Fig. 2.3 (b)). D’une part, la taille des résonances augmente,
d’autre part, les trajectoires passantes sont de plus en plus déformées. Mais le principal
changement se trouve a la limite de la résonance principale. La séparatrice bien nette
pour K = 0,3 a laissé place a des points distribués “au hasard”, et ne formant aucune
trajectoire, ce qui refléte la dynamique chaotique du rotateur. Ce comportement appa-
rait préférentiellement dans cette zone de 'espace des phases, car la dynamique y est
trés sensible a la moindre perturbation.

26



Le rotateur pulsé classique

F1G. 2.3 — Portraits de phase tracés pour des pulses d’intensité “modérée”, c’est-a-dire

pour lesquels le chaos reste localisé autour des ilots de résonance. Les valeurs de K

sont : (a) K =0,3

(b) K =0, et (¢) K=0)9.

)
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE

Pour K = 0,9 (cf. Fig. 2.3 (¢)), la zone chaotique autour de la résonance principale
s’est étendue, et une autre zone de chaos est apparue autour de la résonance d’ordre 2.
Remarquons aussi qu'un cortége d’ilots secondaires est visible autour de la résonance
principale, car la fréquence d’oscillation de leur centre est également commensurable
avec la fréquence des pulses. Enfin, des trajectoires passantes, de moins en moins nom-
breuses, subsistent entre les résonances et les zones chaotiques.

Ces trajectoires, dont l'existence est I'objet du théoréme de Kolmogorov-Arnold-
Moser (KAM) (cf. Chapitre 5), sont trés importantes, car tant qu’il en subsiste au
moins une, les différentes zones chaotiques de ’espace des phases ne peuvent pas se
rejoindre. En revanche, quand la derniére “céde”, il n’y a plus de barriére, et un trajec-
toire chaotique peut explorer une grande partie de I'espace des phases (en particulier,
elle couvre toute la gamme des valeurs de P). Le chaos est alors dit & grande échelle,
ce qui se traduit pas un mouvement complétement erratique du rotateur.

2.1.2.3 Stochasticité a grande échelle

Pour la rotateur pulsé, la disparition de la derniére trajectoire passante se produit
pour la valeur critique de K = K, ~ 0,9716... Au-dessus de K, (cf. Fig. 2.4), une
seule zone chaotique, appelée “mer stochastique” entoure les ilots de résonance, dont
la taille diminue jusqu’a ce qu’ils disparaissent par doublement de période. Ainsi, sur
la figure 2.4, I'ilot principal du panneau (a), de période 1 pulse, a laissé place, pour
K = 4, aux deux ilots secondaires du panneau (b), de période 2 pulses. En K = 27, ces
deux ilots donnent & leur tour naissance a quatre ilots, et ainsi de suite. Une cascade
de bifurcations se produit, de plus en plus rapprochées et créant des ilots de plus en
plus petits, pour finalement aboutir au chaos.

Diffusion de ’énergie cinétique. Pour K 2= 5, & part quelques minuscules ilots
que nous décrirons plus bas, ’ensemble de 'espace des phases est chaotique, et est
accessible par une seule trajectoire : on dit que le systéme est ergodique. Au cours
de son évolution, une particule finit donc par prendre toutes les valeurs possibles de
P. De facon équivalente, si I'on considére un ensemble de particules occupant une
grande variété de positions, un pulse donné leur apportera toute la gamme de quantités
de mouvement comprise entre —K et +K. Ainsi des particules dont I'impulsion est
initialement distribuée autour de P = 0 évoluent-elles de facon trés différente selon
leur conditions initiales, certaines allant plutdt vers les P positifs et d’autres vers les
P négatifs. Cela entraine une dispersion de la distribution en impulsion, et donc une
diffuston de ’énergie cinétique, qui augmente linéairement avec le temps.

Pour s’en convaincre, écrivons AFE}, ’énergie apportée a une particule par le pulse
numeéro t : P p 2
- 775 — % =5 sin? X, + KP,_; sin X;. (2.8)
Si K est suffisamment élevé, X et P peuvent étre considérées comme des variables
purement aléatoires et indépendantes. Pour calculer la moyenne (AFE;) sur plusieurs
particules, nous pouvons donc supposer que les différents X; sont uniformément répartis
sur lintervalle [0; 27[. Ainsi, seul le premier terme de (2.8), en sinus carré, apporte-t-il
une contribution a la moyenne, ce qui donne

AE,

(AE,) ~ KTQ (2.9)
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Fi1G. 2.4 — Portraits de phase illustrant la stochasticité a grande échelle : (a) pour
K=15;(b) K =42 ¢t (c) K =1T. Les ilots de résonance se réduisent progressivement,
disparaissent par doublement de période, jusqu’a ce que le chaos occupe tout ['espace des
phases.
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE

40 I

0 20 40 60 80 100
t (pulses)

Fi1G. 2.5 — Energie cinétique tracée en fonction du temps pour K = 40. La courbe en
pointillés donne ’énergie d’une seule trajectoire, alors que celle avec des tirets donne
I’énergie moyenne de 50 x 50 trajectoires dont les conditions initiales sont uniformément
réparties dans les intervalles X € [0;2n[ et P € [—m;xw[. Dans ce second cas, nous
observons bien un comportement diffusif, correctement décrit par lestimation (2.10)
(trait plein).

2

N e, 2T . 4 . s P
oll nous avons utilisé fo dusin®u = 1/2, et ’énergie cinétique moyenne s’écrit donc :

(Ee) — (Eo) = %Dclt- (2.10)

avec Dy ~ K?/2. Nous trouvons donc bien un comportement diffusif, dont le taux
évolue comme le carré de l'intensité des pulses. Comme le montre la figure 2.5, I’estima-
tion (2.10) est trés bonne pour les “grandes” valeurs de K, e.g. K = 40. En revanche,
pour des valeurs plus “petites”, 'estimation est moins fiable, car les variables X et P ne
peuvent pas étre supposées totalement aléatoires. La prise en compte des corrélations
entre les pulses successifs permet ainsi d’affiner Pestimation de D, [15, 80]

Dy = %2{1—2]2 (K)+2J5 (K)}, (2.11)

ou Jy est la fonction de Bessel de premiére espéce et d’ordre 2. Par rapport a (2.10),
I'équation (2.11) comporte en plus une partie oscillante qui s’amortit au fur et & mesure
que K augmente.

Revenons maintenant a la distribution en impulsion d’un ensemble de particules
p(Pt), dont nous souhaitons aussi déterminer I’évolution. Sur la figure 2.6. nous consi-
dérons une distribution initiale de forme gaussienne. Au cours du temps, cette distri-
bution s’étale, mais elle garde sa forme gaussienne

o(Pt) = ﬁ exp <_%P23>> | (2.12)
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Le rotateur pulsé classique
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FI1G. 2.6 — Evolution de la distribution en impulsion d’un ensemble de 4 x 10° particules
classiques, pour K = 10, a différents instants : (a) t =0; (b) t =10; (¢) t =50 et (d)
t = 100 pulses. La distribution, représentée en échelle semi-logarithmique, diffuse tout
en restant gaussienne.

ol (P?) est la variance, donnée au facteur 2 prés par ’énergie cinétique (cf. Eq. (2.10)).
De facon asymptotique, i.e. pour ¢t > 1, nous pouvons supposer que le terme linéaire
de (2.10) est prépondérant, i.e. (P?) &~ Dyt > (P§), et donc que la distribution en
impulsion s’écrit approximativement

p(Pit) ~ (2.13)

1 p?
———exp| — .
VorDat P\ 2Dt
Nous verrons dans la suite que la conservation de la forme gaussienne est caractéristique
de la dynamique classique, et qu’elle ne se retrouve pas au niveau quantique.

Modes accélérateurs. Nous avons vu que pour les “grandes” valeurs de K, 'espace
des phases est essentiellement chaotique. Cependant, méme pour K > 1, subsistent de
petits ilots de résonance (cf. Fig. 2.7), dont nous pouvons expliquer 1’existence grace a
I'exemple suivant. Prenons K = 27 et les conditions initiales (X, = 7/2,P = 0). Dans
ce cas, le rotateur est immobile jusqu’au premier pulse, qui lui communique un moment
cinétique égal a K. Le rotateur se met donc a tourner; et lorsque le second pulse est
appliqué, comme il se trouve de nouveau en X, = 7/2, il re¢oit de nouveau un moment
cinétique égal a K. Il est de méme a chaque pulse, de tel sorte que le moment cinétique
augmente linéairement avec le temps, i.e.

P, — Py = 27/, (2.14)

oil le raisonnement précédent a été généralisé & K = 2 ||, avec £ # 0.2 L’énergie
cinétique augmente donc quadratiquement avec le temps, ce qui est caractéristique d’un

2L’entier £ est positif, si Xo = 7/2, ou négatif, si Xq = —7/2.
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE
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Fi1G. 2.7 — Mode accélérateur £ = 1 tracé pour K = 6,4. Le centre de l’ilot est donné par
P =0 et X =n—arcsin (21/6,4) ~ 0,567. Ce mode apparait pour K = 27 et disparait
par doublement de période pour K ~ 7,45.

comportement balistique. De facon générale, cette dynamique balistique ne se produit
pas uniquement pour K = 27f et X = 4m/2, mais pour tout couple (K,X) tel que
P, = P,_1 + 2nl, c’est-a-dire que

Ksin X = 2n/. (2.15)

Pour une valeur de ¢ donnée (disons positive), le comportement balistique apparait
donc en (X = 7/2,P = 0) pour K = 27/. Puis, lorsque K augmente, la quantité sin X
tend vers 0, ce qui signifie qu’il existe deux solutions a I’équation (2.15), méme pour les
“grandes” valeurs de K.

Cependant, pour observer la ballisticité, il faut que les points voisins de celui défini
par I’équation (2.15) aient aussi un comportement balistique, ce qui est le cas sur la
figure 2.7. Nous y voyons un petit ilot de stabilité au milieu de la mer stochastique,
ilot dont le centre, donné par (2.15) et P = 0, a un comportement rigoureusement
balistique. Autour de ce point centre, s’enroulent des trajectoires animées du méme
mouvement balistique, et d’un mouvement d’oscillation supplémentaire. L’ensemble de
ces trajectoires constituent un mode accélérateur, dont I'existence peut étre déterminée
par analyse de stabilité (cf. annexe D, section D.4). Ainsi, pour une valeur de ¢ donnée,
existe-t-il un mode accélérateur pour

2 |f] < K < V16 + 422, (2.16)

la disparition de I'ilot se faisant par doublement de période. Méme si des modes accélé-
rateurs peuvent apparaitre pour une valeur arbitrairement grande de K, il convient de
préciser que leur taille diminue a mesure que K augmente (cf. Eq. (5.56) de la référence
[15]). Notons pour finir que nous ferons référence aux modes accélérateurs et a leur
ballisticité dans le chapitre 4.
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Le rotateur pulsé quantique

Dans cette section, nous avons caractérisé la dynamique du rotateur pulsé classique
en fonction du paramétre de stochasticité K et des conditions initiales. En tracant des
portraits de phase, nous avons en particulier constaté I'existence de régions chaotiques
dans ’espace des phases. Celles-ci apparaissent a la frontiére entre les ilots de résonance
et les trajectoires passantes, car a cet endroit, le systéme est trés sensible au moindre
changement de ses conditions initiales. Pour des valeurs suffisamment élevées de K, le
chaos est dit a grande échelle, c’est-a-dire qu’il occupe la majorité de ’espace des phases.
Dans ’annexe D, nous montrons comment quantifier la “force” de ce chaos en calculant
les exposants de Lyapunov. Nous avons aussi observé qu’en régime chaotique, I’énergie
cinétique a un comportement diffusif, c’est-a-dire qu’elle augmente linéairement avec
le temps. Toutes ces caractéristiques vont nous servir de base dans la section suivante,
afin de comparer les dynamiques classique et quantique.

2.2 Le rotateur pulsé quantique

Nous nous intéressons maintenant au rotateur pulsé quantique (RPQ). Dans le cadre
du chaos quantique, la question principale est de savoir si la sensibilité aux conditions
initiales observée classiquement laisse une “signature” sur la dynamique quantique. En
nous placant dans un gamme de parameétre correspondant au chaos classique généralisé
(K 2 5), nous allons montrer que I’énergie cinétique n’a pas un comportement asymp-
totique diffusif, mais qu’elle finit par saturer. En réalisant une analyse de Floquet de
notre systéme, nous verrons que ’ampleur de ce phénoméne de localisation dynamique
dépend, en plus de K, d’un paramétre de “quanticité” &, que 'on peut faire varier ex-
périmentalement (cf. chapitre 1). Enfin, basée sur les propriétés de symétrie du RPQ,
la sous-section 2.2.3 en donne une description dans ’espace des positions.

2.2.1 Dynamique quantique

Le dynamique du rotateur est caractérisée par son vecteur d’état |¥(¢)), qui évolue
selon I'équation de Schrédinger

o d A
th— V() = H{) [¥(?)), (2.17)

ou k est la constante de Planck réduite (cf. Eq. (1.26)) et H(t) la version quantifice de
I'’hamiltonien (2.1)

. P2 P
H(t)zj—i—KcosX E d(t—n). (2.18)
n=0

Compte tenu de la périodicité temporelle de (2.18), nous allons chercher une relation
entre le vecteur d’état aprés ¢ pulses et celui aprés (¢t — 1) pulses. Nous obtiendrons
ainsi une relation de récurrence qui est I’équivalent quantique de ’application standard
(2.4) et (2.5).

2.2.1.1 De P’opérateur d’évolution a la quasi-impulsion

Pour établir cette relation entre deux vecteurs d’état successifs, nous allons intro-
duire 'opérateur d’évolution entre les deux instants considérés. Comme ’hamiltonien
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE

(2.18) est périodique dans le temps, 'opérateur évolution entre deux pulses successifs est
indépendant du temps. Par ailleurs, comme (2.18) est aussi périodique dans I’espace,
il ne couple que des états d’impulsion réguliérement espacés, ce qui nous permettra
d’introduire la quasi-impulsion, qui est une constante du temps.

Périodicité temporelle et opérateur d’évolution. Ainsi donc, les vecteurs |U(¢))
et |W(t — 1)) sont simplement liés par la relation

W(t)) = ULt —1) [Tt —1)), (2.19)

avec U(t,t — 1) lopérateur d’évolution entre les pulses (¢t — 1) et ¢, donné par

U(tt —1) = exp (—% /ttl dt’ﬁ](t’)) . (2.20)

Comme fI(t) est périodique, 'opérateur U(t,t — 1) ne dépend pas de ¢ : il sera donc par
la suite écrit U. Ainsi ’équation (2.20) s’itére-t-elle jusqu’a ¢ = 0

(1)) = U |(t = 0)). (2.21)

Comme les pulses sont supposés instantanés, nous pouvons négliger la propagation
libre pendant leur application. Cela revient a supposer que le vecteur d’état est d’abord
soumis a l'opérateur de propagation libre thre, puis a l'opérateur de pulse Upulse
L’équation (2.20) peut ainsi étre factorisée

A A~

U = Upulse X ﬁlib’re
K . p2
= exp (—z? coS X) X exp <—z%> (2.22)

oll nous rappelons que 1'ordre chronologique s’écrit de droite a gauche.

L’équation (2.22) est I'équivalent quantique de 'application standard (2.4) et (2.5).
Elle apparait sous la forme d’un produit de deux opérateurs, le premier, Ulibre7 étant
diagonal en représentation P, et le second, Upul867 étant diagonal en représentation
X. Le calcul numérique de |¥(¢)) en fonction de |¥(¢ — 1)) comporte donc les étapes
suivante : N

— exprimer le vecteur d’état en représentation P : (Pt — 1) = (P| W(t —1));

— appliquer 'opérateur Ulibre;

— prendre la transformée de Fourier inverse pour arriver a 1 (X,t7), juste avant le

pulse t;

— appliquer 'opérateur Upulse;

— enfin, prendre la transformée de Fourier pour obtenir zZ(P,t).

Cette méthode simple et rapide est répétée t fois pour exprimer le vecteur d’état en
fonction des conditions initiales.

Périodicité spatiale et quasi-impulsion. En plus de sa périodicité temporelle,
I'hamiltonien (2.18) est 2m-périodique en X (Rappelons que X € |—o0;+o0[). Pour
comprendre l'effet de cette périodicité spatiale, nous écrivons I'opérateur d’évolution
(2.22) en représentation P. En décomposant P en les parties entiére et fractionnaire de
k, i.e.

P=Fk(n+0), (2.23)
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Le rotateur pulsé quantique

ol n est un entier relatif et § un réel compris entre —1/2 et 1/2 (8 € [—%; %D, nous
aboutissons a l’expression

<m + ‘U‘ n+ ﬁ> = (=)™ " T (%) exp (—zg (n + ﬁ)2> , (2.24)

ou Jy est la fonction de Bessel de premiére espéce et d’ordre /.

Les pulses ne couplent donc que les états d’impulsion distants de ¢k (avec ¢ entier),
et que la quantité 3, appelée quasi-impulsion, est une constante du mouvement. L’es-
pace des impulsions se divise donc en différentes classes de quasi-impulsions, chacune
évoluant indépendamment des autres, suivant 1'opérateur

Uz = exp <—z% cos X) exp (—zg (n + 5)2> , (2.25)

ou 7 est 'opérateur dont les valeurs propres sont les entiers relatifs, i.e. 7 |n) = n|n),
et 0 un simple paramétre. Ce découpage en classes de quasi-impulsions est particuliére-
ment intéressant du point de vue numérique, car il permet de calculer ’évolution de la
distribution en impulsions en traitant une quasi-impulsion a la fois, et non pas toutes
en méme temps, ce qui réduit la taille des tableaux utilisés. Notons pour terminer que
le mouvement de rotation proprement dit correspond au cas ou seule la quasi-impulsion
nulle existe.

Mélange incohérent de quasi-impulsions. A lasortie d’un piége magnéto-optique,
les atomes constituent un mélange incohérent d’états quantiques purs. En principe, un
telle situation ne peut pas étre décrite par un vecteur d’état, mais par un opérateur
densité. Cependant, le découpage en quasi-impulsions peut nous permettre d’éviter ce
formalisme beaucoup plus lourd a implémenter. L’idée pour cela est d’associer a chaque
atome du nuage une quasi-impulsion donnée. De plus, pour prendre en compte le ca-
ractére incohérent du nuage, nous attribuons, dans la distribution initiale, une phase
aléatoire a chaque quasi-impulsion. Concrétement, en fonction de la quasi-impulsion, le
vecteur d’état du RPQ s’écrit

1/2 o
=[5> S+, (2.26)

1/2

n=—oo

ou |n+ ) est le vecteur propre de P correspondant a la valeur propre k (n + 3), et
¥ (n + f3) est la distribution en impulsion®. Dans nos simulations numériques, les dis-
tributions initiales seront soit des “fonctions porte” de largeur A

- {—exps%(ﬁ)) si|n+ G| <

v (n+p6) = 0 it Bl > (2.27)

0> o>

soit des gaussiennes de largeur o

~ 1 1/2 (n+ 3)°
n+p)= exp | —————— | exp (19 (F)) . 2.28
Torm= (o) o (-T2 Jew o) (2.29)
avec ¢ () une phase aléatoire identique a l'intérieur d’un méme classe de quasi-impulsion.
Cette méthode permet de retrouver les résultats expérimentaux sans augmenter de fa-
con prohibitive le temps de calcul numérique.

3Dans la suite, 1 (n + 3) sera notée g (n), lorsque nous nous intéresserons a une quasi-impulsion
particuliére.
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FiGc. 2.8 — Saturation de [’énergie cinétique observée pour K = 10 et kK = 2,89. La
stmulation numérique du cas quantique, en traits pleins, est réalisée avec un mélange
statistique de 200 quasi-impulsions, afin de réduire les fluctuations. Elle est a comparer
avec le résultat classique, en tirets-pointillés. Linsert illustre graphiquement comment
sont calculés Py, et ty : un “fit” de la courbe (E) (t) permet de déterminer le palier P}
et sa pente a l'origine D, ce qui, en appliquant la relation (2.29), donne un temps de
localisation t;, ~ 40 pulses.

2.2.1.2 Localisation dynamique

Dans la section 2.1, nous avons vu que dans le régime classiquement chaotique
(K Z 5), I’énergie cinétique moyenne d’un ensemble de particules classiques augmente
linéairement en fonction du temps. A présent, nous allons calculer numériquement
I’énergie cinétique d’un paquet d’ondes ayant une forme initiale gaussienne de largeur
o accessible expérimentalement. Le résultat de cette simulation, présenté sur la figure
2.8, est trés différent du cas classique, présenté sur la figure 2.5. Méme si, dans un
premier temps, I’énergie cinétique du paquet d’ondes augmente linéairement, elle finit
par saturer autour d’une valeur notée P?/2 : la diffusion est alors gelée. Cet arrét de
la diffusion se fait aprés un temps appelé temps de localisation t;, défini de la fagon
suivante. Si nous notons D, /2 le coefficient de diffusion initiale, ¢;, est le temps au bout
duquel I'énergie atteindrait son palier si la diffusion initiale persistait ; t;, P, et D, sont
donc liés par la relation
b= 2L

L — Fu

q

(2.29)

qui est illustrée graphique dans I'insert de la figure 2.8. Pour calculer ¢, nous évaluons
d’abord D, a partir des premiers points et Py, & partir des derniers points de la courbe
(E) (t), aprés quoi nous appliquons la relation (2.29).

Puisque I’énergie cinétique moyenne n’évolue plus significativement au bout d’un
certain temps, nous pouvons supposer qu’il en va de méme pour la distribution en
impulsion. Contrairement & la distribution classique (cf. Fig. 2.6), qui s’étale en gardant
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F1G. 2.9 — Localisation dynamique observée sur la distribution en impulsion aprés 1000
pulses (t > tp), pour K = 10, & = 2,89 et avec 200 quasi-impulsions. Cette courbe
en trait plein, a comparer avec la distribution initiale (gaussienne) représentée avec
des tirets, présente la forme double-exponentielle caractéristique (et donc triangulaire
en échelle semi-logarithmique). Pour diminuer les fluctuations, un lissage est effectué

autour des valeurs entiéres n de U'impulsion (cf. Eq. (2.23)).

sa forme gaussienne, la distribution en impulsion quantique YZ(TL + (,t) stoppe son
expansion et prend, pour t > t;, une forme double-exponentielle

~ k E
Wn +0.1) T~ B, P (—@TJFLM) ; (2.30)

ol Py, est appelée longueur de localisation. Cet arrét de ’expansion de J(n + [,t) est

appelé localisation dynamique (LD).
Pour toutes les grandeurs ici déterminées numériquement, il existe aussi des esti-

mations analytiques. Ainsi, Shepelyansky [88] a-t-il démontré que le taux de diffusion
quantique D, est le méme que le classique Dy (cf. Eq. (2.10)), a condition de remplacer

K par K, i e.:
(2.31)

Dy(K) = Da(K,),

avec . (R/Z)
S1n

K,=K———~ 2.32

q 7{—:/2 ? ( 3 )

ce qui donne bien D (K) — Dy(K) quand & — 0. En ce qui concerne Py, et ¢z, il
est possible d’en donner 'ordre de grandeur, en utilisant les quasi-états de Floquet,

présentés dans la sous-section suivante.

2.2.2 Quasi-énergies et quasi-états de Floquet

Le rotateur pulsé ayant un hamiltonien dépendant du temps, sa dynamique ne peut
pas étre décrite en terme d’états propres de ’hamiltonien. Cependant, la périodicité
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE

1 | | | |
uw\;
107° .
0 a
el
107 | (b)-
10—20 | | | | |
-100 -50 0 50 100
n

Fi1c. 2.10 — Quasi-états de Floquet tracés en fonction de limpulsion (en échelle semi-
logarithmique) pour K =10 et =0 : (a) pour k = 2,89 et (b) pour k = 3,46. Les deux
distributions ont la forme double-exponentielle de la figure 2.9. Celle qui correspond a
la valeur la plus €élevée de k a une longueur de localisation plus faible, ce qui tend a
confirmer que la LD est un phénoméne purement quantique.

temporelle du systéme rend possible I'existence d’états qui, & un facteur de phase prés,
restent inchangés aprés une période. Ils sont appelés quasi-états de Floquet ; mathéma-
tiquement, ce sont les vecteurs propres, notés |p), de 'opérateur d’évolution U :

Ulp) = exp (—ie) |¢) ,

oll €, définie & 27 prés, est appelée quasi-énergie. La différence majeure avec les systémes
stationnaires est que les |p) ne nous permettent d’évaluer la dynamique qu’a des instants
discrets, multiples de la période des pulses.

Pour expliquer la localisation dynamique, nous diagonalisons 'opérateur Uﬁ dans la
base des états d'impulsion {|P) = |n + 3)};* les résultats du calcul sont les suivants :

— les quasi-énergies ¢; forment un spectre discret, et elles sont réparties de fagon

“pseudo-aléatoire” sur Uintervalle [0; 27[;
— des états propres sont localisés en impulsion, et ont une forme de double-exponentielle,

i.e. |;(n)]> ~exp <—%> (cf. Fig. 2.10).°
Ces deux propriétés remarquables des quasi-états de Floquet vont nous permettre d’ex-
pliquer la localisation dynamique. En effet, le caractére discret du spectre de quasi-
énergies empéche la diffusion (qui nécessite un spectre continu) ; leur répartition aléa-
toire provoque la saturation de 1’énergie; enfin, la forme double-exponentielle de la

distribution en impulsions se retrouve dans la distribution en impulsion du systéme.

Les éléments de matrice de Uy dans la base {|n 4 ()} sont données par 'équation (2.24).
5Cette expression est valable pour les quasi-états centrés autour de n = 0, qui sont les seuls
significativement excités dans nos expériences.
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Le rotateur pulsé quantique

Pour s’en convaincre, considérons I’état initial |W(¢ = 0)) de la figure 2.9, typique des
expériences, et décomposons-le sur les quasi-états de Floquet

[TE=0)=) clep), (2.33)
J
avec ) ;> = 1. En rappelant que
(1) =D ce |wy), (2.34)
J
nous écrivons (E) (t) comme étant
r 1 * —i(ej—e ®
(E)(t) = 3 ciee™ @ (] P2g))
Gk
1 N
= §Z|Cj|2<90j\P2!<Pj>
J

+ %Z cieie” I (o P2 ;) . (2.35)
J7#k
La répartition aléatoire des quasi—énergies produit peu a peu un effet d’interférences
destructives qui rend le second terme de (2.35) petit devant le premier. Aux temps
longs, le deuxiéme terme n’apporte que des fluctuations résiduelles autour de valeur
asymptotique P?/2 telle que

PE =Y e (il PP ley) - (2.36)

J

Pour estimer le temps £, au bout duquel est atteint ce palier, nous utilisons la forme
particuliére des quasi-états de Floquet.

En effet, comme ils sont localisés en impulsion, nous supposons que 1’état initial
|W(t = 0)) ne se recouvre significativement qu’avec un nombre limité Ny de quasi-états.
Comme les quasi-énergies sont comprises entre —7 et 7, nous supposons aussi que les
Ny quasi-énergies correspondant aux quasi-états excités sont en moyenne séparées par
la distance w ~ ]%,—” La localisation dynamique se produit quand les différentes quasi-
énergies ont été “résolues”, c’est-a-dire quand se ressent le caractére discret de leur
spectre. Le temps de localisation ¢;, est donc de 'ordre de

2
t; ~ — =~ N,. 2.37
L~ TN, (2.37)

Par ailleurs, comme en représentation P, les quasi-états de Floquet sont distants de la
quantité k, les Ny, quasi-états excités se répartissent sur un intervalle égal a la longueur
de localisation Py, ce qui donne

Py ~ Ngk. (2.38)

Enfin, en rappelant la définition (2.29) de t; et en combinant (2.37) et (2.38) afin
d’éliminer Ny, nous obtenons les ordres de grandeurs suivants
P, D,K) K?
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2. PRESENTATION DU ROTATEUR PULSE

Nous retrouvons la tendance observée sur la figure 2.8 : t; et P, tendent a diminuer
quand le paramétre de quanticité £ augmente. Toutefois, cette tendance est & nuancer,
car les oscillations de D,(K) se retrouvent dans ¢, et Py.

L’étude des états propres de 'opérateur d’évolution sur une période des pulses, que
I’on appelle les quasi-états de Floquet, permet donc d’expliquer ’apparition de la loca-
lisation dynamique. Celle-ci est en fait un phénoméne d’interférences destructives, qui
se produit car les quasi-énergies sont quantifiées et réparties “pseudo-aléatoirement”.
Aprés la localisation, la distribution en impulsion du rotateur prend une forme double-
exponentielle, qui est précisément celle des quasi-états de Floquet. Les quasi-états nous
permettent aussi d’évaluer les ordres de grandeur du temps et de la longueur de locali-
sation en fonction des paramétres expérimentaux K et k.

2.2.3 Rotateur pulsé quantique dans I’espace des positions

Terminons ce chapitre en présentant la modélisation du RPQ dans 'espace des
positions. Nous établirons ainsi des définitions et des relations que nous reprendrons
au Chapitre 4. Pour cela nous commengons par projeter le vecteur d’état |¥) sur |X),
vecteur propre de I'opérateur position, ceci en tenant compte de I’équation (2.26). Nous
obtenons ainsi ¢¥(X) = (X| ¥), donnée par

1/2 foo
B(X) = / 483" &5 () (X|n+ )

I
1 1/2 ' +oo _ .
s A STTULES (240

oll nous avons utilisé la relation

(X|n+p5) =

\/127 exp (i (n + B) X). (2.41)

Le paquet d’ondes v (X) s’écrit donc comme la superposition

1/2
w0 = [ s, (), (2.42)
~1/2
avec 3 (X) , -
Yp(X) = Eezﬁx zn: g (n) €™, (2.43)

composée d'un terme de phase X multiplié par une fonction 2r-périodique ug (X) =
>on @Z@ (n) e™X. Cette forme nous évoque les fonctions d’ondes décrivant 1’état électro-
nique dans un cristal parfait ; par analogie, nous appelons ¢3 'onde de Bloch (OB) de
quasi-impulsion [ [55]. Dans le chapitre 4, nous retiendrons la description du systéme
donnée par les fonctions Jﬁ(X ), car elles s’avérent particuliérement simples & mani-
puler, notamment pour calculer les moyennes d’observables telles que I'impulsion ou
énergie cinétique.

Les 13 (n) étant les coefficients de Fourier de la fonction ug = =X )5, nous pouvons
“inverser” (2.43) et définir 7,7;5 (n) par :

ng (n) = \/LZ_W /_ dX e Xy (X)) (2.44)
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Conclusion

Enfin, en rappelant que Jg (n) est la transformée de Fourier inverse de ¢ (X), i.e.

by (n) = (V2 )_l [T dXe 149Xy (X) (les bornes sont bien infinies), nous expri-
mons ¥z (X) en fonction de ¢ (X) :

s (X) =) ™y (X — 2mq) . (2.45)

La conservation de la quasi-impulsion engendre donc des propriétés remarquables
dans I'espace des positions. Chaque classe de quasi-impulsion y est représentée par une
onde de Bloch qui, bien que définie dans tout 'espace des positions, contient toute
I'information sur la classe de quasi-impulsion donnée dans un intervalle ne couvrant
qu'une seule période de potentiel. Nous verrons au Chapitre 4 que ces ondes de Bloch
sont particuliérement bien adaptées pour décrire les résonances quantiques du RPQ.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre de présentation, nous avons vu que le rotateur pulsé est un excellent
candidat pour I’étude du chaos quantique. En effet, sa version classique présente du
chaos, qui pour des pulses suffisamment forts, occupe la quasi-totalité de I'espace des
phases. Dans cette gamme de parameétre, le rotateur pulsé quantique ne présente pas
de sensibilité aux conditions initiales, mais une signature bien connue, la localisation
dynamique. Etant basée sur des interférences destructives, la localisation dynamique
peut étre partiellement détruite la décohérence ; ce point fera 'objet du chapitre 3. Par
ailleurs, du fait de ses propriétés de symétrie, le RPQ présente aussi des phénoménes qui
lui sont propres, comme les modes accélérateurs classiques ou les résonances quantiques,
dont I’étude fera 'objet du chapitre 4.
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Chapitre 3

Réduction de l'effet de ’émission
spontanée sur le rotateur pulsé

Comme nous I'avons vu au chapitre 2, le rotateur pulsé quantique (RPQ) présente
des phénoménes remarquables, tels que le gel de la diffusion dans ’espace des impul-
sions, appelé localisation dynamique (LD). Ce phénoméne étant da & des interférences
destructives, il n’est pas observable classiquement. Comme tout phénoméne d’interfé-
rence, la LD est trés sensible a la décohérence, pouvant ainsi étre partiellement détruite,
auquel cas la diffusion en impulsion ne s’arréte pas totalement. Dans une expérience
d’atomes froids, la principale source de décohérence est I”émission spontanée (ES), dont
le taux peut étre largement ajusté, mais dont on ne peut pas totalement s’affranchir.
L’objet de ce chapitre est de présenter une méthode qui permet de minimiser les effets
de 'ES, et ainsi de restaurer partiellement la LD.

L’idée, pour cela, est de séparer les atomes qui ont subi de I'ES, et qui contribuent
donc a la diffusion dans ’espace des impulsions, et les atomes qui n’en ont pas subi,
et qui contribuent donc & la LD. Ces derniers n’ayant interagi avec les faisceaux de
I'onde stationnaire que par émission stimulée, leur impulsion suivant I’axe des faisceaux
ne peut varier que d’une quantité multiple de deux impulsions de recul (cf. Fig. 3.1
(a)). A linverse, lors d’une émission spontanée, le photon émis 'est dans une direction
aléatoire ; donc 'impulsion de ’atome suivant ’axe des faisceaux varie d’une quantité
non multiple de deux impulsions de recul (cf. Fig. 3.1 (b)). Donc, si nous considérons
une distribution initiale en impulsion trés fine et centrée en zéro, la partie cohérente de
la dynamique, i.e. le potentiel sinusoidal, va peupler des états d’impulsions séparés de
deux impulsions de recul, alors que la partie incohérente, i.e. I’émission spontanée, va
peupler les autres états d’impulsion. Pour s’affranchir, au moins en partie, de I’émission
spontanée, il semble donc judicieux, pour calculer ’énergie cinétique moyenne ou la
distribution en impulsion, de ne tenir compte que des atomes occupant ces états d’im-
pulsions particuliers. Une telle sélection d’impulsions est réalisable expérimentalement
grace a la spectroscopie Raman, présentée dans la section 1.4, qui permet d’isoler une
classe d’impulsion dont la largeur peut descendre jusqu’au cinquantiéme de la zone de
Brillouin [13].

Dans ce chapitre, nous allons étudier, numériquement et analytiquement, la dyna-
mique d’un nuage d’atomes froids auquel est appliquée une sélection de vitesses de
type Raman, en nous intéressant principalement & ’évolution temporelle de ’énergie
cinétique moyenne. Dans la section 3.1, nous étudierons I'influence de la seule émis-
sion spontanée, i.e. sans sélection de vitesses : nous expliquerons comment la modéliser
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FiGg. 3.1 — Schéma illustrant [’évolution de l'impulsion P swivant l'aze des faisceaux
laser, pendant un cycle d’absorption-émission. Dans le cadre (a), il s’agit d’une émission
stimulée : ’atome absorbe le photon venant de la gauche (fleche pleine), puis émet de
facon stimulée, un photon vers la gauche. Au total, son impulsion varie de 2hk; (k
en unités réduites, cf. Eq. (1.26)). Le cadre (b) représente une émission spontanée :
contrairement & (a), le photon est émis dans une direction aléatoire, et son impulsion
suivant 'aze des faisceaur vaut —uhky, (avec u < 1). L’impulsion de l’atome varie donc
de (1 + u) hky, qui n’est, en général, pas un multiple de 2hky,.

dans nos simulations, puis nous calculerons son influence sur I’énergie cinétique. En-
suite, dans la section 3.2, nous ajouterons la sélection de vitesses, dont nous étudierons
I'impact, d’abord numériquement, puis a I’aide d’'un modéle analytique simple.

3.1 Rotateur pulsé et émission spontanée

La formulation la plus simple de la mécanique quantique est basée sur le concept
de vecteur d’état, dont la dynamique est régie par I’équation de Schrodinger [18]. Le
vecteur d’état permet de caractériser un état pur, tout a fait adapté pour décrire un
systéme quantique isolé. En revanche, le vecteur d’état ne permet pas de décrire un
systéme couplé & son enwvironnement, par exemple I'ensemble des modes du champ
électro-magnétique. Le systéme doit alors étre décrit par 'opérateur densité [32], qui
peut notamment modéliser des mélanges statistiques d’états quantiques [21], pour les-
quels la cohérence quantique est partiellement ou totalement détruite. I.’émission spon-
tanée d’un photon par un atome est 'un de ces phénoménes. En effet, contrairement
a ’émission stimulée, le photon est émis dans une direction aléatoire, et 1’atome subit
une destruction de sa cohérence.

Cependant, pour des simulations numériques, 'inconvénient est que, dans un es-
pace de Hilbert & N dimensions, I'opérateur densité comporte N? éléments de matrice,
alors que le vecteur d’état n’en comporte que N. Des techniques, dites de Monté-Carlo
quantique, ont donc été développées, afin de décrire un systéme ouvert avec a l’aide
d’un vecteur d’état [22, 28, 69]. Sa dynamique n’est alors plus régie par 1'équation de
Schrédinger habituelle, mais par une équation de Schrondinger stochastique, i.e. conte-
nant une ou plusieurs variables aléatoires. C’est cette méthode que nous allons utiliser
pour simuler ’émission spontanée dans le rotateur pulsé quantique. Dans la sous-section
3.1.1, nous verrons que le propriétés de symétrie du RPQ nous permettront de modé-
liser ’ES de facon particuliérement simple. Puis, dans les sous-sections 3.1.2 et 3.1.3,
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Rotateur pulsé et émission spontanée

nous étudierons son effet sur ’énergie cinétique du RPQ, dans le cas d'une seule puis
d’une succession de cycles de fluorescence (CF).

3.1.1 Modélisation de I’émission spontanée

L’émission spontanée, dans le rotateur pulsé quantique, est provoquée par les pulses
laser qui créent le potentiel sinusoidal. Le taux d’ES par seconde I' (cf. Eq. (1.14))
est fonction du désaccord §;, entre la fréquence de ces faisceaux et la fréquence de la
transition atomique. Intégré sur toute la durée 7 d’un pulse, ce taux définit la probabilité
qu’a un atome de subir une ES pendant un pulse. En fonction des paramétres du
probléme, cette probabilité, notée II, s’écrit
F()Q%{T

12
ou 'y est la largeur naturelle de la transition atomique et Qg sa fréquence de Rabi (cf.
sous-section 1.3.1). Expérimentalement, la probabilité II peut étre abaissée jusqu’a des
valeurs de 1'ordre de 1073 |61]. Pour tenir compte de cet aspect probabiliste dans nos

simulations, a chaque itération, nous tirons au hasard un nombre ( compris entre 0 et
1, et nous considérons que I’ES se produit & condition que

0<¢<IL (3.2)

I =

(3.1)

Si elle a effectivement lieu, I’émission spontanée est précédée d'une absorption qui
fait passer I’atome dans son état excité. Pour décrire la dynamique de I'atome, il faut
donc a priori tenir compte de ce degré de liberté interne!. Toutefois, comme il est montreé
dans la référence [3], la prise en compte de I'état excité n’apporte pas d’amélioration
majeure a la description du RPQ. Nous allons donc directement étudier I'impact de
I'ES sur la dynamique du niveau fondamental, en cherchant tout particuliérement a
évaluer 'impulsion de recul encaissée par I’atome dans la direction des faisceaux laser.

Comme le photon émis spontanément peut avoir n’importe quelle direction de pro-
pagation, ’atome subit une variation d’impulsion qui, projetée sur 'axe des faisceaux
laser, vaut entre —hky et +hky (cf. Fig. 3.1). L’émission spontanée induit donc une
variation d’impulsion uwhk;, ol u est une seconde variable aléatoire, comprise entre
—1 et +1. Dans nos simulations, nous faisons I'hypothése simplificatrice que toutes les
valeurs de u sont équiprobables? [4]. L’émission spontanée étant précédée d’une absorp-
tion, 'atome encaisse au préalable une quantité de mouvement égale & +hk; dans la
direction des faisceaux. Supposons, comme sur la figure 3.1 (b), que Patome absorbe
un photon venant de la gauche, son impulsion varie donc de +hky. Sur 'ensemble du
cycle de fluorescence, I'impulsion de I’atome varie entre 0 et +2hky. A I'inverse, s’il ab-
sorbe un photon venant de la droite, son impulsion varie entre —2hk;, et 0. La variation
d’impulsion d’un atome sur I'intégralité du CF est donc égale a 2hkpu’ (ku' en unités
réduites), ot v/ = u £ 1 (*) est une variable aléatoire comprise entre —1 et +1, dont
toutes les valeurs sont équiprobables.

'Les degrés de liberté internes sont les transitions entre les différents niveaux d’énergie électro-
niques, alors que les degrés de liberté externes sont les mouvements de translation du centre de masse
de ’atome.

2En fait, toutes les directions de propagation ont des probabilités différentes, dont I’expression est
donnée dans la référence [50].

3Le signe (+) correspond au cas ol le photon absorbé vient de la gauche, et le (—) a celui ou il
vient, de la droite.
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Une fois que la valeur de ' est connue, nous translatons de la quantité kv’ la distri-
bution en impulsion de I’atome. Bien que cette méthode n’introduise pas de décohérence
a proprement parler, elle s’avére efficace pour modéliser I’émission spontanée, & condi-
tion de tirer profit des propriétés de symétrie du RPQ. En effet, nous avons vu au
chapitre 2 que le RPQ se décompose en différentes classes de quasi-impulsion, qui sont
des constantes du mouvement. Or, comme le CF fait varier 'impulsion d’une quantité
égale a une fraction de £, la quasi-impulsion n’est alors plus constante. Cette brisure de
symétrie a pour effet d’introduire la décohérence due a I'ES, car elle empéche les inter-
férences destructives responsables de la localisation dynamique de se développer. Par
ailleurs, comme nous modélisons un atome du nuage par une classe de quasi-impulsion,
nous n’appliquons un CF donné qu’a une seule classe de quasi-impulsion. Si nous consi-
dérons un nombre suffisant de quasi-impulsions dans notre distribution initiale, nous
parvenons a rendre compte de ’aspect probabiliste de I’ES : sur N atomes, il y en a en
moyenne IIN qui effectuent un CF a chaque pulse.

En résumé, la modélisation de I’émission spontanée dans le RPQ se fait de facon
trés simple, grace aux propriétés de symétrie de ce systéme. A chaque pulse, en plus
d’appliquer le potentiel créé par I'onde stationnaire, nous suivons les étapes suivantes
pour chaque classe de quasi-impulsion séparément :

1. Nous tirons au hasard le nombre ¢ compris entre 0 et 1 : si ¢ < II, I’émission
spontanée a lieu. Dans ce cas, nous passons a l’étape 2, sinon nous appliquons
lopérateur de propagation libre suivant.

2. Nous tirons au hasard le nombre u', compris entre —1 et +1, et nous décalons
de ku' la distribution en impulsion. Cette opération n’étant appliquée qu’a une
seule classe de quasi-impulsion, elle revient a décaler cette quasi-impulsion de la
quantité u’.

Une fois que toutes les classes de quasi-impulsion ont été traitées, les quantités cal-
culées, i.e. énergie cinétique et distribution en impulsion, sont moyennées sur la quasi-
impulsion. Dans les deux prochaines sous-sections, nous allons précisément évaluer I'im-
pact de I’ES sur ces deux quantités accessibles expérimentalement.

3.1.2 Effet d’une seule émission spontanée

Pour cela, nous commencgons par faire une simulation numérique pour laquelle un
seul CF se produit au temps t., = 200 pulses. Le résultat de cette simulation est
présenté sur la figure 3.2, ou I'énergie cinétique est tracée en fonction du temps. Pour
t < 200 pulses, nous observons bien évidemment la localisation dynamique, comme sur
la figure 2.8 ; puis a ¢t = 200 pulses, nous voyons que la diffusion reprend avec un taux
proportionnel & la probabilité d’émission spontanée II. Ensuite, une seconde localisation
dynamique se produit aprés un intervalle de temps semblable & la premiére localisation,
et une longueur de localisation également proportionnelle a II.

Pour comprendre ce résultat, nous simplifions le probléme, en supposant qu’entre
t=0ett=t,— 1, le systéme est dans le quasi-état de Floquet |p; (51)) de quasi-
impulsion 3; (cf. sous-section 2.2.2). A t = t.4, la quasi-impulsion du systéme passe
de la valeur 3, a la valeur (3, i.e. 3o = 3y + o' (*), et sa distribution en impulsion est
translatée de ku'. Dans la nouvelle classe de quasi-impulsion (s, le systéme n’est plus

4Dans ce cas, 2 n’est pas nécessairement comprise entre —1/2 et +1/2.
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FiG. 3.2 — Effet sur l’énergie cinétique d’un cycle de fluorescence se produisant a tes =
200 pulses, avec différentes probabilités d’émission spontanée par pulse : Il = 1/3 en
traits pleins, 11 = 2/3 en tirets et 11 = 1 en tirets-pointillés. L’émission spontanée
induit une reprise de la diffusion, avant une nouvelle localisation. Par comparaison, le

cas sans émission spontanée (11 = 0) est représenté en pointillés. Les autres paramétres
sont K =10 et k = 2,89.

dans un seul mais une superposition de quasi-états de Floquet |¢;(/52)), i.e.

(Tt =tes)) = > cjlpi(Ba)) - (3.3)

J

ol les ¢; sont les coefficients de recouvrement entre les quasi-états avant et apres le
cycle de fluorescence®

;=Y Fi(n+ )G (n+B). (3.4)

Nous retrouvons donc, pour t > t.,, une situation semblable a celle qui se produit juste
aprés t = 0 : le systéme se trouve dans une superposition de quasi-états de Floquet,
dont chacun évolue suivant sa quasi-énergie €;(32). Ainsi, s pulses aprés ¢4, 'énergie
cinétique a-t-elle évolué de facon analogue a 1’équation (2.35) :

. 1 ;
(E)(te+5) = 3 Z 31" 3 (B2)] P2 li5(B2)
b33 e I (o () P lgy(5). (35)
i#k

En reprenant les arguments développés dans la sous-section 2.2.2, nous pouvons conclure
que le cycle de fluorescence provoque une reprise de la diffusion avec le méme taux que

5(Vest-a-dire relatifs & 31 et By respectivement.
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3. REDUCTION DE L'EFFET DE L’EMISSION SPONTANEE SUR LE ROTATEUR PULSE

le taux initial, et que cette diffusion s’arréte une fois que les différentes quasi-énergies
£;(2) ont été “résolues”, ce qui se produit aprés un temps égal au temps de la premiére
localisation ty,.

Bien évidemment, le raisonnement précédent doit étre pondéré, car seule une fraction
égale a Il des atomes subissent de I’émission spontanée. Le taux de diffusion due & I'ES
est donc le produit du taux de diffusion sans émission spontanée et de la probabilité
d’émission spontanée par pulse. Il est important de noter que nous n’avons tenu compte
ici que de la décohérence introduite par I'ES, négligeant ainsi la diffusion due aux
échanges d’impulsion avec les photons pendant le CF. Comme, au cours d’un cycle,
Iimpulsion d’un atome peut au maximum augmenter de k, cette diffusion est de 'ordre
de II%, ce qui est bien négligeable devant la diffusion par décohérence, de 'ordre de
1D,.°

3.1.3 Effet d’une succession d’émissions spontanées

Nous allons maintenant calculer 'effet sur I’énergie cinétique, non pas d’un, mais
d’une succession de cycles de fluorescence se produisant a chaque pulse. Comme dans
la référence [4], nous allons généraliser le raisonnement précédent, en tenant compte
du fait qu’a un instant donné, la diffusion est due a tous les cycles de fluorescence qui
se sont produits auparavant. Si nous appelons Dy(t) le taux de diffusion sans émission
spontanée du RPQ7 et N le nombre total d’atomes du nuage, nous pouvons reconstituer
en moyenne I'historique des ES jusqu’a t pulses :

— Au pulse numéro ¢, il y a NII atomes qui effectuent un cycle de fluorescence. Ces
atomes ont un comportement diffusif identique a celui observé sans ES a ¢t =0 :
ils contribuent donc a la diffusion avec le taux Dy(0).

— Au pulse numéro t — 1, il y a aussi NII atomes qui ont subi une ES; mais parmi
eux NTI? en ont subi une autre au pulse numéro ¢. Donc seuls NII (1 — IT) atomes
ont effectué un CF a t — 1 sans en effectuer un a ¢. Ils ont un comportement
identique a celui observé sans ES a t = 1 : ils contribuent donc a la diffusion avec
le taux Dy(1).

— De la méme fagon, nous pouvons estimer a NTI (1 — H)2 le nombre d’atomes
apportant un taux de diffusion Dy(2).

— Nous pouvons ainsi remonter jusque t = 1 pulse. Enfin, il reste une fraction
d’atomes, estimée a N (1 —II), qui n’ont pas subi d’ES, et donc, qui apportent
la contribution Dy(t).

Ainsi le taux de diffusion D(t) s’exprime-t-il comme la somme des contributions de
chaque pulse :

D(t) = (1 —H)tDo(t)+Hi(1 —TI)° Dy(s). (3.6)

Malgré la forme générale de I’équation (3.6), nous voyons d’ores et déja que méme pour
les “grandes” valeurs de ¢, D(t) ne s’annule pas, et donc que la localisation dynamique
est partiellement détruite.

Pour mieux tirer profit de I’équation (3.6), nous allons faire deux hypothéses. Tout
d’abord, nous supposons que t est désormais une variable continue, ce qui se justifie par

®Rappelons qu’en régime classiquement chaotique, D, ~ K?/2 > 1 (cf. Eq. (2.31)). Pour voir la
diffusion par échange d’impulsion, il faut prendre un jeu de paramétres classiquement réguliers.
Il s’agit du taux de diffusion sur le carré de Iimpulsion, i.e. D(t) = d (P?) /dt.
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Fic. 3.3 — Tauzx de diffusion asymptotique Do, donné par l’équation (8.11), et tracé
en fonction de la probabilité d’émission spontanée par pulse I1. Do, tend vers D, pour
Ity > 1. Dans la pratique, nous ne travaillons qu’avec de “petites” valeurs de I1 (cf.
insert).

le fait que l'on s’intéresse a la dynamique a long terme, i.e. pour ¢t > 1. Cela revient
a considérer que deux pulses successifs sont séparés d’un intervalle dt et & remplacer
dans (3.6) les termes (1 —1II)" par exp (—IIt). Le taux de diffusion D(t) s'écrit alors
sous forme intégrale :

D(t) = Dy(t) exp (—1IIt) + H/Ot ds exp (—IIs) Do(s). (3.7)

Pour expliciter (3.7), nous supposons également que Dy(t) est de forme exponentielle

Dy(t) = D, exp (_ti) , (3.8)

s

avec D, le taux de diffusion a l'origine, donné par la relation (2.31), et ¢, le temps de
saturation, au bout duquel I’énergie atteint son palier.®
En introduisant (3.8) dans (3.7), nous arrivons a l'expression

D(t) = . fﬁts [exp (— (H + tl) t) + Hts] : (3.9)

dont nous déduisons directement 1’énergie cinétique moyenne
1

(B (1) = / dsDy(s)

_ ﬁ {1 — exp (— (H + tl) t)} + Deot, (3.10)

8Ce temps est de l'ordre de ty, mais il ne lui est pas égal. En effet, ’évaluation du temps de
localisation ¢, (cf. Eq. 2.29) se fait sans supposer de forme particuliére pour Dy(t).
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F1G. 3.4 — Simulations numériques (tracées avec des croiz, tous les 20 pulses) donnant
Iénergie cinétique moyenne en fonction du temps pour différents taux d’ES : (A) T =
0,005; (B) I1 =0,01; (C) II = 0,02. Ces résultats sont “fittés” avec un trés bon accord
par la formule (3.10), tracée en traits pleins (cf. tableau 3.1). Les simulations sont
effectuées avec N = 4000 quasi-impulsions. Les autres parameétres sont K = 10 et
kE = 2,89.

’ cas \ II \ D, \ ts ‘
(A) | 5x 1072 | 34,6 | 88,8
(B) [ 1x 1072 | 43,6 | 73,2
(C) [2x 1072 | 57,2 | 54,3

TAB. 3.1 — “Fits” sur D, et ts des résultats numériques de la figure 3.4 (cas (A-C)) par
Iéquation (3.10).

oll nous avons posé
[Tt

T I, v

qui est le taux de diffusion asymptotique. Nous voyons que I’équation (3.10) se compose
de deux termes. Le premier terme traduit la localisation dynamique, dont ’échelle de
temps caractéristique, ts/ (1 + It5) ~ t, est peu modifiée dans la gamme de IT considé-
rée. Le second terme, quant a lui, traduit la destruction de la LD aux temps longs : pour
t > ts/ (14 1Ilty), le terme exponentiel devient négligeable, et (E) (t) devient purement
diffusive, avec une pente égale & D... Sur la figure 3.3, nous avons représenté D., en
fonction de II : pour IT = 0, nous retrouvons bien la LD, donnée par D, = 0, alors que
quand II augmente, D, augmente aussi, en tendant asymptotiquement vers D,.

La comparaison de 1’équation (3.10) avec des simulations numériques révéle un trés
bon accord (cf. figure 3.4 et tableau 3.1). Nous pouvons toutefois remarquer que les
parametres D, et t, varient fortement selon la valeur de II considérée, ce qui est inat-
tendu. Une explication possible est que la forme (3.8) du taux de diffusion Dy(t) n’est

(3.11)
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qu'une forme approchée. De plus, le “fit” s’effectue sur D, et ¢;, qui rendent compte
de la dynamique lors des premiers pulses, la ot 'approximation de temps continu est
la moins valable. Malgré ces réserves, ’équation (3.10), qui est généralisable & d’autres
sources de bruit [17, 27| que ES [37, 39|, reste une trés bonne estimation, qui a été
validée par diverses observations expérimentales [57, 4, 91, 99].

En ce qui concerne la distribution en impulsion, 'effet de I’ES est moins spectacu-
laire. A mesure que le taux d’ES augmente, la distribution passe lentement d’une forme
double-exponentielle & une forme gaussienne. Toutefois, pour des temps accessibles ex-
périmentalement, i.e. une centaine de pulses, la forme gaussienne n’est visible que pour
des probabilités d’ES supérieures a 0,1 par pulse [57, 27, 99]. Pour des taux plus faibles,
il faut mesurer la distribution en impulsion a des temps beaucoup plus longs pour voir
la transition vers une gaussienne (cf. Fig. 3.6).

Dans cette section, nous avons vu comment modéliser de facon simple I’émission
spontanée dans le rotateur pulsé. Numériquement, il est possible de décrire son impact
directement sur la fonction d’onde, en appliquant la méthode de Monté-Carlo, ce qui
permet d’économiser un temps de calcul considérable par rapport a un traitement basé
sur 'opérateur densité. La prise en compte de I'impulsion de recul imprimée par le
photon absorbé et le photon émis permet, en couplant les différentes quasi-impulsions,
d’introduire la décohérence caractéristique de I’émission spontanée. Comme elle brise
les effets d’interférences, cette décohérence a pour effet de détruire partiellement la
localisation dynamique, et donc d’induire une diffusion de 1’énergie cinétique analogue
a la diffusion sans émission spontanée, et dont le taux peut étre estimé analytiquement.

3.2 Application de la sélection de vitesses

Pour minimiser les effets de I’ES, nous allons maintenant appliquer la sélection de
vitesses Raman, présentée dans la section 1.4. Pour mesurer I’énergie cinétique moyenne
et la distribution en impulsion, nous ne tenons compte que des atomes dont I'impulsion
est comprise entre les valeurs & (n — A/2) et k(n+ A/2), ot n est un entier relatif et
A est la largeur de la zone de détection. Bien évidemment, la transition se fait avec la
probabilité Pr(P) qui dépend de l'impulsion ; cependant, par souci de simplification,
nous ferons l'approximation que Pgr(P) est constante sur toute la plage sélectionnée,
i.e.

1 pour |P —nk| < %2

2 3.12
0 pour |P+nk| > *2. (3.12)

PR(P):{

Nous ferons la méme approximation pour la distribution initiale, que I'on prend comme
une distribution “porte” centrée autour de P = 0 et de largeur A (cf. Eq. (2.27)). La
présente section est consacrée a I’étude d’un tel systéme, en particulier de son énergie
cinétique moyenne en fonction du temps. Dans un premier temps (cf. sous-section 3.2.1),
nous présenterons le résultat de nos simulations numériques, que nous expliquerons
ensuite par un modéle analytique simple (cf. sous-sections 3.2.2 & 3.2.4).

3.2.1 Simulations numériques

Nous commencons par calculer, par simulation numérique, I’énergie cinétique moyenne
des atomes détectés. Il est important de préciser qu’il s’agit bien de ’énergie par atome
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F1G. 3.5 — Réduction de la diffusion observée sur l’évolution temporelle de [’énergie
cinétique moyenne, tracée en traits pleins. Les quatre simulations numériques ont été
effectuées avec N = 10° quasi-impulsions et pour différentes valeurs de I et A : (a)
IT = 0,005 et A = 0,04; (b) II = 0,005 et A = 0,1; (¢) II = 0,01 et A = 0,04; (d)
IT =0,01 et A = 0,1. Pour comparaison, l’énergie cinétique sans sélection de vitesses
est tracée en pointillés. Les autres parametres sont K = 10 et k = 2,89.

détecté, dont le nombre n’est pas constant au cours du temps. Les résultats de ces
simulations sont présentés sur la figure 3.5 pour plusieurs valeurs de II et de A. Pour
comparaison, est également tracée l’énergie cinétique avec les mémes paramétres et
la méme condition initiale, mais sans sélection de vitesses. Aprés la phase de diffu-
sion initiale, qui est semblable dans les deux cas, les courbes avec sélection Raman
se distinguent clairement avec une énergie cinétique inférieure a celle sans sélection.
L’énergie cinétique est toujours diffusive, mais pendant un certain temps, le taux de
diffusion est plus faible avec sélection Raman. Ceci est manifestement ’effet que nous
avons escompté : la plupart des atomes qui ont subi de I’ES ne sont pas retenus pour le
calcul de I'énergie cinétique. Cependant, un petit nombre d’atomes “retombent” quand-
méme dans la zone de détection, aprés un® ou plusieurs CF, contribuant ainsi a la faible
diffusion observée sur la figure 3.5.

Puis, nous voyons que les courbes en traits pleins rattrapent celles en pointillés; cet
effet apparemment “super-diffusif” est da aux variations du nombre d’atomes détectés.
En effet, & ce moment de la dynamique, la zone de détection contient en grande majorité
des atomes qui ont subi de I’émission spontanée : ils induisent donc une diffusion peu

911 s’agit de ceux dont 'impulsion varie de +2hk;, ou ne varie pas du tout au cours d’'un CF, car
ils émettent le photon dans la direction des faisceaux laser.
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F1G. 3.6 — Effet de la sélection de vitesses sur la distribution en impulsion dans le cas
(c) de la figure 3.5 (11 = 0,01 et A = 0,04), a différents instants : de haut en bas
t = 100; 200 et 1000 pulses. Ces courbes, tracées en tirets verts, sont a comparer avec
celle sans sélection de vitesse, en traits pleins rouges. L’effet de la sélection est le plus
net pour t = 200 pulses.

différente d’un systéme sans filtrage Raman. Cependant, la zone de détection contient
encore une minorité d’atomes n’ayant pas subi d’ES, et dont le nombre diminue au cours
du temps. L’énergie totale est donc & peu prés celle que 'on aurait sans sélection de
vitesses, mais le nombre d’atomes sur lequel est calculée la moyenne diminue. Ces deux
phénomeénes engendrent une augmentation du taux de diffusion qui persiste jusqu’a ce
que le nombre d’atomes détectés devienne en moyenne constant dans le temps. A ce
moment-1a, les atomes détectés ont le méme comportement que les atomes non détectés :
il subissent réguliérement de I’émission spontanée, contribuant de la méme facon a la
diffusion en impulsion. Le systéme se comporte donc, sur le petit nombre d’atomes
détectés, comme un systéme sans sélection de vitesses.

En ce qui concerne la distribution en impulsion, I'influence de la sélection est moins

53



3. REDUCTION DE L'EFFET DE L’EMISSION SPONTANEE SUR LE ROTATEUR PULSE

spectaculaire (cf. Fig. 3.6). Globalement, elle tend a piquer la distribution autour de n =
0, mais pendant un intervalle de temps limité. En effet, il faut que I'ES ait “suffisamment
agi” pour rendre la distribution sans Raman proche d’une gaussienne, ce qui n’est pas
encore le cas aprés 100 pulses. A l'inverse, il ne faut pas non plus que le systéme avec
sélection soit devenu complétement diffusif, auquel cas les deux distributions sont a peu
prés gaussiennes (comme aprés t = 1000 pulses).

La sélection de vitesses permet donc d’obtenir une plage temporelle pendant laquelle
le systéme est peu affecté par I’émission spontanée. Qualitativement, nous pouvons
estimer que cette phase de diffusion réduite dure tant que les atomes détectés par
Raman ont majoritairement connu une dynamique purement cohérente. A l'inverse,
lorsqu’une fraction importante d’atomes a subi de I'ES, le systéme se comporte comme
s’il n’y avait pas de sélection Raman, avec en particulier, le méme taux de diffusion.
Nous allons maintenant expliquer ces résultats a I’aide d’'un modéle analytique simple,
en commencant par modéliser les échanges de populations a 'intérieur et a 'extérieur
de la zone de détection.

3.2.2 Dynamique des populations moyennes

Comme le suggérent les résultats précédents, le rapport entre les atomes ayant et
n’ayant pas subi d’émission spontanée joue un roéle prépondérant dans 'ampleur de
la diffusion. Dans cette sous-section, nous allons donc déterminer le nombre moyen
d’atomes de chacune de trois classes suivantes :

— la classe (0), qui contient les Ny atomes appartenant a la zone de détection et

n’ayant subi aucune ES;

— la classe (A), qui contient les Na atomes appartenant a la zone de détection et

ayant subi au moins une ES;

— la classe (1 — A), constituée des N;_a atomes hors de la zone de détection (et

ayant donc forcément subi au moins une ES),
le nombre total d’atomes N étant conservé a chaque instant, i.e.

No(t) + Na(t) + Ni—a(t) = N. (3.13)

Par émission spontanée, les atomes passent d’une classe a une autre, selon le scénario
représenté sur la figure 3.7.

Pendant un intervalle de temps dt, la classe (0) se vide par émission spontanée avec
le taux II : I’évolution de N, s’écrit donc

N

— _IIN,. 3.14
dt 0 (3.14)

En considérant qu’a t = 0, tous les atomes appartiennent a cette classe, i.e. Ny(t =
0) = N, nous intégrons directement I’équation (3.14) :

No(t) = Nexp (—1IIt) . (3.15)

La classe (0) se vide de fagon irréversible avec un temps caractéristique 17
Pendant le méme intervalle dt, la classe (A), quant a elle, perd également des atomes,
au nombre de IINadt, par ES. Mais parmi les [INdt atomes qui font un cycle de
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F1G. 3.7 — Représentation schématique des échanges par émission spontanée entre les
classes de population (0), (A) et (1 — A). Sur le dessin, les différentes classes sont
localisées par rapport a impulsion de leurs atomes. Cette représentation, périodique
en P, est ici restreinte a la premiére zone de Brillowin [—k/2;+k/2[ ([—hkp;+hkL|
en unités physiques). Les valeurs attachées auz fléches sont les taux de transfert entre
chaque classe du niveau fondamental et le niveau excité.

fluorescence, un petit nombre IIANdt vient peupler (A). Ainsi la population de cette
classe d’atomes obéit-elle a4 I’équation différentielle

dNa

qui s’intégre tout aussi facilement que la précédente
Na(t)=AN (1 -, (3.17)

oll nous avons pris comme condition initiale Na(t = 0) = 0. Le méme raisonnement
peut étre mené pour la classe (1 —A), ce qui permet d’aboutir a I’équation différentielle

dN,_
dlt 2 — _IIN_A+1I(1—A)N, (3.18)
qui s’intégre
Ni_a(t)=(1—-A)N(1—e™). (3.19)

Lorsque nous calculons ’énergie cinétique, nous faisons une moyenne sur le nombre
d’atomes détectés Np. Ces atomes appartenant aux classes (0) et (A), leur nombre est
donné par la somme de (3.15) et (3.17) :

Np(t) = N x {(1 — A)exp (—IIt) + A}, (3.20)

dont la figure 3.8 montre un trés bon accord avec les simulations numériques. Dans un
premier temps, Np décroit significativement sous 'effet du dépeuplement irréversible
de (0) ; puis, une fois que (0) s’est vidée, la zone de détection contient en moyenne NA
atomes, appartenant tous a (A), et qui subissent réguliérement de 1’émission spontanée.
Si 'on suppose que la diffusion de I’énergie cinétique est réduite par le filtrage Raman
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F1G. 3.8 — Population de la zone de détection représentée en fonction du temps, dans les
quatre jeuz de paramétres (a)-(d) de la figure 3.5. Les courbes avec des croiz sont le ré-
sultat de simulations numériques, alors que celles en traits pleins représentent [’équation
(8.20). Pour chaque courbe, l'asymptote A est tracée en pointillés.

(cf. Fig 3.5) tant que la classe d’atomes (0) contient sensiblement plus d’atomes de (A),
i.e. Na(t) < Ny(t), le temps maximal d’observation du phénoméne, noté ta, peut étre
estimé a

fa %mi. (3.21)
La dépendance logarithmique en A suggére qu’il faut prendre une zone de détection
particuliérement étroite pour augmenter de fagon tangible le temps d’observation du
phénomeéne!?. La gamme de paramétres de la figure 3.5 nous donne un ta de ordre de
la centaine de pulses. Si on considére que le temps minimal d’observation est le temps
de saturation t,, de 'ordre de 40 pulses, cela nous laisse une large fenétre temporelle
d’observation!’.

Le nombre d’atomes de la zone de détection s’avére donc une information capitale
pour comprendre la dynamique du systéme. Il sert bien sir a calculer la moyenne de
I’énergie cinétique ; mais il permet aussi d’estimer, de fagons qualitative et quantitative,
pendant combien de temps est observable la diffusion réduite. Dans la sous-section
suivante, nous verrons que cette dynamique des populations joue un role prépondérant
dans les échanges d’énergie par émission spontanée.

1ONotons le cas limite tA — 0 quand A — 1, qui est tout a fait logique.
Ces estimations seront affinées dans la sous-section 3.2.3 sans que cela ne remette en cause 1’ob-
servation de la diffusion réduite.
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3.2.3 Calcul de I’énergie cinétique moyenne

La premiére idée qui vient a I'esprit pour calculer I’énergie cinétique, est de calculer
au préalable le taux de diffusion, par une méthode analogue & celle exposée dans la
section 3.1. Rappelons que le point clé de ce calcul est d’évaluer I'influence de toutes
les ES antérieures. Il suppose ainsi que I’énergie acquise en un instant donné l'est
définitivement. Dans notre systéme avec sélection de vitesses, cette supposition n’est
pas valable, car le nombre d’atomes servant aux calcul de ’énergie n’est pas constant.
Par exemple, pour la classe d’atomes (0), aprés la phase de diffusion initiale, I’énergie
diminue jusqu’a devenir nulle, parce que cette classe d’atomes se vide totalement (cf.
Fig. 3.9).

Un calcul basé sur le taux de diffusion n’est donc pas faisable dans le cas présent. Il
est au contraire plus judicieux de chercher directement 1’évolution de 1’énergie cinétique.
Plus précisément, nous allons d’abord calculer I'énergie totale'? des classes d’atomes (0)
et (A). En les additionnant, nous aurons I’énergie totale des atomes détectés, notée Ep,
que nous diviserons par le nombre d’atomes détectés, pour obtenir 1’énergie moyenne
(E). Nous écrirons la dynamique de ces énergies sous une forme générale, que nous
appliquerons a l'estimation (3.8) du taux de diffusion initiale Dy(t), afin de donner une
expression analytique compléte de I’énergie moyenne en fonction du temps.

3.2.3.1 Energie cinétique de la classe d’atomes (0)

Nous commengons par le calcul de 1'énergie totale de la classe d’atomes (0). Nous
savons, de la section 3.1, que pendant un intervalle de temps dt, ’énergie, notée Ej,
augmente de la quantité Ny(t)Do(t)dt/2 sous l'effet de la diffusion initiale, tendant ainsi
vers la localisation dynamique (voir le premier terme de (3.7)). Par ailleurs, a cause du
dépeuplement par émission spontanée de la classe (0), I'énergie diminue d’une quantité
[IEydt. La somme de ces deux contributions aboutit a ’équation différentielle

W L NoDy ~ 11E, (3.22)
ou le facteur 1/2 vient du fait que Dy est le taux de diffusion pour le carré de I'im-
pulsion. L’énergie évolue donc suivant une équation différentielle du premier ordre avec
coefficients non constants, dans laquelle le terme de LD apparait comme un forcage, et
le terme d’émission spontanée comme le terme homogéne. En ne faisant aucune sup-
position sur la forme de Dg(t), si ce n'est qu’il tend asymptotiquement vers 0, i.e.,
Dq(t) — 0 pour t — 400, nous retrouvons bien qu’aux temps longs, 1’équation (3.22)
tend vers la solution stationnaire Ey = 0.
En introduisant dans (3.22) I'estimation (3.8) de Dy, et en appliquant la méthode
de variation de la constante, nous obtenons pour FEj

1 ¢
Eo(t) = 5N Dot (1 - e*z> e, (3.23)
ol nous avons pris le zéro de I'énergie tel que Ey(t = 0) = 0. L’évolution de I’énergie,
donnée par (3.23) et tracée sur la figure 3.9, comporte deux phases trés distinctes. Dans
un premier temps, Fy augmente, sous l'effet de la diffusion initiale ; dans un deuxiéme

12(’est-a-dire sans diviser par le nombre d’atomes peuplant chaque classe.
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F1G. 3.9 — Energie totale Ey de la classe d’atomes (0) en fonction du temps, donnée par
Uéquation (3.29), et pour les cas (a—d) de la figure 3.5. Les paramétres D, et ts sont
donnés par le “fit” résumé dans le tableau 3.2.

temps, Ey présente une longue décroissance jusqu’a 0, due au dépeuplement de la classe
(0).

Il est intéressant de remarquer que la diffusion initiale apparait comme un effet
“moyen”, i.e. équitablement réparti sur tous les atomes de la classe (0). Tout se passe
donc comme si tous les atomes avaient la méme énergie moyenne, dont 1’évolution est
seulement déterminée par la diffusion, et que cette énergie moyenne était pondérée par
la population de la classe (0). En effet, si nous introduisons la forme

Eo(t) = No(t) x o(t), (3.24)

ou £o(t) est I’énergie moyenne par atome, dans l'équation différentielle (3.22), nous
obtenons

dﬁb pJE%E dA%

o v w T a
= NO% — IINyeg
= No% —11E,, (3.25)
avec
% — %Do(t). (3.26)

L’évolution de &g, due a la diffusion initiale, ne dépend ni de la population de la classe
(0), ni de I’énergie individuelle des atomes. Cela n’est en fait pas surprenant, puisque
la diffusion n’est due qu’a la décohérence, et donc qu’elle touche de facon équivalente
tous les atomes, quelle que soit leur énergie cinétique individuelle.
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3.2.3.2 Energie cinétique de la classe d’atomes (A)

La classe (A) n’étant composée que d’atomes ayant subi au moins une ES, son
énergie est due a la diffusion induite par tous les cycles de fluorescence antérieurs.
L’évolution temporelle de I’énergie comporte donc un terme analogue au second terme
de I’équation (3.7), que 'on peut réécrire sous la forme générale f(f ds (dNa/ds) x Dq(s)
(cf. Reéf. [17], Eq. (6.12)). Par ailleurs, I’énergie de la classe (A) augmente aussi parce
qu’elle contient de plus en plus d’atomes. Pour quantifier I'influence de ce transfert de
population, nous remarquons le fait suivant a partir des équations de la sous-section
(3.2.2). Pour IINydt atomes quittant la classe (0), il y en a AIINydt qui viennent peupler
la classe (A) et (1 — A)IINydt la classe (1 — A). Sil'on suppose que cette proportion
est la méme pour le transfert d’énergie, cela revient a dire que si Fy diminue d’une
quantité I1Eydt, alors EA augmente de AIlEydt et By augmente de (1 — A) I Edt.

En tenant compte de ces deux effets, nous arrivons donc aux équations

dEA dNA
— = D AILE, 2
= / ds ™32 Dy(s) + ATIE, (3.27)
dE|_A 1 dN1_a
= = D 1—A)IIE 2
s L [l - - sy, (3.28)

qui peuvent étre intégrées directement pour avoir Fa et F1_a. Comme pour les popu-
lations, la classe (0) “alimente” les classes (A) et (1 — A) en énergie. A Uintérieur de la
zone de détection, il existe donc un transfert progressif d’énergie de la classe d’atomes
(0) vers la classe (A). Ce transfert, proportionnel a A, est incomplet car une partie
des atomes quittant (0) vont peupler (1 — A). Notons tout de méme le cas particulier
A = 1, pour lequel le transfert d’énergie est total, i.e. tous les atomes, et donc toute
I'énergie, qui quittent (0) se retrouvent dans (A). Ce transfert n’a donc aucune influence
sur I’énergie totale du nuage atomique, ce qui explique que la description basée sur le
taux de diffusion présentée dans la section 3.1 soit valable en I’absence de sélection
Raman.

En prenant pour Dy(t) la forme exponentielle (3.8), nous intégrons explicitement
les équations (3.27) et (3.28), ce qui donne

1 11
EA(t) = 5.7\/Aqufsl+H t——NADte e
1 It I, ;
~NAD = (1 ()
T3 qt51+nt5( T >€
1 1 Ilt,
“NAD jt,——— (1 —TIt, 3.29
T3 I 1+Ht8< +1+Ht) (3.29)
1 11 1 w
Bialt) = 5N(1= &) Dylyg—pt = 5N (1= &) Dotie
1 11t I1t :
“N(1-A)Dt,—=— (1 s —(1+2)t
T NI-A)D, 1+Hts( +1+Ht5)e
1 1 1t
“N(1—A)Dgty—— (1 —TIt, ), 3.30
T3 ( ) Dy 1+Ht5( +1+Ht5) (3:30)

ou nous avons pris la condition initiale EA(t = 0) = Ej_a(t = 0) = 0. L’évolution
temporelle de EA est tracée sur la figure 3.10 dans les cas (a—d). Nous constatons
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F1G. 3.10 — Energie totale Ea de la classe d’atomes (A) en fonction du temps, donnée
par léquation (3.29), et pour les cas (a—d) de la figure 3.5. Les paramétres D, et ts sont
donnés par le “fit” résumé dans le tableau 3.2.

’ cas \ I1 \ A \ Dy \ ts ‘
(a) [ 5x 1072 | 4 x 1072 | 55,8 | 46,4
(b) | 5x 1072 | 1 x 107" | 59,9 | 45,2
(c) | 1x107% | 4x107% | 64,1 | 39,5
() [Ix102[1x 1071 |67,2]385

TAB. 3.2 — “Fits” sur D, et ts des résultats numériques de la figure 3.11 (cas (a—d)) par
Péquation (3.10).

qu’elle augmente toujours, mais de facon plus ou moins prononcée. Aux temps longs,
nous retrouvons une diffusion dont le taux vaut AD,, ou D4, est le taux sans sélection
de vitesse (cf. Eq. (3.11)), ce qui montre qu’un nombre plus faible d’atomes contribue a
la diffusion. Jusqu’a t ~ 200 pulses, FA augmente plus rapidement, car c’est dans cette
échelle de temps, de I'ordre de II7!, que se fait I'essentiel du transfert d’atomes depuis
la zone (0).

3.2.3.3 Energie moyenne des atomes détectés

Dans le cadre d’une sélection de vitesses, nous nous intéressons en particulier aux
énergies des classes (0) et (A). A partir de ces énergies, nous distinguons deux quantités :
— d’une part I'énergie totale Ep des Np atomes détectés (cf. Eq. (3.20)), i.e.

En(t) = Eo(t) + Ea(t); (3.31)
— d’autre part 'énergie moyenne (E) par rapport au nombre d’atomes détectés Np

Ep(t)  Eo+ Ea

(B) ()= 520 = Mt v

(3.32)
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F1G. 3.11 — "Fits” des simulations numériques de la figure 3.5, représentées avec des
croiz, par la formule (3.82), tracée en traits pleins. Ces “fits”, résumés dans le tableau
3.2, montrent un tres bon accord entre les simulations et le modéle.

dont nous comparons les calculs analytique et numérique.

Cette comparaison est réalisée par des “fits” sur D, et t; pour les quatre jeux de para-
métres de la figure 3.5. Les résultats de ces “fits” sont résumés dans le tableau 3.2 et sur
la figure 3.11. Nous voyons sur le graphique un trés bon accord entre le modéle et les
simulations, méme si une remarque semblable a celle de la discussion suivant le tableau
3.1 peut étre faite. Ici aussi, nous voyons une variation, quoique moins prononcée, des
paramétres D, et ¢, selon les paramétres II et A. Pour I'expliquer, nous avancons les
mémes hypothéses que pour le tableau 3.1 : d’une part la forme exponentielle du taux
de diffusion sans ES (cf. Eq. (3.8)), d’autre part le fait que D, et t, rendent compte de
la dynamique des premiers pulses, au moment ol 'hypothése de temps continu est la
moins valable.

Dans cette sous-section, nous avons donc développé un modeéle analytique simple
qui permet de décrire la dynamique du RPQ avec une sélection de vitesses Raman.
Il apparait que cette sélection limite la diffusion de I’énergie cinétique, tant que les
atomes détectés par Raman n’ont en majorité pas effectué¢ de CF. Comme [’équilibre
entre ces atomes et ceux qui ont subi de I'ES joue un roéle crucial dans la nature de
la dynamique, nous avons cherché la population et I'énergie de ces deux catégories
d’atomes. Nous avons ainsi obtenu un modéle qui tient compte de la diffusion par
ES, qui apparait comme un forcage extérieur, et des transferts entre les différentes
classes d’atomes. En supposant que le taux de diffusion a une forme exponentielle, nous
avons calculé analytiquement la population et I'énergie des différentes classes d’atomes,
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puis I’énergie moyenne par atome détecté, avec un trés bon accord par rapport aux
simulations numériques. A partir de ces résultats analytiques, nous allons maintenant
pleinement caractériser la phase de diffusion réduite, en calculant son taux, ainsi que
la plage de temps sur laquelle elle est observable.

3.2.4 Approximation adiabatique

Pour cela, nous allons pousser plus loin le calcul analytique, en tirant profit des
différents ordres de grandeur de nos paramétres. En particulier, dans les cas (a) et
(b) de la figure 3.5, nous avons les ordres de grandeur suivants : A ~ 1072 — 107},
ts ~ 30 — 50 pulses et IT = 5 x 1073 pulses™'. Pour nos calculs, nous supposons que A,
IT et ts se hiérarchisent de la facon suivante :

It , A < 1, (3.33)

avec AITt, ~ O(e) et O(e) ~ 107, Physiquement, I'inégalité (3.33) revient a considérer
que les étapes successives observées sur la figure 3.5 se produisent selon des échelles de
temps tres différentes :

— d’abord la localisation dynamique, qui se fait avec le temps caractéristique %,

(quelques dizaines de pulses) ;

— puis, le dépeuplement de la zone (0) par émission spontanée, qui se produit aprés

un temps de l'ordre de IT™! (une centaine de pulses) ;

— enfin, la mise en place du régime purement diffusif, aprés un temps de 'ordre de

ta (cf. Eq. (3.21)) (quelques centaines de pulses).
Tout se passe donc comme si les comportements dynamiques successifs étaient décou-
plés, ce qui justifie le terme d’approximation adiabatique. Cette approximation va nous
permettre de délimiter et de décrire par des équations plus simples les comportements
dynamiques successifs.

Nous commencons par décrire le régime de diffusion initiale, pour lequel ¢ ~ ;.
Dans ce cas, Ea(t) est négligeable puisqu’en O(€?); par ailleurs dans l'expression de
Np(t) et Ey(t), données respectivement par les équations (3.20) et (3.23), nous pouvons
considérer que exp (—IIt) ~ 1, ce qui nous laisse

(B) (1) ~ Ey(t) ~ %Dots (1-e%). (3.34)

La phase de diffusion initiale n’est donc pas notablement affectée, ni par I’émission
spontanée, ni par la sélection de vitesses. Elle prend fin aprés un temps de 'ordre
de t, qui n’est pas modifié non plus. L'énergie Ey tend alors a saturer (cf. Fig. 3.9);
mais peu a peu, Ueffet de 'émission spontanée, qui dépeuple la classe (0), tend a faire
diminuer Ejy. L’action contraire de ces deux phénoménes, LD d’une part et ES d’autre
part, fait que Ej atteint un maximum, en ¢ = ¢;. Comme la diffusion initiale est alors
bien terminée, et 'effet de I'ES encore faible, nous pouvons donc estimer le temps t;
comme le début de la diffusion réduite. En résolvant I"équation dEy/dt = 0 a partir de
I'expression (3.23), nous trouvons
ts 1 1

o~ 1——Htslnﬂ_ts ~ tsln T (3.35)
ce qui, avec les paramétres du tableau 3.2, donne ¢; ~ 88 et 87 pulses, dans les cas (a)
et (b) respectivement.
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Cette diffusion réduite perdure ensuite pendant plusieurs centaines de pulses, avec
un taux qui varie peu. Pour estimer ce taux, nous allons calculer la dérivée de I'énergie
moyenne (F) en un instant ¢s, que nous choisissons de la facon suivante. Sur la figure
3.9, nous voyons que, pendant le dépeuplement de la classe (0), la courbure de Iénergie
Ey s’inverse : le temps to est pris comme l'instant auquel se produit cette inversion,
c’est-a-dire pour lequel s’annule la dérivée seconde d*Ey/dt?. Le temps to vaut donc

1
ty ~ 2t In T (3.36)
Comme dans notre gamme de parameétre, to ~ 180 pulses, c’est-a-dire qu’il est de 'ordre
de II71. il nous faut donc évaluer 'énergie dans cette échelle de temps.

Pour calculer Ey et Ea pour t ~ II71, nous pouvons supposer que exp (—t/t,) sont
négligeables, i.e. le systéme n’a plus aucun souvenir de la diffusion initiale ni de la
saturation. Ey se réduit donc au terme d’ES

1

Ey(t) ~ 5J\fl)ots(ff”, (3.37)

et Fa ne contient que le terme linéaire, et celui en exp (—IIt), ce qui donne

1
Ea(t) =~ =AN Dyt x 1—e M) 5. 3.38
s 2 5ANDut x { e+ (1= ™)} (3.33)
L’énergie A augmente donc sous les deux effets décrits précédemment : le terme li-
néaire rend compte de la diffusion par ES, et le terme exponentiel traduit le fait que
I'énergie de (A) augmente, parce que son nombre d’atomes augmente. Toutefois, étant
proportionnelle & A, I'énergie Fa a encore une valeur assez faible (de 'ordre de €) dans
cette échelle de temps.
En introduisant les équations (3.37) et (3.38) dans (3.32), nous aboutissons & I’éner-
gie moyenne
1 Allt
E)({t) ~ -Dots | 1 + ————— |, 3.39
(£ ()= 500, (1+ — 2o (3.39)
otl une fois encore, nous n’avons gardé que les termes de 'ordre de 1 et de . Finalement,
en développant (3.39) autour de ¢y, nous arrivons a

1
(E) ()~ L (A+ D, (t — 1), (3.40)
ou A = 2(FE) (t3) est une constante, et D, le taux de diffusion réduite, donné par
D,=a(l+alna)AD, ~ AD,

avec Do, est le taux de diffusion asymptotique sans filtrage Raman (cf. Eq. (3.11)), et
o = (It,) "™ un facteur qui est ici de Pordre de 2. (13) La sélection de vitesses permet
donc de réduire considérablement le taux de diffusion due a la décohérence, car, grace a
cette sélection, les atomes détectés n’ont, en majorité, pas effectué de CF. Cependant,
le taux de diffusion ne peut pas étre nul, ceci pour deux raisons : la premiére est que
méme s’ils ont minoritaires, les atomes détectés ayant subi de ’ES provoquent une faible
diffusion, proportionnelle & A. La seconde est que, comme la zone de détection se vide

13Le facteur o (1 + aIn o) vaut respectivement 4,60 et 4,54.
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progressivement par ES; le nombre d’atomes sur lequel se calcule la moyenne diminue,
et donc la moyenne augmente. Cet effet apporte le facteur o au taux de diffusion de
diffusion D,.

Comme nous I’avons vu en étudiant les différentes classes d’atomes (cf. sous-section
3.2.2), la diffusion réduite persiste tant que la dynamique & Iintérieur de la zone de
détection est majoritairement cohérente. En appliquant un critére semblable, mais pour
'énergie, nous allons affiner 'estimation (3.21) du temps maximal d’observation de la
diffusion réduite, que nous appelons t3. En effet, I’énergie totale des atomes détectés Ep
est une compétition entre une partie cohérente Fy, qui diminue au cours du temps, et
une partie diffusive EA qui augmente. Si nous estimons que t3 est le temps pour lequel
I'énergie Fp est minimale, i.e. tel que dEp/dt = 0, nous obtenons a partir de (3.37) et
(3.38) 'estimation suivante

1 1 1 1

qui est de l'ordre de la premiére estimation A, donnée dans la sous-section 3.2.2. Pour
nos deux jeux de paramétres (a) et (b), nous obtenons t3 = 677 et 480 pulses, respec-
tivement.

Apreés le temps, t3 la majorité des atomes détectés ont subi de 'ES, et contribuent
a la diffusion. Le fait que la zone de détection continue & se vider accentue encore la
diffusion, ce qui explique que les courbes avec filtrage Raman rattrapent les courbes
sans filtrage Raman (cf. Fig. 3.2.1). Enfin, une fois que tous les atomes ont subi de
I'ES, pour t > II7!, nous retrouvons la diffusion sans filtrage, dont le taux vaut D..
En effet, tous les atomes détectés ont subi de 'ES, et le systéme a complétement perdu
le souvenir de sa dynamique cohérente. En fait, la dynamique est la méme que s’il
n’y avait pas de filtrage Raman, mais avec un nombre restreint d’atomes, qui vaut en
moyenne AN.

Toutes les grandeurs calculées dans le cadre de 'approximation adiabatique sont
comparées aux simulations numériques sur la figure 3.12. Les prévisions de notre ap-
proximation sont d’autant plus fiables dans le cas (b), qui correspond mieux aux ordres
de grandeurs donnés par I'inégalité (3.33). Ce jeu de paramétres est donc particulié-
rement adapté pour 'observation de la diffusion réduite. En effet, la grande différence
entre les échelles de temps caractéristiques du systéme permet de bien distinguer et de
bien délimiter les différentes étapes de la dynamique :

— d’abord, la diffusion initiale et I’amorce de la localisation, qui ne changent pas
significativement lorsque 'on change le taux d’ES, car, & ce moment-la, trop
peu d’atomes ont subi de 1’émission spontanée, pour que celle-ci ait une action
significative ;

— puis, a t; ~ 87 pulses, la diffusion réduite commence : 'ES commence a avoir un
effet significatif, mais grace a la sélection de vitesses, la plupart des atomes qui la
subissent retombent hors de la zone de détection. Ceux qui y tombent provoquent
une faible diffusion, dont le taux D, est proportionnel & la largeur de la zone de
détection A

— la phase de diffusion réduite persiste, jusque t3 ~ 480 pulses, tant que la zone
de détection contient en majorité des atomes n’ayant connu qu'une dynamique
cohérente. Ensuite, la dynamique devient la méme que s’il n’y avait pas de Raman
car le systéme a perdu toute mémoire de sa dynamique purement cohérente.
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Fi1G. 3.12 — Lllustration de ['approzimation adiabatique pour les simulations numériques
des cas (a) et (b) (cf. Fig. 3.5). Sur les deux tracés, sont marqués les quantités calculées
dans le cadre de Uapprozimation (3.33). Les lignes verticales, en pointillés, représentent
t1, to et t3 (cf. Egs. (3.35), (3.36) et (3.41)); les courbes en traits pleins donnent le
tauz de diffusion réduite (cf. Eq. (3.40)); elles sont a comparer avec les simulations
numériques (tirets et croiz). Les paramétres I1, A, Dy et ty sont ceux du tableau 3.2.

Comme le montre cette sous-section, 'intérét de séparer les différentes échelles de temps
est aussi de pouvoir faire des estimations analytiques des grandeurs pertinentes pour
chaque phase de la dynamique.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit, numériquement et analytiquement, une méthode
permettant de limiter les effets de I’émission spontanée pour le rotateur pulsé, basée sur
la sélection de vitesses Raman. En partant d’une distribution initiale fortement localisée
autour de I'impulsion nulle, et en sélectionnant les impulsions multiples de la largeur
de la zone de Brillouin, nous retenons préférentiellement, pour le calcul de I’énergie
cinétique moyenne, des atomes qui n’ont pas subi d’émission spontanée, et donc qui
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n’induisent pas de diffusion. Cependant, comme la zone de détection compte également
des atomes qui ont subi de ’émission spontanée, la diffusion en impulsion ne s’arréte
jamais totalement. Dans un premier temps, le nombre de ces atomes étant faible, nous
observons le phénoméne escompté de diffusion réduite; puis, comme de plus en plus
d’atomes ont effectué au moins un cycle de fluorescence, le taux de diffusion retrouve
sa valeur sans sélection de vitesses.

En supposant que le taux d’émission spontanée et la largeur de la zone de détection
Raman sont faibles, nous avons complétement caractérisé la phase de diffusion réduite :
nous en avons calculé analytiquement le taux de diffusion, ainsi que 'intervalle de temps
pendant lequel elle est observable. Nous avons ainsi trouvé un jeu de paramétres (cas (b)
de nos simulations) pour lesquels la diffusion réduite semble observable expérimentale-
ment. En effet, tant la probabilité d’émission spontanée, de 5 x 1072 par pulses, que la
largeur Raman, un dixiéme de la zone de Brillouin, sont accessibles avec une expérience
de rotateur pulsé quantique. De plus, la diffusion réduite est clairement visible a partir
de 80 pulses, alors que les expériences peuvent atteindre 150 pulses. Enfin, la largeur
Raman est assez élevée pour que le nombre d’atomes détectés ne soit pas trop faible,
et donc que le rapport signal sur bruit ne soit pas trop faible. Dans un futur proche,
notre équipe réalisera une démonstration expérimentale de cette technique originale de
réduction des effets de la décohérence.
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Chapitre 4

Résonances quantiques du rotateur
pulsé dans ’espace des positions

Au chapitre 2, nous avons vu que le rotateur pulsé classique (RPC) posséde une dy-
namique presque totalement chaotique si le paramétre de stochasticité K est supérieur
a 5. Cependant, au milieu du chaos généralisé, subsistent de petits ilots de stabilité,
appelés modes accélérateurs classiques. Les trajectoires qui composent ces ilots se ca-
ractérisent par une dynamique balistique : leur impulsion augmente linéairement avec
le temps. Cela s’explique par le fait que chaque pulse de potentiel frappe le rotateur
au méme endroit, lui communiquant toujours la méme quantité de mouvement. Pour
certaines valeurs de la période des pulses, la dynamique balistique est aussi observable
avec le rotateur pulsé quantique (RPQ), reflétant dans ce cas un effet d’interférences
constructives, bien différent de la localisation dynamique. Ce phénoméne trés particu-
lier, connu sous le nom de résonance quantique, fait 'objet du présent chapitre, ainsi
que d’une publication de notre groupe [59].

Historiquement, les résonances quantiques ont été étudiées théoriquement dés la fin
des années 70 [49], puis ont connu un net regain d’intérét depuis la premiére réalisation
expérimentale du RPQ avec des atomes froids en 1995 [71]. Les différentes observations
qui s’en sont suivies ont été faites tant avec des gaz atomiques |76, 24, 83, 54, 86/,
qu’avec des condensats de Bose-Einstein [26, 82, 70] qui permettent une sélection plus
fine sur I'impulsion des atomes. Parallelement & la détection des RQ), des recherches
sont aussi menées autour des résonances du RPQ en présence de gravité, couramment
appelées modes accélérateurs quantiques |75, 34, 87, 66, 7, 41, 107], ou encore sur les
résonances quantiques comme moyen d’observation de I'effet de cliquet quantique, en
anglais “quantum ratchet” [65, 84, 23].

Pour rendre compte des effets expérimentaux, il semble naturel de décrire les RQ
dans I'espace des impulsions, d’une part parce que c’est trés souvent la distribution en
impulsion ou ses moments que ’on cherche & mesurer, et d’autre part parce que I’espace
des impulsions est beaucoup plus adapté pour modéliser les gaz atomiques (mélange
incohérent d’ondes planes ou de quasi-impulsions) et les CBE (onde plane). Dans ce
travail, nous proposons toutefois de faire une étude compléte des RQ) dans I’espace des
positions [48]. Cette étude se base sur 'analogie entre Ieffet Talbot optique et les RQ.
L’effet Talbot est un effet de diffraction a travers un motif périodique. Si I'on place un
écran derriére ce motif, on observe que pour certaines distances entre I’objet et ’écran,
le motif se “reconstruit” sur I’écran. Ces distances particuliéres sont des multiples d’une
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F1G. 4.1 — Analogue quantique de l’effet Talbot optique, illustré par I’évolution temporelle
de la probabilité de présence associée a une onde de Bloch de quasi-impulsion [ =
0. Cette onde de Bloch n'occupant que les états d’impulsion (discrets) |P =nk) (n
entier relatif ), elle est 2m-périodique dans 'espace des positions. Aussi, dans cette figure
comme dans les suivantes, la probabilité de présence n’est-elle tracée que dans l'intervalle
X € [—m;w[. Du fait de sa périodicité spatiale, la fonction d’onde se reconstruit au bout
d’une période de Talbot (cf. Eq. (4.1)). Le panneau de gauche représente le module de
la fonction d’onde entre t = 0 et t = Tp. (Le fait de représenter || plutot que |1s|°
permet de mieux faire ressortir le contraste entre les différents niveauxr de gris.) Les
panneaus de droite représentent la probabilité de présence a différents instants : de haut
en bast =0; 01157 ; Tp/4; Tr/2 et Tr. Le paquet initial est une gaussienne centrée
en 7/2 el de largeur en position 1/5v/2.

longueur caractéristique appelée longueur de Talbot!.

Dans le cas du RPQ, leffet est temporel. Sur la figure 4.1, nous considérons un
paquet d’ondes initial dont la structure localisée se répéte périodiquement dans I’espace
des positions. Lors de sa propagation libre, ce paquet d’ondes interfére avec lui-méme
selon un motif compliqué. Cependant, aprés un certain temps d’évolution, le paquet
initial “se reconstruit” intégralement, se localisant ainsi autour des mémes positions.
Par analogie avec l'optique, nous appelons ce temps particulier la période de Talbot

Tr, qui vaut
™

Th—
T hk2

(4.1)

'Pour un réseau de 100 traits par millimétre et une longueur d’onde de 1 pm, la longueur de Talbot
vaut 0,2 mm.
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en unités physiques?, et qui, exprimée dans les unités réduites de la section 1.3, corres-
pond a k& = 4x. Si nous soumettons le paquet d’ondes ainsi “refocalisé” & une succession
de pulses espacés d’une période de Talbot, le paquet recoit de chaque pulse la méme
quantité de mouvement, et son impulsion augmente linéairement avec le temps : sa
dynamique est alors balistique. Si maintenant les pulses successifs sont séparés d’une
demi-période de Talbot, le paquet initial se reconstruit a I'identique, mais décalé d’une
demi-période de potentiel (cf. Fig. 4.1) : chaque pulse lui apporte alors une quantité de
mouvement opposée au pulse précédent : la dynamique est périodique.

Dans ces deux cas simples, il est facile de prédire le comportement dynamique du
RPQ), car le paquet d’ondes initial se reconstruit totalement avant chaque pulse. Ces
résonances, pour lesquelles I'intervalle entre les pulses est un multiple de la demi-période
de Talbot, sont appelées résonances quantiques simples (RQS), et feront 'objet de la
section 4.1. Sur la figure 4.1, nous voyons que pour une évolution libre d’un quart de la
période de Talbot, le paquet initial donne deux répliques de forme identique. D’une fagon
générale, cette “reconstruction” partielle du paquet initial se produit pour des temps
d’évolution commensurables avec la période de Talbot, donnant lieu aux résonances
quantiques d’ordre supérieur (RQOS). Dans ce cas, la nature de la dynamique est plus
difficile & prédire, et elle requiert une étude quantitative, qui sera menée dans la section
4.2, pour un espacement entre pulses qui est le quart de la période de Talbot, c’est-a-dire
pour k = 7.

4.1 Résonances quantiques simples

Comme nous l'avons vu dans la sous-section 2.2.1, la périodicité temporelle du
rotateur pulsé nous incite a chercher son évolution sur une période. Nous aboutissons
ainsi & une relation de récurrence qui lie ’'état du systéme apreés t pulses a celui apreés
(t — 1) pulses. Dans le cas des RQS, le fait que le paquet d’ondes retrouve la méme forme
aprés une période simplifie considérablement cette relation de récurrence, qui peut étre
ainsi facilement itérée. Dans cette section, nous allons donc donner une description
analytique compléte des RQS, en exprimant ’é¢tat du RPQ a l'instant ¢ en fonction des
conditions initiales. D’abord, nous calculerons la fonction d’onde, puis les moyennes de
la position, de I'impulsion et de I’énergie cinétique du RPQ.

4.1.1 Evolution temporelle de la fonction d’onde

Nous commencons donc par chercher une relation de récurrence sur la fonction
d’onde. Compte tenu de la périodicité spatiale du potentiel, la quasi-impulsion 5 (cf.
Eq. (2.23)) est une constante du mouvement. Dans I'espace des positions, la fonction
d’onde se décompose donc en ondes de Bloch (cf. sous-section 2.2.3), que nous allons
utiliser pour décrire notre systéme. Elles nous permettront ainsi de mettre en évidence
le role prépondérant de la quasi-impulsion dans la dynamique du systéme.

Dans notre systéme d’unités réduites, la condition de résonance (cf. Fig. 4.1) s’ex-
prime sur la constante de Planck réduite (cf. Eq. (1.26)) qui doit étre un multiple de
2m, 1. e. :

k = 2n/, (4.2)

2Pour 'atome de césium, T = 133 ps.
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4. RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE DANS L’ESPACE DES POSITIONS

avec { entier positif. Dans ce cas, 'opérateur de propagation libre Ulibm, introduit dans
I'équation (2.22), prend une forme particuliérement simple. En effet, soit 3 (n,t — 1) la

distribution d’impulsion juste aprés le pulse numéro ¢ — 1, et 15 (n,t™) celle juste avant
le pulse . Elles sont simplement reliées par Ujp,e :

Jﬁ (n,t‘) = exp (—zg (n+ ﬁ)2> 7:55 (n,t —1)
= exp (—inln®) exp (—i2nlnp) exp (—iml[3°) Jﬁ (nt—1). (4.3

Comme la parité de n? est la méme que celle de n, nous avons exp (—imfn?) = exp (—imln).
Ceci est beaucoup plus intéressant car, du fait de la linéarité en n, la fonction d’onde
Vg (X,t7) s’écrit alors

Vg (X,t7) = exp (—inl3?) Z exp (—@'27r€n (ﬂ + %)) ei(”+ﬁ)X{/;ﬁ (nt—1), (4.4

n

ce qui, en calculant la somme sur n et en remplacant 27¢ par k&, donne
5 1 1
Wa (X,ti) = exXp (Z%) 1/)5 (X —k (ﬁ + 5) ,t - 1) . (45)

A présent, on peut faire agir 'opérateur U,y s, qui est diagonal en représentation X.
On aboutit alors & la relation de récurrence?

Y (X,t) = e "Xy (X — vt — 1), (4.6)

ou l'on a posé
1
U:k(ﬂ+§). (4.7)

L’équation (4.6) se compose d’'un terme de translation de la fonction d’onde au pulse
(t — 1), qui refléte la propagation libre, et un terme de phase, qui caractérise 'action
du pulse.

Nous retrouvons bien dans ’équation (4.6) ce que nous voyons sur la figure 4.1 :
aprés s’étre complétement délocalisé, le paquet d’ondes se “refocalise” et retrouve la
méme forme que celle qu’il avait avant la propagation libre, i.e.

s (X" = [ (X — vt = 1)
= |5 (X —0t,0)". (4.8)

Si v = 0, le paquet se reconstruit toujours autour de la méme position, alors que si
v = m, il se reconstruit autour d’une position décalée d’'une demi-période de potentiel
a chaque pulse.

L’importance du terme exponentiel de (4.6) apparait clairement lorsque 1'on itére
cette équation jusque t =0 :

Pg(X,t) = exp (—ik®(X 1)) g (X — vt,0), (4.9)

30n peut ignorer le facteur de phase global exp (z%)
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F1G. 4.2 — Différents types de dynamiques apparaissant pour une résonance quantique
stmple, illustrés par la probabilité de présence d’une onde de Bloch & différents instants :
de haut en bast =0, 1, 2 et 5 pulses. La colonne (a) correspond a la balisticité (k = 4,
B =0,v=2r), la colonne (b) a lanti-résonance (k =2m, § =0, v=m7), et la (c) a
une dynamique quasi-périodique (k = 4w, f = /50, v/27 irrationnel). Le potentiel est
représenté en pointillés. La distribution initiale est une gaussienne de largeur 1/5\/5.

ou ®(X,t) est la phase accumulée tout au long de I’évolution dynamique
t—1
O(Xt) = Z cos (X —wvs). (4.10)
s=0

Nous retrouvons une phase ®(X,t) caractéristique de la diffraction a travers un ré-
seau, qui est une image parfois utilisée pour expliquer les RQ [26]. Les propriétés de
®(X,t) dépendent de facon drastique du paramétre v. En particulier, si v est 27 sont
commensurables :

v=2rL, (4.11)

q
c’est-a-dire si § = p/ (¢f) — 1/2[mod 1], ® (X,t) prend des valeurs remarquables selon
q:P(Xt=q)=cosX pour g =1, et ®(X,t =¢q) =0 pour g # 1.
Dans le premier cas (¢ = 1, v = 27), représenté sur la figure 4.2 (a), nous avons

wB(le) — e—iﬁcoszﬁ (X . 27Tp,0) — e—mcosXe—zQTrp,Bwﬂ (X,O) , (412)

Aprés le pulse numéro ¢, la phase accumulée vaut donc ® (Xt = ¢) = tcos X, ce qui
est la signature d’un effet d’interférence constructive conduisant a la balisticité. Nous
pouvons aussi interpréter cet effet purement cohérent, en disant que le paquet interagit
toujours avec la méme partie du potentiel, et donc qu’a chaque pulse, il recoit la méme
quantité de mouvement. Nous voyons donc déja que la balisticité s’interpréte a ’aide
d’idées intuitives, inspirées de la mécanique classique.
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Dans le second cas (¢ # 1), nous pouvons donc introduire un temps de récurrence
» = q au bout duquel

V(X t,) = s (X — 27p,0) = e 2™P4)5 (X,0). (4.13)

Aprés t, pulses, le paquet d’ondes retrouve son état initial : la dynamique est donc
périodique. I exemple le plus simple de ce comportement est donné par v = 7 (p = 1,
q =2 et t, = 2), ou I'évolution sur ¢, = 2 pulses est donnée par

V(X t, =2) = e " Xohs (X — 7,1) = 95 (X — 27,0).

L’action du second pulse compense donc exactement celle du premier. Pour & = 27 et
[ =0, ce phénomeéne est connu sous le nom d’anti-résonance (cf. Fig. 4.2 (b)).

Enfin, comme nous le voyons sur la figure 4.2 (¢), si v et 27 ne sont pas commen-
surables, la phase ® (X,t) ne prend de valeur particuliére : la dynamique est quasi-
périodique. Les différents types de dynamiques, décrits ici a ’aide la fonction d’onde,
vont apparaitre de facon encore plus évidente avec le calcul des moyennes d’observables.

4.1.2 Valeurs moyennes d’observables

Nous allons chercher des relations de récurrence pour les moyennes de la position
(X) 4, de Vimpulsion (P), et de 'énergie cinétique (E),; = (P?); /2. Comme pour les
fonctions d’ondes, la simplicité de ces relations de récurrence va nous permettre de les
écrire explicitement en fonction des conditions initiales. La méthode pour calculer ces
moyennes est donnée dans annexe A.1. Pour (X);, nous arrivons ainsi a la formule

0,0 = [ axxjuxoP

= (X)gt—1)+v=(X);(t=0)+t. (4.14)

Nous retrouvons, comme dans 1’équation (4.6), I'idée que le paquet d’ondes est décalé
d’une quantité v entre deux pulses. En ce qui concerne I'impulsion, nous avons (cf. Eq.

(A.8))

. . 0
(P ()= =ik [ dX05 (Xt) 5cta (X0, (4.15)
En dérivant ’équation (4.6), nous obtenons la relation
. a -3, —ikcos X a
_Zka_X¢ﬂ (X,t) = —ike 8_X¢ﬁ (X U,t 1)
+ Ksin X (X.0), (4.16)

ce qui donne pour (P),
(P),(t) = (P)y(t—1)+ K/_Tr dX sin X [¢hs(X — vt — 1)
= (P)(t—1)+ K/:r dX sin (X + vt) [¢(X,0)]* . (4.17)
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F1G. 4.3 — Comme sur la figure 4.2, différents types de dynamique apparaissant dans
une RQS, illustrés ici avec [impulsion moyenne en fonction du temps, calculée par
simulation numérique : (a) dynamique balistique, (b) anti-résonance, (c¢) dynamique
quasi-périodique. Le paquet d’ondes initial est gaussien de largeur 1/5\/5. Autre para-
metre : K = 10.

La deuxiéme ligne de (4.17) nous permet de remonter jusque ¢t =0 :

(P)y(t) = (P)g(0)+ K> /_w dX sin(X + nv) [1s(X,0)|

_ sin(tv/2) m [ eitt+Dv/2 " oiX 2
(P)s(0) +Ksm<v/2)1 ( /_7r dXe™ |vs(X,0)] ) . (4.18)

L’équation (4.18) contient le rapport de sinus caractéristique des effets de diffraction
par un réseau. Notons qu'’il est indépendant du paquet d’ondes initial. Si v = 27 [27],
nous y retrouvons la balisticité

(P), (t) = (P), (0) + Dit, (4.19)

avec
s

Dy =K | dXsinX |[¢z(X,0), (4.20)

—T

la force moyenne appliquée a chaque pulse de potentiel (cf. Fig. 4.3 (a)). A Pinverse,
pour v =  27], (P) 4 (1) oscille entre deux valeurs : (P) 4 (0) sit est pair et (P), (0)— D
si t est impair : & t = 1 la particule recgoit une force — Dy, puis a t = 2, elle regoit +D,
car elle se retrouve décalée d’une demi-période par rapport au potentiel (cf. Fig. 4.3
(b)). Enfin dans le cas général v # 272, (P); évolue de fagon quasi-périodique (cf. Fig.
4.3 (c)).

Nous pouvons aussi calculer 1’énergie cinétique moyenne (cf. Eq. (A.13))

C(P)g BT OV 0y
Elo="75"=3 / XX ax (4.21)
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qui suit la relation de récurrence (cf. Eqs. (4.6) et (4.16))

E)alt) = (Bhalt—1)+ / " AX S (X 4+ ut) [$s(X,0)

2 /.
+ K/ dX sin(X +v)J(Xt — 1), (4.22)
ol I'on a introduit le courant
k o .,

Comme pour (P)g, nous pouvons “remonter” jusque ¢t =0 :

(E)s(t) = (E)g(t=0)+ K72 /_7r dX (Z sin(X + nv)) lhg(X t = 0)]?

+ K / " ax <Zt: Sin(X + m})) J(Xt = 0). (4.24)

Nous retrouvons bien, pour v = 27 [27], le comportement balistique, pour lequel I’éner-
gie cinétique augmente quadratiquement avec le temps. En effet, les termes en sinus et
sinus carré sont alors indépendants de n, et 'équation (4.24) se simplifie en :

(E)s(t) = (E);(t=0)+ %K%Q /7r dX sin? X |[¢g(X,t = 0))?

—T

LKt / dX sin XJ(X t = 0). (4.25)
—T

Le taux de diffusion pour I’énergie est donc proportionnel & la moyenne de K?sin% X

sur la distribution initiale. Pour tirer une interprétation simple des résultats précédents

(Egs. (4.18) et (4.24)), nous allons considérer deux cas limites pour la distribution

initiale : celui d’un état totalement localisé en position et celui d’une onde plane.

4.1.3 Valeurs moyennes et cas limites

Nous avons vu, dans I'équation (4.6), qu’entre deux pulses successifs, la fonction
d’onde est translatée d’une quantité v. En d’autres termes, la population qui occupe
I'état propre |X) de l'opérateur position est transférée vers I'état |X + v) au pulse
suivant, puis vers |X + 2v) aprés 2 pulses, et ainsi de suite. Cela signifie que, pour
étudier la dynamique d’un paquet d’ondes quelconque, il nous suffit de le “découper”
en différentes tranches dans I'espace des positions, chacune évoluant indépendamment
des autres. Cela nous incite, pour donner une image intuitive des RQS, a considérer un
paquet initial totalement localisé en X = X, [27] :

Ya(X,t =0) =P "6 (X — Xo — 2mj) (4.26)

J

ou d est la fonction “delta” de Dirac. Les équations (4.17) et (4.22) se simplifient donc
considérablement : pour I'impulsion, nous obtenons

(P), (1) = (P, (t — 1) + K sin (Xo + vt) ; (4.27)
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et pour I'énergie, aprés avoir remarqué que
/ dXJ(Xt) = <P>5 (1), (4.28)

nous pouvons écrire

(E)s(t) = (E)z(t—1)+ %Kz sin?( X, + vt)
+ Ksin(Xg +vt) (P), (t — 1). (4.29)

En comparant les équations (4.27) et (4.29), on remarque que

(B) (1)~ (B)y (6 1) = 5 (P20 — (P2~ 1)) (4.30)

Cela signifie qu’a I'exception de leur différence a4 t = 0, (E), et %(P}g ont la méme
évolution dynamique*. Ceci n’est généralement pas vrai pour un paquet d’ondes quan-
tique, mais l’est au contraire pour une particule classique. L’évolution des moyennes
quantiques s’apparente donc a celle de variables classiques, régie par ’application

Xt = thl —+ v (431)
Pt Pt—l + KSin Xt7 (432)

avec I'énergie cinétique E; = P?/2.

Nous retrouvons I'idée que sur une période, la particule subit une “dérive” constante,
mais surtout que son impulsion évolue en fonction de la force exercée localement par
le pulse. Les équations (4.31) et (4.32) ressemblent donc a I'application standard (2.4)
et (2.5) du rotateur pulsé classique, a la différence que X; ne dépend pas de P,_;. (°)
Toutefois, elles mettent clairement en évidence 'analogie entre la balisticité quantique
et les modes accélérateurs classiques (pour v = 27 [27]), mais aussi entre la périodicité
quantique et les points fixes d’ordre élevé de I'application standard (v = 27T§ pour une
dynamique de période ¢).

Il est intéressant de remarquer que, contrairement aux modes accélérateurs clas-
siques, qui apparaissent dans une zone bien définie de ’espace des phases, la balisticité
quantique existe pour toutes les conditions initiales (Xo,F) de (4.31) et (4.32). Il n’est
donc pas pertinent ici de réaliser une analyse de stabilité, comme nous le faisons dans
le cas classique. En revanche, nous pouvons nous interroger sur l'existence de la ba-
listicité lorsque les paramétres [ et k varient légérement. Selon la quasi-impulsion [,
la largeur Af de la gamme donnant lieu a la balisticité diminue au cours du temps,
ie. AG ~ % (cf. Eq. (4.18)), ce qui veut dire que la balisticité est de plus en plus
“sélective” au cours du temps. Pour un % légérement hors-résonance, nous voyons, sur
la figure 4.4, que la balisticité n’est visible que pendant un temps fini. Si & = 27/ + ¢,
le paquet d’ondes ne se reconstruit pas totalement a chaque pulse, subissant ainsi une
sorte de diffusion dans I'espace des positions, diffusion dont le taux est proportionnel
a €. Jusqu’a t ~ 30 pulses, nous observons une balisticité plus importante qu’a I'exacte
résonance, car en diffusant, les ailes du paquet d’ondes recoivent une force plus élevée

4<P>ﬂ (t =0) = 0 alors que (E); (t =0) # 0.
5Cela est dii au fait que X; et P, ne forment pas un couple de variables conjuguées [60].
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Fi1G. 4.4 — Dynamique d’un rotateur pulsé légérement hors-résonance (k = 4w + 0,01 ).
A gauche, énergie cinétique moyenne en fonction du temps (traits pleins) a comparer
avec le cas résonant k = 4w (pointillés). A droite, probabilité de présence : (a) a t =0,
(b)t =10 et (c) t = 20 pulses. Le paquet d’ondes initial est gaussien de largeur 1/5/2.
Les autres parametres sont K =10, =0 et Xy = 0.

qu’en restant proches de X = 0 (cf. Eq. (4.24)). Puis, lorsque le paquet d’ondes s’est
suffisamment étalé au point d’interférer avec lui-méme, aprés un temps de I'ordre de
¢!, la balisticité s’arréte, et I'image simple développée tout au long de cette section ne
s’applique plus.

L’autre cas limite, 'onde plane, s’avére plus utile expérimentalement. En effet, un
condensat de Bose-Einstein peut étre considéré comme une onde plane [26], car sa
distribution en impulsion est trés fine par rapport a la zone de Brillouin. Les gaz ato-
miques, quant a eux, ont une distribution plus large que la zone de Brillouin (cf. section
4.3), mais ils peuvent étre décrits par un mélange statistique d’ondes planes [106|. En
représentation X, un état initial décrit par une onde plane d’impulsion & (n + (), s’écrit

1

—— A (4.33)
e . .
V2

Dans I'équation (4.18) qui donne (P),(t), l'intégrale du deuxiéme terme se réduit a
celle d’un sinus et vaut donc 0 : I'impulsion moyenne reste inchangée, i.e. :

(P)y(t) = (P), (t = 0) =k (n+ ). (4.34)

Concernant maintenant (E); (¢) (cf. Eq. (4.24)), seul le second terme, qui se réduit a la
moyenne d'un sinus carré, est non nul, et nous aboutissons a l’expression bien connue

[106]

1/}[3(th = O) =

K?sin?(tv/2)
4 sin*(v/2)
Les équations (4.34) et (4.35) indiquent que la distribution en impulsion reste toujours
centrée autour de la méme valeur, mais qu’elle s’étale symétriquement, plus ou moins
fort selon la valeur de v (cf. discussion suivant I’équation (4.18)). Pour expliquer cela,
nous allons utiliser les arguments développés pour les états localisés en position.
Plutét qu’une onde plane, considérons un ensemble de particules classiques dis-
tribuées uniformément dans ’espace des positions. Lorsque le pulse est appliqué, la

(E)s(t) = (E)s(t = 0) + (4.35)
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particule qui se trouve en X recoit la force K sin X. Comme les particules couvrent
tout I'espace des positions, il y en a forcément une en X + 7, qui regoit K sin (X + 7) =
— K sin X. Pour chaque particule qui regoit une certaine force, il en existe donc une
autre qui recoit la force opposée. La force totale appliquée est donc nulle, et I'impulsion
moyenne reste inchangée.

Maintenant, si une particule se retrouve toujours a la position X [27], i.e. si v =
27 [27], comme entre deux pulses successifs, toutes les particules se déplacent de la méme
quantité v, cela signifie que toutes se retrouveront au méme endroit — a un multiple de
2m prés — a chaque pulse. Chacune recevra donc toujours la méme force. Ainsi, méme
si la moyenne de I'impulsion est constante, sa variance augmente linéairement avec
le temps, donnant ainsi lieu a de la balisticité. Un raisonnement analogue peut aussi
expliquer les dynamiques périodique et quasi-périodique.

Dans cette section, nous avons donc étudié les résonances quantiques simples du ro-
tateur pulsé, en calculant analytiquement sa fonction d’onde, et ses position, impulsion
et énergie cinétique moyennes, mettant ainsi en lumiére les comportement balistique,
périodique et quasi-périodique. Nous avons constaté que ’espace des positions est parti-
culiérement bien adapté pour faire nos calculs, car d’une part ils les simplifie beaucoup,
et d’autre part, il permet de donner une interprétation intuitive, basée sur le concept de
force, des différents comportements dynamiques. Dans le cas des résonances quantiques
d’ordre supérieur, que nous allons étudier dans la section suivante, nous verrons que
cette interprétation simple ne suffira pas a expliquer la dynamique du systéme.

4.2 Reésonances quantiques d’ordre supérieur :
exemple de k =7

Les résonances quantiques d’ordre supérieur (RQOS), qui apparaissent pour & = 47~
(avec s > 2), sont I'analogue quantique de 1'effet Talbot fractionnaire. Avant chaque
pulse de potentiel, le paquet d’ondes initial se reconstruit en au moins deux® sous-
paquets équidistants et de forme identique au premier. Cette “multiplication” des sous-
paquets rend les équations plus difficiles a traiter que pour les RQS. Pour minimiser
cette difficulté, nous considérerons la plus “simple” des RQOS : k& = «, pour laquelle
le paquet initial donne deux répliques. Un traitement analytique complet sera ainsi
présenté pour la quasi-impulsion nulle, dont les résultats, renforcés par des simula-
tions numeériques, nous permettront ensuite de comprendre la dynamique des autres
quasi-impulsions. Comme dans la section précédente, nous chercherons a déterminer
I’évolution des fonctions d’ondes, puis de 'impulsion et de 1’énergie cinétique moyennes
du RPQ.

6Si s est pair, le paquet initial donne s/2 sous-paquets; si s est impair, il en donne s.
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4. RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE DANS L’ESPACE DES POSITIONS

4.2.1 Evolution dynamique et formalisme matriciel
4.2.1.1 Evolution d’une onde de Bloch

Nous cherchons a écrire une relation de récurrence pour ¢z(X,t). Le calcul, présenté
dans 'annexe A.2, aboutit a la relation

—irkcos X
Ya(X ) = eT (=t (X — KBt — 1)
+e AP (X — kB — Tt — 1)) . (4.36)

Pour interpréter plus facilement (4.36), nous posons
w = kp, (4.37)

qui correspond & la dérive en position par pulse’, et
¢ (X,t) = kcos (X + wt), (4.38)

la phase apportée par un pulse, ce qui donne, pour (4.36),

e—i9(X 1) '
Up(X +wtt) = BV (7™ (X +w(t—1)t—1)
+e ™Ay (X +w (t — 1) — mt — 1)) (4.39)

A Tinstant ¢, le paquet d’ondes est donc composé de deux sous-paquets, répliques
du paquet initial, et décalés par rapport a lui des quantités wt et wt + 7, respective-
ment. Chaque sous-paquet est multiplié par un facteur de phase qui refléte un motif
d’interférence complexe, tel que celui observé sur la figure 4.5. Pour mieux comprendre
ce motif, nous allons nous intéresser directement a “I’histoire” de chaque sous-paquet.

4.2.1.2 Ecriture matricielle de la dynamique

Nous commencons par décomposer 13(X,t) sur chaque sous-paquet
Ua(X + wtt) = e (X 4s(X.0) + ea( X )u(X — 7,0), (4.40)

ol ¢; et ¢y sont des fonctions complexes, telles qu’a ¢ = 0, ¢;(X,0) = 1 et c2(X,0) = 0.
Pour trouver une relation de récurrence sur ces fonctions, nous introduisons la relation
(4.40) dans (4.39), ce qui donne

e—1o(Xt)
V2

Feo (Xt — Ds(X — 1,0)]

e ™A [ (X — it — 1)ys(X — 7,0)

+eo(X — mt — 1)g(X — 2m,0)]). (4.41)

Pa(X +wt,t) = (e7™* [er (Xt — 1)p(X,0)

"C’est I'analogue de v pour les RQS.
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T T T T=0
1 1 A 1
! ! " t=1pulse
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= ! ! " t=23 pulses
Q.
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! ! ' t=5 pulses
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F1G. 4.5 — Probabilité de présence tracée a différents instants : de haut en bast = 0,
t=1,t=3,t=>5 ett =10 pulses. A mesure que le temps passe, la forme des deux
sous-paquets se complique, reflétant la richesse croissante des effets d’interférence, d’ot
lintérét de suivre individuellement [’évolution de chaque sous-paquet. Le paquet d’ondes
wmnitial est gaussien de largeur 1/5\/5. Les autres parametres sont 3 = 0, K = 10 et
XO = 7T/4

En comparant cette expression a (4.40) et en utilisant la relation 3(X — 27,0) =
e~ ?B45(X,0), nous obtenons

e—i(Xt) ' '
C1 (X,t) = T [6717#461 (X,t - 1) + €m/4€71’87r02(X — 7T,t — 1)]
e -
(Xp) = ——=— [ (X —mt — 1) +e (Xt —1)].  (4.42)

V2

Cette expression est intéressante, car en utilisant un raisonnement par récurrence, nous
pouvons en déduire : d’une part que les fonctions ¢; et ¢y sont 2w-périodiques Vi, ce qui
nous permet de réécrire 'équation (4.42) sur c,

pio(Xt) .
7 [6”/4616”01 (Xt —1)+e ™ iey(X + 7t — 1], (4.43)

et d’autre part que VX ¢, [ey(X,8)|]° + |eo(X +m,t)|° = 1.
A partie de ¢; et ¢, si on définit le vecteur c; tel que

7Q

CQ(X + 7T7t) =
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FI1G. 4.6 — Ewvolution temporelle des coefficients |c1|* (traits pleins) et |co|” (tirets),
données par les équations (4.42) et (4.43), montrant une dynamique ressemblant & des

oscillations de Rabi entre les états 1 et 2 (on a bien |c1|* +|co|* = 1,Vt). Les parameétres
sont K =10, 6 =1/2 et Xo =7/4.

la dynamique de 'OB peut étre écrite sous la forme matricielle
Ct = G_i%MtCt_l (445)

avec M; une matrice unitaire donnée par

1 eI jeTiteTifT
M; = 7 ( i1 BT cid (4.46)

ot ¢ = ¢(X,t). Il est intéressant de noter que M, peut étre factorisée en

1 (e 0 1 qe T

ol I'on retrouve 'opérateur de pulse dans la matrice de gauche qui est diagonale, et
lopérateur de propagation libre qui a pour effet de “mélanger” les deux sous-paquets

de facon cohérente.

Dans le cas général, M, est une fonction de X et t. Mais si 'on considére un paquet
d’ondes initial localisé autour de Xy (cf. Eq. (4.26)), X peut y étre remplacé par X
qui devient alors un simple paramétre. Le systéme est alors composé de deux “états
discrets”, notés 1 et 2, et comme le montre la figure 4.6, sa dynamique s’apparente a
des oscillations de Rabi entre ces deux états.

4.2.1.3 Cas particulier de =0

Dans le cas 3 = 0, le probléme se simplifie suffisamment pour en faire un traitement
analytique complet. En effet, comme la phase ¢ et donc la matrice M; = M sont

0
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indépendantes du temps, i.e. :

1 e—i/@cosX ,l’e—mcosX )
M=— - 1K COS ik COs ) 4.48
5 (e e (1.48)

ie e
il devient trés intéressant de diagonaliser M, dont les valeurs propres s’écrivent
Ay = exp (+i0),

ou
cos¢  cos(rcos X)

V2o V2
En introduisant la matrice de passage
—ie —ie
P = { e \[3ei® it _ \[G—i® ] (4.50)

entre la base propre de M; et celle composée des niveaux 1 et 2, nous pouvons écrire
c; sous la forme

cos© =

(4.49)

o eit@ 0
C = e_thP ( 0 67“@ ) P_1C0. (451)

En faisant explicitement ce calcul, nous arrivons finalement aux expressions suivantes
pour c; et ¢y :

_ s _iV2sing
a(Xt) = e cos(tO) 5 S5m0 sin(tO) (4.52)
. i} .
(X +nmt) = %gsien—ge_”él sin(tO). (4.53)

Il est difficile d’extraire directement une information des équations (4.52) et (4.53),
notamment de prédire la balisticité. Toutefois, nous pouvons d’ores et déja signaler
quelques cas particuliers. Le cas ¢ = © = 7 [7] (cos¢ = cos © = 0) donne

> =1, [ =0  pourt =2m
1

e = |eo]? = 5 pourt =2m+ 1, (4.54)

avec m un entier positif, c’est-a-dire qu’aprés un pulse de potentiel, la moitié du paquet
d’ondes est transférée dans le niveau 2, puis aprés deux pulses, il revient en intégralité
dans le niveau 1. Par ailleurs, pour ¢ = 0[7],© = T [7] (Jcos¢| = 1, |cos O| = \/Lﬁ), les
équations (4.52) et (4.53) deviennent

la)? =1, |ef = pourt = 4m

0
|Cl|2:O, ]02\2:1 pourt = 4m + 2
1
le1|” = |eof* = 3 pourt = 2m + 1, (4.55)
avec m un entier positif, ce qui signifie qu’il y a échange complet de population tous

les deux pulses. Pour en savoir plus sur la dynamique dans ces cas particuliers comme
dans le cas général, nous allons maintenant calculer les moyennes de (P); et (E) ;.

8Comme |cos O] < 1/v/2, /4 < |6] < 37/4.

Q1



4. RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE DANS L’ESPACE DES POSITIONS

4.2.2 Valeurs moyennes d’observables
4.2.2.1 Relation de récurrence dans le cas général

Revenons maintenant au cas de 8 quelconque. Pour calculer (P); et (E) ;, données
respectivement par les équations (A.8) et (A.13), nous cherchons d’abord 'action de
I'opérateur impulsion sur ¢g(X,t). En dérivant la relation (4.36), nous pouvons écrire

—ikcos X
V2
« (i3 2 Vs (X —wit —1)
e 8X Jé; w,

0 . :
—zk‘:a—Xwg (X,t) = Ksin Xvg(X,t) —ik

+eiieiﬁﬂa%¢ﬁ (X —w—mt— 1)) : (4.56)

Tout comme (4.56), (P); () va comporter deux termes, dont le calcul, développé dans
lannexe A.2, permet de trouver la relation de récurrence

(P)y(t) = (P)g(t—1)+ 17(/_7r dX sin X [¢s(Xt)]* . (4.57)

Cette équation est similaire a celle trouvée pour les RQS (cf. Eq (4.17)) : a chaque
pulse, I'impulsion change d'une quantité égale a la force moyenne recue par le paquet
d’ondes.

En partant de (4.56) et en utilisant le méme raisonnement que pour (P)g, nous
trouvons, pour (F) 5> la relation de récurrence

(E)alt) = (E)ale— 1)+ [ dXsin? X (X

—Tr

+ K/ dX sin X J'(X —w,t — 1), (4.58)
oll nous avons posé
J(X,t) = ﬁew”w"‘(X t)iiﬁg(X —mt) + c.c. (4.59)
) 2 1é] ) 8X )

A premiére vue, I’équation (4.58) ressemble fort a son analogue (4.22) pour les réso-
nances quantiques simples. Mais le terme de courant est en fait trés différent car il
couple de fagon cohérente les deux parties de paquet d’ondes initial. Nous entre-voyons
donc avec (4.58), que les RQOS, contrairement aux RQS, ne peuvent pas étre inter-
prétées a l'aide d’arguments classiques. Pour s’en convaincre davantage, nous allons
maintenant calculer explicitement (P)g et (E)z dans le cas § = 0.

4.2.2.2 Calcul explicite pour g =0

Pour (P)g, le calcul est direct : il suffit d’introduire (4.40) dans (4.57), tout en
supposant que le paquet d’ondes initial est fortement localisé autour de Xy. Ceci nous
permet de négliger les termes croisés entre c¢; et ¢, et nous donne

(P, (1) = (P, (t — 1) + K sin(Xo + wi) (Jer (Xo,t)* = ea(Xo — mt)[*) . (4.60)

9
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FiG. 4.7 — Comportement balistique combiné a des oscillations, observé sur l'impulsion
moyenne en fonction du temps, calculée par simulation numérique, pour Xo = 7/8
(traits pleins) et Xo = w/4 (tirets). Le paquet d’ondes initial est gaussien de largeur
1/5\/5. Les autres paramétres sont K = 10 et § = 0.

Il apparait donc clairement que les deux sous-paquets recoivent des impulsions de signe
opposé, qui dépendent de la force locale et de leur poids relatif. Notons, par exemple,
que s’ils ont la méme amplitude, i.e. [c;(Xo,t)|* = |ca(Xo — 7, 8)]> = 1/2, Pimpulsion
totale est inchangée.

En remplacant ¢;(Xo,t) et co(Xo — m,t) par leur expression (4.52) et (4.53), nous
pouvons “remonter” jusqu'a t =0 :

(P)g=o(t) = (P)p=o(t=0)+ KsinX,

sin? ¢ 1 sin [(2t + 1)0]
(m)u T+ 9) ( 6 —1)] (4.61)

Nous retrouvons bien une diffusion balistique, mais aussi une partie oscillante (cf. Fig.
4.7). La coexistence de ces deux comportements est propre aux RQOS, alors que dans
les RQS, apparait soit 'un soit 'autre. Si sin Xy # 0 et sin¢g # 0, aprés un temps
suffisamment long, le terme oscillant devient négligeable, et il reste

(P)p=o(t) >~ (P)g=o(t = 0) + Dat, (4.62)
oll D, est le taux de diffusion
.2
Dy = KsinXo (—22 ) —ap, (4.63)
1+ sin“ ¢
ot Dy est le taux pour les RQS (cf. Eq. (4.20)), et
.2

o= SO (4.64)

1+ sin“ ¢

Q32
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0.4 | | P |

F1G. 4.8 — Variation du tauz de diffusion en impulsion Dy, donné par I’équation (4.63),
en fonction de la position initiale Xo : pour k = 0,5 (traits pleins), k = 1 (tirets) et
Kk = 2 (tirets-pointillés). L’axe des ordonnées, dessiné en fins pointillés, met bien en
évidence que le tauz de diffusion est impair en Xo, et qu’il s’annule en Xy = +m/2, la
ot la force est pourtant maximale en valeur absolue.

Cette deuxiéme forme met clairement en évidence la différence fondamentale entre
RQS et RQOS. Ici, le taux de diffusion est aussi lié a la force exercée par un pulse de
potentiel, mais il est pondéré par le facteur a. Ce facteur, compris entre 0 et 1/2, refléte
les interférences entre les deux sous-paquets.

Pour illustrer ce point, I'exemple de Xy = 7/2 (¢ = 0) est trés parlant : le taux de
diffusion est nul, alors que la force appliquée est maximale. Ceci est dii au fait que tous
les deux pulses, le paquet d’ondes est entiérement transféré d’un niveau a l'autre (cf.
Eq. (4.55)), et donc re¢oit une quantité de mouvement opposée a celle reque deux pulses
plus tot. A Pinverse, si ¢ = m/2[x], le taux de diffusion est maximal et égal & D;/2. Ce
facteur 1/2 s’explique par le fait que le paquet d’ondes initial ne peut entiérement se
reconstruire qu’aprés deux pulses (cf. Eq. (4.54)).

Ces deux cas limites sont clairement visibles sur les figures 4.8 et 4.9, ol nous
voyons que Dy oscille suivant les valeurs de X, et x. Les oscillations en x (qui est
proportionnel & l'intensité des pulses K) sont remarquables : contrairement aux RQS,
augmenter lintensité des pulses n’augmente pas nécessairement l'impulsion du rotateur.
En particulier, si ¢ = kcos Xo = 0[r], il n'y a pas de diffusion.

En ce qui concerne Iénergie cinétique (F) g» les calculs, plus complexes, sont pré-
sentés dans 'annexe A.3. Ils permettent d’aboutir a I'expression

(Bao®) = (Byoglt=0)+ o sin? X,

sin¢p 1
t 1— 2t0 4.65
X{1+sin2¢ +4sin4@( cos ( ))} ( )

qui se compose également d’une partie balistique et d’une partie oscillante. Comme

4
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D, /K

Fi1c. 4.9 — Variation du tauz de diffusion en impulsion Dy, donné par I’équation (4.63),
en fonction de k : pour Xo = w/8 (traits pleins), Xo = /4 (tirets) et Xo = 7/3 (tirets-
pointillés). Le tauz de diffusion n’augmente pas forcément avec l'amplitude des pulses;
il peut méme étre nul pour certaines valeurs de K.

pour (P)g, le taux de diffusion Dy s’écrit

1
D3 = §an, (4.66)
c’est-a-dire celui obtenu pour les RQS multiplié par le facteur d’interférences /2. Ce
résultat est le méme que dans la référence [90]|, mais 1'approche pour y arriver est
complétement différente. Contrairement aux RQS, les taux de diffusion en impulsion et
en énergie cinétique ne sont pas liés par la relation

1
D5 # §Df, (4.67)

il est clair qu’un raisonnement classique, tel que celui qui a abouti a I’application (4.31)
et (4.32), n’est pas utilisable, ce qui, une fois de plus, distingue les deux types de
résonances.

4.2.2.3 Balisticité pour § # 0

Comme nous 'avons démontré ci-dessus, la balisticité s’observe avec les RQOS,
comme avec les RQS. Dans les deux cas, elle peut étre interprétée comme l'apport
d’une méme quantité de mouvement a chaque pulse. Dans les résonances simples, tout le
paquet se reconstruit au méme endroit et recoit I'impulsion K sin Xy. Dans le cas ou k =
m, le paquet d’ondes se divise en deux sous-paquets recevant une quantité de mouvement
de signe opposé : I'un + |e; (Xo,t|” K sin X et Pautre — |eo( Xy — m,t)* K sin X, ¢1 et ¢,
étant le fruit d’interférences (quantiques) complexes. Cette “compétition” entre les deux
sous-paquets diminue impulsion totale recue ; mais sauf cas particulier (cf. Eq. (4.55)),

Q5
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t (pulses)

FiGc. 4.10 — Evolution temporelle de limpulsion moyenne, déterminée par simulation
numérique pour 5 = 1/2, montrant un mouvement balistique combiné a des oscillations :
pour Xo = /8 (traits pleins) et Xo = 7/4 (tirets). Le paquet d’ondes initial est gaussien
de largeur 1/5\/5. Autre parameétre : K = 10.

I'un des deux sous-paquets recoit globalement une quantité de mouvement supérieure
a lautre, ce qui crée une balisticité moyenne, accompagnée de fluctuations.

Considérons maintenant le cas 8 = 1/2 (w = 7/2). Aprés deux pulses, le paquet
initial se reconstruit en deux parties, comme suit :

— P'une en Xy 4 2w = Xy + 7, qui regoit — |¢1(Xo,t = 2\2 K sin Xy ;

— Pautre en Xy + 2w + 7 = Xy, qui regoit + |co(Xo,t = 2|2 K sin Xy ;
puis, aprés quatre pulses :

— T'une en Xy + 4w = Xy, qui regoit + |c1(Xo,t = 4|2 K sin Xy ;

— Pune en Xy + 4w + 7 = Xo + 7, qui recoit — |ca(Xo,t = 4|2 K sin X,
et ainsi de suite. Donc, malgré “I'inversion” entre les deux sous-paquets & ¢ = 2, nous
pouvons appliquer & § = 1/2 le raisonnement fait pour 5 = 0 : en se reconstruisant
en Xy et Xy + m, le paquet d’ondes recoit en moyenne une quantité de mouvement
constante qui crée la balisticité (cf. Fig 4.10). Ceci est méme valable pour toutes les
quasi-impulsions rationnelles § = p/q, pour lesquelles le paquet d’ondes revient a sa
position initiale aprés un temps de récursion ¢, = 2mq/(pk). En apparence, cette balis-
ticité change radicalement des RQS ot les quasi-impulsions rationnelles donnent lieu &
une dynamique périodique (par exemple, 'anti-résonance) ; mais en réalité, elle appa-
rait comme la conséquence du fait que, contrairement aux RQS, les pulses successifs ne
se compensent pas exactement.

La balisticité des quasi-impulsions rationnelles peut également étre expliquée a 1’aide
du formalisme matriciel développé ci-dessus. En réécrivant 1’équation (4.51) sous la
forme générale

¢, = (M e ©X0l) + My e ©Xol)) x ¢,y (4.68)

@(Xo,t)

nous mettons en évidence deux termes : le premier en e qui apporte une impul-
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Résonances quantiques d’ordre supérieur : exemple de &k = 7
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Fig. 4.11 - Simulation numérique donnant l’énergie cinétique moyenne en fonction
de la quasi-impulsion 3 aprés 80 pulses (avec K = 10). Les pics, dont les principaus
sont indexés, correspondent aux quasi-impulsions rationnelles. De facon générale, leur
hauteur diminue a mesure que le dénominateur de B augmente. Leur forme en sinus
cardinal, observée pour les RQS (cf. Eq. (4.85)), est ici visible autour de f =0 et £1/2.
Pour s’affranchir de effet de la position initiale, nous prenons comme distribution
initiale une onde plane (cf. Eq. (4.33)).

sion proportionnelle & K sin (X, + &f3t) et les second en e *©X0t) qui en apporte une

proportionelle & — K sin (Xo + k5t). Pour 8 = 0, I'équation (4.68) s’itére facilement
c; = (M+eit®(xo’t) + M_e_itg(xo’t)) X Cp, (4.69)

car M* ne dépendent pas du temps. Nous retrouvons donc bien deux termes pour
I'impulsion, en Ktsin Xy et en —Ktsin Xy, ce qui caractérise la balisticité.

Pour toutes les quasi-impulsions non-nulles, M; dépend du temps, mais pour celles
qui sont rationnelles, M; est périodique, de période ¢,. Par exemple, pour g = 1/2,
comme t, = 4, il est possible de construire la matrice M = M;M3;M,M;, indépendante
du temps, et a laquelle nous pourrons appliquer une relation semblable a (4.69). Pour

B = p/q, en posant
M=M; xM; ;| x--xMyx My, (4.70)

nous ferons apparaitre une balisticité dont le taux de diffusion est proportionnel a 1/t,
(cf. Fig 4.11).

Dans cette section, nous avons étudié, analytiquement et numériquement, la réso-
nance quantique d’ordre supérieur £ = m. Celle-ci se caractérise par le fait que la ba-
listicité se combine avec la (quasi-)périodicité et aussi qu’elle apparait pour toutes les
quasi-impulsions rationnelles. Nous avons expliqué ce phénoméne a ’aide d’un forma-
lisme matriciel donnant le poids relatif de sous-paquets composant la fonction d’onde.
Grace a un développement analytique complet du cas § = 0, nous avons aussi mis en
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4. RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE DANS L’ESPACE DES POSITIONS

évidence le role prépondérant des interférences entre les deux sous-paquets, qui rendent
insuffisant le raisonnement basé sur la force, présenté pour les RQS. Ces interférences
induisent une réponse parfois surprenante du RPQ au forcage qui lui est appliqué :
par exemple I’énergie cinétique n’augmente pas de facon monotone avec 'amplitude
des pulses. L’objet de la section 4.3 est de déterminer les conditions expérimentales
favorables a 'observation des effets décrits dans les sections 4.1 et 4.2.

4.3 Observation des résonances quantiques dans les
conditions expérimentales

La maniére la plus directe de refroidir des atomes par laser est d’utiliser un piége
magnéto-optique (cf. Ch. 1). Ils en sortent avec une température de 'ordre du milli-
kelvin, c’est-a-dire que leur distribution en impulsion a une largeur de quelques impul-
sions de recul. Elle couvre donc toute la zone de Brillouin, contenant ainsi toutes les
quasi-impulsions. Par des techniques plus avancées, comme le refroidissement évapo-
ratif utilisé pour atteindre la condensation de Bose-Einstein ou encore la sélection de
vitesses Raman, la distribution en impulsion peut ensuite étre fortement affinée jusqu’a
une largeur de l'ordre du cinquantiéme de la zone de Brillouin. Il est donc possible
d’obtenir une distribution “plutédt large” ou une distribution “plutot fine” en impulsion,
les deux donnant lieu a une dynamique différente.

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de simulations numériques et
de calculs analytiques dans les deux situations expérimentales précédentes. Pour faire le
lien avec les sections 4.1 et 4.2, nous commencerons par considérer une distribution ini-
tiale fine en impulsion — CBE ou Raman —, qui se rapproche fortement du cas des deux
sections précédentes, ou une seule quasi-impulsion est peuplée. Ensuite, nous considé-
rerons une distribution large en impulsion — de type PMO -, en distinguant RQS et
RQOS. Qu’elle soit fine ou large, la distribution initiale est toujours symétrique en P,
ce qui fait que son impulsion moyenne reste nulle au cours du temps (cf. Eq. (A.7)), i.
e.

(P)(t) =(P)(0)=0. (4.71)

Pour avoir une information pertinente, nous calculerons donc I’énergie cinétique moyenne
(E).

Nous commencons donc, sur la figure 4.12, par prendre une distribution initiale
fine, i.e. de largeur %/25. La quasi-impulsion centrale 5 = 0 influence clairement la
dynamique, en induisant les oscillations caractéristiques de l'anti-résonance k = 2.
Ces oscillations sont cependant amorties au cours du temps, du fait de I’épaisseur
finie de la distribution en impulsion. Les autres quasi-impulsions acquiérent petit a
petit un déphasage qui produit des interférences destructives. Cet effet est comparable
a celui des collisions dans un CBE sur les oscillations de Bloch [47, 10, 42, 94]. De
fagon générale, une distribution fine présente le comportement dynamique de sa quasi-
impulsion centrale, mais seulement pendant un temps limité, inversement proportionnel
4 son épaisseur.

Dans le cas d’une distribution large, au contraire, toutes les quasi-impulsions sont
présentes avec un poids sensiblement égal. Pour calculer I’énergie cinétique moyenne
dans le cas des RQS, nous supposons que notre paquet d’ondes initial est d’incertitude
minimale, i.e. AXAP ~ £/2. Nous pouvons donc le considérer trés fin en X, et, comme
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FiG. 4.12 — Simulation numérique donnant l’énergie cinétique moyenne en fonction du
temps pour ’anti-résonance k = 2w et K = 10. La condition initiale est une distribu-
tion carrée et incohérente d’ondes planes, de largeur A = k/25 (c¢f. Fq. (2.27)). Les
oscillations de ’anti-résonance sont amorties par un sinus cardinal (soit la transformée
de Fourier de la distribution initiale), dont le premier zéro se trouve a t = 1/A.

I'indique 1’équation (A.11), faire une moyenne sur § de ’équation (4.29). En itérant
jusque t = 0, nous arrivons a la diffusion bien connue

(E) (t) =(E)(t=10)+ }lKQt (4.72)
(voir par exemple Réf. [106], Eq. (24)). Nous voyons tout d’abord que (4.72) ne com-
prend pas de terme dépendant de la position, ce qui peut s’expliquer de la facon sui-
vante®. Considérons un paquet d’ondes initial localisé autour de X,. Aprés un pulse,
les paquets correspondant aux différentes quasi-impulsions vont se reconstruire autour
de positions différentes, Xy + & (6 + 1/2). Comme k = 27/, ces différentes positions,
comprises entre X, et X+ 27/, recouvrent uniformément ¢ périodes du potentiel. Nous
retrouvons ainsi une situation analogue au rotateur pulsé classique, dont le comporte-
ment chaotique diffusif est expliqué par le fait que X devient une variable aléatoire, et
donc, qu’a chaque pulse, un ensemble de rotateurs couvrent aussi toute une période de
potentiel. Dans les deux cas, la force totale recue est nulle, mais ses valeurs non-nulles
générent de la diffusion.

L’équation (4.72) est en trés bon accord avec la simulation présentée sur la figure
4.13. Dans cette simulation, la distribution initiale est une superposition de quasi-
impulsions dont chacune a une phase aléatoire. Dans ’espace des positions, cela équivaut
a attribuer a chaque § un X différent. Compte tenu de I'indépendance de (E) par
rapport & Xy, expliquée ci-dessus, il est logique que nous retrouvions un comportement
diffusif pour I’énergie cinétique.

9Cette explication est différente de 'effet de “compétition” entre quasi-impulsions qui est habituel-
lement avancé.
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Fi1G. 4.13 — Fvolution temporelle de [’énergie cinétique moyenne pour k = 4w et K =
10. La simulation numérique, pour un mélange statistique de 400 quasi-impulsions, de

forme gaussienne (largeur en impulsion 5/v/2) est représentée avec des croiz. Elle est
a comparer avec l’équation (4.72) tracée en traits pleins.

[ELV (K2/4)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t (pulses)

Fi1G. 4.14 — Simulation numérique donnant ’énergie cinétique en fonction du temps
pour k =, avec différentes valeurs de K : en traits pleins, K = 1,17* (k = 1,17) ; en
tirets, K = 1,372 (k = 1,37 ) ; en tirets-pointillés, K = 1,572 (k = 1,57 ). Etonnamment,
[’énergie est plus faible quand 'amplitude des pulses augmente. La distribution initiale
est un mélange statistique de 2000 quasi-impulsions, de forme gaussienne de largeur en

impulsion 5/v/2.
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FiG. 4.15 — Simulation numérique donnant l’énergie cinétique en fonction de l’ampli-
tude des pulses pour k = w et a tg = 60 pulses. Comme sur la figure 4.14, nous voyons
qu’augmenter KK n’augmente pas nécessairement [’énergie cinétique. La distribution ini-
tiale est un mélange statistique de 200 quasi-impulsions, de forme gaussienne de largeur
en impulsion 5/\/§

Pour les RQOS (k = 7), comme il n’est pas possible de calculer (E) analytiquement,
nous avons totalement recours aux simulations numériques. La figure 4.14 présente ainsi
I’énergie cinétique moyenne en fonction du temps. Nous y retrouvons, comme pour les
RQS, un comportement asymptotique diffusif, ce qui veut dire que, méme si elle apparait
pour un nombre plus important de quasi-impulsions, la balisticité ne “survit” pas au
moyennage sur (3. L’autre résultat remarquable, propre aux RQOS, est que le coefficient
de diffusion asymptotique oscille en fonction de k, ce que nous voyons plus clairement
encore sur la figure 4.15. Ces oscillations, décrites analytiquement pour § = 0, persistent
donc pour toutes les quasi-impulsions'’.

Les distributions en impulsion “fines”, du type CBE ou Raman, permettent donc une
observation expérimentale, pendant un temps fini, des phénoménes qui apparaissent
pour une quasi-impulsion particuliére, en particularité 1’anti-résonance. Cependant,
étant d’extension spatiale supérieure & un puits de potentiel, ces distributions ne per-
mettent pas d’observer d’effets dépendants de la position. Pour ce qui est des distribu-
tions “larges” en impulsion, elles présentent un comportement diffusif que nous avons
expliqué de facon intuitive. En outre, dans le cas de la résonance & = =, le taux de
diffusion oscille en fonction de I'amplitude des pulses.

10Ces oscillations n’ont aucun rapport avec celles du coefficient de diffusion initiale, dans le cas de
la LD (cf. Eq. (2.31)).
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les résonances quantiques du rotateur pulsé dans
I'espace des positions. Comme 'effet Talbot optique, les résonances se caractérisent
par une reconstruction, totale ou partielle, du paquet d’ondes initial dans I’espace des
positions. Cet effet de focalisation est 'expression d’interférences constructives. Mais,
si nous observons le systéme a des instants discrets, i.e. a chaque pulse de potentiel,
cette localisation dans 'espace des positions nous permet d’interpréter la dynamique
avec des arguments classiques, en particulier le concept de force.

Deux types de résonances se distinguent. Les premiéres sont les résonances quan-
tiques simples, pour lesquelles I'analogie classique est compléte : tant leur impulsion
que leur énergie cinétique peuvent étre expliquées en terme de force transmise par les
pulses. La balisticité apparait ainsi comme l'analogue des modes accélérateurs clas-
siques. Les secondes sont les résonances quantiques d’ordre supérieur, dont nous avons
étudié 'exemple £ = 7. Dans ce cas, le paquet initial se reconstruit en deux sous-
paquets, dont la phase relative ne permet pas une analogie classique compléte. En
effet, I’évolution de 'impulsion peut étre expliquée en terme de force, mais pas celle de
I’énergie cinétique.

La description dans l’espace des positions est une approche qui permet donc de
donner une image physique claire et intuitive des résonances quantiques. C’est aussi
leur représentation la plus naturelle, car, comme il est montré dans l'annexe B, les
quasi-états de Floquet ont des propriétés remarquables, bien différentes de celles qui
permettent d’expliquer la localisation dynamique (cf. sous-section 2.2.2), notamment
leur localisation dans ’espace des positions.

99



Chapitre 5

Chaos quasi-classique dans les
condensats de Bose-Einstein

Dans les chapitres 2 & 4 de cette thése, nous nous sommes focalisés sur I’étude du
rotateur pulsé, dont nous avons vu que la version classique présente de la sensibilité
aux conditions tnitiales. Celle-ci ne se retrouve pas dans le cas quantique, car ’équation
de Schrédinger, qui régit I’évolution du systéme quantique, est linéaire en la fonction
d’onde. Cependant, la sensibilité aux conditions initiales classique laisse une signature
sur la dynamique quantique : la localisation dynamique, qui consiste en l'arrét de la
diffusion dans ’espace des impulsions. Dans le chapitre 2, nous avons observé la loca-
lisation dynamique en calculant I’évolution temporelle de la distribution en impulsion
et de I’énergie cinétique moyenne. Sur la figure 5.1, nous proposons d’illustrer I’absence
de sensibilité aux conditions initiales de la dynamique quantique, en utilisant une autre
quantité. Pour différentes valeurs du parameétre de stochasticité K, nous calculons I’évo-
lution temporelle du carré de I'impulsion'. Nous en prenons ensuite la transformée de
Fourier, dont nous retenons les fréquences dont 'amplitude est au-dessus d’un certain
seuil.

Le panneau (a) de la figure 5.1 montre le résultat d’un tel calcul pour une trajectoire
classique initialement en (X, = 0,Py = 0,187). Il comprend un petit nombre de branches
qui se croisent pour des valeurs bien précises de K. Ces branches deviennent de plus en
plus nombreuses jusqu’a former un continuum correspondant au chaos pour K =~ 0,83.
Cette disposition des branches est un illustration de la route vers le chaos décrite par le
théoréme de Kolmogorov-Arnold-Moser. Pour les “petites” valeurs de K, le mouvement
consiste en une rotation presque libre, avec de petites oscillations de fréquence 0,09
pulse ™! et ses harmoniques?. Ces fréquences évoluent en fonction de K, jusqu’a ce que
les branches se croisent en K ~ 0,37 ou en K ~ 0,61. Ces croisements sont la signature
d’ilots de résonance, ici (1: —7) et (1: —6) respectivement (cf. insert de la figure 5.1
(a)). Le rotateur reste dans la résonance (1: —6) jusque K ~ 0,78, valeur a laquelle se
produit une cascade de doublements de période® aboutissant au chaos.

La panneau (b), qui correspond au cas quantique, est fort différent. Les branches, qui
représentent les quasi-états de Floquet se recouvrant significativement avec le paquet

!Dans le cas classique, il s’agit de I’impulsion élevée au carré associée a une seule trajectoire. Dans
le cas quantique, c’est la moyenne de cette quantité qui est calculée, & partir d’'un paquet d’ondes
initial dont le maximum est la condition initiale classique.

2Cette fréquence, qui est en fait Py/27, est celle prédite par le théoréme KAM.

3Concrétement, nous voyons les résonances (1: —12) et (1 : —24) pour K ~ 0,81.
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5. CHAOS QUASI-CLASSIQUE DANS LES CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN

Maxima de TF[P2]

Maxima de TF[DPZEJ]

F1G. 5.1 — Absence de sensibilité aux conditions initiales dans le rotateur pulsé quan-
tique, observée grice aur maxima du spectre de limpulsion carrée en fonction du pa-
rameétre de stochasticité K. Le panneau (a) présente le cas d’une trajectoire classique
initialement en (Xo = 0,Py = 0,187) ; le panneau (b) celui d’un paquet d’ondes quan-
tique gaussien initialement centré autour des mémes valeurs et de largeur en impulsion
o =>5/V2 (cf Eq (2.28)). Une fréquence est retenue si son amplitude correspondante
est au moins 1/500 de 'amplitude mazimale, alors que le signal temporel est pris jusque
10000 pulses. L’insert du panneaw (a) représente la résonance (1 : —6) dans 'espace des
phases (P,X) pour K = 0,615.

d’ondes initial, y sont plus nombreuses, et elles se densifient au fur et & mesure que la
diffusion classique se met en place. Les croisement entre les branches sont aussi plus
nombreux, et ils paraissent “désordonnés”. Cependant, pour le rotateur pulsé comme
pour tous les systémes quantiques a particules indépendantes, il n’y a pas de spectre
continu, et donc pas de chaos au sens classique du terme.

La réalisation des premiers condensats de Bose-Einstein (CBE) a partir d’atomes
refroidis par laser (cf. section 1.2) a ouvert de nouvelles perspectives pour 'étude du
chaos dans les systémes quantiques. En effet, I'une des particularités des CBE est que les
interactions entre les atomes qui les composent influencent significativement les proprié-
tés du condensat. S’il est suffisamment dilué, ces interactions peuvent étre modélisées a
I’aide d’une théorie de champ moyen, auquel cas le CBE est décrit par une seule fonction
d’onde, appelée fonction d’onde “macroscopique” du condensat. La grande nouveauté
est que cette fonction d’onde évolue suivant 1’équation de Gross-Pitaesvkii (EGP) [20].
L’EGP est en fait 'équation de Schrodinger pour un atome sans interaction, a laquelle
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s’ajoute un terme non-linéaire en la fonction d’onde, qui rend compte des collisions entre
atomes. Ce terme, qui est I'analogue de l'effet Kerr optique, a permis 1'observation de
phénoménes nouveaux dans les systémes quantiques, tels que les solitons [11, 56] ou le
chaos [78, 95, 110, 81|, qui est précisément 1'objet de ce chapitre et d’une publication
de notre groupe [58].

Dans une étude précédente [95], nous avons montré que le chaos qui apparait dans
les systémes quantiques que sont les CBE est bien du chaos au sens classique : nous
I’avons donc qualifié de chaos quasi-classique. Dans cette étude, le CBE est placé dans
un potentiel optique en forme de réseau incliné (cf. sous-section 1.3.3). En le décrivant
dans la base des états de Wannier-Stark (WS), nous avons prouvé que le chaos quasi-
classique se développe selon le scénario prédit par le théoréme KAM. En tracant des
sections de Poincaré contenant les populations et les phases des différents états de WS,
nous observons bien les structures typiques d’un systéme KAM : trajectoires passantes,
ilots de résonance et zone chaotique. Cependant, conscients de la grande difficulté & me-
surer la population et la phase de chaque état de WS, nous avons cherché & caractériser
les différents régimes dynamiques, en utilisant une quantité accessible expérimentale-
ment. Ainsi, de facon analogue a la figure 5.1, en considérant le spectre de fréquences de
la position moyenne du condensat en fonction d’un paramétre de controle, nous mon-
trons, dans ce chapitre, que les différents types de trajectoire possédent une signature
clairement identifiable. Pour une trajectoire chaotique par exemple, la signature est un
spectre continu.

Dans la section 5.1, nous commencons par présenter la base de Wannier-Stark, qui
est notre cadre de travail ; nous écrivons ensuite 1’équation de Gross-Pitaesvkii dans
cette base. Dans le section 5.2, nous montrons que la dynamique de notre systéme peut
étre interprétée a l'aide du théoréme de Kolmogorov-Arnold-Moser. Cette étude est
menée dans le cas d'un condensat ne peuplant que trois états de Wannier-Stark, qui est
le nombre minimum requis pour l'observation du chaos. Puis, dans la section 5.3, nous
passons a ’aspect nouveau de ce travail : ’étude de la signature d’un scénario KAM sur
le spectre de la position moyenne. Pour confirmer la nature chaotique des trajectoires
ayant un spectre continu, nous appuyons notre travail sur le calcul de I'exposant de
Lyapunov maximal.

5.1 Reéseau incliné et base de Wannier-Stark

Un effort de recherche considérable s’est concentré sur ’é¢tude les CBE dans des
potentiels sinusoidaux, appelés réseauxr en référence au mouvement des électrons dans
un cristal parfait?. Les états propres d’un tel potentiel sont les ondes de Bloch, qui
sont, complétement délocalisées en position (cf. sous-section 2.2.3). L’intérét d’ajouter
au potentiel périodique une pente, ce qui donne un réseau tncliné, est que celle-ci brise
la symétrie de translation, permettant donc 'apparition d’états propres localisés sur
I'un des puits de potentiel, appelés états de Wannier-Stark (WS). Par ailleurs, comme
chaque puits est décalé d’une énergie I’ par rapport a ses voisins (cf. Fig. 5.2), les
niveaux d’énergie des états de WS sont disposés en échelle.

Cette discrimination spatiale des niveaux d’énergie et leur espacement régulier rend
observables les phénoménes purement cohérents tels que les oscillations de Bloch [109, 9,
8, 10, 33, 42|, qui se caractérisent par I’évolution périodique des observables quantiques

4Pour un résumé de toutes ces recherches, se reporter a la référence [72].
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V(X)

F1G. 5.2 — Représentation symbolique du potentiel en forme de réseau incliné. Les puits,
notés n, sont numérotés en fonction de leur position, et deux puits voisins sont séparés
par l'énergie F.

comme la position et 'impulsion moyennes. En unités réduites (cf. sous-section 1.3.3),
la pulsation de ces oscillations, notée wpg, est simplement donnée par

wp = F, (51)

ol F est la pente (cf. Fig. 5.2), c’est-a-dire que la période associée vaut Tg = 27/ F.
Cependant, I'existence des états de Wannier-Stark n’est pas une chose évidente a
cause de la forme divergente du réseau incliné. Les problémes posés par cette divergence
seront ainsi rappelés dans la sous-section 5.1.1, ainsi que les moyens de les contourner ;
puis, nous nous concentrerons sur les états localisés dont nous présenterons les propriétés
qui nous seront utiles ; enfin, nous écrirons les équations dynamiques de notre condensat

de la base de WS.

5.1.1 Les états de Wannier-Stark en question

Nous cherchons donc a diagonaliser ’hamiltonien (cf. sous-section 1.3.3)

e L9 v (5.2)
w2 0X? ’ '
ou V (X) est le potentiel
V(X)=—-Vycos(2rX) + FX, (5.3)

tracé sur la figure 5.2.° L’existence d’états localisés pour (5.2), décrits pour la premiére
fois par Wannier [102], a fait 'objet d’une longue controverse, retracée dans la référence

5Dans la suite de ce chapitre, tous les temps et toutes les fréquences seront exprimés en unités de
Tg et wp, respectivement.

6Par rapport & la sous-section 1.3.3, nous avons changé Vy en —Vj, pour que le fond des différents
puits de potentiel soit centré autour des valeurs entiéres de x.
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[74], et qui n’a cessé qu’apres leur observation dans des semi-conducteurs [100] et des
gaz d’atomes froids [105]. I ’origine de la controverse est le terme linéaire F'.X qui diverge
a linfini, i.e.

XlirjrtlooV(X) — +o0. (5.4)

A priori, les valeurs propres d’un tel hamiltonien forment un spectre continu, et ses
fonctions propres ne sont pas de carré sommable, et donc pas localisées.

L’une des facons de surmonter le probléme est de mettre notre potentiel dans une
“boite” dont les parois ont une hauteur infinie. Ceci est fait en ajoutant & V (X) un
terme B (X), tel que

B(X) {0 si [X| < L 55)

+00 sinon,

avec L > 1, de sorte que la boite contienne de nombreuses mailles du réseau. Dans ce
cas, nous trouvons bien des niveaux d’énergie discrets et des fonctions d’ondes localisées.
Si la boite est suffisamment large, les fonctions d’ondes localisées en son centre sont
insensibles aux variations de L, évitant ainsi les effets de bords. Pour diagonaliser
H numériquement, nous considérons un espace des positions d’extension finie, ce qui
revient a rajouter a V(X)) ce terme de boite B(X).

Cependant, pour donner un argument plus physique a I'existence des états de WS,
revenons au cas d'une extension infinie (sans boite). Comme les fonctions propres de
V(X) sont délocalisées, un paquet d’ondes initialement localisé dans un puits s’en
échappe progressivement par effet tunnel, donnant lieu a une résonance de Wannier-
Stark [36]. Si nous appelons T le taux de dépeuplement, nous pouvons considérer 1’état
initial localisé comme un état propre de H d’énergie € complexe

e=FE—l, (5.6)

ou I prend des valeurs discrétes. Si le dépeuplement de I'état localisé se fait sur une
échelle de temps (~ I'™1) beaucoup plus lente que la durée de Iexpérience, la partie
imaginaire de ¢ peut étre négligée — ce que nous ferons par la suite — et 1’état localisé
initial peut étre considéré comme un état propre de (5.2) d’énergie E.

5.1.2 Etats localisés et échelle de Wannier-Stark

Maintenant que nous acceptons I'existence des états de WS, nous allons en déduire
les propriétés de symétrie a partir de celles du potentiel V. Pour commencer plagons-
nous dans un puits de potentiel donné, d’indice n (cf. Fig. 5.2). Selon la valeur de V}
et de F, il existe un certain nombre d’états localisés dans ce puits’. Ces états peuvent
étre étiquetés a ’aide des enteirs n et [, ot n désigne le numéro du puits et [ le numéro
de I'état dans ce puits. Les énergies propres, notées E!, suivent donc la relation

E'<E}<... (5.7)

Un étiquetage identique est utilisé pour les fonctions d’ondes, notées ! (X), qui sont
localisées autour du puits®n, et orthonormées, i. e.

(@ |om) = Oki0n,m; (5.8)

"Un critére quantitatif sur le nombre d’états localisés peut étre trouvé dans la référence [94].
8Comme les états de WS sont essentiellement attachés & un puits, nous utiliserons parfois le mot
“puits” a la place du mot “état”, afin de mieux faire ressortir la physique sous-jacente.

Q7



5. CHAOS QUASI-CLASSIQUE DANS LES CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN

10501

FiG. 5.3 — Etats propres du réseau incliné calculés numériguement pour Vo = 10 et
F = 0,25. Les états (a) et (b) sont localisés dans le puits n = 0, (a) étant [’état
fondamental (I = 0) et (b) le premier état excité (I = 1); Uétat (c) est délocalisé.
Le zéro des fonctions d’ondes est décalé en fonction de leur énergie. Le potentiel est
symboliquement représenté en pointillés.

ol 9, ; est le “delta” de Kronecker. Pour le jeu de paramétres de la figure 5.3, la profon-
deur assez importante des puits de potentiel, i.e. Vj = 10, permet 'existence de deux
états localisés par puits, représentés ici pour le puits n = 0. Tous les autres états ne sont
“attachés” & aucun puits en particulier : ils sont délocalisés et forment un continuum
d’énergie.

Pour observer des effets dynamiques intéressants, qui sont basés sur le couplage
entre puits, il convient de prendre un potentiel moins profond que sur la figure 5.3. La
figure 5.4 présente ’état fondamental du puits n = 0 pour V5 = 3. La fonction d’onde
reste essentiellement localisés dans le puits n = 0, mais elle “déborde” légérement dans
les puits voisins.

Si maintenant, nous nous déplacons dans le puits numéro m, le potentiel (5.3) est
modifié d’une quantité mF, i.e.

V(X +m)=V(X)+mF (5.9)

Cette propriété de symétrie a les deux conséquences suivantes (cf. Fig. 5.5) :

1. les fonctions propres ¢! (X) sont invariantes par translation d’une période de
potentiel

Prem (X) = ¢l (X —m), (5.10)
2. les énergies propres sont déplacées d'une quantité mF

El

n+m

= E! +mF. (5.11)

[0}
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1669

FiGc. 5.4 — Etat fondamental du puits n = 0, pour Vo = 3 et ' = 0,25. La “faible”
amplitude du réseau permet que o (X) déborde dans les puits 1. Le potentiel est
représenté de facon symbolique en pointillés.

16,9

Fi1G. 5.5 — Représentation symbolique de [’échelle de Wannier-Stark pour Vo = 3 et
F =0,25. Les états fondamentauz des puits 0 et £1 sont représentés avec le zéro décalé
en fonction de leur énergie.
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Pour chaque valeur de [, nous voyons donc que les niveaux d’énergie se rangent selon
une échelle dont les barreaux sont distants de F'. Par la suite, nous considérerons que
notre condensat a une température suffisamment basse, pour que seul I’état fondamental
(I = 0) de chaque puits soit peuplé. Nous omettrons donc l'indice [ de toute notation.

5.1.3 Dynamique d’un condensat dans la base de
Wannier-Stark

Nous allons maintenant exprimer la dynamique de notre CBE dans la base de WS,
en décomposant sa fonction d’onde W (X ,t) sur les fonctions ¢, (X). Ce faisant, partant
de I'équation de Gross-Pitaevskii, qui est une équation aux dérivées partielles, nous
aboutirons a un systéme d’équations différentielles ordinaires couplées. Les propriétés
de la base de WS, présentées dans la sous-section précédente, nous permettront ensuite
de simplifier ces équations, en ne tenant compte que des interactions entre puits premiers
voisins.

Dans les unités du systéme, I’équation de Gross-Pitaevskii s’écrit (cf. Eq. (1.31))

z’%\lf()(,t) = [H+ 99" 9(X 1), (5.12)

ou H est 'hamiltonien (5.2). En décomposant ¥ (X,t) sur la base de WS, i.e.

Z Cm () o (X)), (5.13)

nous obtenons pour (5.12)

iZ%cm(wm(X) Zcm ) Hppm (X)

+ 9 Z CLCUCm PR PLPm (5.14)
k,,m

ol nous avons utilisé que les fonctions ¢y sont réelles. Dans la premiére ligne de (5.14),
nous reconnaissons 1’équation aux valeurs propres de H

Heu (X) = Bnp (X) = mPipy, (X), (5.15)

oil nous avons posé Ey = 0 dans (5.11). Aprés projection de (5.14) sur 'état ¢,,, nous
obtenons :

d mon
i (t) =nFec, (t) + gklz X ChClCm,s (5.16)

oll nous avons introduit les intégrales de recouvrement a quatre états

“+oo

foi"E/ dX o1 (X) 01 (X) pm (X) o (X)) (5.17)
—00

L’équation (5.16) se compose de deux parties : la premiére traduit I’évolution de

la phase de I’état de WS numéro n avec sa pulsation propre nF', alors que le second

est une somme qui couple les différents états de facon cohérente et non-linéaire. C’est

précisément la réunion de ces deux termes, propres aux CBE, qui fait tout l'intérét
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de ce travail. La force du couplage entre états est donnée par le paramétre g et par
I'intégrale de recouvrement XZ:‘;”, dont les propriétés vont nous permettre de simplifier
(5.16). Remarquons tout d’abord que XZ,LZH est insensible a toute permutation d’indice,
ie.

XZfl’" == X?nlz = XZZ" =..., (5.18)

ensuite qu’elle est invariante par translation d’indice

Xiqiog = Xid - (5.19)
En particulier, si 'on pose ¢ = n, I'équation (5.19) devient Xz:l?fﬁn = Xpj > e qui
signifie que nous n’avons besoin que de trois indices pour définir nos intégrales. En
posant

Xiam = Xt (5.20)
nous pouvons réécrire (5.16) :
L (t) =nFe, (t)+g Y : (5.21)
Zdtcn =nrcy gkl Xk, mC,—nCl—nCm—n .

Enfin, en tenant compte de la forme localisée des fonction ¢, (X), nous pouvons hié-
rarchiser les différents x ., (cf. Complément C-10 de la référence [94])

Ixo00] = |x001| s | X00,~1] = |Xx011], [X002| > - - (5.22)

Ainsi, comme il est montré dans la référence [95], seuls les termes en Xooo €t X041
influencent significativement la dynamique du systéme. En ne tenant compte que de
ces termes, nous aboutissons a ’équation

d
zacn (t) = nFec, + gXooo \cnIQ Cn
+ 9 (XOO—lC;_l + Xoolc;_H) Ci
+ 29 (XOO—lCn—l + X0010n+1) |Cn|2

+ g (XOOI ’Cn—1|2 Cp—1 + X00—-1 |Cn—|-1|2 Cn+1) . (523)

La premiére ligne de 1’équation (5.23) ne dépend que de 'indice n, c¢’est-a-dire qu’elle
n’induit pas de couplage entre puits voisins. Sous l'effet de ces deux termes, la popula-
tion de chaque puits reste inchangée. En revanche, la non-linéarité modifie la fréquence
d’oscillation de I’état n, qui s’écrit

wn = N+ gxooo |cn(t = 0)|2' (5.24)

Cette modification de la fréquence peut s’interpréter comme une modification des ni-
veaux d’énergie, qui est d’autant plus marquée que 1'état en question est peuplé. Les
autres termes de (5.23), en gxgo+1, qui couplent I’état n a ses premiers voisins, induisent
un échange complexe de population entre les puits premiers voisins.

Dans cette section, nous avons posé le cadre de notre travail, en modélisant la
dynamique d’'un CBE dans un réseau incliné. Pour cela, nous avons d’abord présenté
la base propre d’un réseau incliné, appelée base de Wannier-Stark, qui se caractérise
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par des fonctions d’ondes localisées dans un puits de potentiel et des niveaux d’énergie
disposés en échelle. Ensuite, en décomposant la fonction d’onde du condensat sur ces
états localisés, nous avons écrit ’équation de Gross-Pitaesvkii sous forme d’un systéme
d’équations différentielles ordinaires couplées. Le couplage entre les différents états de
WS étant non-linéaire, il va donner lieu a une dynamique trés riche et variée, que nous
allons étudier dans les sections suivantes.

5.2 Dynamique quantique et théoréme KAM

Pour comprendre la dynamique de notre systéme, nous allons commencer par trans-
former I'équation (5.23), pour l'exprimer en terme des populations et des phases de
chaque état de WS. Nous mettrons ainsi en évidence que la population et la phase
d’un état donné forment un couple de wvariables conjuguées dans le sens du forma-
lisme hamiltonien [60]. L’hamiltonien que nous écrirons a partir de ces variables étant
quasi-intégrable, nous montrerons que notre condensat suit une dynamique prédite par
le théoréme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM), et en particulier, qu’il présente du
chaos au sens classique du terme. Nous appellerons ce chaos classique observé dans un
systéme quantique le chaos quasi-classique.

5.2.1 Un systéme quasi-intégrable

Nous commengons donc par réécrire 1'équation (5.23) en faisant apparaitre la po-
pulation I, et la phase 6,, de chaque état. En introduisant la forme ¢, = /I, exp (i6,,)
dans (5.23), nous obtenons les deux équations

d — .
%In (t> = 269X\/I_n [ [n+1 (In+1 + B[n) s (9n+1 - en)
A /Tot (I + BLyr) sin (61 — en)] (5.25)
d
—0,(t) = —nF —gxl,
700 (2) nk' — gx
€gx
- F [\/Jn+1 (Lsr + 381,) cos (0y — 0)
/Ty 1 (31, + BLy) cos (01 — en)] , (5.26)
ou nous avons posé [95]
X = X000 (5.27)
¢ = X001 (5.28)
X000

qui, compte tenu de la hiérarchie (5.22) est un “petit” paramétre, i.e. € < 1, et

g=20 o g (5.29)
X00—1

(pour une justification de cette approximation, voir le Complément C-10 de la référence
[94]). 11 est intéressant de noter que ces trois parameétres, x, € et (3, ne dépendent que
de la forme des états de WS.
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Pour chaque indice n, I,, et 6,, forment un couple de variables conjuguées, c¢’est-a-dire
qu’elles satisfont les équations d’Hamilton [60]

o= (5.30)
% = —g—z, (5.31)
ot H =H (I1,0)" est 'hamiltonien
HLO) = > [nFIn + %Iﬁ + 2egy/Tnlor
;(Inﬂ + B1,) cos (Bni1 — 0n)] - (5.32)

Les variables I, et 6, forment donc un espace des phases généralisé de dimension
infinie. Chaque trajectoire de cet espace des phases est caractérisée par son énergie
H(I(t),0(t)) = E qui est une constante du mouvement.

Comme le paramétre €, donné par I’'équation (5.28), est un “petit” paramétre, H (I,0)
peut étre mis sous la forme particuliére

H(LO) = My (1) + €M, (L,O), (5.33)

ot Ho(I) = > nFI, + gxI2/2. Si e = 0 (H = Hyp), la dynamique du systéme est
particuliérement simple, puisque les équations (5.25) et (5.26) s’intégrent directement :

I,(t) = L(t=0) (5.34)
0,(t) = 0,(t =0) — wyt, (5.35)

ou la fréquence w,, donnée par I’équation (5.24), vaut, en fonction des nouvelles va-
riables,
wp = nF + gxI,(t = 0). (5.36)

Nous retrouvons bien le résultat discuté aprés I'équation (5.24). Les populations I,,,
étant constantes, sont appelés intégrales premiéres du mouvement. Comme le systéme
comporte autant d’intégrales premiéres du mouvement que de degrés de liberté, on
dit qu’il est intégrable. Les phases 0,, quant & elles, évoluent linéairement, avec les
fréquences w, (cf. Eq. (5.36)) telles que

oM,

L’évolution d’un systéme intégrable pouvant étre prédite analytiquement, sa dynamique
est totalement réguliére : elle ne présente donc pas de chaos. Si maintenant € # 0,
I’hamiltonien (5.33), qui comprend un terme proportionnel au petit paramétre e, est
I’hamiltonien d’un systéme dit quasi-intégrable : c’est précisément de cette catégorie de
systémes dont traite le théoréme KAM.

La problématique de ce théoréme est de savoir & quelle condition est valable un
développement perturbatif partant, a 'ordre 0, des solutions (5.34) et (5.35) du systéme
intégrable. La grande réussite du théoréeme KAM est qu’il fournit un critére quantitatif

9ci, I et © sont des vecteurs contenant ’ensemble des populations et des phases, respectivement.
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de convergence de la série de perturbation. Si ce critére est satisfait, les trajectoires du
systéme quasi-intégrable ressemblent fortement a celles du systéme intégrable, en étant
légérement déformées. Ce critére relie les fréquences w,,, et donc les conditions initiales,
de la facon suivante [63]

—1 %
> lw, gc(Zzg) , (5.38)

avec [, des entiers relatifs, et C' et 7 des constantes. A l'inverse, dans les régions de
'espace des phases telles que ) [,w, est proche de 0, les trajectoires se referment
autour d’un ou plusieurs points centre, formant ainsi des ilots de résonance. Enfin, a la
frontiére entre les trajectoires passantes et les ilots de résonance se trouvent les régions
chaotiques.

Tous ces points, présentés ici de facon abstraite, vont maintenant étre repris, aprés
quelques simplifications, a ’aune de la dynamique de notre condensat'®. En effet, nous
considérons dans la suite que notre CBE ne peut peupler que trois états de WS, A
priori, un tel systéme posséde un espace des phases & six dimensions : la population
et la phase de chaque état. Mais, comme la fonction d’onde du condensat est nor-
malisée, il n’y a en réalité que deux populations indépendantes. Par ailleurs, comme
c’est la différence de phase entre deux états, et non pas la phase absolue d’'un état,
qui contient I'information pertinente sur la dynamique, seules deux variables, les dif-
férences de phases entre deux puits voisins, sont indépendantes. Au total, I’espace des
phases comporte donc quatre dimensions, ce qui est suffisant pour obtenir du chaos,
qui en nécessite au moins trois. Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons donc
que notre condensat est restreint & ne peupler que trois états de Wannier-Stark. Nous
nous appuierons fortement sur le modéle a deux états, présenté dans ’annexe C.

5.2.2 Modéle a trois états

L’étude de CBE dans un petit nombre de puits de potentiel, présenté ici comme une
simplification, fait en soi 'objet de nombreuses recherches. Concernant les systémes
a deux puits, nous pouvons citer 'exemple de effet Josephson, qui est issu de la
physique des supra-conducteurs [53, 6], et qui a été prédit numériquement [89], puis
observé expérimentalement [1] avec des CBE. Les condensats placés dans un triple
puits de potentiel [38, 73, 101, 62|, ou une double puits avec un paramétre dépendant
du temps [104], ont fait ’objet de plusieurs articles théoriques. Ils montrent notamment
des différences notables entre les résultats obtenus avec un modéle de champ moyen
d’une part, et un modéle & N particules d’autre part.

A partir de maintenant, nous supposons que seuls les puits —1, 0 et +1 sont peuplés,
i.e. I, = 0 pour |n| > 1. Pour montrer que notre systéme suit bien un scénario de type
KAM, nous allons tracer des sections de Poincaré [60], en augmentant progressivement
le paramétre g, ce qui permet de distinguer facilement les différentes types de trajec-
toires. Pour que ces sections soient assez larges, nous considérons que le puits —1 est
initialement faiblement peuplé. Cela a un autre avantage : le puits —1 agit ainsi sur les
deux autres puits comme une “perturbation”, ce qui permet de comparer les résultats
du modéle a trois puits avec ceux du modéle a deux puits (cf. Annexe C).

10Le théoréme KAM peut aussi expliquer la dynamique du rotateur pulsé classique (cf. chapitre 2).
1 Cela équivaut a considérer la dynamique d'un CBE dans un triple puits de potentiel.
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0.9
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(Io — 11,00 — 01), tracées pour différentes valeurs de g : (a) g = 0,15; (b) g = 0,175 et

FiGg. 5.6 — Dynamique d’un condensal observée grice a trois sections de Poincaré
(¢c) g = 0,2. Les résonances (p: 0),

(1:—=1) et (1:—3) sont désignées par des fléches.

principale. Les autres variables fizées sont I_1 = 0,1 et 0_1 — 0y = 0, et les paramétres

Pour g = 0,175, une fine zone chaotique est clairement visible en marge de la résonance
sont Vo =5 et F =0,25.
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Fi1G. 5.7 — Idem que la figure 5.6, pour (a) g = 0,25; (b) g = 0,5 et (¢) g = 2. La
résonance (p : 0) et la zone chaotique se déplacent vers le centre de la section.

106



Dynamique quantique et théoréme KAM

Sur les figures 5.6 et 5.7, nous avons tracé six sections de Poincaré, prises dans le
plan (Iy — 1,00 — 01), et en fixant les autres variables & I_; = 0,1 et _; — 6y = 0.
Ces sections reflétent bien un scénario de type KAM. En effet, sur leur partie gauche,
nous voyons des trajectoires presque verticales : il s’agit des trajectoires du systéme
intégrable (cf. Fig. C.1 (a)) qui sont ici légérement déformeées. Elles satisfont au critére
(5.38) et sont ainsi appelées trajectoires passantes ou tores de KAM. Au fur et & mesure
que g augmente, ces trajectoires sont de moins en moins nombreuses et de plus en plus
déformées.

Hormis les trajectoires passantes, I’espace des phases compte des zones o les tra-
jectoires s’enroulent autour d’un ou plusieurs points centre, et qui sont appelées ilots de
résonance. A I'intérieur de ces ilots, les trajectoires ont une différence de phase (6y — 6;)
qui est bornée : on dit qu’elles sont en accrochage de phase. Les coordonnées du (des)
point(s) centre peuvent étre estimées a partir du théoréme KAM (cf. Eq. (5.38))

l,lw,l + lou}() -+ llwl =0. (539)

Pour tenir compte des spécificités de notre systéme quantique, nous choisissons d’éti-
queter ces résonances en utilisant plutot le couple d’indices (p : ¢) définis tels que

qu = pw_10 + qwo1 = O, (540)

oll nous avons posé
Wnntl = Wnt1 — W, (5.41)

qui sont les fréquences de Bohr entre deux états voisins!?.

Parmi toutes les résonances visibles sur les figures 5.6 et 5.7, I'ilot le plus large est
donné par les indices (p : 0). Il se distingue des autres ilots par le fait que, comme il ne
dépend pas de 1'état —1, il existe aussi dans le modéle a deux états : nous 'appelons
donc ilot de résonance principal. Il se caractérise par la quasi-dégénérescence des niveaux
d’énergie modifiés (5.36) de I'état 0 et de I'état 1 :

Wy X~ Wi, <542)

qui se traduit par la condition
F

gx
sur les populations. Pour observer cette résonance, il faut donc que le puits 0 soit
suffisamment peuplé pour compenser son défaut d’énergie par rapport au puits 1.

Sur les figures 5.6 et 5.7, nous voyons également des ilots de résonance plus petits,
qui n’apparaissent pas dans le modéle & deux états : ce sont des ilots secondaires. Par
exemple, sur la figure 5.6 (c¢), nous avons marqué d’une fléche la résonance (1: —1),
pour laquelle I’évolution temporelle des populations est tracée sur la figure 5.8. Nous
voyons que I_; et I; oscillent bien aux méme fréquences. La particularité de la résonance
(1: —1) est que sa position dans I’espace des phases ne dépend pas de g, i.e. I_; = 0,1,
In=1/3 et I; = 17/30 (soit Iy — I = —7/30 ~ —0,23).

A part les résonances secondaires, la différence fondamentale entre le modéle a trois
états et celui a deux états est ’existence, a partir de ¢ = 0,175, d’une zone ot les points
ne forment pas de trajectoires précises, ce qui est caractéristique du chaos. Comme le

I27] est inutile d’introduire w_11 dans la condition (5.40), puisque w_11 = w_19 + Wo1-
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F1G. 5.8 = Ezemple de résonance secondaire : la résonance (1 : —1) (cf. Fig. 5.6), donnée
par loscillation, a la méme fréquence, des populations des puits —1 et 1. Le paramétre g
vaut 0,15 et les condition initiales sont : 11 =0,1, [y =1/3, [ =17/30, 01 =0, =0
et 0, = .

montre la figure 5.9, les trajectoires de la zone chaotique ont une évolution temporelle
erratique et un spectre de fréquences continu. Dans le cas (a-b) (¢ = 0,175), la po-
pulation I, présente de petites oscillations irréguliéres autour de 0,8, alors que dans le
cas (c—d) (g = 0,25), I présente une succession de petites et de grandes oscillations.
Lorsque I effectue de petites oscillations autour de 0,6, la trajectoire passe a gauche
de la résonance principale dans la figure 5.7 (a). A linverse, lorsque [ effectue de
grandes oscillations, elle passe a droite de la résonance. Dans ce cas, le chaos traduit
donc “I'hésitation” du systéme entre deux “choix” différents [95].

En comparant les figures 5.6 et 5.7 & celles de 'annexe C, nous constatons que la
zone chaotique se développe la ol se trouve la séparatrice du modeéle & deux puits. En
effet, la dynamique y est tellement sensible & la moindre perturbation, que les faibles
variations de population du puits —1 suffisent a la déstabiliser. Quand g augmente, la
zone chaotique s’étend et rentre vers l'intérieur de la section de Poincaré. Pour g = 0,5,
elle est encore limitée & la partie droite de la section'?, alors que pour g = 2, elle a
largement pénétré la partie gauche de 'espace des phases, ol nous voyons par ailleurs
qu’est apparue la résonance s3 du modéle & deux états.

13La zone chaotique semble bloquée par la trajectoire verticale en Jy du modéle & deux états (cf.
Eq. (C.7)).
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F1G. 5.9 — Dynamique chaotique observée sur Iy : (a) et (c) en fonction du temps; (b)
et (d) spectre en fréquences de ly. Les courbes (a) et (b) sont tracées pour g = 0,175 et
les condition initiales I_1 = 0,1, Iy =08, I =0,1, 01 =0y =0 et 0, = 7 ; les courbes
(c) et (d) pour g =025, 1 1=0,1, I, =0,65, [; =0,25, 01 =0, =0 et 6 = .

Un condensat de Bose-Einstein placé dans un réseau incliné peut donc avoir une
dynamique chaotique, s’il occupe au moins trois puits de potentiel. Bien que le CBE
soit un systéme quantique, ce chaos n’est pas ce que 'on appelle habituellement du
chaos quantique, mais bien de la sensibilité aux conditions initiales dans un espace des
phases de type classique, ou ’évolution du CBE est représentée par une trajectoire.
Nous appelons ce chaos au sens classique dans un systéme quantique le chaos quasi-
classique. Nous avons montré que le chaos se développe selon le scénario décrit par le
théoréme de Kolmogorov-Arnold-Moser, que avons observé dans un espace des phases
généralisé, composé des population et des phases de chaque état de Wannier-Stark.
Comme il est trés difficile de mesurer expérimentalement la population et la phase de
chaque état, dans la section suivante, nous proposons une méthode qui peut étre utilisée
expérimentalement pour observer la route vers le chaos quasi-classique. Cette méthode
est basée sur une grandeur mesurable : la position moyenne du condensat.

5.3 Chaos et position moyennes d’un condensat

Sur la figure 5.1, nous avons tracé, en fonction d’un paramétre de controle, les fré-
quences caractéristiques du spectre de I'impulsion carrée pour un autre systéme KAM,
le rotateur pulsé. Nous avons établi une distinction claire entre le cas classique, marqué
par 'apparition de spectres continus typiques de la sensibilité aux conditions initiales,
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5. CHAOS QUASI-CLASSIQUE DANS LES CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN

et le cas quantique, ou nous observons un spectre discret de quasi-états de Floquet.
Dans cette section, nous réalisons une simulation analogue avec un condensat de Bose-
Einstein. Pour différentes valeurs du paramétre g et une seule condition initiale, nous
recueillerons I’évolution temporelle de la position moyenne du condensat (X),'* dont
nous prenons la transformée de Fourier. Puis, nous gardons du spectre ainsi obtenu les
fréquences dont 'amplitude est au-dessus d’un certain seuil.

Le résultat d’un tel calcul est présenté sur la figure 5.10. L’allure générale de la
courbe ressemble nettement a la figure 5.1 (a), ce qui confirme que le chaos observé
dans les CBE est bien de nature classique. Dans cette section, nous allons montrer que
tous les types de trajectoires observées dans un systéme KAM (cf. section précédente)
possédent une signature caractéristique sur la figure 5.10. Dans un premier temps, nous
verrons comment reconnaitre les trajectoires passantes et les résonances, en utilisant les
niveaux d’énergies modifiés donnés par I’équation (5.36). Puis, nous nous intéresserons
aux trajectoires chaotiques, dont nous confirmerons 'existence en utilisant ’exposant
de Lyapunov maximal [30]. En effet, cet exposant, dont la méthode de calcul est donnée
dans I'annexe D, est un outil robuste qui permet de distinguer de facon systématique
les trajectoires chaotiques des trajectoires réguliéres.

5.3.1 Fréquences de Bohr et résonances secondaires

Nous commencons par écrire (X)) dans la base de Wannier-Stark :

(X) = XonnV/ I I €08 (6, — O (5.44)

m,n

ou les X,,, = f dX X omp, sont les éléments de I'opérateur de position. Pour m # n,
Xmn est invariant par translation d’indice, i.e. X,,, = X;_no = Xy, alors que si
m=n, Xpm = X =Xog+m>~m.Sig=0, les I, sont constants et les #,, évoluent
linéairement (cf. Eqs. (5.34) et (5.35)). Pour un systéme restreint a trois puits, (X)
s’écrit

(X) (@)

Xo—I1 1+ 16

2X1\/ECOS (wpt +0_1 — 6y)

2X1/ToI; cos (wpt + 6y — 6;)

QXQ\/?lllcos (2wpt +0_1 — 61), (5.45)

+ 4+ +

avec dans ce cas I,,0, = I1,,(0),0,(0). Les fréquences de (X) sont donc wp et 2wp, ce
que 'on a bien sur la figure 5.10. Lorsque g augmente légérement, ces fréquences sont
modifiées de la facon suivante :
— d’une part, il y a une levée de dégénérescence en wp, car les fréquences wg; =
wp + gx ({1 — Iy) < wp (branche a) et w_19 = wp + gx (ly — I_1) > wp (branche
b) deviennent différentes;

— d’autre part, la fréquence 2wp est déplacée en w_11 = 2w + gx (I1 — 1) > 2wp
(branche c).

MNous choisissons de travailler avec la position plutét qu’avec I'impulsion, car, comme les états de
Wannier-Stark sont localisés, la position retranscrit plus fidélement les transferts de population entre
les différents puits du réseau.
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Maxima de TF[X[] (wg)

Fi1Gc. 5.10 — Transition vers le chaos prédite par le théoréeme KAM et observée sur
les mazima du spectre de (X) en fonction de g, pour la condition initiale I_y = 0,1,
Iy, =0,65, 1, =0,25,0_1 =6y =0 et 0 = w. Une fréquence est retenue si son amplitude
correspondante est au moins 1/100 de 'amplitude mazimale, alors que le signal temporel

{9V A4 ¥ et

est pris jusque 400 périodes de Bloch. Certaines branches sont indexées de “a” a
des fleches pointent les deux premiéres résonances secondaires (cf. texte).

Puis, d’autres fréquences qui sont les combinaisons linéaires de ces trois fréquences, ap-
paraissent progressivement : 2wg; (branche d), 3wy, (branche e) ou encore (wp; — w_1¢)
(branche f).

A Tintersection de ces différentes branches, se trouvent les résonances secondaires
(p:q) (cf. Eq. (5.40)) : ainsi (1: —2) pour g ~ 0,097 et (1: —3) autour de g ~ 0,16
(voir fleches). Cette derniére résonance est facilement observable car elle existe sur une
large gamme de g, i.e. 0,152 < g < 0,165. Elle présente un “effondrement” au niveau
de ses extrémités que on observe aussi pour la résonance (1 : —6) de la figure 5.1 (a).
Cet “effondrement” se produit lorsque nous passons sur la séparatrice de la résonance
(1:—3), au voisinage de laquelle les différentes fréquences évoluent comme la racine
carrée de g [60]. Notons que des résonances d’indices plus élevés apparaissent aussi,
telle la (2 : —7) pour g ~ 0,181. Les valeurs de g donnant lieu & une résonance peuvent
étre estimées analytiquement a partir de la condition (5.40), qui, exprimée en terme de
g = Gpq, devient

g _EX p+q
Pox T pli 4+ (g—p) Lo — gl

(5.46)

ce qui donne, sachant que y = 2,00, g1, 2 ~ 0,093, g1 —3 >~ 0,143 et g2 _7 >~ 0,160. Ces
prédictions sont moins fiables quand g augmente car les différentes branches de la figure
5.10 se courbent légérement, rendant l’estimation de la fréquence (5.36) moins bonne.

La résonance (1: —4), apparaissant pour 0,195 < ¢g < 0,201, est visible sous une
forme différente des autres. Elle se caractérise par plusieurs “bouffées” continues de
fréquences, dues au fait que seul I'un des points selle de la résonance est accessible
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FiG. 5.11 — Exposant de Lyapunov maximal en fonction de g, pour la méme condition
nitiale que la figure 5.10, montrant bien une alternance de chaos et de dynamique
réquliere. Bien que le calcul de X\ soit fait apres 100000 Tg (voir la discussion a ce
sujet, dans U'anneze D), un lissage est effectué en faisant la moyenne de trois points
voisins lorsque X > 0. L’intervalle en g est choist de sorte que le tracé soit centré autour
de la zone chaotique de la figure 5.10.

a notre condition initiale, contrairement a la (1:—3) ol nous passons par un point
centre. Ce point selle donne des trajectoires instables, formant une petite zone chao-
tique, localisée dans l'espace des phases comme en fréquence. Puis, entre g ~ 0,201
et g ~ 0.203, nous retrouvons une fenétre de stabilité correspondant a la résonance
(3: —13), avant d’arriver dans la zone chaotique “principale” autour du point instable
i du modéle a deux états (cf. annexe C). Le chaos persiste jusque g ~ 0,27, mais
il est entre-coupé de deux fenétres de stabilité : (1 : —5) pour 0,213 < g < 0,220 et
(1:=7) pour 0,256 < g < 0,261. Enfin, a droite de la zone chaotique, nous retrouvons
des branches qui se croisent, donnant lieu a des résonances caractérisées par ¢ > 0,
telle que (1 :5) pour g ~ 0,29 ou (1 : 3) autour de 0,4. Cependant, les trajectoires sont
tellement déformées par rapport au systéme intégrable (¢ = 0) que 'estimation (5.46)
n’est plus adéquate pour prédire la position de ces résonances.

5.3.2 Dynamique chaotique

La figure 5.10 nous indique donc l'existence d’une zone chaotique entre g ~ 0,195 et
0,27, au milieu de laquelle se trouvent des fenétres de stabilité. En tracant, sur la figure
5.11, 'exposant de Lyapunov maximal en fonction de g, nous retrouvons bien cette
alternance de chaos et de dynamique réguliére. Aux zones oil le spectre est continu
correspond bien un exposant de Lyapunov positif, alors qu’au niveau des fenétres de
stabilité, I’exposant est nul. La transition entre ces deux dynamiques étant subite, il
est intéressant d’estimer théoriquement la valeur de g pour laquelle apparait le chaos,
en utilisant le modéle & deux états développé dans I'annexe C. Dans un premier temps,
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F1G. 5.12 — Comparaison des valeurs chaotiques de g en fonction de la différence de
population initiale J, et pour une différence de phase : (a) 61 — 0y = 7 et (b) 6, —

7/2. La zone chaotique est la région pour laquelle 'exposant de Lyapunov mazimal,
calculé apres 10000 T, est positif. Les limites inférieure et supérieure, calculées a partir
de simulations numériques, sont tracées en pointillés et croix, et I'estimation théorique
en traits pleins et triangles.

nous ferons cette estimation pour une condition initiale telle que 6; — 6y = 7, puis telle
que 01 — 0y # 7.

Dans I'annexe C, nous montrons que le systéme a deux états posséde un point fixe
instable, noté iy, pour 6; — 6y = m. Comme le chaos se développe autour de ce point fixe
instable, le g chaotique peut étre estimé en renversant I’équation (C.5) donnant iy :

F
X (7 =3/ (D)

ST ) /1+J
F()=3B-1)VI— T2+ 1+J —ﬂ — (5.48)

ol nous avons posé¢ J = Iy — I1. L’équation (5.47) est écrite en fonction de la quantité
J, car c’est sur elle que se base la comparaison avec les simulations présentées sur la
figure 5.12. Sur le panneau (a), nous tragons g, (¢1 — 6o = 7), donné par (5.47) d’une
part, et les limites de la zone chaotique déterminées par simulations numériques d’autre
part. Ces limites sont les valeurs minimale et maximale de g pour lesquelles ’exposant
de Lyapunov maximal est positif. Bien qu’elle ne tienne pas compte de I'état —1, la

gen (0 — Op =) = (5.47)

ol
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prédiction théorique est trés bonne, ce qui confirme que le troisiéme état ne fait que
perturber les deux autres.
Le panneau (b) de la figure 5.12 présente la méme comparaison, mais pour 6; — 6y =
7 /2. Dans ce cas, g, est la valeur de g pour laquelle la condition initiale choisie (J,0; —6p)
appartient a la séparatrice issue du point fixe instable i5. Concrétement, pour une valeur
de g donnée, en utilisant le modéle a deux états, nous calculons I'énergie Fyy = H(J;2,7)
associée au point iy et 'énergie E,; = H(J,m/2) associée a la condition initiale choisie.
Nous balayons ensuite le paramétre g, jusqu’a trouver g., (7/2), la valeur pour laquelle
les deux énergies sont égales, i.e.
E.; = Ejs. (5.49)

La encore, I'estimation de g, est trés bonne, bien qu’elle ignore I'état —1.

Dans cette section, nous avons donc caractérisé le chaos quasi-classique, a tra-
vers une quantité mesurable expérimentalement, la position moyenne du condensat.
En considérant une condition initiale particuliére et en faisant varier le paramétre de
non-linéarité ¢, nous avons retrouvé les dynamiques caractéristiques d’un systéme ha-
miltonien : d’abord des trajectoires passantes, puis des résonances, puis une transition
subite vers le chaos. L’observation du chaos par notre méthode spectrale a été confir-
mée par le calcul de 'exposant de Lyapunov maximal qui est positif. Par ailleurs, en
se basant sur les propriétés du systéme a deux états de I'annexe C, nous avons estimé
avec succes la valeur de g pour laquelle apparait le chaos.

5.4 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié la dynamique d’un condensat de Bose-Einstein
dans un réseau incliné, dans la cas ou les interactions a l'intérieur du condensat sont
décrites par une théorie du champ moyen. L’équation de Gross-Pitaevskii qui découle
de cette description, du fait de sa non-linéarité, ouvre de nouvelles perspectives pour
les systémes quantiques, en particulier ’observation de la sensibilité aux conditions
initiales, que nous avons appelée chaos quasi-classique. Aprés avoir rappelé que la dy-
namique de notre systéme peut étre expliquée a 'aide du théoréme KAM, nous avons
montré que les différents types de trajectoires, passantes, résonantes et chaotiques,
laissent une signature clairement identifiable sur une quantité mesurable expérimen-
talement : la position moyenne du condensat. En augmentant progressivement le pa-
ramétre de non-linéarité et en retenant les fréquences présentes de fagon significative
dans le spectre de la position moyenne, nous avons observé que ces fréquences forment
des branches de plus en plus nombreuses, et qui finissent en un spectre continu lorsque
la dynamique est chaotique. Nous avons ainsi mis en évidence une route vers le chaos
quasi-classique. Cette route est locale dans le sens ou le détail de sa géométrie dépend
de la condition initiale considérée ; mais elle est universelle dans le sens ou elle existe
pour des systémes KAM trés différents, dont le rotateur pulsé.

Bien que notre étude s’appuie sur la physique des condensats dans les réseaux op-
tiques, nous l'avons restreinte a un condensat ne peuplant que trois puits de potentiel.
La raison de cette hypothése se trouve sur la figure 5.13, ol sont tracées en fonction du
temps les populations des puits 0 et 2. Au départ, le CBE est confiné dans trois puits de
potentiel, comme précédemment ; mais cette fois-ci, il est libre de “déborder” dans les
puits voisins [95]. Jusqu’a t = 80 T, cela ne modifie pas radicalement la dynamique;
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Fi1G. 5.13 — Variations des populations Iy (rangée du haut) et Iy (rangée du bas) en
fonction du temps : de 0 a 210 Ty (colonne de gauche) et de 790 & 1000 T (colonne
de droite). Méme s’il occupe initialement trois puits (I_; = 0,1, Iy = 0,6, I; = 0,3,
01 =60y=0 et =m)le CBE peut ensuite “déborder” dans les autres puits, ayant
ainst une dynamique plus complere. Autres paramétres : Vo =5, F' = 0,25 et g = 0,25.

puis nous observons un couplage fort entre les différents puits autour de 90 et de 125
T, ou la population du puits 2 forme une “votite” dont le maximum est a 14% de la
population totale. Cela n’est pas la seule différence avec le chaos observé sur la figure
5.9. En effet, nous voyons qu’entre 790 et 1000 périodes de Bloch, la dynamique n’est
méme pas chaotique, et qu’elle se caractérise au contraire par des oscillations réguliéres.
De fagon générale, de longues phases chaotiques alternent avec de longues phases ré-
guliéres, et sont entre-coupées de courtes périodes de couplage fort “en voiite” (cf. Fig.
5.13). Ces phénoménes dépassent le cadre du théoréme KAM présenté dans ce travail,
et entrent dans celui des systémes hamiltoniens & grand nombre de degrés de liberté
(cf. Chapitre 6 de la référence [60]), nécessitant donc une étude approfondie de ce type
de systémes. Il en va de méme pour un CBE qui peuple initialement “beaucoup” (par
exemple une dizaine) de puits de potentiel. La méthode spectrale de la section 5.3 est
difficilement applicable, car le systéme posséde un grand nombre de fréquences de Bohr.

Pour autant, il est important de préciser que la restriction a trois puits de potentiel
n’est pas expérimentalement absurde, puisqu’il est possible de limiter a quelques unités
le nombre de puits de potentiel occupés par le condensat [31]. Ce confinement permet
d’étudier plus facilement les différences entre le modéle de champ moyen et ceux a N
particules, par exemple Bose-Hubbard [51, 19]. En effet, 'équation de Gross-Pitaevskii
ne prédit pas certains phénomeénes comme l'effondrement et la renaissance (en anglais,
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“collapse and revival”) [40], et elle prédit des résultats différents des modéles a N par-
ticules, surtout au voisinage des trajectoires instables [98]. Dans un article théorique
paru récemment [104], il a été montré que, dans la région chaotique, méme en faisant la
moyenne entre plusieurs trajectoires prédites par TEGP, on ne retrouve pas les résultats
prédits par le modéle de Bose-Hubbard. Ce travail a été mené pour un double puits
avec une force modulée dans le temps, et il nous semble intéressant d’en mener un autre
dans le systéme autonome qu’est le triple puits de potentiel.
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Dans ce manuscrit, nous avons présenté un certain nombre de résultats théoriques
s’appuyant sur les expériences menées avec des atomes refroidis par laser, en particulier
au sein de notre groupe. De fagon générale, ces résultats concernent le chaos dans les
systémes quantiques, et les liens complexes entre mécaniques classique et quantique.
Une partie importante de ce travail est consacrée a I'un des systémes de référence pour
I’étude du chaos quantique : le rotateur pulsé. En régime fortement chaotique, I’énergie
cinétique du rotateur pulsé classique est diffusive, alors que dans le cas quantique, elle
finit par saurer au bout d’un certain temps, présentant le phénoméne bien connue de
localisation dynamique.

Ce phénoméne étant di a des interférences destructives, il peut étre affecté par
la décohérence, et notamment par I’émission spontanée, qui induit donc une reprise
de la diffusion en impulsion. Dans cette thése, nous proposons une méthode applicable
expérimentalement pour réduire les effets de ’émission spontanée. Cette méthode, basée
sur la spectroscopie Raman, consiste a sélectionner préférentiellement les atomes qui
n’ont pas effectué de cycle de fluorescence, pour le calcul de la distribution en impulsion
et de I’énergie cinétique moyenne. Nous menons une étude analytique compléte, validée
par des simulations numériques, donnant 1’évolution temporelle de I'énergie cinétique
d’'un tel systéme. Cette étude nous permet de proposer une gamme de parameétres
favorables pour 'observation expérimentale de la diffusion réduite. Ainsi la méthode
proposée ici sera-t-elle prochainement mise en ceuvre expérimentalement dans notre
groupe.

Du fait de sa périodicité temporelle, le rotateur pulsé présente également des phé-
nomeénes de résonance, qui se caractérisent par un comportement balistique, et qui
apparaissent dans le cas classique comme dans le cas quantique. Dans ce travail, nous
proposons une description des résonances quantiques dans ’espace des positions, qui
nous permet, malgré leur caractére purement ondulatoire, d’expliquer leur dynamique a
I’aide de concepts classiques tels que la force et la quantité de mouvement. Nous établis-
sons donc clairement un paralléle entre les résonances quantiques et leurs homologues
classiques, les modes accélérateurs. Cette interprétation intuitive des résonances, qui,
a notre connaissance, n’a jamais été formulée de la sorte, vient en complément de celle
basée sur la diffraction dans le réseau réciproque.

Le rotateur pulsé est donc un systéme incroyablement riche qui est, encore au-
jourd’hui, au centre de nombreuses recherches. Cependant, comme tous les systémes
quantiques composés de particules indépendantes, il ne présente pas de chaos. Ainsi
I'obtention des premiers condensats de Bose-Einstein, dont les atomes interagissent de
fagon significative, a-t-elle marqué un tournant dans I’étude du chaos dans les systémes
quantiques. En effet, pour la premiére fois, du chaos au sens classique a été observé dans
un systéme quantique : nous ’avons donc appelé chaos quasi-classique. Dans ce manus-
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crit, nous montrons que ce chaos apparait suivant le scénario prédit par le théoréme de
Kolmogorov-Arnold-Moser, et nous proposons une méthode, basée sur la mesure de la
position moyenne du condensat, afin d’observer expérimentalement la transition vers le
chaos quasi-classique.

Cette prédiction est basée sur la description, en terme de champ moyen, des interac-
tions entre les atomes du condensat. Comme perspective de ce travail, nous proposons
donc de comparer les résultats donnés par cette approximation de champ moyen et
ceux donnés par une description dite a N particules, par exemple le modéle de Bose-
Hubbard. En effet, comme la non-linéarité inhérente a ’approximation de champ moyen
ne se retrouvant pas dans le modéle de Bose-Hubbard, il nous semble particuliérement
intéressant d’étudier comment évolue, suivant le modéle de Bose-Hubbard, un état ini-
tial donnant une dynamique chaotique dans la théorie de champ moyen.

En tous les cas, nous espérons que ce travail, ainsi que les publications qui en dé-
coulent, constitue une avancée intéressante dans le domaine du chaos dans les systémes
quantiques, et qu’il stimulera la réflexion d’autres chercheurs, théoriciens comme expé-
rimentateurs.

118



Annexes

119






Annexe A

Calculs relatifs aux résonances
quantiques du rotateur pulsé

Cette annexe vient en complément du chapitre 4, sur les résonances quantiques du
rotateur pulsé. Elle se compose de trois sections, renvoyant chacune a des calculs précis,
menés dans le chapitre 4.

A.1 Valeurs moyennes de I'impulsion et de 1’énergie
cinétique
Le but de cette annexe est de présenter le développement qui aboutit aux formules
de I'impulsion et de ’énergie cinétique moyennes, pour une seule quasi-impulsion et
moyennées sur toutes les quasi-impulsions. Pour cela, nous commencons par écrire la
définition générale de (P) en faisant apparaitre la quasi-impulsion :

1/2 - 2
Py =k [ Y (n+5) [datr)] (A1)

~1/2

ol Jﬁ (n) = (n+ B |¥) est la distribution en impulsions. En rappelant la relation donnée
dans le chapitre sur le RP

Vs (n = 7 / dX g (X) e Y, (A.2)
nous pouvons écrire ’action de 'opérateur impulsion comme
e 1 " —i(n
(n+0)¢s(n) = \/—— (n+ )1 (X) e % dX
0 )
= dX — X A3
V2% ¥s (X 8X ‘ (A.3)

En décomposant (A.3) sous la forme d’une intégrale par partie, nous obtenons 1’équation

(n+B)vs(n) = \/—[wﬁ( ) e X"

—i(n d
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A. CALCULS RELATIFS AUX RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE

dont le premier terme de droite s’annule, étant donné que 15 (X) e=#X est 2m-périodique.
Finalement, I'impulsion moyenne s’écrit

Zk " ! _i(n / !
P) = o a3 [ axeet oy, ()

X / dXe_i("Jrﬁ)Xain/zg (X), (A.5)

-
oil nous avons aussi écrit 15 (n) dans I'espace des positions. En utilisant la relation

1

%n

e M) =N (X — X — 2kn) (A.6)
k

et en intégrant sur X’ pour faire disparaitre la fonction “delta” de Dirac, nous aboutis-

N

sons a

w 9 1/2
PY=—it [ dB | dXuh (X)) ——iy (X) = d3 (P, AT
() =it [as [ axus 00 g = [ asip), (A7)
(P)y = =i [ X0 () 0 (X). (A8)

Méme si la fonction d’onde 15(X) est définie pour X € |—oo; +o0], il suffit d’intégrer sur
une période du potentiel pour calculer (P) ;. Ceci est dit au fait que toute 'information
sur I'état du systéme est contenue dans un intervalle de X appartenant & une seule
période de potentiel.

Un tel raisonnement peut étre appliqué pour n’importe quel moment de I'impulsion,
ce qui fait que la relation (A.7) peut étre généralisée

1/2
(P = /_ a8 (P*),, (A.9)

1/2
(PR), = (i)t [ x5 () epn (). (A.10)

Dans le cas particulier £ = 2, nous obtenons que I’énergie cinétique est donnée par

1/2
(E) =/_1/2 dB (E)g (A.11)
avec E2 i 62
(B)g=—7 - dX Y (X) 5559 (X)), (A.12)
que nous écrirons
=" [ ax Bt () e (0, (A3

afin de simplifier nos calculs.
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Relations de récurrence pour k = 7

A.2 Relations de récurrence pour k£ =

Cette annexe présente les détails des calculs menés dans le cas & = 7, et permettant
d’aboutir dans la sous-section A.2.1, aux relations de récurrence sur la fonction d’onde
et, dans la sous-section A.2.2, & celles sur I'impulsion moyenne.

A.2.1 Relation de récurrence sur la fonction d’onde

Nous cherchons & écrire une relation de récurrence pour ¥g(X,t). Comme pour les
RQS, nous écrivons d’abord 'action de 'opérateur de propagation libre sur 3 (n,t — 1) :

JB (nt™) = exp (—zg (n+ 6)2> {/;g (nit —1)
= exp (—igﬁ) exp (—imn3) exp (—igﬁQ) Vg (nt—1). (A.14)

Selon la parité de n, le premier facteur de (A.14) prend des valeurs différentes :

) .
exp (—ﬂﬁ) = { poutm pait (A.15)

2 -1 pourn impair.

Lorsque l'on écrit 13(X,t7) sous forme d’une série de Fourier, il faut donc distinguer
les termes pairs et impairs, ce qui donne

e . ~ . ~
Xt7) = (eﬁf’X 2p.t7) + e CrrXy s (2p + 1t )
Ya(XtT) Nors ; b (2p87) s (2p )
X E o 2
= exp | —i—= e2P(XFB) ) (2 t—1
7= P ( 50 ) zp: ( g (2pt — 1)
—iel PO RO (9 41t — 1)) . (A.16)

A présent, en prenant la transformée de Fourier inverse de @g (2p,t — 1) et ng (2p+ 1t —1),
nous faisons dans les deux cas apparaitre une somme d’exponentielles imaginaires

Zeﬂ“ X'=k0) 25 (X — X' — kB +qn), (A.17)

et Péquation (A.16) devient

Va(Xt7) = eXp(_;m /2) / "X (Xt — 1))

x (1 . fze“X*X’*kﬂ)) ; (X=X —kB+qr).  (A.18)

Compte tenu des bornes de l'intégrale sur X', les sommes sur ¢ ne donnent des contri-
butions non nulles que pour ¢ = 0 et ¢ = 1. L’équation (A.18) est donc la superposition
d’un terme en Y3(X —kB,t—1) avec le coeflicient % et un autre en Yg(X —kB—mt—1)

avec le coefficient $¢*™. En posant 1—\/% = e*™/4 nous aboutissons  la relation (4.36).
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A. CALCULS RELATIFS AUX RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE

A.2.2 Relation de récurrence sur I’'impulsion moyenne

Partant des équations (A.8) et (4.56), nous trouvons que I'impulsion moyenne com-
prend deux termes. Le premier terme, p; se trouve facilement :

p=K / 4X sin X [1h5(X.4)[2, (A.19)
alors que le second s’écrit
ik " ik —i % —ifBm, %
o= =5 dX (e Ts (X —wit — 1)+ e "ie s (X —w— 7t — 1))
X —i%aq/;(x t 1)+’%iﬂ”a¢(x t—1)
e o Vs w, e o vs w— T,
ik [T

. )
- -5 ] (% (Xt = 1) 5598 (Xt = 1)

0
+5 (X — it —1) a—Xwg (X —mt — 1))

k " 1B, g % a
+ 5/_ﬂdX (eﬁ ¢ﬂ(x,t—1)a—X¢ﬁ(X—w,t—1)

—e Y (X —mt — 1) %zpﬁ (Xt — 1)> : (A.20)

Dans la derniére égalité, nous avons remplacé X —7 par X sans pour autant changer les
bornes de l'intégrale, ’essentiel étant qu’elles couvrent une période de potentiel. Dans
la premiére ligne de (A.20), nous reconnaissons (P); (t — 1), alors qu’en utilisant

Y (X —2m,t) = e ey (X 1), (A.21)

nous trouvons que la deuxiéme ligne disparait. Nous trouvons donc que 'impulsion
moyenne suit la relation de récurrence (4.57).

A.3 Energie cinétique moyenne pour kK =m et =10

Cette annexe présente la méthode pour calculer explicitement I'énergie cinétique du
rotateur pulsé dans le cas de la RQOS & = m pour g = 0, ¢’est-a-dire qu’il aboutit
a I'équation (4.65). Ce calcul est basé sur le formalisme matriciel développé dans la
sous-section 4.2.1, qui sera ici étendu avec l'introduction de la dérivée des fonctions
c1 et cy. La sous-section A.3.1 sera consacrée au calcul de ces dérivées, puis dans la
sous-section A.3.2, nous verrons comment les utiliser pour calculer I’énergie cinétique
moyenne (E);_.

A.3.1 Extension du formalisme matriciel

Partant de I’équation (4.58), nous cherchons a y introduire la décomposition de
YPg(X,t) sur ¢; et cp. Pour cela, nous devons décomposer la dérivée 8%¢B(X,t), ¢’est-a-
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Energie cinétique moyenne pour k =m et =0

dire dériver I’équation (4.40)

0 0 0
0
=+ a_XCQ(X7t)¢6(X — 7T,0)
0

Nous voyons donc apparaitre les dérivées aixcl(X,t) et %CQ(X,t), pour lesquelles nous
pouvons trouver une relation de récurrence en dérivant les équations (4.42) et (4.43),
ce qui donne

0 .0
a—XCl(X,t> = _Za_X¢(X7t) X Cl(X,t)
e—i¢(X,t) ) o
—in/4_ Y .
+ 7 [e aXcl(X,t 1)
+€m/4e—z}67raiX02(X + 7t — 1)} (A.23)
0 .0
a—XCz(X +mt) = 28_X¢<X’t) X co(X + 1)
eto(X,t) ) ) o
+ — ™y (Xt — 1)
[
+e_”r/4aiX02(X + 7t — 1)} , (A.24)
avec :
a—XQS(X,t) = —rsin (X +wt). (A.25)
Nous pouvons déduire de (A.22) les conditions initiales
0
axa(Xt=0) = 0 (A.26)
%CQ(X,t =0) = 0, (A.27)

ce qui implique (en utilisant un raisonnement par récurrence comme pour ¢; et ¢y) que

d d i
55 C1 et 5502 sont 2m-périodiques V.

Pour condenser nos équations, nous allons utiliser le méme formalisme matriciel que
pour calculer ¢; et ¢y. Ainsi, en posant

ci(Xt) = GiXCj(X’t) (A.28)

(7 = 1,2), pouvons-nous définir le vecteur

o= ( i S ) ’ (429

dont I’évolution temporelle est donnée par la relation de récurrence
C/t = AtCt -+ e_i%MtC/t_l, (A30)
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A. CALCULS RELATIFS AUX RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE

ol A; et M, sont des matrices 2 X 2 données par

A, = irsin (X +wt) < (1) _01 ) (A.31)
1 e jeTiPemiT
Mt - E ( Z'eid)ezﬂﬂ ei¢ ) . (A32)

Aprés avoir rappelé les conditions initiales

we (D)= () a3

nous itérons (A.30) jusque t =0 :

¢t = At + M (Aiici1 + Mg (A sci o+ ...))
= Ajci + MGA ¢y + MM, 1Ay oo+

t—1 s
= Z (H Mt—r) At—sct—s

s=0 \r=1
t_

(S (i )a (T e

Le vecteur c’; est donc le résultat de sommes et de produits de matrices. Pour le calculer
explicitement, nous devons considérer des cas particuliers, dont le plus simple est 3 = 0.

Cas particulier de 5 =0 Comme A; = A et M; = M ne dépendent pas du temps,
I'équation (A.34) se simplifie considérablement pour donner

t—1
¢:<zpmAM”>xw. (A.35)

s=0

Pour calculer explicitement ¢} (X ,t) et ¢4(X + ,t), il nous faut d’abord calculer M?, ce
qui est fait en diagonalisant M. Cette diagonalisation nous permet d’écrire M sous la
forme
eit@ 0
M:P( 4@)P*, (A.36)
0 e
otl P est la matrice de passage entre la base propre de M, notée By et la base de départ,

notée By (cf. Eq. (4.50)). Le calcul de ¢} apparait donc comme une suite d’allers-retours
entre les deux bases dont le détail est le suivant :

partant de By, passage dans By afin de calculer M*~%,

— puis retour dans By pour calculer 'action de A (qui y est diagonale),
— retour dans By pour calculer M?*,

— enfin retour dans By,

cette opération étant répétée pour différentes valeurs de s.
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Energie cinétique moyenne pour k =m et =0

Une fois tous les calculs effectués, nous arrivons au résultat

o 1 cos©
A (Xt) = iksin Xe "1 x {— C_OSB
2sin° ©

sin (t1©)

+t (cos (tO) — \/_Ssm¢ sin (t@))] (A.37)

. e 1 si

/ L —itr €7 __smgb
(X +mt) = iksinXe e [ 550

7 sin ¢ cos © 1
t|=———+ —= | sin (¢ . A.
* (2 sin? © +J§)Sln(@)} (4.38)

¢y et ¢, sont constitués de termes oscillants, dont certains sont multipliés par t. Nous
verrons dans la suite que ce sont ces termes linéaires dans le temps qui apportent la
balisticité.

t cos (1©)

A.3.2 Energie cinétique moyenne

Pour calculer I’énergie cinétique, nous partons de 'équation (4.58), dont nous allons
expliciter les différents termes, en supposant que les fonctions co, ¢, ¢, ¢} et sin X
varient beaucoup plus lentement que 15 et aiX@/)ﬁ, qui sont fortement localisées autour
de Xy. Dans cette approximation, le terme en sinus carré devient

K2 ™ o )
7 dX sin® X |77Z)[3(X,t)’
K2 T ) 2
= 5 dX sin® (Xo + wt) [1s(X,0)|
X (les(X ) + |ea( X +m,0)[)
K?
= —sin (Xo + wt) (A.39)
oul nous avons utilisé la normalisation |c;(X,)|* + |c2(X +m,t)]> = 1. Le terme de

courant, lui, s’écrit

K| dXsinXJ(X —wt—1)

EK | i
= Tem’r/ dX sin (X +w(t —1))

x (e (X) ¥ (X) + e5 (X) 5 (X — )
X (c’l(X—W)zﬂg(X—W)+01(X—W)w’ﬁ(X—7r)
+cy (X — ) g (X —2m) 4+ ¢ (X — m) ¢ (X — 2m)) + cc
= %eiﬁ”/_:dXsin(XjLw(t—l))
x (e} (X) dy (X — ) s (X))
65 (X) ¢ (X —7) [ (X — )
+€_i2W’BCT(X)CQ(X—W)%(XMD (X)
+¢5 (X) er (X —m) o (X — m) 9l (X — ) + ce. (A.40)

197



A. CALCULS RELATIFS AUX RESONANCES QUANTIQUES DU ROTATEUR PULSE

(Pour plus de clarté dans I'écriture, nous avons enlevé toutes les dépendances tempo-
relles.) En intégrant sur X, nous arrivons a

K/ dXsin XJ' (X —w,it—1)

- i?gnu5+w@—1ﬂ
x (676} (Xo) &, (Xo+ ) — €5 (Xo + 7) ¢} (Xp) + cc)
+ K sin (Xo+w (t—1))(P),y(t=0)
X (67”’86? (Xo) o (Xo+7) — 6”503 (Xo+ 7)1 (XO)) : (A41)
Pour 5 = 0, le dernier terme de (A.41) s’annule, et I’énergie cinétique s’écrit

K2
(E) g () = <Emﬂgt—1)+7;sm?xg+kanxb

X (e} (Xo) ¢y (Xo+m) — 3 (Xo+ 7)) (Xo) +cc).  (AA42)
En remplagant ci, ¢z, ¢} et ¢, nous exprimons (E),_, (t) en fonction des seules para-
meétres du probléme

(Baco®) = (Bt —1)+ 5 sin? X,

sin? ¢ 1
8 {1+sin2¢(2t_ D+ 1 +sin® ¢
x (Cos((2t —2)0)+ Z:g sin ((2t — 2) @)) } (A.43)

Nous voyons d’ores et déja apparaitre la balisticité dans le terme linéaire de 1’équation
(A.43). Elle apparait encore plus clairement aprés itération de (A.43), qui donne

<E>5:0 ) = <E>B:0 (t=0)+ KTQ sin? X, x {ﬂﬁ

14 sin? ¢
1 1 sin ((2t — 1) ©)
+4 sin? © (sin2 ) sin ©
cos ©

— g cos (20— 1) @)) } (A.44)

S1n

En développant les termes cos ((2t — 1) ©) et sin ((2¢t — 1) ©) en fonction de cos (2tO)
et sin (2t©), nous aboutissons finalement a I’équation (4.65).
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Annexe B

Résonances quantiques et quasi-états
de Floquet

Dans le chapitre 4, nous avons vu qu’étudier les résonances quantiques du rotateur
pulsé dans ’espace des positions permet d’en donner une image physique trés simple.
L’objet de cette annexe est de montrer, a I'aide les quasi-états de Floquet, que ’espace
des positions est en fait la base naturelle pour étudier les résonances quantiques. Re-
prenant les résultats présentés dans la référence [15], nous montrons que les quasi-états
de Floquet sont localisés dans 'espace des positions, et que le spectre de quasi-énergies
correspondantes posséde des propriétés remarquables, qui permettent des distinguer
d’une part la balisticité, et d’autre part les dynamiques périodique et quasi-périodique.
Si la dynamique est balistique, le spectre de quasi-énergies correspondantes forme une
bande continue et d’épaisseur non-nulle, alors que pour une dynamique périodique, le
spectre est composé d’'un nombre fini de bandes plates.

Rappelons pour commencer que les quasi-états de Floquet |p), introduits dans la
sous-section 2.2.2, sont les états propres de 'opérateur d’évolution pris sur une période

de potentiel
. K p?
U =exp (—z? COSX) exp (—z%> . (B.1)

Ils satisfont donc & ’équation aux valeurs propres

Ulp) = exp (i) |¢) , (B.2)

oll €, définie & 27 preés, est la quasi-énergie. En dehors des résonances quantiques k& #
drr /s, les états de Floquet possédent un spectre discret de quasi-énergies réparties
“pseudo-aléatoirement” sur l'intervalle [—; 7|, et une distribution en impulsion qui a
une forme double-exponentielle. Ce sont ces propriétés qui permettent d’expliquer la
localisation dynamique.

Pour étudier les quasi-états de Floquet dans le cas des résonances quantiques, nous
allons successivement considérer trois exemples typiques des différentes dynamiques
existantes :

— dans la section B.1, £ = 47 et § = 0, qui est balistique,

— dans la section B.2, £ = 27 et § = 0, I'anti-résonance, qui est périodique,

— dans la section B.3, & = 7w et # = 0, la plus simple des RQOS, qui est balistique

et périodique’.

LComme, pour les trois exemples, 3 = 0, nous ne le préciseront plus par la suite.
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B. RESONANCES QUANTIQUES ET QUASI-ETATS DE FLOQUET

Dans les trois cas, nous ferons nos calculs dans I'espace des impulsions (dont les kets
de base sont notés |n)), ou 'opérateur d’évolution s’écrit

<m U n> =(=)""" Ty (K) g2’ (B.3)

oll nous avons posé

K =

K
- (B.4)

Nous commencerons par calculer 'action de U sur un état propre |X), de valeur propre
X, de l'opérateur position X, qui s’écrit

Ux (n) = (n|X) = exp (—inX) (B.5)

dans I'espace des impulsions.

B.1 La résonance k& = 47

Pour & = 4, la partie libre de 'opérateur d’évolution vaut exp (—iEn2) = exp (—i2mn?) =

2
1, et U se réduit a
(m

L’action de U sur | X) s’écrit donc

<m ‘U‘ X> = S ()" Ta(k)e

i n> = (=)™ T (K). (B.6)

— (Z (—z’)l Jl(li)eilX> e~ imX

— G_ZRCOSX@Z)X <m> 7 (B7)

oll nous avons utilisé la propriétés des fonctions de Bessel

Z<_Z)l JI(H)GHX — 6—incosX. (B8)

l

Le résultat de (B.7) est trés clair : 'état localisé en position |X) est un état propre de
U, donc un quasi-état de Floquet, et sa quasi-énergie correspondante est

€ =rcos X. (B.9)

Comme X varie continiment de —m et 7, le spectre des quasi-énergies est continu et il
forme une bande d’épaisseur non-nulle (cf. Fig. B.1). C’est la combinaison de ces deux
propriétés qui génére la diffusion balistique.

Pour s’en convaincre, nous considérons un paquet d’ondes fortement localisé autour
de X = 7. Cet état n’excite significativement que les quasi-énergies £ pour lesquels
X =~ 7. En faisant un développement de I’équation (B.9) autour de X = 7, nous
trouvons que la quasi-énergie s’écrit

ST B0
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I’anti-résonance £ = 27

0.8 | |

04 - .

_08 ] ] ]
- -2 0 w2 m

F1G. B.1 — Spectre de quasi-énergie € représenté en fonction de X (cf. Eq. (B.9)) pour
E = 4rn et K = 10. Le spectre forme une bande continue et d’épaisseur non-nulle, qui
permet d’expliquer la diffusion en impulsion.

En laissant tomber le terme constant, nous trouvons que 'opérateur d’évolution sur une
période de potentiel s’écrit exp (—ikX?/2). Nous obtenons donc une situation analogue
a l'étalement d’un paquet d’ondes libre dans ’espace des positions, dont 'opérateur
d’évolution s’écrit exp (—iP%*t/2m) (ou t est le temps (continu) et m la masse de la
particule). Un paquet d’ondes libre s’étale car sa distribution en impulsion est continue,
et que chaque impulsion se propage a une vitesse différente. Ici, la situation est la méme,
sauf que les deux espaces (position et impulsion) sont inversés et que la diffusion n’a
lieu qu’a des instants multiples de la période de potentiel.

B.2 L’anti-résonance k = 27

Dans le cas £ = 27, le terme de propagation libre prend la valeur remarquable
exp (—imn?) = exp (—imn) = (—1)", et Popérateur d’évolution vaut

<m n> = (=)™ (=) T (K) . (B.11)

Son action sur le ket |X) s’écrit

<m X> = 3 (=)™ ()" Ten(R)e

n

— (Z (i)’ Jl(ﬁ)eilX) (—1)" e mX

l
= et X (L) x o (m), (B.12)

A

U

U

ou nous avons utilisé la propriété (B.8) pour X + w. L’opérateur d’évolution couple
donc les états | X) et | X + 7) ; nous allons donc chercher |¢) comme une superposition
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B. RESONANCES QUANTIQUES ET QUASI-ETATS DE FLOQUET

T T T
m
w 72 -
0
I I I
-7 -772 0 w2 m
X

Fi1G. B.2 — Méme chose que la figure B.1, mais pour k = 2. Le spectre de quasi-énergie
est formé de deux bandes plats en 0 et .

de ces deux états

o) =A|X)+B|X +7). (B.13)

La condition (B.2) se traduit pour A et B
Ae™® = PBeineosX (B.14)
Be™® = AetineosX, (B.15)

En multipliant ces deux équations, nous obtenons
e ¥ =1, (B.16)

ce qui laisse deux valeurs possibles pour € : ¢ = 0 et ¢ = w. Nous trouvons donc
maintenant deux conditions pour A et B :
B = A% poure =0
—B = Ae"™ =X poure =, (B.17)

ce qui donne deux distributions en impulsions :

kcos X —mm
2
kcos X —mm
2

(m @) = 2Ae713 X M3 cog < ) e”™X  poure =0

) jus

(m|p) = —2iAe™"2 X3 gin ( ) e”™mX  poure = . (B.18)

L’anti-résonance k& = 27 se caractérise donc par des quasi-états de Floquet localisés
autour de deux valeurs distantes d'une demi-période de potentiel, et surtout par deux
quasi-énergies 0 et m. Ces quasi-énergies ne dépendant pas de X, elles forment deux
bandes plates, qui ne permettent pas de diffusion en impulsion (cf. Fig. B.2). Les valeurs
trés particuliéres € = 0 et 7, correspondant aux valeurs propres +1 et —1 de U générent
une dynamique périodique de 2 pulses.
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La résonance d’ordre supérieur k = 7

B.3 La résonance d’ordre supérieur k =7

Si k = 7, la partie propagation libre prend deux valeurs selon la parité de n :

1 .
exp (—izn2> = { . pourn Palr _ (B.19)
2 —i pourn impair

Il faut donc distinguer les deux situations, i.e. n = 2¢ et n = 2¢ + 1, pour calculer
I’action de U :

(0]} = S e

q
% (_Z->m—2q—1 Jm72q71(li>67i(2q+1)X]

= D ()" g ()

q
+ (=)™ Tpyggr (r)e ™ GTEDX] (B.20)

Comme les fonctions de Bessel d’ordres pairs et impairs sont séparés, il n’est difficile de
calculer directement ces deux sommes. Pour ce faire, nous allons les exprimer comme
des coefficients de Fourier de la fonction e X

J, (H) _ (_2;) / XmemcosX/e—inX" (B21)

La premiére somme de (B.20) devient donc

D ()" g (1) e

q

_ Ze—quX (_i)mf2q

q

(_i)m72q " ! ikcos X' —i(m—2q)X’
[ e i (B.22)
™

—T

En utilisant 1’égalité
Z i20(X'=X) _
q

nous éliminons la somme sur ¢, puis I'intégrale sur X', ce qui donne

D ()" g (1) e

q

(6 (X —X)+6(X — X —)), (B.23)

DN | —

_ 62 / dX/eincosX/efimX/ ((S(X/—X)—Fé(X/—X—’]T))
— 5 (efszefmcosX + efzm(X+7r)emcosX) . (B24)

En procédant de la méme fagon pour la seconde somme de (B.20), nous aboutissons au
résultat

A 1—2 . . 1 ) )
<m ‘U‘ X> _ 5 Ze—mcosXe—sz + glemcosXe—zm(X—Hr)’ (B25)
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B. RESONANCES QUANTIQUES ET QUASI-ETATS DE FLOQUET

FiG. B.3 — Bandes de quasi-énergie pour k = 7 et différentes valeurs de K : de gauche a
droite K = 1,172 ; 1,372 et 1,572 (soit les parametres des figures 4.14 et 4.15). Comme
€ est paire en X, elle n’est représentée que sur 'intervalle [0; ).

que nous pouvons réécrire

- T . T
Z4 2

e pircos X ’X> + zeincosX ‘X + 7T> ) (B26)

V2 V2

Nous retrouvons ainsi, d’une autre facon, I’équation (4.39), et la diagonalisation de U est
similaire a celle de la matrice M. Pour une valeur de X, il y a donc deux quasi-énergies

cos (,j%)sX))

Ulx) =

€= % + arccos ( (B.27)

qui sont représentés sur la figure B.3.

Le spectre de quasi-énergies est composé de deux bandes continues et d’épaisseur
non-nulle, c¢’est-a-dire qu’il présente & la fois les caractéristiques de k& = 47 et de k& =
27. Ceci explique pourquoi la dynamique de & = 7 est a la fois balistique et (quasi-
Jpériodique. Notons que nous retrouvons les valeurs particuliéres ¢ = 0 et 7/2 (X =
+7/2) pour lesquelles la dynamique a une période de 4 pulses.

En conclusion, les propriétés des quasi-états de Floquet montrent clairement que
I’espace des positions est la base naturelle pour étudier les résonances quantiques du
rotateur pulsé. En effet, leur spectre de quasi-énergies permet de prédire la dynamique
correspondant aux différentes résonances. Ainsi la balisticité apparait-elle lorsque le
spectre est constitué d’une ou plusieurs bandes continues et d’épaisseur non-nulles,
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La résonance d’ordre supérieur k = 7

alors que la (quasi-)périodicité est liée a l’existence d’au moins deux bandes plates de
quasi-énergies. Les spectres de quasi-énergies confirment que pour les résonances d’ordre
supérieur, balisticité et dynamique (quasi-)périodique peuvent apparaitre simultané-
ment, ce qui n’est pas le cas pour les résonances simples. La forme des quasi-états de
Floquet est également remarquable, puisqu’ils sont localisés dans ’espace des positions,
ce qui confirme qu’un état initialement localisé en position se “reconstruit” aprés chaque
période du potentiel.

135






Annexe C

Dynamique d’un condensat de
Bose-Einstein dans un réseau incliné :
modéle a deux états

Cette annexe consiste en une étude compléte de la dynamique d’un condensat de
Bose-Einstein, restreint a deux états de Wannier-Stark. Elle constitue donc un complé-
ment indispensable des sections 5.2 et 5.3. Notre but ici est de distinguer les différents
types de trajectoires, pour différentes valeurs du parameétre de controle g, en laissant les
autres inchangés (Vo = 5, F' = 0,25 [95]). Pour chaque valeur de g, que nous augmen-
terons progressivement, nous déterminerons par simulation numériques les trajectoires
issues de différentes conditions initiales (.JJ(0),0(0)), puis nous observerons leur forme
dans 'espace des phases. Nous serons ainsi amenés a porter une attention particuliére
aux points fixes de (C.4) et (C.5).

Nous supposons donc que le condensat ne peuple que les états de Wannier-Stark n°0
et 1. Dans ce cas, seules les variables Iy, I1, 6y et 0; sont non nulles, méme si toutes ne
sont pas indépendantes. D’une part, la conservation du nombre de particules s’écrit

[0+[1 == 1, (Cl)
et d’autre part, comme c’est la différence de phase entre les deux états
0 =0,— 6, (C.2)

qui est pertinente, ’espace des phases ne compte que deux variables indépendantes : la
différence de population

et 6. En introduisant ces deux nouvelles variables dans (5.25) et (5.26), nous trouvons
qu’elles obéissent aux équations

dJ

- = gxV1—JT2((B+1)+ (8—1)J)siné (C.4)
g €gx

% = F gXJ TCOBQ

X 3(6—1)\/1—J2+\/%—6\/% . (C.5)
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C. DYNAMIQUE D’UN CONDENSAT DE BOSE-EINSTEIN DANS UN RESEAU INCLINE :
MODELE A DEUX ETATS

I1 est facile de démontrer que les variables J et 6 forment un couple de variables conju-
guées' de la mécanique hamiltonienne [60], et qu’elles dérivent de I'hamiltonien
1—-J

H(J8) = —5-F+2 (142 + 2

XV1—=J?2((B+1)+(B—1)J)cosb. (C.6)

Cet hamiltonien est particuliérement intéressant dans le modéle & deux états, car il
donne directement 1’équation des courbes iso-énergétiques observées sur les figures C.1
a CA.

Nous commencons par tracer le portrait de phase pour g = 0, auquel cas J (t) = J (0)
est constante et 6 (t) = 6 (0)+ F't. Dans I'espace des phases de la figure C.1 (a), cela nous
donne des trajectoires verticales. Lorsque ’on augmente g, ces trajectoires se déforment
pour devenir légérement incurvées, et leur rayon de courbure va vers l'extérieur de
I'espace des phases. Cette déformation est d’autant plus prononcée que |J| est grande.
Par contre, au centre de 'espace des phases, il existe une trajectoire, telle que

1+
Jo = 5" 0 (C.7)
qui reste verticale?. Cette trajectoire est tracée en pointillés sur les figures C.1 — C.3.

Pour g = 0,15, la déformation s’accentue; mais surtout, nous voyons que certaines
trajectoires ne couvrent plus toute la gamme des 6. Elles s’enroulent ainsi autour d’un
point fixe de coordonnées (J1,0), et forment une résonance (dont le centre est noté
s1). Ces trajectoires sont analogues aux oscillations du pendule simple, alors que les
trajectoires presque verticales sont analogue & la rotation du pendule autour de son
point d’attache. Cependant, contrairement au pendule simple, il n’y a pas, entre ces
deux types de trajectoires, de séparatrice issue d’un point fixe instable. Ici, la trajectoire
qui distingue les deux dynamiques est caractérisée par une variation brutale de sa phase?
[77]. Elle est tracée en traits plus épais sur la figure C.1 (c).

La question de l'existence d’une séparatrice fait ’'objet de la figure C.2. A g = 0,175,
un point instable est apparu en (Jo; ~ 0,7;0 = £7), duquel part une trajectoire non
verticale. Cette trajectoire passe & gauche de la résonance s; d’une part, et d’autre part
s’enroule autour d'une nouvelle résonance, notée sy. Le centre de cette petite résonance
est le point fixe de coordonnées (Jos, = 7), qui apparait en méme temps que le point
fixe instable lors d’une bifurcation nceud-col pour g ~ 0,1741 (cf. Fig C.5). Lorsque g
augmente, ces deux points s’éloignent 'un de I'autre. Le point instable, tout comme la
résonance s, se déplacent vers les petites valeurs de .J. La résonance ss, elle, est de
plus en plus “serrée” contre le bord de I'espace des phases.

Le déplacement de la résonance s; vers la gauche et celui de sy vers la droite a la
conséquence suivante sur la séparatrice. Pour la valeur critique g.o =~ 0,2069, la branche
droite de la séparatrice se met & tourner autour de la résonance s;, donnant ainsi
une situation classique, avec une résonance entourée d’une séparatrice hérétocline. La
résonance S, devient ainsi délimitée par une trajectoire a saut de phase (cf. Fig C.3). La
détermination de g., se fait de la facon suivante. A la séparatrice, est associée ’énergie

E’i2 == H (J’L'27 + 7T) . (CS)

LA proprement parler, ce sont .J/2 et 6, et non pas J et 6, qui sont les variables conjuguées.

2Rappelons que 5 ~ —1.

3Cette variation brutale de la phase se produit autour de en J = £1. A ces endroits, I’une ou
I'autre des populations est nulle, et donc la phase n’est pas définie.
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Fic. C.1 — Portraits de phases (J,0) pour différentes valeurs de g : (a) g = 0; (b)
g = 0,05 et (¢c) g =0,15. La trajectoire verticale J = Jy est tracée en pointillés. Pour
g = 0,15, la trajectoire dont la phase varie brutalement, qui tourne autour de s, est
tracée en gras. Les paramétres du potentiel sont Vo =5 et F = 0,25.
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C. DYNAMIQUE D’UN CONDENSAT DE BOSE-EINSTEIN DANS UN RESEAU INCLINE :
MODELE A DEUX ETATS

CDO}- i
- |
ni IR
\ VAL
\

° of
| LI
| i
_n! 1
-1

FiG. C.2 — Idem que la figure C.1 avec (a) g =0,17; (b) g = 0,175 et (¢) g = 0,19. Les

points So et 1y apparaissent pour g. =~ 0,1741. La séparatrice est tracée en gras.
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0,2068.

~

Fic. C.3 — Idem que la figure C.1 avec (a) g = 0,2; (b) g = 0,23 et (¢) g = 0,25. La

séparatrice commence a tourner autour de la résonance s; pour geo
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C. DYNAMIQUE D’UN CONDENSAT DE BOSE-EINSTEIN DANS UN RESEAU INCLINE :
MODELE A DEUX ETATS

T

Fig. C4 — Idem que la figure C.1 avec (a) g =0,5; (b) g =2 et (c) g =5. Les points
s3 et 133i apparaissent en g.z ~ 1,139.

La valeur critique de g est celle a partir de laquelle disparait la solution — en J —
de Iéquation H (J;2, = m) = H (J, £ 7), et apparait celle de I'équation H (J;z, = 7) =
H (J,0), et ce pour J > Jis.

Pour g > 0,25, les changements de dynamique sont beaucoup plus lents, ce qui
explique que les valeurs de g soient plus éloignées sur la figure C.4 que sur les précé-
dentes. La dynamique n’en est pas moins intéressante. Pour g = 0,5, la résonance s
n’est presque plus visible, alors que s; se rapproche du centre de ’espace des phases.
Elle semble méme “butter” sur la barriére que forme la trajectoire verticale en Jy (cf.
Eq. (C.7)), ce qui lui donne cette forme “triangulaire”. Pour g = 2, cet “écrasement” se
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Fi1G. C.5 — Coordonnées des points fizes du systéme d’équations (C.4) et (C.5), repré-
sentées en fonction de g. En haut : coordonnée J des points stables sy, so, S3 (lraits
pleins), et instable iy (tirets), tous déterminés numériquement, et & comparer avec l’es-
timation (C.11) tracée en pointillés. En bas : coordonnée 0 de i, donnée par (C.9)
(tirets) et, en pointillés, sa valeur asymptotique (cf. Eq. C.13).

renforce. Mais surtout, nous voyons qu’une nouvelle résonance est apparue autour du
point fixe s3 de coordonnées (Jg3, == ), avec Jg3 < Jy. Les résonances s et s3 sont ainsi
séparées par deux points instable zgi de coordonnées (J0,9£) avec

Jo—E

0% = + arccos (ﬁ) : (C.9)

L’apparition des points s3 et i3 se fait selon un scénario bien précis. Au fur et & mesure
que g augmente, le point iy se rapproche de la trajectoire verticale Jy. Il 'atteint pour
la valeur critique g = g.3, telle que cos 03ii = —1, et donnée par

s — F/x
S Jo+ 2ey/=P

qui vaut approximativement g.3 ~ 1,139. A ce moment, le point instable 75 se sépare
en un point stable s3 qui est toujours en § = 47 et deux autres points instables i; et
i3 qui partent dans la direction perpendiculaire.

Tous les résultats sur les points fixes sont résumés sur la figure C.5 oil sont tracés,
en fonction de g, leurs coordonnées .J et 6. Sur le panneau du haut est représentée la

(C.10)
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C. DYNAMIQUE D’UN CONDENSAT DE BOSE-EINSTEIN DANS UN RESEAU INCLINE :
MODELE A DEUX ETATS

coordonnée J des points s, So, 19 et S3, ainsi que leur estimation pour € =0 :
F
J=— (C.11)
gx

qui donne la variation qualitative de s1, i5 et s3, mais pas du tout de s,. Lorsque g — oo,
Js1 et Jg3 tendent vers une limite que 'on obtient en négligeant le terme F' de ’équation
(C.5). En résolvant numériquement avec 6 = 0 et 7 respectivement, nous trouvons pour

notre jeu de paramétres Ji, = 0,1484 et J3, = —0,1503, dont nous pouvons donner une
bonne approximation, en supposant 3 = —1, et donc Jy =0,
J13s (g — 00) >~ £2e, (C.12)

avec 2¢ qui vaut ici 0,1477. Le panneau du bas représente la coordonnée 6 de i donnée

par (C.9). Juste aprés leur apparition, 75 sont trés sensible aux variations de g, puis

quand g > F/ (xJy), ils tendent vers la valeur asymptotique

03 (g — o) = 4 arccos (26?—7) : (C.13)

qui vaut approximativement +1,864 pour les paramétres que nous avons choisis.

L’étude du modéle a deux états, qui est équivalent a un double-puits de potentiel,
nous permet d’avoir un premier apercu de la dynamique de notre condensat dans un
réseau incliné. Nous avons tracé des portraits de phases, qui ont les structures typiques
de systémes hamiltoniens : trajectoires passantes, résonances, séparatrices. Nous avons
aussi déterminé la position des points fixes stables et instables, ainsi que leur scénario
d’apparition et de disparition. Cette étude peut servir de base pour le modéle a trois
niveaux de la section 5.2, car nous y considérons que le troisiéme puits, faiblement
peuplé, agit comme une “perturbation” des deux autres puits.
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Annexe D

Calcul des exposants de Lyapunov

Cette annexe présente la méthode de calcul des exposants de Lyapunov, que nous
cherchons a déterminer, dans la section 5.3, pour un condensat de Bose-Einstein. La dé-
marche que nous avons suivie, expliquée en détail dans la référence [30], est valable pour
un calcul & partir de simulations numériques [35|. Notons toutefois que les exposants de
Lyapunov peuvent aussi étre évalués a partir de données expérimentales [85, 44]. Dans
certaines situation, il peuvent méme étre déterminés analytiquement (cf. section D.4 ou
référence [97]).

Dans notre travail, nous nous sommes essentiellement intéressés a ’exposant de
Lyapunov maximal (ELM). Nous commencons donc, dans la section D.1, par considérer
le cas particulier de 'ELM, ce qui nous permet d’introduire de facon simple, les idées
sous-jacentes aux exposants. Ensuite, la section D.2 consiste en une présentation plus
technique pour calculer plusieurs exposants de Lyapunov, avec application aux CBE
dans la section D.3. Enfin, la section D.4 aborde briévement les systémes a temps
discret, avec application au rotateur pulsé classique.

D.1 Exposant de Lyapunov maximal

Le concept d’exposant de Lyapunov est intimement lié a celui de sensibilité aux
conditions initiales. En effet, si 'on considére deux points trés proches, et appartenant
a une région chaotique de ’espace des phases, la distance d entre ces points augmente
exponentiellement au cours du temps,

d(t) ~ d(0)e, (D.1)

ol A est Pexposant de Lyapunov maximal (ELM). Cette définition, qui a le mérite d’étre
simple, doit cependant étre considérée avec prudence, car elle n’est pas valable pour
toutes les valeurs de t. En effet, aux temps “trés courts”, d est fonction de I'orientation
relative des deux points initiaux dans I'espace des phases. A l'inverse, aux temps “trés
longs”, une fois que les deux trajectoires ont exploré ’ensemble de la région stochastique,
leur distance finit par atteindre un palier. Ainsi la définition (D.1) est-elle valable, mais
dans un intervalle de temps bien précis. Cette restriction est génante si I’on veut calculer
A de fagon systématique, car elle nous oblige a examiner d(t) pour chaque trajectoire,
afin de déterminer visuellement U'intervalle ou (D.1) est valable, puis dans cet intervalle,
de “fitter” d(t). En plus de n’étre pas systématisable, cette méthode n’est donc pas trés
précise, et il nous faut ’améliorer.
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D. CALCUL DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

X' (t+dt)

F1G. D.1 — Schéma de principe pour le calcul des exposants de Lyapunov. Sur la figure,
la dynamique est chaotique : entre les instants t et t + dt, les deux trajectoires X et X'
s’éloignent, et donc la norme de 0X augmente.

L’idée est de choisir difféeremment les deux trajectoires observées. La premiére est
une ‘“vraie” trajectoire, que I'on note sous forme vectorielle X = (... ,z;_1,2;,Zj11,- - .),
ou les x; sont les variables réelles du systéme. Sa dynamique est régie par le systéme
d’équations différentielles

EX (1) =F(X1), (D.2)
avec F une fonction vectorielle de composante f; (..., x;j_1,2;,Z4+1,...;t). En revanche,
la seconde trajectoire est modifiée de telle sorte qu’aprés chaque intervalle de temps dt,
elle est “ramenée” trés prés de la premiére tout en gardant son orientation par rapport
a celle-ci. Ce n’est donc plus la distance entre deux trajectoires qui est calculée, mais
leur éloignement relatif entre deux instants successifs.

Concrétement, considérons deux trajectoires X(¢) et X'(¢), initialement proches.

Leur écart relatif (cf. Fig. D.1)

0X (t) = X' (t) — X (¢) (D.3)
est un vecteur dont les composantes
oxj = x; — 1. (D.4)
évoluent dans le temps de la facon suivante
d d d
= fi (...,x}fl,x;,xéﬂ,...;t)
- fl ( 7$j—1;xj7$j+17-";t)- (D5)

Comme les deux trajectoires sont proches, i.e. [0X| < |X'|,|X], I'équation (D.5) peut
étre réécrite
d

Eéxz (t) = e —f- (l’;»_l — xj—l)
0

+ ' —x; —fi(...,ZIZ‘_l,I‘,l"_’_h...;t)+...
(J J)axj J 707

0

8Ij_1fi (o1, T, 5 E)

0
= Z(ija—fl (...,ZEj_l,Ij,ZL’j+1,...;t> y (D6)
j i
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Spectre d’exposants de Lyapunov

ce qui, de facon plus compacte donne

d
E(SX (t) =J(X,t) x 60X (t), (D.7)
ot J est la matrice jacobienne de la fonction F, dont les éléments s’écrivent
0
Jij (X,t) = 87](1 ( . ,xj_l,xj,xjH, Ce ,t) . (DS)
J

L’équation (D.7) étant la version linéarisée de (D.2) autour de la trajectoire X,! on dit
qu’elle régit la dynamique de 'espace tangent a X.

Si X est chaotique, 0X s’aligne progressivement sur la direction de dilatation maxi-
male de I'espace tangent, et sa norme augmente de fagon exponentielle avec le temps.
L’ELM, noté A, est le taux de croissance exponentielle de cette norme, i.e.

1 [[0X ()]

A=A o)) (B-9)
la limite infinie faisant que 6X perd totalement le “souvenir” de son orientation initiale.
Ce qui fait de FELM un outil robuste et systématisable est que la définition (D.9) est
aussi valable pour une trajectoire réguliére. En effet, comme celle-ci s’éloigne linéai-
rement de ces voisines, i.e. ||6X (¢)|| ~ ||[0X (0)| + At, Iapplication directe de (D.9)
donne donc A = 0, ce qui signifie qu’il n’y a aucune sensibilité aux conditions initiales.
Cette définition de 'ELM fournit donc un trés bon critére pour distinguer trajectoires
chaotiques (A > 0) et trajectoires réguliéres (A = 0).

Comme dans ce travail, nous cherchons plus a établir cette distinction, qu’a connaitre
la valeur précise des exposants, nous n’avons utilisé que ’ELM. Il nous semble toutefois
intéressant de présenter, d'une facon que nous espérons la plus intelligible possible, la
technique pour calculer tout le spectre des exposants de Lyapunov.

D.2 Spectre d’exposants de Lyapunov

A mesure que le temps passe, le vecteur 0 X s’aligne suivant la direction de dilatation
maximale, dont le taux est donné par A. Pour calculer plusieurs exposants, 'idée est
de “monitorer” plusieurs vecteurs 60X (autant que d’exposants a calculer), pour que
chacun suive la direction correspondant a un exposant de Lyapunov particulier. Si I’on
veut calculer M exposants (avec 1 < M < N), pour rendre écriture du systéme plus
compacte, nous définissons la matrice T, de dimension N x M (N lignes et M colonnes),
qui contient les différents 0X; rangés en colonnes, c’est-a-dire dont les éléments T;;
s’écrivent

Ti; = (0X;)
avec (0X;), la i-éme coordonnée du j-éme vecteur 0X;. Il est facilement démontrable
que T obéit a la méme équation que 60X :

d

ST () =3 (X4) x T (1), (D.11)

qui est un systéme de N x M équations différentielles couplées.

(D.10)

1)

L équation (D.7) est un systéme linéaire & coefficients non constants.
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D. CALCUL DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

Cependant, si nous intégrons (D.11) telle quelle, tous les dX; vont évoluer les uns
indépendamment des autres, et vont finir par tous s’aligner sur la direction de dilatation
maximale, et donc tous donner le méme exposant, A. Pour obtenir différents exposants,
il faut donc “coupler” les différents 60X, ce qui est fait par la méthode de décomposition
QR.

Concrétement, si on appelle At; le pas d’intégration numeérique de (D.11) et Aty
I'intervalle de calcul des exposants de Lyapunov?, le schéma de calcul est le suivant :

— Entre t = 0 et t = At,y, les équations (D.2) et (D.11) sont intégrées numérique-

ment.

— A t = At,, nous obtenons donc la matrice Ty que nous décomposons en

T = Q1 X Ry, (D.12)

avec Q; une matrice orthogonale® et R; une matrice triangulaire supérieure,
chaque matrice portant une information différente. Les éléments diagonaux de
R, notés

Ali = Rl,z’ia (Dl?))

sont les tauzr de compression-dilatation?, alors que les colonnes de Q; contiennent
les directions de compression-dilatation dans ’espace des phases. La matrice Q;
sert donc de “nouvelle condition initiale” pour le calcul numérique entre Aty et
2At.

— A t = 2At,, on refait une autre décomposition Ty = Qs X Ro, et ainsi de suite.
A chaque itération k, les taux de compression-dilatation sont donc stockés dans
les variables Ay;, et ainsi les différents exposants de Lyapunov sont données par

T
ol, compte tenu de la méthode utilisée, les exposants sont rangés par ordre dé-
croissant, i.e. A\ > Ay > -+ > Ay

Il est intéressant de noter que I'exposant \; est le méme que celui défini dans I’équation

(D.9), i.e. A = A\y. D’autre part, signalons que dans le cas d’un systéme hamiltonien, la

somme des exposants est nulle, i.e. > . \; = 0.

D.3 Exposant de Lyapunov et condensat de
Bose-Einstein

Dans cette section, nous allons appliquons les techniques présentées ci-dessus au
condensats de Bose-Einstein. Nous verrons dans un premier temps comment les adap-
ter a ce systéme quantique, dont les variables dynamiques sont complexes. Puis, nous
présenterons des résultats sur le calcul des exposants de Lyapunov : d’abord 'ELM en
fonction du temps de calcul, puis le spectre des exposants.

2Ces deux intervalles ne sont pas forcément identiques et satisfont la condition Aty > At;.
3Les colonnes de Q; sont constituées de vecteurs orthonormées.
4Si Ay; > 1, il s’agit d’une dilatation ; alors que si Aj; < 1, ¢’est une compression.
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Exposant de Lyapunov et condensat de Bose-Einstein

D.3.1 Application aux condensats de Bose-Einstein

Dans un systéme quantique tel que le CBE dans la base de WS (cf. Eq. (5.23)), les
variables dynamiques sont complexes. Or comme nous l'avons déja précisé ci-dessus,
les composantes du vecteur X doivent étre réelles pour pouvoir calculer la jacobienne
J. Il nous faut “transformer” les ¢, en variables réelles. Pour ce faire, la premiére idée
serait d’utiliser leur module I, et leur phase 6,, (cf. Egs. (5.25) et (5.26)), qui sont les
variables conjuguées de notre systéme hamiltonien. Mais elles ne conviennent pas, car
0, n’est ni définie ni dérivable en I,, = 0.> Nous choisissons donc les parties réelles et
imaginaires des coefficients ¢,.® En posant

Cn (t) = an (t) +iby, (1), (D.15)

avec a,,b, € R, nous écrivons X comme X = (... ,ap,bn,0n 11,0041, - - . ), Cest-a-dire que

P {an pour z pair (D.16)

b, pouriimpair,

et F telle que

fo— {fg:%an pour ¢ pair (D.17)

fo= %bn pour ¢ impair.

Aprés calcul, nous trouvons que a,, et b, satisfont les équations

d
%an = f'r(zl = ann + gx (CL% + b72’1,> bn
gxe (bn—l + ﬁbn—i-l) (CL% + Sbi)
QQXE (an—l + ﬁan—i-l) anbn
g€ (a1 +0511) b
geB (a2 _, +b2_1) bos (D.18)

+ + + +

—b, =
dt "

—nFa, — gx (a; +b2) a,

— gxe(an_1 + Bans1) (3@2 + bi)

— 2gxé€ (b1 + Bbyi1) anby

- yg¢ (aiﬂ + bi+1) Gnt1

— gef (ai,l + bifl) (1. (D.19)

De méme que nous avons défini le vecteur X a partir de a, et b,, de méme nous
posons 0X = (...,0a,,0b,,0a,11,0b,41,...). Compte tenu de cette écriture, il existe,
pour le couple d’indices (m,n), quatre éléments de la matrice J, notés JYZ | tels que

mn?

gz = 9 4 (D.20)

mn azn n?

5Ceci est évidemment da au fait que la phase du nombre complexe nul n’est pas définie.
6Le vecteur 6X étant défini par linéarisation, il est invariant par changement de variables.
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avec (y,z) = (a,b). Ainsi les quantités da,, et db,, évoluent-elles selon les équations

d

O ; (J5% 8, + T2 5by) (D.21)
d a
T0b, = ;(J,’;m(sam+J,’;f;n§bm). (D.22)

Comme seules les interactions entre premiers voisins sont significatives, les sommes sur
m se réduisent & trois termes m = n,n = 1, et les éléments de matrice correspondants
valent

Jom = 2gxanby,

4+ 2gx€ (bp—1 + Bbny1) ay
+ 2gxe€ (@n-1 + Bani1) by (D.23)
JO = nF+ gx (a2 + 3b2)
+ 6gxe (bp_1+ Bbai1) by
+ 2gx€ (ap-1 + Bani1) an (D.24)
sz‘l = —nF —gx (3@% + bi)
— 6gxe (an-1 + Bans1) an
— 2gx€ (b1 + Bbny1) by (D.25
Ton = —Jom (D.26)
Jn“j‘;l_l = 2gxeapb,
+ 2gxefan—1bn (D.27)
Jﬁf’n,l = gxe (ai + Bbi)
+ gxeB (ai—1 + bi—1) (D.28)
Jf;?n_l = —gxe(3al +1))
gxeB (a2 +b%_,) (D.29)
Tonr = —Jis (D.30)
o1 = 2gxeBanb,
+ 29X€an11bn41 (D.31)
Job 1 = —gxeB (ap + 3b2)
- 9gXe€ (aiﬂ + bi+1) (D.32)
T = —gxeB (3a} + )
— gxe (ai-i-l + bi+1) (D.33)
Tpnir = =T (D.34)

En plus de 'équation (D.2), nous intégrons donc aussi (D.5). pour ensuite calculer les
exposants de Lyapunov, a partir de la définition (D.14). A présent, nous allons présenter
les résultats de ces calculs.
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FiG. D.2 — Variation de la quantité \*, donnée par l’équation (D.35) en fonction du
temps pour g = 0,25, Iy = 0,1, Iy = 0,65, I, = 0,25, 01 = 0y = 0. La panneau (a)
montre une dynamique chaotique pour une trajectoire partant de 01 = 7 (traits pleins)
et pour quatre trajectoires disposées en carré dont un coin est en 0 = 7 et dont les
cotés mesurent A (Ip — I;) = 1/500 et A (6p — 6,) = 7©/500. Le panneau (b) montre
une trajectoire régquliére partant de 01 = 0, dont le tracé en échelle logarithmique met
clairement en évidence la dépendance asymptotique en 1/t.

D.3.2 Exposant de Lyapunov a temps fini

Lorsque nous réalisons une simulation numeérique, nous ne pouvons évidemment pas
aller jusqu’a un temps infini; en toute rigueur, nous ne pouvons donc pas appliquer
la définition (D.14). Pour avoir un résultat pertinent sur les exposants de Lyapunov,
nous devons toutefois pousser le calcul jusqu’a un temps suffisamment long pour que le
vecteur 0X se soit aligné sur la direction d’expansion maximale de ’espace des phases.
Le but de ce paragraphe est de trouver le meilleur instant auquel évaluer les exposants
de Lyapunov : il faut que cet instant soit assez long pour que le résultat ne fluctue plus
“beaucoup”, mais pas trop long pour limiter le temps de calcul numérique.

Concrétement, nous calculons la quantité

Aﬂﬂzim%g%%7 (D.35)
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0.2 | | | | | |
X
0.1 -
H/‘\
© o X X X X .
<
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-0.2 ] ] ] ] ] ]
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Fi1G. D.3 — Spectre des exposants de Lyapunov \; représenté en fonction de leur indice
i. Deuz exposants sont clairement non-nuls : \y = —\g ~ 0,172 TB_I, et tous les autres
sont proches de £1073 ~ 0. Les parametres de la simulation sont Vo = 5, F = 0,25
et g = 0,25, les conditions initiales I_1 = 0,1, Iy = 0,65, I, = 0,25, 0 1 =6y = 0 et
0, = w. Les exposants sont calculés aprés 100000 périodes de Bloch.

qui a comme limite’

Hm A (¢) = . (D.36)

t——+o00

Le résultat d’un tel calcul est présenté sur la figure D.2. Pour une dynamique chao-
tique, la fonction A\*(¢) tend bien vers un palier (~ 0,25T5"), mais aprés beaucoup de
fluctuations. Aprés 60000 périodes de Bloch, celles-ci se réduisent fortement, et les deux
courbes, calculés pour une trajectoire d’une part et en faisant la moyenne sur quatre
trajectoires initialement trés proches d’autre part, sont trés proches. Le panneau (b),
correspondant & une dynamique réguliére, est radicalement différent, puisque A*(¢) tend
vers 0 comme 1/t, comme le montre le tracé en échelle logarithmique.

En résumé, si nous souhaitons avoir une valeur précise des exposants de Lyapunov,
il faut les calculer aprés un temps trés long, de lordre de 10° Tz, afin de réduire le
plus possible les fluctuations. En revanche, si 'on souhaite simplement déterminer si
une trajectoire donnée est réguliére ou chaotique, il n’est pas nécessaire d’aller aussi
loin, et un calcul jusque 10* T’z est suffisant. Dans le paragraphe suivant, nous mettons
ces conclusions en applications, afin de calculer le spectre complet des exposants de
Lyapunov.

D.3.3 Spectre d’exposants

Comme notre CBE peuple trois états de Wannier-Stark, il compte six variables
dynamiques et six exposants de Lyapunov, qui sont tracés sur la figure D.3. Deux

"Dans la littérature, la quantité \*(¢) est connue sous le nom d’exposant de Lyapunov local (voir
par exemple la référence [29]).
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Systéme & temps discret

valeurs sont non-nulles et opposées 'une de 'autre, ce qui caractéristique de systémes
hamiltoniens. Les quatre autres valeurs sont proches de 0. Pour deux d’entre elles, cela
s’explique par le fait qu’il n’y ait pas six mais quatre variables indépendantes dans le
systéme (deux populations et deux différences de phase).

D.4 Systéme a temps discret

Pour terminer, disons quelques mots des systémes a temps discret, qui se caracté-
risent par une évolution dynamique sous la forme d’une application. Si 'on appelle X,
le vecteur composé des variables dynamiques du systéme apreés la n-éme itération, X,, 1
est donnée par

X1 = (Xp5t), (D.37)

ou f est une application vectorielle de composantes f; (...,z;,...;t). Comme dans le
cas continu, nous pouvons définir I'écart 6X,, entre la trajectoire X,, et ses voisines, qui
suit I'application

X1 =J (X t) x 60X, (D.38)
avec j la jacobienne de la fonction f, dont les éléments s’écrivent
, 0

Nous pouvons aussi définir la matrice T,, qui suit la méme évolution. Nous retrouvons
donc la méme situation que dans la section D.2.

Application au rotateur pulsé classique. Dans le cas du rotateur pulsé, les va-
riables dynamiques sont l'angle X et le moment cinétique P, dont I’évolution f est
donnée par 'application standard

Xn+1 o Xn _ Xn + Pn
< Pun ) _f< P, ) - ( Po+ Ksin X, ) (D-40)

et la jacobienne par

. 1 1
§(XnoFn) = ( 1 1+ Kcos(X,+ P,) ) ' (D-41)

La simplicité du rotateur pulsé permet de calculer les taux de dilatation A, et de
compression A_, qui sont les valeurs propres de j (X,,,P,),® solutions de

A~ (2+ Kcos X)) A+1=0. (D.42)

Le systéme étant conservatif, ces valeurs sont inverses 'une de 'autre, i.e. A;A_ =1,
et le taux exponentiel de dilatation sur une itération A} s’écrit

exp (+A]) +exp (=A%) = |2 + K cos X7 . (D.43)

8Ce sont aussi ces valeurs propres que ’on calcule pour déterminer la stabilité des points fixes (cf.
sous-section 2.1.2).
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FiG. D.4 — Ezposant de Lyapunov mazimal du rotateur pulsé classique tracé en fonc-
tion de K. Pour K 25 (stochasticité a grande échelle), l’accord entre les simulations
numériques, effectuée sur 100 trajectoires et représentées avec des tirets, et [’estimation
analytique (D.44), représentée en trails pleins, est trés bon.

Pour estimer analytiquement l'exposant de Lyapunov maximal A, nous considé-
rons que la dynamique du rotateur est fortement chaotique (K > 1). Nous pouvons
ainsi considérer que sur la grande majorité de l'espace des phases, K cos X; > 2 et
exp (+A*) > exp (—A*). Enfin si la variable X est supposée purement aléatoire, donc
prenant toutes les valeurs entre —7 et m avec la méme probabilité, nous arrivons a
I'exposant de Lyapunov maximal [15]

1 f7 K
A= (A]) = —/ dX In|K cos X| =1In —, (D.44)
2 J_. 2
ol nous avons utilisé la relation f:/rjz duln (cosu) = —mIn2. (Notons que Ay = —\y.)

Nous voyons sur la figure D.4, que malgré les hypostases restrictives émises pour aboutir
a Péquation (D.4), celle-ci s’avére une bonne approximation dés K = 5.
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Annexe E

Publications

Cette annexe contient les deux articles, publiés a ce jour, relatifs a ces travaux de
thése. Le premier article reprend les résultats du chapitre 4, sur les résonances quantiqus
du rotateur pulsé. Le second reprend ceux du chapitre 5, sur le chaos quasi-classique
dans les condensats de Bose-Einstein.
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We present an approach of the kicked-rotor quantum resonances in position space, based on its analogy with
the optical Talbot effect. This leads to a very simple picture of the physical mechanism underlying the
dynamics and to analytical expressions for relevant physical quantities. The ballistic behavior, which is closely
associated with quantum resonances, is analyzed and shown to emerge from a coherent adding of successive
kicks thanks to a periodic reconstruction of the spatial wave packet.
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I. INTRODUCTION

The kicked rotor has played a central role in studies of
classical and “quantum chaos” (which is defined as the quan-
tum behavior of a system whose classical counterpart is cha-
otic). A kicked rotor (KR) is formed by a particle orbiting a
fixed circular orbit to which an instantaneous force (a kick) is
applied periodically. In 1995, Raizen and co-workers [1] es-
tablished this system as a privileged ground for studies of
quantum chaos by realizing experimentally a kicked rotor in
the quantum regime with laser-cooled atoms placed in a
kicked (i.e., rapidly turned on and off) laser standing wave.

Despite its apparent simplicity, the quantum kicked rotor
(QKR) has very remarkable dynamical properties. One of the
most studied is the so-called “dynamical localization:” in
contrast to the classical case, the ergodic diffusion does not
last forever in the quantum case. After a characteristic “lo-
calization time,” the diffusion is stopped by destructive
quantum interferences [1-4]. Another feature of the QKR
that has been the object of a recent burst of activity is the
existence of quantum resonances (QRs), whose most dra-
matic manifestation is the appearance of a ballistic motion.

The experimental realization of the QKR has triggered in
the last decade an impressive number of studies involving
dynamical localization [5-11], quantum transport [12-15],
ratchets [16—-19], chaos-assisted tunneling [20,21], and clas-
sical and quantum resonances [22-27]. Quantum resonances
have been used in studies of fundamental aspects of quantum
chaos such as quantum stabilization [28] or measurements of
the gravitation [29]. “High-order” quantum resonances were
also observed recently [30-32] both with laser-cooled atoms
and a Bose-Einstein condensate.

In the present work, we show that quantum resonances
have a very simple and intuitive interpretation in position
space, as opposed to the more common momentum space
representation (see Ref. [33], and references therein). QRs in
position space have been previously considered by Izrailev
and Shepelyansky [3,34]. Here, we extend their approach
and build a simple physical picture that enlightens the under-
lying physics and allows the calculation of quantities of ex-
perimental relevance, such as average momentum or the ki-
netic energy.

II. PHYSICAL ORIGIN OF QUANTUM RESONANCES

The atom-optics realization of a (quantum) kicked rotor
consists of laser-cooled atoms placed in a far-detuned stand-
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ing wave. The standing wave is pulsed periodically, being on
for a time interval so short that the motion of the atoms can
be neglected. In such conditions, the pulse can be considered
as a o function, and the atoms feel the light intensity as a
kick related to a mechanical potential affecting their
center-of mass motion [35-37]. The standing wave sinu-
soidal modulation of intensity generates a spatial potential in
sin(2k;x), where k; =2/\; is the wave number of the radia-
tion. We shall use a normalized coordinate X=2k;x which
plays in fact the role of a cyclic variable: the spatial period-
icity of the potential implies that the physics is invariant
under translations by a multiple of A\;/2. We can thus use
either a “linear” (“unfolded”) representation of the KR, or a
“cyclic” or “folded” representation using the angular variable
0=X[mod 2] [38].

Choosing units such that the mass of the particle is M
=1 and the time period of the forcing is 7=1, the Hamil-
tonian of the KR is

N-1
P2
H:?+KcosXE St—n), (1)
n=0

where P is the momentum (scaled by a factor M/2k;T), X
the position in the periodic potential, K (usually called “sto-
chasticity parameter”) the intensity of the kicks, and n a dis-
crete time corresponding to the nth kick (n is an integer in
normalized units). Labeling X,, P, the position and momen-
tum immediately after the rth kick, and integrating the clas-
sical Hamilton equations of motion corresponding to Eq. (1)
produces the so-called Chirikov’s “standard map” [39]:

X=X +P, Py =P +KsinX,,. (2)

For small K the dynamics is mostly regular, except for lim-
ited zones of the phase space. As K approaches a critical
value K.=0.9716, small separated chaotic regions appear. At
the critical value K., chaotic regions connect to each other,
leading to a diffusive behavior in momentum space. The cha-
otic region grows with K and for K=5 the classical dynam-
ics tends to be ergodic in the phase space (for a more com-
plete discussion of dynamical issues, see Ref. [40]). The
average Kinetic energy then increases linearly with time (or
kick number ): (P*)=D,_t, where D, is a diffusion coefficient
that can be explicitly calculated [41]; to a first approximation
D, ~K?*/2.

©2008 The American Physical Society
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If we set K=2m and consider a particle with initial con-
ditions X,=m/2 and P,=0, iteration of Egs. (2) shows that
P,=2t: The momentum increases linearly with time; hence
the kinetic energy P?/2 increases quadratically, which is a
signature of a ballistic dynamics, called a (classical) reso-
nance. The origin of the ballisticity is easily seen: for this
particular value of K and of the initial conditions, the particle
is always kicked at the same position (modulus 27), that is
sin X,=sin[27(?—t)+ w/2]=1, so that it receives a constant
amount K of linear momentum per kick. The classical reso-
nance has been experimentally observed in the atom-optics
realization of the KR [22]. There are also classical antireso-
nances: For the above initial conditions and K=3/2, suc-
cessive kicks have opposite directions, and the momentum
jumps endlessly between two values P;=0 and P, =3m/2.

In order to study the quantum case, let us consider the
one-period evolution operator, or Floquet operator

. K P’
U=e"H/k=exp<—i—cos X)exp(—i—), (3)
k 2k

where k=4%k;T/M is the normalized Planck’s constant re-
sulting from the definition of normalized variables satisfying
the commutation relation [X,P]=ik. Because of the
o-function time dependence, this operator factorizes in the
product of a kick operator by a free evolution operator.

The kick operator is periodic in space, so its eigenstates
have a Bloch wave (BW) structure. If one starts with an
initial state of well-defined momentum |P), only states of
the form |Py+mk) (m integer) will appear in the dynamics.
We can write any arbitrary momentum P in the form P

=(m+PB)k with BE[-1/2,1/2). This introduces the quasi-

momentum %8 which is thus a constant of motion. The par-
ticle wave function $AX)=(X| ) can be written as

P(X) = % ’ ™ k) dk, (4)

|
NLTJ —

where k=P/%, that is,

T _ +172
X)) =—— B 2 pm)e X = f dBp(X).
27m) i = -12
&)
The quasimomentum component #(X) is defined by
X .
‘ﬁ,g(X) =T E lﬂg(n)elmx, (6)
\'27Tm=_oc

where the function Emetjfﬁ(m)eimX is 27 periodic.

Let us take, for simplicity, an initial state of quasimomen-
tum B=0 and apply to it the free evolution exp(—ikP?/2);
one obtains at time t=1" (that is, just before the first kick):
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FIG. 1. Free evolution of a localized wave packet (8=0) be-
tween two kicks for =47 (note that the packet is shown in the
interval X &€ [—m, ], but it reproduces itself periodically outside
this range). (a) An initial wave packet centered at X=7/2, (b) wave
packet at r=0.115, showing complete delocalization, (c) wave
packet at t=0.25, showing two replicas of the initial shape, (d)
“reconstructed” wave packet at r=17, identical to the initial one.
The vertical scale is the same for all the panels.

2
ho(X,t=17)= ,L—E zzo(m,t = O)exp<— ikm—>exp(imX).
N2 2
(7)
Setting in the above expression k=4, for example, the ar-
gument of the exponential phase factor in Eq. (7) is seen to
be an integer multiple of 27r. Hence, the free evolution over
a period leaves the wavepacket invariant. Figure 1 shows a
B=0 wave function which is initially spatially localized in
one potential well [42] and which evolves freely with time.
The wave function becomes completely delocalized but it
“focalizes” back to its initial shape just before the next kick
is applied. This is analogous to the optical Talbot effect: a
monochromatic beam diffracted by a grating also reforms
after a certain propagation length [43]. Quantum resonance is
thus the atom-optics analog of the optical Talbot effect
[31,44].
As the kick operator in Eq. (3) is diagonal in position
representation, it simply adds a position-dependent phase to
the wave function

Po(X,1=1) =exp(= ik cos X) p(X,1=0), (8)

where k=K/%. As the wave packet has always the same
shape when the kick is applied, it acquires the same phase
from each kick, and the effect of the kicks adds coherently.
Quantum resonance can thus be simply view as a construc-
tive interference effect.

The above discussion evidences an analogy of the physi-
cal pictures underlying the quantum and the classical reso-
nances: In both cases, for particular values of the parameters,
the dynamics is such that the particle (the wave packet in the
quantum case) is always kicked at the same position so that
the kick effect adds to produce a linear increase of the mo-
mentum. However, the quantum and the classical resonances
have a very different nature, and this analogy does not imply
that the detailed dynamics in the same. In the classical case
the effect is related to the intensity of the kicks K whereas in

the quantum case it depends on the value of % [45].
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III. ANALYSIS OF “SIMPLE” QUANTUM RESONANCES

Quantum resonances obeying the condition k=27l (with [
a positive integer) are named “simple” quantum resonances
(SQRs). In this case, the shape of BW remains invariant
under the free propagation over a period, the kicking period
is then a multiple of the half-Talbot time (defined in classical
optics), which is the condition for the optical (integer) Talbot
effect [43,46,47].

A. Time evolution
Let us consider, at some (integer) time (r—1) a state
(X, t—1) corresponding to the general form of Eq. (6), and
apply to it the free-evolution operator with k=21l:
2

. )wﬁ(x,r—l)

Pp(X,17) = exp(— iz_k

= expl( iml S, Gglmi— 1)
N2 m

Xexp(— iwlmz)exp(— 2 ,n.lmlB)ei(m+B)X.

As Im? and Im have the same parity, the first exponential
factor under the sum is equal to exp(—iwlm); it can thus be

combined with the second term, yielding exp[—im&(B
+1/2)]:

1 %82 ~
Yp(X.17) = ,——exp(— lﬁ)E Wg(m,t—1)
27 2/

Xexp(— imkﬁ’)ei(””ﬁ)x
with B8’ =B+1/2. Or, using Eq. (6)

- kB(B+1) )

YKt >=exp(zT X~k =1).  (9)
Applying now the kick operator produces a recurrence rela-
tion linking the wave packets at times ¢ and (r—1):

(X, 1) = 7 X exp(i@) pe(X —%B',1-1).

(10)
Thus, |#X,t)|*=|¥HX-v,t-1)|*=|#(X~-vt,0)|>. The square

modulus of the wave function remains invariant immediately
before each kick, except for a drift with a rate per kick [48]

v=k(,8+%>. (11)
Iterating Eq. (10) down to t=0 gives
(X, 1) = exp[— ik®(X,1) Jihp(X — v1,0) (12)

with an accumulated phase [49]

-1

D(X,1) = D, cos(X — sv). (13)
5=0

A remarkable property is obtained if
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v=2a2 (14)
q

with p,q integers, i.e., B=p/(q[0F1/2. The phase defined in
Eq. (13) takes the values ®(X,r=¢)=0 if g# 1 and P(X,¢
=q)=cos X if g=1. Consider first the case g+ 1. After a
recurrence time f,=¢q the wave function is:

Yp(X.1,) = Yp(X = 2mp,0) = e Pyp(X,0),  (15)

i.e., the particle comes back to its initial state after 7, kicks,
leading to a periodic evolution. The physical origin of this
periodicity can be easily seen, e.g., if v=7 (p=1, ¢=2, ¢,
=2): From Egs. (12) and (13), the BW evolution over two
successive kicks is

Pp(X,2) = e S Xiho(X — a1, 1) = ¢hg(X = 27,0).  (16)

Hence, the phase added by the kicks simply cancels after two
kicks. This behavior is called “antiresonance,” leading to a
periodic evolution.
If g=1, v=2mp, the evolution is given by
Pe(X,1,= 1) = e Xiy(X = 271p,0)
— e—i2wpﬁe—i;< cos X¢B(X’ 0) )
The wave packet thus recovers its initial shape at each kick
and the wave function interacts with the potential in the same
position, leading to a linear increase of the average momen-
tum, or ballistic behavior. This is the quantum resonance.

Note again analogy of this physical picture with that pre-
sented in Sec. II for the classical resonance.

B. Quantum averages

Let us now focus on the time evolution of average values.
From Eq. (10) we can easily obtain a recurrence relation for
the position average over the BW

X)) = (Pp)|X[ghp(0)) = (X)(1 = 1) +v. (17)

The recurrence relation for the average momentum is

(P)g(t) =(P)glr—1) +KJW dX sin X|ipg(X —v,1 = 1)[?

=(P)g(t—1) +1<r dX sin(X +v1)| (X, 1= 0)]*.

(18)

This expression can be iterated down to =0, leading to

t

(P)4(1) = (P)4(0) + K( > J dX sin(X + nv)| ¢B(X,0)|2)

n=1
sin(rv/2)

=(P)4(0) + K inw2)

le<ei(r+l)u/2J dXeiX|¢'B(X,O)|2). (19)

-

If v=2m, the modulus of the momentum increases linearly
with the (stroboscopic) time 7, i.e.,
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(P)(t) =(P)p(0) + Dyt (20)

with the slope
D, =Kf dx sin )c|c,//l;(x,0)|2 (21)

which appears as the force averaged over the initial spatial
distribution.

For v=m{mod 27], however, destructive interference
occurs. This can be seen from Eq. (19): (P)4(t)=(P)40)
(t even) or (P)4(1)=(P)5(0)—D, (t odd). In the general case
(v # 27[mod 27]), the momentum is frozen.

Quantum resonance effects can also be analyzed through
the temporal evolution of the average kinetic energy. Using
Eq. (12), one obtains

T t 2
(E)g(t) =(E)4(t=0) + K?zf dX(E sin(X + nv))

n=1

X|hg(X, 1 = 0)|2+KF dx(E sin(X+nv)>

n=1
XJ(X,1=0), (22)

where we introduced the current

t
J(X,1) = ig[zpﬁ(x, DoxgX.1) —c.c.]. (23)

The quantum resonance case v=27]mod 27| then leads to
an average kinetic energy increasing quadratically with time:

(E)glt) =(E) 4t =0) + %Kztz f ! dX sin® X| (X, =0)|?

=T

+ th dX sin XJ(Xx,t=0). (24)

The ballistic growth is seen to be proportional to the quan-
tum average of K? sin” X.

C. Map

The dynamics of position and momentum averages at
“stroboscopic” times ¢ can be described by a map. We as-
sume that the initial BW is sharply localized around its mean
position (X)4(r=0)=X,. Noting P,=(P)4(t) and X,=(X)4(t)
we get from Eq. (18) [taking 7 _dX|yp(X,1=0)[*=1]:

P,=P,_ | +K sinX,, (25a)

X, =X, +v. (25b)

Unlike the standard map [Eq. (2)], Eq. (25b) does not depend
on P, but only on v. Thus, after ¢ kicks
XI=X0+UI, P,=Pt_1+KSin(X0+vt). (26)

Iterating this equation produces
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|y 12
‘3

FIG. 2. Wave packet plotted at different integer times, for %
=41 and an irrational quasimomentum (Bz% ~0.063). (a) Initial
wave packet (|¢/g]?) centered at X=0, (b) 1=1, (c) =2, (d) r=5. The
shape of the potential is represented in dotted lines. The wave
packet interacts with the potential at different positions, and the
average effect tends to zero.

t

P,=Py+ K>, sin(X, + nv). (27)

n=1
Ballisticity is found if v=27(mod 27):
P,=Py+tK sinXy=Py+ Dyt (28)
with
D, =K sin X,,. (29)

The quantum resonance condition thus depends on the quan-
tum parameters % and B (through v), but the kick intensity K
and the initial position X, determine only the growth rate of
the average momentum.

Other kinds of behavior can be found. Generally, rational
quasimomentum values B=p/q produces periodic motion
(antiresonance) with period t,=¢ due to kick compensation
effect discussed above. In Sec. III A we showed, e.g., that if
%=2 and B=0 (v=), the motion is periodic with a recur-
sion time f,=2. For irrational quasimomenta, the wave
packet is kicked at different positions and does not display
resonant behaviors (Fig. 2).

IV. THE %= HIGH-ORDER RESONANCE

“High-order” quantum resonances are the quantum-
mechanical analogs of the fractional optical Talbot effect
[50]. In this case, after a free propagation the initial packet
does not reconstruct in an identical packet, but forms two or
more replicas of the original one. The action of the kick on
these subpackets generates different quantum phases produc-
ing quantum interference effects. This makes high-order
quantum resonances fundamentally different from, and more
complex than, simple ones.

High-order quantum resonances (HQRs) correspond to a
dimensionless Planck’s constant of the form k=4r/s, with r
and s>2 integers. A reasoning similar to that leading to Eq.
(10) shows that after the free propagation the initial packet
refocalizes to s uniformly spaced subpackets if s is odd, and
s/2 subpackets if s is even. We shall consider here only the
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simplest case k=. The method introduced below can in
principle be generalized to more complicated cases, but the
resulting algebra is cumbersome.

Using Eq. (6) and applying the free-evolution operator

with k= produces

1 7132 -
YpX,r) = —hexp(— tmf )2 Jslnt—1)
27 277

jn?

2

)exp(— imnB)expli(n + B)X].
(30)

Xexp(—

We show in Appendix A that the above expression can be
written as

—ikp(X,1) )
WYX +wt,1) = [ ™ (X +w(t—1),1- 1)
\!
+ ei”/4ei'3”zﬂ3(X+ w(t—1)—mt-1)],

(31)

where w is the packet (stroboscopic) drift rate defined by
w=%kB and ¢ is a “local” phase

d(X,1) = k cos(X + wr). (32)

Equation (31) shows that at any (integer) time 7, (X
+wt,t) is the superposition of two subpackets having the
same shape as the initial BW, centered at X=0 and X=.
Each subpacket is multiplied by a phase factor which is the
sum of the accumulated phases, producing a complex inter-
ference pattern. The principle of our calculation is thus to
keep track of the coefficient of each subpacket, as their shape
is fixed. We thus write

l,bﬁ(X‘F Wt,t) = CI(X,I)I/IB(X,O) + Cz(X,t)lﬂ‘B(X— 17,0),
(33)
where ¢(X,1) and c¢,(X,7) are 2m-periodic complex ampli-
tudes. We are thus considering a coupled two-level system
initially in “level 1” (c;=1 at r=0) which is progressively
“transferred” to “level 2” and then back again to “level 1,”

performing the analogous of a Rabi oscillation.
Define the state vector

_ c(X,1) )
ct_(cz(X—aT,t) ’ (34)

We show in Appendix A 2 that this vector obeys the recur-
rence relation

¢, ="M, ¢, (35)

where M, is a matrix depending on time and space

1 et jeTibeIBT
M, =—

o ) 36
\‘"2 ietd)etﬁw ez¢ ( )

via ¢=p(X,1), Eq. (32). The matrix M, can be recast as
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M 1 (e—"¢ 0)( 1 ie-’ﬁ”) 37)
t_\,E 0 e¢)\ieP™ 1 ’

The rightmost matrix in the above product stands for the free
propagation that induces a coupling between the two sub-
packets; it is thus responsible for the interference effects. The
leftmost one represents the effect of the kick and is diagonal
in the x representation.

Analytical results can be obtained in the case S=0, where
the matrix M, is time independent. It is then easy to write ¢,
as a function of the initial condition ¢=( (1)):

¢, =e "M, ]'e,.
The eigenvalues of M, are
N =exp(+i0), (38)
where the phase © is given by

cos ¢ cos(k cos X)
— =

cos O = =
V2 V2

(note that /4 =@ =37/4). If P is the diagonalizing matrix,
then (see Appendix A 3)
ir®

. e 0
¢, = e—”“/“P( e )P-‘co. (39)
e

0

After a straightforward calculation, one founds

c(X,1) = e‘””/“[cos(t@) _ns s'1n d)sin(t)} (40)
2 sin O
and
— .
N2 el .
(X = i) = 2 C it Gin(10). (41)
2 sin®

The average momentum is then (see Appendix B):
(Pyp(1) =(P)pt—=1) +K f dX sin X|pe(X.0)]>.  (42)

In the general case, it is difficult to analyze the behavior
of the amplitudes c; and c, since they depend implicitly on X
in a quite complicated way. Analytic results can, however, be
obtained assuming that the BW ¢)5(X,7=0) is sharply local-
ized at some position X, in the interval [—, 7] (with its
width AX<2):

(PYg(t) =(P)glt=1) + wa dx sin(X + wr)

X[|ey(X.0)]* = |ey(X - 7TJ)|2]|'//B(X,O)|2~ (43)

This expression is valid if the two subpackets do not overlap
significantly and shows that if the two subpackets have the
same weight, the overall momentum shift per kick is zero:
The subpackets are localized around positions X, and X,
+, and subjected to opposite forces +K sin(X;)/2 and
—K sin(X,)/2.

For a wave packet strongly localized at X|;, the amplitudes
in the decomposition (43) can be evaluated at X=X, and
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0.4

- —m/2 0 /2 4

FIG. 3. Momentum slope D, [Eq. (48)] as a function of X, for
three values of «: 0.5 (squares), 1.0 (circles), and 2.0 (triangles).

depend only on time, while the phases ¢ and © take constant
values (¢=« cos X;). Hence, the average momentum evolu-
tion is

(P)a(t) = (P) gt = 1) + K sin(Xg + wi)[ 1 = 2|e,(Xo — 1)1,

(44)
which, in the case =0, takes the explicit form
.2
sin (t@))
P)oo(t)=(P)po(t—1)+KsinXy| 1 —————|.
(P)g=o(t) = (P)p=o(t = 1) + K sin 0( S ®
(45)

The expression inside parentheses is characteristic of the dif-
fraction by a grating. Iterating down to 7=0 produces

: 2
<P>5:()(t) = <P>/3=o(l= O) + K sin XO[ <M>t

1 +sin® ¢
1 sin[(27+1)0] l)
1+sin2¢< 2sin® 2 ] (46)

The average momentum evolution is seen to be, for arbitrary
¢ and O, a mix of two different behaviors: ballisticity, cor-
responding to the first term in the brackets, and oscillation,
described by the second term. This also contrasts with SQRs,
where the dynamics is either ballistic or oscillatory.

For long times and ¢ # 0, the ballistic term dominates and
one gets

(P)g=o(t) =(P)p=o(t = 0) + Dyt (47)
with

. 2 . 2
D,=K sin XO<M) =D1(M) (48)

1 +sin’ ¢ 1 +sin? ¢

being the rate of change of the average momentum. The
behavior of D, as a function of X, is displayed in Fig. 3 for
different values of k. It is interesting to compare Eq. (29)
with its counterpart for SQRs, Eq. (48): In particular, for
SQRs the maximum of D, occurs for at Xy=7/2 (i.e., where
the force is maximum), whereas in the present case D,=0 if
Xo=m/2, because the kicks acting on each subpackets are in
such case opposite one to the other.

The coefficient D, depends periodically on the kick inten-
sity « via ¢p=k cos X, as shown in Fig. 4. In contrast to the
SQR, increasing the kick intensity does not necessarily in-
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D,

FIG. 4. Momentum slope D, [Eq. (48)] as a function of « for
two initial positions Xy=7/4 (circles) and X,=7/8 (squares). In-
creasing « (that is, the kick intensity) does not necessarily increase
the momentum slope.

crease the slope of the momentum, because of compensating
effects as described above.

Analogous results describing the ballistic behavior for an
initial state which is an eigenvector of the momentum have
been obtained via a quite different approach in Ref. [51], but
our localized-packet approach has the merit of providing a
clearer picture of the underlying physics.

For B+#0, the occurrence of ballisticity depends of the
periodicity on M,. Ballisticity will emerge if the relation
M,,, =M, is fulfilled for some (integer) recurrence time 7.
This happens for any rational value of quasimomentum. For
example, if B=1/2, M, [Eq. (36)] has a period of four kicks:
M,,4,=M,. One can then apply the above diagonalization
method to M=M,-M;-M,-M,. To illustrate the resulting
behavior, Fig. 5 shows the time evolution of average momen-
tum obtained by direct integration of the Schrodinger equa-
tion. One observes essentially the same types of behavior.

V. AVERAGING OVER QUASIMOMENTUM

In experiments performed with laser-cooled atoms (not
with ultracold atoms) the initial momentum distribution is
larger than the Brillouin zone unless some velocity selection
process is applied. A reasonable assumption is then that all

15 —_—— Xy = al4
1 —— X = /8 b
[
\Q. 0.5
n
2 04
&
-0.5
-1
0 10 20 30 40
t (kicks)

FIG. 5. Evolution of the average momentum for S=1/2 ob-
tained by numerical integration of the Schrodinger equation. The
initial wave function has the same Gaussian shape as in Fig. 1 and
is centered at the positions Xy=/4 (circles), which displays a
dominant oscillatory behavior, or Xy=m/8 (triangles), displaying
dominant ballisticity.
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quasimomenta are equally represented in the initial state. In
position space, this corresponds to an initial wave packet
which is localized on a single potential well. In this simple

case, for k=2l, we can work out an analytical expression
for the momentum and kinetic energy averaged over the qua-
simomentum (see Appendix C):

(P)(1) = (P)(t—O)+K2 d,B f dX sin(X + nv)
-1/2

X|hg(X,0)[. (49)

Assuming that ¢5(X,0) is B independent [y(X,0)
=@(X) and [~ dx|<p(X)|2 1], and recalling that v=2wI(3
+1/2), the averaging over 8 leads to (P)(¢)=(P)(t=0). Simi-
larly, for the Kinetic energy, we get from Eq. (22)

12 4 2
dBJ dX(E sin(X + nv))

-1/2 n=1

d,Bf dx(E sin(X + nv))

(E)1)=(E)t=0) .

><|<D(X)|2+Kf

172
XJ(X,t=0).

When we integrate over 3 the last term cancels out, and the
only contribution comes from

12 t 2
f dﬁ(}‘, sin(X + nv))

-1/2 n=1

12 !
= f dﬁ(z sin®(X + wln + 2'n'ln,3)>

-1/2 n=1
t
2.

(50)

We thus get a linear increasing of the average kinetic energy

2

B =(EYi=0)+ . (51

Hence, the ballistic contribution, corresponding to a “null-
measure ensemble” of rational quasimomenta, cannot be de-
tected by measuring quantities averaged over quasimomen-
tum. Experimentally, the optimum situation for observing
QRs is to perform quasimomentum selection, either by using
stimulated Raman transitions [32,52] or by using a Bose-
Einstein condensate [14,30,31]. However, it is possible to
detect QRs with atoms issued from a magneto-optical trap if
one can measure the full momentum distribution with
enough precision to see the ballistic parts of the wave func-
tion separating out of the diffusive part for long enough
times, as experimentally evidenced by D’ Arcy et al. [24,53].

VI. CONCLUSION

In the present work, we presented a description of quan-
tum resonances of the kicked rotor in position space, both for
simple and for high-order quantum resonances. We have
shown that the dynamics can be simply understood in terms

PHYSICAL REVIEW A 77, 043628 (2008)

of a spatial wave packet that comes back to its in initial form
after a finite number of kicks, according to the value of the
quasimomentum. This picture, inspired of the atom-optics
analog of the Talbot effect, provides an intuitive understand-
ing of the underlying physics.

APPENDIX A: BLOCH WAVE EVOLUTION FOR THE %=1
1. Wave function evolution

The free-propagation factor exp(-i3n?) in Eq. (30) takes
two different values according to the parity of n:
exp(— ignz) =1(n even)
=—i(n odd).

Inserting

Yg(n,1) = dXe-’<”+ﬁ>X¢ (X,1) (A1)

Y 7T

in Eq. (30) produces
. 2 T
lﬂﬁ(X, l_) — exp(_zl B /2) 2 J dX/e—i(n+ﬁ)(X—X’)
™ n =T

X w,B(X,»t _ l)e—irmz/Ze—iﬂ'nB. (Az)

One can then separate even and odd terms by setting n=2p
and n=2p+1:

exp(— i, /32/ 2) f — 1) iBX-X)

Ya(X,1) = X" Pg(X' 1

—i(X—X’))E 2B e—i2p(X—X') )

p

X(1 —ie”™Pe
(A3)

Using the relation 3, 2mPe=2r(X=X N=(1/2)3,8X-X’
—mB+n) and integrating with respect to X', gives Eq. (31)
(note that only n=0,1 contribute for >0 and only n=0,
-1 for B<0).

2. “Two-level” system

The evolution equations for the amplitudes ¢, are ob-
tained in the following way. Inserting Eq. (33) calculated at
time (r—1) into Eq. (31) gives

(X +wi,t)
e—iqS(X,t)

% {e7 ™1 (X1 = 1) hp(X,0) + co(X,1 - 1)

Xipp(X = ,0)] + P (X —mit—1)
Xihg(X = m,0) + cr(X — 7,1 = 1) g(X = 27,0) ]}

which can be put in a simpler form [using (X=27,0)
=e~2 (X, 0)
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(X +wt,t)

emio(X0)
= A {le@™ e (Xt = 1) + ™ e Pey(X — it —1)]
AY

X hs(X,0) + [P (X —mt—1)
+e ey (X1 = 1)]p(X - m,0)}.

By comparing with Eq. (33), one finds

eipxn
(X, = [e™ e, (X1 = 1)
v
+ em/4e—iﬁffC2(X —mt-1)],
PRl N .
(X, 1) = [e™ e (X - m1—1)

V2
+e e, (Xt -1)].
The last expression can be written

P

(X =1 = [P (X - 2m,t—1)

\ h

+e e, (X —amit-1)]. (A4)

One can show that the amplitudes are periodic functions, i.e.,
c12(X,1)=c; »(X+2m,1) by combining Eq. (33) with the

equality (X —2,1)=e2"Pyjjp(X,1). This then leads to the
matrix expression

( c(X,1) ) 1(
02(X+’7T,t) - E 1¢ im4 1[371'

X( Clxt—l) )
C2(X+7Tt—1)

3. The case =0

—l¢e—177/4 —i¢ei77/4e—i,877)

ez(ﬁe—zﬂ'/4

(A5)

The explicit expression for the amplitudes ¢, , for =0 is
obtained as follows. The diagonalization matrix P is formed
with the eigenvectors of ¢/™*M,. For A=¢™® these eigenvec-
tors are (—ie™'®,e"'¢— \26*’.)T Thus

— e — e
P= et \26® it _\[2pmi® |’ (A6)

The amplitudes c; and c, at time ¢, can be obtained by an
explicitly development corresponding to Eq. (39), leading to
Eq. (40).

APPENDIX B: CALCULUS OF THE AVERAGE
MOMENTUM IN THE %= CASE

Starting from Eq. (31) and changing X+wr into X, we
easily obtain a recursion relation for the derivative
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J ‘
E(Ipﬁ(x, 1) = ik sinXe " X io(X,1)

e—iK cosX

+ <e—”7/4 p(X —w,t—1)

2
) o d
+em/4et,B7T5(¢B(X_W_ Tt — 1)) (Bl)

Using this expression for calculating the average momentum
produces two terms p; and p,. The first one is given by

P = Kf dX sin X|ig(X,1)|*

and the term p, is

ik [T .
Py=— Ef dX[e ™ Pe(X —w.t— 1)
+ e‘i"/4e_i5”1/tﬁ%‘)( —-w—m,t-1)]

.0 . N
X e—l7T/4_ X-w,f— 1) + 6171'/461[377_
( ax Vet ) ax Ve

X(X—w—w,t—l))

l’k

=—= dx(¢ t 1)i
T2 B X

-

p(X,t—1)

1%
+l//EX—7T,t—1)5(1,bB(X—w,t—1))
+§f dX( ’ﬁ”w,'g_f'Xt—l) VX = mi=1)

. d
- e—’ﬁwﬁ%‘x— it — 1)5%()(,;— 1)).

In the last equality we replaced (X—w) by X; as the integra-
tion is over one period, the integration limits can be kept.
One recognizes (P)4(¢—1) in the first term, while the second
term cancels out. The recursion relation for the momentum is
thus

(P)g(t) =(P)glt—1) + KJW dX sin X|yg(X,0)]>. (B2)

We now use the decomposition Eq. (33) to transform Eq.
(B2) into

(PYg(t) =(P)g(t=1) +iK cos(ﬁﬂ')J7T dX sin(X + wt)

X[Ci%(,t)l[l}}_('b(,O) + cz%(,t)dfl%(— ,0)]
X [e1(X,0) (X, 0) + (X, 1) hs(X = 7,0) ].

If the initial wave function has a narrow distribution centered
around position X, we can neglect overlaps of functions
g(X,0) and ¢g(X+ ) [54], producing
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(P)g(t) =(P)glt—1) + KF dX sin(X + wt)[|c,(X,1)]?

= lea(X = m,0)| 2| hg(X, 0)]. (B3)

Finally, using the fact that ¢5(X,0) is much narrower then
any other factor, and assuming [ ’_TWdXWB(X ,0)’=1 [55]
gives

<P>'B(t) = <P>B(I— 1) +K Sin(Xo + Wt)[l - 2|C2(X0 - ’7T,t)|2]

(B4)
APPENDIX C: MOMENTUM AVERAGED
OVER THE QUASIMOMENTUM
The momentum averaged over the quasimomentum
12 B
(P)=t2 f dB(n+ B)|ysn)|? (C1)
n -1/2

can be related to quantum average (P) in the following way:
From the definition of Sec. II one has

~ 1 ™ .
Yp(n) = = f Yp(X)ePXax. (C2)
V2m) 5
Therefore,
~ i g J .
+ =——| dXyp(X) e X
(n+p) wﬁ(”) \/ZTJ—# ¢B( )(9Xe

i )
= {7,
\N2TT

i g . d
——— | dXe X —yu(x). (C3
\%L P (). (C3)

PHYSICAL REVIEW A 77, 043628 (2008)
The first term on the right-hand side vanishes [5(X)e " is
217 periodic], thus

ik ~ ” . J
_ —i(B+n)X
(P)= n En dﬁwﬁ%‘n)f_ﬁ dXe ﬂX(//B(X).

Using 3,7 "*X)=3 §(X-X'—2n) one obtains

T 1/2
(P)=~— ik f dp J dwaX)%zﬂﬁ(Xh f dB(P)g,
o -12
(C4)
where
(Pyg= f AX i K) [ P(X)]. (C5)

-

For the second momentum of P, an analogous development
leads to

(PH=2 f dB(n+ B)*|s(n)|* = f dB(P% s (C6)

where

(PYg= f dX[Prg(X)]'EP (X)) (C7)

-

(and, in general, (PX)=[dB(P*)s for any integer k).
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We study the dynamics of an ultracold boson gas in a lattice submitted to a constant force. We track the
route of the system towards chaos created by the many-body-induced nonlinearity and show that relevant
information can be extracted from an experimentally accessible quantity, the gas mean position. The
threshold nonlinearity for the appearance of chaotic behavior is deduced from Kolmogorov-Arnold-Moser
arguments and agrees with the value obtained by calculating the associated Lyapunov exponent.
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Recent advances in the physics of cold atoms paved the
way for the investigation of fundamental quantum prob-
lems with unprecedented cleanness. ‘“Quantum chaos” is
one of the most fascinating among these problems, because
in such a case the correspondence between the dynamics of
the quantum system and its classical counterpart is non-
trivial. The reasons for that are twofold: First, quantum
particles obey Heisenberg inequalities and, hence, their
dynamics cannot be described in terms of phase-space
trajectories; second, sensitivity to initial conditions is not
observed, as the Schrodinger equation is linear. For these
reasons, quantum chaos has often been defined as “the
behavior of a quantum system whose classical limit is
chaotic.” Whereas this is a reasonable definition, it is clear
that the actual quantum dynamics has no direct relation to
classical chaos. Much work thus is concentrated in finding
“reminiscences’’ of classical chaos that might survive in
the quantum system, the so-called ‘“‘signatures” of quan-
tum chaos [1].

The realization in 1995 of the first Bose-Einstein con-
densate with laser-cooled atoms [2-4] opened a new way
for investigating (truly) nonlinear dynamics in quantum
systems. In an “ideal” (i.e., in the zero temperature limit)
Bose-Einstein condensate (BEC), the atoms are indistin-
guishable and form a mesoscopic object which can be
described by a “collective” single wave function. The
BEC’s dynamical behavior is then described by the
Gross-Pitaevskii equation which includes a nonlinear
term due to atomic interactions [5]. The solutions of such
equation can—and do—present sensitivity to initial con-
ditions, leading to ‘“‘classical-like” instabilities, a possibil-
ity that attracted much attention from both theoreticians
[6—14] and experimentalists [15,16].

To make these ideas clear, let us first consider a simpler
system, the kicked rotor, whose experimental realization
with laser-cooled atoms [17] lead to an impressive burst of
experimental work [18-24]. This system is formed by a
particle periodically “kicked” by a sinusoidal force. The
classical dynamics is characterized by a single parameter
K, which is the normalized amplitude of the potential [17],

0031-9007/08/101(14)/144103(4)
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whereas the “quantumness” of the quantum system is
described by a “‘normalized Planck constant” % (the dy-
namics become classical as ¥ — 0).

To characterize the dynamics, one may chose, for in-
stance, the particle’s square momentum as the relevant
quantity [p?(¢) in the classical case, (p?()) in the quantum
case]. By taking the Fourier transform of the above quan-
tity and pinpointing the frequencies appearing in the evo-
lution of the system for different values of K and fixed
initial conditions, we can characterize in a common lan-
guage both the classical and the quantum versions. The
result is plotted in Fig. 1.

The classical dynamics, Fig. 1(a), shows resonances (or
frequency-locking events) each time a frequency becomes
very close to another one. For K = 0.8, the frequencies in
the spectrum ‘“‘coalesce” to form of a dense spectrum,
which is a signature of a chaotic dynamics. In the quantum
case, Fig. 1(b), the spectrum is richer and present numerous
frequency crossings, but no dense spectrum is observed.

Let us now consider a one-dimensional BEC of particles
of mass M placed in a sinusoidal lattice formed by counter-
propagating laser beams of wavelength A;, and subjected
to a linear force. The system is described by the Gross-
Pitaevskii equation (GPE)

2
iw = (§—m + Vycos(Qmx) + Fx + g|1//|2)1//(x’ 0,

ey

with lengths measured in units of the lattice stepd = A; /2,
energy measured in units of the recoil energy Ejp =
1?k? /(2M) (with k; = 27/A;), time in units of h/Eg,
the force F in units of E,/d, P = —id/dx, the reduced
mass is m = 7>/2 and g is the (1D) nonlinearity parame-
ter. The eigenstates of the linear part of the Hamiltonian
(1), obtained by setting g = 0, are the so-called Wannier-
Stark (WS) states [6,25,26]. To simplify the discussion, let
us suppose that the BEC energy is low enough that its wave
function ¢/ can be expanded only on the lowest-energy WS
state of each potential well, hereafter noted as ¢, (x) (cor-
responding to the nth well). These states are centered in

© 2008 The American Physical Society



PRL 101, 144103 (2008)

PHYSICAL REVIEW LETTERS

week ending
3 OCTOBER 2008

0.5
0.4
~N

U
G

o 03
Q0
(]
c

g o2
o
o

“ o

0

K
N
S
G
[%2]
£
]
c
[
3
[on
o
[T
FIG. 1. Classical and quantum dynamics of the kicked rotor.

For each value of K, we numerically calculate p>(z) (classical
case) and (p2(1)) (quantum case) up to 2000 kicks, perform the
Fourier transform, and pinpoint the frequencies whose Fourier
amplitude is above a threshold (here 1/500 of the maximum
amplitude). (a) Frequencies in the classical dynamics: A dense
spectrum appears for K = 0.82 (initial conditions x = 0 and
p = 0.56). (b) Frequencies in the quantum dynamics: The spec-
trum is complex, but always discrete (k = 2.89, the initial state is
a Gaussian in momentum space of FWHM 5k centered at p =
0.56).

each potential well, obey the symmetry relation
OpimX) = @,(x — m), and form a ladder of eigenenergies
E, = nwg, where wy = Fd/h (F in our normalized units)
is the Bloch frequency. Thus, putting ¢(x) = ¢g(x)

Y0 =Y Ve p(x —n), )

where the eigenstates population /,, and phase 6, are real
functions of the time.

Following the approach of [6], we insert Eq. (2) in
Eq. (1), and obtain Hamilton equations for the populations
and phases. The Hamiltonian then appears as a sum of an
integrable part H, and a nonintegrable perturbation H:

H = Hy(I) + eH (I, 9), 3)

with € « gy, where xo; = [dx@(x)@(x — i) is a mea-
sure of the superposition of eigenfunctions correspond-
ing to different wells. For small €, the system is quasi-

integrable and fits into the general frame of the
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) theorem [27].
Therefore, the quantum-coherent evolution of a BEC dis-
plays classical-like KAM-structured chaos. We call this,
“quasiclassical” chaos.

If we temporarily neglect the nonlinear term in Eq. (1),
we see that the phases evolve as 6,(t) = 6,7 + nwgt. To
the first order in €, the effect of the nonlinearity is to
introduce a population-dependent correction to this phase,
producing a harmonic evolution with frequencies w, =
nwg + gxool,- The intensities are constants of motion,
I,(t) = I,(t = 0) and the “self-coupling” parameter x
depends only V,, and F. The BEC dynamics is thus gov-
erned by the Bohr frequencies

Oy = Wy — Wy = (l’l - m)wB + gXOO(In - Im) (4)

To simplify further our description, let us restrict the
dynamics to three adjacent potential wells; i.e., we set [, =
Oifn # —1,0, 1 in Eq. (2). The phase space of the system
is then four-dimensional, the dynamical variables being
two populations (since I_; + I + I; = 1) and two relative
phases [6]. Note that BEC dynamics in three-well poten-
tials has recently been considered in various contexts [28—
30].

The onset of chaos in this system is shown in Fig. 2,
which is the equivalent of Fig. 1, with the difference that
we used the average position (x(¢)) instead of {p*(t)).
Strikingly, the plot resembles more closely to the classical
[Fig. 1(a)] than to the quantum [Fig. 1(b)] dynamics of the
kicked rotor.

We can interpret the main features of Fig. 2 from simple
arguments. At g = 0 there are only three Bohr frequencies

25

2

1.5

1

Frequencies of (x) (wp)

0.5

FIG. 2. Frequencies present in the spectrum of (x(¢)) vs g (the
threshold is 1/100 of the maximum amplitude). For small g, the
Bohr frequencies [cf. Eq. (4)] are w g = wp — 0.48 X0, Wo—1 =
wp +0.55g x00 and w_; = 2wp + 0.15g 9, corresponding to
branches a, b, and c, respectively. Harmonics of @i, (branches d
and e) and ) _; o (branch f) are also seen. For 0.19 < g < 0.26
one observes dense-spectrum windows corresponding to quasi-
classical chaos. Parameters are wg = 0.25, V=135 (xo0 = 2);
initial conditions are I, = 0.65, I; =0.25, 6, =60_, =0,
6, =m.
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in the model: Two of them are degenerated, wy_; = w9 =
wp, and correspond to energy difference between neighbor
wells, whereas w;_; = 2wp corresponds to next-to-
neighbor energy difference. The low-g structure can be
understood using Eq. (4). The frequencies present around
g = 0.05, for instance, in Fig. 2 are of the form

Q,yr = pwog + qoig + ro; )
with p, g, r integer. Namely, from top to bottom, we found
Wi-1, 2&)10, woy-1, W10, and Wo-1 — Wi These frequen-
cies are only weakly perturbed by the nonlinearity, which
manifests itself by the slight curvature of the branches. A
KAM-type expansion in powers of € shows that the weight
of a frequency (),,, in the spectrum is proportional to
8/Q,, [27]; thus, the higher the value of g, the larger
the number of frequencies that will be present (remember
that Fig. 2 displays the frequencies whose amplitude is
above a threshold), and smaller frequencies will be fa-
vored. The intersection of two branches corresponds to a
resonance, that is, the condition () pgr = 0 is fulfilled for
some p, ¢, r. Close to a resonance the KAM perturbation
theory breaks down, and nonintegrable behaviors appear
that may lead to chaos. In Fig. 2 the arrows indicate the
resonances {),,0 = 0 (¢ = —2) for g = 0.10, and 2,9 =
0 (g = —3, —4, —5) for, respectively, g = 0.16, g = 0.20,
and g = 0.22. For higher g values, resonances with higher
and higher ¢ values become significative, as seen on the
left of the chaotic region: Each frequency crossing pro-
duces a multifrequency structure (indicated by the arrows).
Finally, for g = 0.2 one observes at least four successive
windows of dense spectrum, corresponding to a chaotic
behavior.

Figure 2 represents a “‘local route” (in the sense that its
detailed geometry depends on the initial conditions) to
quasiclassical chaos. The above argument suggests, how-
ever, that this route is characteristic of KAM systems, and
globally independent of initial conditions. Its universal
character is confirmed by comparing it to Fig. 1(a), where
an analogous structure is observed in a completely differ-
ent KAM system, the classical kicked rotor. We have thus
put into evidence a route to KAM chaos in a nonlinear
quantum system, which is potentially observable with
state-of-the-art experiments.

To confirm our conclusions, we have also calculated the
maximum Lyapunov exponent (MLE) associated to the
dynamics, which is a direct signature of the sensitivity to
the initial conditions, and thus of chaos. To calculate MLEs
in our quantum system, we adapted the classical Jacobian
method [31]. We represent the system evolution by a
trajectory in a six-dimensional ‘‘generalized quantum
phase-space,” formed by the real and imaginary parts of
each WS state coefficient, i.e., /T, cosf, and /T, sinf,,, for
n = —1,0, 1 (this is numerically more stable than using /,,
and 6,), and calculate the divergence of neighbor WS
trajectories, from which we can extract the MLE. The

03 .

)

0.2 1

75

MLE (

0 :
0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28
8

FIG. 3. Maximum Lyapunov exponent (in units of Tj' =
wp/2r) as a function of g. One observes a good correspondence
between the existence of a nonzero Lyapunov exponent and the
presence of dense-spectrum regions in Fig. 2. The observed
dense spectrum is thus a reliable signature of the chaotic behav-
ior. Same parameters and initial conditions as in Fig. 2.

result is presented in Fig. 3. One sees a clear transition to
chaos for g = 0.194, which is in good agreement with the
value that can be deduced from Fig. 2. We can also identify
the four successive chaotic windows.

For given initial conditions, we can obtain an estimate
for the critical value of g leading to chaos. KAM theory
shows that chaos generally appears along a separatrix. In
our system there are two main kinds of trajectories [6]:
“Passing” (unbounded phase) trajectories correspond to
Bohr oscillations slightly perturbed by the nonlinearity (for
the low values of g we are considering); they appear when
the three populations are comparable. Bound, periodic
orbits correspond to a motion essentially confined in a
potential well, and appear when one population dominates
the others. Between these two kinds of trajectories, there is
a separatrix. For a given trajectory (i.e., for fixed initial
conditions), chaos appears when the changing in the value
of g brings it close to the separatrix. The condition for that
can be simply estimated by confining the BEC to only two
wells (I_; = 0), in which case the system is integrable.
This “reduced” system does not exhibit chaos, but it has a
phase-space structure analogous to that of the 3-wells,
displaying bound and passing trajectories, and, between
them, a separatrix. In the reduced system we can calculate
both the energy E, corresponding to the trajectory (with
I_; = 0) and the energy E; of the unstable point to which
the separatrix is connected. We can then numerically de-
termine the value of g for which E, = E,, which gives the
critical value. Figure 4 shows the result for various initial
conditions (solid line). The dotted lines indicate the limits
of the chaotic region as inferred from the Lyapunov ex-
ponent calculation in the 3-well system. The agreement is
very good, even when the chaotic zone is narrow.

In conclusion, we have characterized the phenomenon of
quasiclassical chaos using an experimentally accessible
signal, the mean position of the boson gas. We have studied
a “local route” to quasiclassical chaos and shown that the
information obtained from this approach agrees well with
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FIG. 4. Determination of the critical value of g. The solid line
with triangles is the estimated critical value of g, given by the
condition that the trajectory energy equals the separatrix energy
(cf. text). The dotted lines with crosses are the limits of the
chaotic region, where the Lyapunov exponent is nonzero. The
parameters are the same as in Fig. 2, except 6, = 7.

that provided by a hallmark signature of chaos, the sensi-
tivity to initial conditions, quantified by a positive
Lyapunov exponent. The understanding of the structure
of such a route allowed us to determine the critical value
of the nonlinearity parameter, which is in good agreement
with the one deduced from the calculation of the Lyapunov
exponent. We think that the present work might stimulate
an experimental observation of quasiclassical chaos, which
would, in turn, stimulate new investigations on the nature
of quantum chaos.

The authors are happy to thank M. Lefranc for fruitful
discussions and for his help with the calculation of
Lyapunov exponents.
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