N

N

SOLUTIONS ENTIERES D’EQUATIONS
HESSIENNES

Mouhamad Hossein

» To cite this version:

Mouhamad Hossein. SOLUTIONS ENTIERES D’EQUATIONS HESSIENNES. Mathématiques
[math]. Université Nice Sophia Antipolis, 2009. Francais. NNT: . tel-00384432

HAL Id: tel-00384432
https://theses.hal.science/tel-00384432
Submitted on 15 May 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00384432
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE NICE-SOPHIA ANTIPOLIS - UFR Sciences

Ecole Doctorale Sciences Fondamentales et Appliquées

THESE

pour obtentir le titre de
Docteur en Sciences
de P'UNIVERSITE de Nice-Sophia Antipolis

Spécialite : M ATHEMATIQUES

présentée et soutenue par

Mouhamad HOSSEIN

SOLUTIONS ENTIERES D’EQUATIONS
HESSIENNES

These dirigée par Philippe DELANOE
Soutenue le 12 Mai 2009

Membre du jury :

M. Arnaud BEAUVILLE Professeur a I’'Université de Nice-France Président

M. Nassif GHOUSSOUB  Professeur a I’Université de British Columbia-Canada Rapporteur
M. Philippe DELANOE  Directeur de recherches au CNRS-France Directeur

M. Erwann DELAY Maitre de conférences & I’Université d’Avignon-France Rapporteur
M. Olivier DRUET Chargé de recherche CNRS, ENS Lyon-France Examinateur

Laboratoire J.-A. Dieudonné
Université de Nice
Parc Valrose, 06108 Nice Cedex 2






A ma mére
A mon pere
A mes freres et soeurs
A ma famille
A mes amis

A mechmech






Remerciements...

Je tiens & exprimer ma gratitude, ma reconnaissance et mes profonds remerciements
a mon directeur de thése Philippe Delanoé. Je le remercie chaleureusement pour sa
confiance, ses conseils précieux et pour le temps qu’il m’a accordé malgré son emploi
de temps surchargé avec la direction de 1’équipe. Philippe, j’ai apprécié chez vous la
qualité d’'un grand chercheur plein d’optimisme, le sens de la rigueur et les qualités
humaines ; bonne humeur agrémentée de larges sourires, sympathie couronnée d’une
énorme modestie, et soutien. Je ne voudrais pas oublier de dire : derriére chaque grand
homme il y a une femme; je La remercie avec toute la famille pour son accueil chaleu-
reux.

Mes remerciements les plus respectueux vont a monsieur Arnaud Beauville d’avoir
accepté d’étre Président du Jury, et aux Professeurs Nassif Ghoussoub et Erwann Delay
qui m’ont fait ’honneur d’étre rapporteurs de ce travail et Olivier Druet d’étre membre
du Jury. Qu’ils trouvent ici I'expression de ma profonde reconnaissance.

Mes meilleurs remerciements s’adressent & mes soeurs et mes fréres (Ahmad et sa
femme Widad et son fils Hanzoul), (Mahmoud qui est venu d’Australie pour assister
ma soutenance), (Mira et son fiancé Firas), (Marwa et son fiancé Bilal), (Ali et son
amour qu’il le cherche aux yeux verts!) et (Foufou que j’aime profondément).

Je suis également reconnaissant 4 mes grands-parents, mes oncles Mahmoud (Souad),
Mohamed (Harba), Ahmad (Amina), Ali (Mona), Hicham (Samia), Saad (Sabah), Ziad
(Iman), et Hussein (Yolla) et mes tantes Rabi3a (Omar), Harba (Ali), Alia (Hussein),
Hanan (Mouhamad) et Hala (Hossein) qui n’ont cessé de me soutenir, merci du fond
du coeur.

Je remercie tous les membres de I'équipe géomeétrie et analyse et le personnel du
laboratoire J.-A. Dieudonné, chercheurs, enseignants, doctorants, informaticiens, secré-
taires et techniciens qui rendent ’ambiance vraiment agréable et détendue, notamment
Patrick Cassam-Chenai qui m’avait suivi et encadré tout au long de mon stage en mas-
ter 2, André Hirschowitz pour le foot et Frédéric Robert pour son aide.

Je remercie aussi la Faculté des Sciences III de I’Université Libanaise de laquelle
j’ai obtenu ma maitrise en mathématiques pures en 2005.

Je remercie, particuliérement, mes deux fréres en France Hayssam & Osman ou
nous avons vécu des magnifiques moments que je n’oublierai jamais de toute ma vie;
mes amis libanais en France, Hamad mon binéme de bureau qui me supportait ano-
nymement, (al mathématicien lekbir elli 3endou 1000 kteb) Sarrage, (la personne qui
m’a guidé et supporté quand je suis arrivé a Nice) Houssam Yehya, (notre ingenieur)
Houssam, (al adami!) Kaddour, (abou chhab) Samer, (Isanyoura) Abou taher, (le spor-
tif) Taleb, (almou7eb 1 moubles) Bilal, (alcheb) Abou charif, (el5al) Maher, (m3almou
la Riemann) Chadi, (17akim) Mazen, (8 mars) ali samad, (13aris) Habli, (al 3ekkari)
Haffar, (el batal) Ali Omar, (alchimiste) Walid Maksoud, (abou Salwa) Mohamed;
mes amis au Liban (Dr Mouhamad)®, Ramez, Mazen, Walid, Rami, Fidaa, Amal, Os-
man, Raafat, Abou 3ali, Akram, Khaled®, Elmoudir et bien sir Ahmad et Mouhamad



Taleb. Mes amis syriens (la premiére personne que j’ai rencontré en France) Louay,
(abou cham) Ansar, (abou Tala) Soleman, (abou yara) Sami et (chriki 13aziz) Ahed;
et d’autres nationalités Sidi Amin, Anwar, Nadia, Christina, Thomas, Thang, Dang,
Lorenzo et mes ex-bindémes Marchello et Olivier. .. Mes chers amis, désolé si j’ai oublié
des noms! vous étes tous dans mon coeur.

Je garde le meilleur pour la fin, je m’incline respectueusement devant les deux étres
a qui je dois mon existence, "Hanzal © Layla". J’ai longtemps cherché les mots qui
seraient les plus justes pour vous remercier d’étre toujours présents et de m’épauler
quoi qu’il arrive. .. mais aprés mire réflexion, je ne vois rien d’aussi fort que "je vous
aime". Tout ceci n’aurait pas été possible sans vous. C’est donc & vous que je dédie
cette thése.

Désolé mon amour, je t’ai oubliée. . . mais tu es toujours dans mon coeur ma belle!!!

< Je ne suis pas responsable de tout ce qui m’arrive,
mais je suis responsable de ce que j’en fais>>>.

Jacques Salomé

J'arrive Liban ; Au revoir France.

vi



Mouhamad HOSSEIN

ENTIRE SOLUTIONS OF HESSIAN
EQUATIONS

vii






Mots-clés : Equations hessiennes, Espaces de Hol-
der a poids, Estimation a prior:, Méthode de conti-
nuité, Equations non linéaires elliptiques, Solutions
entieres.

Key words : Hessian equations, Weighted Holder
spaces, A prior: estimates, Method of continuity, Non-
linear elliptic equations, Entire solution.

X






Table des matiéres

1 Introduction 1
2 Rappels sur les fonctions x-admissibles 4
2.1 Propriétés algébriques des fonctions symétriques élémentaires . . . . . . 4

2.2 Fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres d’une matrice

SYMEtTIqUe . . . . . . e 9

2.3 Fonctions k-admissibles . . . . . . . ... o 0oL 14

3 Principe de comparaison 16
3.1 Opérateur linéaire elliptique d’ordre deux . . . . . . . ... . ... ... 16
3.2 Principe de maximum dans (F(R™) . . . . .. ... ... ... ..., 18

4 Rappels sur les espaces de Holder a poids 21
4.1 Deéfinition des espaces de Holder a poids . . . . . . . ... .. .. ... 21
4.2 Quelques propriétés des espaces C;f’a = Cz’f’a(R") ............. 24
4.3 Estimation a prior: de type Schauder . . . . . .. ... .. ... ... 26
4.4 Théoréme d’isomorphisme . . . . . . . .. ... . 28

5 Meéthode de continuité 32
5.1 Méthode de continuité linéaire . . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 32
5.2 Méthode de continuité non linéaire . . . . . . . . . .. ... ... ... 33

6 Inversibilité locale 36
6.1 Propriétés de Vopérateur N, . . . . . . . . .. ... 36

x1



7 Estimations a prior: 39

7.1 Existence d’une solution radiale . . . . .. .. ... 39
7.2 Estimation d’ordre zéro pondérée . . . . . .. ... ... 42
7.3 Estimation d’ordre deux sans poids et ellipticité uniforme . . . . . . . . 45
7.4 Estimations non linéaires pondérées . . . . . . . ... ... ... ... 51
8 Equations hessiennes complexes 54
8.1 Introduction . . . . . . . . . . . 54
8.2 Fonctions k-admissibles . . . . . .. Lo Lo 55
8.3 Unicité de la solution k-admissible nulle & Uinfini . . . . . .. ... .. 59
8.4 Existence d’'une solution k-admissible . . . . . . .. ... 0L 59
8.5 Estimations a priori et ellipticité uniforme . . . . . . . . . .. .. ... 60
Références bibliographiques . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 65

Index des notations . . . . . . . . ... 67



CHAPITRE 1

Introduction

Soit m, la moyenne symétrique élémentaire d’ordre k & n > k variables, homogéne
de degré 1 et telle que m,(1,...,1) = 1. On s’intéresse dans cette thése & I’équation

aux dérivées partielles hessienne suivante, posée dans R" tout entier :

mi [MD? )] = ()]« (1.1)

avec f = %]m\z + u et ¢ = 1+ ¢ est une fonction positive ¢p > 0, les fonctions u et
¢ tendant convenablement vers 0 & l'infini. Ici A\(D?f) désigne le n-uplet des valeurs

propres de la matrice hessienne de f par rapport & la métrique euclidienne standard
de R".

Nous supposerons toujours u telle que A(D?f) appartienne au cone de positivité
de m,, (voir Chapitre 2) et nous dirons alors que u est k-admissible ; nous verrons que

cette condition est garante de lellipticité de I'équation (1.1) ainsi posée.
Pour k = 1, cette équation s’écrit simplement
%Au =0

et peut étre résolue trivialement dans les espaces Holdériens a poids que nous utilisons
car le Laplacien A vérifie un théoréme d’isomorphisme entre ces espaces (voir plus

loin).

Pour k = n, il s’agit de I’équation de Monge-Ampére réelle :

82u % 1
[d@t (5Zj+m>:| :(1+¢)“ >0

traitée, dans les espaces a poids susdits, dans [5].



1 Introduction

Notre contribution concerne le cas 1 < kK < n. Dans ce cas, le probléme de Dirichlet
posé dans un ouvert borné (de géométrie convenable) a été traité pour notre équation

dans I’article remarquable [4].

Notre approche n’est pas d’utiliser [4] pour une suite, par exemple, de boules concen-
triques B; de rayon R; tendant vers 'infini (exhaustion). Nous travaillons plutot direc-
tement sur tout R" avec une méthode de continuité, dans nos espaces a poids, précisant

ainsi d’emblée le comportement a I'infini des solutions.

Notre choix de f a l'infini permet a Uopérateur différentiel non-linéaire
M, Ju] == u > me AT + D*u)]

qui en résulte d’étre invariant par les rotations de R", comme le seraient, mais avec
seulement k = 1 et k = n, les opérateurs résultants d’un choix plus général : D*f — i
a linfini, avec une matrice symétrique a;; dont le n-uplet de valeurs propres A(a)
vérifierait : my[A(a)] = 1 avec Vi = 1,...,k, o;[A(a)] > 0. Cette invariance sera
utilisée pour construire des sur et sous solutions radiales de 1’équation (1.1) en vue de

estimation a priori C° pondérée.
Notre principal résultat est le suivant :

Théoréme Pour toute fonction ¢ € Cng(R”) telle que v := 1+ ¢ > 0, tous n > 2
et p € (0,n —2), il existe une unique solution u € Cz’a(R") k-admissible de [’équation

(1.1).

Remarque Soit u une telle solution de équation (1.1) et k € N. Alors, si ¢ €
Cr(R™), u € CF2(R").

p

Décrivons a présent le plan de la thése.

Dans la premiére section du Chapitre 2 nous rappelons quelques propriétés algé-
briques des moyennes symétriques élémentaires, m,, (cone de positivité I',, concavité et
ellipticité sur I',). Dans la deuxiéme section nous montrons que la concavité et 1'ellipti-
cité des fonction m, donnent la concavité et ellipticité des fonctions correspondantes
des valeurs propres d’une matrice symétrique, A. Dans la troisiéme section nous consi-
dérons l'opérateur différentiel totalement non linéaire du seconde ordre M, [u], concave
par rapport a D?u, obtenu en remplacant la matrice symétrique A précédente par la

matrice hessienne A = D?f de la fonction f = 3|z|> + u. Nous donnons la définition

2



d’une fonction k-admissible, u, et nous démontrons que 'opérateur M,[u] et son li-
néarisé dM .[u] sont elliptiques, ainsi que F. et avec dF,[u] de forme divergentielle, ot
Fro = (M)~

Dans la premiére section du Chapitre 3, nous rappelons quelques propriétés des
opérateurs linéaires elliptiques d’ordre deux. Dans la deuxiéme section nous démon-
trons I'unicité d’une solution k-admisible de I’équation (1.1) en utilisant le Principe de

comparaison dans I'ensemble des fonctions C*(R") qui s’annulent & l'infini.

Dans le Chapitre 4, la premiére section contient la définition de I'espace de Holder
a poids noté C’I’f"", et la preuve d’un lemme qui en donne une caractérisation analytique
(par scaling). Dans la deuxiéme section nous rappelons des relations entre les espaces
C;f’a, et nous montrons un lemme d’interpolation pour 'utiliser dans la troisiéme section
qui contient l'estimation a priori de type Schauder. Dans la derniére section nous
montrons qu’un opérateur linéaire L qui vérifie les propriétés du linéarisé dj’:",.g[u] ci-

. . k
dessus est un isomorphisme entre C;;*Q’O‘ et Cpy.

Dans le Chapitre 5, nous présentons d’abord la méthode de continuité linéaire,
et dans la seconde section nous utilisons la méthode de continuité non linéaire pour
montrer I'existence d’une solution x-admissible. Cette méthode nous montre que la
résolution de notre probléme est réduite a son inversibilité locale et & construire une

estimation a prior: des solutions u; dans ’espace C’;’O‘.

Dans le Chapitre 6 nous montrons que pour tout u € Q’;”’a, I'ouvert des fonctions

.. . ., ., . . k
r-admissibles de C¥*, le linéarisé d\,[u] est un isomorphisme de Ci** dans Cy5

avec N, := log(F,) = rlog(M,). Par un théoréme d’inversion locale et 'injectivité de
N, sur Q’;”” nous obtenons que N, est un diffecomorphisme de Qg“” sur son image.
Celle-ci va étre tout l'espace C;ff;, et NV, surjective, aprés la résolution de 1’équation
(1.1).

Dans le Chapitre 7 nous montrons d’abord I'existence d’une solution radiale unique
quand la donnée ¢ est radiale. Dans les sections suivantes, nous en déduisons I’esti-
mation d’ordre zéro pondérée, nous construisons les estimations d’ordre un et deux
sans poids, et nous finissons par I’estimation non linéaire pondérée. Celle-ci permet de
conclure et de résoudre, d’aprés la méthode de continuité vue au Chapitre 5, I'équation
(1.1).

Enfin nous incluons un Chapitre 8 pour y présenter une théorie paralléle pour les

équations complexes analogues qui s’écrivent m,.[(00f)] = [¥(z, Z)]% sur tout C".



CHAPITRE 2

Rappels sur les fonctions

k-admaissibles

2.1 Propriétés algébriques des fonctions symétriques

élémentaires

Définition 2.1 Soit I' C R", on dit que I" est un céone si Voo > 0,Ve € ', ax € I'. On

dit que I' C R"™ est un cone convexe si I' est un ensemble convexe et cone.

Lemme 2.1 ' C R" céne conveze si et seulement si I est stable par la multiplication

par un scalaire positif et par Uaddition, c¢’est-a-dire :

Ve,yel'Va>0,axeletx+yel

Preuve : Soit I' C R" cone convexe alors z = %(m +y eletr+y=22z€cl.
Réciproquement, si I" stable par 'addition et si 0 < a < 1 alors (1 — a)x et ay € T,
ona (l—a)r+ay el dou le résultat.

Définition 2.2 Les fonctions symétriques élémentaires o.(\) pour 1 < k < n sont des

fonctions a n variables définient par

oV =0 A) = > AN,

1<i1<..<ix<n

Par définition le cone de positivité de o, est la composante connexe contenant (1,...,1)
de {\ € R" tel que o,(\) > 0} on note ce comne I';.

Le cone de positivité I',, admet les caractérisations suivantes :



2.1 Propriétés algébriques des fonctions symétriques élémentaires

Théoréme 2.1 I'y, = {A € R" tel que o;(A\) >0Vi=1...xk}
= {X € R" tel que Vn € (R*)" — {0} 0. (A + 1) > 0.(\) > 0}

={AeR"tel que Vje{0,1,...,k}, V (ir,...,1) vrifiant
1<ip<...<ij<n,z-2%— >0}

1 J
Pour la démonstration voir |2].
Remarque 2.1 VA e,,Vie{l,...,n},
00,
A) > 0.
o, M

[, est une cone convexe de sommet 0. De plus, on a les inclusions :
I =r,cr,.,c...crly,

ot 't désigne {\ € R™ de coordonnées strictement positives}.

Soit. M 'unique forme k-linéaire symétrique engendrant o, (c’est-a-dire telle que V A €
R™ M(A, ..., A) = 0.(N)).
vV AY . . A" de coordonnées (A} )i<i <ns- - s (Af )i<i<n, M s’exprime de la facon sui-

vante :

= — " AL,
k! . ! 8)\“ 8)\% " tr

Théoréme 2.2 Inégalité de Garding : ¥V \',... ., \" € T,
1 1
MY N >0, (A s o (N)s.

pour la démonstration de cette inégalité, nous renvoyons a l'article de L.Garding [7].
[ |

1
Corollaire 2.1 o/ est concave sur le cone convere '), :

Vel
[/\,,M] C Flﬁ

etV tel01],

[ou(th+ (1= )% > t o (W)= + (1 — 1) o).



2 Rappels sur les fonctions xk-admissibles

1
Preuve : Montrons d’abord la concavité de [o,]x sur I';. Soient A\, € ['y.

En dérivant M (A, ..., \) = 0.()\) dans la direction de p,

n

M(Ma R Zﬂjaaﬂ

D’aprés l'inégalité de Garding, on a donc :

1 — 0o, 1 _1
=3 gt ) Z ou(wre ().
O\
]—1
Oron a:
Z)\ja_)\‘jo-’i()\)ﬁ — O'H()\)m et a_)\jUK(A)N = EO'H()\)H a—)\]an(A)
j=1
d’on

1 1 g 0 1
0n ()" < N7+ D (15— Aj) 5-0u(A)
=1 ’

Cette inégalité équivaut a I'inégalité de concavité, donc o, (A)* est une fonction concave.
[

Montrons maintenant que [',, est convexe :
Soit Mg, A1 € Iy, et Ay = tA; + (1 — t) Ao, pour t € [0, 1].
Raisonnement par 1’absurde, supposons il existe t € (0, 1) tel que \; ¢ ['s.
Soit ty = inf{t € [0, 1] tel que); ¢ I',.} alors A, ¢ ' car I, est ouvert.

Nécessairement o, (A,) = 0, puisque o,(A;,) > 0 par continuité, et o, (A\,) > 0 entrai-

nerait que Ay, € [',.

D’aprés I'inégalité de concavité on a :

X [=

1 1 - 0
O-KZ()\O); < O-H()‘to); + Z(/\Uj - Ato;‘)WU/ﬁ()‘to)
J

J=1

c’est-a-dire

a
0 < 0u(Ag)* < Z Moj = A, ) 33 0w(Aeg) 7.

==



2.1 Propriétés algébriques des fonctions symétriques élémentaires

De méme,
& 0
0< UK(M)% < Z()\lj - /\toj)ﬁan(/\to)%'
j=1 !
- 0 1 & 0 1 : :
Or Z()\Oj — AtOf)a_x"“(AtO)” et Z()\lj — )\t(’j)ﬁ_}van()\t“)ﬁ sont de signes contraires,
— J — J
car’ =
Aoj = Aoy = —to(Ay = Ag),
et

Aj = A, = (1 —10)(A1j — Aoj)

On obtient donc une contradiction, et I',, est convexe.

Remarque 2.2 :V eI, ona:

est une matrice définie négative.

Définition 2.3 Soit A = (Ay,..., \,) € R"; on définit m,(X\), pour k = {1,...,n},
par :
1 K
m(A) = [ﬁam(/\)] )
c’est-a-dire que les m, sont les fonctions symétriques élémentaires homogénes norma-

lisées telles que : my(1,...,1) =1, mg(cA) = em,(N).
Inégalités de Mac-Laurin :

Notons, pour i € {1,...,n},d; = (‘:T)

SurT,={NeR"tel que 0; >0Vi=1,...,Kk},0na:

My 2 ... 2 My = My,

ou encore :
1

5-1 Z v 2 <5-.A4—1)m 2 (5-5)

|-

Preuve : Démontrons ces inégalités dans I'y, le résultat dans I', en étant alors

conséquence de facon évidente. Par convention g = 1



2 Rappels sur les fonctions xk-admissibles

Ecrivons les inégalité de Newton, valables sur R™ [9] :
Vje{l,...,n—1},
Gj10j11 < G
Multiplions ces inégalité élevées a la puissance j pour j variant de 1 47— 1, o i €

{2,...,Kk}:

[T 5 ) < [T (#00)

Or, on a l'identité :

[\

1—2 % i—

TT GO T G = 510260 a0 (A 2 [ 65 (1)

7=0 KR=2 i

||
N

En simplifiant I'inégalité ci-dessus, on obtient donc 'inégalié :

~2~i—1~i—2 - ~2~2(i—1)
010, 0,21 <010,

ou encore

d’ou l'inégalité de Mac-Laurin :

Remarque 2.3 Si A = (A\,...,\,) € [y, avec Ay > ... > \,, alors
00, do,,
<...< .
o — — o\,

Preuve : Soit A = (Ay,..., \,) € [y, tel que A\ > ... > A,..

Soit 4,5 € {1,...,n} tels que i # j. On a

aa’li*l 820'&72 820'/{71

o TonON, T onon,

donc 5 5 o
Ok—1 Ok—1 Or—2
_ =\ — N
o\ OA; (A >8)\i8)\j
Si k = 2 on obtient 00x 1 = 001

o oN

620',1_2

ONiOA;
00, 00— . .
Done okt Z0k=1 o Aj — A; ont méme signe, ce qui donne le résultat.
o\ O\j

Si k> 2 et comme A € ', donc > 0 (voir le Théoréme 2.1).




2.2 Fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres d’une matrice symétrique

2.2 Fonctions symétriques élémentaires des valeurs

propres d’une matrice symétrique

Soient A € S, (R) et k € {1,...,n}, ou S, (R) désigne 'espace vectoriel des matrices

symétriques réelles n x n.

Définition 2.4 Notons F .(A) = Z Arr, la somme des mineurs principauz d’ordre
|I|=k
k de A. On considérera aussi parfois

Fo(d) = %

Une matrice A € S,,(R) est dite xk-admissible si A\(A) € T, on notera provisoirement

Fw(A).

[« (Sn(R)) Pouvert des matrices symétrique r-admissible (voir plus loin Lemme 2.4).
Le cone de positivité de F , est la composante connexe contenant I de {A € S, (R)
tel que F.(A) > 0}. F, est invariant par similitude, car F .(A) = o.(A\), o A =
(A1, ..., \n) est le vecteur formé des valeurs propres de A (ou encore f (A) = 6,.(N)),
autrement dit, car F ,(A) n’est autre que le coefficient (au signe prés) de \* dans le
dévoloppement du polynéome det(A — AI) caractéristique de la matrice symétrique A.
Anticipant sur le cas ou la matrice A sera la hessienne d’une fonction (voir plus

loin), il est commode ici de poser la définition suivante :

Définition 2.5 Une fonction f : S,(R) — R de classe C" et qui vérifie f(*A) = f(A)

sera dite positivement elliptique en un point Ay € S,(R) si la matrice symétrique

( of (A0)> est définie positive.
1<i,j<n

On dit que f est elliptique sur un ouvert 2 C S, (R) si elle Iest en tout point de 2.
Notation 2.1 (symbole de Kronecker) Pourl <r <netl <iy,...,ipJ1,- -, Jr <
iy

j1~~~j7‘
tincts et (j1,. .., jr) est une permutation paire (respectivement, impaire) de (iy, ..., i),

n, le symbole de Kronecker e est égal a 1 (respectivement, —1) siiy, ..., i, sont dis-

et il est égal a zéro dans les autres cas.
Ellipticité et concavité de f ,.@(A)%
Lemme 2.2 Pour toute matrice symétrique A € I';(S,(R)), la fonction
A € T(Sn(R)) — [Fo(A)]*

est elliptique et concave.



2 Rappels sur les fonctions xk-admissibles

Preuve : Ellipticite Soit A € I'(5,(R)), par définition :

1
_ '51 Ak
Fr(A) = - E EQTT Qiggy - - Qi

et la fonction est invariante par A — ‘PAP ou P € O, (R) est une matrice de rotation.

Ceci nous permet de supposer, sans restreindre la généralité, que A est une matrice

diagonale, d’éléments diagonaux (A1,...,\,) € I'x. Pour i et j fixés dans {1,...,n},
on a alors

aFI{ Z 7/r€ 1 (3 ’LK, 7

aajlj /{/' Z .711 ]n . all]l st aimjm) = (H . 1)' Zg.]]i J'{ 11] a’lljl e a'in—lj;q—l

(2.1)

. o oF

A étant supposée diagonale, on a Vr € {1,...,k — 1}, a5 = 0i.j, Gii,, a—(A) est
Qg5
donc nul si 7 # j.
Si i = j alors les seuls termes non nuls de (2.1) sont quand (i1, ...,4x) = (J1, .-, Jx)
donc
OF 1
A R ey B DR R
{1, yi—1}
1 do
= Ay e = =—— (A1, s An).
(k—1) 2. ! 8>\(1 )
i¢{a1,...,0n—1}
D’ou
oF . do,,

8%( ) = z’ja—)\i[/\(A)}-

D’apreés le théoréme 2.1 (et la remarque qui le suit), Iellipticité de F . en A est acquise,
donc aussi celle de [F,Q]%.

Concavité :

Reprenons un argument de [4]. Soit A € T'x(S,(R)) de valeurs propres \j(A) <

... < Au(A). Soient wy, . .., w, les vecteurs propres associés respectivement aux valeurs
propres A1(A), ..., A, (4).

D’aprés le principe du min-maz on a :

_ (A7)
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2.2 Fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres d’une matrice symétrique

V z fixé, |z| = 1, lapplication A —— (Ax,x) est linéaire, donc A\ (A) est un min
d’applications linéaires, donc, A;(A) est une fonction concave de A. Plus généralement,

nous allons construire a partir de A 'opérateur auto-adjoint
k
AM=N"T®. . @Ax..0I
2o

En appliquant A* au produit extérieur de Wiy, ..., W4, avec w;,, . .., w;, les vecteurs
propres associés respectivement a la valeurs propres A\, (A),..., A, (A4),1 <i3 < ... <
i < n, on obtient :

A, AL AWy, C AT A Aw AL A wy,

=
>

Wi, N
wi, A AW AN (A)wi, A A wg,

k
=1
k
j=1
Ny (A) + o+ N, (A) wiy, Ao Awy,

Donc les Aj, (A)+. ..+, (A) sont les valeurs propres de A¥ pour 1 <4, < ... < iy <n.
Encore d’aprés le principe du min-maxz on obtient :
(A[k]wl Ao AWy, wy /\.../\wk)

lwi Ao A wgl]?

Dot A1(A) + ...+ A(A) est fonction concave de A.

(M(A) + ...+ M(4)) = min

Par ailleurs [on()\)]% est une fonction concave sur I',, donc
(0w (N)]* = min {Z 1A+ /Lo} 31(Th 1.10)
I G

avec p1; >0, j > 1 car [a,i()\)]% est elliptique sur I';. Utilisons ici le :

Lemme 2.3 [14] Pour toutes matrices B,C € S,(R) avec des valeurs propres respec-

tivement f1 < ... <0G, 1> ...> v, 0ona:
tr(BC) =Y B
j=1

Utilisant ce lemme avec A = B et C' diagonale, nous en déduisons qu’on peut prendre

[05()\)}% = min {Z,uj)\j + ,uo} avec 1; décroissant, j > 1.
w

J=1

11



2 Rappels sur les fonctions xk-admissibles

n—1

Or on a ZMJ‘A]' + o = Z(Mj — pip1) (AL A A (A AR) o,
1

appliquant cette écriture & A = A(A) et comme les sommes A\(A) + ...+ A;(A) sont
fonctions concaves de A, on voit que [F,.C(A)]é = [a,.;(/\(A))]% est bien une fonction
concave de A.

|

Lemme 2.4 T, ={A € S,(R) tel que F;(A)>0Vi=1...x} (1)
= {PDiag(\i,...,\y))P",P € O,(R),(A1,..., \n) €T} (2)
={A € S,(R) tel que VB € ST*(R)F .(A+ B) > F .(4) > 0}(3)

Preuve : (2) C (1) est évidente

(1) € (2).
On va démontrer que (2) est une partie a la fois ouverte et fermeée de {A € S, (R) tel

que F .(A) > 0} , contenant /. Elle contiendra alors aussi (1).

Evidemment I € (2) car I = PDiag(1,...,1)P™" avec P € O,(R) et Vi € {1,...,k}
0'1‘(1,...,1) > 0.

Soit R" /%, 'espace quotient de R™ par I’action naturelle du groupe symétrique %, et

désignons par [\i,...,\,] la classe dans ce quotient d’un élément (A, ..., \,)de R".

lapplication de S,(R) — R"/%,
Avr— A, A\, A1, ..., A, valeurs propres de A,

est continue.

[, étant un ouvert saturé de R", [[',] est un ouvert de R"/3,,. Son image réciproque,
incluse dans {A € S, (R) tel que F .(A) > 0}, qui est exactement la partie considérée,
est donc un ouvert de {A € S5,,(R) tel que F ,(A) > 0}.

Pour montrer que c¢’est aussi un fermé de {A € S,,(R) tel que F .(A) > 0}, il suffit de
remarquer qu'un élément B de son adhérence dans {A € S, (R) tel que F .(A4) > 0}
est tel que , si A = (Aq,...,\,) désigne un vecteur formé des valeurs propres de B,
oi(A) >0, Vie {1,...,xk}. Comme on a o,(\) > 0, d’aprés les inégalités de Mac-laurin
Ael,.

Donc {PDiag(A1,...,\)P" 1, P € O,(R), (\1,...,Ay) € T} est une partie a la fois
ouverte et fermée de {A € S, (R)tel queF ,(A) > 0}.

12



2.2 Fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres d’une matrice symétrique

Comme I'; = {\ € R" tel que 0;(\) >0V i=1...k}, on obtient :
T, ={A€S,(R) tel que F;(A) >0V i=1...k}.
Montrons Pinclusion (3) C (2) :
Soit A € (3), alors il existe (A1,...,\,) € R", et P € O,(R) tels que
A = PDiag(\i,...,\,) P
Puisque A € (3), donc Vi € (RT)",n # 0,
F«(A+ PDiag(ny,...,n,)P™ ") > F(A) >0

c’est-a-dire o,(A +n) > 0,(\) > 0. D’aprés le Théoréme 2.1 on déduit A € T, d’ou
A€ (2).
Inclusion inverse :

Si A € (2) et B € S*(R), comme B est alors aussi dans I'adhérence de (2), la concavité

de [Fﬁ]é (d’aprés le Lemme 2.2) conduit a 'inégalité :

==

[Fe(A+ B)]x = [Fo(A)]x + [Fo(B)]*.
En élevant cette inégalité a la puissance x, on obtient :

Fo(A+ B) > F.(A)+F.(B)
> F .(A).

Supposons que cette inégalité soit une égalité. On peut supposer que B est une matrice

diagonale.

B étant supposée non nulle, il existe i € {1,...,n} tel que pour tout £ assez petit,
(A + &TE“) € Tm et B > cEy;

ou Ej; est la matrice ayant un seul coefficient non nul, 1, d’indice (i, ).

On obtient donc

pour € assez petit, on a
OF «

aCLZ’Z’

On obtient une impossibilité. (voir Uellipticité de F ).

(A) = 0.

13



2 Rappels sur les fonctions xk-admissibles

2.3 Fonctions xk-admissibles

8k

On note Viy.dy, = W

la dérivée partielle, |z| la norme euclidienne de xz € R"

et x; la 1-éme coordonnée de x.

Définition 2.6 Une fonction u € C*(R"™) est dite k-admissibles si a,(z) = I +
D?*u(x) € Ty pour tout x € R™. Quand le contexte est clair, on utilisera I’abbréviation

commode :
aij = (au)ij = bij + uij.

Définition 2.7 Soit F, l'opérateur différentiel défini sur C*(R™), par :
u— Folu] = F o(ay).
On notera aussi parfois, plus loin : Fplu] = F .(ay)
Corollaire 2.2 V u € C*(R") k-admissible, ['opérateur différentiel F[u] est elliptique.

Preuve : Soit u € C*k-admissibles et v € C?, on a :

0 <
AF[ul(v) = S Ffu+tillio= 3 a; vy
et le corollaire suit du Lemme 2.2.
[ |
Rappelons que :
Fulu] = F o(ay) = R, Z ;11 ?; Qiqgy - - - Qg
Soit :
CK: 1<D2 = K/ . 1 ‘ Z ;11 ‘Z]’; 11’3 azljl 'aimfljmfl
alors d’aprés 1’équation (2.1) on a :
8FK/ 2 .
—(ay) = Cr1 (D).
8&1']' J
Proposition 2.1 Trace[C,_(D*u)a,| = kF «(a.)
n n Z 3FR '
Trace[Cy_1(D*u)a,] = ZZC ;= Zaw a,) = kF x(a,) car la fonction
=1 j=1

F «(a,) est homogéne d’ordre x en a,,.

14



2.3 Fonctions k-admissibles

0 )
Proposition 2.2 Z BT [05_1(D2u);-] =0 (j=1,...,n)
Preuve :
.
2 010 lpg—11

Z ox; Cra (D ) - ) Z Z J11 ~~j~—11j (9_1’1 (ailjl T ain—ljn—l)

Q4,5 L .. .
Mais pour tout [ on a : — = w;; ;, est symétrique en 4;i; tandis que le symbole de

4

Kronecker est antisymétrique en i;2. On obtient donc zéro.
Corollaire 2.3 Le linéarisé dF,[u] de F, en u est une divergence.

Preuve :

d 1 i
dF,[ul(v) = %fn[u + tv”t:O = T Zeh M Qg - Qi ey Vi

= H_l(D2u);vzj. D’aprés le Proposition 2.2, on peut encore écrire :

0= % g5 (St - 3 2 (Gezwan)

Remarque 2.4 En un point z ot (D?u) est diagonale, on a :

OF . Jdo,. )
(ay,)(z) = (5ija—)\i [Aay(z)]  voir Lemme [2.2]

aaij
Donc Pellipticité de dF [u], avec u k-admissibles, peut étre lue en chaque point x (aprés
rotation qui diagonalise D*u(z)) sur les

Jo,.

C._1 (Dzu(x))l = I\

[Aau(z)] >0
au point x pour u fixée, on aura 0 < A < A t.q.

MR < D7 Cor (Du(x) | €7 < AJEP

15



CHAPITRE 3

Principe de comparaison

3.1 Opérateur linéaire elliptique d’ordre deux

Soit £ un opérateur différentiel linéaire d’ordre 2 de la forme suivante :
L=a"(r)dy, d7=d" i,j=1,2,...,n

ol I’ on utilise la convention de

n

_ n _ 9
avec ¥ = (21,...,2,) € R", n > 2et 0;; = o0,

sommation (ici de 1 & n) des indices muets répétés, c’est-a-dire £ = E a” (z)0;;.
,j=1

On dit que L est elliptique au point x si la matrice [a;;(x)] est définie positive, ou
encore, si A(z), A(z) sont respectivement la plus petite et la plus grande valeurs propres
de [a"(x)], alors,

0 < A@)[Ef* < a”(2)&¢&; < Ax)[¢f?
pour tout & = (&1,...,&,) € R" —{0}. On dit que L est elliptique dans  C R" si L
est elliptique pour tout point x dans Q. Si de plus A/ est borné dans €2 alors on dit

que L est uniformément elliptique dans 2.

On prend les transformations de coordonnées suivantes :

n
yizg clxj, 1=1,2,...,n
j=1

Définition 3.1 On dit que cette transformation est une rotation si et seulement si la

matrice C' = [c”] est orthogonale.

16



3.1 Opérateur linéaire elliptique d’ordre deux

Le résultat classique suivant montre que lellipticité de I'opérateur n’est pas affectée

par la rotation : il conserve les mémes fonctions A(z) et A(x).

Théoréme 3.1 Supposons que l’opérateur

32

£=al(z) (1)

soit elliptique. Alors aprés une rotation, l'opérateur L reste elliptique et prend la forme

suvant : )
— bkl a
OyLOy;
avec
W= ackidi kE=1,2,... n.

Preuve : On a dy;/0z; = ¢;;, en appliquant cette égalité a £, on obtient :

82
Oyrly,

ij 0 TRV TR Y
a”(x) = a"(x)c™(z)c? (x

8@8% N

Soit B = b* soit (&1,...,&,) € R" on a
bkl(if)fk& = Gij(x)cki(l’)fkclj ()&

Soit
_ ki
ni=¢ 5]67
on obtient
b ()& = anm;.
Par Dellipticité de la forme (1) et I'orthogonalité de la matrice C' on obtient :

b (@)6& > M) nl* = Ma)[¢]*.

De méme :

b (2)6&t < Az)nl” = Al@)l¢*

Remarque 3.1

Nous constatons que, par rotation, non seulement l'ellipticité est préservée, mais aussi

que les quantités A(z), A(x) sont inchangées.

17



3 Principe de comparaison

Si un opérateur est uniformément elliptique, alors 'opérateur le restera aprés une

rotation.
Définition 3.2 Soit

L = a"(z)0; + b'(2)0; + c(x)
un opérateur differentiel du seconde ordre. On dit que L est elliptique au point x si et
seulement st

L = a"(x)0;;

est elliptique en x. Il est uniformément elliptique dans Q2 C R"™ si L [’est dans €2
Définition 3.3 Un opérateur différentiel scalaire non linéaire du second ordre F' est

elliptique en une fonction u, au point xq € R", si L, est un opérateur différentiel

linéavre elliptique du second ordre en xy ot :

d
L,(v) = EF(U + tv) |¢=0-

Lopérateur F est dit elliptique sur ouvert U C C*(Q) au point xo € Q C R", si pour
tout w € U, L, est elliptique au point xo. Si Uellipticité a lieu ¥V xo € 2, on parlera

d’ellipticité de F' sur U sans préciser en quel point.

Pour nous 'ouvert U sera 'ensemble des fonctions x-admissibles (voir Chapitre 6).

3.2 Principe de maximum dans (3 (R")

On commence par la définition de I’ensemble
G = {ue 2@, tim u(a) =0}
Théoréme 3.2 Soit u € (F(R") et
L =a"(z)0; + V'(z)0;
un opérateur elliptique dans R", a"(x),b'(z) continue, tel que :
Lu >0 (resp Lu < 0) dans R"

alors :

u<0ouu=0 (respu>0ouu=0)

18



3.2 Principe de maximum dans (3 (R")

Preuve : Soit Bg = B(0, R) la boule de centre 0 et de rayon R on a :
Lu >0 (Lu <0) et L est elliptique dans Bg,
donc d’aprés le Principe du Maximum [8] ou [15] on obtient :

maz(u) = maz(u) = Mg (min(u) = min(u) = mg).

Ensuite, R varie, et comme u € ¢3(R") donc }%E}go Mp =0, alors,
Vg€ R",Ve>0,3 R tel que ¢y € Bg, lorsque R — 0o on a
u/opy < €= u(xg) < e = u(rg) <0 et ceci vrai V zy € R", alors u < 0 dans R".

Si u(zg) = 0, donc u admet un maximum local en xy donc d’aprés le Principe du Maxi-

mum v = 0 dans Bg. Comme R" est connexe alors u = 0 dans R".

Lemme 3.1 (Principe de comparaison) Soient u,v € (3(R") k-admissibles telles
que
x[May)] < ax[Aay)] dans R™.

Alors
u > v dans R"

Preuve : Soit w = v — u, posons M = mazx(w). Si M < 0, le lemme est démontré.
Raisonnons par ’absurde, et supposons M > 0. Comme w s’annule a Iinfini, alors il

existe rop € R" tel que :
w(wg) = M, dw(zg) =0 et D*w(xg) <0

Soit E,, la composante connexe du fermé {z € R" w(x) = M} qui contient le point

Zo; on a B, non vide et fermée.

On a D*w(xq) = 0 car sinon, comme D*u(zy) = —D*w(xq) + D*v(z() on aurait :
Fr[Aay(z0)] > F.[Aay(x0)]

contredisant ’hypothése.
Comme D?*(w(xg)) = 0 alors D?*(u(z)) = D*(v(x0)). Soit w, = tv + (1 — t)u on a

D?(wy(x0)) = D*(u(xo)) = D*(v(x0)), donc il existe un voisinage V,, contenant xq sur
lequel w; est k-admissible V ¢ € [0, 1]. Posons :
1 d 1
Liw] = 64[A(ay)] — du[Aa,)] = dtf wwdt = </ dfn[wt]dt> (v—u)
0 0
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3 Principe de comparaison

ol

Dans V,, on a :

L{w] > 0 est elliptique car w; est k-admissibles sur V,,, et w admet un maximum local
en xg, donc d’aprés le Principe du Maximum on obtient w = cte = M sur V,,. Ainsi,

on voit que E,, C R" est ouverte, d’ou par connexité de R", on a F,, = R".

Mais comme w s’annule & l'infini, cela implique M = 0 et contredit notre hypothése
M > 0. Conclusion M < 0 ou encore : 4 > v dans R".
[ |

Corollaire 3.1 Soient u,v € (3(R")k-admissibles telles que 5[ ay)] = F.[\ay)]

dans R"™ alors u = v dans R".
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CHAPITRE 4

Rappels sur les espaces de Holder a

poids

4.1 Deéfinition des espaces de Holder a poids

Soit Q C R" connexe, o(z) = (1+ \a:|2)% , keN, ae(0,1) et peR.

Définition 4.1 On désigne par C*(Q) Uensemble des fonctions CF sur Q, dont les
derivées D'u,0 < i < k sont bornées. On munit C*(Q) de la norme :

k
lullene) = ZSUg!D’U(m)I

i=0 7€

Définition 4.2 C**(Q) est le sous-ensemble de C*(Q) des fonctions pour lesquelles

la norme sutvante est définie et finie :

_ | D*u(x) — Dhu(a’)]
||“HC’“’(Q) = HUHCk(Q) + sup PP
z,x' €N |$’ — X ‘

x#a!
Pour chaque réel p > 0, on désigne par :

Myi(u) := sup {o(z)""|D'u(z)| },

N
et :

) ) Dz’ _ Dz‘ /
M, iia(u) == sup {min (J(x)pJ”J“a, a(x')pJ”J“a) | D) - u(@)| } )
2,2/ €Q |lx — 2’|
z#x!
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4 Rappels sur les espaces de Holder a poids

Définition 4.3 C};(Q2) est le sous-ensemble des fonctions de C*(Q) pour lesquelles la

norme suivante est définie et finie :

|UHck Q) = ZM,

Définition 4.4 C’;f’o‘(Q) est le sous-ensemble de C**(Q) des fonctions pour lesquelles

la norme suivante est définie et finie :
HUHC,’;"“(Q) = HUHC’5(Q) + M o (u)

CF(R™) et Ci*(R™) avec les normes [[-[lenmny et H.HCS,Q(RH) sont des espaces de Banach.

On désignera simplement par C’;f et C’I’f’o‘ ces espaces.

Lemme 4.1 Soit vy € R" fizé, soit X =

et soit 0 < p < 1 on définit les
o (o)
boules :

B, = {X € R"|X| < p} et B = {r € R", |X(2)| < p} = {o € R, [1—o| < por(wo)}.

YV ue C]’;’a, associons & u la fonction :
X € B, — uy(X) = [o(x0)]Pu(z)  ou x est défini par X(z) = X.

La norme sup |ug, ||cr.e(p,) est équivalente a la norme HuHC;;,a
zoER™

ie. 30 < ¢, SC’ptelqueVuEC;f’a on a:

Cp SUP ||tgy|cra B, < HuHCM <C, sup (|t || ot B,)-
zoER™ xoE

En particulier, pour tout i € N, D'uy, = [o(x0)]""" D'u(z).

Preuve : Sur B;°, on a |z| > |zo| — po(xo) d’ou lon tire : 0*(z) > (1 — p)?o® (o),

soit encore :

olw) o 1 (4.1)
olx) —1—p

De méme |z| < |x| + po(zo) nous donne :
@ 14, (4.2)

o(zo)

Posons o(z,z') = min{o(z),o(2")}. On a :
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4.1 Définition des espaces de Holder a poids

_ 0¥z, (X) = D (X)
el = el + sup ===

X£X!

| Dk, (X) — DFu, (X'
— Z sup |D'ug, (X)|+ sup [ Dtz (X) /uO( )
o<ick X€By X,)ig;)e({gp |X — X |oc

. . p+k| Dk — Dk /
= E sup o(xo)"|D'u(x)| + sup 7(20)""] Q,L(:E) au(a: )
0<i<k TEBL® z,2'€B}° (’.CE - ’/0’(%’0))
T x#x!

= Z sup <O'($O))P+i J(.ﬂ)p—H'DlU(iL')’—F Sup < o(z0) >p+k+a g(x7x')p+k+o‘|Dku(x)—Dku(x’)|

(@) (w2') o—a'e
0<i<k T€B,° x,2' € BXO ’
c#a!

et d’aprés (4.1), comme p >0 :

p+k o(zg) T | D*u(x) — D*u(a’)
< (%) oyt s (YT sup (gt P =T
z,2'€B,° Q(CL’,JT) z,2'€B,° |ZL’ - |
c#x! zH#x!

1\ PR N\p+k+a | D u(x) — D u(a’)|
<(5) e+ () sw (elwa) E—
x#a!

donc pour tout x( fixé dans R" on a :

1 pthto
ltsolloneesy < (25) Iullggoen
d’on finalement

k
(1- p>p+ o sSup HuonCk»a(Bp) < ||u||c;;v“(]1gn)

ToERM
Réciproquement :
k ky (o
_ prhta |[Du(z) — D u(z’)]
fullege = Nuleg +_suwp { (o) e
rHx!
L a(z,z'))\ Tt DFu(z) — DFu(a!

= 3 sup {(o(@)"" [ Diula)|}+ sup (M> (otag)yrrire 2D = 2N

o<ick TER™ m,w;elj&" (o(z0)) |z — 2|

o(x pti i M o(x,x’ ptkta o(z0))Pt*| DFu(z)—D*u(z’

= % sw { (28) " Ctarripuwl s {(Fep) et g |

o<i<k *<R" B

et d’aprés (4.2) :

| DFug, (X) — DFug, (X')]
< (14 )Ptk Diug, (X)| + (1 + p)PHte D s, =
<(@+pt N ;élgpl o (X)] + (14 p) N X - X

S X#X/
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4 Rappels sur les espaces de Holder a poids

< (1+ )" g, |cham,)

d’ou
o0 tlenes < Wl <y, o
Avec ¢, =(1—p)P™ et C,= (14 pPte

[
Introduisons d’autre normes, utilisées [8] (page 61) pour des estimations intérieures.
Soit 0 un ouvert strict de R"; pour z,y € €, on pose d, = dist(z,00), dy . =
min(d,,d, ). On définit pour u dans un sous espace de C*(Q), C**(Q) les normes qui

sont analogues aux normes au-dessus,
k
||U”*ck~(n) = ZSUP di’Dzu@)L
—0 z€Q

[ul[Era@) = lluller@y + [Werag)

|D*u(x) — Du(e!)
. B et | Du(r) — Du(x
[U}C’W"(Q) - x,S;'lEQ da:,ac’ |.T _ x/|a ’
‘L#L/

On aura besoin des inégalités d’interpolation suivantes :

Lemme 4.2 ([8], Lemme 6.32 p. 130) On suppose j + 3 < k + « avec j, k =
0,1,... et0 < a,f < 1. Soit Q C R™ ouvert et u € C**(Q) alors ¥ ¢ > 0 il
existe c(e, k,j) > 0 tel que :

||u||gJB(Q) S 5[“]2%@(9) + CHUHCO(Q)
On va utiliser ce lemme plus loin (Chapitre 7).

Lemme 4.3 (|8], Lemme 6.35 p. 135) On suppose j+03 < k+a avec j, k =0,1,...
et 0 < o, 3 < 1. Soit Q est un C** domaine dans R", u € C**(Q) alors ¥V & > 0 il
existe c(e, k,j7,2) > 0 tel que :

ull sy < ellullera) + cllullcog.-

4.2 Quelques propriétés des espaces Cg’o‘ = Cg’o‘(R”)

Proposition 4.1 (voir[5]) Les espaces de Holder a poids C']f’a ont les propriétés sui-

vantes :
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4.2 Quelques propriétés des espaces C’l]f’o‘ = C’I’f’a(R")

Cmin(k,k’),min(a,o/)

P+’ est continue.

1. L’application multiplication de Cg’o‘ X C’Z’f,/’al —
2. C¥ s’injecte continument dans C’;f,l stk <k, p<p.

3. Cp s’injecte continument dans C’;f,/’o‘/ ot (K'+a) < (k+a)etp <p.

4. L’inclusion naturelle de C’If’o‘ dans C’;f,/’a/ avec (K'+a') < (k+ ) et p' < p est

compacte.

Corollaire 4.1 Soit deux entiers j < k et un réel p > 0, pour tout € € (0, 1), il existe

une constante c(e,p) telle que pour tout u € Cz(R”) on a :
My, j(u) < €My y(u) + (€, p) Mpo(u)
ot M, (u) est ici considéré avec 2 = R".

Preuve : On utilise le lemme précédent pour la fonction u,, dans le cas ou a =
B =0 et (2 est la boule B,, ol u,, et B, sont définies dans le Lemme 4.1. On obtient :

[tz llcs(m,) < elluallcns,) + cllua llcos,)

en prenant le sup pour l'inégalité précédente, d’aprés le Lemme 4.1 on obtient :
QEoGBp

HUHcg(Rn) < fHuHc;f(Rn) + CHUHog(Rn)

donc
J k
(I—¢) ZMPZ(U) <e¢ Z Myi(u) + C Mpo(u)
=0 i=j+1
(
Sij=k—=1, My (u) < = Mpx(u) + {5 Myo(u)
SZ j =k — 2, MpJC_Q(U) S %E 2 + (1_8>] M 7k(U) -+ [(102)2 + (li)] p70(u).

=
o

S
+

+2 (%) + (%)

[ 2
_(16;55)3 + 2(1€5)2 + (1(36)] Mpp(u).

€

Sij=k—3 M su)<|

Sij=k—4, Mypa(w) < [ (%) +3 ()" +3 (%) + (%) | Mps(w)+

[ 3 ce? C c
_(1_65)4 + 3(1_66)3 + 3(1_2)2 + (1—6):| Mp70(u).

| Sij=k—i, Mpji(u) < 15 [T+ 5] Mys(u) + 15 [1+ 5] Myo(w).
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4 Rappels sur les espaces de Holder a poids

DouVj=1,...,k—1 on obtient :

Myj(u) < 752 [122]" 777 M) + 1 [22]777 Myo(u).

e
l—e

4.3 Estimation a prior: de type Schauder

Dans cette section on prend p > 0.

Théoréme 4.1 (Estimation de Schauder) Soit L = a"(2)0,; + b'(z)0; + c(x) un
opérateur différentiel linéaire strictement elliptique sur R", c’est-a-dire ol 3 0 > 0 tel
que pour tout v € R™, a(v,v) > O|v|?, dont les coefficients vérifient les conditions

suivantes :
ol = o, al € CEU(RY), b € CF°(R") ef e € C5° (R,

1l existe C' > 0, ne dépendant que des normes des coefficients de opérateur L, telle
que, St u est une solution de l’équation Lu = f avec u € Cg NCE: et f e C’;ff; alors

loc
u € C’;f”’a et

lullggsae < € (Ifloss, + llullcg)

Les arguments principaux de la démonstration du Théoréme 4.1 donnée dans [5] sont :
1. En posant v = o”u, on se raméne & démontrer le théoréme pour p = 0.

2. On écrit u sous la forme u = y + (1 — x)u ou x est une fonction réguliére telle

que x = 1 sur Bj, positive a l'intérieur de B, et s’annule a 'extérieur de Bj.

3. On utilise I'estimation de Schauder intérieur classique |8] tour a tour dans By et

a extérieur de Bs.
4. On utilise les inégalités d’interpolation.

Pour la démonstration compléte voir [5].

Nous allons démontrer le Théoréme 4.1, par une méthode différente, dans le cas k = 2.

Preuve : Grace au Corollaire 4.1 il suffit de majorer M, o(u) et Mpoiq(u).

Estimation de M, »(u) = sup|o(z)?">D*u(z)| : Fixons 2o € R" et étudions
TER?

o (20)P 2| D?u(xy)| (4.3)
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4.3 Estimation a priori de type Schauder

Soit B une boule de centre z( et de rayon d = o (z) ot 0 < 6§ < 1/2, 6 sera déterminé

plus tard. Dans B on a :

ou

F(x) = Lofu] — Liu] + f(2) et Loju] = 3 @Z’J'(“)%;xj

irj=1
ol (a;;(70))1<ij<n est une matrice & coeflicients constants. Donc d’aprés [8] (Lemme
6.1) on obtient :

| D?u(x0)| < C ( ! sup|u| + Sup\F! + dasup|F<x0) — F(x)|) (4.4)
B

|20 — |

On évalue (4.3), a I'aide de (4.4), en utilisant la double inégalité, valable dans B :

(1 —=0)o(zo) <o(x) < (14 0)o(xo)-

ler terme :
1 oy _ o(zo)P™? 1
2 SUP|U| o(x)"™ < Po(rg? b U(x)p|u($)|g(x)p < C(0)Mpo(u).

2éme terme : o(x()""? sup|F| <
B

(Z ai(zo) = 3 a“(f)) D*u(x) = YV Du(x) = c(a)ulz) + f

i,j=1 4,j=1

o(xg)P 2sup {

xzeB

}.
}

Commencons par le terme : o(x0)? ?sup {‘ (Z a’(zg) — Z a' (x)) D?u(x)

zeB

ij=1 ij=1

‘Zz] 1a 'IO) Zz] 1CL ‘ |,CL‘0—{L‘|Q

1
< o(z0)""? sup o(z sup o(z)P"2| D*u(z)| ———.
>~ ( 0) weg 0 |{E0—.I'|a (xo)a xeg ( ) | ( )| O'(LU)IH—Q
< C([|a”[|, ) 6% M2 (u)
en utilisant 'abbréviation ||a”|| = ||aij||08,a.

Les autres termes donnent comme majoration : C(||6°||)M,1(u) et C(||c|))Mpo(u), en
abrégeant de méme ||b'|| = Hbiﬂcg,a, lell = flell oo

Finalement
0($o)p+28%plF! < C(lla [, 1], llell, O){ M1 (w) + Mpo(u) + || fllco,, + 0% My(u)}
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4 Rappels sur les espaces de Holder a poids

3éme terme :

Par des majoration analogues on trouve :

F - F
nopiranang [P0 = F2)
weB  |To — m|*

< 0°C(la” [, [16']], llell, 0) Mpi(w) (i < 2)

Finalement, en reportant dans (4.3) on obtient :

My2(u) < C(la” [ 11 Nlell, 0) {1 flcog, + Mipo(u) + 0% My 2(u)}

On choisit la valeur de 6, de maniére a ce que le coefficient de M, »(u) soit inférieur a
1/2 on obtient alors :

Mya(u) < C(la? |, 10, llel) {1 llcos, + Mpo(w) }

Estimation de M,

Fixons les deux points = et 2’ et étudions :

| Du(x) — D*u(a)|

| — a!|«

min{co(z), o(z') e

Supposons : o(x) < o(z2') et soit 6 choisi comme précédemment ; on distingue deux
régions :
0
1) |z—2'|> <Z_L> o(x) alors on obtient :
4\ U(x>p+2+a 2 2 /
<(5) T (DM@l +1D%u(@)]) < CO) Myale) < C (I gy, + Mool

0
2) |z —2| < (4_1) o(z) alors on obtient :

|D?*u(x) = D*u()] _ K Lo F@) = Pl
|.T—I'I’a — da ‘x_x/‘a

oit K et O sont deux constantes qui dépendent seulement de ||a”||, ||6°|| et ||c]|.
Les deux majorations de M, o(u) et M, 2+, conduisent & la majoration de Schauder.
|

4.4 Théoréme d’isomorphisme

Dans cette section, on prend p € (0,n—2) et on se restreint aux opérateurs L sur R"

qui seront utiles dans cette thése, pour donner a leur propos un résultat d’isomorphisme
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4.4 Théoréme d’isomorphisme

particulier entre espaces de Hélder a poids. Un résultat plus général nécessiterait des
hypotheéses plus fortes sur les coefficients de L.

On commence par rappeler 'existence et le comportement de fonctions de Green.

Théoréme 4.2 ([5], Théoréme 3, [13] et [17]) Soit L = 9;(a”(x)d;) un opérateur

différentiel linéaire elliptique sur R™ tel que :a" = a’' € C;Zf, 0i(a™) = 0 et il existe

0 <c<C tel que 8 < a” < C§Y. I existe une unique fonction symétrique négative
mazimale Gp(x,y) € C’foiz’a(R" x R"\ A), ot A désigne la diagonale {x = y}, et
0 <6 <0O tels que :

1. LIGL(z,.)] = 6., 00 0, est la mesure de Dirac au point x.

2. 0|z —y|* " < |Gr(z,y)| < Olz —y|* "

Lemme 4.4 Soit L = 0;(a"(2)9;) un opérateur différentiel linéaire elliptique sur R"
tel que aV = a@’', a¥ € C{f’a, 0i(a") = 0 et il existe 0 < A\ < A tel que A0 < a" <
AS6Y. 11 existe C > 0, ne dépendant que de la norme C’g’a de a¥, tel que , pour tout
u € C;f“’a avec p € (0,n —2) :

Jullggsae < CllLulgng
Preuve : d’aprés le Théoréme 4.1 il suffit de démontrer :
[ullcg < CllLulleo,,

Mais par conséquence du Théoréme 4.2 et du Lemme 4.5 (ci-aprés), on obtient le
résultat.

Théoréme 4.3 Pour tout p € (0,n —2),a € (0,1),k € N, le Laplacien A de ’espace

euclidien de dimension n > 2 est un isomorphisme de C’;f”’o‘ dans CJ7%.

Avant de commencer la preuve de ce théoréme on présente un résultat plus général qui

a une démonstration basée sur ce Théoréme.

Corollaire 4.2 Soit L un opérateur qui vérifie les hypothéses du Lemme 4.4. Alors

pour tout p € (0,n — 2), L est un isomorphisme de C;f”’a dans C’gﬁ.
Preuve : Si L vérifie ’hypothése du Lemme 4.4, alors V ¢ € [0, 1] 'opérateur :
Li=tL+(1—-t)A
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4 Rappels sur les espaces de Holder a poids

vérifie encore '’hypothése de ce lemme. Ici on choisit pour la constante C' qui apparait

dans le Lemme 4.4, la norme de lopérateur L : Cp = ||L||, ¢’est-a-dire
CL = sup ”LUHCI]fo pour ||u||C}1§+z,a = 1.
De méme V t € [0, 1] il existe C, > 0 tel que
[ullgpeze < Crol|Leul| g

Soit C' = W”L[axj(CLt); C' existe a cause de la compacité de l'intervalle [0, 1] et la
tef0,1

continuité de Iapplication ¢ € [0, 1] — C,. Donc pour tout ¢ € [0, 1] on obtient
HuHC§+2,a S CHL"/UHCL‘Q

De plus L; est un opérateur linéaire continu de C’;f”’o‘ dans C’:fz, injectif d’aprés I'in-
égalité précédente (ou par le Principe du Maximum). Par ailleurs d’aprés le Théoréme
4.3 A est surjectif de C]’;*Q’a dans C;ffz. Donc la Méthode de continuité linéaire (voir
plus loin le Théoréme 5.1) nous montre que L est aussi un opérateur surjectif de C’;f“’o‘
dans C’I]ffz. D’ou le résultat, compte-tenu du théoréme de 1'application ouverte |[3].

|

Preuve du Théoréme 4.3.3 :

Pour k entier,p € R, a € (0,1), A est un opérateur linéaire continu de C;f*z’a dans C;ffg.
A est aussi injectif d’aprés le Principe du Maximum pour tout p > 0. Donc, d’aprés le
Théoréme de application ouverte [3](page 18), il nous reste & démontrer la surjectivité
de A pour p € (0,n — 2).

D’aprés le Théoréme 4.1 la surjectivité de A est réduite a faire estimation de HU”C;)

en fonction de Auw.
Lemme 4.5 Pour tout p € (0,n — 2) et pour tout u € C’If on a :
lulleg < [p(n =2 —p)] 7| Aullco,,-
Remarque 4.1 Ce lemme nous montre I'importance de prendre p € (0,n — 2).

Preuve du lemme :
Soit (p;); une suite croissante dans (0, p) qui tend vers p, posons

v; = oPiu = u = o P,
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4.4 Théoréme d’isomorphisme

On a:
Au = ;Ao P + 2Vo PiNVv; + o PP Av; (4.5)

Comme v; tend vers 0 a l'infini, et

Ao = pi(pi + 2)0 ™" |z — npio "2,

alors :

1. Siv; admet un maximum positif M; > 0, alors il existe x; € R" tel que m%x(vi) =
TER™

v;(z;) = M;. Au point x;, on a Vu;(x;) = 0 et Av; < 0, donc I'équation (4.5) nous

donne :
Au(z;) < M;Ao™P

< M; (pi(pi + 2)o " z|* — npio™"7?)

alors

o2 Au(z;) < M; (pi(pi + 2)|z[*/o® — np;)
< M; (pi(pi +2) — npy).

Comme (p; +2 —n) <0, on en déduit :

M; < [pi(n —pi — 2)]_1|Au\02+2

2. Siv; admet un minimum négatif m; < 0, donc atteint en un point z;, soit v;(z;) =

m; et encore d’aprés (4.5) on obtient :
Au(z;) > m;Ac P

d’ou
-1
[mi| < [pi(n — pi — 2)]7"[Aulcg,

Dans les deux cas, on conclut en faisant i tendre vers I'infini.
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CHAPITRE 5

Méthode de continuité

[’idée de la méthode de continuité pour résoudre une équaton est d’introduire
une paramétre de déformation ¢ € [0, 1], de facon que pour ¢ = 0 on sache résoudre
I’équation déformée, que pour ¢t = 1 on ait ’équation originale, et que I'existence d’une
solution pour t € [0, 1] puisse étre réduite & 'obtention d’une estimation a priori sur

ladite solution (dans un espace normé convenable).

Commencons par un rappel.

Définition 5.1 Soient Vi, Vs, deux espaces vectoriels normés. Une application T
Vi — Vs est dite contractante si ¢’est une application 6-lipschitzienne avec 0 € [0, 1).
C’est-a-dire

1Tz = Tyllv, < Ollz =yl ¥V 2,y €N

Théoréme 5.1 ([8], p.74) Une application contractante T : V — V sur un espace
de Banach V admet une unique point fize, c’est-a-dire il existe une unique solution

x € Vde l’équation Tx = x.

5.1 Méthode de continuité linéaire

Soit V1, Vs deux espaces vectoriels normés. T : V; — Vs est dite bornée si

Tx
||T|| — Sup ” ||V2
zeviao || Z]vy

est fini. Il est claire qu’ une application linéaire T est bornée si et seulement si elle est

continue.
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5.2 Méthode de continuité non linéaire

Théoréme 5.1 ([8], p.75) Soient Lo, Ly deux applications linéaires bornées de V),
dans Vy. Soit t € [0,1] et
Lt - (]_ - t)L() + tLl

et supposons qu’il existe une constante C' telle que :
vie01],  lzllv < CllLzlly,. (5.1)
Alors Ly est surjective pour tout t € [0,1] si et seulement si Ly est pour un s € [0, 1].

Preuve : Soit s € [0, 1] tel que Ly est surjective. D’aprés 5.1, Ly est injective, donc
soit L;' : Vy — V) linverse de L,. Pour t € [0,1],y € V,, I'équation L,z = y est
équivalente a :

Ly(v) =y + (Ls — Ly)x
=y+ (t—s)Lox — (t — s) L1z
ou encore a :
v=Lty+ (t—s)L; (Lo — Li)x
Pour y fixé, soit T': V; — V; défini par To := L'y + (t — s)L; (Lo — Li)x. On a
clairement que T est une application contractante si

|s = t] < [CU|Loll + o))" =20

d’ou L; est surjective a condition que |s —¢| < d. Donc par division de U'intervalle [0, 1]
en sous-intervalles de longueur ¢ on obtient que L; est surjective pour tout t fixé dans
[0, 1]; en particulier pour t = 0 ou ¢t = 1.

|

5.2 Méthode de continuité non linéaire

Nous allons maintenant mettre en place la méthode de résolution de 1’équation
totalement non-linéaire, posée dans cette thése, a savoir I’équation (1.1) qui peut étre
écrite :

N[u] :=1ogl.(N(ay,))] =log[l + ¢], avectp =1+ ¢ >0 (5.2)

Définition 5.2 Soient (p, ) € (0,n—2) x (0,1), on dit que u est une solution admis-

sible si u € C2 est k-admissible et satisfait I'équation (5.2).

Remarquons tout de suite qu’il existe au plus une solution admissible de 1’équation
(5.2), ceci d’aprés le Corollaire 3.1.
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5 Meéthode de continuité

Equation de continuité Pour ¢ € [0, 1], nous allons considérer I’équation de conti-

nuité :

Frla] = 6u(May,)) = 1+t = ¢ avec ¢ € Co5(R") telle que ¢y =9 =1+ ¢ > 0,
(5.3)
ou encore :

Nic[ue] = log[i] (5.4)

et I’ensemble :
T = {t € [0, 1] tel que, il existe u; solution admissible de (5.4)}.

On raisonne sur 7 par connexité :

— T #0,0 € T car up = 0 est une solution admissible.

— 7T ouvert dans [0, 1].
Soit t € T, alors, dN[u,] est un isomorphisme de C2*(R") dans CSfQ(R”) (voir Lemme
6.2 ci-aprés), donc d’aprés le théoréme d’inversion locale et la k-admissibilité étant une
propriété ouverte, il existe € > 0 tel que (t—¢,t+¢)N[0,1] C 7 donc 7 est relativement

ouvert dans [0, 1]. Comme [0, 1] est connexe, on obtient ici le :

Théoréme 5.2 L’équation Ny[u] = log[l + @] admet une solution admissible si l'en-
semble T est fermé dans [0, 1].

D’aprés le Théoréme précédent, la résolution de ’équation (5.2) est réduite a construire
une estimation a prior: sur les solutions u; dans I'espace CE’O‘ (voir plus loin Chapitre
7), et & démontrer que 1’équation de continuité (5.4) est uniformément elliptique indé-
pendamment de ¢ € [0, 1] (voir plus loin Chapitre 7 Section 7.3). En effet, supposons
acquises ces estimations, et soit (¢;);eny une suite de 7 convergeant vers ¢ € [0,1] :

montrons que t € 7.

On a (t;); € 7, il existe une suite des solutions admissibles (uy,);, d’aprés notre pré-
sente hypotheése, la suite (uy,); est bornée dans Cz’a, donc bornée dans C’g’ﬁ pour tout
B € (0,a) et g € (0,p). Mais d’aprés la quatriéme assertion de la Proposition 4.1 il
existe une sous-suite de (uy,); converge dans C’g’ﬂ vers u; € Cg’a. N, étant continu donc
uy vérifie 'équation (5.4).

Il reste seulement & prouver sa k-admissibilité. Par continuité, pour tout x € R",
A ay,)(x) est dans la fermeture du cone I'; et a I'intérieur de ce cone quand || — oo
(puisque D*uy(z) — 0); I'équation (5.4) elle-méme, combinée aux inégalités de Mac-

Laurin, assure alors que A(a,,)(z) € I'y pour tout € R". Autrement dit, u; est
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5.2 Méthode de continuité non linéaire

k-admissible. Donc ¢ € 7 comme annoncé.

La remarque suivante nous sera d’une utilité constante par la suite.

Remarque 5.1 Sous nos hypothéses sur ¢, il existe deux réels 0 < ¢ < K tels que :

Viel0,1], e<yy <K sur R"

En effet, pour chaque x € R" fixé, le réel ¢;(x) appartient au segment qui joint ¢ (z)

a 1. Il suffit donc d’encadrer positivement ), sur R".

Comme ¢ € Cng, il existe K > 1 tel que v; < K sur R". Puisque p > 0, il existe
1

R > 0 grand tel que : ¢; > ) hors de la boule fermé B(0, R) C R"; et dans B(0, R),

. . . I .
on a 1r(1f )wl > ¢ > 0 avec, sans restreindre la généralité, ¢ < 7 Finalement, pour
zeB(0,R

tout (z,t) € R" x [0,1], on a bien ¢ < ¢y < K.
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CHAPITRE 6
Inversibilitée locale

Soient p € (0,n — 2) et
Q? = {u € C*(R"), u est k-admissible}

On note par :

00 k,a k— O2 k k — O2 k ka — (2 k,a 0 — 2 00
Cr=[\Ck, Q=2nCk, Qb=0>nCy, be=Pnere, QX =0°nC;

keN

6.1 Propriétés de I'opérateur N,

Rappelons d’abord la définition de 'opérateur :

Nic[u] = log[6,.(A(aw))]

Lemme 6.1 L’opérateur N, est elliptique sur Q* et concave & Uégard de D*u. En
outre, pour chaque u € Q}% firé avec p > 0, les linéarisés dF,[u] et dN[u] sont uni-
formément elliptiques sur R"™ autrement dit, il existe des constantes 0 < ¢ < C telles

qu’en tout point xo € R", on ait :

veemy, dgf <Y o & < Clel?,

et

g < 30 2N Fo W& < Clef?

36



6.1 Propriétés de 'opérateur N,

Preuve : La premiére partie suit des Lemme 2.2 et Corollaire 2.2. La seconde se dé-
montre comme 'estimation a priori de ellipticité uniforme de I’équation de continuité
(5.3), voir Lemme 7.6 au Chapitre 7, & quoi elle peut étre réduite grace a ’observation

suivante : u € Q’; étant fixé, avec p > 0, la fonction auxiliaire 1, définie par :
by = 5 [May)]
est dans 'ouvert
Oprz = {1 € CO(R"),9 > 0, (¢ — 1) € Gy},

de quoi résulte facilement d’une part la positivité stricte de iﬂgf@/}u, d’autre part la
finitude de sup,

R?’L
[ |
Lemme 6.2 Pour tout k > 0 et pour tout u € ij”’o‘, Uapplication :
AN [u] : C’]f”’“ — C;f_f;
est un isomorphisme.
Preuve : Fixons u € Q’;“’a. D’aprés le Corollaire 2.3, pour tout v € C? on a :
~ 0 (OF «
0 =T g (G o)
D’ou : i
> aixi <g(€: (au)vj>
AN, [u)(v) = (6.1)

or(Aau))
donc d’aprés cette formule et la premiére assertion de la Proposition 4.1, dN,[u] est bien

e . oF
définie, linéaire et continue de C}™>* dans C’;ffz; en outre ——(a,) € C. D’aprés le
Lemme 6.1, dF,[u] est uniformément elliptique sur R". Compte-tenu de la Proposition
2.2, on peut appliquer a dF,[u] le Corollaire 4.2 et conclure que ¢’est un isomorphisme

k+2,a k,a
de C, dans C,5.

Par ailleurs, d’aprés la (fin de la) preuve du Lemme 6.1, on a ,.[A(a,)] € C&®, donc,

par la premiére assertion de la Proposition 4.1,V h € C’;ffz on aura ha.[\(a,)] € C’;ff‘z,

donc il existe v € C’I’j’“’o‘ unique tel que :
dF,.[u](v) = ho [N ay,)]
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6 Inversibilité locale

ou encore, tel que :

dN[u](v) = h.

. sz sz k . . .
Autrement dit, le linéarisé dN,[u] : CFT>* — €% est bien un isomorphisme.

Par ailleur, comme nous I'avons déja remarqué, le Corollaire 3.1 implique :
Lemme 6.3 N : Q8% — C;ffg est injectif.
Finalement, nous obtenons :

Lemme 6.4 L’application
N, : le<:+2,a — Ok

p+2

est un difféomorphisme sur son image.

Preuve :
D’aprés le Lemme 6.2 on sait que pour tout u € Q’;*Z’a, dN,[u] est un isomorphisme
de CET2* — CM%. Donc d’aprés le Théoréme d'inversion locale N, : QFF2e — e
est diffeomorphisme local. Etant injectif sur Q’;+2’”‘, ¢’est donc un difféeomorphisme de

Q52 sur son image.

La résolution de I'équation (5.2) montrera que N, : Q’;“’O‘ — C’;ffg est de plus

surjectif.
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CHAPITRE 7
Estimations a priori

Dans ce chapitre nous montrons l'existence d’une solution radiale unique quand la
donnée ¢ est radiale et nous décrivons les estimations a prior: sur u; € C’ﬁ’o‘ solution k-
admissible de (5.4). Il s’agit d’abord de construire des solutions supérieure et inférieure
radiales k-admissibles, qui conduiront (par comparaison) a estimation Cz?‘ Il s’agit
ensuite, nous appuyant sur un principe du maximum pour les dérivées secondes, d’en
déduire Pellipticité uniforme du linéarisé dN,[u,]. Il s’agit enfin, d’obtenir estimation

Cg’o‘ a partir des précédentes.

7.1 Existence d’une solution radiale

Soit 7 = |z| la norme euclidienne de z € R". Quand ¢(x) = ¢(r), on dira que ¢ est

radiale.

Lemme 7.1 Si ¢ est radiale et u € (3(R™) solution k-admissible de I’équation (5.2)

alors u est radiale.

Preuve Soit R : R" — R" tel que R € O(n). Comme ¢ radiale, alors V R € O(n),
on a ¢(Rx) = ¢(x). Soit u solution admissible de I’équation (5.2), on a :

GalMan)] = 1+ =1 >0,

donc 7,[A(ay)] o R = 9 o R ou encore &4[\(a, o R)] = ¢ car o, et §;; sont invariantes
par rotation, ainsi que 1 par hypothése. Donc h = uo R est aussi solution de I’équation
7x[A(ap)] = ¢ > 0. Par unicité de la solution (voir Corollaire 3.1), on obtient uo R = u,
donc u est radiale.

|
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7 Estimations a prior:

Proposition 7.1 (Calcul de la solution radiale) Si ¢ est radiale avec 1+ ¢ > 0,

alors la solution radiale U nulle & Uinfini de U’équation (5.2) s’écrit formellement :

Ur) = —/Toos (1+n/01 @(Ts)r"—lch)% — 1] ds

Preuve : En notant

. dau .. d*U
U({E)EU(T),U:%, :W:
on obtient

du(z) = 3U et Oulz) = 57 (U - %> +6,2.

2
Pour faire le calcul de &.[\(a,)] au point z # 0, on se raméne par rotation au cas
x = (r,0,...,0). Alors, si u satisfait I’équation &.[\(a,)] = 1+ ¢, U vérifie I’équation
différentielle suivante :

SO (Fn) e (Fe) =g (7.1)
donc 1
(U—Fl)-l-n:i <%+1>=¢(%+1) " awee Y o="1(1+)
On pose :
v(r) = U(r)
d’ou

(D+1)+%(§+1):w(%+1)1w

On fait le changement de fonctions :

Alors
. -1 l
z = —T,Qv—l— ~U

donc
7“2":(1—2)+7’):>r2":1—z+@/1z(1_“)—”;fz—lﬁrézg/)z(l_“)—(%+1)z

donc

itz = %z(l_’“).
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7.1 Existence d’une solution radiale

On multiplie ’équation par 2" ! et on fait le changement de fonctions :

on obtient
. n, _ Ky
y+iy=-"
Pour résoudre cette équation on va prendre premiérement la partie homogéne :

B0 % = ok g

soit :

Pour trouver la solution générale de 1’équation, on utilise la méthode de variation de

la constante :

Blryr™ == = B(r) = wyr"™' = () = x / ot

0

donc .
y(r) =0r "+ /17"‘”/ D)t
0
On prend § = 0 pour éviter une singularité car on impose U(O) = 0 pour avoir
u(z) = U(r) réguliére a lorigine et on fait le changement de variable 7 = t. On
obtient,

y(r) = /~€/()1 Y(rr)rdr

Comme y(r) = 2"(r) on a :

= ([ o)

Y1) 4 1 on trouve pour v :

T

= /Oww-%)i L

.y (/@ /01 n(] 4 <p<m«))rn1d7> "4

i 1

—r ( /0 (w1 ()Y dT) ",

et comme : z(r) =
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7 Estimations a prior:

soit finalement :

1

o) =r (1 +n /0 1¢<TT)T"-1dT)“ “1. (7.2)

Comme v(r) = U(r) on trouve pour U :

On veut aussi :
D [o@)

U(oo):O:>/ v(t)dt+C’:0:>C':—/ v(t)dt.

Finalement : U(r) = / v(t)dt —/ v(t)dt = —/ v(t)dt soit encore :
0 0 T

1

UGr) = —/roos (1 +n/01 @(75)7"1d7>z “ 1| ds

7.2 Estimation d’ordre zéro pondérée

Pour construire une telle estimation sur w; solution de l’¢quation (5.3) générale
(sans radialité), nous allons procéder en comparant u; a des solutions supérieure u™ et

inférieure v~ < u™ radiales auxquelles s’appliquera la proposition suivante :

Proposition 7.2 Soit u € C*(R") solution nulle & Uinfini de I'équation (5.2) avec :
d(x) = ¢(r), ¢ € Cpyy et p € (0,n—2),14+¢ > 0. Alors u(z) = U(r) et u € Cp ;
précisément on a :

lulleg < nlp(n =2 =p)] " éllco,,

Admettant cette proposition provisoirement, appliquons-la.

Construction de u~ : Comme ¢ € CS+2> il existe une constante C'~ > 0 telle que :

Vie[0,1],14tp<1+Co(r) P :=1+¢".

Soit u~ la solution radiale formelle de I'équation : N.[u~] = log(1l + ¢~) donnée par la

Proposition 7.1. On a u~ € C*(R™) N Cg d’aprés la Proposition 7.2, avec ici :
[u"llcg < nlp(n —2—p)]~'C".
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7.2 Estimation d’ordre zéro pondérée

Construction de u' : Comme ¢ € CSH avec 14+¢ > 0, il existe une constante C; > 0

telle que :
Vtel0,1], log(l+tg) > —Cro P2

et vérifiant :
¢ = [exp (—Cio(r)"7?) —1] € O;?+2-

Posons C = [|¢" [0, et soit u™ la solution radiale formelle de I'équation Ny[u"] =
log(1+¢*) donnée par la Proposition 7.1. On a u™ € C2(R”)OC’S d’aprés la Proposition
7.2 avec ici :

[utllcg < nlp(n —2 —p)]~'C*.

On a par construction :
L+ = No[ut] S Nglw] = 1+t¢ < NGuT] =14~

donc pour appliquer le Lemme 3.1 (principe de comparaison) aux deux inégalités
Nifug] < Nifu™] et NiJut] < Nifwl, il nous reste a vérifier que u~ et u™ sont k-

admissibles. En ’admettant provisoirement, on déduit du Lemme 3.1 'encadrement :
w <u<ut
et d’aprés la Proposition 7.2 on obtient I'estimation pondérée objet de cette section :

o(z)!|u(z)] < n[p(n — 2 — p)] " max(C™, C7).

r-admissibilité de v et u” :

L’idée est la suivante : si une fonction v € C*(R") est x-admissible en x5 € R et si

elle vérifie o, [A(ay)] > 0 sur R", alors v est partout rx-admissible. En effet, 'ouvert
V ={z € R" tel que A(a,)(x) € T}

contient o et en tout point x adhérent a V, on a A(a,)(z) € T'x avec par hypothése
ox[A(a,)](x) > 0. Les inégalités de Mac-Laurin impliquent x € V', donc V' est fermé et,
par connexité, V = R".

+

Appliquons ce principe & v = u™ en choisissant (a cause de la radialité) le point 2o = 0,

oil du®(0) = 0.
Pour la s-admissibilité de «~ en 0, on a N[u"] = log(1 + C o ?72), C~ > 0, et
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7 Estimations a prior:

Péquation (7.1) fournit pour U~ (r) = u™(z) en 7 = 0 la relation U~ (0) = (1 + C’_)% —

1=:¢c >0, avec U_(O) = 0. En calculant la limite pour » — 0 de I'expression :

&'ju_ = z;gzﬁj (U_ — U%) + 52‘3’%

on trouve :
(91-]-1[(0) = 5“[']'-, (0) = c*§ij
Donc A(a,-)(0) = (¢,...,c7) €.
Pour u*, solution radiale de I'équation N,[u'] = —Cio7 7% avec C} > 0, on trouve :

de méme : A(a,+)(0) = (c*,...,c") avec ¢ := exp(—<L) > 0 donc A(a,+)(0) € T.

Preuve de la Proposition 7.2 D’apreés la Proposition 7.1, u(z) = U(r), s’écrit :

UGr) = —/roos (1 +n/01 w(TS)Tnlde “ 1| ds

Nous allons supposer provisoirement une inégalité-clef démontrée ci-aprés, a savoir :

7 o(r)] < (7.3)

n
m||¢”og+2-

De cette inégalité, on déduit immédiatement :

IWMS/WMﬂmS

n
B —-Pp
p(n —9_ p) ||¢||CS+QT

la proposition est donc démontrée, moyennant la preuve de (7.3).

Pour établir (7.3) nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 7.2 V (z,a) € [-1,00) x (0,1) on a |(1+2)* — 1] < |z|.
Preuve : V(z,a) € [-1,00) X (0,1) on a |(1 +x)* — 1] < ||

—(14+2)*+1 si ze€[-1,0]

Onal(l+az)*—1]=
(14+2)*—=1 si x>0

Size[-1,00ona(14+x2)*> 1+2 V a €(0,1)donc —(14+2)*+1< —x
Siz>0ona(1+2)*<1+z V a €(0,1)alors (1+2)*—-1<uz.
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7.3 Estimation d’ordre deux sans poids et ellipticité uniforme

Preuve de l’inégalité (7.3) D’aprés le Lemme 7.1 la fonction u nulle & I'infini

doit étre radiale par unicité, d’aprés (7.2) on a,

rYo(r)| = ‘(1 +n/01 o) dr)x —1|.

En appliquant le lemme précédent avec

1 1
a=—ecetr= n/ lo(rr)r™ Y dr
K 0

on obtient,

1
()] gn/ () |dr
0

! (P+2) —(p+2)
<n [ lelrnl(1+ ()T (L () T
0

' gy =2t
<allpley, [+ T

1 —4q
< anpHCSH/ (rr)" @2 1dr car pour ¢ >0, (1+7%)72 < |r]|™*
0
Finalement, comme p € (0,n — 2), on a

rHo(r)] < I8llco, w7

n
(n—=2—p)

donc aussi :

p+1 n
r ’U(T)| S (n_2_p)||¢||02+2

7.3 Estimation d’ordre deux sans poids et ellipticité

uniforme

Estimation de |D*y,;| d’aprés [4].

On va procéder en deux étapes. La premiére sera la démonstration du :

Lemme 7.3 [l eziste une constante C > 0 indépendante de t € [0, 1] telle que, pour

tout vecteur unitaire & et tout xr € R",

Ogeur(z) < C.
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7 Estimations a prior:

Preuve : Soit £ € R" tel que |{| =1 et on note par 0 = Z&@W

En appliquant 0¢ deux fois & I’équation (5.4), et en posant N, := log(F ), on trouve :

ON,,
(95(ut)i]. = O log () (7.4)
EMZ-]-
0%N,, ON..
aaij_aakl 85(%5)”85(1“)“ + %3&(%)1] = a{{ log(¢t> (75)

ou Yy = 1+ t¢p. Donc d’aprés la concavité de N, on en déduit de (7.5)

ON,
8&1']‘

Oce(ur),; > Oee log(vy)

ou encore :

L(Ogeur) = Dee log (). (7.6)

en notant ci-aprés L 'opérateur linéaire elliptique défini par :

N,
Lv: ONy

= aTij(aut>Uij

On diagonalise D*u;(x), on pose ((\)i = 1 + (u),,), et on utilise la Proposition 2.1 et

i1
la formule suivante :
n
do,,

=n—rk+1)o.1,

on obtient :

Ok—1

Ly = 28(’“ ()i —1) = 5 — (n— 5+ 1) (7.7)

8)\1 Oy ’
En utilisant les inégalités de Newton pour les fonctions élémentaires symétriques dans

[y, alorsVje{l,...,n—1}:

2
Oj—1 Oj41 0

(M) G ()

n—G=1) o0 _n—j o
j O'j _j+10'j+1

~ ~ ~2
0j-10j+1 S O'j alors

donc

45 = = gj+1

Soit wy(x, &) = Ogeur — uy, x € R™.

St wy(z,€) < 0 alors Jgeuy < ¢, sinon, comme wy(z,§) I\—) 0, alors w; atteint un
T|—00

maximum positif M au point (zq, &).
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7.3 Estimation d’ordre deux sans poids et ellipticité uniforme

On peut prendre £ = e; et compléter & par une base orthonormé e,,...,e, qui
diagonalise (uy),, (7). En effet, on a :

%

d
gwt(xo,&) + 51)|s=0 = 0 (V 1 L &) (point critique) = 95 uy(x0) =0V j > 1.

. +s o
Par ailleurs, pour tout £ = &)—77 avec 7 unitaire et n L &

€0 + sm
(Ocgur — up) (o) < (Deogo e — ue) (o),
donc, prés de xg, on prend la fonctionnelle auxiliaire :
wt(ﬂf) = (Ut)ll — Ut

laquelle atteint aussi un maximum local égal au méme M > 0 en zy ou Lw; < 0.
D’aprés (7.6) et (7.7), 'inégalité Lw; < 0 entraine au point z :

Or—1

<log<wt))11 — K+ (n — K+ 1) <0

Ok
donc en xg, on a :

e <1~ (log()) < c (7.)

avec ¢ indépendante de ¢ € [0, 1]. Comme la suite (¢;); est croissante, on obtient

cx>tlml ot g > g > > g =150

K Ok o2

K

Onaaﬁ_lzma,{ qx et
( 2
<
01> (n— 1)02 43
< 3
o o
2 = (n—2) 3 44
< k—1
Op—2 S —F————<0k—1 Qx
S (Y (7)) R
donc :
< 2 3 4 Kk—1
01 > qs3 qa qs . .. 4k0k—1 4k
(n—1) "(n—=2) " (n—3) (n—(k—2))
2 3 4 k—1 K
~ Ok 4344 - - - 4x—19x4k
(mn=1)mn-2)(n-3) (h—-(:-2)(n—(k-1))
kl(n—r)
< ng@qﬁ
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7 Estimations a prior:

donc finalement, on obtient d’aprés (7.8) au point x

k! (n — kK)!

n _ o
S (H)wtc“znwtc <
avec C' indépendante de ¢ € [0,1]. On a

01

Z(/\t)? =0} — 20y < 0? dans Ty (k> 2)

Donc V i, |(A\),| < o1 =V i, |1+ ()

<C= ’(ut)u’ <C+1

i1

alors il existe une autre constante C' indépendante de (z,€) et t € [0, 1] telle que
M = ’(Et(l’o) S C

et par définition de M (voir plus haut) il existe donc une autre constante C, telle que :
Vigl=1, VzeR", Vtel1]

8&5%5(33) S C.

Passons a la deuxiéme étape :

Lemme 7.4 [l existe une constante C > 0 indépendante de t € [0,1] telle que, pour

tout vecteur unitaire £ et tout x € R",
855ut(x) Z —C.

Preuve : Comme u;, € Y, on a :
n
o =n-+ Z@Mut > 0= Vi, Oyt > —n — Z@Mut
i=1 ioi

donc, d’aprés le Lemme 7.3 on obtient :
Oigigit > —n — (n— 1)C.

Cette inégalité est bien stir valide dans tout repére orthonormé. Le Lemme 7.4 est donc
démontré.

[ |
En combinant cette minoration avec la majoration du Lemme 7.3, on obtient (avec une

autre constante C') :
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7.3 Estimation d’ordre deux sans poids et ellipticité uniforme

A0, Vz eR™, V¢ =1, Vte[o1]
|Ogeur ()] < C.

Pour finir, on prend
1

O 7

(0; £0;) pour i # j
et on conclut que :
Proposition 7.3 3C indépendante de t € |0, 1] telle que :

Remarque 7.1 Supposons (), > (M), > ... > (Ny), ; alors il existe C >0 et c € R
indépendantes de t € [0,1] et de x € R™ telles que :

C>N),>2N)y > >(N), >c. (7.9)

Estimation de |du;| Bien que nous n’en aurons pas besoin par la suite, enregistrons

ici une estimation uniforme sur |du|.
Lemme 7.5 11 existe C' > 0 indépendante de t € [0, 1] telle que |duy| < C.

Preuve : On considére la fonctionelle A(w,) = $|du,> + (2 — ¢)u; ot ¢ < 0 est le
minorant qui intervient dans (7.9). Si A(u;) < 0, le lemme suit de Pestimation a priori
sur [|ulce. Si le maximum M de A(u,) est positif, comme A(u;) est nulle a l'infini,
M > 0 est atteint en zy € R™. La condition de point critique d[A(u;)](xo) = 0 s’écrit

en Io :

Vi, Zuku;CZ +2—-cu =0&Vi, Z[aik(ut) — i + i |ug, = 0.
k %

D’aprés (7.9), on a :
air(ur) — COit, + Gir > i

donc la condition critique implique : du(zg) = 0. Ainsi, on a :
Auy) < (2 = c)ug(zo)

et donc, finalement :
|duy| < C = 24/(2 — ¢)||ut|co
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7 Estimations a prior:

(avec bien str [lugflco < [[urllco qui est estimé)
|

Ellipticité uniforme de I’équation de continuité (5.3)

Pour simplifier les notations on va ignorer ¢ et on ecrit A (resp u) a la place de )\
(resp u¢). D’aprés le Lemme 2.2 (et la Remarque 2.4 du méme chapitre), il suffit de

démontrer :
Lemme 7.6 [l existe ¢,C tel que : Vt € [0,1], Vie{l,...,n},V2z e R"

%% (M au(@))) < C.

— o\
Preuve : Supposons que (A\y); > (A)2 > ... > (M), D’aprés la Remarque 2.3 on
a:
0o do 80
(N (N . (A
o S Gy, M =S 3 )
K do
Donc il suffit de majorer 7 (A¢) et de minorer —()\t) On commence par :
O\, o\
Majoration de 8§H<)\t)' On note par Xz = (A, N, A1, A). Onac:
Jo,. ~
a)\z = 0',4_1()\1‘)7 (710)
donc par la Remarque 7.1, il existe une autre constante uniforme C' telle que :
Jo
() < C
aAn( 2

Définition 7.1 Pout tout | < n — 1, on désigne par :

L= {Xl e R ! tel que aj(xi) >0V ji=1,...,1}.

aiﬁ (M). On a o.(\) = /\10,1_1@1) + a,{(xl). En A = A, on va dis-
1
tinguer deux cas :

1- Si oﬁ(xl) <0=0,(N) < Alam,l(xl), d’aprés (7.10) on obtient :

do o
99k () > I
8)\1( )z A1
donc d’aprés (7.9) et la Remarque 5.1,
ao_m (n)wt
> B > .
a)\l ()\t) = C =z E > 0
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7.4 Estimations non linéaires pondérées

2- Si 0,.(A1) >0,
D’aprés le Théoréme 2.1 ona, VA e Ty, Vi={1... k}

aO'Z'
O\

donc pour tout i € {2,...,k} on a ai_l(il) > (0 donc /):1 € I',_11 et d’aprés notre

présente hypothése on a aussi O'N(Xl) > 0. D’ou
/):1 c 1—‘571.

En utilisant 'inégalité de Mac-Laurin dans I';, ; on obtient :

ou encore

donc, toujours en A = \; :

1

~

7:(}) < 0“*1@1) AL+ n ; - [01{_1()‘1)] B

ey

On distingue ici deux sous-cas :

1 (A .
1- Si U(n+(1)1) < 1, on obtient en \; compte-tenu de la Remarque 5.1 :
Kk—1
K A N
0<e<L c ( ) <0',€_1(>\1).

(o)

2- Sinon on obtient en \; :

Donc le Lemme 7.6 est complétement démontré.

7.4 Estimations non linéaires pondérées

Nous allons utiliser le Lemme 4.1 joint a une technique de scaling pour obtenir nos

estimations non linéaires pondérées.
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7 Estimations a prior:

Soit u € C,(R") admissible et supposons Ny[u] = log[o,. (A(au))] = f € C2,(R™).
Etant donnés zy et p comme dans le Lemme 4.1, on définit sur B, les deux fonctions

suivantes :

Uy (X) 1= [0(20)["u(x) ; fauy (X) 1= [o(0) "N [u] ()

toujours avec X = £
U(Io)

Par hypothése f,, est bornée dans C*(B,) indépendamment de zg, et u,, 1'est dans

C°(B,) indépendamment de x, grace a 'encadrement de u entre u™ et u™.

En effet, d’aprés le Lemme 4.1, on a sur B)° :

En outre, on a les identités suivantes :

au(z) = I + D?u(z) = I + o(0) " P 2o (0 )p+2D2u(a:) =1 + [o(z0)]” PP D%y, (X)
Fao = [0(20)]"*? 1og{G[A (1 + [o(20)] "2 Dy )|} =2 N [tz -

On a :

S ot (M + 0(20) "0 D2y (X)) 0y (X) 5 Coy (Maw(@))), 05 (X)

deo [uxo](v)(X) = o ()\(] 4 g(xo)*(er?)D?uxo (X))) B O ()\(au(x)))

En ce qui concerne Popérateur auxiliaire NV, juste défini, considéré sur B, = {|X| < p},

N, est donc uniformément elliptique, concave a ’égard de D?u,,.

Selon une estimation a priori intérieure non linéaire de Gilbarg-Trudinger (équation
(17.42)[8] p.456) appliquée dans B, a I'équation Ny [ug,] = fu,, il existe des constantes
C et o € (0,1) dépendant seulement de n, A et A telles que :

[tz |ca(m,) < Clllfaollcz(s,) + e lloes,) b

avec

D?*v(x) — D*v(z’
[vllc2acs,) = vlic2s,) + Sup d2+?é| @) / &
b ea'eB, |z — 2|

2
[v]lc2es,) = ZSqudi]Div( z)|, dy = dist(z,0B,),d; v = min(d,, d,)
i o

D’aprés l'inégalité d’interpolation, Lemme 4.2 on a : Ve > 0, 3C(€) > 0,

[tz lle2(m,) < C() U llcos,) + €llta [[coa(s,)
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7.4 Estimations non linéaires pondérées

donc
[tao c205,) < CLlfaollczs,) + C(€)|uw llcos,) + €llta [c2a5,) }

d’olt avec une autre constante uniforme C
[tao 0205,y < CLlfaollczs,) + U llcos,) }-

1
Si Q borné, Q' CC Q, 6 = dist(Y,090) et 9o = EdiamQ, alors pour toute fonction
v e C*(Q)

min(L, 07" ) o]l cza@) < [IVl[Eaa) et [vlltzq) < max(1,4¢%)[[vllcz(o)

donc on obtient ici avec Q = B, et Q' = B, /2 et avec une autre constante uniforme C'

dépendant de p mais pas de zg :

[taollc2aB,,) < CL faolle2(s,) + [taollcos,) t

Prenant le Sup, nous obtenons (encore avec un autre uniforme constante C')
zoER™

lullze < C {INelulllcz,, + lullcg } -
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CHAPITRE 8

FEquations hessiennes complexes

8.1 Introduction

Soit n > 1 un entier. Dans ce chapitre, nous allons considérer les équations hessienne

complexes dans tout C" :

M A0 f(2)] = [1+ 6(2, 2)] = (8.1)

2

ot 0;f(z):= 5205,
iU%;

la fonction f = £|z|° 4+ u au point z, |z| est la norme hermitienne de z dans C" et

(z) est une matrice hermitienne n x n, la hessienne complexe de

1+¢ > 0, les fonctions u et ¢ sont a valeurs réelles, avec u cherchée et ¢ donnée dans :

ue Ck2e ¢ e OFs avec p € (0,2n — 2) (8.2)

ou les espaces de Holder a poids (voir section 4.2) sont ici relatifs a 1'espace euclidien

R?*" sous-jacent a 'espace hermitien C". m,. est la moyenne symétrique élémentaire
d’ordre £ & n > & variables, homogéne de degré 1 et A(9;;f) désigne le n-uplet des
valeurs propres de la matrice hessienne complexe de f par rapport a la métrique her-
mitienne standard de C".

Le cas k = n (Monge-Ampére complexe) a été traité dans [6]. Notre contribution
concerne le cas 1 < k < n. Dans ce cas, le probléme de Dirichlet posé dans un ouvert

borné (de géométrie convenable) a été traité pour notre équation dans I'article [11].
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8.2 Fonctions k-admissibles

Remarque 8.1 On a prouvé dans le Chapitre 2 que m,, est une fonction symétrique,

elliptique, concave, dans le cone convexe I, ot :

Iy ={NeR" tel que 0;(A\) >0, Vj=1...k}.

8.2 Fonctions xk-admissibles

Le but de cette section est de démontrer que le linéarisé de 'opérateur (en la fonction
u) associé a Péquation (8.1) vérifie les hypothéses du Lemme 4.4 pour appliquer le

théoréme d’isomorphisme (voir plus loin 8.2.2).

8.2.1 L’opérateur différentiel §, et ses premiéres propriétés
Soit M = (m;;);; une matrice hermitienne n x n et x € {1,...,n} fixé.

Définition 8.1 F,(M) = Z M;yr, la somme des mineurs principauz d’ordre k de M.
[I=kK
On notera par :

Fo(M) = Z5F. (M)

On désigne par O;;u la matrice hessienne complexe de la fonction a valeurs réelle u €
C%*(C™), et par Mu =1+ 0ju

Définition 8.2 Soit §,. 'opérateur différentiel défini sur C*(C"), par :
u— Felu| = Fi(M,).

On notera par :

~ 1
Slu] = 75 Sxlu]
(%)
On désigne par - la dérivée partielle de I, par rapport a m,;, et on pose :
ij
Comn (Mg = gy e o 83

OF . . .
alors : I (M,) = Cyy (Mu)lj Pour simplifier I'écriture on note par Cj; = Cy_; (Mu)é

Pour z € C", on écrit z = (21,...,2,) = (1 + pi1, To+ 1Tpao, . . ., Ty + 122, ). Comme

)



8 Equations hessiennes complexes

(Ci3):7 est une matrice hermitienne, Cy; = 1/2(Cj; +Cj5) +1/2(Cj; — CF5) (ot (CF) 5 est
la transposée de la matrice (Cj;);5), on peut 'écrire sous forme A + B ot A = (4;35);;

est une matrice symétrique réelle et B = (B;;),; est une matrice antisymétrique réelle.

Onai:l<i—i 9 >eti:

1
Ox; 0Ty 0z; 2

0 9 .
(8%_ + 28$7L+j>, donc, par un calcul simple, on

peut écrire u;; sous la forme :
1 - . .
Ulj =1 (uij + Un+in+j -+ Z('u/i’nJ’»‘j — unJri,j)) s W 1,] = 1, oo, n. (84)
ou figurent a droite certaines dérivées réelles - Ia - avec 1 < I,J < 2n.

Définition 8.3 Pour 1 < I,J <2n,1<i,j5<noule€{l,...;i....,n+1,... 2n},
Jed{l,...,4,...,n+j,...,2n} on définit C;; par :

Cz'jaij = Crj01s
N N . L. . 5
ou figurent & droites des dérivées réelles Oy = 5-%—.

Proposition 8.1 On a :

1 1
Czy = Cni ntj = A et Ci,n+j = —Cn+z‘,j = —;B;

]

Preuve : D aprés I’équation (8.4), on a :

Z Cij0i5u = Z(Aij +1By3) (uij + Unsimtj + Wintj — Untij))

=1 Z [Aij (uij + tnpints) = Bij(Uintj — Untig)]
(les autre termes s’annulent car A est symétrique et B est antisymétrique). La propo-

sition s’ensuit d’aprés la Définition 8.3.

Lemme 8.1

. . =) = 21 7,,4 12 ; ' ; 3
Preuve : E 9; (Ci7) = E o) E &5 s Oilmyg, o omy5,)
i

Chaque m; ; ; est symétrique en 4,7 ; tandis que le symbole de Kronecker est antisymé-

trique en 7,7, on obtiendra zéro.

On a: Z or; Z <le 8z,) 395n+z T Z (8% 8Zl>

=1

En utlhsant la Proposition 8.1 et le Lemme 8.1 on a:
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8.2 Fonctions k-admissibles

Lemme 8.2 Pour tout j=1,....,n

> 01C; = 0iCrni; =0
I I

3

2n
1 1
A+ ) afo-nvj> =72 (0A5 + 0Ag)+ 12 3 (9B — 0:By5)

1
4
1 1
=1 Z (0.C5 + 0:C) = =Y _ (0:iCy5 + 9,C5) =0

I I= I=n+1 7 7
1
7 4 7
1 n 2n
S 0 = | (— S 0B+ 3 0dr,
I =1 I=n+1

Du Lemme 8.2 résulte immeédiatement le :

Corollaire 8.1 Pour tout J =1,...,2n,
> 09iCr =0,
I

D’aprés le Corollaire 8.1 on obtient :

Corollaire 8.2 Le linéarisé d§.[u| = dF;[M,] de §. en u est une divergence;

dSK ZO@&@’U = ;C[Ja]J’U = ;81 (;C[]@J’U) .

8.2.2 Fonctions x-admissibles, ellipticité et inversibilité locale

de l'opérateur 3§,

Définition 8.4 Une fonction u € C? est dite k-admissible si \(M,)(z) € T, pour
tout z € C". On notera par U* le sous ensemble ouvert de C*(C") des fonctions k-

admissibles sur C" et CL];”’O‘ =N C’;j”’o‘. Pour u €?, on notera par :
Nn[u] = IOg[Fn(Mu)]
Proposition 8.2 (Propriétés de Cy,)
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8 Equations hessiennes complexes

1. Pour1<1,J<2n,onaCryc Cg’a((CZ”).
2. Pourp>0 etuECLIQJ fixé, il existe 0 < A < A tel queV 2z € C" on a :
Ny < Cry < Mgy
Preuve : D’aprés I’équation (8.3) et la Proposition 8.1, on peut écrire C;; sous la
forme Cry = 677 4+ 75 ol 1y € Cng.
Soit z € C", \(M,,) € I',; donc par une transformation unitaire qui diagonalise 0;;u(z)
9o [A(M,)]. Donc Cj; est défini positif.

o
Montrons a présent que Cr; est aussi défini positzif en démontrant 'identité :

Ci;&&; = 4C11¢i¢y (8.5)

ot lon pose :Vj=1,...,n, § = ( — t(utj. Grace a (8.5) la preuve de la seconde

on en déduit qu’au point z on a : C;5 = o

assertion de la Proposition 8.2 est maintenant équivalente a ’ellipticité uniforme qui se
démontre comme au Corollaire 8.5 (voir plus loin) de opérateur §,[u]. On aura donc
0<A<Atq.

MEP? < Zcﬁfz’gj < AJg)
ij
Preuve de (8.5) : On a :
Zcijgigj = Z(Aij + 28;5) (GG + CntiCngs + UCGCntj — CntiCy)) donc, d’apres la
i,J

ihj
Proposition 8.1, on obtient : Z C’ﬁfif_j = 4ZC1JCICJ
ij 1J
Corollaire 8.3 L’ellipticité de §,, sur a’;“’a peut étre lue en chaque point z apres une

transformation unitaire qui diagonalise O;u

Théoréme 8.1 Soit k € N;p € (0,2n —2) et u ECL];”"X, alors :
dN,[u] : CIIjH’O‘ — C’ng

est un isomorphisme.

Preuve : D’aprés le Corollaire 8.2 on a :
dF.[ul(v) =Y 0, (Z CUa,v> ,
I J

dNH[u] (U) — ZI %ﬂ((%\:(ﬁ;;ajv) '

Pour tout u ECLf;”’a d’aprés le Corollaire 8.3 dF,[u] est elliptique, par hypothése on a

donc

0x(A(M,)) > 0, d’ott comme au Lemme 6.2 on obtient le résultat.
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8.3 Unicité de la solution x-admissible nulle a 'infini

8.3 Unicité de la solution sk-admissible nulle a I’'infini

Lemme 8.3 (Principe de comparaison) Soient u,v € (*(C") et tendant vers zéro
a linfini telles que :
G AN My)] < G.[A(M,)] dans C".

Alors

u > v dans C".

La preuve est analogue au cas réel (voir Lemme 3.1). On en déduit immédiatement :

Corollaire 8.4 Il existe au plus une solution C* de I’équation (8.1) k-admissible et

nulle & 'infin.

8.4 Existence d’une solution sk-admissible

Pour résoudre 'équation (8.1) dans a’;”"l, nous utilisons la méthode de continuité
comme dans le cas réel (Section 5.2, Chapitre 5). Donc pour ¢ € [0, 1], nous considérons

I’équation de continuité :
—F.(M,) =(1+tp) =1y (8.6)

ou encore :

Ni[ue] :=log[o, (A(My,))] = log[l + t¢] = log (¢) (8.7)

et Pensemble : 7 = {t € [0,1] tel que, il existe u; € G5">* solution de (8.7) } qui est

non vide car uy = 0 est solution x-admissible de (8.7) pour t = 0.

D’aprés le Théoréme 8.1 (voir plus loin), et comme la k-admissibilité est une propriétés

ouverte, nous obtenons que 7 est relativement ouvert dans [0, 1].

La résolution de I’équation (8.7) est donc réduite & construire une estimation a priori
sur les solutions u; dans l'espace CE’O‘, et & démontrer que 1’équation de continuité
(8.7) est uniformément elliptique indépendamment de ¢ € [0, 1]. En particulier, la s-
admissibilité de u; avec t adhérent a 7 est assurée par I’équation (8.7) elle-méme (elle a
lieu & l'infini out 9;u; — 0) et on la propage aisément a tout C". Conclusion 7 = [0, 1]

et ’équation (8.1), obtenue pour ¢ = 1, est donc résolue.
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8 Equations hessiennes complexes

8.5 Estimations a prior: et ellipticité uniforme

Dans cette section nous montrons ’existence d’une solution radiale unique quand la
donnée ¢ est radiale, et nous décrivons les estimations a priori, sur u; € C;"” solution
r-admissible de (8.7).

8.5.1 Existence d’une solution radiale

Proposition 8.3 (Calcul de la solution radiale) Si ¢ est radiale, avec 1+ ¢ > 0,

alors la solution radiale u(z) = U(r) nulle & Uinfini de classe C*(C") de [’équation

1 .
<1 + Zn/ 90(7'5)7'2”1d7') — 1] ds
0

(8.1) s’écrit formellement :

U(r):—Q/TOOs

Preuve : En notant

on obtient :

1(1%z (- U U

Pour faire le calcul de &,[A\(M,)] au point z # 0, on se raméne par transformation
unitaire (isométrie de C") au cas z = (r,0,...,0). Alors, si u satisfait I’équation (8.1),

U verifie 'équation différentielle suivante :
. . . Kk—1 . K
K U U n—e U _
R<U+7+4)<5+1> +T<§+1) =149
on en déduit :
U 2n—kK U U (1=r) 2n
<5+1>+T<Z+1):¢(5+1> avec 77/127(14-@)

On pose

alors ’équation sera :
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8.5 Estimations a priori et ellipticité uniforme

et nous retrouvons 13, ici en dimension 2n, une équation différentielle intermédiaire déja

rencontrée dans la preuve de la Proposition 7.1. Nous pouvons donc écrire sa solution :

o(r) =r {(1 +2n /0 1 o(rr)T2ldr)w — 1] . (8.8)

Comme v(r) = %U(r) et U(oo) = 0, on en déduit formellement :

Ur) = —2 /TOO s (1 +2n /01 gO(TS)TindT)i — 1] ds

8.5.2 Estimation d’ordre zéro pondérée
Nous aurons besoin du résultat suivant :

Proposition 8.4 Soit u € C*(C") solution nulle & l'infini de 'équation (8.7) avec :
$(2,2) = p(r), p € Cpy,p € (0,20 —2) et 1+ ¢ > 0. Alors u(z) = U(r) et u € Cy ;
précisément on a :
Julleg < 4nlp(2n — 2= p)] 6y,
Preuve : D’aprés la Proposition 8.3, u(z) = U(r), s’écrit :

1
oo 1 P
U(r) = —2/ s (1 +2n/ gO(TS)TindT> — 1| ds
r 0

Donc la preuve est typiquement comme celle de la Proposition 7.2.

Passons a l'estimation de [uco pour u; solution de I'¢quation (8.7) générale (sans
radialité). Nous allons construire des solutions supérieure u™ et inférieure v~ < u™

radiales auxquelles s’appliquera la Proposition 8.4.

Comme ¢ € C),(C"), il existe des constantes 0 < Cy < Cy telles que :
14+ ¢" =exp (—C’la(_p_Q)) <1+tp<14+Coo(r)P2=14¢

Soient u™ la solution radiale formelle de I'équation : N, [u™] = log(1 + ¢*) donnée par
la Proposition 8.3, et C* := H¢iHcg+2 (donc C~ = (). Onau™ € C*(C")NCy d’apreés

la Proposition 8.4, avec ici :
[u[log < 4nlp(2n —2 —p)]"'C*.
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8 Equations hessiennes complexes

On a par construction
T+ =Ne[u"] < Nofug] < Ne[u ] =1+ (8.9)

On vérifie aisément que les fonctions radiales u® sont x-admissibles & l'origine de C"
et, comme Nn[ui] > 0, elles doivent le rester partout. En appliquant le principe de
comparaison (Lemme 8.3) dans C*(C") N C,) aux deux inégalités dans I'équation (8.9),
on déduit 'encadrement :

u <y < u’.

Celui-ci fournit 'estimation cherchée, a savoir :

o(x)Pu(z)| < 4n[p(2n — 2 — p)] " max(Ct,C7)

8.5.3 Estimation d’ordre 2 sans poids et ellipticité uniforme

Soit 2 = (21,...,2n) = (T1 + Tpy1,. .., Tn + 320,) € C", € = (€1,..., &) € S*71

et on note par Jge = 852 avec O = Zgzj_lf)j + Z(Sgﬁnﬂ»
=1 =1

Lemme 8.4 [l eziste une constante C > 0 indépendante de t € [0, 1] telle que, pour

tout vecteur unitaire £ et tout z € C",
|Oecus(2)] < C.

Preuve : En appliquant 0, deux fois a ’équation (8.7), on trouve :

9N, ON, i
Og(ue) ;06 (ue)  + 5 Oge(we) ; = (%) Oce log (vr) (8.10)

v

Donc, d’aprés la concavité de N, (voir [11] page 96), on déduit de (8.10)

ON,.

Oee(ur) ; > ();) Oee log(hr)

On diagonalise d;5u, on pose ((A); =1+ (u;).), on arrive & 'équation (7.7), donc

d’aprés la preuve du Lemme 7.3, on obtient :
85£ut(z) S C.

En plus, comme u; est k-admissible on obtient :

n 2n
1
alzn—l-g qut:n—l—zg a][Ut>0
I=1

i=1
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8.5 Estimations a priori et ellipticité uniforme

donc VI,
C 2 afofout Z —4n — (2n — 1)0

Cette inégalité est bien str valide dans tout repére orthonormé. Donc 3C, V z € C",
VIgl=1, Vtelo,1],:

|Oee (ue)| < C
Pour finir, on prend .

V2

et on conclut qu'il existe C' indépendante de t € [0, 1] telle que :

O (0r £905) pour I #J

|0U(ut)| S C
Enregistrons maintenant 'important résultat d’ellipticité uniforme suivant :

Corollaire 8.5 (Ellipticité uniforme de ’équation (8.6)) Il existe deux réels A\, A
positifs tels que : ¥t € T,V £ € (C™)",V z € C",

9%«

)

AEP < [u]&&; < Al¢)?

Preuve : Aprés une transformation unitaire qui diagonalise d;;u, on a :

08 4 _ ¢ Ook
5 _[ut]—@ja—)\i[)\(Mu)]

Comme A(M,) € T'y, nous sommes maintenant ramenés exactement a la preuve du

Lemme 7.6.

8.5.4 Estimations non linéaires pondérées

Nous utilisons une technique de scaling (qui remonte a [1]) pour construire 'esti-

: ,Q : 4 n C . n
mation C®. Soit u € C;(C") k-admissible et supposons N,[u] = f € C7,,(C"). Pour
(20,p) € C" x (0,1) fixé, on définit sur la boule B;° de centre z de rayon p, les deux

fonctions :

uz(2) = [o(20)[Pu(z)  fo(Z) = [o(20)]"*Niful () = Nag[uz,)(2)

O'(Zo) ’
Par hypothése f,, est bornée dans C’Q(BSO) indépendamment de zy, et u,, 'est dans

avec / =
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8 Equations hessiennes complexes

C°(B2) indépendamment de zy, grace a notre estimation de [ullco. On vérifie facile-
ment que O;5u,(Z) = (0(2))" 2 0;5u(z).

L’opérateur auxiliaire N, juste défini sur B° est concave par rapport a la variable
hermitienne 0;;u.,, donc aussi par rapport a la variable symétrique réelle Jru., (voir
0, entre
deux réels 0 < A < A ie. il est uniformément elliptique sur B)°. En outre, N, se

(8.4)). Les valeurs propres du symbole de son linéaris¢ sont encadrées, sur B

factorise a travers la seule variable d;;u.,. En ce cas, selon une estimation a priori in-
térieure non linéaire de Gilbarg-Trudinger (équation (17.42) [8] p.456) appliquée dans
B> a Téquation N, [u.,] = f.,, il existe des constantes C' > 0 et a € (0,1) dépendant

seulement de n, A et A telles que :

[uzollczais,) < CLfallczis,) + 1uzolloz s, )

En raisonnant comme dans la preuve de 'estimations non linéaires pondérées dans le
cas réel, d’apreés la Définition 8.3 et la Proposition 8.2, combinés au Corollaire 8.5 on

obtient le résultat.
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SOLUTIONS ENTIERES D’EQUATIONS
HESSIENNES

Mouhamad HOSSEIN

Résumé : On étudie dans cette thése 'existence et 1'uni-
cité de solutions entiéres, dans des espaces de Holder & poids
appropriés, d’équations hessiennes elliptiques dans R" et C",

invariantes par rotation.

Abstract : We study in this thesis the existence and uni-
queness of entire solutions, in appropriate weighted Holder spaces,
of elliptic Hessian equations in R" and C", with rotational in-

variance.

Mots-clés : Equations hessiennes, Espaces de Holder & poids,
Estimation a priori, Méthode de continuité, Equations non li-

néaires elliptiques, Solutions entiéres.

Key words : Hessian equations, Weighted Hélder spaces, A
priori estimates, Method of continuity, nonlinear elliptic equa-

tions, Entire solution.
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