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IntroductionL'informatique et la logique se rejoignent dans leurs fondements : une preuve est un programme. Pluspr�ecis�ement, si A est une formule alors une preuve de A est un programme dont on sait garantir la terminai-son de l'ex�ecution, ainsi que la conformit�e du r�esultat �a la formule A, interpr�et�ee comme une sp�eci�cation.C'est de l'�etude de l'identi�cation entre preuves et programmes, dans le cadre du \calcul des s�equents", dontil est question ici.Les premiers syst�emes formalisant, �a la �n du si�ecle dernier, le raisonnement math�ematique, �etaientde type axiomatique : on se donnait un ensemble d'axiomes exprimant les propri�et�es des diverses notionslogiques, et, �a partir de cet ensemble d'axiomes, en appliquant la r�egle de Modus Ponens (si \A" et si\A! B" alors \B"), on d�eduisait des th�eor�emes.Conjointement �a la conception de ces syst�emes formels, on s'attachait �a montrer leur coh�erence, c'est-�a-dire, leur aptitude �a ne pas permettre de prouver simultan�ement une chose et son contraire. Cependant, lastructure des preuves dans les syst�emes axiomatiques �etait peu adapt�ee �a l'�etude de la coh�erence.Un progr�es substantiel fut obtenue par Gentzen en 1935, lorque celui-ci donna la d�e�nition de deuxnouveaux types de syst�emes formels, bas�es non plus sur des axiomes mais sur des r�egles d'inf�erences ad hocinternalisant le \sens" de chacune des notions logiques.De fait, une propri�et�e essentielle de ces nouveaux syst�emes formels, couramment repris dans la litt�eraturescienti�que actuelle sous les noms respectifs de \d�eduction naturelle" et \calcul des s�equents", est de pouvoirassocier �a toute preuve une forme canonique de cette preuve, dite \forme normale" et caract�eris�ee par le faitqu'aucun recours �a des notions non d�ej�a contenues dans l'�enonc�e de la formule prouv�ee n'y apparâ�t.L'existence d'une telle forme canonique pour les preuves a cette cons�equence : lors d'une recherchesyst�ematique de preuves pour une certaine formule, on peut restreindre l'espace de recherche �a l'espacedes preuves normales. Il est alors ais�e de d�eduire la coh�erence de ces syst�emes : une simple analyse par casmontre qu'un �enonc�e et son contraire ne peuvent avoir simultan�ement une forme normale, et donc, l'un desdeux au moins n'est pas prouvable.La situation �etait contrast�ee entre les deux calculs de Gentzen. Une motivation pour la d�eduction naturelle�etait de reproduire assez �d�element le raisonnement intuitif, mais ce n'est que pour le calcul des s�equentsqu'une notion de preuve normale fut caract�eris�ee par Gentzen. Cette notion de preuve normale est simple(elle revient �a interdire une certaine r�egle, dite de coupure, dont le rôle est �a peu pr�es similaire �a celuide Modus Ponens) et Gentzen d�ecrit comment, par �elimination des coupures, on peut obtenir une preuvenormale �a partir d'une preuve quelconque. On peut ainsi dire que le calcul des s�equents est le premierformalisme logique �a avoir �et�e vu comme un \calcul" �a proprement parler.L'�etude de la d�eduction naturelle remonte �a Prawitz [50] en 1965. On peut y d�e�nir relativement ais�ementune notion de normalit�e et une notion de mise en forme normale, toutes deux acceptables, du moins dans lecas de la d�eduction naturelle intuitionniste (i.e. rejetant l'axiome A _ :A), comme \canoniques".Parall�ellement �a ces questions de fondement de la logique, des travaux virent le jour pour fonder lacalculabilit�e. Les machines de Turing et les fonctions r�ecursives sont bien connues, mais d'autres mod�elesexistent. Sch�on�nkel [52], en 1925, et surtout Curry [12] mirent au point la logique combinatoire. Church [8],quant �a lui, introduisit un mod�ele assez proche : le �-calcul.Logique combinatoire et �-calcul sont intimement li�es �a la prouvabilit�e. Une premi�ere remarque de Curry[13], en 1958, mit en �evidence une identit�e de structure entre les \programmes" de la logique combinatoireet celle des preuves des versions intuitionnistes des syst�emes axiomatiques.5



6 Plus tard | l'explicitation fut donn�ee par Howard [31] et de Bruijn |, on remarqua une identit�e du mêmeordre entre la structure des termes du �-calcul et celle des preuves de la d�eduction naturelle intuitionniste.Plus expressif et plus intuitif que la logique combinatoire, le �-calcul retint plus l'attention. La d�eductionnaturelle put alors être pens�ee comme un langage de \programmes", et la proc�edure de mise en formenormale trouva une justi�cation op�erationnelle �a travers son pendant en �-calcul. Cette approche d�ebouchasur la conception de langages mêlant preuves et programmes (Th�eorie des Types de Martin-L�of, Calcul desConstructions, Arithm�etique Fonctionnelle d'ordre 2, ...) et mena même �a l'impl�ementation de syst�emesconsistants de \programmation par preuves" (NuPrl, Coq, ...).La correspondance de Curry et Howard-de Bruijn n'�etait, jusque-l�a, �etablie que pour le fragment intuition-niste. C'est �a partir de travaux de sp�ecialistes de programmation fonctionnelle qu'apparut une solution pour�etendre la correspondance au cas de la logique classique, i.e. �a une logique ne rejetant pas l'axiome A _:A.Dans le courant des ann�ees 80, Felleisen [16] consid�era une extension du �-calcul avec un op�erateur appel�eC, permettant la manipulation de continuations. Gri�n [29] s'aper�cut un peu plus tard que si on transposaitcet op�erateur C sur un plan logique, il donnait un sens calculatoire �a l'axiome ::A ! A (cet axiome est�equivalent �a l'axiome A _ :A). Murthy [45] puis Krivine �eclaircirent le sens de cette correspondance.Une autre approche a �et�e suivie par Parigot [48] qui mit au point une version classique de la d�eductionnaturelle pour laquelle le côt�e classique du calcul n'�etait pas obtenu par l'axiomeA_:A mais en consid�erantun vecteur de conclusions. Une extension du �-calcul est associ�ee �a cette version classique de la d�eductionnaturelle, c'est le ��-calcul.Mais la logique classique, comme il apparâ�t dans la proc�edure d'�elimination des coupures de Gentzen, aun aspect non-d�eterministe. Des calculs mettant en valeur ce non-d�eterminisme ont �et�e con�cus, par exemplele �sym-calcul de Berardi et Barbanera [3].Conjointement au d�eveloppement de l'�etude de l'aspect calculatoire de la logique classique, motiv�ee parle fait qu'en calcul des s�equents l'axiome A _ :A s'obtient \magiquement" (cf Gentzen [20]) par une astucede syntaxe, une pr�eoccupation nouvelle a �emerg�e pour associer un langage de termes au calcul des s�equentset en tirer une justi�cation \op�erationnelle" de l'�elimination des coupures (cf par exemple Breazu-Tanen[7], Wadler [59], ...). L'un des probl�emes, dans une premi�ere �etape, est d'analyser la part d'arbitraire dansl'�elimination des coupures.C'est dans cette optique que se situe le premier chapitre de cette th�ese. Les deuxi�eme �a quatri�eme chapitresparleront d'une extension de la correspondance de type Curry-Howard au cadre du calcul des s�equents. Quantaux chapitres cinq et six, ils �etudieront une interpr�etation du calcul des s�equents en terme de jeux.Pour �etendre la correspondance de Curry-Howard-de Bruijn au calcul des s�equents, il s'av�ere qu'il estpr�ef�erable de consid�erer des restrictions des calculs des s�equents de Gentzen, restrictions dont les preuvesnormales (i.e. sans coupures) ont la propri�et�e d'être en bijection avec les preuves normales de d�eductionnaturelle | et donc aussi avec les �-termes normaux. Associer un langage de �-termes �a ces restrictions desversions originales des calculs des s�equents est simple : il su�t d'inverser la mani�ere de consid�erer l'applicationdans le �-calcul. Plus pr�ecis�ement, pour se conformer �a la structure des preuves en calculs des s�equents, ilsu�t de consid�erer les �-termes de la forme (:::(u0 u1) ::: un) sous la forme (u0 [u1; :::;un]), c'est-�a-dire,comme la paire d'une fonction (le terme u0) et de la liste de ses arguments (la liste [u1; :::;un]).Par ailleurs, nous accorderons une place explicite �a la substitution dans la syntaxe : lorsque les termes du�-calcul sont d�e�nis comme des arbres, l'op�eration de substitution d'un argument �a une variable dans le corpsde la fonction n�ecessite un travail de propagation �a travers les termes. Nous ne consid�ererons pas commeimplicite ce travail et, au contraire, lorsque nous parlerons de �-calcul, nous associerons explicitement uneconstruction syntaxique �a cette op�eration, dans l'esprit des ��-calculs de Curien [11], L�evy-Hardin [30],...ou plutôt de celui de Lescanne [2], car, comme dans ce dernier calcul, l'op�eration de substitution que nousconsid�ererons sera un simple \let ... in ..." �a la ML.Ce choix de consid�erer explicitement un op�erateur de substitution apparâ�tra d'autant plus justi��e dansnotre cadre qui est celui du calcul des s�equents que l'interpr�etation na��ve de la r�egle de coupure en termesfonctionnels est pr�ecis�ement d'être un op�erateur de substitution.La correspondance que nous proposons sera valable autant sur un plan intuitionniste que sur un planclassique (en consid�erant alors le ��-calcul de Parigot) ; elle s'�etendra directement aux connecteurs ^ et _.



7L'extension �a des syst�eme de types plus sophistiqu�es dont la base reste le �-calcul ne posera pas non plus, apriori, de probl�emes.Elle tend �a montrer que le calcul des s�equents, quitte �a accepter de contrôler une part de l'arbitraireque la version originelle de Gentzen o�re, n'est pas moins sujet �a une interpr�etation fonctionnelle que nel'est la d�eduction naturelle. Et l'un, et l'autre, sont susceptibles d'être vus comme des calculs de �-termes,avec, �a la cl�e, une d�e�nition canonique de forme normale et l'existence d'une proc�edure claire de mise enforme normale. Si la d�eduction naturelle a l'avantage d'être \naturelle", le calcul des s�equents a celui d'êtreplus pr�ecis (dans le sens o�u les r�egles d'�elimination de la d�eduction naturelle peuvent se d�ecomposer, dansle cadre du calcul des s�equents, en une r�egle d'introduction gauche suivie d'une r�egle de coupure, et dansle sens aussi, o�u une application (:::(x u1) ::: un) n'est plus une forme normale en calcul des s�equents, laforme normale �etant (x [u1; :::;un])). De plus il se prête mieux, comme il l'a toujours fait, �a la recherchesyst�ematique de preuves.Nous ne pensons pas que la mise �a jour de ce lien entre la structure du calcul des s�equents et celle du�-calcul exclut d'autres interpr�etations de diverses variantes de calcul des s�equents. En particulier, nous�etudierons dans une deuxi�eme partie de la th�ese une approche du calcul des s�equents comme calcul destrat�egies gagnantes pour certains jeux �a deux joueurs.Une telle approche est implicite d�es la premi�ere preuve de coh�erence de l'arithm�etique de Gentzen (preuveretir�ee au dernier moment avant impression en raison de critiques sur les moyens de preuves employ�es, maismaintenant reproduite, accompagnant les autres articles de Gentzen, dans le livre de Szabo [55]). A partir de1960, des tentatives furent e�ectu�ees par Lorenzen [38, 39] et son �ecole dans le but de fonder la prouvabilit�eintuitionniste sur une notion de jeux �a deux joueurs. Cependant, c'est avec Blass [5] en 1991 que l'on peutobtenir une premi�ere correspondance r�egle par r�egle entre un certain type de jeu (d�e�ni par Blass [4]) etla logique lin�eaire. Peu apr�es, Coquand [9], s'inspirant des travaux de Gentzen, propose une interpr�etationdirecte en termes de jeux d'un calcul des s�equents classique (dit \le calcul de Noviko�"), et, simultan�ement,propose une alternative �a l'�elimination des coupures sous la forme d'un d�ebat �nitaire entre deux preuvesvues comme des strat�egies pour deux joueurs se disputant la validit�e d'une formule.Nous montrons deux choses. Premi�erement que l'on peut exhiber une variante propositionnelle de LJ(appel�ee LJQ�) dont l'interpr�etation canonique en termes de jeux correspond pr�ecis�ement �a une sorte dejeux d�e�nie par Lorenzen : les E-dialogues. Ceci ra�ne un r�esultat d'�equivalence de Felscher [17] entre laprouvabilit�e dans LJ et la possibilit�e de gagner un E-dialogue. Deuxi�emement, que le proc�ed�e, d�evelopp�epar Coquand, de laisser deux preuves jouer l'une contre l'autre, est en correspondance op�erationnelle avecle proc�ed�e d'�elimination des coupures du calcul de Noviko� (plus pr�ecis�ement, la correspondance a lieu avecl'�elimination des coupures ex�ecut�ee suivant une strat�egie de r�eduction faible de tête | selon une terminologieemprunt�ee aux impl�ementeurs de �-calculs paresseux).Cette correspondance entre preuves et strat�egies gagnantes (dans LJQ�), entre �elimination faible de têtedes coupures et d�ebat entre preuves (dans le calcul de Noviko�), nous ne la mettons en valeur que dans descalculs bien pr�ecis. Nous sommes cependant convaincus que cette correspondance s'�etend �a d'autres variantesde calculs des s�equents, en particulier �a ceux d�ecrits dans les chapitres 2 �a 4 de la th�ese. A la cl�e, il y a lapossibilit�e d'obtenir une interpr�etation en terme de jeux du �-calcul.
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Chapitre 1Calcul des s�equents et �eliminationdes coupures
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10 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURESC'est en 1935 que Gentzen [20] donna la d�e�nition d'un nouveau type de syst�eme formel quali��e par lui de\calcul d�eductif" (en allemand \Schlu�weisenkalk�ul") de type \calcul logistique" (\Logistischer Kalk�ul") etaujourd'hui repris sous le nom de \calcul des s�equents". Deux versions �etaient pr�esent�ees, l'une, LJ, pour lalogique intuitionniste et l'autre, LK, pour la logique classique.Dans le même article de 1935, Gentzen donnait la d�e�nition aussi d'un calcul de la d�eduction naturelle(\Kalk�ul des nat�urlicher Schlie�ens").La structure arborescente des preuves de la d�eduction naturelle satisfait la propri�et�e que les feuilles del'arbre correspondaient �a des hypoth�eses. La structure des preuves des calculs LJ et LK ne partageant pascette propri�et�e, Gentzen, par opposition, quali�a les calculs LJ et LK de \logistique", au même titre qu'ilquali�ait aussi de logistique, et pour les mêmes raisons, les calculs axiomatiques de type Hilbert.Il y a une autre distinction qui s�epare, cette fois, les calculs LJ et LK des deux autres types de syst�emes :pour d�e�nir LJ et LK, contrairement �a ce qui se passe dans les deux autres types de calculs, on ne peut passe contenter d'une structure arborescente annot�ee par des formules pour en repr�esenter les preuves. Il fauten e�et g�en�eraliser la notion de formule �a celle de s�equent, i.e. de \formule dans un contexte".Gentzen n'a pas lui-même attribu�e de quali�catif clair aux calculs LJ et LK. Ces calculs, pour être d�e�nisn�ecessitait la notion de s�equent. C'est sous ce nom | le nom de calcul des s�equents (\Sequenzkalk�ul" enallemand, \sequent calculus" en anglais) | qu'au �l des ann�ees, ils se sont inscrits dans l'histoire.Mais autant la distinction entre logistique et non logistique, quelque discutable soit l'int�erêt de cettedistinction, s�epare e�ectivement LJ et LK de la d�eduction naturelle, autant l'appellation actuelle de calculdes s�equents est tout �a fait injusti��ee car tout calcul peut s'exprimer comme un calcul de s�equents (ce queGentzen a d'ailleurs fait avec la d�eduction naturelle pour sa premi�ere preuve de coh�erence de l'arithm�etique[21]).A d�efaut de pouvoir pr�etendre �a une meilleure terminologie, nous garderons dans cette th�ese la d�enomina-tion de \calcul des s�equents" (Curry proposait par exemple d'employer le terme de L-syst�eme).1.1 Les calculs LJ et LK de GentzenOn se restreint au cas de la logique propositionnelle.1.1.1 FormulesOn se donne un ensemble VF potentiellement in�ni de symboles dont les �el�ements sont appel�es variablespropositionnelles et sont not�es par les lettres X;Y; Z; :::L'ensemble des formules est d�e�ni par la grammaire suivante, o�u X d�ecrit VF .A ::= X j A ^A j A _A j A! A j :AA ^B repr�esente la conjonction des deux formules A et B tandis que A_B repr�esente la disjonctionde ces deux formules. A ! B repr�esente l'implication de la formule B par la formule A et :A repr�esentela n�egation de A. Les symboles ^, _, ! et : sont des connecteurs.On utilise les lettres A;B;C; ::: pour d�esigner les formules.1.1.2 S�equentsUn s�equent s'�ecrit � ` � o�u � et � sont des suites �nies de formules. Nous appellerons \th�ese" le symbole `.Les formules de � sont appel�ees hypoth�eses et celles de � sont appel�ees conclusions.1.1.3 R�egles d'inf�erencesOn peut di��erencier plusieurs types de r�egles d'inf�erences.



1.1. LES CALCULS LJ ET LK DE GENTZEN 11R�egles structurelles R�egles d'a�aiblissement� ` ��; A ` � A�g � ` �� ` �; A A�dR�egles de contraction�; A;A ` ��; A ` � Contg � ` �; A;A� ` �; A ContdR�egles d'�echange�1; A;B;�2 ` ��1; B;A;�2 ` � Echg � ` �1; A;B;�2� ` �1; B;A;�2 EchdR�egle d'axiome A ` A AxR�egles d'introduction des connecteurs. R�egles d'introduction gauche�; A ` ��; A ^B ` � ^1g �; B ` ��; A^B ` � ^2g �; A ` � �; B ` ��; A _B ` � _g�1 ` �1; A �2; B ` �2�1;�2; A! B ` �1;�2 !g � ` �; A�;:A ` � :gR�egles d'introduction droite� ` �; A� ` �; A_B _1d � ` �; B� ` �; A_B _2d � ` �; A � ` �; B� ` �; A^B ^d�; A ` �; B� ` �; A! B !d �; A ` �� ` �;:A :dR�egle de coupure �1 ` �1; A �2; A ` �2�1;�2 ` �1;�2 CoupeA est appel�ee formule de coupure.Remarque : Gentzen rangeait la r�egle de coupure parmi les r�egles structurelles. Etant en fait la r�egle decalcul du syst�eme, nous pr�ef�erons la ranger �a part.1.1.4 PreuvesUne preuve est un arbre bien fond�e form�e �a partir des r�egles d'inf�erence ci-dessus.Si p est une preuve, on appelle inf�erence de tête ou r�egle de tête la r�egle se trouvant �a la racine dela preuve, voyant celle-ci comme un arbre. Pour une r�egle d'inf�erence, on appelle pr�emisses les preuves \dudessus" et on appelle s�equent conclusion le s�equent \du dessous". On appelle s�equent conclusion d'unepreuve le s�equent conclusion de sa r�egle de tête.



12 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURES1.1.5 Caract�erisation des calculs LJ et LKLe (fragment propositionnel du) calcul LK est le calcul obtenu en consid�erant l'ensemble des formules,s�equents et preuves d�e�nis ci-dessous. Le calcul LK est un calcul classique : il est complet pour la logiquepropositionnelle classique.Le (fragment propositionnel du) calcul LJ est le calcul obtenu en consid�erant l'ensemble des formulesd�e�ni ci-dessus, le sous-ensemble des s�equents de la forme � ` � avec � d�esignant 0 ou 1 formule, ainsi quel'ensemble des preuves ne faisant intervenir que ce type de s�equents. Le calcul LJ est un calcul intuitionniste.Remarque : Dans LJ, du fait de la restriction impos�ee aux s�equents (au plus 1 formule �a droite du symboleth�ese), les r�egles Contd et Echd ne sont plus applicables. Quant �a la r�egle A�d, elle n'est applicable qu'apr�esune r�egle :g.1.1.6 Le th�eor�eme d'�elimination des coupuresLe th�eor�eme d'�elimination des coupures, appel�e Hauptsatz par Gentzen exprime que la coupure est une r�eglesuper
ue des calculs LJ et LK.Th�eor�eme d'�elimination des coupures (Hauptsatz) : Toute preuve utilisant la r�egle de coupure peutêtre transform�ee en une preuve de même s�equent conclusion et n'utilisant pas la r�egle de coupure.Ce th�eor�eme incite �a consid�erer les preuves sans coupures comme primitives et la r�egle de coupure commeun sch�ema de raisonnement admissible. C'est l'approche explicit�ee par Lorenzen dans [37] et qui pousse �aformuler l'�enonc�e suivant, �equivalent au pr�ec�edent :Th�eor�eme d'admissibilit�e de la coupure : Si les s�equents �1 ` �1; A et �2; A ` �2 sont prouvablessans coupures, alors le s�equent �1;�2 ` �1;�2 est prouvable sans coupure.1.1.7 Variantes de LJ et LK1- Les connecteurs multiplicatifsOn obtient une variante de LK en rempla�cant les r�egles _1d et _2d par cette unique r�egle :� ` �; A;B� ` �; A _B _dLa di��erence entre cette r�egle, incompatible avec la logique intuitionniste, et la paire de r�egles _1d et _2dest sp�ecialement mise en �evidence dans le cadre de la logique lin�eaire (cf Girard [23]).Parall�element, on peut remplacer les r�egles ^1g et ^2g par cette unique r�egle :�; A;B ` ��; A ^B ` � ^gA l'oppos�e de _d cette r�egle est compatible avec la logique intuitionniste.2- Les s�equents \monolat�eres" pour la logique classiqueEn logique propositionnelle classique, on a �equivalence entre A! B et :A_B, entre :(A^B) et :A_:B,entre :(A_B) et :A^:B et entre ::A et A. Toute formule admet donc un repr�esentant dans la classe deformules appartenant �a la grammaireA ::= X j :X j A ^A j A _Atel que la formule soit classiquement prouvable si et seulement si son repr�esentant est classiquementprouvable.Mais on remarque que les r�egles d'introduction de la disjonction sont duales de celles de la conjonction.On peut donc se contenter d'un calcul o�u seul le côt�e droit du s�equent est utilis�e :



1.1. LES CALCULS LJ ET LK DE GENTZEN 13` �` �; A A� ` �; A;A` �; A Cont ` �; A;B` �; B;A Ech` �; A;A? Ax ` �; A ` �; A?` �;� Coupe` �; A ` �; B` �; A ^B ^I ` �; A` �; A _B _1I ` �; B` �; A _B _2Io�u ? est une op�eration involutive de n�egation d�e�nie par :X? = :X(:X)? = X(A ^B)? = A? _B?(A _B)? = A? ^B?Nous quali�ons de monolat�ere un tel calcul des s�equents pour la logique classique, les calculs avec desformules de chaque côt�e du s�equent �etant quali��es par opposition de bilat�ere.Remarques : 1) Pour la r�egle de coupure du calcul des s�equents monolat�ere, il y a deux formules de coupuresduales l'une de l'autre. On parlera alors respectivement de l'occurrence conjonctive de la formule de coupureet de l'occurrence disjonctive de la formule de coupure.2) Un tel calcul apparâ�t chez Sch�utte [53] en 1950 mais dans une formulation sans s�equents, ceux-ci �etantremplac�es par la disjonction des formules les composant. Une version similaire est implicite dans des travauxde Noviko� [46] en 1941. Plus pr�ecis�ement, la logique que Noviko� �etudie est une logique propositionnellein�nitaire. Il associe aux preuves de son calcul une notion de \r�egularit�e" qui revient �a une notion deprouvabilit�e sans coupure dans un calcul des s�equents monolat�ere pour lequel, l�a aussi, la notion de s�equentsest �evit�ee par le recours �a une disjonction. Un calcul des s�equents monolat�ere pour la logique in�nitaireclassique avec une d�e�nition de s�equents comparable �a celle d�ecrite ci-dessus peut être trouv�e chez Tait [57].Cependant, chez Tait, les s�equents sont d�e�nis comme des ensembles de formules. Comme pr�ecis�e en section1.1.8, ceci implique un comportement calculatoire ambigu.3- La proposition \faux"Une mani�ere alternative de consid�erer la n�egation est de la d�e�nir �a partir de l'implication plutôt que de laprendre primitive. En revanche, ce que l'on prend alors comme primitif, c'est la proposition ? (proposition\fausse") qui permet de d�e�nir :A comme �etant A!?.Les r�egles d'introduction de la n�egation deviennent (apr�es oubli de la pr�emisse trivialement prouvable�;? ` ?) : �; A ` �;?� ` �;:A :d(=!d) � ` �; A�;:A ` �;? :g(=!g)En adoptant ces r�egles, il ne peut plus apparâ�tre de s�equents sans formule �a droite du symbole ` dansune preuve. Dans le cas intuitionniste, cela veut dire qu'il y aura toujours une et une seule formule �a droitedu `. Avec cette derni�ere condition, on se retrouve dans un calcul o�u la r�egle A�d ne peut plus être appliqu�ee,et ce que l'on obtient est, en fait, une logique minimale (cf ci-dessous).Pour r�ecup�erer la logique intuitionniste, il convient de consid�erer ? comme un connecteur 0-aire auquelest associ�e l'unique r�egle d'introduction �; A ` B�;? ` B ?gCette r�egle, consid�er�ee dans un calcul avec n�egation d�e�nie �a partir de ?, joue le même rôle que la r�egleA�d dans le calcul avec un connecteur primitif de n�egation. Cette r�egle est aussi appel�ee \ex falso quodlibet"(\du faux ce que l'on veut").



14 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURES4- La logique minimaleLa logique minimale a �et�e d�e�nie par Johansson [34] comme une logique intuitionniste sans \ex falsoquodlibet". Il n'y a pas de n�egation si ce n'est une n�egation formelle de la forme A ! ?, mais avec uneproposition ? �a laquelle n'est associ�ee aucune r�egle d'introduction.Un calcul des s�equents avec des s�equents contenant exactement une formule �a droite, et sans la r�egle ?gconstitue un calcul des s�equents pour la logique minimale.1.1.8 Remarques sur la d�e�nition de s�equentsPlusieurs mani�eres de d�e�nir les s�equents (di��erentes de la d�e�nition originelle), existent dans la litt�erature.Elles ont toutes plus ou moins le projet d'�eviter le recours �a la r�egle d'�echange. Cependant, les d�e�nitions dess�equents comme ensembles ou multi-ensembles de formules ne permettent plus de distinguer entre certainespreuves qui, pourtant, se comportent di��eremment au niveau de l'�elimination des coupures. Une cons�equencedirecte de ceci est un non-d�eterminisme in�evitable dans la d�e�nition du proc�ed�e l'�elimination des coupures.Une r�eponse �a ce probl�eme est de consid�erer les s�equents comme ensembles de formules nomm�ees.On ne consid�ere ici que la version la plus g�en�erale de s�equents, celle des s�equents de la forme � ` � pourla logique classique, mais les remarques s'appliquent tout aussi bien aux cas de s�equents pour les logiquesintuitionniste et minimale.1- Multi-ensemble ou ensemble de formulesUne premi�ere id�ee est de quotienter l'ordre, a priori non pertinent, des formules dans � et �. Cela revient�a consid�erer � et � comme des multi-ensembles de formules, c'est-�a-dire comme des ensembles de formules,chacune �etant munie d'une arit�e. Une cons�equence est que la r�egle d'�echange n'a alors plus lieu d'être, ceque nous trouvons plutôt satisfaisant.Une id�ee plus radicale est de consid�erer � et � non plus comme des multi-ensembles mais simplementcomme des ensembles. Une cons�equence est, qu'en plus de la r�egle d'�echange, on �economise aussi la r�eglede contraction. C'est l'option prise par exemple par Tait [57] que l'on trouvera reprise dans l'article deSchwichtenberg du \Handbook of mathematical logic" [54].Ces d�e�nitions, valables au niveau de la prouvabilit�e, ne le sont plus au niveau calculatoire. En particulier,on ne peut plus d�e�nir l'�elimination des coupures de mani�ere non ambigu�e. Sch�ematiquement, c'est parceque des preuves, di��erentes sur le plan algorithme, sont identi��ees �a travers ces quotients.Voici un exemple typique : A ` A AxA;A ` A A�g et A ` A AxA;A ` A A�gA;A ` A Echgsont des preuves di��erentes sur un plan calculatoire (moralement l'une est associ�ee au �-terme �x:�y:x etl'autre au �-terme �x:�y:y) mais elles sont identi��ees en consid�erant la suite A;A comme un multi-ensembleou comme un ensemble.2- Ensemble de formules nomm�eesIl existe une troisi�eme alternative, celle de consid�erer des multi-ensembles avec di��erentiation des formulesidentiques. Cela revient en fait �a consid�erer des ensembles de formules nomm�ees : on associe �a chaque formulede � un \nom" (ou un num�ero) distinct du nom de toutes les autres formules de �, et, en particulier, di��erentdu nom des autres occurrences de la même formule. Comme montr�e dans le chapitre 2, cette mani�ere ded�e�nir les � a �a voir avec les formulations du �-calcul dans lesquelles les variables sont rep�er�ees par unnom. Elle est plus agr�eable �a l'esprit, mais elle n'est pas exempte de complication lorsqu'on consid�ere la\normalisation" des preuves. En particulier, on doit raisonner �a �-conversion pr�es.Par opposition, la d�e�nition d'origine de Gentzen �a base de suites de formules, comme cela est �evoqu�edans le chapitre 4, a �a voir avec une formulation de type \avec indices de de Bruijn".



1.2. ELIMINATION DES COUPURES 15Dans la suite, nous utiliserons la plupart du temps des ensembles de formules nomm�ees pour d�e�nirles s�equents. A cette �n, on admet l'existence de deux ensembles in�nis VH et VC dont les �el�ements sontrespectivement appel�es noms d'hypoth�ese et noms de conclusions. Nous r�eservons les lettres x, y, ...pour noter les noms.Une formule nomm�ee consiste en la paire d'une formule et d'un nom. Le nom s'�ecrit en indice sup�erieursous la forme Ax.Un s�equent a donc toujours la forme � ` � mais, avec cette nouvelle d�e�nition, � est un ensemble deformules nomm�ees par des noms d'hypoth�eses et � est un ensemble de formules nomm�ees par des noms deconclusions.Dans la pratique, sauf pour souligner une ambigu��t�e, nous n'�ecrivons pas les noms des formules nomm�ees.Aussi, une notation comme�; A d�esigne l'union de � et de fAg o�u il est implicite que le nom de A n'interf�erepas avec une formule A de même nom dans �.1.1.9 Int�egration des r�egles structurelles aux autres r�eglesSans rien changer �a l'agencement des r�egles d'introduction, d'axiome et de coupure entre elles, on peut agirsur la mani�eres de traiter les r�egles structurelles. La mani�ere de d�e�nir les s�equents permet par exemple dese dispenser de la r�egle d'�echange. On montre ici comment \camou
er" la r�egle d'a�aiblissement et la r�eglede contraction.1- Camou
age de la r�egle d'a�aiblissementPour �eviter de recourir �a la r�egle d'a�aiblissement, une possibilit�e est de repousser toutes les occurrences der�egle d'a�aiblissement vers les r�egles d'axiome, et de les y int�egrer en modi�ant la r�egle d'axiome de la sorte :�; A ` �; A Ax1- Camou
age de la r�egle de contractionPour �eviter de recourir �a la r�egle de contraction, une possibilit�e est de repousser toutes les occurrences de r�eglede contraction en direction des axiomes. Les r�egles d'introduction introduisant l'une des deux occurrencesde la formule contract�ee font obstacle �a cette remont�ee vers les axiomes. De même pour la r�egle de coupure.Cependant, il est possible d'absorber les contractions au niveau des r�egles d'introduction en modi�ant cesderni�eres de telle sorte qu'une occurrence de la formule introduite �gure aussi dans les s�equents conclusiondes pr�emisses de la r�egle, tel l'exemple suivant :� ` �; A ^B;A � ` �; A^B;B� ` �; A ^B ^dOn peut aussi absorber les contractions au niveau des r�egles de coupure en consid�erant la variante suivantede la r�egle de coupure : �1;� ` �1;
; A �2;�; A ` �2;
�1;�2;� ` �1;�2;
 Coupe1.2 Elimination des coupuresSe basant sur une approche \�elimination des coupures = proc�ed�e de calcul", on peut d�ecomposer les preuvesdu th�eor�eme d'�elimination des coupures que l'on rencontre dans la litt�erature en deux parties : d'un côt�e ladescription d'un proc�ed�e de transformation de la preuve par une suite d'�etapes �el�ementaires de transforma-tion, de l'autre côt�e, une preuve que ce proc�ed�e d�ebouche en un nombre d'�etapes �ni sur une preuve sanscoupure. Cela s'applique aussi bien �a la preuve originale du Hauptsatz par Gentzen, qu'aux autres variantesde cette preuve.



16 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURES1.2.1 Proc�edures d'�elimination des coupuresUn cadre g�en�eral pour d�ecrire l'�elimination des coupures est celui des syst�emes de r�egles de r�e�ecriture (cfpar exemple Huet [32]).Nous appellons proc�edure d'�elimination des coupures, en abr�eg�e PEC, tout syst�eme de r�egles der�e�ecriture dont les preuves de la partie gauche des r�egles ont pour tête une coupure.Nous appellons r�edex toute preuve qui �ltre la partie gauche d'une des r�egles de r�e�ecriture. On note 1!Rla notion de r�eduction engendr�e par congruence (fermeture compatible) �a partir d'un syst�eme R de r�egles der�e�ecriture et on note �!R la fermeture r�e
exive et transitive de 1!R.Une preuve p est r�eductible selon R s'il existe au moins un r tel que p 1!R r.Nous disons qu'une PEC est exhaustive si toute preuve ayant au moins une coupure est r�eductible. Unecondition n�ecessaire et su�sante pour qu'une PEC soit exhaustive est que toutes les con�gurations de laforme .... pg�1;� ` �1;
; A .... pd�2;�; A ` �2;
�1;�2;� ` �1;�2;
 Coupeavec pg et pd sans coupures, soient prises en compte par au moins une des r�egles de r�e�ecriture.Une proc�edure R est con
uente si la notion de r�eduction 1!R est con
uente. En particulier si le syst�emeest orthogonal (sans paire critique et lin�eaire �a gauche), il est con
uent, ceci d'apr�es le r�esultat de Huet [32](cf section 2.4.3 pour une formulation plus pr�ecise de ce r�esultat).Une preuve p est normalisable selon une certaine proc�edure R, s'il existe une preuve sans coupure rtelle que p �!R r. Une preuve p est fortement normalisable selon une proc�edure R dans les cas suivants :� p est sans coupure� pour tout r tel que p 1!R r, on a r fortement normalisableUne proc�edure termine ou termine faiblement si toute preuve est normalisable selon cette proc�edure.Elle termine fortement si toute preuve est fortement normalisable1.2.2 Ordres d'�evaluationSouhaitant appliquer une PEC �a une preuve, il se pose le choix du r�edex par lequel on commence �a r�eduire.On appelle algorithme d'�elimination des coupures (en abr�eg�e AEC) une PEC dont on a sp�eci��eune strat�egie de r�eduction (i.e. une fonction S associant �a toute preuve p r�eductible un r tel que p 1!R r).On dit qu'un AEC termine si pour tout p, il existe un entier n tel que Sn(p) soit sans coupure.Parmi les strat�egies de r�eduction, deux types de strat�egie o�rent un int�erêt particulier : les strat�egies der�eduction de la coupure la plus interne d'abord et les strat�egie de r�eduction de la coupure la plus externed'abord.Les strat�egies de r�eduction de la coupure la plus interne d'abord ont leur int�erêt du fait qu'il est plutôtsimple de prouver leur terminaison. C'est, dans la pratique, cette strat�egie de r�eduction qui est implicitementconsid�er�ee dans la plupart des preuves d'�elimination des coupures (et en particulier dans la preuve originalede Gentzen).Les strat�egies de r�eduction de la coupure la plus externe d'abord ont leur int�erêt du fait qu'elles corre-spondent �a une interaction au sens de l'interpr�etation en termes de jeux d�ecrite dans les chapitres 5 et 6. Les



1.3. ELIMINATION DES COUPURES EN LOGIQUE CLASSIQUE 17strat�egies de r�eduction de la coupure la plus externe d'abord sont aussi des strat�egies de r�eduction standard.Ainsi, dans le cas de preuves non bien fond�ees (par exemple des preuves interpr�etant l'op�erateur de point �xedu �-calcul), elles permettent d'atteindre le r�esultat, s'il existe, au bout d'un nombre d'�etapes de r�eduction�ni.1.3 Elimination des coupures en logique classiqueSouhaitant d�e�nir une proc�edure d'�elimination des coupures en logique classique, on se retrouve confront�e �adivers choix dans la mani�ere de r�e�ecrire les coupures et il est di�cile de trouver de bons arguments permettantde trancher pour l'une ou l'autre des possibilit�es qui s'o�rent.Dans le but de mettre en �evidence les di��erentes ind�eterminations qui apparaissent dans une proc�edured'�elimination des coupures en logique classique, nous pr�esentons une preuve d'admissibilit�e des coupures deMartin-L�of dans [41].Le calcul consid�er�e par Martin-L�of est un calcul des s�equents monolat�ere pour une logique propositionnellein�nitaire. Ici, nous nous restreignons au cas propositionnel �ni. Les s�equents de notre calcul sont consid�er�escomme des ensembles de formules nomm�ees, avec r�egles d'a�aiblissement int�egr�ees aux r�egles d'axiomes etavec r�egles de contraction int�egr�ees aux r�egles d'introduction et de coupure.Le faible nombre r�egles dans un tel calcul permet de simpli�er la formulation de l'�elimination des coupurestout en gardant l'essentiel du calcul et des probl�emes inh�erents �a l'�elimination des coupures.Par commodit�e, on �ecrit le s�equent ` � sous la simple forme � en oubliant le symbole `.Les formules du calcul des s�equents monolat�ere pour la logique propositionnelle sont donc d�e�nies par lagrammaire A ::= X j :X j A ^A j A _Aet on reprend, pour l'op�eration involutive de n�egation ?, celle d�e�nie dans le paragraphe sur le calcul dess�equents monolat�ere.Les preuves sont construites �a partir des r�egles d'inf�erence suivantes :�; A;A? Ax�; A^B;A �; A^B;B�; A ^B ^I�; A _B;A�; A _B _1I �; A _B;B�; A _B _2I�;
; A �;
; A?�;�;
 Coupeavec A ^ B pouvant aussi ne pas �gurer dans les s�equents conclusion des pr�emisses de la r�egle ^I.Similairement pour A _B dans les r�egles _1I et _2I .1.3.1 La preuve d'admissibilit�e de Martin-L�ofNous consid�erons la preuve de Martin-L�of comme une preuve de l'�eliminabilit�e d'une coupure unique. Nousd�ecomposons sa preuve en une proc�edure d'�elimination des coupures, un ordre de r�eduction pour cettestrat�egie, ce qui donne un AEC, puis une preuve de terminaison de cette AEC.Nous pro�tons de l'occasion pour classi�er les di��erentes r�egles de r�e�ecriture intervenant dans uneproc�edure exhaustive. Si l'on consid�ere les preuves situ�ees de part et d'autre de la coupure, trois situationspeuvent arriver :1. l'inf�erence de tête introduit la formule de coupure



18 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURES2. l'inf�erence de tête introduit une formule qui n'est pas la formule de coupure3. l'inf�erence de tête est un axiomeUne analyse simultan�ee, sur la gauche et sur la droite de la coupure, du genre de r�egle d'inf�erence en têteconduit �a consid�erer les cas qui suivent 1.L'�etape principale de r�eduction. L'�etape de r�eduction que nous quali�ons de principale, car elle corres-pond �a une �etape de calcul �a proprement parler, est celle qui intervient lorsque des deux côt�es de la coupure,la formule de coupure est introduite.Si d'aucun côt�e de la coupure, la formule introduite ne �gure dans les s�equents conclusion des pr�emissesdes r�egles d'introduction, cette �etape se r�esoud ainsi :....�; A�; A _B _1I ....�; A? ....�; B?�; A? ^B? ^I� Coupe r! ....�; A ....�; A?� CoupeSi la formule de coupure ne �gure dans les s�equents conclusion des pr�emisses que d'une seule des r�eglesd'introduction de part et d'autre de la coupure, alors, il y a duplication de l'autre côt�e de la coupure.Exemple :....�; A�; A _B _1I ....�; A? ^B?; A? ....�; A? ^B?; B?�; A? ^B? ^I� Coupe r! ....�; A ....�; A�; A_B _1I ....�; A? ^B?; A?�; A? Coupe� CoupeSi, en revanche, la formule de coupure �gure dans les conclusions des pr�emisses de chacune des r�eglesd'introduction de part et d'autre de la coupure, alors, il y a plusieurs mani�eres de r�egler la situation. Lasolution choisie par Martin-L�of est r�epertori�ee sous le nom concret de coupures crois�ees (originellementd�ecrite par Gentzen dans [22]).....�; A _B;A�; A_B _1I ....�; A? ^B?; A? ....�; A? ^B?; B?�; A? ^B? ^I� Couper! ....�; A_B;A ....�; A? ^B?; A? ....�; A? ^B?; B?�; A? ^B? ^I�; A Coupe ....�; A_B;A�; A_B _1I ....�; A? ^B?; A?�; A? Coupe� Coupe1Par simplicit�e, on ne repr�esente qu'une seule partie partag�ee � du contexte de la coupure. Aussi, on consid�erera qu'unecontraction est int�egr�ee aux r�egles d'introduction (et on fera alors �gurer une occurence de la formule introduite dans laconclusion des pr�emisses de la r�egle d'introduction) que si cela a de l'importance pour la r�eduction.



1.3. ELIMINATION DES COUPURES EN LOGIQUE CLASSIQUE 19Les �etapes de commutation Lorsque d'un côt�e au moins de la coupure, on rencontre une inf�erenceintroduisant une formule qui n'est pas la formule de coupure, on peut faire passer cette inf�erence de l'autrecôt�e de la coupure.Ce cas peut arriver soit du côt�e o�u la formule de coupure est conjonctive, soit du côt�e o�u la formule decoupure est disjonctive (c'est-�a-dire que, ci-dessous, A peut être conjonctive ou disjonctive) :....�; C;A ....�; D;A�; C ^D;A ^I ....�; A?�; C ^D Coupe r! ....�; C;A ....�; A?�; C Coupe ....�; D;A ....�; A?�; D Coupe�; C ^D ^Iet la même chose avec les r�egles d'introduction _1I et _2I. Par exemple :....�; A ....�; A?; C�; A?; C _D _1I�; C _D Coupe r! ....�; A ....�; A?; C�; C Coupe�; C _D _1ILes �etapes axiomes Lorsque sur un des côt�es de la coupure on rencontre un axiome mettant en jeu l'unedes formules de la coupure, la coupure disparâ�t (l�a aussi, A peut être disjonctive ou conjonctive) :�; A?; A Ax ....�; A?�; A? Coupe r! ....�; A?Si les formules concern�ees par l'axiome ne sont pas impliqu�ees dans la coupure, celle-ci disparâ�t aussi,mais di��eremment : ....�; A �; A?; C?; C Ax�; C?; C Coupe r! �; C?; C AxExhaustivit�e et non-con
uence de cette proc�edureL'ensemble des r�edex d�e�nit une proc�edure d'�elimination des coupures qui est clairement exhaustive. Mais lesyst�eme de r�egles de r�e�ecriture contient des paires critiques non con
uentes. Les paires critiques correspondentaux cas o�u des deux côt�es de la coupure, la r�egle de tête n'introduit pas la formule de coupure.....�; C;A ....�; D;A�; C ^D;A ^I ....�; A?; E ....�; A?; F�; A?; E ^ F ^I�; C ^D;E ^F Coupeet



20 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURES�; A;C?; C Ax �; A?; D?; D Ax�; C?; C;D?; D CoupeDans le premier cas, on peut aussi rencontrer les r�egles _1I et _2I �a la place de l'une ou des deux r�egles ^I.Il faut aussi consid�erer les cas mixtes o�u, d'un côt�e, il y a une r�egle d'introduction introduisant uneformule autre que la formule de coupure et, de l'autre côt�e, un axiome ne mettant pas non plus en jeu laformule de coupure.N�eanmoins il est tr�es simple de restreindre la proc�edure en une proc�edure con
uente en sp�ecialisantles r�egles de r�e�ecriture pour lesquelles, sur la gauche (par exemple), il y a une r�egle d'introduction ou unaxiome ne concernant pas la formule de coupure, en une r�egle o�u, sur la droite, on n'autorise que les r�eglesd'introduction de la formule de coupure.Remarque : Les paires critiques impliquant un axiome concernant une formule de coupure sont elles con-vergentes.Preuve de terminaison On consid�ere une coupure entre deux preuves sans coupures. La preuve d'�elimina-bilit�e de cette coupure est par induction (structurelle) d'abord sur la formule de coupure puis sur la pairedes preuves de part et d'autre de la coupure.Il su�t alors d'observer que chacune des r�egles de r�e�ecriture transforme une coupure sur la formule Aet entre les preuves sans coupures p et q en une con�guration pour laquelle, compte tenu de la strat�egie der�eduction employ�ee, les nouvelles coupures sont telles que soit l'une des preuves �a droite ou �a gauche est pluspetite (avec une même formule de coupure), soit que la formule de coupure est plus petite.Ceci revient �a prouver la terminaison de la proc�edure �evalu�ee selon une strat�egie de r�eduction de lacoupure la plus interne d'abord.1.3.2 L'�etape principale de r�eductionC'est le cas o�u des deux côt�es de la coupure, on introduit la formule de coupure.Si d'aucun côt�e de la coupure, il n'y a de contraction int�egr�ee aux r�egles d'introduction, ou s'il n'y a unecontraction int�egr�ee que d'un seul côt�e de la coupure, alors, on ne connait qu'une seule mani�ere de r�eduirela coupure. C'est ce qui arrive syst�ematiquement en logique intuitionniste.En revanche, et c'est l�a un trait propre �a la logique classique, si des deux côt�es de la coupure, il y a unecontraction int�egr�ee aux r�egles d'introduction (c'est-�a-dire qu'une occurrence de la formule introduite �gureaussi dans les conclusions des pr�emisses des r�egles d'introduction), alors on rencontre dans la litt�erature troismani�eres de r�eduire cette con�guration.On consid�ere la coupure suivante : .... �
;�; A_B .... �
;�; A? ^B?
;�;� Coupeentre � = .... �1
;�; A_B;A
;�; A_B _1I et � = .... �1
;�; A? ^B?; A? .... �2
;�; A? ^B?; B?
;�; A? ^B? ^IOn peut r�e�ecrire ainsi :



1.3. ELIMINATION DES COUPURES EN LOGIQUE CLASSIQUE 21Conjonction dupliquanteDans un premier temps, la pr�emisse portant l'occurrence conjonctive de la formule de coupure dupliquel'autre pr�emisse de la coupure et distribue deux de ces copies sur ses propres pr�emisses :.... �
;�; A_B .... �0
;�;�; A? ^B?
;�;� Coupeavec �0 = .... �
;�; A_B .... �1
;�; A?^B?; A?
;�;�; A? Coupe .... �
;�; A_B .... �2
;�; A?^B?; B?
;�;�; B? Coupe
;�;�; A? ^B? ^ICe n'est qu'apr�es que � duplique �a son tour la preuve avec laquelle elle est coup�ee :.... �1
;�; A_B;A .... �0
;�;�; A? ^B?
;�;�; A Coupe
;�;�; A_B _1I .... �0
;�;�; A? ^B?
;�;� CoupeApr�es simpli�cation de la coupure la plus externe, qui s'av�ere être une coupure sans contraction ni �adroite ni �a gauche, on obtient cette con�guration..... �1
;�; A_B;A .... �0
;�;�; A? ^B?
;�;�; A Coupe .... �
;�; A_B .... �1
;�; A?^B?; A?
;�;�; A? Coupe
;�;� CoupeDisjonction dupliquanteLorsque c'est � qui duplique d'abord �, en suivant le même proc�ed�e dual du pr�ec�edemment, on obtient :.... �1
;�; A_B;A .... �
;�; A? ^B?
;�;�; A Coupe .... �0
;�;�; A_B .... �1
;�; A? ^B?; A?
;�;�; A? Coupe
;�;� Coupeavec �0 = .... �1
;�; A_B;A .... �
;�; A? ^B?
;�;�; A Coupe
;�;�; A_B _1I



22 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURESCoupures crois�eesLa solution des coupures crois�ees apparâ�t comme une version simpli�catrice et sym�etrisante de chacune desdeux solutions pr�ec�edentes. De fait, on simpli�e en remarquant que les \gros morceaux" du milieu, �0 ou �0,peuvent être obtenus directement en r�ecup�erant des bouts de preuves plus simples d�ej�a connus..... �1
;�; A_B;A .... �
;�; A? ^B?
;�;�; A Coupe .... �
;�; A_B .... �1
;�; A? ^B?; A?
;�;�; A? Coupe
;�;� CoupeAutres protocoles ?Chacune de ces trois r�egles propose donc une mani�ere de g�erer une interaction entre deux formules quipeuvent être, chacune, introduite plusieurs fois. Ces trois r�egles sont les plus simples parmi celles que l'onpeut imaginer. Toutefois, si on prend en compte les possibles triples contractions, ou même quadruplescontractions, de formules, et qu'on cherche �a r�e�ecrire tout ce beau monde en de multiples coupures maistoutes de taille plus petite, il s'ouvre devant nous un univers purement combinatoire d'association des preuvesentre elles.A l'oppos�e, soulignons que, a priori, seules les r�egles avec conjonction dupliquante et disjonction dupli-quante sont compatibles avec une interpr�etation des preuves �a l'aide, par exemple, d'espaces coh�erents, eten particulier, avec une interpr�etation �a l'aide de �-termes.Notons aussi que nous avons distingu�e entre conjonction dupliquante et disjonction dupliquante alors quechez la plupart des auteurs, tant que l'aspect calculatoire de la preuve n'est pas consid�er�e, c'est une lat�eralit�egauche ou droite d�ependant arbitrairement de la fa�con d'�ecrire la preuve sur la feuille qui d�ecide de la r�eglede r�e�ecriture �a appliquer (c'est par exemple le cas dans la preuve d'origine de Gentzen).Remarque : C'est l'�etape principale de r�eduction qui contient la partie la plus complexe de l'�eliminationdes coupures (l'analogue en �-calcul est la r�egle (�x:u v)! u[x := v]). En comparaison, les autres �etapes der�eduction s'apparentent �a des �etapes de propagation de substitution (cf �a ce sujet le chapitre 2).1.3.3 Sur le non-d�eterminisme et la con
uenceIl �etait (et il est encore parfois) d'usage de consid�erer l'�elimination des coupures en logique classique commefondamentalement non-d�eterministe. A l'appui de ce point de vue, il y a les paires critiques montr�ees ensection 1.3.1 pour lesquelles il n'y a, a priori, aucune raison de choisir l'une ou l'autre des mani�eres der�eduire. Ce n'est peut-être pas un mauvais point de vue, surtout si on entend bien par non-d�eterminisme,l'id�ee d'une proc�edure qui r�eduit de plusieurs mani�eres di��erentes en parall�ele et qui fournit un ensemblede r�esultats �naux plutôt qu'un seul r�esultat. Le probl�eme de cette approche est la question de commentaborder le non-d�eterminisme de mani�ere th�eorique, et de quoi a�rmer d'int�eressant sur ce non-d�eterminisme.Si l'on se cantonne �a une �elimination s�equentielle des coupures, le non-d�eterminisme devient non con
u-ence. La non con
uence n'a rien d'irrem�ediable en soi : il su�t pour faire d'une proc�edure non con
uente uneproc�edure con
uente, d'interdire certaines r�eductions. Le seul probl�eme de ce proc�ed�e de \con
uentisation"est de justi�er pourquoi ce serait l'une plutôt que l'autre de ces r�eductions g�en�eratrices de paires critiquesqu'il faudrait interdire.Un argument important pour �eliminer l'arbitraire du proc�ed�e de con
uentisation repose sur les \rôles"respectifs des connecteurs et quanti�cateurs. De fait, tout �enonc�e est prouvable sans recourir �a des contrac-tions sur les conjonctions, sur les disjonctions, et sur les quanti�cations universelles. En revanche, on nepeut �eviter, dans le cas g�en�eral, les contractions sur les quanti�cations existentielles. Cela met en �evidenceune di��erence \fondamentale" entre le rôle de la quanti�cation existentielle et le rôle de la quanti�cationuniverselle (cette distinction est moins claire dans le cas purement propositionnel). L'un \�emet", l'autre\re�coit".Un autre argument pour �eliminer l'arbitraire de la con
uentisation est de ne garder des di��erents com-portements calculatoires possibles de l'�elimination des coupures, que ceux qui ont un sens dans le cadre d'uneinterpr�etation �a l'aide de �-termes. On quali�era informellement de \substitutives" de telles proc�edures.



1.3. ELIMINATION DES COUPURES EN LOGIQUE CLASSIQUE 23Toujours est-il que pour ces paires critiques cit�ees en section 1.3.1 et qui sont de fait l'exemple typiquedu genre de probl�eme que l'on rencontre pour l'�elimination des coupures en logique classique, il y a deuxmani�eres de trancher, que nous appellerons mâ�trise conjonctive et mâ�trise disjonctive.Mâ�trise conjonctiveOn ne garde des 2 r�eductions possibles pour l'�etape de commutation que celle-ci :....�; C;A ....�; D;A�; C ^D;A ^I ....�; A?; E�; C ^D;E Coupe ....�; C;A ....�; D;A�; C ^D;A ^I ....�; A?; F�; C ^D;F Coupe�; C ^D;E ^ F ^IOn ne garde des 2 r�eductions possibles pour l'�etape axiomes que celle-ci :�; D?; D;C?;C AxMâ�trise disjonctiveOn ne garde des 2 r�eductions possibles pour l'�etape de commutation que celle-ci :....�; C;A ....�; A?; E ....�; A?; F�; A?; E ^ F ^I�; E ^ F;C Coupe ....�; D;A ....�; A?; E ....�; A?; F�; A?; E ^ F ^I�; E ^ F;D Coupe�; C ^D;E ^ F ^IOn ne garde des 2 r�eductions possibles pour l'�etape axiomes que celle-ci :�; C?; C;D?;D Ax1.3.4 Un panorama des proc�edures existantesOn donne tr�es bri�evement un aper�cu de quelques preuves d'�elimination des coupures trouvables dans lalitt�erature.La proc�edure originelle de GentzenLa proc�edure de Gentzen est une proc�edure r�eduite selon un algorithme de r�eduction de la coupure la plusinterne d'abord.Pour les �etapes principales de r�eduction, c'est la place de la preuve portant l'occurrence conjonctive dela formule de coupure, �a gauche ou �a droite de la repr�esentation de la coupure sur la feuille de papier quiimporte. Dans le premier cas, la conjonction est dupliquante, dans le second cas c'est la disjonction quiduplique d'abord (si bien qu'on pourrait parler, pour simpli�er, de côt�e gauche dupliquant).Pour les con
its lors des �etapes de commutation et axiome, le même crit�ere est pris en compte : la position,�a gauche ou �a droite, de l'occurrence conjonctive de la formule de coupure.Terminaison forte de la proc�edure originelle de GentzenUne premi�ere preuve de terminaison forte et non-d�eterminisite de la proc�edure de Gentzen est dû �a Dragalin[15] en 1979.Plus r�ecemment, une autre preuve a �et�e donn�ee par Tahhan [56] pour une restriction con
uente, et aucas propositionnel, de la proc�edure de Gentzen. Sa preuve repose sur le r�esultat de r�e�ecriture suivant deO'Donnell [47] :



24 CHAPITRE 1. CALCUL DES S�EQUENTS ET �ELIMINATION DES COUPURESSi un syst�eme de r�e�ecriture orthogonal termine en r�eduisant syst�ematiquement des r�edex les plusinternes, alors il termine fortement.La permutation des coupures et la proc�edure de GirardUne proc�edure telle que celle implicite �a la preuve d'admissibilit�e de Martin-L�of a la propri�et�e que les pairescritiques s'appliquent �a la même coupure. Ce n'est pas le cas de la proc�edure de Girard dans [27] ou [24].L'interaction �a la Coquand dans le calcul de Noviko�On d�ecrit au chapitre 6 une mani�ere d'�eliminer les coupures en passant par une interpr�etation de la prou-vabilit�e en termes de jeux. Cette \interaction" entre preuves, d�e�nie par Coquand dans [9], si on la consid�ereen oubliant le vocabulaire de la th�eorie des jeux s'exprime comme une PEC r�eduite selon une strat�egie der�eduction de la coupure la plus externe d'abord (cf chapitre 6). Cette PEC est con
uente et dans tous lescas de r�eduction, c'est la conjonction qui duplique et a la mâ�trise.La solution LCLe calcul LC, d�ecrit dans Girard [25], est un calcul o�u toutes les formules re�coivent une polarit�e positiveou n�egative. La PEC n'est pas tr�es pr�ecis�ement d�ecrite dans l'article. Ce que l'on peut on dire, c'est qu'elleest con
uente et que l'�etape principale de r�eduction d�epend de la polarit�e. La conjonction duplique et a lamâ�trise si l'occurrence conjonctive de la formule de coupure est n�egative, sinon, c'est la disjonction.Solution Coquand = solution LC pour le fragment 8/9Puisque la quanti�cation universelle est de polarit�e n�egative dans LC, pour le fragment 8/9 de LC, commepour la proc�edure associ�ee �a l'interaction de Coquand, c'est la conjonction qui duplique et a la mâ�trise.Un travail peu connu : l'approche de Noviko�Noviko� montre dans [46] que toute preuve est { ce qu'il appelle { r�eguli�ere. Sa notion de r�egularit�e revient�a une notion de preuve sans coupure en logique propositionnelle in�nitaire et il d�ecrit au passage un proc�ed�ed�elimination des coupures.La solution du lemme d'inversionDans Tait [57] (repris par Schwichtenberg [54]) on trouve une proc�edure qui ne pose le probl�eme du choixde l'�etape principale de r�eduction pour la raison que les contractions sur les formules conjonctives sont�evit�es avant de faire la coupure, et ceci �a l'aide d'un proc�ed�e de d�eplacement de ces contractions vers lessous-formules disjonctives les plus proches.Dans le cas g�en�eral, cette proc�edure ne se comporte comme aucune des PEC �evoqu�ees ci-dessus.PEC interpr�etables en logique lineaireLes proc�edures pour LC, de Coquand pour le calcul de Noviko�, pour la d�eduction libre et pour certainesversions d�eterministes du �-calcul sym�etrique sont interpr�etables par la proc�edure d'�elimination des coupuresde la version calcul des s�equents de la logique lin�eaire.R�eductions non \substitutives"Toute proc�edure ayant recours aux coupures crois�ees n'est, a priori, pas interpr�etable dans la logique lin�eaire.C'est le cas aussi de la proc�edure de Girard dans [27] et des proc�edures bas�ees sur un lemme d'inversionde la conjonction (comme dans Tait [57] ou Schwichtenberg [54]).C'est aussi le cas de la solution du \et sym�etrique" d�ecrite dans Coquand et al [10].
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28 CHAPITRE 2. LJT ET LE �-CALCULIl existe une interpr�etation standard des preuves sans coupure de LJ par des �-termes simplement typ�esnormaux. Cette interpr�etation a �et�e d�ecrite par D. Prawitz [50] et, par exemple, par J. Zucker [60] et G.Pottinger [49].Cette interpr�etation n'est pas une correspondance dans le sens o�u plusieurs preuves de LJ sont associ�eesau même �-terme simplement typ�e. Nous d�ecrivons alors une restriction de LJ, que nous appelons LJT,pour laquelle il y a e�ectivement correspondance bijective entre les preuves sans coupures et les �-termessimplement typ�es normaux.Que se passe-t-il au niveau de la correspondance si l'on consid�ere des preuves avec coupures et des �-termes non normaux ? Si l'on s'int�eresse aux �etapes �el�ementaires du calcul explicite de la substitution dansle �-calcul, on n'a pas de correspondance avec les �etapes �el�ementaires d'�elimination des coupures telles quecaract�eris�ees dans les chapitres pr�ec�edents. Ainsi, pour obtenir une correspondance �a la fois au niveau despreuves et des termes mais aussi au niveau de la r�eduction, bref, pour avoir un isomorphisme entre LJT et le�-calcul simplement typ�e, nous sommes amen�e �a consid�erer une syntaxe alternative pour \le" �-calcul qui,elle, est isomorphe �a la structure du calcul des s�equents. Nous appelons �-calcul cette autre syntaxe.Nous ne consid�erons dans ce chapitre que le fragment de LJ avec pour seul connecteur l'implication.Apr�esune �etude de l'interpr�etation de LJ par des �-termes, nous introduisons le calcul LJT, puis, le �-calcul (dontles �el�ements sont appel�es �-expressions), avant de caract�eriser l'isomorphisme et de prouver la con
uence etla forte terminaison de la r�eduction des �-expressions simplement typ�ees.L'extension de l'isomorphisme �a la logique classique, ainsi qu'aux connecteurs autres que l'implication,est pr�esent�ee dans les chapitres suivants.2.1 Correspondance entre les preuves sans coupures de LJ et les�-termes simplement typ�es normauxNous donnons une interpr�etation des preuves du fragment minimal de LJ par des �-termes, dans le style dece qui est sugg�er�e par Prawitz [50]. Cette interpr�etation est aussi d�ecrite, avec plus de pr�ecision, dans Zucker[60], Pottinger [49] ou Mints [43].On consid�ere une version sans coupure de LJ avec l'implication comme seul connecteur (le cas desautres connecteurs est trait�es dans le chapitre 4). On adopte une r�egle explicite de contraction mais la r�egled'a�aiblissement est int�egr�ee �a la r�egle d'axiome. La partie gauche des s�equents consiste en une suite deformules nomm�ees. On choisit, pour ensemble de noms, l'ensemble V des noms de variables du �-calcul et onnote les formules nomm�ees sous la forme x :A plutôt que sous la forme Ax (comme cela est fait, par exemple,dans le chapitre pr�ec�edent).Les formules sont d�e�nies par la grammaireA ::= X j A! Ao�u X parcourt l'ensemble VF des variables propositionnelles.Les preuves sont contruites �a partir des r�egles suivantes :�; A ` A Ax �; A;A ` B�; A ` B Cont� ` A �; B ` C�; A! B ` C !g �; A ` B� ` A! B !dL'interpr�etation de Prawitz proc�ede inductivement comme suit :�; x :A ` x :A Ax �; x :A; y :A ` u :B�; z :A ` ufy := zgfx := zg :B Cont� ` u :A �; y :B ` v :C�; x :A! B ` vfy := (x u)g :C !g �; x :A ` u :B� ` �x:u :A! B !do�u vfx := ug repr�esente le terme v dans lequel chaque occurence de x a �et�e remplac�ee par le terme u.



2.2. VERS LE CALCUL LJT 29Un exemple de preuves associ�ees au même �-terme :A! B;A;C ` A Ax A! B;A;C;B ` B AxA! B;A;C ` B !gA! B;A ` C ! B !det A! B;A ` A Ax A! B;A;B;C ` B AxA! B;A;B ` C ! B !dA! B;A ` C ! B !gsont toutes deux associ�ees au �-terme �z:(x y) :C ! B pour lequel z :C, x :A! B et y :A.2.2 Vers le calcul LJTLJT s'obtient �a partir de LJ en restreignant l'utilisation de la r�egle!g. On n'autorise �a voir sur le côt�e droitd'une instance de la r�egle � ` A �; B ` C�; A! B;A ` C ! B !g qu'un axiome d�eclarant B ou bien une autre r�egle !gintroduisant B (dans ce cas B est donc de la forme D ! E).Cette restriction est exprim�ee par l'utilisation d'un \b�enitier" �a la mani�ere de J.-Y. Girard dans [25, 26].Ainsi, il y a deux types de s�equents dans le calcul LJT, ceux ayant la forme �;` A et ceux ayant la forme�;A ` B. Une notation synth�etique pour les s�equents est celle-ci : �;� ` A. Ce qu'on appelle b�enitier est laplace se situant juste �a droite du \ ;". Le b�enitier peut être vide ou plein auquel cas il contient exactementune formule (non nomm�ee). La notation � d�esigne un tel ensemble qui est soit vide soit restreint �a uneunique formule.Le fragment sans coupure de LJTr�egle d'axiome r�egle de d�echargement/contraction�;A ` A Ax �; A;A ` B�; A;` B D�echr�egle d'introduction gauche de ! r�egle d'introduction droite de !�;` A �;B ` C�;A! B ` C !g �; A;` B�;` A! B !dLe calcul LJT a donc la propri�et�e que ses preuves sans coupures sont en bijection avec les �-termessimplement typ�es normaux.Consid�erons par exemple un terme normal de la forme �x1:::�xn:(y u1 :::up), poss�edant un type de laforme A1 ! :::! An ! B et dans lequel y b�en�e�cie d'un type D = C1 ! :::! Cp ! B, et qui, lui-même,lui associe canoniquement la preuve



30 CHAPITRE 2. LJT ET LE �-CALCUL�; y :D;�������!x1::n :A1::n;` u1 :C1 �; y :D;�������!x1::n :A1::n;` up :Cp �; y :D;�������!x1::n :A1::n; y :B ` y :B Ax�; y :D;�������!x1::n :A1::n; yn :Cp ! B ` (yn un) :B !g....�; y :D;�������!x1::n :A1::n; y2 :C2 ! :::! Cp ! B ` (y2 u2 :::un) :B�; y :D;�������!x1::n :A1::n ; y1 :D ` (y1 u1 :::un) :B !g�; y :D;�������!x1::n :A1::n ; ` (y1 u1 :::un) :B D�ech�; y :D;����������!x1::n�1 :A1::n�1; ` �xn:(y1 u1 :::un) :An ! B !d....�; y :D;x1 :A1 ; ` �x2:::�xn:(y1 u1 :::un) :A2 ! :::! An ! B�; y :D ; ` �x1:::�xn:(y1 u1 :::un) :A1 ! :::! An ! B !dRemarque : Le calcul LJT a d�ej�a �et�e consid�er�e par Danos, Joinet et Schellinx [14], avec une mani�eredi��erente de g�erer les r�egles structurelles. Chez Danos et al, LJT apparâ�t comme le fragment intuitionnistede LKT, une restriction du calcul LK ayant la propri�et�e de se plonger simplement dans la logique lin�eaire : lespreuves de LKT sont \d�ecorables", c'est-�a-dire, par l'insertion ad�equate de \ ?" et de \ !" dans les formules,les preuves de LKT s'interpr�etent comme des preuves de la logique lin�eaire.Le calcul LJT est aussi un fragment strict du fragment neutre intuitionniste de la logique uni��ee d�ecritepar Girard [26]. Ce calcul de Girard est lui-même une version contrainte par un \b�enitier" de LJ. Girardremarquait �a ce sujet que \la formule [dans le b�enitier] (s'il y en a une) est l'analogue de la famili�ere variablede tête pour le �-calcul typ�e". Nous verrons aussi plus loin comment retrouver LJ dans LJT.Il nous faut aussi signaler qu'un tel calcul apparâ�t dans l'article de Howard [31] sur l'interpr�etation de lad�eduction naturelle comme �-calcul typ�e. Bien que traitant plutôt de la d�eduction naturelle, on trouve danscet article une formulation d'un calcul des s�equents comparable �a LJT et dont il est dit que ses preuves sonten bijection avec les �-termes normaux simplement typ�es.Les r�egles de coupures dans LJTIl y a deux sortes de r�egles de coupures dans LJT, selon que la formule de coupure est ou non dans le b�enitier(chacune d'entre elles se divisant en deux selon que � est vide ou non) :r�egle de coupure de tête r�egle de coupure m�ediane�;� ` A �;A ` B�;� ` B CoupT �;` A �; A; � ` B�;� ` B CoupMIl s'av�ere que la r�egle de coupure m�ediane s'interpr�ete naturellement comme un op�erateur explicite desubstitution : �;` v :A �; x :A; � ` u :B�;� ` u[x := v] :B CoupMu[x := v] est une telle notation pour une op�eration, int�egr�ee dans la syntaxe, de substitution de la variablede nom x par le terme v dans le terme u.La question de l'�elimination des coupures en LJTOn peut d�ecrire une proc�edure d'�elimination des coupures de tête et m�ediane �a l'aide d'un syst�eme der�e�ecriture.En particulier, on a la r�egle de r�e�ecriture suivante :



2.3. LE PLONGEMENT DE LJ DANS LJT 31�;` v :A �; x :A;` u1 : A1 �; x :A; y :A2! :::! An ! B ` (y u2 ::: un) :B�; x :A; y :A1 ! :::! An ! B ` (y u1 ::: un) :B !g�; y :A1 ! :::! An ! B ` (y u1 ::: un)[x := v] :B CoupMse r�e�ecrit en�;` v :A �; x :A;` u1 : A1�;` u1[x := v] :A1 CoupM �;` v :A �; x :A; y :A2! :::! An ! B ` (y u2 ::: un) :B�; y :A2 ! :::! An ! B ` (y u2 ::: un)[x := v] :B CoupM�; y :A1 ! :::! An ! B ` (y u1[x := v] ::: un)[x := v] :B !gCependant cette r�egle de r�eduction n'a pas de contrepartie en �-calcul. E�ectivement, au niveau des�-termes, elle correspond �a la r�eduction d'un terme de la forme (y u1 ::: un)[x := v] en le terme (y u1[x :=v] ::: un)[x := v], tandis que le r�esultat attendu de la r�eduction aurait �et�e ((y u1 :::un�1)[x := v] un[x := v]).Cette di��erence provient de la mani�ere de construire les termes de la forme (y u1 ::: un) dans LJT :au lieu de construire d'abord (y u1) puis (y u1 u2), ... on construit d'abord (y un) puis (y un�1 un) eten�n (y u1 ::: un). Cette di��erence est la motivation pour introduire le �-calcul : au lieu de consid�erer lesapplications sous la forme ((u u1):::un), on va les consid�erer sous la forme (u [u1; :::;un]), c'est-�a-dire commel'application { binaire { d'une fonction �a la liste de ses arguments.2.3 Le plongement de LJ dans LJTLJT a le même pouvoir que LJ en terme de prouvabilit�e. De fait, chacune des r�egles de LJ peut s'exprimercomme un assemblage de r�egles de LJT dont la conclusion est de b�enitier vide.Pour exprimer la traduction, on pr�ef�ere une version de LJ o�u la contraction est int�egr�ee �a la r�egle !g.La traduction est la suivante :�; A ` A Ax se traduit en �; A;A ` A Ax�; A;` A D�ech....�; A! B ` A ....�; A! B;B ` C�; A! B ` C !g se traduit en ....�; A! B;` A �; A! B;B ` B Ax�; A! B;A! B ` B !g�; A! B;` B D�ech ....�; A! B;B;` C�; A! B;` C CoupM....�; A ` B� ` A! B !d se traduit en ....�; A;` B�;` A! B !d....� ` A ....�; A ` B� ` B Coupe se traduit en ....�;` A ....�; A;` B�;` B CoupM2.4 Le �-calcul2.4.1 Les expressions du �-calculIl y a deux types de �-expressions qui sont mutuellement d�ependantes : les �-termes et les listes de �-termes(= listes d'arguments).



32 CHAPITRE 2. LJT ET LE �-CALCULComme pour le �-calcul, on consid�ere un ensemble in�ni V dont les �el�ements sont appel�es noms devariables de terme. Nous r�eservons les lettres x, y, z, ... pour noter les noms variables de terme.L'ensemble des �-expressions, recouvrant les �-termes (ou tout simplement termes) et les listes de�-termes (appel�ees aussi listes d'arguments) sont d�e�nis inductivement par la grammaire suivante o�u xparcourt V Termes : t ::= (x l) j (�x:t) j (t l) j (t[x := t])Listes d'arguments: l ::= [ ] j [t :: l] j (l @ l) j l[x := t]Nous utilisons les lettres t, u, v,... pour noter les termes et nous utilisons la lettre l, �eventuellementprim�ee, pour noter les listes d'arguments.L'expression \[ ]" joue le rôle de la liste vide d'arguments et l'expression \[t :: l]" repr�esente la liste dontle premier argument est le terme t et le reste des arguments est dans la liste l. Quant �a l'expression \(l @ l0)",elle repr�esente l'op�eration explicite de concat�enation des listes d'arguments l et l0.L'expression \(t[x := u])" tient le rôle de l'op�eration explicite de substitution de x par u dans le termet (c'est l'�equivalent d'un let x=u in t �a la ML) et l'expression \(l[x := u])" joue le même rôle mais pourune substitution dans la liste d'arguments l.On abr�egera commun�ement l'expression [t1 :: [::: :: [tn :: [ ]]:::]] par [t1; :::; tn]. Une expression telle que((:::(t t1) :::) tn) sera abr�eg�ee en (t t1 ::: tn). Parfois (x [ ]) est simpli��e en x. Aussi, les expressions (�x:t),(t[x := u]) et (l @ l0) sont parfois �ecrites respectivement �x:t, t[x := u] et l @ l0 quand il n'y a pas d'ambigu��t�e.Les sous-expressions d'un terme ou d'une liste d'arguments sont d�e�nies comme �a l'accoutum�ee saufqu'ici, il faut tenir compte de la d�e�nition mutuelle des termes et listes d'arguments. En particulier, une listed'arguments peut être une sous-expression d'un terme et vice-versa.Les notions de variables li�ees et libres sont d�e�nies comme on le fait habituellement. Nous dirons aussique deux �-expressions sont �-�equivalents si elles ne di��erent que dans les noms, suppos�es distincts entreeux, des variables li�ees. Cette notion d'�equivalence n'a�ecte pas la structure des expressions, ce qui nouspermet par la suite de consid�erer ces �-expressions �a �-�equivalence pr�es.2.4.2 Formes normales du �-calculUne �-expression est normale si elle ne contient ni op�erateur de concat�enation ou de substitution et si lessous-expressions de la forme (t l) sont exclues.Autrement dit, une �-expression est normale si elle est form�ee �a partir de la grammaire suivante :t ::= (x l)j(�x:t)l ::= [ ]j[t :: l]Remarque : Pour ce calcul, par opposition �a la syntaxe habituelle du �-calcul, il est directement possibled'adopter un point de vue o�u les �-expressions normales sont les objets de base et o�u les autres constructeurssont juste des notations explicites pour des fonctions sur ces objets de bases (et donc plus des constructeursau sens strict)Une approximation de la normalit�e est la normalit�e faible.Un terme (resp une liste d'arguments) est quali��ee de faiblement normal(e) si il(elle) est de la forme(x l) ou �x:t (resp [ ] ou [t :: l]), o�u t est un terme quelconque et l une liste d'arguments quelconques.Remarque : Dans le �-calcul, il y a la possibilit�e de consid�erer des termes de la forme (:::(x [u1]) ::: [un])ayant une structure similaire �a celle des termes applicatifs du �-calcul. Cependant, un tel �-terme n'est pasnormal. De fait, sa forme normale est (x [u1; :::;un]).2.4.3 R�egles de r�eduction du �-calculLa pr�esence d'op�erateur explicite de substitution et de concat�enation entrâ�ne la pr�esence de r�egles der�eduction appropri�ees :



2.5. LE CALCUL LJT 33� �-r�eduction (�x:u [v :: l]) r! (u[x := v] l) �cons(�x:u [ ]) r! �x:u �nil� indication de concat�enation ((x l) l0) r! (x (l @ l0)) Cvar� r�egles de calcul de la concat�enation[u :: l] @ l0 r! [u :: (l @ l0)] Ccons[ ] @ l0 r! l0 Cnil� r�egles de propagation de la substitution �a travers les termes faiblement normaux(x l)[x := v] r! (v l[x := v]) Syes(y l)[x := v] r! (y l[x := v]) Sno(�y:u)[x := v] r! �y:(u[x := v]) S�attention �a une possible capture de variable dans la r�egle S�� r�egles de propagation de la substitution �a travers les listes d'arguments faiblement normales[ ][x := v] r! [ ] Snil[u :: l][x := v] r! [u[x := v] :: l[x := v]] SconsSi u r! v, alors u est appel�e r�edex. Nous notons 1! la r�eduction obtenue �a partir de r! par congruence.Puisque le syst�eme de r�egles de r�eduction est lin�eaire �a gauche 1 et aussi sans paires critiques, en vertu dur�esultat de Huet dans [32], 1! est con
uent. Par simplicit�e nous avons escamot�e le probl�eme de la possiblecapture de variable dans la r�egle S�. Une solution au probl�eme est d'ajouter au langage un op�erateur explicitede renommage des variables li�ees. Ceci est fait en appendice �a l'occasion de la description de l'impl�ementationd'une proc�edure de normalisation pour le �-calcul.Remarque : Le syst�eme de r�eduction que nous pr�esentons est un syst�eme sans paire critique dont il estrelativement ais�e de faire une preuve de normalisation forte. Cependant, un autre syst�eme de r�eduction �aconsid�erer est celui que l'on obtient en ajoutant la r�egle (�y:u v)[x := w] r! ((�y:u)[x := w] v[x := w]). Defait, par cette extension, il devient possible de simuler la �-r�eduction habituelle, et donc, de voir le �-calculcomme un sous-syst�eme strict du �-calcul. Cependant, la terminaison forte du syst�eme de r�eduction enrichireste �a l'�etat de conjecture.2.5 Le calcul LJTUn environnement est un ensemble de formules nomm�ees. Plusieurs occurrences de la même formulepeuvent apparâ�tre dans un environnement mais ce doit être �a chaque fois avec un nom di��erent.Les lettres grecques majuscules �, �, 
,... sont r�eserv�ees pour les environnements. Si � et � ont uneintersection vide, la notation �;� a du sens et repr�esente l'union ensembliste de � et �.Dans la pratique, sauf pour souligner une ambigu��t�e, nous n'�ecrivons pas les noms des formules nomm�ees.Aussi, une notation comme�; A d�esigne l'union de � et de fAg o�u il est implicite que le nom de A n'interf�erepas avec une formule A de même nom dans �.1Pr�ecisons qu'il nous faut consid�erer les r�egles Syes, Sno et S� comme des sch�emas de r�egles en x et y dont on consid�ere lesinstances lorsques x et y parcourt V. Ainsi, on a e�ectivement lin�earit�e �a gauche



34 CHAPITRE 2. LJT ET LE �-CALCUL2.5.1 Elimination des coupuresNous disons que deux preuves sont �equivalentes si elles ne di��erent que par le nom des formules nomm�eesimpliqu�ees dans la preuve ou que par l'ajout de formules non utilis�ees dans la partie environnement dess�equents (pas utilis�ees voulant dire qu'on peut suivre leur trace dans la partie environnement des s�equentsjusqu'aux axiomes).Dans la suite, nous consid�erons les preuves �a cette �equivalence pr�es-l�a. En particulier, si p est une preuvede �;� ` A, alors, pour toute formule nomm�ee B n'interf�erant pas avec une même formule nomm�ee d�ej�apr�esente dans p, cette preuve p est aussi consid�er�ee comme une preuve de �; B; � ` A.Nous quali�ons de normale une preuve sans coupure.Proposition 1 (Elimination forte et con
uente des coupures)Il existe une PEC con
uente et fortement normalisable pour LJT.Un syst�eme de r�e�ecriture d�e�nissant une telle PEC est d�ecrit ci-dessous. Il est facile de constater sonexhaustivit�e, puisque toutes les con�gurations possibles avec une coupure sont prises en compte.La con
uence, comme pour le syst�eme de r�eduction du �-calcul provient de la lin�earit�e �a gauche et del'absence de paires critiques du syst�eme de r�e�ecriture. Quant �a la normalisation forte elle est montr�ee dansune prochaine section.R�eduction de la r�egle CoupT� contrepartie logique de la �-r�eduction�; A;` B�;` A! B !d �;` A �;B ` C�;A! B ` C !g�;` C CoupT LJT�! �;` A �; A;` B�;` B CoupM �;B ` C�;` C CoupT�; A;` B�;` A! B !d �;A! B ` A! B Ax�;` A! B CoupT LJT�! �; A;` B�;` A! B !d� contrepartie logique de l'indication de concat�enation�; B;B ` A�; B;` A D�ech �; B;A ` C�; B;` C CoupT LJT�! �; B;B ` A �; B;A ` C�; B;B ` C CoupT�; B;` C D�ech� contrepartie logique du calcul de la concat�enation�;` D �;B ` A�;D ! B ` A !g �;A ` C�;D! B ` C CoupT LJT�! �;` D �;B ` A �;A ` C�;B ` C CoupT�;D! B ` C !g�;A ` A Ax �;A ` C�;A ` C CoupT LJT�! �;A ` C



2.6. L'ASSIGNEMENT DES PREUVES DE LJT PAR DES �-EXPRESSIONS 35R�eduction de la r�egle CoupM� contrepartie logique de la propagation de la substitution �a travers les termes faiblement normaux�;` A �; A;A ` C�; A;` C D�ech�;` C CoupM LJT�! �;` A �;` A �; A;A ` C�;A ` C CoupM�;` C CoupT�; B;` A �; A;B;B ` C�; A;B;` C D�ech�; B;` C CoupM LJT�! �; B;` A �; A;B;B ` C�; B;B ` C CoupM�; B;` C D�ech�;` A �; A;B;` C�; A;` B ! C !d�;` B ! C CoupM LJT�! �; B;` A �; A;B;` C�; B;` C CoupM�;` B ! C !dPour cette r�egle, on consid�ere la preuve de �;` A comme une preuve de �; B;` A. S'il advenait queB soit d�ej�a pr�esent avec le même nom quelque part dans cette preuve, il faudrait y changer le nom decette formule partout o�u elle intervient.� contrepartie logique de la propagation de la substitution �a travers les listes d'arguments faiblementnormales�;` A �; A;` B �; A;C ` D�; A;B ! C ` D !g�;B ! C ` D CoupM LJT�! �;` A �; A;` B�;` B CoupM �;` A �; A;C ` D�;C ` D CoupM�;B ! C ` D !g�;` A �; A;B ` B Ax�;B ` B CoupM LJT�! �;B ` B Ax2.6 L'assignement des preuves de LJT par des �-expressionsLes preuves de LJT ont une structure de �-expression. Nous mettons ce fait en valeur par un assignementde �-expressions aux preuves de LJT. Les r�egles de r�eduction du �-calcul et les r�egles de r�e�ecriture pourl'�elimination des coupures s'identi�eront par cette assignement.Une d�eclaration, �ecrite sous la forme x :A est la paire d'une variable et d'une formule.Nous gardons le vocable d'environnement pour d�esigner un ensemble de d�eclarations dont aucunesformules ne partagent le même nom de variable. Nous gardons aussi les lettres grecques �, �, 
 pourd�esigner ces environnements.Jusqu'�a la �n de cette section, nous adoptons une notation alternative pour les listes d'arguments quiinsiste sur leur caract�ere de terme potentiel.



36 CHAPITRE 2. LJT ET LE �-CALCULUn contexte applicatif est une liste d'arguments �ecrite sous la forme (: l) o�u : est un symbolesp�ecialement introduit pour l'occasion. On appelle aussi d�eclaration de place une formule �ecrite sous laforme : :A.Nous exprimons l'assignement �a l'aide de jugements.Un jugement est une expression syntaxique de la forme �;� ` t : A. Dans cette �ecriture, � est unenvironnement, � est un ensemble soit vide soit contenant une formule qui est not�ee sous la forme d'uned�eclaration de place, t est une �-expression et A est une formule.Autrement dit les s�equents avec b�enitier vide sont interpr�et�es par des �-termes et les s�equents avecb�enitier non vide sont interpr�et�es par des listes d'arguments, not�ees sous la forme de contexte applicatif.R�egles de formation de contextes applicatifsListe vide d'arguments �; : :A ` (: [ ]) :A AxAjout d'un argument �a une liste �;` u :A �; : :B ` (: l) :C�; : :A! B ` (: [u :: l]) :C !gConcat�enation de listes d'arguments �; : :C ` (: l) :A �; : :A ` (: l0) :B�; : :C ` (: (l @ l0)) :B CoupTSubstitution dans une liste d'arguments �;` u :A �; x :A; : :C ` (: l) :B�; : :C ` (: l[x := u]) :B CoupMR�egles de formation de termesTerme applicatif faiblement normal �; x :A; : :A ` (: l) :B�; x :A;` (x l) :B D�echAbstraction �; x :A;` u :B�;` �x:u :A! B !dTerme applicatif non faiblement normal �;` u :A �; : :A ` (: l) :B�;` (u l) :B CoupTSubstitution dans un terme �;` u :A �; x :A;` v :B�;` v[x := u] :B CoupMRemarque : Les r�egles avec un b�enitier non vide sont polymorphiques par rapport �a la formule qui se trouvedans le b�enitier. Ainsi, il y a une relation forte entre un jugement�; : :A1 ! :::! An ! B ` (: [u1; :::;un]) :Bet un jugement � ` [u1; :::;un] :A1 ^ :::^Ano�u A1 ^ :::^An est d�e�ni comme �etant 8B:(A1 ! :::! An ! B) ! B (codage des n-uplets au secondordre).Une �-expression e telle qu'on aie x1 :A1; :::; xn :An ` e :A pour des noms de variables x1, ... xn et pourdes formules A1, ..., An, A bien choisies est dit simplement typ�e de type A, ou plus bri�evement, typablepar A.



2.7. TERMINATION FORTE DE LA R�EDUCTION 372.7 Termination forte de la r�eductionDe par l'isomorphisme, la termination forte de l'�elimination des coupures pour LJT et la termination fortede la r�eduction pour les �-expressions typables sont �equivalentes. Nous le montrons pour les �-expressionstypables, ce qui permet une pr�esentation plus l�eg�ere que si on avait choisi les notations du calcul des s�equents.La preuve de termination forteSoit e une �-expression et R! une notion de r�eduction. On dit que e est fortement normalisable selon R! dansles cas suivants :� e n'est pas reductible par R!� pour tout e0 tel que e R! e0, on a e0 fortement normalisableRemarque : Les preuves de forte normalisabilit�e ont une structure inductive. On peut donc raisonner surelles par induction structurelle.Nous montrons donc qu'une �-expression typable est fortement normalisable selon la r�eduction 1! et pourceci, nous montrons quelque chose de plus fort, la forte E-normalisabilit�e que les op�erations de constructiondes expressions pr�eservent.On d�e�nit une r�eduction h! qui supprime le constructeur de tête d'une �-expression faiblement normale.Cette r�eduction pr�eserve la typabilit�e mais pas le typage.La r�eduction h! est satisfaite dans les seuls cas suivants :�x:u h! u(x l) h! l[u :: l] h! u[u :: l] h! lo�u u parcourt l'ensemble des �-termes et l parcourt l'ensemble des listes d'arguments.On note E!, et on appelle E-r�eduction, la r�eduction d�e�nie par e E! e0 soit parce que e 1! e0, soit parceque e h! e0 (sans consid�erer l'extension de cette r�eduction par congruence). On dit que e est fortementE-normalisable (en abr�eg�e FEN), ou encore qu'il satisfait la forte E-normalisabilit�e (en abr�eg�e FENaussi) s'il est fortement normalisable selon E!.Lemme 1 Si le �-terme u et la liste d'argument l satisfont la FEN alors �x:u, (x l) et [u :: l] aussi.Preuve : Par induction sur les preuves de FEN pour u et l. Regardons le cas de [u :: l]. Si [u :: l] E! e0alors, ou bien [u :: l] h! e0, c'est-�a-dire que e0 peut être soit u soit l, et en ce cas, par hypoth�ese, e0 satisfait laFEN, ou bien [u :: l] 1! e0, ce qui veut dire que e0 est soit [u0 :: l] avec u 1! u0 , soit [u :: l0] avec l 1! l0, et ence cas e0 satisfait la FEN par hypoth�ese d'induction. Dans tous les cas possibles de r�eduction de e, celui-cise r�eduit en une expression FEN. e est donc lui-même FEN.Lemme 2 Soit e et u des �-expressions FEN. Si, pour tout l FEN, la typabilit�e de (u l) entraine sa FEN,alors la typabilit�e de e[x := u] entraine �a son tour sa FEN.Preuve : On raisonne par induction sur la preuve de FEN pour e puis par induction sur la preuve de FENpour u.Supposons que e[x := u] 1! w. Si la r�eduction a�ecte un r�edex dans u alors w a la forme e[x := u0] avecu 1! u0. La preuve de FEN pour u0 est plus petite que celle pour u d'o�u, par hypoth�ese d'induction, e[x := u0]est FEN. Pareillement si la r�eduction est dans e.



38 CHAPITRE 2. LJT ET LE �-CALCULIl reste le cas o�u e[x := u] est lui-même un r�edex et o�u c'est ce r�edex qui est r�eduit. On envisage alors lesdi��erentes formes possibles pour e qui peut être soit un terme soit une liste d'arguments.� Le cas o�u e est (x l0) auquel cas w d�esigne (u l0[x := u]), est le plus d�elicat. Mais puisque que e h! l0, l0a une plus petite preuve de FEN que e. D'o�u, par hypoth�ese d'induction, l0[x := u] est FEN. Et commeon a suppos�e que pour tout l FEN, (u l) �etait FEN, on en d�eduit que (u l0[x := u]) est FEN.� Si e est (y l) alors w est (y l[x := u]). L�a encore, l[x := u] est FEN par hypoth�ese d'induction et, parle lemme 1, w est FEN.� Si e est le terme �y:v, �a un renommage pr�es de y dans �y:v, ce qui n'a�ecte pas la preuve de FEN,nous pouvons supposer que y et x sont des noms de variables distinctes. On peut donc a�rmer que west �y:(v[x := u]). Puisque �y:v E! v, par hypoth�ese d'induction, (v[x := u]) est FEN et par le lemme1, w est FEN.� Si e est [v :: l] alors w d�esigne [v[x := u] :: l[x := u]]. Mais on a �a la fois [v :: l] E! v et [v :: l] E! l, d'o�u,par hypoth�ese d'induction, �a la fois v[x := u] et l[x := u] sont FEN et par le lemme 1, w est aussi FEN.� Si e est [ ] alors w est [ ] auquel cas il est bien sûr FEN.Ainsi, quelque soit la forme de e, les r�eduits de e[x := u] sont FEN. Cela su�t pour dire que e[x := u]est lui-même FEN.Lemme 3 Soit A une formule. Soit e une �-expression FEN et typable par A et soit l2 une liste d'argumentsFEN. Si l'expression (e l2) (cas o�u e est un terme) ou bien e @ l2 (cas o�u e est une liste d'arguments) esttypable, alors elle est FEN.Preuve : On raisonne par induction sur A, puis sur la preuve de FEN de e, puis sur la preuve de FEN del2. Supposons que (e l2) 1! w (cas o�u e est un terme) ou bien e @ l2 1! w (cas o�u e est une liste d'arguments).Si la r�eduction a�ecte un r�edex dans e alors w a la forme (e0 l2) ou bien e0 @ l2 avec e 1! e0. Puisquela preuve de FEN pour e0 est plus petite que celle de FEN pour e, par hypoth�ese d'induction, w est FEN.Pareillement si la r�eduction est dans l2.Mais (e l2) ou bien e @ l2 peut être lui-même un r�edex qui est celui r�eduit. On envisage alors les di��erentesformes possibles pour e.� Le cas le plus subtil est celui o�u e a la forme �x:u et o�u l2 repr�esente [v :: l]. Dans un tel cas, w d�esigne(u[x := v] l) et, de plus, A doit avoir la forme B ! C, tandis que v est typable par B. Puisque Best plus petit que A, par hypoth�ese d'induction, la typabilit�e de (v l0) entraine sa FEN quelque soitl0 FEN. On peut donc appliquer le lemme 2 pour inf�erer que u[x := v] est FEN. Mais ce dernier esttypable par C qui est aussi plus petit que A. Par hypoth�ese d'induction encore, (u[x := v] l) est doncFEN.� Si e est (x l) alors w d�esigne (x (l @ l2)). Mais (x l) E! l d'o�u, par hypoth�ese d'induction, (l @ l2) estFEN. Par le lemme 1, w est FEN.� Si e est �x:u et l2 d�esigne [ ] alors w repr�esente e qui, par hypoth�ese, est FEN.� Si e est [ ] alors w d�esigne l2 qui est trivialement FEN.� Si e est [v :: l] alors w d�esigne [v :: (l @ l2)]. Mais [v :: l] E! l d'o�u, par hypoth�ese d'induction, l @ l2est FEN, et, par le lemme 1, w est FEN.Ainsi, toutes les mani�eres de r�eduire (e l2) ou bien e @ l2 conduisent �a une expression FEN. L'expression(e l2) (cas o�u e est un terme) ou bien e @ l2 (cas o�u e est une liste d'arguments) est donc elle-même FEN.



2.8. TRAVAUX CONNEXES 39Proposition 2 Les �-expressions typables sont FEN.Preuve : Soit e une �-expression typable. On raisonne par induction sur e. Les cas �v, (p l0) et (v :: l0)s'obtiennent directement par le lemme 1. Les cas (u l) et (l1 @ l2) s'obtiennent par le lemme 3. Quant auxcas v[x := u] et l[x := u], ils s'obtiennent par le lemme 2 appliqu�e au lemme 3.La forte E-normalisabilit�e entraine trivialement la forte normalisabilit�e.Corollaire 1 Les �-expressions simplement typ�ees sont fortement normalisables.Remarques : 1) Pour obtenir cette preuve, nous avons g�en�eralis�e une preuve de terminaison de l'�eliminationdes coupures par la strat�egie de r�eduction de la coupure la plus externe d'abord, mise au point par ThierryCoquand (et reproduite dans le chapitre 6). Cette g�en�eralisation nous fournit une preuve fonctionnant parinduction sur la forme normale des termes puis sur leur preuve de forte normalisation. L'id�ee de mêler cesdeux inductions en une induction sur la preuve de forte E-normalisation est de nouveau due �a ThierryCoquand. La preuve obtenue s'av�ere alors similaire �a la preuve d'�elimination forte des coupures de Dragalin[15], �a ceci pr�es que dans cette derni�ere, on raisonne non pas structurellement mais sur la longueur de lapreuve de forte E-normalisation.2) Il serait int�eressant aussi de prouver la terminaison forte d'un syst�eme de r�eduction int�egrant la r�eglesuppl�ementaire (�y:u v)[x := w] r! ((�y:u)[x := w] v[x := w]), car, �a ce moment-l�a, on obtiendrait laterminaison forte de la �-r�eduction dans le �-calcul comme cons�equence. Si l'on se base sur le r�esultat determinaison forte pour le syst�eme de r�eduction du ��-calcul [2], il semble raisonnable de conjecturer laterminaison forte du syst�eme enrichi. Cependant, sera-t-il possible de trouver une preuve qui ne pr�esupposepas la normalisation de la �-r�eduction (comme c'est le cas pour la preuve de terminaison forte du ��-calculdonn�ee dans [2]).2.8 Travaux connexesLes premi�eres relations entre LJ et le �-calcul apparâ�ssent implicitement dans Gentzen [20] via l'�equivalencelogique entre LJ et la d�eduction naturelle. La correspondance entre LJ et la d�eduction naturelle a ensuite�et�e rendue plus pr�ecise par Prawitz dans [50] qui donna un proc�ed�e simple de transformation des preuves del'une vers l'autre syntaxe et r�eciproquement.Zucker dans [60] d�eduisit un th�eor�eme d'�elimination forte des coupures dans LJ �a partir de cette corre-spondance. Cependant, il raisonnait modulo des permutations des coupures (les �etapes de commutation duchapitre 1), si bien que l'on peut dire que son r�esultat signi�e la forte normalisabilit�e des �etapes principalesde r�eduction (telles que d�e�nies dans le chapitre 1, autrement dit de la �-r�eduction).Le r�esultat de Zucker ne valait que pour le fragment de LJ avec implication, conjonction et quanti�cationuniverselle. L'extension �a la disjonction et la quanti�cation existentielle a �et�e faite par Pottinger dans [49].D'autres interpr�etations calculatoires des calculs des s�equents LJ et LK apparâ�ssent dans Gallier [19]sur des id�ees de Breazu Tanen, dans Wadler [59] et dans Breazu Tanen et al [7]. Pour ces trois travaux, lesr�egles d'introduction gauche sont interpr�et�ees par des constructeurs de motifs.En�n, une preuve similaire d'�elimination forte et non d�eterministe des coupures dans le calcul des s�equentsLK, en suivant les r�egles de r�eduction originelle de Gentzen, a �et�e faite par Dragalin [15] et adapt�ee �a laversion calcul des s�equents de la logique lin�eaire par Roorda [58].
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42 CHAPITRE 3. LKT ET LE ��-CALCULUn isomorphisme semblable �a celui entre le �-calcul et le calcul LJT pour la logique minimale est possible pourun calcul des s�equents classique. Pour cela on peut consid�erer l'op�erateur � de Parigot, ou alors l'op�erateurC de Felleisen.Le ��-calcul de Parigot [48] �etend l'isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn �a une version classique dela d�eduction naturelle o�u l'aspect classique est obtenu en autorisant plusieurs conclusions. Autant les formesnormales du �-calcul simplement typ�e sont en bijection avec les preuves sans coupures de LJT, autant lesformes normales du ��-calcul simplement typ�e sont en bijection avec les preuves sans coupures de LKT. Cecalcul LKT est l'extension classique de LJT o�u, l�a aussi, le côt�e classique est obtenu en autorisant plusieursconclusions. La d�e�nition de LKT est due �a Joinet et �a Schellinx dans leur th�ese de doctorat [35, 51] etapparâ�t aussi dans Danos et al [14] o�u le lien entre LKT et le ��-calculus est d'ailleurs �evoqu�e 1.L'op�erateur C de Felleisen, d�e�ni dans [16], est un op�erateur qui, dot�e de r�egles ad�equates, permetd'enrichir le �-calcul avec quelques caract�eristiques imp�eratives telles que sauts, traitements d'exceptions,calculs d'indices de s�equentialit�e, ... Il a �et�e observ�e par Gri�n [29] et clari��e par Murthy [45] que, dansun cadre typ�e, cet op�erateur re�coit un type de la forme ::A ! A, permettant d'�etendre l'isomorphismede Curry-Howard-de Bruijn �a la d�eduction naturelle classique o�u l'aspect classique est, cette fois, obtenu enajoutant l'axiome ::A! A pour tout A, autrement dit axiome d'�elimination de la double n�egation.Dans ce chapitre, nous consid�erons donc deux extensions du �-calcul. La premi�ere consid�ere l'op�erateur �du ��-calcul et fournit un isomorphisme avec le calcul LKT. La seconde consid�ere l'op�erateur C de Felleisenet fournit un isomorphisme avec LJT + ::A ! A. Les r�egles de r�eduction obtenues avec cette deuxi�emeextension sont n�eanmoins un peu plus lourdes que celles impliqu�ees par l'extension avec l'op�erateur �.3.1 Le ��-calculEn plus de l'ensemble V des variables de termes, on admet l'existence d'un ensemble in�ni VC dont les�el�ements sont appel�es noms de �-variables. On utilise les lettres grecques minuscules �, �, 
, ... pourd�esigner ces noms de �-variables.L'ensemble des ��-expressions, recouvrant les ��-termes (ou termes) et les listes de ��-termes(ou aussi listes d'arguments) est d�e�ni inductivement par la grammaire suivante o�u x parcourt V et �, �parcourent VC :Termes : t ::= (x l) j (�x:t) j (t l) j (t[x := t]) j ��[�]t j t[[�]� := [�](� l)]Listes d'arguments: l ::= [ ] j [t :: l] j (l @ l) j l[x := t] j l[[�]� := [�](� l)]On r�eutilise pour d�esigner les ��-termes les mêmes lettres t, u, v,... que pour les �-termes et, pareillement,les notations l, l0, ... pour d�esigner les listes d'arguments.Sch�ematiquement, un ��-terme g�ere plusieurs �-termes imbriqu�es. Chacun des termes imbriqu�es estrep�er�e par un nom de conclusion �, �, etc. Plusieurs �-termes peuvent partager le même nom. A chaqueinstant, il y a une famille de ces �-termes partageant le même nom qui est active et le rôle de l'expression��[�]t est de d�esactiver le terme courant t en le cachant sous le nom � et d'activer la famille de termes ayantle nom �. Quant �a l'expression t[[�]� := [�](� l)], elle d�esigne l'op�eration explicite de di�usion des argumentsl vers chacun des sous-termes de nom � (� est juste un symbole formel sens�e repr�esenter le terme se trouvantdans le champ de [�]). Similairement pour l[[�]� := [�](� l)] �a l'int�erieur d'une liste d'arguments.Dans l'optique o�u les expressions normales sont les objets de base et o�u les autres constructeurs ne sontque des symboles explicites de fonctions sur ces objets de bases, seul ��[�]t est �a part enti�ere un nouveauconstructeur d'expressions.Une ��-expression est normale si elle fait partie des expressions engendr�ees par cette grammaire :t ::= (x l) j (�x:t) j ��[�]tl ::= [ ] j [t :: l]1De la même mani�ere que LJT est une restriction de LJ qui se comporte bien relativement au plongement dans la logiquelin�eaire, le calcul LKT est une restriction de LK dont les preuves ont une structure de preuves de la logique lin�eaire.



3.2. LE CALCUL LKT 43Si un nom � apparâ�t dans le champ d'un ��[
], on dit que la �-variable de nom � est li�ee, au mêmetitre qu'une variable de terme de nom x est li�ee dans le champ d'un �x. On dit que deux ��-expressions sont�-�equivalentes si elles ne di��erent que dans les noms, suppos�es distincts entre eux, des variables li�ees. Cettenotion d'�equivalence n'a�ecte pas la structure du terme et, dans la suite, on consid�ere les ��-expressions �a�-�equivalence pr�es.R�egles de r�eductionEn plus des r�egles de r�eduction du �-calcul, il y a, dans le ��-calcul, les r�egles de r�eduction suivantes :� �-r�eduction (��[�]u l) r! ��[�](u[[�]� := [�](� l)]) �� r�egles de di�usion d'une liste d'arguments �a travers un terme(��[�]u)[[�]� := [�](� l)] r! ��[�](u[[�]� := [�](� l)] l) Dyes(��[
]u)[[�]� := [�](� l)] r! ��[
](u[[�]� := [�](� l)]) Dno(�y:u)[[�]� := [�](� l)] r! �y:(u[[�]� := [�](� l)]) D�(y l0)[[�]� := [�](� l)] r! (y (l0[[�]� := [�](� l)])) Dapp� r�egles de di�usion d'une liste d'arguments �a travers une liste d'arguments([u :: l0])[[�]� := [�](� l)] r! [u[[�]� := [�](� l)] :: l0[[�]� := [�](� l)]] Dcons([ ])[[�]� := [�](� l)] r! [ ] Dnilattention �a une possible capture de la �-variable de nom � �a l'int�erieur de l pour les r�egles Dyes andDno et de la variable de nom y dans la r�egle D�� r�egle de propagation de la substitution �a travers les termes frâ�chement nomm�es(��[�]u)[x := v] r! ��[�](u[x := v]) S�3.2 Le calcul LKTL'ensemble des formules est maintenant d�e�ni par la grammaire suivante :A ::= X j A! A j ?Un s�equent classique a la forme �;� ` �;A. La place �a la droite du \ ;" de gauche est le b�enitier.Celui-ci peut être vide ou bien contenir une unique formule. � est une telle notation pour dire \rien ou bienune seule formule". La place �a la droite du \ ;" de droite est la place active. Celle-ci contient une uniqueformule appel�ee conclusion courante. � est un environnement de formules nomm�ees par des noms de V et� est un environnement de formules nomm�ees par des noms de VC .La place o�u se trouve A est la place intuitionniste. Ainsi, LJT peut être vu comme le calcul LKT o�u l'onimpose �a � d'être toujours vide. On peut d'ailleurs constater que les r�egles de LKT n'a�ectant pas � sontaussi des r�egles de LJT.



44 CHAPITRE 3. LKT ET LE ��-CALCULr�egle d'axiome r�egle de d�echargement�;A ` �;A Ax �; A;A ` �;B�; A;` �;B D�echr�egle d'introduction gauche de ! r�egle d'introduction droite de !�;` �;A �;B ` �;C�;A! B ` �;C !g �; A;` �;B�;` �;A! B !dr�egle de coupure de tête r�egle de coupure m�ediane�;� ` �;A �;A ` �;B�;� ` �;B CoupT �;` �;A �; A; � ` �;B�;� ` �;A CoupMr�egle de changement de conclusion r�egle de �-coupure�;` �; A;B;A�;` �; A;B Chg �;� ` �; A;C �;A ` �;B�;� ` �; B;C Coup�Nous disons que deux preuves sont �equivalentes si elles ne di��erent que par le nom des formules nomm�eesimpliqu�ees dans la preuve ou que par l'ajout ou le retrait dans les environnements de formules nomm�eesqui n'ont pas �et�e d�echarg�ees (i.e. qui n'ont pas �et�e nomm�ees au moment d'une r�egle de d�echargement ou dechangement de conclusion).Dans la suite, nous consid�erons les preuves �a cette �equivalence pr�es-l�a. En particulier, si p est une preuvede �;� ` �;A, alors, pour toute formule nomm�ee B n'interf�erant pas avec une même formule nomm�ee d�ej�apr�esente dans p, cette preuve p est aussi consid�er�ee comme une preuve de �; B; � ` �;A et comme unepreuve de �;� ` �; B;A.Elimination des coupuresNous quali�ons de normale une preuve sans coupure.Proposition 3 (Elimination forte et con
uente des coupures)Il existe une PEC con
uente et fortement normalisable pour LJT.Un syst�eme exhaustif de r�e�ecriture d�e�nissant une telle PEC est d�e�nissable �a partir des r�egles der�e�ecriture d�ej�a donn�ee pour LJT. Il su�t de g�en�eraliser celles-ci par la pr�esence d'un environnement deconclusion � et de consid�erer les r�egles suppl�ementaires donn�ees ci-dessous.La con
uence, comme pour le syst�eme de r�eduction du �-calcul provient de la lin�earit�e �a gauche et del'absence de paires critiques du syst�eme de r�e�ecriture. Quant �a la normalisation forte, elle est montr�ee dansune prochaine section.� contrepartie logique de la �-r�eductionz�;` �; A;B;A�;` �; A;B Chg �;B ` �; A;C�;` �; A;C CoupT LKT�! �;` �; A;B;A �;B ` �; A;C�;` �; A;C;A Coup��;` �; A;C Chg



3.2. LE CALCUL LKT 45� contrepartie logique de la di�usion d'une liste d'arguments �a travers un terme�;` �; A;B;A�;` �; A;B Chg �;A ` �;C�;` �; C;B Coup� LKT�! �;` �; A;B;A �;A ` �; B;C�;` �; C;B;A Coup� �;A ` �; C;B;C�;` �; C;B;C CoupT�;` �; C;B ChgPour cette r�egle, on consid�ere la preuve de �;A ` �;C et comme une preuve de �;A ` �; B;C etcomme une preuve de �;A ` �; C;B;C. S'il advenait que B (et C) soit d�ej�a pr�esent avec le même nomquelque part dans ces preuves, il faudrait y changer le nom de cette formule partout o�u elle intervient.�;` �; D;A;B;D�;` �; D;A;B Chg �;A ` �; D;C�;` �; D;C;B Coup� LKT�! �;` �; D;A;B;D �;A ` �; D;B;C�;` �; D;C;B;D Coup��;` �; D;C;B ChgAttention au renommage d'une �eventuelle formule B d�ej�a pr�esente avec le même nom dans la preuvede �;A ` �; D;C qui est maintenant consid�er�ee comme une preuve de �;A ` �; D;B;C.�; C;` �; A;D�;` �; A;C ! D !d �;A ` �;B�;` �; B;C ! D Coup� LKT�! �; C;` �; A;D �; C;A ` �;B�; C;`�; B;D Coup��;` �; B;C ! D !dAttention au renommage �eventuel de la formule C d�ej�a pr�esente avec le même nom dans la preuve de�;A ` �;B qui est maintenant consid�er�ee comme une preuve de �; C;A ` �;B.�; D;D ` �; A;C�; D;` �; A;C D�ech �; D;A ` �;B�; D;` �; B;C Coup� LKT�! �; D;D ` �; A;C �; D;A ` �;B�; D;D ` �; B;C Coup��; D;` �; B;C D�ech� contrepartie logique de la di�usion d'une liste d'arguments �a travers une liste d'arguments�;` �; A;E �;D ` �; A;C�;E ! D ` �; A;C !g �;A ` �;B�;E ! D ` �; B;C Coup�LKT�! �;` �; A;E �;A ` �;B�;` �; B;E Coup� �;D ` �; A;C �;A ` �;B�;D ` �; B;C Coup��;E ! D ` �; B;C !g�;D ` �; A;D Ax �;A ` �;B�;D ` �; B;D Coup� LKT�! �;D ` �; B;D Ax



46 CHAPITRE 3. LKT ET LE ��-CALCUL� contrepartie logique de la substitution �a travers les termes frâ�chement nomm�es�;` �; B;A �; A;`�; B;C;B�; A;`�; B;C Chg�;` �; B;C CoupM LKT�! �;` �; B;C;A �; A;` �; B;C;B�;` �; B;C;B CoupM�;` �; B;C ChgAttention au renommage �eventuel de la formule C d�ej�a pr�esente avec le même nom dans la preuve de�;` �; B;A qui est maintenant consid�er�ee comme une preuve de �;` �; B;C;A.Remarque : LKT est essentiellement bilat�ere et on ne peut lui appliquer directement l'analyse faite ensection 1.3. Que peut-on dire cependant de la mani�ere dont sont r�esolus les con
its ? La r�eponse est dansla premi�ere r�egle dite \contrepartie logique de la di�usion d'une liste d'arguments �a travers un terme". Ony remarque que c'est le côt�e droit qui fait se dupliquer l'autre, quelle que soit le connecteur de tête de laformule de coupure.3.3 L'assignement des preuves de LKT par des ��-expressionsNous donnons un assignement des preuves de LKT par des ��-expressions. Les r�egles de r�eduction du �-calculet les r�egles de r�e�ecriture pour l'�elimination des coupures s'identi�eront par cet assignement.Une d�eclaration d'hypoth�ese est une autre appellation pour d�esigner une variable nomm�ee par unnom de variable de terme. La notation pour une d�eclaration d'hypoth�ese est x : A. Une d�eclaration deconclusion est une autre appellation pour d�esigner une variable nomm�ee par un nom de �-variable. Lanotation pour une d�eclaration de conclusion est � :A.Nous reprenons le vocable d'environnement d'hypoth�eses pour d�esigner un ensemble de d�eclarationsd'hypoth�eses dont aucunes formules ne partagent le même nom de variable. Pareillement pour les environ-nement de conclusions. Nous reprenons aussi les lettres grecques �, �, 
 pour d�esigner ces environnements.Un jugement classique est une expression syntaxique de la forme �;� ` �; t :A. Dans cette �ecriture,� est un environnement d'hypoth�eses, � est un environnement de conclusions, � est un ensemble soit videsoit contenant une formule qui est not�ee sous la forme d'une d�eclaration de place (i.e. : : B), t est une��-expression et A est une formule.Comme pour l'assignement de �-expressions aux preuves de LJT, on assigne les preuves de LKT avecb�enitier vide par des ��-termes et les preuves avec b�enitier non vide par des listes d'arguments. L�a encore,on adopte la notation alternative des listes d'arguments sous forme de contexte applicatif.R�egles de formation de contextes applicatifsListe vide d'arguments �; : :A ` �; (: [ ]) :A AxAjout d'un argument �a une liste �;` �;u :A �; : :B ` �; (: l) :C�; : :A! B ` �; (: [u :: l]) :C !gConcat�enation de listes d'arguments �; : :C ` �; (: l) :A �; : :A ` �; (: l0) :B�; : :C ` �; (: (l @ l0)) :B CoupTSubstitution dans une liste d'arguments �;` �;u :A �; x :A; : :C ` �; (: l) :B�; : :C ` �; (: l[x := u]) :B CoupMDi�usion dans une liste d'arguments �; : :D ` �; � :A; (: l0) :C �; : :A ` �; (: l) :B�; : :D ` �; � :B; (: l0)[[�]� := [�](� l)] :C Coup�



3.4. LE PLONGEMENT DE LK DANS LKT 47R�egles de formation de termesTerme applicatif faiblement normal �; x :A; : :A ` �; (: l) :B�; x :A;`�; (x l) :B D�echAbstraction �; x :A;`�;u :B�;` �;�x:u :A! B !dTerme applicatif non faiblement normal �;` �;u :A �; : :A ` �; (: l) :B�;` �; (u l) :B CoupTSubstitution dans un terme �;` �;u :A �; x :A;`�; v :B�;` �; v[x := u] :B CoupMDi�usion dans un terme �;` �; � :A;u :C �; : :A ` �; (: l) :B�;` �; � :B;u[[�]� := [�](� l)] :C Coup�Changement de conclusion active �;` �; � :A; � :B;u :A�;` �; � :A;��[�]u :B Chg3.4 Le plongement de LK dans LKTToute preuve de � ` � dans LK peut être traduite en une preuve de �;` �0;A dans LKT o�u la formuleactive A est une formule de � ayant perdu son nom, disons �, et telle que �0; A� d�enote l'environnement�. La traduction est la suivante :�; A ` �; A Ax se traduit par �;A ` �;A Ax�; A;` �;A D�ech....�; A! B ` �; A ....�; A! B;B ` �; C�; A! B ` �; C !gse traduit par ....�; A! B;` �00; A;E�; A! B;` �;A Chg �; A! B;B ` �;B�; A! B;A! B ` �;B !g�; A! B;` �;B D�ech ....�; A! B;B;` �0; C;D�; A! B;` �0; C;D CoupMo�u �0; D� et �00; E� sont d'autres repr�esentations de �, pour un certain nommage des formules D et E....�; A ` �; B� ` �; A! B !d se traduit par ....�; A;` �0; B;D�; A;` �;B Chg�;` �;A! B !d....� ` �; A ....�; A ` �; B� ` �; B Coupe se traduit par ....�;` �0; A;D�;` �;A Chg ....�; A;` �00; B;E�;` �00; B;E CoupM



48 CHAPITRE 3. LKT ET LE ��-CALCULo�u �0; D� et �00; E� sont d'autres repr�esentations de �, pour un certain nommage des formules D et EDes simpli�cations de cette traduction sont possibles. En particulier, la r�egle d'�echange peut s'av�ererparfois inutile.3.5 Termination forte de la r�eduction en l'un et l'autre calculsDe par l'isomorphisme, la termination forte de l'�elimination des coupures pour LKT et la termination fortede la r�eduction pour les ��-expressions typables sont �equivalentes. Nous montrons dans le cadre du ��-calculce qui change par rapport �a la preuve pour le �-calcul.La preuve de termination forteNous montrons ce qu'il convient d'ajouter �a la preuve de forte normalisation des �-expressions typables pourobtenir une preuve de forte normalisation des ��-expressions typables selon la nouvelle r�eduction 1!.Sur les 8 r�egles suppl�ementaires du ��-calcul, 6 sont associ�ees �a la r�egle de �-coupure, 1 est associ�ee �a lar�egle de coupure de tête et la derni�ere �a la r�egle de coupure m�ediane. Il se passe que la r�egle de �-coupurese comporte de la même mani�ere que la r�egle de coupure m�ediane. Pour �etendre la preuve de terminaisonde la r�eduction pour les �-expressions typables, il su�t donc d'inclure le cas o�u e a la forme ��[�]u dansla preuve des lemmes 1 et 2, de prouver le lemme 4 suppl�ementaire �enonc�e ci-dessous et d'utiliser ce lemmesuppl�ementaire pour traiter le cas o�u e a la forme ��[�]u dans la preuve du lemme 3. La proposition �naleutilisera alors les quatre lemmes 1, 2, 3 et 4.Lemme 4 Soit e et l des �-expressions FEN. Si, pour tout u FEN, la typabilit�e de (u l) entraine sa FEN,alors, �a son tour, la typabilit�e de e[[�]� := [�](� l)] entraine sa FEN.Nous n'explicitons pas la preuve de ce lemme qui se fait de mani�ere similaire �a la preuve du lemme 2.3.6 Le �C-calcul et le calcul LJT + ::A! AUn autre cadre pour la logique classique est celui de LJT + �elimination de la double n�egation. Il lui correspondle �-calcul enrichi de l'op�erateur C de Felleisen.Le �C-calculL'ensemble des �C-expressions est d�e�ni parTermes : t ::= (p l) j (�t) j (t l) j (t[p := t]) j C(t)Listes d'arguments: l ::= [ ] j [t :: l] j [l @ l] j l[p := t]L'ensemble des �C-expressions normales est d�e�ni part ::= (p l) j (�t) j C(t)l ::= [ ] j [t :: l]Par rapport au �-calcul, on consid�ere les r�egles de r�eduction suppl�ementaires suivantes :� C-r�eduction (C(u) l) r! C(�k:(u [�x:(k [(x l)])]))o�u k et x sont des noms n'apparaissant pas d�ej�a dans u et l



3.6. LE �C-CALCUL ET LE CALCUL LJT + ::A! A 49� r�egle suppl�ementaire de propagation de la substitutionC(u)[x := v] r! C(u[x := v])Le calcul LJT + ::A! AComme pour LKT, on consid�ere l'ensemble des formules form�ees �a partir de la constante suppl�ementaire ?.Notation : :A est une abr�eviation pour la formule A!?.On ajoute donc �a LJT la r�egle �;` ::A�;` Aavec l'assignement �;` u :::A�;` C(u) :Ace qui permet de retrouver la logique classique.
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52 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCUL4.1 Extension de LJT �a la disjonction et du �-calcul aux injec-tions et �a l'op�erateur de choix4.1.1 Le �-calcul avec injections et op�erateur de choixLe nouvel ensemble de �-expressions est d�e�ni par :Termes : t ::= (x l) j (�x:t) j (t l) j (t[x := t]) j inj1(t) j inj2(t)Listes d'arguments: l ::= [ ] j [t :: l] j (l @ l) j l[x := t] j [< (x)tj(x)t>]La liste d'argument [< (x)tj(y)u >] joue le rôle d'un op�erateur de choix. Si on la regarde comme uncontexte applicatif (: [< (x)tj(y)u>]) alors on obtient une notation plus expressive en �ecrivant :case : of inj1(x) �> t j inj2(y) �> uLe sous-ensemble des formes normales est d�e�ni par :t ::= (x l) j (�x:t) j inj1(t) j inj2(t)l ::= [ ] j [t :: l] j [< (x)tj(x)t>]R�egles de r�eductionAux r�egles de r�eduction de la version minimale du �-calcul, on ajoute les r�egles de r�eduction suivantes :� r�egles de r�eduction de l'op�erateur de choix(inj1(t) [< (x)uj(y)v>] r! u[x := t](inj2(t) [< (x)uj(y)v>] r! v[y := t]� r�egles de r�eduction suppl�ementaire pour la propagation de la substitutioninj1(t)[z := v] r! inj1(t[z := v])inj2(t)[z := v] r! inj2(t[z := v])[< (x)uj(y)v>][z := w] r! [< (x)u[z := w]j(y)v[z := w]>]attention �a une possible capture de variable dans la troisi�eme r�egle� r�egle de r�eduction suppl�ementaire pour le calcul de la concat�enation[< (x)uj(y)v>] @ l0 r! [< (x)(u l0)j(y)(v l0)>]Remarque : La r�egle((case u of inj1(x) �> v j inj2(y) �> w) l) r! (case u of inj1(x) �> (v l) j inj2(y) �> (w l))est un cas particulier de la r�egle de calcul de la concat�enation en pr�esence de l'op�erateur de choix. Onn'a pas cette sp�eci�cit�e de la disjonction comme il y a dans le �-calcul habituel.



4.2. EXTENSION DE LJT �A LA CONJONCTION ET DU �-CALCUL �A LA PAIRE 534.1.2 Le calcul LJT avec _On ajoute �a LJT les r�egles suivantes d'introduction de la disjonction :�;` A�;` A _B _1d �;` B�;` A _B _2d�; A;` C �; B;` C�;A _B ` C _g4.1.3 L'assignement par des �-expressions�;` u :A�;` inj2(u) :A_B _1d �;` v :B�;` inj2(v) :A _B _2d�; x :A;` u :C �; y :B;` v :C�; : :A _B ` (: [< (x)uj(y)v>]) :C _gPour �eliminer les coupures de mani�ere exhaustive, il faut consid�erer quelques r�egles suppl�ementairesd'�elimination. Ce sont les mêmes, version typ�ee, que pour le �-calcul avec injection et op�erateur de choix.4.2 Extension de LJT �a la conjonction et du �-calcul �a la paireL'extension de l'isomorphisme �a la conjonction est simple. La r�egle d'introduction droite de la conjonctionest interpr�et�ee par un constructeur de paire. Deux sortes de r�egles d'introduction gauche de la conjonctionsont envisageables. L'une est interpr�et�ee par les projections et l'autre par l'op�erateur de d�ecomposition dela paire (du style de celui pr�esent dans la th�eorie des types de Martin-L�of [42]).4.2.1 Le �-calcul avec constructeur de paire, projections et op�erateur de d�ecom-position de la paireLe nouvel ensemble de �-expressions est d�e�ni par :Termes : t ::= (x l) j (�x:t) j (t l) j (t[x := t]) j < t; t>Listes d'argument : l ::= [ ] j [t :: l] j (l @ l) j l[x := t] j [<x; x> t] j [�1 :: l] j [�2 :: l]Le sous-ensemble des formes normales est d�e�ni par :t ::= (x l) j (�x:t) j <t; t>l ::= [ ] j [t :: l] j [<x; x> t] j [�1 :: l] j [�2 :: l]Remarque : La pr�esence simultan�ee des projections et de l'op�erateur de d�ecomposition de la paire estredondante relativement �a la compl�etude du calcul intuitionniste avec conjonction.R�egles de r�eductionAux r�egles de r�eduction de la version minimale du �-calcul, on ajoute les r�egles de r�eduction suivantes :� r�egles de destruction de la paire(<t; u> [�1 :: l]) r! (t l)(<t; u> [�2 :: l]) r! (u l)(<t; u> [<x; y> v]) r! v[x := t][y := u]



54 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCUL� r�egles de r�eduction suppl�ementaire pour la propagation de la substitution<t; u> [z := v] r! <t[z := v]; u[z := v]>[�1 :: l][z := v] r! [�1 :: l[z := v]][�2 :: l][z := v] r! [�2 :: l[z := v]][<x; y> v][z := v] r! [<x; y> (v[z := v])]attention �a une possible capture de variable dans la quatri�eme r�egle� r�egles de r�eduction suppl�ementaire pour le calcul de concat�enation[�1 :: l] @ l0 r! [�1 :: (l @ l0)][�2 :: l] @ l0 r! [�2 :: (l @ l0)][<x; y> v] @ l0 r! [<x; y> (v l0)]4.2.2 Le calcul LJT avec ^On ajoute �a LJT les r�egles suivantes d'introduction de la conjonction :�;` A �;` B�;` A ^B ^d�;A ` C�;A ^B ` C ^1g �;B ` C�;A ^B ` C ^2g�; A;B;` C�;A ^B ` C ^symg4.2.3 L'assignement par des �-expressions�;` u :A �;` v :B�;`<u; v>:A^B ^d�; : :A ` (: l) :C�; : :A^B ` �; (: [�1 :: l]) :C ^1g �; : :B ` (: l) :C�; : :A^B ` �; (: [�2 :: l]) :C ^2g�; x :A; y :B;` u :C�; : :A^B ` �; (: [<x; y> u]) :C ^symgPour �eliminer les coupures de mani�ere exhaustive, il faut consid�erer quelques r�egles suppl�ementairesd'�elimination. Ce sont les mêmes, version typ�ee, que pour le �-calcul avec paire, projections et op�erateur ded�ecomposition de la paire.4.3 Extension de la correspondance pour LJT avec quanti�ca-teursOn consid�ere une version de LJT avec quanti�cation sur des objets du premier ordre. Pour cela, on se donne,pour tout n, un ensemble VnO de variables de fonctions d'arit�e n (ou d'individus si n = 0). On note r, s, ...les variables d'individus.On d�e�nit l'ensemble des individus par la r�egle de grammaire a ::= r(a; :::; a) dans laquelle r parcourtles VnO et si r est dans VnO alors (a; :::; a) est un n-uplet. On utilise les lettres a, b, c, ... pour d�esigner lesindividus.



4.3. EXTENSION DE LA CORRESPONDANCE POUR LJT AVEC QUANTIFICATEURS 554.3.1 Le calcul LJT avec quanti�cateursOn se donne une famille VnF d'ensembles de variables propositionnelles (telle que V0F = VF ).Les formules sont d�e�nies par la grammaire suivanteA ::= P (a; :::; a) j A! A j 8x:A j 9x:Ao�u x parcourt VC et P parcourt les VnF de telle mani�ere que si P est dans VnF , alors (a; :::; a) est un n-upletd'individus.Les r�egles de LJT sont celles du fragment minimal de LJT auxquelles il faut ajouter les r�egles suivantesd'introduction des quanti�cateurs :�;Afr := ag ` B�; 8r:A ` B 8g �;` A�;` 8r:A 8d�; A;` B�; 9r:A ` B 9g �;` Afr := ag�;` 9r:A 9do�u Afr := ag d�esigne la formule A dans laquelle toute occurrence de r a �et�e remplac�ee par une occurrencede a. Aussi, dans les r�egles 8d et 9g, la variable d'individu r ne doit pas �gurer dans les formules de �.4.3.2 Le �-calcul correspondantL'assignement des preuves de LJT avec quanti�cateurs se fait par des �-expressions avec paire et destructeurde paire. La d�e�nition de ces �-expressions est la suivante :Termes : t ::= (x l) j (�x:t) j (t l) j (t[x := t])j �s:t j <a; t>Listes d'argument : l ::= [ ] j [t :: l] j (l @ l) j l[x := t]j [a :: l] j [<r; x> t]o�u s parcourt l'ensemble des variables d'individu et a parcourt l'ensemble des individus.Le sous-ensemble des formes normales est d�e�ni par :t ::= (x l) j (�x:t) j �s:t j <a; t>l ::= [ ] j [t :: l] j [a :: l] j [<r; x> t]R�egles de r�eductionLes r�egles de r�eduction sont celles du �-calcul avec paire et destructeur de paire, �a ceci pr�es que la substitutionpar des individus est e�ectu�ee d'un coup.Les r�egles �a modi�er sont les suivantes :(�r:u [a :: l]) r! (ufr := ag l)(<a; t> [<r; x> u]) r! ufr := ag[x := t]o�u ufr := ag repr�esente u dans lequel toutes les occurrences de r ont �et�e remplac�ees par a. Attentionn�eanmoins aux possibles captures de variables d'individu.



56 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCUL4.3.3 L'assignement par des �-expressions�; : :Afx := tg ` (: l) :B�; : :8x:A ` �; (: [t :: l]) :B 8g �;` u :A�;` �x:u :8x:A 8d�; y :A;` u :B�; : :9x:A ` (: [<x; y> u]) :B 9g �;` u :Afx := tg�;`<t; u>:9x:A 9dLes r�egles d'�elimination des coupures se d�eduisent, mais en y int�egrant les contraintes de types, de cellesdu �-calcul d�ecrit dans la section pr�ec�edente.4.4 La correspondance pour le calcul classique des pr�edicatsLes extensions pr�ec�edentes peuvent être rassembl�ees de mani�ere �a obtenir un isomorphisme pour le calculclassique des pr�edicats au grand complet. On peut aussi former une variante avec indices de de Bruijn�etendant celle d�ecrite ci-apr�es.4.5 L'isomorphisme pour le calcul classique avec indices de deBruijn4.5.1 Le ��-calcul avec indices de de BruijnUn int�erêt pour pr�esenter une version du ��-calcul (et donc du �-calcul) avec indices de de Bruijn est desouligner la correspondance entre la r�egle d'a�aiblissement du calcul des s�equents et l'op�erateur de d�ecalagevers le haut (le \lift operator" des anglophones) des �-calculs avec indices de de Bruijn. De plus, la r�eductions'exprime avec plus de pr�ecision dans ce cadre (pas de raisonnement �a �-�equivalence pr�es).Les ��-expressions avec indices de de BruijnL'ensemble des ��-expressions, recouvrant les ��-termes et les listes d'arguments est d�e�ni inductive-ment par la grammaire suivante o�u p parcourt l'ensemble des entiers naturels :Termes : t ::= (p l) j (�t) j (t l) j (t[p := t]) j (t"p)�[p]t j t[[p]� := [p](� l)] j (t"p)Listes d'arguments: l ::= [ ] j [t :: l] j [l @ l] j l[p := t] j (l"p)l[[p]� := [p](� l)] j (l"p)Les entiers �gurant dans les ��-expressions sont appel�es indices de variables de terme ou indices de�-variables, selon qu'ils occupent la place d'une variable de terme ou d'une �-variable.Le terme t"p repr�esente l'op�eration explicite de d�ecalage vers le haut d'une unit�e des indices de variablesde termes plus grands que p dans le terme t. Pareillement pour les listes d'arguments.Le terme t"p repr�esente l'op�eration explicite de d�ecalage vers le haut d'une unit�e des indices de �-variablesplus grands que p dans le terme t. Pareillement pour les listes d'arguments.Remarque : � est ici un symbole sp�ecial pour la \lisibilit�e" des notations.Formes normales du ��-calcul avec indices de de BruijnUne ��-expression est normale si elle ne contient pas d'op�erateurs de concat�enation, de substitution ou ded�ecalage vers le haut et si les sous-expressions de la forme (t l) sont exclues.Autrement dit, une ��-expression est normale si elle est form�ee �a partir de la grammaire suivante :t ::= (p l) j (�t) j �[p]tl ::= [ ] j [t :: l]



4.5. L'ISOMORPHISME POUR LE CALCUL CLASSIQUE AVEC INDICES DE DE BRUIJN 57R�egles de r�eduction du ��-calcul avec indices de de BruijnLes r�egles de r�eduction du ��-calcul avec indices de de Bruijn correspondent �a peu pr�es �a celles du ��-calculavec liaisons par noms. On y trouve en plus un lot de r�egles pour le calcul des op�erateurs de d�ecalage versle haut.� �-r�eduction (�u [v :: l]) r! (u[0 := v] :: l) �cons(�u [ ]) r! �u �nil� �-r�eduction (�[p]u l) r! �[p](u[[0]� := [0](� l)]) �� indication de concat�enation ((p l) l0) r! (p (l @ l0)) Cvar� r�egles de calcul de la concat�enation[u :: l] @ l0 r! [u :: (l @ l0)] Ccons[ ] @ l0 r! l0 Cnil� r�egles de propagation de la substitution �a travers les termes faiblement normaux(p l)[p := v] r! (v l[p := v]) Syes(q l)[p := v] r! (q l[p := v]) S> (p > q)(q l)[p := v] r! (q�1 l[p := v]) S< (p < q)(�u)[p := v] r! �(u[p+1 := v"0]) S�(�[p]u)[q := v] r! �[p](u[q := v"0]) S�� r�egles de propagation de la substitution �a travers les listes d'arguments faiblement normales[ ][p := v] r! [ ] Snil[u :: l][p := v] r! [u[p := v] :: l[p := v]] Scons� r�egles de di�usion d'une liste d'arguments �a travers un terme(�[p]u)[[p]� := [p](� l)] r! �[p](u[[p+1]� := [p+1](� l"0)] l"p"0) Dyes(�[q]u)[[p]� := [p](� l)] r! �[q](u[[p+1]� := [p+1](� l"0)]) Dno (p 6= q)(�u)[[p]� := [p](� l)] r! �(u[[p]� := [p](� l"0)]) D�(q l0)[[p]� := [p](� l)] r! (q (l0[[p]� := [p](� l)])) Dapp� r�egles de di�usion d'une liste d'arguments �a travers une liste d'arguments([u :: l0])[[p]� := [p](� l)] r! [u[[p]� := [p](� l)] :: l0[[p]� := [p](� l)]] Dcons([ ])[[p]� := [p](� l)] r! [ ] Dnil



58 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCUL� r�egles de calcul de l'op�erateur de d�ecalage vers le haut des variables de termes �a travers les termesfaiblement normaux (�u)"p r! �(u"p+1) L�(q l)"p r! (q+1 (l"p)) Lyes (q � p)(q l)"p r! (q (l"p)) Lno (q < p)(�[q]u)"p r! �[q](u"p) L�� r�egles de calcul de l'op�erateur de d�ecalage vers le haut des variables de termes �a travers les listesd'arguments faiblement normales [ ]"p r! [ ] Lnil[u :: l]"p r! [u"p:: l"p] Lcons� r�egles de calcul de l'op�erateur de d�ecalage vers le haut des �-variables �a travers les termes faiblementnormaux (�u)"p r! �(u"p) L�(q l)"p r! (q (l"p)) Lvar(�[q]u)"p r! �[q+1](u"p+1) Lyes (q � p)(�[q]u)"p r! �[q](u"p+1) Lno (q < p)� r�egles de calcul de l'op�erateur de d�ecalage vers le haut des �-variables �a travers les listes d'argumentsfaiblement normales [ ]"p r! [ ] Lnil[u :: l]"p r! [u"p:: l"p] Lcons4.5.2 Le calcul LKT avec r�egles d'a�aiblissementEnvironnements comme suites de formulesLa d�e�nition pour les environnements, appropri�ee aux indices de de Bruijn, est une d�e�nition des environ-nements comme suites de formules.Un environnement est une suite de formules. Il peut y avoir plusieurs fois la même formule dans lasuite. On continue �a utiliser les lettres �, �, 
,... pour d�esigner les environnements. Une notation comme�;� d�esigne maintenant la juxtaposition de � et de �.Un s�equent a la forme �;� ` �;A o�u � et � sont des environnements.Les r�egles d'inf�erenceLes r�egles d'inf�erence du calcul LKT avec r�egles explicites d'a�aiblissement sont les suivantes :



4.5. L'ISOMORPHISME POUR LE CALCUL CLASSIQUE AVEC INDICES DE DE BRUIJN 59r�egle d'axiome r�egle de d�echargement�;A ` �;A Ax �; A;�;A ` �;B�; A;�;` �;B D�echr�egle d'introduction gauche de ! r�egle d'introduction droite de !�;` �;A �;B ` �;C�;A! B ` �;C !g �; A;` �;B�;` A! �;B !dr�egle de coupure de tête r�egle de coupure m�ediane�;� ` �;A �;A ` �;B�;� ` �;B CoupT �;�;` �;A �; A;�;� ` �;B�;�;� ` �;B CoupMr�egle de changement de conclusion r�egle de �-coupure�;` �; A;
; B;A�;` �; A;
;B Chg �;� ` �; A;
;C �;A ` �;
;B�;� ` �; B;
;C Coup�r�egle d'a�aiblissement gauche r�egle d'a�aiblissement droite�;�;� ` �;B�; A;�;� ` �;B A�g �;� ` �;
;B�;� ` �; A;
;B A�d4.5.3 Elimination des coupuresL'�elimination des coupures inclut aussi maintenant l'�elimination des r�egles d'a�aiblissement. Ceci except�e, lesyst�eme de r�e�ecriture permettant d'�eliminer les coupures n'est pas tr�es di��erent de celui pour le calcul sansr�egle d'a�aiblissement.R�eduction de la r�egle CoupT� contrepartie logique de la �-r�eduction�; A;` �;B�;` �;A! B !d �;` �;A �;B ` �;C�;A! B ` �;C !g�;` �;C CoupT LKT�! �;` �;A �; A;` �;B�;` �;B CoupM �;B ` �;C�;` �;C CoupT�; A;` �;B�;` �;A! B !d �;A! B ` �;A! B Ax�;` �;A! B CoupT LKT�! �; A;` �;B�;` �;A! B !d� contrepartie logique de la �-r�eduction�;` �; A;
; B;A�;` �; A;
;B Chg �;B ` �; A;
;C�;` �; A;
;C CoupT LKT�! �;` �; A;
; B;A �;B ` �; A;
;C�;` �; A;
; C;A Coup��;` �; A;
;C Chg



60 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCUL� contrepartie logique de l'indication de concat�enation�; B;�;B ` �;A�; B;�;` �;A D�ech �; B;�;A ` �;C�; B;�;` �;C CoupT LKT�! �; B;�;B ` �;A �; B;�;A ` �;C�; B;�;B ` �;C CoupT�; B;�;` �;C D�ech� contrepartie logique du calcul de la concat�enation�;` �;D �;B ` �;A�;D! B ` �;A !g �;A ` �;C�;D! B ` �;C CoupT LKT�! �;` �;D �;B ` �;A �;A ` �;C�;B ` �;C CoupT�;D ! B ` �;C !g�;A ` �;A Ax �;A ` �;C�;A ` �;C CoupT LKT�! �;A ` �;CR�eduction de la r�egle CoupM� contrepartie logique de la propagation de la substitution �a travers les termes faiblement normaux�;�;` �;A �; A;�;A ` �;C�; A;�;` �;C D�ech�;�;` �;C CoupM LKT�! �;�;` �;A �;�;` �;A �; A;�;A ` �;C�;�;A ` �;C CoupM�;�;` �;C CoupT�;�; B;�;` �;A �; A;�; B;�;B ` �;C�; A;�; B;�;` �;C D�ech�;�; B;�;` �;C CoupM LKT�! �;�; B;�;` �;A �; A;�; B;�;B ` �;C�;�; B;�;B ` �;C CoupM�;�; B;�;` �;C D�echet une r�egle similaire avec les places de A et B interverties.�;�;` �;A �; A;�; B;` �;C�; A;�;` �;B ! C !d�;�;` �;B ! C CoupM LKT�! �;�;` �;A�;�; B;` �;A A�g �; A;�; B;` �;C�;�; B;` �;C CoupM�;�;` �;B ! C !d�;�;` �; B;
;A �; A;�;` �; B;
; C;B�; A;�;` �; B;
;C Chg�;�;` �; B;
;C CoupM LKT�! �;�;` �; B;
;A�;�;` �; B;
; C;A A�d �; A;�;` �; B;
; C;B�;�;` �; B;
; C;B CoupM�;�;` �; B;
;C Chg



4.5. L'ISOMORPHISME POUR LE CALCUL CLASSIQUE AVEC INDICES DE DE BRUIJN 61� contrepartie logique de la propagation de la substitution �a travers les listes d'arguments faiblementnormales�;�;` �;A �; A;�;` �;B �; A;�;C ` �;D�; A;�;B! C ` �;D !g�;�;B! C ` �;D CoupMLKT�! �;�;` �;A �; A;�;` �;B�;�;` �;B CoupM �;�;` �;A �; A;�;C ` �;D�;�;C ` �;D CoupM�;�;B ! C ` �;D !g�;�;` �;A �; A;�;B ` �;B Ax�;�;B ` �;B CoupM LKT�! �;�;B ` �;B AxR�eduction de la r�egle Coup�� contrepartie logique de la di�usion d'une liste d'arguments �a travers un terme�;` �; A;
; B;A�;` �; A;
;B Chg �;A ` �;
;C�;` �; C;
;B Coup�LKT�! �;` �; A;
; B;A �;A ` �;
;C�;A ` �;
; B;C A�d�;` �; C;
; B;A Coup� �;A ` �;
;C�;A ` �; C;
;C A�d�;A ` �; C;
; B;C A�d�;` �; C;
; B;C CoupT�;` �; C;
;B Chg�;` �; D;
; A;	; B;D�;` �; D;
; A;	;B Chg �;A ` �; D;
;	;C�;` �; D;
; C;	;B Coup� LKT�! �;` �; D;
; A;	; B;D �;A ` �; D;
;	;C�;A ` �; D;
;	; B;C A�d�;` �; D;
; C;	; B;D Coup��;` �; D;
; C;	;B Chg�; C;` �; A;
;D�;` �; A;
;C ! D !d �;A ` �;
;B�;` �; B;
;C ! D Coup� LKT�! �; C;` �; A;
;D �;A ` �;
;B�; C;A ` �;
;B A�g�; C;` �; B;
;D Coup��;` �; B;
;C ! D !d�; D;D ` �; A;
;C�; D;` �; A;
;C D�ech �; D;A ` �;
;B�; D;` �; B;
;C Coup� LKT�! �; D;D ` �; A;
;C �; D;A ` �;
;B�; D;D ` �; B;
;C Coup��; D;` �; B;
;C D�ech



62 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCUL� contrepartie logique de la di�usion d'une liste d'arguments �a travers une liste d'arguments�;` �; A;
;E �;D ` �; A;
;C�;E ! D ` �; A;
;C !g �;A ` �;
;B�;E ! D ` �; B;
;C Coup�LKT�! �;` �; A;
;E �;A ` �;
;B�;` �; B;
;E Coup� �;D ` �; A;
;C �;A ` �;
;B�;D ` �; B;
;C Coup��;E! D ` �; B;
;C !g�;D ` �; A;
;D Ax �;A ` �;
;B�;D ` �; B;
;D Coup� LKT�! �;D ` �; B;
;D AxR�eduction de la r�egle A�g� contrepartie logique des r�egles de calcul du d�ecalage vers le haut �a gauche �a travers les termes faiblementnormaux �;�; B;` �;C�;�;` �;B ! C !d�; A;�;` �;B ! C A�g LKT�! �;�; B;` �;C�; A;�; B;` �;C A�g�; A;�;` �;B ! C !d�;�; B;�;B ` �;C�;�; B;�;` �;C D�ech�; A;�; B;�;` �;C A�g LKT�! �;�; B;�;B ` �;C�; A;�; B;�;B ` �;C A�g�; A;�; B;�;` �;C D�echet une r�egle similaire avec les places de A et B interverties.�;�;` �; B;
; C;B�;�;` �; B;
;C Chg�; A;�;` �; B;
;C A�g LKT�! �;�;` �; B;
; C;B�; A;�;` �; B;
; C;B A�g�; A;�;` �; B;
;C Chg� contrepartie logique des r�egles de calcul du d�ecalage vers le haut �a gauche �a travers les listes d'argumentsfaiblement normales�;�;B ` �;B Ax�; A;�;B ` �;B A�g LKT�! �; A;�;B ` �;B Ax�;�;` �;B �;�;C ` �;D�;�;B ! C ` �;D !g�; A;�;B ! C ` �;D A�g LKT�! �;�;` �;B�; A;�;` �;B A�g �;�;C ` �;D�; A;�;C ` �;D A�g�; A;�;B! C ` �;D !g



4.5. L'ISOMORPHISME POUR LE CALCUL CLASSIQUE AVEC INDICES DE DE BRUIJN 63R�eduction de la r�egle A�d� contrepartie logique des r�egles de calcul du d�ecalage vers le haut �a droite �a travers les termes faiblementnormaux �; B;` �;
;C�;` �;
;B ! C !d�;` �; A;
;B! C A�d LKT�! �; B;` �;
;C�; B;` �; A;
;C A�d�;` �; A;
;B! C !d�; B;�;B ` �;
;C�; B;�;` �;
;C D�ech�; B;�;` �; A;
;C A�d LKT�! �; B;�;B ` �;
;C�; B;�;B ` �; A;
;C A�d�; B;�;` �; A;
;C D�ech�;` �;
; B;	; C;B�;` �;
; B;	;C Chg�;` �; A;
; B;	;C A�d LKT�! �;` �;
; B;	; C;B�;` �; A;
; B;	; C;B A�d�;` �; A;
; B;	;C Chget une r�egle similaire avec les places de A et B interverties.� contrepartie logique des r�egles de calcul du d�ecalage vers le haut �a droite �a travers les listes d'argumentsfaiblement normales�;B ` �;
;B Ax�;B ` �; A;
;B A�d LKT�! �;B ` �; A;
;B Ax�;` �;
;B �;C ` �;
;D�;B ! C ` �;
;D !g�;B ! C ` �; A;
;D A�d LKT�! �;` �;
;B�;` �; A;
;B A�d �;C ` �;
;D�;C ` �; A;
;D A�d�;B ! C ` �; A;
;D !get a peu pr�es les mêmes r�egles de r�eduction pour l'a�aiblissement �a droite.Il y a aussi les r�egles de r�eduction de la �-coupure.4.5.4 L'assignement des preuves de LKT par des ��-expressions avec indices dede Bruijn R�egles de formation de contextes applicatifs



64 CHAPITRE 4. AUTRES EXTENSIONS DU �-CALCULListe vide d'arguments �; : :A ` �; (: [ ]) :A AxAjout d'un argument �a une liste �;` �;u :A �; : :B ` �; (: l) :C�; : :A! B ` �; (: [u :: l]) :C !gConcat�enation de listes d'arguments �; : :C ` �; (: l) :A �; : :A ` �; (: l0) :B�; : :C ` �; (: (l @ l0)) :B CoupTSubstitution dans une liste d'arguments �;�;` �;u :A �; A;�; : :C ` �; (: l) :B�;�; : :C ` �; (: l[n := u]) :B CoupMDi�usion dans une liste d'arguments �; : :D ` �; A;
; (: l0) :C �; : :A ` �;
; (: l) :B�; : :D ` �; B;
; (: l0)[[p]� := [p](� l)] :C Coup�Rehaussement �a gauche dans une liste d'arguments �;�;C ` �; (: l) :B�; A;�;C ` �; (: l"n) :B A�gRehaussement �a droite dans une liste d'arguments �;C ` �;
;u :B�;C ` �; A;
;u"p:B A�dR�egles de formation de termesTerme applicatif faiblement normal �; A;�; : :A ` �; (: l) :B�; A;�;` �; (n l) :B D�echAbstraction �; A;` �;u :B�;` �;�u :A! B !dChangement de conclusion active �;` �; A;
; B;u :A�;` �; A;
;�[p]u :B ChgTerme applicatif non faiblement normal �;` �;u :A �; : :A ` �; (: l) :B�;` �; (u l) :B CoupTSubstitution dans un terme �;�;` �;u :A �; A;�;` �; v :B�;� ` �; v[n := u] :B CoupMDi�usion dans un terme �;` �; A;
;u :C �; : :A ` �;
; (: l) :B�;` �; B;
;u[[p]� := [p](� l)] :C Coup�Rehaussement �a gauche dans un terme �;�;` �;u :B�; A;�;` �;u"n:B A�gRehaussement �a droite dans un terme �;` �;
;u :C�;` �; A;
;u"p:C A�do�u dans chaque r�egle mettant en jeu �, n est la longueur de � et dans chaque r�egle o�u apparâ�t p, c'estla longueur de 
.Un ��-terme u avec indices de de Bruijn tel qu'il existe des environnements � et � et une formule A detelle sorte que u soit l'assignement d'une preuve de �;` �;A est dit simplement typable de type A.4.5.5 Terminaison forteNous montrons donc qu'une �-expression typable est fortement normalisable selon la r�eduction 1!.La preuve suit le même principe que la preuve du calcul sans indices de de Bruijn. La principale di��erenceest la n�ecessit�e du lemme suivant :



4.5. L'ISOMORPHISME POUR LE CALCUL CLASSIQUE AVEC INDICES DE DE BRUIJN 65Lemme 5 Si e est FEN alors, pour tout p, e"p et e"p sont FENqui permettra d'adapter en cons�equence les preuves des lemmes 2, 3 et 4.Voici une preuve du lemme :Preuve : Par induction sur l'arbre de E-r�eduction de e. On se contente du cas de e"pSoit e0 tel que e"p 1! e0.Si la r�eduction se passe dans e alors e0 a la forme e00"p, avec e 1! e00. L'arbre de E-r�eduction de e00 �etantplus petit que celui de e, par hypoth�ese d'induction, e00"p est FEN.Si e est faiblement normal, e"p est un r�edex et e0 peut être le r�esultat de la r�eduction de ce r�edex. Si eest �v alors e0 est �(v "p+1). Comme �v h! v, l'arbre de E-r�eduction de v est plus petit que celui de �v et,par hypoth�ese d'induction, v"p+1 est FEN. Par le lemme 1, il s'ensuit que e0 est aussi FEN.Similairement pour les autres cas, de telle sorte que dans tous les cas possibles de r�eduction de e en e0,ce dernier est FEN. On en d�eduit que e est FEN.A partir des lemmes 1, 2, 3, 4 et 5, on d�eduit que toute expression typable est FEN et par cons�equentfortement normalisable.
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70 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZENSelon l'article de Felscher [17] dans le \Handbook of philosophical logic", c'est Lorenzen, qui, dans descommunications de 1958 et 1959, publi�ees dans [38] et [39] (cf aussi [40]), proposa de fonder la prouvabilit�esur des notions de jeux et de strat�egies gagnantes pour ces jeux.Les jeux qui sont consid�er�es par Lorenzen sont �a propos d'une formule. Deux joueurs sont en pr�esence. Lepremier, appellons-le le proposant, tente de prouver la validit�e de la formule, l'autre, appelons-le l'opposant,tente de r�efuter la formule. De la formule, chaque connecteur et quanti�cateur de la formule peut être suc-cessivement attaqu�e par un joueur et d�efendu par l'autre. A chaque connecteur et quanti�cateur correspondun certain type d'attaques possibles et un certain type de r�eponses (= d�efenses) en cons�equence.A partir de ces principes g�en�eraux, il s'agit d'�etablir des r�egles de jeux, g�erant les possibilit�es d'attaques etles moyens de d�efense d'une formule, de telle sorte que l'existence d'une strat�egie gagnante pour le proposantdans un jeu �a propos d'une certaine formule A, soit �equivalente �a la prouvabilit�e de A.Toujours selon Felscher, plusieurs ann�ees se sont �ecoul�ees avant de trouver des principes de jeux tels qu'il yait e�ectivement cette �equivalence entre prouvabilit�e et existence d'une strat�egie gagnante pour le proposant.Les E-dialogues, d�e�nis par Lorenzen (cf Felscher [17, 18] pour un historique des E-dialogues), conviennentpour cet objectif. Et c'est �a Felscher qu'est due la d�emonstration de l'�equivalence entre l'existence d'unestrat�egie gagnante pour le proposant dans un E-dialogue sur une formule A et la prouvabilit�e de A dans lecalcul des s�equents LJ. Sa preuve, valable pour le cas de la logique intuitionniste, utilise plusieurs notionsinterm�ediaires permettant une transformation progressive de strat�egies gagnantes en preuves et vice-versa.Ici, nous exhibons directement une variante compl�ete de LJ telle que les preuves d'une formule A soient enbijection avec les strat�egies gagnantes pour un E-dialogue �a propos de A.Pr�esumable arbitraire, cette variante, dans le cas du fragment restreint �a ^ et! de la logique proposition-nelle, apparâ�t curieusement comme la restriction d'un calcul classique LKQ que Danos, Joinet et Schellinx[14] avaient mis en avant pour ses bonnes propri�et�es vis �a vis de la logique lin�eaire (de telle sorte que de cesdeux calculs, LKT et LKQ, d�e�nis par Danos et al dans le but d'analyser le comportement calculatoire dela logique au travers du comportement calculatoire de la logique lin�eaire suscitent curieusement, et l'un, etl'autre, chacun dans un cadre di��erent, un int�erêt nouveau). Appelons LJQ cette restriction de LKQ �a lalogique intuitionniste.Le cas de formules avec disjonction pose un probl�eme suppl�ementaire : on n'a plus bijection avec l'extension\naturelle" de LJQ au _. En revanche, si l'on consid�ere une version de la logique intuitionniste avec plusieursformules �a droite du symbole `, l�a on garde une bijection entre preuves et strat�egies gagnantes pour E-dialogues.Nous croyons que cette mani�ere de mettre en bijection preuves de certains calculs et strat�egies gagnantespour certains types de jeux �a deux joueurs se disputant la validit�e d'une formule peut se faire de mani�erequasi-syst�ematique, quelque soit le calcul consid�er�e, qu'il soit intuitionniste ou classique. Nous pourrions lemontrer, par exemple, pour LJT dont nous conjecturons les preuves en correspondance avec les strat�egiesinnocentes de Hyland et Ong [33].Une telle bijection est, par exemple, d�ecrite dans le chapitre suivant. Dans ce prochain chapitre, c'est uncalcul, inspir�ee de travaux de Noviko�, qui est introduit, justement pour la simplicit�e de son interpr�etabilit�een termes de jeux. Coquand, qui est l'origine de l'interpr�etation de ce \calcul de Noviko�" en termes de jeuxy a d�e�ni une mani�ere de faire interagir des preuves vues comme strat�egies gagnantes. Nous montrons unlien entre ce proc�ed�e d'interaction entre preuves et l�elimination des coupures.La question demeure cependant de d�eterminer entre plusieurs variantes de jeux, celles qui r�epondent �aune intuition acceptable.5.1 E-dialogues de FelscherOn consid�ere les formules construites �a partir de !, ^, _ et les variables propositionnelles.A chaque formule, on associe un ensemble d'attaques possibles de cette formule ainsi que, pour chacunede ces attaques, un ensemble de r�eponses �a cette attaque.Pour noter les attaques, on utilisera, entre autres, les symboles suivants, dits symboles d'attaque : ^1,^2 et _.On note les attaques sous la forme ([; s) o�u s est soit un symbole d'attaque, soit une formule. Les r�eponses,quant �a elles se notent sous la forme (]; A) o�u A est une formule.



5.1. E-DIALOGUES DE FELSCHER 71Les attaques de la forme ([; A) et les r�eponses (]; A) sont appel�ees a�rmations de A. Ce sont lesa�rmations qui sont susceptibles d'être attaqu�ees. Ainsi, il y a deux types d'attaques, celles pouvant êtreattaqu�ees, de la forme ([; A), et les autres, de la forme ([; s) avec s symbole d'attaque, qui ne peuvent pasêtre attaqu�ees. En revanche, toutes les r�eponses a�rmant des formules non atomiques sont attaquables.La caract�erisation des attaques est la suivante :� ([; B) est une attaque de B ! A� ([;^1) et ([;^2) sont des attaques de A ^B� ([;_) est une attaque de A _BA chacune de ces attaques, les r�eponses possibles sont les suivantes :� (]; A) est une r�eponse �a l'attaque de B ! A par B� (]; A) est une r�eponse �a l'attaque de A ^B par ^1� (]; B) est une r�eponse �a l'attaque de A ^B par ^2� (]; A) et (]; B) sont chacun une r�eponse �a l'attaque de A _B par _Pour m�emoriser les a�rmations auxquelles les attaques font r�ef�erence, et pour m�emoriser les attaquesauxquelles les r�eponses font r�ef�erence, on consid�ere des attaques et des r�eponses index�ees par des entiers.Un coup d'attaque est la paire d'un entier et d'une attaque. Un coup r�eponse est la paire d'un entieret d'une r�eponse.Soit d0; d1; ::: une suite de coups.On dit qu'un coup d'attaque (n; [; s) est justi��e si dn a�rme A (c'est-�a-dire que dn a la forme (m; ]; A)ou bien (m; [; A)) et s attaque A o�u s est une attaque.On dit qu'un coup r�eponse (n; ]; A) est justi��e si le coup dn, ayant la forme (m; [; s), est justi��e avec sattaquant B et i A est une r�eponse �a l'attaque de B par s.On dit qu'une r�eponse (n; ]; A) est une reprise s'il existe l < n et de parit�e distincte de celle de n, telque dl soit une a�rmation de A (c'est-�a-dire tel que dl ait la forme (]; l0; A) ou ([; l0; A)).On dit que la suite d1; d2; ::: est potentiellement bien parenth�es�ee si la suite sous-jacente de \(n; [)"et de \(n; ])" d�e�nit une expression compl�etable en une expression bien parenth�es�ee (chaque coup r�eponsede la forme (n; ]; A) devant r�epondre �a une attaque jou�ee au coup n.Une partie d sur A est une suite �nie ou in�nie de coups telle que� le premier coup a la forme d0 = (]; 0; A)� d est potentiellement bien parenth�es�e �a partir de d1� chaque coup dn, pour n > 0, est justi��e� si de plus dn = (m; ]; B) ou dn = (m; [; B) avec B atomique et n pair alors dn est une repriseUn coup d est dit permis apr�es une suite de coups d0; d1; :::; dn si la suite de coups d0; d1; :::; dn; dconstitue une partie.Les coups de num�ero pair sont appel�es coups du proposant (en abr�eg�e P-coups) et les coups de num�eroimpair sont appel�es coups de l'opposant (en abr�eg�e O-coups).On dit qu'une partie est gagn�ee pour le proposant et perdue pour l'opposant si elle est �nie et quel'opposant n'a plus de coups permis. Dans le cas contraire, elle est gagn�ee par l'opposant et perdue pour leproposant.Une P-strat�egie pour A est la donn�ee d'un arbre repr�esent�e comme un ensemble D(�) de suites �niesde O-coups et d'une fonction � de D(�) vers l'ensemble des P-coups telle que



72 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZEN� la suite vide � appartient �a D(�)� si d1d3:::d2n+1 2 D(�) le O-coup d2n+3 est permis apr�esd0; d1; �(d1); d3; �(d1d3); :::; d2n+1; �(d1d3:::d2n+1);si et seulement si d1d3:::d2n+3 2 D(�)� �(d1d3:::d2n�1) est permis apr�es d0; d1; �(d1); d3; �(d1d3); :::; d2n�1Une P-strat�egie � est gagnante si D(�) est bien fond�e, autrement dit si, quelques soient les coups del'opposant, au bout d'un temps �ni, la partie est perdue pour lui. On admet qu'un principe d'inductionbien-fond�ee est associ�e �a la bonne fondaison de D(�).Remarque : La notion de partie est indicative du genre de jeu qui se d�eroule entre preuves. Dans la suite,nous consid�erons essentiellement un certain type de parties appel�ees E-dialogues. Nous �evoquerons aussi lecas des D-dialogues, consid�er�es par exemple dans Felscher [17, 18].Un E-dialogue est une partie pour laquelle les O-coups doivent syst�ematiquememt r�epondre au P-couppr�ec�edent. Autrement dit, si n est pair, dn a la forme (n � 1; [; s) ou bien (n � 1; ]; A). Cette d�e�nitioncorrespond pr�ecis�ement aux E-dialogues d�e�nis par Lorenzen et d�ecrits par Felscher dans [17].On appelle PE-strat�egie sur A toute P-strat�egie pour un E-dialogue sur A.Exemple :Consid�erons la formule (A! B) ! (B ! C)! (A! C).Une partie sur cette formule a cette forme :Coup initial : P a�rme (A! B) ! (B ! C)! (A! C)d0 = (0; ]; (A! B)! (B ! C)! (A! C))O ne peut qu'attaquer l'implicationd1 = (0; [; A! B)P r�epond/a�rme (B ! C)! (A! C)d2 = (1; ]; (B! C)! (A! C))O ne peut qu'attaquer (B ! C)! (A! C)d3 = (2; [; B! C)P r�epond/a�rme A! Cd4 = (3; ]; A! C)O ne peut qu'attaquer A! Cd5 = (4; [; A)P attaque A! B (c'est une reprise de A)d6 = (1; [; A)O ne peut que r�epondre Bd7 = (6; ]; B)P attaque alors B ! C (c'est une reprise de B)d8 = (3; [; B)



5.2. CORRESPONDANCE ENTRE PREUVES DE LJQ ET PE-STRAT�EGIES GAGNANTES 73O ne peut que r�epondre Cd9 = (8; ]; C)P peut alors �a son tour r�epondre C (c'est une reprise de C)d10 = (5; ]; C)Et O ne peut plus jouer.L'opposant n'a jamais eu qu'un seul choix �a chaque �etape si bien que la partie ci-dessus corresponddirectement �a une PE-strat�egie gagnante. Un autre exemple de partie apparâ�t en section 5.2.3.5.2 Correspondance entre preuves de LJQ et PE-strat�egies gag-nantes5.2.1 Le calcul des s�equents LJQOn d�ecrit LJQ qui est un calcul des s�equents sans coupure. Ce calcul est un fragment propre de LJ. Onadopte une d�e�nition de ce calcul pour laquelle les parties gauches des s�equents sont des ensemble de formulesnomm�ees et pour laquelle les r�egles structurelles sont int�egr�ees aux autres r�egles. On se limite au fragmentpropositionnel avec !, ^. et _. �; A ` A Ax si A est atomique�; A! B ` A �; A! B;B ` C�; A! B ` C !g �; A ` B� ` A! B !d�; A ^B;A ` C�; A^B ` C ^1g �; A ^B;B ` C�; A ^B ` C ^2g � ` A � ` B� ` A ^B ^d�; A _B;A ` C �; A_B;B ` C�; A _B ` C _g � ` A� ` A _B _1d � ` B� ` A _B _2dLe calcul LJQ se di��erencie de LJ par cette contrainte :Sur le côt�e gauche de la r�egle !g, seules les r�egles Ax, ^d, _1d, _2d et !d sont autoris�ees (i.e.l'axiome et les r�egles d'introduction droite)LJQ est complet pour la logique minimale. Le nom de LJQ vient du fait que ce calcul apparâ�t commele fragment intuitionniste du calcul des s�equent LKQ pour la logique classique, d�e�ni par Danos et al dans[14].5.2.2 La correspondance pour les formules sans disjonctionOn se restreint ici �a LJQ sans disjonction.Dans la table suivante, on associe �a chaque r�egle de LJQ une attaque ou une r�eponse du proposant. Onmentionne aussi les attaques ou r�eponses de l'opposant justi��ees par le coup du proposant.



74 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZENR�egle P-coup O-coup justi��e�; A ` A Ax (]; A) Aucun O-coup justi��e�; A ` B� ` A! B !d (]; A! B) ([; A)�; A! B ` A �; A! B;B ` C�; A! B ` C !g ([; A) (]; B) ou ([; s)� ` A � ` B� ` A ^B ^d (]; A ^B) ([;^1) ou ([;^2)�; A ^B;A ` C�; A ^B ` C ^1g ([;^1) (]; A)�; A ^B;B ` C�; A ^B ` C ^2g ([;^2) (]; B)Sur la troisi�eme ligne, s attaque A.Soit F une formule sans disjonction. Soit p une preuve de A dans LJQ.Cette preuve a une structure d'arbre et nous associons �a cet arbre un ensemble de suite de O-coupsconstituant le domaine D(�) d'une certaine P-strat�egie. Notons que pour la r�egle !g, on ne consid�ere pasdirectement la sous-preuve de gauche, mais uniquement les sous-preuves directes de cette sous-preuve degauche.Soit q une sous-preuve de p et ~d une suite d'attaques et de r�eponses. On d�e�nit une relation ~d : q par lescas suivants :� � : p (� est la suite vide)� si ~d : .... q1� ` A .... q2� ` B� ` A ^B ^d alors ~d([;^1) : q1 et ~d([;^2) : q2� si ~d : .... q�; A ` B� ` A! B !d alors ~d([; A) : q� si ~d : .... q�; A^B;A ` C�; A^B ` C ^1g alors ~d(]; A) : q� si ~d : .... q�; A^B;B ` C�; A^B ` C ^2g alors ~d(]; B) : q� si ~d : �; A! B;A ` A Ax .... q�; A! B;B;A ` C�; A! B;A ` C !g alors ~d(]; B) : q



5.2. CORRESPONDANCE ENTRE PREUVES DE LJQ ET PE-STRAT�EGIES GAGNANTES 75� si ~d : .... q1�; A^B ! C ` A .... q2�; A ^B ! C ` B�; A ^B ! C ` A ^B ^d .... q�; A ^B ! C;C ` D�; A ^B ! C ` D !galors ~d([;^1) : q1, ~d([;^2) : q2 et ~d(]; C) : q3� si ~d : .... q1�; (A! B)! C;A ` B�; (A! B)! C ` A! B !d .... q2�; (A! B)! C;C ` D�; (A! B) ! C ` D !g alors ~d([; A) : q1 et ~d(]; C) : q2Par construction, si ~d : q1 et ~d : q2, alors q1 et q2 sont les mêmes preuves. Ainsi la relation ~d : q d�e�nit unefonction partielle de l'ensemble des suites d'occurrences vers les sous-preuves de p. On pose D(�) le domainede d�e�nition de cette fonction.Pour ~d tel que ~d : q et q prouve � ` A, on d�e�nit �~d et a~d.�~d est une fonction des noms utilis�es dans � vers l'ensemble des entiers naturels impairs.a~d est un entier impair ou bien 0.On note j~dj la longueur de la suite ~d.� �� = ;a� = 0� �~d([;^1) = �~d([;^2) = �~da~d([;^1) = a~d([;^2) = a~d([;A) = 2j~dj+ 1� �~d([;A) = �~d(];A) = �~d [ fx 7! 2j~dj+ 1g o�u x est, chaque fois, le nom de A dans �; A ` Ba~d(];A) = a~dSur D(�), on d�e�nit � :� si ~d : �; A ` A Ax alors �(~d) = (a~d; ]; A)� si ~d : ....� ` A ....� ` B� ` A ^B ^d alors �(~d) = (a~d; ]; A^B)� si ~d : ....�; A ` B� ` A! B !d alors �(~d) = (a~d; ]; A! B)� si ~d : ....�; A^B;A ` C�; A^B ` C ^1g alors �(~d) = (�~d(y); [;^1) o�u y est le nom de A ^B� si ~d : ....�; A^B;B ` C�; A^B ` C ^2g alors �(~d) = (�~d(y); [;^2) o�u y est le nom de A ^B



76 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZEN� si ~d : ....�; A! B ` A ....�; A! B;B ` C�; A! B ` C !g alors �(~d) = (�~d(y); [; A) o�u y est le nom de A! BProposition 4 (D(�); �) est une PE-strat�egie gagnante pour F .Preuve : On v�eri�e que � 2 D(�). Posant, pour d1d3:::d2n+1 2 D(�), d2n+2 = �(d1d3:::d2n+1), on v�eri�epar induction sur n que d0; d1; :::; dn est une partie, que si n est pair dn+1 est permis si et seulement sid1d3:::dn+1 2 ~d(�) et que si n est impair �(d1d3:::dn) est permis.Le fait que la preuve p soit bien fond�ee entraine que la strat�egie ainsi constitu�ee est gagnante.Regardons la r�eciproque.Soit (D(�); �) une PE-strat�egie gagnante pour F .A toute suite ~d 2 D(�), on associe un s�equent �~d ` A~d.� �� = ; A� = F� �~d(];A) = �~d; A A~d(];A) = A~d� �~d([;^1) = �~d A~d doit avoir la forme A ^B et on pose A~d([;^1) = A� �~d([;^2) = �~d A~d doit avoir la forme A ^B et on pose A~d([;^2) = B� �~d([;A) = �~d; A A~d doit avoir la forme A! B et on pose A~d([;A) = BPour les noms associ�es aux formules des �~d, on choisit des entiers. A chaque nouvelle formule, on associel'entier j~dj+ 1.Remarque : De par les r�egles de formation de D(�), une attaque par l'opposant d'une formule A imposeque cette formule vient juste d'être a�rm�ee. La formule A~d a donc la forme souhait�ee dans chacun des casd'attaques de l'opposant.A tout ~d 2 D(�) on associe une preuve p~d de �~d ` A~d.� si �(~d) = (m; [;^1) est une attaque de A ^B alors p~d = .... p~d(];A)�; A ^B;A ` C�; A ^B ` C ^1g� si �(~d) = (m; [;^2) est une attaque de A ^B alors p~d = .... p~d(];B)�; A ^B;B ` C�; A ^B ` C ^2g� si �(~d) = (m; [; A ^B) est une attaque de A ^B ! C alorsp~d = .... p~d([;^1)�; A ^B ! C ` A .... p~d([;^2)�; A ^B ! C ` B�; A ^B ! C ` A ^B ^d .... p~d(];C)�; A^B ! C;C ` D�; A ^B ! C ` D !g



5.2. CORRESPONDANCE ENTRE PREUVES DE LJQ ET PE-STRAT�EGIES GAGNANTES 77� si �(~d) = (m; [; A! B) est une attaque de (A! B)! C alorsp~d = .... p~d([;A)�; (A! B)! C;A ` B�; (A! B)! C ` A! B !d .... p~d(];C)�; (A! B)! C;C ` D�; (A! B)! C ` D !g� si �(~d) = (m; [; A) est une attaque de A! B avec A atomique alorsp~d = �; A! B;A ` A Ax .... p~d(];B)�; A! B;B;A ` C�; A! B;A ` C !g� si �(~d) = (m; ]; A) avec A atomique alors p~d = �; A ` A Ax� si �(~d) = (m; ]; A ^B) alors p~d = .... p~d([;^1)� ` A .... p~d([;^2)� ` B� ` A ^B ^d� si �(~d) = (m; ]; A! B) alors p~d = .... p~d([;A)�; A ` B� ` A! B !dProposition 5 p� est une preuve de ` F dans LJQ.Preuve : Par induction bien fond�ee sur ~d, montrant que p~d est une preuve de �~d ` F~d. L'induction est bienfond�ee du fait que la strat�egie est gagnante.Th�eor�eme 1 Si p� est la preuve de ` F associ�ee �a la PE-strat�egie gagnante (D(�); �) pour F et si(D0(�0); �0) est la PE-strat�egie gagnante pour F asoci�ee �a p�, alors D(�) = D0(�0) et � = �0. De plus,la structure d'arbre de p� est isomorphe �a la structure d'arbre de D(�).Preuve : Soit ~d une suite de coups. On montre par induction sur la longueur de ~d, et en envisageant lescoups permis �a chaque �etape, que, relativement �a p�, on a ~d : q si et seulement si ~d 2 D(�) et en ce cas, ona q = p~d. On en d�eduit que D(�) = D0(�0). Mais la r�egle de tête de p~d ne d�epend que de �(~d) et en retour,�0(~d) ne d�epend que de la r�egle de tête de p~d. On en d�eduit que � = �0. L'isomorphisme entre les structuresd'arbres sous-jacente d�ecoule de la d�e�nition de la bijection.Remarque : A chaque �etape, si la r�egle consid�er�ee prouve un s�equent � ` A, alors les propri�et�es suivantessont satisfaites :� la seule P-r�eponse justi��ee a la forme (m; ]; A)� les seules P-attaques justi��ees ont la forme (m; [; s) o�u s attaque une formule C in �5.2.3 Le cas des formules avec disjonctionLa prise en compte de la disjonction ne permet pas d'�etablir une correspondance entre E-dialogues et preuvesde LJQ aussi \naturelle" que pr�ec�edemment.Le principal probl�eme est celui-l�a : pour un E-dialogue, lorsqu'un joueur a�rme une proposition de laforme A_B, il peut se donner la possibilit�e d'attendre le dernier moment avant de r�epondre (]; A) ou (]; B)



78 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZEN�a une attaque ([;_) de A _ B par l'adversaire. Ce n'est pas ce qui se passe dans LJQ, o�u, poursuivant leprincipe qu'une r�egle d'introduction droite correspond �a une r�eponse/a�rmation, lorsque A_B est a�rm�e,la preuve stipule �a l'avance quelle sera la r�eponse �a l'attaque de A _B par l'adversaire.L'exemple typique est le suivant, tir�e de Felscher [17].C'est un jeu sur A _B ! B _A.Coup initial : P r�epond/a�rme A _B ! B _Ad0 = (0; ]; A_B ! B _A)O ne peut qu'attaquer l'implicationd1 = (0; [; A_B)L�a, deux suites sont possibles :P attaque A _B P r�epond/a�rme B _Ad2 = (1; [;_) d2 = (1; ]; B _A)O r�epond A (resp B) O attaque B _Ad3 = (2; ]; A) (resp d3 = (2; ]; B)) d3 = (2; [;_)P r�epond/a�rme B _A P attaque A _Bd4 = (1; ]; B _A) d4 = (1; [;_)O attaque B _A O r�epond A (resp B)d5 = (4; [;_) d5 = (4; ]; A) (resp d5 = (4; ]; B))P reprend/a�rme A (resp B) P reprend/a�rme A (resp B)d6 = (5; ]; A) (resp d6 = (5; ]; B)) d6 = (3; ]; A) (resp d6 = (3; ]; B))La partie de droite d�e�nit une strat�egie gagnante qui a une contrepartie sur le plan des preuves. Maispas la seconde partie.Face �a ce probl�eme, une solution est de consid�erer une version de LJQ avec plusieurs formules �a droitedu `.Le calcul LJQ� associ�e aux E-dialogues en pr�esence de disjonctionOn appelle LJ� la version suivante de LJ (la r�egle d'introduction du _ est multiplicative) :�; A ` �; A Ax si A est atomique�; A! B ` A �; A! B;B ` �; C�; A! B ` �; C !g �; A ` B� ` �; A! B !d�; A^B;A ` �; C�; A^B ` �; C ^1g �; A ^B;B ` �; C�; A ^B ` �; C ^2g � ` A � ` B� ` �; A ^B ^d�; A_B;A ` �; C �; A _B;B ` �; C�; A _B ` �; C _g � ` A;B� ` �; A_B _dOn d�e�nit LJQ� �a partir de LJ� en posant la même restriction que pour LJQ, �a savoir que sur le côt�egauche de la r�egle !g, seules les r�egles Ax, ^d, _d et !d sont autoris�ees.



5.3. LE CALCUL LKQ� ET LES JEUX NON BIEN PARENTH�ES�ES 79La correspondanceLa correspondance entre r�egles et coups est alors la suivante :R�egle P-coup O-coup justi��e�; A ` �; A Ax (]; A) Aucun O-coup justi��e�; A ` B� ` �; A! B !d (]; A! B) ([; A)�; A! B ` A �; A! B;B ` �; C�; A! B ` �; C !g ([; A) (]; B) ou ([; s)� ` A � ` B� ` �; A ^B ^d (]; A^B) ([;^1) ou ([;^2)�; A ^B;A ` �; C�; A ^B ` �; C ^1g ([;^1) (]; A)�; A ^B;B ` �; C�; A ^B ` �; C ^2g ([;^2) (]; B)� ` A;B� ` �; A _B _d (]; A_B) ([;_)�; A _B;A ` �; C �; A _B;B ` �; C�; A _B ` �; C _g ([;_) (]; A) ou (]; B)et avec le même canevas de preuve que pr�ec�edemment, en v�eri�ant r�egle par r�egle la correspondanceentre les coups permis et la forme des pr�emisses, on prouve la correspondance entre E-dialogues et preuvesde LJQ�.La mani�ere d'autoriser plusieurs formules �a droite du ` est ici un peu arti�cielle, cependant il ne semble pasd�eraisonnable de penser qu'en consid�erant carr�ement les versions traditionnelles de la logique intuitionnisteavec plusieurs formules �a droite du `, on obtiendrait une nouvelle d�e�nition de E-dialogues moins coercitiveau niveau du parenth�esage que l'actuelle version des E-dialogues.5.3 Le calcul LKQ� et les jeux non bien parenth�es�esDes r�esultats similaires existent avec la logique classique. Cette fois, la correspondance est entre les preuvesde LKQ� (un calcul �etendant LJQ� �a la logique classique) et les P-strat�egies gagnantes pour un E-dialogueclassique, ce dernier �etant un E-dialogue, au sens pr�ec�edent, dont on a supprim�e la contrainte de bonparenth�esage. Il est d'ailleurs remarquable que la notion de jeux pour laquelle on a une correspondanceavec la logique classique soit \plus simple" que celle pour la logique intuitionniste.5.3.1 Les E-dialogues pour la logique classiqueUn E-dialogue pour la logique classique est un E-dialogue pour la logique intuitionniste sans la r�egle depotentiel bon-parenth�esage.5.3.2 Le calcul des s�equents LKQ�Nous donnons la d�e�nition de LKQ�. Ce calcul �etend LJQ� au cas classique. Il di��ere de LKQ consid�er�epar Joinet [35] ou Schellinx [51] par la pr�esence d'une r�egle d'introduction \multiplicative" pour le _. Lad�e�nition de LKQ passe par la d�e�nition de LK� qui est une variante de LK avec r�egle d'introduction du _multiplicative :



80 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZEN�; A ` �; A Ax si A est atomique�; A! B ` �; A �; A! B;B ` �; C�; A! B ` �; C !g �; A ` �; A! B;B� ` �; A! B !d�; A ^B;A ` �; C�; A ^B ` �; C ^1g �; A ^B;B ` �; C�; A ^B ` �; C ^2g � ` �; A^B;A � ` �; A^B;B� ` �; A ^B ^d�; A _B;A ` �; C �; A _B;B ` �; C�; A_B ` �; C _g � ` �; A _B;A� ` �; A_B _1d � ` �; A_B;B� ` �; A_B _2dLes r�egles du calcul LKQ� sont donc celles de LK�, avec la contrainte suppl�ementaire que sur la gauche dela r�egle d'introduction gauche de la 
�eche, ne sont autoris�ees que la r�egle d'axiome et les r�egles d'introductiondroite.5.3.3 Correspondance bijective entre strat�egies gagnantes pour les E-dialoguesclassiques et les preuves de LKQLa correspondance entre r�egles et coups est la même que pour LJQ�. Le fait qu'il y ait plusieurs formules �adroite signi�e seulement que le proposant est autoris�e �a r�epondre �a n'importe quelle formule pr�ec�edemmentattaqu�ee par l'opposant, et cela, autant de fois que voulu.Th�eor�eme 2 Les P-strat�egies gagnantes pour un E-dialogue classique sont en bijection avec les preuves deLKQ� et les arbres sous-jacents sont isomorphes.La preuve proc�ede comme pour le cas intuitionniste. Si ~d : q avec q prouvant � ` �, au lieu de d�e�nir �~det a~d, on d�e�nit deux fonctions �~d et �~d, associant des entiers naturels impairs (ou bien 0) aux noms utilis�esrespectivement dans � et �.En particulier, on pose :� �� = ;�� = 0� �~d([;^1) = �~d([;^2) = �~d([;_) = �~d�~d([;^1) = �~d([;^2) = �~d([;A) = �~d[fx 7! 2j~dj+1g o�u x est, chaque fois, le nom de la ou des sous-formulesde la formule introduite par l'inf�erence de tête de q�~d([;_) = �~d [ fx1 7! 2j~dj+ 1g [ fx2 7! 2j~dj+ 1g o�u x1 (resp x2) est le nom de la sous-formule gauche(resp droite) de la formule disjonctive introduite par l'inf�erence de tête de q� �~d([;A) = �~d(];A) = �~d [ fx 7! 2j~dj+ 1g o�u x est, chaque fois, le nom de A dans �; A ` B�~d(];A) = �~dAussi, si ~d 2 D(�) on lui associe cette fois un s�equent classique �~d ` �~d :� �� = ; �� = F� �~d(];A) = �~d; A �~d(];A) = �~d� �~d([;^1) = �~d �(~d) doit être une r�eponse a�rmant une formule A ^B et on pose �~d([;^1) = �~d; A



5.4. REMARQUES 81� �~d([;^2) = �~d �(~d) doit être une r�eponse a�rmant une formule A ^B et on pose �~d([;^2) = �; B� �~d([;_) = �~d �(~d) doit être une r�eponse a�rmant une formule A _B et on pose �~d([;_) = �; A;B� �~d([;A) = �~d; A �(~d) doit être une r�eponse a�rmant une formule A! B et on pose �~d([;A) = �; BPour les noms associ�es, a chaque nouvelle formule ajout�ee �a �~d ou �a �~d, on associe l'entier j~dj+ 1 (saufpour le cas ~d([;_) o�u on associe �a A le nom form�e de la paire (j~dj + 1; 1) et �a B le nom form�e de la paire(j~dj+ 1; 2).Remarque : A chaque �etape, si la r�egle consid�er�ee prouve un s�equent � ` �, alors les propri�et�es suivantessont satisfaites :� les seules P-r�eponses justi��ees ont la forme (m; ]; A) o�u A est une formule de �� les seules P-attaques justi��ees ont la forme (m; [; s) o�u s attaque une formule C in �5.4 RemarquesLes D-dialogues de FelscherLes D-dialogues, d�e�nis par Felscher dans [17], di��erent des E-dialogues par le fait que la contrainte pourl'opposant de r�epondre syst�ematiquement au dernier coup du proposant est relâch�ee mais qu'en revanche,on lui interdit d'attaquer plusieurs fois la même a�rmation du proposant.Un D-dialogue consiste ainsi en un enchevêtrement de E-dialogues, pour lesquels l'opposant �a le droit derevenir une fois en arri�ere, mais pas plus, sur un coup pr�ec�edent.Une P-strat�egie gagnante pour un E-dialogue s'�etend directement en une P-strat�egie gagnante pour unD-dialogue (cf Felscher [18]).Composition de strat�egies gagnantesMaintenant on peut donc consid�erer une preuve de A, voir cette preuve comme une P-strat�egie gagnantepour un E-dialogue sur A et faire la même chose avec une preuve de A ! B de mani�ere �a obtenir uneP-strat�egie gagnante pour un E-dialogue sur A ! B. Apr�es le premier coup, cette derni�ere P-strat�egie vasoit attaquer sur A, soit d�efendre sur B. Si on met en interaction toutes ces attaques sur A avec les coups ded�efense de A par la preuve de A, et qu'on �ltre en ne gardant que les coups de d�efense de B, on obtient uneP-strat�egie gagnante pour un jeu ouvert sur B. C'est le proc�ed�e d�ecrit dans le cadre du \calcul de Noviko�"par Coquand dans [9] et repris au chapitre suivant.Comme il est fait au chapitre suivant dans le cadre du calcul de Noviko�, on peut montrer que cette\interaction" suit en pas �a pas le proc�ed�e d'�elimination d'une coupure entre ` A et A ` B ou l'on r�eduitsyst�ematiquement la coupure la plus externe d'abord.
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84 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTEDans cette partie, nous consid�erons le calcul utilis�e par Coquand dans [9] pour d�e�nir une alternative en termede jeux �a l'�elimination des coupures. C'est un calcul des s�equents classique avec formules alternativementconjonctives et disjonctives construites sur des atomes d�ecidables. Il n'y a ni variables propositionnelles, niimplication explicite. En revanche, les conjonctions et disjonctions autorisent un nombre in�ni de pr�emisses,de telle sorte que le fragment clos d'une logique comme l'!-logique y apparâ�t comme fragment.Les preuves sans coupures (et sans redondances, cf d�e�nition dans le corps du chapitre) seront simplementinterpr�et�ees par des strat�egies gagnantes pour certains jeux �a deux joueurs. L'interaction entre deux tellesstrat�egies gagnantes d�e�nit un d�ebat. Ce d�ebat constitue une approche \dynamique" de l'�elimination d'unecoupure entre deux preuves sans coupure. Prouv�e terminant par Coquand, le proc�ed�e d'interaction estcompar�e �a l'approche habituelle d'�elimination des coupures. On montre que les �etapes successives d'�evolutiondu d�ebat correspondent exactement aux �etapes successives du proc�ed�e habituel d'�elimination des coupures,mais en suivant une strat�egie de r�eduction bien pr�ecise, que, par analogie avec ce qui se passe dans le �-calcul,on peut appeler r�eduction faible de tête.6.1 Les r�egles in�nitaires6.1.1 L'utilisation implicite d'une r�egle in�nitaire chez GentzenSous le nom d'�enon�cabilit�e d'une r�egle de r�eduction, Gentzen [21] utilise implicitement dans sa premi�ered�emonstration de coh�erence de l'arithm�etique, une notion de prouvabilit�e bas�ee sur une r�egle d'introductionde la quanti�cation universelle ayant une in�nit�e de pr�emisses (!-r�egle).Consid�erons pour simpli�er le cas de formules pr�enexes closes et le cas de s�equents monolat�eres, i.e.avec des formules uniquement sur la droite du symbole ` (ce symbole pouvant alors être omis). La notiond'\�enon�cabilit�e d'une r�egle de r�eduction" s'applique aux s�equents ayant au plus une formule quanti��eeuniversellement.� Un s�equent de la forme �; 8x:P (x) avec � ne contenant que des formules existentielles est r�eductible :une �etape �el�ementaire de r�eduction consiste �a choisir arbitrairement un entier n et �a remplacer laformule 8x:P (x) par P (n) dans le s�equent.� Un s�equent � compos�e uniquement de formules existentielles est r�eductible : une �etape �el�ementaire der�eduction consiste �a choisir une des formules 9x:P (x) du s�equent ainsi qu'un n et �a ajouter la formuleP (n) au s�equent.Une r�egle de r�eduction pour un s�equent est une m�ethode qui, quelques soient les n choisis arbitrairementcomme instances des formules 8x:P (x), dit comment choisir un n ad�equat pour les formules 9x:P (x) de tellesorte qu'au bout d'un temps �ni, on obtienne un s�equent dont une des formules est une proposition d�ecidablevraie.Autrement dit, la notion d'�enon�cabilit�e d'une r�egle de r�eduction revient �a la notion suivante de prou-vabilit�e (� ne contient que des formules existentielles) :� si la proposition P est vraie alors �; P est prouvable� si �; 9x:P (x); P (n) est prouvable pour un certain n alors �; 9x:P (x) est prouvable� si, pour tout n, �; P (n); est prouvable alors �; 8x:P (x) est prouvableToute formule prouvable de l'arithm�etique est prouvable en ce dernier sens, mais, en contraste avecl'arithm�etique o�u l'utilisation de l'axiome d'induction casse la propri�et�e de la sous-formule, pour cette autred�e�nition de la prouvabilit�e en arithm�etique, la propri�et�e de la sous-formule, de laquelle d�ecoule la coh�erence,est pr�eserv�ee.C'est cette notion de prouvabilit�e que nous consid�erons ci-apr�es. Comme sugg�er�e par la notion de \r�eglede r�eduction", cette d�e�nition de la prouvabilit�e se prête particuli�erement bien �a une approche calculatoireen termes de coups instanciant les variables quanti��ees.Remarque : Quoique non explicit�e par Gentzen, il est direct de montrer, �a l'aide de cette d�e�nition des�equent prouvable sans coupure avec r�egle d'introduction du 8 in�nitaire, que les �enonc�es �01 classiquementprouvables sont aussi intuitionnistiquement prouvables.



6.2. UNE VARIANTE DU CALCUL INFINITAIRE DE GENTZEN 856.1.2 Le calcul de Noviko�Il est remarquable de voir chez Noviko�, en 1941, la d�e�nition explicite d'un calcul propositionnel in�nitaire(de type hilbertien) dont les formules A prouvables v�eri�ent une propri�et�e de \r�egularit�e" similaire �a celle\d'�enon�cabilit�e d'une r�egle de r�eduction" pour le s�equent ` A chez Gentzen. Par un argument du mêmeordre que celui de Gentzen, Noviko� montre la coh�erence de l'arithm�etique mais aussi explicitement que les�enonc�es �01 classiquement prouvables sont intuitionnistiquement prouvables.La notion de r�egularit�e di��ere de la notion d'�enon�cabilit�e d'une r�egle de r�eduction en ce l�eger point :une fois qu'un certain n a �et�e choisi comme instance d'une formule 9x:P (x) il ne peut plus être choisi unenouvelle fois dans la même formule.En plus de la notion de prouvabilit�e implicitement consid�er�ee par Gentzen, nous consid�ererons aussi lanotion de prouvabilit�e implicite �a la notion de \r�egularit�e" de Noviko�. Nous montrerons en plus en quoi larestriction suppl�ementaire impos�ee par Noviko� ne fait rien perdre �a la prouvabilit�e.6.1.3 R�egles in�nitaires chez LorenzenDu côt�e occidental, selon Sch�utte, c'est chez Lorenzen [36] en 1951, qu'on rencontre la premi�ere utilisationexplicite d'une r�egle avec une in�nit�e de pr�emisses. L'id�ee est la même et le but est le même que chezGentzen : prouver un th�eor�eme d'existence de preuves normales duquel s'ensuit la coh�erence du syst�emeconsid�er�e. Dans le cas de Lorenzen, c'est d'un sous-syst�eme de la th�eorie des types de Russell qu'il s'agit.6.1.4 Formules et bor�eliensA noter aussi une analogie faite par Martin-L�of [41] entre formules construites �a partir de conjonctions etdisjonctions in�nies et bor�eliens, analogie qui permet de prouver constructivement la transitivit�e de l'inclusionentre bor�eliens �a l'aide de l'�elimination des coupures.6.2 Une variante du calcul in�nitaire de GentzenNous reprenons le calcul implicite �a la notion d'�enon�cabilit�e d'une r�egle de r�eduction, le g�en�eralisant aucas d'une logique propositionnelle in�nitaire sans variables propositionnelles, les atomes se limitant auxpropositions \vrai" et \faux". On y ajoute aussi une r�egle de coupure explicite.Nous introduisons une notion de \redondance" signi�ant qu'un même n est jou�e plusieurs fois dans uneformule disjonctive. Le sous-calcul sans coupure et sans \redondances" du premier calcul que nous d�ecrivonscorrespondra au calcul implicite �a la notion de r�egularit�e de Noviko�.6.2.1 Formules et s�equentsLes formules sont des arbres bien-fond�es �a branchement alternativement disjonctif et conjonctif. Aux feuilles,on trouve soit la formule vraie 1 soit la formule fausse 0.� si (Ai)i2I est une famille de formules conjonctives alors _i2IAi est une formule disjonctive� si (Ai)i2I est une famille de formules disjonctives, alors ^i2IAi est une formule conjonctiveOn d�e�nit la formule vraie 1 comme �etant la famille vide de formule disjonctive et la formule fausse 0comme �etant la famille vide de formule conjonctive. Ainsi 1 est conjonctive et 0 est disjonctive.Remarque : On peut, a priori, choisir des ensembles d'indexation quelconques. Dans la pratique, par exemplelorsqu'on interpr�ete les formules du calcul des pr�edicats ou celles de l'arithm�etique, les ensembles d'indexationsont des ensembles d'entiers.La formule duale de A, not�ee A? est inductivement d�e�nie par :� (_i2IAi)? = ^i2IA?i



86 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE� (^i2IAi)? = _i2IA?iEn particulier, on a 1? = 0 et 0? = 1La notion d'occurrence d'un sous-arbres et d'adresse de cette occurrence est une notion standard pour lesarbres. Ici, une adresse dans une formule d�e�nit une sous-formule de cette formule. Nous utilisons les lettresu, v, w, ... pour noter les adresses de formules.� <> est l'adresse de A en tant que sous-formule d'elle-même� si u est l'adresse d'une occurrence de la sous-formule _i2IAi de A alors ui est une adresse de lasous-formule Ai de A� si u est l'adresse d'une occurrence de la sous-formule ^i2IAi de A alors ui est une adresse de lasous-formule Ai de ASi v a la forme ui1:::in alors v est une extension de u. Si v a la forme ui alors v est appel�ee extensiondirecte de u.Nous consid�erons un ensemble in�niN appel�e ensemble des noms. Nous consid�erons aussi une fonctionF qui associe �a chaque sous-ensembleX de N un nom x qui n'est pas dansX. Une fonction de renommage� est une bijection d'un ensemble X � N vers un autre ensemble Y � N . La fonction de renommage dedomaine vide est not�ee fg. L'adjonction d'un �el�ement et son image �a une fonction de renommage est not�eesous la forme � [ ft! t0gUn s�equent est relativis�e �a une formuleA donn�ee. Un s�equent est un ensemble �ni d'adresses d'occurrencesde sous-formules disjonctives, chacune index�ee par un nom de N , avec, en plus, �eventuellement l'adresse |non nomm�ee | d'une occurrence d'une sous-formule, cette fois, conjonctive. Une occurrence de sous-formuledisjonctive peut se rencontrer plusieurs fois, mais son adresse doit �gurer chaque fois avec un nom di��erent.Il est commode, ici encore, de consid�erer des s�equents avec b�enitier. Le b�enitier sera vide ou rempli selonque le s�equent contient l'adresse d'une formule conjonctive ou pas (ladite adresse prenant place dans leb�enitier).Les majuscules grecques �, � sont r�eserv�ees pour noter des ensembles d'adresses nomm�ees d'occurrencesde sous-formules disjonctives de A. Un s�equent s'�ecrira alors sous la forme � (cas o�u le b�enitier est vide) ou�;B (cas o�u le b�enitier contient l'adresse d'une occurrence d'une certaine sous-formule conjonctive B).Une �ecriture comme �; A;� suppose implicitement qu'�a la place de A, c'est l'adresse d'une de ses occur-rences que l'on trouve et que cette adresse est nomm�ee avec un nom qui n'interf�ere pas avec les autres nomsapparaissant dans � ou �, eux-mêmes ne partageant aucun de leurs noms.Une notation explicite pour indiquer les noms est celle-ci : �X ; Az;�Y signi�ant que X rassemble lesnoms des adresses des occurrences des formules de �, que Y rassemble ceux de � et que A a le nom z. Quant�a la notation [�i]i, elle repr�esente une famille de s�equents.6.2.2 PreuvesUne preuve est un arbre bien-fond�e d�e�ni inductivement au moyen des r�egles d'inf�erence suivantes :�X ; (_i2IAi)x;Ai0�X ; (_i2IAi)x; I_ (i0 2 I)��X ; Azj ;�j2J�X ;^j2JAj I^�X11 ;�X0 ;A �X022 ;�X0 ; Ax;�X11 ;�X22 ;�X0; Coupe (X2 = �(X 02))



6.2. UNE VARIANTE DU CALCUL INFINITAIRE DE GENTZEN 87Notons qu'un cas particulier de la r�egle I^ est la r�egle suivante :�;1ce qui assure l'existence e�ective de preuves (i.e. d'arbres bien-fond�es).Les r�egles I_ et I^ sont des r�egles d'introduction et la r�egle Coupe une r�egle de coupure. Si p est unepreuve, on note jpj son s�equent conclusion.Remarques : 1) Comme signal�e au chapitre 1, la pr�esence d'un contexte � partag�e par les deux pr�emisses etde contextes �1 et �2 non partag�es permet d'�eviter le recours �a des r�egles de contraction ou d'a�aiblissementau cours du processus d'�elimination des coupures.2) Pour la r�egle I^, bien que les Aj soient des formules a priori distinctes, on leur donne, par commodit�e,dans chaque s�equent conclusion des pr�emisses, le même nom z.3) Pour la r�egle Coupe, l'ensembleX 02 des noms utilis�es pour �2 dans le s�equent conclusion de la pr�emissede droite est intentionnellement suppos�e di��erent de l'ensembleX2 des noms utilis�es pour �2 dans le s�equentconclusion de la coupure (ceci pour des raisons qui apparaissent au moment d'�eliminer les coupures). Onassocie alors �a la coupure une fonction de renommage, disons �, de X 02 vers X2.Remarquons aussi que la contrainte du b�enitier impose que l'inf�erence de tête de la pr�emisse de la r�egle I_soit une r�egle I^ introduisant la formuleAi0 . On rencontre donc toujours la r�egle I_ dans cette con�guration :[�; (_i2I ^j2J Aij)x; (Ai0j)z ;]j2J�; (_i2I ^j2J Aij)x;^j2JAij I^�; (_i2I ^j2J Aij)x; I_ (i0 2 I)De même, on rencontrera toujours la r�egle de coupure dans cette con�guration :h�X11 ;�X0; (Aj)z ;ij2J�X11 ;�X0 ;^j2JAj I^ �X022 ;�X0 ; Ax;�X11 ;�X22 ;�X0; CoupeDans la suite, nous simpli�erons les notations en laissant tomber l'information des ensembles parcouruspar les indices et des noms utilis�es dans les s�equents. En revanche, l'information des noms intervient dans lanotation des preuves par des termes.6.2.3 Notation des preuves par des termesNous proposons une notation alternative des preuves sous la forme de termes.Dans le cas de la r�egle I_, si la preuve du s�equent �; (_iAi)x;Ai0 est p0 alors la preuve de �; (_iAi)x estnot�ee : !(x; i0)p0Dans le cas de la r�egle I^, si les preuves des �; (Aj)z sont les pj , alors la preuve de �;^jAj est not�ee :?j z7! pjDans le cas de la r�egle Coupe, si on pose X = X1 [X2 [X0 tandis que les preuves de �X11 ;�X0 ;^jAjet de �2;X02 �X0 ; (_jA?j )x sont respectivement p et q alors, la preuve de �X11 ;�X22 ;�X0 est not�ee :Coupe(x;X;�)(p; q)La donn�ee du s�equent conclusion d'une preuve et de sa notation comme un terme permet de retrouver less�equents prouv�es �a chaque �etape. Dans la suite, on consid�erera que le s�equent prouv�e par une preuve not�eecomme un terme est �a chaque instant connu, sans se soucier de savoir comment il est connu.La donn�ee d'un nom x et d'un indice i0, �ecrite sous la forme x; i0 est appel�ee _-coup. Si p est une preuvede la forme !(x; i0)p0 alors x; i0 est appell�e _-coup de p et not�e C(p). Si x est le nom d'une adresse u, alorson pose Occ(x; i0) = ui0.



88 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE6.2.4 Preuves de Noviko�Un s�equent est avec redondance s'il contient deux fois la même occurrence d'une formule, les adresses �etantbien sûr index�ees chaque fois d'un nom di��erent. Dans le cas contraire, le s�equent est dit sans redondance.Une preuve est dite sans redondance s'il n'y intervient que des s�equents sans redondance. Une preuvede Noviko� est une preuve sans coupure et sans redondance. Autrement dit, une preuve de Noviko� estconstruite �a partir des r�egles suivantes : �;_i6=i0Ai;Ai0�;_iAi; I0_et [�; Aj;]j�;^jAj I^et on retrouve la notion de prouvabilit�e implicite �a la notion de r�egularit�e de Noviko�.Remarque : 1) L'interdiction de redondance n'enl�eve rien �a la prouvabilit�e. De fait, la r�egle suivante estadmissible : �; (_iAi)x; (_iAi)y;�; (_iAi)x; ContLa d�emonstration d'admissibilit�e est par induction sur la preuve de �; (_iAi)x; (_iAi)y suppos�ee elle-même sans redondance. Le cas cl�e est quand �; (_iAi)x; (_iAi)y; provient de �; (_iAi)x; (_iAi)y ;Ai0 par uner�egle I_ appliqu�ee �a la formule de nom y. Par induction, on a l'existence d'une preuve de �; (_iAi)x;Ai0 etil su�t de r�eappliquer la r�egle I_, cette fois avec le nom x.2) Notre d�e�nition est plus faible que celle de Noviko�. De fait, chez Noviko�, on peut faire intervenirdes variables propositionnelles dans les formules et on a, en plus, des axiomes du style �; A?; A.3) Les preuves de Noviko� ne sont pas stables par �elimination des coupures, des redondances pouvant ysurvenir.6.2.5 Preuves partiellesDans le but de pouvoir �etudier une version �epur�ee de la coupure, �a savoir :;A A?; Coupenous consid�erons aussi des preuves partiellement bien d�e�nies. A cette �n, nous ajoutons la r�egle d'inf�erencesuivante �a la d�e�nition de preuve : � 
quelque soit �, la notation sous forme de terme d'une telle preuve �etant 
.6.3 Interpr�etation en terme de jeux6.3.1 PartiesOn d�e�nit ci-dessous un jeu entre deux joueurs, le premier �etant appel�e proposant et le second opposant.Les joueurs se disputent la validit�e d'une certaine formule, disons A, et leurs coups s'alternent. Un coupdu proposant (resp opposant) consiste en l'a�rmation d'une sous-formule conjonctive de A (resp A?) quiest en même temps une attaque d'une sous-formule de A? (resp A) pr�ec�edemment a�rm�ee par l'opposant(resp proposant). La formule attaquante doit être une sous-formule de la duale de la formule attaqu�ee. Unepartie est une suite �nie ou in�nie de coups (sous-entendu de coups permis) dont le coup initial d�epend de



6.3. INTERPR�ETATION EN TERME DE JEUX 89la nature de A. Si A est disjonctive, le coup initial est une a�rmation de A? par l'opposant. Sinon, c'estl'a�rmation, toujours par l'opposant, d'une sous-formule conjonctive directe de A?. On repr�esente un couppar la donn�ee (f; u) d'un entier naturel f et d'une adresse u dans A (ce sont les mêmes adresses que dansA?). L'adresse u d�esigne l'occurrence d'une sous-formule de A et l'entier f est cens�e d�esigner l'indice ducoup duquel u est une attaque. Ainsi, si le coup d'indice f �etait (f 0; u0), alors u d�esigne une sous-formule dela formule d'adresse u0, i.e. u est une extension directe de u0. Puisque le coup initial a�rme A?, il a la forme(f;<>) et puisqu'il n'attaque aucun coup pr�ec�edent, on peut se permettre de poser arbitrairement f = 0.En r�esum�e :Un J-coup pour A est la donn�ee (f; u) d'un entier naturel f et d'une occurrence u dans A.Une partie � pour A est une suite non vide �nie ou in�nie de J-coups (f0; u0); :::; (fn; un); ::: telle quef0 = 0, u0 =<> et, pour tout n > 0, fn < n et un est une extension directe de ufn . Si � est la partie �nie(f0; u0); :::; (fn; un), alors, pour tout m < n, �jm d�esigne la partie (f0; u0); :::; (fm; um).Un type particulier de partie sont les E-parties. Pour les E-parties sur A, on a une bijection entre lesstrat�egies gagnantes du proposant et les preuves de Noviko� de A.Une E-partie est une partie (f0; u0); :::; (fn; un); ::: telle que fn = n � 1 pour n pair. Autrement dit, uneE-partie est une partie o�u l'opposant r�epond syst�ematiquement au coup pr�ec�edent du proposant. De plus,il est d�efendu au proposant de rejouer deux fois la même formule r�e-attaquant le même coup pr�ec�edent del'opposant.Une E-partie est gagnante pour le proposant si l'opposant ne peut plus jouer, c'est-�a-dire si le derniercoup du proposant a�rme la formule 1.6.3.2 Strat�egiesOn d�e�nit dans cette section, les strat�egies du proposant pour les E-parties. Une telle strat�egie peut êtred�e�nie inductivement par la donn�ee de l'ensemble des suites de coups jou�es par l'opposant au fur et �a mesureque le proposant joue les coups de sa strat�egie. On appelle position les suites de coups de l'opposant. Notonsque pour une E-partie, l'opposant r�epond toujours au coup pr�ec�edent. On peut donc se dispenser de l'indicef et ne garder que la composante u des coups (f; u). Pr�ecisons aussi que puisque les formules a�rm�ees parl'opposant sont conjonctives dans A?, alors, elles sont disjonctives dans A.Soit A une formule.Une position sur A est une suite non vide u1:::un d'occurrences de sous-formules conjonctives de A?(i.e. disjonctives de A) telle que :� si A est disjonctive, <> est une position (de longueur 1)� si A = ^i2IAi, pour chaque i 2 I, i est une position (de longueur 1)� u1:::un+1 est une position si u1:::un est une position, et s'il existe un entier m � n tel que un+1s'�ecrive umij, mais qu'aucun n'autre um0 ne s'�ecrive umij0 avec le même iRemarque : La condition qu'aucun autre um0 ne s'�ecrive umij0 avec le même i correspond �a la conditionque le proposant n'a pas le droit de rejouer deux fois le même coup. Une cons�equence est que les um0 sontdistincts les uns des autres, et en particulier que um est unique v�eri�ant un+1 = umij.Une strat�egie (sous-entendu du proposant) pour A est une fonction � d�e�nie sur un ensemble Dom(�)de positions et �a valeurs dans l'ensemble des occurrences de sous-formules conjonctives de A. Une strat�egiedoit satisfaire en outre ces trois propri�et�es :1. Dom(�) contient les positions de longueur 12. si �(u1:::un) = v fait r�ef�erence �a la sous-formule ^iAi, alors, pour tout i, posant un+1 = vi, on au1:::un+1 2 Dom(�)3. si u1:::un+1 2 Dom(�) alors u1:::un 2 Dom(�), un+1 est une extension directe de v = �(u1:::un) et vest une extension directe de l'un des um



90 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTEUne strat�egie � est gagnante en u1:::un 2 Dom(�) si, v = �(u1:::un) faisant r�ef�erence �a la sous-formule^iAi, pour tout i 2 I, posant un+1 = vi, � est gagnante en u1:::un+1.En particulier, si �(u1:::un) fait r�ef�erence �a 1 alors � est gagnante en u1:::un, conform�ement �a la d�e�nitionde partie gagnante pour le proposant.Une strat�egie � est gagnante pour A si elle est gagnante en toute position de longueur 1.Remarque : Une strat�egie pour une formule conjonctive ^iAi est gagnante si elle est gagnante pour chaqueAi.6.3.3 Equivalence entre strat�egies gagnantes et preuves de Noviko�Il y a une bijection directe entre preuves de Noviko� de A et strat�egies gagnantes du proposant pour A.Nous le prouvons par un argument similaire �a celui d�evelopp�e au chapitre 5 �a propos des E-dialogues.Soit p une preuve de Noviko� de A. L'ensemble des occurrences de p vu comme un arbre a la structured'un ensemble de positions. Par induction sur la taille de ces occurrences, on associe �a chacune de cesoccurrences une position. Par construction, les positions sont toutes distinctes.� on associe la position <> �a p en tant que sous-preuve d'elle-même (<> est une position de longueur1)� si A = ^iAi, et p =?i 7! pi, alors on associe la position i �a chacun des pi� si la position associ�ee �a la sous-preuve q est u1:::un, si q =!(x; i0)?j 7! qj et si Occ(x; i0) = v alors,posant u = vj, on associe �a qj la position u1:::unuL'absence de redondance implique que les suites u1:::un sont e�ectivement des positions et on d�e�nit ledomaine Dom(�) de la strat�egie � associ�ee �a p comme l'ensemble des positions associ�ees aux sous-preuves dep. Maintenant, si la sous-preuve de p correspondant �a la position u1:::un 2 Dom(�) a la forme !(x; i0)?j 7! qjalors on pose �(u1:::un) = Occ(x; i0). Il est imm�ediat de v�eri�er que � satisfait les trois propri�et�es qu'unestrat�egie doit satisfaire.Pour la r�eciproque, une �etape pr�eliminaire est de nommer chaque occurrence de sous-formule de A.Ensuite, �a toute position u1:::un on associe un s�equent �(u1:::un) constitu�e des occurrences u1, ..., un,chacune avec le nom qui lui est propre. La propri�et�e que tous les um soient distincts entre eux implique quece s�equent est sans redondance.Maintenant, �a toute position u1:::un, on peut associer une preuve de Noviko� de �(u1:::un).Soit donc u1:::un une position telle que �(u1:::un) = umi0. Supposons que um ait le nom x dans �(u1:::un),que umi0 d�esigne la sous-formule ^jBj et que, pour tout j 2 J , posant un+1 = umi0j, on ait associ�e �au1:::un+1 une preuve qj de �(u1:::un+1). Alors, par induction bien-fond�ee sur la structure de Dom(�), onpeut associer �a u1:::un la preuve !(x; i0)?j 7! qj qui est une preuve de Noviko� de �(u1:::un).Comme dans le cas des E-dialogues du chapitre 5, ces deux traductions sont r�eciproques l'une de l'autreet constituent dont une correspondance bijective.6.3.4 Strat�egies partiellesLes preuves partielles sont associ�ees �a des strat�egies partielles.Si on retire la condition 1 de la d�e�nition de strat�egie, on obtient la d�e�nition de strat�egie partielle.Une strat�egie partielle � est non-perdante en u1:::un soit parce que u1:::un 62 Dom(�) soit, au cas o�uu1:::un 2 Dom(�), parce que pour tout i 2 I, elle est non-perdante en u1:::un+1, o�u l'on a pos�e un+1 = vi,v �etant l'occurrence de la sous-formule ^i2IAi.La correspondance entre preuves de Noviko� et strat�egies gagnantes s'�etend au cas des preuves partiellesde Noviko� et des strat�egies partielles et non-perdantes.



6.4. ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE DES COUPURES 916.3.5 D�ebatSoit � une strat�egie partielle non-perdante du proposant pour un jeu sur A = _iA?i et � une strat�egiepartielle non-perdante du proposant pour un jeu sur A? = ^iAi.On va d�e�nir une partie obtenue en faisant interagir entre eux les proposants des jeux pour A et pourA?. Cette partie n'est plus une E-partie.Les d�e�nitions suivantes proviennent, �a peu de choses pr�es, de Coquand [9].A toute partie �nie, on associe une position courante. La position courante ln d'une partie �nie � =(f0; u0); :::; (fn; un) est d�e�nie par induction bien-fond�ee �a partir de (fn; un) et des positions courantes li dessous-parties �ji pour i < n.� l0 =<> (position restreinte �a la seule occurrence <>)� si fn = 0 alors ln = un� si lfn�1 = un1 :::unk alors ln = un1:::unkunRemarques : 1) Les entiers impairs correspondent aux coups de � et les entiers pairs aux coups de � . L'entierfn est l'index du coup auquel r�epond le ni�eme coup. Ainsi, fn et n sont de parit�es distinctes.2) Si ln est la position courante de la partie (f0; u0); :::; (fn; un) alors, on peut retrouver par inductiond'o�u \provient" chaque occurrence de la position. Ainsi, une position courante peut toujours s'�ecrire sous laforme ln = um1 :::umn .Le d�ebat entre � et � est une partie (f0; u0); :::; (un; fn); ::: d�e�nie r�ecursivement �a partir du calculdes positions courantes successives. Pour n � 0, on consid�ere ln = um0 :::umn la position courante associ�ee�a la partie �nie (f0; u0); :::; (un; fn). Si n est pair, on pose un+1 = �(um1 :::umn), si n est impair, on poseun+1 = � (um1 :::umn). Dans tous les cas, un+1 est une extension directe d'un unique umi et on pose fn+1 = mi.Proposition 6 Le d�ebat entre � et � est �ni, c'est-�a-dire que, pour un certain n, �(ln) ou � (ln) n'est plusd�e�ni.On trouvera la preuve dans Coquand [9].6.4 Elimination faible de tête des coupuresL'�elimination faible de tête des coupures est une proc�edure de r�eduction it�er�ee de la coupure de tête entredeux preuves, lorsque celle-ci existe, jusqu'�a ce que la coupure laisse la place en tête �a une r�egle d'introduction.Avant de d�ecrire cette proc�edure, on donne une liste de r�egle de r�eduction permettant de transformer lescon�gurations ayant une coupure comme r�egle principale en d'autres con�gurations plus petite relativement�a une certaine mesure bien choisie.6.4.1 R�eduction de tête �el�ementaireLa r�eduction de tête �el�ementaire consiste �a r�eduire une coupure de tête en une ou plusieurs coupures pluspetites relativement �a une certaine mesure bien choisie.On envisage di��erents cas selon l'inf�erence de tête de la pr�emisse se trouvant sur le côt�e droit de lacoupure. On ne consid�ere pas le cas o�u l'inf�erence de tête en question est une coupure.T1 La r�egle d'introduction en tête de la pr�emisse de droite \joue" dans la formule de coupure (on poseA?i0 = ^jB?j et �(X 02) = X2).



92 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE" .... pi�X ;�X11 ; Ayi ;#i�X ;�X11 ;^iAi I^ " .... qj�X ;�X022 ; (_iA?i )x; (B?j )z ;#j�X ;�X022 ; (_iA?i )x;^jB?j I^�X ;�X022 ; (_iA?i )x; I_�X ;�X11 ;�X22 ; Coupese r�eduit en2666664" .... pi�X ;�X11 ; Ayi ;#i�X ;�X11 ;^iAi I^ .... qj�X ;�X022 ; (_iA?i )x; (B?j )z ;�X ;�X11 ;�X22 ; (B?j )z; Coupe3777775j�X ;�X11 ;�X22 ;^jB?j I^ .... pi0�X ;�X11 ; Ayi0 ;�X ;�X11 ;�X22 ; CoupeT2 La r�egle d'introduction en tête de la pr�emisse de droite \joue" dans une formule autre que la formulede coupure (on pose Bj0 = ^kCk et �(X 02) = X2)." .... pi�X ;�X11 ; Ayi ;#i�X ;�X11 ;^iAi I^ " .... qj�X ;�X022 ; (_iA?i )x; (_jBj)x0 ; Czk;#k�X ;�X022 ; (_iA?i )x; (_jBj)x0 ;^kCk I^�X ;�X22 ; (_iA?i )x; (_jBj)x0 ; I_�X ;�X11 ;�X22 ;_jBj ; Coupese r�eduit en 266664" .... pi�X ;�X11 ; Ayi ;#i�X ;�X11 ;^iAi I^ .... qj�X ;�X022 ; (_iA?i )x; (_jBj)x0 ; Cj;�X ;�X11 ;�X22 ; (_jBj)x0 ; Czk; Coupe377775k�X ;�X11 ;�X22 ; (_jBj)x0 ;^kCk I^�X ;�X11 ;�X22 ; (_jBj)x0 ; I_T3 la preuve de droite est 
 (on pose �(X 02) = X2)." .... pi�X ;�X11 ; Ayi ;#i�X ;�X11 ;^iAi 
....�X ;�X022 ; (_iA?i )x;�X ;�X11 ;�X22 ;se r�eduit en 
�X ;�X11 ;�X22 ;



6.4. ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE DES COUPURES 93Remarque : Pour la premi�ere r�egle de r�eduction, il y a une duplication de pi. Supposons que dans pi, il yait un \coup" dans une formule de �;�1. En appliquant maintenant la deuxi�eme r�egle de r�eduction pourchacune des copies de pi, ce coup peut être d�eplac�e au del�a de la coupure la plus basse. Ce coup, jou�eune premi�ere fois par une des copies de pi puis une deuxi�eme fois par l'autre copie de pi, correspondradonc �a une redondance. Et il y aura cette introduction de redondance même si les preuves avaient �et�e sansredondance au d�epart. C'est pourquoi nous autorisons plusieurs occurrences de la même sous-formule dansun s�equent et pourquoi nous avons recours aux noms pour distinguer entre ces diverses occurrences de lamême sous-formule.En adoptant l'�ecriture des preuves sous la forme de termes, et en appelant t=) la r�eduction ainsid�e�nie, les r�egles pr�ec�edentes se r�e�ecrivent de la sorte (on pose X = X [X1 [X2) :T1 Coupe(x;X;�)(?i y7! pi; !(x; i0)?j z7! qj) t=) Coupe(y;X;fg)(?j F(X)7! Coupe(x;X[F(X);�[fz!F(X)g)(?i y7! pi; qj); pi0)T2 Coupe(x;X;�)(?i y7! pi; !(x0; i00)?j z7! qj) t=) !(�(x0); i00)?j F(X)7! Coupe(x;X[fF(X)g;�[fz!F(X)g)(?i y7! pi; qj)T3 Coupe(x;X;�)(?i Zi7! pi; 
) t=) 
L'information, pour chaque coupure, des \X" et \�" sert �a g�erer les �eventuels probl�emes de confusion denom, suite �a des redondances. Il n'y a pas d'autres di�cult�es que celles prises en compte par ces r�egles, et,�a l'avenir, par souci de lisibilit�e, nous omettrons ces informations.6.4.2 R�eduction de tête �etendueLa r�eduction de tête �etendue d'une preuve p consiste �a aller chercher, �a travers les coupures, la r�egle I_ laplus externe et la plus �a gauche de p, d'appliquer, �a la bonne place, les r�egles 2 ou 3 de la r�eduction de tête�el�ementaire, jusqu'�a ce que cette r�egle I_, et la r�egle I^ qui suit, viennent en tête de p, auquel cas on s'arrête,ou bien que la r�egle 1 soit applicable, auquel cas on l'applique et on s'arrête.On utilise comme interm�ediaire la r�eduction d=) qui exprime qu'une r�egle d'introduction se situantsur la branche d'extr�eme-gauche traverse e�ectivement jusqu'�a la tête de la preuve.D1 !(x; i0)p0 d=) !(x; i0)p0D2 ?j z7! pj d=) ?j z7! pjD3 
 d=) 
D4 q d=) !(x0; j0)?k t7! qkCoupex(p; q) d=) !(x0; j00)?k t7! Coupex(p; qk)D5 q d=) 
Coupex(p; q) d=) 




94 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTEFE1 q f=)1 Coupey(q0; r)Coupex(p; q) f=)1 Coupex(p; Coupey(q0; r))FE2 q d=) !(x; j0)?k t7! qkCoupex(?j z7! pj; q) f=)1 Coupez(?k t7! Coupex(?j z7! pj; qk); pj0)6.4.3 La r�eduction faible de têteL'�elimination (ou r�eduction) faible de tête des coupures it�ere la r�eduction de tête �etendue jusqu'�a ce qu'uner�egle d'introduction vienne en tête.F1 p d=) rp f=) rF2 Coupex(p; q) f=)1 r r f=) sCoupex(p; q) f=) sSi pour certains p et r, on a p f=) r, alors, r est sans coupure en tête, et, par induction, on a l'existenced'une suite �nie p = p0, p1, ..., pn telle que pi f=)1 pi+1 pour i < n et pn d=) r.La suite p0, p1, ..., pn est appel�ee trace de la r�eduction faible de tête de p.6.4.4 Terminaison de l'�elimination faible de tête des coupuresPour prouver la terminaison de l'�elimination faible de tête des coupures, nous avons besoin de prouverquelque chose de plus fort : la terminaison de l'algorithme | a priori trans�ni | d'�elimination des coupuresselon la strat�egie de r�eduction de la coupure plus externe d'abord.La strat�egie de r�eduction de la coupure la plus externe d'abord est une strat�egie de r�eductionqui �etend la r�eduction faible de tête sous les r�egles d'introduction. A partir du moment o�u le langage estin�nitaire, ce proc�ed�e de r�eduction peut être trans�ni.E1 p f=) !(x; i0)p0 p0 e=) r0p e=)!(x; i0)r0E2 p f=) ?j z7! pj 8j; pj e=) rjp e=)?j z7! rjE3 p f=) 
p e=) 
Lemme 6 Soient p0 et q0 des preuves partielles et sans coupures respectivement du s�equent �1;�;^iAi etdu s�equent �2;�;_iA?i , la formule _iA?i �etant de nom x. Alors, pour toutes preuves partielles p et q tellesque p e=) p0 et q e=) q0, il existe une preuve partielle et sans coupure r v�eri�ant Coupex(p; q) e=) r.



6.4. ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE DES COUPURES 95Preuve : Par induction structurelle sur ^iAi, puis, par induction structurelle sur q0, et en�n, par inductionsur la preuve de q e=) q0.Soient donc p et q des preuves partielles, p0 et q0 des preuves partielles et sans coupures respectivementde �1;�;^iAi et de �2;�;_iA?i , telles que p e=) p0 et q e=) q0.Du fait que ^iAi est conjonctif, p et p0 s'�ecrivent respectivement ?i y7! pi et ?i y7! p0i et, de par la d�e�nitionde e=), on a pi e=) p0i.La preuve q0 est sans coupure et prouve un s�equent sans formule conjonctive. Ou bien q0 est 
 ou bienelle a la forme !(x0; i00)q00 avec q00 =?j z7! q0j.Dans le premier cas, on en d�eduit que q f=) 
, puis Coupex(p; q) d=) 
, puis Coupex(p; q) f=) 
 et,en�n, Coupex(p; q) e=) 
, ce qui est le r�esultat attendu.Dans le second cas, de par la d�e�nition de e=), il existe q0 telle que q f=) !(x; i0)q0 et q0 e=) q00.De par la d�e�nition de f=) , plusieurs cas se pr�esentent.� S'il existe q00 tel que q f=)1 q00 et q00 f=) !(x; i0)q0 alors, on a aussi q00 e=) q0 mais de mani�ereplus courte que pour avoir q e=) q0. Il s'ensuit, par hypoth�ese d'induction, qu'il existe r tel queCoupex(p; q00) e=) r. La preuve sans coupure r doit avoir une forme !(t; k0)r0 et il doit exister r00 telleque Coupex(p; q00) f=) !(t; k0)r00 et r00 e=) r0. Mais q f=)1 q00 entraine aussiCoupex(p; q) f=)1 Coupex(p; q00)d'o�u Coupex(p; q) f=) !(t; k0)r00 puis Coupex(p; q) e=) r.� Si q d=) !(x0; i00)q0 et que x 6= x0 alors, posant q0 =?j z7! qj, on aCoupex(p; q) d=) !(x0; i00)?j z7! Coupex(p; qj)et donc Coupex(p; q) f=) !(x0; i00)?j z7! Coupex(p; qj). Mais q0 e=) q00 donc, pour chaque j, qj e=) q0jet les q0j sont plus petits que les qj. Donc, par hypoth�ese d'induction, on obtient l'existence de rjtelle que Coupex(p; qj) e=) rj. Il su�t alors de poser r =!(x0; i00)?j z7! rj pour pouvoir a�rmer queCoupex(p; q) e=) r.� Si q d=) !(x0; i00)q0 avec x = x0 et que q0 =?j z7! qj alors on a Coupey(p; q) f=)1 Coupex(?j z7!Coupex(p; qj); pi0). Mais, puisque les qj sont plus petits que q et que q0 e=) q00 entraine qj e=) q0j avecq0j sans coupure, on obtient, par hypoth�ese d'induction, l'existence de rj tel que Coupex(p; qj) e=) rj.En appliquant l'hypoth�ese d'induction pour ?j z7! Coupez(p; qj) et ?j z7! rj , et pour pi0 et p0i0 , puisquela formule de coupure, maintenant Ai0 , est plus petite, on obtient l'existence de r tel que Coupey(?j z7!Coupez(p; qj); pi0) e=) r.Un corollaire imm�ediat s'obtient en prenant pour p et q des preuves sans coupure.Proposition 7 Si p et q sont des preuves partielles et sans coupure respectivement de �1;�;^iAi et de�2;�;_iA?i , alors, il existe r partiel et sans coupure tel que Coupe(p; q) e=) r.Corollaire 2 Si p et q sont des preuves partielles et sans coupures respectivement de �1;�;^iAi et de�2;�;_iA?i , alors, il existe r sans coupure en tête tel que Coupe(p; q) f=) r. Autrement dit l'�eliminationfaible de tête de Coupe(p; q) termine en un nombre d'�etapes �ni.



96 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTEPreuve : De par la d�e�nition de e=).On peut aussi �etendre le r�esultat �a des preuves avec coupure.Proposition 8 Pour toute preuve partielle p, il existe une preuve partielle r sans coupure telle que p e=) r.Preuve : Par induction sur p.Si p a la forme ?j z7! pj ou !(x; j0)p0, on obtient le r�esultat par l'hypoth�ese d'induction.Si p a la forme Coupe(p1; p2) alors, par hypoth�ese d'induction, on a l'existence de r1 et r2 sans coupuretels que p1 e=) r1 et p2 e=) r2. On peut donc appliquer le lemme avec r1, r2, p1 et p2, ce qui fournit r sanscoupure tel que p e=) r.Corollaire 3 Si p est une preuve partielle alors la r�eduction faible de tête de p termine en un nombre �nid'�etapes.Corollaire 4 Si p est une preuve partielle du s�equent vide alors p f=) 
.Remarques : 1) Le lemme-cl�e de ces preuves est �a mettre �a l'actif de Coquand.2) Ces r�esultats, �a l'exception du corollaire 4, restent vrais si l'on consid�ere des preuves non partielles.3) Ces r�esultats sont aussi transposables �a d'autres proc�edures d'�elimination des coupures. Par exem-ple en autorisant des contractions non seulement sur les formules disjonctives mais aussi sur les formulesconjonctives, et en appliquant, par exemple, la technique dite des coupures crois�ees.4) Dans un cadre sans r�egle in�nitaire, on peut utiliser le r�esultat de Gonthier, L�evy et M�ellies [28]pour inf�erer �a partir de la preuve d'existence d'une forme normale (par exemple en �eliminant les coupuresselon une strat�egie de r�eduction de la coupure la plus interne d'abord) l'existence d'une r�eduction standardnormalisante, permettant de dire que l'�elimination des coupures selon une strat�egie de r�eduction de la coupurela plus externe d'abord termine.6.5 L'�equivalenceOn se propose de montrer, �etant donn�ee deux preuves partielles de Noviko� prouvant des formules dualesl'une de l'autre, que la r�eduction faible d'une coupure entre ces preuves suit les mêmes �etapes que le d�ebatentre ces preuves vues comme strat�egies partielles non-perdantes. En particulier, la r�eduction faible terminesi et seulement si le d�ebat termine.Les preuves de Noviko� n'�etant pas stables par �elimination des coupures en raison de redondances pou-vant apparâ�tre lors de la r�eduction, on les consid�ere comme des preuves \standard", i.e. avec d'�eventuellesredondances, et on applique les r�esultats des sections pr�ec�edentes sur l'�elimination des coupures. 1.Une cons�equence directe du corollaire 4 est le r�esultat suivant :Proposition 9 Soient p et q des preuves partielles de Noviko�, respectivement de ;^iAi et de _iA?i . Alorsla r�eduction faible de tête de Coupe(p; q) d�ebouche en un nombre �ni d'�etape sur 
.Une autre mani�ere de r�eduire la coupure entre p et q et d'appliquer la proc�edure d�e�nie par Coquand sousle nom de d�ebat qui consiste �a laisser jouer l'une contre l'autre p et q vues comme des strat�egies partiellesnon-perdantes. Nous montrons que les deux approches partagent les mêmes �etapes de calcul.1Une autre solution aurait �et�e d'introduire une r�egle de contraction des redondances (si �;A;A alors �; A) appliquable �achaque �etape de cr�eation potentielle d'une redondance (i.e. dans la r�egle de r�eduction R1). Cette r�egle, comme la r�egle decoupure aurait eu un aspect calculatoire et ses propres r�egles de r�eduction. Le monde des preuves de Noviko� aurait alors�et�e stable par �elimination des coupures et des contractions. Cette approche est celle suivie, par exemple, par Noviko� [46].Aurait-elle �evit�e le recours �a l'outil des noms ?



6.5. L'�EQUIVALENCE 976.5.1 Preuves bien agenc�eesOn �etudie ici la forme bien particuli�ere que les preuves apparaissant dans la trace d'une r�eduction faible ont.Soit p et q des preuves partielles sans coupures respectivement de �1;�;^iAi et de �2;�;_iA?i ;.Lorsqu'on regarde les �etapes successives de la r�eduction faible de tête de Coupe(p; q), il s'av�ere que toutesles preuves impliqu�ees dans la trace ont une structure non innocente. On les quali�era na��vement de preuves\bien agenc�ees".� une preuve partielle sans coupure est une preuve bien agenc�ee.� si (pj)j est une famille de preuves bien agenc�ees et si q est une preuve bien agenc�ee, alors Coupe(?j 7!pj; q) est une preuve bien agenc�eeAinsi, une preuve bien agenc�ee peut être vue comme un arbre dont les n�uds sont annot�es par des r�eglesde coupure et les feuilles par des preuves partielles sans coupures.Nous associons des occurrences aux n�uds et feuilles de l'arbre. L'occurrence de la racine de l'arbre estnot�ee �. Si un sous-arbre Coupe(?j 7! pj; q) a l'occurrence w alors pj a l'occurrence wj et q a l'occurrencew�, o�u � est un symbole sp�ecial introduit pour l'occasion. En particulier, on n'associe pas d'occurrence ausous-arbre direct gauche ?j 7! pj de la coupure mais seulement �a ses propres sous-arbres pj .On ordonne les occurrences de n�uds et feuilles par un ordre lexicographique not�e �. Au niveau des\lettres" de l'\alphabet", on pose i �L � quelque soit l'indice i et on n'ordonne pas les di��erents i entre eux.L'ordre � est ainsi partiel. On dit aussi que w est un pr�e�xe de w0 si w s'�ecrit w0w00 pour une certaine suitede \lettres" w00.A tout n�ud d'occurrence w dans p, on associe de mani�ere canonique une feuille Fw(p), seule feuille dontl'occurrence a la forme w�n. Autrement dit, la feuille d'occurrence Fw(p) est la feuille d'extrême-droite dusous-arbre situ�e au n�ud d'occurrence w. En particulier, la feuille F�(p) est la feuille la plus �a droite de p.R�eciproquement, toute feuille s'�ecrit de mani�ere unique sous la forme Fw(p) pour une certaine occurrence wne se terminant par �.On notera jFw(p)j le s�equent prouv�e par la preuve sans coupure situ�ee en la feuille d'occurrence Fw(p).On notera x 2 jFw(p)j pour dire que x est un nom utilis�e dans ce s�equent. Si l'occurrence associ�ee �a x faitr�ef�erence �a la sous-formule _j2JBj alors (x; i) pour i 2 I est un coup possible pour la preuve situ�ee en Fw(p)et on utilisera la même notation x; i0 2 jFw(p)j pour l'exprimer.Si x 2 jFw(p)j, on peut suivre la trace de x en remontant vers la racine, quitte �a ce que x change de nomen traversant les coupures (de par les fonctions de renommage). Il peut arriver trois sortes de destin�ees �a cenom x. Ou bien il traverse l'arbre et apparâ�t dans le s�equent prouv�e par la racine de l'arbre, ou bien il estcaptur�e par l'une des coupures rencontr�ees, ou alors, il est gel�e par une des coupures.On dit qu'un nom x 2 jFw(p)j apparâ�t sous le nom x0 �a l'occurrence w0 dans les cas suivants :� w0 = Fw(p) et x = x0� si x apparâ�t sous le nom x0 �a l'occurrence w0� tandis que le n�ud w0 a la forme Coupe(z;Y;�)(?i y7! pi; q)avec z 6= x0, alors x apparâ�t sous le nom �(x0) �a l'occurrence w0� si x apparâ�t sous le nom x0 �a l'occurrence w0i alors il apparâ�t sous le nom x0 �a l'occurrence w0On dit qu'un _-coup x; i0 2 jFw(p)j est captur�e �a l'occurrence w0 si on a les conditions suivantes :� x apparâ�t sous le nom x0 �a l'occurrence w0�� w0 d�esigne une coupure Coupex0 (p; q)Remarque : En ce cas, w0 est un pr�e�xe de w.On dit qu'un nom y 2 jFwi(p)j ou qu'un coup y; j0 2 jFwi(p)j est gel�e si le n�ud d'occurrence w a laforme Coupex(?i y07! pi; q) et si y apparâ�t sous le nom y0 en wi.



98 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTEVoici un r�esum�e sch�ematique des notions sur les preuves agenc�ees :
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coupuresdesuiteCoupex
Alors, un coup danssera captur�een wcette formule

C'est le seul s�equent dontaucun coup n'est gel�e
Si x0 de F�apparâ�t sous le nomx en w

Remarque : Si p est une preuve bien agenc�ee et que p f=)1 q alors q est construite �a partir de \morceaux"de p de telle sorte que q est bien agenc�ee. On d�e�nit une fonction de projection des n�uds et feuilles de qvers les n�uds et feuilles de p.Soit p une preuve bien agenc�ee telle que F�(p) =!(x; i0)?j 7! qj, que x; i0 soit captur�e en �n et quep f=)1 q. A toute occurrence de n�ud ou de feuille de q, �a l'exception de �n et des F�nj(q), on associe uneoccurrence dans p :1. T (�mw) = �mw pour m < n et w ne commen�cant pas par �



6.5. L'�EQUIVALENCE 992. T (�njw) = �nw3. T (�n+1w) = �ni0wRemarque : Si w a une forme telle que Fw(q) soit l'occurrence d'une feuille alors FT (w)(p) aussi.Lemme 7 Si F�(p) =!(x; i0)?j 7! qj, que x; i0 est captur�e en �n et que p f=)1 q, alors, on a� Fw(q) = FT (w)(p) si w 6= �nj� F�nj(q) = qjPreuve : Par construction de q �a partir de p.Soit Fw(p) une feuille de p. Tout coup x; i0 2 jFw(p)j est un coup jouable de Fw(p) �a la condition qu'ilne soit pas gel�e. On note Jw(p) l'ensemble des coups jouables de Fw(p).Lemme 8 Soit p une preuve bien agenc�ee telle que F�(p) =!(x; i0)?j z7! qj, que x; i0 soit captur�e en �n etque p f=)1 q. Soit w une occurrence dans q telle que Fw(q) ait un sens.1. Si x 2 jFT (w)(p)j apparâ�t sous le nom x0 en w0 alors x 2 jFw(q)j et il existe w00 tel que x 2 jFw(q)japparâ�t sous le nom x0 en w00 avec w0 = T (w00).2. Si x 2 jFT (w)(p)j est captur�e en w0 alors x est un nom de jFw(q)j et il existe w00 tel que x 2 jFw(q)jsoit captur�e en w00 avec w0 = T (w00).3. Si x 2 jFT (wk)(p)j est gel�e alors x est un nom gel�e de jFwk(q)j.4. Pour w 6= � et w 6= �nj, si t; k0 2 jFw(q)j alors t; k0 2 jFT (w)(p)j.5. Pour w 6= � et w 6= �nj, si c 2 Jw(q) alors c 2 JT (w)(p). Si c 2 J�nj(q) alors c 2 J�(p).6. Si, de plus, c, vu comme coup jouable dans p, est captur�e en w0, alors, il existe w00 tel que T (w00) = w0et c, vu cette fois comme joup jouable dans q, est captur�e en w00.Preuve : Le 1 s'obtient par induction sur la preuve d'apparition, tenant compte de la mani�ere de construireq �a partir de p et en particulier de la brisure de lin�earit�e de T en �nj et �n+1. Le 2 et le 3 s'ensuiventdirectement du 1. Le 4 s'obtient �a partir du lemme 7.Pour le 5, si c 2 Jw(q) alors c 2 jFw(q)j donc c 2 jFT (w)(p)j. Il n'est pas gel�e dans Fw(q) donc, si w 6= �nj,pas gel�e dans FT (w)(p) par le 3, et donc jouable. Si w = �nj alors, par construction, z est gel�e et les coupsde la forme z; k0 ne sont pas jouables. Autrement dit les coups jouables de F�nj(q) sont dans jF�(p)j. Maiscomme aucun des coups de ce dernier n'est gel�e, les coups jouables de F�nj(q) sont jouables dans F�.Le 6 vient du 2.6.5.2 Conformit�eDans la suite, par preuve de la trace, on sous-entend une preuve agenc�ee de la trace de la r�eduction faiblede la coupure entre deux preuves donn�ees de Noviko�.Soit p une preuve de la trace et Fw(p) une feuille de cette preuve. On note Pw(p) la position associ�ee �ala feuille Fw(p).Soit p une preuve de la trace et Fw(p) une feuille de cette preuve. Soit � = (f0; u0); :::; (fn; un) une partie�nie de position courante ln = um1 :::umn.On dit que p est conforme �a � en w si les conditions suivantes sont r�eunies :� Pw(p) = ln



100 CHAPITRE 6. D�EBAT ET �ELIMINATION FAIBLE DE TÊTE� pour tout x; i0 2 Jw(p), tel que x d�esigne umk , on a x captur�e en un n�ud d'occurrence w0 et, en plus,p conforme �a �jmk�1; (mk; umki0) en w0i0 (par convention, si mk = 0, �jmk�1 d�esigne la partie vide)Si p est conforme �a � en la racine, on dit simplement que p est conforme �a �.Lemme 9 Soit rn un �el�ement de la trace r0; :::; rn; r de la r�eduction faible de Coupe(p; q). Alors, interpr�etantp et q comme des strat�egies partielles non perdantes, si n est pair on a q(P�(rn)) = C�(rn), et si n est impair,on a p(P�(rn)) = C�(rn).Preuve : De par la construction de l'isomorphisme entre preuves de Noviko� et strat�egies partielles nonperdantes.Pour les lemmes suivants, p est une preuve de la trace telle que F�(p) ait la forme !(x; i0)?j 7! qj, queC(F�(p)) = x; i0 soit captur�e en un n�ud �n et telle que p f=)1 q. La suite � = (f0; u0); :::; (fn; un) est unepartie �nie et Fw(q) une feuille dans q telle que p soit conforme en T (w) �a � et que x fasse r�ef�erence �a um.Lemme 10 Si Fw(q) � �n alors q est conforme �a � en w.Preuve : Par induction sur la preuve de conformit�e de p en T (w). Puisque, par le lemme 7, Fw(q) =FT (w)(p), on a, par conformit�e de p en T (w), Fw(q) = ln. Soit maintenant z; k0 2 Jw(q) tel que z fasser�ef�erence �a uf . Par conformit�e de p, ce coup, vu comme coup de JT (w)(p) est captur�e en une occurrence w0.Par le lemme 8, il existe w00 tel que c, vu comme coup de Jw(q) soit captur�e en w00 avec T (w00) = w0. Or,par d�e�nition de la conformit�e, p est conforme en w0k0 �a �jf�1; (f; ufk0).Puisque w00 est un pr�e�xe de w, on a Fw00k0(q) � �n. On peut donc appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrencepour conclure que q est conforme �a �jf�1; (f; ufk0) en w00k0.On en d�eduit que q est conforme �a � en w.Lemme 11 Si �nji � Fw(q) � F�nji(q) pour un certain i et un certain j, alors q est conforme �a � aussien w.Preuve : La preuve est identique sauf que maintenant, soit Fw00k0(q) � �n auquel cas le lemme pr�ec�edents'applique pour donner que q est conforme �a �jf�1; (f; ufk0) en w00k0, soit �nji � Fw00k0(q) auquel cas, parinduction, on a aussi q conforme �a �jf�1; (f; ufk0) en w00k0.On en d�eduit que q est conforme �a � en w.Lemme 12 Si F�nji(q) � Fw(q) � F�nj pour tout i et un certain j, alors q est conforme �a � en w.Preuve : La preuve est aussi identique sauf que maintenant, ou bien Fw00k0(q) � �n auquel cas le lemme 10s'applique, ou bien w00 = �njk0 (i.e. \k" est un \i"), auquel cas le lemme 11 s'applique, ou alors F�nji(q) �Fw00k0(q) � F�nj auquel cas, par induction, q est conforme �a �jf�1; (f; ufk0) en w00k0.On en d�eduit que q est conforme �a � en w.Lemme 13 Si w = �nj pour un certain j, alors q est conforme �a �; (m;um) en w.Preuve : La preuve est identique �a celle du lemme 12 sauf qu'on n'a pas Fw(q) = FT (w)(p) mais Fw(q) = qj.Mais la position de qj est pr�ecis�ement �; (m;um) d'o�u le r�esultat.Lemme 14 Si F�nj(q) � Fw(q) � F� pour tout j, alors q est conforme �a � en w.Preuve : Maintenant, ou bien Fw00k0(q) � �n auquel cas le lemme 10 s'applique, ou bien F�nj(q) �Fw00k0(q) � F� auquel cas, par induction, q est conforme �a �jf�1; (f; ufk0) en w00k0.Le cas w00 = �n n'est pas possible car T (w00) = w0 et w00 n'est pas dans le domaine de d�e�nition de T .On en d�eduit que q est conforme �a � en w.Proposition 10 Soit p une preuve de la trace conforme �a une partie � = (f0; u0); :::; (fn; un). On supposeque C(F�(p)) = (x; i0), que x d�esigne uf et que p f=)1 q. Alors q est conforme �a �; (f; uf i0).



6.5. L'�EQUIVALENCE 101Preuve : On d�esigne par w le n�ud en lequel le coup x; i0 est captur�e. Par la conformit�e de p, on sait quePwi0(p) = lf�1(uf i0). Or P�(q) = Pwi0(p) tandis que ln+1 = lf�1(uf i0). On a donc P�(q) = ln+1.Soit maintenant z; k0 un coup jouable de F�(q). Il y a deux cas �a consid�erer.La premi�ere hypoth�ese est que z; k0 �etait d�ej�a jouable dans Pwi0(p), c'est-�a-dire que z ne d�esigne pas uf i0mais un certain um. En ce cas, par conformit�e de p, ce nom z est captur�e en un n�ud w0. Par le lemme 8,il existe donc w00 tel que T (w00) = w0 et z 2 jF�(q)j est captur�e en w00. Puisque w00 est un pr�e�xe de F�(q),il est constitu�e uniquement de � et donc, w00k0 rentre dans l'une des cat�egorie des lemmes 10 ou 13. On adonc la conformit�e de q �a �jm�1; (m;um) en w00k0.Dans le second cas, z est le nom de uf i0 et �etait gel�e dans Pwi0(p). C'est donc w qui capture le coupz; k0. D'autre part ce _-coup correspond au J-coup (n+1; uf i0k0) et il s'agit de montrer que q est conforme�a �; (n + 1; ufi0k0) en wk0. Or, par le lemme 13 (le \k0" est en fait un j), on obtient que q est conforme �a� en wk0.Pour tous les coups jouables, on obtient la conformit�e de q en l'endroit de capture. On en d�eduit laconformit�e de q �a �.Th�eor�eme 3 (Correspondance entre r�eduction faible et d�ebat)Soient p et q des preuves partielles de Noviko� respectivement de ;^iAi et de _iA?i . Si r0; :::; rn; r est latrace de Coupe(p; q) f=) r et si (f0; u0); :::; (fn0; un0) est le d�ebat entre p et q, vus comme des strat�egiespartielles non perdantes, alors, pour tout m � n, C(F�(rm)) est d�e�ni si et seulement si um est d�e�ni et,lorsque d�e�nis, Occ(C(F�(rm))) = um. En particulier n = n0.Preuve : Parce que Coupe(p; q) est conforme �a <> et par la proposition 10.Remarque : On obtient par ce r�esultat, conjointement au r�esultat de terminaison de l'�elimination faiblede tête des coupures, une preuve de terminaison du d�ebat. Cette preuve di��ere de la premi�ere preuve deCoquand (dans la premi�ere version de [9]) en ce qu'elle est constructive et repose sur la bonne fondaisondes formules. La preuve de Coquand, en revanche, utilise un argument de logique classique mais fonctionneaussi avec des formules non bien fond�ees.
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ConclusionLa correspondance de Curry-Howard mettait en relation la logique combinatoire avec les syst�emes logiques detype axiomatique ainsi que le �-calcul avec la d�eduction naturelle. Nous pensons, avec le �-calcul et LJT, avoirl'extension directe de cette correspondance dans le cadre de la structure de calcul de s�equents (l'adaptationau cas classique via le �-calcul et le calcul LKT ne posant pas de probl�emes). De plus, nous obtenons avecle �-calcul un ra�nement strict du �-calcul usuel au même titre que le �-calcul est un ra�nement strict dela logique combinatoire : tout terme du �-calcul peut se coder dans le �-calcul de telle mani�ere que toute�-r�eduction se traduise par une suite de r�eductions dans le �-calcul. Cependant, pour a�rmer cela, il fautconsid�erer le syst�eme de r�eduction enrichi d�ecrit dans la remarque de la section 2.7, syst�eme pour lequel laterminaison forte reste une conjecture.En d�epit de ce r�esultat sur LJT et LKT, nous ne pr�etendons pas que le calcul des s�equents doive se glisserdans le même moule fonctionnel que la d�eduction naturelle et ainsi se limiter aux calculs LJT et LKT. Aucontraire, la constatation des nombreuses versions de \calcul des s�equents" sugg�ere que celui-ci r�ef�ere plus�a une structure de syst�eme logique caract�eris�ee par la pr�esence uniquement de r�egles d'introduction qu'�a unsyst�eme bien particulier.Et autant l'extension de la correspondance de Curry-Howard au calcul des s�equents semble imposer deconsid�erer LJT et LKT, autant l'interpr�etation au travers d'un regard \th�eorie des jeux" semble être propre�a la structure de calcul des s�equents et non �a un calcul bien particulier.Même si nous n'avons �etudi�e que les exemples de LJQ et LKQ, pour leur correspondance avec les E-dialogues de Lorenzen, et du calcul de Noviko� pour l'int�erêt que Coquand lui a port�e, cette interpr�etationreste faisable dans la plupart des variantes de calcul des s�equents. Nous imaginons aussi pouvoir transcrirel'analogue du d�ebat en calcul de Noviko� dans n'importe quel calcul des s�equents ad�equat.Il est remarquable aussi que les jeux associ�es aux calculs des s�equents sont plus simples lorsqu'on consid�erele cas classique que lorsqu'on se restreint aux cas minimal ou intuitionniste.La question se pose aussi de savoir s'il su�t de consid�erer des jeux asym�etriques de type E-dialogueou bien s'il vaut la peine d'introduire des notions sym�etriques de jeux, typiquement des jeux dont le d�ebatconstituerait une partie. Une telle approche est par exemple prise par Abramsky et al [1] et Hyland et al [33].Cette th�ese, �a la fois, apporte des r�eponses avec LJT et LKT, et des interrogations avec les interpr�etationsen termes de jeux.Le calcul des s�equents avait jusqu'alors une place ambigu�e en informatique. Utilis�e dans le domaine dela recherche automatique de preuves en raison de ses propri�et�es m�etamath�ematiques (propri�et�e de la sous-formule), il �etait peu utilis�e pour la formalisation du raisonnement, n'ayant ni un aspect calculatoire clair,ni l'aspect \naturel" de la d�eduction naturelle.Ce qu'apporte cette th�ese, c'est que LJT et LKT, tout en b�en�e�ciant des propri�et�es m�etamath�ematiquesdu calcul des s�equents, int�egrent aussi les propri�et�es calculatoires de la d�eduction naturelle. De plus, les �-calculs associ�es �a LJT et LKT sont proches des machines �a environnement (pr�esence d'une op�eration explicitede substitution, analogie entre liste d'arguments et pile d'arguments). Ne sont-ce pas des caract�eristiquesqui destinent LJT ou LKT a être le formalisme interne des impl�ementations de syst�emes formels ?Quelle place faut-il accorder �a l'approche de la prouvabilit�e en termes de jeux ? Y a-t-il plus qu'uneinterpr�etation calculatoire de telle ou telle version de calcul des s�equents par telle ou telle notion de jeux adhoc ? Les jeux apportent-ils une intuition nouvelle sur la prouvabilit�e ?103



104Peut-on esp�erer, se r�ef�erant �a une �etude comme celle de Moschovakis [44] qui recourt aux jeux pourmod�eliser des programmes interactifs, une extension de l'analogie entre preuves et programmes �a des objetsinformatiques plus complexes tels les programmes interactifs ?



AnnexeElimination des coupures en calcul de Noviko�Nous donnons un exemple de r�ealisation en langage ML (pr�ecis�ement en Caml-Light) des proc�edures der�eduction faible de tête des coupures et de la proc�edure d'�elimination des coupures suivant la strat�egie der�eduction de la coupure la plus externe d'abord.La repr�esentation des preuves/termesOn prend comme ensemble de noms, l'ensemble des objets ML de type string.type nom == string;;On construit, �a partir du nom x, un nouveau nom F(X,x) n'appartenant pas �a X en consid�erant le nom"x" et, le cas �ech�eant, "x'", etc...let rec est_pr�esent x = function[] -> false| y::l -> x=y or (est_pr�esent x l);;let F (noms,x) = essaie (x^"#")where rec essaie x = if (est_pr�esent x noms) then essaie (x^"#") else x;;On consid�ere les fonctions de renommages comme des listes de couples (ant�ec�edent,image).type renommage == (nom * nom) list;; (* fonction de renommage �a domaine fini *)let sigma_vide = [];;let ajoute (x',x) sigma = (x',x)::sigma;;let associe x sigma = cherche sigmawhere rec cherche = function[] -> x| (y,y')::l -> if x=y then y' else cherche l;;On appelle annotations les informations servant �a la gestion des noms dans la r�egle de coupure.type annotation == nom * nom list * renommage;;A d�efaut d'avoir, en ML, un typage d'ordre sup�erieur, on admet que toutes les disjonctions et conjonctionspartagent le même ensemble index d'indexation. Cependant la structure des �el�ements de index exprimera lanature de l'ensemble d'indexation. Par exemple, les membres d'une disjonction ou d'une conjonction binaireseront index�es par les index B true et B false. Ceux d'une disjonction ou d'une conjonction ternaire parD Gauche, D Milieu et D Droite. Les membres d'une quanti�cation sur un entier seront index�es par les105



106index de la forme E n o�u n est un entier. Les membres d'une quanti�cation sur un triplet (le cas arrive dansl'exemple ci-dessous) seront index�es par des index de la forme T ... , etc.D'autre part, un atome vrai, membre d'une formule conjonctive, sera consid�er�e comme la disjonctionunaire de la formule vraie (ceci a�n de respecter l'alternance disjonctif/conjonctif). C'est le rôle de l'index S(S comme singleton).En�n, l'index O (comme \ensemble vide") est l�a pour d�e�nir la proposition \1". Cet index ne devrajamais apparâ�tre dans une r�egle d'introduction du _ (car il exprimerait alors jouer dans l'atome \0").type ternaire = Gauche | Milieu | Droite;;type index =E of int| B of bool| D of ternaire| T of index * index * index| S| O;;type preuve =OU_INTRO of nom * index * preuve| ET_INTRO of index -> (nom * preuve)| COUPE of annotation * preuve * preuve| INDETERMINE;;Remarque : Parmi les objets de type preuve, auront seuls du sens ceux correspondant �a des preuves v�eri�antles contraintes | non explicites | impos�ees par les s�equents.La r�eduction faible de têtelet rec faible p =match p withCOUPE((x,X,sigma), p, q) ->beginmatch faible q withOU_INTRO(x',i0,ET_INTRO (zq))-> let zq' j =let (z,q_de_j) = zq j inlet z' = F(X,z) inlet annot' = (x, z'::X, ajoute (z,z') sigma) in(z',COUPE(annot', p, q_de_j)) inlet p' = ET_INTRO (zq') inif x=x' then match p withET_INTRO(yp) ->let (y,p_de_i0) = yp i0 inlet annot'' = (y, X, sigma_vide) infaible (COUPE(annot'',p', p_de_i0))| _ -> failwith "Preuve mal construite"elseOU_INTRO(associe x' sigma,i0,p')| INDETERMINE -> INDETERMINE| _ -> failwith "Preuve mal construite"end| _ -> p;;



107Elimination des coupures en suivant la strat�egie de r�eduction de la coupure la plus externed'abordlet rec externe p =match (faible p) withOU_INTRO (x,i0,p') -> OU_INTRO(x,i0,externe p')| ET_INTRO (zp) -> ET_INTRO(fun j -> (fst (zp j),externe (snd (zp j))))| INDETERMINE -> INDETERMINE| _ -> failwith "Anomalie";;Un exemple concret :On consid�ere une preuve de l'�enonc�e suivant : dans toute suite f de 0 et de 1, il existe au moins 2 termes�egaux. La preuve est obtenue par coupure entre un lemme classique a�rmant que dans la suite, il y a unein�nit�e de 1 ou une in�nit�e de 0, et un lemme interm�ediaire a�rmant l'existence de 2 termes identiques �apartir de l'existence d'une in�nit�e de termes identiques.Le lemme classiqueOn pose Ai(p; q) pour p � q ^ f(q) = i avec i = 0 ou i = 1. La proposition 8pi9qiAi(pi; qi) (o�u 8 et 9d�esignent ici des conjonctions et disjonctions in�nies) exprime l'existence d'une in�nit�e de termes de f �egaux�a i.Plusieurs preuves du lemme classique sont possibles. On en propose une dont la traduction dans le calculde Noviko� est la suivante (m est le maximum de p0 et p1) :26666666666666642666666664; p1 � m Axp1 � m; I9 ; p0 � m Axp0 � m; I9 ; f(m) = f(m) Axf(m) = 1; f(m) = 0; I9f(m) = 1; p0 � m ^ f(m) = 0 I89q0A0(p0; q0); f(m) = 1; I99q0A0(p0; q0); p1 � m ^ f(m) = 1 I89q1A1(p1; q1); 9q0A0(p0; q0); I93777777775p09q1A1(p1; q1); 8p09q0A0(p0; q0) I88p09q0A0(p0; q0); 9q1A1(p1; q1); I9 3777777777777775p18p09q0A0(p0; q0); 8p19q1A1(p1; q1) I8(8p09q0A0(p0; q0)) _ (8p19q1A1(p1; q1)); I9L'id�ee de la preuve est de \jouer sur deux tableaux" en essayant simultan�ement de trouver un q0 > p0 telque f(q0) = 0 et un q1 > p1 tel que f(q1) = 1. Pour cela prendre q0 = q1 = max(p0; p1) est un bon candidat.Pour cette valeur, au moins un des deux côt�es de la disjonction A0(p0;m) _A1(p1;m) est vrai.Remarques : 1) On s'est content�e de ne faire �gurer les formules provenant d'un a�aiblissement qu'aumoment o�u elles deviennent n�ecessaires �a la preuve.2) Puisque le langage consid�er�e n'a que des axiomes d�etermin�es, il faut entendre la preuve ci-dessuscomme d�ependante de f : la d�ependance a lieu dans la r�egle I9 pr�ec�edant l'axiome ; f(m) = f(m) (c'est lemembre vrai qui est choisi).La preuve, traduite dans les structures ML pr�ec�edentes, est celle-ci :let prefix ! = OU_INTROand prefix ? = ET_INTRO;;let Axiome = ? (fun O -> ("bidon",failwith "Pas de pr�emisse �a un axiome"));;



108let max (q0,q1) =if q1 > q0 then q1 else q0;;let lemme_classique f =! ("inf0_ou_inf1", B true,? (fun (E p0) -> ("inf0(p0)",! ("inf0_ou_inf1", B false,? (fun (E p1) -> ("inf1(p1)",let m = max(p0,p1) in! ("inf0(p0)", E m,? (fun(B true) -> ("m>p0",! ("m>p0",S,Axiome))| (B false) -> ("f(m)=0",! ("inf1(p1)", E m,? (fun(B true) -> ("m>p1",! ("m>p1",S,Axiome))| (B false) -> ("f(m)=1",if f(m)=0then ! ("f(m)=0", E m, Axiome)else ! ("f(m)=1", E m, Axiome)))))))))))));;Le lemme interm�ediairePosons B = 9a;b;i(a<b) ^ (f(a) = i) ^ (f(b) = i).La proposition B exprime l'existence de deux termes identiques dans f .La n�egation du pr�edicat A s'�ecrit A?i (p; q) = (q < p _ f(q) 6= i).Ci-dessous, \*" est soit \<", soit \�", selon la valeur de v�erit�e de qi<q0i.266666666664266664 ; qi �? q0i Axq0i<qi+1 _ f(q0i) 6= i; qi<q0i; I9 ; f(qi) = f(qi) Axqi<0_ f(qi) 6= i; f(qi) = i; I9 ; f(q0i) = f(q0i) Axq0i<qi+1 _ f(q0i) 6= i; f(q0i) = i; I9(qi<0 _ f(qi) 6= i); (q0i<qi+1 _ f(q0i) 6= i); (qi<q0i) ^ (f(qi) = i) ^ (f(q0i) = i) I8B; (qi<0 _ f(qi) 6= i); (q0i<qi+1 _ f(q0i) 6= i); I9377775q0iB; (qi<0 _ f(qi) 6= i); 8q0iA?i (qi+1; q0i) I89p0i8q0iA?i (p0i; q0i); B; (qi<0 _ f(qi) 6= i); I9 377777777775qi9p0i8q0iA?i (p0i; q0i); B; 8qiA?(0; qi) I89pi8qiA?i (pi; qi); B; I9La formule 9pi8qiA?i (pi; qi) exprime l'hypoth�ese d'une in�nit�e de termes valant i (c'est-�a-dire qu'apr�estout pi, il y a un qi tel que f(qi) = i).L'id�ee de la preuve est alors de donner la valeur 0 �a pi dans l'attente d'un tel qi � 0 v�eri�ant f(qi) = i,puis de recommencer le même proc�ed�e en donnant la valeur qi+1 �a pi dans l'attente d'un nouveau q0i � qi+1tel que f(q0i) = i.En exhibant le triplet (qi; q0i; i), on est sur le point de prouver le lemme. Ou bien les qi et q0i obtenussatisfont ce que l'on attend d'eux auquel cas les conditions de la v�erit�e de B sont r�eunies, ou alors, on r�efutel'hypoth�ese que qi et q0i �etaient \corrects".A cette preuve correspond le codage suivant en ML :



109let lemme_interm�ediaire f i =! ("~inf", E 0,? (fun (E q) -> ("~A(0,q)",! ("~inf", E (q+1),? (fun (E q') -> ("~A(p+1,q')",! ("bin", T (E q,E q',E i),? (fun(D Gauche) -> ("q'>q",if (q'>q)then ! ("q'>q" , S, Axiome)else ! ("~A(p+1,q')", B true, Axiome))| (D Milieu) -> ("f(q)=i",if f(q)=ithen ! ("f(q)=i" , S , Axiome)else ! ("~A(0,q)", B false, Axiome))| (D Droite) -> ("f(q')=i",if f(q')=ithen ! ("f(q')=i" , S , Axiome)else ! ("~A(p+1,q')", B false, Axiome))))))))));;La coupure entre les lemmeslemme interm�ediairepour 0....B; 9p08q0A?0 (p0; q0); lemme interm�ediairepour 1....B; 9p18q1A?1 (p1; q1);B; (9p08q0A?0 (p0; q0)) ^ (9p18q1A?1 (p1; q1)) I8 lemme classique....(8p09q0A0(p0; q0)) _ (8p19q1A1(p1; q1);B CoupeLa repr�esentation de cette coupure dans notre application ML est :let coupure f =COUPE (("inf0_ou_inf1",["inf0_ou_inf1";"bin"],[]),? (fun(B true) -> ("~inf",lemme_interm�ediaire f 0)| (B false) -> ("~inf",lemme_interm�ediaire f 1)),lemme_classique f);;L'�elimination de la coupureSur deux exemples de suites, on obtient les r�esultats suivants :let f1 n = n mod 2;;let f2 n = (n + 1) mod 2;;#externe (coupure f1);;- : preuve = OU_INTRO ("bin", D (E 0, E 2, E 0), ET_INTRO <fun>)#externe (coupure f2);;- : preuve = OU_INTRO ("bin", D (E 1, E 3, E 0), ET_INTRO <fun>)Et si l'on analyse ce qui se cache derri�ere le <fun>, on trouve, dans les deux cas :



110fun D Gauche -> ("q'>q###" , OU_INTRO ("q'>q###" , S, Axiome))| D Milieu -> ("f(q)=i###" , OU_INTRO ("f(q)=i###" , S, Axiome))| D Droite -> ("f(q')=i###", OU_INTRO ("f(q')=i###", S, Axiome))Remarque : On retrouve ici un aspect clef de cette preuve : f1 et f2 sont sym�etriques l'une de l'autre par�echange entre les \0" et les \1", mais les r�esultats de l'ex�ecution de la proc�edure externe de le sont pas (cf�a ce sujet [9, 10]).



111D�ebat entre preuves vues comme strat�egies gagnantesLa repr�esentation des strat�egiesComme pr�ec�edemment, c'est le type index qui servira �a indexer les conjonctions et les disjonctions.Les occurrences de sous-formules dans une formule sont des listes d'indices et les positions sont deslistes d'occurrences. Non exprim�ees par le typage, les propri�et�es qu'une position doit v�eri�er sont suppos�eescontrol�ees de mani�ere externe.type occurrence == index list;;type position == occurrence list;;Par commodit�e, puisque �(u1:::un) est l'extension directe uki d'un seul des uk, on exprime �(u1:::un) parle couple (k; i).De plus, plutôt que de se restreindre �a des preuves partielles s'a�rontant sur des formules duales l'unede l'autre, on consid�ere aussi des preuves qui, au bout d'un certain temps, quittent le d�ebat autour de laformule de coupure pour jouer un coup dans une formule autre que la formule de coupure. C'est le rôle duconstructeur QUITTE.type coup =REPOND of int * index| QUITTE of nom * index| INDEFINI;;type strat�egie == position -> coup;;Une partie est une suite de coups justi��es, c'est-�a-dire une suite constitu�ee de paires (f; u) o�u f estune r�ef�erence �a un coup pr�ec�edent et u une r�ef�erence �a une sous-formule de la formule disput�ee. On laisseimplicite la contrainte qu'une partie est non vide.type partie == (int * occurrence) list;;Pour k < n, cette fonction retourne les couples (f0; u0):::(fk; uk) d'une partie (f0; u0):::(fn; un).let restreint partie k =let rec d�ebut segment_initial k partie =if k=0 then segment_initialelse match partie with[] -> []| a::reste -> d�ebut (a::segment_initial) (k-1) resteinmatch (rev partie) withc::reste -> d�ebut [c] k reste| [] -> failwith "Anomalie";;Ici, on extrait d'une partie la position courante. On garde m�emoire de l'indice de chaque coup dans lapartie.let rec position_index�ee partie =let n = (list_length partie) - 1 inmatch partie with(f,occ)::reste-> if f=0 then [(n,occ)]else (position_index�ee (restreint reste (f-1)))@[(n,occ)]| [] -> failwith "Anomalie";;



112La fonction position oublie les indices associ�es aux occurrences de la position courante.let position pos_ind = map snd pos_ind;;Ici, on calcule le nouveau coup jou�e en fonction des coups d�ej�a jou�es (partie) et du joueur dont c'est letour de jouer (joueur). Si le joueur s'arrête de jouer, une exception Termin�e est lev�ee.exception Termin�e of partie * coup;;let rec n_i�eme k = functiona::l -> if k=1 then a else (n_i�eme (k-1) l)| [] -> failwith "R�ef�erence incorrecte";;let ajoute_coup (joueur:strat�egie) (partie:partie) =let pi = position_index�ee partie inlet r�eponse = joueur (position pi) inmatch r�eponse withREPOND (k,i) -> let (f,ancien_coup) = n_i�eme k pi inlet nouveau_couple = (f,i::ancien_coup) innouveau_couple::partie| _ -> raise (Termin�e (rev partie,r�eponse));;Le d�ebat fait alterner les coups de phi et psi.let d�ebat (phi:strat�egie) (psi:strat�egie) =let rec phi_joue partie = psi_joue (ajoute_coup phi partie)and psi_joue partie = phi_joue (ajoute_coup psi partie)inlet partie_initiale = [(0,[])] intry phi_joue partie_initialewith Termin�e (partie,r�eponse) -> (partie,r�eponse);;La traduction d'une preuve en une strat�egieLa traduction passe par l'association d'un n�ud de la preuve �a toute position bien d�e�nie.let ordre x = ordre_rec 1where rec ordre_rec n = function[] -> failwith "Nom incorrect"| y::l -> if x=y then n else ordre_rec (n+1) l;;let rec noeud l = function(occ::pos,OU_INTRO (x,i,ET_INTRO (zq))) -> let j = hd occ inlet (z,q_de_j) = zq j innoeud (l@[z]) (pos,q_de_j)| ([],OU_INTRO (x,i,_)) -> (try REPOND (ordre x l,i) with _ -> QUITTE (i,x))| (_,INDETERMINE) -> INDEFINI| (_,COUPE _) -> failwith "Preuve non normale"| _ -> failwith "Preuve mal construite";;



113let strat�egie p =fun [] -> failwith "Ce n'est pas une position correcte"| (occ::pos) -> match p withOU_INTRO (x,_,_) -> noeud [x] (pos,p)| ET_INTRO (zp) -> let i = hd occ inlet (z,p_de_i) = zp i innoeud [z] (pos,p_de_i);;ExempleOn reprend l'exemple pr�ec�edent de l'existence de deux termes identiques dans une suite de 0 et de 1. Led�ebat se d�eroule entre une strat�egie gagnante pour le lemme classique 8p09q0A0(p0; q0))_ (8p19q1A1(p1; q1))et une strat�egie gagnante pour la paire des lemmes interm�ediaires (9p08q0A?0 (p0; q0)^9p08q0A?i (p0; q0)); B.On consid�ere des versions simpli��ees des preuves pr�ec�edentes de telle sorte qu'un coup dans B signi�e la �nde la partie. Pour cela on prend B, comme une simple disjonction de formules vraies :let lemme_classique f =! ("inf0_ou_inf1", B true,ET_INTRO (fun (E q0) -> ("inf0(q0)",! ("inf0_ou_inf1", B false,? (fun (E q1) -> ("inf1(q1)",let m = max(q0,q1) inif f(m)=0 then ! ("inf0(q0)", E m, Axiome)else ! ("inf1(q1)", E m, Axiome)))))));;let lemme_interm�ediaire f i =! ("~inf", E 0,? (fun (E q) -> ("~inf(0)(q)",! ("~inf", E (q+1),? (fun (E q') -> ("~inf(q+1)(q')",! ("bin", T (E q,E q',E i), Axiome)))))));;let produit_lemmes_interm�ediaires f =? (fun(B true) -> ("~inf",lemme_interm�ediaire f 0)| (B false) -> ("~inf",lemme_interm�ediaire f 1));;let phi f = strat�egie (lemme_classique f);;let psi f = strat�egie (produit_lemmes_interm�ediaires f);;A titre indicatif, on donne quelques valeurs de phi f1 et psi f1 :#phi f1 [[]];;- : coup = REPOND (1, B true)#phi f1 [[];[E 3;B true]];;- : coup = REPOND (1, B false)#phi f1 [[];[E 3;B true];[E 4;B false]];;- : coup = REPOND (2, E 4))#phi f1 [[];[E 3;B true];[E 5;B false]];;- : coup = REPOND (3, E 5))#psi f1 [[B true]];;



114- : coup = REPOND (1, E 0)#psi f1 [[B true];[E 4;B true]];;- : coup = REPOND (1, E 5)#psi f1 [[B true];[E 4;B true];[E 7;B true]];;- : coup = QUITTE (T (E 4, E 7, E 0))Le d�ebat est bien correct :#d�ebat (phi f1) (psi f1);;- : partie * coup =[0, []; 0, [B true]; 1, [E 0; B true]; 0, [B false]; 3, [E 0; B false];2, [E 0; E 0; B true]; 1, [E 1; B true]; 0, [B false]; 7, [E 0; B false];8, [E 1; E 0; B false]; 7, [E 2; B false]; 6, [E 2; E 1; B true]],QUITTE ("bin", T (E 0, E 2, E 0))#d�ebat (phi f2) (psi f2);;- : partie * coup =[0, []; 0, [B true]; 1, [E 0; B true]; 0, [B false]; 3, [E 0; B false];4, [E 0; E 0; B false]; 3, [E 1; B false]; 2, [E 1; E 0; B true];1, [E 2; B true]; 0, [B false]; 9, [E 0; B false]; 10, [E 2; E 0; B false];9, [E 3; B false]; 8, [E 3; E 2; B true]],QUITTE ("bin", T (E 1, E 3, E 0))Remarque : Au niveau des calculs, il y a moyen de faire des simpli�cations. Notamment, il est inutile degarder l'information des occurrences. Seule l'information du dernier index constituant de l'occurrence su�tau bon d�eroulement du calcul.



115Normalisation en �-calculUne proc�edure de normalisationOn transcrit en ML la proc�edure de mise en forme normale du �-calcul (ici, c'est la strat�egie de r�eductionpropre du ML consid�er�e qui d�etermine la strat�egie de normalisation des �-expressions ; en l'occurrence, avecCaml-Light, langage qui est adopt�e ici, la normalisation se fera par r�eduction des r�edex les plus internesd'abord).On choisit comme variables des châ�nes de caract�eres et on se donne le moyen d'engendrer de nouvellesvariables en les \primant".type variable == string;;let prime y = y^"'";;La syntaxe des �-termes met en jeu termes et listes de termes.type lb_terme =Appx of variable * lb_liste_terme| Abs of variable * lb_terme| Appt of lb_terme * lb_liste_terme| Subt of lb_terme * variable * lb_termeand lb_liste_terme =Vide| Cons of lb_terme * lb_liste_terme| Conc of lb_liste_terme * lb_liste_terme| Subl of lb_liste_terme * variable * lb_terme;;On se donne des proc�edures de renommage des variables li�ees.let rec nouveau y l =if mem y l then nouveau (prime y) lelse y;;let rec renomme_terme l y y' = functionAppx (x,lt) ->if x=y then Appx (y',renomme_liste_terme l y y' lt)else Appx (x,renomme_liste_terme l y y' lt)| Abs (x,t) ->let x' = nouveau x (y::l) inlet t' = if x=x' then t else renomme_terme (y::l) x x' t inAbs (x', renomme_terme (x'::l) y y' t')| _ -> failwith"Anomalie : terme non normal"and renomme_liste_terme l y y' = functionCons (t,lt) -> Cons (renomme_terme l y y' t, renomme_liste_terme l y y' lt)| Vide -> Vide| _ -> failwith"Anomalie : liste de termes non normale";;On donne les proc�edures de r�eduction des di��erents types de r�edex. Chaque constructeur de r�edex prenden compte un argument suppl�ementaire consistant en une liste de variables cens�ee englober toutes les variableslibres des arguments consid�er�es (typiquement, dans le cadre simplement typ�e, cette liste est la liste des nomsdans le \�" du jugement �;� ` A). Ceci constitue une solution \propre" au probl�eme d'�-conversion et decon
uence en pr�esence d'�-conversion.



116let rec appt l (t,lt) =match t withAppx (x,lt') -> Appx (x,conc l (lt', lt))| Abs (x,t') ->beginmatch lt withVide -> t| Cons (u,lt') -> appt l (subt (x::l) (t', x, u), lt')| _ -> failwith"Anomalie : terme non normal"end| _ -> failwith"Anomalie : terme non normal"and subt l (t,x,u) =match t withAppx (y,lt) ->if x=y thenappt l (u, subl l (lt,x,u))elseAppx (y, subl l (lt,x,u))| Abs (y,t') ->let y' = nouveau y l inlet t'' = if y=y' then t' else renomme_terme l y y' t' inAbs (y', subt (y'::l) (t'',x,u))| _ -> failwith"Anomalie : terme non normal"and conc l (lt,lt') =match lt withCons (t,lt'') -> Cons (t, conc l (lt'', lt'))| Vide -> lt'| _ -> failwith"Anomalie : liste de termes non normale"and subl l (lt,x,u) =match lt withCons (t,lt') -> Cons (subt l (t, x, u), subl l (lt',x,u))| Vide -> Vide| _ -> failwith"Anomalie : liste de termes non normale";;let rec terme_normal l = functionAppx (x,lt) -> Appx (x, liste_terme_normal l lt)| Abs (x,t) -> Abs (x, terme_normal (x::l) t)| Appt (t,lt) -> appt l (terme_normal l t, liste_terme_normal l lt)| Subt (t,x,u) -> subt l (terme_normal (x::l) t, x, terme_normal l u)and liste_terme_normal l = functionVide -> Vide| Cons (t,lt) -> Cons (terme_normal l t, liste_terme_normal l lt)| Conc (lt,lt') -> conc l (liste_terme_normal l lt,liste_terme_normal l lt')| Subl (lt,x,t) -> subl l (liste_terme_normal (x::l) lt,x,terme_normal l t);;



117ExempleD'abord un traducteur �el�ementaire de syntaxe interne en syntaxe concr�ete. On se restreint �a l'a�chage determes sans op�erateurs ni de substitution ni de concat�enation.let rec affiche_terme = functionAppx (x,Vide) -> x| Abs (x,t) -> "\\"^x^(affiche_reste_abs t)| t -> (affiche_app_terme t)and affiche_reste_abs = functionAbs (x,t) -> ","^x^(affiche_reste_abs t)| Appx (x,Vide) -> "."^x| t -> ".("^(affiche_app_terme t)^")"and affiche_app_terme = functionAppx (x,lt) -> x^(affiche_liste_terme lt)| Appt (t,lt) -> (affiche_app_terme t)^(affiche_liste_terme lt)| Abs (x,t) -> "(\\"^x^(affiche_reste_abs t)^")"and affiche_liste_terme = functionVide -> "[]"| Cons (t,lt) -> "["^(affiche_terme t)^(affiche_reste_liste_terme lt)^"]"and affiche_reste_liste_terme = functionVide -> ""| Cons (t,lt) -> ";"^(affiche_terme t)^(affiche_reste_liste_terme lt);; et un traducteur inverse tr�es sommaire (incluant la gestion d'un environnement de constantes) :let env = ref ([] : (string * lb_terme) list);;let rec reste_ident = function[< '(`a`..`z` | `0`..`9` | `'` | `�e` (* ... *) as c); reste_ident s >] -> (make_string 1 c)^s| [< >] -> "";;let lit_variable = function[< '(`a`..`z` as c); reste_ident s >] -> (make_string 1 c)^slet lit_constante = function[< '(`A`..`Z` | `0`..`9` as c); reste_ident s >] -> (make_string 1 c)^slet rec saute_blancs = function[< '(` ` | `\n`); saute_blancs s >] -> s| [< 'c; saute_blancs s >] -> [< 'c; s >]| [< >] -> [< >];;let rec applique = fun(Appx (x,Vide),[l]) -> Appx (x,l)| (Appx (x,Vide),l::l'::lr) -> applique (Appt(Appx(x,l),l'),lr)| (t,l::lr) -> applique (Appt(t,l),lr)| (t,[]) -> t;;let rec lit_terme = function[< lit_abs_terme t >] -> t| [< lit_terme_simple t; lit_arguments llt >] -> applique (t,llt)and lit_terme_simple = function



118[< '`(`; lit_terme t; '`)` >] -> t| [< lit_variable x >] -> Appx (x,Vide)| [< lit_constante c >] -> assoc c !envand lit_arguments = function[< '`[`; lit_termes lt; '`]`; lit_arguments llt >] -> lt::llt| [< >] -> []and lit_abs_terme = function[< '`\\`; lit_variable x; lit_abs_vars t >] -> Abs (x,t)and lit_abs_vars = function[< '`.`; lit_reste_abs_terme t >] -> t| [< '`,`; lit_variable x; lit_abs_vars t >] -> Abs (x,t)and lit_reste_abs_terme = function[< lit_abs_terme t >] -> t| [< lit_terme_simple t >] -> tand lit_termes = function[< lit_terme t; lit_reste_termes lt >] -> Cons (t,lt)| [< >] -> Videand lit_reste_termes = function[< '`;`; lit_terme t; lit_reste_termes lt >] -> Cons (t,lt)| [< >] -> Vide;;let terme s = lit_terme (saute_blancs (stream_of_string s));;let d�efinit nom s = env := (nom,terme s)::!env;;En�n, des exemples de termes :d�efinit "K" "\x,y.x";;d�efinit "K'" "\x,y.y";;d�efinit "Z" "\f,x.x";;d�efinit "Delta" "\x.(x[x])";;d�efinit "Ind�efini" "Delta[Delta]";;d�efinit "Succ" "\m.\f,x.(f[(m[f;x])])";;d�efinit "Paire" "\a,b.\f.(f[a;b])";;d�efinit "Proj1" "\p.(p[K])";;d�efinit "Proj2" "\p.(p[K'])";;d�efinit "Pompe" "\p.(Paire [(Succ[Proj1[p]]);(Proj1[p])])";;d�efinit "Fond" "Paire[Z;Z]";;d�efinit "Pred" "\m.(Proj2[(m[Pompe;Fond])])";;d�efinit "Egal0" "\m.(m[\x.K;K'])";;d�efinit "If" "\c.\v1,v2.(c[v1;v2])";;d�efinit "Pred'" "\m.(If[Egal0[m];Ind�efini;Pred[m]])";;d�efinit "4" "Succ[Succ[Succ[Succ[Z]]]]";;Et un exemple de r�eduction :#print_string (affiche_terme (terme_normal [] (terme "(Pred [4])")));;\f'',x'.(f''[f''[f''[x']]])- : unit = ()



119Traductions entre le �-calcul et le �-calcultype l_terme =Var of variable| Abs' of variable * l_terme| App of l_terme * l_terme;;Traduction litt�eraleCette correspondance plonge le �-calcul dans le �-calcul. La structure des �-termes est pr�eserv�ee par latraduction.let rec traduction_litt�erale = functionVar x -> Appx (x, Vide)| Abs' (x,t) -> Abs (x, traduction_litt�erale t)| App (t,u) -> Appt (traduction_litt�erale t,Cons (traduction_litt�erale u, Vide));;Traduction moraleCette traduction met en correspondance les formes normales du �-calcul et les formes normales du �-calcul.let rec traduction_morale = functionAbs' (x,t) -> Abs (x, traduction_morale t)| t -> tradrec t Videwhere rec tradrec l = functionVar x -> Appx (x, l)| Abs' (x,t) -> Appt (Abs (x, traduction_morale t), l)| App (t,u) -> tradrec t (Cons (traduction_morale u,l));;Traduction inverseCette traduction est la r�eciproque de la traduction des formes normales du �-calcul en formes normales du�-calcul.let rec traduction_inverse = functionAbs (x,t) -> Abs (x, traduction_inverse t)| Appx (x,l) -> applique (Var x) l| _ -> failwith "Traduction inverse non possible"and applique t = functionVide -> t| Cons (u,l) -> applique (LApp (t,u)) l;;| _ -> failwith "Traduction inverse non possible";;
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