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Introduction

L’informatique et la logique se rejoignent dans leurs fondements: une preuve est un programme. Plus
précisément, si A est une formule alors une preuve de A est un programme dont on sait garantir la terminai-
son de ’exécution, ainsi que la conformité du résultat a la formule A, interprétée comme une spécification.
(C’est de ’étude de 'identification entre preuves et programmes, dans le cadre du “calcul des séquents”, dont
il est question ici.

Les premiers systémes formalisant, & la fin du siécle dernier, le raisonnement mathématique, étaient
de type axiomatique: on se donnait un ensemble d’axiomes exprimant les propriétés des diverses notions
logiques, et, & partir de cet ensemble d’axiomes, en appliquant la régle de Modus Ponens (si “A” et si
“A— B” alors “B”), on déduisait des théoremes.

Conjointement & la conception de ces systémes formels, on s’attachait & montrer leur cohérence, c’est-a-
dire, leur aptitude a ne pas permettre de prouver simultanément une chose et son contraire. Cependant, la
structure des preuves dans les systémes axiomatiques était peu adaptée a I’étude de la cohérence.

Un progres substantiel fut obtenue par Gentzen en 1935, lorque celui-ci donna la définition de deux
nouveaux types de systemes formels, basés non plus sur des axiomes mais sur des regles d’inférences ad hoc
internalisant le “sens” de chacune des notions logiques.

De fait, une propriété essentielle de ces nouveaux systémes formels, couramment repris dans la littérature
scientifique actuelle sous les noms respectifs de “déduction naturelle” et “calcul des séquents”, est de pouvoir
assocler a toute preuve une forme canonique de cette preuve, dite “forme normale” et caractérisée par le fait
qu’aucun recours a des notions non déja contenues dans 1’énoncé de la formule prouvée n’y apparait.

L’existence d’une telle forme canonique pour les preuves a cette conséquence: lors d’une recherche
systématique de preuves pour une certaine formule, on peut restreindre ’espace de recherche a l’espace
des preuves normales. Il est alors aisé de déduire la cohérence de ces systémes: une simple analyse par cas
montre qu’un énoncé et son contraire ne peuvent avoir simultanément une forme normale, et donc, I'un des
deux au moins n’est pas prouvable.

La situation était contrastée entre les deux calculs de Gentzen. Une motivation pour la déduction naturelle
était de reproduire assez fidélement le raisonnement intuitif, mais ce n’est que pour le calcul des séquents
qu’une notion de preuve normale fut caractérisée par Gentzen. Cette notion de preuve normale est simple
(elle revient & interdire une certaine régle, dite de coupure, dont le réle est & peu prés similaire & celui
de Modus Ponens) et Gentzen décrit comment, par élimination des coupures, on peut obtenir une preuve
normale & partir d’une preuve quelconque. On peut ainsi dire que le calcul des séquents est le premier
formalisme logique a avoir été vu comme un “calcul” & proprement parler.

L’étude de la déduction naturelle remonte & Prawitz [50] en 1965. On peut y définir relativement aisément
une notion de normalité et une notion de mise en forme normale, toutes deux acceptables, du moins dans le
cas de la déduction naturelle intuitionniste (i.e. rejetant ’axiome A V = A), comme “canoniques”.

Parallellement & ces questions de fondement de la logique, des travaux virent le jour pour fonder la
calculabilité. Les machines de Turing et les fonctions récursives sont bien connues, mais d’autres modéles
existent. Schonfinkel [52], en 1925, et surtout Curry [12] mirent au point la logique combinatoire. Church [8],
quant & lui, introduisit un modele assez proche: le A-calcul.

Logique combinatoire et A-calcul sont intimement liés & la prouvabilité. Une premiére remarque de Curry
[13], en 1958, mit en évidence une identité de structure entre les “programmes” de la logique combinatoire
et celle des preuves des versions intuitionnistes des systémes axiomatiques.



Plus tard — I’explicitation fut donnée par Howard [31] et de Bruijn —, on remarqua une identité du méme
ordre entre la structure des termes du A-calcul et celle des preuves de la déduction naturelle intuitionniste.

Plus expressif et plus intuitif que la logique combinatoire, le A-calcul retint plus ’attention. La déduction
naturelle put alors étre pensée comme un langage de “programmes”; et la procédure de mise en forme
normale trouva une justification opérationnelle a travers son pendant en A-calcul. Cette approche déboucha
sur la conception de langages mélant preuves et programmes (Théorie des Types de Martin-Lof, Calcul des
Constructions, Arithmétique Fonctionnelle d’ordre 2, ...) et mena méme & I'implémentation de systémes
consistants de “programmation par preuves” (NuPrl, Coq, ...).

La correspondance de Curry et Howard-de Bruijn n’était, jusque-la, établie que pour le fragment intuition-
niste. C’est & partir de travaux de spécialistes de programmation fonctionnelle qu’apparut une solution pour
étendre la correspondance au cas de la logique classique, i.e. & une logique ne rejetant pas ’axiome A V —A.
Dans le courant des années 80, Felleisen [16] considéra une extension du A-calcul avec un opérateur appelé
C, permettant la manipulation de continuations. Griffin [29] s’apercut un peu plus tard que si on transposait
cet opérateur C' sur un plan logique, il donnait un sens calculatoire & I'axiome == A — A (cet axiome est
équivalent & I’axiome AV —A). Murthy [45] puis Krivine éclaircirent le sens de cette correspondance.

Une autre approche a été suivie par Parigot [48] qui mit au point une version classique de la déduction
naturelle pour laquelle le coté classique du calcul n’était pas obtenu par ’axiome AV = A mais en considérant
un vecteur de conclusions. Une extension du A-calcul est associée a cette version classique de la déduction
naturelle, c’est le Ap-calcul.

Mais la logique classique, comme il apparait dans la procédure d’élimination des coupures de Gentzen, a
un aspect non-déterministe. Des calculs mettant en valeur ce non-déterminisme ont été congus, par exemple
le Agym-calcul de Berardi et Barbanera [3].

Conjointement au développement de ’étude de ’aspect calculatoire de la logique classique, motivée par
le fait qu’en calcul des séquents I’axiome A V = A s’obtient “magiquement” (cf Gentzen [20]) par une astuce
de syntaxe, une préoccupation nouvelle a émergé pour associer un langage de termes au calcul des séquents
et en tirer une justification “opérationnelle” de I’élimination des coupures (cf par exemple Breazu-Tanen
[7], Wadler [59], ...). L’un des problémes, dans une premiére étape, est d’analyser la part d’arbitraire dans
I’élimination des coupures.

(’est dans cette optique que se situe le premier chapitre de cette these. Les deuxiéme a quatrieme chapitres
parleront d’une extension de la correspondance de type Curry-Howard au cadre du calcul des séquents. Quant
aux chapitres cinqg et six, ils étudieront une interprétation du calcul des séquents en terme de jeux.

Pour étendre la correspondance de Curry-Howard-de Bruijn au calcul des séquents, il s’avere qu’il est
préférable de considérer des restrictions des calculs des séquents de Gentzen, restrictions dont les preuves
normales (i.e. sans coupures) ont la propriété d’étre en bijection avec les preuves normales de déduction
naturelle — et donc aussi avec les A-termes normaux. Associer un langage de A-termes a ces restrictions des
versions originales des calculs des séquents est simple : il suffit d’inverser la maniére de considérer ’application
dans le A-calcul. Plus précisément, pour se conformer a la structure des preuves en calculs des séquents, il
suffit de considérer les A-termes de la forme (...(ug u1) ... upn) sous la forme (ug [u1;...;uy)), C’est-a-dire,
comme la paire d’une fonction (le terme ug) et de la liste de ses arguments (la liste [ug;...; un]).

Par ailleurs, nous accorderons une place explicite a la substitution dans la syntaxe: lorsque les termes du
A-calcul sont définis comme des arbres, 'opération de substitution d’un argument & une variable dans le corps
de la fonction nécessite un travail de propagation a travers les termes. Nous ne considérerons pas comme
implicite ce travail et, au contraire, lorsque nous parlerons de A-calcul, nous associerons explicitement une
construction syntaxique a cette opération, dans 'esprit des Ao-calculs de Curien [11], Lévy-Hardin [30],...
ou plutot de celui de Lescanne [2], car, comme dans ce dernier calcul, opération de substitution que nous
considérerons sera un simple “let ... in ...” a la ML.

Ce choix de considérer explicitement un opérateur de substitution apparaitra d’autant plus justifié dans
notre cadre qui est celui du calcul des séquents que 'interprétation naive de la régle de coupure en termes
fonctionnels est précisément d’étre un opérateur de substitution.

La correspondance que nous proposons sera valable autant sur un plan intuitionniste que sur un plan
classique (en considérant alors le Ap-calcul de Parigot) ; elle s’étendra directement aux connecteurs A et V.



L’extension a des systéme de types plus sophistiqués dont la base reste le A-calcul ne posera pas non plus, a
priori, de problémes.

Elle tend a montrer que le calcul des séquents, quitte a accepter de controler une part de I’arbitraire
que la version originelle de Gentzen offre, n’est pas moins sujet & une interprétation fonctionnelle que ne
I’est la déduction naturelle. Et I'un, et ’autre, sont susceptibles d’étre vus comme des calculs de A-termes,
avec, a la clé, une définition canonique de forme normale et ’existence d’une procédure claire de mise en
forme normale. Si la déduction naturelle a ’avantage d’étre “naturelle”, le calcul des séquents a celui d’étre
plus précis (dans le sens ol les régles d’élimination de la déduction naturelle peuvent se décomposer, dans
le cadre du calcul des séquents, en une régle d’introduction gauche suivie d’une régle de coupure, et dans
le sens aussi, ol une application (...(# uy) ... up) n’est plus une forme normale en calcul des séquents, la
forme normale étant (z [u1;...;up])). De plus il se préte mieux, comme il I’a toujours fait, & la recherche
systématique de preuves.

Nous ne pensons pas que la mise a jour de ce lien entre la structure du calcul des séquents et celle du
A-calcul exclut d’autres interprétations de diverses variantes de calcul des séquents. En particulier, nous
étudierons dans une deuxiéme partie de la thése une approche du calcul des séquents comme calcul de
stratégies gagnantes pour certains jeux a deux joueurs.

Une telle approche est implicite dés la premiére preuve de cohérence de ’arithmétique de Gentzen (preuve
retirée au dernier moment avant impression en raison de critiques sur les moyens de preuves employés, mais
maintenant reproduite, accompagnant les autres articles de Gentzen, dans le livre de Szabo [55]). A partir de
1960, des tentatives furent effectuées par Lorenzen [38, 39] et son école dans le but de fonder la prouvabilité
intuitionniste sur une notion de jeux & deux joueurs. Cependant, c’est avec Blass [5] en 1991 que I’on peut
obtenir une premiére correspondance régle par régle entre un certain type de jeu (défini par Blass [4]) et
la logique lindaire. Peu apres, Coquand [9], s’inspirant des travaux de Gentzen, propose une interprétation
directe en termes de jeux d’un calcul des séquents classique (dit “le calcul de Novikoff”), et, simultanément,
propose une alternative a 1I’élimination des coupures sous la forme d’un débat finitaire entre deux preuves
vues comme des stratégies pour deux joueurs se disputant la validité d’une formule.

Nous montrons deux choses. Premiérement que 1’on peut exhiber une variante propositionnelle de LJ
(appelée LJQ*) dont Iinterprétation canonique en termes de jeux correspond précisément & une sorte de
jeux définie par Lorenzen: les E-dialogues. Ceci raffine un résultat d’équivalence de Felscher [17] entre la
prouvabilité dans LJ et la possibilité de gagner un E-dialogue. Deuxiémement, que le procédé, développé
par Coquand, de laisser deux preuves jouer 1'une contre 1’autre, est en correspondance opérationnelle avec
le procédé d’élimination des coupures du calcul de Novikoff (plus précisément, la correspondance a lieu avec
I’élimination des coupures exécutée suivant une stratégie de réduction faible de téte — selon une terminologie
empruntée aux implémenteurs de A-calculs paresseux).

Cette correspondance entre preuves et stratégies gagnantes (dans LJQ*), entre élimination faible de téte
des coupures et débat entre preuves (dans le calcul de Novikoff), nous ne la mettons en valeur que dans des
calculs bien précis. Nous sommes cependant convaincus que cette correspondance s’étend & d’autres variantes
de calculs des séquents, en particulier a ceux décrits dans les chapitres 2 4 4 de la these. A la clé, il y a la
possibilité d’obtenir une interprétation en terme de jeux du A-calcul.






Chapitre 1

Calcul des séquents et élimination
des coupures



10 CHAPITRE 1. CALCUL DES SEQUENTS ET ELIMINATION DES COUPURES

C’est en 1935 que Gentzen [20] donna la définition d’un nouveau type de systéme formel qualifié par lui de
“calcul déductif” (en allemand “SchluBweisenkalkiil”) de type “calcul logistique” (“Logistischer Kalkiil”) et
aujourd’hui repris sous le nom de “calcul des séquents”. Deux versions étaient présentées, 'une, LJ, pour la
logique intuitionniste et 'autre, LK, pour la logique classique.

Dans le méme article de 1935, Gentzen donnait la définition aussi d’un calcul de la déduction naturelle
(“Kalkiil des natiirlicher Schliefiens”).

La structure arborescente des preuves de la déduction naturelle satisfait la propriété que les feuilles de
I’arbre correspondaient a des hypothéses. La structure des preuves des calculs LJ et LK ne partageant pas
cette propriété, Gentzen, par opposition, qualifia les calculs LJ et LK de “logistique”, au méme titre qu’il
qualifiait aussi de logistique, et pour les mémes raisons, les calculs axiomatiques de type Hilbert.

Il y a une autre distinction qui sépare, cette fois, les calculs LJ et LK des deux autres types de systemes:
pour définir LJ et LK, contrairement & ce qui se passe dans les deux autres types de calculs, on ne peut pas
se contenter d’une structure arborescente annotée par des formules pour en représenter les preuves. Il faut
en effet généraliser la notion de formule & celle de séquent, i.e. de “formule dans un contexte”.

Gentzen n’a pas lui-méme attribué de qualificatif clair aux calculs LJ et LK. Ces calculs, pour étre définis
nécessitait la notion de séquent. C’est sous ce nom — le nom de calcul des séquents (“Sequenzkalkiil” en
allemand, “sequent calculus” en anglais) — qu’au fil des années, ils se sont inscrits dans I’histoire.

Mais autant la distinction entre logistique et non logistique, quelque discutable soit I'intérét de cette
distinction, sépare effectivement LJ et LK de la déduction naturelle, autant ’appellation actuelle de calcul
des séquents est tout & fait injustifiée car tout calcul peut s’exprimer comme un calcul de séquents (ce que
Gentzen a d’ailleurs fait avec la déduction naturelle pour sa premiéere preuve de cohérence de I'arithmétique
21)).

A défaut de pouvoir prétendre & une meilleure terminologie, nous garderons dans cette thése la dénomina-
tion de “calcul des séquents” (Curry proposait par exemple d’employer le terme de L-systéme).

1.1 Les calculs LJ et LK de Gentzen

On se restreint au cas de la logique propositionnelle.

1.1.1 Formules

On se donne un ensemble Vg potentiellement infini de symboles dont les éléments sont appelés variables
propositionnelles et sont notés par les lettres X,Y, 7, ...

L’ensemble des formules est défini par la grammaire suivante, ou X décrit Vp.

A= X|AANA|AVA|A—=A|-A

A N B représente la conjonction des deux formules A et B tandis que AV B représente la disjonction
de ces deux formules. A — B représente I'implication de la formule B par la formule A et —A représente
la négation de A. Les symboles A, V, — et = sont des connecteurs.

On utilise les lettres A, B, C, ... pour désigner les formules.

1.1.2 Séquents

Un séquent s’écrit 7 = A ou 7 et A sont des suites finies de formules. Nous appellerons “theése” le symbole F-.
Les formules de 7 sont appelées hypothéses et celles de A sont appelées conclusions.

1.1.3 Regles d’inférences

On peut différencier plusieurs types de regles d’inférences.
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Reégles structurelles

Reégles d’affaiblissement

2 A 2 A
A Af T8 AR
7AFA Y ?I—A,AAd

Reégles de contraction

7 A AR A 7 A AA
R TFa,a ot
Reégles d’échange

71, A4,B, 75 F A 7 AL A, B, Ay
) ) ) Eh ) ) )
7B AT, FA Y TE AL B AR, Ch

Régle d’axiome

AFA

Reégles d’introduction des connecteurs

Reégles d’introduction gauche

TAFA TBEA 2, AFA ?7,BFA
2 ANBFA 'Y 7 AANBFA 'Y ?,AVBFA 7
TiFALA 75, BEA, TEAA
7.7, A5 BFALA, 7 -AFA Y

Reégles d’introduction droite

TEAA rEAB ?FAA 7TFAB

FAAVB 'Y A AVB ' ?FAAAB d
nARAB PAFA
7FA A B TFA A

Régle de coupure

YFALA 79 AF Ay
?1a?2'_A1aA2

Coupe

A est appelée formule de coupure.

Remarque: Gentzen rangeait la régle de coupure parmi les régles structurelles. Etant en fait la régle de
calcul du systeme, nous préférons la ranger & part.

1.1.4 Preuves

Une preuve est un arbre bien fondé formé a partir des régles d’inférence ci-dessus.

Si p est une preuve, on appelle inférence de téte ou régle de téte la régle se trouvant a la racine de
la preuve, voyant celle-ci comme un arbre. Pour une régle d’inférence, on appelle prémisses les preuves “du
dessus” et on appelle séquent conclusion le séquent “du dessous”. On appelle séquent conclusion d’une
preuve le séquent conclusion de sa régle de téte.



12 CHAPITRE 1. CALCUL DES SEQUENTS ET ELIMINATION DES COUPURES

1.1.5 Caractérisation des calculs LJ et LK

Le (fragment propositionnel du) calcul LK est le calcul obtenu en considérant ’ensemble des formules,
séquents et preuves définis ci-dessous. Le calcul LK est un calcul classique: il est complet pour la logique
propositionnelle classique.

Le (fragment propositionnel du) calcul LJ est le calcul obtenu en considérant I’ensemble des formules
défini ci-dessus, le sous-ensemble des séquents de la forme 7 F IT avec II désignant 0 ou 1 formule, ainsi que
I’ensemble des preuves ne faisant intervenir que ce type de séquents. Le calcul LJ est un calcul intuitionniste.

Remarque: Dans LJ, du fait de la restriction imposée aux séquents (au plus 1 formule & droite du symbole
these), les régles Contq et Echy ne sont plus applicables. Quant & la régle Aff,, elle n’est applicable qu’aprés
une regle —g.

1.1.6 Le théoréme d’élimination des coupures

Le théoréme d’élimination des coupures, appelé Hauptsatz par Gentzen exprime que la coupure est une regle
superflue des calculs LJ et LK.

Théoréme d’élimination des coupures (Hauptsatz): Toute preuve utilisant la régle de coupure peut
étre transformée en une preuve de meme séquent conclusion et n’utilisant pas la régle de coupure.

Ce théoréme incite a considérer les preuves sans coupures comme primitives et la régle de coupure comme
un schéma de raisonnement admissible. C’est ’approche explicitée par Lorenzen dans [37] et qui pousse &
formuler I’énoncé suivant, équivalent au précédent :

Théoréme d’admissibilité de la coupure: Si les séquents 71 F Ay, A et 75, A F Ay sont prouvables
sans coupures, alors le séquent 71,75 F Ay, Ay est prouvable sans coupure.

1.1.7 Variantes de LJ et LK
1- Les connecteurs multiplicatifs

On obtient une variante de LK en remplagant les régles V% et V2 par cette unique regle:

THAAB
Py,
THFAAVEB
La différence entre cette régle, incompatible avec la logique intuitionniste, et la paire de régles V1 et V2
est spécialement mise en évidence dans le cadre de la logique linéaire (cf Girard [23]).
Parallelement, on peut remplacer les régles /\517 et /\527 par cette unique regle:
7, A BFEA
2ANBFA Y

A DPopposé de Vg4 cette regle est compatible avec la logique intuitionniste.

2- Les séquents “monolatéres” pour la logique classique

En logique propositionnelle classique, on a équivalence entre A — B et =AV B, entre =(AA B) et =AV B,
entre 7(AV B) et A A B et entre A et A. Toute formule admet donc un représentant dans la classe de
formules appartenant & la grammaire

A = X|-X|ANA|AVA

tel que la formule soit classiquement prouvable si et seulement si son représentant est classiquement
prouvable.

Mais on remarque que les régles d’introduction de la disjonction sont duales de celles de la conjonction.
On peut donc se contenter d’un calcul ou seul le coté droit du séquent est utilisé:
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) F7,A,A F7,A,B
7. F7oa Cont 7 A Leh
Tt P74 bAAr
7, A AL F7.A oupe
F7.A4 F1B Fr A, FrB
F2,AAnB T F?2,AvB ‘I F? AvB I

olt + est une opération involutive de négation définie par :

Xt = =X
(x)t = X
(ANB)t = aAtvpt
(AvB)t = AtaBt

Nous qualifions de monolatére un tel calcul des séquents pour la logique classique, les calculs avec des
formules de chaque coté du séquent étant qualifiés par opposition de bilatére.

Remarques : 1) Pour la régle de coupure du calcul des séquents monolateére, il y a deux formules de coupures
duales I'une de 'autre. On parlera alors respectivement de ’occurrence conjonctive de la formule de coupure
et de I'occurrence disjonctive de la formule de coupure.

2) Un tel calcul apparait chez Schiitte [53] en 1950 mais dans une formulation sans séquents, ceux-ci étant
remplacés par la disjonction des formules les composant. Une version similaire est implicite dans des travaux
de Novikoff [46] en 1941. Plus précisément, la logique que Novikoff étudie est une logique propositionnelle
infinitaire. Il associe aux preuves de son calcul une notion de “régularité” qui revient & une notion de
prouvabilité sans coupure dans un calcul des séquents monolatére pour lequel, 14 aussi, la notion de séquents
est évitée par le recours a une disjonction. Un calcul des séquents monolatére pour la logique infinitaire
classique avec une définition de séquents comparable & celle décrite ci-dessus peut étre trouvé chez Tait [57].
Cependant, chez Tait, les séquents sont définis comme des ensembles de formules. Comme précisé en section
1.1.8, ceci implique un comportement calculatoire ambigu.

3- La proposition “faux”

Une manieére alternative de considérer la négation est de la définir a partir de I'implication plutot que de la
prendre primitive. En revanche, ce que I’on prend alors comme primitif, ¢’est la proposition L (proposition
“fausse” ) qui permet de définir = A comme étant A — L.

Les régles d’introduction de la négation deviennent (aprés oubli de la prémisse trivialement prouvable

?oLF Ly

? AFA, L
7FA, A

?FA A

ma(==a) ToAF A, L 1579

En adoptant ces régles; il ne peut plus apparaitre de séquents sans formule a droite du symbole - dans
une preuve. Dans le cas intuitionniste, cela veut dire qu’il y aura toujours une et une seule formule a droite
du k. Avec cette derniére condition, on se retrouve dans un calcul ol la régle Aff; ne peut plus étre appliquée,
et ce que 'on obtient est, en fait, une logique minimale (cf ci-dessous).

Pour récupérer la logique intuitionniste, il convient de considérer L comme un connecteur 0-aire auquel
est associé I'unique régle d’introduction

? AF B

ML=
7 1LrB ¢

Cette regle, considérée dans un calcul avec négation définie & partir de L, joue le méme role que la regle
Aff; dans le calcul avec un connecteur primitif de négation. Cette régle est aussi appelée “ex falso quodlibet”
(“du faux ce que I'on veut”).
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4- La logique minimale

La logique minimale a été définie par Johansson [34] comme une logique intuitionniste sans “ex falso
quodlibet”. Il n’y a pas de négation si ce n’est une négation formelle de la forme A — L, mais avec une
proposition L & laquelle n’est associée aucune regle d’introduction.

Un calcul des séquents avec des séquents contenant exactement une formule & droite, et sans la regle L,
constitue un calcul des séquents pour la logique minimale.

1.1.8 Remarques sur la définition de séquents

Plusieurs maniéres de définir les séquents (différentes de la définition originelle), existent dans la littérature.
Elles ont toutes plus ou moins le projet d’éviter le recours a la regle d’échange. Cependant, les définitions des
séquents comme ensembles ou multi-ensembles de formules ne permettent plus de distinguer entre certaines
preuves qui, pourtant, se comportent différemment au niveau de I’élimination des coupures. Une conséquence
directe de ceci est un non-déterminisme inévitable dans la définition du procédé I’élimination des coupures.
Une réponse a ce probléme est de considérer les séquents comme ensembles de formules nommées.

On ne consideére ici que la version la plus générale de séquents, celle des séquents de la forme 7 - A pour
la logique classique, mais les remarques s’appliquent tout aussi bien aux cas de séquents pour les logiques
intuitionniste et minimale.

1- Multi-ensemble ou ensemble de formules

Une premieére idée est de quotienter ’ordre, a priori non pertinent, des formules dans 7 et A. Cela revient
a considérer 7 et A comme des multi-ensembles de formules, c’est-a-dire comme des ensembles de formules,
chacune étant munie d’une arité. Une conséquence est que la régle d’échange n’a alors plus lieu d’étre, ce
que nous trouvons plutot satisfaisant.

Une idée plus radicale est de considérer 7 et A non plus comme des multi-ensembles mais simplement
comme des ensembles. Une conséquence est, qu’en plus de la regle d’échange, on économise aussi la regle
de contraction. C’est ’option prise par exemple par Tait [57] que 'on trouvera reprise dans 'article de
Schwichtenberg du “Handbook of mathematical logic” [54].

Ces définitions, valables au niveau de la prouvabilité, ne le sont plus au niveau calculatoire. En particulier,
on ne peut plus définir ’élimination des coupures de maniére non ambigué. Schématiquement, c’est parce
que des preuves, différentes sur le plan algorithme, sont identifiées & travers ces quotients.

Voici un exemple typique:

AFA
AFA My AAEA 0
AAFA T et A AR A g

sont des preuves différentes sur un plan calculatoire (moralement ['une est associée au A-terme Az.Ay.z et
Iautre au A-terme Az.Ay.y) mais elles sont identifiées en considérant la suite A, A comme un multi-ensemble
ou comme un ensemble.

2- Ensemble de formules nommées

Il existe une troisieme alternative, celle de considérer des multi-ensembles avec différentiation des formules
identiques. Cela revient en fait 4 considérer des ensembles de formules nommeées : on associe a chaque formule
de ? un “nom” (ou un numéro) distinct du nom de toutes les autres formules de 7, et, en particulier, différent
du nom des autres occurrences de la meme formule. Comme montré dans le chapitre 2, cette maniére de
définir les 7 a a voir avec les formulations du A-calcul dans lesquelles les variables sont repérées par un
nom. Elle est plus agréable a ’esprit, mais elle n’est pas exempte de complication lorsqu’on considére la
“normalisation” des preuves. En particulier, on doit raisonner a a-conversion pres.

Par opposition, la définition d’origine de Gentzen & base de suites de formules, comme cela est évoqué
dans le chapitre 4, a & voir avec une formulation de type “avec indices de de Bruijn”.
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Dans la suite, nous utiliserons la plupart du temps des ensembles de formules nommées pour définir
les séquents. A cette fin, on admet D'existence de deux ensembles infinis Vg et Vo dont les éléments sont
respectivement appelés noms d’hypothése et noms de conclusions. Nous réservons les lettres z, y, ...
pour noter les noms.

Une formule nommeée consiste en la paire d’une formule et d’un nom. Le nom s’écrit en indice supérieur
sous la forme A®.

Un séquent a donc toujours la forme 7 = A mais, avec cette nouvelle définition, ? est un ensemble de
formules nommeées par des noms d’hypotheses et A est un ensemble de formules nommeées par des noms de
conclusions.

Dans la pratique, sauf pour souligner une ambiguité, nous n’écrivons pas les noms des formules nommées.
Aussi, une notation comme A; A désigne 'union de A et de {A} ol il est implicite que le nom de A n’interfére
pas avec une formule A de méme nom dans A.

1.1.9 Intégration des regles structurelles aux autres regles

Sans rien changer a I’agencement des régles d’introduction, d’axiome et de coupure entre elles, on peut agir
sur la maniéres de traiter les regles structurelles. La maniere de définir les séquents permet par exemple de
se dispenser de la régle d’échange. On montre ici comment “camoufler” la régle d’affaiblissement et la regle
de contraction.

1- Camouflage de la régle d’affaiblissement

Pour éviter de recourir a la regle d’affaiblissement, une possibilité est de repousser toutes les occurrences de
régle d’affaiblissement vers les régles d’axiome, et de les y intégrer en modifiant la régle d’axiome de la sorte :

T AFA A AT

1- Camouflage de la régle de contraction

Pour éviter de recourir a la régle de contraction, une possibilité est de repousser toutes les occurrences de regle
de contraction en direction des axiomes. Les régles d’introduction introduisant 1'une des deux occurrences
de la formule contractée font obstacle a cette remontée vers les axiomes. De méme pour la regle de coupure.

Cependant, il est possible d’absorber les contractions au niveau des régles d’introduction en modifiant ces
derniéres de telle sorte qu’une occurrence de la formule introduite figure aussi dans les séquents conclusion
des prémisses de la regle, tel 'exemple suivant :

?FAAAB, A 'FAANBB
7FAAAB

On peut aussi absorber les contractions au niveau des régles de coupure en considérant la variante suivante
de la régle de coupure:

d

TILLAFALQA To, AAF Ao,
?la?zaA'_AlaAZaQ

Q
Coupe

1.2 Elimination des coupures

Se basant sur une approche “élimination des coupures = procédé de calcul”, on peut décomposer les preuves
du théoréme d’élimination des coupures que ’on rencontre dans la littérature en deux parties: d’un coté la
description d’un procédé de transformation de la preuve par une suite d’étapes élémentaires de transforma-
tion, de 'autre coté, une preuve que ce procédé débouche en un nombre d’étapes fini sur une preuve sans
coupure. Cela s’applique aussi bien & la preuve originale du Hauptsatz par Gentzen, qu’aux autres variantes
de cette preuve.
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1.2.1 Procédures d’élimination des coupures

Un cadre général pour décrire ’élimination des coupures est celui des systémes de régles de réécriture (cf
par exemple Huet [32]).

Nous appellons procédure d’élimination des coupures, en abrégé PEC, tout systeme de régles de
réécriture dont les preuves de la partie gauche des régles ont pour téte une coupure.

Nous appellons rédex toute preuve qui filtre la partie gauche d’une des régles de réécriture. On note —1>R
la notion de réduction engendré par congruence (fermeture compatible) & partir d’un systéme R de régles de

A * . . ‘. 1
réécriture et on note — g la fermeture réflexive et transitive de —g.

Une preuve p est réductible selon R sl existe au moins un r tel que p —1>R .

Nous disons qu'une PEC est exhaustive si toute preuve ayant au moins une coupure est réductible. Une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une PEC soit exhaustive est que toutes les configurations de la
forme

gpg gpd
PLAFALQ A 79 ALAF Ay, Q
?la?zaA'_AlaAZaQ

Coupe
avec pgy et pg sans coupures, soient prises en compte par au moins une des regles de réécriture.

Une procédure R est confluente si la notion de réduction —1>R est confluente. En particulier si le systéme
est orthogonal (sans paire critique et linéaire & gauche), il est confluent, ceci d’apres le résultat de Huet [32]
(cf section 2.4.3 pour une formulation plus précise de ce résultat).

Une preuve p est normalisable selon une certaine procédure R, s’il existe une preuve sans coupure r
* . , .
telle que p =g r. Une preuve p est fortement normalisable selon une procédure R dans les cas suivants:

e p est sans coupure

e pour tout r tel que p —1>R r, on a r fortement normalisable

Une procédure termine ou termine faiblement si toute preuve est normalisable selon cette procédure.
Elle termine fortement si toute preuve est fortement normalisable

1.2.2 Ordres d’évaluation

Souhaitant appliquer une PEC a une preuve, il se pose le choix du rédex par lequel on commence a réduire.

On appelle algorithme d’élimination des coupures (en abrégé AEC) une PEC dont on a spécifié

une stratégie de réduction (i.e. une fonction S associant & toute preuve p réductible un r tel que p —1>R 7).

On dit qu’un AEC termine si pour tout p, il existe un entier n tel que S”(p) soit sans coupure.

Parmi les stratégies de réduction, deux types de stratégie offrent un intéret particulier: les stratégies de
réduction de la coupure la plus interne d’abord et les stratégie de réduction de la coupure la plus externe
d’abord.

Les stratégies de réduction de la coupure la plus interne d’abord ont leur intérét du fait qu’il est plutot
simple de prouver leur terminaison. C’est, dans la pratique, cette stratégie de réduction qui est implicitement
considérée dans la plupart des preuves d’élimination des coupures (et en particulier dans la preuve originale
de Gentzen).

Les stratégies de réduction de la coupure la plus externe d’abord ont leur intérét du fait qu’elles corre-
spondent & une interaction au sens de 'interprétation en termes de jeux décrite dans les chapitres 5 et 6. Les
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stratégies de réduction de la coupure la plus externe d’abord sont aussi des stratégies de réduction standard.
Ainsi, dans le cas de preuves non bien fondées (par exemple des preuves interprétant I'opérateur de point fixe
du A-calcul), elles permettent d’atteindre le résultat, s’il existe, au bout d’un nombre d’étapes de réduction

fini.

1.3 Elimination des coupures en logique classique

Souhaitant définir une procédure d’élimination des coupures en logique classique, on se retrouve confronté a
divers choix dans la maniére de réécrire les coupures et 1l est difficile de trouver de bons arguments permettant
de trancher pour 'une ou I'autre des possibilités qui s’offrent.

Dans le but de mettre en évidence les différentes indéterminations qui apparaissent dans une procédure
d’élimination des coupures en logique classique, nous présentons une preuve d’admissibilité des coupures de
Martin-Lof dans [41].

Le calcul considéré par Martin-Lof est un calcul des séquents monolatére pour une logique propositionnelle
infinitaire. Ici, nous nous restreignons au cas propositionnel fini. Les séquents de notre calcul sont considérés
comme des ensembles de formules nommées, avec regles d’affaiblissement intégrées aux régles d’axiomes et
avec regles de contraction intégrées aux régles d’introduction et de coupure.

Le faible nombre régles dans un tel calcul permet de simplifier la formulation de I’élimination des coupures
tout en gardant ’essentiel du calcul et des problémes inhérents & I’élimination des coupures.

Par commodité, on écrit le séquent F A sous la simple forme A en oubliant le symbole |-.

Les formules du calcul des séquents monolatére pour la logique propositionnelle sont donc définies par la
gramimaire

A = X|-X|ANA|AVA

et on reprend, pour I'opération involutive de négation +, celle définie dans le paragraphe sur le calcul des
séquents monolatere.
Les preuves sont construites a partir des régles d’inférence suivantes:

A4l e

AANB A AANBB

A AANB !
AAVBA | AAVBB
—_— V —_— Y V
AAVB 1 AAVEB T
2 QA AQ AL
Coupe

7 A0

avec A A B pouvant aussi ne pas figurer dans les séquents conclusion des prémisses de la réegle Aj.
Similairement pour A V B dans les régles V} et V.

1.3.1 La preuve d’admissibilité de Martin-Lof

Nous considérons la preuve de Martin-Lof comme une preuve de I’éliminabilité d’une coupure unique. Nous
décomposons sa preuve en une procédure d’élimination des coupures, un ordre de réduction pour cette
stratégie, ce qui donne un AEC, puis une preuve de terminaison de cette AEC.

Nous profitons de ’occasion pour classifier les différentes regles de réécriture intervenant dans une
procédure exhaustive. Si ’on consideére les preuves situées de part et d’autre de la coupure, trois situations
peuvent arriver :

1. P'inférence de téete introduit la formule de coupure
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2. I'inférence de téte introduit une formule qui n’est pas la formule de coupure
3. l'inférence de téte est un axiome

Une analyse simultanée, sur la gauche et sur la droite de la coupure, du genre de régle d’inférence en téte
conduit 3 considérer les cas qui suivent !.

L’étape principale de réduction. L’étape de réduction que nous qualifions de principale, car elle corres-
pond & une étape de calcul & proprement parler, est celle qui intervient lorsque des deux cotés de la coupure,
la formule de coupure est introduite.

Si d’aucun coté de la coupure, la formule introduite ne figure dans les séquents conclusion des prémisses
des regles d’introduction, cette étape se résoud ainsi:

A:A A,AL A,.BL : :
) \/1 - /\I . . n
AAVB 1T A AL ABL N AA AA C

A Coupe —x Coupe

Si la formule de coupure ne figure dans les séquents conclusion des prémisses que d’une seule des régles
d’introduction de part et d’autre de la coupure, alors, il y a duplication de 'autre coté de la coupure.

Exemple :
: : : AA :
AJA . AALABL AL A ARABL B . A AVB T A ALABL At
AAvE VI A AL A BE NG| A AL Coupe
x Cloupe — d X : Cloupe

Si, en revanche, la formule de coupure figure dans les conclusions des prémisses de chacune des régles
d’introduction de part et d’autre de la coupure, alors, il y a plusieurs maniéres de régler la situation. La
solution choisie par Martin-Lof est répertoriée sous le nom concret de coupures croisées (originellement
décrite par Gentzen dans [22]).

A,AQB,A . A, AL A B AL A,ALABL,BLA
AAvB ! A, A+ A BL
A

I

Coupe

: A, AL A BL AL A AL A B BE W AAVEA o :

A, AV B, A AATABE T 7AAVB TOA AL ABL AL Coe

A A oupe A AL p
A Coupe

1=

I Par simplicité, on ne représente qu'une seule partie partagée A du contexte de la coupure. Aussi, on considérera qu’une
contraction est intégrée aux régles d’introduction (et on fera alors figurer une occurence de la formule introduite dans la
conclusion des prémisses de la régle d’introduction) que si cela a de I'importance pour la réduction.
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Les étapes de commutation Lorsque d’un coté au moins de la coupure, on rencontre une inférence
introduisant une formule qui n’est pas la formule de coupure, on peut faire passer cette inférence de 'autre

coté de la coupure.
Ce cas peut arriver soit du coté ou la formule de coupure est conjonctive, soit du coté ou la formule de

coupure est digjonctive (c’est-a-dire que, ci-dessous, A peut étre conjonctive ou disjonctive) :

ACOA A DA : ACLUA A, AL A,D,A A AL

A
ACAD A A At N A,C oupe AD Coupe
A,CAD e A CAD !

et la méme chose avec les régles d’introduction Vi et V7. Par exemple:

AAL O AlA A AL C

S L L C
A4 Aatcvp ] IN A0, oupe
ACVD oupe A, CvD 1

Les étapes axiomes Lorsque sur un des cotés de la coupure on rencontre un axiome mettant en jeu I'une
des formules de la coupure, la coupure disparait (la aussi, A peut étre disjonctive ou conjonctive) :

L,
A AL AT A AL

A AL Coupe N A,AJ‘

Si les formules concernées par ’axiome ne sont pas impliquées dans la coupure, celle-ci disparait aussi,

mais différemment :

R —}
AA A AL cL
Coupe A A

A,CJ',C A,CJ',C

Exhaustivité et non-confluence de cette procédure

L’ensemble des rédex définit une procédure d’élimination des coupures qui est clairement exhaustive. Mais le
systéme de régles de réécriture contient des paires critiques non confluentes. Les paires critiques correspondent
aux cas ou des deux cotés de la coupure, la régle de téte n’introduit pas la formule de coupure.

A,(:J,A A,b,A A AL E A,A'L,FA
ACAD A T T A AL EAF T
ACAD EAF

Coupe

et



20 CHAPITRE 1. CALCUL DES SEQUENTS ET ELIMINATION DES COUPURES

A A
AACEC T A AL DL D

A CH C, DY D

Coupe

Dans le premier cas, on peut aussi rencontrer les régles V} et V7 & la place de I'une ou des deux régles Ar.

Il faut aussi considérer les cas mixtes o, d’un coté, il y a une régle d’introduction introduisant une
formule autre que la formule de coupure et, de I'autre coté, un axiome ne mettant pas non plus en jeu la
formule de coupure.

Néanmoins il est trés simple de restreindre la procédure en une procédure confluente en spécialisant
les regles de rééeriture pour lesquelles, sur la gauche (par exemple), il y a une régle d’introduction ou un
axiome ne concernant pas la formule de coupure, en une régle ou, sur la droite, on n’autorise que les régles
d’introduction de la formule de coupure.

Remarque: Les paires critiques impliquant un axiome concernant une formule de coupure sont elles con-
vergentes.

Preuve de terminaison On considére une coupure entre deux preuves sans coupures. La preuve d’élimina-
bilité de cette coupure est par induction (structurelle) d’abord sur la formule de coupure puis sur la paire
des preuves de part et d’autre de la coupure.

Il suffit alors d’observer que chacune des régles de réécriture transforme une coupure sur la formule A
et entre les preuves sans coupures p et ¢ en une configuration pour laquelle, compte tenu de la stratégie de
réduction employée, les nouvelles coupures sont telles que soit 'une des preuves a droite ou a gauche est plus
petite (avec une méme formule de coupure), soit que la formule de coupure est plus petite.

Ceci revient & prouver la terminaison de la procédure évaluée selon une stratégie de réduction de la
coupure la plus interne d’abord.

1.3.2 L’étape principale de réduction

(’est le cas ol des deux cotés de la coupure, on introduit la formule de coupure.

Si d’aucun coté de la coupure, il n’y a de contraction intégrée aux régles d’introduction, ou s’il n’y a une
contraction intégrée que d’un seul coté de la coupure, alors, on ne connait qu’une seule maniere de réduire
la coupure. C’est ce qui arrive systématiquement en logique intuitionniste.

En revanche, et c’est 14 un trait propre a la logique classique, si des deux cotés de la coupure, il y a une
contraction intégrée aux régles d’introduction (c’est-a-dire qu’une occurrence de la formule introduite figure
aussi dans les conclusions des prémisses des régles d’introduction), alors on rencontre dans la littérature trois
maniéres de réduire cette configuration.

On considére la coupure suivante :

p Lo
Q,A,AV B Q,?,ALABLC
Q.7.A oupe
entre
§P1 §01 §02
QA AVB A . Q,7, AL AB+ AL Q7,41 ABLY B

= e o =
P="Q A AvVEB I 0,7, AL A BL !

On peut réécrire ainsi:
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Conjonction dupliquante

Dans un premier temps, la prémisse portant ’occurrence conjonctive de la formule de coupure duplique
l’autre prémisse de la coupure et distribue deux de ces copies sur ses propres prémisses :

/

Ly o
QA AVB Q7 A A ABL C
Q.7 A oupe
avec
P Loy P XE
QA AVB Q7 ,AABL AL QA AVB Q7 A*ABL B
Coupe Coupe

, Q,7, A AL Q,7, A, Bt
o= A1

Q,7,A, AL A BL

Ce n’est qu’apres que p duplique a son tour la preuve avec laquelle elle est coupée :

/

§P1 g"
QA AVBA Q7 AANBY .
Q7TAA oupe Lo
Q7,AAVEB ! Q,7,A, At A Bt

Q7 A Coupe

Apres simplification de la coupure la plus externe, qui s’avére étre une coupure sans contraction ni a
droite ni & gauche, on obtient cette configuration.

/

L Lo L p g
QA AVB A Q,7,A At ABL QA AVB Q,7,ALABL AL
) ) ) ) ) ) Cgupe J_ COupe
Q,7.A A Q,7,A, A
Q.7 A Coupe

Disjonction dupliquante

Lorsque c’est p qui duplique d’abord o, en suivant le méme procédé dual du précédemment, on obtient :

v g" §p’ §‘71
QA AVB,A Q7 A ABL Q,7,A,AVB Q7 At A Bt AL
— ’ — Coupe Coupe
Q,7,A A Q,7,A, AL c
Q.7 A oupe
avec
n 7
QA AVB,A Q7 AL ABE p
;o 0,7, A A oupe
P = Vi

Q.7,AAVDB
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Coupures croisées

La solution des coupures croisées apparait comme une version simplificatrice et symétrisante de chacune des
deux solutions précédentes. De fait, on simplifie en remarquant que les “gros morceaux” du milieu, ¢’ ou p/,
peuvent étre obtenus directement en récupérant des bouts de preuves plus simples déja connus.

S o

EPl §0' P :
QA AVB, A Q7 ALABL QA AVB Q7,41 ABL AL
— ’ — Coupe Coupe
Q,7,A A Q,7,A, AL c
Q.7 A oupe

Autres protocoles ?

Chacune de ces trois regles propose donc une maniére de gérer une interaction entre deux formules qui
peuvent étre, chacune, introduite plusieurs fois. Ces trois régles sont les plus simples parmi celles que 1’on
peut 1maginer. Toutefois, si on prend en compte les possibles triples contractions, ou méme quadruples
contractions, de formules, et qu’on cherche a réécrire tout ce beau monde en de multiples coupures mais
toutes de taille plus petite, il s’ouvre devant nous un univers purement combinatoire d’association des preuves
entre elles.

A TPopposé, soulignons que, a priori, seules les régles avec conjonction dupliquante et disjonction dupli-
quante sont compatibles avec une interprétation des preuves a 1’aide, par exemple, d’espaces cohérents, et
en particulier, avec une interprétation a ’aide de A-termes.

Notons aussi que nous avons distingué entre conjonction dupliquante et disjonction dupliquante alors que
chez la plupart des auteurs, tant que ’aspect calculatoire de la preuve n’est pas considéré, c’est une latéralité
gauche ou droite dépendant arbitrairement de la facon d’écrire la preuve sur la feuille qui décide de la regle
de réécriture & appliquer (c’est par exemple le cas dans la preuve d’origine de Gentzen).

Remarque: C’est I’étape principale de réduction qui contient la partie la plus complexe de I’élimination
des coupures (I’analogue en A-calcul est la régle (Az.u v) — u[z := v]). En comparaison, les autres étapes de
réduction s’apparentent & des étapes de propagation de substitution (cf & ce sujet le chapitre 2).

1.3.3 Sur le non-déterminisme et la confluence

Il était (et il est encore parfois) d’usage de considérer ’élimination des coupures en logique classique comme
fondamentalement non-déterministe. A 'appui de ce point de vue, il y a les paires critiques montrées en
section 1.3.1 pour lesquelles il n’y a, a priori, aucune raison de choisir 'une ou 'autre des maniéres de
réduire. Ce n’est peut-étre pas un mauvais point de vue, surtout si on entend bien par non-déterminisme,
I'idée d’une procédure qui réduit de plusieurs manieres différentes en paralléle et qui fournit un ensemble
de résultats finaux plutot qu’un seul résultat. Le probléeme de cette approche est la question de comment
aborder le non-déterminisme de maniére théorique, et de quoi affirmer d’intéressant sur ce non-déterminisme.

Si I’on se cantonne & une élimination séquentielle des coupures, le non-déterminisme devient non conflu-
ence. La non confluence n’a rien d’irremédiable en soi : 1l suffit pour faire d’une procédure non confluente une
procédure confluente, d’interdire certaines réductions. Le seul probléme de ce procédé de “confluentisation”
est de justifier pourquoi ce serait I'une plutot que autre de ces réductions génératrices de paires critiques
qu’il faudrait interdire.

Un argument important pour éliminer ’arbitraire du procédé de confluentisation repose sur les “roles”
respectifs des connecteurs et quantificateurs. De fait, tout énoncé est prouvable sans recourir a des contrac-
tions sur les conjonctions, sur les disjonctions, et sur les quantifications universelles. En revanche, on ne
peut éviter, dans le cas général, les contractions sur les quantifications existentielles. Cela met en évidence
une différence “fondamentale” entre le role de la quantification existentielle et le role de la quantification
universelle (cette distinction est moins claire dans le cas purement propositionnel). L'un “émet”, 'autre
“recoit” .

Un autre argument pour éliminer 'arbitraire de la confluentisation est de ne garder des différents com-
portements calculatoires possibles de I’élimination des coupures, que ceux qui ont un sens dans le cadre d’une
interprétation a ’aide de A-termes. On qualifiera informellement de “substitutives” de telles procédures.
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Toujours est-il que pour ces paires critiques citées en section 1.3.1 et qui sont de fait 'exemple typique
du genre de probléme que 'on rencontre pour I’élimination des coupures en logique classique, il y a deux
manieres de trancher, que nous appellerons maitrise conjonctive et maitrise disjonctive.

Maitrise conjonctive

On ne garde des 2 réductions possibles pour 1’étape de commutation que celle-ci:

AC,A AD A :
A, CAD, A A AL F
ACADF

AC,A AD A :
A, CAD, A A AL E
ACAD,E

I I

Coupe Coupe

ACAD EANF !

On ne garde des 2 réductions possibles pour 1’étape axiomes que celle-ci:

A
A, D D ctc "

Maitrise disjonctive

On ne garde des 2 réductions possibles pour 1’étape de commutation que celle-ci:

L AALE A,Ai,FA : A AL B A,Ai,FA
A,C, A AAL EAF c A, D, A AAL EAF c
AEANFC oupe AENFD oupe
I

ACAD EANF

On ne garde des 2 réductions possibles pour 1’étape axiomes que celle-ci:

A
ACctoptp

1.3.4 Un panorama des procédures existantes

On donne tres brievement un apercu de quelques preuves d’élimination des coupures trouvables dans la
littérature.

La procédure originelle de Gentzen

La procédure de Gentzen est une procédure réduite selon un algorithme de réduction de la coupure la plus
interne d’abord.

Pour les étapes principales de réduction, c’est la place de la preuve portant ’occurrence conjonctive de
la formule de coupure, & gauche ou a droite de la représentation de la coupure sur la feuille de papier qui
importe. Dans le premier cas, la conjonction est dupliquante, dans le second cas c’est la disjonction qui
duplique d’abord (si bien qu’on pourrait parler, pour simplifier; de c6té gauche dupliquant).

Pour les conflits lors des étapes de commutation et axiome, le méme critére est pris en compte : la position,
a gauche ou a droite, de "occurrence conjonctive de la formule de coupure.

Terminaison forte de la procédure originelle de Gentzen

Une premieére preuve de terminaison forte et non-déterminisite de la procédure de Gentzen est du a4 Dragalin
[15] en 1979.

Plus récemment, une autre preuve a été donnée par Tahhan [56] pour une restriction confluente; et au
cas propositionnel, de la procédure de Gentzen. Sa preuve repose sur le résultat de réécriture suivant de

O’Donnell [47]:
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Si un systeme de réécriture orthogonal termine en réduisant systématiquement des rédex les plus
internes, alors il termine fortement.

La permutation des coupures et la procédure de Girard

Une procédure telle que celle implicite a la preuve d’admissibilité de Martin-Lof a la propriété que les paires
critiques s’appliquent & la méme coupure. Ce n’est pas le cas de la procédure de Girard dans [27] ou [24].

L’interaction a la Coquand dans le calcul de Novikoff

On décrit au chapitre 6 une maniére d’éliminer les coupures en passant par une interprétation de la prou-
vabilité en termes de jeux. Cette “interaction” entre preuves, définie par Coquand dans [9], si on la considére
en oubliant le vocabulaire de la théorie des jeux s’exprime comme une PEC réduite selon une stratégie de
réduction de la coupure la plus externe d’abord (cf chapitre 6). Cette PEC est confluente et dans tous les
cas de réduction, c’est la conjonction qui duplique et a la maitrise.

La solution LC

Le calcul LC, décrit dans Girard [25], est un calcul ol toutes les formules recoivent une polarité positive
ou négative. La PEC n’est pas trés précisément décrite dans D’article. Ce que ’on peut on dire, c’est qu’elle
est confluente et que ’étape principale de réduction dépend de la polarité. La conjonction duplique et a la
maitrise si ’occurrence conjonctive de la formule de coupure est négative, sinon, c’est la disjonction.

Solution Coquand = solution LC pour le fragment V/3

Puisque la quantification universelle est de polarité négative dans LC, pour le fragment V/3 de LC, comme
pour la procédure associée a 'interaction de Coquand, c’est la conjonction qui duplique et a la maitrise.

Un travail peu connu: I'approche de Novikoff

Novikoff montre dans [46] que toute preuve est — ce qu’il appelle — réguliére. Sa notion de régularité revient
a une notion de preuve sans coupure en logique propositionnelle infinitaire et il décrit au passage un procédé
délimination des coupures.

La solution du lemme d’inversion

Dans Tait [57] (repris par Schwichtenberg [54]) on trouve une procédure qui ne pose le probléme du choix
de D’étape principale de réduction pour la raison que les contractions sur les formules conjonctives sont
évités avant de faire la coupure, et ceci & 'aide d’un procédé de déplacement de ces contractions vers les
sous-formules disjonctives les plus proches.

Dans le cas général, cette procédure ne se comporte comme aucune des PEC évoquées ci-dessus.

PEC interprétables en logique lineaire

Les procédures pour LC, de Coquand pour le calcul de Novikoff, pour la déduction libre et pour certaines
versions déterministes du A-calcul symétrique sont interprétables par la procédure d’élimination des coupures
de la version calcul des séquents de la logique linéaire.

Réductions non “substitutives”

Toute procédure ayant recours aux coupures croisées n’est, a priori, pas interprétable dans la logique linéaire.
C’est le cas aussi de la procédure de Girard dans [27] et des procédures basées sur un lemme d’inversion
de la conjonction (comme dans Tait [57] ou Schwichtenberg [54]).
C’est aussi le cas de la solution du “et symétrique” décrite dans Coquand et al [10].
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Il existe une interprétation standard des preuves sans coupure de LJ par des A-termes simplement typés
normaux. Cette interprétation a été décrite par D. Prawitz [50] et, par exemple, par J. Zucker [60] et G.
Pottinger [49].

Cette interprétation n’est pas une correspondance dans le sens ou plusieurs preuves de LJ sont associées
au meéme A-terme simplement typé. Nous décrivons alors une restriction de LJ, que nous appelons LJT,
pour laquelle il y a effectivement correspondance bijective entre les preuves sans coupures et les A-termes
simplement typés normaux.

Que se passe-t-il au niveau de la correspondance si I’on considére des preuves avec coupures et des A-
termes non normaux ? Si 'on s’intéresse aux étapes élémentaires du calcul explicite de la substitution dans
le A-calcul, on n’a pas de correspondance avec les étapes élémentaires d’élimination des coupures telles que
caractérisées dans les chapitres précédents. Ainsi, pour obtenir une correspondance a la fois au niveau des
preuves et des termes mais aussi au niveau de la réduction, bref, pour avoir un isomorphisme entre LJT et le
A-calcul simplement typé, nous sommes amené a considérer une syntaxe alternative pour “le” A-calcul qui,
elle, est isomorphe & la structure du calcul des séquents. Nous appelons A-calcul cette autre syntaxe.

Nous ne considérons dans ce chapitre que le fragment de LJ avec pour seul connecteur 'implication. Apres
une étude de linterprétation de LJ par des A-termes, nous introduisons le calcul LJT, puis, le A-calcul (dont
les éléments sont appelés X—expressions), avant de caractériser I’isomorphisme et de prouver la confluence et
la forte terminaison de la réduction des A-expressions simplement typées.

L’extension de I'isomorphisme a la logique classique, ainsi qu’aux connecteurs autres que I'implication,
est présentée dans les chapitres suivants.

2.1 Correspondance entre les preuves sans coupures de LJ et les
A-termes simplement typés normaux

Nous donnons une interprétation des preuves du fragment minimal de LJ par des A-termes, dans le style de
ce qui est suggéré par Prawitz [50]. Cette interprétation est aussi décrite, avec plus de précision, dans Zucker
[60], Pottinger [49] ou Mints [43].

On considére une version sans coupure de LJ avec I'implication comme seul connecteur (le cas des
autres connecteurs est traités dans le chapitre 4). On adopte une régle explicite de contraction mais la regle
d’affaiblissement est intégrée a la régle d’axiome. La partie gauche des séquents consiste en une suite de
formules nommées. On choisit, pour ensemble de noms, I’ensemble V des noms de variables du A-calcul et on
note les formules nommées sous la forme z : A plutot que sous la forme A% (comme cela est fait, par exemple,
dans le chapitre précédent).

Les formules sont définies par la grammaire

A= X|A-A

ou X parcourt ’ensemble Vg des variables propositionnelles.
Les preuves sont contruites & partir des regles suivantes:

A 7 A AF B
7T AR A  AFB Cont
PHA T,BFC PAFB
7 ASBFC Y TFAS B °

L’interprétation de Prawitz procéde inductivement comme suit :

A T x Ay AFu:B Cont

TwiAb e A 7,22 A w{y = z{x:=2}:B on
TFu:A 7,y:BFuv:C 5y T x:Aru:B N
A= BFRolyi=(zuw)}:C "FaruA B

ol v{& := u} représente le terme v dans lequel chaque occurence de & a été remplacée par le terme w.
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Un exemple de preuves associées au méme A-terme:

A-BACFA™ A5BACBrB Y
g

A— B ACFHB
A— B AFC—>B

et

A5 B ABCEBR ™

A— B AFA A—B,AB-FC—B
A— B AFC—>B

Ax
g

sont toutes deux associées au A-terme Az.(z y):C' — B pour lequel z2:C, 2: A — B et y: A.

2.2 Vers le calcul LIJT

LJT s’obtient & partir de LJ en restreignant 1'utilisation de la regle —,. On n’autorise & voir sur le coté droit
THFA 7, BEC

TA—-B,AFC — B
introduisant B (dans ce cas B est donc de la forme D — E).

g qu’un axiome déclarant B ou bien une autre régle —,

d’une instance de la regle

Cette restriction est exprimée par ’utilisation d’un “bénitier” & la maniére de J.-Y. Girard dans [25, 26].
Ainsi, 1l y a deux types de séquents dans le calcul LJT, ceux ayant la forme 7;F A et ceux ayant la forme
7; AF B. Une notation synthétique pour les séquents est celle-ci: 7; 11+ A. Ce qu’on appelle bénitier est la
place se situant juste a droite du “;”. Le bénitier peut étre vide ou plein auquel cas il contient exactement
une formule (non nommée). La notation IT désigne un tel ensemble qui est soit vide soit restreint & une
unique formule.

Le fragment sans coupure de LJT

régle d’axiome régle de déchargement /contraction
- T AARB
AR A AT e Déch
régle d’introduction gauche de — régle d’introduction droite de —
A 7,BEC 7, AF B
g —_—— —4
7 A= BFC 7FA—B

Le calcul LJT a donc la propriété que ses preuves sans coupures sont en bijection avec les A-termes
simplement typés normaux.

Considérons par exemple un terme normal de la forme Az;..Ax,.(y w1 ...up), possédant un type de la
forme A; = ... =+ A, — B et dans lequel y bénéficie d’un type D = €y — ... = C}, — B, et qui, lui-méme,
lui associe canoniquement la preuve
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Ax
— —
2D s TyD Ay BRyB
g
%
?ay:Daxl..nih..n;yn:Cp — Bk (yn Un)ZB
L L '
7oy Dxy A g u Oy TyiDxy ni ALy Co— = Cp — Bk (yz Us ~~~Un)IB N
g
%
?ay:Da$1..n: 1.n ;ylZD'_ (yl U un)B ,
— Déch
2 . ; . .
Py Dixey A, ; [ (y1 Uq un)B .,
7,3/3D,l‘1..nni%11..nn; = /\.90n~(y1 Uy up): Ay, = B
?,y:D, 1 Ay : Fsz...Xxn.(yl Uy Up): Ay —> .2 A, > B N
d
?,y:D : FAzy Az (1 wg oup): A — . > Ay — B

Remarque: Le calcul LJT a déja été considéré par Danos, Joinet et Schellinx [14], avec une maniére
différente de gérer les régles structurelles. Chez Danos et al, LJT apparait comme le fragment intuitionniste
de LKT, une restriction du calcul LK ayant la propriété de se plonger simplement dans la logique linéaire : les
preuves de LKT sont “décorables”, c’est-a-dire, par 'insertion adéquate de “7” et de “!” dans les formules,
les preuves de LKT s’interprétent comme des preuves de la logique linéaire.

Le calcul LJT est aussi un fragment strict du fragment neutre intuitionniste de la logique unifiée décrite
par Girard [26]. Ce calcul de Girard est lui-méme une version contrainte par un “bénitier” de LJ. Girard
remarquait & ce sujet que “la formule [dans le bénitier] (s’il y en a une) est ’analogue de la familiere variable
de téte pour le A-calcul typé”. Nous verrons aussi plus loin comment retrouver LJ dans LJT.

Il nous faut aussi signaler qu’un tel calcul apparait dans I’article de Howard [31] sur I'interprétation de la
déduction naturelle comme A-calcul typé. Bien que traitant plutot de la déduction naturelle, on trouve dans
cet article une formulation d’un calcul des séquents comparable & LJT et dont il est dit que ses preuves sont
en bijection avec les A-termes normaux simplement typés.

Les régles de coupures dans LJT

Il y a deux sortes de régles de coupures dans LJT, selon que la formule de coupure est ou non dans le bénitier
(chacune d’entre elles se divisant en deux selon que II est vide ou non):

régle de coupure de téte régle de coupure médiane
7;I0E A 7;A|—BC 7iEA 7,A;H|—BC
7 00F B oupT 7 00F B ot

Il s’avere que la regle de coupure médiane s’interprete naturellement comme un opérateur ezplicite de
substitution :

TFvA T e ATIIFw: B

C
70k ule:=v]:B oM

ufa := v] est une telle notation pour une opération, intégrée dans la syntaxe, de substitution de la variable
de nom x par le terme v dans le terme u.

La question de I’élimination des coupures en LJT

On peut décrire une procédure d’élimination des coupures de téte et médiane & ’aide d’un systeme de
réécriture.
En particulier, on a la régle de réécriture suivante :
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T Askut Ay T Ay As— o> Ay o BE(yug oupn): B

%
7TiFviA T Ay A= o A, 5> BE(yur . u,): B J
Couppy
TyrAl o 2 Ay 5 BE(yur . ug)[r =] B
se réécrit en
7hviA T i Ak ug Ay kv A T Ay As—o oo Ay 5 BE(yus ou,): B

Couppyy Coupy

7ok ugfe = 0] Ay TyiAs > .2 Ay o> BE(yus .oup)[r =] B
Ty Al =2 Ay o BE(yuifr =] oouy)[ei=0]: B

g

Cependant cette regle de réduction n’a pas de contrepartie en A-calcul. Effectivement, au niveau des
A-termes, elle correspond & la réduction d’un terme de la forme (y uy ... up)[# := v] en le terme (y uy[z :=
v] ... up)[x := v], tandis que le résultat attendu de la réduction aurait été ((y uy ...un11)[x := 0] upz = v]).

Cette différence provient de la maniére de construire les termes de la forme (y u; ... u,) dans LJT:
au lieu de construire d’abord (y wi) puis (y w1 us2), ... on construit d’abord (y u,) puis (y wni1 un) €t
enfin (y uy ... uy). Cette différence est la motivation pour introduire le A-calcul : au lieu de considérer les
applications sous la forme ((u uy)...u,), on va les considérer sous la forme (u [uy; ...; up]), c’est-a-dire comme
I’application — binaire — d’une fonction a la liste de ses arguments.

2.3 Le plongement de LJ dans LJT

LJT a le méme pouvoir que LJ en terme de prouvabilité. De fait, chacune des régles de LJ peut s’exprimer
comme un assemblage de régles de LJT dont la conclusion est de bénitier vide.

Pour exprimer la traduction, on préfére une version de LJ ol la contraction est intégrée & la regle —,.
La traduction est la suivante:

Az
s Ax traduit TVAARA T
V’Al_ A se€ tradult en m Dech
: : "ASBFA TASBBrB
", A-»BFA ?, A5 B BrC setraduiten 7 A>BA>BFB :
T ASBEC g T A BFB | Déh LA BBEC
7 A= BiFC our
? A:FB se traduit en 7 Afl—B
B — =y
TFAS B 7FAS B
7|—:A 7,A:|—B se traduit en ?;|:—A ?’A;'_BC’
7F B Coupe 7.F B oupPM

2.4 Le M-calcul

2.4.1 Les expressions du M-calcul

Il y a deux types de A-expressions qui sont mutuellement dépendantes : les A-termes et les listes de A-termes
(= listes d’arguments).
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Comme pour le A-calcul, on considére un ensemble infini V dont les éléments sont appelés noms de
variables de terme. Nous réservons les lettres z, y, z, ... pour noter les noms variables de terme.

_ L’ensemble des A-expressions, recouvrant les A-termes (ou tout simplement termes) et les listes de
A-termes (appelées aussi listes d’arguments) sont définis inductivement par la grammaire suivante ot
parcourt V

Termes : t o= ()] Axt) | (D) | (tx:=1])
Listes d’arguments: [ == []|[t={| (@) |z :=1]

Nous utilisons les lettres ¢, u, v,... pour noter les termes et nous utilisons la lettre [, éventuellement
primée, pour noter les listes d’arguments.

L’expression “[]” joue le role de la liste vide d’arguments et ’expression [t :: []” représente la liste dont
le premier argument est le terme ¢ et le reste des arguments est dans la liste [. Quant & I'expression “(I @ {)”,
elle représente 'opération explicite de concaténation des listes d’arguments [ et {’.

L’expression “(t[z := u])” tient le role de I'opération explicite de substitution de x par u dans le terme
t (c’est I"équivalent d’un let x=u in t & la ML) et lexpression “({[x := u])” joue le méme role mais pour
une substitution dans la liste d’arguments /.

On abrégera communément 'expression [ty :: [... :2 [ty 2 []]...]] par [t1;...;¢5]. Une expression telle que
((...(t t1) ...) tn) sera abrégée en (¢ t1 ... ¢,). Parfois (# []) est simplifié en 2. Aussi, les expressions (Ax.t),
(t[x := u]) et ({ @ ") sont parfois écrites respectivement Ax.t, t[z := u] et { @ !’ quand il n’y a pas d’ambiguité.

Les sous-expressions d’un terme ou d’une liste d’arguments sont définies comme & ’accoutumée sauf
qu’ici, 1l faut tenir compte de la définition mutuelle des termes et listes d’arguments. En particulier, une liste
d’arguments peut étre une sous-expression d’un terme et vice-versa.

Les notions de variables liées et libres sont définies comme on le fait habituellement. Nous dirons aussi
que deux A-expressions sont a-équivalents si elles ne different que dans les noms, supposés distincts entre
eux, des variables liées. Cette notion d’équivalence n’affecte pas la structure des expressions, ce qui nous
permet par la suite de considérer ces A-expressions & a-équivalence pres.

2.4.2 Formes normales du \-calcul

Une A-expression est normale si elle ne contient ni opérateur de concaténation ou de substitution et si les
sous-expressions de la forme (¢ [) sont exclues.

Autrement dit, une A-expression est normale si elle est formée & partir de la grammaire suivante :

t o= (z))](Axd)
s= [ )
Remarque: Pour ce calcul, par opposition a la syntaxe habituelle du A-calcul, il est directement possible
d’adopter un point de vue oit les A-expressions normales sont les objets de base et ol les autres constructeurs
sont juste des notations explicites pour des fonctions sur ces objets de bases (et donc plus des constructeurs
au sens strict)
Une approximation de la normalité est la normalité faible.

Un terme (resp une liste d’arguments) est qualifiée de faiblement normal(e) si il(elle) est de la forme
(z 1) ou Aw.t (resp [] ou [t ::1]), ol ¢ est un terme quelconque et [ une liste d’arguments quelconques.

Remarque : Dans le A-calcul, il y a la possibilité de considérer des termes de la forme (o [uwa]) - [ua])
ayant une structure similaire a celle des termes applicatifs du A-calcul. Cependant, un tel A-terme n’est pas
normal. De fait, sa forme normale est (x [u1;...; uy]).

2.4.3 Regles de réduction du M-calcul

La présence d’opérateur explicite de substitution et de concaténation entraine la présence de regles de
réduction appropriées :
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F-réduction

e indication de concaténation

()l 5 (z2(1QU) Cuar

e régles de calcul de la concaténation

[wzll@l! 5 [uz (@) Ceons
[Jar 5 U Chit

e régles de propagation de la substitution a travers les termes faiblement normaux

(z O)[z:=v] 5 (vix:=v])  Syes
(yOle=v] 5 (ile=x) Sn
Qyu)z:=v] 5 Ay.(u[z:=v]) S

attention a une possible capture de variable dans la regle Sy

e régles de propagation de la substitution & travers les listes d’arguments faiblement normales

lz=v 5 [ S
— 5 [ufz =] [z :=0]]  Seons

. r , , 1 . . R . r
Si u — v, alors u est appelé rédex. Nous notons — la réduction obtenue a partir de — par congruence.
Puisque le systéme de régles de réduction est linéaire & gauche ! et aussi sans paires critiques, en vertu du

résultat de Huet dans [32], L est confluent. Par simplicité nous avons escamoté le probleme de la possible
capture de variable dans la régle Sy . Une solution au probléme est d’ajouter au langage un opérateur explicite
de renommage des variables liées. Ceci est fait en appendice a ’occasion de la description de I'implémentation
d’une procédure de normalisation pour le A-calcul.

Remarque: Le systeme de réduction que nous présentons est un systéme sans paire critique dont il est
relativement aisé de faire une preuve de normalisation forte. Cependant, un autre systéeme de réduction a
considérer est celui que I'on obtient en ajoutant la régle (Ay.u v)[z = w] = ((Ay.u)[r = w] v[z = w]). De
fait, par cette extension, il devient possible de simuler la 3-réduction habituelle, et donc, de voir le A-calcul
comme un sous-systéme strict du A-calcul. Cependant, la terminaison forte du systéme de réduction enrichi
reste & 1’état de conjecture.

2.5 Le calcul LJT

Un environnement est un ensemble de formules nommées. Plusieurs occurrences de la méme formule
peuvent apparaitre dans un environnement mais ce doit étre a chaque fois avec un nom différent.

Les lettres grecques majuscules 7 A, €,... sont réservées pour les environnements. Si 7 et A ont une
intersection vide, la notation 7, A a du sens et représente ’'union ensembliste de 7 et A.

Dans la pratique, sauf pour souligner une ambiguité, nous n’écrivons pas les noms des formules nommées.
Aussi, une notation comme A; A désigne 'union de A et de {A} ol il est implicite que le nom de A n’interfére
pas avec une formule A de méme nom dans A.

L Précisons qu’il nous faut considérer les régles Syes, Sno et Sy comme des schémas de régles en = et y dont on considere les
instances lorsques z et y parcourt V. Ainsi, on a effectivement linéarité & gauche
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2.5.1 Elimination des coupures

Nous disons que deux preuves sont équivalentes si elles ne different que par le nom des formules nommeées
impliquées dans la preuve ou que par ’ajout de formules non utilisées dans la partie environnement des
séquents (pas utilisées voulant dire qu’on peut suivre leur trace dans la partie environnement des séquents
jusqu’aux axiomes).

Dans la suite, nous considérons les preuves & cette équivalence pres-la. En particulier, si p est une preuve
de 711 F A, alors, pour toute formule nommée B n’interférant pas avec une meéme formule nommée déja
présente dans p, cette preuve p est aussi considérée comme une preuve de 7, B; 11+ A.

Nous qualifions de normale une preuve sans coupure.

Proposition 1 (FElimination forte et confluente des coupures)
Il existe une PEC confluente et fortement normalisable pour LJT.

Un systéeme de réécriture définissant une telle PEC est décrit ci-dessous. Il est facile de constater son
exhaustivité, puisque toutes les configurations possibles avec une coupure sont prises en compte.

La confluence, comme pour le systeme de réduction du A-calcul provient de la linéarité & gauche et de
I’absence de paires critiques du systéme de réécriture. Quant a la normalisation forte elle est montrée dans
une prochaine section.

Réduction de la régle Coupr

e contrepartie logique de la g-réduction

DARB L TEA BBREC BEA D ARE
7,F A B 7 A-Brc '’ T 7F B P B
TFC Coupr Ii—) TFC Coupr
2 A:F B
TFASB ' TASBFASB AT
— - Coupr IET T, AEB
TFA— B S g
e contrepartie logique de I'indication de concaténation
DBBEA LBBEA 1 BAFC
? Bk A DCC LBAFC T 7 B;BFC oupT
7 B:FC owpr 111 T B.FC Dech
e contrepartie logique du calcul de la concaténation
?ED TiBFA LBEA LARC
7 DoBFA BARC g BED 7. BFC oupT
7D BFC owpr 111 7D BFC g
AR A A® nARC
ou
ARG O ke
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Réduction de la régle Coupyy

e contrepartie logique de la propagation de la substitution a travers les termes faiblement normaux

PAARC nEA T AARC
7 A ?,A;I—CCDeC gp LbA nAFC oupmM
7FC oupar L1 7FC oupT
PABBEC 2BikA TABBEC
? BiF A ?,A,B;I—Ccec T 7. B;BFC oupmM
T BFC oupM Ii—) 2. Bk C Déch
DABEC 1BRA 2ABEC
7. A ?,A;I—B—>Ccd . ? Bir C oupmM
kB C oups 1f13 kB C

Pour cette regle, on considéere la preuve de 7;F A comme une preuve de 7, B;F- A. 5’1l advenait que
B soit déja présent avec le méme nom quelque part dans cette preuve, il faudrait y changer le nom de
cette formule partout ou elle intervient.

e contrepartie logique de la propagation de la substitution a travers les listes d’arguments faiblement

normales

P AEB 7, A CED PEA T ARB PiEA P ACED
5. . g o oupps 5 oupny
nbA TABSCED LT 7k B ’,CrD

7B CFD — 7. B—CFD

A TABEB
OUPM -
7.BF B LJT THFE A

2.6 L’assignement des preuves de LJT par des \-expressions

Les preuves de LJT ont une structure de A-expression. Nous mettons ce fait en valeur par un assignement
de A-expressions aux preuves de LJT. Les regles de réduction du A-calcul et les régles de réécriture pour
I’élimination des coupures s’identifieront par cette assignement.

Une déclaration, écrite sous la forme x: A est la paire d’une variable et d'une formule.

Nous gardons le vocable d’environnement pour désigner un ensemble de déclarations dont aucunes
formules ne partagent le méme nom de variable. Nous gardons aussi les lettres grecques 7, A, Q pour
désigner ces environnements.

Jusqu’a la fin de cette section, nous adoptons une notation alternative pour les listes d’arguments qui
insiste sur leur caractére de terme potentiel.
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Un contexte applicatif est une liste d’arguments écrite sous la forme (. ) ot . est un symbole
spécialement introduit pour 'occasion. On appelle aussi déclaration de place une formule écrite sous la
forme . : A.

Nous exprimons 1’assignement a ’aide de jugements.

Un jugement est une expression syntaxique de la forme 7;11 F ¢ : A. Dans cette écriture, 7 est un
environnement, Il est un ensemble soit vide soit contenant une formule qui est notée sous la forme d’une
déclaration de place, t est une A-expression et A est une formule.

Autrement dit les séquents avec bénitier vide sont interprétés par des A-termes et les séquents avec
bénitier non vide sont interprétés par des listes d’arguments, notées sous la forme de contexte applicatif.

Régles de formation de contextes applicatifs

Liste vide d’arguments AR []):A Ar
ThutA 7 BE(CD:C

g
7. A= BE( [usl])):C

Ajout d’un argument & une liste

7. CHE( DA T AR U):B

Concaténation de listes d’arguments 7 Cr( (Ql)B Coupr
Substitution d liste d ; TihuiA 7T A CF (L l):BC
ubstitution dans une liste d’arguments 7 OF (e = u)) B ouppg
Régles de formation de termes
T Licatif faibl . 1 Ty Ay cAR(D):B
erme applicatif faiblement norma T2 AF (B Déch
. T x:AFu:B
%
Abstraction T A B d
_ . TihuA 7 AR ):B
Terme applicatif non faiblement normal Coupr

75k (ul):B

L TFuA T xAFv:B
Substitution dans un terme Couppyy
?:Fv[z:=u]:B

Remarque: Les régles avec un bénitier non vide sont polymorphiques par rapport a la formule qui se trouve
dans le bénitier. Ainsi, 1l y a une relation forte entre un jugement

7. iAo o2 Ay 2 BE (L Jugs o up]): B

et un jugement

P [ugs . un] AL A LA Ay

ot Aj A...A A, est défini comme étant VB.(A; — ... = A, = B) — B (codage des n-uplets au second
ordre).

Une A-expression e telle qu’on aie 1 : Ay, ..., 2,: A, F e: A pour des noms de variables zy, ... z, et pour
des formules Ay, ..., A,, A bien choisies est dit simplement typé de type A, ou plus briévement, typable
par A.
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2.7 Termination forte de la réduction

De par Iisomorphisme, la termination forte de I’élimination des coupures pour LJT et la termination forte
de la réduction pour les A-expressions typables sont équivalentes. Nous le montrons pour les A-expressions
typables, ce qui permet une présentation plus légere que si on avait choisi les notations du calcul des séquents.

La preuve de termination forte

. - . R . . . . . R
Soit e une A-expression et — une notion de réduction. On dit que e est fortement normalisable selon — dans
les cas suivants:

e ¢ n’est pas reductible par it

R .
e pour tout ¢’ tel que e — €', on a €’ fortement normalisable

Remarque: Les preuves de forte normalisabilité ont une structure inductive. On peut donc raisonner sur
elles par induction structurelle.

Nous montrons donc qu’une A-expression typable est fortement normalisable selon la réduction L et pour
ceci, nous montrons quelque chose de plus fort, la forte E-normalisabilité que les opérations de construction
des expressions préservent.

On définit une réduction 2 qui supprime le constructeur de téte d’une A-expression faiblement normale.
Cette réduction préserve la typabilité mais pas le typage.

, . h C .
La réduction — est satisfaite dans les seuls cas suivants:

v B ow
@) & 1
[w::] 5w
[w::] o

ot u parcourt ’ensemble des A-termes et [ parcourt I’ensemble des listes d’arguments.

E . . . . e E . 1 .
On note —, et on appelle E-réduction, la réduction définie par e — ¢’ soit parce que e — €', soit parce

que e LN (sans considérer I’extension de cette réduction par congruence). On dit que e est fortement
E-normalisable (en abrégé FEN), ou encore qu’il satisfait la forte E-normalisabilité (en abrégé FEN

aussi) 8’1l est fortement normalisable selon =.

Lemme 1 Sile A-terme u et la liste d’argument | satisfont la FEN alors Az.u, (x 1) et [u:: 1] aussi.

PREUVE : Par induction sur les preuves de FEN pour u et [. Regardons le cas de [u :: {]. Si [u 2 {] 5 e
alors, ou bien [u :: (] LN ', c’est-a-dire que €’ peut étre soit u soit I, et en ce cas, par hypothese, €’ satisfait la
FEN, ou bien [u ::{] 5 ¢, ce qui veut dire que ¢’ est soit [ 1] avec u S’ | soit [w:: '] avec | S0, et en
ce cas ¢ satisfait la FEN par hypothése d’induction. Dans tous les cas possibles de réduction de e, celui-ci
se réduit en une expression FEN. e est donc lui-méme FEN. [ |

Lemme 2 Soit e et u des A\-expressions FEN. Si, pour tout | FEN, la typabilité de (u l) entraine sa FEN,
alors la typabilité de e[z := u] entraine a son tour sa FEN.

PREUVE : On raisonne par induction sur la preuve de FEN pour e puis par induction sur la preuve de FEN
pour u.

1 . ; . ,
Supposons que e[z := u] — w. Si la réduction affecte un rédex dans u alors w a la forme e[z := v/] avec

uS . La preuve de FEN pour u' est plus petite que celle pour u d’oti, par hypothése d’induction, e[z := u']
est FEN. Pareillement si la réduction est dans e.
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Tl reste le cas ol e[z := u] est lui-méme un rédex et ot c’est ce rédex qui est réduit. On envisage alors les
différentes formes possibles pour e qui peut étre soit un terme soit une liste d’arguments.

e Le cas ol e est (z I') auquel cas w désigne (u [z := u]), est le plus délicat. Mais puisque que e LN v, r
a une plus petite preuve de FEN que e. D’on, par hypothése d’induction, [ := u] est FEN. Et comme
on a supposé que pour tout [ FEN, (u !) était FEN, on en déduit que (u !'[x := u]) est FEN.

e Sieest (y!) alors west (y {[x := u]). La encore, {[z := u] est FEN par hypothése d’induction et, par
le lemme 1, w est FEN.

e Si e est le terme Ay.v, & un renommage pres de y dans Ay.v, ce qui n’affecte pas la preuve de FEN,
nous pouvons supposer que y et & sont des noms de variables distinctes. On peut donc affirmer que w
est Ay.(v[z := u]). Puisque Ay.v £ v, par hypothése d’induction, (v[z := u]) est FEN et par le lemme
1, w est FEN.

e Sieest [v::!] alors w désigne [v[z := u] :: {[x := u]]. Mais on a & la fois [v :: {] 5 v et [v:: ] 2N [, d’on,
par hypothése d’induction, & la fois v[z := u] et [[z := u] sont FEN et par le lemme 1, w est aussi FEN.

e Sieest [] alors w est [ ] auquel cas il est bien sar FEN.

Ainsi, quelque soit la forme de e, les réduits de e[ := u] sont FEN. Cela suffit pour dire que e[z := u]
est lui-méme FEN.
|

Lemme 3 Soit A une formule. Soit e une A-expression FEN et typable par A et soit Iy une liste d’arqguments
FEN. Si lexpression (e la) (cas ot e est un terme) ou bien e @ ly (cas ot e est une liste d’arguments) est
typable, alors elle est FEN.

PREUVE : On raisonne par induction sur A, puis sur la preuve de FEN de e, puis sur la preuve de FEN de
ls.
Supposons que (e {3) Sow (cas ol € est un terme) ou bien e @ /5 Sow (cas on e est une liste d’arguments).

Si la réduction affecte un rédex dans e alors w a la forme (e’ l3) ou bien e’ @ [5 avec e e Puisque
la preuve de FEN pour ¢’ est plus petite que celle de FEN pour e, par hypothése d’induction, w est FEN.
Pareillement s1 la réduction est dans {5.

Mais (e [2) ou bien e @ l3 peut étre lui-méme un rédex qui est celui réduit. On envisage alors les différentes
formes possibles pour e.

o Le cas le plus subtil est celui ol e a la forme Az.u et ot [ représente [v ::[]. Dans un tel cas, w désigne
(u[z := v] l) et, de plus, A doit avoir la forme B — (' tandis que v est typable par B. Puisque B
est plus petit que A, par hypothése d’induction, la typabilité de (v ') entraine sa FEN quelque soit
I FEN. On peut donc appliquer le lemme 2 pour inférer que u[z := v] est FEN. Mais ce dernier est
typable par C' qui est aussi plus petit que A. Par hypothése d’induction encore, (u[z := v] {) est donc
FEN.

e Sieest (x!) alors w désigne (¢ (I @[3)). Mais (z 1) Ry d’ot1, par hypothése d’induction, (I @ [5) est
FEN. Par le lemme 1, w est FEN.

e Sieest Az.u et I désigne [ ] alors w représente e qui, par hypothése, est FEN.

e Sieest [] alors w désigne l5 qui est trivialement FEN.

e Si e est [v:: ] alors w désigne [v 2 (I @ I3)]. Mais [v :: {] Ly d’ot1, par hypothése d’induction, [ @ I
est FEN, et, par le lemme 1, w est FEN.

Ainsi, toutes les maniéres de réduire (e l2) ou bien e @ [5 conduisent & une expression FEN. L’expression
(e l3) (cas ol e est un terme) ou bien e @ /5 (cas ol e est une liste d’arguments) est donc elle-méme FEN.
|
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Proposition 2 Les \-expressions typables sont FEN.

PREUVE : Soit e une A-expression typable. On raisonne par induction sur e. Les cas Av, (p ') et (v 2 ')
s’obtiennent directement par le lemme 1. Les cas (u ) et (I @ l3) s’obtiennent par le lemme 3. Quant aux
cas v[z := u] et {[x := u], ils s’obtiennent par le lemme 2 appliqué au lemme 3. ]

La forte E-normalisabilité entraine trivialement la forte normalisabilité.
Corollaire 1 Les A-expressions simplement typées sont fortement normalisables.

Remarques : 1) Pour obtenir cette preuve, nous avons généralisé une preuve de terminaison de I’élimination
des coupures par la stratégie de réduction de la coupure la plus externe d’abord, mise au point par Thierry
Coquand (et reproduite dans le chapitre 6). Cette généralisation nous fournit une preuve fonctionnant par
induction sur la forme normale des termes puis sur leur preuve de forte normalisation. L’idée de méler ces
deux inductions en une induction sur la preuve de forte E-normalisation est de nouveau due & Thierry
Coquand. La preuve obtenue s’avére alors similaire a la preuve d’élimination forte des coupures de Dragalin
[15], & ceci prés que dans cette derniére, on raisonne non pas structurellement mais sur la longueur de la
preuve de forte E-normalisation.

2) 1l serait intéressant aussi de prouver la terminaison forte d’un systéme de réduction intégrant la regle
supplémentaire (A\y.u v)[z = w] & ((Ay.u)[z := w] v[z = w]), car, & ce moment-l, on obtiendrait la
terminaison forte de la g-réduction dans le A-calcul comme conséquence. Si I’on se base sur le résultat de
terminaison forte pour le systéme de réduction du Awv-calcul [2], il semble raisonnable de conjecturer la
terminaison forte du systéme enrichi. Cependant, sera-t-il possible de trouver une preuve qui ne présuppose
pas la normalisation de la g-réduction (comme c’est le cas pour la preuve de terminaison forte du Av-calcul
donnée dans [2]).

2.8 Travaux connexes

Les premiéres relations entre LJ et le A-calcul apparaissent implicitement dans Gentzen [20] via I’équivalence
logique entre LJ et la déduction naturelle. La correspondance entre LJ et la déduction naturelle a ensuite
été rendue plus précise par Prawitz dans [50] qui donna un procédé simple de transformation des preuves de
I'une vers 'autre syntaxe et réciproquement.

Zucker dans [60] déduisit un théoréme d’élimination forte des coupures dans LJ & partir de cette corre-
spondance. Cependant, il raisonnait modulo des permutations des coupures (les étapes de commutation du
chapitre 1), si bien que I’on peut dire que son résultat signifie la forte normalisabilité des étapes principales
de réduction (telles que définies dans le chapitre 1, autrement dit de la f-réduction).

Le résultat de Zucker ne valait que pour le fragment de LJ avec implication, conjonction et quantification
universelle. L’extension & la disjonction et la quantification existentielle a été faite par Pottinger dans [49].

D’autres interprétations calculatoires des calculs des séquents LJ et LK apparaissent dans Gallier [19]
sur des idées de Breazu Tanen, dans Wadler [59] et dans Breazu Tanen et al [7]. Pour ces trois travaux, les
régles d’introduction gauche sont interprétées par des constructeurs de motifs.

Enfin, une preuve similaire d’élimination forte et non déterministe des coupures dans le calcul des séquents
LK, en suivant les régles de réduction originelle de Gentzen, a été faite par Dragalin [15] et adaptée a la
version calcul des séquents de la logique linéaire par Roorda [5§].
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Chapitre 3

LKT et le \y-calcul
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Un isomorphisme semblable & celui entre le A-calcul et le calcul LJT pour la logique minimale est possible pour
un calcul des séquents classique. Pour cela on peut considérer 'opérateur u de Parigot, ou alors 'opérateur
C de Felleisen.

Le Ap-calcul de Parigot [48] étend 'isomorphisme de Curry-Howard-de Bruijn & une version classique de
la déduction naturelle ou 'aspect classique est obtenu en autorisant plusieurs conclusions. Autant les formes
normales du A-calcul simplement typé sont en bijection avec les preuves sans coupures de LJT, autant les
formes normales du Ap-calcul simplement typé sont en bijection avec les preuves sans coupures de LKT. Ce
calcul LKT est 'extension classique de LJT ou, la aussi, le coté classique est obtenu en autorisant plusieurs
conclusions. La définition de LKT est due & Joinet et & Schellinx dans leur thése de doctorat [35, 51] et
apparait aussi dans Danos et al [14] ot le lien entre LKT et le Ap-calculus est d’ailleurs évoqué !

L’opérateur C de Felleisen, défini dans [16], est un opérateur qui, doté de régles adéquates, permet
d’enrichir le A-calcul avec quelques caractéristiques impératives telles que sauts, traitements d’exceptions,
calculs d’indices de séquentialité, ... Il a été observé par Griffin [29] et clarifié par Murthy [45] que, dans
un cadre typé, cet opérateur recoit un type de la forme ——A — A, permettant d’étendre I'isomorphisme
de Curry-Howard-de Bruijn & la déduction naturelle classique ou "aspect classique est, cette fois, obtenu en
ajoutant ’axiome == A — A pour tout A, autrement dit axiome d’élimination de la double négation.

Dans ce chapitre, nous considérons donc deux extensions du A-calcul. La premiére considére I'opérateur u
du Ap-calcul et fournit un isomorphisme avec le calcul LKT. La seconde considére 'opérateur C' de Felleisen
et fournit un isomorphisme avec LJT + —-—A — A. Les régles de réduction obtenues avec cette deuxiéme
extension sont néanmoins un peu plus lourdes que celles impliquées par ’extension avec 'opérateur p.

3.1 Le A\p-calcul

En plus de ’ensemble V des variables de termes; on admet ’existence d’un ensemble infini V¢ dont les
éléments sont appelés noms de p-variables. On utilise les lettres grecques minuscules «, /3, v, ... pour
désigner ces noms de p-variables.

L’ensemble des Ap-expressions, recouvrant les Au-termes (ou termes) et les listes de Au-termes
(ou aussi listes d’arguments) est défini inductivement par la grammaire suivante ol « parcourt V et «, 3
parcourent Ve :

Termes:: o= (@) | (Aet) | (1) | (e = 1]) Hla]x = [a](x 1)]
Listes d’arguments: [ == []|[t={ | (@) |{[z:=1]]|! T(x !

On réutilise pour désigner les Ap-termes les mémes lettres ¢, u, v,... que pour les A-termes et, pareillement,
les notations I, I/, ... pour désigner les listes d’arguments.

Schématiquement, un Ap-terme gére plusieurs A-termes imbriqués. Chacun des termes imbriqués est
repéré par un nom de conclusion a, 3, etc. Plusieurs A-termes peuvent partager le méme nom. A chaque
instant, il y a une famille de ces A-termes partageant le méme nom qui est active et le role de Iexpression
uBla]t est de désactiver le terme courant ¢ en le cachant sous le nom « et d’activer la famille de termes ayant
le nom f. Quant & ’expression ¢[[a]y := [&](x {)], elle désigne 'opération explicite de diffusion des arguments
[ vers chacun des sous-termes de nom « () est juste un symbole formel sensé représenter le terme se trouvant
dans le champ de [a]). Similairement pour {[[a]x := [a](x )] & I'intérieur d’une liste d’arguments.

Dans 'optique ol les expressions normales sont les objets de base et ou les autres constructeurs ne sont
que des symboles explicites de fonctions sur ces objets de bases,; seul pS[alt est & part entiére un nouveau
constructeur d’expressions.

Une Ap-expression est normale si elle fait partie des expressions engendrées par cette grammaire :

(2 ) | (At) | o
s

IDe la méme maniére que LJT est une restriction de LJ qui se comporte bien relativement au plongement dans la logique
linéaire, le calcul LKT est une restriction de LK dont les preuves ont une structure de preuves de la logique linéaire.

t
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Si un nom B apparait dans le champ d’un p8[7], on dit que la p-variable de nom S est lide, au méme
titre qu’une variable de terme de nom z est liée dans le champ d’un Az. On dit que deux Ap-expressions sont
a-équivalentes si elles ne different que dans les noms, supposés distincts entre eux, des variables liées. Cette
notion d’équivalence n’affecte pas la structure du terme et, dans la suite, on considére les Ap-expressions a
a-équivalence pres.

Regles de réduction

En plus des regles de réduction du A-calcul, il y a, dans le Ap-calcul, les régles de réduction suivantes :

e y-réduction

(uBlalul) = plla](ul[Blx = [Bl(x D]) »

e régles de diffusion d’une liste d’arguments & travers un terme

(uBladu)l[a]x = [a](x D] = pBlal(ullalx = [a](x D] 1) Dyes

(uBHlwllalx = [a)(x ] = wAl(ullalx = [](x D)) Dno
Ay-u)lelx = [e](x )] = Ay.(ullo]x = [o](x D]) Dy
(v lladx =[ad(x D] = (v ((llelx =[x D)) Dapp

([ 1])[[o]

=[la](x D] = [ullolx = [o)(x D] = Ullalx = [a](x D] Deons
([Dle] =[]

X
X [ Dy

attention a une possible capture de la pg-variable de nom # & l'intérieur de [ pour les regles Dy, and
Dy, et de la variable de nom y dans la regle D),

e régle de propagation de la substitution & travers les termes fraichement nommés
(uolalwle =] 5 polal(ulz =1]) S,

3.2 Le calcul LKT

L’ensemble des formules est maintenant défini par la grammaire suivante :

A= X|A-A|L

Un séquent classique a la forme 7;11 F A; A. La place a la droite du “;” de gauche est le bénitier.
Celui-ci peut étre vide ou bien contenir une unique formule. IT est une telle notation pour dire “rien ou bien
une seule formule”. La place & la droite du “;” de droite est la place active. Celle-ci contient une unique
formule appelée conclusion courante. 7 est un environnement de formules nommées par des noms de V et
A est un environnement de formules nommeées par des noms de V.

La place ot se trouve A est la place intuitionniste. Ainsi, LJT peut étre vu comme le calcul LKT ot I’on
impose a A d’étre toujours vide. On peut d’ailleurs constater que les regles de LKT n’affectant pas A sont
aussi des régles de LJT.
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régle d’axiome

TAFAA AT

régle d’introduction gauche de —

TSEAA TS BEAC

7 A= B A C I
régle de coupure de téte
TIEAA TSAFAB
Coupr

T IIEAB
régle de changement de conclusion

TSEAA B A

A 4B
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régle de déchargement

TAAFAB
TAFAB

Déch

régle d’introduction droite de —

TAFAB
T 5 d
7"FAJA— B
régle de coupure médiane

TEAA T AILEACB
TIIEAA

Couppy

régle de p-coupure

7 IEAAC T AFAB

7.00F A, B,C Coupy

Nous disons que deux preuves sont équivalentes si elles ne different que par le nom des formules nommées

impliquées dans la preuve ou que par l’ajout ou le retrait dans les environnements de formules nommeées
qui n’ont pas été déchargées (i.e. qui n’ont pas été nommées au moment d’une régle de déchargement ou de

changement de conclusion).

Dans la suite, nous considérons les preuves & cette équivalence pres-la. En particulier, si p est une preuve
de 7;II+ A; A, alors, pour toute formule nommée B n’interférant pas avec une méme formule nommée déja
présente dans p, cette preuve p est aussi considérée comme une preuve de 7, B;II F A; A et comme une

preuve de 7; 11 F A, B; A.

Elimination des coupures

Nous qualifions de normale une preuve sans coupure.

Proposition 3 (FElimination forte et confluente des coupures)
Il existe une PEC confluente et fortement normalisable pour LJT.

Un systéme exhaustif de réécriture définissant une telle PEC est définissable & partir des regles de
réécriture déja donnée pour LJT. Il suffit de généraliser celles-ci par la présence d’un environnement de
conclusion A et de considérer les régles supplémentaires données ci-dessous.

La confluence, comme pour le systéme de réduction du A-calcul provient de la linéarité & gauche et de
I’absence de paires critiques du systéme de réécriture. Quant & la normalisation forte, elle est montrée dans

une prochaine section.

e contrepartie logique de la py-réduction

TSFACA B A
TSEAAB 7. BFAAC
Z o TEAAC

Chyg

Coupr

7 FAJAB;A T;BEAAC
TEAJACHA
7 EAVAC

Coup,
Chyg
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e contrepartie logique de la diffusion d’une liste d’arguments a travers un terme

T FAJAB;A TSARACBC

7. . C

BEAABA PFAC B A " viaraCBC

7T\FA A B 7;A|—A;C’COU LKT "FACBC Coupr
T TACE P K1 DS BY oy

A C,B

Pour cette régle, on considére la preuve de 7; A F A;C et comme une preuve de 7; A F A, B;C et
comme une preuve de 7; AF A C, B; C. S’ advenait que B (et C') soit déja présent avec le méme nom
quelque part dans ces preuves, il faudrait y changer le nom de cette formule partout ou elle intervient.

TSFA DA B, D
TFA DA B 7T AFA D C
A D C,B

T"FA DA B D 7;AFA D B C
A D C B; D
A D C,B

Chyg

Coup,

Coupy LE(_’)T Chyg

Attention au renommage d’une éventuelle formule B déja présente avec le méme nom dans la preuve
de 7; A A, D;C qui est maintenant considérée comme une preuve de 7; A+ A D, B;C.

T CFAAD TCOREAAD T CAREACB
4 Coup,
T FAAC— D 7;A|—A;BCOU LKT 7 CFA B D N
7.FAB,C—D Pu ] 7 FABC—D "

Attention au renommage éventuel de la formule C' déja présente avec le méme nom dans la preuve de
7, AF A; B qui est maintenant considérée comme une preuve de 7, C; A A; B.

7,D;D|-A,A;C’D/h TD;DEAAC T, D AFACB Cou
7. D;F A A C TN 7 DA AB Coup LT 2, D:DF A B;C Pu
# —

7 DiFAB;C 7 DiFAB;C

éch

e contrepartie logique de la diffusion d’une liste d’arguments a travers une liste d’arguments

TEAAE T DEAAC -
TE—=-DFAAC 7 AFAB
"WE—-DFABC

g

Coup,

THFAJAE TSARACB 7" DEAAC TSAFAB

C C
7FABE OUPu 7.DF A, B, C OUPu
LKT —y
— "WE—-DFABC
PDFAAD M 2 ARAB
TIDEABD WY s aED A
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e contrepartie logique de la substitution & travers les termes fraichement nommés

T AFA B OB
FAB;A T ARFABC
7 FA B C

FABCiA T AFA B OB
7 FA B, C;B
7 FA B C

Chyg
Coupy If(_;r

Couppy

Chyg

Attention au renommage éventuel de la formule C' déja présente avec le méme nom dans la preuve de
7k A, B; A qui est maintenant considérée comme une preuve de 7;- A, B C; A.

Remarque: LKT est essentiellement bilatére et on ne peut lui appliquer directement ’analyse faite en
section 1.3. Que peut-on dire cependant de la maniére dont sont résolus les conflits 7 La réponse est dans
la premiére regle dite “contrepartie logique de la diffusion d’une liste d’arguments & travers un terme”. On
y remarque que c’est le coté droit qui fait se dupliquer I'autre, quelle que soit le connecteur de téte de la
formule de coupure.

3.3 L’assignement des preuves de LKT par des \u-expressions

Nous donnons un assignement des preuves de LKT par des Ap-expressions. Les régles de réduction du A-calcul
et les régles de réécriture pour ’élimination des coupures s’identifieront par cet assignement.

Une déclaration d’hypothése est une autre appellation pour désigner une variable nommsée par un
nom de variable de terme. La notation pour une déclaration d’hypothese est @ : A. Une déclaration de
conclusion est une autre appellation pour désigner une variable nommée par un nom de p-variable. La
notation pour une déclaration de conclusion est «a: A.

Nous reprenons le vocable d’environnement d’hypothéses pour désigner un ensemble de déclarations
d’hypotheses dont aucunes formules ne partagent le méme nom de variable. Pareillement pour les environ-
nement de conclusions. Nous reprenons aussi les lettres grecques 7, A Q pour désigner ces environnements.

Un jugement classique est une expression syntaxique de la forme 7;11+ A:¢: A. Dans cette écriture,
7 est un environnement d’hypothéses, A est un environnement de conclusions, Il est un ensemble soit vide
soit contenant une formule qui est notée sous la forme d’une déclaration de place (i.e. . : B), ¢ est une
Ap-expression et A est une formule.

Comme pour ’assignement de A-expressions aux preuves de LJT, on assigne les preuves de LKT avec
bénitier vide par des Au-termes et les preuves avec bénitier non vide par des listes d’arguments. La encore,
on adopte la notation alternative des listes d’arguments sous forme de contexte applicatif.

Régles de formation de contextes applicatifs

Liste vide d’arguments Tt AR A []):A Ar

TEAurA T cBEA(D:C N
7. A= BEA(L [ul]):C

Ajout d’un argument & une liste

T CFEA (DA T CARAN (L U):B
7, :CEA (. (1@l):B

Concaténation de listes d’arguments Coupr

TEAuA T A cCEA(C DB
7. CEA (e :=u]):B

Substitution dans une liste d’arguments Coupps

T DEAa A (L) C T ARA (L D):B c
ou
75 DEA o B (L U)[[a]lx = [e](x D]:C Pu

Diffusion dans une liste d’arguments
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Régles de formation de termes

C e T A AFA (L D):B
Terme applicatif faiblement normal Déch

T AsEA; (2 ) B

. . T AFA;uB N
straction 7T EA Az A— B ‘

TEAuA T AR A (DB
75EA (ul):B

Terme applicatif non faiblement normal Coupr

L TEFAuA T e AFAv:B
Substitution dans un terme Couppyy

7k Asv[e:=u]:B

TEAaAuC T AR A l):BC
ou
7iF A a: B ullalx = [a)(x )]:C b

Diffusion dans un terme

TEA oA B Byu: A
7R A oA pblaju: B

Chyg

Changement de conclusion active

3.4 Le plongement de LK dans LKT

Toute preuve de ? + A dans LK peut étre traduite en une preuve de 7;+ A’; A dans LKT ol la formule
active A est une formule de A ayant perdu son nom, disons «, et telle que A’, A% dénote ’environnement
A. La traduction est la suivante :

TAF A A AT

Ax
TN

7AFAA se traduit par h

?, A5 BFAA 7, A— B BFAC

g
T ASBFAC

? A= BFALAE
7T A= BFAA 7T A= B;BFA;B
7 A—-BA—-BFA;B :
T AS BFAB Pl 2 A= B,B:F A,C: D

7, A= B;F A" C;D

Chyg

se traduit par —rg

Couppy

ot A/, D% et A" EP sont d’autres représentations de A, pour un certain nommage des formules D et [

? AR ALBD

7 A |_ A, B L, se traduit par T AFAD Chyg
THEAASB TFAASB "
E E , 2. A" A D :
TEAA ?’A'_A’BC se traduit par ﬁChg o AI—A”BE
oupe 05 ; Ty A » s

7FA,B

7.F AT B E Coupn



48 CHAPITRE 3. LKT ET LE Au-CALCUL

ot A/, D% et A" EP sont d’autres représentations de A, pour un certain nommage des formules D et [

Des simplifications de cette traduction sont possibles. En particulier, la régle d’échange peut s’avérer
parfois inutile.

3.5 Termination forte de la réduction en 'un et ’autre calculs

De par l'isomorphisme, la termination forte de I’élimination des coupures pour LKT et la termination forte
de la réduction pour les Ap-expressions typables sont équivalentes. Nous montrons dans le cadre du Ap-calcul
ce qui change par rapport a la preuve pour le A-calcul.

La preuve de termination forte

Nous montrons ce qu’il convient d’ajouter & la preuve de forte normalisation des A-expressions typables pour
obtenir une preuve de forte normalisation des Ap-expressions typables selon la nouvelle réduction =N

Sur les 8 régles supplémentaires du Au-calcul, 6 sont associées a la régle de p-coupure, 1 est associée i la
régle de coupure de téte et la derniere a la régle de coupure médiane. Il se passe que la régle de p-coupure
se comporte de la méme maniére que la régle de coupure médiane. Pour étendre la preuve de terminaison
de la réduction pour les A-expressions typables, il suffit donc d’inclure le cas ol e a la forme p3[a]u dans
la preuve des lemmes 1 et 2, de prouver le lemme 4 supplémentaire énoncé ci-dessous et d’utiliser ce lemme
supplémentaire pour traiter le cas o e a la forme pfB[a]u dans la preuve du lemme 3. La proposition finale
utilisera alors les quatre lemmes 1, 2, 3 et 4.

Lemme 4 Soit e et | des h-expressions FEN. Si, pour tout u FEN, la typabilité de (u l) entraine sa FEN,
alors, a son tour, la typabilité de e[[a]x = [a](x )] entraine sa FEN.

Nous n’explicitons pas la preuve de ce lemme qui se fait de maniere similaire a la preuve du lemme 2.

3.6 Le \c-calcul et le calcul LIJT + ——A4 — A

Un autre cadre pour la logique classique est celui de LJT + élimination de la double négation. Il lui correspond
le A-calcul enrichi de 'opérateur C de Felleisen.

Le \o-calcul

L’ensemble des Ac-expressions est défini par

Termes : t o= (pO ||| @p:=1)]|CQR)
Listes d’arguments: [ [Mt=011l@]]|!p:=1

L’ensemble des Ag-expressions normales est défini par

tou= (pl) | (M) [CQF)
o= []] [t

Par rapport au A-calcul, on considére les régles de réduction supplémentaires suivantes :

o (-réduction

(Clu) 1) = C(Nk(u [Aa.(k [(x D))

ou k et x sont des noms n’apparaissant pas déja dans u et [
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e régle supplémentaire de propagation de la substitution

Le calcul LJT + ——A — A

Comme pour LKT, on considére ’ensemble des formules formées a partir de la constante supplémentaire L.
Notation : = A est une abréviation pour la formule A — L.

On ajoute donc a LJT la regle

7;F -4
7;F A

avec ’assignement

7k w4
7ECu): A

ce qui permet de retrouver la logique classique.
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4.1 Extension de LJT a la disjonction et du A-calcul aux injec-
tions et a 'opérateur de choix

4.1.1 Le A-calcul avec injections et opérateur de choix

Le nouvel ensemble de A-expressions est défini par:

p= (@) [ QAaet) | () | (tz = t]) [ingi(E) | inja(t)

Termes : t = (!
Listes d’arguments: [ [Tl |z =1 ] [<(2)t](x)t>]

La liste d’argument [< (2)t|(y)u >] joue le role d’un opérateur de choix. Si on la regarde comme un
contexte applicatif (. [< (2)¢|(y)u>]) alors on obtient une notation plus expressive en écrivant :

case . of inji(x) 1> 1 | inja(y) 1> u

Le sous-ensemble des formes normales est défini par :

t : ()| (Axt) | inj1(?)

Il
—
_
—

o~

=
=~

—

A
—

B
=

o~
=

B
=

Reégles de réduction

Aux régles de réduction de la version minimale du A-calcul, on ajoute les régles de réduction suivantes
e régles de réduction de 'opérateur de choix

(1nj1 (t) [<()ul(y)v>]
| >

(inja(t) [< (x)u

e régles de réduction supplémentaire pour la propagation de la substitution

inj1()[z :=v] 5 inji(t[z =)
inja(t)[z :=v] S inga(t[z :=v])
[<@ul(m)v>][z = w] = [<(2)ulz = w]l(y)v]z = w]>]

attention a une possible capture de variable dans la troisiéme regle

e régle de réduction supplémentaire pour le calcul de la concaténation
[<@ulyv>]@l = [<(@)(ul)|(y)(vl)>]
Remarque: La regle

((case u of injy (x) 1> v | inja(y) 1> w) 1) 5 (case u of injy(x) 1> (v i) | inja(y) 1> (w 1))

est un cas particulier de la regle de calcul de la concaténation en présence de l'opérateur de choix. On

n’a pas cette spécificité de la disjonction comme il y a dans le A-calcul habituel.



4.2. EXTENSION DE LJT A LA CONJONCTION ET DU X-CALCUL A LA PAIRE

4.1.2 Le calcul LJT avec Vv

On ajoute & LJT les régles suivantes d’introduction de la disjonction :

TFA Vi kB V2
d

7FAVB 'Y 7T.FAVE

2, A4C 7B+ C
7 AVBEFC 7

4.1.3 L’assignement par des )-expressions

TFuA Vi 7Fv:B
75k inja(u): AV B 7;|—zn32()A\/B

T e AFu:C 7T y:BiFv:C
AV BE (L [<(@)ul(y)v>]):C 7

53

Pour éliminer les coupures de maniére exhaustive, il faut considérer quelques régles supplémentaires
d’élimination. Ce sont les mémes, version typée, que pour le A-calcul avec injection et opérateur de choix.

4.2 Extension de LJT i la conjonction et du )-calcul A la paire

L’extension de I'isomorphisme & la conjonction est simple. La régle d’introduction droite de la conjonction
est interprétée par un constructeur de paire. Deux sortes de régles d’introduction gauche de la conjonction
sont envisageables. L’une est interprétée par les projections et ’autre par I'opérateur de décomposition de

la paire (du style de celui présent dans la théorie des types de Martin-Lof [42]).

4.2.1 Le A-calcul avec constructeur de paire, projections et opérateur de décom-

position de la paire

Le nouvel ensemble de A-expressions est défini par:

Termes : t o= ()| QAet) | @D | Gle=1]) ] <t,t>
Listes d’argument: [ == []|[t={]| (@) [{[z:=1]]| [<z,z>1]]| [m

Le sous-ensemble des formes normales est défini par :

t o= ()] (Azt) | <t,t>
[Vt [<a,e>t] | [71 20| [72 2]

Remarque: La présence simultanée des projections et de l'opérateur de décomposition de la paire est

redondante relativement a la complétude du calcul intuitionniste avec conjonction.

Reégles de réduction

Aux regles de réduction de la version minimale du A-calcul, on ajoute les régles de réduction suivantes:

e régles de destruction de la paire

(<t,u> [m 1) 5
(<t,u> [mol]) 5
(<t,iu> [z, y>v]) 5
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e régles de réduction supplémentaire pour la propagation de la substitution

<tu>[z:=v] 5 <tlz:=v]ulz:=v]>
mlsima] S [l
o lllz =0] 5wl = ]

<z, y>v]z::v] 5 [<x y>(v[z:v])]

attention a une possible capture de variable dans la quatrieme regle

e régles de réduction supplémentaire pour le calcul de concaténation

[my = l]@l 5 [m o (l@l))
e mll@1U 5 [mn(l@l)]
[<z,y>o]@l 5 [<z,y> (vl

4.2.2 Le calcul LJT avec A

On ajoute & LJT les régles suivantes d’introduction de la conjonction :

TFA TFB A

2FAnB ¢
2AFC | ?;BFC

2AABEC 'Y 7,AANBFC

2
Ny
PABEC
2AANBRC Y

4.2.3 L’assignement par des )-expressions

TSFu:A TFu:B
7 F<u,v>AAB

Nd

AR D):C :BFE( 1):C
CAANBEA;(C [ma):C 9 75t ANBEA; (L [m )00

T e Ay:BiFu:C sym
CANBEA;( [<zy>u)):C 7

Pour éliminer les coupures de maniére exhaustive, il faut considérer quelques régles supplémentaires
d’élimination. Ce sont les mémes, version typée, que pour le A-calcul avec paire, projections et opérateur de
décomposition de la paire.

4.3 Extension de la correspondance pour LJT avec quantifica-
teurs

On considéere une version de LJT avec quantification sur des objets du premier ordre. Pour cela, on se donne,
pour tout n, un ensemble V3 de variables de fonctions d’arité n (ou d’individus si n = 0). On note 7, s, ...
les variables d’individus.

On définit ’ensemble des individus par la régle de grammaire a ::= r(a, ..., a) dans laquelle r parcourt
les V3 et si r est dans V}, alors (a, ..., a) est un n-uplet. On utilise les lettres a, b, ¢, ... pour désigner les
individus.
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4.3.1 Le calcul LJT avec quantificateurs

On se donne une famille V& d’ensembles de variables propositionnelles (telle que V3 = V).
Les formules sont définies par la grammaire suivante

A = Pla,..,a)| A= A|VYz.A| Tz A
ol # parcourt V¢ et P parcourt les V2 de telle maniére que si P est dans Vi, alors (a, ..., a) est un n-uplet
d’individus.

Les régles de LJT sont celles du fragment minimal de LJT auxquelles il faut ajouter les régles suivantes
d’introduction des quantificateurs :

7 A{r:=a}F B 7R A v
?:Vr.AF B g 2k vrA e
?,AFB 75k Alr = a}
?:3rAF B ¢ ET

ot A{r := a} désigne la formule A dans laquelle toute occurrence de r a été remplacée par une occurrence
de a. Aussi, dans les regles Vg et 3, la variable d’individu r ne doit pas figurer dans les formules de 7.

4.3.2 Le )-calcul correspondant

L’assignement des preuves de LJT avec quantificateurs se fait par des A-expressions avec paire et destructeur
de paire. La définition de ces A-expressions est la suivante :

Termes : t

@) | (e) | (1) | (2l = 1)
| Asit | <a,t>

1) (@) | te =1
[[a 0] [<r,z>1]

Listes d’argument: [

ou s parcourt I’ensemble des variables d’individu et a parcourt ’ensemble des individus.

Le sous-ensemble des formes normales est défini par :

t o= ()] QAzt) | Asdt | <a,t>
s= [ s el ) [<r 2>t

Reégles de réduction

Les regles de réduction sont celles du A-calcul avec paire et destructeur de paire, & ceci prés que la substitution
par des individus est effectuée d’un coup.

Les régles & modifier sont les suivantes:

(Ar.u[a 1)) %) (u{r:=a} )
(<a,t> [<rye>u]) = u{r:=a}fz:=1

ot u{r := a} représente u dans lequel toutes les occurrences de r ont été remplacées par a. Attention
néanmoins aux possibles captures de variables d’individu.
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4.3.3 L’assignement par des )-expressions

A{z =t} F (. ):B 7ihuA

Y I
Ve AR A (L [t1]):B g 7k Azu:Ve A Va

2y Ak u:B 7k u A{e =t}
e AR [<z,y>u]):B Y 7iF<t,u>3z.A
Les régles d’élimination des coupures se déduisent, mais en y intégrant les contraintes de types, de celles
du A-calcul décrit dans la section précédente.

4.4 La correspondance pour le calcul classique des prédicats

Les extensions précédentes peuvent étre rassemblées de maniére &4 obtenir un isomorphisme pour le calcul
classique des prédicats au grand complet. On peut aussi former une variante avec indices de de Bruijn
étendant celle décrite ci-apres.

4.5 L’isomorphisme pour le calcul classique avec indices de de
Bruijn
4.5.1 Le Mu-calcul avec indices de de Bruijn

Un intérét pour présenter une version du Ap-calcul (et donc du X—calcul) avec indices de de Bruijn est de
souligner la correspondance entre la regle d’affaiblissement du calcul des séquents et 'opérateur de décalage
vers le haut (le “lift operator” des anglophones) des A-calculs avec indices de de Bruijn. De plus, la réduction
s’exprime avec plus de précision dans ce cadre (pas de raisonnement & a-équivalence prés).

Les Au-expressions avec indices de de Bruijn

L’ensemble des Ap-expressions, recouvrant les Ap-termes et les listes d’arguments est défini inductive-
ment par la grammaire suivante ou p parcourt I’ensemble des entiers naturels:

Termes: toa= (DA @] (tp:=1) | 1)
ulpgt [ Hlphx = [pl(x O] ] (¢17)
[]I[ A red [ p =11 1t)
{lphx =[x DY (117)

Les entiers figurant dans les Ap-expressions sont appelés indices de variables de terme ou indices de
p-variables, selon qu’ils occupent la place d’une variable de terme ou d’une p-variable.

Le terme t 1, représente ’'opération explicite de décalage vers le haut d’une unité des indices de variables
de termes plus grands que p dans le terme ¢. Pareillement pour les listes d’arguments.

Le terme ¢ TP représente ’opération explicite de décalage vers le haut d’une unité des indices de u-variables
plus grands que p dans le terme ¢. Pareillement pour les listes d’arguments.

Listes d’arguments: [

Remarque: y est ici un symbole spécial pour la “lisibilité” des notations.

Formes normales du Au-calcul avec indices de de Bruijn
Une Ap-expression est normale si elle ne contient pas d’opérateurs de concaténation, de substitution ou de
décalage vers le haut et si les sous-expressions de la forme (¢ {) sont exclues.

Autrement dit, une Ap-expression est normale si elle est formée & partir de la grammaire suivante :

= (D) ] OO | Al
o= []] [t
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Reégles de réduction du Ag-calcul avec indices de de Bruijn

Les régles de réduction du Ap-calcul avec indices de de Bruijn correspondent & peu prés a celles du Ap-calcul
avec liaisons par noms. On y trouve en plus un lot de régles pour le calcul des opérateurs de décalage vers

le haut.

e [(-réduction

e y-réduction

(plplul) -

e indication de concaténation

((enr)y =

e régles de calcul de la concaténation

[w:l]@l" 5
[lJar 5

(p1@1) Cyar
[u:(1@U)] Ceons
! Chi

e régles de propagation de la substitution a travers les termes faiblement normaux

(phlp=v] 5 (vip:=1]) Syes
(¢Dlp=2v] = (¢lp:=1) Ss (p>q)
(¢Dlp=v] > (¢Llip:=v]) Sc(p<yq)
(Au)[p := ] AN Alulp+1:=vtg]) S
(ulplw)lg =21 5 plpl(ulg :=v1?]) S,

régles de propagation de la substitution a travers les listes d’arguments faiblement normales

Shit

[lp=v = []
g SCOTLS

[u::{[p:=v] [ulp :=v] = [p := v]]

régles de diffusion d’une liste d’arguments a travers un terme

(elpla)lplx = P} D] = plpl(ullp+1]x = [p+ 1000 149) 11719) Dyes
(ulgla)llplx = [Pl(x D] = pla)(ullp+1]x = [p+1](x 11°)]) Dno (p # 4)
Aa)llph = [Pl(x D] = Mullplx = [p](x 110)]) Dy
(¢ Ml =PI D] = (@ Cllphx = [l O)) Dapyp

DCO”S
Dy
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e régles de calcul de l'opérateur de décalage vers le haut des variables de termes a travers les termes

faiblement normaux

Au)t, = Autprr) Ly

(q Z)Tp - (‘H'l (lTp)) Lyes (q > P)

(@01, = (¢(1)  Lno(g<p)
(plglu)ty 5 plal(uty) Ly

e régles de calcul de l'opérateur de décalage vers le haut des variables de termes a travers les listes
d’arguments faiblement normales

[ =[] Lni
w1, = [utyltp]  Leons

e régles de calcul de 'opérateur de décalage vers le haut des p-variables & travers les termes faiblement

normaux

M) 5 A(ut?) >

(@1 S (g (117)) Lear
(ulglu)t? = plg+1](utP*t) LY (g > p)
(plgu) 1?5 plg](utr+?) L™ (¢ <p)

e régles de calcul de 'opérateur de décalage vers le haut des p-variables & travers les listes d’arguments
faiblement normales

50 il
[w (12 5 [ufP 2] Leoms

4.5.2 Le calcul LKT avec regles d’affaiblissement
Environnements comme suites de formules

La définition pour les environnements, appropriée aux indices de de Bruijn, est une définition des environ-
nements comme suites de formules.

Un environnement est une suite de formules. Il peut y avoir plusieurs fois la méme formule dans la
suite. On continue & utiliser les lettres 7, A, €2,... pour désigner les environnements. Une notation comme
7 A désigne maintenant la juxtaposition de 7 et de A.

Un séquent a la forme 7; 11+ A; A ol 7 et A sont des environnements.

Les régles d’inférence

Les régles d’inférence du calcul LKT avec régles explicites d’affaiblissement sont les suivantes :
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régle d’axiome régle de déchargement
- Az VAN AFN B
TLAFAA T AANFA D D
régle d’introduction gauche de — régle d’introduction droite de —
7EAA T BEAC 7 A EAN B
g —_—— —4d
7, A= BEFAC 7FA— A B
régle de coupure de téte régle de coupure médiane
TIEAA 7;A|—A;BC TAFAA 7,A,A;H|—A;BC
7;IFA; B o 7 A A B oupM
régle de changement de conclusion régle de p-coupure
TEAAQ B A ch 7SI EAAQC 7;A|—A,Q;BCOU
7FAAQB Y 7.0k A, B,Q;C Pu
régle d’affaiblissement gauche régle d’affaiblissement droite
7CAIIE A B 750 FA QB
bl bl bl A bl bl bl A
? A ATIF A; B Ty ?7-IF A A QB Ja

4.5.3 Elimination des coupures

L’élimination des coupures inclut aussi maintenant I’élimination des régles d’affaiblissement. Ceci excepté, le

systeme de réécriture permettant d’éliminer les coupures n’est pas trés différent de celui pour le calcul sans
régle d’affaiblissement.

Réduction de la régle Coupr

e contrepartie logique de la g-réduction

7T AEFANB FAA T BEANC THFAMA T AREAB
. . —d . . B . . Coupyr ., :
7FANA—- B ?,A—)BI—A,C’C LKT 7 A B 7,B|—A,C’C
7FA;C oupr L] 7FA;C oupT
TARAB Ny i
7,F AN A B 7, A BFANASB Y
: : - — : Coupr LKT ARFAB N
EAA= B £ FAMASB
e contrepartie logique de la py-réduction
7 A A QB A TEAAQBA T;BEAAQC

Chyg

C
7.F A A, QB 7. BFAAQC 7FAAQC A OUPu

LKT
A AQC Coupr 1Y TEAAoC M
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e contrepartie logique de I'indication de concaténation

? B,A;BFA;A ? B,A;BFAA 7, B,AAFAC

T BAFA A Déch B AARAC KT > BABFAC Coupr
T B.AFAC oupr L] T BAFAC P
e contrepartie logique du calcul de la concaténation
TSEAD T,BEAA 7" BFANA TSARANC
g Coupr
7" D—=>BFAA 7TARANC 7 HAD 7. BFAC

g

Coupr LE(_;T

7"D—=BFAC 7"D—>BFAC

TAFAA T 2 ArAC

TAFAC R

Réduction de la régle Coupyy

e contrepartie logique de la propagation de la substitution a travers les termes faiblement normaux

LANARAC DARAA T ANAENC
LARAA TANFAC LT ? AsFAA LAARNC
7 AFAC =5 7 AFAC
2AAB®BEAC LAB®EAA D AABSBENC
LAB®FAA T ANBBFAC LT TAB®BFAC
7 A B, ®;F A C = 7 A B, ®;F A C

et une regle similaire avec les places de A et B interverties.

TARAA
? A ST MA g
o L4, 4, B AC TABFAA U 7TCAA B EAC
TOAEAA 7,A,A;|—A;B—>CC LKT " A BEAC Couppyr
TAFABSC oupw It S Sy

TAFAB—C

? AsFA, B, QA

? . :
"A’A"_A’B’Q’C’BC’hg 7,A;|—A,B,Q,C’;AAﬁd 7TCAAREAN B QCB
TOAFA B QA 7,A,A;|—A,B,Q;CC LKT T AL AL OCEH Couppyy
TN BOiC oupy I LAFABQGE

7 AFAB,QC
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e contrepartie logique de la propagation de la substitution a travers les listes d’arguments faiblement
normales

TAANEFAB T AN CEAD N
TAEAA TAAB>CEAD
7TAB>CEFAD

g

Couppy

DAFAA T ANEAB 2AFAA 7T AN CEAD
— ? AFAB oupmM A CEAD
] T ABoSCEAD g

Couppy

P AFAA 7T ANBFAB AT

T ABFAB Coupy If(_’)f m Ax

Réduction de la régle Coup,
e contrepartie logique de la diffusion d’une liste d’arguments a travers un terme
TEAAQ B A

7iEAA QB 7TCARA QO
T HEAC QB

Chyg

Coup,

7TCARA QO
TEAAQBA TSAFANQ B C
7FAC QB A

7TCARA QO
AFACQC Alla

A
7AFAC,Q B;C Ja
Coupr

Affq
Coup,

er TFACOBC
s TFAC OB M

2 AFAD,Q;C
2 -AD, QAW B D T,AFA, D QW B,C

2. A, D,Q, AW, B; D Aff,

Chyg

. . 2. .
.,I—A,D,Q,A;\Ifliji - C.\I,IABF ADQWC T LA DACVED Coup,
'; ) ) ) ) ; g
A D QC VB
7. AFA,Q: B
? C"AAQD ) ’ ’ Aﬁ
e M bl d ?2.CFAAQLD T,CLAFA QB LY
L. . ? . . ) ) ) ) ) 3 3 3 )
.,I—A,Aag,.f;é)g.c%,;l—A,Q,BCOupu If(_’)I‘ T CFABQD Coup,
it 7.FAB,Q,C =D
2DDFAALC 1DIDEAARGC T DIARAYE
T DA AaC Dty par A Con LKT 7. D:DFABC P
7. DiF A, B,Q,C Pu 1 7. DF A, B, Q0
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e contrepartie logique de la diffusion d’une liste d’arguments a travers une liste d’arguments

TEAAQE TSDEAAQC N
TE—=SDFAAQC 7 AFA QB
"WE—=-DFABQC

g

Coup,

2AAQGE 7 AFA QB 2 DFAAQC 7;AFAQB

C C
i 7FABQE OUPu T DFABOC OUPu
s 7 E>DFABQ.C g
T DFAAQD T DAFAQB
7.DF A B, D S T W R G:

Réduction de la régle Aff,

e contrepartie logique des régles de calcul du décalage vers le haut & gauche a travers les termes faiblement

normaux
7T A BFEAC T A BEAC
—d Aﬁ
7 AFA B C TLUAAN BEAC Y
f,  LKT
TVAANEABSC g — TVAANFABSC
7AB,O;BEAC 7T A B, ®;BFEAC Aff
T A BOFAC D]e?fh kr | LAAB&BFAC
TAANBOFAC Ve ] T AN B o FAC Dech
et une regle similaire avec les places de A et B interverties.
7 AFA B QOB 7 AFA B QOB
bl bl bl bl bl bl Chg bl bl bl bl bl bl Aﬁ'g
7, AFEA B QC Aff LKT 7,A,A;|—A,B,Q,C’;BCh
VAN AN B QC Y E(—> 7 A A RA B Q; C g

e contrepartie logique des régles de calcul du décalage vers le haut & gauche a travers les listes d’arguments
faiblement normales

?,A;BI—A;BAxﬁ
. ) g LKT
A ANBEAB & s ABrAB M
T AFAB 7,A;C’|—A;D_> T AFAB Aff T A CHEAND Aff
T AB=SCFAD g TANFAB Y T ANCEAD Y
AF LKT 5y
TAMNBSCFAD Y = T AMBSCFAD
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Réduction de la régle Aff,

e contrepartie logique des regles de calcul du décalage vers le haut a droite a travers les termes faiblement

normaux

7 BFAQC N 7 BiEAQC Aff
7FAQG B O Zﬁ KT 7 BFAAQC Y
7 FAA QB C M ] 7 FAA QB C
nBABEASC ? B,A;BFAQC Af
7 B,AFAQC A]e?f LKT ?,B,A;BI—A,A,Q;CD/dh
72, B,A;F A A, QC e ] 7. B,AFA A QC T
7 HEAQ,B Y C)B 7 HEAQ,B Y C)B
7.FAQ, B, ¥, C i]];g LT ?;I—A,A,Q,B,\I!,C;Bé]zd
7FAAQ B, U0V 1 7.FAAQ B, U, C g

et une regle similaire avec les places de A et B interverties.

e contrepartie logique des regles de calcul du décalage vers le haut & droite a travers les listes d’arguments
faiblement normales

=T Ax
2. .
7, EB:AAA%?B Alla LT Az
o »E D — T BFA A QB
7 FA QB 7;C’|—A,Q;D_> 7 FA QB 7 OCFAQD Aff
2" B—>CFAQD I TFAAQB TPY 7, CFAA QD M
Aff, LKT —y
7B CFAAQD — 7B CFAAQD

et a peu pres les mémes régles de réduction pour Daffaiblissement a droite.

Il y a aussi les régles de réduction de la p-coupure.

4.5.4 L’assignement des preuves de LKT par des \u-expressions avec indices de
de Bruijn

Régles de formation de contextes applicatifs
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Liste vide d’arguments 7 AFA([]):A Az

TEAuA T BEA(CD:C

Ajout d’un argument & une liste

7. A= BEA (L [ul]):C !
L i 7 CFEA (DA T AR A (L) B
Concaténation de listes d’arguments 7. CHEA(C (@) B Coupr
o i TN FAu A T AN CEA (DB
Substitution dans une liste d’arguments Coupps

TN CEA(C [ni=u]): B

T DEAAQ(C):C T ARAN () B
7 DF A B9 (D = W0 D]:C

TN CEA(C DB

Diffusion dans une liste d’arguments Coupy

Rehaussement & gauche dans une liste d’arguments TAACEA( 1) B Aff,
7, CFAQu:B
Rehaussement & droite dans une liste d’arguments o C: EA A’ Q’Z B Aff,
Régles de formation de termes
C e VAN CARA (L DB
Terme applicatif faiblement normal T AN A (n D) B Déch
PSSR y\ne):
2 R R
Abstraction 5 I—’ j\l’: A’:fB —d
I JAu:
7T AAQ BiuA
Changement de conclusion active 5 "I— n ’A ’Q"/J[]’)]Z'B Chyg
o . T Au A TS AR A(C):B
Terme applicatif non faiblement normal T A (ul) B Coupr
I s(ul):

L TAFANuA T A AFA VB

Substitution dans un terme T AF Ao I B Couppyr
7, svln =]
. TEAAQuC T ARAQ (DB

Diffusion dans un terme Coupy

75 AL B, Qullplx = [pl(x 1)]:C

T AN uB
TAANFA Uty B

Rehaussement & gauche dans un terme

Aff,

2. R
A
ou dans chaque régle mettant en jeu A, n est la longueur de A et dans chaque régle ou apparait p, c’est
la longueur de Q.
Un Ap-terme u avec indices de de Bruijn tel qu'’il existe des environnements 7 et A et une formule A de
telle sorte que u soit 'assignement d’une preuve de 7;F A; A est dit simplement typable de type A.

Rehaussement a droite dans un terme

4.5.5 Terminaison forte

Nous montrons donc qu’une A-expression typable est fortement normalisable selon la réduction 5.
La preuve suit le méme principe que la preuve du calcul sans indices de de Bruijn. La principale différence
est la nécessité du lemme suivant :
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Lemme 5 Sie est FEN alors, pour tout p, et et e1? sont FEN

qui permettra d’adapter en conséquence les preuves des lemmes 2, 3 et 4.
Voici une preuve du lemme:
PREUVE : Par induction sur I’arbre de E-réduction de e. On se contente du cas de ef,

s 1
Soit €’ tel que etp,— ¢’
. , . 1 , . ,
Si la réduction se passe dans e alors e’ a la forme €1, avec e — €. L’arbre de E-réduction de e étant

plus petit que celui de e, par hypothése d’induction, "1, est FEN.
Si e est faiblement normal, e, est un rédex et e’ peut étre le résultat de la réduction de ce rédex. Sie

est Av alors e’ est A(vTpy1). Comme Av LN v, arbre de E-réduction de v est plus petit que celui de Av et,
par hypothése d’induction, v1,41 est FEN. Par le lemme 1, il s’ensuit que e’ est aussi FEN.

Similairement pour les autres cas, de telle sorte que dans tous les cas possibles de réduction de e en €,
ce dernier est FEN. On en déduit que e est FEN. [ |

A partir des lemmes 1, 2, 3, 4 et 5, on déduit que toute expression typable est FEN et par conséquent
fortement normalisable.
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70 CHAPITRE 5. LJQ, LKQ ET E-DIALOGUES DE LORENZEN

Selon D’article de Felscher [17] dans le “Handbook of philosophical logic”, c¢’est Lorenzen, qui, dans des
communications de 1958 et 1959, publiées dans [38] et [39] (cf aussi [40]), proposa de fonder la prouvabilité
sur des notions de jeux et de stratégies gagnantes pour ces jeux.

Les jeux qui sont considérés par Lorenzen sont a propos d’une formule. Deux joueurs sont en présence. Le
premier, appellons-le le proposant, tente de prouver la validité de la formule, I’autre, appelons-le I’opposant,
tente de réfuter la formule. De la formule, chaque connecteur et quantificateur de la formule peut étre suc-
cessivement attaqué par un joueur et défendu par 'autre. A chaque connecteur et quantificateur correspond
un certain type d’attaques possibles et un certain type de réponses (= défenses) en conséquence.

A partir de ces principes généraux, il s’agit d’établir des regles de jeux, gérant les possibilités d’attaques et
les moyens de défense d’une formule, de telle sorte que I'existence d’une stratégie gagnante pour le proposant
dans un jeu a propos d’une certaine formule A, soit équivalente a la prouvabilité de A.

Toujours selon Felscher, plusieurs années se sont écoulées avant de trouver des principes de jeux tels qu’il y
ait effectivement cette équivalence entre prouvabilité et existence d’une stratégie gagnante pour le proposant.
Les E-dialogues, définis par Lorenzen (cf Felscher [17, 18] pour un historique des E-dialogues), conviennent
pour cet objectif. Et c’est & Felscher qu’est due la démonstration de 1’équivalence entre I’existence d’une
stratégie gagnante pour le proposant dans un E-dialogue sur une formule A et la prouvabilité de A dans le
calcul des séquents LJ. Sa preuve, valable pour le cas de la logique intuitionniste, utilise plusieurs notions
intermédiaires permettant une transformation progressive de stratégies gagnantes en preuves et vice-versa.
Ic1, nous exhibons directement une variante compléte de LJ telle que les preuves d’une formule A soient en
bijection avec les stratégies gagnantes pour un E-dialogue a propos de A.

Présumable arbitraire, cette variante, dans le cas du fragment restreint a A et — de la logique proposition-
nelle, apparait curieusement comme la restriction d’un calcul classique LKQ que Danos, Joinet et Schellinx
[14] avaient mis en avant pour ses bonnes propriétés vis a vis de la logique linéaire (de telle sorte que de ces
deux calculs, LKT et LKQ, définis par Danos et al dans le but d’analyser le comportement calculatoire de
la logique au travers du comportement calculatoire de la logique linéaire suscitent curieusement, et 1'un, et
I’autre, chacun dans un cadre différent, un intérét nouveau). Appelons LJQ cette restriction de LKQ & la
logique intuitionniste.

Le cas de formules avec disjonction pose un probléme supplémentaire : on n’a plus bijection avec ’extension
“naturelle” de LJQ au V. En revanche, si ’on considére une version de la logique intuitionniste avec plusieurs
formules & droite du symbole -, 1a on garde une bijection entre preuves et stratégies gagnantes pour E-
dialogues.

Nous croyons que cette maniéere de mettre en bijection preuves de certains calculs et stratégies gagnantes
pour certains types de jeux a deux joueurs se disputant la validité d’une formule peut se faire de maniére
quasi-systématique, quelque soit le calcul considéré, qu’il soit intuitionniste ou classique. Nous pourrions le
montrer, par exemple, pour LJT dont nous conjecturons les preuves en correspondance avec les stratégies
innocentes de Hyland et Ong [33].

Une telle bijection est, par exemple, décrite dans le chapitre suivant. Dans ce prochain chapitre, c’est un
calcul, inspirée de travaux de Novikoff, qui est introduit, justement pour la simplicité de son interprétabilité
en termes de jeux. Coquand, qui est 'origine de I'interprétation de ce “calcul de Novikoff” en termes de jeux
y a défini une maniére de faire interagir des preuves vues comme stratégies gagnantes. Nous montrons un
lien entre ce procédé d’interaction entre preuves et lélimination des coupures.

La question demeure cependant de déterminer entre plusieurs variantes de jeux, celles qui répondent &
une intuition acceptable.

5.1 E-dialogues de Felscher

On consideére les formules construites a partir de —; A, V et les variables propositionnelles.

A chaque formule, on associe un ensemble d’attaques possibles de cette formule ainsi que, pour chacune
de ces attaques, un ensemble de réponses a cette attaque.

Pour noter les attaques, on utilisera, entre autres, les symboles suivants, dits symboles d’attaque: Aq,
Ao et V.

On note les attaques sous la forme ([, s) ol s est soit un symbole d’attaque, soit une formule. Les réponses,
quant & elles se notent sous la forme (], A) ot A est une formule.
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Les attaques de la forme ([, A) et les réponses (], A) sont appelées affirmations de A. Ce sont les
affirmations qui sont susceptibles d’étre attaquées. Ainsi, il y a deux types d’attaques, celles pouvant étre
attaquées, de la forme ([, A), et les autres, de la forme ([, s) avec s symbole d’attaque, qui ne peuvent pas
étre attaquées. En revanche, toutes les réponses affirmant des formules non atomiques sont attaquables.

La caractérisation des attaques est la suivante :

e ([, B) est une attaque de B — A
o ([, A1) et ([, A2) sont des attaques de AA B

e ([,V) est une attaque de AV B

A chacune de ces attaques, les réponses possibles sont les suivantes :
e (,
],
],
e (,

Pour mémoriser les affirmations auxquelles les attaques font référence, et pour mémoriser les attaques

est une réponse a ’attaque de B — A par B

est une réponse a ’attaque de A A B par Ay

(. 4)

(. 4)

(], B) est une réponse a l'attaque de A A B par Ay

(], A) et (], B) sont chacun une réponse a ’attaque de A vV B par V

auxquelles les réponses font référence, on considere des attaques et des réponses indexées par des entiers.
Un coup d’attaque est la paire d’un entier et d’une attaque. Un coup répomnse est la paire d’un entier

et d’une réponse.

Soit dy, dy, ... une suite de coups.

On dit qu’un coup d’attaque (n, [, s) est justifié si d,, affirme A (c’est-a-dire que d,, a la forme (m,], A)
ou bien (m, [, A)) et s attaque A oll s est une attaque.

On dit qu’un coup réponse (n,], A) est justifié si le coup d,,, ayant la forme (m, [, s), est justifié avec s
attaquant B et 1 A est une réponse a 'attaque de B par s.

On dit qu’une réponse (n,], A) est une reprise s’il existe [ < n et de parité distincte de celle de n, tel
que d; soit une affirmation de A (c’est-a-dire tel que d; ait la forme (],’, A) ou ([,{', A)).

On dit que la suite dy, ds, ... est potentiellement bien parenthésée si la suite sous-jacente de “(n,[)”
et de “(n,])” définit une expression complétable en une expression bien parenthésée (chaque coup réponse
de la forme (n,], A) devant répondre & une attaque jouée au coup n.

Une partie d sur A est une suite finie ou infinie de coups telle que

e le premier coup a la forme dy = (],0, A)
e d est potentiellement bien parenthésé a partir de d;
e chaque coup d,,, pour n > 0, est justifié

e si de plus d, = (m,], B) ou d, = (m, [, B) avec B atomique et n pair alors d,, est une reprise

Un coup d est dit permis aprés une suite de coups dg,dy,...,d, si la suite de coups do,dy, ..., d,, d
constitue une partie.

Les coups de numéro pair sont appelés coups du proposant (en abrégé P-coups) et les coups de numéro
impair sont appelés coups de I'opposant (en abrégé O-coups).

On dit qu’une partie est gagnée pour le proposant et perdue pour 'opposant si elle est finie et que
I’opposant n’a plus de coups permis. Dans le cas contraire, elle est gagnée par 'opposant et perdue pour le
proposant.

Une P-stratégie pour A est la donnée d’un arbre représenté comme un ensemble D(¢) de suites finies
de O-coups et d’une fonction ¢ de D(¢) vers I’ensemble des P-coups telle que
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e la suite vide € appartient & D(¢)

o si dids...dant1 € D(¢) le O-coup dap43 est permis aprés

do,d1, ¢(d1), ds, ¢(drds), ..., dany1, d(d1ds...d2n1),
si et seulement si dyds...dany3 € D(6)

o ¢(dids...dan11) est permis aprés

do,d1, ¢(d1), ds, ¢(d1d3), ..., dap 11

Une P-stratégie ¢ est gagnante si D(¢) est bien fondé, autrement dit si, quelques soient les coups de
I’opposant, au bout d’un temps fini, la partie est perdue pour lui. On admet qu’un principe d’induction
bien-fondée est associé & la bonne fondaison de D(¢).

Remarque: La notion de partie est indicative du genre de jeu qui se déroule entre preuves. Dans la suite,
nous considérons essentiellement un certain type de parties appelées E-dialogues. Nous évoquerons aussi le
cas des D-dialogues, considérés par exemple dans Felscher [17, 18].

Un E-dialogue est une partie pour laquelle les O-coups doivent systématiquememt répondre au P-coup
précédent. Autrement dit, si n est pair, d,, a la forme (n L 1,[,s) ou bien (n L 1,], A). Cette définition
correspond précisément aux E-dialogues définis par Lorenzen et décrits par Felscher dans [17].

On appelle PE-stratégie sur A toute P-stratégie pour un E-dialogue sur A.

Exemple:

Considérons la formule (A - B) > (B> C) = (A — C).
Une partie sur cette formule a cette forme:

Coup initial : P affirme (A - B) = (B —=>C) = (4 = O)
dy=1(0,,(A=>B) = (B=C)=(A=>0))

O ne peut qu’attaquer I'implication

dy =(0,,),A— B)

P répond/affirme (B = C) = (4 = C)
dy=(1,],(B=C) = (A—=0))

O ne peut qu’attaquer (B — C) = (A = ()
d3 = (2,[,3—)0)

P répond/affirme A — C
dy = (3,],14—)0)

O ne peut qu’attaquer A — C
ds = (4,[, A)

P attaque A — B (c’est une reprise de A)
ds = (1, [, A)

O ne peut que répondre B
d7 = (6,], B)

P attaque alors B — C' (c’est une reprise de B)
ds = (3,[, B)
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O ne peut que répondre C
dy = (8,],C)

P peut alors & son tour répondre C' (c’est une reprise de C)

d10 = (5,],C)

Et O ne peut plus jouer.

L’opposant n’a jamais eu qu’un seul choix & chaque étape si bien que la partie ci-dessus correspond
directement a une PE-stratégie gagnante. Un autre exemple de partie apparait en section 5.2.3.

5.2 Correspondance entre preuves de LJQ et PE-stratégies gag-
nantes

5.2.1 Le calcul des séquents LJQ

On décrit LJQ qui est un calcul des séquents sans coupure. Ce calcul est un fragment propre de LJ. On
adopte une définition de ce calcul pour laquelle les parties gauches des séquents sont des ensemble de formules
nommées et pour laquelle les régles structurelles sont intégrées aux autres régles. On se limite au fragment
propositionnel avec —, A. et V.

m Az s1 A est atomique

P, A5 BFA T ASBBFC PAFB
7 ASBFC Y Trasms ¢

TANBJARC TANB,BEC THFA 7TEB

_ A
2 ANBFC 9 2 AANBEC Y ?FAAB ¢

? AVB,AFC ?,AVB,BFC

PEA YEB L,
T AVBFEC v v

?7FAVB 4 THFAVEB ¢

Vyg

Le calcul LJQ se différencie de LJ par cette contrainte :

Sur le coté gauche de la régle —, seules les regles Az, Ag, VL, V2 et —, sont autorisées (i.e.
I’axiome et les régles d’introduction droite)

LJQ est complet pour la logique minimale. Le nom de LJQ vient du fait que ce calcul apparait comme
le fragment intuitionniste du calcul des séquent LKQ pour la logique classique, défini par Danos et al dans

[14].
5.2.2 La correspondance pour les formules sans disjonction

On se restreint 1ci a LJQ sans disjonction.

Dans la table suivante, on associe a chaque regle de LJQ une attaque ou une réponse du proposant. On
mentionne aussi les attaques ou réponses de 'opposant justifiées par le coup du proposant.
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Regle | P-coup | O-coup justifié |
7 — Ax (1, 4) Aucun O-coup justifié
T (.4~ B) ()
?’A_>37'_,j—>?’BAI——C>'B’B'_C 7 L - Byon (s
Z%9f%z%§§lz Ag (I, AAB) ([ A1) ou ([, A2)
Z%%%%%%QA; ([, A1) (,4)
L%ﬁ%gggZ@ ([, A2) (,B)

Sur la troisieme ligne, s attaque A.

Soit F' une formule sans disjonction. Soit p une preuve de A dans LJQ.

Cette preuve a une structure d’arbre et nous associons & cet arbre un ensemble de suite de O-coups
constituant le domaine D(¢) d’une certaine P-stratégie. Notons que pour la régle —4, on ne considére pas
directement la sous-preuve de gauche, mais uniquement les sous-preuves directes de cette sous-preuve de
gauche.

Soit ¢ une sous-preuve de p et d une suite d’attaques et de réponses. On définit une relation d: q par les
cas suivants:

o ¢ :p (e est la suite vide)

gl q2
L ? ? - -
o sid: % Aaq alors d([, A1) s q1 et d([,A2) : g2
L q
A 2
e sl d.m —q alors d([,A) : ¢
L q
= T JAABAFC .
e sid W /\g alors d(],A) o q
L q
.- 2, AAB,BFC I
& Sl d W /\g alors d(],B) o q

L q
T A—- B B AFC -
’ 2 —g alors d(], B) :
7, A> B, AFC g alors d(], B) ¢

.jﬁ¢L+RAFAAx

® Sl
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gfh §Q2 )

? ANB—>Ct+A ?, ANB—CFB g
vaid: P ANBSCFANAB d P ANB=C,CED
' 7 AANB—>CFD I

alors cf([,/\l) L, cf([, Az) @ qa et c?(],C'):q;:,
§q1
?,(A—=B)—>C,AFB g
4 :
.77 (A—>B)—-CFHA—->B 7, (A—-B)—=C,CtFD 7 7

—g alors d([, A) : q1 et d(],C) : ¢z

e sid

7, (A—-B)—>CFD

Par construction, si d: q1 et d: q2, alors ¢q et g5 sont les mémes preuves. Ainsi la relation d: q définit une
fonction partielle de I’ensemble des suites d’occurrences vers les sous-preuves de p. On pose D(¢) le domaine
de définition de cette fonction.

Pour d tel que d: q et ¢ prouve 7 = A, on définit oz et aj.
oz est une fonction des noms utilisés dans 7 vers I’ensemble des entiers naturels impairs.

a; est un entier impair ou bien 0.

On note |cﬂ la longueur de la suite d.

Ainy) = Gd(ny) = Gaga) = 2ldl+1

® Oqa) =0dga) =gV {2+ 2|d] + 1} ol z est, chaque fois, le nom de A dans 7, A+ B

Sur D(¢), on définit ¢ :

- -

e sl d:m Az alors ¢(d) = (az,], A)

?FASB
2?2 ANB AFC . \
esid: 2 ¥ Alalors ¢(d) = (o(y),[, A1) ou y est le nom de A A B
T ANBEC Y ¢(d) = (0 7(y), [, A1) o y

.+ 7 AAB,BFC
sid ;27

2 alors ¢(d) = (0 4(y), [, A2) ot y est le nom de AA B
T ANBEC 9 ¢(d) = (0 7(y), [ A2) ol y
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.ﬁij%BkA ?, A= B,BFC
' 2 A= BFC

—4 alors (/)(J) = (c(y),[,A) ol y est le nom de A — B

Proposition 4 (D(¢), ¢) est une PE-stratégie gagnante pour F.

PREUVE : On vérifie que € € D(¢). Posant, pour dids...dant1 € D(¢), dant2 = ¢(d1ds...dany1), on vérifie
par induction sur n que dg,d1,...,d, est une partie, que si n est pair d, 1 est permis si et seulement si

dids...dnt1 € d(¢) et que si n est impair ¢(d1ds...dy,) est permis.
Le fait que la preuve p soit bien fondée entraine que la stratégie ainsi constituée est gagnante. [ |

Regardons la réciproque.
Soit (D(¢), ¢) une PE-stratégie gagnante pour F.

A toute suite d € D(¢), on associe un séquent 7 ;= A

* Tina = Ta A Aggay=Az

o 7 fA) = T A doit avoir la forme A A B et on pose Ad‘([,m) =A

. ?J([,Az) =7; Az doit avoir la forme A A B et on pose Ad‘([,/\Q) =B

. 7d‘[7A) =754 A doit avoir la forme A — B et on pose AJ([,A) =B

Pour les noms associés aux formules des 7 7, on choisit des entiers. A chaque nouvelle formule, on associe
Pentier |d] + 1.
Remarque: De par les régles de formation de D(¢), une attaque par I'opposant d’une formule A impose
que cette formule vient juste d’étre affirmée. La formule A; a donc la forme souhaitée dans chacun des cas
d’attaques de 'opposant.

it Az

A tout d € D(¢) on associe une preuve pyde 7
: Pag,a
T,AANBARC

e si (/)(_j = (m, [, A1) est une attaque de A A B alors p;= = BT

- Piq,B)
7, ANB,BFC

* sl TANBrC M

(m, [, Az) est une attaque de A A B alors p; =

e sl (/)(_j = (m,[, AA B) est une attaque de AA B — C alors

pd‘([,/\1) pd‘([v/\Q) .
TANBoCEA T ANBSCEB L Pig.e)
7 ANB>CFAAB * 7 ANBSC,CED
Py= i

7 ANB—CFD
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-

e si ¢(d) = (m,[, A — B) est une attaque de (A — B) — C alors

gpd‘([,A) .
7, (A=-B)—>CAFB , L P
7 (A—-B)—-CFA—-B ?,(A—>B)—>C,CI—D_>
7, (A—-B)—=>CFD

Pg= g

e si ¢(d) = (m, [, A) est une attaque de A — B avec A atomique alors

_ 1 A-> B AFA 2, A5 B,BAFC _,
e ", A= BARC g
o 5 0(d) = (1m,], 4) avec A atomique alors p; = 5——— As
Paga P
o si¢(d) = (m,],ANB) alorspd_z7 I—é '_A/\; LB A,
: P a)
7) ?
e si¢(d) = (m,],A— B) alOI’Spd‘:% oy

Proposition 5 p,. est une preuve de b F dans LJQ.

PrREUVE : Par induction bien fondée sur J, montrant que pyest une preuve de 7 ;= Fy. L’induction est bien
fondée du fait que la stratégie est gagnante. [ ]

Théoréme 1 Si p. est la preuwve de &= F associée a la PFE-stratégie gagnante (D(¢),¢) pour F et si
(D'(¢'), ') est la PE-stratégie gagnante pour F asociée & pe, alors D(¢) = D'(¢') et ¢ = ¢'. De plus,
la structure d’arbre de p. est isomorphe a la structure d’arbre de D(¢).

PREUVE : Soit d une suite de coups. On montre par induction sur la longueur de d et en envisageant les
coups permis a chaque étape, que, relativement a p., on a d: q si et seulement si de D(¢) et en ce cas, on

a ¢ = pgz. On en déduit que D(¢) = D'(¢’). Mais la régle de téte de py ne dépend que de (/)(J) et en retour,
(b’(cf) ne dépend que de la régle de téte de py. On en déduit que ¢ = ¢'. L’isomorphisme entre les structures
d’arbres sous-jacente découle de la définition de la bijection. [ |

Remarque: A chaque étape, si la régle considérée prouve un séquent 7 = A, alors les propriétés suivantes
sont satisfaites:

o la seule P-réponse justifiée a la forme (m,], A)

o les seules P-attaques justifiées ont la forme (m, [, s) ou s attaque une formule C' in ?

5.2.3 Le cas des formules avec disjonction

La prise en compte de la disjonction ne permet pas d’établir une correspondance entre E-dialogues et preuves
de LJQ aussi “naturelle” que précédemment.

Le principal probleme est celui-la: pour un E-dialogue, lorsqu’un joueur affirme une proposition de la
forme AV B, il peut se donner la possibilité d’attendre le dernier moment avant de répondre (], A) ou (], B)
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4 une attaque ([,V) de AV B par I'adversaire. Ce n’est pas ce qui se passe dans LJQ, ou, poursuivant le
principe qu’une régle d’introduction droite correspond & une réponse/affirmation, lorsque AV B est affirmé,
la preuve stipule a I'avance quelle sera la réponse a ’attaque de A V B par "adversaire.

L’exemple typique est le suivant, tiré de Felscher [17].

C’est un jeu sur AV B — BV A.

Coup initial : P répond/affirme AV B — BV A
dy=(0,],AVB = BV A)

O ne peut qu’attaquer I'implication

dy =(0,[,AV B)

La, deux suites sont possibles :

P attaque AV B P répond/affirme BV A

dy = (1,[, V) d»=(1,], BV A)

O répond A (resp B) O attaque BV A

ds = (2,], A) (resp d3 = (2,], B)) ds = (2,[,V)

P répond/affirme BV A P attaque AV B

dy=(1,], BV A) ds = (1,[,V)

O attaque BV A O répond A (resp B)

ds = (4,[, V) ds = (4,], A) (resp ds = (4,], B))
P reprend/affirme A (resp B) P reprend/affirme A (resp B)

ds = (5,], A) (resp ds = (5,], B)) ds = (3,], A) (resp ds = (3,], B))

La partie de droite définit une stratégie gagnante qui a une contrepartie sur le plan des preuves. Mais
pas la seconde partie.
Face & ce probléme, une solution est de considérer une version de LJQ avec plusieurs formules a droite

du k.

Le calcul LIQ* associé aux E-dialogues en présence de disjonction

On appelle LJ* la version suivante de LJ (la régle d’introduction du V est multiplicative) :

7 AFAA Az si A est atomique

A BFA 7 A5 BBFAC ? AF B

g 0 —7d
T A—-BFAC TFAA—- B

TANBJARAC TANB,BEAC 7HFA TEB

A
P ANBFEA,C Y 7 ANBFA,C 9 TFAAAB

? AVB,AFA,C ?,AVB,BFA,C ?F A B

vV _—V
2 AVBFAC 9 7FAAVB ¢

On définit LJQ* a partir de LJ* en posant la méme restriction que pour LJQ, & savoir que sur le coté
gauche de la régle —,, seules les regles Az, Ay, Vg et =4 sont autorisées.
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La correspondance

La correspondance entre régles et coups est alors la suivante :

| Regle | P-coup | O-coup justifié |
7 AFAA Ax (1, 4) Aucun O-coup justifié
?:ﬁ% —a (1,4 B) (I, 4)
7,A—>B?|—’j_>7,BA'_—A>’BC:B|—A,C e (L, A) (1, B) ou ([, s)
WYY LAAB) | (LA ou ([ A2)
e (Lr) 0.4
R N (102 0.5
e Ve 0,4V B) (V)

P AVB,AFAC ?,AVB BFA,C
) ) ) ) 3 3 v
T AVBFA,C a| (V) (,4) ou (1, B)

et avec le méme canevas de preuve que précédemment, en vérifiant regle par regle la correspondance
entre les coups permis et la forme des prémisses, on prouve la correspondance entre E-dialogues et preuves
de LJQ".

Lamaniére d’autoriser plusieurs formules a droite du F est ici un peu artificielle, cependant il ne semble pas
déraisonnable de penser qu’en considérant carrément les versions traditionnelles de la logique intuitionniste
avec plusieurs formules a droite du -, on obtiendrait une nouvelle définition de E-dialogues moins coercitive
au niveau du parenthésage que ’actuelle version des E-dialogues.

5.3 Le calcul LKQ* et les jeux non bien parenthésés

Des résultats similaires existent avec la logique classique. Cette fois, la correspondance est entre les preuves
de LKQ* (un calcul étendant LJQ* & la logique classique) et les P-stratégies gagnantes pour un E-dialogue
classique, ce dernier étant un E-dialogue, au sens précédent, dont on a supprimé la contrainte de bon
parenthésage. Il est d’ailleurs remarquable que la notion de jeux pour laquelle on a une correspondance
avec la logique classique soit “plus simple” que celle pour la logique intuitionniste.

5.3.1 Les E-dialogues pour la logique classique

Un E-dialogue pour la logique classique est un E-dialogue pour la logique intuitionniste sans la régle de
potentiel bon-parenthésage.

5.3.2 Le calcul des séquents LKQ*

Nous donnons la définition de LKQ*. Ce calcul étend LJQ* au cas classique. Il differe de LKQ considéré
par Joinet [35] ou Schellinx [51] par la présence d’une régle d’introduction “multiplicative” pour le V. La
définition de LKQ passe par la définition de LK* qui est une variante de LK avec régle d’introduction du Vv
multiplicative :
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7 AFAA Az si A est atomique

PASBEAA T ASBBEAC ? AFAA— B, B

g —d
T A—-BFAC THFAA— B

PAANBARAC | TAANBBEAC ., 'EAANBA THAANBB

7 ANBFA,C Y9 7 ANBEA,C 9 7FAAAB d

? AVB,AFA,C ?,AVB,BFA,C
7 AVBFA,C

PFAAVBA . TEAAVBE .,
7FAAVEB  d 7FAAVEB

Vyg

Les régles du calcul LKQ* sont donc celles de LK*, avec la contrainte supplémentaire que sur la gauche de
la régle d’introduction gauche de la fleche, ne sont autorisées que la régle d’axiome et les régles d’introduction
droite.

5.3.3 Correspondance bijective entre stratégies gagnantes pour les E-dialogues
classiques et les preuves de LKQ

La correspondance entre régles et coups est la méme que pour LJQ*. Le fait qu’il y ait plusieurs formules a
droite signifie seulement que le proposant est autorisé a répondre a4 n’importe quelle formule précédemment
attaquée par 'opposant, et cela, autant de fois que voulu.

Théoréme 2 Les P-stratégies gagnantes pour un E-dialogue classique sont en bijection avec les preuves de
LKQ* et les arbres sous-jacents sont tsomorphes.

La preuve procede comme pour le cas intuitionniste. Si d: q avec ¢ prouvant 7 = A, au lieu de définir o ;
et a gz, on définit deux fonctions o ; et py, associant des entiers naturels impairs (ou bien 0) aux noms utilisés
respectivement dans 7 et A.

En particulier, on pose:

e o. =1

pe =0
® Tdan) T Tdne) T TdLy) T 0d

Pa Ay = Pdns) = Pd(a) = prUir — 2|d|+1} on x est, chaque fois, le nom de la ou des sous-formules
de la formule introduite par I'inférence de téte de ¢

Paqvy = PaY {1 2|d] + 1} U {&y — 2|d] + 1} ol 2, (resp x2) est le nom de la sous-formule gauche
(resp droite) de la formule disjonctive introduite par I'inférence de téte de ¢

® Oqa) =0dga) =gV {2+ 2|d] + 1} ol z est, chaque fois, le nom de A dans 7, A+ B
Pag.ay = Pd

Aussi, si de D(¢) on lui associe cette fois un séquent classique 7 ;= A 7

* Ty = TaA Ajaay = Aq
o 7 fA) = T &( _) doit étre une réponse affirmant une formule A A B et on pose AJ([,Al) =A;A
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—

. ?d‘([,/\Q) =7; $(d) doit étre une réponse affirmant une formule A A B et on pose AJ([,Az) =AB
. ?d'([,v) =7; &( _) doit étre une réponse affirmant une formule A V B et on pose AJ([,V) =AAB
o 7 L) = ThA &( _3 doit étre une réponse affirmant une formule A — B et on pose Ad‘([,A) =AB

Pour les noms associés, a chaque nouvelle formule ajoutée & 7 ; ou & Az, on associe 'entier |d| + 1 (sauf

pour le cas cf([, V) ol on associe & A le nom formé de la paire (|cﬂ + 1,1) et & B le nom formé de la paire

(Id] +1,2).

Remarque: A chaque étape, si la régle considérée prouve un séquent ? = A, alors les propriétés suivantes
sont satisfaites:

o les seules P-réponses justifiées ont la forme (m, ], A) ot A est une formule de A

o les seules P-attaques justifiées ont la forme (m, [, s) ou s attaque une formule C' in ?

5.4 Remarques

Les D-dialogues de Felscher

Les D-dialogues, définis par Felscher dans [17], different des E-dialogues par le fait que la contrainte pour
I’opposant de répondre systématiquement au dernier coup du proposant est relachée mais qu’en revanche,
on lui interdit d’attaquer plusieurs fois la méme affirmation du proposant.

Un D-dialogue consiste ainsi en un enchevétrement de E-dialogues, pour lesquels 'opposant a le droit de
revenir une fois en arriére, mais pas plus, sur un coup précédent.

Une P-stratégie gagnante pour un E-dialogue s’étend directement en une P-stratégie gagnante pour un

D-dialogue (cf Felscher [18]).

Composition de stratégies gagnantes

Maintenant on peut donc considérer une preuve de A, voir cette preuve comme une P-stratégie gagnante
pour un E-dialogue sur A et faire la méme chose avec une preuve de A — B de maniére & obtenir une
P-stratégie gagnante pour un E-dialogue sur A — B. Apreés le premier coup, cette derniére P-stratégie va
soit attaquer sur A, soit défendre sur B. Si on met en interaction toutes ces attaques sur A avec les coups de
défense de A par la preuve de A, et qu’on filtre en ne gardant que les coups de défense de B, on obtient une
P-stratégie gagnante pour un jeu ouvert sur B. C’est le procédé décrit dans le cadre du “calcul de Novikoff”
par Coquand dans [9] et repris au chapitre suivant.

Comme 1l est fait au chapitre suivant dans le cadre du calcul de Novikoff, on peut montrer que cette
“Interaction” suit en pas a pas le procédé d’élimination d’une coupure entre - A et A F B ou 'on réduit
systématiquement la coupure la plus externe d’abord.
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Dans cette partie, nous considérons le calcul utilisé par Coquand dans [9] pour définir une alternative en terme
de jeux a I’élimination des coupures. C’est un calcul des séquents classique avec formules alternativement
conjonctives et disjonctives construites sur des atomes décidables. Il n’y a ni variables propositionnelles, ni
implication explicite. En revanche, les conjonctions et disjonctions autorisent un nombre infini de prémisses,
de telle sorte que le fragment clos d’une logique comme 'w-logique y apparait comme fragment.

Les preuves sans coupures (et sans redondances, cf définition dans le corps du chapitre) seront simplement
interprétées par des stratégies gagnantes pour certains jeux a deux joueurs. L’interaction entre deux telles
stratégies gagnantes définit un débat. Ce débat constitue une approche “dynamique” de I’élimination d’une
coupure entre deux preuves sans coupure. Prouvé terminant par Coquand, le procédé d’interaction est
comparé a I’approche habituelle d’élimination des coupures. On montre que les étapes successives d’évolution
du débat correspondent exactement aux étapes successives du procédé habituel d’élimination des coupures,
mais en suivant une stratégie de réduction bien précise, que, par analogie avec ce qui se passe dans le A-calcul,
on peut appeler réduction faible de téte.

6.1 Les regles infinitaires

6.1.1 L’utilisation implicite d’une regle infinitaire chez Gentzen

Sous le nom d’énoncgabilité d’une régle de réduction, Gentzen [21] utilise implicitement dans sa premiére
démonstration de cohérence de ’arithmétique, une notion de prouvabilité basée sur une régle d’introduction
de la quantification universelle ayant une infinité de prémisses (w-régle).

Considérons pour simplifier le cas de formules prénexes closes et le cas de séquents monolatéres, i.e.
avec des formules uniquement sur la droite du symbole F (ce symbole pouvant alors étre omis). La notion
d’“énoncgabilité d’une regle de réduction” s’applique aux séquents ayant au plus une formule quantifiée
universellement.

e Un séquent de la forme 7,Va.P(x) avec 7 ne contenant que des formules existentielles est réductible :
une étape élémentaire de réduction consiste a choisir arbitrairement un entier n et a remplacer la
formule Vz.P(x) par P(n) dans le séquent.

e Un séquent 7 composé uniquement de formules existentielles est réductible : une étape élémentaire de
réduction consiste & choisir une des formules 3z.P(x) du séquent ainsi qu’un n et & ajouter la formule
P(n) au séquent.

Une régle de réduction pour un séquent est une méthode qui, quelques soient les n choisis arbitrairement
comme instances des formules V. P(), dit comment choisir un n adéquat pour les formules 3x.P(x) de telle
sorte qu’au bout d’un temps fini, on obtienne un séquent dont une des formules est une proposition décidable
vraie.

Autrement dit, la notion d’énoncabilité d’une reégle de réduction revient a la notion suivante de prou-
vabilité (? ne contient que des formules existentielles) :

e si la proposition P est vraie alors 7, P est prouvable
e si 7, 3x.P(x), P(n) est prouvable pour un certain n alors 7, 3x.P(x) est prouvable
e si, pour tout n, 7, P(n), est prouvable alors 7, V. P(x) est prouvable

Toute formule prouvable de I’arithmétique est prouvable en ce dernier sens, mais, en contraste avec
I’arithmétique ou 'utilisation de 1’axiome d’induction casse la propriété de la sous-formule, pour cette autre
définition de la prouvabilité en arithmétique, la propriété de la sous-formule, de laquelle découle la cohérence,
est préservée.

(est cette notion de prouvabilité que nous considérons ci-apres. Comme suggéré par la notion de “regle
de réduction”, cette définition de la prouvabilité se préte particulierement bien & une approche calculatoire
en termes de coups instanciant les variables quantifiées.

Remarque: Quoique non explicité par Gentzen, il est direct de montrer, & ’aide de cette définition de
séquent prouvable sans coupure avec régle d’introduction du V infinitaire, que les énoncés 9 classiquement
prouvables sont aussi intuitionnistiquement prouvables.
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6.1.2 Le calcul de Novikoff

Il est remarquable de voir chez Novikoff, en 1941, la définition explicite d’un calcul propositionnel infinitaire
(de type hilbertien) dont les formules A prouvables vérifient une propriété de “régularité” similaire & celle
“d’énoncabilité d’une régle de réduction” pour le séquent = A chez Gentzen. Par un argument du méme
ordre que celui de Gentzen, Novikoff montre la cohérence de I"arithmétique mais aussi explicitement que les
énoncés XY classiquement prouvables sont intuitionnistiquement prouvables.

La notion de régularité differe de la notion d’énoncabilité d’une régle de réduction en ce léger point:
une fois qu’un certain n a été choisi comme instance d’une formule 3z.P(x) il ne peut plus étre choisi une
nouvelle fois dans la méme formule.

En plus de la notion de prouvabilité implicitement considérée par Gentzen, nous considérerons aussi la
notion de prouvabilité implicite a la notion de “régularité” de Novikoff. Nous montrerons en plus en quoi la
restriction supplémentaire imposée par Novikoff ne fait rien perdre a la prouvabilité.

6.1.3 Regles infinitaires chez Lorenzen

Du coté occidental, selon Schiitte, ¢’est chez Lorenzen [36] en 1951, qu’on rencontre la premiére utilisation
explicite d’une régle avec une infinité de prémisses. L’idée est la méme et le but est le méme que chez
Gentzen : prouver un théoreme d’existence de preuves normales duquel s’ensuit la cohérence du systeme
considéré. Dans le cas de Lorenzen, c’est d’un sous-systéme de la théorie des types de Russell qu’il s’agit.

6.1.4 Formules et boréliens

A noter aussi une analogie faite par Martin-Lof [41] entre formules construites a partir de conjonctions et
disjonctions infinies et boréliens, analogie qui permet de prouver constructivement la transitivité de 'inclusion
entre boréliens & 1’aide de I’élimination des coupures.

6.2 Une variante du calcul infinitaire de Gentzen

Nous reprenons le calcul implicite & la notion d’énoncgabilité d’une regle de réduction, le généralisant au
cas d’une logique propositionnelle infinitaire sans variables propositionnelles, les atomes se limitant aux
propositions “vrai” et “faux”. On y ajoute aussi une régle de coupure explicite.

Nous introduisons une notion de “redondance” signifiant qu'un méme n est joué plusieurs fois dans une
formule disjonctive. Le sous-calcul sans coupure et sans “redondances” du premier calcul que nous décrivons
correspondra au calcul implicite & la notion de régularité de Novikoff.

6.2.1 Formules et séquents

Les formules sont des arbres bien-fondés a branchement alternativement disjonctif et conjonctif. Aux feuilles,
on trouve soit la formule vraie 1 soit la formule fausse 0.

o si (A;)ier est une famille de formules conjonctives alors Ve A; est une formule disjonctive

o si (A;)ier est une famille de formules disjonctives, alors AjerA; est une formule conjonctive
On définit la formule vraie 1 comme étant la famille vide de formule disjonctive et la formule fausse 0
comme étant la famille vide de formule conjonctive. Ainsi 1 est conjonctive et 0 est disjonctive.

Remarque: On peut, a priori, choisir des ensembles d’indexation quelconques. Dans la pratique, par exemple
lorsqu’on interprete les formules du calcul des prédicats ou celles de I’arithmétique, les ensembles d’indexation
sont des ensembles d’entiers.

La formule duale de A, notée AL est inductivement définie par :

o (VierAi)t = NierAd
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o (NierAi)t = VierAd

En particulier, ona 1t =0 et 0+ =1

La notion d’occurrence d’un sous-arbres et d’adresse de cette occurrence est une notion standard pour les
arbres. Ici, une adresse dans une formule définit une sous-formule de cette formule. Nous utilisons les lettres
u, v, w, ... pour noter les adresses de formules.

e <> est 'adresse de A en tant que sous-formule d’elle-méme

e si u est I'adresse d’une occurrence de la sous-formule V;crA; de A alors ui est une adresse de la
sous-formule A; de A

e si u est I'adresse d’une occurrence de la sous-formule A;erA; de A alors ui est une adresse de la
sous-formule A; de A

Si v a la forme uiy ...i,, alors v est une extension de u. Si v a la forme wi alors v est appelée extension
directe de u.

Nous considérons un ensemble infini A" appelé ensemble des noms. Nous considérons aussi une fonction
F qui associe & chaque sous-ensemble X de A/ un nom z qui n’est pas dans X. Une fonction de renommage
o est une bijection d’un ensemble X C A vers un autre ensemble Y C A. La fonction de renommage de
domaine vide est notée {}. L’adjonction d’un élément et son image & une fonction de renommage est notée
sous la forme o U {t = t'}

Un séquent est relativisé & une formule A donnée. Un séquent est un ensemble fini d’adresses d’occurrences
de sous-formules disjonctives, chacune indexée par un nom de A, avec, en plus, éventuellement 1’adresse —
non nommée — d’une occurrence d’une sous-formule, cette fois, conjonctive. Une occurrence de sous-formule
disjonctive peut se rencontrer plusieurs fois, mais son adresse doit figurer chaque fois avec un nom différent.

Il est commode, ici encore, de considérer des séquents avec bénitier. Le bénitier sera vide ou rempli selon
que le séquent contient ’adresse d’une formule conjonctive ou pas (ladite adresse prenant place dans le
bénitier).

Les majuscules grecques 7, A sont réservées pour noter des ensembles d’adresses nommées d’occurrences
de sous-formules disjonctives de A. Un séquent s’écrira alors sous la forme 7 (cas ot le bénitier est vide) ou
?; B (cas o le bénitier contient I’adresse d’une occurrence d’une certaine sous-formule conjonctive B).

Une écriture comme 7, A, A suppose implicitement qu’a la place de A, c’est I’adresse d’une de ses occur-
rences que ’on trouve et que cette adresse est nommée avec un nom qui n’interfére pas avec les autres noms
apparaissant dans 7 ou A, eux-mémes ne partageant aucun de leurs noms.

Une notation explicite pour indiquer les noms est celle-ci: 7%, A% AY signifiant que X rassemble les
noms des adresses des occurrences des formules de 7, que Y rassemble ceux de A et que A a le nom z. Quant
a la notation [7;];, elle représente une famille de séquents.

6.2.2 Preuves

Une preuve est un arbre bien-fondé défini inductivement au moyen des régles d’inférence suivantes:

X (Vierdi)™; A
X (Vier Ai);

“r (io€l)

[?X’Aj;]jEJ

— g,
X.
? a/\jEJAj
XI
78 AKo A 72 AXe AT,

X X Xo.
?11a?22aA Da

Coupe (X2 = o(X4))
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Notons qu’un cas particulier de la réegle I, est la régle suivante :

71

ce qui assure 'existence effective de preuves (i.e. d’arbres bien-fondés).

Les régles Iy et I, sont des régles d’introduction et la regle C'oupe une régle de coupure. Si p est une
preuve, on note |p| son séquent conclusion.

Remarques: 1) Comme signalé au chapitre 1, la présence d’un contexte A partagé par les deux prémisses et
de contextes 71 et 75 non partagés permet d’éviter le recours a des régles de contraction ou d’affaiblissement
au cours du processus d’élimination des coupures.

2) Pour la régle I, bien que les A; soient des formules a priori distinctes, on leur donne, par commodité,
dans chaque séquent conclusion des prémisses, le méme nom z.

3) Pour la régle Coupe, ’ensemble X’ des noms utilisés pour 72 dans le séquent conclusion de la prémisse
de droite est intentionnellement supposé différent de ’ensemble X5 des noms utilisés pour 7 5 dans le séquent
conclusion de la coupure (ceci pour des raisons qui apparaissent au moment d’éliminer les coupures). On
associe alors & la coupure une fonction de renommage, disons o, de X, vers X,.

Remarquons aussi que la contrainte du bénitier impose que I'inférence de téte de la prémisse de la régle Iy
soit une regle I, introduisant la formule A4;,. On rencontre donc toujours la régle I, dans cette configuration :

[7, (Vier Njer Aij)", (Aigi) )55
7, (Vier Njea Aij)% NjeaAij
7, (Vier Ajes Aij)™;

De méme, on rencontrera toujours la régle de coupure dans cette configuration :

A

I, (i€l

X
71 I’AXD’(Aj)Z; ies

o X1 AXo AL A 7Xé AXo AT.
1o y INjeJ 1y 2 ) )

X X Xo.
?11a?22aA Da

A

Coupe

Dans la suite, nous simplifierons les notations en laissant tomber 'information des ensembles parcourus
par les indices et des noms utilisés dans les séquents. En revanche, 'information des noms intervient dans la
notation des preuves par des termes.

6.2.3 Notation des preuves par des termes

Nous proposons une notation alternative des preuves sous la forme de termes.
Dans le cas de la régle Iy, si la preuve du séquent 7, (V;A4;)%; A;, est pg alors la preuve de 7, (V; A;)" est
notée :

to

!($a iO)pO
Dans le cas de la regle I, si les preuves des 7, (A;)? sont les p;, alors la preuve de 7; A;A; est notée:

9 Z
‘] Py
Dans le cas de la regle C'oupe, si on pose X = X; U X3 U X tandis que les preuves de 7fl,AX°; NjA;
et de 72,X5 AXo, (\/jAj‘)x sont respectivement p et ¢ alors, la preuve de 7?1,752, AXo est notée:

Coupe, x 0y(P; )
La donnée du séquent conclusion d’une preuve et de sa notation comme un terme permet de retrouver les
séquents prouvés a chaque étape. Dans la suite, on considerera que le séquent prouvé par une preuve notée
comme un terme est a chaque instant connu, sans se soucier de savoir comment il est connu.

La donnée d’un nom z et d’un indice iy, écrite sous la forme z, ¢y est appelée V-coup. Si p est une preuve
de la forme !(z, ig)po alors x,{y est appellé V-coup de p et noté C(p). Si x est le nom d’une adresse u, alors
on pose Oce(x, ip) = wig.
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6.2.4 Preuves de Novikoff

Un séquent est avec redondance s’il contient deux fois la méme occurrence d’une formule, les adresses étant
bien sur indexées chaque fois d’un nom différent. Dans le cas contraire, le séquent est dit sans redondance.
Une preuve est dite sans redondance s’il n’y intervient que des séquents sans redondance. Une preuve
de Novikoff est une preuve sans coupure et sans redondance. Autrement dit, une preuve de Novikoff est
construite a partir des régles suivantes :

7 Vigig iy Aig
7 ) \/ZAZa v
et
7, Aj ;]j 7
7, /\jAj A
et on retrouve la notion de prouvabilité implicite & la notion de régularité de Novikoff.

Remarque: 1) L’'interdiction de redondance n’enléve rien & la prouvabilité. De fait, la régle suivante est
admissible :

7 (VAT (Vidy)Ys
7, (Vid;)T;

Cont

La démonstration d’admissibilité est par induction sur la preuve de 7, (V;4;)%, (V;A4;)Y supposée elle-
méme sans redondance. Le cas clé est quand 7, (V;4;)%, (V;4;)Y; provient de 7, (V; A;)7, (V; Ai)Y; Ai, par une
régle Iy appliquée & la formule de nom y. Par induction, on a l’existence d’une preuve de 7, (V;A4;)%; A;, et
il suffit de réappliquer la régle Iy, cette fois avec le nom z.

2) Notre définition est plus faible que celle de Novikoff. De fait, chez Novikoff, on peut faire intervenir
des variables propositionnelles dans les formules et on a, en plus, des axiomes du style 7, AL, A.

to

3) Les preuves de Novikoff ne sont pas stables par élimination des coupures, des redondances pouvant y
survenir.

6.2.5 Preuves partielles

Dans le but de pouvoir étudier une version épurée de la coupure, a savoir :

A AJ_.
22— Coupe

nous considérons aussi des preuves partiellement bien définies. A cette fin, nous ajoutons la régle d’inférence
suivante a la définition de preuve:

?—Q

quelque soit 7, la notation sous forme de terme d’une telle preuve étant Q.

6.3 Interprétation en terme de jeux

6.3.1 Parties

On définit ci-dessous un jeu entre deux joueurs, le premier étant appelé proposant et le second opposant.
Les joueurs se disputent la validité d’une certaine formule, disons A, et leurs coups s’alternent. Un coup
du proposant (resp opposant) consiste en l’affirmation d’une sous-formule conjonctive de A (resp A1) qui
est en méme temps une attaque dune sous-formule de AL (resp A) précédemment affirmée par I'opposant
(resp proposant). La formule attaquante doit étre une sous-formule de la duale de la formule attaquée. Une
partie est une suite finie ou infinie de coups (sous-entendu de coups permis) dont le coup initial dépend de
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la nature de A. Si A est disjonctive, le coup initial est une affirmation de A+ par I'opposant. Sinon, c’est
laffirmation, toujours par 'opposant, d’une sous-formule conjonctive directe de A+. On représente un coup
par la donnée (f,u) d’un entier naturel f et d’une adresse u dans A (ce sont les mémes adresses que dans
AL). L’adresse u désigne I'occurrence d’une sous-formule de A et I’entier f est censé désigner I'indice du
coup duquel u est une attaque. Ainsi, si le coup d’indice f était (f/, u'), alors u désigne une sous-formule de
la formule d’adresse u’, i.e. u est une extension directe de «’. Puisque le coup initial affirme A+, il a la forme
(f,<>) et puisqu’il n’attaque aucun coup précédent, on peut se permettre de poser arbitrairement f = 0.
En résumé:

Un J-coup pour A est la donnée (f, u) d’un entier naturel f et d’une occurrence u dans A.

Une partie 7 pour A est une suite non vide finie ou infinie de J-coups (fo, ug), ..., (fn, tn), ... telle que
fo =0, ug =<> et, pour tout n > 0, f,, < n et u, est une extension directe de uy . Si m est la partie finie
(fo, o), -y (fny un), alors, pour tout m < n, 7|y, désigne la partie (fo, ug), ..., (fim, tm)-

Un type particulier de partie sont les E-parties. Pour les E-parties sur A, on a une bijection entre les
stratégies gagnantes du proposant et les preuves de Novikoff de A.

Une E-partie est une partie (fo, ug), ..., (fn, tn), ... telle que f, = n L1 pour n pair. Autrement dit, une
E-partie est une partie ou 'opposant répond systématiquement au coup précédent du proposant. De plus,
il est défendu au proposant de rejouer deux fois la méme formule ré-attaquant le méme coup précédent de
I’opposant.

Une E-partie est gagnante pour le proposant si 'opposant ne peut plus jouer, c’est-a-dire si le dernier
coup du proposant affirme la formule 1.

6.3.2 Stratégies

On définit dans cette section, les stratégies du proposant pour les E-parties. Une telle stratégie peut étre
définie inductivement par la donnée de I’ensemble des suites de coups joués par 'opposant au fur et & mesure
que le proposant joue les coups de sa stratégie. On appelle position les suites de coups de 'opposant. Notons
que pour une E-partie, 'opposant répond toujours au coup précédent. On peut donc se dispenser de I'indice
f et ne garder que la composante u des coups (f, u). Précisons aussi que puisque les formules affirmées par
lopposant sont conjonctives dans A*, alors, elles sont disjonctives dans A.

Soit A une formule.

Une position sur A est une suite non vide u;...u, d’occurrences de sous-formules conjonctives de AL
(i.e. disjonctives de A) telle que:

e si A est disjonctive, <> est une position (de longueur 1)
e si A = AjerAi, pour chaque i € I, i est une position (de longueur 1)
® uj..Upt1 est une position si uj...u, est une position, et s’il existe un entier m < n tel que up4q

s’écrive u,,1j, mals qu’aucun n’autre u,,’ ne s’écrive u,,1j’ avec le meme 1

Remarque: La condition qu’aucun autre u,, ne s’écrive u,,7j’ avec le méme ¢ correspond & la condition
m m

que le proposant n’a pas le droit de rejouer deux fois le méme coup. Une conséquence est que les s sont

distincts les uns des autres, et en particulier que u,, est unique vérifiant u,41 = umtj.

Une stratégie (sous-entendu du proposant) pour A est une fonction ¢ définie sur un ensemble Dom(¢)
de positions et & valeurs dans ’ensemble des occurrences de sous-formules conjonctives de A. Une stratégie
doit satisfaire en outre ces trois propriétés:

1. Dom(¢) contient les positions de longueur 1

2. si ¢(uy...un) = v fait référence & la sous-formule A;A;, alors, pour tout ¢, posant un,y; = vi, on a
U1...unt1 € Dom(g)

3. si u...upt1 € Dom(¢) alors uj...un € Dom(¢), up41 est une extension directe de v = ¢(uy...u,) et v
est une extension directe de 'un des u,,
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Une stratégie ¢ est gagnante en u...u, € Dom(¢) si, v = ¢(uy...uy,) faisant référence a la sous-formule
A;A;, pour tout ¢ € I, posant up41 = vi, ¢ est gagnante en uy...upy1.

En particulier, si ¢(uy...uy) fait référence 4 1 alors ¢ est gagnante en u;...u,, conformément & la définition
de partie gagnante pour le proposant.

Une stratégie ¢ est gagnante pour A si elle est gagnante en toute position de longueur 1.

Remarque: Une stratégie pour une formule conjonctive A; A; est gagnante si elle est gagnante pour chaque

A

6.3.3 Equivalence entre stratégies gagnantes et preuves de Novikoff

Il y a une bijection directe entre preuves de Novikoff de A et stratégies gagnantes du proposant pour A.
Nous le prouvons par un argument similaire & celui développé au chapitre b & propos des E-dialogues.

Soit p une preuve de Novikoff de A. L’ensemble des occurrences de p vu comme un arbre a la structure
d’un ensemble de positions. Par induction sur la taille de ces occurrences, on associe a chacune de ces
occurrences une position. Par construction, les positions sont toutes distinctes.

e on associe la position <> & p en tant que sous-preuve d’elle-méme (<> est une position de longueur

1)
e si A= NA;, et p=Ti— p;, alors on associe la position ¢ & chacun des p;

e si la position associée & la sous-preuve ¢ est ui...up, si ¢ =!(z,40)7j > ¢; et si Oce(x,ip) = v alors,
posant u = vj, on associe & ¢; la position u;...u,u

L’absence de redondance implique que les suites ug...u, sont effectivement des positions et on définit le
domaine Dom(¢) de la stratégie ¢ associée & p comme I’ensemble des positions associées aux sous-preuves de
p. Maintenant, si la sous-preuve de p correspondant & la position uy...u, € Dom(¢) a la forme !(z,i0)7j — ¢;
alors on pose ¢(uy...un) = Oce(x,dp). Il est immédiat de vérifier que ¢ satisfait les trois propriétés qu’une
stratégie doit satisfaire.

Pour la réciproque, une étape préliminaire est de nommer chaque occurrence de sous-formule de A.
Ensuite, & toute position wuj...u, on associe un séquent 7 (uj...u,) constitué des occurrences uy, ..., tp,
chacune avec le nom qui lui est propre. La propriété que tous les u,, soient distincts entre eux implique que
ce séquent est sans redondance.

Maintenant, & toute position u;...u,, on peut associer une preuve de Novikoff de 7 (uy...up).

Soit donc uj...up, une position telle que ¢(uy...up) = tumip. Supposons que uyy, ait le nom z dans 7 (uy...up,),
que Uty désigne la sous-formule A;B; et que, pour tout j € J, posant un41 = umiof, on ait associé a
U1...Up41 Une preuve ¢; de ? (uq...unp41). Alors, par induction bien-fondée sur la structure de Dom(¢), on
peut associer & u...u, la preuve !(z,ip)7j — ¢; qui est une preuve de Novikoff de 7 (u1...up).

Comme dans le cas des E-dialogues du chapitre 5, ces deux traductions sont réciproques 'une de ’autre
et constituent dont une correspondance bijective.

6.3.4 Stratégies partielles

Les preuves partielles sont associées a des stratégies partielles.
Si on retire la condition 1 de la définition de stratégie, on obtient la définition de stratégie partielle.
Une stratégie partielle ¢ est non-perdante en wu;...u, soit parce que u;...u, ¢ Dom(¢) soit, au cas ol

u1...un € Dom(¢), parce que pour tout ¢ € I, elle est non-perdante en uj...up41, ott 'on a posé w,11 = vi,
v étant l'occurrence de la sous-formule A;er A;.

La correspondance entre preuves de Novikoff et stratégies gagnantes s’étend au cas des preuves partielles
de Novikoff et des stratégies partielles et non-perdantes.
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6.3.5 Débat

Soit ¢ une stratégie partielle non-perdante du proposant pour un jeu sur A = V; A et 7 une stratégie
partielle non-perdante du proposant pour un jeu sur A+ = A;A;.

On va définir une partie obtenue en faisant interagir entre eux les proposants des jeux pour A et pour
AL Cette partie n’est plus une E-partie.

Les définitions suivantes proviennent, & peu de choses pres, de Coquand [9].

A toute partie finie, on associe une position courante. La position courante /,, d’une partie finie 7 =
(fo, w0), -y (fny tn) est définie par induction bien-fondée & partir de (f,,, up) et des positions courantes /; des
sous-parties 7|; pour i < n.

o [y =<> (position restreinte & la seule occurrence <>)
e si f, = 0 alors [, = uy,

o Sily 11 =1Up, .. Uy, alors i, = up, ..Uy, Uy

Remarques : 1) Les entiers impairs correspondent aux coups de ¢ et les entiers pairs aux coups de 7. L’entier
fn est 'index du coup auquel répond le n'*™€ coup. Ainsi, f, et n sont de parités distinctes.

2) Si I, est la position courante de la partie (fo, ug), ..., (fn, tn) alors, on peut retrouver par induction
d’ou “provient” chaque occurrence de la position. Ainsi, une position courante peut toujours s’écrire sous la
forme I, = U, ... um

e

Le débat entre ¢ et 7 est une partie (fo,ug), ..., (tn, fn), ... définie récursivement a partir du calcul
des positions courantes successives. Pour n > 0, on considére [, = tm,...um, la position courante associée
a la partie finie (fo, up), ..., (tn, fn). Si n est pair, on pose tnt1 = ¢(Um,...Um, ), si 7 est impair, on pose

Unt1 = T(Um,...%Um, ). Dans tous les cas, up 41 est une extension directe d’un unique ,y,, et on pose f,41 = m;.

Proposition 6 Le débat entre ¢ et T est fini, ¢’est-a-dire que, pour un certain n, ¢(l,) ou 7(l,) n'est plus

défini.

On trouvera la preuve dans Coquand [9].

6.4 Elimination faible de téte des coupures

L’élimination faible de téte des coupures est une procédure de réduction itérée de la coupure de téte entre
deux preuves, lorsque celle-ci existe, jusqu’a ce que la coupure laisse la place en téte & une regle d’introduction.

Avant de décrire cette procédure, on donne une liste de régle de réduction permettant de transformer les
configurations ayant une coupure comme regle principale en d’autres configurations plus petite relativement
a une certaine mesure bien choisie.

6.4.1 Reéduction de téte élémentaire

La réduction de tete élémentaire consiste & réduire une coupure de téte en une ou plusieurs coupures plus
petites relativement & une certaine mesure bien choisie.

On envisage différents cas selon l'inférence de téte de la prémisse se trouvant sur le coté droit de la
coupure. On ne considére pas le cas ot 'inférence de téte en question est une coupure.

T1 La regle d’introduction en téte de la prémisse de droite “joue” dans la formule de coupure (on pose
AZJ; = /\jB]J‘ et o(X)) = Xa).
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T2 La régle d’introduction en téte de la prémisse de droite “joue” dans une formule autre que la formule
de coupure (on pose Bj, = ApCk et 0(X4) = Xo).
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Remarque: Pour la premiere regle de réduction, il y a une duplication de p;. Supposons que dans p;, il y
ait un “coup” dans une formule de A 7. En appliquant maintenant la deuxiéme reégle de réduction pour
chacune des copies de p;, ce coup peut étre déplacé au dela de la coupure la plus basse. Ce coup, joué
une premiere fois par une des copies de p; puis une deuxieme fois par l'autre copie de p;, correspondra
donc & une redondance. Et il y aura cette introduction de redondance méme si les preuves avaient été sans
redondance au départ. C’est pourquoi nous autorisons plusieurs occurrences de la méme sous-formule dans
un séquent et pourquoi nous avons recours aux noms pour distinguer entre ces diverses occurrences de la
meéme sous-formule.

En adoptant ’écriture des preuves sous la forme de termes, et en appelant = la réduction ainsi
définie, les régles précédentes se réécrivent de la sorte (on pose X = X U X3 U Xo):

T1

. . - ¢ . ]:(X) .
Coupe(xyyya)(r?z s py; Nz, i0)?] = q;) = COUpe(yyyy{})(?j > COUpe(z,YU}'(Y),au{z—m-'(f)})(?Z 2 pys 4;); Pio)

T2

. . .z ¢ . . }-(X) .
COUPe(x,Y,g)(7Z = pi W@ i0)75 5 q5) = Ho(a'),ig)?) > COUPe(x,Yu{f(Y)},au{z—m(Y)})(71 = pi; 4;)

T3
Coupe(x Ya)(?i 2 pi; ) = Q

L’information, pour chaque coupure, des “X” et “o” sert a gérer les éventuels problemes de confusion de
nom, suite a des redondances. Il n’y a pas d’autres difficultés que celles prises en compte par ces regles,; et,
a l’avenir, par souci de lisibilité, nous omettrons ces informations.

6.4.2 Réduction de téte étendue

La réduction de téte étendue d’une preuve p consiste a aller chercher, a travers les coupures, la regle Iy la
plus externe et la plus a gauche de p, d’appliquer, a la bonne place, les régles 2 ou 3 de la réduction de tete
élémentaire, jusqu’a ce que cette régle Iy, et la regle I qui suit, viennent en téte de p, auquel cas on s’arréte,
ou bien que la régle 1 soit applicable, auquel cas on 'applique et on s’arréte.

. . . , . d . . R . . .
On utilise comme intermédiaire la réduction == qui exprime qu’une régle d’introduction se situant
sur la branche d’extreme-gauche traverse effectivement jusqu’a la téte de la preuve.

D1
. d .
N, i0)po = Yz, 10)po
D2
25 S p; :d> 25 S p;
§ §
D3
Q=% Q
D4
q :d> &', jo)7k AN qr
Coupe,(p; q) :d> &', 37k Ly Coupe, (p; qx)
D5

d
qg = Q

Coupe,(p; q) 20
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FE1
q :f>1 Coupe, (¢';7)

f
Coupe, (p; q) ==1 Coupe, (p; Coupe, (¢'; 7))

FE2
q == N, jo)7k S g

. f .
Coupe,(7j N pj;q) ==1 Coupe, (?k N Coupe,(7j N P53 qk); Pio)

6.4.3 La réduction faible de téte

L’élimination (ou réduction) faible de téte des coupures itére la réduction de téte étendue jusqu’a ce qu’une
régle d’introduction vienne en téte.

F1
d
p=r
p =L v
F2
Coupe, (p; q) :f>1 ror :f> s

Coupe,(p; q) L s

. . i R . . .
Si pour certains pet r, on a p == r, alors, r est sans coupure en téte, et, par induction, on a ’existence

) ) ) I ) d
d’une suite finie p = po, p1, ..., pn telle que p; ==>1 piy1 pouri < n et p, = r.
La suite pg, p1, ..., pn est appelée trace de la réduction faible de téte de p.

6.4.4 Terminaison de I’élimination faible de téte des coupures

Pour prouver la terminaison de I’élimination faible de téte des coupures, nous avons besoin de prouver
quelque chose de plus fort : la terminaison de 1’algorithme — a priori transfini — d’élimination des coupures
selon la stratégie de réduction de la coupure plus externe d’abord.

La stratégie de réduction de la coupure la plus externe d’abord est une stratégie de réduction
qui étend la réduction faible de téte sous les régles d’introduction. A partir du moment ou le langage est
infinitaire, ce procédé de réduction peut étre transfini.

El
p :f> W, i0)po p=
€ . 12
p =>(x,ig)r
E2
f 7~ Z . €
p = Tj—p; Vipj = 1;
€ . 2
p =7 =T
E3
=0
p=Q

Lemme 6 Soient p’ et ¢’ des preuves partielles et sans coupures respectivement du séquent 71, A; N A; et
du séquent 79, A, V; AL, la formule V; AL étant de nom x. Alors, pour toutes preuves partielles p et q telles

que p==>p' el ¢ == ¢, il existe une preuve partielle et sans coupure r vérifiant Coupe,(p; q) = 7.
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PREUVE : Par induction structurelle sur A; A;, puis, par induction structurelle sur ¢’, et enfin, par induction
sur la preuve de ¢ = ¢'.

Soient donc p et ¢ des preuves partielles, p’ et ¢’ des preuves partielles et sans coupures respectivement
de 71, A; A A; et de 79, A, VAR telles que p == p' et ¢ == ¢'.

Du fait que A; A; est conjonctif, p et p’ s’écrivent respectivement 7¢ 5 p; et 7i v p} et, de par la définition
de =, on a p; = pl.

La preuve ¢ est sans coupure et prouve un séquent sans formule conjonctive. Ou bien ¢’ est £2 ou bien
elle a la forme !(z’,i))ql avec g =7j > q;-

Dans le premier cas, on en déduit que ¢ :f> 2, puis Coupe,(p; q) < 2, puis Coupe,(p; q) :f> Q et,
enfin, Coupe, (p; q) =, ce qui est le résultat attendu.

Dans le second cas, de par la définition de =, il existe ¢ telle que ¢ :f> Nz, 10)q0 et qo = q¢).

De par la définition de :f> , plusieurs cas se présentent.

1"

o S’il existe ¢” tel que ¢ :f>1 q" et q L I(x,40)qo alors, on a aussi ¢’ == ¢’ mais de manicre

plus courte que pour avoir ¢ = ¢’. Il s’ensuit, par hypothése d’induction, qu’il existe r tel que
Coupe,(p; ¢") == r. La preuve sans coupure r doit avoir une forme (t, ko)ro et il doit exister 1| telle

que Coupe, (p; ¢) L I(t, ko)rh et 15 = ro. Mais ¢ :f>1 q" entraine aussi

f
Coupe, (p;q) ==1 Coupe,(p;q”)
d’ott Coupe,,(p; q) :f> 1(t, ko)r{ puis Coupe,(p; q) = 7.

e Sig N I(x',i))qo et que & # z’ alors, posant g =7j +» ¢;, on a
d So -
Coupe, (p;q) == !(a',15)7j v Coupe, (p; ¢;)

et donc Coupe,(p; q) :f> l(x',ih)?j ¥ Coupe, (p; g;). Mais ¢o = ¢/, donc, pour chaque j, 5 = q;
et les q} sont plus petits que les ¢;. Donc, par hypotheése d’induction, on obtient ’existence de r;

telle que Coupe,(p; ¢;) = r;. 11 suffit alors de poser r =!(z',4)?j v r; pour pouvoir affirmer que
Coupe,,(p; ) = r.

e Sigq < l(z',ih)q0 avec © = z' et que qo =7j +> ¢; alors on a Coupe, (p; q) :f>1 Coupe, (?7j >
Coupe, (p; ¢;); pi,)- Mals, puisque les ¢; sont plus petits que ¢ et que ¢g == ¢}, entraine q; = q; avec
q} sans coupure, on obtient, par hypothése d’induction, ’existence de 7; tel que Coupe, (p; ¢;) = ;.
En appliquant I’hypothese d’induction pour 75 < Coupe, (p; ¢;) et 7§ N rj, et pour p;, et p; , puisque
la formule de coupure, maintenant A

Coupe, (p; 4;); pio) = 7.

i, €st plus petite, on obtient I’existence de r tel que Coupey(7j =

Un corollaire immédiat s’obtient en prenant pour p et ¢ des preuves sans coupure.

Proposition 7 Si p et ¢ sont des preuves partielles et sans coupure respectivement de 71, A; N A; et de
79, A, VAL, alors, il existe v partiel et sans coupure tel que Coupe(p; q) =7

Corollaire 2 Si p et q sont des preuves partielles et sans coupures respectivement de 71, A; NjA; et de

79, A, VAL, alors, il eriste v sans coupure en téte tel que Coupe(p;q) :f> r. Autrement dit I’élimination

faible de téte de Coupe(p;q) termine en un nombre d’étapes fini.
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PREUVE : De par la définition de == . [ |

On peut aussi étendre le résultat a des preuves avec coupure.

Proposition 8 Pour toute preuve partielle p, il existe une preuve partielle r sans coupure telle que p = r.

PrREUVE : Par induction sur p.

Si p a la forme 75 p; ou !(z, jo)po, on obtient le résultat par I’hypothése d’induction.

Si p a la forme Coupe(py;p2) alors, par hypothése d’induction, on a I’existence de 71 et 75 sans coupure
tels que p; == 71 et ps == r5. On peut donc appliquer le lemme avec rq, 7, p1 et ps, ce qui fournit 7 sans
coupure tel que p = r. [ |

Corollaire 3 Si p est une preuve partielle alors la réduction faible de téte de p termine en un nombre fini
d’étapes.

Corollaire 4 Si p est une preuve partielle du séquent vide alors p :f> Q.

Remarques: 1) Le lemme-clé de ces preuves est & mettre a 'actif de Coquand.

2) Ces résultats, & I’exception du corollaire 4, restent vrais si ’on considére des preuves non partielles.

3) Ces résultats sont aussi transposables & d’autres procédures d’élimination des coupures. Par exem-
ple en autorisant des contractions non seulement sur les formules disjonctives mais aussi sur les formules
conjonctives, et en appliquant, par exemple, la technique dite des coupures croisées.

4) Dans un cadre sans régle infinitaire, on peut utiliser le résultat de Gonthier, Lévy et Méllies [28]
pour inférer & partir de la preuve d’existence d’une forme normale (par exemple en éliminant les coupures
selon une stratégie de réduction de la coupure la plus interne d’abord) I’existence d’une réduction standard
normalisante, permettant de dire que I’élimination des coupures selon une stratégie de réduction de la coupure
la plus externe d’abord termine.

6.5 L’équivalence

On se propose de montrer, étant donnée deux preuves partielles de Novikoff prouvant des formules duales
I'une de 'autre, que la réduction faible d’une coupure entre ces preuves suit les mémes étapes que le débat
entre ces preuves vues comme stratégies partielles non-perdantes. En particulier, la réduction faible termine
si et seulement si le débat termine.

Les preuves de Novikoff n’étant pas stables par élimination des coupures en raison de redondances pou-
vant apparaitre lors de la réduction, on les considére comme des preuves “standard”, i.e. avec d’éventuelles
redondances, et on applique les résultats des sections précédentes sur 1’élimination des coupures. !.

Une conséquence directe du corollaire 4 est le résultat suivant :

Proposition 9 Soient p et ¢ des preuves partielles de Novikoff, respectivement de ; A;A; et de V; A, Alors
la réduction faible de téte de Coupe(p;q) débouche en un nombre fini d’étape sur Q.

Une autre maniere de réduire la coupure entre p et ¢ et d’appliquer la procédure définie par Coquand sous
le nom de débat qui consiste a laisser jouer 'une contre 'autre p et ¢ vues comme des stratégies partielles
non-perdantes. Nous montrons que les deux approches partagent les mémes étapes de calcul.

1'Une autre solution aurait été d’introduire une régle de contraction des redondances (si T', A, A alors I', A) appliquable &
chaque étape de création potentielle d'une redondance (i.e. dans la régle de réduction R1). Cette régle, comme la régle de
coupure aurait eu un aspect calculatoire et ses propres régles de réduction. Le monde des preuves de Novikoff aurait alors
été stable par élimination des coupures et des contractions. Cette approche est celle suivie, par exemple, par Novikoff [46].
Aurait-elle évité le recours a 'outil des noms I
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6.5.1 Preuves bien agencées

On étudie ici la forme bien particuliére que les preuves apparaissant dans la trace d’une réduction faible ont.
Soit p et q des preuves partielles sans coupures respectivement de 71, A;A;A; et de 79, A VAL
Lorsqu’on regarde les étapes successives de la réduction faible de téte de Coupe(p; q), il s’avére que toutes

les preuves impliquées dans la trace ont une structure non innocente. On les qualifiera naivement de preuves

“bien agencées” .

e une preuve partielle sans coupure est une preuve bien agencée.

e si(pj); est une famille de preuves bien agencées et si ¢ est une preuve bien agencée, alors Coupe(7j —
Pj;q) est une preuve bien agencée

Ainsi, une preuve bien agencée peut étre vue comme un arbre dont les noeuds sont annotés par des régles
de coupure et les feuilles par des preuves partielles sans coupures.

Nous associons des occurrences aux nceuds et feuilles de ’arbre. L’occurrence de la racine de arbre est
notée e. Si un sous-arbre Coupe(?j — p;;¢) a 'occurrence w alors p; a occurrence wj et ¢ a l'occurrence
wa, ol a est un symbole spécial introduit pour 'occasion. En particulier, on n’associe pas d’occurrence au
sous-arbre direct gauche 7j — p; de la coupure mais seulement & ses propres sous-arbres p;.

On ordonne les occurrences de nceuds et feuilles par un ordre lexicographique noté <. Au niveau des
“lettres” de I’“alphabet”, on pose 7 <7 a quelque soit 'indice 7 et on n’ordonne pas les différents ¢ entre eux.
L’ordre < est ainsi partiel. On dit aussi que w est un préfixe de w’ si w s’écrit w'w’’ pour une certaine suite
de “lettres” w”.

A tout neeud d’occurrence w dans p, on associe de maniére canonique une feuille Fy,(p), seule feuille dont
Poccurrence a la forme wa™. Autrement dit, la feuille d’occurrence Fy,(p) est la feuille d’extréme-droite du
sous-arbre situé au nceud d’occurrence w. En particulier, la feuille F¢(p) est la feuille la plus & droite de p.
Réciproquement, toute feuille s’écrit de maniére unique sous la forme Fy, (p) pour une certaine occurrence w
ne se terminant par o.

On notera |Fy(p)| le séquent prouvé par la preuve sans coupure située en la feuille d’occurrence Fy, (p).
On notera x € |Fy,(p)| pour dire que x est un nom utilisé dans ce séquent. Si I'occurrence associée & x fait
référence & la sous-formule V¢ s B; alors (x, i) pour ¢ € I est un coup possible pour la preuve située en Fy, (p)
et on utilisera la méme notation x, iy € | Fy, (p)| pour 'exprimer.

Six € |Fy(p)|, on peut suivre la trace de & en remontant vers la racine, quitte & ce que & change de nom
en traversant les coupures (de par les fonctions de renommage). Il peut arriver trois sortes de destinées & ce
nom «. Ou bien il traverse I'arbre et apparait dans le séquent prouvé par la racine de ’arbre, ou bien 1l est
capturé par I'une des coupures rencontrées, ou alors, il est gelé par une des coupures.

On dit qu’un nom z € |Fy,(p)| apparait sous le nom #’ & I'occurrence w’ dans les cas suivants:
o w =Fy(p)et x =2

. . N . .y
e si r apparait sous le nom z’ & I’occurrence w’« tandis que le noeud w’ a la forme Coupe, y U)(% = pisq)
Y,
avec z # &', alors « apparait sous le nom o(z’) & 'occurrence w'’

e si z apparait sous le nom z’ & 'occurrence w’s alors il apparait sous le nom z’ & ’occurrence w’

On dit qu’un V-coup z, iy € |Fy(p)| est capturé a occurrence w’ si on a les conditions suivantes:
e z apparait sous le nom 2’ & I'occurrence w'a

o w' désigne une coupure Coupe,: (p;q)

Remarque: En ce cas, w’ est un préfixe de w.
On dit qu’un nom y € |[Fy;i(p)| ou qu’un coup v, jo € |Fui(p)| est gelé si le nceud d’occurrence w a la

forme Coupe,, (74 & pi q) et si y apparait sous le nom y' en wi.
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Voici un résumé schématique des notions sur les preuves agencées :
(Cest le seul séquent dont

aucun coup n’est gelé

|F.|=..B" ..

les coups dans cette formule (et seulement

dans cette formule) sont gelés

z' de Fy; apparait Si 2’ de F,

sous le nom " apparait sous le nom

. . e ren w

z en wjy et ) e

. ) !

aussi en w : |Fowjl = ... A7

. / Alors, un coup dans .
’ cette formule
sera capturé
en w
w Coupe,

suife

de
coupiyres

€

Remarque: Si p est une preuve bien agencée et que p :f>1 q alors q est construite a partir de “morceaux”
de p de telle sorte que ¢ est bien agencée. On définit une fonction de projection des noeuds et feuilles de ¢
vers les noeuds et feuilles de p.

Soit p une preuve bien agencée telle que F.(p) =!(z,i0)7j — ¢;, que z,iy soit capturé en a” et que

p :f>1 g. A toute occurrence de nceud ou de feuille de ¢, & ’exception de a” et des Fynj(g), on associe une
occurrence dans p :

1. T(a™w) = o™w pour m < n et w ne commengant pas par o
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2. T(a"jw) = a™w

3. T(a"tlw) = aigw
Remarque: Si w a une forme telle que F,(¢) soit 'occurrence d’une feuille alors Fr(,,)(p) aussi.

Lemme 7 Si F.(p) =!(z,40)7j — q;, que x,iy est capturé en o’ et que p :f>1 q, alors, on a
e Ful(q) = Fra(p) siw#a”j
o Farj(q) =¢;
PREUVE : Par construction de ¢ a partir de p. [ |

Soit Py, (p) une feuille de p. Tout coup z, iy € |Fy(p)| est un coup jouable de Fy, (p) & la condition qu’il
ne soit pas gelé. On note Jy, (p) 'ensemble des coups jouables de Fi,(p).

Lemme 8 Soit p une preuve bien agencée telle que F.(p) =!(x,i0)?j = q;, que x, iy soit capturé en o’ et

que p :f>1 q. Soit w une occurrence dans q telle que Fy,(q) ait un sens.

1. Six € |Frw(p)| apparait sous le nom &' en w' alors x € |Fy(q)] et il existe w" tel que x € |Fy(q)]
apparait sous le nom ' en W' avec w' = T (w").

2. St x € |Frw)(p)| est capturé en w' alors x est un nom de |Fy(q)| et il emiste w" tel que x € |Fy(q)]
soit capturé en w" avec w' = T (w'").

St x € |Friwk)(p)| est gelé alors x est un nom gelé de |Fyyk(q)].
Pour w# € et w # a”j, sit ko € |Fy(q)| alorst, ko € |Frw)(p)|

Pour w# € et w # a”j, si c € Ju(q) alors ¢ € Jrw)(p). Sic € Tunj(q) alors c € Je(p).

SATER B

Si, de plus, ¢, vu comme coup jouable dans p, est capturé en w', alors, il existe w" tel que T(w') = w'

et ¢, vu cette fois comme joup jouable dans q, est capturé en w'.

PREUVE : Le 1 s’obtient par induction sur la preuve d’apparition, tenant compte de la maniére de construire
¢ & partir de p et en particulier de la brisure de linéarité de 7 en a”j et a”*'. Le 2 et le 3 s’ensuivent
directement du 1. Le 4 s’obtient & partir du lemme 7.

Pour le 5, si ¢ € Juw(q) alors ¢ € |Fy(q)] donc ¢ € |Freyy(p)]. 1l n’est pas gelé dans F, (q) donc, si w # o' j,
pas gelé dans Fr,(p) par le 3, et donc jouable. Si w = a”j alors, par construction, z est gelé et les coups
de la forme z, kg ne sont pas jouables. Autrement dit les coups jouables de Fynj(¢) sont dans |F,(p)|. Mais
comme aucun des coups de ce dernier n’est gelé, les coups jouables de Fyn;(g) sont jouables dans F..

Le 6 vient du 2. [ ]

6.5.2 Conformité

Dans la suite, par preuve de la trace, on sous-entend une preuve agencée de la trace de la réduction faible
de la coupure entre deux preuves données de Novikoff.

Soit p une preuve de la trace et Fy,(p) une feuille de cette preuve. On note Py (p) la position associée &

la feuille Fy, (p).

Soit p une preuve de la trace et Fy, (p) une feuille de cette preuve. Soit m = (fo, ug), ..., (fa, 4n) une partie
finie de position courante I, = U, ... Um,,
On dit que p est conforme a 7 en w si les conditions suivantes sont réunies:

o Py(p) =1y
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e pour tout x,ig € Ju (p), tel que z désigne uy,,, on a x capturé en un nceud d’occurrence w' et, en plus,
p conforme & 7|y, 11, (Mg, tm, o) en w'ig (par convention, si my, = 0, |y, 11 désigne la partie vide)

Si p est conforme & 7 en la racine, on dit simplement que p est conforme a 7.

Lemme 9 Soit r, un élément de la trace ro, ..., 7y, v de la réduction faible de Coupe(p; q). Alors, interprétant
p et g comme des stratégies partielles non perdantes, sin est pair on a ¢(Pe(ry)) = Ce(ry), et sin est impair,

on a p(Pe(rn)) = Ce(ryn).

PREUVE : De par la construction de I'isomorphisme entre preuves de Novikoff et stratégies partielles non
perdantes. [ |

Pour les lemmes suivants, p est une preuve de la trace telle que F,(p) ait la forme !(z,40)7j — ¢;, que

C(Fe(p)) = x, o soit capturé en un noeud o et telle que p :f>1 q. La suite m = (fo, 4o), ..., (fn, un) est une
partie finie et F,(¢q) une feuille dans ¢ telle que p soit conforme en 7 (w) & 7 et que x fasse référence & uyy,.

Lemme 10 Si Fy,(g) < " dlors q est conforme a 7 en w.

PREUVE : Par induction sur la preuve de conformité de p en T (w). Puisque, par le lemme 7, Fy,(¢) =
Frw)(p), on a, par conformité de p en T (w), Fyy(q) = ln. Soit maintenant z,ko € Juw(q) tel que z fasse
référence & uy. Par conformité de p, ce coup, vu comme coup de J7(w)(p) est capturé en une occurrence w'.
Par le lemme 8, il existe w” tel que ¢, vu comme coup de Jy,(¢) soit capturé en w” avec 7 (w”) = w'. Or,
par définition de la conformité, p est conforme en w'ky & w|p11, (f, usko).

Puisque w” est un préfixe de w, on a Fyrg,(¢) < o™. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence
pour conclure que ¢ est conforme & m|¢ 1, (f, urko) en w”ko.

On en déduit que ¢ est conforme & © en w. [ |

Lemme 11 5 a”ji < Fy(q) = Fanji(q) pour un certain i et un certain j, alors q est conforme d m aussi
en w.

PREUVE : La preuve est identique sauf que maintenant, soit Fy g, (¢) < o™ auquel cas le lemme précédent
s’applique pour donner que ¢ est conforme & m|¢ 11, (f, urko) en w'ko, soit &”ji < Fyui,(g) auquel cas, par
induction, on a aussi ¢ conforme a 7|11, (f, urko) en w'kq.

On en déduit que ¢ est conforme & © en w. [ |

Lemme 12 5 Fonji(q) < Fu(q) = Fanj pour tout i et un certain j, alors q est conforme a m en w.

PREUVE : La preuve est aussi identique sauf que maintenant, ou bien Fyy,(q) < o™ auquel cas le lemme 10
s’applique, ou bien w' = a”jky (i.e. “k” est un “”), auquel cas le lemme 11 s’applique, ou alors Funj;(gq) <
Fuiiy(q) X Fanj auquel cas, par induction, ¢ est conforme & m|¢ 11, (f, usrko) en w'kq.

On en déduit que ¢ est conforme & © en w. [ |
Lemme 13 Si w = a"j pour un certain j, alors q est conforme a m, (m, um) en w.

PREUVE : La preuve est identique & celle du lemme 12 sauf qu’on n’a pas F,(q) = Frw)(p) mais Fyy (q) = ¢;.
Mais la position de g¢; est précisément w, (m, u,,) d’out le résultat. [ |

Lemme 14 5S¢ Fonj(q) < Fu(g) < Fe pour tout j, alors q est conforme a m en w.

PREUVE : Maintenant, ou bien Fyug,(¢) < «” auquel cas le lemme 10 s’applique, ou bien Fan;(g) <
Fuii,(q) < Fe auquel cas, par induction, ¢ est conforme & 7|11, (f, upko) en w'kq.

Le cas w'” = a” n’est pas possible car 7 (w”) = w’ et @' n’est pas dans le domaine de définition de 7.
On en déduit que ¢ est conforme a 7 en w. [ |

Proposition 10 Soit p une preuve de la trace conforme a une partie 1 = (fo, tg), ..., (fa, tn). On suppose

que C(Fe(p)) = (x,40), que x désigne uy et que p :f>1 q. Alors q est conforme a 7, (f, uypio).
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PREUVE : On désigne par w le noeud en lequel le coup z, iy est capturé. Par la conformité de p, on sait que
Puio(p) =l 11(usio). Or Pe(q) = Puio(p) tandis que In41 = lp11(uypig). On a donc Pe(q) = lhy1.

Soit maintenant z, kg un coup jouable de F¢(q). Il y a deux cas & considérer.

La premiére hypotheése est que z, kg était déja jouable dans Py, (p), ¢’est-a-dire que z ne désigne pas uyip
mais un certain u,,. En ce cas, par conformité de p, ce nom z est capturé en un noeud w’. Par le lemme 8,
il existe donc w' tel que T (w”) = w' et z € |Fe(q)| est capturé en w”. Puisque v’ est un préfixe de Fc(g),
il est constitué uniquement de a et donc, w'’ky rentre dans I’'une des catégorie des lemmes 10 ou 13. On a
donc la conformité de ¢ & m|mi1, (M, uym) en w'kq.

Dans le second cas, z est le nom de uyiy et était gelé dans Py;,(p). C'est donc w qui capture le coup
z, ko. D’autre part ce V-coup correspond au J-coup (n+ 1, upigko) et il s’agit de montrer que ¢ est conforme
am, (n+ 1, upigky) en wky. Or, par le lemme 13 (le “ky” est en fait un j), on obtient que ¢ est conforme &
7w en wky.

Pour tous les coups jouables, on obtient la conformité de ¢ en l’endroit de capture. On en déduit la
conformité de ¢ a . [ |

Théoréme 3 (Correspondance entre réduction faible et débat)
Soient p et q des preuves partielles de Novikoff respectivement de ; \;A; et de VAL, Sirg,...,my, 7 est la

trace de Coupe(p;q) :f> r et si (fo,w0), ..., (far, un) est le débat entre p et q, vus comme des stratégies
partielles non perdantes, alors, pour tout m < n, C(Fe(ry)) est défini si et seulement si uy, est défini e,
lorsque définis, Oce(C(Fe(rm))) = um. Fn particulier n = n’.

PREUVE : Parce que Coupe(p; q) est conforme & <> et par la proposition 10. [ ]

Remarque: On obtient par ce résultat, conjointement au résultat de terminaison de I’élimination faible
de téte des coupures, une preuve de terminaison du débat. Cette preuve differe de la premiére preuve de
Coquand (dans la premiére version de [9]) en ce qu’elle est constructive et repose sur la bonne fondaison
des formules. La preuve de Coquand, en revanche, utilise un argument de logique classique mais fonctionne
aussi avec des formules non bien fondées.
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Conclusion

La correspondance de Curry-Howard mettait en relation la logique combinatoire avec les systemes logiques de
type axiomatique ainsi que le A-calcul avec la déduction naturelle. Nous pensons, avec le A-calcul et LJT, avoir
Iextension directe de cette correspondance dans le cadre de la structure de calcul de séquents (I’adaptation
au cas classique via le A-calcul et le calcul LKT ne posant pas de problémes). De plus, nous obtenons avec
le A-calcul un raffinement strict du A-calcul usuel au meéme titre que le A-calcul est un raffinement strict de
la logique combinatoire : tout terme du A-calcul peut se coder dans le A-calcul de telle manidre que toute
B-réduction se traduise par une suite de réductions dans le A-calcul. Cependant, pour affirmer cela, il faut
considérer le systeme de réduction enrichi décrit dans la remarque de la section 2.7, systéme pour lequel la
terminaison forte reste une conjecture.

En dépit de ce résultat sur LJT et LK'T, nous ne prétendons pas que le calcul des séquents doive se glisser
dans le méme moule fonctionnel que la déduction naturelle et ainsi se limiter aux calculs LJT et LKT. Au
contraire, la constatation des nombreuses versions de “calcul des séquents” suggére que celui-ci réféere plus
a une structure de systéeme logique caractérisée par la présence uniquement de régles d’introduction qu’a un
systeme bien particulier.

Et autant D’extension de la correspondance de Curry-Howard au calcul des séquents semble imposer de
considérer LJT et LKT, autant 'interprétation au travers d’un regard “théorie des jeux” semble étre propre
a la structure de calcul des séquents et non & un calcul bien particulier.

Meme si nous n’avons étudié que les exemples de LJQ et LKQ, pour leur correspondance avec les E-
dialogues de Lorenzen, et du calcul de Novikoff pour 'intérét que Coquand lui a porté, cette interprétation
reste faisable dans la plupart des variantes de calcul des séquents. Nous imaginons aussi pouvoir transcrire
I’analogue du débat en calcul de Novikoff dans n’importe quel calcul des séquents adéquat.

Il est remarquable aussi que les jeux associés aux calculs des séquents sont plus simples lorsqu’on considere
le cas classique que lorsqu’on se restreint aux cas minimal ou intuitionniste.

La question se pose aussi de savoir s’il suffit de considérer des jeux asymétriques de type E-dialogue
ou bien 8’1l vaut la peine d’introduire des notions symétriques de jeux, typiquement des jeux dont le débat
constituerait une partie. Une telle approche est par exemple prise par Abramsky et al [1] et Hyland et al [33].

Cette these, a la fois, apporte des réponses avec LJT et LKT, et des interrogations avec les interprétations
en termes de jeux.

Le calcul des séquents avait jusqu’alors une place ambigue en informatique. Utilisé dans le domaine de
la recherche automatique de preuves en raison de ses propriétés métamathématiques (propriété de la sous-
formule), il était peu utilisé pour la formalisation du raisonnement, n’ayant ni un aspect calculatoire clair,
ni 'aspect “naturel” de la déduction naturelle.

Ce qu’apporte cette these, c’est que LJT et LKT, tout en bénéficiant des propriétés métamathématiques
du calcul des séquents, intégrent aussi les propriétés calculatoires de la déduction naturelle. De plus, les A-
calculs associés & LJT et LKT sont proches des machines & environnement (présence d’une opération explicite
de substitution, analogie entre liste d’arguments et pile d’arguments). Ne sont-ce pas des caractéristiques
qui destinent LJT ou LKT a étre le formalisme interne des implémentations de systémes formels 7

Quelle place faut-il accorder a I’approche de la prouvabilité en termes de jeux 7 Y a-t-il plus qu’une
interprétation calculatoire de telle ou telle version de calcul des séquents par telle ou telle notion de jeux ad
hoc 7 Les jeux apportent-ils une intuition nouvelle sur la prouvabilité 7
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Peut-on espérer, se référant & une étude comme celle de Moschovakis [44] qui recourt aux jeux pour
modéliser des programmes interactifs, une extension de I’analogie entre preuves et programmes a des objets
informatiques plus complexes tels les programmes interactifs 7



Annexe

Elimination des coupures en calcul de Novikoff

Nous donnons un exemple de réalisation en langage ML (précisément en Caml-Light) des procédures de
réduction faible de téte des coupures et de la procédure d’élimination des coupures suivant la stratégie de
réduction de la coupure la plus externe d’abord.

La représentation des preuves/termes
On prend comme ensemble de noms, ’ensemble des objets ML de type string.
type nom == string;;

On construit, & partir du nom «, un nouveau nom F(X,x) n’appartenant pas a4 X en considérant le nom
"x" et, le cas échéant, "x’", etc...

let rec est_présent x = function
[ -> false
| y::1 -> x=y or (est_présent x 1);;

let F (noms,x) = essaie (x™~"#")
where rec essaie x = if (est_présent x noms) then essaie (x""#") else x;;

On considére les fonctions de renommages comme des listes de couples (antécédent,image).

type renommage == (nom * nom) list;; (* fonction de renommage & domaine fini *)
let sigma_vide = [];;

let ajoute (x’,x) sigma = (x’,x)::sigma;;

let associe x sigma = cherche sigma
where rec cherche = function
l ->x
| (y,y’)::1 -> if x=y then y’ else cherche 1;;

On appelle annotations les informations servant & la gestion des noms dans la régle de coupure.
type annotation == nom * nom list * renommage;;

A défaut d’avoir, en ML, un typage d’ordre supérieur, on admet que toutes les disjonctions et conjonctions
partagent le méme ensemble index d’indexation. Cependant la structure des éléments de index exprimera la
nature de ’ensemble d’indexation. Par exemple, les membres d’une disjonction ou d’une conjonction binaire

seront indexés par les index B true et B false. Ceux d’une disjonction ou d’une conjonction ternaire par
D Gauche, D Milieu et D Droite. Les membres d’une quantification sur un entier seront indexés par les
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index de la forme E n ol n est un entier. Les membres d’une quantification sur un triplet (le cas arrive dans
I’exemple ci-dessous) seront indexés par des index de la forme T ... | etec.

D’autre part, un atome vrai, membre d’une formule conjonctive, sera considéré comme la disjonction
unaire de la formule vraie (ceci afin de respecter I’alternance disjonctif/conjonctif). C’est le role de I'index S
(S comme singleton).

Enfin, I'index 0 (comme “ensemble vide”) est 1a pour définir la proposition “1”. Cet index ne devra
jamais apparaitre dans une régle d’introduction du V (car il exprimerait alors jouer dans I’atome “07).

type ternaire = Gauche | Milieu | Droite;;

type index =

of int

of bool

of ternaire

of index * index * index

OwnAH0OwmM ™

type preuve =
OU_INTRO of nom * index * preuve
| ET_INTRO of index -> (nom * preuve)
| COUPE of annotation * preuve * preuve
| INDETERMINE;;

Remarque : Parmi les objets de type preuve, auront seuls du sens ceux correspondant a des preuves vérifiant
les contraintes — non explicites — imposées par les séquents.

La réduction faible de téte

let rec faible p =
match p with
COUPE((x,X,sigma), p, q) —>
begin
match faible q with
OU_INTRO(x’,i0,ET_INTRO (zq))
-> let zq’ j =
let (z,q_de_j) = zq j in
let =z’ = F(X,z) in
let annot’ = (x, z’::X, ajoute (z,z’) sigma) in
(z’,COUPE(annot’, p, gq_de_j)) in
let p’ = ET_INTRO (zq’) in
if x=x’ then match p with
ET_INTRO(yp) —>
let (y,p_de_i0) = yp i0 in
let annot’’ = (y, X, sigma_vide) in
faible (COUPE(annot’’,p’, p_de_i0))
| _ -> failwith "Preuve mal construite"
else
OU_INTRO(associe x’ sigma,iO,p’)
| INDETERMINE -> INDETERMINE
| _ -> failwith "Preuve mal construite"
end

| _ -> P
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Elimination des coupures en suivant la stratégie de réduction de la coupure la plus externe

d’abord

let rec externe p =
match (faible p) with
OU_INTRO (x,i0,p’) -> OU_INTRO(x,i0,externe p’)
| ET_INTRO (zp) -> ET_INTRO(fun j -> (fst (zp j),externe (snd (zp j))))
| INDETERMINE —> INDETERMINE
| _ -> failwith "Anomalie";;

Un exemple concret :

On considére une preuve de I’énoncé suivant : dans toute suite f de 0 et de 1, il existe au moins 2 termes
égaux. La preuve est obtenue par coupure entre un lemme classique affirmant que dans la suite, il y a une
infinité de 1 ou une infinité de 0, et un lemme intermédiaire affirmant ’existence de 2 termes identiques a
partir de D’existence d’une infinité de termes identiques.

Le lemme classique

On pose A;(p,q) pour p < ¢ A f(g) = i avec i = 0 ou ¢ = 1. La proposition V,,3q, Ai(pi, ¢;) (ot V et 3
désignent ici des conjonctions et disjonctions infinies) exprime I’existence d’une infinité de termes de f égaux
a .

Plusieurs preuves du lemme classique sont possibles. On en propose une dont la traduction dans le calcul
de Novikoff est la suivante (m est le maximum de py et p1):

o=w A fm= g
po<m; 7 f(m)=1, f(m)=0; IH
pi<m AT fm=Lip<mAfm)=0 7
pL<m; '’ 34 Ao(po, q0), f(m) =1; ’
4o Ao(po,qo); p1r <mA f(m) =1 Y I
L Jo Ar(p1, ¢1), JgoAo(po, 90); ° o
g A1(P1,91); YpoTgoAo(po, 90)
i ¥podao Ao(po. q0), 3gu Ar(proq1); 1.,
YpoTgo A0(po, 90); Vp, 3g A1 (p1, 1) IVIH

(VpoTgoAo(po, q0)) V (Vp, 3g Ar(p1, 41));

L’idée de la preuve est de “jouer sur deux tableaux” en essayant simultanément de trouver un gg > pq tel
que f(qo) =0 et un ¢ > py tel que f(q1) = 1. Pour cela prendre ¢ = ¢1 = maz(po, p1) est un bon candidat.
Pour cette valeur, au moins un des deux c6tés de la disjonction Ag(pg,m) V Aj(p1, m) est vrai.

Remarques: 1) On s’est contenté de ne faire figurer les formules provenant d’un affaiblissement qu’au
moment ol elles deviennent nécessaires a la preuve.

2) Puisque le langage considéré n’a que des axiomes déterminés, il faut entendre la preuve ci-dessus
comme dépendante de f: la dépendance a lieu dans la régle I3 précédant ’axiome ; f(m) = f(m) (c’est le
membre vrai qui est choisi).

La preuve, traduite dans les structures ML précédentes, est celle-ci:

let prefix ! OU_INTRO
and prefix ? = ET_INTRO;;

let Axiome = 7 (fun 0 -> ("bidon",failwith "Pas de prémisse & un axiome"));;
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let max (q0,ql) =
if q1 > g0 then gl else q0;;

let lemme_classique f =
! ("infO_ou_inf1", B true,
? (fun (E p0) -> ("infO(pO)",
! ("infO_ou_inf1", B false,
? (fun (E pl) -> ("infi(pl)",
let m = max(p0,pl) in
! ("inf0(p0)", E m,
? (fun
(B true) -> ("m>p0",
I ("m>p0",S,Axiome))
| (B false) -> ("f(m)=0",
! ("infi(p1)", E m,
? (fun
(B true) -> ("m>pil",
! ("m>p1",S,Axiome))
| (B false) -> ("f(m)=1",
if f(m)=0
then ! ("f(m)=0", E m, Axiome)
else ! ("f(m)=1", E m, Axiome)))))))))))));;

Le lemme intermédiaire

Posons B =3, (a<b) A (f(a) =1) A (f(b) = 9).

La proposition B exprime ’existence de deux termes identiques dans f.
La négation du prédicat A s’écrit AL (p,q) = (¢ <pV f(q) # 7).
Ci-dessous, “*” est soit <, soit “>”, selon la valeur de vérité de ¢; < ¢..

pqi xt gl Ar I s flai) = fai) Ax $fg) = flg ) I
C<aHIV @) #i, ai<dals <OV [(q) #i fla) =i di<q+1V [(d) #i, f(¢)) = ',f
(gi <0V flgi) #14), (qi<qi+1V flg;) #1); (6:<qi) A (flai) =) A(f(g7) =9) i I
B, (i <0V (i) # ), (dl<ai+1V F(g]) # i) 1,

A4
B, (¢ <OV f(qi) #1); Yo A (qi+1,¢})

3oV AF (P 4}), By (4 <OV fla0) # 9);
HpivinZJ‘(p;’q;)’ Ba Vq,AL(O,ql)
ElpzquAZJ_(piaqi)a Ba

Iy

La formule ElprqlAZJ‘ (ps, qi) exprime ’hypothése d’une infinité de termes valant i (c’est-a-dire qu’apres
tout p;, il y a un ¢; tel que f(q;) = 4).

L’idée de la preuve est alors de donner la valeur 0 & p; dans I’attente d’un tel ¢; > 0 vérifiant f(¢;) = 4,
puis de recommencer le méme procédé en donnant la valeur ¢;+1 & p; dans ’attente d’un nouveau ¢; > ¢;+1
tel que f(q}) = i.

En exhibant le triplet (g;, ¢}, ¢), on est sur le point de prouver le lemme. Ou bien les ¢; et ¢} obtenus
satisfont ce que 'on attend d’eux auquel cas les conditions de la vérité de B sont réunies, ou alors, on réfute
I’hypothése que ¢; et ¢} étaient “corrects”.

A cette preuve correspond le codage suivant en ML :

gz



109

let lemme_intermédiaire f i =
' ("~inf", E O,
? (fun (E q) -> ("~a(0,q)",
! (""inf", E (q+1),
? (fun (E q’) -> (""A(p+1,9’)",
! ("bin", T (E q,E q’,E i),
? (fun
(D Gauche) -> ("q’>q",
it (q’>q)
then ! ("q’>q" , S, Axiome)
else ! (""A(p+1,9°)", B true, Axiome))
| (D Milieu) -> ("f(q)=1i",
if £(q)=1i
then ! ("f(q)=i" , S , Axiome)
else ! (""A(0,q)", B false, Axiome))
| (D Droite) -> ("f(q’)=1i",
if £(q’)=1
then ! ("f(q’)=1i" , S, Axiome)
else ! ("~A(p+1,q’)", B false, Axiome))))))))));;

La coupure entre les lemimes

lemme intermédiaire lemme intermédiaire
pour 0 pour 1

: : lemme classique
BaapquDA(JJ_(pano)S Ba3p1vq1A%(plaQ1); T :

v .
B; (3p Vg A7 (P0, q0)) A (3p, Vg, AL (p1, q1) (VpoTgo Ao(Po, 90)) V (Vp, 3g A1 (p1, 01);
B

Coupe

La représentation de cette coupure dans notre application ML est :

let coupure f =
COUPE (("infO_ou_inf1",["infO_ou_inf1";"bin"]1,[1),
? (fun
(B true) -> ("~“inf",lemme_intermédiaire f 0)
| (B false) -> ("~ inf",lemme_intermédiaire f 1)),
lemme_classique f);;

L’élimination de la coupure

Sur deux exemples de suites, on obtient les résultats suivants:

let f1 n

n mod 2;;

let f2 n

(n + 1) mod 2;;

#externe (coupure f1);;
- : preuve = QU_INTRO ("bin", D (E 0, E 2, E 0), ET_INTRO <fun>)

#externe (coupure £2);;
- : preuve = QU_INTRO ("bin", D (E 1, E 3, E 0), ET_INTRO <fun>)

Et si 'on analyse ce qui se cache derriére le <fun>, on trouve, dans les deux cas:
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fun D Gauche —-> ("q’>q###" , OU_INTRO ("qg’>q###" , S, Axiome))
| D Milieu -> ("f(q)=i###" , OU_INTRO ("f(q)=i###" , S, Axiome))
| D Droite -> ("f(q’)=i###", OU_INTRO ("f(q’)=i###", S, Axiome))

Remarque: On retrouve ici un aspect clef de cette preuve: £1 et £2 sont symétriques I'une de "autre par
échange entre les “0” et les “1”7, mais les résultats de I’exécution de la procédure externe de le sont pas (cf

a ce sujet [9, 10]).
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Débat entre preuves vues comme stratégies gagnantes

La représentation des stratégies

Comme précédemment, c’est le type index qui servira a indexer les conjonctions et les disjonctions.

Les occurrences de sous-formules dans une formule sont des listes d’indices et les positions sont des
listes d’occurrences. Non exprimées par le typage, les propriétés qu’une position doit vérifier sont supposées
controlées de maniere externe.

type occurrence == index list;;
type position == occurrence list;;

Par commodité, puisque ¢(uy...u,) est ’extension directe uyé d’un seul des ug, on exprime ¢(uy...up) par
le couple (k, ).

De plus, plutot que de se restreindre a des preuves partielles s’affrontant sur des formules duales 'une
de l'autre, on considere aussi des preuves qui, au bout d’un certain temps, quittent le débat autour de la
formule de coupure pour jouer un coup dans une formule autre que la formule de coupure. C’est le role du
constructeur QUITTE.

type coup =
REPOND of int * index
| QUITTE of nom * index
| INDEFINI;;

type stratégie == position —> coup;;

Une partie est une suite de coups justifiés, c’est-a-dire une suite constituée de paires (f,u) ol f est
une référence a un coup précédent et u une référence a une sous-formule de la formule disputée. On laisse
implicite la contrainte qu’une partie est non vide.

type partie == (int * occurrence) list;;

Pour k < n, cette fonction retourne les couples (fo, ug)...(fi, ugx) d’une partie (fo, to)...(fn, tn)-

let restreint partie k =
let rec début segment_initial k partie =
if k=0 then segment_initial
else match partie with
1 -> [
| a::reste -> début (a::segment_initial) (k-1) reste
in
match (rev partie) with
c::reste —> début [c] k reste
| [1 —> failwith "Anomalie";;

Ici, on extrait d’une partie la position courante. On garde mémoire de I'indice de chaque coup dans la
partie.

let rec position_indexée partie =
let n = (list_length partie) - 1 in
match partie with
(f,occ)::reste
-> if f=0 then [(n,occ)]
else (position_indexée (restreint reste (£f-1)))@[(n,occ)]
| [ —> failwith "Anomalie";;
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La fonction position oublie les indices associés aux occurrences de la position courante.
let position pos_ind = map snd pos_ind;;

Ici, on calcule le nouveau coup joué en fonction des coups déja joués (partie) et du joueur dont c’est le
tour de jouer (joueur). Si le joueur s’arréte de jouer, une exception Terminé est levée.

exception Terminé of partie * coup;;

let rec n_iéme k = function
a::1 —> if k=1 then a else (n_iéme (k-1) 1)
| [ -> failwith "Référence incorrecte";;

let ajoute_coup (joueur:stratégie) (partie:partie) =

let pi = position_indexée partie in

let réponse = joueur (position pi) in

match réponse with

REPOND (k,i) -> let (f,ancien_coup) = n_iéme k pi in

let nouveau_couple = (f,i::ancien_coup) in
nouveau_couple: :partie

| _ -> raise (Terminé (rev partie,réponse));;

Le débat fait alterner les coups de phi et psi.

let débat (phi:stratégie) (psi:stratégie) =
let rec phi_joue partie = psi_joue (ajoute_coup phi partie)
and psi_joue partie = phi_joue (ajoute_coup psi partie)
in
let partie_initiale = [(0,[])] in
try phi_joue partie_initiale
with Terminé (partie,réponse) -> (partie,réponse);;

La traduction d’une preuve en une stratégie

La traduction passe par ’association d’un nceud de la preuve a toute position bien définie.

let ordre x = ordre_rec 1
where rec ordre_rec n = function
[ —> failwith "Nom incorrect"
| y::1 -> if x=y then n else ordre_rec (n+1) 1;;

let rec noeud 1 = function
(occ::pos,0U_INTRO (x,i,ET_INTRO (zq))) -> let j = hd occ in

let (z,q_de_j) = zq j in

noeud (1@[z]) (pos,q_de_j)
([0,0U_INTRO (x,i,_)) -> (try REPOND (ordre x 1,i) with _ -> QUITTE (i,x))
(_,INDETERMINE) -> INDEFINI
(_,COUPE _) -> failwith "Preuve non normale"

-> failwith "Preuve mal construite";;



let stratégie p =

fun (] -> failwith "Ce n’est pas une position correcte"

| (occ::pos) —> match p with
OU_INTRO (x,_,_) —-> noeud [x] (pos,p)
| ET_INTRO (zp) -> let i = hd occ in
let (z,p_de_i) = zp i in
noeud [z] (pos,p_de_i);;

Exemple
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On reprend D'exemple précédent de ’existence de deux termes identiques dans une suite de 0 et de 1. Le
débat se déroule entre une stratégie gagnante pour le lemme classique V,, 34,40 (po, 90)) V (Vp, 3. A1(p1, ¢1))
et une stratégie gagnante pour la paire des lemmes intermédiaires (3,4, A3 (Po, 70) A Fpo Voo A7 (Do, 00)), B.
On consideére des versions simplifiées des preuves précédentes de telle sorte qu’un coup dans B signifie la fin

de la partie. Pour cela on prend B, comme une simple disjonction de formules vraies :

let lemme_classique f =
! ("infO_ou_inf1", B true,
ET_INTRO (fun (E q0) -> ("inf0(qO)",
! ("infO_ou_inf1", B false,
? (fun (E q1) -> ("infi(ql)",
let m = max(q0,ql) in
if £(m)=0 then ! ("inf0(q0)", E m, Axiome)
else ! ("inf1(q1)", E m, Axiome)))))));;

let lemme_intermédiaire f i =
I ("~inf", E O,
? (fun (E @) -> ("~inf(0) (",
t (""inf", E (q+1),
? (fun (E q’) —> (""inf(q+1)(q’)",
' ("bin", T (E q,E q’,E i), Axiome)))))));;

let produit_lemmes_intermédiaires f =
? (fun
(B true) -> ("~“inf",lemme_intermédiaire f 0)
| (B false) -> ("~ inf",lemme_intermédiaire f 1));;

let phi f = stratégie (lemme_classique £);;

let psi f = stratégie (produit_lemmes_intermédiaires £);;

A titre indicatif, on donne quelques valeurs de phi f1 et psi f1:

#phi £1 [[11;;

- : coup = REPOND (1, B true)

#phi f1 [[1;[E 3;B truell;;

- : coup = REPOND (1, B false)

#phi £1 [[1;[E 3;B truel;[E 4;B falsell;;
- : coup = REPOND (2, E 4))

#phi £1 [[1;[E 3;B truel;[E 5;B falsell;;
- : coup = REPOND (3, E 5))

#psi f1 [[B truell;;
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- : coup = REPOND (1, E 0)

#psi £1 [[B truel;[E 4;B truell;;

- : coup = REPOND (1, E 5)

#psi £1 [[B truel;[E 4;B truel;[E 7;B truell;;
- : coup = QUITTE (T (E 4, E 7, E 0))

Le débat est bien correct:

#débat (phi f1) (psi f£1);;

- : partie * coup =

[0, [O1; o, [B truel; 1, [E 0; B truel; 0, [B falsel; 3, [E 0; B falsel;

2, [E 0; EO; B truel; 1, [E 1; B true]; 0, [B falsel; 7, [E 0; B false];
8, [E 1; E 0; B false]; 7, [E 2; B falsel; 6, [E 2; E 1; B truell,
QUITTE ("bin", T (E 0, E 2, E 0))

#débat (phi £2) (psi £2);;

- : partie * coup =

[0, [O1; o, [B truel; 1, [E 0; B truel; 0, [B falsel; 3, [E 0; B falsel;

4, [E 0; E 0; B falsel; 3, [E 1; B false]; 2, [E 1; E 0; B truel;

i1, [E 2; B truel; 0, [B falsel]; 9, [E 0; B falsel; 10, [E 2; E 0; B false];
9, [E 3; B falsel; 8, [E 3; E 2; B truell,

QUITTE ("bin", T (E 1, E 3, E 0))

Remarque: Au niveau des calculs, il y a moyen de faire des simplifications. Notamment, il est inutile de
garder l'information des occurrences. Seule 'information du dernier index constituant de "occurrence suffit
au bon déroulement du calcul.
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Normalisation en \-calcul

Une procédure de normalisation

On transcrit en ML la procédure de mise en forme normale du X;calcukjicL c’est la stratégie de réduction
propre du ML considéré qui détermine la stratégie de normalisation des A-expressions ; en 'occurrence, avec
Caml-Light, langage qui est adopté ici, la normalisation se fera par réduction des rédex les plus internes

d’abord).

On choisit comme variables des chaines de caractéres et on se donne le moyen d’engendrer de nouvelles
variables en les “primant”.

type variable == string;;
let prime y = y™'"’";;
La syntaxe des A-termes met en jeu termes et listes de termes.

type lb_terme =
Appx of variable * 1lb_liste_terme
| Abs of variable * 1b_terme
| Appt of 1lb_terme * 1lb_liste_terme
| Subt of 1b_terme #* variable * 1lb_terme
and 1b_liste_terme =
Vide
| Cons of 1b_terme * 1b_liste_terme
| Conc of 1b_liste_terme * 1lb_liste_terme
| Subl of 1lb_liste_terme * variable * lb_terme;;

On se donne des procédures de renommage des variables liées.

let rec nouveau y 1 =
if mem y 1 then nouveau (prime y) 1
else y;;

let rec renomme_terme 1 y y’ = function
Appx (x,1t) ->
if x=y then Appx (y’,renomme_liste_terme 1 y y’ 1t)
else Appx (x,renomme_liste_terme 1 y y’ 1t)
| Abs (x,t) ->
let x’ = nouveau x (y::1) in
let t’ = if x=x’ then t else renomme_terme (y::1) x x’ t in
Abs (x’, renomme_terme (x’::1) y y’ t°’)
| -> failwith"Anomalie : terme non normal"

and renomme_liste_terme 1 y y’ = function
Cons (t,1t) -> Cons (renomme_terme 1 y y’ t, renomme_liste_terme 1 y y’ 1t)
| Vide -> Vide

| _ —> failwith"Anomalie : liste de termes non normale";;

On donne les procédures de réduction des différents types de rédex. Chaque constructeur de rédex prend
en compte un argument supplémentaire consistant en une liste de variables censée englober toutes les variables
libres des arguments considérés (typiquement, dans le cadre simplement typé, cette liste est la liste des noms
dans le “?” du jugement 7;IT F A). Ceci constitue une solution “propre” au probléeme d’a-conversion et de
confluence en présence d’a-conversion.
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let rec appt 1 (t,1t) =
match t with
Appx (x,1t’) -> Appx (x,conc 1 (1t’, 1t))

| Abs (x,t’) ->
begin
match 1t with
Vide -> t

| Cons (u,lt’) -> appt 1 (subt (x::1) (¢’, x, u), 1t’)
| _ -> failwith"Anomalie : terme non normal"
end
| _ -> failwith"Anomalie : terme non normal'

and subt 1 (t,x,u) =
match t with
Appx (y,1t) —>
if x=y then
appt 1 (u, subl 1 (1t,x,u))
else
Appx (y, subl 1 (1t,x,u))
| Abs (y,t’) ->
let y’ = nouveau y 1 in
let t’’ = if y=y’ then t’ else renomme_terme 1 y y’ t’ in
Abs (y’, subt (y’::1) (£’’,x,u))
| _ -> failwith'"Anomalie : terme non normal"

and conc 1 (1t,1t’) =
match 1t with
Cons (t,1t’’) -> Comns (t, conc 1 (1t’’, 1t’))
| vide -> 1%’
| _ -> failwith"Anomalie : liste de termes non normale'

and subl 1 (1t,x,u) =
match 1t with
Cons (t,1t’) -> Cons (subt 1 (t, x, u), subl 1 (1t’,x,u))
| vide -> Vide
| _ -> failwith"Anomalie : liste de termes non normale";;

let rec terme_normal 1 = function

Appx (x,1t) -> Appx (x, liste_terme_normal 1 1t)
| Abs (x,t) -> Abs (x, terme_normal (x::1) t)
| Appt (t,1t) -> appt 1 (terme_normal 1 t, liste_terme_normal 1 1t)

| Subt (t,x,u) —> subt 1 (terme_normal (x::1) t, x, terme_normal 1 u)

and liste_terme_normal 1 = function
Vide -> Vide

| Cons (%,1t) -> Cons (terme_normal 1 t, liste_terme_normal 1 1t)

| Conc (1t,1t’) —> conc 1 (liste_terme_normal 1 1%,
liste_terme_normal 1 1t’)

| Subl (1t,x,t) —> subl 1 (liste_terme_normal (x::1) 1t,
X,
terme_normal 1 t);;
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D’abord un traducteur élémentaire de syntaxe interne en syntaxe concréte. On se restreint a ’affichage de

termes sans opérateurs ni de substitution ni de concaténation.

let rec affiche_terme = function
Appx (x,Vide) -> x
| Abs (x,t) -> "\\""x" (affiche_reste_abs t)
| t -> (affiche_app_terme t)

and affiche_reste_abs = function

Abs (x,t) -> " t"~x~(affiche_reste_abs t)
| Appx (x,Vide) -> ".""x
| t => ", (" (affiche_app_terme t)~'")"
and affiche_app_terme = function
Appx (x,1t) -> x" (affiche_liste_terme 1t)
| Appt (t,1t) -> (affiche_app_terme t) "~ (affiche_liste_terme 1t)
| Abs (x,t) -> "(\\""x" (affiche_reste_abs t)"")"

and affiche_liste_terme = function
Vide -> "[]"
| Cons (t,1%t) -> "["~(affiche_terme t) "~ (affiche_reste_liste_terme 1t)~"]"

and affiche_reste_liste_terme = function
Vide =-> "
| Cons (t,1%t) -> ";"~(affiche_terme t)~ (affiche_reste_liste_terme 1t)

s s

et un traducteur inverse trés sommaire (incluant la gestion d’un environnement de constantes) :

let env = ref ([1 : (string # lb_terme) list);;

let rec reste_ident = function

[< >(‘a‘..“z2z¢ | ‘0¢..9¢ | ¢ ‘¢ (% ... ¥) as c); reste_ident s >] -> (make_string 1 ¢)”s

I [>T => gy

let 1lit_variable = function
[< "(‘a‘..‘z as c¢); reste_ident s >] -> (make_string 1 ¢)”s

let 1it_constante = function
[< 7(A..Z° | “0°..9° as c); reste_ident s >] -> (make_string 1 ¢)”s

let rec saute_blancs = function

[< (¢ “ | ‘\n‘); saute_blancs s >] -> s
| [< ’c; saute_blancs s >] -> [< ’c; s >]
| [<>]1 > [<>];;

let rec applique = fun

(Appx (x,Vide),[11) -> Appx (x,1)
| (Appx (x,Vide),l::1’::1r) -> applique (Appt(Appx(x,1),1’),1r)
| (t,1::1r) -> applique (Appt(t,1),lr)
[ (e, D => t5;
let rec lit_terme = function
[< 1it_abs_terme t >] -> t
| [< 1lit_terme_simple t; lit_arguments 11t >] -> applique (t,11t)

and lit_terme_simple = function
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[< 2¢(¢; 1lit_terme t; ’¢) ¢ >] >t
| [< lit_variable x >] -> Appx (x,Vide)
| [ 1lit_constante c >] -> assoc ¢ lenv

and lit_arguments = function
[< 7¢[¢; lit_termes 1t; ’¢]¢; lit_arguments 11t >] -> 1lt::1lt
| [<>] -> [

and 1it_abs_terme = function
[< ?“\\¢; lit_variable x; lit_abs_vars t >] -> Abs (x,t)

and 1it_abs_vars = function
[« ?¢.¢; lit_reste_abs_terme t >] -> t
| [« >¢,¢; lit_variable x; lit_abs_vars t >] -> Abs (x,t)

and 1lit_reste_abs_terme = function
[< 1it_abs_terme t >] -> t
| [< lit_terme_simple t >] -> t

and 1it_termes = function
[< 1lit_terme t; lit_reste_termes 1t >] -> Cons (t,1t)
| [<>] -> Vide

and 1lit_reste_termes = function
[< ?¢;¢; 1lit_terme t; lit_reste_termes 1t >] -> Cons (t,lt)
| [<>] -> Vide

; tl
let terme s = lit_terme (saute_blancs (stream_of_string s));;

let définit nom s = env := (nom,terme s)::'env;;
Enfin, des exemples de termes:

définit "K" "\x,y.x";;

définit "K’" "\x,y.y";;

définit "Z'" "\f,x.x";;

définit "Delta" "\x.(x[x])";;

définit "Indéfini" "Deltal[Deltal";;

définit "Succ" "\m.\f,x.(f[(m[£;x]1)1)";;

définit "Paire" "\a,b.\f.(f[a;b1)";;

définit "Proji1" "\p.(p[K1)";;

définit "Proj2" "\p.(plX’1)";;

définit "Pompe" "\p.(Paire [(Succ[Projilpll);(Projilpl)1)";;
définit "Fond" "Paire[Z;Z]";;

définit "Pred" "\m.(Proj2[(m[Pompe;Fond])]1)";;

définit "Egal0" "\m.(m[\x.X;K’1)";;

définit "If" "\c.\vi,v2.(clvi;v2])";;

définit "Pred’" "\m.(If[EgalO[m];Indéfini;Pred[m]])";;
définit "4" "Succ[Succ[Succ[Succl[z]]111";;

Et un exemple de réduction :

#print_string (affiche_terme (terme_normal [] (terme "(Pred [4])")));;
\Nf2 2 ,x’. (£ [£° £ [x211])

- : unit = ()
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Traductions entre le A-calcul et le M-calcul

type l_terme =
Var of variable
| Abs’ of variable * 1_terme
| App of 1_terme * 1_terme;;

Traduction littérale

Cette correspondance plonge le A-calcul dans le A-calcul. La structure des A-termes est préservée par la
traduction.

let rec traduction_littérale = function
Var x -> Appx (x, Vide)
| Abs’ (x,t) -> Abs (x, traduction_littérale t)
| App (t,u) -> Appt (traduction_littérale t,
Cons (traduction_littérale u, Vide));;

Traduction morale

Cette traduction met en correspondance les formes normales du A-calcul et les formes normales du A-calcul.

let rec traduction_morale = function
Abs’ (x,t) -> Abs (x, traduction_morale t)

| £ -> tradrec t Vide
where rec tradrec 1 = function
Var x -> Appx (x, 1)
| Abs’ (x,t) -> Appt (Abs (x, traduction_morale t), 1)
| App (t,u) -> tradrec t (Cons (traduction_morale u,l));;

Traduction inverse

Cette traduction est la réciproque de la traduction des formes normales du A-calcul en formes normales du
A-calcul.

let rec traduction_inverse = function
Abs (x,t) -> Abs (x, traduction_inverse t)
| Appx (x,1) -> applique (Var x) 1
| _ -> failwith "Traduction inverse non possible"
and applique t = function
Vide -> %
| Cons (u,l) -> applique (LApp (t,u)) 1;;
| _ -> failwith "Traduction inverse non possible";;
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