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Introduction générale

L’¢tude des interactions entre les ondes ultrasonores et les milieux de propagation est d’un
intérét majeur pour la caractérisation et le contréle non-destructifs de structures ou matériaux.
Ces deux domaines d’investigation regroupent des techniques expérimentales et numériques
dans le but d’acquérir sans dommage des informations sur le milieu inspecté¢ a partir de
I’analyse de champs ultrasonores. Ils nécessitent ce faisant la résolution de problémes in-
verses. Avant d’élaborer une technique d’évaluation originale, il est nécessaire de formaliser
préalablement la réponse acoustique du systeme étudié (et connu) soumis a une perturbation
mécanique donnée. Cette étape communément appelée probléme direct, comporte invaria-
blement la simulation d’expériences (simulation du probléeme direct), qui autorise, a moindre
frais, une étude de sensibilité des parameétres du modele aux données ultrasonores synthéti-
sées. Une fois la stratégie expérimentale ainsi définie, la prise en compte des données ultraso-
nores dans la construction du probléme inverse fait 1’objet d’une réflexion importante dans un

souci d’améliorer la faisabilité des moyens d’investigation.

Différentes techniques non-destructives ont été développées afin de détecter, suivre et/ou ca-
ractériser la dégradation plus au moins progressive d’un matériau, induite par I’apparition et
le développement de fissures (endommagement). Citons par exemple I’analyse de 1’émission
acoustique ou encore la mesure des variations sous charge des composantes du tenseur
d’élasticité (Baste 2001). Dans ce contexte, nous nous intéressons a la description de la pro-
pagation d’ondes mécaniques dans une matrice élastique isotrope multifissurée (probleme
direct).

La propagation d’ondes élastiques en milieu hétérogéne est une problématique complexe qui
passe par une représentation stochastique du milieu (Foldy 1945) et la détermination des
échelles caractéristiques du probleme. On modélise un milieu hétérogene comme une réalisa-
tion d’un milieu aléatoire. Les évolutions des parametres physiques du milieu en fonction de
I’espace sont alors décrites par des processus aléatoires. La propagation d’une onde dans un
tel milieu est gouvernée par une équation aux dérivées partielles a coefficients aléatoires.
Cette approche stochastique peut étre justifiée a priori par les arguments suivants :

- en certaines circonstances, on ne dispose que de données partielles sur le milieu dans lequel
les ondes se propagent. Dans ce cas, 1’approche stochastique vise a modéliser le manque
d’information. La modélisation stochastique prend en compte les données disponibles

(moyennes, spectres, ...), et compléte ces données en utilisant une description statistique.



- en d’autres circonstances, on pourrait disposer d’une description compléte du milieu mais
celle-ci serait si compliquée et ferait intervenir tellement d’échelles différentes qu’il serait
impossible de résoudre le probleme complet de maniére analytique ou numérique. La modéli-
sation d’un tel milieu comme une réalisation d’un milieu aléatoire simplifie 1’analyse par

I’application de théorémes limites pour des équations a coefficients aléatoires.

Enfin, ’approche stochastique peut se justifier a posteriori par la pertinence des résultats
qu’elle permet d’obtenir. En particulier, nous verrons qu’on peut exhiber des quantités cohé-
rentes (moyennes), dont le comportement est statistiquement stable dans le sens ou il dépend
seulement de la statistique du milieu, et ne tient pas compte de la réalisation particuliere du
milieu.

Lorsque les distances de propagation sont supposées étre de 1’ordre du libre parcours moyen
élastique (distance parcourue par 1’onde cohérente avant que son amplitude ait été divisee par
e), représentatif de la distance entre deux interactions, les ondes interagissent fortement entre
elles et leur énergie est distribuée dans tout I’espace. Ces événements de diffusion étant nom-
breux, nous parlons alors de diffusion multiple. La nature récursive des interactions multiples
entre diffuseurs nécessite ’introduction d’un ordre de troncature, via la définition d’une hypo-
thése de fermeture. Que la démarche suivie considére un formalisme modal ou un formalisme
de Green, on montre que la structure de ces ondes cohérentes est plane apres avoir présuppose
ou non sa forme. Le champ cohérent (amplitude et nombre d’onde K') est alors identifié. Fi-
nalement, selon que la géométrie du diffuseur est réduite a une singularité géométrique ou

considérée finie, une formulation explicite ou implicite de K est obtenue.

L’objectif de cette étude est de modéliser la propagation des ondes cohérentes antiplanes (ou
Transverses Horizontales) dans une distribution aléatoire et uniforme de fissures d’ouverture,
d’orientation et de taille variables. Il s’agit de décrire d’un point de vue macroscopique, les
propriétés acoustiques et mecaniques de tels milieux : nombre d’onde, impédance acoustique,

masse volumique et module de rigidité.

Ce manuscrit est subdivisé en cinq chapitres. Les deux premiers présentent un état de I’art sur
la diffusion simple d’ondes planes TH par une fissure ouverte ou fermée, sollicitée sous inci-
dence oblique. La propagation d’ondes cohérentes TH dans un solide contenant une couche de
diffuseurs linéiques anisotropes uniformément et aléatoirement distribués est étudiée dans un
troisieme chapitre. Le modeéle de diffusion multiple développé conduit a établir les expres-
sions des propriétés effectives acoustiques et mécaniques de milieux multifissurés, a partir des

caractéristiques de diffusion d’un seul objet. La flexibilité de cette description est illustrée au



quatriéme chapitre & travers différentes applications. Une ouverture vers la géophysique est
proposée au dernier chapitre. Nous considérons alors une distribution de fissures visqueuses
de tailles variables. Par rapport au troisiéme chapitre, I’hypothése de fermeture est différente
et la géométrie des fissures est directement prise en compte. Les principaux résultats sont ras-

semblés dans une conclusion générale.

! Les prédictions issues de cette thése ont été confrontées avec succés a des résultats obtenus par un code de
calcul temporel de type différences finies (Golkin 2009). Ces confrontations peuvent étre trouvées dans la thése
citée ci-dessus.






CHAPITRE 1

Théorie modale de la diffu-
sion multiple d'une onde an-
tiplane par des cavites cylin-
driques a section quelconque

RESUME — Ce chapitre vise a mettre en place certains éléments utiles a une confrontation ultérieure de résultats
d’études numériques relatives a la diffusion multiple dans des milieux solides présentant une distribution dé-
terministe de cavités cylindriques a section quelconque. Apres avoir rappelé les solutions élémentaires de
I’équation d’onde en coordonnées cylindriques et elliptiques ainsi que la théorie modale de la diffusion multiple,
nous établissons la structure des solutions du probléme canonique associé aux géométries cylindriques et ellip-
tigues. A partir de ces résultats, nous calculons les amplitudes de diffusion et les fonctions de forme de cavités
elliptiques en champ lointain.






I. Théorie modale de la diffusion multiple d'une onde anti-
plane par des cavités cylindriques a section quelconque

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la description de la propagation d’une onde élastique
antiplane (onde plane Transversale Horizontale) dans un milieu solide présentant un nombre
fini de cavités cylindriques a section quelconque (milieu biphasique). L étude de la diffusion
d’une onde élastique plane TH par un unique obstacle cylindrique a section quelconque est
alors menee. La théorie modale de la diffusion acoustique en milieu élastique est ainsi appli-
quée a la diffusion par des cavités cylindriques a section guelconque (Varadan et al. 1978,
Weaver & Pao 1979, Léon et al. 2004, Caleap & Aristégui 2007). Nous nous concentrons
dans ce chapitre a la théorie modale dans deux systemes de coordonnées : cylindrique et cy-
lindrique elliptique. La premiere permet de développer les solutions du probleme en fonctions
d’onde cylindriques (utilisant les fonctions de Bessel et de Hankel (Abramowitz & Stegun
1970)), tandis que la deuxiéme, plus appropriée aux cylindres a section elliptique, considére
les fonctions d’onde elliptiques (utilisant les fonctions de Mathieu angulaires et radiales
(Meixner & Schéfke 1954)). Le cas particulier d’une cavité cylindrique a section elliptique est
traité & I’aide de ces deux descriptions.

Dans la suite, nous poserons les équations de base régissant les phénomenes acoustiques mis
en jeu. L’acoustique étant définie comme la dynamique des petites perturbations d’un solide
élastique (ou d’un fluide compressible), il convient dans un premier temps d’effectuer un rap-
pel de mécanique des milieux continus afin d’établir le systeme d’équations a résoudre.

L1 Notations et rappels théoriques sur la propagation des ondes élas-

tiques en milieu solide homogéne

Ce paragraphe, tout en rappelant brievement des résultats théoriques connus, permet de poser
les notations utilisées par la suite.

Un milieu continu élastique isotrope infini repéré par un systéme d’axes orthonormeés
(51,82,83) est considéré. Un ébranlement le traversant entraine le déplacement des particules
qui le composent autour de leur position d’équilibre. Le déplacement U, de chague point du
solide de coordonnées P(yl,yQ,y3) dans la direction du vecteur €, varie en fonction du

temps ¢ :

U =U,(Pt), PeR’, Vvt. (1.1)



Dans le cas ou aucune source excitatrice ne s’exerce sur le solide, I’expression de I’équation

du mouvement résultant de la relation fondamentale de la dynamique est donnée par :
o°U, _ 9o,

Mo T By

J

(1.2)

ou p, est la masse volumique du solide et o, représente les composantes du tenseur des con-
traintes & . Dans I’hypothése des petites déformations, le comportement interne d’un solide

élastique est decrit par la loi de Hooke :

o, = C;. € (1.3)

qui relie le tenseur des contraintes & a celui des déformations £ par I’intermédiaire du ten-
seur des rigidités élastiques du solide C' dont les composantes sont notées C,, - Les compo-
santes ¢, du tenseur des deformations sont definies par :

1

« =5 (1.4)

€

oUu, oU,
+ .
dy, 0Oy,

Dans ces équations, la convention de sommation d’Einstein pour la répétition des indices est
utilisée avec 1, 7,k,1 = (1,2,3). Le solide étant isotrope, la loi de comportement (1.3) s’écrit
alors :

o, = Neuo, 218, (1.5)

ou A, et u, représentent les coefficients de Lamé (qui ont la dimension d’une contrainte), et
6, le symbole de Kronecker tel que 6, =0 si i= 7 et 6, =1 sinon. Le champ de déplace-
ment U peut étre considéré comme la somme d’un champ de traction-compression U, a rota-
tionnel nul et d’un champ de cisaillement-distorsion ﬁT a divergence nulle. L’équation du

mouvement (1.2) devient alors :

. U
AU :i—;, a=LT, (1.6)
o C at

ou I’opérateur A est le Laplacien et ¢ est la célérité de phase de I’onde de type « . Les célé-
rités ¢ sont liees aux coefficients de Lame par les relations :

A +2
c, = M ¢, = o (1.7)
’O() p[)

Nous ne nous intéressons dans ce manuscrit qu’a la propagation d’ondes planes TH harmo-
niques, o = T'. La dépendance temporelle est de la forme exp(—iwt) ou w est la pulsation

de I’onde plane TH unitaire, caractérisée par son nombre d’onde %, = w / c,, de sorte que :



—

U = Re(aT e*m), (1.8)

T

ou u, définit la partie spatiale de ﬁT, Re désigne la partie réelle d’une quantité a valeurs
complexes et i est le nombre complexe tel que i* = —1.

Rappelons que I’on passe du domaine temporel (régime transitoire) au domaine fréquentiel
(régime harmonique) et vice versa, a I’aide de la transformée de Fourier :

U, (Pt)= 2i f T (Pw)e ™ dw, (1.9)
.
i, (Pw)= [T, (Pt)e~ dt. (1.10)

Par conséquent, le vecteur # satisfait I’équation de Helmholtz :

Aii, (P,w)+ ki, (P,w)=0, PeR’ (1.12)

Cette équation est la reformulation de I’équation du mouvement (1.6) dans le domaine fré-
quentiel. Nous supposons que le nombre d’onde £, est a valeurs réelles et positives. En pré-
sence d’une source excitatrice (par exemple une perturbation harmonique de la forme

f(P)e*i“t), cette source apparait dans le membre de droite de I’équation de Helmholtz (1.11).

1.2 Conditions de continuité

En général, les milieux ne sont homogénes que sur des proportions limitées de I’espace. Par
ailleurs, nous avons souvent affaire a des milieux confinés présentant des obstacles a la pro-

pagation.

Lorsqu’une onde élastique rencontre un obstacle, elle est alors diffusée ou diffractée dans
toutes les directions a partir de I’obstacle (le phénomene lui-méme sera désigné sous le terme
de diffusion ou diffraction). Par abus de langage, les termes « diffusion » et « diffraction »
vont étre utilisés dans ce manuscrit comme des synonymes. Le premier terme convient a
nommer les ondes diffusées par un obstacle (avec une signification implicite a haute freé-
guence), tandis que le second terme se référe aux ondes qui aplanissent les discontinuités du
champ géométrique (qui sont plus fortes a basse fréquence). L obstacle se définit comme une
région solide ou non, dont les propriétés acoustiques, masse volumique et/ou module de rigi-
dité, different de celles du milieu solide.

Pour un probléeme typique de diffusion, nous avons un champ incident %™ . Nous écrivons

alors le champ total comme :



i(P) =" (P)+i"(P), PED,, (1.12)

ou D est un domaine extérieur infini occupé par le solide et @™ est le champ diffusé (in-
connu). Nous considérons que le domaine D_ est borné par une frontiere 0D assez régu-
liere : par exemple, &D est composée de portions de courbes (dans R*) indéfiniment diffé-
rentiables (surfaces planes, cylindriques, etc.) ; 1 désigne la normale sortante a 0D (définie
partout sauf aux discontinuités).

Une interface (frontiére) décrite par une condition aux limites de type Neumann est telle que :

— —dif —inc
9i_§ oy Y _ 9T peop, (1.13)
on on on

ou la dérivée normale 0 / On sur la frontiere 0D est définie par le produit scalaire n- V.

Une frontiere parfaitement rigide est décrite par une condition aux limites de type Dirichlet :
i=0 ou @ =-g™, PeoD. (1.14)

On montre alors que I’Eq. (1.6) (ou I’Eq. (1.11)) couplée & I’une ou I’autre des conditions aux
limites (1.13) ou (1.14), posséde une solution et une seule. Les démonstrations se trouvent par
exemple, dans les ouvrages de Morse & Feshback (1946) et Colton & Kress (1983).

Nous ne nous intéresserons dans ce manuscrit qu’aux problémes de diffusion dont les inter-
faces (frontiéres) sont décrites par la condition de Neumann. Dans la suite, nous utiliserons les
fonctions de Bessel (Hankel) afin de définir les « fonctions d’onde cylindriques ». Avec ces
fonctions, proprement choisies afin de satisfaire la condition de rayonnement & I’infini de
Sommerfeld, nous serons en mesure de trouver la solution de la diffusion par une ou plusieurs
cavités cylindriques a section quelconque.

1.3 Fonctions d’onde cylindriques

L’objectif est de décrire la diffusion acoustique d’une onde plane TH par une cavité cylin-
drigue infinie a section quelconque. Nous supposerons que la direction de propagation de
I’onde incidente est perpendiculaire a I’axe de la cavité y, de sorte que le probleme reste bi-
dimensionnel, Figure 1.1. Les composantes spatiales du champ de déplacement sont alors
telles que :

u, = u(y) avec u, = u, =0, (1.15)
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et vérifient I’équation de Helmholtz (1.11). Sachant que les ondes TH ne générent pas de con-
version de mode a la surface libre, le déplacement associe et les champs de contrainte vont
étre gouvernés par une seule équation scalaire.

ondeTH\\

Figure 1.1 : Notations utiles a la description de la diffusion d ’une onde plane TH par un cy-
lindre a section quelconque. Systeme de coordonnées polaires.

Nous nous plagons pour commencer en coordonnées polaires (r,e) définies par :

y, +iy, =re”, (1.16)

ou (yl,yg) sont les coordonnées cartésiennes associées, avec y, = z. Les solutions de
I’équation de Helmholtz scalaire, exprimées en fonction de r et 0, s’écrivent comme des
combinaisons linéaires des fonctions suivantes :

T, (kr)e ™ et Y, (k,r)e™™, (1.17)

n

ou J, et Y, sont respectivement les fonctions de Bessel et de Neumann d’ordre n . La phy-
sique va nous aider a choisir parmi les solutions (1.17), celles qui conduisent a une bonne des-
cription de notre probléeme. En effet, les ondes doivent respecter une condition physique natu-
relle qui s’exprime sous la forme suivante : a I’infini (r — +o00) les ondes s’éloignent de la
source qui les a crées. D’un point de vue purement mathématique, le champ diffusé «®* re-
quis doit satisfaire la condition de Sommerfeld :

lim 0u” {9) — ik, (r,6)| =0, (1.18)

e or

uniformément en 6 . Pour vérifier cette condition, nous prenons la combinaison :
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e = 1 (kr)e, (1.19)

n

{J (k) +1Y, (k)

puisque la fonction de Hankel de premiére espéce H' satisfait la condition de rayonnement a
I’infini décrivant la propagation d’une onde cylindrique s’éloignant de I’obstacle.” Il est utile
pour la suite d’introduire les notations suivantes :

wn (7“,9> = HT(lU (kTr) e™at @Z” (7;9) = Jn (kTT) el

Soit 7 = r# le vecteur position d’un point P (i) par rapport & I’origine O (Figure 1.1), avec
7 = (cos0,sin 0) son vecteur directeur unitaire. Les fonctions v, et @n définissent respecti-
vement les fonctions d’onde cylindriques sortantes et rentrantes. La fonction ¢, est singu-
liere en r = 0, tandis que ¢, est réguliére en = 0 ; seule la premigre satisfait la condition
de Sommerfeld (1.18). Observons que les fonctions ), et @n vérifient les identités : *

~ N

0, (7) = (1) 0 (7) = (1) 0. (7) (1.20)
et: Y, (F)=(=1)" 4, (-7), (1.21)

ou le symbole « * » désigne le conjugué d’une quantité a valeurs complexes.

I.3.1 Théorie modale de la diffusion en milieu élastique

Dans ce paragraphe, nous rappelons les expressions analytiques des champs de déplacement
intervenant dans le processus de diffusion.

Considérons une onde plane TH incidente sur I’obstacle. L’onde se propage dans le plan
(yl,y3> selon un angle 0, avec I’axe y,, Figure 1.1. Son vecteur polarisation est paralléle a
I’axe du cylindre y, . En prenant I’origine des phases en ‘F‘ = (0 et en omettant la dépendance
temporelle exp(—iwt), le champ de déplacement incident au point d’observation P(F) (a
I’extérieur du cylindre) s’écrit :

inc [— o ik..(y, cos, +y. sin6 ik, cos(0—0,
u;no <7,> — UO ellw — uo e T(l oY 0) — uo e’ ( 0)’ (|22)

2 Ce résultat est lié au choix de la dépendance temporelle exp(—iwt). Si nous nous rapportons aux développe-
ments asymptotiques des fonctions de Bessel pour r — +oco, nous constatons que la fonction H{" (k,r) con-
duit a une bonne description du champ diffusé. En effet, nous avons :

HY (kyr)e ™ ~ (—)" —; el (r — +o0).
\jﬂ' T

Le terme exp(i(k,r —wt)) / ,fkTr décrit bien une onde qui s’éloigne de ’obstacle avec le temps.
® Nous utiliserons comme notation z(7*), pour toute fonction 2 qui dépend de r et 6.
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ou u, est I’amplitude de I’onde. Nous cherchons a exprimer I’onde plane (1.22) sous la forme
d’une série modale :

et SN 4 5 o) (1.23)

n=—oo

La formule intégrale (Abramowitz & Stegun 1970) :

(1.24)

0’

n

~ () o ol |

N ik, (y, cosO,+y, sinf 0

G () = L [ st g, g
2 J-r

montre que les fonctions d’onde convergentes réguliéres s’expriment comme des superposi-
tions d’ondes planes. Multiplions I’Eq. (1.23) par exp(im,) puis intégrons I’expression ré-
sultante par rapport a 6, entre —m et «. En utilisant I’orthogonalité des fonctions exponen-
tielles et I’expression (1.24), nous obtenons :

A =ie ™. (1.25)

La décomposition (1.23) (dont les amplitudes modales vérifient I’Eq. (1.25)) complétée du
facteur exp(—iwt) représente le développement d’une onde plane en fonction d’« ondes cy-
lindriques ». Le champ de déplacement d’une onde TH convergente est donc donné par :

o] ~

w (F)=u, > A, (F). (1.26)

n=—0oo

Le champ de déplacement diffusé satisfait I’équation de Helmholtz scalaire et s’exprime de
facon similaire, sous la forme :

W (7) =, 3 €0, (). (1.27)

n=—oo

Le champ de déplacement total (1.12) dans le milieu solide résulte de la superposition du
champ diffusé «;" et du champ initial u)" :

o0

u (7=, Y [An;bn (F)+C v, (F)] (1.28)

n=—0o0

ou C ,

n = 0,4+1,42,..., représentent les coefficients de diffusion inconnus. Pour les déter-
miner, il suffit d’écrire les équations de continuité a I’interface du cylindre r = r(0). La con-

dition de surface libre d’une cavité se traduit par :

F-n=0 . (1.29)

r=r(0)

Pour une cavité cylindrique dont la section transversale est circulaire, de rayon a (7(0) = a),
I’Eq. (1.29) se réduit a :
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a tot
;7’ =0 . (1.30)

En raison de I’orthogonalité des fonctions exponentielles, I’application de la condition (1.30) a
I’Eq. (1.28) conduit & :

C, nt (kya) - kyatt!), (k,a)| + 4,[n], (ka) ~ Kyl (k) =0, (13D
Vn = 0,41,£2,.... Cette équation s’écrit aussi sous la forme :
C, = f: A, (1.32)
p=—00
ou :
nJ, (k,a)—kal, ., (ka) 5 (.39

np - 1 1 np
nH" (k,a)— ko, (ka)
La matrice de transition T de composantes T, relie linéairement les amplitudes modales du
champ d’incident {An} a celles du champ diffusé {Cn} T dépend seulement de la géomé-
trie de I’obstacle et du nombre d’onde %, . Elle est indépendante du champ incident. Une fois
les coefficients de diffusion connus, le déplacement diffusé et les contraintes associées peu-

vent étre facilement calculés.

1.3.2  Diffusion simple par un cylindre a section quelconque

La méthode de résolution des problémes de diffusion par un cylindre dont la section transver-
sale est variable est similaire a celle adaptée aux cylindres a section circulaire. Cependant, les
calculs sont plus lourds et peu de résultats sont disponibles dans la littérature. Ici nous souhai-
tons utiliser un arrangement général approprié aux cylindres arbitraires dont les frontieres sont

lisses.
Considérons un cylindre dont la section quelconque est définie par un rayon variable tel que :
r(0)=ap(0), (1.34)

ou a et p(0) caractérisent respectivement la taille et la forme de la cavité. De plus, p(6) est
continue et au moins une fois différentiable. Ainsi, la normale extérieure a cette frontiére est
telle que (Parnell & Abrahams 2006) :

(p(e)sine +p'(0)cos 0, p(6)cosd —p’(0)sin e) . (1.35)

ﬁz(nr n 1

" T W
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ou p’(0) = dp / dO et
1
2 / 2 P
p(6) +¢'(6)
sur la frontiére. Les déplacements incident et diffusé sont donnés respectivement par les Egs.

(1.26) et (1.27). Pour déterminer les coefficients de diffusion inconnus C, (n = 0,£1,+2,...),
il faut écrire les équations de continuité a I’interface du cylindre. La condition de surface libre

iV = : (1.36)

est donnée par I’Eq. (1.29), soit :

on +on =0, avec 7 | 7, (1.37)
ou encore :
ou 1. Ou,
—2n +~-2—2n =0, 1.38
Mo g T o (1-38)

pour r = r(0), avec y, le module de rigidité du milieu.
Pour la suite, il est utile d’introduire les notations suivantes :

v = kyip(0). bi'=nH" (x). o (z) = b (¢) - 'H), (x).

bZ’C (:B):an (:L'), aif (x) = :L’bifc (z) — azQJnH (m) (139)

Les coefficients a’" et b™ sont relatifs & I’onde diffusée et proportionnels & H'". Les coeffi-
cients a™ et b™ sont relatifs a I’onde incidente et proportionnels & .J, = Re H"”. Compte

n

tenu des notations (1.39), la condition (1.38) avec le champ (1.28) conduit a écrire :

n n

f: C (a‘“fnr +1i b:ifne>ei"9+ i A <ai“°nr +1i b:‘cne>ei”e =0. (1.40)
Pour un cylindre a section circulaire, les fonctions a’ et b® ne dépendent pas de I’angle
d’observation 0 et I’Eq. (1.40) se réduit au systéme d’équations linéaire (1.31) (¢ = inc, dif).
Dans ce cas de figure, les modes de vibration ne sont pas couplés. Néanmoins, lorsque les
fonctions a® et b sont des fonctions angulaires de période 27, un couplage modal apparait.
Pour résoudre le systéeme (1.40), écrivons-le sous la forme de séries de Fourier. La fonction

angulaire ¢ =a'n_+ib’'n, estalors définie par la série :

g (9) _ Z g;’q e (1.42)
—
avec :
g, = ifi g (9) e do, (s =inc, dif). (1.42)
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Compte tenu de I’Eq. (1.41), le systéme (1.40) devient :

Yoot Ce”=="g" A (1.43)

pn p.n

En injectant I’Eq. (1.32) dans I’Eq. (1.43), nous obtenons :

>0, LA == g A (1.44)

D, pn
Définissons les matrices carrées Q° (¢ = inc, dif ) dont les éléments sont tels que :

lef — g A eipe et Qinc — _ginc A eipe. (|45)

n,p—n-p pn n,p—n-n
Avec ces notations, le systeme (1.44) s’écrit sous la forme matricielle :
QdifT — Qin(:, (|46)

ou la matrice de transition inconnue T a la méme dimension que Q°. Ainsi, le calcul de la
matrice T :

T — Qdif71 Qinc , (|47)

autorise alors celui des amplitudes modales {Cn}

1.3.3  Diffusion multiple par un nombre fini de cylindres a section quel-
conque

1.3.3.1 Champ diffusé par deux cavités cylindriques a section circulaire

Considérons maintenant une cible constituée de deux cylindres paralléles a section circulaire
D, j=12.la géométrie du probleme et les notations utilisées sont exposées sur la Figure
1.2. Soit O Iorigine du systéme cartésien (y,,y, ), de sorte qu’un point d’observation P est
localisé par le vecteur 7* = (y,,y,). Le cercle D, est de rayon a’ et son centre O, est localisé
par 7 = Z?J Nous definissons les systemes de coordonnées polaires (rj,ej) centrees sur 0., de
sorte que 7 = ?] +Z;j avec 7 = (cos0 ,sinf ), le vecteur b = b(cosB,sin 3) reliant les
centres des cylindres.

Supposons que la cible soit excitée par une onde plane incidente TH dont le déplacement est
donné par (Eq. (1.26)) :

W (7F)= 3 Ay, (7)., j=1ou2 (1.48)

n=—oo
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s,
/!
onde TH

Figure 1.2 : Notations utiles a la description de la diffusion d une onde plane TH par deux
cylindres a section quelconque.

ou les coefficients A’ sont donnés par :
e, (1.49)

En généralisant I’Eq. (1.27), nous exprimons le champ de déplacement diffusé par chaque
cylindre,
dif (=) _ > j = .
u, (7’) = Z Ch, (T’J), j=1ou 2. (1.50)

dif

Il est clair que u,

est une solution de I’équation de Helmholtz pour tout choix raisonnable
des coefficients de diffusion le Le champ défini par I’Eq. (1.50) ne représente pas seulement
la diffusion de I’onde plane incidente. En effet, le champ d’excitation agissant par exemple
sur le cylindre D, est constitué de la somme de I’onde plane incidente et des ondes diffusées
par le cylindre D,, i.e.:

u (?) — fj Aﬂn (ﬁ)+ fj O (@) (1.51)

n=—0o0

Nous allons déterminer les coefficients de diffusion en appliquant les conditions aux limites

sur chaque cylindre.
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Considérons le cylindre D,. Afin d’appliquer les conditions aux limites sur sa frontiere

r, = a’', nous devons exprimer chaque terme de I’Eq. (1.51) en fonction de 0., i. e. nous de-

T
vons exprimer ¢, (7) en fonction de 7. Comme dans le voisinage de O,, ¥, (%) est une
solution réguliere de I’équation de Helmholtz, cette derniére peut étre développée en fonction
de ¢, (7). Soit %, =7 +b oU b = b —b, est le vecteur position de O, par rapporta O,. Le
théoreme d’addition de Graff (Watson 1966, Abramowitz & Stegun 1970) conduit alors a :

0,(8)= 3 6, (F)eu (i) pour n<b=p]’ (152

ou I’opérateur de Graff G(l;) est connu explicitement. Ses éléments sont données par :

G, (6)=v_,(v)= a2 (k)" (153)

nm

La lecture de la relation (1.52) montre que les ondes diffusées par le cylindre D, sont expri-
mées en tant qu’ondes incidentes sur le cylindre D,. La condition 7, < b est bien respectée
car, pour calculer les coefficients de diffusion du cylindre D, il suffit d’écrire le champ de
déplacement diffusé par ce dernier en 7, =a', avec a' <b. Imposer a' <b revient a dire
qu’on n’autorise pas les deux cylindres a s’interpénétrer.

En revenant & I’Eq. (1.50), nous utilisons le théoréme d’addition (1.52) combiné a I’'Eq. (1.48),
afin d’établir I’expression suivante du champ total :

i (F) = ) (1) = 32 i)+ o )+ 3 € 5 6, )0 )

=t n=—em=—oe (1.54)
= 30 )+ 0 (7)) 32 026 )

m=—0oQ

~34

Y

pour 7. < b. Si nous considerons que D, est une cavité, la condition limite (1.30) évaluée en
r, = a' et la propriété d’orthogonalité des fonctions {exp(in@l)}, nous conduisent a I’égalité
suivante, pour n = 0,4+1,4+2,... :

c! [an,,l) (kpa!) — kya'HY) (k,a')| = a'd,, (ka')—nJ, (kTaf)}.

{AJ + 3 6 Mo )}

m=—0o0

(1.55)

Si nous considerons que le cylindre D, est aussi une cavité, un raisonnement similaire nous
meéne, pour n = 0,4+1,4+2,...,a

* L'inégalité vient du fait que le membre de droite de I’Eq. (1.52) est singulier pour F=—b.
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; it (ko) = ko’ (10| =

le 35 e )

'QJn+1 (k;Ta2> —nd, <kTa2)}.

(1.56)

Les coefficients de diffusion C' et CZ n = 0,41,42,..., sont alors solutions du systeme
d’équations linéaires infini constitué a partir des Egs. (1.55) et (1.56).

1.3.3.2 Champ diffusé par N cavités cylindriques a section circulaire

La méthode décrite dans le paragraphe précédent peut étre facilement généralisée au probleme
de diffusion par N cylindres paralléles a section circulaire D, de rayon a’ et centre 0,
(7=12,...,N). Comme précedemment, les systemes de coordonnées polaires (7},6]_) sont
définis par rapport aux origines 0., Figure 1.2.

Le champ de déplacement diffusé par I’ensemble de N cylindres est exprimé comme une

série infinie de fonctions d’onde cylindriques divergentes, associée a chaque cylindre :

ul" (7) = ZZ gzpn(F) (1.57)

j=1 n=—0c0

ou les coefficients de diffusion C’ sont inconnus. En utilisant le théoréme d’addition (1.52),
nous trouvons que le champ de déplacement total au voisinage de D, est donné par :

o0 ~ ~

(7) = 32 A0 7) + 0 (1) + 0. ()X X 6, (B). s

n=—00 Jj=1, m=—o0
j=l

ol b, =00, et 1, <b avec:

b= Inin b (1.59)

=l

lj

Si nous appliquons la condition de surface libre sur chaque cylindre (r, = a'), nous obtenons :

Ci [anLl) (kTa') — kTaZH() (k a )

= AHLZ e G, (5)

7=1, m=—o0
J=l

k, aJ (kTal> —nd, (kTal) ,

(1.60)

pour n = 0,£1,+2,... et [ =1,2,..., N. Ceci est un systeme algebrique d’équations pour les
coefficients Cl Il se réduit aux Egs. (1.55) et (1.56) quand N =2, et & I’Eq. (1.31) quand

N =1. Si le systeme (1.60) peut étre résolu, sa solution (les coefficients de diffusion) conduit
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a une solution exacte (aucune approximation n’a été faite) pour la diffusion multiple par une
distribution déterministe de N cylindres.

Des systemes similaires au systeme (1.60) peuvent étre établis pour des cylindres rigides, des
inclusions cylindriques ou encore des diffuseurs de nature différente. La méthode n’est pas
limitée aux cylindres a sections transversales circulaires, comme nous le montrerons dans la
section suivante.

1.3.3.3 Champ diffusé par N cavités cylindriques a section quelconque

Considérons N cylindres paralleles a section quelconque D, (7=12,...,N). Dans le repere
propre a chaque cavité, nous définissons le systeme de coordonnées polaires (r,0,). Lafron-
tiere dudit obstacle est telle que :

ro= ajp], (0‘].), (1.61)

ou a’ et p,(0,) caractérisent la taille et la forme de la cavité. Nous choisissons p, une fonc-
tion continue et au moins une fois différentiable.

Si nous appliquons la condition de surface libre (1.38) sur la frontiére de chaque cylindre, Eq.
(1.61), nous obtenons pour [ = 1,2,..., N :

> ol (o)e + S04 43 3 ena, (B )l (B)e™ =0, a62)

n=-—00 n=-—00 J=1, m=—o00
j=l

ou ¢ (0)= a;(ej)nr/ +i b;(ej)nei (¢ =inc, dif ), et 1, = (nrj,nej) est la normale exté-
rieure a D, définie par I’Eq. (1.35). Les fonctions angulaires 27 —périodiques a: et b’ sont
données parmi les relations (1.39). Malheureusement, les fonctions {g; (6j>ei"’9’} ne sont pas
orthogonales pour des exposants ¢ différents. Par conséquent, les constantes d’intégration ne
peuvent étre déterminées de facon explicite. Pour résoudre le systeme (1.62), nous procédons
comme dans le paragraphe 1.3.2, et écrivons les fonctions g sous la forme de séries de Fou-

rier, Eq. (1.41). Nous obtenons finalement le systéme suivant pour [ = 1,2,...,N :

Clg™ (0,)e™ +3 14! +§Nj S 06 (,)far ,(0,)e™ =0, (.63)

j=1, m=—o0
j=l

p,n

ol ¢¢  désigne les coefficients de Fourier donnés par I’Eq. (1.42).

n,p—n
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Ceci est un systéme algébrique d’équations satisfait par les coefficients inconnus Cl Il se
réduit a I’Eq. (1.43) quand N = 1. Pour un nombre donné de cavités, les séries dans le sys-
teme (1.60) convergent plus au moins rapidement selon la fréquence, la forme des cavités et la

distance les séparant.

1.3.3.4 Calcul du champ total

Le calcul du champ de déplacement total a partir des systemes d’équations (1.60) ou (1.63) est
possible en principe, lorsque la géométrie du milieu est totalement connue (déterministe).

En présence d’une distribution uniforme et aléatoire (Chapitre I11), nous nous contenterons
d’une approximation du champ total, qui en général, pour une application pratique, est suffi-
sante. Nous nous concentrerons alors sur les théories d’homogeénéisation qui permettent de
définir un milieu effectif homogéne. Elles s’appuient sur des hypothéses liées a la densité de
diffuseurs, quantifiées en terme de tailles de diffuseurs, distance entre les diffuseurs et lon-
gueur d’onde incidente. Si la densité (nombre de diffuseurs par unité de surface) est faible, on
peut admettre que chaque diffuseur est soumis a une onde d’excitation identique a I’onde in-
cidente et que cette onde n’est diffusée qu’une fois par chaque diffuseur. Dans ce cas nous
parlons de diffusion simple. Lorsque la densité augmente, un diffuseur particulier recoit une
onde qui a été auparavant diffusée par d’autres diffuseurs comme nous I’avons décrit précé-
demment et nous parlerons dans ce cas de diffusion multiple. Mais dans cette catégorie nous
pouvons encore distinguer deux niveaux selon que la densité est moyenne ou trés forte. Dans
le premier cas nous parlerons de diffusion multiple et d’approximation diffuse dans le second
cas.

1.4 Fonctions d’onde elliptiques

Dans cette section nous présentons la solution générale de I’équation de Helmholtz scalaire en
coordonnées elliptiques. Les fonctions d’onde se composent maintenant des fonctions de Ma-
thieu et non plus des fonctions de Bessel. Nous utilisons alors les fonctions d’onde elliptiques

pour le cas d’un cylindre a section elliptique.
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1.4.1 Coordonnées du cylindre elliptique

Soit (yl,ys) = (ia,o) les foyers d’une ellipse. Introduisons les variables réelles ¢ et n, défi-
nies par I’équation complexe :

y, + iy, = acosh (5 + in), (1.64)

soit :

y, = acosh§cosn et y, = asinh {sin, (1.65)

ou a désigne la demi-distance focale. Si nous prenons £ > 0 et —r < n < 7, & chaque point
(yl,yg) du plan correspond un seul couple (&, 7), les coordonnées cylindriques elliptiques,
Figure 1.3. La coordonnée ¢ est la variable de type «radial » et n est la variable « angu-
laire ». Elles sont reliées aux coordonnées polaires (r,0) et cartésiennes (y;,y,) par:

2
=y + y; = %(C08h2§ + 005277) 6t tanf = B — tanh  tann . (1.66)

Y

/
n = const.
/

/

Figure 1.3 : Systéme de coordonnées elliptiques.
Quand £ — oo, nous avons sinh & — cosh ¢ et:
7”10,(:osh£’z%e5 etO~n, (£— ). (1.67)

Il est important d’observer que les ellipses de la Figure 1.3 se réduisent a des cercles lorsque

§E— oo eta—0.
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1.4.2 Fonctions de Mathieu angulaires et radiales

La résolution de I’équation de Helmholtz par la méthode de séparation des variables, en fonc-
tion de n et ¢, conduit a I’équation de Mathieu (A1.8) et a I’équation de Mathieu modifiée
(A1.9) (voir I’Annexe Al). La dépendance angulaire du déplacement wu, est decrite par les
fonctions de Mathieu e, satisfaisant I’Eq. (A1.8), alors que la dépendance radiale s’exprime
a partir d’une combinaison linéaire de fonctions de Mathieu modifiées M(j)

on

, satisfaisant I’Eq.
(A1.9), s =1,2.L’indice o prenant les valeurs ¢ (paire) et s (impaire), nous avons :

M) (€q)
w,(&n) =3 e, (ma){ 7 " (1.68)
2 = M) (&q)
ou g est un parametre adimensionnel relié au nombre d’onde £, par :
1
g = ka’, (1.69)

. 1 2 N ’ . .
et les fonctions e_ , M((m) et MU sont a valeurs réelles. Les fonctions angulaires e sont

an

normeées par :

f_ﬂ .. (ma)e,, (na)dn=m6,6 (1.70)

et satisfont :
e, (n+ma)=(-1)"¢c, (nq). (1.71)
Les fonctions M) définies pour j = 3 et j = 4 sont telles que :
M) (€0) = M) (¢.q) =1M7) (€.0).

Elles sont analogues aux fonctions de Hankel de premiére et seconde espece. Les fonctions
Mfl) sont choisies de fagon a assurer la condition de rayonnement de Sommerfeld, Eq. (1.18).

M
Définissons maintenant les fonctions d’onde elliptiques sortante et réguliére, respectivement,

par :

U, (&.9) = MS) (&9)e,, (1,9), (1.72)
¢, (6ma) =M (€.q)e,, (n.q)- (1.73)

Observons que les deux fonctions 1 et 9 /0 sont discontinues sur la ligne interfocale
& = 0 (Morse & Rubenstein 1938) et que 1 est a valeurs réelles.

an

Dans la suite, nous montrons comment exprimer a I’aide des fonctions de Mathieu, les solu-

tions de la diffusion d’une onde TH par une cavité cylindrique a section elliptique.
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1.4.3 Diffusion simple par un cylindre a section elliptique

Le champ de déplacement de I’onde TH incidente s’écrit au point d’observation P(gj) (@
I’extérieur du cylindre), Figure 1.4 :

'U;nc <?_j) = uo eikr(yl oS0yt SiHGg) = UO eikTaw’ (|74)
ou:
w = cosh § cosncosB +sinh {sinnsinf. (1.75)
Y

onde TH\\%

Figure 1.4 : Notations utiles a la description de la diffusion d ’une onde plane TH par un cy-
lindre a section elliptique.

Nous allons maintenant décomposer I’onde plane (1.74) en fonctions d’onde elliptiques :

eI — ot S S AT (€m,q). (1.76)

0=¢C,8 N=—00

Soit la formule intégrale suivante (Abramowitz & Stegun 1970) :

O (E,0) = % | Zemﬁwew (6,,4)d0, = % [ :e”“f(”l“’“*“WB“’”“)@M (6,,4)d6,. (1.77)

Multiplions I’Eq. (1.76) par e (6,,q) puis intégrons I’expression résultante par rapport a 0
entre — et 7. En utilisant la relation d’orthogonalité (1.70) et I’expression (1.77), nous obte-
nons alors :

o =05 (e (000) 179

on

ouU la notation suivante a été introduite :

o]

2=

o,n o=c,s n=0
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Le developpement (1.78) pondéré par le facteur exp(—iwt) représente la décomposition d’une
onde plane en fonctions d’onde elliptiques. Nous avons alors pour le champ de déplacement
incident :

W (&) = 2u, > 1", (&ma)e,, (6,,9)- (1.79)

dif
2

ul (&n) =20, Y 1"C7Y, (&m.q)e,, (0,,9), (1.80)

Au champ incident (1.79) s’ajoute le champ diffusé «." qui satisfait I’équation de Helmholtz :

ou C7 représente les coefficients de diffusion a déterminer a partir des conditions limites aux
parois des obstacles. Le champ de déplacement total a I’extérieur du cylindre est tel que :

__ . .inc dif
u, =u, +u

2’“

= U = 0,
ou, plus précisément :

u, (&n) = 2u,y 1" [;b (&ma)+ o, (€m.q)

on

e, (0,,0). (1.81)

Les composantes non-nulles du tenseur des contraintes sont définies par :

6 8 — —
o =t % o T avec 7, (1.82)
gy, 06 " ag, On

ou j, est le Jacobien en coordonneées elliptiques donné par :

cosh? € — cos 1 = cosh 2¢ 2— cos2n ‘

Jo (1.83)

Determinons les coefficients C, pour une cavité cylindrique elliptique. Dans ce cas, la condi-
tion de surface libre sur la paroi de la cavité (£ = &) se traduit par :

Ou, _0
¢ =5, |
qui, & I’aide de I’Eq. (1.81), conduit & :
, d /8 5 ‘
=M (&q) ) M (& q , 0 =C,S. (1.84)
&) 2atea]

Quand & =0, la cavité cylindrique a section elliptique se réduit a une fissure de longueur
2a. Dans ce cas :

9 (gq) =0 (1.85)

£=0
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et la relation (1.84) devient :

. d . ) / d . (3 ‘
Co=— M,/ (&q)) o M, (&) - (1.86)
(s e e
I.5 Diffusion en champ lointain : amplitude de diffusion

Les résultats obtenus précédemment nous permettent de calculer le champ de déplacement
diffusé et les champs de contrainte associés partout dans le solide. Nous allons définir dans la
suite des quantités physiques relatives a la diffusion en champ lointain : les amplitudes de
diffusion et les fonctions de forme.

Pour un point d’observation loin du cylindre, i. e. £ — 0o (r — o0), le développement
asymptotique des fonctions de Mathieu modifiées (Hankel) pour les grands arguments nous
donne (Abramowitz & Stegun 1970) :

MSL) (g,q)(z HS) (kTT)) ~ <_i)n 2 ei{kﬂZ]’ £ — o0, (1.87)

kT

avec r donné par I’Eq. (1.67). Ainsi, le déplacement de I’onde diffusée s’écrit comme le pro-

(1

n

uy (7)) =, \/% ei[k“{] £ (k). (1.88)
T

L amplitude de diffusion en champ lointain, notée f(f, k;) = f(@, 60), est caractéristique de la

duit d’une fonction radiale H'' qui dépend de r, et d’une fonction de forme angulaire f :

diffusion d’une onde plane TH se propageant selon % = (cos 0,,sin6,), évaluée selon la di-
rection d’observation 7 = (cos6,sin6). Cette fonction f dépend a priori de la fréquence.
Observons que la définition (1.88) du champ diffusé loin du cylindre est valable pour tout
champ d’excitation agissant sur des cylindres a section quelconque, et pour n’importe quel

nombre de cylindres.
Pour une cavité cylindrique a section circulaire, la matrice de transition T, Eq. (1.33), est dia-
gonale et I’amplitude de diffusion f(f, l%) est définie par :

f(e,eo)zi ST A e, (1.89)

nn n
n=—oo

Cette relation prend la forme générale suivante pour une section quelconque :

£(6,6,)= Ly v (i) 7,4 ™. (1.90)
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Nous pouvons inverser la formule (1.90). En utilisant la propriété (1.25), nous obtenons :

n+1

f [ 7(6.6,)e " ™ dodo,. (1.92)

En coordonnées elliptiques, la fonction de diffusion en champ lointain est définie par :

1(0.60,) = Z ve,, (0.9)e,, (0,5). (1.92)

a,n

La fonction de forme en champ lointain, notée f est définie en normalisant le module du

d

deplacement u, " par celui de I’onde incidente u , SOit :

£ (7:k) = ‘f rk‘ (1.93)

Le nom de fonction de forme provient du fait qu’elle dépend de la géomeétrie du cylindre. Elle
est sans unité et représente les variations d’amplitude des ondes diffusées en fonction des
angles d’incidence et d’observation. Elle dépend du rapport entre la taille du cylindre et la

longueur d’onde considérée.

Nous introduisons la taille caractéristique a telle que :

a=a, 0Ua (1.94)

pour respectivement des sections transversales elliptiques ou des segments, et définissons [

. 990)=\/§‘f(9790)" (1.95)

ou w = k,a représente la fréquence réduite.

par :

1.6 Approximation basse fréquence

Dans la limite des basses frequences, la taille caractéristique de la cavité a est négligeable
devant la longueur d’onde de I’onde incidente A, (A, > a ou encore @ < 1). Calculons
alors les développements asymptotiques des coefficients de diffusion (1.84). En utilisant les
développements asymptotiques des fonctions de Mathieu donnés par Burke & Twersky
(1964), les coefficients de diffusion d’une cavité cylindrique a section elliptique se réduisent

a:

1E+W_72@2(1nw+0(1))]@2—”3; ~4(1+0( 2lnw)> (1.96)
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- (1.97)
—WGT (1+7) &' (1+0(3" ma)),

C: (@) = 1[% (1+7)- %(1 1) @ (lnfu: 0(1))] & o8
—2—4(1+T) o (1—1—0(@2111@)),

et : C7(@)=i0(@')+0(c"na), j>2, o=cs. (1.99)

Ici nous avons noté T (> 0), le rapport des longueurs des axes de I’ellipse, i.e. T = % <1.
Ce coefficient définit I’aspect géométrique de I’ellipse. L’amplitude de diffusion en champ
lointain s’écrit alors :

f(@, 9(}) = 1 (C’g + C} cosfcosb + C] sinfsin 90). (1.100)
17
L expression (1.100) coincide avec les resultats donnés par Burke & Twersky (1964), Varadan
& Varadan (1979) ou encore Datta & Sabina (1986).

Dans le cas spécial d’une fissure de taille 2a (T = 0), il apparait que le coefficient dominant
est C; (w). L’expression (1.98) se réduit a :

2

C: (@) = i[% - L (mw + 0(1))]@2 - g—4w4 (1 +0(@’ 1n®)) (1.101)
et I’amplitude de diffusion s’écrit :

2
f(e,eo)ZE * sin Osinf), . (1.102)
Remarquons qu’une fissure ne diffuse pas de fagon isotrope : le coefficient C; représentatif
d’un rayonnement indépendant de la direction d’observation est nul.

L.7 Résultats numériques et discussions

Nous présentons ici des résultats numeriques correspondant aux fonctions de forme et ampli-
tudes de diffusion en champ lointain, pour une cavité cylindrique a section elliptique. La fonc-
tion p(0) décrivant la forme de la section transversale de la cavité s’écrit sous la forme sui-

vante :
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2
a

2(0) = s 1.103
P ©) afcosQO—l—a;sinzO ( )

ou a, et a, sont les deux demi-axes de la section transversale, et 0 I’angle d’observation,

Figure 1.4.

Les systemes linéaires (1.47) a inverser sont infinis. Nous tronquons les séries en prenant un
nombre fini de (2N + 1) termes. L’ordre de troncature a été fixeé selon un critere déduit d’un
critere précédemment établi pour des cylindres a section circulaire (Gespa 1987). Plus la sec-
tion elliptique devient plate, plus le nombre de termes dans la série modale (1.90) augmente ;
la normale extérieure tourne rapidement autour des extrémités marquées de I’ellipse plate.

Dans ce cas, il est plus difficile de contréler les calculs.

Nous comparons dans un premier temps les fonctions de forme vers I’avant et vers I’arriere,
calculées avec les fonctions d’onde cylindriques et elliptiques pour différentes valeurs de
T= %, Figure 1.5. Notons que la fonction de forme vers I’avant est définie comme
I’amplitude angulaire du déplacement diffusé en champ lointain dans la direction de propaga-
tion de I’onde incidente (6 = 6, ), tandis que la fonction de forme vers I’arriére est comprise
comme I’amplitude angulaire du déplacement diffusé en champ lointain dans la direction de
propagation opposée au vecteur d’onde incident (6 = w +6,). Les symboles circulaires re-
présentent les résultats obtenus avec les fonctions d’onde cylindriques et les lignes continues
ceux obtenus avec les fonctions d’onde elliptiques. La concordance entre les deux méthodes
est parfaite. Cela valide la théorie modale appliquée aux cavités a section quelconque et per-
met d’envisager le probleme de diffusion par plusieurs cavités a section quelconque, discuté
dans le paragraphe 1.3.3.3. Notons néanmoins que, lorsque T tend vers 0 et @ > 8, la mé-
thode utilisant les fonctions d’onde cylindriques nécessite plus de termes dans la série (1.47)
afin d’en assurer la convergence. Ceci est le désavantage majeur de cette méthode face a celle
faisant intervenir les fonctions d’onde elliptiques, qui est naturellement mieux adaptée a cette

géomeétrie de cavite.

Pour deux valeurs de I’angle d’incidence 0, = g et o, = g, le module de I’amplitude de dif-
fusion \ £(0.0,)
deux valeurs de .

est tracé en fonction de I’angle d’observation 0 sur les Figures 1.6 et 1.7, pour
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Figure 1.5 : Fonctions de forme en champ lointain versus la fréquence réduite. a) et ¢) Diffu-
sion vers l’avant (b et d) et vers l’arriére (a et c). a) et b) Incidence normale (6, =7 /2); c)
et d) incidence oblique (0, = 7 / 4). Les cercles représentent les résultats obtenus avec les
fonctions d’onde cylindriques et les lignes continues ceux obtenus avec les fonctions d ‘onde

elliptiques.

A incidence normale, ‘f(ﬂ,w / 2)‘ est symétrique par rapport a 6 = g La valeur maximale de

‘f(e,w / 2)‘ esta 6 = g (i. e. la direction vers I’avant) quelle que soit la valeur de @ . Cepen-

dant, le maximum de \f(e,n / 2)‘ est plus faible pour = 0,6 que pour = 0,2. Le nombre

de lobes augmente avec la fréguence.
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f0,7/2)|
f0,7/2)|

Figure 1.6 : Amplitudes de diffusion en champ lointain versus | ‘angle d ‘observation pour dif-
férentes valeurs de @ et pour une incidence normale (0, = 7 / 2).
a)T=02;b) T=06.

A incidence oblique (0, = g), les valeurs maximales de ‘f(@,w / 4)‘ dépendent de @ . Au fur
et a mesure que la fréquence augmente, I’angle associé a la valeur maximale de ‘f(@,w / 4)‘ :
se déplace vers celui lié a la direction vers I’avant (6 = %). Cependant, pour une fréquence @
donnee, ce maximum est inférieur pour I’incidence oblique (0, = %) que pour I’incidence

normale (6, = g).

4 4
(@) (b)

0,7/4)|
f0,7/4)]

Figure 1.7 : Amplitudes de diffusion en champ lointain versus | ‘angle d ‘observation pour dif-
férentes valeurs de & et pour une incidence oblique (0, = 7 / 4).
a)Tt=02;b) T=06.
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1.8 Conclusion

Ce chapitre visait a décrire la propagation d’une onde plane TH dans un milieu solide présen-
tant un nombre fini de cavités cylindriques a section quelconque. Avant d’attaquer le pro-
bléme de diffusion par plusieurs cavités, la theorie modale de la diffusion d’une onde plane
TH par une seule cavité cylindrique a section quelconque a été rappelée pour un angle
d’incidence 0, quelconque. Nous avons développé les solutions du probléme en fonctions
d’onde cylindriques (utilisant les fonctions de Bessel et de Hankel), puis adapté la théorie
modale développée pour un nombre fini de cavités cylindriques a section circulaire au cas de

cavités cylindriques a section quelconque.

Par ailleurs, nous avons également résolu le probléeme de diffusion simple sous incidence
oblique 0, a I’aide des fonctions d’onde elliptiques (utilisant les fonctions de Mathieu angu-
laire et radiale), description plus appropriée aux cylindres a section elliptique. Nous établis-
sons alors I'amplitude de diffusion en champ lointain £ (6,0, ), Eq. (1.92), qui se réduit a basse
fréquence a I’expression (1.100).

Le prochain chapitre est consacré a I’étude de la diffusion anisotrope d’une onde plane TH par
une fissure plate (T = 0) de taille 2a saturée d’un fluide Newtonien. La fissure est alors re-
présentée par une ligne de discontinuités, constituée par la juxtaposition de singularités li-
néiques diffusantes.
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CHAPITRE 1II

Diffusion simple par une
fissure visqueuse antiplane

RESUME — Dans ce chapitre, nous étudions la diffusion anisotrope d’une onde plane TH, sollicitant sous incidence
une fissure bidimensionnelle de taille finie contenant un fluide Newtonien. A partir de I’équation d’ondes et
compte tenu des conditions aux limites du probleme, nous avons développé une équation intégrale singuliére de
type Cauchy similaire a celle généralement établie pour les fissures dont les levres sont libres de contraintes. La
forme particuliére de cette équation intégrale se préte a la mise en ceuvre d’une méthode de résolution numé-
rique adaptée a la détermination du saut de déplacement a travers la fissure, en fonction d’une densité de di-
slocation répartie sur la surface de la fissure. Connaissant cette densité, nous calculons la réponse spatio-
fréquentielle de la fissure en tout point de I'espace. En particulier, nous établissons I’expression analytique de
I'amplitude de diffusion en champ lointain de la fissure seule et déterminons ses approximations a basse et
haute fréquences.






Diffusion simple par une fissure visqueuse antiplane

Le probleme de diffusion par une fissure étant assez ancien, la littérature associée n’en est que
plus vaste. Par exemple, Loeber & Sih (1968) ont développé une méthode intégrale pour ob-
tenir les contraintes dynamiques autour d’une fissure de taille finie. Ils ont ramené le pro-
bleme de diffusion a I’évaluation numerique d’un systeme d’équations intégrales couplées.
Leurs résultats sont valides seulement a basse fréquence. Le cas de la diffusion d’ondes élas-
tiques par des fissures semi-infinies a par exemple été étudié par Mow & Pao (1971). Une
synthese d’études sur la propagation d’ondes élastiques dans des milieux contenant des fis-
sures est faite par Kraut (1976) et, dans le cadre de la théorie asymptotique de rayons, dans
Achenbach et al. (1982). Angel (1988) a montré que le probleme de diffusion des ondes
planes TH par des fissures dont les lévres sont libres de contraintes se réduisait a la résolution
d’une équation intégrale singuliére de type Cauchy en employant des techniques de transfor-
mations intégrales. D’autres équations intégrales singuliéres ont été obtenues par Angel &
Achenbach (1984, 1985a, 1985b) et Angel (1986). Ces équations présentent I’intérét de se
préter a la mise en ceuvre de méthodes de résolution numérique de type Gaussien (Carnahan
et al. 1969).

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la diffusion d’une onde plane TH sollicitant sous
incidence 0, une fissure de taille finie, représentée par une ligne de discontinuités. Afin
d’anticiper I’application présentée au Chapitre V, la fissure est supposée contenir un fluide
visqueux. Observons que lorsque la viscosité est négligeable, le probléme se réduit a celui
d’une fissure dont les lévres sont libres de contraintes, diffuseur qui peut également étre décrit
par une ellipse de rapport de forme T =0 (Chapitre 1). La méthodologie suivie dans ce qui
suit est analogue a celle développée par Angel (1988) pour le cas d’une fissure dont les lévres

sont libres de contraintes et sollicitée a incidence normale.

Dans ce contexte, le champ diffusé par la fissure est déterminé en tout point de I’espace. Son
évaluation en champ proche nous conduit par exemple a déterminer le facteur d’intensité de
contraintes dynamiques, qui régit le champ de contraintes au voisinage des pointes d’une fis-
sure. Finalement, ses propriétés en champ lointain nous permettent de calculer I’amplitude de
diffusion associée.

II.1  Formulation du probléme et conditions limites

Considérons un solide élastique, isotrope, homogeéne et infini, contenant une fissure plate
d’épaisseur moyenne 6 et de longueur 2a, Figure I1.1. La cavité de la fissure est remplie d’un
fluide Newtonien de viscosité dynamique 7,. La fissure est centrée sur I’origine O du sys-
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teme (y,,y,) et est infinie dans la direction perpendiculaire y, . Son ouverture &(y,) est plus
petite que sa demi-longueur a . Une onde plane TH incidente, polarisée dans la direction y, ,
se propage dans le plan (yl,ys) selon une direction faisant un angle 6, avec la normale a la
fissure.® Le déplacement causé par I’onde incidente en tout point i est donné par :

2

'U,inc (g> _ 'U,O eils:T(yl sin 6 +y, cos()()) ’ (I Il)

ou u, et k, =w/c, représentent respectivement I’amplitude de I’onde et son nombre
d’onde. D’apreés la loi de Hooke (1.5), la contrainte a% associée est donnée par :

i — . ik, (y, sin@, +y, cosf
o (y) = ik, u p, cosf e ol sty g 0), (1.2)

23

ou 4, est le module de rigidité du solide. Puisque il y a une invariance en translation dans la

direction y, , le probleme de diffusion résultant est naturellement bidimensionnel.

/\\;\J onde TH

\ (9[) | 7
= 0
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5§ N| / s
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a \ /i a Y
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\" /%
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Figure I1.1 : Onde plane TH incidente sur une fissure plate saturée d 'un fluide de viscosité
dynamique 17, .

Quand la fissure interfére avec I’onde incidente, des ondes diffusées sont générées. Ces ondes

dif

produisent un déplacement diffusé « antiplan » w,

, solution de I’équation de Helmholtz sca-
laire :
82u2dif (?j) (92u;if <3_j>

+ + EuM () =0. 1.3
o7 ot () (11.3)

dif

Le champ de déplacement diffusé u,

, jusgu’ici inconnu, doit étre déterminé. Notons que le
déplacement diffusé est antisymétrique par rapport au plan (yl, y2) et la discontinuité a travers

les lévres de la fissure est donnée par (Achenbach et al. 1982) :

2uy" (y1,0+) = uy" (y1,0+) —uy" <y1,07> . (1.4)

s

5 1 9 £ M 4 M 4 b1 b
Notons que par rapport au Chapitre I, I’angle d’incidence 6, = 5 0, est désormais mesuré par rapport a I’axe
y, - Pour les différencier, il est maintenant en italique.
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Nous pouvons donc limiter notre attention au demi-espace y, > 0.

dif

Nous établissons maintenant les conditions aux limites satisfaites par le champ diffusé «," .

Ce champ étant antisymeétrique, satisfait (sur I’axe y, en dehors de la fissure) la relation :

ult (yl,m):o, ly| > a. (11.5)

La continuité du vecteur contrainte s’exercant sur les lévres de la fissure, définies par les

coordonnées suivantes :
8
‘y3‘:§ et ‘y1‘<a, (11.6)

entraine celle de la composante o,, (Martin 1990) :
dif + inc +) __ 0
T (yl,O )+0’23 (yl,O )— <023><y]>, ‘3/1‘ <a. (1.7)

<o§3> représente la moyenne de la contrainte dans le fluide a travers I’épaisseur 6 de la fis-

sure, alors que le membre de gauche de I’Eq. (11.7) représente la contrainte régnant dans le
solide adjacent, qui, d’apreés la loi de Hooke (1.5), satisfait I’égalité :

_ ' auinc audif
inc dif
Og T 05 = I (91/23 + K, (9;3 : (11.8)

La contrainte moyenne <0203> dans le fluide contenu dans la fissure est établie & partir de la loi

de comportement du fluide Newtonien :

ol (7) =, , (1.9)

ou le point supérieur désigne la dérivée par rapport au temps. Nous obtenons :

<0'§3><y1> - % u; (yv;s) - u; yp_g) )
= %[ﬂ?t (11,07 ) — " (yl,O*)}, (6—0), (11.10)
i o, 07) -0

En utilisant I’antisymétrie (11.4), I’Eq. (11.10) devient pour une dépendance temporelle de la

forme exp(—iwt) :
(o)) = 225 0" (4,07, (11.11)

En substituant les Eqgs. (11.2) et (11.11) dans la condition limite (I11.7), nous obtenons
(Kawahara & Yamashita 1992) :
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dif "
%5:0) +2ik, ouy" (@/170+) = —ik u, cos b, e ‘yl‘ <a, (1.12)

ou le facteur sans dimension :

_ Cr

, (11.13)
o1,

caractérise les effets de viscosité induits par le fluide. Nous allons maintenant résoudre
I’Eq. (11.12) afin de déterminer le déplacement des lévres de la fissure.

I.2 Champ de déplacement diffusé : transformée de Fourier spatiale
Définissons la transformée de Fourier spatiale (par rapport a la variable y, ) directe et inverse

de u‘hf :

~ dlf

‘hf e dy,, (11.14)

£7y3 \/_f
ul (7 \/_ [ (g, )e de. (11.15)
Aprés avoir appliqué la transformée (11.14) a I’Eq. (11.3) et défini la fonction £ telle que :

2 2 1/2 2 2
_ (5 _kT) ’ &2k (11.16)

I’équation de Helmholtz (11.3) devient une équation différentielle ordinaire de variable y, :

82 d1f
2
ay N

(&u,) -8 (&)@ (&u,) = 0. (11.17)

Une solution bornée dans la région y, > 0 et satisfaisant la condition de Sommerfeld (1.18),
Ss’écrit :
alt (g, y,)=C(E)e™, (11.18)

ol la fonction C' est donnée par I’Eq. (11.14) sous la forme :

(9,0 )"y, (11.19)

\/_f W0
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I.2.1 Densité de dislocation

Nous pouvons maintenant substituer I’Eq. (11.19) dans I’Eq. (11.18) et appliquer la transformée
inverse (11.15). Le résultat est :

w (7)== [ [ 0.0 eos (¢ (v, ))e " v, (11.20)

L’équation (11.20) montre qu’il est possible d’évaluer ud‘f(y) quel que soit y, >0, si
u" (v O*) est connu pour ‘ ‘< a. Afin de déterminer u;hf (v,O*), nous introduisons une

fonction b telle que :
ug" <y1,0+> = fyib(v)dv, ‘yl‘ <a, (1.21)
et qui satisfait la condition de fermeture suivante :
f_:b(v)dvzo. (11.22)

La définition de b est compatible avec la condition (I1.5). La fonction b peut étre interprétée
comme une densité de dislocation a travers les lévres de la fissure. Par conséquent, pour
chaque fonction b intégrable sur I’intervalle [—a,a] le déplacement u" (U,0+) est continu
sur I’intervalle ]—oo, oo[. La densité de dislocation b dépend a priori de la fréquence, de

I’angle d’incidence et de la viscosite.

En utilisant la définition (11.21), la quantité C' prend la forme suivante :

\/— f, N L v)dvdy,, (11.23)

qui, aprés un changement d’ordres d’intégration et I’utilisation de I’Eq. (11.22), devient :

b(v) &< dv. (11.24)
9= e /0

Cette relation couplée a la définition de la densité de dislocation (11.21) est maintenant utilisée
afin de réécrire la condition limite (11.12) en fonction de la densité de dislocation b .

I1.2.2 Equation intégrale singuliére

La dérivée partielle de I’Eq. (11.15), aprés y avoir substitué I’Eq. (11.18), conduit & :

Ouy” (yl, O+)
o _

3

f B¢ e ge (11.25)
A I’aide des Egs. (11.21), (11.22), (11.24) et (11.25), la condition limite (11.12) devient :

39



f f ) Qy dg — 2ik of v)dv = (11.26)

sin ),

ik, u, cosf e by sty ‘yl‘<a.

Si nous introduisons la fonction de Heaviside H (Annexe A2) dans la définition (11.21) et
utilisons I’Eq. (11.22), nous établissons :

J b(o)dv= [ o=y )b(v)dv. (11.27)

A partir des résultats obtenus par Angel (1988), I’intégrale double dans le membre de gauche
de I’Eq. (11.26) se réduit & Iintégrale singuliére suivante (voir I’Annexe A3) :

_f_a

Cette intégrale est définie au sens des valeurs principales de Cauchy si ‘yl‘ < a, et la fonction

+S(v—yl) dv. (11.28)

v—y,

S est donnée par :
S(z) = j; ”[@1]@(@)%. (11.29)

Les équations (11.27) a (11.29) conduisent alors a I’égalité :

flb(v) "y —I—S(v—yl)+S<v—yl>dv:g(yl), (11.30)
1
ou S et g sont telles que :
$(z) = —2irk,oH (), (11.31)
g(x) =imu k. cos0, et (11.32)

L’ équation (11.30) est fondamentale. La fonction S est liée a la viscosité et a I’épaisseur de la
fissure, par I’intermédiaire de o ; ¢ est liée a I’onde incidente et S fait intervenir la propaga-
tion de ’onde diffusée avec un nombre d’onde selon la direction parall¢le a la fissure égal a
k.. La longueur 2a de la fissure apparait dans les bornes de I’intégrale de 1’Eq. (11.30).
L équation (I1.30) est une équation intégrale singuliére de type Cauchy pour I’inconnue b .
Puisque les fonctions S, S et ¢ sont a valeurs complexes, la densité de dislocation b I’est
aussi. L’équation intégrale (11.30) ne peut pas étre résolue analytiquement, mais il est possible
de la résoudre numériqguement en utilisant, par exemple, une formule d’intégration de type
Gauss — Tchebychev (Erdogan & Gupta 1972) ; résolution qui est discuté en detail dans
1’Annexe A4 (pour la forme adimensionnelle de 1’Eq. (11.30)). A incidence normale (6,=0)
et pour un coefficient de viscosité nul (o = 0), I’équation intégrale (11.30) est équivalente a
celle établie par Angel (1988).
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Une fois la densité de dislocation b connue, le champ de déplacement diffusé et le champ de
contrainte associé peuvent étre calculés partout dans le solide. En substituant les Egs. (11.21)
et (11.22) dans I’Eq. (11.20), le champ de déplacement diffusé dans la région y, > 0 s’écrit

oA,

o @):% f_ fo ”b(v) : sin(f(v—%))dfdv. (11.33)

I.3  Champ de déplacement diffusé : représentation de Green

Dans cette section, le champ de déplacement diffusé par la fissure est décrit par la superposi-
tion des champs rayonnés par un ensemble de sources linéiques réparties sur ses levres (con-

fondues). 1l s’agit alors de retrouver les Egs. (11.20) et (11.33)

Désignons par G(gj;g‘j’) le rayonnement en demi-espace (fonction de Green), d’une source
linéique, antiplane, unitaire, isotrope placée au point 3’ = (y/,y;) et notée 8(3:y'). G (¥:7)
veérifie les équations suivantes :

(A, +#)G(5:7) =-3(5:7), v, >0, (11.34)
G(7:7)=0, |u|>a v =0, (11.35)

ou & est la fonction de Dirac (Annexe A2) et A indique que les dérivations se font par rap-
port aux coordonnées du point i . On montre que si la dépendance par rapport au temps est
exp(—iwt), une solution particuliére de I’Eq. (11.34), choisie de fagon a satisfaire la condition
aux limites (11.35) et la condition de Sommerfeld, est donnée par (voir I’Annexe A5) :

G(i;7) = i[Hé” (k, |7 7)) - H (k:T 7 - 5’\)} (11.36)

ol g = (yl’,—y;) est I’image du point 3’ dans I’espace de § par rapport a I’axe , .

Cherchons maintenant a donner une représentation intégrale du champ de déplacement diffusé

dif

X (37) Nous pouvons montrer que u.* (37) s’exprime & I’aide de la représentation de Green

u, 2

(en tenant compte de la réciprocité de cette derniére, voir I’Annexe A5) sous la forme :
4 o i OGT5Y
ul () = j: u) (y/)%dyl’ .yl =0", y, >0. (11.37)
3
En utilisant I’Eq. (11.36) et le résultat %Hé” () = —H"Y (») dans ’Eq. (11.37), nous obte-
nons :
dif

" (5) = %kTyg [ “amﬂf” (k) do, (11.38)

2 TO0
7"0

ou r, est défini par :
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7“02 = (yl — 1))2 + y§ (11.39)

A partir de la représentation intégrale suivante (Abramowitz & Stegun 1970) :
) 2 [ ¢ A
' (k1) = gfo cos({(v—yl))wdﬁ, y, >0, (11.40)
nous montrons facilement, que le déplacement diffusé (11.38) se réduit aux expressions (11.20)
et (11.33). Par ailleurs, la relation (11.38) sera utilisée dans la section suivante, pour établir

I’expression du champ diffusé en champ lointain.

II.4  Amplitude de diffusion en champ lointain

Soit (r,@) les coordonnées polaires d’un point P dans le demi-espace (y, > 0), comme tracé
sur la Figure 11.1. La distance r et I’angle 6 sont définis par r* =y’ +y§ et cosf =y, /.

Ainsi, pour r > v, la distance (11.39) s’écrit :

T :r[l—%sin@]%—O(rl) (11.41)
Nous avons pour r > a
2 i[krrfkTﬂsin(ffis—ﬂ—] T
(1) ~ 1) (1) ik vsing
HY (k,r, ) =~ ——e ~ H" (k,r)e . (11.42)
T

A I’aide des Eqgs. (11.41) et (11.42), le déplacement diffusé (11.38) prend la forme :

u™ (?) i k, cos 9H1(1) (kTr)fj’ u™ (v, O*)efikTUsmg dv, (r>a, 0<60<2m).

2 - 5 2
(11.43)

En champ lointain, le champ de déplacement diffusé (11.43) peut donc étre regardé comme le
produit de la fonction radiale Hl(l), qui dépend de k,r, et d’une fonction de I’angle
d’observation ¢, qui dépend a priori de I’angle d’incidence 6, et de la fréquence. Observons
que le déplacement u;hf (v, O*) est une fonction paire de v, pour une incidence nulle. Ainsi,
d°apres I’Eq. (11.43), nous avons " (r,0) = u;" (r,—0) pour ¢, = 0.

9 D
En substituant les Eqgs. (11.21) et (11.42) dans ’Eq. (11.43), puis en échangeant les ordres
d’intégration et en utilisant I’Eq. (11.22) dans I’expression résultante, nous trouvons que le
déplacement diffusé en champ lointain (11.43) s’écrit sous la forme équivalente (1.88), ou
I’amplitude de diffusion en champ lointain f(e, 00) est définie par :

£(0,6,) = k.—TcosﬁB<«9,00>, (11.44)

21w
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avec .

i @ —ik vsin6
B(0,0 )= — | blv)e " dw. 11.45

( 0) uokTsinﬁf—a ( ) ( )
La fonction b étant impaire, Eq. (11.22), il découle des Egs. (11.44) et (11.45) que
f(r—0.,6,) = —F(0,0,). Dans le voisinage de 6 = 0 ou , en utilisant des développements
en séries de Taylor de la condition (11.22) et de la fonction exponentielle de I’Eq. (11.45), nous

trouvons que :

£(0.0,) = —f(m.6,) = ;—TWB(GO), (11.46)
avec :
B(9,) = iﬂvb(v)dv. (11.47)

A incidence normale (6, =0) et en absence de fluide visqueux (o = 0), les expressions
(11.44) et (11.46) se réduisent a celles données par Caleap et al. (2007a).

IL.5 Limites analytiques

Dans cette section, nous établissons les expressions limites de 1’amplitude de diffusion
£(6,6,) dans les cas de basse et haute fréquences (& = k.a < 1,>1). Avant de résoudre
I’équation intégrale singuliere (11.30) dans ces cas particuliers, réécrivons-la sous forme adi-
mensionnelle. Pour cela, nous introduisons les notations suivantes :

y=y/a,¢=¢§/k, 5(v>:ab(va>/uo. (11.48)

En substituant les parametres précédents dans les fonctions G, S, S et g, définies respecti-
vement par les Egs. (11.16), (11.29), (11.31) et (11.32), nous obtenons les relations adimension-

nelles suivantes :

g'(a:) =aS (ax) = 000 [@ —1|sin ((I)C{L’) d¢, (11.49)
$(z) = a$(az) = —2irwoH (z), (11.50)
§<x> = ag(ax) /[ u, = in@cos, e (11.51)

La fonction 5 dans I’Eq. (11.49) est donnée par :

EN €] <1.

(11.52)
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A I’aide des relations précédentes, I’équation intégrale (11.30) et la condition de fermeture
(11.22) nous conduisent a :

o

+§'(U—y)+s<v—y)

dv=3g(y), |y<1 (11.53)

v—Yy

Lfé@ﬁvzo. (11.54)

-1

Dans un premier temps, nous allons calculer I’intégrale (11.49) analytiquement. En substituant
la fonction 3 donnée par I’Eq. (11.52) dans I’Eq. (11.49) et en utilisant la relation :

ﬁ«)—1:— ! (>, (11.55)

I oy

nous obtenons apres une intégration par parties :
~ 1 —cos (wC x)

——lwf = F

En utilisant les tableaux des intégrales tabulées dans Gradshteyn & Ryzhik (1994), nous obte-

(11.56)

sin w( x dC

nons apres quelques manipulations algébriques les résultats suivants pour les deux intégrales
de I’Eq. (11.56) :

(Ejtiimqwmgzgﬁﬁ%ﬁdm V>0, (11.57)

ocl—COS T
L (<) j‘Y )(z —v)dv, Va>o0. (11.58)

<ﬁ

Rappelons maintenant les identités suivantes (Abramowitz & Stegun 1970) :

J:UYE)(U>dv = 2 +2Y, (a:),

s

= Jy(0) =7/ (v), 0¥, (0) = 0¥ () + Y, (0),
LZJO(U)dU:%x[HtJ(x)Jl(m)_J0<$)H1<x)]+m‘]1(x>v Va >0,

o) = Zel a5 o) 3 o), )] 7, ). v

0

ol H, et H, sont respectivement les fonctions de Struve d’ordre zéro et un. Ainsi, en utilisant
les relations ci-dessus et la définition de la fonction de Hankel de premiére espéce,
HY () =J, o +iY, (), PEq. (11.56) devient :
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S(:z:) = i@ 7rZQ:L’

1

) o), (31 1 (), (o)

(11.59)

sgn (:c) Hl(l) (@ ‘x‘) — cDngl) (@ ‘x‘)

LT 1
+ilw — - —,
2 T

ou sgn est la fonction signe (Annexe A2). Cette forme adimensionnelle de I’Eq. (11.49) va
étre utile a la résolution de I’équation intégrale (11.53) pour des basses/hautes fréquences, a
partir des développements asymptotiques des fonctions de Hankel et de Struve pour de pe-
tits/grands arguments. Notons que I’expression (11.59) « annihile » la singularité en 1/ z de
I’équation intégrale (11.53).

I1.5.1 Approximation basse fréquence

Plagons-nous dans le cas ou @ < 1, i. e. & basse fréquence. Les développements asympto-
tiques des fonctions de Hankel et de Struve pour de petites valeurs des arguments peuvent étre
approximés par les relations :

A (z)= (1 + O(ZQ)) + 1[% (Inz+ 0(1))] , (11.60)
A (z) = %(1 + 0(22)) + i[;(lnz +0(1))- %] , (11.61)
H, (2)= %(1 +0(2)), H, (=)= 3%% (1+0(=)). (1.62)

Ainsi, en substituant les relations (11.60)-(11.62) dans I’Eq. (11.59), la fonction S devient :

S(az):%mf (na+0(1) -1 %aa (1+ 0(a)). (11.63)

Par souci de clarté, nous allons étudier successivement les cas des fissures ou les lévres sont

libres de contraintes (surface libre) ou en contact avec un fluide Newtonien visqueux.

1.5.1.1 Fissure a surfaces libres

Dans ce cas o = 0 et I’équation a résoudre (11.53), aprés y avoir substitué I’Eq. (11.63) et
utilisé la condition (11.54), devient :

b
ft%dv =g(y)- B, EM (ma) + 0(1)) - i%df (1 n 0(@2)) <1, (164)
ou la quantité B, est définie a I’aide de I’Eq. (11.47) par aB, = B(QO) soit :
B, = jivbN(v)dv. (11.65)
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Finalement, le développement limité de I’Eq. (11.51) est donné par :
g (:z:) = imw cos 0, ((1 + 0 ((DQ>) +iwzsing, (1 +0 (®2>)) . (11.66)

En substituant I’Eq. (11.66) dans I’Eq. (11.64), nous obtenons :

%fllf(TUg)/dv = g, — Y’ sinf, cosb, (1+O(@2)), ‘y‘ <1, (1.67)
avec .
g, = iwcosf, (1+0(®2))—% %aﬂ (1n@+0(1>)—i§@2 (1+0(@2)) . (11.68)

Une solution b(y) de I’Eq. (11.67), non-bornée en y = 41, est construite en considérant la
quantité g, (et par consequent B, Eq. (11.65)) comme une constante et en appliquant la mé-
thode décrite par Muskhelishvili (1953). Nous obtenons ainsi (Muskhelishvili 1953, Mikhlin
1964, Polyanin & Manzhirov 1998) :

2
_ Y Yy
(y> \/1_y2 9o \/l—gf

En insérant la solution (11.69) dans I’intégrale B, donnée par I’Eq. (11.65), nous obtenons :

b

@& sin 6, cos (1 + O(@2>), ‘y‘ <1. (11.69)

™

B, =74, (-0) (11.70)
soit, en utilisant I’Eq. (11.68) :
B 4im@® cos 90 (1 + O(sz»
" 8+20 (Ing +0(1)) - ina? 1+ 0(@2)) (1171)

~ i[l—iw (mJJ +O<1))]wgc0800 —@3%@500 (1 + O(@?)).

Considérons maintenant I’intégrale B(a, 90), Eq. (11.45), apparaissant explicitement dans la
définition de I’amplitude de diffusion (11.44). Nous définissons la quantité adimensionnelle
B, par aB, = B(H,HU), soit :

i

B, = fl b(v)e ™™ dv, (6= 0,m,2m,...). (11.72)

wsinf J -1

Autour des valeurs singulieres 6 = 0,,2m,..., B,

se réduit & B, donnée par I’Eq. (I1.65).
Nous développons en séries de Taylor la fonction exponentielle dans I’Eq. (11.72) pour des

fréquences @ petites et supposons que les intégrales du type v"b (v), n=0,1,2,..., ont le
méme ordre en @ que B, . Il s’en suit alors que :

B =B (1 +sin® 00 (@*) + i sin 90(@)), (11.73)
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avec B, donnée par I’Eq. (I1.71). En substituant I’Eq. (11.73) dans I’expression de I’amplitude
de diffusion (11.44), nous obtenons :

f(@ﬁ)z.zTncosecosHO, (o0 =0, ©w—0), (11.74)

770
17T

ou le coefficient de diffusion 7, est donné par :
T (@)= i[— T (ma + 0(1))]@2 - g—iaﬁ (1 + 0(@2 lncb)>. (11.75)

L amplitude de diffusion (11.74) est en accord parfait avec celle calculée en considérant la
fissure comme un cas particulier d’une ellipse d’ouverture nulle, Eq. (1.102).% Elle coincide
également avec celle présentée par Varadan & Varadan (1979) et Weaver & Pao (1979).

1.5.1.2 Fissure contenant un fluide visqueux

Observons que la fonction S dans I’Eq. (11.50) est linéaire en o et & . Ainsi, pour & — 0,
nous pouvons écrire :

S 5(0)8(0—y)av = 00(1(.y)). (11.76)
ou I est I’intégrale donnée par :
](Cu,y):fjll;(v)H(v—y)dv:£15(0>dv. (1.77)

En supposant que les intégrales B, et I, Egs. (11.65) et (11.77), sont de méme ordre en &, il

s’en suit que :
fﬁ(”)s(” —y)dv=0B,0(@). (11.78)

En utilisant les Eqgs. (11.63) et (11.66), (11.78) dans I’équation intégrale (11.53) et en suivant la
méme démarche que pour la fissure a surfaces libres, nous obtenons :

B, = B, (1+sin” 00(&*) +isin 00 (), (1.79)
ou :
2im cos 0, (1 +0 (JJQ ))
B, =
44 (g +0(1)) + 20 0() (11.80)
~ 1, ~ ~ T ~2
~ 1[1 — Zw (lnw + O(l))]w;cos&o + UCOSHOO(w )
® Rappelons que par rapport au Chapitre I, les angles 6 = g —0etf = g — 0, sont mesurés par rapport a I’axe
y3'
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En substituant I’Eq. (11.79) dans I’expression de I’amplitude de diffusion (11.44), nous obte-
nons :

f(@,@o)ziﬂlcosﬁcosﬁo, (o0 >0, w—0), (11.81)

17T

ou le coefficient de diffusion 7, est donné par :

T (@)= 1[% - %@2 (no+ 020(1))] & +00(a). (11.82)

Remarquons qu’a basse fréquence (& — 0) seulement la partie imaginaire de I’amplitude de

diffusion est affectée par la viscosité o du fluide.

11.5.1.3 Réduction d’une fibre elliptique

L approximation basse fréquence de la diffusion d’une onde TH par une fibre elliptique
d’ouverture T = jT? et de module de rigidité y est étudiée dans I’Annexe AG. Les cas de ca-
vité vide ou saturée d’un fluide visqueux de viscosité dynamique 7, sont traités en fixant res-
pectivement p, =0 et p = —iwn,. Enfin, en développant en séries de Taylor autour de
6(: a, = TCLI) =0 avec a, — a, ’'Eq. (A6.35) se réduit aux Egs. (11.74) et (11.75) lorsque
n, =0, etconduita:

T, (@)= i[f - = ~21nw—g02w2]@2 —f[o +%w]aﬁ, (11.83)

quel que soit o, expression conforme a I’Eq. (11.82).

I1.5.2 Approximation haute fréquence

Placons-nous dans le cas ou @ > 1, i. e. & haute fréquence. Les fonctions de Hankel et de
Struve pour de grandes valeurs d’arguments peuvent étre approximées par les relations sui-
vantes (Abramowitz & Stegun 1970, Gradshteyn & Ryzhik 1994) :

H, (z)z%—Ecos[z—i—%]—l—O(zm), (11.84)
H (2)= 2_ \/zsin[z 4 g] + o(z-?’/?), (11.85)
T Tz
HY (2)= —i\/% ei[HZL O(=?), HY () = —\/g ei[z+74r]+ O(=").  (11.86)

Ainsi, en substituant les relations (11.60)-(11.62) dans I’Eq. (11.59), la fonction S devient :
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S(:c)z—é—i%sgn(z)@—i—O(JJ1/2). (11.87)

Dans ce qui suit nous allons étudier successivement les cas des incidences normale (6, = 0)
et oblique.

11.5.2.1 Incidence normale

Dans le cas de I’incidence normale, la fonction § définie par I’Eq. (11.51) est une constante et
I’équation intégrale (11.53) prend la forme suivante :

f_llg(“)s@ —yio)dv=ind, |y <1, (11.88)
ou:
S(x;o') = i + 5(%) + S(QB) = —i@g[sgn<x) +40H (xﬂ ] (“.89)

En substituant I’Eq. (11.89) dans I’Eq. (11.88), nous trouvons :

f_llg (v)semn (v —y)do = 7 f%, [y <1. (11.90)

A I’aide de la condition (11.54), I’Eq. (11.90) devient :

[ b(v)av= 1+120, v <1. (11.91)

Puisque b doit satisfaire la condition de fermeture (11.54), une solution de I’Eq. (11.91)

s’écrit :

b(y) = 1+220 [6(1+y)—6(1—y)}, (6, = 0). (11.92)

En substituant I’Eq. (11.92) dans les expressions (11.65) et (11.72), nous obtenons :

2sin <¢D sin 9)
B, =— , (11.93)
(1 + QU)asine
2
B — _ 11.94
0 1420 (11:94)

La limite haute fréquence de I’amplitude de diffusion en champ lointain s’obtient en substi-
tuant respectivement les Eqs. (11.93) et (11.94) dans les relations (11.44) et (11.46). Pour une
incidence normale (6, = 0), nous en déduisons alors que :

= _sin <d} sin 0)

f<(9,0) = .iCOSQBg =i

. (1+20‘)7r cotf, (w0 — 00), (11.95)
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B =i—Y

f<0,0):—f(7r,0):% : m (& — o0). (11.96)

Observons que les amplitudes de diffusion (11.95) et (11.96) sont des imaginaires purs.

1.5.2.2 Incidence oblique

Un procédé similaire a celui décrit dans le cas de I’incidence normale nous conduit a
I’équation :

1:5<U> do — 103—829; ei[)ysin% ’ ‘y‘ <1, (“97)

dont le membre de droite dépend de y. L’identification de b, solution de cette équation,
s’avere étre alors plus compliquée et ne sera pas traitée ici. Par contre, une approximation
haute fréquence de la partie imaginaire de I’amplitude de diffusion vers I’avant peut étre ob-
tenue & partir de résultats de I’Annexe A7. Ainsi, en comparant I’Eq. (A7.2) a ’Eq. (A7.18),
nous déduisons que :

B (COSHO +20‘)7r’ (&= 00) (1198)

~ 2
W COS 90
0’ 0)

Im £ 6,6

1.6 Résultats numériques et discussion

Les résultats obtenus précédemment nous permettent de calculer le champ de déplacement
diffusé et les champs de contrainte associés partout dans le solide. Nous allons évaluer numé-
riguement dans la suite des quantités physiques relatives a la diffusion en champs proche et
lointain.

I1.6.1 Diffusion en champ proche

1.6.1.1 Déplacement le long de la fissure

La Figure 11.2 montre le module du déplacement total \u;m (y, Oi)‘ sur les lévres de la fissure,
(y =y, /a €[-11]) en fonction de la fréquence réduite & . Nous allons identifier la lévre
de la fissure qui est exposée a I’onde incidente comme la « levre avant » (y, < 0), Figures
[1.2b et d; ’autre levre est référencée comme « levre arriere » (y, > 0), Figures 11.2a et c.
Pour I’incidence normale (6, = 0), le diagramme espace-fréquence (y-&) montre la symé-
trie, par rapport a la direction de sollicitation, des déplacements «,** de part et d’autre de la
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fissure, Figures 11.2a et b. Avec I’augmentation de la fréquence le nombre de crétes augmente
en suivant approximativement un ordre de nombre entier de 7. Ces crétes montrent de petites
fluctuations dues au piégeage de I’énergie par la fissure. A incidence oblique (0, = %), la
symétrie est perdue. L’interaction entre les modes vibratoires latéraux induit des changements
progressifs dans I’alignement spectral des crétes le long du profil des fréquences.

—

Distance sur la fissure, y
(e

Distance sur la fissure, y

27 47w _ 67 8m
w

Figure 11.2 : Déplacement total le long des lévres avant (a et c) et arriére (b et d) de la fis-
sure, pour une sollicitation sous incidence normale (a et b) ou oblique (c et d).

1.6.1.2 Facteur d’intensité de contraintes dynamiques

La compréhension des mécanismes de rupture des matériaux nécessite des études approfon-
dies des phénomenes d’amorgage et de propagation de fissures, qui, en général, prennent nais-

sance dans les zones de fortes concentrations de contraintes.

En mécanique de la rupture linéaire, la ruine du matériau est atteinte, lors du dépassement des
facteurs d’intensité de contraintes critiques pour une sollicitation quasi-statique. Or une fis-
sure est non seulement un diffuseur d’ondes, mais également un concentrateur de contraintes.

51



Le champ de contrainte environnant présente des singularités de type racine carré aux pointes
de la fissure (Sih 1973). Nous évaluons dans la suite le facteur d’intensité de contraintes dy-
namiques a ces deux extrémités K a partir du déplacement diffusé par la fissure (Loeber &
Sih 1968) :

Jor 1w

+ .
Koy = 1 2 y}gila \H Uy
1

ou « 4 » designe les pointes de la fissure ?/1/ = +a. Introduisons le facteur d’intensité de

(yl',Oi>, (11.99)

contraintes normalisé f(j; :

+
17

KO

yasg

+

, (11.100)

11

ou K est le facteur d’intensité de contraintes statique pour une fissure de taille 2a contenue

dans un solide infini soumis a un contrainte 033 =ik, u p, a l’infini, i. e.,

K, =o' \ma. (11.101)

La Figure 11.3 montre les facteurs d’intensité de contraintes f(fH en fonction de la fréquence
réduite &, pour quatre valeurs de I’angle d’incidence 0, . A incidence normale (0, =0), au
fait de la symétrie par rapport a I’axe y,, les deux pointes de la fissure possedent le méme
facteur d’intensité (f(;[ = f{;H). Les facteurs d’intensité dynamiques partent de leurs valeurs
statiques a @ = 0, puis augmentent avec «, atteignent leur maximum approximativement a
w = 0,95 et enfin diminuent en oscillant. La valeur maximale de chaque facteur d’intensité
de contraintes dynamique est environ 28% plus grande que la valeur statique correspondante.
Ceci implique qu’une fissure sous un chargement dynamique est généralement plus dange-
reuse que sous un chargement statique de méme amplitude. Le comportement global de f(j;l
pour une incidence oblique est semblable a celui pour I’incidence normale. La valeur maxi-
male des facteurs d’intensité de contraintes diminue avec I’augmentation de 6. L’oscillation
du facteur d’intensité K a la pointe droite de la fissure est généralement plus faible que

11

celle de f(;H a la pointe gauche de la fissure. Dans la gamme de fréquences considéree, f([*H

est plus grand que f(]‘H, ce qui indique que la pointe droite de la fissure est susceptible de se
propager en premier, si le facteur d’intensité de contraintes critique est atteint. A incidence
latérale (0, = g), I’onde incidente engendre des contraintes nulles sur les lévres de la fissure,
et les facteurs d’intensité correspondants s’annulent. Notons ici que les facteurs d’intensité de
contraintes pour une incidence normale (6, = 0) sont conformes aux résultats obtenus par

Loeber & Sih (1968), Mal (1970) et Ohyoshi (1973).
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Figure 11.3 : Facteur d’intensité de contraintes dynamiques X;] en pointes de fissure, sollici-
tée sous différents angles dincidence (0,).

11.6.2 Diffusion en champ lointain

1.6.2.1 Fonctions de forme

La fonction de forme en champ lointain f, (©,6;6,), Eq. (1.95), calculée avec la relation
(11.44), est tracée sur les Figures 11.4 & 11.6 en fonction de la fréquence réduite &, pour diffé-
rentes valeurs d’angle d’incidence 0, et de viscosité o . Les Figures Il.4a et b présentent res-
pectivement les spectres de diffusion vers I’avant et vers I’arriére pour une fissure (o = 0).
Les symboles triangulaires representent les valeurs numeriques de la fonction de forme d’une
fissure vue comme une cavité elliptique d’ouverture négligeable contenant du vide. La mé-
thode basée sur I’utilisation des fonctions d’onde elliptiques est présentée au Chapitre I. La
concordance entre les résultats obtenus par les deux méthodes est parfaite. La Figure Il.4a
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montre que la fonction de forme vers I’avant augmente avec @ tout en oscillant, mais dimi-
nue lorsque I’angle d’incidence 6, augmente. Pour une incidence normale (6, = 0), la fonc-
tion de forme vers I’arriére est identique a la fonction de forme vers I’avant, comme le prévoit
I’Eq. (11.46). Nous observons que dans la gamme de basses fréquences (& < 1), les fonctions
de forme vers I’avant et vers I’arriere ont les mémes valeurs, puis lorsque la fréquence aug-
mente, la fonction de forme vers I’avant est genéralement plus grande que la fonction de

forme vers I’arriére correspondante.

2 2
f @_ 7 (b)
L 0 = 0 N - 0 — 0 B
0 0
1L /6 | 1L |
/3
, | NG |
/3

0 ‘ 0 :

0 5 10 0 5 10
w w

Figure 11.4 : Fonctions de forme en champ lointain versus la fréquence réduite pour diffé-
rentes valeurs de 6, . Diffusion vers |’avant a) et vers | ‘arriere b). Comparaison aux résultats
obtenus avec les fonctions d ‘onde elliptiques (désignées par des triangles).

Les lévres de la fissure sont libres de contraintes (o = 0).

L effet de la viscosité sur la fonction de forme en champ lointain est montré sur les Figures
I1.5 et 11.6, pour des incidences normale et oblique (6, = 0, %). Les courbes présentent des
oscillations dont le nombre croit avec I’angle d’incidence. En effet, elles sont liées a la lon-
gueur active de la fissure ¢ (projection de la fissure sur le front d’onde incident) et a la dif-
fraction par les pointes de la fissure. Si la fréquence ou la viscosité augmente, ces oscillations
sont atténuées. Pour une incidence normale (6, = 0), la fonction de forme vers I’arriére est
identique a la fonction de forme vers I’avant, quelle que soit la valeur de la viscosité. De plus,
quel que soit ¢, plus la viscosite augmente, plus la fonction de forme diminue. En effet, lors-
que la viscosité croit, nous nous attendons a ce que les levres de la fissure tendent a se solida-

riser.
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Figure 11.5 : Fonctions de forme en champ lointain vers I’arriére (confondues a celles vers
I 'avant) versus la fréquence réduite pour une incidence normale (6, = 0) et différentes va-
leurs de viscosité o.

1,25 1,25
f (a) f (b)
I ., | |
=0
0.625 0,25 0625 0,25 B
1
I 1 | o |
5
0 | 0
0 5 10 0 5 10
& &

Figure 11.6 : Fonctions de forme en champ lointain versus la fréquence réduite pour une inci-
dence oblique (6, = g) et différentes valeurs de viscosité o .
Diffusion vers | 'avant a) et vers | ’arriére b).

1.6.2.2 Amplitudes de diffusion

La dépendance du déplacement diffuse en champ lointain en fonction de I’angle d’observation
est montrée sur les Figures 11.7 et 11.8 a travers I’amplitude de diffusion f(&, 00) calculée avec
I’Eq. (11.44).
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Pour deux valeurs de I’angle d’incidence (6, = 0,—%), le module ‘f(&, 00)‘ de ’amplitude de
diffusion est calculé en fonction de I’angle d’observation 6 (Figures Il.7a et b). Les lévres de
la fissure sont libres de contraintes (o = 0). A incidence normale, |f(9, 0)| est symeétrique
£(6,0)| est nul
sur la linge de la fissure (0 = ig) et prend les mémes valeurs de chaque coté de la fissure

par rapport & # = 0. Comme attendu, la Figure 11.7a montre que le module

(y; >0 ou y, < 0). La valeur maximale de |f (6,0)| est atteinte pour & = 0, quelle que soit
la valeur de la fréquence @ .

4 4
() = (b)
_ <
—~ ~
S L ] S B ]
SN 5 | -
: w =4n S w =4r
2T = 2T
2 - - 2L _
PN e s
. , N
| ’/ \ | | , \ |
/'
- ! ' SN Yo \ .
0 7T | Se 0 d | N
—m/2 0 /2 —m/2 0 /2
0 0

Figure 11.7 : Amplitudes de diffusion en champ lointain versus | ’angle d ‘observation pour
o = 0 et différentes valeurs de & . Incidences a) normale (6, = 0),
b) oblique (6, = —m / 4).

A incidence oblique (8, = —%), les positions des maximas de ‘f(e, —7r/4)‘ dépendent de & .
Au fur et a mesure que la fréquence augmente, I’angle associé a la valeur maximale de
‘f(@, —7r/4)‘ se déplace vers celui lié & la direction vers I’avant (6 = —%). Cependant, pour
une fréquence & donnée, ce maximum est inférieur pour I’incidence oblique (6, = —%) que
pour I’incidence normale (6, = 0). Notons que |£(6,6,) est symétrique par rapport & I’axe
y, (0= ig), Vo, , propriété qui n’est pas verifiée par les cavités elliptiques étudiees au
Chapitre 1.

L’effet de la viscosite sur I’amplitude de diffusion est montré sur la Figure 11.8. Nous avons
gardé la configuration présentée dans la Figure I1.7 et avons pris en compte la viscosité du

fluide (o =0,25). Les courbes ont la méme allure que celles tracées sur la Figure I1.7
(o = 0). Seules leurs amplitudes diminuent.
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Figure 11.8 : Amplitudes de diffusion en champ lointain versus | ‘angle d ‘observation pour
o = 0,25 et différentes valeurs de & . Incidences a) normale (6, = 0).
b) oblique (6, = —m / 4).

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la diffusion anisotrope d’une onde plane TH par une fis-
sure plate de taille finie saturée d’un fluide Newtonien. La fissure sollicitée sous I’incidence
0,, est représentée par une ligne de discontinuités a travers laquelle le déplacement diffusé est
discontinu. Afin de régulariser le déplacement a travers les lévres de la fissure, une densité de
dislocation b définie sur les lévres de la fissure est introduite. Nous avons alors obtenu une
équation intégrale singuliere de type Cauchy satisfaite par cette densité de dislocation, équa-
tion similaire a celle généeralement établie pour les fissures dont les levres sont libres de con-
traintes. Connaissant cette densité sur les levres de la fissure, la réponse spatio-fréquentielle
de la fissure est calculée en tout point de I’espace. Les facteurs d’intensité de contraintes dy-
namiques sont alors évalués aux pointes de la fissure. Par ailleurs, I’expression analytique de
I’amplitude de diffusion en champ lointain de la fissure seule f(&, 00>, Eq. (11.44), est établie
et ses approximations a basse et haute fréquences déterminées, Eqgs. (11.74) et (11.81), (11.95) et
(11.98). Enfin, nous avons vérifié que les predictions obtenues pour la fissure plate non-
visqueuse (o = 0), correspondent a celles propres au cas limite d’une cavité elliptique vide
d’ouverture nulle (T =0, Chapitre 1), ainsi qu’a celles calculées a partir de la solution de
Sommerfeld (fissure semi-infini) par Sdnchez-Sesma & Iturraran-Viveros (2001).

Le prochain chapitre traite de la propagation d’ondes cohérentes TH dans une distribution
uniforme et aléatoire de diffuseurs linéiques anisotropes. En affectant a posteriori a ces objets

57



des propriétés acoustiques appropriées, ils représentent alors des objets réels, comme par
exemple des fissures.
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CHAPITRE III

Diffusion multiple par une
distribution uniforme et
aléatoire de diffuseurs
linéiques : modélisation

RESUME — La propagation d’ondes cohérentes TH dans un solide contenant une couche de diffuseurs linéiques
anisotropes uniformément et aléatoirement distribués est étudiée. Les amplitudes des champs de déplacement
des ondes cohérentes se propageant normalement aux interfaces de ladite couche sont évaluées a I’intérieur et
a l'extérieur de la couche. Les effets de diffusion multiple sont pris en considération dans le contexte d’une ap-
proximation de second ordre via la proposition d’'une Hypothése Globale de Fermeture. Nous déterminons en-
suite les conditions pour lesquelles la continuité aux interfaces de la contrainte cohérente de cisaillement est
vérifiée. Enfin, nous établissons le bilan d’énergie cohérente de part et d’autre de la couche.






I11. Diffusion multiple par une distribution uniforme et aléa-
toire de diffuseurs linéiques : modélisation

La modélisation de la propagation d’ondes élastiques en milieux aléatoires repose sur une
moyenne spatiale des champs acoustiques (Foldy 1945), qui définit alors les ondes cohé-
rentes. La nature récursive des interactions multiples entre diffuseurs nécessite I’introduction
d’un ordre de troncature, via la définition d’une hypothése de fermeture. Les distances de
propagation sont supposées étre de I’ordre du libre parcours moyen élastique, représentatif de
la distance entre deux interactions. Que la démarche suivie considére un formalisme modal
(Waterman & Truell 1961, Varadan et al. 1978, Yang & Mal 1994) ou un formalisme de
Green (Twersky 1962, Mok 1969, Kanaun & Levin 2005), on montre que la structure de ces
ondes cohérentes est plane apres avoir présupposé (Urick & Ament 1949, Waterman & Truell
1961, Linton & Martin 2005) ou non (Twersky 1962, Javanaud & Thomas 1988, Angel &
Aristégui 2005) sa forme. On identifie alors le champ cohérent (amplitude et nombre d’onde)
(Waterman & Truell 1961, Twersky 1962, Angel & Aristégui 2005), ou encore le seul
nombre d’onde équivalent ou effectif K (Foldy 1945, Yang & Mal 1994, Linton & Martin
2005). Finalement, selon que la géométrie du diffuseur est réduite a une singularité géomé-
trique ou considérée finie, une formulation explicite (Foldy 1945, Urick & Ament 1949,
Waterman & Truell 1961, Twersky 1962, Angel & Aristégui 2005, Linton & Martin 2005) ou
implicite (Mok 1969, Yang & Mal 1994, Le Bas et al. 2005) de K est obtenue.

L’existence d’ondes planes cohérentes dans un milieu hétérogéne a été montrée, que la région
hétérogene soit infinie (Foldy 1945, Varadan et al. 1978, Yang & Mal 1994), semi-infinie
(Waterman & Truell 1961, Linton & Martin 2005) ou encore bornée (couche) (Urick &
Ament 1949, Javanaud & Thomas 1988, Angel & Aristégui 2005, Le Bas et al. 2005). Ainsi,
les milieux hétérogenes se comportent, du point de vue de la propagation des ondes cohé-
rentes, comme des milieux homogenes équivalents.

Le champ de déplacement cohérent étant naturellement continu, la présence d’interfaces sou-
leve la question du saut ou de la continuité des quantités physiques, comme I’énergie cohé-
rente et le vecteur contrainte. L’intensité moyenne incohérente du champ réfléchi (Bose 1996)
ou encore la perte du flux moyen d’énergie cohérente a travers la couche (Twersky 1962) ont
par exemple été étudiées. La continuité supposée du vecteur contrainte ou du déplacement
normal a permis de définir analytiguement (Twersky 1962, Mok 1969, Aristégui & Angel
2007b) ou numériquement (Fikioris & Waterman 1964, Le Bas et al. 2005) les propriétés mé-
caniques effectives (masse volumique p et module de rigidité A ) du milieu hétérogéne. Sou-
lignons que dans le cas quasi-statique, les expressions de ces propriétés mécaniques ont pu
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étre établies a partir de la seule expression du nombre d’onde K (Waterman & Truell 1961,
Fikioris & Waterman 1964).

Le chapitre actuel s’applique au cas d’une onde plane TH se propageant dans un solide élas-
tique linéaire isotrope, contenant une couche de diffuseurs linéiques (Caleap et al. 2006 ,
Angel et al. 2008). Notre approche analytique suit celle de Foldy-Twersky et de Waterman-
Truell (Ishimaru 1997). En particulier, leur hypothese de fermeture concernant le champ dif-
fusé par un diffuseur fixe en présence de tous les autres diffuseurs (QCA, Lax (1951)), cou-
plée a I’existence supposée d’une onde plane cohérente, s’avere équivalente a la notre labéli-
sée « Hypothése Globale de Fermeture » dans la section I11.3. En effet, nous obtenons une
expression pour le nombre d’onde effectif dans la couche K, identique a celle établie par
Waterman & Truell (1961) pour un demi-espace contenant des diffuseurs. Notre travail est
néanmoins une prolongation du leur dans la mesure ou nous déterminons également les coef-
ficients de réflexion et de transmission ainsi que les amplitudes des ondes planes cohérentes
(progressive et rétrograde) présentes dans la couche. L’analyse de ces propriétés nous conduit
a posteriori a définir les deux interfaces « non-physiques » : les quantités qui, comme le dé-
placement, se conservent aux interfaces sont identifiées. Nous établissons ensuite les condi-
tions pour lesquelles la continuité de la contrainte de cisaillement aux interfaces est vérifiée.

Enfin, nous établissons le bilan d’énergie de part et de I’autre de la couche.

La méthodologie suivie dans ce chapitre est analogue a celle développée par Angel & Avristé-
gui (2005) pour une population de diffuseurs linéiques anisotropes immergés. Tous les diffu-
seurs appartiennent a une zone définie par deux plans paralléles au front d’onde incident. Le
vecteur d’onde incident est perpendiculaire aux axes des diffuseurs et les déplacements parti-
culaires sont paralléles a ces axes, Figure I11.1. Dans cette configuration, les déplacements

sont solutions de I’équation de Helmholtz scalaire, de sorte que les ondes sont scalaires.

III.1 Définition de la distribution

De fagon générale, un milieu hétérogene est un mélange de plusieurs constituants de proprié-
tés physiques différentes. Deux sortes de milieux peuvent étre distingués : un milieu homo-
géne appelé matrice et un nombre infini d’inclusions réparties de fagon uniforme et aléatoire
dans la matrice (ces inclusions seront aussi distinguées par le terme de diffuseur définissant
une région diffusante).
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II1.1.1 Couche de diffuseurs

Nous considérons une onde incidente plane harmonique TH qui éclaire une région diffusante
constituée de diffuseurs identiques.” Les diffuseurs sont & symétrie cylindrique et leurs sec-
tions transversales sont constantes dans le plan (y,y,) de la Figure I11.1. Les sections trans-
versales sont supposées symetriques par rapport aux directions paralleles a I’axe y,. Les
centres des diffuseurs sont distribués uniformément et aléatoirement dans une couche
d’épaisseur 2h définie par :

7" = {y = (v, ) ER? : [, < . [y] < oo}. (N1.1)
incidente \L T réfléchie
e e °
et et
_.___0_____°___°_____!____
\L transmise

Figure I11.1 : Systeme d’ondes planes cohérentes TH en présence d une distribution uniforme
et aléatoire de diffuseurs dans un solide élastique linéaire isotrope infini. Les déplacements
des particules sont paralléles a la direction y, .

Le mouvement des particules est parallele a la direction y,, u, désignant le déplacement me-
suré a partir de la configuration d’équilibre. Les composantes du tenseur des contraintes a
I’extérieur des diffuseurs sont données par :

Ou, Ou,
o, = —=,0, = , (11.2)
21 0 ayl 23 0 8y3

\ 2 - - -, 7 - ;7 o=
ou u, = p,c, est le module de rigidité de la matrice. Nous designons par p, la masse volu-

mique et par ¢, la célérité de phase des ondes transverses dans la matrice.

Nous considérons la dépendance temporelle de la forme exp (—iwt), mais par souci de clarté,
ce terme multiplicatif temporel sera omis par la suite dans les expressions de déplacement et
de contrainte associée.

" Les diffuseurs peuvent étre des fibres, des cavités cylindriques & section elliptique ou encore des fissures.
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II1.1.2 Distribution uniforme et aléatoire de diffuseurs

Les positions des centres de diffuseurs dans %@’ sont connues seulement dans un sens proba-
biliste, et la probabilité qu’un diffuseur soit localisé en un point donné dans 2" est indépen-
dante du point particulier choisi. Il s’en suit que le nombre n_ de diffuseurs par unité de sur-
face dans %@’ est constant. Nous construisons un rectangle borné WN" qui contient N diffu-
seurs tel que, dans la limite ou N tend vers I’infini, WNh s’approche de fo :

(111.3)

N

h )= 2,
7 =1y = (yg,yl) eR ‘yﬂ‘ < h,‘y1 < i .
Soit 7. le vecteur position du diffuseur ¢ centré en O, dans le plan (y5,,). Alors, le champ
de déplacement total u, en chaque point 3 extérieur a un diffuseur dépend de la configura-
tion A" constituée des N centres de diffuseurs, et est donné par :

u (51 A7) = (y,)+ Do us™ (3:7, | AY), (I11.4)
e=1
AV = (j,@,...,?N), (111.5)
ou:
u;nc <y3> = uoeikT‘”’* (111.6)

—

est le déplacement produit par I’onde incidente d’amplitude u, et u;ﬁf (y,?5 | AN> est le dépla-
cement diffusé par le diffuseur centré en O,. La somme du déplacement produit par |’onde
incidente et de ceux diffusés par les diffuseurs autres que celui fixé en O, est appelée dépla-

cement d’excitation, et est donnée par :

N P
34 ) S 5 1) o

soit, en fonction du déplacement total (111.4) :

2

u (B3 | AY) =, (3| AY) =l (7 | AY). (111.8)

Les positions de diffuseurs étant distribuées uniformément et aléatoirement dans th, la con-
figuration A" intervenant dans la définition des champs de déplacement est associée a une
densité de probabilité de présence p. Pour un nombre de diffuseurs par unité de surface donné
n,, nous parlerons alors d’un ensemble de configurations possibles de diffuseurs. La fonction

p: Y — R satisfait les conditions suivantes :

[ p (7, AR R A7, =1, (111.9)
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j;wp(7‘1,...,rf,...,Q,...,rN>dr1...d7"N :j;wp(7“1,...,rc,...,r’g,...,rN)drl...drN, (111.10)

— — —_ — — — — — — _ — h
Lo P (st BT s )R, = S Ve, (i

ou O*V est le produit cartésien de 2N ensembles #/". L’intégrale (111.9) est la définition
formelle d’une densité de probabilité normalisée, I’Eq. (111.10) traduit le fait que les diffuseurs
sont indiscernables et I’Eq. (111.11) découle de ’uniformité de la distribution de diffuseurs. La
position ¢ occupée par p dans le membre de gauche de I’Eq. (111.11) peut étre choisie arbi-
trairement puisque les diffuseurs sont interchangeables et I’ordre d’intégration est arbitraire.

En utilisant la densité de probabilit¢ p, la moyenne d’une grandeur physique V sur
I’ensemble des configurations A" est définie comme :

W), (@)= [, V(57 | A)p (7.7 )i a7 (111.12)

ou I’indice N indique que N diffuseurs ont été considérés. En utilisant cette définition, les
propriétés suivantes pour la moyenne sont obtenues :

(V+w), (5) =), (#)+ W), () (111.13)
(V) (5)=c(V) (), veeRr, (111.14)
(@) (3)=d(#), va, (111.15)

ou d est une fonction indépendante de la configuration de diffuseurs. En utilisant les proprié-
tés (111.10) et (111.11), I’Eq. (111.12) conduit a :

UNUES )

h
N

(V) (5:€)ac, (111.16)

ou la fonction (V), , (37; E) est une moyenne partielle quand le diffuseur est tenu fixe en E :
et est définie par :

(v, (5:€) = nﬂj; (VY GE N A ) p (Rt p £, )i T,
0

(11.17)

La valeur moyenne (V') est une quantité qui ne dépend pas de la configuration accessible de
diffuseurs. D’un point de vue expérimental (Tourin 1999, Tournat 2000, Eude 2004, Robert
2004), la mesure de cette moyenne se traduit par I’utilisation de capteurs de zone active
grande par rapport aux dimensions geométriques de la configuration. Une alternative, lorsque
les diffuseurs sont en mouvement, consiste @ moyenner (sur le temps) les signaux regus
(Vander Meulen 2000).
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II1.1.3 Approche probabiliste de la diffusion multiple

En utilisant les résultats du paragraphe précédent, les valeurs moyennes des champs de dépla-

cement diffusé et d’excitation sont :

("), (7) = %f%<USif>Nl (5:€)de, (111.18)

(), (7) = % j;/x (w)  (7:€)ac. (111.19)

Puisque la moyenne de I’onde incidente satisfait la propriété (111.15), la moyenne du champ
de déplacement total (111.4) est donnée par (Ishimaru 1997) :

(w ), (#) =" (v Zf//< w') (7)d, (111.20)

ot I’intégrale sur #;" a les mémes valeurs pour tout 7. . Ainsi le dernier terme de I’Eq. (I11.20)

représente la somme de N intégrales identiques. La moyenne du déplacement total devient :

(), (7) = (ys)JF"ofﬂ (wf)  (3:€)dE. (111.22)

Nous prenons maintenant la limite des équations ci-dessus quand N tend vers I’infini, en
gardant la densité de diffuseurss par unité de surface n, constante. Puisque le rectangle borné
7] se confond & 27", nous définissons la moyenne des déplacements diffusé et total dans la

couche 7" comme :

(w) (5:€)=lim (w") ~(5:), (111.22)

N—oo

(w,) (y,)=tim (u,) (7). (111.23)

Nous supposons que les limites (I111.22) et (111.23) sont atteintes uniformément par rapport a
5 dans chaque rectangle borné contenu dans Woj B

La couche infinie f/och de la Figure 111.1 contient une distribution uniforme de diffuseurs et est
éclairée par I’onde plane (111.6). Ainsi, toutes les grandeurs physiques moyennes (V) rela-
tives au systeme y = (yg,yl) ont la méme invariance en translation selon la direction y, , que
I’onde incidente. Il s’en suit que :

® On dit qu’une suite de fonctions (£.),.,, Géfinies sur [a,b], converge uniformément vers la fonction f sur
ACla,b],si Ve>0, AN €N tel que Vz € A, si n> N alors |f () — f, (z)| <. Ainsi, nous énongons le
théoréme suivant : supposons que (f) est une suite de fonctions intégrables sur [a,b] et que (f,) converge uni-
formément sur [a,b] vers une fonction f intégral?le sur [a,b]b, alors :

[ r=tm [

a n—00
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V). (?Js’yl+qé5+q51)=<V>m(17;§), Vg €eR, (111.24)

ou E = (53,51) sont les coordonnées du centre d’un diffuseur et € est le vecteur unitaire dans
la direction y, . Puisque I’Eq. (111.24) est valide pour tout ¢, nous pouvons conclure que dans
le cas particulier ou ¢ = —y, :

(V) _(5:8) = (V) _(1,,0:6,.6 —n,). (111.25)

A partir des Egs. (111.21), (111.23) et (111.25), il apparait que la limite de I’intégrale de I’Eq.
(111.21) lorsque N — oo est indépendante de la coordonnée y,. La convergence uniforme
vers la limite de I’Eq. (111.22) nous permet de commuter les opérations de limite et
d’intégration dans I’intégrale de I’Eq. (111.21). Ainsi, nous obtenons :

<u2 >o<; (ys) =y (yg) + nof%g <u;hf>oo (y37(); E) dc . (111.26)

L intégrale de I’Eq. (I11.26) est établie aprés un changement de variables selon la direction ¢,
et en appliquant la propriété (111.25). Par souci de concision, nous adoptons dans la suite la
notation suivante :

(us) = (u;) - (111.27)

II.2 Systeme d’ondes cohérentes en présence

Les proprietés de diffusion d’un seul diffuseur sont décrites par un ensemble de coefficients

dif

C, . Le champ de déplacement diffusé «," dans le solide s’écrit (voir Eq. (1.26)) :

u (r 9) Zs AC H" (kTr)cos(nH). (111.28)

n-non
n=0

Les coefficients A, caractérisent le déplacement de I’onde d’excitation agissant sur le diffu-
seur. Dans I’Eq. (111.28), les variables (r,6) sont les coordonnées cylindriques définies dans le
repere centré sur le diffuseur, Figure 111.2. Soit E la position du centre de ce diffuseur dans le
systeme de coordonnées de la Figure 111.1. La distance r est définie par r* = (y, — 53)2 +
(3, — &) . L'angle 0 esttel que cosd = (y, —&,)/r. Quant & I’onde incidente (111.6),

ué“c (7’,0) = uoeikTé‘eikTm’bo an J (kTr)cos <n9>, (111.29)

n=>0
les coefficients A, sont donnés par :
A =y ie", (111.30)
Les décompositions modales (111.28) et (111.29) montrent que le n ® mode d’amplitude A, est
diffusé loin de I’origine locale » = 0 avec I’amplitude A C, . Le coefficient sans dimension
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C, agit comme un facteur d’amplification. De plus, chaque mode diffusé a une singularité de
type Inr (n=0)ou » " (n>1)quand r tend vers zéro. Observons que I’origine r =0
est a I’intérieur du diffuseur et le champ diffusé est défini en dehors du diffuseur. Ainsi, il n’y
a pas de singularité dans la région ou I’Eq. (111.28) est applicable. Les coefficients C' dépen-
dent de la fréquence et des propriétés des deux phases en présence.

P(y)

Figure 111.2 : Coordonnées d un diffuseur en E dans le systéme d ‘axes de la Figure I11.1.

Dans ce qui suit, nous réduisons la géométrie du diffuseur a une ligne. A cette ligne, nous
associons le déplacement diffusé (111.28), dont les coefficients C, seront représentatifs des
propriétés de diffusion d’un diffuseur de taille réelle dans le milieu adjacent. Avec cette sim-
plification géométrique, la singularit¢ de I’Eq. (111.28) pour » =0, n’est plus située a
I’intérieur du diffuseur.

I11.2.1 Champ moyen total

Le déplacement total de |’onde cohérente, c’est-a-dire de I’onde qui résiste a la moyenne sur
le désordre, s’écrit :

() () = () 4, | ’: [ ) (36,6 ) de g, (111.31)

Le second terme dans le membre de droite de I’Eq. (111.31) représente la contribution globale
de diffuseurs susceptibles d’occuper toutes les positions possibles (53,51) dans la couche

d’épaisseur 2h. Le terme <udif>(y3,y1;£3,£l> est un déplacement moyen correspondant a

2
I’onde diffusée par la ligne en (&,,& ). La moyenne sur le désordre est prise sur toutes les
configurations dont un diffuseur linéique est en (53,51). C’est donc une moyenne partielle.
L’onde d’excitation sur un diffuseur fixe est produite par les processus de diffusion de tout
ordre (simple, double, triple,...) présentes a 1’intérieur de la couche (Ishimaru 1997). En gar-
dant le diffuseur fixe en E puis en faisant la moyenne des déplacements correspondant a ces

ex

processus de diffusion, nous définissons le déplacement d’excitation moyen <u2 > agissant
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sur le diffuseur en question. En supposant que ce déplacement est une solution bornée de
I’équation de Helmholtz bidimensionnelle dans le solide avec le nombre d’onde k., nous

trouvons que I’expression la plus générale de <u§"> est :

+00

() (0,06, 6) = WD e, B, (&) 7, [,

n=0

y— ED cos (nG) (11.32)
Les coefficients E, de I’Eq. (111.32) dépendent seulement de §,, a cause de I’invariance en
translation dans la direction y, .

Par analogie avec les expressions (111.28) et (111.29) relatives a la diffusion simple par un dif-
fuseur, nous déduisons de I’Eq. (111.32) que le déplacement diffusé moyen s’écrit alors :

Y€)= S () (s - Genlo). s

n=0

Sans perdre en généralité, nous pouvons choisir y, = 0 dans I’Eq. (111.33). Nous rappelons

®

n

que la singularité de la fonction H'’ de I’Eq. (111.33) autour de 3 = E n’est pas intégrable sur
le domaine bidimensionnel (|¢,| < oo, || < h) lorsque i est & I’intérieur de ce domaine et
n >1. Ainsi, I’intégrale double de I’Eq. (111.31), dans laquelle est substitué¢ le champ
(111.33), est alors évaluée comme dans Waterman & Truell (1961). En particulier, un inter-
valle infinitésimal ‘yj — 53‘ < ¢ est pris en compte dans le domaine d’intégration, avant d’en
prendre la limite lorsque ¢ tend vers zéro. Nous trouvons que le déplacement cohérent dans le
solide a la forme suivante :

(0, ) () = (s) + mu, 3060, [ B, ()0, (1 - €)ds,. (11:34)

n=0

Les quantités ¢ dans le membre de droite de I’Eq. (111.34) sont définies par :

o, (w &)= [ H(K,

—0Q

j—¢& Dcos(n@)alf1 . (111.35)

L’intégrale (111.35) est évaluée analytiquement sur I’axe des nombres réels, par récurrence
(induction mathématique), ce qui conduit au résultat (Urick & Ament 1949, Aguiar & Angel
2000) :

o (v, &)= (1) kieikrw, (111.36)
T
Py (1, — &) =(-1) kzsgn (& — )", (111.37)

T

ou n=0,1,2... A partir des Eqgs. (111.34) a (111.37), le déplacement cohérent dans le solide
est donné par :
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<u2 ><y3> - uinc <y3> + inUuU L/:}; % (€> R <£ B y‘s)ei}%‘f%‘ df_'_nouo jj, 9, (£> eikT‘iiyg‘ dﬁ, Vy3,
(111.38)

ou les fonctions o, (&) et o, (&) sont telles que :

+00

Q)= Sy 0, m ) 139

T §=0

2+oc

o, (€)= S (1) ¢,0,B, (). (111.40)

T =0

Les deux intégrales dans le membre de droite de I’Eq. (111.38) représentent la contribution de
tous les processus de diffusion a I’intérieur de la couche. En I’absence de diffuseur, cette con-
tribution disparait et seule I’onde incidente se propage dans le solide.

A l’intérieur de la couche, ou ‘yd‘ < h, le déplacement cohérent (111.38) s’écrit comme la
somme de termes pondérés par les facteurs exp(ik,y, ) et exp(—ik,y, ). Ces deux termes ont
des « amplitudes » qui dépendent de y, . Il reste maintenant a determiner les fonctions incon-
nues E, (§).

II.2.2 Champ moyen diffusé

Pour |y3| < h, chacune des deux intégrales de I’Eq. (111.38) s’écrit comme une somme de
deux intégrales sur les intervalles [—h,y,] et [y,,h]. Nous introduisons alors ¢, la coordonnée
selon la direction y, d’un point fixe arbitraire ¢ de la couche, telle que y, —&=
y, — ¢, +¢, — &, Figure 111.3. Ensuite, sur chaque intervalle d’intégration, nous employons la
décomposition suivante :

(111.41)

Figure 111.3 : Coordonnées de deux diffuseurs en E et 5 dans le systéme d ‘axes
de la Figure 111.1.
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ou P’angle ~ est défini par cosy = (y, — 4“3)/‘37 — E‘ Apres quelques manipulations algé-
briques, nous trouvons que I’Eq. (111.38) prend la forme équivalente suivante, lorsque
|y3| <h:

<“2><y3> lm(ys)Jr" Zgn n(ys’ ) (kT

n=0

— _’)cos (nv), (111.42)

ou le terme G, s’écrit comme la somme d’un terme qui dépend seulement de ¢, et d’un autre
qui dépend de ¢, et y, . Ainsi, nous avons :

Gn (y37C3>:Ez (C3)+Dn (yfi?CS)’ (|“43)

pour |y3| <h et |§’3| < h . Pour des valeurs paires et impaires de I’indice, nous trouvons les
relations suivantes :

I
g

[E
—

.S

E, (Cz) 0 <C3)v By (C3) =(-1"F (CB)’ (111.44)
D,, (yst:a) =(=1)" D, (yavca) n+1 (y3>C3) (=" D (yst:s)’ (111.45)

avec .
F(¢)=if o(&)san(e—¢)e" ag+ [ o, (e)e™ ag, e
()= [ o (€)e" ag—i " o,(¢)sen(c <, ) wedlag, o nar)
D, (4:6,) = —2i [ o, (€)cos(k, (€ - C3))d£ =210, (€)sin(k, (€ - ¢ ))de.
(111.48)
et D (y.()=-2 fc " o, (€)sin (k, (€ — ¢, ))dg +2i L "o, (&) cos (k, (£ - ¢,))de.
(111.49)

D’aprés I’Eq. (111.43), la série de I’Eq. (111.42) peut se décomposer en deux séries. Celle com-
portant les coefficients F est une solution de I’équation de Helmholtz avec le nombre d’onde

n

k,. L’autre dépendant des coefficients D, et par la-méme de y, , ne I’est pas.

Observons que le développement (111.42) du champ total cohérent est également valable dans
les régions amont et aval de la couche, y, > h et y, < —h. Dans ces intervalles, les coeffi-
cients G, sont indépendants de y,. Des expressions analytiques peuvent étre obtenues aisé-
ment & partir des Egs. (111.38) et (111.41).

I11.2.3 Champ moyen d’excitation

Le champ d’excitation agissant sur un diffuseur fixé en E résulte de la somme du champ in-

cident et des champs diffusés par tous les diffuseurs excepté celui se trouvant en (,
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Eq. (111.7). En moyennant sur le désordre et en gardant le diffuseur en f fixe, nous trouvons
que :

() (00093 G0 G, ) = 0 (3 +nfhf ul ) (y,,:6,06:¢,,¢, ) dE,dE, . (11150)

Le point ou le champ est évalué est (yg,yl). La fonction a intégrer représente le déplacement
moyen diffuse par la ligne localisée en (53,51) lorsqu’un diffuseur linéique se trouve en
(Cg,cl) (diffuseur fixe). L’intégrale de ce déplacement sur toutes les positions (53,51) suscep-
tibles d’étre occupées par un diffuseur dans la couche, représente la contribution totale de
toutes les ondes diffusées sachant que la ligne en (Cg,g) est fixe. Le déplacement
d’excitation moyen (111.50) est également défini par I’Eq. (111.32), ou (&,,&,) doit étre rem-

placé par (¢,,¢,).

Les déplacements (. < > et u™ sont des solutions de I’équation de Helmholtz avec le nombre

-

d’onde k,, ou les dérivées spatlales sont prises par rapport aux coordonnées i . Il suit que

I’intégrale de I’Eq. (111.50) est également solution de I’équation de Helmholtz. Ainsi, nous

écrivons I’Eq. (111.50) sous la forme équivalente :

< ><y57y11C5,C)_umc( )+nu25M( ) (kT

Les coefficients M, dépendent seulement de (,, a cause de I’invariance en translation du

— _')COS (n*y) . (1.51)

probléeme dans la direction y . Dans I’Eq. (111.51), nous développons uy a Iaide de la dé-

ex

" > sous la forme

composition en séries (I11.41) et le déplacement d’excitation moyen <u
(111.32), ou (5,9) est remplacé par (E,’y). Tous les termes de I’Eq. (111.51) sont maintenant

exprimés sur la base des fonctions J, (kT

- q)cos(m). Egalisant les coefficients de
chaque coté de I’Eq. (111.51), nous trouvons que :

E (¢)=1"e"" +nM,(C,). (111.52)

n

Les quantités E, (¢,) représentent le déplacement d’excitation moyen agissant sur un diffu-
seur fixé en ¢ (obtenu par une moyenne sur le désordre induit par tous les autres diffuseurs).
Les quantités n M, (¢,) représentent le déplacement diffusé global, ou le déplacement diffusé
par un diffuseur en € est moyenné sur le désordre induit par tous les autres diffuseurs excep-
té ceux en ¢ et £, et ol toutes les positions £ dans la couche sont prises en considération
lors de I’intégration de I’Eq. (111.50). A ce stade, ni £, ni M, ne sont connus.

III.3 Hypothese Globale de Fermeture

L’equation (111.50) exprime le déplacement d’excitation moyen agissant sur un diffuseur fixé
en ¢ a partir du déplacement diffusé moyen évalué avec deux diffuseurs fixésen £ et ¢ . De
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méme, nous pourrions écrire une équation pour le déplacement d’excitation moyen corres-
pondant & deux diffuseurs fixés en ¢ et ¥ a partir du déplacement diffusé moyen avec trois
diffuseurs fixés en £, ¢ et ¥. En répétant ce processus, NOUS pouvons construire une sé-
quence d’équations telles qu’un diffuseur supplémentaire est fixé a chaque étape. Eventuelle-
ment, tous les diffuseurs sont fixes. Cette approche nous permettrait en principe de déterminer
les quantites £ exactement. Elle est malheureusement trop compliquée et ne peut étre mise
en pratique (Waterman & Truell 1961).

Comme alternative a I’approche décrite ci-dessus, nous proposons une hypothése de fermeture
qui nous permettra de determiner les quantites £ . L hypothese la plus simple correspond a la
situation de la diffusion simple, ou les diffuseurs sont suffisamment éloignes les uns des autres
de sorte que leurs interactions peuvent étre négligées. Dans ce cas-ci, on suppose que le dé-
placement d’excitation moyen agissant sur chaque diffuseur est égal au déplacement incident.
Les coefficients £, correspondant a la diffusion simple sont obtenus explicitement a partir de
I’Eq. (111.52) en réduisant le deuxiéme terme du membre de droite & zéro. En substituant les
expressions de E, ainsi obtenues dans I’Eq. (111.38), nous trouvons le déplacement moyen
total correspondant dans le solide.

Notons que dans le cas d’un réseau de diffuseurs ordonnés (un cristal), fixer un diffuseur suf-
fit, car cela revient a tous les fixer. Le probleme de I’onde cohérente peut alors étre résolu
sans approximation. Lax (1951) a adapté cette propriété aux milieux aléatoires en introduisant
I’« approximation quasi-cristalline » (QCA).

Quand les interactions entre les diffuseurs ne peuvent pas étre négligées, nous devons tenir
compte des effets de diffusion multiple. Ces effets sont représentés par les quantités M, de
I’Eq. (111.52). Les coefficients M, peuvent étre regardés comme une représentation de
I’intégrale de I’Eq. (111.50). De méme, les coefficients G, de I’Eq. (111.42) peuvent étre vus
comme une représentation de I’intégrale de I’Eq. (111.31).

En comparant I’intégrale de I’Eq. (111.31) & celle de I’Eq. (111.50), nous rappelons que la pre-
miere n’est pas une solution de I’équation de Helmholtz avec le nombre d’onde %, dans
I’intervalle ‘yg‘ < h, contrairement & la seconde qui I’est pour tout y, - Les deux intégrales
représentent le méme déplacement diffuse global moyenné sur le désordre, excepté que dans
I’Eq. (111.50) I’un des diffuseurs est fixé en ¢ tandis que dans I’Eq. (111.31) aucun diffuseur

ne I’est.

En raison de la discussion précedente, nous supposons que M est égal a la partie de G, qui
est une solution de I’équation de Helmholtz. Ainsi, en se rapportant a I’Eq. (111.43), nous écri-

vons :
M, (¢)=F, (¢), (111.53)
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pour n = 0,1,2,.... La partie de G, qui est omise dans I’Eq. (111.53) est D, qui, d’apres les
Egs. (111.45), (111.48) et (111.49), tend vers zéro quand y, tend vers ¢, . L’équation (111.53) est

notre Hypothese Globale de Fermeture.

En substituant I’Eq. (111.53) dans I’Eq. (111.52) et en utilisant I’Eq. (111.44), nous obtenons :

By, () = (1) By (G) 8 By, () = (Z1)" By (&), (111.54)
avec :
E, (¢,)=¢"" +n,F, (¢,) (111.55)
et
E, (¢,)=ie" +nF (¢,). (111.56)

L >équation (111.54) nous permet alors d’écrire les fonctions o, (£) et o, (&) des Egs. (111.39)
et (111.40) sous la forme :

0,(&§)=0.E (¢ eto,(§) =0,E, (&), (111.57)
avec .
7= 35,0 =Y e,C (1158)

En substituant I’Eq. (111.57) dans les Eqgs. (111.46) et (111.47), nous pouvons écrire F, et F en
fonction de £, et E| . Les équations (111.55) et (111.56) représentent alors un systéme de deux
equations couplées pour les fonctions £ et E, .

II.4 Nombre d’onde effectif

Pour simplifier les notations, nous remplagons la variable ¢, par x. Lorsque ‘x‘ < h, le sys-
teme d’équations pour £ et E, est de la forme :

E, (1: " +in o f E sgn )eik”"f_"”‘ d¢ +nyo, fj ; E, (5) &l de¢,
(111.59)

E, (:U) — et n,o, _]; E <£) olkrled d§ —ino, fl E, (5) sen (5 _ m) olkrle=] de.

(111.60)

En gardant la variable z dans I’intervalle [—h,h], nous dérivons les Egs. (111.59) et (111.60)

deux fois par rapport a x, a I’aide des propriétés suivantes :

(%sgn(x) =29 (x) et dier = sgn (:L‘)e‘r‘. (11.61)

T X
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Ainsi, nous trouvons que :

d? , 42 ,
By (o) = —K°F, (o) et = B, () ==K°E, (o), (11.62)

ou le coefficient K indépendant de x, est donné par :

071

K* = (k, —2in,0,)(k, —2in,0, ). (111.63)

Les solutions géneérales des équations différentielles ordinaires de second ordre (I11.62) sont :

E, () =V, + We ™, (111.64)

0

E (:v) = Ve + We (111.65)

1
ou les coefficients V,, W, V, et W, sont indépendants de x .

Nous déduisons maintenant des Egs. (111.38), (111.57), (111.59) et (111.64) que le déplacement
total moyen dans I’intervalle [y, | < h est donné par :

() (0) = B, () = A " +ud e ™, (111.66)

ou A, =V, et A =W,. Léquation (I11.66) montre que (u,)(y,) est solution de I’équation
de Helmholtz dans un « milieu continu », milieu homogene équivalent & la couche de diffu-
seurs. Le systeme d’ondes cohérentes siégeant dans la couche est constitué d’une superposi-
tion d’ondes planes TH progressive et rétrograde d’amplitudes respectives u A, et u A . Les
deux ondes sont gouvernées par le nombre d’onde effectif K. En général, le nombre d’onde
K est a valeurs complexes et dépend de la fréquence. Les deux ondes a I’intérieur de la
couche sont alors dispersives et s’atténuent lors de la propagation. Il est usuel d’écrire le
nombre d’onde effectif K en fonction de I’amplitude de diffusion d’un seul objet soumis a la
onde incidente (I11.6) (Waterman & Truell 1961). Cette amplitude est donnée pour un diffu-
seur centré en € = 0 par (voir Eq. (1.89)) :°

£(0)= iigo cos (nf), (111.67)

17 n=0

Nous pouvons voir sur la Figure I11.1 que, relativement a la onde incidente, la direction vers
I’avant correspond a € = 0 et la direction vers I’arriere a 6 = 7. 1l s’en suit que f(0) et
f (o sont respectivement des mesures dans les directions vers I’avant et vers I’arriere, du
déplacement diffusé par un diffuseur seul. Nous déduisons des Egs. (111.58) et (111.67) que :
im im
al:k—(f(())—f<7r)) et UQZk—(f(o)+f(w)). (111.68)

T T

% Notons que par rapport aux deux premiers chapitres, la notation contractée ()= f(6,6, =0) a été intro-
duite.
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Les équations (111.68) montrent que les facteurs o, et o, dépendent des amplitudes de diffu-
sion en champ lointain d’un diffuseur seul dans les directions avant et arriére. En substituant
les Egs. (111.68) dans I’Eq. (111.63) et réarrangeant les termes, nous trouvons la formule déja
établie par Waterman & Truell (1961) dans le cadre d’un demi-espace « diffusant » :

2

K =k

2w ’ 9 2T
1+n0k—2f(0)] —k:T[nOEf(w) (111.69)

T

Généralement, nous avons Im(&?) > 0. Nous définissons alors X comme Ia racine com-
plexe de K* se situant dans le premier quadrant du plan complexe. Par conséquent, les parties
réelle et imaginaire de K sont positives. Ainsi, le nombre d’onde effectif K a valeurs com-

plexes s’écrit sous la forme :

——~+ia(w), (¢>0,a>0), (111.70)

ou c est la célérité de phase et o I’atténuation spatiale de I’onde cohérente.

II.5 Ondes cohérentes a l'intérieur et a I'’extérieur de la couche

En amont et en aval de la couche, le champ de déplacement cohérent moyen est évalué en
choisissant y, < —h ou h <y, dans I’Eq. (111.38). Nous obtenons alors :

<u2 >(y3) =u," (yg) +u,Re ", y, < —h, (11.72)
(u,)(w,) =, Te"™, h <y, (111.72)
ou les coefficients de réflexion et transmission sont tels que :

R=n, f’ (0 (&) + 10, (€)™ ae. (111.73)

T=1+n[ ’; (0, (€) ~ 1o, (€))e ™ ac. (111.74)

Les deux coefficients R et T représentent respectivement des moyennes sur le désordre des
amplitudes des ondes cohérentes rétrodiffusée et transmise par la couche diffusante. Les équa-
tions (111.71) et (111.72) montrent que I’onde cohérente réfléchie est une onde plane de nombre
d’onde £, et d’amplitude u R et que I’onde cohérente transmise est une onde plane de
nombre d’onde %, et d’amplitude u, T . Les coefficients R et 1" dépendent a priori de la fré-

guence, du nombre de diffuseurs par unité de surface n_, des propriétés de la matrice et des

0’
diffuseurs (masse volumique, célérité des ondes transverses, taille) et de I’épaisseur de la
couche 2h. Un autre paramétre aurait pu étre I’angle d’incidence, mais dans ce travail nous

nous concentrons sur I’incidence normale.
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Nous déterminons maintenant les coefficients V,, W, V| et W en substituant les Egs.
(111.64) et (111.65) dans les Egs. (111.59) et (111.60). Les calculs ne sont pas détaillés ici. En-
suite, nous substituons ces coefficients, ainsi que les Egs. (111.57), (111.64) et (111.65) dans les
Egs. (111.73) et (111.74). En intégrant les fonctions exponentielles, nous obtenons les expres-
sions suivantes des coefficients de réflexion et de transmission :

Q e—?ik,,],h,
sz(l—e4il(h), (“|75)
2 .
- é—ﬁm QM (111.76)
ou:
1-0
=— .77
© 1+0 ( )
et
k. —2i
o=ltr=Amg K (111.78)
K k., —2ino,

A P’intérieur de la couche (|y3| < h) les amplitudes respectives u A, et u A des ondes pro-

gressive et rétrograde sont données par :

1+Q

V=A = e e, (111.79)
Q1+Q) | |
_ _ i(BK—k)h __ iKh
”/0 —Af ——we 3K ——QA+62K . (“|80)

Le facteur @ dans les Egs. (111.75), (111.76), (111.79) et (111.80) est défini par les Eqgs. (111.77)
et (111.78), ainsi que par les Egs. (111.58) ou (111.68).

Examinons maintenant les amplitudes A, des Egs. (111.79) et (111.80). En utilisant I’Eq.
(111.80), nous trouvons que le rapport des modules de ces quantités est donneé par :

A
A

— ‘Q‘ e 2t (111.81)
+
ol @ est défini par I’Eq. (111.77) et « est donné par I’Eq. (111.70). L équation (111.81) montre
que, pour k, et n, donnés, le rapport ‘A_ /A+‘ tend vers zéro lorsque I’épaisseur h tend vers
Iinfini. Ce résultat, couplé a I’Eq. (111.66), montre que pour de grandes épaisseurs de la

couche, I’onde plane progressive domine I’onde plane rétrograde.

Pour des valeurs fixes de &, et de petites valeurs de I’épaisseur de la couche, nous déduisons
des Egs. (111.75) a (111.78) que :
77



K(e"-1)

R=i (1+0(h) et T=1—R, (h—0), (111.82)

L équation (111.82) montre que le coefficient de réflexion est proportionnel a » pour de pe-
tites épaisseurs de la couche.

Par ailleurs, lorsque I’épaisseur de la couche tend vers I’infini, I’Eq. (111.75) se réduit a :
R=Q, (h— ). (111.83)

Les formules (I11.75), (I111.76), (111.79) et (111.80) pour respectivement les ondes cohérentes
réfléchie, transmise, progressive et rétrograde, s’appliquent également a une plaque élastique
homogene. En effet, il suffit de remplacer la couche de diffuseurs par une plaque élastique
homogene d’épaisseur 2h et de masse volumique p,. Dans cette plaque, soit k, =w /c, le
nombre d’onde ou c, est la célérité de phase des ondes transverses. Alors, nous trouvons, en
appliquant les conditions de continuité aux interfaces du vecteur contrainte et du déplacement
tangentiel, que les amplitudes des quatre ondes produites par I’onde incidente (111.6) sont en-
core données par les expressions (111.75), (111.76), (111.79) et (111.80), ou K est remplacé par
k, et @ par:

Q=L PG (111.84)

pOCT + plcl

rapport d’impédances acoustiques. Ceci montre que le systeme d’ondes en présence de la
couche de diffuseurs est formellement identique a celui en présence d’une plaque élastique
homogene. Le nombre d’onde effectif K est remplacé par & ; le facteur @ donné par les
Egs. (111.77) et (111.78) est remplacé désormais par I’Eq. (111.84).

Finalement, la similitude entre les formulations de champs régnant a I’intérieur et a I’extérieur
de la plaque élastique homogeéne et de la couche de diffuseurs, montre que ladite couche se
comporte comme une plaque homogeéne dissipative (le nombre d’onde (111.69) étant a valeurs
complexes). Ceci met ainsi en évidence la notion d’interfaces d’un milieu biphasique, du

point de vue de I’onde cohérente.

II1.6 Continuité des champs cohérents aux interfaces d’'une couche de dif-

fuseurs

Nous éetudions ici les quantités physiques qui se conservent lors du passage d’une onde cohé-
rente dans une couche de diffuseurs. Le champ de déplacement cohérent étant intrinseque-
ment continu, I’analyse de ses propriétés souligne I’existence d’interfaces « non-physiques ».
Nous établissons alors les quantités physiques qui se conservent a travers ces interfaces. Fina-
lement, le bilan d’énergie est établi pour le systeme d’ondes cohérentes en présence.
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Avant de commencer I’analyse, rappelons que I’équation qui gouverne le déplacement cohé-
rent dans la région |y,| < h est donnée par I’Eq. (111.66). Soulignons que cette méme équation
peut s’écrire sous la forme équivalente suivante :

<u2 > (yIS) = U {eik]'yg +inyo, ,}; 2 (y) sel (y a y:s)eikT‘lkyg‘ dy +nyo, f,}; E, <y> eikr‘y%‘ dy},

(111.85)

ou les fonctions £, et E satisfont le systeme d’équations couplées (111.59) et (111.60).

Le champ de déplacement cohérent étant continu, les coefficients de réflexion et transmission
R et T, Egs. (111.75) et (111.76), sont ainsi réécrits a I’aide des relations (111.57), (111.59),
(111.60), (111.73) et (111.74), sous la forme suivante :

R=ingo, fl E <y3>eikT‘U3 dy, +no, j:hh E, (y?))eik’f‘”ﬂ dy,,

h N h N (111.86)
T=1- inoalf_h E (yg)eﬂw3 dy, + nOUQI_h E, (yg)eﬂ]”ﬂ’3 dy,.

I11.6.1 Dérivées spatiales du champ de déplacement cohérent

Nous étudions dans un premier temps la dérivée spatiale du champ de déplacement (111.85) en
tout point de la couche (‘y3‘ < h). Soient —h" et h~ les abscisses des interfaces accessibles
depuis I’intérieur de la couche. Introduisant les relations (111.86) dans la dérivation du champ
(111.85), nous obtenons :

00 11

i<u2 >(_h+) = qukT (efikTh — ReikTh> —2iun o F (—h+),
d(gj/3 | (11.87)
d_y3 <u2 >(h’> = inkTTelkTh' —2iuno B, (hf).

La prise en compte du systéeme (111.86) dans I’écriture des quantités (111.59) et (111.60), donne :

E,(—h") = i(e*w —R eikrh) et B, (h")=iTe"". (111.88)
Finalement, a I’aide des expressions (I111.77), (111.78) et (111.88), le systéeme (I11.87) devient :

071 0

diyg<u2 >(—h+> = iu, (kT —2in o )(efikrh _ ReikTh) iy g(eikTh B Rei’%h),

d (111.89)

dy,

<u2 >(h7> = iu, (kT — Zinoal)TeikTh = iu, gTeikTh.

Les dérivées spatiales du champ de déplacement (111.85) sont maintenant établies a partir du
systéme suivant :
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<u2 ><y3) U, (eikTy3 + Re )7 y, <—h,

. (111.90)
() (3,) = 0, Te"", y, > h

Dénommant —h~ et h', les abscisses des interfaces de la couche accessibles depuis la ma-
trice (‘y3‘ > h), nous obtenons immediatement :
d _ . —ikyh ikyh
@<u2><—h )zluokT(e —Re ),
3

diyg <u2 > (h*) = inkTTeikTh.

(111.91)

La confrontation des systemes (111.89) et (I111.91) conduit alors aux conditions de passage sui-
vantes :

%%3@2 ><_h+) - édiys@Z >(_h_>’

L)) =2 L))

Dans le cas de diffuseurs diffusant de facon isotrope (Foldy 1945), nous avons |CO| >

(111.92)

CTI

Vn =12,... etdonc f(0) = f(m ouencore o, =0, ce qui implique :

K

@:Z' (111.93)

Nous observons alors que la dérivée spatiale du champ de déplacement est continue aux inter-
faces « fictives » y, = £h, nommément (Aristégui & Angel 2002)

diyg<“2>(_h_) - diyg<u2>(_h+)’

d ; (111.94)
d—y3<u2>(h+) - d—%<u2>(h)

I11.6.2 Identification des quantités continues aux interfaces

Le milieu extérieur a la couche est un solide élastique linéaire isotrope. Sa loi de comporte-

ment relie le champ de déplacement de I’onde cohérente a la contrainte tangentielle :
d
<023>(?/3>:Mo@<u2>(y3), ¥y, > (111.95)
3

le module de rigidité de la matrice s’écrivant sous la forme équivalente p, = zw / k., ou

Zy = PyCp est |mpedance acoustique.
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Introduisons maintenant le module de rigidité effectif A/ du solide dissipatif équivalent a la
couche de diffuseurs :

<023><y3>:Mdi%<u2>(y3>, V‘y3‘<h, (111.96)

reliant la seule composante non-nulle du tenseur des contraintes cohérentes au champ de dé-

placement cohérent. Ce module s’exprime simplement :

M=z (111.97)
K

en fonction de I’impédance acoustique du solide équivalent :

Z:%, (111.98)

p désignant sa masse volumique effective.

Ainsi, en introduisant les inégalités (111.95)-(111.98) dans les conditions de passage (111.92),

nous obtenons :

© <Uz3>(_h+> - Zg <023><_h7>’

0 (111.99)

Z(o,)(n*) =0 (o, )(1).

0

Ce systéeme nous permet alors de discuter de la validité de la condition de continuité de la
contrainte tangentielle aux interfaces « non-physiques » de la couche. Celle-ci sera satisfaite
Si :

o=2, (111.100)

Z

c’est-a-dire si ©, Eq. (111.78), représente le rapport des impédances du solide homogeéne
équivalent et de la matrice. Ce résultat est naturellement en accord avec celui déduit de la si-
militude déja évoquée entre les champs siégeant a I’intérieur et a I’extérieur d’une plagque ho-
mogéne ou d’une couche de diffuseurs. Cette remarque conduit a définir ladite couche par ses
propriétes mécaniques effectives, i. e. sa masse volumique effective et son module de rigidité
effectif (Aristégui & Angel 2007b) :*°

p=p, 1+2Z0 (£(0)+ £(x))] (111.101)

T

19 des expressions analogues, appropriées au cas d’une onde longitudinale, ont été proposées a partir d’une ana-
lyse basse fréquence (mais sans justification rigoureuse) par Poujol-Pfefer (1994), avant d’étre établies par Aris-
tégui & Angel (2007a).
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M= |1+ 2“(f<0)—f(7r)) . (111.102)

Dans le cas de diffuseurs diffusant de facon isotrope, nous obtenons :

M=y, (111.103)

I11.6.3 Bilan d’énergie des ondes cohérentes interagissant avec une
couche de diffuseurs

Le champ de déplacement a Iintérieur de la couche, Eq. (111.85), satisfaisant I’équation de
Helmholtz, la conservation de I’intensité acoustique moyenne de I’onde cohérente dans la
couche de diffuseurs se traduit par I’égalité suivante (Aristégui & Angel 2002) :

Refi o) )] e ) ) ()| = ) o))

2
dy..
dy, s
(111.104)

La prise en compte dans I’Eq. (111.104) des conditions de passage (111.92) méne au bilan
d’énergie suivant (Caleap et al. 2007b) :

Im(KQ)fh

Re [K] —h
©

expression conforme dans le cas de diffuseurs diffusant de fagon isotrope, a I’Eq. (88) de

o, 7|+, B | =~ “dy,  (111.105)

iKy, —iKy,
uA e +ude

Aristégui & Angel (2002). L’hypothese de propagation impliquant Im<K2) > 0, la quantité
Re (K / @) doit étre strictement positive. Ainsi, nous devons nécessairement avoir :
Ky

2n07r

(111.106)

Re(f(r) - £(0)) <

II.7 Conclusion

Nous avons résolu analytiquement le probleme de la diffusion multiple d’une onde plane
harmonique TH par une couche d’épaisseur finie contenant une distribution uniforme et aléa-
toire de diffuseurs linéiques anisotropes (incidence normale). Les diffuseurs sont identiques.
En suivant les approches de Twersky-Foldy et de Waterman-Truell, nous avons déterminé le
nombre d’onde effectif K, Eq. (111.69), et les amplitudes des quatre ondes cohérentes TH a
I’intérieur et a I’extérieur de la région diffusante. Ces amplitudes sont respectivement données
dans les Egs. (111.75), (111.76), (111.79) et (111.80). Nous constatons qu’elles sont déterminées

pour un solide donné, une distribution de diffuseurs donnée et une fréquence donnée lorsque
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I’amplitude rétrodiffusée f(m) et I’amplitude de diffusion vers I’avant f(0) d’un diffuseur

seul sont connues.

Les amplitudes des ondes a I’intérieur et a I’extérieur de la couche ont été obtenues sans im-
poser de conditions de continuité aux « frontiéres » de la couche, limites difficiles a définir
puisque la matrice solide occupe tout I’espace. Dans ce contexte, nous avons identifié les pro-
priétés des champs cohérents que se conservent lors du passage (a incidence normale) de
I’onde cohérente TH dans la couche. La continuité intrinseque du champ de déplacement co-
hérent a permis de définir, du point de vue de I’onde cohérente, la notion d’interface entre le
milieu continu et la couche d’hétérogénéités, la couche se comportant comme un solide dissi-

patif équivalent.

Les conditions de passage aux deux interfaces, satisfaites par la dérivée spatiale du champ de
déplacement cohérent, ont été établies. La notion de continuité de la contrainte cohérente tan-
gente aux interfaces a pu alors étre introduite, en identifiant la quantité ©, Egs. (111.78) et
(111.93), comme le rapport de I’impédance acoustique effective de la couche homogéne équi-
valente a celle de la matrice solide. Ceci nous a alors conduit a définir la masse volumique
effective p, Eq. (111.101), et le module de rigidité effectif A, Eq. (111.108), de ladite couche.

Bien que notre hypothése de fermeture soit différente de celle de Waterman & Truell (1961),
nous avons établi la méme expression du nombre d’onde effectif K . Néanmoins, Linton &
Martin (2005) clament que cette formulation est fausse et doit étre désormais remplacée par la
leur, Eq. (IV.26). Nous verrons dans le chapitre suivant, que, pour les cas traités, les deux
approches sont équivalentes et que notre description, via les propriétés mécaniques effectives
p et M , ouvre un large domaine d’application.
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CHAPITRE IV

Diffusion multiple par une
distribution aléatoire de
diffuseurs linéiques :
applications

RESUME — La flexibilité du modéle de diffusion multiple développé au Chapitre Ill nous permet de considérer le
cas d’un milieu endommagé contenant une population uniforme et aléatoire de fissures ouvertes ou plates,
paralléles ou aléatoirement orientées, en affectant aux diffuseurs linéiques (via une amplitude de diffusion en
champ lointain appropriée, f( 0,6, )) les propriétés de diffusion d’une cavité elliptique ou d’une ligne de disconti-
nuités, fixe ou aléatoirement orientée (Chapitres | et Il). Les propriétés acoustiques de I’onde cohérente TH se
propageant dans ledit milieu, comme les propriétés mécaniques effectives du milieu homogéne équivalent
(masse volumique et module de rigidité) sont déterminées. Les approximations basse et haute fréquences des
quantités cohérentes d’intérét sont établies.

Une premiere partie porte sur la réponse cohérente d’une couche endommagée a faces paralléles, sollicitée
a incidence normale. Les prédictions des propriétés acoustiques sont confrontées a d’autres estimations issues
de travaux antérieurs. Dans une derniere partie, nous montrons l’intérét des propriétés mécaniques effectives
en traitant les cas d’une distribution non-uniforme de fissures et d’une onde de surface en présence d’une
couche endommagée sur un substrat sain. Finalement, I'opportunité d’utiliser les propriétés mécaniques effec-
tives est discutée.






IVV. Diffusion multiple par une distribution aléatoire de diffu-
seurs linéiques : applications

La flexibilité du modele de diffusion multiple développé au chapitre précédent, nous permet

d’aborder plusieurs applications.

Une onde incidente TH interagit a incidence normale avec une distribution uniforme et aléa-
toire de fissures, occupant une zone definie par deux plans paralleles (couche). Les fissures
identiques sont soit paralléles au front d’onde cohérent soit aléatoirement orientées. Pour ce
type d’hétérogénéité, les variations de I’atténuation effective, de la célérité de phase effective,
des coefficients de réflexion et de transmission, de la masse volumique effective et du module
de rigidité effectif, sont représentées en fonction de la fréquence et de la concentration de fis-
sure. Ces resultats sont comparés a ceux de travaux antérieurs qui « suggerent » par exemple
que la formulation de Waterman et Truell, Eq. (111.69), est erronée (Linton & Martin 2005) ou
encore, représentent les fissures comme des objets de taille réelle et non plus comme des dif-
fuseurs linéiques (Angel & Bolshakov 1997, Angel & Koba 1997).

L’intérét de la formulation des propriétés mécaniques effectives (111.101) et (I111.102) (masse
volumique et module de rigidité) est ensuite illustré par deux applications, avant d’étre discu-
té. La densité de fissures de la couche endommageée précédente est dans un premier temps
supposée non-uniforme. A I’aide de la méthode du milieu effectif développée, le milieu hété-
rogéne est decrit comme un « empilement » de couches homogénes équivalentes. La propaga-
tion dans chaque couche est régie par I’impédance acoustique effective et le nombre d’onde
effectif déja identifiés. Sur cette base, les coefficients de réflexion et de transmission sont
calculés a I’aide de la méthode de la matrice de transfert (Nayfeh 1995). La couche endom-
magée initiale (densité de fissures uniforme) repose dans un second temps sur un substrat
sain. Les fissures représentées par des cavités cylindriques vides sont localisées prés de la
surface libre du demi-espace ainsi défini. Nous nous intéressons alors a la célérité de phase et
a I’atténuation des ondes cohérentes TH de surface. L’effet de la dispersion intrinséque due a
la diffusion multiple est superposé a celui associé au piégeage des ondes en surface. Ainsi, les
résultats obtenus différent sensiblement du cas standard des ondes de Love (Rose 1999). Des
estimations analytiques simples permettent une évaluation directe de la concentration de dif-
fuseurs a partir des spectres de dispersion (celéerité de phase) et d’atténuation.

IV.1 Distribution uniforme et aléatoire de fissures

Le but de cette section est de prédire la propagation de I’onde cohérente TH dans une couche
d’épaisseur 2 contenant une distribution uniforme et aléatoire de fissures ouvertes ou plates
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identiques, dont les levres sont libres de contraintes.

Une fissure ouverte est traitée comme une cavité elliptique vide de distance focale 2a, de
grand axe 2a,, de petit axe 2a, et par suite d’ouverture T = a, / a, <1, Figure 1.3. La diffu-
sion par une cavité elliptique a été étudiée en détail dans le Chapitre I. En particulier,
I’amplitude de diffusion en champ lointain f(a, 00) a éte établie quelles que soient les direc-

tions d’observation 6 et d’incidence 6_, Eq. (1.92).

)
Une fissure plate peut étre traitée comme une ligne de discontinuités de taille 2a a travers
laquelle la composante antiplane du champ de déplacement diffusé est discontinue. Ce pro-
bleme de diffusion a été étudié dans le Chapitre 11 ou I’amplitude de diffusion en champ loin-
tain correspondante a été obtenue, Eq. (11.44). Nous avons en particulier montré que, lorsque
les levres sont libres de contraintes, il se réduit au cas limite de la cavité elliptique pour
7= 0. Ainsi, en présence de fissures plates (sous-entendu T = 0), I’amplitude de diffusion
f (0, (90) est calculée avec des fonctions d’onde elliptiques, Eq. (1.92).

La densité surfacique de fissures ouvertes (plates) est représentée par € = noal2 (e = nOaQ).
La fréquence réduite est définie par & = k,a,0u @ = a, (a) si T>0 (=0 ou 1). Toutes les
fissures sont paralléles ou perpendiculaires au front d’onde incident, Figure 1V.1.* Définis-
sons alors la longueur active d’une fissure £ comme sa projection sur le front d’onde en
question, puis le rapport d’inactivité T = % entre la projection de la fissure sur le vecteur
d’onde incident et la longueur ¢ . Notons que T =1 correspond a une fissure circulaire.
Lorsque le grand axe des cavités elliptiques est paralléle au front d’onde incident, nous avons
T.=7<1. Dans le cas contraire, le petit axe est parallele au front d’onde incident,
T = % >1, et T et @ doivent étre remplacés respectivement par % et ot dans les Egs.
(1.96)-(1.100). La propagation de I’onde cohérente dans un tel arrangement de fissures est pré-
dite a I’aide de la formule (111.69) du nombre d’onde effectif K .

Rappelons que les amplitudes de diffusion vers I’avant et vers I’arriere d’une fissure plate
sollicitée sous incidence normale (¢, = 0, T, = 0) sont égales et opposées, f(0)=—f(r)"
(Eq. (11.46)). Dans ce cas, le nombre d’onde (111.69) se réduit a la formulation de Foldy
(1945), et les Eqs. (111.101) et (111.102) & :

p=p, V&, (IvV.1)

1 Dans ce chapitre, les angles sont mesurés par rapport & la direction Yy, et donc representes en italique. Atten-
tion au changement de variable angulaire (6 :%—0) nécessaire pour établir les approximations basse fré-
quence a partir des Egs. (1.100) et (1.102).

12 ou encore sous forme étendue, f<07 0) =—f (7r, 0).
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Vo, (IV.2)

dmn, B
142 f(O)] -

T

M=ypu

47,
1— = f(ﬂ')

T

0

De méme, la quantité © de I’Eq. (111.78) et la relation (111.77) deviennent :
k

0=, (IV.3)
K —k,
Q=" - (IV.4)

Observons que lorsque T, — oo, les fissures plates, paralleles a la direction y,, sont invi-

sibles pour I’onde incidente. Le solide fissuré se comporte comme la matrice seule (a =0,

c=cp, p=py M= p).

m onde TH

2| — e N

Figure 1V.1 : Distribution uniforme et aléatoire de fissures alignées.

IV.1.1 Résultats numériques et discussion

Nous présentons des résultats numériques correspondant aux propriétés acoustiques (atténua-
tion, célérité de phase, réflexion et transmission) et mécaniques (masse volumique et module
de rigidite) effectives de la couche homogene équivalente a la couche multifissurée de la Fi-

gure IV.1, pour des distributions de fissures alignées.

Iv.1.1.1 Propriétés acoustiques

Courbes d’atténuation et de célérité de phase

L’atténuation et la célérité de phase de I’onde cohérente se propageant dans une distribution
de fissures alignées sont présentées sur la Figure 1V.2 en fonction de la fréquence réduite @,

pour plusieurs valeurs d’ouverture de fissure T. La densité de fissures est e = 0,03.
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Figure V.2 : Atténuation versus la fréquence réduite pour une distribution de fissures paral-
leles et pour une densité & = 0,03. Effet de I 'ouverture des fissures. @) 0 < 7.(= 1) <1 (un
agrandissement de la partie encadrée est présenté Figure IV.3) ; b) 7.(=1/71) > 1.

A haute fréquence, la Figure 1V.2 montre que I’atténuation pour des fissures plates (t,=0)
oscille autour d’une valeur constante. A partir de considérations énergétiques, on montre que
cette limite est égale a la section efficace de diffusion o, (voir la définition (A7.1) dans
I’Annexe A7) multipliée par n, /2 (Eq. (A7.5)). Or, comme indiquée par Ishimaru (1997),
nous avons alors o, (oo) = 2( . Par conséquent, la limite haute fréquence (ou limite géomé-
trique a(oo)) de Iatténuation est donnée par a(oo)=mn ¢, . Pour des fissures ouvertes

a et 2n a,, lors-

d’ouverture T, nous trouvons que la limite a(oo) vaut respectivement 2n,a, oy s

que T, <1 et T, >1. Ainsi, quand T, > 1, la diffusion devient faible et I’atténuation tend
vers zéro. Nous observons également que, a haute frequence (@ = 1), I’atténuation «a est
maximale lorsque I’onde incidente éclaire des fissures plates (7, = 0). Ces fissures étant
plates, leur capacité a refléchir I’onde incidente est maximale. Ainsi, plus la longueur active
des fissures £ est grande (Figure IV.2b), plus Iatténuation augmente. Lorsque cette longueur
est fixe (Figure 1V.2a), plus le volume des cavités est petit, plus I’atténuation augmente a
cause des effets de diffraction aux pointes des fissures. Néanmoins, a basse fréquence
(& <1), pour une longueur active fixe, I’atténuation pour des fissures plates (T, = 0) est
plus petite que celle pour les fissures ouvertes, Figure 1V.3, car le volume des cavités gou-
verne alors les mécanismes d’absorption. Ce comportement est conforme aux résultats obte-
nus par Yomogida & Benites (2002). La pente des courbes d’atténuation est faible au voisi-
nage de I’origine (o = 0), comme prévu par I’expressions (IV.5) d’ordre O(Jf‘).
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Figure IV.3 : Agrandissement de la Figure IV.2a. A basse fréquence (& < 1), une fissure
ouverte est plus atténuante qu 'une fissure plate.
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Figure 1V.4 : Célérité de phase versus la fréquence réduite pour une distribution de fissures
paralleles et pour une densité £ = 0,03. Effet de | 'ouverture des fissures.

La Figure 1V.4 montre que la célérité de phase effective approche par valeurs inférieures la
limite géométrique c(oc) = ¢,., Eq. (IV.23), lorsque @ > 10. S’écartant de leurs limites sta-
tiques, les courbes de ¢ /¢, diminuent avec I’augmentation de @, puis apres avoir atteint un
minimum augmentent avec & . A basse fréquence, la réduction de célérité ¢ /c, due a la pré-
sence des fissures est maximale quand T, = 0 et est nulle lorsque T tend vers I’infini. Ainsi,
plus la longueur active des fissures est grande (Figure 1V.4b), plus la célérité de phase dimi-
nue, et lorsque cette longueur est fixe, la célérité diminue avec le volume des cavités (Figure
IV.4a).
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La Figure V.5 montre I’atténuation aa et la célérité de phase ¢/ c, pour trois valeurs de
densité ¢ = 0,01, 0,03 et 0,05. Les traits continus (en pointillé) correspondent a T =0
(. =1). L atténuation (célérité de phase) augmente (diminue), a fréquence donnée, avec la

densité «.

0,12

Figure IV.5 : Atténuation et célérité de phase versus la fréquence réduite pour des fissures
paralléles et trois valeurs de densité <. Trait continu : T, = 0 ; traiten pointillé : T = 1.

Réponses en réflexion et transmission

Les modules des coefficients de réflexion et de transmission (111.75) et (111.76) sont représen-
tés sur les Figures 1V.6 a 1V.8 en fonction de la fréquence réduite &, pour la couche multifis-
surée de la Figure IV.1. Le grand axe des cavités elliptiques est parallele au front d’onde inci-
dent (7, =1 <1).

Les Figures 1V.6 et IV.7 montrent les effets de la densité de fissure (¢ = 0,01, 0,03, 0,05) et
de I’épaisseur de couche (h = % =3, 30), avec T = 0,5. Nous observons que les valeurs de
R| et T approchent respectivement zéro et un, lorsque & tend vers zéro. A une fréquence
donnée, la réflexion augmente avec la densité <. Les courbes de réflexion affichent des varia-
tions cycliques. Le nombre de cycles augmente sensiblement avec I’épaisseur % de la couche.

Les minima successifs des courbes de réflexion se produisent lorsqu’il y a un nombre entier
2w
Re K
Ceci nous indique que des interférences destructives se produisent a ces longueurs d’onde

de demi-longueurs d’onde effectives % (avec A = ) dans I’épaisseur de la couche 2h.

entre les interfaces « fictives » de la couche. Les courbes de transmission montrent que 7]

diminue lorsque la densité ¢ et I’épaisseur h augmentent. Lorsque la fréquence devient
grande (@ = 1), les valeurs de 7| oscillent autour de la limite géométrique exp(—2a(c0)h).
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Figure IV.6 : Réflexion et transmission versus la fréquence réduite pour trois valeurs de den-
sité de fissure et une épaisseur h = 3. Les fissures sont paralleleset T =71 =10,5.

0,2 ‘ 1
e=0,05
R | T 1
0,03
|
OJN 405 £=001 -
7 | I 0,03 |
m f 0,05
0 | | O |
0 1 2 3 0 5 10
w w

Figure IV.7 : Réflexion et transmission versus la fréquence réduite pour trois valeurs de den-

sité de fissure et pour épaisseur h = 30. Les fissures sont paralleleset T, = 7= 0,5.

L’effet de I’ouverture des fissures (de densité £ = 0,03) sur les modules de R et T est illus-
trée par la Figure 1V.8, pour une épaisseur de couche A = 3. La longueur active des fissures
est constante (T, < 1). Ainsi, lorsque T croit, le volume de chaque fissure croit. Néanmoins,
la réflexion augmente & basse fréquence lorsque les fissures tendent a se fermer (+ diminue) :
leur aptitude a réfléchir I’onde incidente devient maximale.
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Figure 1V.8 : Réflexion et transmission versus la fréquence réduite pour une distribution de
fissures paralléles, d ‘épaisseur 4 = 3 et de densité ¢ = 0,03.
Effet de | ‘ouverture des fissures T(=T)).

i

IV.1.1.2 Propriétés mécaniques dynamiques

Courbes de masse volumique effective

La masse volumique effective de la couche homogeéne équivalente a celle de la Figure IV.1,
Eq. (111.101), est présentée sur la Figure 1V.9 en fonction de la fréquence réduite &, pour plu-

sieurs valeurs d’ouverture de fissure T, avec £ = 0,03.

La partie imaginaire de p / p, prend des valeurs plus petites que la partie réelle, qui est
proche de un. Nous observons que les courbes de p / p, présentent des variations cycliques
avec des minima et des maxima qui dépendent de T, lorsque 0 < T, <1. Les maxima de
p/ p, se décalent vers les hautes fréquences lorsque T décroit de 1 a 0. Par contre, lorsque
T, > 1, leur position, comme celle des minima, ne dépend plus de . Observons que les va-
leurs basse fréquence de p / p, correspondant a une ouverture = donnée concordent parfai-
tement avec les valeurs correspondantes lorsque T est remplacé par 1/ T. Pour une ouverture
T donnée, Re(p / ,00) oscille et, & certaines fréquences, prend des valeurs supérieures a 1. A
ces fréquences, la couche contenant des fissures d’ouverture = semble étre plus lourde que la
matrice (la couche sans fissure). Ce résultat inattendu, déja observe pour des inclusions cylin-
driques (Aristégui & Angel 2007b), suggere que les cavités des fissures se comportent comme
si elles étaient remplies d’un solide de masse volumique plus grande que p, . Nous avons Véri-
fié numériquement que, & haute fréquence, Re(p / p,) tend vers 1 et Im(p / p,) vers 0.
Ainsi, dans cette limite, la masse volumique effective est celle de la matrice.
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Figure IV.9 : Masse volumique effective p versus la fréquence réduite pour une distribution
de fissures paralléles de densité ¢ = 0,03. Effet de | 'ouverture des fissures .
Agauche: 0 <t (=7)<1;adroite: 7(=1/1)>1.
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Figure 1V.10 : Masse volumique effective p versus la fréquence réduite pour des fissures pa-
ralleles et trois valeurs de densité ¢, avec 7.(= 1) = 0,5.
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La Figure 1V.10 montre I’effet de la densité de fissures (¢ = 0,01, 0,03, 0,05) sur le calcul
de la masse volumique effective, pour T, = 0,5. Quand ¢ augmente, Im(p / ,00) augmente
quelle que soit la valeur de la fréquence et Re(p / po) diminue dans la gamme 0 < © < 3,5.
Au-dela, Re(p / po) oscille et, comme précédemment, peut prendre des valeurs supérieures a
1. Notons que les fréquences reduites pour lesquelles Re(p / p0> =1 sont indépendantes de
la valeur de e choisie.

Courbes de rigidité effective

Le module de rigidité effectif de la couche homogene équivalente a celle de la Figure IV.1,
Eq. (111.102), est présenté sur la Figure 1V.11 en fonction de la fréquence réduite &, pour
plusieurs valeurs d’ouverture de fissure T, avec ¢ = 0,03.
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Figure IV.11 : Module de rigidite effectif M versus la fréquence réduite pour une distribu-
tion de fissures paralleles de densité = = 0,03. Effet de | ‘ouverture des fissures .
Agauche: 0 <t (=7)<1;adroite: 7(=1/1)>1.
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La partie imaginaire de M/u0 prend des valeurs plus petites que la partie réelle, qui est
proche de un. Nous observons que les courbes de M / p, présentent des variations cycliques
avec des minima et des maxima qui dépendent de T_, lorsque 0 < T, <1. Par contre, lorsque
T, > 1, leur position, comme celle de minima, ne dépend plus de 7. Observons que les va-
leurs basse fréquence de M / i, correspondant a un T donné, sont différentes des valeurs
correspondantes lorsque T est remplacé par 1/ T, comme le prédit la formule (I\V.9). Pour
une ouverture T donnée, Re(M / /LO) oscille et prend, a certaines fréquences, des valeurs qui
sont plus grandes que 1. A ces fréquences, la matrice multifissurée « est » plus rigide que la
matrice seule. Ce résultat suggére que les cavités des fissures se comportent comme si elles
etaient remplies d’un solide de rigidité plus grande que p . Nous avons Vvérifié que ce com-
portement atypique disparaissait pour des fissures plates (T, = 0). Nous avons observé nume-
riguement pour des valeurs élevées de la fréquence (& > 10) que Re(M / uo) s’approche de
1 et Im(M/MO) de 0. Ainsi, dans cette limite, le module de rigidité effectif est celui de la
matrice.

La Figure IV.12 montre I’effet de la densité de fissures (¢ = 0,01, 0,03, 0,05) sur le calcul
du module de rigidité effectif, avec 7. = 0,5. Les commentaires des courbes sont similaires a
ceux de la Figure 1V.10.
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Figure IV.12 : Module de rigidite effectif M versus la fréquence réduite pour des fissures
paralléles et trois valeurs de densité ¢, avec (= 1) =0,5.

IV.1.2 Limites analytiques

Nous établissons les limites basse et/ou haute fréquences des quantités physiques présentées
dans la section précédente, caractérisant la couche multifissurée des points de vue acoustique

et mécanique.
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Iv.1.2.1 Approximations basse fréquence

Placons-nous dans le cas ou la taille caractéristique a de la fissure est négligeable devant la
longueur d’onde de I’onde incidente ), , ou encore w =k a <1, . e. a basse fréquence.’®

L atténuation et la célérité de phase des ondes cohérentes siégeant a I’intérieur de la couche
multifissurée sont calculées en utilisant la relation (I11.70). Lorsque les fissures sont ouvertes

et @ tend vers zéro, nous obtenons pour I’atténuation et la célérité de phase les expressions

suivantes :
aa=w¢1+2r+&j_¢%l_#)wﬂy+o@ﬁmmn, (IV.5)
16,146 —7(1+7)¢"
c 1 1+2T—|—3T2—¢T<1—T2)

1+ ¢ w%mw+0@”,

g:\/1+¢—'r(1+’r)gb2 8(1+¢—T(1—|—T)¢2)
(IV.6)

ol ¢ =me(=mna’) et 0 <1 (=T7)<1. Pour des fissures plates paralléles au vecteur

d’onde incident (T, (=1/T) — 00), nous trouvons que o =0 et ¢ = ¢;..

Définissons les modules de rigidité effectifs a valeurs complexes €', et C de la couche, tels

que :

C,=M0<T, <1), 0, =M1, >1), (IV.7)

44

ol M est calculé a partir de I’Eq. (111.102). La masse volumique effective est déterminée &
Iaide de I’Eq. (111.101). Lorsque & tend vers zéro, nous trouvons :

ic:@—¢ﬂ—ﬁ;@%ma+oon+¢W£af@+0@ﬂmﬂy (IV.8)
044 _ ]' ¢(T+1)2 ~2 ~. ~2
IZ_]MT+Q+11+4@NT+Q+QW(mw+0@q) e
i mo(r+1) 2@%1+0@m@»
8(o(7+1)+1)

avec 0 < 7 (= 1) < 1. L’équation (IV.8) montre que dans la limite statique (& = 0) la masse
volumique effective satisfait la loi des mélanges. Observons que les limites statiques de p et
C,, dépendent de I’ouverture 7. Notons que pour des fissures plates paralleles au front

13 Rappelons que @ = a, pour une ellipse de demi-grand axe a, et a = a pour le cas ou I’ellipse se réduit a un
segment de longueur 2a .

98



d’onde incident (t.(=T)=0), la masse volumique de la couche effective est égale a la
masse volumique de la matrice (p = p,).

Lorsque T.(=1/7)>1, les limites basse fréquence de aa, c/c, et p/ p, sont respecti-
vement données par les Egs. (IV.5), (1V.6) et (1V.8), en remplacant a, par a,, T par 1/ et
w par wt. Dans ce cas de figure, nous avons également :

C,=0C, (avec T+ 1/ 7 et &+ &r dans I'Eq. (IV.9)). (IV.10)

Pour des fissures plates paralléles au vecteur d’onde incident (T, — 00), nous avons :

(]66 = (Iv.11)
Résultats basse fréquence disponibles dans la littérature

Datta (1975) a étudié la propagation d’ondes planes TH dans des matériaux composites ren-
forcés par des fibres elliptiques identiques et paralléles au front d’onde incident. En particu-
lier, il remplace les fibres par des cavités elliptiques et reporte dans ses relations (24), les ap-
proximations suivantes pour la masse volumique effective p et les modules de rigidité effec-
tifs C,, et C,, :

p=p,(1-¢), (1V.12)
C,, = 1, (1—0m0), (IV.13)
Cyy =ty (1-011,0), (IV.14)

ou Apu, et Au, sont donnés dans son equation (26) sous la forme :
eg() e 0

= ) A o — .
H cosh§ & sinh &

§

En utilisant la relation tanh¢{ =7 (= ‘Zi’) dans les équations précédentes, nous trouvons que
1

Ap, =141/ 7 et Ap, =147, puis en remplagant ces derniéres expressions dans les Egs.

(IV.13) et (IV.14), nous trouvons :

Yu 1 g(14q), (IV.15)
M()

% _1-L(141)s. (IV.16)
MU T

Par ailleurs, dans ses relations (27), Datta (1975) obtient pour une distribution de fissures

plates paralléles (7, = 0), avec nos notations :
C, =, (1-9), (IV.17)
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et remarque que si I’onde incidente se propage selon une direction paralléle aux levres des
fissures (i. e. 7. — o0), alors le milieu se comporte comme s’il n’y avait pas de fissure, i. e.
Coo = 1ty -

Varadan et al. (1978) établissent une relation de dispersion basse fréquence pour un matériau
composite contenant une distribution uniforme et aléatoire de fibres elliptiques alignées (de
module de rigidité p, ). Supposant que la masse volumique effective p satisfait la loi des me-
langes, ils obtiennent de I’équation de dispersion, le module de rigidité effectif C', du milieu
composite, tel que :

_ (1—1—7)(#1 _'”0)¢ +2(T“1 +l‘o>

= . V.18
(1+T><'uo_Ml)¢+2(1—'u1+'uo> ( )

44

Dans le cadre des théories d’Eshelby et Mori-Tanaka, Zhao & Weng (1990) obtiennent les
expressions statiques des neuf constantes d’élasticité effectives d’un matériau composite or-
thotrope renforcé par des fibres elliptiques alignées (de module de rigidité 4, ). Leurs équa-
tions (16) et (17) s’écrivent respectivement, en utilisant nos notations :

Cu_q_ P1+7)(m — ) , (IV.19)
) (MO B M1>T¢ R
G _q_ L) —m) (IV.20)
H, (MU - ul)cb + p + TH,

Zhang & Gross (1998) donnent dans leur relation (E.19) une expression du module de rigidité
effectif C', d’un solide contenant des fissures plates alignées (T, = 0), obtenue par une mé-
thode auto-cohérente, sous la forme :

C, =5 +a- cb)z. (IV.21)

Dans le méme contexte, Murai (2007) obtient une expression statique pour le module de rigi-
dité effectif C,, d’un solide contenant des fissures plates alignées (T, = 0). Avec nos nota-
tions, elle s’écrit :

C,=Hu,

44

- ?] . (IV.22)

Que les fissures soient ouvertes ou plates, il apparait qu’en présence d’une faible densité de
fissures (¢ < 1), la limite generale que nous avons établie, Eq. (1V.9), est identique jus-
qu’aux ordres O(Jﬂ) et O(¢2), aux expressions (IV.13)-(1V.21) disponibles dans la littéra-
ture (ou le cas échéant, p, = 0).
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IV.1.2.2  Approximations haute fréquence

Dans la limite haute fréquence (@ > 1), les prédictions numériques de la section 1V.1.1 mon-
trent que :

limc=c,, (V1,Ve);lima=2na, (0<1(=7)<1,Ve), (IvV.23)

lima=2na, (¥7,(=1)>1, ve), (IV.24)

W—00

Observons que le cas de la fissure plate (T, = 0) est traité analytiquement dans I’ Annexe A7.
L’équation (A7.19), avec o = 0, = 0 est conforme a I’expression (1V.23),.

Iv.1.2.3 Amplitudes des ondes cohérentes

Nous avons vérifié, en utilisant les limites basse fréquence de I’atténuation et de la célérité de
phase présentées précédemment, que dans la limite statique, le coefficient de réflexion (I11.75)
tend vers zéro et le coefficient de transmission (111.76) vers un.

Afin d’obtenir les limites haute fréquence de R et T, il suffit de substituer I’Eq. (111.70) dans
les Egs. (111.75) et (111.76) par son approximation déduite des limites (IV.23), (1V.24) ou
(IV.43), selon les cas. Lorsque les fissures sont alignées et & tend vers I’infini, nous trouvons

que :

lim [R = 0, lim|7] = ™" (v, ve). (IV.25)

W—00 W—00

IV.2  Distribution uniforme et aléatoire de fissures plates de taille finie :

comparaison

La modélisation établie au Chapitre 111 pour le nombre d’onde effectif K, Eq. (111.69), est
maintenant confrontée a des formulations disponibles dans la littérature. Dans un premier
temps, nous présentons les approches développées par Kikuchi (1981a), Angel & Koba
(1997) et Linton & Martin (2005) qui conduisent a des expressions simples et explicites de
K, représentatif des mécanismes de diffusion multiple. Nous les comparons ensuite a notre
formulation (111.69).

IV.2.1 Modeles de diffusion multiple disponibles : présentation

Dans des travaux récents, Linton & Martin (2005) ont établi une formule pour le nombre
d’onde effectif d’une onde cohérente scalaire se propageant dans une distribution uniforme et
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aléatoire de diffuseurs cylindriques identiques, réduits ultérieurement a des diffuseurs li-
néiques. Les cylindres étant contenus dans un demi-espace, ces auteurs ont fait en sorte de
considérer I’onde cohérente dans une région éloignée de I’interface. Une enveloppe cylin-
drique de rayon b, similaire a la « hole-correction » (Fikioris & Waterman 1964), est associée
a chaque cylindre afin d’éviter des interpénétrations possibles entre objets, rendant dés lors
I’approche adaptée aux fortes concentrations de cylindres. En tronquant les mécanismes de
diffusion multiple avec I’« approximation quasi-cristalline » (Lax 1951), ils obtiennent un
systeme infini d’équations algébriques linéaires a partir duquel le nombre d’onde effectif est
déterminé. Dans le cas ou la densité de diffuseurs est faible et ou les cylindres sont réduits a
des lignes (b — 0), ils etablissent une expression approchée du nombre d’onde effectif, qui,
avec nos notations, peut étre reproduite sous la forme suivante :

d p (0)do. (1V.26)

2 72 5 8 T 0
K _kT+n047rf<0)—n0— , COt(Q)@

ks
Une alternative a la réduction des diffuseurs a des lignes aux propriétés de diffusion appro-
priées, réside dans la prise en compte de la geométrie réelle des diffuseurs. Par exemple, Ki-
kuchi (1981a) puis Angel & Koba (1997) ont traité le cas d’une onde cohérente scalaire se
propageant dans une distribution uniforme et aléatoire de fissures plates identiques et perpen-
diculaires au vecteur d’onde effectif. Lorsque la distribution occupe tout I’espace, le traite-
ment adopté par Kikuchi est rudimentaire. 1l utilise I’idée du « formalisme d’onde moyenne »
présenté plus en détail dans le Chapitre V, et I’approximation introduite par Foldy (1945) (qui
stipule 1’égalité du champ d’excitation moyen agissant sur une fissure fixe et du champ cohé-
rent). Sa formule pour le nombre d’onde effectif, qui est donnée entre ses équations (14) et
(15), est reproduite en utilisant nos notations sous la forme :

-1

, (IV.27)

K2 k; [1 _ inOB

K

ol —B/2a est le déplacement moyen sur les levres d’une fissure seule sollicitée par I’onde
plane cohérente de nombre d’onde K .

Angel & Koba (1997) ont traité le cas des ondes cohérentes rétrograde et progressive siégeant
dans une distribution localisée dans une couche similaire a celle de la Figure IV.1. La condi-
tion de fermeture choisie suit aussi celle proposée par Foldy (1945). Leur formule (équation
(48)) pour le nombre d’onde effectif est reproduite avec nos notations sous la forme (Caleap
et al. 2007a) :

K =2 [1 _ mfﬂ] , (IV.28)
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ol la fonction a valeurs complexes B(0) est celle de I’Eq. (11.47) (avec ¢, = 0). Observons
que B est lié a la fonction B de I’Eq. (IV.27) par :
kB
raln

B(0). (1V.29)

Les expressions (IV.27) et (1V.28) sont donc identiques. Nous pouvons encore exprimer la
formule (1V.28) a I’aide de I’amplitude de diffusion f en champ lointain d’une fissure aux
surfaces libres sollicitée sous incidence normale par une onde plane TH. Ainsi, d’aprés I’Eq.
(11.46) (avec 6, = 0) nous obtenons (Caleap et al. 2007a) :

-1
K* =k [1 —n, i—f f(O)] : (1V.30)
T
Nous avons par ailleurs réécrit les amplitudes des ondes cohérentes a I’extérieur et a
I’intérieur de la couche, reportées par Angel & Koba (1997) dans leurs Egs. (50)-(52), (57) et
(58) sous les formes (111.75) a (111.80) ol © est maintenant défini par I’Eq. (1V.3), avec le
nombre d’onde K donné dans I’Eq. (1V.30). Finalement, en suivant la démarche d’Aristégui
& Angel (2007b), nous déduisons des résultats d’Angel et Koba la masse volumique effective
et le module de rigidité effectif (Aristégui et al. 2009a) :

p=p,, (IV.31)

1—n,— f (o)] (IV.32)

de la couche multifissurée, vue homogene par I’onde cohérente. En présence d’une faible den-
sité de fissures, nous observons que les Egs. (111.69) (avec f(()) = —f(w)) et (IV.30), et
(IV.2) et (1V.32) sont identiques deux a deux a I’ordre O(ng). Ainsi I’approche présentée au
Chapitre 111 et celle développée par Angel & Koba (1997) sont équivalentes dans la limite

évoquee.

IV.2.2 Etude comparative en considérant les diffuseurs linéiques ou de
taille réelle

L atténuation aa et la célérité de phase ¢/ c, de I’onde cohérente TH se propageant dans une
distribution de fissures plates alignées (T,(= T) = 0), Figure 1V.1, sont calculées a partir de
la formulation (111.69) et de celles établies par Linton & Martin (2005) et Angel & Koba
(1997) (ou Kikuchi (1981a)), respectivement Egs. (1V.26) et (1V.30).

La Figure 1V.13 montre aa et ¢ /¢, en fonction de la fréquence réduite, pour deux valeurs de
densité de fissures ¢ = 0,01, 0,03. Nous trouvons une trés bonne concordance entre ces
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formulations pour une faible densité de fissures (e = 0,01). Des différences apparaissent
lorsque la densité de fissures augmente (¢ = 0,03 ). Les valeurs d’atténuation prédites avec
les formulations basées sur les diffuseurs linéiques, Egs. (111.69) et (1V.26), sont semblables
entre elles, mais différent de celle basée sur les diffuseurs de taille réelle, Eq. (IV.30). Cette
similitude disparait pour les célérités de phase. Les résultats obtenus par la méthode de Linton

et Martin sont en effet plus proches de ceux obtenus par celle d’ Angel et Koba.

0,08 ‘ 1
€ =20,03
=
7 Q
s | /\;/‘“\ = ]
0,04 |- 4097 a
e=0,01
L ﬁ ~— O e W i

0 | 0,94

w w

Figure 1V.13 : Atténuation et célérité de phase effectives versus la fréquence réduite pour
dans une couche contenant des fissures plates (7.(= T) = 0) de densité ¢ = 0,01 (traiten
pointillé) et 0,03 (trait continu). Comparaison entre les formulations
(111.69) (====), (1V.26) (—==) et (1V.30) (ooo).

Nous établissons maintenant a partir de I’Eq. (I1V.26), les limites basse fréquence de
I’atténuation et de la célérité de phase effectives en présence de distributions de fissures ali-

gnées. Pour des cavités elliptiques telles que 0 < 7.(= 1) <1, nous obtenons :

) (1427437 )(1+¢)+ 207" L
ad = 7o w (1 + O(w In w)), (IvV.33)
841+ 0)+2(1- 7)o’
o 9 1 (1427437 ) (14 0)+ 207" o omil
Cr \/4(1+¢)+2(1—72)¢2 e 4(2(1+¢)+(1—T2)¢2) # (m +0(1)

(IV.34)

Lorsque T.(=1/7)>1, les limites basse fréquence de aa et c/c, sont toujours données

par les Egs. (1V.33) et (1V.34) en remplacant T et & par 1 /T et &, respectivement. Pour

Observons que pour une faible densité de fissures (¢ < 1), les approximations basse fre-
quence (IV.33) et (1V.34) sont identiques a I’ordre O(¢2) a celles données respectivement
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par les Egs. (1V.5) et (IV.6). Comme attendu, dans la limite des faibles densités de fissures,
les limites basse fréquence de aa et c¢/c, pour une distribution de fissures plates (1, = 0)
représentées par des diffuseurs linéiques, Egs. (1V.5), (1V.6), (IV.33) et (1V.34), sont en ac-
cord avec celles obtenues pour des fissures plates de taille finie, Eq. (84) dans Angel & Koba
(1997).

IV.3 Modele de fissures aléatoirement orientées

Considérons maintenant un solide contenant une distribution uniforme et aléatoire de fissures
(plates ou ouvertes) aléatoirement orientées, Figure 1V.14. Ainsi I’onde cohérente dans la di-

rection y, est independante de I’angle d’orientation des diffuseurs.

m onde TH

4 -
~ _—
Z \ BN
2% _ = - et _/_ ............ > Y
/ ﬂ E / 2043 *nb Z
~ =~ \ 20,
v
Y3

Figure 1V.14 : Distribution uniforme et aléatoire de fissures aléatoirement orientées.

Le concept d’orientation aléatoire est inclus dans le modéle (111.69), considérant des diffu-
seurs linéiques, en définissant une amplitude de diffusion moyenne (f(9)> appropriée. Dans
ce cadre, la réponse en champ lointain selon la direction ¢, d’un diffuseur sollicité par une

onde plane selon la direction 6_, doit étre indépendante de I’inclinaison dudit diffuseur. Pour

0’
un angle d’incidence donné 6, il est naturel de tenir compte des propriétés de diffusion dans
la direction 6 pour toutes inclinaisons possibles du diffuseur. L’ensemble de ces contribu-
tions dans la direction 6 est considéré de maniére équivalente en évaluant les réponses du
diffuseur fixe sollicité selon toutes les directions possibles (0 < 6, < 27). Ainsi, les fonctions

f(0,6,) sont remplacées par (Kachanov 1992, Zhang & Gross 1998) :
< > f (9, +0.6,) (IV.35)
0

Le nombre d’onde effectif K, adapté a la distribution de diffuseurs aléatoirement orientés,
est alors défini par :
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K* =k [1+4n, 2—7;< f(0)>J2 — K [no b f(w)>]2, (IV.36)

T

ou les amplitudes de diffusion moyennes vers l'avant (f(0)) et vers l'arriere (f¢m) d’un
diffuseur seul sont calculées avec I’Eq. (1V.35). De maniére similaire, la masse volumique
effective et le module de rigidité effectif de la couche homogene équivalente (isotrope), sont

définies par :

p=p, |1+ 272” 0 (< £(0))+( f(?r>>)] (IV.37)

M=y |1+ 2”2”0 (< £(0))—{ f(w)>)]l. (IV.38)

IV.3.1 Propriétés acoustiques et mécaniques dynamiques

Quelques résultats numériques correspondant aux propriétés acoustiques et mécaniques de la
couche homogeéne équivalente a la couche multifissurée sont analysés.

L’atténuation et la célérité de phase de I’onde cohérente se propageant dans une distribution
de fissures aléatoirement orientées (Figure 1V.14) sont présentées sur la Figure 1V.15 en fonc-
tion de la fréquence réduite w , pour plusieurs valeurs d’ouverture de fissure 7. La densité de

fissure est € = 0,03.

0,06 ‘ 1

c/cT

0,98

i \
0 ) 10 0’960 3 6

w w

Figure V.15 : Attenuation et célérité de phase effectives versus la fréquence réduite pour une
distribution de fissures aléatoirement orientées de densité € = 0,03.
Effet de | 'ouverture des fissures .
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La Figure V.15 montre que I’atténuation pour les fissures ouvertes (T > 0) augmente avec
I’ouverture des fisures T, la courbe associée aux cavités de section circulaire (T = 1) consti-
tuant la limite supérieure. Ainsi, I’atténuation croit avec le volume des fissures. Dans le cas
des fissures plates (T = 0), cette observation reste valide seulement dans les domaines des
basses et hautes fréquences. En dehors de ces régions, le coefficient d’atténuation oscille.
Lorsque w augmente, I’amplitude des oscillations diminue et aa approche la limite géomé-
trique 4e /7™, qui est naturellement la plus basse limite haute fréquence. En comparant les
courbes d’atténuation de la Figure 1V.15 a celles de la Figure 1V.2a, nous observons sur tout
le domaine de fréquences que lorsque les fissures plates sont aléatoirement orientées,
I’atténuation est plus faible que lorsque les fissures plates sont alignées. Ceci est physique-
ment raisonnable puisque toutes les fissures plates paralléles au front d’onde incident sont des
obstacles actifs a la propagation d’ondes, alors que dans le cas aléatoirement orientée,
I’inclinaison des fissures induit une diminution de leur aptitude a s’opposer a I’onde incidente.

Des explications similaires s’appliquent aux fissures ouvertes.

A Dbasse fréquence, la célérité de phase c/c, présentée dans la Figure IV.15 diminue, quand
le volume des cavités augmente. A haute fréquence, toutes les courbes tendent par valeurs
inférieures vers la limite géométrique 1.

0,15 ‘ ‘
Ro- =1
I - 1=08
0,1/ T T=05 -
\)
7”/ \: ///\\\ - T - () | 0’8

0050 | .
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0,6 |
0 5 10
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Figure V.16 : Réflexion et transmission versus la fréquence réduite pour une distribution de
fissures aléatoirement orientées d ‘épaisseur h = 3 et de densité ¢ = 0,03.
Effet de | 'ouverture des fissures .

Lorsque les fissures sont aléatoirement orientées, la Figure 1V.16 montre I’effet de I’ouverture
des fissures T sur les modules de R et T', calculés a I’aide des expressions (111.75)-(111.77),

ou © = %Tpﬁ avec K et p définis aux Egs. (1V.36) et (IV.37). Qualitativement, les courbes
0

14 oo L oL,
a(oo)_nu[;j; Zadﬁ]—nowﬁ 2a8in6df.
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de [R| et |T] ont les mémes tendances que celles de la Figure V.8, ou les fissures sont ali-
gnées. Comme attendu, a basse fréquence, les fissures ouvertes sont plus actives (réfléchis-
santes) que les plates. A haute fréquence, le comportement du coefficient de réflexion devient
compliqué. Observons de maniere générale que, les courbes de IRl et |T] associéesa =1,
se comportent respectivement comme des limites supérieure et inférieure aux autres courbes.

La Figure V.17 présente la masse volumique effective de la couche homogene équivalente a
celle de la Figure 1V.14, en fonction de la fréquence réduite w , pour plusieurs valeurs
d’ouverture de fissure 7. Les fissures sont aléatoirement orientées et leur densité est
e = 0,03. Le comportement général de p / p, est qualitativement similaire a celui de la Fi-
gure 1V.9. Toutefois, il est intéressant de noter pour les fissures plates (T = 0), que contrai-
rement au cas des fissures alignées, la masse volumique effective p est différente de p, et est
a valeurs complexes. Nous avons Re(p / p,) > 1 (V&) car <f(0)> = —<f(71')>. Observons que
les valeurs basse fréquence (@ < 1) sont identiques a celles de la Figure 1V.9, quelle que soit
I’ouverture 7. Dans cette gamme de fréquences, nous constatons que la pente des courbes
correspondant a T = 0 est presque nulle.

1,02 N I 0,05
[ 0 L - — — —~
QO 1 1/ \ = QO
E | // | E | T = 0,8 |
Qj \ T = 0,2 E ,/\
/ \
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Figure IV.17 : Masse volumique effective p versus la fréquence réduite pour une distribution
de fissures aléatoirement orientées de densité ¢ = 0,03. Effet de | 'ouverture des fissures .

La Figure 1V.18 montre le module de rigidité effectif de la couche homogéne équivalente de
la Figure 1V.14, en fonction de la fréquence réduite @, pour plusieurs valeurs d’ouverture de
fissure 7. Les fissures son aléatoirement orientées et leur densité est ¢ = 0,03. Le compor-
tement général de M / 1, est qualitativement similaire a celui de la Figure 1V.9. En compa-
rant les courbes de la Figure 1V.18 a celles de la Figure 1V.11, nous observons sur tout le do-
maine de fréquences que, lorsque les fissures sont aléatoirement orientées, la dissipation in-
duite par Im M est plus faible que celle relative aux fissures alignées.
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Figure 1V.18 : Module de rigidité effectif M versus la fréquence réduite pour une distribu-
tion de fissures aléatoirement orientées de densité ¢ = 0,03.
Effet de | ‘ouverture des fissures .

IV.3.2 Approximations basse fréquence

Nous présentons les approximations basse fréquence de I’atténuation et de la célérité de phase
effectives, obtenues a partir de I’Eq. (IV.36) et des estimations (1.100) et (1.102). Lorsque les

fissures d’ouverture T sont aléatoirement orientées, nous trouvons que :

S <1 42T+ 67 +27° + T4> _¢T<1—272 —0—74)(:&3 (1 4 O((DQ ln@)), (IV.39)

16\/2(1 - ¢T)[2 +o(1+ T)2]

c 2

Cr \/2(1—¢T>[2+¢(1+T>2]
1+27 461 +27° +7') — g7(1-27" 4 1')

8(1—¢T>[2—|—¢(1+T)2]

(IV.40)

1+¢( az(lnmro(l)).

Les limites basse fréquence de la masse volumique effective et du module de rigidité effectif
M (=C,, =C,) sont obtenues respectivement avec les relations (IV.37) et (1V.38) et les
approximations (1.100) et (1.102). Nous trouvons qu’a basse fréquence, la masse volumique

effective de la couche effective est encore donnée par I’Eq. (1V.8) et :
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M 5 ¢(1+T2)(T+1)2

Hq ¢(T+1)2+2 4[¢(T+1) +2]

& (ma + 0(@2))

2 (IV.41)
_imb(l T )(T +1) e (1 + O(lnu?)).

4[¢(T +1) + 2]2

Il apparait ainsi que la masse volumique effective de la couche multifissurée ne dépend pas de
I’orientation de diffuseurs. Notons que Zhao & Weng (1990) ont reporté dans leur équation
(50) le module de rigidité d’un matériau composite bidimensionnel renforcé par des fibres
elliptiques (de module de rigidité 1 ) orientees de fagon aléatoire, sous la forme :

= . (IV.42
2T(1—¢)Mf—uluo((gb—2)'r2—2¢T—2+¢>+(¢+2T+¢72)u§ ( )

M 27(1—q§)u§ — 1, (((b—Q)’rz—2¢T—2+¢)+(¢+2T+¢72)Mf
o

Pour une concentration diluée de cavités elliptiques vides (¢ < 1), aprés avoir posé u, =0,
les formules (1V.41) et (1V.42) sont identiques jusqu’aux ordres O(¢2) et O(CDQ).

IV.3.3 Approximations haute fréquence

Dans la limite haute fréquence (w > 1), les prédictions numériques de la section 1V.3.1 mon-

trent que :

limec=c, (VT,Ve);limaazg, (Ve), (1Vv.43)
W—00 T

W—00

lim \R\ -0, lim‘T‘ =¥ (YT, Ve). (IV.44)

wW—00 W—00

IV.3.4 Comparaison avec la formulation de Linton et Martin modifiée

Usant de la flexibilité des descriptions considérant les diffuseurs linéiques (auxquels sont af-
fectées les propriétés de diffuseur de taille finie appropriées), I’approche de Linton & Martin
(2005) est étendue aux solides contenant des diffuseurs aléatoirement orientés, comme nous

avons fait precédemment pour I’expression (1V.36). Nous posons :
2 72 o 8T [ 0\ d 2
K = k2 + nydr (f(0)) — 02 o [ cot (2)£< £(0)) ao, (IV.45)

ou I’amplitude de diffusion moyenne (f) est donnée par I’Eq. (1V.35).
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Figure 1V.19 : Atténuation et célérité de phase effectives versus la fréquence réduite pour une
distribution de fissures plates aléatoirement orientées (T = 0) et deux valeurs de densité
e = 0,01 (trait en pointillé) et 0,03 (trait continu). Comparaison entre les formulations
(IV.36) (==+=) et (IV.45) (—w=).
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Figure 1V.20 : Attenuation et célérité de phase effectives versus la fréquence réduite pour une
distribution de fissures ouvertes aléatoirement orientées (T = 0,25) et deux valeurs de densi-
té € = 0,01 (trait en pointillé) et 0,03 (trait continu). Comparaison entre les formulations
(IV.36) (====) et (1V.45) (—w-).

Les propriétés de I’onde cohérente TH se propageant dans la couche contenant des fissures
aléatoirement orientées, sont déterminées en utilisant les formulations (1V.36) et (1V.45) pour
deux valeurs de densité de fissure «=0,01, 0,03. Des résultats numeriques pour
I’atténuation et la célérité de phase sont présentés sur les Figures 1V.19 et IV.20 en fonction

de la fréquence réduite, pour respectivement des fissures plates (T =0) et ouvertes
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(T = 0,25). La comparaison des deux formulations est excellente. Une petite différence dans
la célérité de phase apparait seulement a basse fréquence pour les fissures ouvertes lorsque e
augmente (Figure 1V.20).

Nous établissons maintenant les limites basse fréquence de I’atténuation et de la célérité de
phase effectives déterminées a partir de la formulation (I1V.45) et des approximations (1.100)
et (1.102). Pour une distribution de fissures d’ouverture T aléatoirement orientées, la formule
(IV.45) conduit a:

(1427467 +2r° +7') + 26(1+ 27 + 37" +27°)

aa =T & O(&*Inw)),
¢ 16\/2(2+¢(1+T2)+</>2 (1—#)) (H ( >)
(1Vv.46)
£ _ 2
T PlLrefier) (i) (IV.47)

(1427 +67° + 27 + 1) + 26 (1+ 27 + 37" + 277)

e 8(2+0(1+7)+0'(1-7))

Ik (mw + 0(1)) .

Les résultats présentés dans les Figures 1V.19 et IV.20, montrent que les approximations
basse fréquence de I’atténuation et de la célérité de phase obtenues a partir des formulations
(1V.36) et (1V.45) pour des fissures plates ou ouvertes (Eqgs. (1V.39) et (1V.40) ; (IV.46) et
(IV.47)), sont similaires dans la limite des faibles densités de fissures (¢ < 1).

IV.4 Distribution spatiale non-uniforme de diffuseurs

Les résultats de diffusion multiple concernent habituellement des distributions uniformes de
diffuseurs. Notons néanmoins des travaux récents sur des cylindres immergées dont la con-
centration varie dans une couche (Conoir et al. 2009). lls utilisent I’approximation WKB
(Wentzel-Kramers—Brillouin), qui est valide a haute fréquence et pour un pas de discrétisa-
tion du profil de concentration tres fin (Brekhovskikh & Godin 1992). Dans cette section,
nous évaluons la propagation des ondes cohérentes TH dans une distribution non-uniforme de
fissures plates ou ouvertes paralleles au front d’onde incident. La variation spatiale de la dis-
tribution est prise en considération par I’intermédiaire de la méthode du milieu effectif. Cette
méthode consiste a remplacer un milieu hétérogéne (Aristégui & Angel 2007b, Caleap et al.
2007b) par un empilement de couches homogeénes équivalentes (Aristégui et al. 2008, Ariste-
gui et al. 2009a). La propagation dans chaque couche est régie par I’impédance acoustique
effective et le nombre d’onde effectif, qui sont établis dans les sections précédentes. Sauf
mention contraire, les fissures sont représentées par des diffuseurs linéiques. Sur cette base,
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les coefficients de réflexion et de transmission dus aux diffuseurs distribués non-
uniformément sont calculés a I’aide de la méthode de la matrice de transfert (Nayfeh 1995).

L’effet des profils de distribution est également étudié.

U uy R

l’ T (kr, 1)

2h

e —— _: ....................................... ) yl
dj $ (k77 /‘1/7 ) :
i : (kr, 1)
v
U’O T yg

Figure 1V.21 : Représentation schématique d 'un milieu multicouche (2h = Zd}. ).
i

IV.4.1 Méthode de la matrice de transfert

Considérons un milieu multicouche d’épaisseur 2h , inclus dans la matrice définie au Chapitre
I1l, Figure IV.21. Chacune des p couches paralleles est caractérisée par un nombre d’onde
k., une rigidité 1, et une épaisseur constante d. = 2h / p. Nous supposons que les dimen-
sions latérales des couches sont infinies. L’empilement de couches est soumis a une onde
plane TH incidente de vecteur d’onde normal aux interfaces. Les ondes transmises sont éva-
luées a la sortie de la derniere couche. La matrice est considérée sous forme de substrats semi-

infinis liés des deux c6tés du milieu multicouche. Introduisons le vecteur d’état 44/,

, (IV.48)

constitué du déplacement antiplan «, et de la composante du tenseur des contraintes o, . Les

vecteurs d’état aux deux interfaces 5]. et 5]. L, dela j ¢ couche sont reliés comme suit :

W(E.,)=m (wh,u.d)w(e), (1V.49)

J J
ou:

cosk.d. k't sink d.
m, (w,k,, ,L,,d,) = Ea i i (IV.50)
J A —k:j,uj sin kjdj cos kjdj
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En invoquant la continuité du vecteur d’état (I1V.48) aux interfaces entre les couches, les vec-
teurs d’état aux deux extrémités du milieu multicouche, y, = —h et y, = h, sont reliés

comme suit :
w(h) = u(w)w(-h), (IV.51)
ou :
91 (w) = ﬁmj (im0 d,) = [Zl Z?] (IV.52)

est la matrice de transfert a travers les p couches.

Nous considérons maintenant les systémes d’ondes en dehors du milieu multicouche. L’onde
incidente d’amplitude «, et nombre d’onde £, est réfléchie et transmise par I’empilement de
p couches (amplitudes respectives u R et u/T). Les vecteurs d’état 1/(—h) et wW(h)
s’écrivent :

efikTh +ReikTh

0 ik, g1, (e—ikTh _ ReikTh) .

Te ik, h

. V.53
ik, p,Te"" ( )

W(h) = u, et W(—h)=u

Ainsi, les amplitudes inconnues R et T' sont évaluées a partir du systeme de deux équations
établi en combinant les Egs. (1V.51) et (1V.53). Nous trouvons que :

Ewm, +ik.p (m, —m |+m,
o o "2 T 0( 4 1) 3 einkTh, (IV54)

/{:;ung + ileuo (m4 +m ) —my

2ik, p, (ml m, —m,m, )

T e (1V.55)

k;,ung + ikT'uO <m4 +m ) -y

La méthode de la matrice de transfert décrite ci-dessus est maintenant appliquée aux couches
endommagées soumises a la diffusion multiple entre fissures. Les levres des fissures plates ou
le grand axe des cavités elliptiques sont paralleles aux interfaces entre les couches. Chaque
couche multifissurée est remplacée par la couche homogene équivalente associée. Le milieu
environnant est la matrice saine. Le comportement dynamique de chaque couche endomma-
gée, contenant n, fissures par unité de surface, est régi par le nombre d’onde effectif Kj (nj)
et la rigidité effective M, (n]) j=12,....,p, Egs. (111.69) et (111.102). Les réponses en ré-
flexion et transmission de I’empilement de couches endommagées sont alors évaluées a partir
des Egs. (IV.52), (1V.54) et (1V.55), dans lesquelles les paramétres kj et . sont remplacés

par K, (nj) et M, (nj) La matrice (1VV.52) devient :
Wl(w,n(yg)) = f[mj (w,Kj (nj),Mj (nj),dj), (1Vv.56)
j=p
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ou n(y,) signifie la fonction spatiale de densité de fissures selon la profondeur du multi-
couche.

IV.4.2 Application a une distribution spatiale non-uniforme de fissures

La densité non-uniforme n(y,) de fissures paralleles identiques de taille 2a est introduite en
remplacant le milieu multifissuré par un empilement de couches homogénes équivalentes,
chacune avec une densite constante 7. Des résultats numériques sont obtenus pour la densité
de fissures suivante :
A
n(y,) = ————— pour [y,|<h, (IV.57)

h
g

avec 2h = 30,3 mm et a =1 mm, Figure 1V.22. Observons que n(—h) =n(h)=0. La

1—e

valeur maximale n(O) et I’écart type o de la distribution gaussienne (IV.57) sont respecti-
vement fixées a 30000 fissures/m” et 5mm La matrice est en aluminium (c, =
3,13 m/ms et p, = 2,7 g/em”).

nombre de fissures /m’

3 4 4
0 8,8 10 310 3,76 10
| |

oh TS |-

Y3

Figure IV.22 : Profils de distribution de fissures. n(y,) est donnée par | Eq. (IV.57), tandis
que n,(y,) et n,(y,) satisfont I'Eq. (IV.59).

v.4.2.1 Effet de la discrétisation

La distribution non-uniforme de fissures est traitée comme un empilement de p couches
d’épaisseur d, =d=2h / p. Les modules des coefficients de réflexion et de transmission
sont tracés sur la Figure 1V.23 en fonction de la fréquence v et de la fréquence réduite
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w = k,a, pour plusieurs valeurs de p. Les échelles des abscisses et des ordonnées sont loga-
rithmiques.

Quand le nombre de couches augmente, les valeurs de densité de fissure de la premiére et la
derniére couche diminuent et s’approche de zéro. Par conséquent, la différence entre
I’impédance acoustique de la matrice et celle de la 1° (ou p®) couche tend vers zéro. Alors
que le calcul du coefficient de transmission est indépendant du nombre de couches, quelques
artefacts apparaissent sur les courbes de ‘R‘ pour des fréquences ) correspondants aux re-
sonances d’une seule couche. Elles peuvent étre approchées a partir de la longueur d’onde A,
de I’onde incidente, comme suit :

A 0 o P ) o, PO
d ~¢g-L < 1\ ~ T o oY~ g, 1V.58

ou ¢ =1,2,.... Quand le nombre de couches augmente, les fréquences de résonance augmen-
tent et, en conséquence, sortent des figures. Dans ce qui suit, p est choisi égal & 101.

0 w
10" 0,1 W 1 6 0,1 1 6
T T T T T T L 1__‘__‘_‘:_“_\_____L““‘H\ \\\7
\\
0,91 \ |
\
0,8} \ |
\
S o7 p=l01 | ]
\
\
0,6 \ \
"""" p=21 \\ // /
10 Lol Lol 0,5 Ll I “H\"‘I‘
0,01 0,1 1 3 0,01 0,1 1 3
v (MHz) v (MHz)

Figure 1V.23 : Module des coefficients de réflexion et de transmission pour le profil gaussien
de densité de fissure (IV.57). Le nombre de couches est p =21, 51, 101.

Iv.4.2.2 Différents profils de densité de fissure

Dans cette section, nous introduisons deux densités de fissures constantes, n, (y,) =n, et
n,(y,) = n,, telles que le nombre de fissures dans I’intervalle [—h, h] est le méme que celui
du profil gaussien (IV.57), Figure 1V.22. Ainsi, leurs valeurs moyennes sont toutes identiques,

i.e.:

1 h

h
oh ,,,,”(yg)dya =n =mn, ot (IV.59)
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Alors que les épaisseurs des profils n<y3) et n, sont les mémes (2h = 24, ), celle du profil
n, est choisie telle que 2/, = \EU. Cette valeur correspond a la distance entre les abscisses
y,» OU la variation du profil gaussien n(yg) est la plus grande.

Les coefficients de réflexion et de transmission calculés pour chacune de ces densités de fis-
sures sont présentes sur la Figure 1V.24.

w w
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T T 1T \\‘ T T 17017 \‘ T T T T 1T \\‘ T T 17017 \‘ T T
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, \,x \" \,’ 1I|'u"|'\’nn~n..,, w"/\ Wy 0,97
-3 Voo N T g T
10 nl: u)' |' P! 0,8
_ — I I
_ &~
=107 = 07
10 - 0,6
_97 .
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0,01 0,1 1 3 0,01 0,1 1 3
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Figure 1V.24 : Module des coefficients de réflexion et de transmission pour
les trois profils de densité de fissure de la Figure 111.5.

Les coefficients de réflexion calculés pour chacun des profils coincident seulement a trées
basses fréquences, quand le positionnement des fissures n’affecte pas la réponse. A fréquence
nulle, la valeur de ‘R‘ vaut zéro. Lorsque la fréquence augmente, les valeurs de ‘R‘ ont des
variations cycliques, qui sont induites par des phénomenes d’interférence a I’intérieur de la
région fissurée considérée. Comme vu dans le paragraphe précédent, les fréquences de cou-
pure périodiques, associées aux profils constants » et n,, correspondent aux résonances de
’onde cohérente dans les couches respectives. A ces fréquences, il y a un nombre entier de
Rofc avec K défini par I’Eq. (111.69)) dans les
couches d’¢paisseurs 2k, €t 2h,. Le comportement de ‘R‘ pour le profil variable n(yg) res-

demi-longueur d’onde cohérente (A =

semble qualitativement a ceux associés aux deux profils constants » et n, : les variations
cycliques de n(yg) suivent celle de n, dans la gamme des basses fréquences (v < 0,4, les
deux premiers cycles) et celle de » _dans les hautes fréquences (~ > 0,4 ). Observons que le
profil gaussien se comporte alors comme un filtre passe-bas. L apparition de cette fréquence
de coupure v, pourrait définir la valeur de la longueur d’onde effective d’une onde cohérente
se propageant dans la distribution non-uniforme vue dés lors uniforme par cette onde « effec-

tive ».
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Contrairement au coefficient de réflexion, ‘T‘est peu sensible aux profils. A fréquence nulle,
la valeur de ‘T‘ vaut un, et lorsque la fréquence augmente, les valeurs de ‘T‘ oscillent autour
d’une méme limite.

D’aprés I’Eq. (A7.19) de I’Annexe A7 (avec 6, =0 et o = 0), la limite haute fréquence de
I’atténuation a(oo) d’une onde cohérente se propageant dans les distributions uniformes de
fissures plates de densités n, et n, vaut respectivement (oo) =2na et q, (oo) =2n,a.
Définissons la densité de fissures effective <n> de la distribution non-uniforme n(y3> appré-
hendée dés lors comme une distribution uniforme effective. Par analogie avec ce qui précéde,

nous avons .

a(o0) =2(n)a. (IV.60)

La limite haute fréquence de la transmission par une distribution uniforme de fissures plates,
Eq. (1V.25),, montre alors que la densité effective <n> peut étre évaluée a partir de cette va-
leur (‘T‘ — exp(—4<n> ah), w — +oo). Pour les deux profils constants, nous avons naturel-
lement <n> =n, et <n> = n,. Observant que les coefficients ‘T‘ relatifs aux trois profils ten-
dent vers la méme limite, la relation (1VV.59) nous permet d’identifier pour le profil gaussien :

<”> = %f };”(?Jg)dyg- (1V.61)

nombre de fissures /m’

1,5 10"
[

2h

Figure 1V.25 : Profils de distribution de fissures (1V.57) pour trois valeurs d écart type o .
Le nombre de fissures de chaque profil est le méme.

La sensibilité des réponses en réflexion et transmission a la forme du profil est maintenant
étudiée en considérant trois distributions gaussiennes de méme valeur moyenne (méme
nombre de fissures). Elles se différencient par des écarts types o et des valeurs maximales
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différentes, Figure 1V.25. Les réponses de ces profils sont présentées sur la Figure 1V.26. Les
coefficients de réflexion et de transmission sont peu sensibles a la forme du profil, respecti-
vement a basse fréquence et sur toute la gamme fréquentielle. Des prédictions complémen-
taires ont confirmé que ces coefficients sont avant tout sensibles au nombre de fissures intera-

gissant avec 1’onde cohérente.

0,1 w 1 6 0,1 1 6
T T T T T T T T 1 T T \\L
09 .
-~ oc=50mm
0,8
= "0 =5mm
- 077,
_____ oc=1mm
0,6
10 Ll Lol 0’5 Lol Ll
0,01 0,1 1 3 0,01 0,1 1 3
v (MHz) v (MHz)

Figure 1V.26 : Module des coefficients de réflexion et de transmission pour
les trois profils de densité de fissure de la Figure 1V.25.

1v.4.2.3 Décomposition en ondes partielles

Les coefficients de réflexion et de transmission a I’interface entre les j° et (j +1)° couches
sont donnés par :

= % et T, = % (1v.62)

J J+1 J Jj+1
ou z, désigne I’impédance acoustique de la j ° couche, Figure IV.27. Dans le cas de couches
multifissurées, Z, dépend de la densité de fissure n etest évaluée a partir de I’Eq. (111.98).
Les réponses en réflexion et transmission du milieu multifissuré peuvent étre évaluées a I’aide
des coefficients (1V.62) en élaborant un schéma itératif simple (voir e. g., Huang (1993)).
Dans ce contexte, nous nous intéressons en particulier au ondes se propageant sur les (j —1)°

premiéres couches, puis réfléchies ou transmises par la j ® interface (Figure 1V.27) :

= f, =1y,
T 2, 1 () , (IV.63)
RJ1] lqquqql ’ t_THquH , 2<j<p+1]
i
aveCR =R etT =T ,. L’indice O est affecté aux propriétés de la matrice.
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Figure IV.27 : Décomposition en ondes partielles. Echanges entre les 5 ®et (5 +1)°
couches : R, T .. Réflexion spéculaire par la j ° interface : T Transmission directe a
travers j interfaces : tj.

J+1?

La Figure 1V.28 présente une comparaison entre le coefficient de réflexion R du milieu mul-
ticouche et la somme des réflexions spéculaires (IV.63) par les p + 1 interfaces. La bonne
concordance entre ces prédictions s’explique par I’absence de réverbération a I’intérieur de
chaque couche, directement liée au grand nombre de couches induisant un faible contraste
entre deux couches successives. Cet effet justifie également le bon accord entre le coefficient
‘T‘ et la quantité :

w
o1 Y 1 6 0,1 1 6
. T T T T T T T T 1_“.“—‘:.\ __‘ TTTTTT T \\7
10 | . N
| ~ | 09+ 1
-3
10 \ - 08¢[ \ ]
r7 \ n
10 ‘)7 |R| _ 037 r \ 7
) Ve )
10_77 J "‘hl," B 0,6 | ‘ \ / v,
ol p g
B i ‘szlexp (lKi(ni)d7j S/
]_079 Lol Lol 0,5 Lol I Ll
0,01 0,1 1 3 0,01 0,1 1 3
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Figure 1V.28 : Module des coefficients de réflexion et de transmission pour le profil de densi-
té de fissure (1V.57). Approximation obtenue en négligeant les réverbérations
a l’intérieur de chaque couche.
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l, (1V.64)

traduisant la propagation a travers chaque couche sans considérer les interfaces, Figure 1V.28.

1v.4.2.4 Fissures plates de taille réelle

Dans cette section, la taille réelle des fissures plates est directement prise en compte dans la
modélisation des phénomenes de diffusion multiple via I’approche d’Angel & Koba (1997)
(voir la section 1V.2). Les densités non-uniformes de fissures sont traitées par la méthode de
la matrice de transfert comme ci-dessus. Cependant, le comportement dynamique de chaque
couche endommagée, contenant n, fissures par unité de surface est maintenant gouverné par
le nombre d’onde effectif K(nj) et le module de rigidité effectif M(nj) donnés par les Egs.
(IV.30) et (1V.32). Finalement, les coefficients de réflexion et de transmission sont confrontés
sur la Figure 1V.29 & ceux calculés en considérant des diffuseurs linéiques, Egs. (111.69) et
(111.102). Le profil de densit¢ de fissures est choisi gaussien, Eq. (IV.57), avec

n(0) =50 000 fissures /m* et o = 5mm .

Les courbes des deux modeéles ont les mémes allures, aussi bien en réflexion qu’en transmis-
sion. Des prédictions complémentaires ont montré que les écarts diminuent naturellement
avec la valeur de n(O) Les seules différences qui subsistent sont localisées dans la zone de

coupure du coefficient ‘R‘

-1 0,1 w 1 6 0,1 w 1 6
10 T \\\\L\ T T \\\\H‘ T T 1 T \\\\H‘ T \\\\H‘ T T
- 0,9+ |
-3 L
10 . 0.8
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| 0,5+
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diffuseurs linéiques ’ diffuseurs linéiques
» | — —— fissures de taille réelle | — — fissures de taille réelle \ ;
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0,01 0,1 1 3 0,01 0,1 1 3
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Figure 1V.29 : Module des coefficients de réflexion et de transmission pour le profil de densi-
té de fissures (IV.57). La valeur maximale de la distribution est telle que n(0) = 50000 fis-
sures /m?* et o = 5mm . Comparaison en considérant des diffuseurs linéiques
et de taille réelle.
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1v.4.2.5 Effet de I'ouverture des fissures

Nous étudions ici I’effet de I’ouverture des fissures sur les coefficients de réflexion et de
transmission par une distribution non-uniforme de fissures ouvertes de demi-grand axe
a, =1mm et dont I’ouverture = %1’ prend les valeurs 0, %, % et 1. Des résultats numé-
riques sont obtenus pour le profil gaussien de densité de fissures (1V.57), avec n(0) = 30000
fissures /m* et o = 5mm .

La Figure 1V.30 présente les modules des coefficients de réflexion et de transmission de la
distribution de fissures définie précédemment, en fonction de la fréquence. Le comportement
de ‘R‘ et ‘T‘ en fonction de I’ouverture T, est le méme que celui observé dans la section
IV.1 pour une distribution uniforme de fissures ouvertes. A basse fréquence (@ < 1), les fis-
sures ouvertes réfléchissent plus que les fissures plates, I’effet du volume des fissures étant
prépondérant. A haute fréquence (& > 1), la situation est inversée : les fissures plates, paral-

leles au front d’onde cohérent, ont plus de capacités a réfléchir I’onde plane incidente.

w w
L 0,1 1 6 0,1 1 6
10 %ﬁ T T - T T T T -
-3
10 - .
=10t -
-7
10 +
-9
10 Lol Lol 0’5 Lol Lol
0,01 0,1 1 3 0,01 0,1 1 3
v (MHz) v (MHz)

Figure 1V.30 : Module des coefficients de réflexion et de transmission pour le profil de densi-
té de fissure (1V.57) et pour plusieurs valeurs d’ouverture T .La valeur maximale de la dis-
tribution (IV.57) est telle que n(0) = 30000 fissures /m* et o = 5mm.

IV.5 Ondes de Love dans une distribution superficielle de cavités

Dans cette section, nous évaluons les propriétés des ondes cohérentes TH se propageant dans
un demi-espace contenant des cavités cylindriques (a section circulaire) localisées pres de la
surface libre (Poncelet et al. 2008, Aristégui et al. 2009b), Figure 1V.31. La présence de cavi-
tés réduit la célérité de phase effective et crée ainsi un guide d’ondes de surface. L’effet de la
dispersion intrinséque due a la diffusion multiple se superpose a celui associé au piégeage
d’ondes en surface. L’analogie évidente avec les ondes de Love suggére d’utiliser I’approche
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d’homogénéisation dynamique développée dans le Chapitre Il1 : le milieu contenant les cavi-
tés est considéré comme un milieu homogene équivalent, dont les paramétres effectifs a va-
leurs complexes ne dépendent pas de I’espace mais de la fréquence. En se basant sur cette
approche, nous calculons les spectres de dispersion (célérité de phase) et d’atténuation des
ondes cohérentes TH dans un demi-espace donné et examinons leurs propriétés spécifiques,
différentes de celles apparaissant en présence d’une couche visqueuse (Kielczynski 1997) ou
poreuse (Ke et al. 2005, 2006) surmontant un substrat. Nous établissons en particulier des
estimations analytiques basse fréquence qui permettraient une évaluation directe de la concen-
tration de diffuseurs a partir des données de dispersion.

onde de Love

(T ATh o surface libre
DA o B
o)

Py (w) o © 2a °©

A\ 4
S

)
Hy (w> © o ﬂOz o © o 1
P, substrat
)
\5

Figure IV.31 : Géométrie du probléme et définition des paramétres matériels.

IV.5.1 Formulation et rappels théoriques

Supposons que des cavités cylindriques de rayon a , paralleles, sont distribuées uniformément
et aléatoirement sous la surface libre d’un demi-espace élastique linéaire isotrope jusqu’a la
profondeur 2h(>> a), Figure 1V.31. Par souci de clarté, les axes (yl,yg,yg) sont notées dans
cette section (x, y,z). La concentration ¢ de cavité dans la couche d’épaisseur 2h est suppo-
sée faible. Du point de vue de la propagation des ondes cohérentes TH (dans le plan orthogo-
nal aux axes des cavités), le milieu est vu comme une couche dissipative homogene, équiva-
lente & la matrice contenant des cavités, surmontant un substrat constitué de la matrice seule.
Observons que, dans les deux régions ainsi definies, le plan de propagation est macroscopi-
quement isotrope. Désignons la masse volumique et le module de rigidité de la matrice par p,
et u,. La masse volumique effective p et le module de rigidité effectif n de la couche dé-

pendent de la concentration ¢ et de la fréquence réduite :

W=uws,a, (IV.65)
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ou s, = Jpo / 1, est la lenteur de phase des ondes de volume TH dans la matrice. D’apres
les Egs. (111.101), (111.102), (1V.8) et (IV.9), cette dépendance peut s’écrire sous la forme
équivalente suivante :

Hy
1+ 2¢

P (@) =p, (1 qs)[l T or (w)} i (@) = {1 + ¢m (w)] (IV.66)

ou r(d) et m(cb) sont des fonctions a valeurs complexes qui, en @ =0, tendent vers zéro
avec leur dérivée premiére. Les parametres de la couche et du substrat (matrice) différent na-
turellement avec la concentration de diffuseurs ¢ . En combinant les relations (IV.66), la len-
teur a valeurs complexes des ondes de volume TH dans la couche s (d}) =./p (CD) i <CD>

est donneée par :

(@) =s, \/@ o)1+ 2¢)% . (IV.67)
A basse fréquence (@ < 1), la célérité de phase c (w) = Re[s;1 (w)} et Iatténuation
o (w) =wlms (Jz) des ondes de volume TH dans la couche sont approximées comme suit
(voir Egs. (IV.5) et (IV.6) avec T =1):

q_, 1 - 36
(@)= T\/(1¢)(1+2¢)[ 4(1-¢)(1+2¢

o (w) = 3¢ & [1 +0(&* In w)} , (IV.69)

~ Safl1-o)(1+20)

| & [m+0 (1)]] . (IV.68)

ou ¢, = s;l. Par ailleurs, nous avons établi les comportements asymptotiques haute fréquence
des propriétés mécaniques effectives de la couche :

2¢

1+1— 29
7T

1+ i—] , (IV.70)

W

P, (w) =P, s Iy (w) = K,

et montré que la célérité de phase c (w) tend vers celle de la matrice et I’atténuation o, (d))

vers la limite 22
™a

IV.5.2 Spectres de dispersion et d’atténuation

Les ondes guidées sont cherchées sous la forme :
u, (m,z) = U(z)e (Iv.71)

ou la pulsation w est a valeurs réelles. Les indices x, y et z sont affectés aux composantes
des vecteurs selon les directions associées. En tenant compte de la condition de contrainte-

124



libre sur la surface du haut (z = —h) et de la continuité a I’interface entre les deux milieux
(z = h), nous obtenons I’équation de dispersion suivante pour Si (Aki & Richards 1980) :

i 312 (w) — si tan (2th1 /sf <w) — sf) = % (IvV.72)

Contrairement au cas standard des ondes de Love (Aki & Richards 1980, Rose 1999), les pa-
rametres de la couche s, et i sont dispersifs et a valeurs complexes. Par conséquent, les so-
lutions s_de I’Eq. (1V.72) sont généralement & valeurs complexes. L’équation (1V.72) admet
différentes familles de solutions liées aux deux feuillets de Riemann définis par
8, = 1/3% —sj . Nous ne nous intéressons qu’aux courbes de dispersion et d’atténuation
si") (w), n = 0,1,..., qui décrivent des ondes décroissantes dans la profondeur du substrat. En
imposant la condition d’inégalité :

Ims!) = Ims? — s >0, (IV.73)

nous observons que les solutions trouvées satisfont I’inégalité Imsi") >0 (pour Re s” >0
et les axes X, Z définis comme dans la Figure 1V.31), i. e. qu’elles diminuent également le

long de la direction de propagation a cause de I’atténuation de la couche.

w w

0,69 1 2 3.40 1 2

a (Np/mm)

|
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
2wh (rad.mm/ps) 2wh (rad.mm/ps)

Figure 1V.32 : Courbes d atténuation (a) et de célérité de phase (b) pour les ondes cohérentes
de surface, guidées par la distribution de cavites proche de la surface libre. Les branches
d atténuation o!”) et de célérité " sont représentees en trait continu. L atténuation o, et
la célérité ¢, des ondes de volume cohérentes dans la couche effective sont reportées en
lignes pointillées, Eq. (IV.67). La valeur de la célérité ¢, dans le substrat est illustrée par la
ligne en pointillé horizontale. La courbe en gris est une approximation de la branche fonda-
mentale, calculée & partir de /’Eq. (1V.72) dans laquelle les propriétés effectives de la couche
sont fixées a leur valeur quasi-statique (I1V.66).
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La Figure 1V.32 montre les courbes d’atténuation et de dispersion calculées pour une popula-
tion de cavités de rayon a = 0,06 mm et de concentration ¢ = 8%, distribuée dans une
couche d’épaisseur 2k = 1mm (p, =2,7 g / cm’ p, = 26,45GPa). Les réesultats sont pré-
sentés en terme d’atténuation et de célérite de phase :

o = wIm sin), A" = Re (1 / si")), (IV.74)
et en fonction de © = k,a et de 2wh . La Figure IV.33 présente la composante verticale &,

du vecteur d’onde dans le substrat. Sa partie imaginaire Im#k, régit la décroissance
d’amplitude exp(— Im szz) dans la profondeur du substrat.

w w
00 1 2 60 1 2
() (b)
.| Wl
S —_— ~
o
= 2 |
- & =<
10, = 9l
—15 I I I L 0 \ f
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
2wh (rad.mm/ps) 2wh (rad.mm/ps)

Figure V.33 : Composante verticale %, du vecteur d ‘onde dans le substrat pour les courbes
d’atténuation et de dispersion de type Love présentées dans la Figure 1V.32 : parties réelle
(a) et imaginaire (b).

IV.5.3 Discussion

IV.5.3.1 Branche fondamentale

Notons que la dispersion liée au « guidage d’ondes » régie par la quantité 2ws h est 2k /a
fois plus forte que celle due a la fréquence réduite cw . Pour 2k / a > 1 donné, la courbe fon-
damentale de la célérité de phase c(o) (w) peut étre approximativement définie pour de petites
valeurs de @ en remplacant dans I’Eq. (1V.72) les paramétres effectifs 512 (w) et pu, (w) par
leurs valeurs statiques s (0) =5 (1 — qﬁ)(l + 2¢) et p, (0) =1, / (1 + 2¢>, suivant les Egs.
(IV.66) et (IV.67) (voir la courbe grise dans la Figure 1V.32). Par ailleurs, en définissant le
domaine des basses fréquences par (2whsT )2 <1, nous obtenons I’estimation suivante :
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01— 20)

- (IV.75)
(1 + 2¢)

c(o) (w) ~c, (1— 2(wh32)
Nous observons sur la Figure 1V.32 que la branche fondamentale A (w) est supérieure a la
célérité de phase des ondes de volume cohérentes dans la couche c (w) Ceci est habituel.

~12 de la fonction

Néanmoins, I’évolution particuliere de c (w) (minimum pour @ =-e
& In@) explique le comportement non-monotone de A (w) Lorsque 2h/a>1,
I'atténuation o” (w) correspondant a la branche fondamentale est proche de I’atténuation
a, (w) des ondes de volume cohérentes dans la couche, tout en restant inférieure. Pour

&'lneo <1, a <w) est approximée a I’aide de I’Eq. (IV.69), de sorte que :

o (0 S o (w) = Smpe . (IV.76)
)z ale) 8a\/(1—¢)(1+2¢>

Les approximations basse fréquence (IV.75) et (IV.76) sont tracées sur la Figure 1V.34.

w w
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Figure 1V.34 : Courbes d atténuation (a) et de célérité (b) exactes et approchées de la
branche fondamentale de la Figure 1V.32 et des ondes de volume cohérentes
dans la couche (o, et c).

1V.5.3.2 Branches non-fondamentales

L’atténuation induite par la présence de cavités entraine un comportement inhabituel des

points de coupure des courbes de dispersion pour n > 0. Désignons la fréquence et la célérité

c c

en ces points par w<") et cE”) = (w<”)). En I’absence d’absorption, tous les points de cou-

pure se trouvent sur la ligne constante ¢, correspondant a la propagation dans le substrat dans
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la direction k,_=0 (Rose 1999). Cette caractéristique disparait avec la présence
d’atténuation dans la couche.

Les courbes de dispersion de type Love satisfont les conditions Ims(TZ) >0 et Ims("') >0.

v et Im s(n) /

tendent vers
T Tz

Pour un substrat purement élastique (avec s, a valeurs réelles), Im s

)

zéro simultanément. Ainsi les points de coupure (w; ', ¢, ") se produisent lorsque :

Im s(n) =0« Im s@ =0, (IvV.77)

T Tz

i. e. lorsque la partie imaginaire du vecteur lenteur de phase dans le substrat tend vers zéro.

(n

T

) = 1/c£") et Res(Tz) — _Js* —s" sont positives, ce qui implique

Les composantes Res S,
T

()

C

que ¢ ' > ¢,. C’est pourquoi les points de coupure (IV.77) se trouvent au-dessus de la céléri-

te du substratc, . Au dela de ces points, les courbes de dispersion de la Figure 1V.32 sont pro-
longées par des courbes de solutions non-physiques telle que Im si") <0 et Im s(TZ) <0, dé-

crivant des ondes croissantes dans la profondeur et le long de la direction de propagation.

(n

c

La Figure 1V.32 montre que la célérité de coupure ¢ ' augmente pour les premiéres branches.

Nous observons également que toutes les courbes d’atténuation a<") (w) avec n >0, partent

(»)

4

de zéro aux fréquences de coupure successives w' ' puis augmentent d’une maniere similaire

(»)

avec I’accroissement de w . Aux valeurs de la fréquence et de la célérité de coupure w, ' et
ci"), la partie imaginaire de I’Eq. (IV.72) est nulle. Ces quantités (wE") et cin)) peuvent alors
étre approximativement reliées aux parametres de la couche et du substrat comme suit :
2
n n 1
wi )h\/ Res, (w(( ))} T ~ ﬂ, (1V.78)
C’ 2
et:
™ 40 (v) 1 , 1
Ttanh ——aq (wc' )Res1 (wc ) N ——— |5, T (IV.79)
2w, m Rep, (wEn)) ¢

()

La célérité de coupure ccn augmente dans un premier temps (Figure 1V.32), puis diminue tres

lentement avec I’indice n. Ainsi les coupures d’ordre élevé apparaissent a une ceélérité
() )
~ C

C C

presque constante ¢ , satisfaisant I’Eq. (IV.78) avec s, remplagant s (w) ;etaun

pas fréquentiel a peu prés équidistant :

) o

O n—+1
c c 2h 82 1 ’ wi”) n

P e

c

~

(1V.80)

L’équation (1V.79) est quasi-équivalente & I’Eq. (1V.78) pour les coupures d’ordre élevé, lors-
que g, (w) approche 4, et la fonction tangente hyperbolique de I’Eq. (1V.79) vaut un. Dans

128



ce contexte de faible sensibilité de la fonction tanh, I’inversion de I’Eq. (IV.79) en vue de la

g

C

détermination de w' ' n’est appropriée qu’a basse fréguence.

IV.6 Modélisation de la propagation d’ondes cohérentes par des tenseurs
effectifs appropriés : faisabilité

Soit une onde cohérente TH se propageant dans un solide élastique linéaire, isotrope conte-
nant des fissures plates, identiques (de taille 2a), paralleles et de densité n,. Le comporte-
ment macroscopique de la matrice endommageée est anisotrope. Nous superposons au solide le
systeme d’axes (y,,v,,y,) tel que les levres des fissures sont paralléles a y, , les fissures étant
elles-mémes paralléles & v, . Les vecteurs d’onde en présence sont perpendiculaires a la direc-

tion y, .

Supposons que les propriétés homogenes équivalentes de ce solide (du point de vue de I’onde
cohérente) soient identiques a celles de la couche contenant la méme distribution de fissures
plates, couche étudiée au chapitre précédent. Les résultats (I111.101) et (111.102) de la section
111.6 pour les valeurs extrémes du rapport d’inactivité (7.(= 1) =0 et 7.(=1/T) — oo avec
respectivement™ f(0,0) = —f(m,0) et f(x/2,7/2) = f(37/2,7/2) =0 ot Pamplitude de
diffusion f(@, 490> est donnée par I’Eq. (11.44) ou (11.46)), nous conduisent & définir les mo-
dules de rigidité effectifs a valeurs complexes C, (E M(T, = O)) et C (E M(t, — oo)),
tels que :

~1
4
C, =p|1+n, k—? f(())] , (IV.81)

T

Cis = g (1vV.82)

ot f(0) = f(0,0) et k, =w/c,, c, représentant la célérité de phase des ondes transverses
dans la matrice. Par ailleurs, la relation (111.101) montre que la masse volumique effective p
associée aux propagations cohérentes selon les directions y, et y, est constante et egale a la
masse volumique de la matrice p,. Nous en déduisons alors que, Vi € <y3,yl>, p(ﬁ) =0, ;
la nature méme des fissures plates ne modifiant pas I’inertie dynamique apparente du milieu
homogéne équivalent.

Observons que dans le cas ou les fissures ne seraient plus représentées par des diffuseurs li-
néiques, mais par des fissures de taille réelle (Angel & Koba 1997), seule I’expression du
module de rigidité effectif C',, change. La relation (1\V.32) conduit a :

%5 ou encore sous forme contractée f(O) = ff(w) pour T, =0 et f(O) = f(w) =0 pour T, — 0.
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| 2T f(o)]. (1V.83)

Dans la suite, nous vérifions si les propriétés effectives tensorielles de la matrice multifissurée
ainsi définies, sont appropriées a la description de la propagation dans ladite matrice de I’onde
cohérente de vecteur d’onde K = wS, S désignant le vecteur lenteur de phase effectif. La
matrice endommagée étant macroscopiquement homogene, les composantes de S (: Sy, +
53373) satisfont I’équation de dispersion suivante :

C.S*+C,S —p, =0. (IV.84)

661 4473

Observons que les quantités S, = S/ +iS" et S, =S 415 sont susceptibles d’étre a va-
leurs complexes.

IV.6.1 Onde cohérente homogéne

Soit une onde plane cohérente homogéne TH de nombre d’onde K = Kn, le vecteur unitaire
7 appartenant au plan (y,,y,) et faisant un angle ¢ avec la direction y_. L’équation de dis-
persion (IV.84) autorise I’évaluation de la lenteur de phase S dans la direction 7

(5 = 98 = (8" +15")4):

S = __fo —. (IV.85)
Cysin” 0 + C)y, cos™ 0

Selon les cas envisagés, le module effectif C,, est donné par la relation (1V.81) ou (IV.83).

Une alternative a I’approche présentée, consiste a évaluer I’atténuation de I’onde cohérente
o (= wS”) apartir de la section efficace de diffusion o, d’une seule fissure. Cette méthode,
considérant les diffuseurs indépendants les uns des autres et par suite adaptée aux faibles con-
centrations de diffuseurs, conduit a (Annexe A7) :

1 2mn
a(w) =m0, = kTO Im f(e,e), (1V.86)
oul la fonction angulaire f est donnée Eq. (11.52). La célérité de phase effective c(: 1/8’)
est alors calculée a partir de I’atténuation effective o a I’aide des relations de Kramers-
Kronig (Angel & Achenbach 1991) :

(W) = c( >1+2€(°O)f°° (@) inl V.87
c(w) = c(o —J) 7 : (1v.87)

ol c(oo) est la valeur de la célerité effective dans la limite geométrique (c(co) = ¢;,). Une
procedure pour calculer numériquement I’expression (1V.87) peut étre trouvée dans Angel &
Achenbach (1991).
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Figure IV.35 : Parties réelle et imaginaire des lenteurs de phase S = (S’ +iS")7 de | 'onde
cohérente homogene se propageant dans une distribution de fissures plates paralléles
(e = 0,01), selon une direction faisant un angle ¢ avec la normale aux fissures. Comparai-
son des résultats obtenus par la formulation (1V.85) ( ), les diffuseurs étant linéiques ou
de taille réelle (- —-—), Eq. (IV.81) ou (1V.83), et par le systéme d’équations
(IV.86) et (IV.87) (- —).a)eth): ©=0,8 ;c)etd): w=3.

Les parties réelle et imaginaire des lenteurs de phase sont maintenant évaluées en fonction de
I’angle de propagation 6 & partir de I’approche énergétique, Egs. (1V.86) et (IV.87), et de la
description « milieu homogéne équivalent », Eq. (IV.85), les diffuseurs étant linéiques ou de
taille réelle, Eq. (IV.81) ou (1V.83). Négligeant les interactions entre diffuseurs, nous considé-
rons une faible densité de fissures (= n,a”) = 0,01. Les résultats sont représentés sur la Fi-
gure 1V.35 pour différentes valeurs de fréquences réduites (o = 0,8, 3). Les prédictions ob-
tenues selon la direction y, (6 = 0) correspondent & celles reportées sur la Figure IV.5, aux
fréquences d’intérét. Lorsque la propagation coincide avec la direction y, (0 = 77/2), les
fissures sont paralléles au front d’onde et n’interagissent donc pas : quelle que soit la formula-
tion, nous avons alors S =s,, avec s, =1/¢,. Cette bonne concordance entre les prédic-
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tions reste acceptable pour la seule partie réelle S’ de la lenteur S, quel que soit I’angle de
propagation ¢ et pour @ = 0,8 et 3. L’équation (IV.85) permet d’estimer les prédictions
issues des Egs. (IV.86) et (1V.87), S = % + i%, avec des erreurs inférieures a 1% pour S’ et
25% pour S”.

Ces résultats sont conformes a ceux obtenus par Eriksson et al. (1995) qui, dans le cas
d’ondes cohérentes homogenes TH en présence de distributions de fissures sous forme de
disque (« penny-shaped »), ont montré que la description « milieu homogene équivalent »
était valable jusqu’a @ = 10. La méthodologie suivie est néanmoins a prendre avec réserve :
la formulation de référence utilisée pour décrire la propagation selon une direction définie par
un angle d’inclinaison @ ne considére plus les Egs. (1V.86) et (IV.87), mais le nombre d’onde
établi par Foldy, qui n’est adapté qu’aux diffuseurs linéiques diffusant de maniére isotrope
(Foldy 1945, Aristégui & Angel 2002). Soulignons que I’analyse menée ne concernant que
des fissures d’épaisseur négligeable, la notion de masse volumique effective n’a pas été abor-
dée dans ces travaux.

IV.6.2 Onde cohérente hétérogene

La matrice endommagée occupe la couche présentée sur la Figure 1V.1, qui est maintenant
sollicitée sous incidence par une onde plane TH (angle d’incidence 6,). La taille réelle des
fissures est directement prise en compte dans la modélisation. Soit 5 = s, cos0y,

—

+s,sinf y le vecteur lenteur de phase incident. La conservation des composantes selon
I’interface des vecteurs lenteurs en présence (lois de Snell-Descartes) et I’équation de disper-
sion (IV.84) autorisent I’évaluation des composantes du vecteur lenteur effectif S de la

couche :

po — Cig (5; 8in ‘90)2
044

S, =s,sinf, et S, = \/ , (Iv.88)
ou le module effectif C,, est donné par la relation (IV.83). La validité des expressions (1V.88)
est maintenant étudiée a partir de résultats disponibles dans la littérature.

Le cas étudié dans cette section a été traité dans le contexte de la diffusion multiple par Angel
& Bolshakov (1997) qui ont étendu des travaux antérieurs (Angel & Koba 1997) au cas de
I’incidence oblique. lls établissent en particulier une expression du nombre d’onde effectif
dans la couche, que nous avons réécrit sous une forme plus conventionnelle en faisant inter-
venir la fonction de diffusion en champ lointain d’une seule fissure, Eq. (11.44). Nous trou-

vons que :
K =7, 4k, sind,j, (IV.89)
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2 2
avec : &= ZT;OS b, : (1V.90)
1—— " ¢(p 0
k;c05290f< 0 0)

Observons que dans le cas de I’incidence normale (6, = 0), le vecteur d’onde effectif (1V.89)
se réduit bien a I’expression (1V.30). D’aprés les Egs. (1V.89) et (IV.90), la composante selon
la normale a I’interface du vecteur lenteur effectif s’écrit sous la forme :

1
S, = wsh cos® O, |—— : V.91
’ ! 0\/w23; cos” 0, — 4mn, f (6,,6,) ( )
1,2 0,03
/ /
= S
Sp T Il spo T e Il
e = 0,03 B X,
0,6 - 1 o015 £ 008N i
\
0,01 .
- - - \ \ -
TS N
0,01 e\
0 0 \ ‘
1.2 0,03
, (© y | ()
] S
Sp T Il Spo T 1
06 =00 0015 Te -
N
0,01 e =0,03 <
| - = |- ) \ =
---- - N
0,01 s
0 | 0 ‘ |
0 /4 p /2 0 /4 0 /2

Figure 1V.36 : Parties réelle et imaginaire de la composante S, = S; + iS5, de la lenteur de
phase de |’'onde cohérente se propageant dans une couche de fissures plates de densité
e = 0,01, 0,03. L’ angle d’incidence 6, varie. Comparaison des résultats obtenus par les
formulation (IV.88) (- —-—) et (IV.91) ( ).a)eth) ©=0,8 ;c)etd) w=3.

La comparaison des valeurs de la composante S, calculées en fonction de I’angle d’incidence
0, a I’aide des expressions (1V.88) et (IV.91) pour différentes valeurs de fréquences réduites
w = 0,8, 3, Figure 1V.36, constitue un élément de discussion sur la pertinence de modéliser
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la propagation d’une onde cohérente hétérogéne a partir de modules de rigidité effectifs. Les
deux formulations ne sont plus limitées aux faibles densités de fissures (¢ = 0,01, 0,03) et
coincident exactement pour les incidences normale (9, =0) et rasante (6, == /2).
L >approximation de la partie réelle de la composante S,, Eq. (1V.91), par I’'Eq. (IV.88) est
tres satisfaisante pour @ =0,8 et 3, alors que nous observons une dégradation de
I’estimation de la partie imaginaire S lorsque 6, = 0,7/2. L’erreur commise augmente

avec la densité = et avec la fréquence @ . Lorsque = 0,03, elle est inférieure & 15% et
30%, pour respectivement @ = 0,8 et 3.

Finalement, a partir de I’analyse des résultats obtenus par Angel & Bolshakov (1997), nous
avons établi que, pour décrire exactement la propagation de I’onde hétérogéne par I’équation
de dispersion (IV.84), le module de rigidité C,, devait également dépendre de I’angle
d’incidence 6, :

47n,

Cu = py|l £(6,,6,)], (IV.92)

B k? cos 0,
et par suite du vecteur d’onde cohérent K . Soulignons que les expressions (1V.83) et (1V.92)
coincident naturellement lorsque 6, = 0.

IV.7 Conclusion

Nous avons illustré dans ce chapitre les potentialités de la modélisation établie au Chapitre
I11, & travers différentes applications.

La faisabilité du modele de diffusion multiple développé au Chapitre Il a permis de traiter le
cas de distribution uniforme et aléatoire de fissures ouvertes ou fermées, ainsi que de proposer
un moyen de considérer les diffuseurs orientés aléatoirement. Les prédictions obtenues pour
le nombre d’onde effectif K sont semblables a celles issues de la formulation de Linton &
Martin (2005), réputée de I’avis méme des auteurs « exacte ». Par ailleurs, la confrontation
avec une description traitant les fissures comme des diffuseurs de taille réelle montre que la
représentation sous forme de diffuseur linéique anisotrope est acceptable.

Des problémes courants impliquant des milieux hétérogenes (multicouche, onde de Love,
anisotropie, réfraction a une interface) ont été revisités en y intégrant les propriétés méca-
niques effectives restituant le comportement des milieux multifissures. Ainsi, I’empilement de
couches endommageées a densité de fissure différente, nous a permis de représenter une densi-
té non-uniforme de fissures paralléles. A I’aide de la méthode de la matrice de transfert, nous
avons par exemple montré que les valeurs haute frequence du coefficient de transmission
permettent d’accéder a la valeur moyenne de la densité de fissure de la couche non-uniforme,
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Eq. (IV.61). Parallélement, I’étude des propriétés des ondes cohérentes TH de surface en pré-
sence d’une couche endommagée (par des cavités cylindriques) surmontant un substrat sain, a
montré les effets liés aux mécanismes de diffusion multiple. Par exemple, contrairement aux
propriétés des ondes de Love, les courbes de dispersion de célérité de phase ne sont plus con-
finées entre les célérités de phase de la couche et du substrat, Figure 1V.32b. Finalement, un
milieu homogene équivalent a symétrie orthotrope, constitué de fissures plates paralléles est
considéré. Les modules de rigidité régissant la propagation des ondes cohérentes TH sont
identifiés pour des fissures paralléles et perpendiculaires au front d’onde de 1’onde cohérente.
Nous étudions alors la faculté de I’équation de dispersion des ondes planes cohérentes TH,
Eq. (1V.84), a prédire la propagation desdites ondes dans un espace libre (VE) ou semi-infini
(présence d’une interface). Cette équation semble appropriée a la modélisation de la propaga-
tion des ondes cohérentes TH homogéne et hétérogéne (bonne approximation de la partie
réelle du vecteur d’onde }).
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CHAPITRE V

Analyse de la diffusion mul-
tiple par une distribution
uniforme et aléatoire de fis-
sures visqueuses de taille
réelle : application a la
géophysique

RESUME — Dans ce chapitre, nous étudions I'effet d’une distribution homogéne de fissures visqueuses sur
I"atténuation et la dispersion des ondes sismiques. Les fissures sont soit alignées, soit aléatoirement orientées.
Leur taille obéit a une distribution de type loi de puissance déduite d’observations sismologiques. Les lévres des
fissures sont supposées soit étre libres de contraintes, soit subir un frottement visqueux. Des calculs numériques
pour I'atténuation et la dispersion montrent que la variation de la taille de fissures affecte de maniere différente
I'onde cohérente. La diffusion par la distribution de fissures s’avére diminuer au fur et a mesure que la viscosité
augmente.






V. Analyse de la diffusion multiple par une distribution uni-
forme et aléatoire de fissures visqueuses de taille réelle :
application a la géophysique

Les hétérogénéités présentes dans la crolte terrestre, telles que les fissures et les fractures
(dans les zones de faille) dont les épaisseurs sont négligeables devant les autres dimensions
(Crampin & Lovell 1991), sont susceptibles d’affecter la propagation des ondes sismiques :
elles sont alors atténuées et une dispersion apparait. L’analyse de tels phénoménes par une
maitrise de leur modélisation doit fournir des informations utiles sur la structure de la cro(te
et prévenir par exemple les séismes causées par la coalescence brutale de fissures existantes
(Yamashita & Knopoff 1989). La surveillance des évolutions de distributions de fissures

constitue un indicateur d’alerte potentiel.

La présence dans la crolte de gouges de faille (composite rocheux comportant un fluide) ex-
plique la prise en compte d’un fluide visqueux saturant I’espace libre de fissures. La viscosité
ainsi introduite se justifie par la réponse viscoélastique aux ondes sismiques, de roches sous
pression de confinement élevée. Observons que dans ces conditions extrémes, les fissures
contenant un fluide visqueux (Kawahara & Yamashita 1992, Murai et al. 1995) sont invi-
sibles aux ondes, contrairement & celles dont les levres sont libres de contraintes. Des études
numeériques ont été menées pour simuler des formes d’onde temporelles en présence de fortes
densités de fissures, situation rencontrée proche des épicentres de séisme (Kawahara &
Yamashita 1992, Murai et al. 1995, Yomogida & Benites 2002, Murai 2007). Ces méthodes
basées sur la résolution d’équations intégrales de frontiére sont onéreuses en temps de calcul.
Une alternative consiste a utiliser le formalisme d’onde moyenne développée dans Kikuchi
(1981b, 1981a) et Yamashita (1990), qui conduit a modéliser le nombre d’onde effectif des
ondes sismiques, ondes cohérentes car moyennées sur une population de fissures. Dans ce

contexte, leurs densité est supposée faible (Kawahara & Yamashita 1992, Murai et al. 1995).

Dans ce chapitre, nous modélisons le nombre d’onde effectif K d’une onde cohérente TH se
propageant dans une distribution uniforme et aléatoire de fissures visqueuses plates (cf. Cha-
pitre 1), dont les tailles satisfont des distributions de fissures propres a la crolte terrestre
(Yamashita & Knopoff 1987, 1989, Yamashita 1990, Caleap & Aristégui 2008). A la diffé-
rence de la modelisation du Chapitre 111, chaque fissure est de taille réelle et est supposée étre
sollicitée par I’onde cohérente (hypothése de fermeture de type Foldy). Nous établissons une
équation transcendantale satisfaite par le nombre d’onde effectif K, appropriée aux cas de
fissures aléatoirement orientées ou mutuellement paralléles mais inclinées par rapport au front
d’onde cohérent. La spécificité de ce chapitre réside dans le traitement simultané de la visco-
sité, de I’inclinaison et de la répartition de tailles de fissures. Une particularité concerne la

139



résolution analytique de I’équation transcendantale dans le cas de fissures paralléles au front
d’onde cohérent.

V.1 Modele de diffusion multiple dans la croiite terrestre

Considérons un grand nombre N de fissures uniformément et aléatoirement distribuées. Leur
taille 2a suit une distribution de tailles en loi de puissance :

pa<a>:C’a_”, a. <a<a

min —

(V.1)

max !

oua_ et g sontles limites inférieure et supérieure de la distribution a , I’exposant de la
loi v est une constante positive et C' est une constante de proportionnalité donnée par
(Yamashita & Knopoff 1987) :

- 1=y 1=
_ (1 7) / (amax Drin >’ 7=l (V.2)
1n71 (ama.x / amin)’ ,y = 1'
Lorsque les fissures sont toutes de méme taille (¢ . =a = a), la densité de probabilité
p, (a) n’est plus définie par I’Eq. (V.1), mais satisfait la relation suivante :
j; D, (m)gp(m) dz = ga(a), Y. (V.3)

111111

Nous supposons que la cavité de chaque fissure plate d’épaisseur moyenne 6 est saturée d’un
fluide newtonien de viscosité dynamique n . L’épaisseur moyenne des fissures, négligeable
devant leur taille, affecte néanmoins la force du frottement visqueux agissant sur les lévres de

la fissure.

Les fissures sont soit alignées soit aléatoirement orientées. Leur orientation est décrite par une
densité de probabilité p, . Pour les fissures alignées, nous prenons p, (0) = 8(0 —¢'), ou ¢’
désigne I’angle entre le front d’onde de I’onde plane incidente et le plan des fissures. En rai-
son de I’homogeénéité de la distribution angulaire des fissures, la densité de probabilité pour
une orientation aléatoire de fissures devient p, (0) =1/ .

V.1.1 Détermination de I'onde cohérente : champ moyen total

inc

Nous rappelons que lorsqu’une onde plane décrite par le déplacement u,

, éclaire une région
contenant N fissures centréesen £, ¢, O ,..., des phénoménes de diffusion multiple appa-

raissent, comme nous I’avons deja expliqué dans le Chapitre 111, et chaque fissure est soumise

dif
2

inc

a un champ d’excitation u,", composé du champ incident u,

et des champs diffusés w, par

—

chacune des autres fissures. Le champ total «,, au point d’observation 7, résulte alors de la
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superposition du champ incident et des champs diffusés par chaque fissure centréesen & , ¢,
U ,.... |l parait d’autant plus délicat de chercher a déduire une forme explicite du champ total
que les fissures sont aléatoirement distribuées. Une solution consiste a moyenner ce champ
sur les différentes configurations géometriques possibles de fissures (Foldy 1945, Chapitre
I11). En effet, la propriété stochastique de chaque fissure est régie par la position du centre de
la fissure, sa taille et son orientation. En outre, nous supposons que cette propriété est statisti-
quement indépendante de celle des autres fissures. Dans ce contexte, le champ de déplace-
ment total de I’onde plane TH qui résiste a la moyenne sur le désordre, s’écrit (Eq.
(111.32)) :

(w,)(5,) = u (3,) +n, f (") (@7; £ ) p,(0)p, (a)dE doda, (V.4)

ou n, est le nombre de fissures par unité de surface. Le terme <u;“f>(37; 5) est le déplacement

moyen correspondant & I’onde diffusée par la fissure en ¢ , inclinée d’un angle @ et de taille
2a. La moyenne sur le désordre est prise sur toutes les configurations possibles des (N —1)
autres fissures.

onde TH

Yy

Ys

Figure V.1 : Systemes de coordonnées global (y,,y,) et local (z,,z,). Chaque fissure est sa-
turée d'un fluide de viscosité dynamique 7, .

Comme proposé dans le « formalisme d’onde moyenne » utilisé par Sato (1979), Kikuchi
(19814, 1981b), Yamashita (1990) et d’autres, nous cherchons le champ de déplacement co-
hérent <u2> sous la forme :

<u2 >(y3> =e"", sachant que u," (%) — 'l (V.5)

ol K est le nombre d’onde effectif, k, =w /c, et ¢ est la célérité de phase des ondes
transverses dans la matrice. Nous supposons que le front d’onde de I’onde plane cohérente
TH est parallele a I’axe g, , Figure V.1. Notons que nous ne nous intéressons dans ce chapitre
gu’a la détermination du nombre d’onde effectif K . Dans la suite, nous représentons sous une
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forme explicite le champ moyen diffusé < ‘hf>(y 5) pour une fissure plate soumise au champ
d’excitation <u§">(g‘j, E)

V.1.2 Champ moyen diffusé

Nous définissons le systeme de coordonnées (x3,xl) lie au centre de la fissure, localisée en
£ = (53,51) dans le systéme de coordonnées (y,,%,) (voir Figure V.1). L’axe z, coincide
avec le plan de la fissure. L’angle entre les axes z, et y est désigné par 6.

En suivant la démarche du Chapitre 11, les conditions sur la lévre supérieure de la fissure si-

dif

. > et le champ moyen

tuée en é’( 7 =0), satisfaites par le champ moyen diffusé <u
d’excitation < > agissant sur ladite fissure, nous conduisent au systéme (voir Eq. (11.12)) :

(‘;a)c <u§lf>(x3,a:1,£)+21k < dlf>(x3,a:1,§> —ai%<u2ex>(x3,$l;g>, ‘$1‘<aa z, =07,

(V.6)
< d1f>< : Néﬁ) ‘ ‘Za, (V.7)

ou le paramétre o est donné par I’Eq. (11.13). Comme le déplacement moyen diffusé est anti-
symétrique par rapport a la variable z_ (voir section 11.1), nous introduisons une fonction

densite de dislocation »_ telle que :

<u2dif>(0+,:c1;§> = f:boo (v;g)dv, ‘5131‘ <a, (V.8)
f::boc (v;g)dv =0. (V.9)

Le champ moyen diffuse est alors exprime en tout point # (x, > 0) en fonction de 5  sous
la forme (voir Eq. (11.33)) :

() &) =2 e o8)

sin(f (v x1)>dCdv, (V.10)

avec .
=k -, ImB<0, ReB>0. (V.11)

La densité de dislocation »_ est inconnue, mais peut étre déterminée en évoquant les condi-
tions de continuité sur la fissure en & , Egs. (V.8) et (V.9). Ce systéme est résolu a I’aide de
I’hypothése de fermeture proposee par Foldy (1945), hypothése largement utilisee par la suite
pour tronquer le phénomeéne récursif de diffusion multiple (Kikuchi 1981a, Kawahara &
Yamashita 1992, Angel & Koba 1997, Aguiar & Angel 2000). Ainsi, nous remplacons la
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moyenne de configurations du champ agissant sur la fissure fixée en & par le champ moyen
total qui existerait a la position £ si la fissure n’existait pas :

)= ()= () ) = ) g

Cela revient a dire que les fissures sont en grand nombre et que leur densité est faible.

En substituant les Eqgs. (V.8) et (V.12) dans I’Eq. (V.6) et en suivant la méthodologie de la
section 11.2, nous obtenons I’équation intégrale suivante satisfaite par la densité b _ (voir Eq.
(1.30)) :

f_l; b, (U; 5’3) ! +S (U - x1> - S(U - x1> dv =irK COSQGiK(% SM%S), (V.13)

’U—(L’l

ol les définitions de S et S sont données dans les Egs. (11.29) et (11.31). En comparant les
Egs. (11.30) et (V.13), nous observons que les membres de droite, représentant la sollicitation,
different. Les membres de gauche, quant a eux, décrivent la diffusion dans la matrice adja-
cente avec un nombre d’onde .. Dans le cas présent, la fissure est soumise a I’onde cohé-
rente de nombre d’onde K (voir Eq. (V.12)). A partir de I’inconnue b_ , nous définissons une
fonction b qui dépend seulement de la variable z, , de sorte que :

b (v:¢,) =b(v)e"™ . (V.14)

En substituant I’Eq. (V.14) dans I’Eq. (V.10), nous obtenons :

() (756, ) = eif [ 7b(0) e; sin & (v —1,))dcdv, (V.15)
ou b satisfait I’équation intégrale suivante :
f_ib(v) . _1 : + S(U — xl) + S(v — xl) dv = irK cosfe """’ . (V.16)

Observons que la fonction b ainsi déterminée, dépend des nombres d’onde %, et K .

V.1.3  Equation de dispersion satisfaite par le nombre d’onde effectif K

En appliquant I’opérateur (AI + k;) aux deux membres de I’Eq. (V.15), puis en combinant
I’expression résultante avec les Egs. (V.4) et (V.5), et en utilisant les égalités dg =d¢ dg,
=dz dz, et {, =y, — 1, sinf —x, cosf, nous établissons I’équation transcendantale sui-
vante, satisfaite par le nombre d’onde effectif K (Yamashita 1990) :

/2

ki — K* =2in K S8 op, (9) j;a D, (a)B(H,a)da de, (V.17)

ou la fonction :
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B(@,a) = Ksiinﬁ fib(v) e il qy, (V.18)

est définie a I’aide de b, solution de I’équation intégrale singuliére (V.16) et satisfaisant la
condition :

fjab(v)dv —0. (V.19)

La détermination du nombre d’onde effectif K a partir de I’équation transcendantale (V.17)
est nécessairement numeérique, excepté dans la limite des haute et basse fréquences ou encore

dans le cas particulier traité dans la section suivante.

V.1.4  Formulation explicite du nombre d’onde effectif K

Dans cette section, nous considérons le cas particulier de fissures paralleles au front d’onde
cohérent. La densité de probabilité angulaire est telle que :

p, (0)=3(9). (V.20)

L’équation transcendantale (V.17) est maintenant résolue analytiquement, conduisant a
I’expression analytique du nombre d’onde effectif K .

En substituant I’Eq. (V.20) dans I’Eq. (V.17), puis en utilisant les propriétés de la fonction
Dirac 9 et la condition (V.19), nous obtenons I’équation suivante pour le nombre d’onde ef-
fectif :

ki — K* = inOKj;a"w D, (a)BO (a)da, (V.21)
ou la quantité B, (a) est donnée par :
B, (a) = B<O,a> = fjvb (v) dv. (V.22)

D’aprés I’Eq. (V.16), la densité de dislocation b (présente dans I’Eq (V.22)) satisfait
I’équation intégrale suivante :

J bl

Nous observons alors que le rapport b(v) / K dépend de &, (et non pas de K'). Ainsi, nous

v_a:l+S<““””1>+S(“—%)dv=iﬂf- (V.23)

définissons une fonction b qui ne dépend que de k.., de sorte que :
k,b(v) = Kb (v). (V.24)

Avec cette nouvelle variable, I’Eq. (V.22) devient :
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K (o -
B, (a) = E f b (v)do, (V.25)
et les Egs. (V.19) et (V.23) se réduisent aux égalités :

f_zl;(v> v_1$1 +S<v—x1>+S<v—a:1>

j:l;(v)dfu —0, (V.27)

dv = ink,, (V.26)

satisfaites par I’inconnue 5 . Remarquons que I’Eq. (V.26) est identique & I’équation intégrale
(11.36). Nous deéduisons des resultats du Chapitre 11, que la quantité B, (a) définie par I’Eq.
(V.22) est liee a I’amplitude de diffusion vers I’avant f(O) (E [ (0,0)) ou vers l’arriéere
[ (w) (E f.(m,0) =—£ (0, 0)) d’une seule fissure visqueuse de taille 2a, Eq. (11.46), par la
relation :

B,(a) = 225 1 (0). (V.28)

Substituant cette équation dans I’Eq. (V.21), nous obtenons la formulation explicite suivante
du nombre d’onde effectif :

2 _ 1201 4_7T_ B
K=k [1 e f(O)] , (V.29)

ou f (O) est I’amplitude de diffusion moyenne vers I’avant, définie par :

7(0)= " p,(a) £, (0)da. (V.30)

rrrrrr

Observons dans I’Eq. (V.29) que Im K* et Imf(()) ont le méme signe. Nous avons Vvérifié
que Im f (O) est positive pour toutes les valeurs testées de %, a et o (voir les résultats nu-
mériques du Chapitre 11). Il s’en suit que K* appartient au plan complexe supérieur. En cal-
culant & partir de I’Eq. (V.29), la racine complexe de K? qui se trouve dans le premier qua-

drant du plan complexe, nous trouvons que :

Ok?
ReK = (V.31)

2k — dmn,F (o)
471n Imf( >_k
of (0

ImK =

2
r (V.32)
NOY e

ou la quantité a valeurs réelles 1) est définie par :

9 = (Re(k; — 4an [ (0)) + )W. (V.33)

k:; — 47m0]7 (O)
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Les expressions (V.31) et (V.32) montrent que le nombre d’onde effectif dépend explicite-
ment de I’amplitude de diffusion JZ(O), via I’amplitude moyenne (V.30). Ainsi, il suffit de
connaitre la diffusion vers I’avant ou vers I’arriere en champ lointain, d’une onde TH par une
fissure seule de taille 2a (puisque f (0) = —f ()), pour pouvoir décrire le comportement
moyen d’une distribution de fissures dont la taille satisfait une densité de probabilité donnée.

Notons que I’équation (V.29) est un nouveau resultat. Néanmoins, dans le cas ou les fissures
sont de méme taille et ou les lévres sont libres de contraintes, le nombre d’onde effectif
(V.29) est formellement identique a celui obtenu par Angel & Koba (1997) et Kikuchi
(1981a), Eq. (1V.30). Ainsi, une approche plus intuitive aurait été de considérer le nombre
d’onde (1V.30) d’Angel et Koba et d’y remplacer I’amplitude de diffusion f(0) par la
moyenne ;‘(0) donnée par I’Eq. (V.30). Cette démarche nous aurait également conduit aux
expressions des amplitudes des ondes cohérentes en présence d’une couche de fissures de

taille différente.

V.1.5 Atténuation et dispersion des ondes sismiques

Le coefficient d atténuation Q' et la célérité de phase ¢ de I’onde plane cohérente TH sont
définis par (Aki & Richards 1980) :

Im K k
N2 e & (V.34)

Q=2 = )
Re K Cp Re K

Avec B(6,a) donné par I’Eq. (V.18) et b(v) solution de I’équation intégrale singuliére
(V.26), les racines K de I’équation transcendantale résultante (V.17) peuvent étre obtenues
en utilisant la méthode de Muller (1956). Cette méthode est basée sur un algorithme de re-
cherche de zéros d’une fonction, semblable a celui de la méthode de la sécante, mais qui uti-
lise une approximation quadratique d’une partie de la fonction au lieu d’une approximation
linaire. Ceci offre une convergence plus rapide. Une particularité de cette méthode est que le
candidat issu de la recherche peut devenir a valeurs complexes ; ceci est adapté a notre pro-
bléeme. Pour une bonne convergence, I’algorithme de recherche est initialisé avec les ap-
proximations basse fréquence établies dans la section V.1.6. Par ailleurs, I’équation intégrale
singuliére (V.26) est résolue comme dans le Chapitre 11, en utilisant une formule d’intégration

de type Gauss-Tchebychev.

V.1.6 Limites analytiques

Les limites basse et haute fréquences de la célérité de phase ¢ et de I’atténuation spatiale «
de I’onde cohérente sont obtenues dans cette section. La validité des expressions établies est
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verifiée numériquement en superposant les prédictions associées, aux résultats présentés dans
la section V.2, Figures V.2 a V.5.

Pour les fissures dont la taille obéit a la distribution (V.1), nous définissons la fréquence ré-

duite o =ka €t la densité de fissures e = ”oaiax- Dans le cas d’une distribution de

fissures identiques (o, = a,,, =a),nousavons & =& =ka et e =c=na’.

V.1.6.1 Approximation basse fréquence

Il est facile de montrer, en suivant la démarche de la section 11.4.1, que quand w tend vers
zéro, la quantité B(@,a) donnée par I’Eq. (V.18) est approximée par :

B(6,a) = B(1 +sin” 00 (&) + isin 6O <w>) & — 0, (V.35)

ou ‘f(‘z‘Ka‘«l et:

~ 4inK cos @ (1 + 0(512))
B~ , pour o =0 ; (V.36)
8+20 (In@ + 0(1)) - ima” {1+ 0(@2))
3 2K cosf (1 +0 (d2)>
B ~ , pour o > 0. (V.37)

44 & (ma) + 0(1)) +2ine 0(@)

En substituant I’Eq. (V.35) dans I’équation de dispersion (V.17), nous obtenons aprés un réar-

rangement :
K2:@2[1—5é—7;<f(0)>] L 5—0, (V.38)
avec :
(1)) = [ r ()T (6.0)a0 (V.39)
et
0, 7 (0.0,)= [ 9,()1(0.6,)as. (V.40)

Dans I’intégrale (V.40), [ (9, 00> désigne I’amplitude de diffusion en champ lointain d’une
fissure de taille 2a, qui est donnée par les Egs. (11.74) et (11.81) pour respectivement o = 0
et o > 0. Pour simplifier les écritures, nous avons introduit les notations :

a . a
T = —fun et = (V41)
a a

max max
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Fissures identiques de taille 2a

Pour une configuration de fissures alignées de taille identique, nous trouvons :

casl:si me <cos 26

Cilel—ﬁecos29'+0(~2 ),(0'20),

& Ine (V.42)
T
e cos’ 0%’
_ oY), (e=0), (V.43)
e 16(1 — 7€ cos’ 0')3/2 (w ) ( )
2 n/
o — occos 0 - O(LDQ)’ (o’ Z= O) : (V.44)
(1 — 7€ cos” 0')
cas 2 :si me > cos > ¢
¢ 16(mecos’ 0’ — 1)3/2 3 _
Cr med’ cos” 0’ +0(Ina), <0 N 0>’ (V.45)
2 n/ 3/2
c (71'5 cos 0" — 1) L
0] , (o=0], V.46
c, oeccos’ 6 (w ) ( ) ( )
@ ‘
_ +0(&PIng), (o >0). V.47
“ Jrecos® 0/ —1 (w nw) ( ) ( )
Lorsque les fissures sont aléatoirement orientées, nous obtenons :
casl:si me <2
c 2 —me ~ ~
- = +0(3* ). (o >0), (V.48)
. 2 3/2 7'(‘25 ~3 -4 O
aa—[2_m€] e —l—O(w ), (0' ), (V.49)
3/2
aa:[2 —27r5] 0'50(@2), (GiO) : (V.50)
cas2:si me>2
¢ (me—2)"* 32 3 _
- [ . ] 5 +0(ln@), (o=0), (V.51)
c_ L2 3/20(@1) (o =0) (V.52)
¢, O¢€ 2 ’ ’
2 - ~
aa = 7r6_2w+0<wz lnw), (0' ZO>. (V.53)
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Pour e > cos 26" et me > 2, les Egs. (V.45) et (V.51) montrent que la célérité de phase
effective ¢ tend vers I’infini lorsque la fréquence approche zéro. Ainsi, les résultats de ce
modele sont physiquement acceptables pour des valeurs de densité de fissure ¢ inférieures a
cos 0" /m et 2/ m, lorsque les fissures sont respectivement alignées ou aléatoirement
orientées. Une conclusion semblable a été faite par Angel & Koba (1997) pour des fissures
identiques a surfaces libres (o =0) et paralléles au front d’onde incident (6’ = 0). Par ail-
leurs, les limites (V.42), (V.43), (V.45) et (V.46) avaient déja été établies par Angel & Koba
(1997) dans leurs équations (83) et (84). Observons que les limites (V.42) et (V.48) sont natu-
rellement indépendantes de la viscosité o . Remarquons que Ohno et al. (2001) ont établi la
limite statique de la célérité de phase ¢ des ondes cohérentes TH se propageant dans une dis-
tribution de fissures inclinées, sous la forme (voir aussi I’Eq. (6) de Murai (2007)) :

il::1-—%§coseﬁ (V.54)

Cr

qui est naturellement I’approximation a I’ordre 0(52) de notre formule (V.42).
Fissures dont les tailles obéissent a la distribution en loi de puissance (V.1)

L’analyse précédente peut étre réitérée pour le cas de tailles de fissures satisfaisant la distribu-
tion (V.1). Pour des raisons de concision, nous présentons dans la suite seulement les termes

dominants en ¢ . Pour des fissures alignées, nous trouvons :

<= % 1 cos’ 9/€m, (fy = 1)
c, nr
14 71-2 lnz cos’ Hlsm, ('y = 3) , (0‘ > O>, (V.55)
—T
I S
, 2~3
aa = len_Tl WQ—ZCOSQ 9'€m, (7 = 1)
= :4 liz 7T1w,m cos* 0's_ | (7 — 5) , (0‘ = O), (V.56)
- T—1 y—5 16 m \TE5
aa = 7'13 -1 o cos’ G’esz ((Dfn), (7 = 1)
In 7
— T‘;ln; o cos’ 0'€m0(@i), (7 = 4) , (a = 0)_ (V.57)
73
= Lk ek e e Bt ocos’ e 0<¢52) (7 =1 4)
T—7" v — K m)’ ’

Pour des fissures aléatoirement orientées, nous obtenons :
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S
_1 gf_h; (v=3) (o > 0), (V.58)
-3 (r=19)

g
s = :14111;1%’2 (v=1)
T A A
B —_— s o =)

aa,, =T Lo 0(22), (=1

_ :;; Zg o E) (v=4) (a=0). (V.60)

L S 0s,0(@), (v=14)

T—1T v—4
Nous comparons maintenant nos expressions a la limite statique de la célérité de phase effec-
tive (w = 0) obtenues par Yamashita (1990). Sa formulation est similaire a la notre, mais
ses résultats ont été obtenus dans le cas de faibles densités de fissures. Les limites (V.55) et
(V.58) sont identiques a celles données dans les Eqgs. (B2.2) et (C1.2) de Yamashita (1990).
Soulignons néanmoins la présence d’une erreur typographique dans ses relations (C1.2) pour

v =3.

V.1.6.2 Approximation haute fréquence

Dans cette limite, quelle que soit la configuration géométrique de fissures choisie, nous avons
c(c0) = ¢,.. Pour des fissures identiques alignées (de taille 2a), nous trouvons d’aprés I’Eq.
(A7.19) (Annexe A7) :

2¢ cos” 0’
oaq >y —————— = : V.61
cos + 2o % ( > ( )
tandis que pour des fissures aléatoirement orientées,
4e
aa > ———=4q, |€). (V.62)
m(1+20) o)

Lorsque la taille de fissures satisfait la distribution en loi de puissance (V.1), nous obtenons :

150



T—1 (

aa,, ~q.(c,)T— 7=1)
~q,(e,) :lz (v=2) , (V.63)
_ _ 2

ou les fonctions ¢, = g et q. = q<> sont définies par les Eqgs. (V.61) et (V.62) pour respecti-
vement des fissures alignées ou aléatoirement orientées.

V.2 Influence des propriétés de la distribution sur I’atténuation et la
dispersion des ondes sismiques

L’influence, sur I’atténuation et la célérité de phase des ondes sismiques, des propriétés de la
distribution de fissures telles que : le frottement visqueux o agissant sur les lévres des fis-
sures, I’exposant v de la loi de puissance (V.1) et le rapport 7 des limites inférieure a_ et
supérieure o de la distribution de tailles, est étudiée numeriquement dans ce paragraphe.
Nous supposons d’apres des observations sismologiques (Yamashita & Knopoff 1987, 1989)
que le paramétre ~y varie dans I’intervalle 1 <~ < 3.

Les fissures sont soit alignées soit aléatoirement orientées. Lorsque les fissures sont paralléles
au front d’onde de I’onde cohérente (§’ = 0), le nombre d’onde effectif K est calculé en
utilisant la formule explicite (V.29). L atténuation et la célérité de phase des ondes sismiques
sont alors obtenues en utilisant les relations (V.31) a (V.34), une fois I’amplitude de diffusion
vers I’avant fa (0) évaluée comme décrit dans le Chapitre Il. De maniere générale, lorsque
0" = 0 nous résolvons I’équation transcendantale (V.17) a I’aide de I’algorithme de Mdiller
(1956), afin de déterminer I’atténuation et la célérité de phase. Les résultats numériques de
cette section sont obtenues, quelle que soit la configuration géométrique choisie, en quatre
itérations maximum pour une erreur inférieure & 10" . Les courbes en pointillé présentées sur
les Figures V.2 a V.5 sont calculées a partir des limites basse et haute fréquences établies dans
la section précédente. A haute fréquence, nous observons que le coefficient d’atténuation Q*
et la célérité ¢ oscillent respectivement autour d’une valeur constante et de la célérité de
phase ¢, . L’amplitude de ces oscillations, liées en général aux phénomenes de diffraction par
les pointes des fissures, diminue avec la fréquence. Notons que, quelle que soit la fréguence,
la célérite est naturellement inférieure a c,, .
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V.2.1 Effet de la viscosité du fluide

Nous considérons ici que toutes les fissures sont identiques et paralléles au front d’onde de
I’onde plane cohérente TH (6’ = 0). La Figure V.2 montre I’effet du coefficient de frottement
visqueux o sur I’atténuation Q' et la célérité ¢ de I’onde sismique dans une distribution
de fissures de taille 2a et de densité = 0,05. Les symboles circulaires de la Figure V.2 re-
présentent les valeurs maximales de Q' et (1—c/c,) apparaissant a la fréquence réduite
" (Vo).

Lorsque o augmente, la valeur maximale de Q' (JJW,G) et la fréquence de pic & dimi-
nuent de facon monotone. Le comportement de (1 —c¢ /¢,) en fonction du coefficient o est
similaire. A basse fréquence, I’atténuation augmente naturellement avec o , alors qu’a haute
fréquence, plus la viscosité augmente, plus les levres des fissures tendent a se solidariser, en-
trainant des lors une diminution de I’atténuation et une augmentation de la célérité. Les phé-
nomenes de diffraction par les pointes des fissures diminuent avec la viscosité des cavités.

Ainsi, les oscillations haute fréquence de Q™' et (1—c/ c,) S’atténuent.

0 0
10

100

0,01 100

w

Figure V.2 : Effet du coefficient visqueux o sur le coefficient d ‘atténuation Q' et la céléri-
té de phase c. Les symboles circulaires représentent les maxima des courbes.
(0'=0¢ete=0,05)

V.2.2 Effet de I'orientation des fissures

Toutes les fissures sont identiques et soit paralleles (et orientées d’un angle ', Figure V.1),

soit aléatoirement orientées. Leurs lévres sont libres de contraintes (o = 0).
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La Figure V.3 illustre I’effet de I’orientation des fissures sur Q' et (1—c/c,). La fré-
quence " alaquelle Q' atteint sa valeur maximale est peu sensible & I’angle d’inclinaison
0. Les résultats correspondant au cas de fissures aléatoirement orientées apparaissent natu-
rellement comme valeurs moyennes sur I’angle #’. Observons qu’a basse fréquence, Q' et
¢ pour les fissures aléatoirement orientées, sont quasi-identiques aux valeurs correspondantes
de Q' et ¢ pour le cas de fissures inclinées a 45°. Ces résultats impliquent que selon
I’angle d’inclinaison 6, ’hypothese d’une orientation aléatoire de fissures peut éventuelle-
ment sous-estimer ou surestimer I’atténuation induite par des fissures en realité alignées.
Quelle que soit la fréquence, le coefficient d’atténuation augmente lorsque I’angle 6’ dimi-
nue. Ceci s’explique parce que la longueur active de chaque fissure ¢ est plus grande lors-
que 6 est petit et entrave d’autant plus la propagation de I’onde sismique. Par exemple, il est
géométriquement compréhensible que I’atténuation relative aux fissures paralleles au front
d’onde cohérent (¢ = 0) soit plus grande que I’atténuation induite par les fissures aléatoire-
ment orientées, puisque dans le premier cas toutes les fissures sont des obstacles a la propaga-
tion de I’onde tandis que dans le second cas certaines fissures sont inactives. Ce méme rai-
sonnement explique qu’a basse fréquence, la célérité augmente avec I’angle #’. Au fur et a
mesure que la fréquence croft, @' approche les limites géométriques du paragraphe précé-
dent et la fréquence des oscillations augmente avec I’angle d’inclinaison 6’ (la longueur ac-

tive ¢ diminuant).

0'=0°
-1 45°

100

Figure V.3 : Effet de | ‘orientation des fissures sur le coefficient d atténuation Q' et la célé-
rite de phase c. Les lignes en pointillé indiquent les limites basse ou haute fréquence établies
dans la section V.1.6. Les symboles circulaires représentent les maxima des courbes.

(e =0,05)
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V.2.3 Effet de la taille de fissures

Les effets des parametres ~ et 7 de la distribution de tailles (V.1) sur Q' et ¢ sont main-
tenant étudiés a partir des Figures V.4 a V.6, la force de frottement étant négligée (o =0).

0

10 ‘
T=1
—1
10 05
O & 0,1
> 0,01

100 0,1 1 10 100

Figure V.4 : Effet du parameétre 7 sur le coefficient d ‘atténuation Q" et la célérité de phase
c . Les lignes en pointillé indiquent les limites basse ou haute fréquence établies dans la sec-
tion V.1.6. Les symboles circulaires représentent les maxima des courbes.
(y=2,0=0,0=0ete =0,05)

0
10 ‘

|
-
W N =

100 100

Figure V.5 : Effet du parameétre ~ sur le coefficient d atténuation Q' et la célérité de phase
c . Les lignes en pointillé indiquent les limites basse ou haute fréquence établies dans la sec-
tion V.1.6. Les symboles circulaires représentent les maxima des courbes.
(1=01,0=0,0=0ete =0,05)

Les Figures V.4 et V.5 montrent que I’atténuation Q' (la célérité de phase ¢ a basse fré-
quence) est plus grande (petite) pour de grandes (petites) valeurs de ~ ou de petites (grandes)
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valeurs de 7. Ceci se produit parce que la proportion de fissures de grande taille augmente
lorsque ~ diminue ou 7 croit, pour une valeur donnée de a__ . Ainsi, les grandes fissures
contribueront plus a I’atténuation, car offrant plus de résistance a la propagation de I’onde
quence donnée, les fissures sont d’autant plus candidates aux phénomeénes de diffraction par
leurs pointes, qu’elles sont de grande taille. Le nombre de fissures de grande taille diminuant
avec le paramétre 7, les oscillations haute fréquence des courbes de Q™' et (1—c/c,)

s’estompent lorsque 7 diminue.
0
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10 0.1
Figure V.6 : Effet des paramétres de la distribution de tailles (V.1) sur la fréquence de pic
wf:" (symboles circulaires) pour laquelle Q' (a gauche) et 1 —c / c,) (adroite) sont
maximales. Les fissures sont paralléles (8" = 0) et leur densité est e =0,05.(ab)y=1;

(cdyy=2;@f)y=3,avecr=a_ /a

max
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1

L effet des paramétres ~ et 7 sur les fréquences &’ =Fk'‘a_ auxquelles Q' et

(1—c/c,) atteignent leur valeur maximale est illustre dans la Figure V.6.

Les figures (a-c-e) montrent que a)fjf“ est peu sensible a 7 lorsque v =1 et v =2, mais en
dépend fortement quand ~ = 3. En d’autres mots, le nombre d’onde k)" dépend de a_
lorsque vy =1¢et y=2,etde a_eta_lorsque = 3. Cette observation suggere que la
sensibilité de k:;"“ a la taille minimale augmente avec -, et par suite avec la proportion de
fissures de petite taille. Les figures (b-d-f) montrent que les valeurs maximales des courbes
1—c/ cT)<(IJm> sont peu sensibles au parametre 7~ et par suite a la taille minimale «_  de
fissures. Ce comportement est observé pour les trois valeurs de ~ . La sensibilité ainsi obser-

vée des maxima de Q' (w) et(1—c/ CT)<cDm) a la taille maximale de fissures a_ , sug-
geére la possibilité d’en estimer la valeur a partir d’observations sismologiques.

V.3 Estimation de la taille de fissures dans la croiite terrestre

De nombreux travaux ont porté sur I’étude de la dépendance fréquentielle du coefficient
d’atténuation @' des ondes sismiques planes TH présentes dans la crodte terrestre (AKi
1980, 1981). L’accumulation des mesures suggere que le facteur @' des ondes sismiques
planes TH est maximum autour de 0,5Hz (Sato 1984, Matsunami 1988). Cette observation
est utilisée dans la suite afin d’estimer I’étendue de la distribution de tailles de fissures a partir

des prédictions issues du modeéle établi dans ce chapitre, section V.1.

Comme montré sur les Figures V.6a et c, la fréquence réduite &” = k”“a__, comprise entre

1,4 et 2,4, est quasi-indépendante du parametre 7 pour v =1 ou ~ = 2. Des simulations
complémentaires ont confirmé que, pour de faibles densités (¢ < 1), CDSL ~ (1,4 ~ 2,4)
quelle que soit I’orientation des fissures. En combinant cette relation avec I’observation sis-

pic

mologique précitee (™ = 0,5Hz), alors nous avons a_ = c, <0,4 ~ 0,8). Supposant que
la célérité de phase transverse dans la crodte terrestre est ¢, = 4km /s, la limite supérieure
de la taille de fissures 24 est telle que a =~ (1,6 ~ 3,2>km. La valeur de Jﬂ’ dépend
fortement de 7 lorsque v = 3 comme nous le constatons sur la Figure V.6e. Nous pouvons
néanmoins estimer les deux limites o et ¢ a l’aide de la valeur de & relevée sur la
Figure V.6e, pour une étendue 7 donnée. En suivant la démarche présentée pour ~ = 1,2, la
valeur de o est identifiée. La limite inférieure o est alors déterminée a partir de
(a. =7a_ ). Cesvaleurs sont reportées dans le Tableau V.1, ou la valeur estimée de a__
est plus grande lorsque v =3 que lorsque v =1 ou ~ = 2. Finalement, la bonne connais-

sance du parametre ~y est nécessaire afin d’estimer «__ avec une confiance acceptable.
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T a,. (km) a,.. (km)

min

0,01 > 0,4 > 40,7
0,1 0,8 8
0,5 13 2,5

Tableau V.1 : Estimationde a_ et o pour v =3.

V.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit la diffusion multiple d’une onde cohérente TH par une
distribution uniforme et aléatoire de fissures visqueuses plates, dont les tailles satisfont des
distributions propres a la crodte terrestre, Eq. (V.1). Contrairement & la modélisation du Cha-
pitre 111, chaque fissure est de taille réelle et est supposée étre sollicitée par I’onde cohérente
(hypothese de fermeture de type Foldy). L’équation transcendantale (V.17) satisfaite par le
nombre d’onde effectif K des ondes sismiques se propageant dans la crolte terrestre a été
établie, puis appliquée aux cas de fissures aléatoirement orientées ou mutuellement paralléles
mais inclinées par rapport au front d’onde cohérent. La spécificité de ce chapitre réside dans
le traitement simultané de la viscosité, de I’inclinaison et de la répartition de tailles de fis-
sures. Une particularité a concerné la résolution analytique de I’équation transcendantale dans
le cas de fissures paralléles au front d’onde cohérent, Eq. (V.29).

Une étude paramétrique sur le comportement du coefficient d’atténuation et de la céelérité de
phase effectives a montré : — I’effet de la longueur active de chaque fissure (section géome-
trique) ; — la faisabilité d’estimer les caractéristiques de la distribution de tailles de fissures ;
— I’effet du frottement visqueux sur les lévres des fissures ; — I’amortissement des oscillations
haute fréquence lorsque la force du frottement visqueux augmente ; — la tendance de cette

force a solidariser les lévres des fissures.
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Conclusion générale

Nous nous sommes intéressés dans ce manuscrit a la modélisation de la propagation d’ondes
cohérentes Transverses Horizontales (TH) dans des milieux multifissurés.

Nous avons résolu analytiquement le probléme de la diffusion multiple d’une onde plane TH
par une couche d’épaisseur finie contenant une distribution uniforme et aléatoire de diffuseurs
linéiques anisotropes (incidence normale). Les diffuseurs sont identiques. Nous avons déter-
miné les propriétés acoustiques (nombre d’onde K et impédance acoustique Z) et méca-
niques (masse volumique p et module de rigidité A7) effectives de ladite couche. Nous cons-
tatons qu’elles sont déterminées pour un solide donné, une distribution de diffuseurs donnée
et une fréquence donnée lorsque I’amplitude rétrodiffusée f(7) et ’amplitude de diffusion
vers I’avant f(0) d’un diffuseur seul sont connues. La flexibilité de la méthode a permis de
traiter le cas de distributions uniformes et aléatoires de fissures ouvertes ou fermées, ainsi que
de proposer un moyen de consideérer les diffuseurs orientés aléatoirement. Ainsi, nous avons
étudié I’influence de I’ouverture et de 1’orientation de fissures sur les propriétés acoustiques et
mécaniques effectives de ladite couche. Une conclusion de cette étude est que les fissures
ouvertes sont plus atténuantes que les fissures plates lorsque la longueur d’onde de 1’onde
incidente est plus grande ou comparable a la taille de fissures. Dans les régimes basse et haute
fréquences, les parameétres effectifs semblent étre gouvernés par la section géométrique d’une
fissure. Notons qu’une étude complémentaire basée sur une méthode énergétique (Caleap et
al. 2009) a mis en évidence I’effet de I’inclinaison des fissures sur 1’atténuation et la célérité

de phase de 1’onde cohérente.

Nous avons comparé notre formulation du nombre d’onde effectif & celle établie par Linton &
Martin (2005). Ces deux formulations donnent des résultats similaires. La théorie d’Angel &
Koba (1998) donne également des résultats proches mais, comme elle est la seule a prendre en
compte la taille réelle des fissures, elle se différencie des deux autres pour des densités de
fissures éelevées.

Nous avons montre I’intérét des propriétés mécaniques effectives (p et M) en traitant les cas
d’une distribution non-uniforme de fissures et d’'une onde de surface en présence d’une
couche endommagée (& symétrie isotrope) sur un substrat sain. A ’aide de la méthode de la
matrice de transfert, nous avons par exemple montré que les valeurs haute fréquence du coef-
ficient de transmission permettent d’accéder a la valeur moyenne de la densité de fissure de la
couche non-uniforme. Parall¢lement, 1’étude des propriétés des ondes cohérentes TH de sur-
face a montré que les courbes de dispersion de célérité de phase ne sont plus confinées entre
les célérités de phase de la couche et du substrat, contrairement aux propriétés des ondes de

Love. Finalement, nous avons étudié la faculté de 1’équation de dispersion des ondes planes

159



cohérentes TH a prédire la propagation desdites ondes dans un espace libre ou semi-infini
(présence d’une interface). Cette équation semble appropriée a la modélisation basse fré-

quence de la propagation des ondes cohérentes TH homogéne et hétérogeéne.

Une ouverture vers la géophysique a été proposée. Nous avons alors considéré une distribu-
tion de fissures visqueuses plates dont les tailles satisfont des distributions propres a la croQte
terrestre. L’expression du nombre d’onde effectif dans cette partie est implicite, et la modéli-
sation est basée sur I’approximation de Foldy. Néanmoins, lorsque les fissures sont paralléles
au front d’onde cohérent, une formulation explicite est obtenue. Une étude paramétrique sur le
comportement du coefficient d’atténuation et de la célérité de phase effectives a montré en
outre gque lorsque la proportion de fissures de grande taille augmente, ’atténuation augmente

tion de fissures s’avere diminuer au fur et a mesure que la viscosité augmente.

Les prédictions dynamiques issues de cette thése demandent a étre confrontées d’un point de
vue quantitatif a des résultats obtenus par d’autres méthodes. Un outil numérique de simula-
tion de la propagation temporelle dans des milieux hétérogénes a été développé lors d’une
these paralléle (Golkin 2009). La comparaison de nos prédictions dynamiques a des résultats
obtenus par ce code temporel de type différences finies a été un succes pour des densités de
fissures élevées (e ~ 0.08). Malheureusement, nous n’avons pas ¢té en mesure de reporter

ces confrontations. Elles peuvent étre trouvées dans la thése citée ci-dessus.

Pour ce qui concerne les perspectives de I’étude, les théories de diffusion multiple de ce tra-
vail peuvent étre réitérées afin d’investiguer la propagation d’ondes planes vectorielles (Lon-
gitudinales et Transverses Verticales) dans un solide élastique contenant une distribution de
fissures alignées ou aléatoirement orientées. Les calculs seront plus lourds que dans le cas
scalaire (TH).

Dés lors que les caractéristiques de la matrice sont connues, les résultats de la diffusion mul-
tiple en milieux multifissures obtenues dans ce travail peuvent étre utilisés afin de remonter a
des informations concernant la distribution de fissures comme par exemple la taille ou la den-
sité de fissures. Dans ce sens, nous nous attendons a ce que des estimations fiables puissent
étre obtenues en confrontant ces résultats analytiques a des mesures expérimentales. De plus,
les approximations basse/haute fréquences établies dans ce manuscrit peuvent étre facilement

implémentées dans des codes de calcul numérique.
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Annexe Al

Solutions de I'’equation de
Helmholtz en coordon-
nées elliptiques

Dans cette annexe, nous exprimons les solutions de I'équation de Helmholtz en coordon-
nées elliptiques. Ensuite, nous les représentons graphiquement afin d’observer les in-
fluences de I'argument et de I'ordre sur leur comportement.






A1.1 Solutions de I'équation de Helmholtz en coordonnées elliptiques

Soit I’équation d’onde scalaire analogue & I’Eq. (1.6). En cherchant une solution sous la forme
U(r,t)=Um T (t), eten la substituant dans cette équation, nous obtenons :

d2 2 2
'F—ch

T(t) =0, (Al1)

[A+Hﬁdﬁ:0, (AL.2)

ol —k* est la constante de séparation. L’équation (A1.1) est une équation harmonique, dont
les solutions sont 7'(t) = exp (Fiwt) ol w = ke, et I’Eq. (A1.2) est I’équation de Helmholtz
tridimensionnelle. Pour des systéemes a symétrie de révolution, I’opérateur Laplacien est de la
forme A=A_+0°/0z°. Ainsi, en choisissant une solution spatiale de la forme
U@ =u(7)Z (), PEq. (AL.2) nous conduit a :

d g A13
®2+@;44:o, (A1.3)
A, +k|u(F)=0, (AL.4)

ou k_est la constante de séparation et k. =k’ —k”. Les solutions de ’Eqg. (A1.3) sont
Z () = exp(+ik,z). A I’aide des coordonnées elliptiques introduites dans la section 1.4, ré-
solvons I’équation de Helmholtz bidimensionnelle (Al.4). Rappelons que les facteurs
d’échelle du systeme de coordonnées elliptiques (5,77) sont donnés par :

h.=h =aj, h. =1, (AL.5)

Z

ou j, est le Jacobien en coordonnees elliptiques donne par I’Eq. (1.83) et 2a la distance fo-
cale de I’ellipse, Figure 1.3.

En substituant les facteurs (A1.5) dans le Laplacien transverse :

1 0 1 9
T eg | n oy (ALS)
55 7777

eten prenant 7 = (&,7), nous obtenons I’équation de Helmholtz en coordonnées elliptiques :

o’ o’
+
o0& o’

+ <kTa)2 (Sinh2 £ + sin’ n) u(ﬁ,n> =0. (A1.7)

En cherchant une solution sous la forme « (&, n) = R(£)©(n), nous obtenons deux équations

différentielles ordinaires :
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+ (>\ — 2q cos 277) @(77) =0, (AL.8)

2

r

— ()\ — 2g cosh 25)

[ & R(¢) =0, (AL9)

de¢’

ou X est une constante de séparation et ¢ est un parametre adimensionnel relié a la constante
k, par:

. A1.10
q 1 ( )

Les équations (A1.8) et (A1.9) sont connues sous le nom d’équation de Mathieu et d’équation
de Mathieu modifiée. Les considérations physiques habituelles sont telles que I’équation
(A1.8) a des solutions 7 — ou 27 —peériodiques. Les valeurs de X\ qui satisfont cette condition
sont connues sous le nom de valeurs caractéristiques (ou valeurs propres). Il y a une infinité
de valeurs réelles telles que X <X\, <X,... qui satisfont 1’Eq. (A1.8). Lorsque les solutions
©(n) sont paires, les valeurs caractéristiques X\ sont désignées par a, (¢), 7 = 0,1,2,...,
tandis que les solutions impaires sont désignées par b, (¢), n = 1,2,3,.... Les valeurs caracté-
ristiques jouent un réle important puisque elles définissent la stabilité des solutions. Une solu-
tion m— ou 2w —périodique est dite neutre, mais peut étre considérée comme un cas particu-
lier de solution stable : elle tend vers zéro ou reste bornée lorsque 177 — co. Les solutions
©(n) associées a a, (¢) sont notées ce, (n,q), alors que celles associees a b, (¢) sont notees
se, (17,q) (Abramowitz & Stegun 1970). Pour chaque constante a, (¢) €t b, (¢), il existe deux
solutions indépendantes de I’Eq. (A1.9) ; celles associées & ce, sont notées Mc' (¢,q) avec
7 =1,2, tandis que celles associées a se, sont notées Ms'” (&,q) avec j = 1,2. Les fonctions
définies pour j = 1 sont réguliéres quel que soit & .

Les notations pour les fonctions de Mathieu étant variées et lourdes, nous définissons
e, (n,q), (0 = ¢,8) comme suit (Burke & Twersky 1964) :
€., (1.q) = ce, (n,9) et e, (n,q) = se, (n,q)- (AL.11)

Ainsi, nous avons :
@(n) =e, (n,q) oue <77,q). (A1.12)

De maniére similaire, nous définissons M"Y (¢, q) par :

an

MY (&q) =McY (&q) et MY (¢,9) =MsY (&q), 1=1,2, (AL.13)

de sorte qu’une combinaison linéaire des fonctions MS) (f,q) et M(Q) (f,q) (o = c,s) decrit

an

la fonction radiale R(¢) :
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cn
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(& 0 :
(&)

R(¢) = (A1.14)
(¢) (e u

A1.2 Comportements des fonctions de Mathieu classiques et modifiées

Les valeurs caractéristiques a, (¢q) et b, (¢) sont représentées sur la Figure Al.1.

ete
sn

cn

Valeurs caractéristiques de e

10

20

Figure A1.1 : Valeurs caractéristiques a, (¢) et b, (¢) des fonctions de Mathieu ¢_, (n,q) et
esn (777q) pour n E {07 17 27 37 47 57 6}'

Nous représentons sur les figures suivantes les fonctions de Mathieu e, (n,q) et les fonctions

de Mathieu modifiées A7) (1,q), 7 =1,2, paires o = c et impaires o =s. Les effets du pa-
rameétre ¢ et de I’ordre n sont illustrés.
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Figure A1.2 : Fonctions de Mathieu e_, (n,q) €t e, (17,q) pour g = 10.
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Annexe A2

Fonctions élémentaires
généralisées

Dans cette annexe, nous rappelons quelques fonctions élémentaires telles que la fonction
de Dirac, la fonction de Heaviside, la fonction signe, etc.






A2.1 Fonction d’essai

Une fonction ¢ est une fonction d’essai (ou test) si elle a les propriétés suivantes :
- ¢ (x) ettous ses dérivées existent et sont continues en tout point z € R ;

+o00
- les intégrales f ¢ (x)dz et toutes ses derivées existent et sont finies.

A2.2 Fonction de Dirac en coordonnées cylindriques

Dans I’espace réel R*, la fonction de Dirac & se défini comme :
3(z) =8(z,)8(x,), (A2.1)
avec : 6(:1:’) =0 pour Z = 0 et fﬁ(f)qb(:f)d% = (b(ﬁ), (A2.2)

pour toute fonction d’essai ¢ , ou I’expression fg :f;' d’Z signifie :

fﬂcfﬂc diL' dz, ,

a moins qu’autrement mentionné.

En coordonnées cylindriques (avec r° =z +x2), comme &(z) dépend seulement de
r= ‘E‘ NoUS posons 6(5)‘r:‘5‘ = d(r) de sorte que, d’aprés ’Eq. (A2.2), 8¢ =0 pour
r > (. Sachant que :

f 8(7)dz =1, (A2.3)
il s’en suit que :
[s(z)ai=[" [ "8(7)drdz, = [ "5 rdrf a0 =2r [78(r)rdr =1,
(A2.4)
ie.: 27 [78(r)rdr =1.

Or la fonction de Dirac en coordonnées cylindriques est telle que :

fomﬁ(r)dr:l.

Ainsi, nous avons :

_ 8(7») - M (A2.5)
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A2.3 Fonction de Heaviside

La fonction (unité) de Heaviside H peut étre définie par une des relations suivantes :

1, x>0,

H(x):o L, o ]:;wH(z)¢<x)dx:L+wd)<:v)dx. (A2.6)

pour toute fonction d’essai ¢ . Nous avons :
H(z)= f;ﬁ@)dy. (A2.7)

A2.4 Fonction signe

La fonction signe sgn peut étre définie de la fagon suivante :

1, x>0,

_1’ < O, ou Sgn<$) = H(CL‘) — H(—gj) . (A28)

sgn (:1:) =
Pour toute fonction d’essai ¢ , nous avons :

f;oc sgn (z)qﬁ(z)dx = J;+Oo¢(x>dx —fj;¢<x)dx. (A2.9)

On peut montrer que :
sgn(z) = % et disgn(x) =25(z). (A2.10)
x

A2.5 Fonctions généralisées et dérivées

Nous allons utiliser dans la suite des fonctions généralisées utiles a la résolution d’équations
différentielles inhomogenes. Dans les manipulations algébriques a venir, nous aurons besoin
de la dérivée G’ (z) d’une fonction G, définie par :

f:o G'(w)o(z)dz = —fmG(ﬂf)qS’(w)dx, (A2.11)

—00

pour toute fonction d’essai ¢ . Cette expression résulte d’une intégration par parties (puisque
les fonctions d’essai s’annulent a +o0c). Le membre de droite est connu puisque G (z) est

définie et, si ¢ est une fonction d’essai, alors ¢’ I’est aussi. Dans ce sens, nous avons :
H'(z) =3 (z), (A2.12)

puisque :

fjH’(x)qb(x)dx - —J::oH<x)¢’<x)dx - —fomgb’(x)dx - —(p(g;)\om = 4(0).
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Annexe A3

Integrale singuliere

Dans cette annexe, nous démontrons I’équation (11.28).






A3.1 Valeur principale d’'une intégrale

La définition habituelle, traitant une intégrale comme la limite d’une somme, convient seule-
ment pour des fonctions bornées. Pour I’intégration d’une fonction non-bornée, nous introdui-
sons la notion d’intégrale impropre, dont la signification est maintenant définie. Supposons
qu’une fonction ¢, définie sur I’intervalle |y| < a, n’est pas bornée au voisinage d’un point
y, de cet intervalle, mais est intégrable sur chacun des intervalles —a <y <y —e’ et
y, +e”" <y<a,desorte que &' et ¢” sont positifs. Formons la somme :

f”¢, (v)dy + L ig,,cb(y)dy- (A3.1)

Si cette somme a une limite lorsque &’ et &” tendent vers zéro indépendamment I’un de
I’autre, alors cette limite est appelée I’intégrale impropre de la fonction ayant les valeurs

é(y)
£;¢(y)dy = g,igol[ fj*fh(y)dy + f uﬁ//gb(y)dy]. (A3.2)

1

Il est possible que la somme (A3.1) n’ait aucune limite lorsque &’ et £” tendent vers zéro
indépendamment I’un de I’autre, mais qu’une limite existe lorsque <" et " ne sont plus in-
dépendants. Traitons I’exemple de la fonction ¢ qui prend les valeurs ¢(y) = (y —v,) "

pour |y| < a. Nous avons :

1175' a — /
f" S VI R S S Pt TS P (A3.3)
¢ y_yl Yhte y_y1 y1+a’ €
Quand &’ et ¢” tendent vers zéro, la quantité (A3.3) n’a pas de limite. Par contre, si ¢’ et &”
sont reliés (¢’ = Ae”, oli A est une constante positive), alors la somme (A3.3) a pour limite :
a—y

Yy, ta

In

+In)\.

En particulier, si ¢’ = ¢” = ¢, elle devient :

e 1 a 1 a —
lim f” dy+ [ dy| = m 2% (A3.4)
e—0 —a Yy — yl ytey — yl y1 +a

Nous introduisons maintenant la définition suivante. Supposons que la fonction ¢ soit définie
sur Iintervalle |y| < a, et soit intégrable sur chacun des intervalles —a <y <y —e €t
y, + e <y < a,avec € nombre positif. La valeur principale de I intégrale de la fonction ¢
dans I’intervalle |y| < a est le nom donné a la limite (si elle existe) definie par :
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| a 1
lim dy + dy|- (A3.5)
e—0 j:a Yy — yl L/;l—o—e Yy — yl

Nous parlerons dans ce manuscrit d’intégrale singuliere au lieu de « valeur principale d’une
intégrale ». Nous désignons la valeur principale d’une intégrale par le méme symbole que
celui employé pour I’intégrale ordinaire (définie au sens de Riemann). Lorsque I’intégrale au
sens classique n’a pas de signification, sa valeur principale est sous-entendue. Ainsi, d’aprés
I’Eq. (A3.4), I’intégrale singuliére :

[t mit e

existe.

Rappelons la condition de Lipchitz avec I’exposant o« (Lipa ) : 3 M et «, deux constantes
(0<a<1),tellesque ¥(y',y") / v',y" € [—a,a], I'inégalité suivante est satisfaite :

«

\cb(y’) — oy )| < Mly' —y" (A3.7)
Démontrons le theéoreme suivant. Si ¢ (y) € Lip o, I’intégrale singuliére est telle que :
« Oy
f ﬁdy<oo, ¥y <a. (A3.8)
Y-y
L’intégrale ci-dessus peut s’écrire sous la forme :
« ply)— oy o 1
| Mdy +6(y) [ ——dy. (A3.9)

- Yy—1vy Y-y
Dans la premiére intégrale, la fonction a intégrer satisfait I’inégalité (A3.7), soit :

cb(y)—cb(yl)
y—1,

a—1

<M\y—y1

Cette intégrale existe en tant qu’intégrale impropre pour o < 1 et comme intégrale définie au
sens de Riemann pour a = 1%, La seconde intégrale existe en vertu de la relation (A3.6). Fi-
nalement, I’inégalité (A3.8) est vérifiée.

Les résultats de ce paragraphe seront utiles dans ce qui suit.

' o =1 traduit le fait que la dérivée de la fonction ¢ est bornée sur 'intervalle ly] < a (formule des accroisse-
ments finis de Lagrange).
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A3.2 Réduction a une intégrale singuliere

Rappelons le lemme de Riemann-Lebesgue. Supposons que I’intégrale fbgb(v) cos(Xv)dv
existe et (si c’est une intégrale impropre) soit absolument convergente. jAIors, nous avons
(Whittaker & Watson 1965) :

cos (Xv)

lim [ ¢(U)[sin<Xv) dv=0(1). (A3.10)

Considérons maintenant I’intégrale double dans le membre de gauche de I’Eq. (11.26). Puisque

B(&)/ ¢ estune fonction impaire, cette intégrale s’écrit sous la forme :
~ pa B(€
%J; fa,%b(“)sm(f(v—yl))dvdf, \y1\<a- (A3.11)

Lorsque ¢ tend vers I’infini, le rapport 3(¢)/ < approche un (voir Eqg. (11.55)). Ainsi, nous
écrivons I’intégrale (A3.11) sous la forme :

SN

‘yl‘ < a.

)Slﬂ(f(’l)—yl )dvdf—l—f f_n sm(f(v—yl))dvd£,

(A3.12)

Les ordres d’intégration de la premiére intégrale sont commutés parce que I’intégrant diminue
comme £7° lorsque ¢ — oo, alors que dans la seconde, cette commutation est seulement va-
lable sur un intervalle borné. Ainsi, nous écrivons I’intégrale (A3.12) sous la forme :

%f;b<v>5<v—yl>dv—lx<yl),‘y1‘<a, (A3.13)
ol la fonction S est donnée par I’Eq. (11.29) et
I (%)Z}(i_{roloj _)1(1—>Holof f sm( U—yl>)dvd§. (A3.14)

En commutant les ordres d’intégration dans I’intégrale 7 () de I’Eq. (A3.14), nous obtenons

apres intégration :

I(X):f“Mdv—f“ b{o) cos(X (v—1y,))dv. (A3.15)

7(L’U_y1 7(1/U—y1
En tenant compte des Eqs. (A3.8) et (A3.9), ’Eq. (A3.15) devient :

1= 7 2o

v (A3.16)

tbfyy) [ (1~ cos (X (v —y,)))du

{I,’U—y1
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A I’aide du lemme (A3.10) et de la relation (A3.6), nous évaluons la limite de 7 (x) lorsque

X tend vers I’infini :

g 1) = L) ot
! 1

= aMdv+b(yl)1nu_b(yl)lna—yl.

U=y, y, +a y, +a

Finalement, nous avons montré que :

L ()= [ g,

,a,U_yl

(A3.17)

(A3.18)

Il est clair que I’intégration dans le membre de droite est faite au sens des valeurs principales

dv
v—1y,

Si |y,| < a. Notons que I’expression

est appelé noyau de Cauchy. Ainsi, I’intégrale cor-

respondante est appelée intégrale de type Cauchy. Le dernier résultat, combiné a I’Eq.

(A3.13), conduit & démontrer I’Eq. (11.28).
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Annexe A4

Résolution numeérique
d'une equation integrale
singuliere

Dans cette annexe, nous présentons la méthode de résolution numérique de I’équation
intégrale singuliere de type Cauchy (11.30) (écrite sou la forme adimensionnelle (11.53)),
dont I'inconnue est la densité de dislocation a travers les lévres d’une fissure visqueuse
antiplane.






A4.1 Méthodologie

La densité de dislocation & (v) vérifiant I’équation intégrale singuliére (11.53) et la restriction
(11.54), possede une singularité de type racine carré en v = +1. Ceci peut étre démontré en
analysant la partie dominante de I’Eq. (11.53) & I’aide des méthodes développées par Muskhe-
lishvili (1953). Comme également mentionné par Erdogan & Gupta (1972), le comportement
de b (v autour de v==+1 peut étre décrit par le facteur (1+ o) */** (1 —v)V>*", ol
g/, "= 0,41.

Or le déplacement «, est continu aux pointes de la fissure, mais la composante o,, du vecteur
contrainte a une singularité de type racine carré en ces points (Sih 1973). Cette considération
implique que ¢’ =0 et <" = —1. Ainsi, afin de régulariser I’intégrale (11.53), nous décompo-
sons la densité de dislocation 5 (v) en deux parties : une fonction ¢ (bornée et continue sur
tout I’intervalle) appelée partie réguliére de la densité de dislocation qui est inconnue, et une
fonction w qui a le méme comportement singulier que b et est de la forme :

w(v) = ! (A4.1)

tel que :
5(1}) = w(v>¢<v>. (A4.2)

Cette nouvelle forme de b(v) est substituée dans I’Eq. (11.53). Les méthodes numériques dis-
ponibles pour résoudre I’équation intégrale singuliere de type Cauchy (11.53) considerent un
ensemble de (N — 1) points de collocation y, le long de la fissure (k¥ = 1,2,..., N —1), ou
I’équation doit étre satisfaite. Les inconnues sont les valeurs nodales ¢ (v,) de la fonction v
pour un ensemble de N points nodaux (ou d’intégration) v , pris le long de la fissure
(i =1,2,...,N). A chacun de ces points, différents des points de collocation, est affecté un
poids H .. L’intégrale singuliere de type Cauchy de I’Eq. (11.53) est alors réduite & une somme
algébrique sur les points nodaux. Ainsi, I’'Eq. (11.53) est équivalente & un systéme d’équations,
dont chaque équation est associée a un point de collocation, comme suit :

s ) S )

=1 v, =Y, i=1

g(vl. —yk)+S(vj —yk)} = f](yk>, k=12,..N—1,

(A4.3)

ou les poids H, sont fonction des points nodaux v, .
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Il existe plusieurs facons d’évaluer les intégrales singuliéres de type Cauchy (Polyanin &
Manzhirov 1998). La méthode la plus utilisée est la quadrature de Gauss-Tchebychev
(Hildebrand 1956, Abramowitz & Stegun 1970) employée par Erdogan & Gupta (1972), dans
laquelle les fonctions poids H, de I’Eq. (A4.3) sont toutes égales et données par (Hildebrand
1956) :

H=21,i=12..N. (A4.4)
‘N

Les points v, et y,_sont également fonctions de leur indice ou position (Hildebrand 1956) :

v, = cos T ouri=12... N (A4.5)
| 2N
k
et yk = COSF, pOur k= 1,2,N—1 (A46)

Par ailleurs, la condition de fermeture (11.54) se réduit également a une équation algébrique
pour I’inconnue Qﬂ(’l)i) (2=12,...,N) de laforme :

zN;%qp(v) = 0. (A4.7)

Nous avons maintenant un systeme de N équations algébriques linéaires a N inconnues qui
peut par exemple étre résolu numériquement en utilisant I’algorithme d’élimination de Gauss-
Jordan (Carnahan et al. 1969).

A4.2 Discrétisation de I'équation intégrale singuliere

Dans cette section, nous établissons I’Eq. (A4.3). On montre que si la densité b(v) posséde
des singularités intégrables aux pointes de la fissure v = 41, la fonction w donnée par I’Eq.
(A4.1), correspond a la fonction poids des polyndmes de Tchebychev de premiere espece
7 (v) Ces polynémes forment une famille de polyndmes orthogonaux par rapport a cette
fonction poids et constituent une base pour I’ensemble des fonctions continues. Ainsi, la par-
tie réguliere ¢ de la densité de dislocation s’écrit comme une combinaison linéaire des poly-
nomes 7 (v) :

P(o) =3 AT (v). (A4.8)

1=0

Afin d’approximer I’intégrale singuliére de type Cauchy de I’Eq. (11.53), nous aurons besoin
des relations suivantes (Erdogan & Gupta 1972) :
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fl 7. (v) dv(o, i=0, AL9)

v 7 (o) 0, i=0,
> A= , (A4.10)
: i_yk) WT//i_l(yk>, 1> 0,

ou U, (v) sont les polyndmes de Tchebychev de seconde espece. L’équation (A4.10) est va-
lable seulement pour les suites de points (v,) et (y,) avec 1 =12,...,N et k=12...N —1

tels que 7, (v,) =0 et U, (y,)=0. Ces ensembles (v,) et (y,) correspondent respective-

ment aux racines des polynémes de Tchebychev d’ordre N et N —1, et sont définis par les
relations (A4.5) et (A4.6)

En utilisant I’expression de régularisation (A4.2) et en tronquant la série infinie (A4.8) a
I’ordre N, nous trouvons que :

b N 1 7
i

A I’aide de I’Eq. (A4.9), I’équation précédente de réduit a
N
I{y) =Y mAu_ (y), [y <1. (A4.12)
=1

En évaluant I’Eq. (A4.12) aux points y, pour k =1,2,...N —1 tout en tenant compte des rela-
tions (A4.8) et (A4.10), nous trouvons que :

I(yk):%z]v:  , (A4.13)

qui est une approximation de I’intégrale 7(y).

Le méme procédé peut étre utilisé afin d’écrire la partie dominante du membre de gauche de
I’équation intégrale (11.53). Le résultat obtenu est alors présenté dans I’Eq. (A4.3).
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Annexe A5

Methode d'intégrale de
frontiere et Fonction de
Green en milieu isotrope

Le probléme posé est le suivant : quelle est la réponse dynamique d’un espace solide
purement élastique a une source linéique localisée et harmonique ? C’est a travers le
calcul de la fonction de Green bidimensionnelle de I’élastodynamique qu’on y accéde.
Nous établissons ensuite des équations intégrales de frontiére permettant de résoudre
les problémes liés a I’équation de Helmholtz.






A5.1 Fonction de Green pour I'’équation de Helmholtz bidimensionnelle

L’equation de Helmholtz joue un réle important en mathématique physique. La fonction de
Green GG de I’équation d’onde dans un milieu isotrope ayant une célérité de phase ¢ cons-
tante, satisfait :
S Toolo) (s o

AG(r,t,n},to)—c—QT—6(r—r>6(t—t0). (A5.1)
La fonction de Green dépend de la position relative 7 — 7 et du temps relatif ¢ —¢,. Nean-
moins, sans perdre en géneéralité, nous prenons la source a I’origine (7, =0) agissant a
I’instant ¢, = 0. Il suit de considérations de symétrie, que la fonction de Green dépend seule-
ment de la distance relative ‘F — FO‘ = r. Larelation (A5.1) devient :

1 82G(r,t>
AG(rt)——=———~=198(7)08(t). Ab.2
()~ 2250 g s (As2
Si nous appliquons la transformée de Fourier (1.10) a I’Eq. (A5.2), nous montrons que la fonc-

tion de Green satisfait (dans le domaine fréquentiel) I’équation suivante :
AG(r,w)+ kG (rw)=8(F), (A5.3)

o0 k=w/c représente le nombre d’onde. Cette équation est appelée I’équation de
Helmholtz avec terme source, qui est la reformulation de I’équation d’onde (A5.2) dans le
domaine fréquentiel.

En coordonnées cylindriques (r,6), nous nous attendons a ce que G soit axisymétrique,
puisque le Laplacien A (ou les dérivées sont prises seulement par rapport a ) et 3(7) le
sont. Ainsi, nous recherchons une fonction G qui satisfait (compte tenu de I’Eq. (A2.2)) :

dG|(r,w
1d T—( ) +k2G(7’,w>:0, r>0, (A5.4)
rdr dr
soit : r’G" +rG +kr’G = 0. (A5.5)

L’équation (A5.5) est une équation différentielle du second ordre. Elle doit étre complétée par
deux conditions limites. Une premiére spécifie que la source est localisée en un point, ici a
I’origine (7, = 0) (Rother et al. 2002) :

limoD, 96 =1, (A5.6)
r—0 or

ou 0D, est la frontiere d’un disque D_ de rayon r. La seconde condition traduit le fait que
les ondes générées par la source doivent s’éloigner de la source (condition de rayonnement a
I’infini de Sommerfeld) (Colton & Kress 1992) :
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lim \r %G(r,w)—ikG(r,w) —0. (A5.7)

r—-+400

Une solution générale de I’Eq. (A5.5) est de la forme” (n = 0) :
G(rw)= Az (kr) + B2 (kr), (A5.8)

ou A et B sont des constantes arbitraires, et z{" (kr) et z{ (k) sont deux fonctions de Bes-
sel indépendantes. La fonction G devant nécessairement respecter la condition de Sommer-
feld (A5.7), nous en déduisons que G a pour expression :

G(r,w)=AHY (kr). (A5.9)

La constante arbitraire A est alors déterminée a partir de la condition & la source (A5.6). A
I’aide des résultats suivants :

%Hfj) (kr) = k%ﬂ@ (kr), (A5.10)
HY (2) = (1 + 0(22)) + 1[% (1nz i 0(1))], 20, (A5.11)

nous trouvons que :
A= —i. (A5.12)

Ainsi la fonction de Green pour I’équation de Helmholtz bidimensionnelle est donnée par :

G(rw)= —iHé” (kr). (A5.13)

* L’équation de Bessel s’écrit (Abramowitz & Stegun 1970) :

zzy” —I—zy’—|—(z2 —nz)y —0
et a pour solution les fonctions de Bessel cylindriques notées Z (z) dans ce paragraphe. L’équation de Bessel
étant une équation différentielle de second ordre, elle posséde deux solutions indépendantes qui seront notées ici
7" (z) et 27(2). z (=) peut étre soit la fonction de Bessel .7 (=), soit la fonction de Neumann n (z), soit
une combinaison linaire de ces deux fonctions, i. e. la fonction de Hankel de premiere espece H"(z) =
J (2)+iN () ou de seconde espece H®(z) = J (z) —iN (z).

194



A5.2 Méthode d’intégrale de frontiére: représentation de Kirchhoff-
Helmbholtz

Au paragraphe précédent, nous avons donné une représentation explicite de la solution élé-
mentaire de I’équation de Helmholtz avec terme source (fonction de Green en espace infini),
satisfaisant le principe de conservation de I’énergie (condition de Sommerfeld). L’objet du
présent paragraphe est de donner une représentation générale de la solution des problémes ou
les frontieres sont présentes : le champ total résulte de la superposition du champ incident
(champ crée par les sources en espace infini) et du champ rayonné par des sources fictives
localisées sur la frontiere du domaine de propagation (champ diffusé). Ces sources fictives
sont telles que le champ total satisfait les conditions aux limites.

Soit D un domaine de R*, limité par une frontiére réguliere 0D, de normale extérieure uni-

taire n ; D peut étre un domaine borné (probleme intérieur) ou non (probléme extérieur).
Soit f la distribution représentant les sources d’énergie. Le champ total ¢(y) vérifie

I’équation :
(Ay +k2)¢(g‘j):f(g7), jeD, (A5.14)
ou :
0’ 0?
v 8y12 + 5’y§ '

Si le domaine D est non-borné, nous imposons la condition de Sommerfeld. On montre que
si la distribution f () est a support compact (i. e. si la source est localisée dans un domaine
borné de I’espace), la solution ¢ (i) (si elle existe) est indéfiniment dérivable a I’extérieur du
domaine occupé par la source.

Supposons que ¢ () soit continue et & dérivées premiéres continues jusque sur 9D. Le do-
maine D est borné. Soit G' une solution élémentaire de I’équation de Helmholtz

(Ay +k2>G(f;y):6(£—gj), 7,7 € D. (A5.15)

Nous cherchons la solution ¢(Z). Il y a une infinité de solutions G dont les formes spéci-
fiques sont obtenues lorsque nous imposons les conditions de continuité a la frontiére 0D.
Notons que dans tous les problémes de ce manuscrit, la fonction de Green est symétrique, i. e.
G(@;y) = G(y; 7).

Multiplions I’Eq. (A5.15) par G(Z;y) et I’Eq. (A5.14) par #(y). La différence des expres-
sions ainsi obtenues nous conduit a :
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G(#:7)A00) — 6(7)AC(%7) =G (7)1 (7) -0 (7)8(2 7). (A5.16)
En intégrant la relation (A5.16) par rapporta ¢ sur D, nous avons :

(ﬁ@%ﬁ®A¢F%wﬂﬂAG@@Dd@ (A5.17)

6 (@0 (5)05 - [ o(5)o(z —7)ay
En utilisant le théoreme de Green, nous trouvons :

[ (0(E3)a,6(5) - o (3) .0 (3:3)) a5 =

o\ 0 o .\ 0 oL (A5.18)
Jon| G @) 0l0) - 0(0) 5, -6 2:) @5
Enfin les propriétés de la fonction Dirac nous conduisent a :
)= [ c(@a)f@)d+ [ |o —G (#:9) - 63 g)%d J|ag, (A5.29)

ou d/ any désigne la dérivée par rapport a la composante y du vecteur normal a 0D, i. e.

oG

o, =(v,G)n,

La relation (A5.19) s’appelle la représentation de Kirchhoff-Helmholtz ou représentation de
Green. Elle donne la valeur de ¢ () a I’intérieur de la région D en fonction d’une distribu-
tion de sources f(y) € D et des valeurs ¢ et d¢ /on, sur la frontiere 9D. L égalité
(A5.19) est vraie pour toutes les fonctions G(#;7) qui satisfont I’Eq. (A5.15). Nous choisis-
sons une fonction de Green de I’espace libre qui nous conduit a une équation intégrale a re-
soudre numériquement. C’est I’essence méme des méthodes d’intégrale de frontiere. Notons
que I’équation intégrale est unidimensionnelle tandis que le probléme original est bidimen-
sionnel. Cette réduction de dimension explique I’utilisation fréquente des méthodes
d’intégrale de frontiére.
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Annexe A6

Diffusion d'une onde an-
tiplane par une fibre
elastique elliptique

Dans cette annexe, la diffusion d’une onde plane TH par une fibre cylindrique a section
elliptique est décrite a I'aide de la théorie modale. Les solutions générales de I’équation
de Helmholtz a I’extérieur et a I'intérieur de la fibre sont calculées a I'aide des fonctions
d’onde elliptiques (utilisant les fonctions de Mathieu angulaires et radiales). La limite
basse fréquence de I'amplitude de diffusion de la fibre elliptique (de module de rigidité
u, ) est établie. Les cas de cavité vide ou saturée d’un fluide visqueux de viscosité dyna-
mique 7, sont traités en fixant respectivement p, =0 et p = —iwn,.






A6.1 Diffusion simple par une fibre elliptique

Considérons une onde plane TH incidente sur une fibre cylindrique a section elliptique.
L’onde se propage dans le plan (yl,y3> selon un angle 0, avec I’axe y, " Son champ de dé-
placement est donné par I’Eq. (1.74), soit :

' (Em.q,) = 20,3 A7%,, (Em.q,), (A6.1)

avec A7 =i"e (0,,q,) et 2\/% = k,a. Le champ de déplacement diffusé «.", similaire a
I’Eq. (1.80), s’écrit :

0 (Em.q,) = 20,5070, (Em.q,), (A6.2)

ou C7 représente les coefficients de diffusion inconnus. Les fonctions d’onde elliptiques sor-
tante ¢ et réguliere +,, sont définies par les Egs. (1.72) et (1.73). Le champ de déplacement
total & I’extérieur du cylindre est tel que :

u (&n.q,) = 2UOZ[A: Vo (Em,) +C78, (€, qo)], u =u =0. (AB.3)

Puisque le diffuseur est une inclusion élastique de module de rigidité 1, et de masse volu-
mique p, , le champ de déplacement réfracté a I’intérieur du cylindre (£ < &), u)”, solution

de I’équation de Helmholtz, s’écrit :

u;éf (57 s ql) = 2UOZDZ/I7//;(TH (57 1, ql>v (A64)

ou 2\/& =ka=wa/c etc =p /p, . Les coefficients inconnus C7 et D7 sont détermi-
nés a partir des conditions de continuité a la surface du cylindre. Ces conditions traduisent la
continuite du champ de déplacement et de la contrainte associée, en & = ¢ :

réf
2

tot

U,

§=¢

AB.5
e (A6.5)

réf

= Mla_f%

tot

et H, 8_5 u, . (A6.6)

£=¢,

£=¢,

" Dans cette annexe nous reprenons les notations du Chapitre | pour les variables angulaires (6 = g—e,
s
0 = 5—90).

0
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Les conditions (A6.5) et (A6.6) autorisent I’identification des coefficients C7 et D’ . Cepen-
dant, la résolution de ce probléme n’est pas immédiate : les fonctions de Mathieu angulaires

e, (ng)ete, (n, g, ) ne sont pas orthogonales entre elles lorsque g, = g .

En substituant les représentations (A6.3) et (A6.4) dans les conditions limites (A6.5) et
(A6.6), nous obtenons deux relations de la forme suivante :

Z szeon (77’ qO) - Z Y:me(m (77’ ql) ' (A67)

o.n on

Comme les fonctions de Mathieu e, sont orthogonales pour ¢, ou ¢, donneé et quel que soit
—m <n <, il suit de I’'Eq. (A6.7) que chaque expression Y, (D?) peut étre représentée de

facon explicite en fonction des quantités X (C7) et vice versa. Dans ces représentations,

n et m ont la méme parité. En particulier, nous avons :

DM (60,) = SN2, [ A (ga,) + 020 (00, (A6.8)
MDY (60) = SN DMLY (650,) + O (6a)|. (a69)

a,m

ou M =y, / i, et MO (&,q)=1(0/0&) M0 (&, q)L | efc. Le terme N7, est donné par :

mn

=&

0, (m+n)/2¢N,
f, €, (0:0,)e,, (n.0,)dn =N (m+n)/2€N, (A6.10)
7T(Smn, qO = ql_

Un systéme infini d’equations satisfaites par les coefficients C? est obtenu en combinant les
expressions (A6.8) et (A6.9). Le systéme résultant s’exprime sous une forme compacte a

I’aide des définitions suivantes :

h::m (50,%, q1) = ]Zm <£0,q0,q1) + iyzm (507(]0;%), (A611)
7o, (6 ) = MY (60, ) M0 (6,0,) MM (6,0 M) (,q,),  (A6.12)

Yo <’€07q07q1) = MS?)I/ <£07q0>M£'173 <£07q1> - MMS?/ <£07q1)ML(Ti)l (507%)' (A6.13)
Nous avons alors :

(A6.14)

n

> N Cr =]
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ol =Y Ny g0 A, n=012,... (A6.15)

a,m

La relation (A6.14) représente quatre systéemes d’équations découplés, un pour chaque ampli-
tude C; , C; C,, et C,

2m? 2m~+1" 2m+1 "

Substituons les coefficients C° dans I’Eq. (A6.14) par leurs
expressions en fonction de e (eo,qo). Guidés par I’expression de U’ , nous cherchons ces
inconnues sous la forme suivante :

mp*p !

.
= ZT” A° (A6.16)
pr

ol m et p ont la méme parité. En introduisant I’Eq. (A6.16) dans le systéme (A6.14) et en
utilisant I’orthogonalité des fonctions de Mathieu angulaires (1.70), nous obtenons le systéeme

d’équations suivant pour les coefficients 7,

ZNT(;nh;nT'r:p = an]pn '

(A6.17)

quel que soit p =0,1,2,... et n =0,1,2,.... Ainsi, le systeme (A6.17) s’écrit sous la forme
matricielle suivante :

T7 =—Re(Q")(Q") ", (A6.18)

ou la matrice de transition inconnue T? (d’éléments {T" }) a la méme dimension que la ma-
trice carrée Q° (d’éléments {N” h’ }) C’est la réciprocité de I’amplitude de diffusion, i. e.
f(6,60> = f(e0 + 7,0 + 71') qui implique la symeétrie 7,7 =1 (voir Egs. (1.90) et (1.91)),

qui nous a permis d’écrire la relation (A6.18).

Rappelons les développements en séries de Fourier des fonctions e (77, ) Dépendant de la
parité o = c,s, ces fonctions s’expriment comme :

+00
€U7L (77’ qO) = ZA£r> (qo>19 (T’,T]), (A619)
r=0
avec :
cosTn, 0 = C,
UGS P
sinrn, o =s,
et ou Aﬁz) représentent les coefficients caractéristiques associés aux valeurs propres

NS {an,bn} (voir I’Annexe Al). En se rapportant a la représentation (A6.19), les coefficients
N’ seréduisent a:

mn
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= LA A 0)0, 010 rhin = 75 A (),

ou encore a :

”ZA < ) ( )= WZA@(M ( ) m=mn.

N 0, m = n,

r=2D
0, r=pet/ou m=n.

Nous obtenons alors :

No =ad A" (q,)A" (4) = N7, = N7 (A6.20)

p=0
En annulant dans les conditions (A6.5) et (A6.6), les coefficients en facteur des fonctions
cosrn et de sinrn, nous établissons deux équations pour les inconnues C? et D’ . Elles

s’écrivent pour r = 0,1,2,... :

:ZO;( (a)C; +9, () D7) =07 (a,). (A6.21)

2(%' (g,)C7 +Mb7/ (q,) D7 ) =V (q,). (A6.22)

U i (a)= ) (€00 A 0) 0 (a) =00 (60 )4 (0). (623
@ () = M (60,) 47 (0,), 07 (a) = M) (g.0.) A7 (q,).  (6.24)

Les fonctions U’ et V7 sont définies par :

Uy (qo)z—ii” e, (0,,0,) M M (&0,) ()(qo) (A6.25)
v (a) = -3t e, (0,0, ) M (60,) A1 (a,). (A6.26)

Considérons les matrices carrées :

a={ar (o)} A =o' (a)} B= ()} B =/ (a)}. m62D)

et les vecteurs :

C={C;}, D={D;}, U={U7}, V={V"}. (A6.28)
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Avec ces notations, les systemes (A6.21) et (A6.22) s’écrivent sous la forme matricielle :

A B)[C U
= . A6.29
» wlpl = v ( )
Ainsi, le calcul de la matrice C :
C=(B'A-BA') (B'U-BV), (A6.30)

autorise alors celui des coefficients {C;’}, amplitudes modales du déplacement diffusé par la
fibre elliptique.

A6.2 Approximation basse fréquence de I'amplitude de diffusion

Dans la limite des basses fréquences, la taille caractéristique a de la fibre (Eq. (1.94)) est né-
gligeable devant la longueur d’onde de I’onde incidente A, A, > a. Calculons alors les dé-
veloppements asymptotiques des coefficients de diffusion C'”. En substituant les développe-
ments asymptotiques des fonctions de Mathieu donnés par Burke & Twersky (1964) dans le
systeme (A6.30), nous obtenons aprés quelques manipulations algébriques, longues mais di-
rectes, les expressions suivantes des coefficients de diffusion d’une fibre elliptique :

2 .
C; (@)= i[%(R —1)-5 - R?) & (I + 0<1))] o (A6.31)
2_2
— (1-R) &' (1+0(3* ma)),
L 1-M f(1-M Y 2 (n 5
o (w)ZI[%l—FTM( >_%[1+TM] <1+T>QWQ(IM+O<1)) i (A6.32)
222 (1M > _ - ~ |
_Wesl [1+TM] (1+7) &' 1+0(e* ma))
(m) T 1=M M) 5 (In g 5
C, (w>:1[%T+M<1+T>_%[T+M] (1+7) iz ofr)jef (A6.33)
\ .
Moo+l
t o () =i0[@) 0@ ma). j=z2. o=cs .

Ici, nous avons utilisé les notations suivantes :
=P M=t =95 (= h S=1Fka
R P MO,T 01( atan §0>etw k.a .
L amplitude de diffusion en champ lointain (1.92) s’écrit alors :
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2

f10,0 ) =—(C¢ + C"sinBsin® + C° cosOcosb ). (A6.35)
0 i 0 1 0 1 0

Notons que le cas de cavité vide est traité en fixant R = M = 0 dans les Eqgs. (A6.31) a
(A6.34). Les expressions ainsi obtenues sont identiques aux Egs. (1.96) a (1.99) du Chapitre .
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Annexe A7

Atténuation haute freé-
quence des ondes cohé-
rentes dans un solide
multifissuré

Dans cette annexe, une méthode est présentée pour calculer les limites haute fréquence
de I'atténuation effective de I'onde cohérente TH se propageant dans un milieu multifis-






A7.1 Considérations énergétiques

Lorsque I’onde incidente rencontre une fissure, il se produit un phénomeéne élémentaire de
diffusion. L’onde diffusée rayonne de I’énergie dans toutes les directions et cette énergie est
soustraite a I’énergie de I’onde incidente. Cette derniere en est d’autant atténuée. Pour quanti-
fier la puissance diffusée élémentaire, nous avons coutume d’introduire la notion de section
efficace de diffusion o, (scattering cross section) qui est le rapport de la puissance moyenne
diffusée sur une peériode < //hf> a la puissance moyenne incidente par unité de surface

<- //,inc>

<_ 7)(nf>
o, = < > (A7.1)
.
Elle a la dimension d’une surface. En particulier, la section efficace de diffusion o, et

I’amplitude de diffusion vers I’avant f(6,,6,) d’une seule fissure sont reliées par :

o, = i—:lm £(6,,6, ), (A7.2)
ou @ est I'angle d’incidence (défini par rapport a la normale a la fissure). Ce théoreme de
conservation est le « théoréme optique » dont on trouve dans la littérature de nombreuses dé-
monstrations (Waterman & Truell 1961, Goodman 1996) : pour un milieu sans absorption
intrinséque, la perte d’énergie est reliée a la partie imaginaire de I’amplitude de diffusion en

champ lointain f dans la direction de propagation de I’onde incidente.

Lorsque les fissures sont suffisamment éloignées les unes des autres, i. e. dans le cas ou le
nombre de fissures n, par unité de surface est faible, ou encore lorsque la longueur d’onde est
petite devant les tailles de fissures, nous pouvons considérer qu’il n’y a pas d’interaction entre
les ondes diffusées (pas d’interférence et pas de phénomene de multidiffusion). Nous pouvons
alors additionner les sections efficaces de diffusion (voir e. g. Waterman & Truell (1961)).
Cette additivite des sections efficaces permet alors de faire I’approximation dite de diffusion
simple (ou diffusion multiple du premier ordre) (Ishimaru 1997). Dans cette approximation,
on considere que I’onde directe n’est plus I’onde incidente mais une onde atténuée par les
phénomeénes élémentaires de diffusion sur le chemin déja parcouru.

Plus précisément, soit une onde directe de puissance moyenne (.»*) par unité de surface.
Dans I°élément de surface dy,dy,, le nombre de fissures est n dy dy, . Par définition des sec-
tions efficaces de diffusion et du principe de leur additivite, la puissance moyenne perdue
—(d.~») par I’onde directe sur un trajet dy, veérifie (Sornette 1989) :

—<d.¢>dyl =no, <//‘>dyldy3, (A7.3)
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qui nous conduit par intégration a :

(#)= < /“C>e‘2% , (A7.4)

oU I’atténuation du champ de déplacement v, (yj) = u,e e vaut :
! AT5
o= 5”00(1' (A7.5)

A7.2 Couche mince visqueuse

A haute fréquence, la longueur d’onde de I’onde incidente A, est beaucoup plus petite que la
taille 2a d’une fissure, i. e. A, < a. Ainsi, la fissure peut étre traitte comme infinie dans la
direction z , Figure A7.1. Dans cette approximation, la fissure peut étre remplacée par une
couche fluide visqueuse trés mince. Ainsi, les composantes du déplacement sont obtenues en
résolvant le probléeme simple de la propagation d’onde en présence d’une couche mince de

fluide visqueux placée entre deux solides élastiques.

onde TH
LN )
T A :ci ---------------------------------- > T,
i 0()
U —
v z Yy

Figure A7.1 : Géométrie d 'une fissure (d ‘épaisseur moyenne ¢ ) saturée d’un fluide de visco-
sité dynamique 7, .

Considérons une couche élastique, homogene et isotrope, d’épaisseur 6 et située entre deux
demi-espaces. La masse volumique de la couche est notée p’, la célérité de phase transverse
¢’ et le module de rigidité p/ = p’c’*. Pour une onde TH incidente de la forme :

i ik.y. ik (x, cosf. +z, sinf,
u;nc — uoel Y5 — U’O e T( 3 04 “)7 (A76)

ou ¢, désigne I’angle d’incidence, le champ de déplacement dans les deux demi-espaces
s’écrit :

T, cos ) —z, sin ) )

JtuRe ! S o<t (Ar)

ik, (z cos ), +z, sin,
T\ %3 (R 0
'U2 (.771,33'3) = ’LLO €

/U,Q (CL’N 3:3) _ UOT eikT(.’I:3 cos 0, +1, siuﬁo) ’ > (A78)
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Soient z = pc, =kp, /w et 2/ = p'c’ =k’ /w les impédances des demi-espaces et de
la couche. En imposant les conditions de continuité du déplacement et du vecteur contrainte
: 6
aux interfaces z, = =, nous obtenons :
~i(2* = 2" )sin(K'5) 2"

N ZZcos(k’(S) _ i(ZQ + Z/Z)Sin<k'6>Z"1 , (A7.9)

27

r= 27 cos (k;’(s) _ i<Z2 T Z’Q)sin(k’é)Z"l

, (A7.10)

ol Z = zcosf, et Z’' = 2z'cosf’, qui peuvent également prendre les formes équivalentes
(111.75) et (111.76).

Lorsque I’épaisseur de la couche 6 est négligeable, nous avons wé < 1. En considérant la
couche mince comparée a la longueur d’onde (6 < \,) et d’impédance négligeable devant
celle des demi-espaces (|=| < |z|), nous obtenons :

cos(k’é) ~1+c7%0 <w252> et Siné]fl(S) = z—(ls{l + c”QO(chSQ)}- (A7.11)

Supposant ‘ZZ‘ = v <K 1, les Egs. (A7.9) et (A7.10) se réduisent alors & :

s /-1
—iZwop

Dans le cas d’une couche liquide de viscosité dynamique 7, nous avons ' = —iwn, . Ainsi,
I’Eq. (A7.12) devient :

Cos 90

~

~_— 0 etT~1—R, (A7.13)
Cosc90 + 20

ol le paramétre adimensionnel o représente la force du frottement visqueux définie par I’Eq.
(11.13). Finalement, le saut du déplacement a travers les interfaces en =, = ig peut étre ob-
tenu lorsque wé < 1, a partir des Eqs. (A7.7), (A7.8) et (A7.13),:

Au, (:131> = u, ($1,0+> —u, (ml,O_) = —QuOReikT"”l b (A7.14)

Par ailleurs, la puissance moyenne sur une période des ondes planes TH diffusées par une
fissure de taille 2a est définie par (Achenbach et al. 1982) :

<. 7 dif> = —% p,wk,u, cos @ Re [ ﬁ (; Au, (1}) e sty dv]. (A7.15)

En substituant I’Eq. (A7.14) dans I’Eq. (A7.15), nous obtenons :

<. fdif> = 2k awp,u; cos 0, Re(R) . (A7.16)
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Pour une onde plane incidente de la forme (A7.6), la puissance moyenne par unité de surface
peut étre évaluée comme :

(7 = %,uowkTuf) . (A7.17)

Ainsi, dans la limite des hautes fréquences, la section efficace de diffusion d’une fissure vis-
queuse est obtenue a partir des Eqgs. (A7.1), (A7.13), (A7.16) et (A7.17) sous la forme :

2
4a cos (90

= Yo (A7.18)
Ccos 90 + 20

o, = 4acosb, Re(R) =

En substituant I’Eq. (A7.18) dans I’Eq. (A7.5), nous déterminons la valeur haute fréquence de

I’atténuation :

2
o =28 % g <) (A7.19)
cost, + 20 2

Pour une incidence normale (6, = 0) et une viscosite nulle (¢ = 0), ce résultat est conforme

aux limites analytiques de Caleap et al. (2009).
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Modélisation de la propagation d’ondes élas-
tiques antiplanes dans des milieux multifissurés

Résumé

L’objectif de ce travail est de modéliser la propagation des ondes cohérentes antiplanes dans
une distribution aléatoire et uniforme de fissures fermees ou ouvertes, paralleles ou aléatoire-
ment orientées. Elles contiennent un fluide visqueux ou leurs levres sont libres de contraintes.
Les mécanismes de diffusion multiple entre fissures sont pris en compte. Une premiere étude
porte sur la réponse d’une couche endommagée a faces paralléles, sollicitée a incidence nor-
male. Les champs de déplacement cohérent siégeant dans les trois régions de I’espace sont
déterminés. Par suite, la masse volumique et la rigidité effectives de la couche, vue homogéne
par I’onde cohérente, sont définies. Les cas d’une distribution de fissures a concentration va-
riable et d’une onde de surface (de type Love) en présence d’une couche endommagée sur un
substrat sain sont alors traités. Une derniére application concerne les populations de fissures
visqueuses a tailles variables présentes dans la cro(te terrestre.

Mots clés : Diffusion par une fissure ; Propagation d’ondes élastiques ; Diffusion multiple ;
Milieu effectif ; Onde cohérente




