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4.1.3 Algèbres de Lie restreintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.2 Corps enveloppants des algèbres de matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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Introduction

L’origine de cette étude remonte aux travaux de Gelfand et Kirillov sur les corps de fractions
d’algèbres enveloppantes d’algèbres de Lie de dimension finie sur un corps K de caractéristique 0.
Soit g une K-algèbre de Lie. On note U(g) son algèbre enveloppante universelle et Z(g) le centre
de U(g). Lorsque g est de dimension finie, l’algèbre U(g) est intègre et noethérienne : on peut
considérer son corps des fractions K(g) = Frac U(g), le corps enveloppant de g. Enfin, on note
C(g) le centre du corps K(g). L’hypothèse fondamentale formulée par Gelfand et Kirillov en [19]
est la suivante : pour une algèbre de Lie algébrique g de dimension finie sur K, le corps gauche
K(g) est isomorphe à un corps de Weyl Dn,s(K) pour un choix convenable d’entiers n et s. Cette
hypothèse est alors établie pour les algèbres de matrices gln et sln, ainsi que pour les algèbres
de Lie nilpotentes. Depuis, de nombreux travaux ont été consacrés à ce sujet [40, 6, 23, 26, 2, 3].

L’hypothèse de Gelfand et Kirillov admet deux prolongements naturels dans des directions
très différentes, en caractéristique positive et en dimension infinie. D’abord, on observe que cette
hypothèse a encore un sens lorsque le corps de base est de caractéristique p > 0 : si g est une
algèbre de Lie modulaire, est-ce que le corps enveloppant K(g) est isomorphe à un corps de
Weyl ? La question est ici résolue par l’affirmative dans le cas des algèbres de Lie de matrices
gln, des algèbres sln si p ne divise pas n, pour l’algèbre de Witt W (1) et pour une certaine
sous-algèbre de l’algèbre de Witt W (2).

Le passage à la caractéristique p enrichit le problème de la manière suivante. Il est bien
connu que, si g est une algèbre de Lie modulaire, le corps enveloppant est de dimension finie
sur son centre. La question se pose alors de savoir comment déterminer l’exposant de l’algèbre
simple centrale K(g), c’est-à-dire l’ordre de l’élément défini par K(g) dans le groupe de Brauer
de C(g). Lorsque g est non-commutative et vérifie l’hypothèse de Gelfand-Kirillov, on montre
que l’exposant de K(g) est exactement p.

La deuxième extension naturelle du problème de Gelfand et Kirillov concerne à nouveau un
corps de base K de caractéristique 0, mais dans le cas où l’algèbre de Lie g est de dimension
infinie sur K. Le problème se complique tout d’abord du fait que l’existence d’un corps des
fractions pour l’algèbre enveloppante U(g) n’est pas assurée a priori. En outre, il n’est pas non
plus clair à quels corps gauches faire jouer le rôle de corps de référence analogue à celui joué par
les corps de Weyl dans le cadre du problème de Gelfand et Kirillov en dimension finie.

L’existence d’un corps enveloppant pour les algèbres de Lie à croissance sous-exponentielle est
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connue depuis longtemps [37]. Un premier pas vers l’étude des corps enveloppants en dimension
infinie, et en particulier leur séparation à isomorphisme près, s’effectue à l’aide de la notion de
degré de transcendance de niveau q, où q est un entier positif, non nul. Cette notion est construite
par analogie avec le degré de transcendance de Gelfand-Kirillov à partir des dimensions de niveau
q définies par Pétrogradsky en [33].

Cette thèse est divisée en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré à l’exposition
d’une notion très générale d’algèbres de Poisson et de modules de Poisson. Cette étude est
menée en vue de généraliser les notions classiques de croissance et de dimensions des algèbres
associatives et de leurs modules. Le cadre très vaste de cette étude permet d’englober comme cas
particuliers non seulement le cas des algèbres commutatives de Poisson au sens plus classique
envisagé par exemple par D. Farkas et S.Q. Oh [17, 32], mais aussi les algèbres associatives non
commutatives et les algèbres de Lie.

Dans le chapitre 2, on étudie dans un cadre très général les notions de croissance et de
dimensions des algèbres de Poisson et de leurs modules. On établit des résultats sur les dimen-
sions de niveau q de Pétrogradsky [33] analogues aux résultats classiques sur la dimension de
Gelfand-Kirillov [24]. On définit alors la notion de degré de transcendance de niveau q ; on étudie
succinctement ses propriétés. On démontre que, pour toute algèbre de Lie g admettant un corps
enveloppant, on a toujours Dimq U(g) = Tdegq K(g). Sous des conditions très raisonnables sur
g, cet invariant est aussi égal à Dimq−1(g). Le chapitre s’achève alors par le calcul des degrés
de transcendance de niveau 3 des corps enveloppants de certaines algèbres de Lie de dimension
infinie, notamment les algèbres de type Cartan.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude plus approfondie d’une classe particulière d’algèbres et
corps enveloppants d’algèbres de Lie de dimension infinie sur un corps K de caractéristique nulle.
Ces algèbres de Lie, étudiées par R. Yu en [41], sont les algèbres de type Witt w(f) paramétrées
par un plongement f : Γ ↪→ K d’un groupe abélien libre dans le groupe additif du corps K. En
particulier, on montre que le degré de transcendance de niveau 3 du corps enveloppant est égal
au rang du groupe Γ. Par ailleurs, si f, g sont deux plongements définis sur le même groupe Γ,
on donne une condition suffisante de non-isomorphisme entre les corps enveloppants de w(f)
et w(g). On obtient ainsi une grande famille de corps gauches de degré de transcendance de
Gelfand-Kirillov infinis, de même degrés de transcendance de niveau 3 et deux à deux non-
isomorphes. Pour finir, on étudie la partie positive w+ d’une algèbre de type Witt ; on démontre
en particulier que le corps de Weyl D1(K) ne se plonge pas dans K(w+).

Le chapitre 4 traite de la situation modulaire. On établit l’hypothèse de Gelfand et Kirillov
pour les algèbres de matrices gln et, lorsque p ne divise pas n, les algèbres sln, pour l’algèbre de
Witt W (1) et pour une certaine sous-algèbre p de l’algèbre de Witt W (2). Plus précisément, si
W (2) est l’algèbre des dérivations de l’anneau de polynômes tronqués K[x, y]/(xp, yp), p est la
sous-algèbre formée des dérivations de la forme f(x, y)∂/∂x, autrement dit les dérivations qui
s’annulent sur y. Alternativement, p s’identifie au produit tensoriel de l’algèbre de Lie W (1)
avec l’algèbre associative de polynômes tronqués K[x]/(xp). La méthode employée dans tous les
cas est la même : on trouve une sous-algèbre de Lie g0 de l’algèbre étudiée g dont le corps enve-
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loppant est isomorphe à un corps de Weyl Dn,0(K), puis on démontre que le corps enveloppant
de g est engendré par g0 et des éléments centraux ζ1, . . . , ζs tels que 2n + s = dim(g). Dans ce
cas, on peut conclure que le corps enveloppant de g est isomorphe au corps de Weyl Dn,s(K). En
particulier, le centre de K(g) est une extension transcendante pure du corps de base et la classe
de K(g) dans le groupe de Brauer du centre est d’ordre p. La question, posée par A. Braun et
C. Hajarnavis en [8], de savoir si le centre de l’algèbre enveloppante est un anneau factoriel est
également abordée. Le cas de gln et sln a été résolu par l’affirmative par A. Premet et R. Tange
[34] ; on démontre ici par des méthodes analogues que c’est aussi le cas pour l’algèbre de Witt
W (1) et pour l’algèbre de Lie p définie précédemment.

Dans toute la suite, on choisit un corps de base commutatif K arbitraire. Tous les es-
paces vectoriels considérés seront des K-espaces vectoriels ; la dimension d’un espace vectoriel
sera sa dimension sur K et les applications linéaires seront K-linéaires. De même, toutes les
algèbres considérées seront des K-algèbres. Dans les chapitres 1 et 2, aucune restriction sur la
caractéristique de K n’est imposée. Dans le chapitre 3, K sera supposé de caractéristique nulle.
Dans le chapitre 4, K sera supposé de caractéristique positive.
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Chapitre 1

Algèbres de Poisson

Introduction

Ce chapitre est consacré à l’exposition des résultats concernant les algèbres de Poisson et
leurs modules. Cette étude nous permettra de définir au chapitre 2 des notions de croissance et
de dimension dans ce cadre très général.

Dans le premier paragraphe, on définit les algèbres et modules de Poisson. La définition
utilisée ici est plus générale que la définition classique : en effet, on ne supposera pas que l’algèbre
associative sous-jacente est commutative ni même unitaire. Cette généralisation nous permet
alors de considérer les algèbres associatives non-commutatives et les algèbres de Lie comme cas
particuliers d’algèbres de Poisson. Les résultats établis dans le chapitre suivant pourront donc
s’appliquer pour ces deux types d’algèbres.

Dans le deuxième paragraphe, on développe les notions de graduation et de filtration sur
les algèbres de Poisson de manière à généraliser les notions correspondantes pour les algèbres
associatives et de Lie. En particulier, l’étude d’une algèbre de Poisson filtrée pourra parfois être
simplifiée par l’étude de son algèbre de Poisson graduée associée. C’est notamment le cas pour
les algèbres enveloppantes d’algèbres de Lie de dimension infinie.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K quelconque.

1.1 Algèbres et modules de Poisson

1.1.1 Algèbres de Poisson

1.1.1.1 Définition

Définition 1.1 On appelle algèbre de Poisson tout espace vectoriel P muni de deux lois de
composition internes . et {., .} telles que :
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1. le couple (P, .) est une algèbre associative (pas nécessairement commutative ni unitaire) ;
2. le couple (P, {., .}) est une algèbre de Lie ;
3. pour tout x ∈ P , l’application ham(x) : y ∈ P 7→ {x, y} ∈ P est une dérivation de l’algèbre

associative P .
Le crochet {., .} est appelé crochet de Poisson sur P . Les dérivations de la forme ham(x) pour x ∈
P sont appelées dérivations hamiltoniennes de P . L’algèbre de Poisson P est dite commutative
(resp. unitaire) si l’algèbre associative sous-jacente (P, .) est commutative (resp. unitaire). Le
cas échéant, on écrira 1P l’élément unité de P .

Remarque 1.2 On fait souvent l’hypothèse que l’algèbre associative sous-jacente à P est com-
mutative et unitaire [17, 32]. Pour étudier les croissances et dimensions des algèbres, il est peu
restrictif d’omettre cette hypothèse. Ceci nous permettra de particulariser tous les résultats ob-
tenus notamment au chapitre 2 dans le cas des algèbres associatives et des algèbres de Lie (voir
les exemples 1 et 2 suivants).

Exemple 1.3
1. Une algèbre associative A peut toujours être considérée comme une algèbre de Poisson,

avec le crochet donné par le commutateur usuel {x, y} = xy − yx.
2. Une algèbre de Lie g peut être considérée comme algèbre de Poisson si on munit g du

produit associatif trivial xy = 0 pour x, y ∈ g. L’algèbre associative ainsi définie n’est pas
unitaire.

3. L’algèbre de polynômes K[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn], munie du crochet de Poisson standard

{f, g} =
n∑

j=1

∂f

∂xj

∂g

∂yj
− ∂f

∂yj

∂g

∂xj
, est une algèbre de Poisson.

4. Soit g une K -algèbre de Lie. L’algèbre symétrique S(g) est munie d’une structure d’algèbre
de Poisson pour laquelle le plongement canonique g ↪→ S(g) est un morphisme d’algèbres
de Lie.

1.1.1.2 Morphismes d’algèbres de Poisson

Définition 1.4 Soient P,Q deux algèbres de Poisson. Une application linéaire f : P → Q est
un morphisme d’algèbres de Poisson si f est à la fois un morphisme d’algèbres associatives et
d’algèbres de Lie. Si P et Q sont unitaires, le morphisme f est unitaire si f(1P ) = 1Q.

1.1.1.3 Sous-algèbres de Poisson

Définition 1.5 Soit P une algèbre de Poisson. Un sous-espace vectoriel Q ⊆ P est une sous-
algèbre de Poisson de P si Q est à la fois une sous-algèbre associative et une sous-algèbre de Lie
de P . Dans ce cas, Q, muni des lois induites, est aussi une algèbre de Poisson. Lorsque P est
unitaire, Q est une sous-algèbre de Poisson unitaire de P si 1P ∈ Q.
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Exemple 1.6 Soit P une algèbre de Poisson. On pose :

PL = {x ∈ P | {x, P} = 0} ; PA = {x ∈ P | ∀ p ∈ P, xp = px} ; PP = PL ∩ PA.

Alors PL, PA et PP sont des sous-algèbres de Poisson de P . Elles sont de plus unitaires lorsques
P est unitaire.

Preuve. Traitons d’abord le cas de PL. Observons que PL est exactement le centre de P
considéré comme algèbre de Lie. Il est alors clair que PL est une sous-algèbre de Lie de P .
Montrons que c’est aussi une sous-algèbre associative : si x, y ∈ PL, on a {xy, P} ⊆ x{y, P} +
{x, P}y = 0, d’où xy ∈ PL. Enfin, si P est unitaire, l’élément unité 1P est dans le noyau de
toute dérivation d’algèbre associative de P , en particulier les dérivations hamiltoniennes. Il vient
{x, 1P } = 0 pour tout x ∈ P . On a donc 1P ∈ PL.

Traitons maintenant le cas de PA. Observons que PA est exactement le centre de P considéré
comme algèbre associative. Il est alors clair que PA est une sous-algèbre associative (éventuellement
unitaire) de P . De plus, PA est aussi stable par toute dérivation d’algèbre associative de P ; en
particulier, PA est stable par les dérivations hamiltoniennes, autrement dit {x, PA} ⊆ PA pour
tout x ∈ P . C’est donc un idéal d’algèbre de Lie de P , et a fortiori c’est une sous-algèbre de Lie.

Enfin, PP est une sous-algèbre de Poisson (éventuellement unitaire) car c’est l’intersection
de deux sous-algèbres de Poisson (éventuellement unitaires).

1.1.1.4 Idéaux de Poisson et quotients

Définition 1.7 Soit P une algèbre de Poisson. Un sous-espace vectoriel J ⊆ P est un idéal de
Poisson à gauche (resp. à droite, bilatère) si :

1. J est un idéal à gauche (resp. à droite, bilatère) de l’algèbre associative P ;

2. J est un idéal de l’algèbre de Lie P .

Pour tout morphisme d’algèbres de Poisson f : P → Q, l’image de f est une sous-algèbre de
Poisson de Q et le noyau de f un idéal de Poisson bilatère de P .

Lemme 1.8 Soient P une algèbre de Poisson et J un idéal de Poisson bilatère de P . On munit
l’espace quotient P/J des structures associative et de Lie naturelles. Alors P/J est en fait une
algèbre de Poisson, appelée algèbre de Poisson quotient de P par J .

Preuve. Il suffit de vérifier que les dérivations hamiltoniennes de P induisent des dérivations
d’algèbre associative de P/J , ce qui est facile à voir.
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1.1.1.5 Localisation des algèbres de Poisson

Dans toute cette partie, on considère une algèbre de Poisson unitaire P . Rappelons qu’une
partie S ⊆ P est un système de Ore à gauche si les propriétés suivantes sont satisfaites [27,
chapitre 2] :

1. 1P ∈ S et 0 6∈ S ;
2. (∀ s, t ∈ S) st ∈ S ;
3. S ne contient pas de diviseur de zéro ;
4. S vérifie la condition de Ore à gauche :

(∀ (s, p) ∈ S × P ), (∃ (s′, p′) ∈ S × P ) : p′s = s′p.

Dans ce cas, on peut former le localisé S−1P au sens associatif usuel. Pour s, t ∈ S et p, q ∈ P ,
on a dans S−1P :

1. s−1p = t−1q si et seulement s’il existe a, b ∈ P tels que ap = bq ∈ P et as = bt ∈ S ;
2. s−1p+ t−1q = (t′s)−1(t′p+ s′q), avec s′t = t′s pour un couple (t′, s′) ∈ S × P ;
3. s−1p.t−1q = (t′s)−1(p′q), avec t′p = p′t pour un couple (t′, p′) ∈ S × P .
On peut définir symétriquement les notions de système de Ore à droite et de localisation à

droite. On dit enfin qu’une algèbre associative A vérifie les conditions de Ore si S = Ar {0} est
un système de Ore à gauche et à droite.

Définition 1.9 Soit P une algèbre de Poisson. On dit que P est localisable si, pour tout système
de Ore à gauche S ⊆ P , le localisé S−1P peut être muni d’un crochet de Poisson prolongeant
celui de P .

Remarque 1.10 Si P est localisable, alors le prolongement du crochet de Poisson de P à un
localisé S−1P est unique. Pour x ∈ S−1P et s ∈ S, on a la formule :

{s−1, x} = −s−1{s, x}s−1.

On cherche maintenant à déterminer une condition suffisante pour qu’une algèbre de Poisson
soit localisable.

Lemme 1.11 Soient A une algèbre associative et β : A × A → A une bidérivation de A. On
définit une application trilinéaire Jβ : A×A×A→ A par la formule :

(∀x, y, z ∈ A) : Jβ(x, y, z) = β
(
x, β(y, z)

)
+ β

(
y, β(z, x)

)
+ β

(
z, β(x, y)

)
.

Si β est antisymétrique, alors Jβ est une tridérivation de A.
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Preuve. Démontrons par exemple que pour a, b, y, z ∈ A on a Jβ(ab, y, z) = aJβ(b, y, z) +
Jβ(a, y, z)b. On utilise le fait que β est une bidérivation de A pour le calcul suivant :

Jβ(ab, y, z) = β
(
ab, β(y, z)

)
+ β

(
y, β(z, ab)

)
+ β

(
z, β(ab, y)

)
= aβ

(
b, β(y, z)

)
+ β

(
a, β(y, z)

)
b

+β
(
y, aβ(z, b) + β(z, a)b

)
+ β

(
z, aβ(b, y) + β(a, y)b

)
= aβ

(
b, β(y, z)

)
+ β

(
a, β(y, z)

)
b

+aβ
(
y, β(z, b)

)
+ β(y, a)β(z, b) + β

(
y, β(z, a)

)
b+ β(z, a)β(y, b)

+aβ
(
z, β(b, y)

)
+ β(z, a)β(b, y) + β(a, y)β(z, b) + β

(
z, β(a, y)

)
b

= aJβ(b, y, z) + Jβ(a, y, z)b
+β(y, a)β(z, b) + β(z, a)β(y, b) + β(z, a)β(b, y) + β(a, y)β(z, b),

donc Jβ(ab, y, z) = aJβ(b, y, z) + Jβ(a, y, z)b lorsque β est antisymétrique.

Lemme 1.12 Soient P une algèbre de Poisson et S ⊆ P un système de Ore à gauche dans P .
On suppose que le crochet de Poisson {., .} de P se prolonge en une bidérivation (., .) de S−1P .
Alors (., .) est un crochet de Poisson sur S−1P .

Preuve. Posons β = (., .) : c’est par hypothèse une bidérivation de S−1P . Il est facile de
voir que β est antisymétrique. On définit maintenant l’application trilinéaire Jβ comme dans le
lemme précédent ; il s’agit alors d’une tridérivation de S−1P . Comme (., .) prolonge le crochet
de Poisson {., .} de P , l’identité de Jacobi se traduit par le fait que Jβ s’annule sur P ×P . Mais
alors Jβ est une tridérivation de S−1P qui est nulle sur P , elle est donc nulle aussi sur S−1P .
On en déduit alors que (., .) vérifie bien l’identité de Jacobi sur S−1P tout entier.

Proposition 1.13 Soient P une algèbre de Poisson. On suppose que P est de l’une ou l’autre
des formes suivantes : soit P est non-commutative et le crochet est donné par {x, y} = xy− yx,
soit P est commutative.

1. L’algèbre P est localisable.

2. Soit µ : P → Q un morphisme d’algèbres de Poisson. On suppose que µ(S) est formé
d’éléments inversibles dans Q. Alors µ se prolonge de manière unique en un morphisme
d’algèbres de Poisson µ̂ : S−1P → Q.

Preuve. La proposition est évidente dans le cas où P est non-commutative et munie du crochet
{x, y} = xy − yx (la même formule définit un crochet de Poisson sur tout localisé de P ). On
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suppose désormais P commutative. Soit S ⊆ P un système de Ore à gauche. On veut prolonger
{., .} à S−1P tout entier. D’après le lemme précédent, il suffit de prolonger le crochet de Poisson
{., .} en une bidérivation de S−1P . Pour tout x ∈ P , la dérivation ham(x) se prolonge en une
dérivation de S−1P [27, lemme 14.2.2] ; on a la formule :

{x, s−1p} = s−1{x, p} − s−2{x, s}p.

Un calcul tout à fait standard permet de voir que l’application x 7→ {x, s−1p} est une dérivation
de P dans S−1P . On peut alors prolonger cette application en une dérivation de S−1P tout
entier. Le prolongement {., .} ainsi obtenu sur S−1P est alors bien une bidérivation. Le no1 est
établi.

Démontrons le no2. Les théorèmes classiques sur la localisation nous permettent de voir que
l’application µ se prolonge en un morphisme d’algèbres associatives µ̂ : S−1P → Q. Il reste à
vérifier que µ̂ respecte les crochets de Poisson. Pour tous x, y, z ∈ S−1P , on a :

µ̂
(
{x, yz}

)
= µ̂

(
{x, y}z + y{x, z}

)
= µ̂(y)µ̂

(
{x, z}

)
+ µ̂

(
{x, y}

)
µ̂(z).

De même, on montre que l’on a :

{µ̂(x), µ̂(yz)} = µ̂(y){µ̂(x), µ̂(z)}+ {µ̂(x), µ̂(y)}µ̂(z).

Notons b(x, y) = µ̂({x, y})− {µ̂(x), µ̂(y)} ∈ Q. On a donc :

(∀x, y, z ∈ S−1P ) : b(x, yz) = b(x, y)µ̂(z) + µ̂(y)b(x, y) (1.1)

Comme pour une dérivation, on montre que l’application linéaire antisymétrique b : S−1P ×
S−1P → Q est entièrement déterminée par ses valeurs sur P et par la condition (1.1). Le fait
que µ soit un morphisme d’algèbres de Poisson signifie que b s’annule sur P × P ; on voit alors
que b ≡ 0 sur S−1P × S−1P , ce qui signifie exactement que µ̂ respecte les crochets de Poisson.
La proposition est démontrée.

Remarque 1.14 Avec les mêmes méthodes, on peut démontrer le résultat suivant. Soit P
est une algèbre de Poisson et Ω ⊆ P un système de Ore à gauche formé d’éléments centraux
relativement au produit associatif et au crochet de Poisson. Alors le crochet de Poisson de P se
prolonge de manière unique au localisé Ω−1P .

1.1.2 Modules sur une algèbre de Poisson

1.1.2.1 Définition

La définition utilisée généralise celle utilisée par Farkas et Oh dans le cas des algèbres de
Poisson commutatives [17, 32].
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Définition 1.15 Soit P une algèbre de Poisson. Un module de Poisson sur P est un espace
vectoriel M possédant les propriétés suivantes. Il existe :

1. des applications (x,m) ∈ P ×M 7→ x.m ∈ M et (m,x) ∈ M × P 7→ m.x ∈ M munissant
M d’une structure de bimodule sur l’algèbre associative P ;

2. une application (x,m) ∈ P ×M 7→ {x,m}M ∈M munissant M d’une structure de module
sur l’algèbre de Lie P ;

ces applications étant soumises aux relations de compatibilité suivantes : pour tous x, y ∈ P et
m ∈M ,

{xy,m}M = x.{y,m}M + {x,m}M .y ; (1.2)
{x, y}.m = {x, y.m}M − y.{x,m}M ; (1.3)
m.{x, y} = {x,m.y}M − {x,m}M .y. (1.4)

Remarque 1.16 Comme P n’admet pas d’élément unité en général, on n’impose pas la condi-
tion 1P .m = m ni m.1P = m pour tout m ∈ M . Lorsque P est unitaire, le module M sera
dit unitaire à gauche (resp. unitaire à droite) si, pour tout m ∈ M , on a 1P .m = m (resp.
m.1P = m).

Notons λ, ρ,$ : P → End(M) les applications linéaires définies par :

(∀x ∈ P ), (∀m ∈M) : λ(x)(m) = x.m ; ρ(x)(m) = m.x ; $(x)(m) = {x,m}M .

Le fait que M soit un bimodule sur l’algèbre associative P et un module d’algèbre de Lie sur P
se traduit par les identités suivantes, pour tous x, y ∈ P :

λ(xy) = λ(x) ◦ λ(y) ; ρ(xy) = ρ(y) ◦ ρ(x) ; λ(x) ◦ ρ(y) = ρ(y) ◦ λ(x) ; (1.5)

$({x, y}) = [$(x), $(y)]. (1.6)

Insistons encore sur le fait que les relations λ(1P ) = Id ou ρ(1P ) = Id ne sont pas imposées,
même lorsque l’algèbre P est unitaire. Le crochet [u, v] de deux opérateurs u, v ∈ End(M) est
défini de la manière usuelle par [u, v] = u ◦ v − v ◦ u. Les relations de compatibilité (1.2), (1.3)
et (1.4) sont équivalentes aux conditions suivantes, pour tous x, y ∈ P :

$(xy) = λ(x) ◦$(y) + ρ(y) ◦$(x) ; (1.7)
λ({x, y}) = [$(x), λ(y)] ; (1.8)
ρ({x, y}) = [$(x), ρ(y)]. (1.9)

Terminologie 1.17 Le triplet τ = (λ, ρ,$) sera appelé représentation de P dans M .
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Exemple 1.18

1. Soit P une algèbre de Poisson. Alors les opérations de multiplication à gauche, à droite et
le crochet de Poisson munissent P d’une structure de module de Poisson sur lui-même.

2. Soit A une algèbre associative, que l’on considère comme algèbre de Poisson comme dans
l’exemple 1.3. Soit M un bimodule sur A. Alors M est muni d’une structure de module de
Poisson sur A en posant, pour a ∈ A et m ∈M : {a,m}M = a.m−m.a.

3. Soit A une algèbre associative, que l’on considère comme algèbre de Poisson comme dans
l’exemple 1.3. Soit M un module à gauche sur A. Alors M est muni d’une structure
de module sur l’algèbre de Poisson A en posant, pour a ∈ A et m ∈ M : m.a = 0 et
{a,m}M = a.m. Si M 6= 0, le module de Poisson ainsi défini n’est jamais unitaire à droite.
De même, tout module à droite sur A peut être considéré comme un module de Poisson
(non unitaire à gauche en général).

4. Soit g une algèbre de Lie, que l’on considère comme algèbre de Poisson comme dans
l’exemple 1.3. Soit M un module sur g. Alors M est muni d’une structure de module de
Poisson sur g en posant, pour x ∈ g et m ∈M : x.m = m.x = 0.

1.1.2.2 Morphismes de modules

Définition 1.19 Soient P une algèbre de Poisson et M,N deux modules de Poisson sur P .

1. Une application linéaire f : M → N est un morphisme de modules de Poisson s’il s’agit
à la fois d’un morphisme de bimodules sur l’algèbre associative P et d’un morphisme de
modules de l’algèbre de Lie P .

2. Les modules M et N sont dits isomorphes s’il existe une application linéaire inversible
f : M → N telle que f et f−1 soient des morphismes de modules de Poisson.

1.1.2.3 Sous-modules et modules quotients

Définition 1.20 Soient P une algèbre de Poisson et M un module de Poisson sur P . Un sous-
espace vectoriel N ⊆ M est un sous-module de Poisson de M s’il s’agit à la fois d’un sous-
bimodule de l’algèbre associative P et d’un sous-module de l’algèbre de Lie P .

On remarque alors que N , muni des lois induites, est lui-même un P -module de Poisson.
Notons aussi que si M est unitaire (à gauche ou à droite), alors N est unitaire du même côté.
Enfin, l’image et le noyau d’un morphisme de modules sont des sous-modules des modules
d’arrivée et de départ respectivement.

Exemple 1.21 Reprenons les exemples 1.18.

1. Soient P une algèbre de Poisson etM = P . Les sous-modules deM sont les idéaux bilatères
de P .
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2. Soient A une algèbre associative et M un bimodule d’algèbre associative sur A. Les sous-
modules de Poisson de M sont exactement les sous-A-bimodules associatifs de M .

3. Soient A une algèbre associative et M un module à gauche sur A. Les sous-modules de
Poisson de M sont exactement les sous-A-modules à gauche associatifs de M .

4. Soient g une algèbre de Lie et M un module sur g. Les sous-modules de Poisson de M sont
exactement les sous-g-modules de Lie de M .

Lemme 1.22 Soient P une algèbre de Poisson et M un module de Poisson sur P . Soit N ⊆
M un sous-module de Poisson. On munit l’espace quotient M/N des structures de bimodule
associatif et de module de Lie naturelles. Alors M/N est en fait un module de Poisson, appelé
module de Poisson quotient de M par N .

Preuve. C’est une vérification qui ne pose pas de difficulté et sera donc omise.

1.1.2.4 Algèbre enveloppante de Poisson

On introduit ici la notion d’algèbre enveloppante de Poisson en adaptant la notion développée
dans [32] par Oh pour les algèbres de Poisson commutatives.

Définition 1.23 Soit P une algèbre de Poisson. On considère trois copies de l’espace vectoriel
P , notées Pλ, Pρ et P$. Pour tout élément x ∈ P , on notera xλ (resp. xρ, x$) l’élément x
considéré comme élément de Pλ (resp. de Pρ, P$). On notera A(P ) l’algèbre associative définie
comme quotient de l’algèbre tensorielle T (Pλ ⊕ Pρ ⊕ P$) par l’idéal bilatère engendré par les
éléments suivants :

xλyλ − (xy)λ ; xρyρ − (yx)ρ ; x$y$ − y$x$ − {x, y}$ ; xλyρ − yρxλ ; (1.10)

x$yλ − yλx$ − {x, y}λ ; x$yρ − yρx$ − {x, y}ρ ; xλy$ + yρx$ − (xy)$, (1.11)

les éléments x, y variant dans P . On l’appelle algèbre enveloppante de Poisson de P .

Notations 1.24 Dans la suite, pour tout x ∈ P , on notera encore xλ (resp. xρ, x$) l’image de
l’élément xλ ∈ T (Pλ ⊕ Pρ ⊕ P$) (resp. xρ, x$ ∈ T (Pλ ⊕ Pρ ⊕ P$)) dans le quotient A(P ). Pour
tout sous-espace X ⊆ P , on notera Xλ ⊆ A(P ) (resp. Xρ, X$ ⊆ A(P ) le sous-espace engendré
par les éléments xλ (resp. xρ, x$) tels que x ∈ X.

L’algèbre A(P ) vérifie la propriété universelle suivante :

Théorème 1.25 Soient B une algèbre associative et α, β, γ : P → B trois applications linéaires
vérifiant les conditions suivantes :
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1. l’application α (resp. β, resp. γ) est un morphisme d’algèbres associatives (resp. un anti-
morphisme d’algèbres associatives, resp. un morphisme d’algèbres de Lie) ;

2. pour tous x, y ∈ P , on a :

α(x)β(y) = β(y)α(x) ; (1.12)
α({x, y}) = γ(x)α(y)− α(y)γ(x) ; (1.13)
β({x, y}) = γ(x)β(y)− β(y)γ(x) ; (1.14)

γ(xy) = α(x)γ(y) + β(y)γ(x). (1.15)

Alors il existe un unique morphisme d’algèbres associatives Φ : A(P ) → B tel que, pour tout
x ∈ P :

Φ(xλ) = α(x) ; Φ(xρ) = β(x) ; Φ(x$) = γ(x). (1.16)

Dans ces conditions, on dit que Φ prolonge le triplet (α, β, γ).

Preuve. Comme les éléments xλ, xρ et x$ engendrent A(P ), la condition (1.16) entrâıne que
le morphisme Φ, s’il existe, est unique. Il reste à construire un tel morphisme. On commence
par définir un morphime Φ̂ sur l’algèbre tensorielle T = T (Pλ ⊕ Pρ ⊕ P$) par les conditions :

Φ̂(xλ) = α(x) ; Φ̂(xρ) = β(x) ; Φ̂(x$) = γ(x).

Soit J l’idéal de T engendré par les éléments (1.10) et (1.11). Montrons que Φ̂(J) = 0 ; on pourra
alors définir par passage au quotient un morphisme Φ : A(P ) = T/J → B vérifiant la propriété
(1.16). Soient x, y ∈ P . On a :

Φ̂ (xλyλ − (xy)λ) = Φ̂(xλ)Φ̂(yλ)− Φ̂ ((xy)λ) = α(x)α(y)− α(xy) = 0.

De même :

Φ̂ (x$yλ − yλx$ − {x, y}λ) = Φ̂(x$)Φ̂(yλ)− Φ̂(yλ)Φ̂(x$)− Φ̂ ({x, y}λ)
= γ(x)α(y)− α(y)γ(x)− α ({x, y}) = 0.

Les autres relations se démontrent de même.

Corollaire 1.26 Soient P une algèbre de Poisson, A(P ) son algèbre enveloppante et M un
espace vectoriel. Soit R (resp. R′) l’ensemble des représentations de P dans M (resp. de A(P )
dans M). Pour tout triplet τ = (λ, ρ,$) ∈ R il existe un unique τ ′ ∈ R′ qui prolonge τ , et
l’application τ 7→ τ ′ est une bijection de R sur R′.
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Avec les notations du corollaire, les sous-espaces de M stables à la fois pour λ, ρ et $ sont
les sous-espaces de M stables pour τ ′. Si τ1 et τ2 dont deux représentations de P dans M : τ1
et τ2 sont isomorphes si et seulement si τ ′1 et τ ′2 sont isomorphes. Aussi, M est de type fini en
tant que P -module de Poisson si et seulement si M est de type fini en tant que A(P )-module à
gauche.

1.2 Algèbres et modules de Poisson gradués et filtrés

1.2.1 Espaces vectoriels gradués et filtrés

Rappelons d’abord quelques faits généraux sur les espaces vectoriels gradués et filtrés (voir
Bourbaki, Algèbre, chapitre 2).

1.2.1.1 Espaces vectoriels gradués

Soient Γ un groupe abélien et V un espace vectoriel. On dit que V est gradué sur Γ s’il
existe un décomposition : V =

⊕
γ∈Γ

V (γ), où chaque V (γ) est un sous-espace vectoriel de V

(éventuellement réduit à {0}). Les éléments de V (γ) sont dits homogènes, de degré γ ; on note
alors deg(v) = γ. Tout élément v ∈ V s’écrit comme une somme v =

∑
γ∈Γ

vγ , les vγ ∈ V (γ) étant

nuls, sauf au plus un nombre fini d’entre eux. Pour γ ∈ Γ, l’élément vγ est appelé composante
homogène de degré γ de v. Un sous-espace W ⊆ V est dit gradué si W =

∑
γ∈Γ

W ∩ V (γ). Dans ce

cas, le quotient V/W est naturellement Γ-gradué ; plus précisément on a une identification :

V

W
'
⊕
γ∈Γ

V (γ)

W ∩ V (γ)
.

Si V,W sont deux espaces Γ-gradués et δ ∈ Γ : une application linéaire f : V → W est dite
homogène, de degré δ si f(V (γ)) ⊆W (γ+δ) pour tout γ ∈ Γ.

1.2.1.2 Espaces vectoriels filtrés

Un espace vectoriel V est filtré (sur Z) s’il existe une suite croissante de sous-espaces (Vn)n∈Z
telle que : ⋃

n∈Z
Vn = V et

⋂
n∈Z

Vn = {0}. (1.17)

On dira que V est filtré sur N (resp. discret) si Vj = {0} pour tout j < 0 (resp. s’il existe j0 ∈ Z
tel que Vj = {0} pour j < j0).
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À tout élément v ∈ V on associe sa filtration ν(v) = νV (v) = inf {n ∈ Z | v ∈ Vn} ∈ Z ∪
{−∞}. La deuxième condition de (1.17) signifie que ν(v) = −∞ si et seulement si v = 0.

1.2.1.3 Espace vectoriel gradué associé

Soit V un espace vectoriel filtré. On note Gr(V ) l’espace vectoriel Gr(V ) =
⊕
n∈Z

Vn

Vn−1
. C’est

un espace vectoriel naturellement Z-gradué, appelé espace vectoriel gradué associé à V . Les
éléments homogènes de degré n sont les éléments de Vn/Vn−1. Pour v ∈ V non nul, on appelle
forme initiale de v l’élément gr(v) = v + Vν(v)−1 ; on pose aussi gr(0) = 0. Pour v 6= 0, on a
toujours ν(v) = deg

(
gr(v)

)
. On voit enfin que si V est de dimension finie, alors Gr(V ) est de

dimension finie aussi et dim(V ) = dim Gr(V ).
Pour tout n ∈ Z, on note grn : Vn → Vn/Vn−1 la projection canonique. Pour tout élément

v ∈ V tel que v 6= 0 et ν(v) ≤ n, on a les équivalences :

ν(v) = n ⇐⇒ grn(v) 6= 0 ⇐⇒ gr(v) = grn(v).

Lemme 1.27 Soient V un espace vectoriel filtré et x, y ∈ V .
1. Si ν(y) < ν(x), on a gr(x− y) = gr(x). Si ν(x) = ν(y) et gr(x) 6= gr(y), on a gr(x− y) =

gr(x)− gr(y).
2. On a gr(x) = gr(y) si et seulement si ν(x− y) < ν(x).
3. Soient {xj}j∈J un nombre fini d’éléments de V . On pose n = max{ν(xj) | j ∈ J} et

J0 = {j ∈ J | ν(xj) = n} : pour j ∈ J , l’entier ν(xj) est maximal si et seulement si
j ∈ J0. Soit x =

∑
j∈J

xj. Si
∑
j∈J0

gr(xj) 6= 0, alors ν(x) = n et gr(x) =
∑
j∈J0

gr(xj).

Preuve. Établissons le no1. On note n = ν(x). Si ν(y) < n, on a grn(y) = 0, d’où

0 6= gr(x) = grn(x) = grn(x)− grn(y) = grn(x− y),

par suite grn(x− y) 6= 0 et gr(x− y) = grn(x− y) = gr(x). Si ν(y) = n, on a gr(x)− gr(y) =
grn(x)− grn(y) = grn(x− y) ; comme grn(x) 6= grn(y) on a grn(x− y) 6= 0, donc ν(x− y) = n
et gr(x− y) = grn(x− y) = gr(x)− gr(y).

Examinons à présent le no2 : si gr(x) = gr(y), on a en particulier ν(x) = ν(y) = n. Dans
ce cas, 0 = gr(x) − gr(y) = grn(x) − grn(y) = grn(x − y) ; ceci signifie bien que ν(x − y) < n.
Inversement, supposons ν(x− y) < ν(x). On a d’après le no1 gr(x) = gr(x− (x− y)) = gr(y).

Démontrons le no3. On a xj ∈ Vn pour tout j, donc x =
∑
j∈J

xj ∈ Vn aussi. Dautre part, par

construction de J0, on a grn(xj) = gr(xj) si j ∈ J0 et grn(xj) = 0 sinon. Il vient :

grn(x) =
∑
j∈J

grn(xj) =
∑
j∈J0

gr(xj) 6= 0,
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d’où ν(x) = n et gr(x) =
∑
j∈J0

gr(xj) comme annoncé.

1.2.1.4 Filtrations induites

On considère toujours un espace vectoriel filtré V . Soit W ⊆ V un sous-espace vectoriel.
Alors W est naturellement filtré par la famille (Wn)n∈Z définie par Wn = W ∩ Vn pour tout
n. L’espace vectoriel gradué associé Gr(W ) s’identifie au sous-espace de Gr(V ) engendré par la
famille {gr(w) | w ∈W}.

1.2.1.5 Topologie des espaces vectoriels filtrés

Soit V un espace vectoriel filtré. On peut naturellement munir V d’une structure d’espace
vectoriel topologique pour laquelle une base de voisinages de 0 est donnée par la famille {Vn}n∈Z.
Cette topologie est métrisable, la distance entre deux points distincts x et y étant donnée par
exemple par dist(x, y) = eν(x−y). Pour cette topologie, une suite (xn)n∈N converge vers x ∈ V
si et seulement si ν(x − xn) tend vers −∞ quand n tend vers l’infini. Lorsqu’on utilisera des
notions topologiques sur un espace vectoriel filtré il s’agira toujours de notions relatives à la
topologie définie par la filtration considérée.

Remarque 1.28 Si la filtration de V est discrète, alors la topologie de V est discrète aussi,
c’est-à-dire que les suites convergentes sont stationnaires. De manière équivalente, cela signifie
que tout sous-ensemble de V est fermé.

Lemme 1.29 Soient V un espace vectoriel filtré et A ⊆ B ⊆ V deux sous-espaces vectoriels.
Notons A et B leurs adhérences dans V . On a alors A = B si et seulement si Gr(A) = Gr(B).

Preuve. Comme A ⊆ B, on a aussi A ⊆ B et Gr(A) ⊆ Gr(B). Il reste à étudier dans quels
cas les inclusions réciproques sont vérifiées.

Supposons dans un premier temps Gr(A) = Gr(B). Montrons que B ⊆ A, ce qui fournira
par passage aux adhérences B ⊆ A. Soit b ∈ B. Il existe a1 ∈ A tel que gr(a1) = gr(b). Comme
A ⊆ B, on a aussi b− a1 ∈ B avec ν(b− a1) < ν(b), de sorte que ν(b− a1) ≤ ν(b)− 1. Comme
précédemment, il existe a′2 ∈ A tel que gr(a′2) = gr(b − a1). En posant a2 = a1 + a′2 ∈ A, on a
ν(b− a2) < ν(b)− 1. Par récurrence, on construit de la sorte une suite (an)n≥1 dans A telle que
ν(b− an) ≤ ν(b)− n, donc telle que lim

n→∞
(an) = b.

Réciproquement, on suppose A = B. Montrons que Gr(B) ⊆ Gr(A). Soit b ∈ B un élément
non nul. Comme B ⊆ B = A, il existe une suite (an)n≥1 d’éléments de A tels que lim

n→∞
an = b.

Ceci signifie que lim
n→∞

ν(b − an) = −∞ ; en particulier, pour n assez grand, ν(b − an) < ν(b).

D’après le lemme 1.27, no2, on a bien gr(b) = gr(an) ∈ Gr(A). On en déduit finalement que
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Gr(B) ⊆ Gr(A) : le lemme est démontré.

Remarque 1.30 Reprenons les notations du lemme. Si A 6⊆ B, on peut avoir Gr(A) = Gr(B)
sans avoir A = B. Par exemple, prenons V = K[x] avec la filtration discrète définie par
Vn =

∑
j≤n

Kxj pour tout n ∈ Z. Les sous-espaces A = Kx et B = K(1 + x) sont fermés, de

sorte que A = A 6= B = B. Enfin, on voit facilement que Gr(A) = Gr(B) = K gr(x).

Corollaire 1.31 Soit V un espace vectoriel filtré. On suppose que la filtration de V est discrète.
Soit W un sous-espace de V tel que Gr(W ) = Gr(V ). Alors W = V .

Preuve. On applique le lemme précédent avec A = W et B = V : on a donc W = V = V .
Comme la topologie de V est discrète, tout sous-ensemble de V est fermé ; en particulier W = W .

1.2.2 Algèbres et modules de Poisson gradués

1.2.2.1 Algèbres de Poisson graduées

Définition 1.32 Soient Γ un groupe abélien et P une algèbre de Poisson. On dit que P est
graduée sur Γ si P =

⊕
γ∈Γ

P (γ) est gradué en tant qu’espace vectoriel et s’il existe un élément

τ ∈ Γ tels que :

1. (∀α, β ∈ Γ) P (α)P (β) ⊆ P (α+β) ;

2. (∀α, β ∈ Γ) {P (α), P (β)} ⊆ P (α+β−τ).

Lorsque {., .} 6= 0, l’élément τ est unique et sera noté τ(P ). Si {., .} = 0 on convient de poser
τ(P ) = 0.

Remarque 1.33 Lorsque P est unitaire, l’élément 1P est toujours homogène, de degré 0.

Preuve. Décomposons 1P =
∑
uγ , avec uγ ∈ Pγ pour tout γ ∈ Γ. Soit a un élément homogène

non nul de degré α. On a alors a = a.1P =
∑
auγ . Chaque auγ est homogène, de degré α+ γ ;

en identifiant les composantes homogènes des deux côtés, on voit en particulier que au0 = a.
Cette identité étant valable pour tout élément homogène a, elle est aussi valable (par additivité)
lorsque a ∈ P est quelconque ; autrement dit : pour tout a ∈ P , on a au0 = a. Avec a = 1P , ceci
montre que u0 = 1Pu0 = 1P , donc 1P est bien homogène, de degré 0.
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1.2.2.2 Modules de Poisson gradués

Définition 1.34 Soient Γ un groupe abélien et P une algèbre de Poisson graduée sur Γ. On note
τ = τ(P ) ∈ Γ. Soit M un module de Poisson sur P . On dit que M est gradué si M =

⊕
γ∈Γ

M (γ)

est gradué en tant qu’espace vectoriel et si on a :
1. (∀α, β ∈ Γ) P (α).M (β) +M (β).P (α) ⊆M(α+β) ;

2. (∀α, β ∈ Γ) {P (α),M (β)}M ⊆M (α+β−τ).

1.2.2.3 Graduation de l’algèbre enveloppante de Poisson

On reprend les notations 1.24.

Proposition 1.35 Soit P une algèbre de Poisson graduée par un groupe Γ. On pose τ = τ(P ).
L’algèbre enveloppante de Poisson A = A(P ) est naturellement Γ-graduée. Ses composantes
homogènes sont déterminées par les conditions suivantes. Pour tout γ ∈ Γ et x ∈ P (γ) homogène,
de degré γ, on a :

xλ, xρ ∈ A(γ) et x$ ∈ A(γ−τ). (1.18)

Preuve. On reprend les notations de la construction 1.23. On notera T = T (Pλ⊕Pρ⊕P$) et J
l’idéal engendré par les éléments (1.10) et (1.11). On peut graduer l’espace vectoriel Pλ⊕Pρ⊕P$

de sorte que l’on ait, pour tout élément homogène x ∈ P :{
deg(xλ) = deg(xρ) = deg(x) ;
deg(x$) = deg(x)− τ.

Cette graduation se prolonge en une graduation de l’algèbre tensorielle T . Pour voir que le
quotient A = T/J est gradué, il suffit alors de vérifier que les générateurs de l’idéal J sont
homogènes, ce qui ne pose pas de difficulté.

Proposition 1.36 Soient P une algèbre de Poisson Γ-graduée et M un module de Poisson sur
P . Alors M est un P -module de Poisson gradué si et seulement si M est un A(P )-module à
gauche gradué.

1.2.3 Algèbres et modules de Poisson filtrés

1.2.3.1 Algèbres de Poisson filtrées

Définition 1.37 Une algèbre de Poisson P est dite filtrée (sur Z) si l’espace vectoriel P est
filtré par une suite de sous-espaces (Pn)n∈Z et s’il existe un entier τ ∈ Z vérifiant :

(∀n,m ∈ Z) PnPm ⊆ Pn+m ; {Pn, Pm} ⊆ Pn+m−τ . (1.19)
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Si de plus P est unitaire, on demandera aussi 1P ∈ P0.

Lorsque le crochet de Poisson de P n’est pas nul, on choisira l’entier τ intervenant dans
(1.19) le plus grand possible, c’est-à-dire soumis la condition :

(∀n,m ∈ Z) : {Pn, Pm} ⊆ Pn+m−τ ,

(∃n0,m0 ∈ Z) : {Pn0 , Pm0} 6⊆ Pn0+m0−τ−1.

On notera dans ce cas τ = τ(P ). Si {., .} = 0, on convient de poser τ(P ) = 0.

1.2.3.2 Algèbre de Poisson graduée associée

Soit P une algèbre de Poisson filtrée. On note τ = τ(P ) et Gr(P ) l’espace vectoriel gradué
associé. On définit deux applications bilinéaires sur Gr(P ) en posant :

(∀x, y ∈ P r {0}) : (x+ Pν(x)−1)(y + Pν(y)−1) = xy + Pν(x)+ν(y)−1, (1.20)
{x+ Pν(x)−1, y + Pν(y)−1} = {x, y}+ Pν(x)+ν(y)−τ−1. (1.21)

Lemme 1.38 Soient P une algèbre de Poisson filtrée et x, y ∈ P .

1. On a gr(x)gr(y) =
{
gr(xy) si ν(xy) = ν(x) + ν(y);

0 sinon.

2. On a {gr(x), gr(y)} =
{
gr({x, y}) si ν({x, y}) = ν(x) + ν(y)− τ ;

0 sinon.

Preuve. Vérifions par exemple le no1. On a gr(x)gr(y) = (x + Pν(x)−1)(y + Pν(y)−1) =
xy + Pν(x)+ν(y)−1. Cet élément est nul si dans Gr(P ) si ν(xy) ≤ ν(x) + ν(y)− 1, c’est-à-dire si
ν(xy) < ν(x)+ν(y) ; dans le cas contraire, on a ν(x)+ν(y) = ν(xy) et xy+Pν(x)+ν(y)−1 = gr(xy).
Le no2 se démontre de même.

Lemme 1.39 Les applications bilinéaires définies par (1.20) et (1.21) munissent l’espace Gr(P )
d’une structure d’algèbre de Poisson. Si P est unitaire, alors Gr(P ) est unitaire aussi.

Preuve. On considère trois éléments non nuls a, b, c ∈ P et on pose i = ν(a), j = ν(b), k = ν(c).
On a donc gr(a) = a+Pi−1 et similairement pour gr(b) et gr(c). Comme les éléments homogènes
engendrent l’espace vectoriel Gr(P ), il suffit de vérifier les relations d’associativité et de Jacobi
sur des éléments homogènes. Un calcul simple analogue à celui du lemme précédent permet de
vérifier les identités suivantes :

(gr(a)gr(b)) gr(c) = gr(a) (gr(b)gr(c)) = abc+ Pi+j+k−1 ; (1.22)

{gr(a), {gr(b), gr(c)}} = {a, {b, c}}+ Pi+j+k−2τ−1. (1.23)
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L’équation (1.22) traduit exactement l’associativité du produit sur les éléments homogènes ;
l’identité (1.23) permet de vérifier facilement l’identité de Jacobi. Le fait que les dérivations
hamiltoniennes dans Gr(P ) sont des dérivations d’algèbres associatives pourrait s’établir de la
même manière.

Enfin, si P est unitaire, on a ν(1P ) = 0. Il est alors immédiat de vérifier que gr(1P ) = 1P +P−1

est un élément unité pour Gr(P ). Le lemme est démontré.

Soit P est une algèbre de Poisson filtrée et τ = τ(P ). Soit Q ⊆ P un sous-espace vectoriel.
À l’aide du lemme 1.38, on voit que si Q est stable pour le produit associatif (resp. le crochet
de Poisson), alors Gr(Q) ⊆ Gr(P ) est aussi stable pour le produit associatif (resp. le crochet
de Poisson). En particulier, si Q est une sous-algèbre de Poisson de P , alors Gr(Q) est une
sous-algèbre de Poisson de Gr(P ).

1.2.3.3 Modules de Poisson filtrés

Soient P une algèbre de Poisson filtrée, τ = τ(P ) et M un module de Poisson sur P .

Définition 1.40 On dit que M est un P -module de Poisson filtré si M est filtré, comme espace
vectoriel, par une famille de sous-espaces (Mn)n∈Z vérifiant les conditions :

(∀n,m ∈ Z) Pn.Mm +Mm.Pn ⊆Mn+m ; {Pn,Mm} ⊆Mn+m−τ .

1.2.3.4 Module de Poisson gradué associé

Soient P une algèbre de Poisson filtrée et M un module de Poisson filtré sur P ; on note
τ = τ(P ), Gr(P ) l’algèbre de Poisson graduée associée à P et Gr(M) l’espace vectoriel gradué
associé à M . On définit des applications bilinéaires en posant, pour x ∈ Pr{0} et m ∈Mr{0} :

(x+ Pν(x)−1).(m+Mν(m)−1) = x.m+Mν(x)+ν(m)−1,

(m+Mν(m)−1).(x+ Pν(x)−1) = m.x+Mν(x)+ν(m)−1,

{x+ Pν(x)−1,m+Mν(m)−1}M = {x,m}M +Mν(x)+ν(m)−τ−1.

Lemme 1.41 Soient P une algèbre de Poisson filtrée et M un P -module de Poisson filtré.
Soient x ∈ P et m ∈M .

1. On a gr(x).gr(m) =
{
gr(x.m) si ν(x.m) = ν(x) + ν(m);

0 sinon.
Une formule analogue permet de calculer gr(m).gr(x).

2. On a {gr(x), gr(m)}M =
{
gr({x,m}M ) si ν({x,m}M ) = ν(x) + ν(m)− τ ;

0 sinon.
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Preuve. On omet ici la démonstration, qui est tout à fait similaire à celle du lemme 1.38.

Lemme 1.42 Les applications bilinéaires définies précédemment induisent une structure de
Gr(P )-module de Poisson sur l’espace Gr(M).

Preuve. Ici encore, la démonstration est omise.

Soient P une algèbre de Poisson filtrée P , τ = τ(P ) et M un P -module de Poisson filtré.
Soit N ⊆M un sous-espace vectoriel. À l’aide du lemme 1.41, on peut voir que si N est stable
pour l’action associative à gauche (resp. à droite, resp. l’action de Lie), alors le sous-espace
Gr(N) ⊆ Gr(M) est aussi stable pour l’action associative à gauche (resp. à droite, resp. l’action
de Lie). En particulier, si N est un sous-module de Poisson de M , alors Gr(N) est un sous-
module de Poisson de Gr(M).

1.2.3.5 Filtration de l’algèbre enveloppante de Poisson

Soit P une algèbre de Poisson filtrée par une famille de sous-espaces {Pn}n∈Z ; on note
τ = τ(P ). Soit A = A(P ) l’algèbre enveloppante de Poisson de P . Reprenons les notations 1.24.
On construit une famille {An}n∈Z de sous-espaces de A comme suit. Pour tout n ∈ Z, on pose
d’abord an = (Pn)λ + (Pn)ρ + (Pn+τ )$. Ensuite, on pose :

An =
∑

n1+...+nk≤n

an1 . . . ank
. (1.24)

Pour tout élément x ∈ Pn, on a donc xλ, xρ ∈ An et x$ ∈ An−τ (un tel phénomène de décalage
apparâıt aussi avec les graduations, voir la proposition 1.35).

Proposition 1.43 On conserve les notations ci-dessus. La famille {An}n∈Z définie par (1.24)
est une filtration de l’algèbre associative A(P ). Soit M un espace vectoriel filtré. Alors M est
un P -module de Poisson filtré si et seulement si M est un A(P )-module à gauche filtré.

1.2.3.6 Filtrations et topologie

Soit P une algèbre de Poisson filtrée. On munit P de la topologie définie par sa filtration.
Alors les applications (x, y) ∈ P 2 7→ x.y ∈ P et (x, y) ∈ P 2 7→ {x, y} ∈ P sont continues. De
même, si M est un P -module de Poisson filtré, muni de la topologie naturelle, les applications
structurelles (x,m) ∈ P ×M 7→ x.m ∈ M , (m,x) ∈ M × P 7→ m.x ∈ M et (x,m) ∈ P ×M 7→
{x,m}M ∈M sont continues.
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1.2.3.7 Filtrations et localisation

Soit P une algèbre de Poisson filtrée par une famille (Pn)n∈Z ; on note τ = τ(P ). On suppose
que l’algèbre associative Gr(P ) est intègre. Soit S ⊆ P un système de Ore à gauche. On pose
Q = S−1P et, pour tout n ∈ Z :

Qn = {s−1p | (s, p) ∈ S × P et ν(p)− ν(s) ≤ n}.

On suppose enfin P localisable au sens de la définition 1.9, c’est-à-dire que le crochet de Poisson
de P se prolonge en un crochet de Poisson sur Q.

Proposition 1.44 Avec les hypothèses précédentes, on a :

1. Pour tous p, q ∈ P : on a ν(pq) = ν(p) + ν(q).

2. Supposons s−1p = t−1q ∈ Qr {0}. Alors ν(p)− ν(s) = ν(q)− ν(t).

3. La famille (Qn)n∈Z est une filtration de l’algèbre de Poisson Q. On a, pour tout n,m ∈ Z :
{Qn, Qm} ⊆ Qn+m−τ . Plus précisément, on a τ(Q) = τ(P ).

4. Posons Σ = {gr(s) | s ∈ S} ⊆ Grτ (P ). Alors Σ est un système de Ore à gauche dans
Gr(P ) et on a un isomorphisme naturel d’algèbres associatives :

Σ−1Gr(P ) ∼−→ Gr(S−1P ). (1.25)

5. Le crochet de Poisson de Gr(P ) se prolonge de manière unique en un crochet de Poisson
sur le localisé Σ−1Gr(P ). L’isomorphisme du no4 est un isomorphisme d’algèbres de Pois-
son.

Preuve. Vérifions le no1. Soient p, q ∈ P r {0}. On a donc gr(p), gr(q) ∈ Gr(P ) r {0} ; comme
Gr(P ) est intègre, gr(p)gr(q) 6= 0. D’après le lemme 1.38, on a gr(p)gr(q) = gr(pq). En se
servant du fait que ν(x) = deg gr(x) pour tout x ∈ P , il vient ν(p) + ν(q) = ν(pq).

Vérifions le no2. Si s−1p = t−1q dans Q r {0}, il existe a, b ∈ P tels que ap = bq et
as = bt ∈ S. En appliquant le no1, on a ν(a) + ν(p) = ν(b) + ν(q) et ν(a) + ν(s) = ν(b) + ν(t),
d’où ν(p)− ν(s) = ν(q)− ν(t). Remarquons que l’application ν induit une application ν̃ définie
sur Q tout entier et vérifiant ν̃(x) = ν(p) − ν(s) si x = s−1p : d’après ce qui précède, ν̃(x) est
indépendant de l’écriture de x comme fraction à dénominateur dans S. En particulier, on voit
que lorsque x ∈ P , on a ν̃(x) = ν(x), autrement dit on a :

(∀n ∈ Z) : Qn ∩ P = Pn. (1.26)

Dans la suite, on écrira encore ν au lieu de ν̃.
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Démontrons le no3. Il est clair que la famille (Qn)n∈Z est une famille croissante de sous-
espaces d’intersection nulle et dont la réunion est Q tout entier. Soient n,m ∈ Z. Pour voir que
QnQm ⊆ Qn+m, on procèderait comme dans la démonstration du no2. Vérifions que {Qn, Qm} ⊆
Qn+m−τ . Pour s−1p ∈ P et t−1q ∈ Q tels que ν(p)− ν(s) ≤ n et ν(q)− ν(t) ≤ m, on a :

{s−1p, t−1q} = t−1s−1{p, q} − t−1s−1{s, q}s−1p− t−1s−1{p, t}t−1q + t−1s−1{s, t}s−1t−1pq.

Or −ν(t−1)− ν(s) + ν({p, q}) ≤ ν(p) + ν(q)− τ − ν(t)− ν(s), d’où t−1s−1{p, q} ∈ Qn+m−τ . De
même, les trois autres termes de la somme de droite sont dans Qn+m−τ ; finalement on a bien
{s−1p, t−1q} ∈ Qn+m−τ . L’entier τ(Q) est le plus grand entier t vérifiant {Qn, Qm} ⊆ Qn+m−t

pour tous n,m ∈ Z. Il vient donc τ(Q) ≥ τ(P ). Par ailleurs, pour t = τ(Q), on a aussi d’après
(1.26) :

{Pn, Pm} ⊆ P ∩ {Qn, Qm} ⊆ P ∩Qn+m−t = Pn+m−t,

d’où comme précédemment τ(P ) ≥ τ(Q). On a donc bien τ(P ) = τ(Q).
Démontrons le no4. Montrons d’abord que Σ est un système de Ore à gauche dans Gr(P ).

On a déjà 1Gr(P ) = gr(1P ) ∈ Σ. De plus, pour s, t ∈ S, on a gr(s)gr(t) = gr(st) par intégrité
de Gr(P ) donc Σ est une partie multiplicative de Gr(P ). Ses éléments étant non nuls, ils sont
aussi tous réguliers. Il reste à établir que Σ vérifie la condition de Ore à gauche.

Soient σ ∈ Σ et π ∈ Gr(P ). Il existe s ∈ S et des éléments {pj}1≤j≤n dans P tels que :

σ = gr(s) et π =
n∑

j=1

gr(pj),

où les πj = gr(pj) sont homogènes, de degrés deux à deux distincts. D’après le lemme d’existence
de dénominateurs communs [27, lemme 2.1.8], il existe t ∈ S et r1, . . . , rn ∈ P tels que tpj = rjs
pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Notons τ = gr(t) ∈ Σ et ρj = gr(rj) ∈ Gr(P ). De l’intégrité de Gr(P )
on déduit, pour tout j ∈ {1, . . . , n} :

τπj = gr(t)gr(pj) = gr(tpj) = gr(rjs) = gr(rj)gr(s) = ρjσ,

d’où τ(π1 + . . .+ πn) = (ρ1 + . . .+ ρn)σ, avec τ ∈ Σ. C’est bien la condition de Ore à gauche.
On peut à présent considérer le localisé Σ−1Gr(P ). L’identité (1.26) signifie que la filtration

de P est induite sur P par celle de Q. On en déduit une inclusion naturelle Gr(P ) ↪→ Gr(Q).
Or les éléments de Σ sont inversibles dans Gr(Q) : on vérifie en effet que, pour s ∈ S, on a
gr(s)−1 = gr(s−1) dans Gr(S−1P ). On a donc un morphisme d’algèbres associatives injectif
Σ−1Gr(P ) ↪→ Gr(S−1P ). Enfin, il est facile de voir que ce morphisme est aussi surjectif.

Pour le no5, il reste à observer que le crochet de Poisson sur Σ−1Gr(P ) défini par l’isomor-
phisme (1.25) prolonge le crochet de Poisson naturel sur Gr(P ). La proposition est démontrée.

On considère à présent le cas particulier où P admet un corps des fractions (à gauche), c’est-
à-dire le cas où P est intègre et où l’ensemble S = P r {0} est un système de Ore (à gauche).
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On notera K = Frac(P ) le localisé S−1P . On suppose toujours que l’algèbre associative Gr(P )
est intègre. Le corps K est naturellement filtré par la famille {Kn}n∈Z, avec :

Kn = {q−1p | p, q ∈ P ; q 6= 0 ; ν(p)− ν(q) ≤ n}.

On notera encore ν l’application filtration définie sur K tout entier. On a :

Corollaire 1.45 Soit H l’ensemble des éléments homogènes non nuls de Gr(P ). L’algèbre
graduée associée Gr(K) s’identifie naturellement au localisé de Gr(P ) en H. L’inclusion natu-
relle Gr(P ) ↪→ Gr(K) est un morphisme d’algèbres de Poisson.
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Chapitre 2

Dimensions et degrés de
transcendance des algèbres de
Poisson

Introduction

Dans ce chapitre, on cherche à généraliser les notions de dimension et degré de transcendance
de Gelfand-Kirillov dans le cadre plus général des algèbres de Poisson, en vue d’appliquer cette
théorie aux algèbres de Lie de dimension infinie et à leurs algèbres enveloppantes et symétriques.

La première partie est une exposition générale de la notion de croissance des fonctions définies
sur N, à valeurs réelles positives. Cette notion est très voisine des notions classiques [24, 33].
Ensuite, pour tout entier q ≥ 1, on introduit une famille de fonctions de jauge Φq

α dépendant
d’un paramètre réel α > 0, considérée par Pétrogradsky en [33]. La comparaison de la croissance
d’une fonction f à la croissance des fonctions Φq

α, à q fixé, permet de définir un invariant de
la croissance de f appelé dimension de niveau q de f . Quelques propriétés élémentaires de la
dimension de niveau q des fonctions croissantes sont alors établies.

La deuxième partie est consacrée à la définition et à l’étude de la notion de croissance pour les
algèbres et modules de Poisson. Dans le cas particulier d’une algèbre associative ou d’une algèbre
de Lie, on retrouve la théorie classique [24, 33, 37]. La croissance d’une algèbre de Poisson P
repose sur la notion de sous-espace engendré par des monômes de Poisson en des éléments d’un
sous-espace X, définie de manière à tenir compte des deux lois de composition sur P , à savoir la
multiplication associative et le crochet de Poisson. Lorsque X est un sous-espace générateur de
l’algèbre de Poisson P , on note γX(n) la dimension du sous-espace engendré par des monômes
de Poisson de degré au plus n en les éléments de X. On montre que la croissance de la fonction
γX est indépendante du choix du sous-espace générateur X ; on peut alors définir, pour tout
entier q ≥ 1, la notion de dimension de niveau q d’une algèbre de Poisson. Pour q = 1, 2 et 3, on
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retrouve les notions classiques de dimension d’espace vectoriel, de dimension de Gelfand-Kirillov
et de superdimension des algèbres associatives. Cette partie s’achève par la comparaison de la
dimension de niveau q d’une algèbre de Lie et des dimensions de niveau q + 1 de ses algèbres
enveloppante et symétrique (théorème 2.63). Les résultats obtenus ici sont un peu moins précis
que ceux obtenus par Pétrogradsky en [33] ; toutefois, il convient de noter que dans le cas où
q = 2, on peut omettre une condition technique figurant dans les hypothèses de [33, proposition
2]. Un argument classique permet alors d’établir l’existence d’un corps enveloppant pour une
très large classe d’algèbres de Lie.

Dans la troisième partie, on définit une notion de degré de transcendance de niveau q pour
les algèbres de Poisson par le même procédé que celui employé dans [19] pour définir le degré
de transcendance de Gelfand-Kirillov à partir de la dimension de Gelfand-Kirillov. En suivant
l’article de Zhang [42], on étudie brièvement les propriétés générales de ce degré de transcendance
dans le cadre des localisations d’algèbres de Poisson filtrées. Les théorèmes obtenus sont alors
appliqués pour démontrer le résultat suivant (théorème 2.78). Soit g une algèbre de Lie telle que
Dimq(g) <∞ pour un entier q ≥ 1. Alors on a :

Tdegq+1 Frac (U(g)) = Tdegq+1 Frac (S(g)) = Dimq+1 U(g) = Dimq+1 S(g) ≤ Dimq(g).

Avec une condition supplémentaire (peu restrictive dans la pratique) sur g, la dernière inégalité
est une égalité. Pour q = 1, on retrouve les théorèmes classiques sur le degré de transcendance
de Gelfand-Kirillov des corps enveloppants d’algèbres de Lie de dimension finie [19, 24, 42]. Pour
q ≥ 2, les résultats semblent nouveaux.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K quelconque.

2.1 Croissance et dimension des fonctions

2.1.1 Notion de croissance

Notations 2.1 Soient f, g : N → R+ deux fonctions définies sur N, à valeurs réelles et positives.
On écrira f � g s’il existe un entier C > 0 tels que f(n) ≤ g(Cn) pour n assez grand. On écrira
f � g si, pour tout réel ρ > 1 : f � ρg.

Cette notion est légèrement différente de celles utilisées par Pétrogradsky en [33] et par Krause
et Lenagan dans [24]. L’utilité de cette modification apparâıtra au lemme 2.4. La relation �
est une relation de pré-ordre, c’est-à-dire qu’elle est réflexive et transitive. On peut donc définir
une relation d’équivalence ∼ sur l’ensemble des fonctions de N vers R+ en posant f ∼ g si
f � g et g � f . Lorsque f � g mais pas f ∼ g, on écrira f ≺ g. Enfin, on notera Γ(f) la
classe d’équivalence de f modulo ∼ : Γ(f) est appelée croissance de f . Notons que la relation
de pré-ordre � induit une relation d’ordre, encore notée �, sur l’ensemble des croissances de

28



fonctions.

Remarque 2.2 Dans toute la suite, on s’intéressera essentiellement au comportement des fonc-
tions au voisinage de +∞. En particulier, on identifiera souvent implicitement des fonctions
cöıncidant partout, sauf en un nombre fini de points. On pourra donc parfois se contenter de
définir une fonction f uniquement sur un sous-ensemble de N de la forme {N,N + 1, . . .} avec
N ≥ 1 ; on pourrait poser f(k) = 0 pour k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} pour que f soit effectivement
définie sur N tout entier.

Terminologie 2.3 Soit f : N → R+ une fonction. Si f ≺ exp(n), la fonction f est dite à crois-
sance sous-exponentielle.

Pour les fonctions définies sur N, à valeurs dans R, il existe par ailleurs une relation d’équivalence
plus classique, définie de la manière suivante. Pour f, g : N → R, on notera f ≈ g s’il existe une
application ρ : N → R telle que lim

n→∞
ρ(n) = 1 et f(n) = g(n)ρ(n) pour tout n ≥ 0.

Lemme 2.4 Soient f, g : N → R+ deux applications à valeurs positives.

1. On suppose f ≈ g : on a alors f ∼ g. La réciproque est fausse.

2. Il existe des fonctions croissantes f, g : N → R+ telles que f ≈ g mais que l’on ait ni f�g,
ni g � f .

Preuve. Démontrons le no1. Soit ρ > 1. Comme f ≈ g il existe N ≥ 1 tel que pour tout
n ≥ N : f(n) ≤ ρg(n), d’où f � ρg. Comme ρ est arbitraire, on a f � g et par symétrie f ∼ g.
La réciproque est fausse, comme on le voit en posant par exemple f(n) = n et g(n) = 2n.

Passons à la démonstration du no2. On définit tout d’abord une suite strictement croissante
d’entiers (nk)k≥1 par récurrence de la manière suivante :

n1 = 1 ; nk+1 = nk + n2
k si k ≥ 1.

Pour tout k ≥ 1, l’ensemble [nk, nk+1[ est un intervalle de longueur nk+1 − nk = n2
k dans N.

Considérons ensuite deux suites réelles positives croissantes (fk)k≥1 et (gk)k≥1 telles que, pour
tout k ≥ 1, l’on ait :

g2k−1 < f2k−1 < f2k < g2k.

Autrement dit, on impose la condition gm < fm si m est impair et fm < gm si m est pair. On
définit alors f, g : N → R+ par :

(∀n ∈ [nk, nk+1[, : f(n) = fk et g(n) = gk.
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Démontrons à présent que f et g sont incomparables pour la relation �. Supposons f � g : il
existe N,C > 0 tels que pour tout n ≥ N , f(n) ≤ g(Cn). Pour k suffisamment grand, on a
nk ≥ N ; en particulier on a alors fk = f(nk) ≤ g(Cnk). Par ailleurs, pour k assez grand, on a
aussi Cnk−nk = (C−1)nk < n2

k ; dans ce cas, on a Cnk ∈ [nk, nk+1[ et, par suite, g(Cnk) = gk.
On a donc, pour tout k suffisamment grand, fk ≤ gk, ce qui est une contradiction lorsque k est
impair. On n’a donc pas f � g. De même, on démontrerait que l’on n’a pas g � f . Enfin, en
choisissant les suites (fk)k≥1 et (gk)k≥1 de sorte que lim

k→∞
fk/gk = 1, on a aussi f ≈ g.

2.1.1.1 Opérations sur les croissances

Lemme 2.5 Soient f, g, f ′, g′ : N → R+ des fonctions croissantes et positives. On suppose
f � f ′ et g � g′.

1. On a f + g � f ′ + g′ et fg � f ′g′. En particulier si f ∼ f ′ et g ∼ g′, alors f + g ∼ f ′ + g′

et fg ∼ f ′g′.

2. On a sup(f, g) � sup(f ′, g′) et inf(f, g) � inf(f ′, g′). En particulier si f ∼ f ′ et g ∼ g′,
alors sup(f, g) ∼ sup(f ′, g′) et inf(f, g) ∼ inf(f ′, g′).

Preuve. Par transitivité, on peut supposer g = g′. Pour tout ρ > 1, il existe C,N > 0 tels que
f(n) ≤ ρf ′(Cn) lorsque n ≥ N . En utilisant la croissance et la positivité de g, il vient :

f(n) + g(n) ≤ ρf(Cn) + g(n) ≤ ρf(Cn) + ρg(Cn),

d’où f + g � ρ(f ′ + g). Il vient f + g � f ′ + g. Similairement on voit que fg � f ′g′.
Montrons maintenant que inf(f, g) � inf(f ′, g). Soit ρ > 1. Pour n assez grand, on a

inf(f, g)(n) ≤ f(n) ≤ ρf ′(Cn) par hypothèse et inf(f, g)(n) ≤ g(n) ≤ ρg(Cn) par croissance
et positivité de g. Il vient inf(f, g)(n) ≤ ρ inf(f ′, g)(Cn) pour n assez grand, autrement dit :
inf(f, g) � ρ inf(f ′, g), d’où inf(f, g) � inf(f ′, g). De même on montre que sup(f, g) � sup(f ′, g).

D’après le lemme précédent, les classes d’équivalence de fonctions croissantes N → R+ peut
être muni de lois de composition bien définies et compatibles avec la relation d’ordre naturelle
� de la manière suivante. Pour f, g : N → R+ croissantes, on pose :

Γ(f) + Γ(g) = Γ(f + g) et Γ(f)Γ(g) = Γ(fg).

De plus, cet ensemble ordonné est un treillis ; autrement dit, pour toutes fonctions croissantes
positives f, g : N → R+, l’ensemble {Γ(f),Γ(g)} admet une borne supérieure et une borne
inférieure. Celles-ci sont données par :

sup
(
Γ(f),Γ(g)

)
= Γ

(
sup(f, g)

)
et inf

(
Γ(f),Γ(g)

)
= Γ

(
inf(f, g)

)
.
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Lemme 2.6 Soient f, g : N → R+ deux fonctions croissantes positives.

1. Si f + g � f alors sup(f, g) ∼ f .

2. Si f ∼ 2f et g ∼ 2g, alors sup(f, g) ∼ f + g.

Preuve. Dans le premier cas, on a f � sup(f, g) � f+g � f , d’où le résultat. Dans le deuxième
cas, on a sup(f, g) � f + g � 2 sup(f, g) = sup(2f, 2g) ∼ sup(f, g), prouvant le lemme.

Définition 2.7 Soit f : N → R une fonction définie sur N, à valeurs réelles. La dérivée discrète
de f est la fonction g : N → R définie par g(0) = f(0) et g(n) = f(n)− f(n− 1) si n > 0. On la
notera ∆(f).

Lemme 2.8 Soit f : N → R+ une fonction à valeurs positives.

1. On a f ∼ 2f si et seulement si, pour tout α > 0 : f ∼ αf .

2. Il existe des fonctions f telles que f ≺ 2f .

3. Supposons f croissante, non stationnaire. Si la dérivée discrète ∆(f) est croissante au
voisinage de +∞, alors f ∼ 2f .

4. Soit F : R+ → R+ une application dérivable. Soit f : N → R la restriction de ϕ à N. Si la
fonction dérivée F ′ est croissante, alors la dérivée discrète ∆(f) est croissante aussi.

Preuve. Voyons le no1. On suppose f ∼ 2f . La relation ∼ étant compatible avec le produit des
fonctions croissantes positives, il est facile de voir que pour tout k ∈ Z on a f ∼ 2kf . Soit α > 0
un nombre réel. Il existe k, k′ ∈ Z tel que 2k ≤ α ≤ 2k′ . Mais alors f ∼ 2kf � αf � 2k′f ∼ f ,
d’où f ∼ αf . L’implication réciproque est triviale. Pour le no2, on vérifie facilement que si
f(n) = C est constante, ou si f(n) = ln(n) pour n ≥ 1, on a f ≺ 2f .

Démontrons le no3. On pose λ = ∆(f), en particulier λ(n) = f(n) − f(n − 1) pour tout
n ≥ 1. Posons ensuite :

g(n) =
{

0 si n ∈ {0, . . . , N0}
f(n)− f(N0) si n > N0.

Comme f est croissante, non-stationnaire et que ∆(f) est croissante au voisinage de +∞, on a
lim

n→∞
f(n) = +∞. Il vient f ≈ g, d’où aussi f ∼ g. Ainsi, pour voir que f ∼ 2f , on est ramené à

voir que g ∼ 2g. Posons µ = ∆(g). On a :

µ(n) =
{

0 si n ∈ {0, . . . , N0}
λ(n) si n > N0.
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On en déduit que µ est croissante : par suite, on a µ(k + n) ≥ µ(k) pour tous n, k ≥ 0. Il vient,
pour tout n ≥ 1 :

g(2n)− g(n) = µ(2n) + . . .+ µ(n+ 1) ≥ µ(n) + . . .+ µ(1) = g(n)− g(0) = g(n),

d’où 2g(n) ≤ g(2n). On a donc 2g � g et a fortiori 2g � g. Enfin, l’inégalité g � 2g est toujours
vérifiée, et l’on a bien g ∼ 2g.

Pour le no4, on utilise le théorème des valeurs intermédiaires : pour tout n ≥ 1, il existe
θn ∈]n − 1, n[ tel que ∆(f)(n) = F (n) − F (n − 1) = F ′(θn). Comme la suite {θn}n≥1 et la
fonction F ′ sont croissantes, la dérivée discrète ∆(f) est aussi croissante.

2.1.2 Dimension et niveau d’une fonction

2.1.2.1 Fonctions de jauge

On va introduire à présent les familles de fonctions de jauge définies par Pétrogradsky [33]. En
comparant une fonction f à ces fonctions de jauge, on obtient ainsi des invariants de croissance,
le niveau et la dimension de f . Définissons par récurrence :

ln(1) n = lnn et ln(q+1) n = ln(ln(q) n), q = 1, 2, . . . .

On pose alors, pour tous α ∈]0,+∞[ et n ∈ N suffisamment grand :

Φ1
α(n) = α ; Φ2

α(n) = nα ; Φ3
α(n) = exp(n

α
α+1 ) ; Φq

α(n) = exp

(
n

(ln(q−3) n)1/α

)
, q = 4, 5, . . . .

Notons que, pour q ≥ 4, les fonctions Φq
α(n) ne sont pas définies pour n au voisinage de 0.

Lemme 2.9 Pour tous q ≥ 2 et α > 0, on a Φq
α ∼ 2Φq

α.

Preuve. En se servant du lemme 2.8, no4, c’est très facile.

Lemme 2.10 Pour q, r ≥ 1 et α, β > 0 on a les inégalités strictes :

1. Φq
α(n) ≺ Φq

β(n) si α < β ;

2. Φq
α(n) ≺ Φr

β(n) si q < r ;

3. Φq
α(n) ≺ exp(n).

Preuve. C’est le résultat de [33, lemme 1].
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2.1.2.2 Dimensions et niveaux

Soit f : N → R+ une fonction positive. Pour tout q ≥ 1 on appelle dimension de niveau q de
f (resp. dimension inférieure de niveau q de f) la quantité suivante :

Dimq(f) = inf{α > 0 | f(n) � Φq
α(n)}

(
resp. Dimq(f) = sup{α > 0 | f(n) � Φq

α(n)}
)
.

Ainsi Dimq(f),Dimq(f) ∈ [0,+∞]. Par construction, il s’agit d’un invariant de la croissance
Γ(f). Grâce au lemme 2.10, on voit que s’il existe q ≥ 1 tel que Dimq(f) ∈]0,+∞[, alors
Dimr(f) = 0 pour r > q et Dimr(f) = +∞ pour r < q. L’entier q est alors défini de manière
unique et appelé niveau de la fonction f , noté lev(f). S’il existe q ≥ 1 tel que Dimq(f) = +∞
et Dimq+1(f) = 0, on dira que f est située entre les niveaux q et q + 1.

2.1.2.3 Dimensions fortes

Il est techniquement agréable d’introduire la notion de dimension forte d’une fonction,
légèrement différente en général de la notion introduite précédemment. On appelle dimension
forte de niveau q de f (resp. dimension inférieure forte de niveau q de f) la quantité suivante :

stdimq(f) = inf{α > 0 | f(n) ≤ Φq
α(n) pour n assez grand}(

resp. stdimq(f) = sup{α > 0 | f(n) ≥ Φq
α(n) pour n assez grand}

)
.

Lemme 2.11 On considère un entier q ≥ 1.

1. On suppose q ≥ 2. Soient c, β, ε > 0 et ρ > 1 des réels. Il existe N0 ∈ N? tel que, pour tout
n ≥ N0 : ρΦq

β(cn) ≤ Φq
β+ε(n).

2. Soit f : N → R+ une fonction. On a : Dimq(f) = stdimq(f) et Dimq(f) ≥ stdimq(f). Si
de plus f est croissante, alors Dimq(f) = stdimq(f).

Preuve. Il s’agit essentiellement du résultat [33, lemme 2]. On va toutefois en reprendre la
démonstration. Démontrons le no1 par exemple pour q = 3 ; les autres cas se traitent de manière
analogue. Notons b = β

β+1 et a = β+ε
β+ε+1 . Pour tout entier n ≥ 1, on a l’équivalence :

ρ exp((cn)b) ≤ exp(na) ⇐⇒ exp(cbnb − na) ≤ 1
ρ

(2.1)

Comme 0 < b < a, on a lim
n→∞

(cbnb−na) = −∞ ; l’inégalité de droite dans (2.1) est donc vérifiée
si n est suffisamment grand.

Démontrons le no2. Si f(n) ≤ Φq
α(n) pour n assez grand, on a aussi f � Φq

α. L’inégalité
Dimq(f) ≤ stdimq(f) est alors claire. De même, il est facile de montrer que stdimq(f) ≤ Dimq(f).
Il reste à établir les inégalités inverses. On traite séparément les cas q = 1 et q ≥ 2.
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Commençons par le cas où q ≥ 2. Posons α = Dimq(f). Soient ρ > 1 et ε > 0. Il existe
C,N ∈ N? tels que f(n) ≤ ρΦq

α+ε(Cn), pour n ≥ N . D’après le no1, il existe un entier N ′ ≥ N tel
que ρΦq

α+ε(Cn) ≤ Φq
α+2ε(n) pour tout n ≥ N ′. Il vient f(n) ≤ Φq

α+2ε(n) pour n assez grand, d’où
stdimq(f) ≤ α+2ε. En faisant tendre ε vers 0, on en déduit l’inégalité stdimq(f) ≤ α = Dimq(f).

Supposons à présent f croissante. On pose maintenant α = Dimq(f). Soit ρ > 1. Pour ε > 0
assez petit, il existe C,N1 ∈ N? tels que Φq

α−ε(n) ≤ ρf(Cn) pour n ≥ N1. Par ailleurs, il existe
N2 ∈ N? tel que Φq

α−ε(n) ≥ ρΦq
α−2ε((C + 1)n) pour n ≥ N2. Posons N = max{CN1, CN2, C

2}.
Pour tout n ≥ N , on peut écrire n = Cm + r, avec 0 ≤ r < C. Comme n ≥ N ≥ C2, on en
déduit que m ≥ C ; en particulier, (C + 1)m ≥ Cm+C ≥ Cm+ r = n. De même, m ≥ N1. On
en déduit les inégalités suivantes :

f(n) ≥ f(Cm) (par croissance de f)

≥ 1
ρ
Φq

α−ε(m) (parce que m ≥ N1)

≥ Φq
α−2ε

(
(C + 1)m

)
(d’après le no1)

≥ Φq
α−2ε(n) (par croissance de Φq

α−2ε).

On a ainsi montré que f(n) ≥ Φq
α−2ε(n) pour n assez grand. Il vient stdimq(f) ≥ α − 2ε pour

tout ε > 0 assez petit, puis stdimq(f) ≥ α par passage /‘a la limite quand ε tend vers 0.
Traitons à présent le cas où q = 1. On note encore α = Dim1(f). Pour tous ρ > 1 et ε > 0, il

existe C,N > 0 tel que f(n) ≤ ρΦ1
α+ε(Cn) = ρ(α+ ε) si n ≥ N . Il vient stdim1(f) ≤ ρ(α+ ε),

d’où stdim1(f) ≤ α par passage à la limite quand ρ tend vers 1 et ε tend vers 0.
Supposons maintenant f croissante ; on pose α = Dim1(f). On a, pour tout ε > 0 assez petit,

Φα−ε � f . Pour tout ρ > 1, il existe N > 0 tel que α− ε ≤ ρf(Cn) si n ≥ N . Par croissance de
f , on en déduit, pour n ≥ CN :

α− ε

ρ
≤ f(n).

L’inégalité stdim1(f) ≥ α s’obtient par passage à la limite quand ρ tend vers 1 et ε tend vers 0.

Remarque 2.12 L’inégalité stdimq(f) ≤ Dimq(f) est stricte en général. Considérons par exemple
f : N → R+, définie par f(n) = n si n est pair, et f(n) = 0 si n est impair. Il est clair que
stdim2(f) = 0, et comme Φ2

1(n) = n ≤ f(2n), on a Dim2(f) ≥ 1 (on voit facilement que
Dim2(f) = 1 en fait).

2.1.2.4 Dimension de Gelfand-Kirillov et superdimension

Introduisons, pour une fonction f : N → R+ les notions de dimension de Gelfand-Kirillov et
de superdimension de f . On pose :

GKdim(f) = lim sup
n→∞

ln f(n)
lnn

; GKdim(f) = lim inf
n→∞

ln f(n)
lnn

;
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Sdim(f) = lim sup
n→∞

ln ln f(n)
lnn

; Sdim(f) = lim inf
n→∞

ln ln f(n)
lnn

.

Lemme 2.13 [33, Corollary 2] Soit f : N → R+ une fonction positive.

1. La dimension forte (resp. dimension inférieure forte) de niveau 1 de f cöıncide avec la
limite supérieure (resp. limite inférieure) de f :

stdim1(f) = lim sup
n→∞

f(n) ; stdim1(f) = lim inf
n→∞

f(n).

2. Les dimensions fortes de niveau 2 de f cöıncident avec les dimensions de Gelfand-Kirillov
de f :

stdim2(f) = GKdim(f) ; stdim2(f) = GKdim(f).

3. Les dimensions fortes de niveau 3 de f cöıncident, à une normalisation près, avec les
superdimensions de f :

stdim3(f) =
Sdim(f)

1− Sdim(f)
; stdim3(f) =

Sdim(f)
1− Sdim(f)

.

4. Les dimensions fortes de niveau q ≥ 4 de f peuvent se calculer comme suit :

stdimq(f) = lim sup
n→∞

ln(q−2) n

lnn− ln ln f(n)
; stdimq(f) = lim inf

n→∞

ln(q−2) n

lnn− ln ln f(n)
.

Preuve. On écrit les démonstrations pour stdimq ; le cas de stdimq peut s’établir de la même
manière. Supposons d’abord q = 1. Comme Φ1

α ≡ α, on a :

stdim1(f) = inf{α > 0 | f(n) ≤ α pour n� 0}.

Par ailleurs, on a lim sup
n→∞

f(n) = lim
n→∞

sup
k≥n

{f(k)} ; on vérifie alors immédiatement que stdim1(f) =

lim sup
n→∞

f(n).

Supposons maintenant q = 2. Notons α = stdim2(f). Pour tout α′ > α, il existe N ≥ 1 tel
que pour tout n ≥ N : f(n) ≤ Φ2

α′(n) = nα′ . Il vient :

(∀n ≥ N) :
ln f(n)

lnn
≤ α′,

d’où GKdim(f) ≤ α′ ; en faisant tendre α′ vers α on obtient GKdim(f) ≤ stdim2(f). Démontrons
l’inégalité réciproque. On pose β = GKdim(f). Pour tout β′ > β, il existe N ≥ 1 tel que l’on
ait :

sup
n≥N

{ ln f(n)
lnn

} ≤ β′,
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d’où f(n) ≤ nβ′ pour tout n ≥ N . Il vient stdim2(f) ≤ β′ ; en faisant tendre β′ vers β on trouve
bien stdim2(f) ≤ GKdim(f).

Supposons ensuite q = 3. Observons d’abord qu’on a une bijection croissante Θ :]0,∞[↔]0, 1[
définie par Θ(a) = a

a+1 pour tout a ∈]0,+∞[. La bijection réciproque Θ−1 est donnée par
Θ−1(b) = b

1−b pour tout b ∈]0, 1[. On pose maintenant α = stdim3(f). Pour tout α′ > α, il
existe N ≥ 1 tel que pour tout n ≥ N : f(n) ≤ Φ3

α′(n) = exp(nα′/(α′+1)). Il vient :

(∀n ≥ N) :
ln ln f(n)

lnn
≤ α′

α′ + 1
,

d’où Sdim(f) ≤ α′/(α′ + 1). En faisant tendre α′ vers α, il vient Sdim(f) ≤ α/(α + 1). En
appliquant Θ−1, on obtient Sdim(f)

1−Sdim(f) ≤ stdim3(f). Similairement, on montre que stdim3(f) ≤
Sdim(f)

1−Sdim(f) .
Supposons enfin q ≥ 4. Posons à nouveau α = stdimq(f). Pour tout α′ > α, il existe N ≥ 1

tel que :

(∀n ≥ N) : f(n) ≤ exp

(
n

(ln(q−3) n)1/α′

)
.

Pour tout n ≥ N , on a donc ln ln f(n) ≤ ln n− 1
α′

ln(q−2) n, d’où l’on tire :

(∀n ≥ N) : α′ ≥ ln(q−2)(n)
ln(n)− ln ln f(n)

.

On en déduit comme précédemment que α′ ≥ lim sup
n→∞

ln(q−2) n

lnn− ln ln f(n)
, puis que stdimq(f) ≥

lim sup
n→∞

ln(q−2) n

lnn− ln ln f(n)
. L’inégalité réciproque se démontre de manière analogue.

Remarque 2.14 D’après le lemme 2.11, le résultat précédent reste valable en remplaçant stdimq

par Dimq ; si de plus f est croissante, on peut aussi remplacer stdimq par Dimq.

On cherche maintenant à savoir comment se comportent les dimensions d’un niveau donné
par rapport aux opérations naturelles sur les croissances.

Proposition 2.15 Soient f, g : N → R+ deux fonctions croissantes, positives. On a :
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1. Pour q = 1 :

Dim1(f + g) = Dim1(f) + Dim1(g) = Dim1(f + g) = Dim1(f) + Dim1(g) ;

Dim1(fg) = Dim1(f) Dim1(g) = Dim1(fg) = Dim1(f)Dim1(g).

2. Pour q = 2 :

Dim2(f + g) = sup{Dim2(f),Dim2(g)} ; Dim2(f + g) ≥ sup{Dim2(f),Dim2(g)} ;

Dim2(fg) ≤ Dim2(f) + Dim2(g) ; Dim2(fg) ≥ Dim2(f) + Dim2(g).

3. Pour q ≥ 3 :

Dimq(f + g) = sup{Dimq(f),Dimq(g)} ; Dimq(f + g) ≥ sup{Dimq(f),Dimq(g)} ;

Dimq(fg) ≤ sup{Dimq(f),Dimq(g)} ; Dimq(fg) ≥ sup{Dimq(f),Dimq(g)}.

Preuve. Pour le no1, on observe que pour une fonction croissante f , la limite de f en +∞
existe. D’après le lemme 2.13, on a dans ce cas Dim1(f) = Dim1(f) = lim

n→∞
f(n). Dès lors, les

identités annoncée sont évidentes.
Pour le no2, notons α = Dim2(f) et β = Dim2(g). On peut supposer α ≥ β. Pour tout ε > 0,

on a, d’après le lemme 2.10 :

f + g � Φ2
α+ε + φ2

β+ε � 2Φ2
α+ε ∼ Φ2

α+ε,

d’où Dim2(f + g) ≤ α+ ε. En faisant tendre ε vers 0, on obtient Dim2(f + g) ≤ α. Comme par
ailleurs f ≤ f + g, on a aussi α = Dim2(f) ≤ Dim2(f + g). Les autres inégalités et le cas q ≥ 3
se traitent de même à l’aide du lemme 2.10.

2.1.3 Partitions généralisées

Le contenu de cette partie reprend essentiellement les parties 1 et 2 de l’article de Pétrogradsky
[33]. La notion de partition généralisée nous permettra d’introduire un opérateur Π agissant sur
les suites d’entiers positifs (partie 2.1.3.3). On verra en 2.62 que cet opérateur est exactement
celui qui permet de passer de la croissance d’une algèbre de Lie à son algèbre enveloppante.
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2.1.3.1 Lemme préparatoire

Lemme 2.16 [33, lemmes 6,7] Soient x, y ∈ N deux entiers.

1. On a les majorations :
(
x+ y − 1

y

)
≤
{
xy si x ≥ 1, y ≥ 0 ;
yx si x ≥ 1, y ≥ 2.

2. Les fonctions x 7→
(
x+ y − 1

y

)
et y 7→

(
x+ y − 1

y

)
sont croissantes.

3. Pour y suffisamment grand, on a
(

2y − 1
y

)
≥ exp(y).

Preuve. On écrit d’abord :(
x+ y − 1

y

)
=
x+ y − 1

y
.
x+ y − 2
y − 1

. . .
x+ 1

2
.
x

1
. (2.2)

Lorsque x, z ≥ 1 on voit que
x+ z − 1

z
≤ x ; en majorant chaque terme dans (2.2) par x, on

trouve bien
(
x+ y − 1

y

)
≤ xy. Si y ≥ 2, on utilise l’inégalité précédente avec X = y − 1 et

Y = x : l’inégalité
(
X+Y−1

Y

)
≤ XY devient alors(

y − 1 + x

x

)
≤ (y − 1)x ≤ yx.

Pour le no2, on voit sur l’expression (2.2) que l’expression
(
x+ y − 1

y

)
est croissante par

rapport à la variable x ; on peut voir de même qu’elle est croissante par rapport à y.
Pour le no3, on utilise l’équivalent de Stirling :

n! ≈ (
n

e
)n
√

2πn. (2.3)

On a, au voisinage de l’infini :

(
2y − 1
y

)
=

1
2

(
2y
y

)
≈ 1

2
(2y)2y

e2y

√
4πy

ey

yy

ey

yy

1
2πy

≈ 1
2

22y

√
πy
.

Comme 4
e > 1, on a lim

y→+∞

4y

2
√
πy
e−y = +∞. On en déduit alors bien l’inégalité annoncée.
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2.1.3.2 Partitions généralisées

Définition 2.17 Soit a = {an}n≥1 une suite d’entiers positifs. La suite de partitions généralisées
associée à la suite a est la suite c = π(a) définie par la formule :

(∀n ∈ N?) : cn =
∑

y1,...,yn∈N
y1+...+nyn=n

ha
n(y1, . . . , yn), (2.4)

où l’on a posé :

ha
n(y1, . . . , yn) =

n∏
j=1

(
yj + aj − 1

yj

)
. (2.5)

On écrira souvent hn au lieu de ha
n.

Lemme 2.18 On fixe une suite a d’entiers positifs. On définit les fonctions hn = ha
n comme

ci-dessus.

1. Si y1 + 2y2 + . . . + nyn = n, alors l’entier hn(y1, . . . , yn) est le nombre de solutions de
l’équation :

1.(x1,1 + . . .+ x1,a1) + . . .+ n.(xn,1 + . . .+ xn,an) = n, (2.6)

dont les inconnues xi,j ∈ N satisfont à la condition supplémentaire :

(∀ j ∈ {1, . . . , n} : xj,1 + . . .+ xj,aj = yj .

2. Pour tout n ≥ 1, l’entier cn défini par (2.4) est le nombre total de solutions de l’équation
(2.6) à inconnues dans N.

Preuve. Le no2 résulte immédiatement du no1, que l’on se propose d’établir. Or pour N et
Y donnés, on sait que l’équation X1 + . . . + XN = Y , d’inconnues X1, . . . , XN ∈ N, admet

exactement
(
Y +N − 1

Y

)
solutions. Le système


x1,1 + . . .+ x1,a1 = y1

. . . . . . . . .
xn,1 + . . .+ xn,an = yn

admet donc bien hn(y1, . . . , yn) =
(
y1 + a1 − 1

y1

)
. . .

(
yn + an − 1

yn

)
solutions.

Remarque 2.19
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1. Le terme de partition généralisée est justifié par le fait suivant. Si l’on considère la suite
constante définie par an = 1 pour tout n ≥ 1, alors cn est le nombre de solutions dans N
de l’équation y1 +2y2 + . . .+nyn = n, autrement dit cn = p(n) est le nombre de partitions
de l’entier n.

2. Les suites a et c sont liées par la relation suivante [5] :

∞∏
n=1

1
(1− tn)an

=
∞∑

n=0

cnt
n.

Le résultat classique suivant, cité par Pétrogradsky en [33], nous sera utile dans le calcul des
dimensions de niveau ≥ 3 des suites de partitions généralisées associées aux fonctions de jauge
Φq

α.

Proposition 2.20 On note p(n) le nombre de partitions d’un entier n ≥ 1. On a, au voisinage
de l’infini :

p(n) ≈ 1
4
√

3n
eπ
√

2n/3.

En particulier, p(n) ∼ Φ3
1(n) et p(1) + p(2) + . . .+ p(n) ∼ Φ3

1(n) aussi.

2.1.3.3 L’opérateur Π

Définition 2.21 Soit α une suite croissante d’entiers, a = ∆(α) sa dérivée discrète. On définit
la suite A = Π(α) comme suit : si c = π(a) est la suite de partitions généralisées associée à la
suite positive a, on pose pour tout n ≥ 1 : An = c1 + . . .+ cn.

On voit, grâce au lemme 2.18, que An est le nombre de solutions dans N de l’inéquation :

1.(x1,1 + . . .+ x1,a1) + 2.(x2,1 + . . .+ x2,a2) + . . .+ n.(xn,1 + . . .+ xn,an) ≤ n. (2.7)

On peut indexer différemment les inconnues xi,j ∈ N. Pour tout n ≥ 1, on pose :

(X1, . . . , Xαn) = (x1,1, . . . , x1,a1 ; . . . ;xn,1, . . . , xn,an).

On notera par commodité :

X = (X1, . . . , Xαn) ;
x = (x1,1, . . . , x1,a1 ; . . . ;xn,1, . . . , xn,an).

Pour tout k ≥ 1, il existe un unique couple (i, j) tels que Xk = xi,j . On vérifie que

i = i(k) = max{s ∈ N? | a1 + . . .+ as ≤ k}.
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On observe alors que x est solution de (2.7) si et seulement si X est solution de :

αn∑
k=1

i(k)Xk ≤ n. (2.8)

Lemme 2.22 Soient α, β deux suites d’entiers positifs et A = Π(α), B = Π(β) comme ci-
dessus. S’il existe N ≥ 1 tel que αn ≤ βn pour tout n ≥ N , alors An � Bn.

Preuve. Il suffit de montrer que An �Bn. Notons an, bn les dérivées discrètes de αn, βn. Pour
tout k ≥ 1, on note :

i(k) = max{s ∈ N? | a1 + . . .+ as ≤ k} = max{s ∈ N? |αs ≤ k},
j(k) = max{s ∈ N? | b1 + . . .+ bs ≤ k} = max{s ∈ N? |βs ≤ k}.

Comme αs ≤ βs lorsque s ≥ N , on remarquera que j(k) ≤ i(k) lorsque k ≥ αN .
Pour tout n ∈ N?, l’entier An est le nombre de solutions X ∈ Nαn de l’inéquation :

αn∑
k=1

i(k)Xk ≤ n. (2.9)

De même, Bm est le nombre de solutions Y ∈ Nβm de l’inéquation :

βm∑
k=1

j(k)Yk ≤ m. (2.10)

Lorsque n ≥ N , on va construire une injection de l’ensemble des solutions de (2.9) dans l’en-
semble des solutions de (2.10) avec m = cn, la constante c > 0 étant à définir.

Soit c > 0 (on donnera une valeur explicite pour c plus loin). Soit n ≥ N , de sorte que
αn ≤ βn ≤ βcn. Soit X = (X1, . . . , Xαn) ∈ Nαn une solution de (2.8). En particulier on a Xk ≤ n
pour tout k ∈ {1, . . . , αn}. On définit Y = ι(X) ∈ Nβcn par :

(Y1, . . . , Yβcn) = (X1, . . . , Xαn , 0, . . . , 0).
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Par hypothèse on a
αn∑
k=1

i(k)Xk ≤ n. Calculons :

βcn∑
k=1

j(k)Yk =
αn∑
k=1

j(k)Xk =
αn∑
k=1

(
j(k)− i(k)

)
Xk +

αn∑
k=1

i(k)Xk

≤
αn∑
k=1

(j(k)− i(k))Xk + n

≤
αN∑
k=1

(j(k)− i(k))Xk + n (car j(k)− i(k) ≤ 0 pour k > αN )

≤
αN∑
k=1

|j(k)− i(k)|n+ n =

(
1 +

αN∑
k=1

|j(k)− i(k)|

)
n = cn,

avec c = 1+
αN∑
k=1

|j(k)− i(k)|. Donc Y vérifie
βcn∑
k=1

j(k)Yk ≤ cn. L’application ι, qui est clairement

injective, envoie bien toute solution de (2.9) sur une solution de (2.10) avec m = cn : le lemme
est démontré.

Considérons une suite croissante d’entiers positifs a = {an}n≥1. On cherche à comparer les
dimensions de niveau q de Π(a) en fonction de celles de a (corollaire 2.25). On commence cette
étude par un cas particulier de suites équivaentes aux fonctions de jauge de Pétrogradsky. Fixons
un entier q ≥ 2 et un réel α > 0. Si q = 2, on suppose aussi α ≥ 1. Afin de travailler avec des
fonctions à valeurs entières, on remplace les fonctions de jauge Φq

α par des fonctions Ψq
α définies

comme suit. Pour tout n ∈ N :
Ψq

α(n) = [Φq
α(n)],

les crochets désignant la partie entière. Il est clair que Ψq
α ≈ Φq

α pour tout q ≥ 2 et tout
α ∈]0,+∞[, d’où aussi Ψq

α ∼ Φq
α.

On cherche à étudier la croissance de Π(Ψq
α). On rappelle que, pour une suite (bn)n≥1 d’entiers

positifs, on note :

hn(y1, . . . , yn) =
n∏

j=1

(
yj + bj − 1

yj

)
. (2.11)

Lemme 2.23 Fixons un entier n ≥ 1 et posons yk = [nk ], où les crochets désignent la partie

entière. On pose Hn(k) = hn(0, . . . , 0, yk, 0, . . . , 0) =
(

[n/k] + bk − 1
[n/k]

)
.

1. Pour k ∈ {1, . . . , n}, on a Hn(k) ≤ (bk)[n/k].
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2. Pour k ∈ {1, . . . , [n/2]}, on a Hn(k) ≤ nbk .

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 2.16.

Proposition 2.24 Soient q ≥ 2 un entier et α > 0 un réel. Si q = 2, on suppose aussi α ≥ 1.
On a alors :

Dimq+1 Π(Ψq
α) = Dimq+1 Π(Ψq

α) = α.

Preuve. C’est un cas particulier des résultats de Pétrogradsky [33, Propositions 1,2,3]. Il suffit
d’établir les inégalités suivantes :

α ≤ Dimq+1 Π(Ψq
α) ≤ Dimq+1 Π(Ψq

α) ≤ α.

L’inégalité centrale est toujours vérifiée, il reste à établir les deux autres. On étudie les cas
q = 2, q = 3 et q ≥ 4 séparément. On pose βn = Ψq

α(n) et b = ∆(β) la dérivée discrète de
β. Montrons tout d’abord que ∆(Ψq

α) ≈ ∆(Φq
α). Pour tout n ∈ N, il existe un ∈ [0, 1] tel que

Ψq
α(n) = [Φq

α(n)] = Φq
α(n) − un, d’où ∆(Ψq

α)(n) = ∆(Φq
α)(n) − un + un−1. Comme ∆(Φq

α)(n)
tend vers l’infini et |un − un1 | ≤ 2, on en déduit ∆(Ψq

α) ≈ ∆(Φq
α). En particulier, on voit que

∆(Ψq
α) est croissante (au voisinage de l’infini), de sorte que Dimq ∆(Ψq

α) = stdimq ∆(Ψq
α). On e,

déduit en outre :

Dimq ∆(Ψq
α) = Dimq ∆(Ψq

α) =
{
α− 1 si q = 2,
α si q ≥ 3.

Pour alléger les notations, on pose maintenant B = Π(β), de sorte que l’on a :

Bn =
∑

y1,...,yn∈N
y1+...+nyn≤n

hn(y1, . . . , yn), (2.12)

la fonction hn étant définie par (2.11). Avec ces notations, on voit aussi que bn ≤ Φq
α(n) pour

tout n ≥ 1.

Premier cas. On suppose q = 2 et α ≥ 1. On choisit n ≥ 1 suffisamment grand pour avoir
l’inégalité [n/2] ≥ [n1/(α+1)]. On pose p = pn = [n1/(α+1)]. D’après le lemme 2.16 et en utilisant
le fait que bk ≤ Φ2

α(k) = kα, on a :(
yk + bk − 1

yk

)
≤ (bk)

y
k ≤ (kα)yk .

Par ailleurs, comme p < [n/2], on a [n/k] ≥ 1 pour k ∈ {1, . . . , p−1}. Comme y1+2y2+. . .+nyn =
n, on a aussi yk ≤ n pour tout k ; en appliquant encore le lemme 2.16, on en déduit la majoration :(

yk + bk − 1
yk

)
≤ (yk)b

k ≤ nbk .
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Il vient :

hn(y1, . . . , yn) =
n∏

k=1

(
yk + bk − 1

yk

)
=

p−1∏
k=1

(
yk + bk − 1

yk

)
.

n∏
k=p

(
yk + bk − 1

yk

)
≤ nb1 . . . nbp−1︸ ︷︷ ︸

P (n)

. (pα)yp . . . (nα)yn︸ ︷︷ ︸
Q(n)

.

On a d’une part :
P (n) = nb1 . . . nbp−1 = nb1+...+bp−1 = nβp−1 .

Comme βp−1 ≤ βp ≤ Φ2
α(p) = pα, on a :

P (n) ≤ npα ≈ nnα/(α+1)
= exp

(
n

α
α+1 ln(n)

)
∼ Φ3

α(n),

d’où P (n) � Φ3
α(n).

Enfin, en passant au logarithme dans l’expression :

R(n) = (pα)yp . . . (nα)yn = ψ(yp, . . . , yn) (2.13)

on obtient une fonction linéaire des variables yp, . . . , yn. Ces variables appartiennent au simplexe
défini par les équations : {

yp ≥ 0, . . . , yn ≥ 0
yp + (p+ 1)yp+1 + . . .+ nyn ≤ n

donc cette application linéaire atteint son maximum en l’un des sommets ; par conséquent il en
va de même pour ψ. En notant F (k) = (kα)n/k, on en déduit que Q(n) ≤ max{F (p), F (p +

1), . . . , F (n)}. En écrivant F (k) = exp(αn
ln(k)
k

), on voit que la fonction F décrôıt sur [3,+∞[.

Par suite, lorsque n est suffisamment grand, on a max{F (p), F (p + 1), . . . , F (n)} = F (p). Il
vient :

Q(n) ≤ F (p) = (pα)n/p = exp(αn
ln(p)
p

) ≈ exp(αn
1

α+1 ln(n)

n1/(α+1)
)

= exp(
α

α+ 1
ln(n)nα/(α+1)) ∼ Ψ3

α(n).

Finalement, on a montré que Q(n) � Φ3
α(n).

En récapitulant les résultats obtenus sur P (n) et Q(n), on a hn(y1, . . . , yn) � Φ3
αΦ3

α ∼ Ψ3
α.

Maintenant, en notant s(n) le nombre de solutions dans N de l’inéquation y1 + . . . + nyn ≤ n,
on a d’après le lemme 2.20 s(n) ∼ Φ3

1(n) et donc :

Bn =
∑

y1+...+nyn≤n

hn(y1, . . . , yn) � s(n)Φ3
α(n) ∼ Φ3

1Φ
3
α ∼ Φ3

α
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dès que α ≥ 1. Ceci prouve que l’on a Dim3 Π(Ψ2
α) ≤ α.

Démontrons maintenant l’inégalité Dim3(Bn) ≥ α. On rappelle tout d’abord que l’on a
stdim2(bn) = α− 1. Si α = 1 on a :

Bn =
∑

y1+...+nyn≤n

hn(y1, . . . , yn) ≥
∑

y1+...+nyn≤n

1 = p(n) ∼ Φ3
1(n),

d’où le résultat. On suppose donc α > 1. Soit α′ ∈]1, α[ : on va montrer que Dim3(Bn) ≥ α′, ce
qui permettra d’en déduire que Dim3(Bn) ≥ α par passage à la limite quand α′ tend vers α.

Comme stdim2(bn) = α − 1, il existe N ≥ 1 tel que, pour tout n ≥ N , on ait bn ≥ nα′−1 ≥
[nα′−1]. Choisissons alors n assez grand pour avoir en outre N ≤ [n1/(α′+1)] ≤ n ; on notera
p = pn = [n1/(α′+1)]. Posons alors :

hn = hn(0, . . . , 0, yN , . . . , yp, 0, . . . , 0), (2.14)

où yk = [kα′−1] pour k ∈ {N,N + 1, . . . , p} ; on notera yk = 0 sinon. Grâce à (2.12), on voit que

Bn ≥ hn lorsque
n∑

k=1

k.yk ≤ n. Or

n∑
k=1

kyk =
p∑

k=N

kyk ≤
p∑

k=N

k.kα′−1 ≤ k.kα′ ≤ (n1/(α′+1))
α′+1

= n.

Il vient :

Bn ≥ hn =
p∏

m=N

(
ym + bm − 1

bm

)
≥

p∏
m=N

(
2[mα′−1]− 1

[mα′−1]

)
car bk et yk ≥ [kα′−1]

≥ exp([Nα′−1] + . . .+ [pα′−1]) d’après le lemme 2.16

≥ exp(
p∑

m=N

mα′−1 − p)

= exp(pα′c1(p)) = exp(nα′/(α′+1)c2(n)) ∼ exp(nα′/(α′+1)) = Φ3
α′ ,

où les réels c1(p) et c2(n) tendent vers des constantes non nulles lorsque n (et donc p) tendent
vers l’infini. On en déduit alors que Ψ3

α′(n) � Bn, d’où Ψ3
α′ � Bn puis Dim3(Bn) ≥ α′. Ceci

prouve bien que l’on a Dim3 Π(Ψ2
α) ≥ α.

Deuxième cas. On suppose q = 3. On a, pour tout n ≥ 1 : bn ≤ Φ3
α(n) = exp(nα/(α+1)). On

pose a = α/(α+ 1) et δ = 1/a = 1 + 1/α. On considère n ≥ 1 suffisamment grand pour avoir la
minoration [

n

2
] ≥ [(ln n− 2δ ln ln n)δ] ≥ 1. On posera p = pn = [(ln n− 2δ ln ln n)δ]. On a :

pa ≤ (ln n− 2δ ln ln n)δa = ln n− 2δ ln ln n,
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d’où exp(pa) ≤ n

(ln n)2δ
. Comme y1 + . . . + nyn = n, on a yk ≤ n/k pour tout k. D’après le

lemme 2.16, no1, on peut majorer :(
yk + bk − 1

yk

)
≤ byk

k ≤ F (k) = exp(ka)n/k pour tout k ;(
yk + bk − 1

yk

)
≤ ybk

k ≤ G(k) = nexp(ka) si k ≤ [n/2].

On notera que k 7→ F (k) est décroissante et k 7→ G(k) est croissante. Il vient :

hn(y1, . . . , yn) =
n∏

k=1

(
yk + bk − 1

yk

)

=
p−1∏
k=1

(
yk + bk − 1

yk

) n∏
k=p

(
yk + bk − 1

yk

)
≤ G(1) . . . G(p− 1).F (p) . . . F (n)
≤ G(p)p.F (p) . . . F (n).

On a déjà :

G(p)p = exp(ln n. exp(pa).p) ≤ exp
( ln n.n(ln n− 2δ ln ln n)δ

(ln n)2δ

)
≤ exp(

n

(ln n)δ−1
) = exp(

n

(ln n)1/α
) = Φ4

α.

De plus,
Q(n) = F (p) . . . F (n) = (exp pa)yp . . . (exp na)yn .

L’argument utilisé dans la première partie de la démonstration permet de voir qu’il existe k ∈
{p, p+ 1, . . . , n} tel que Q(n) ≤ (exp ka)n/k = exp(nk−1/(α+1)). Cette dernière expression étant
décroissante par rapport à la variable k, on peut majorer :

Q(n) ≤ (exp pa)n/p = exp
( n

(ln n− 2δ ln ln n)δ
.pa
)

= exp
( n

(ln n− 2δ ln ln n)1/α

)
∼ Φ4

α(n).

En rassemblant les deux majorations ainsi établies, on a donc hn(y1, . . . , yn) � Φ4
αΦ4

α ∼ Φ4
α

lorsque y1 + . . . + yn ≤ n. Comme il existe s(n) = p(1) + . . . + p(n) solutions entières à cette
inéquation et que s(n) ∼ Φ3

1, on a :

Bn =
∑

y1+...+nyn≤n

hn(y1, . . . , yn) � s(n)Φ4
α ∼ Φ4

α,
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d’où Dim4(Bn) ≤ α.
Démontrons à présent que Dim4(Bn) ≥ α. Soit a = α/(α + 1). On a stdim3(bn) = α. On

en déduit que, pour tout α′ < α, il existe un entier Nc ≥ 1 tel que, pour tout n ≥ 1, on ait
bn ≥ exp(na′) + 1, avec a′ = α′/(α′ + 1).

Posons δ = 1/a′ = 1+1/α′. On pose aussi p = pn = [ln(n2)δ], et on choisit n ≥ 1 suffisamment
grand pour avoir les conditions supplémentaires suivantes :

n ≥ [ln(n2)δ] et
n

p
− 3

2
≥ 1

2
n

ln(n2)δ
.

On pose enfin yp = [n/p]. Dans le calcul qui suit, on notera cp = bp − 1. On a, en se servant de
l’équivalent de Stirling (2.3) :

Hn(p) =
(
bp + yp − 1

yp

)
≈ (cp + yp)cp+yp

c
cp
p y

yp
p

√
cp + yp

2πcpyp

≥ (1 + yp/cp)cp(1 + cp/yp)yp√
2πcpyp

≥ (cp/yp)yp

√
2πyp

√
(cp/yp)

≥ Qn(p)√
2πn

,

où l’on a posé Qn(p) =
(
bp − 1
n

)n/p−3/2

. On définit une suite ρn par la condition [ln(n2)δ] =

ρn ln(n2)δ ; en particulier lim
n→∞

ρn = 1. En utilisant les minorations :

n

p
− 3

2
≥ 1

2
n

ln(n2)δ
et bp − 1 ≥ exp(pa′),

on voit que :

Qn(p) ≥

(
exp(pa′)
2(ln(n2)δ

)n(ln(n2)δ)/2

= exp
(

n

2 ln(n2)δ
(pa′ − ln(n))

)
.

Or on a :
pa′ = ρa′

n ln(n2)a′δ = ρa′
n ln(n2) = 2ρa′

n ln(n).

Il vient :

Qn(p) ≥ exp
(

n

21+δ ln(n)δ
(2ρa′

n − 1) ln(n))
)
.

Comme lim
n→∞

ρa′
n = 1, il existe c > 0 tel que, pour tout n suffisamment grand, on ait

2ρa′
n − 1
21+δ

≥
c > 0. Dans ce cas, on a aussi :

Qn(p) ≥ exp
(

n

c(ln(n)1/α′)

)
∼ Φ4

α′(n).
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Il vient :
Bn =

∑
y1+...+nyn≤n

hn(y1, . . . , yn) ≥ Hn(p) � 1√
2πn

Φ4
α′ ∼ Φ4

α′ ,

d’où Dim4(Bn) ≥ α′. En faisant tendre α′ vers α, on en déduit que Dim4 Π(Ψ3
α) ≥ α.

Troisième cas. On suppose q ≥ 4. On pose par commodité r = q − 3 et a = 1/α. Pour tout
k ≥ 1, on a bk ≤ Φq

α(k) = exp
(

k
(ln(r) k)β

)
. On considère n ≥ 1 suffisamment grand pour avoir

aussi les inégalités [
n

2
] ≥ [ln n] ≥ 1. On posera p = pn = [ln n]. Comme précédemment, pour

y1 + . . .+ nyn = n, on a les majorations :(
yk + bk − 1

yk

)
≤ byk

k ≤ F (k) = exp
( k

(ln(r) n)a

)
pour tout k ;(

yk + bk − 1
yk

)
≤ ybk

k ≤ G(k) = exp
(

ln n. exp
( k

(ln(r) n)a

))
si k ≤ [n/2].

On notera que k 7→ F (k) est décroissante et k 7→ G(k) est croissante. On vérifie que F (p) =
exp

(
n

(ln(r+1) n)a

)
et que :

G(p)p = exp
(
ln n ln nn(ln(s+1) n)−a) � exp(

√
n) = Φ3

1.

Comme dans les premier et deuxième cas, on en déduit la majoration, pour n assez grand :

Bn � Φ3
1(n)Φq+1

α (n)Φ3
1(n) ∼ Φq+1

α (n),

d’où Dimq+1 Π(Φq
α) ≤ α.

Il reste à établir que Dimq+1(Bn) ≥ α. Soit a = α/(α + 1). On note toujours b = ∆(Ψ4
α).

Comme dans le cas q = 3, on montre que, pour tout α′ < α, il existe un entier N > 0 tel que

(∀n ≥ N) : bn ≥ exp

(
n

ln(q−3)(n)1/α′

)
+ 1.

On pose p = pn = [ln(n)], et on choisit n ≥ 1 suffisamment grand pour avoir la condition

supplémentaire
n

p
− 3

2
≥ 1

2
n

ln(n)
. On a, comme dans le deuxième cas, Hn(p) � Qn(p)√

2πn
, avec

Qn(p) =
(
bp − 1
n

)n/p−3/2

.

On montre alors que :

Qn(p) ≥ exp

(
n

(
1

(ln(q−3) ln(n))1/α′
− 1

))
≥ exp

(
n

C(ln(q−2) n)1/α′

)
∼ Φq+1

α′ ,
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d’où l’on déduit comme précédemment que Dimq+1 Π(Ψq
α) ≥ α.

Corollaire 2.25 Soient {an}n≥1 une suite croissante d’entiers positifs et q ≥ 2 un entier. Si
q = 2, on suppose Dim2(an) ≥ 1. On a alors les inégalités suivantes :

Dimq(a) ≤ Dimq+1 Π(a) ≤ Dimq+1 Π(a) ≤ Dimq(a).

Preuve. Comme la suite a est croissante, on a α = Dimq(a) = stdimq(a) et β = Dimq(a) =
stdimq(a). Pour ε > 0 suffisamment proche de 0, il existe donc un entier N ≥ 1 tel que, pour
tout n ≥ N :

Ψq
β−ε(n) ≤ an ≤ Ψq

α+ε(n).

D’après le lemme 2.22, il vient Π(Ψq
β−ε) � Π(a) � Π(Ψq

β+ε). Compte tenu de la proposition
2.24, on en déduit par passage aux dimensions :

β − ε ≤ Dimq+1 Π(a) ≤ Dimq+1 Π(a) ≤ α+ ε.

Le résultat du corollaire provient du passage à la limite quand ε tend vers 0.

2.2 Croissance et dimension des algèbres et modules de Poisson

2.2.1 Sous-espaces engendrés par des monômes

2.2.1.1 Algèbres de Poisson

Notations 2.26 Pour toute algèbre de Poisson P et tous sous-espaces X,Y ⊆ P on notera :

X ? Y = X.Y + Y.X + {X,Y }. (2.15)

Définition 2.27 Soient P une algèbre de Poisson et X ⊆ P un sous-espace vectoriel. On définit
par récurrence une famille croissante de sous-espaces {XP (n)}n≥1 de P de la manière suivante :
XP (1) = X et, pour n ≥ 1 :

XP (n+ 1) = XP (n) +
∑

i+j=n+1

XP (i) ? XP (j). (2.16)

On dira que XP (n) est le sous-espace engendré par les monômes de Poisson de longueur au plus
n en les éléments de X.

Par construction, on a donc les inclusions suivantes, pour tous i, j ≥ 1 :

XP (i) ? XP (j) ⊆ XP (i+ j), (2.17)
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autrement dit XP (i)XP (j) ⊆ XP (i+ j) et {XP (i), XP (j)} ⊆ XP (i+ j). Le sous-espace P(X) =⋃
n≥1

XP (n) est alors une sous-algèbre de Poisson de P ; plus précisément c’est la sous-algèbre de

Poisson de P engendrée par X.

Lemme 2.28 Soient P une algèbre de Poisson, X ⊆ P un sous-espace vectoriel et {XP (n)}n≥1

la famille définie à partir de X comme précédemment. On a, pour tout n ≥ 1 :

XP (n+ 1) = XP (n) +X ?XP (n). (2.18)

Preuve. On note pour simplifier X(k) au lieu de XP (k). On va d’abord établir l’inclusion
suivante, pour tous i, j ≥ 1 :

X(i) ? X(j) ⊆ X ?X(i+ j − 1). (2.19)

On procède par récurrence sur i. Pour i = 1 c’est évident, parce que X(1) = X. Supposons à
présent la relation 2.19 établie pour tout i ∈ {1, . . . , k} et établissons-la pour i = k + 1. On a
X(k + 1) = X(k) +X ?X(k), d’où :

X(k + 1) ? X(j) ⊆ X(k) ? X(j) + (X ?X(k)) ? X(j).

Par hypothèse de récurrence on a X(k) ? X(j) ⊆ X ?X(k + j − 1) ⊆ X ?X(k + j). Examinons
le deuxième terme. On écrit X ?X(k) = X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)}, d’où l’on déduit :

(X ?X(k)) ? X(j) = (X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)}) .X(j)
+X(j). (X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)})
+ {X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)}, X(j)} .

On a, d’après (2.17) :(
X.X(k)

)
.X(j) = X. (X(k)X(j)) ⊆ X.X(j + k) ⊆ X ?X(j + k) ;(

X(k).X
)
.X(j) = X(k). (XX(j)) ⊆ X(k).X(j + 1),

d’où, par hypothèse de récurrence :
(
X(k).X

)
.X(j) ⊆ X ?X(k+ j). Ensuite, en utilisant le fait

que {., .} est une bidérivation, on a :(
{X,X(k)}

)
.X(j) ⊆ {X,X(k).X(j)}+X(k).{X,X(j)}.

Compte tenu de (2.17) et de l’hypothèse de récurrence, il vient :(
{X,X(k)}

)
.X(j) ⊆ {X,X(k + j)}+X(k).X(j + 1) ⊆ X ?X(k + j).
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Ceci prouve que (X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)}) .X(j) ⊆ X?X(j+k). Un argument symétrique
permet de voir que X(j) (X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)}) ⊆ X ? X(j + k). Pour établir que
{X.X(k) +X(k).X + {X,X(k)}, X(j)} ⊆ X ?X(j + k) on procèderait de manière analogue.

On peut à présent établir le lemme. Pour tout n ≥ 1, on a, d’après 2.19 :

X(n+ 1) = X(n) +
∑

i+j=n+1

X(i) ? X(j)

⊆ X(n) +
∑

i+j=n+1

X ?X(i+ j − 1) = X(n) +X ?X(n) ⊆ X(n+ 1),

c’est la formule annoncée.

Remarque 2.29 Une algèbre de Poisson peut être engendrée par un sous-espace de dimension
finie en tant qu’algèbre de Poisson sans être de type fini comme algèbre associative. Par exemple,
si g est de dimension infinie et engendrée par un sous-espace de dimension finie X ⊆ g, l’algèbre
de Poisson S(g) est engendrée par K+X, qui est de dimension finie. Par contre, en tant qu’algèbre
associative seulement, S(g) s’identifie à une algèbre de polynômes à une infinité de variables et
n’est donc pas de type fini.

2.2.1.2 Cas des algèbres associatives ou de Lie

Pour des algèbres associatives ou de Lie, il existe déjà des notions classiques de sous-espaces
engendrés par des monômes (voir par exemple [33]). On va voir que la notion introduite ici en
est une généralisation.

Soit (S, ·) une algèbre associative ou de Lie. Les sous-espaces engendrés par les monômes de
longueur ≤ n en les éléments de X sont définis classiquement de la manière suivante : X1 = X
et, pour n ≥ 1 :

Xn+1 = Xn +X ·Xn. (2.20)

Pour les algèbres associatives, cela signifie que tout élément de Xn est une combinaison linéaire
de produits d’éléments de X de la forme x1x2 . . . xk, où k ≤ n. Dans le cas des algèbres de Lie,
cela signifie que tout élément de Xn est une combinaison linéaire de crochets itérés d’éléments
de X de la forme [x1, [x2, . . . , [xk−1, xk] . . .]] avec k ≤ n.

Lemme 2.30 Avec les notations précédentes, on a pour tout n ≥ 1 : Xn = XP (n). Autrement
dit, pour la structure de Poisson naturelle sur une algèbre associative ou de Lie, les sous-espaces
engendrés par les monômes de Poisson de longueur ≤ n ou par les monômes classiques de lon-
gueur ≤ n en les éléments de X sont les mêmes.
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Preuve. On procède par récurrence sur n, le cas n = 1 étant clair.
Supposons dans un premier temps que S est associative. Pour X,Y ⊆ S, on a X ? Y =

X · Y + Y ·X + [X,Y ] = X · Y + Y ·X. Supposons avoir XP (k) = Xk pour tout k ∈ {1, . . . , n} ;
on a alors :

XP (n+ 1) = XP (n) +
∑

i+j=n+1

XP (i) ? XP (j) = Xn +
∑

i+j=n+1

Xi ·Xj

⊆ Xn +
∑

i+j=n+1

XiXj ⊆ Xn+1.

L’inclusion Xn+1 ⊆ XP (n+ 1) étant claire, le résultat est démontré si S est associative.
Supposons maintenant que S est une algèbre de Lie, et notons [., .] son crochet. Pour X,Y ⊆

S, on a alors X ? Y = X.Y + Y.X + [X,Y ] = [X,Y ]. Pour tout n ≥ 1, on a d’après la définition
(2.20) et le lemme 2.28 :

Xn+1 = Xn + [X,Xn] = XP (n) +X ?XP (n) = XP (n+ 1),

d’où le résultat si S est une algèbre de Lie.

2.2.1.3 Monômes de Poisson

Soient P une algèbre de Poisson et X ⊆ P un sous-espace. On considère la suite {XP (n)}n≥1

des sous-espaces engendrés par les monômes de Poisson en les éléments de X définie en 2.27.
Par ailleurs, on peut considérer P comme une algèbre de Lie seulement (en oubliant la structure
associative) ; on a alors une autre famille de sous-espaces {Xn

L}n≥1, à savoir les sous-espaces
engendrés par les monômes de Lie en les éléments de X définis par les formules (2.20). Ces
sous-espaces sont liés par les identités suivantes :

Lemme 2.31 Avec les notations précédentes, on a, pour tout n ≥ 1 :

XP (n) =
∑

j1+...+jk≤n

Xj1
L X

j2
L . . . Xjk

L .

Autrement dit, tout élément de XP (n) se décompose comme combinaison linéaire d’éléments
de la forme ξ1 . . . ξk, où chaque ξk est un crochet itéré d’éléments de X de la forme ξk =
{xk,1, {. . . , {xk,jk−1, xk,jk

} . . .}}, avec xk,j ∈ X pour tous k, j et j1 + . . .+ jk ≤ n.

Preuve. On pose Sn =
∑

j1+...+jk≤n

Xj1
L X

j2
L . . . Xjk

L . On veut démontrer que XP (n) = Sn pour

tout n. Grâce aux relations (2.17), l’inclusion XP (n) ⊇ Sn est évidente ; on va démontrer l’inclu-
sion réciproque par récurrence. Pour n = 1, on a XP (1) = X = S1 ; supposons à présent n ≥ 1
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et XP (k) ⊆ Sk pour tout k ≤ n. Soient i, j ≤ n tels que i+ j = n+ 1. Alors :

XXP (n) ⊆ X1
L

 ∑
j1+...+jt≤n

Xj1
L . . . Xjt

L


⊆

∑
j0+j1+...+jt≤n+1

Xj0
L . . . Xjt

L = Sn+1.

De même, on montre que XP (n)X ⊆ Sn+1. Enfin, compte tenu du fait que {., .} est une
bidérivation d’algèbre associative :

{X,XP (n)} ⊆
∑

j1+...+jt≤n

{X,Xj1
L . . . Xjt

L }

⊆
∑

j1+...+jt≤n

t∑
s=1

Xj1
L . . . X

js−1

L {X,Xjs

L }X
js+1

L . . . Xjt

L

⊆
∑

j1+...+jt≤n

t∑
s=1

Xj1
L . . . X

js−1

L X1+js

L X
js+1

L . . . Xjt

L

⊆
∑

i1+...+it≤n+1

Xi1
L . . . Xit

L = Sn+1.

Il vient : XP (n+ 1) = XP (n) +X ?XP (n) ⊆ Sn+1. Le lemme est démontré.

2.2.1.4 Modules de Poisson

Notations 2.32 Soient P une algèbre de Poisson et M un module de Poisson sur P . Soient
X ⊆ P et E ⊆M deux sous-espaces vectoriels, on pose :

X ? E = X.E + E.X + {X,E}M ⊆M. (2.21)

Définition 2.33 Soient P une algèbre de Poisson et M un module de Poisson sur P . Soient
X ⊆ P et E ⊆M deux sous-espaces vectoriels. On définit par récurrence une suite {EX

M (n)}n≥1

de sous-espaces de M de la manière suivante : EX
M (1) = E et, pour n ≥ 1 :

EX
M (n+ 1) = EX

M (n) +
∑

i+j=n+1

XP (i) ? EX
M (j). (2.22)

Remarque 2.34

1. Lorsque M = P considéré comme un P -module de Poisson et qu’on choisit X = E, on a
EX

M (n) = XP (n) pour tout n ≥ 1.
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2. Pour tous i, j ≥ 1, on a XP (i) ? EX
M (j) ⊆ EX

M (i+ j).

Si X est un sous-espace générateur de P , le sous-espace M(E) =
⋃
n≥1

EX
M (n) est un sous-

module de Poisson de M . Plus précisément, c’est le sous-module de Poisson de M engendré
par E. En particulier, M est de type fini si et seulement s’il existe un sous-espace E ⊆ M de
dimension finie tel que M = M(E). Si de plus P est de type fini, on peut choisir X de dimension
finie aussi ; dans ce cas, tous les sous-espaces EX

M (n) sont de dimension finie.

Lemme 2.35 Soient P une algèbre de Poisson, M un module de Poisson sur P et X ⊆ P ,
E ⊆M deux sous-espaces. On a, pour tout n ≥ 1 :

EX
M (n+ 1) = EX

M (n) +X ? EX
M (n).

Preuve. On procède de même que dans le lemme 2.28.

Soit M un P -module de Poisson. Comme M peut être considéré comme un module à gauche
sur l’algèbre enveloppante A(P ), on s’intéresse à la comparaison des sous-espaces de monômes
comme définis ci-dessus dans M en tant que P -module de Poisson et dans M en tant que A(P )-
module à gauche.

Lemme 2.36 Soient P une algèbre de Poisson, A = A(P ) son algèbre enveloppante et M un
P -module de Poisson, considéré comme un A(P )-module à gauche. Soient X ⊆ P , E ⊆M deux
sous-espaces. On note [X]0 ⊆ A(P ) le sous-espace de P engendré par les éléments xλ, xρ et x$

tels que x ∈ X et [X] = [X]0 + K.1A ⊆ A(P ) le sous-espace de A(P ) engendré par [X]0 et
l’élément unité 1A. On a :

X ? E = [X]0 · E et E +X ? E = [X] · E.

Preuve. La deuxième identité résulte immédiatement de la première. Démontrons celle-ci. Le
sous-espace X ? E est engendré par les éléments :

x.m, m.x ou {x,m}M , avec x ∈ X, m ∈ E.

Par définition de la structure de A(P )-module à gauche sur M , il s’agit exactement des éléments
de la forme :

xλ ·m, xρ ·m ou x$ ·m, avec x ∈ X, m ∈ E.

Or ces éléments engendrent bien le sous-espace [X]0 · E : le lemme est démontré.
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Soient P une algèbre de Poisson, M un module de Poisson sur P et A = A(P ) l’algèbre
enveloppante de P . On considère des sous-espaces E ⊆ M et X ⊆ P . Notons [X] ⊆ A le sous-
espace engendré par Xλ + Xρ + X$ et l’élément unité 1A ∈ A. On définit des sous-espaces
EX,P

M (n) et E[X],A
M (n), pour n ≥ 1, de la manière suivante. Les sous-espaces EX,P

M (n) sont ceux
définis par EX,P

M (1) = E et la relation de récurrence (2.22). Les sous-espaces E[X],A
M (n) sont

définis classiquement par :
E

[X],A
M (n) = [X]n−1 · E,

avec la convention [X]0 = K1A (voir par exemple [24, chapitre 5]).

Proposition 2.37 Avec les notations précédentes, on a :

(∀n ≥ 1) : EX,P
M (n) = E

[X],A
M (n).

Preuve. Pour alléger les notations on notera EP (n) et EA(n) au lieu de EX,P
M (n) et E[X],A

M (n).
Pour n = 1 on a bien EP (1) = E = EA(1). Supposons maintenant n ≥ 1 et EA(n) = EP (n) ;
montrons que EA(n+ 1) = EP (n+ 1) aussi. En utilisant le lemme 2.36 et le lemme précédent,
on a :

EA(n+ 1) = [X]EA(n) = [X]EP (n) = EP (n) +X ? EP (n) = EP (n+ 1).

La proposition est établie.

2.2.2 Croissance et dimensions

2.2.2.1 Notion de croissance

Définition 2.38

1. Soient P une algèbre de Poisson et X ⊆ P un sous-espace de dimension finie. On considère
la suite des sous-espaces engendrés par les monômes de Poisson en les éléments de X, notée
{XP (n)}n≥1 et définie en 2.27. Comme X est de dimension finie, l’espace vectoriel XP (n)
est de dimension finie pour tout n ≥ 1. Dans ce cas, la fonction de croissance attachée à
X est la fonction définie par la formule : γX(P ;n) = dimXP (n). On notera souvent γX(n)
si aucune confusion sur P n’est possible.

2. Soient P une algèbre de Poisson, M un module de Poisson sur P , X ⊆ P et E ⊆ M
deux sous-espaces vectoriels de dimension finie. On considère la suite des sous-espaces
{EX

M (n)}n≥1 définie en 2.33. Comme X et E sont de dimension finie, l’espace vectoriel
EX

M (n) est de dimension finie pour tout n ≥ 1. Dans ce cas, on peut définir la fonction de
croissance attachée à E et X par la formule : γP

E,X(M ;n) = dim EX
M (n).
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Lemme 2.39

1. Soit P une algèbre de Poisson. On suppose que P admet un sous-espace générateur de
dimension finie X. Alors la classe d’équivalence de la fonction de croissance γX modulo
∼ ne dépend pas du choix de X.

2. Soient P une algèbre de Poisson et M un module de Poisson sur P . On suppose que P et
M admettent des sous-espaces générateurs de dimension finie X ⊆ P et E ⊆M . Alors la
classe d’équivalence de la fonction de croissance γP

E,X(M ;n) modulo ∼ ne dépend pas des
choix de X et E.

Preuve. On démontre par exemple le no1 ; le no2 se traiterait de la même manière. Soient X,Y
deux sous-espaces générateurs finis de P . Il existe N > 0 tel que X soit contenu dans YP (N).
Montrons alors par récurrence que XP (n) ⊆ YP (Nn) pour tout n ≥ 1. C’est clair pour n = 1 ;
si l’on suppose maintenant que XP (j) ⊆ YP (Nj) pour tout j ∈ {1, . . . , n} : on a, en utilisant le
lemme 2.28 :

XP (n+ 1) = XP (n) +X ?XP (n) ⊆ YP (Nn) + Y(N) ? YP (Nn) ⊆ YP (N(n+ 1)).

Il en résulte que γX(n) ≤ γY (Nn), d’où γX � γY . Par symétrie, on a aussi γY � γX .

Le lemme précédent justifie les définitions suivantes :

Définition 2.40

1. Soit P une algèbre de Poisson engendrée par un sous-espace de dimension finie X. On
appelle croissance de P et on note Γ(P ) la classe d’équivalence de γX modulo ∼. Celle-ci
est indépendante du choix de X.

2. Soient P une algèbre de Poisson et M un module de Poisson sur P . On suppose que P et M
admettent des sous-espaces générateurs de dimension finie X ⊆ P et E ⊆ M . On appelle
croissance de P et on note ΓP (M) la classe d’équivalence de la fonction γP

E,X(M ;n) modulo
∼. Celle-ci est indépendante des choix de X et E. On notera Γ(M) si aucune confusion
sur P n’est possible.

D’après la remarque 1.3, on pourra aussi parler de la croissance des algèbres associatives
ou des algèbres de Lie, ainsi que de leurs modules. On retrouve ainsi les notions classiques
développées par exemple dans [24] et [33].

2.2.2.2 Dimensions, niveaux

Définition 2.41 Soient P une algèbre de Poisson et q ≥ 1 un entier.
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1. Si P est de type fini, on appelle dimension de niveau q de P (resp. dimension inférieure
de niveau q de P ) la quantité Dimq(P ) = Dimq(Γ(P )) (resp. Dimq(P ) = Dimq(Γ(P ))). Le
niveau de P , noté lev(P ), est défini par lev(P ) = lev

(
Γ(P )

)
.

2. Dans le cas général, la dimension de niveau q de P (resp. la dimension inférieure de niveau
q de P , resp. le niveau de P ) est définie par :

Dimq(P ) = sup
Q
{Dimq(Q)} (resp. sup

Q
{Dimq(Q)}, resp. sup

Q
{lev(Q)}),

où Q parcourt l’ensemble des sous-algèbres de Poisson de type fini de P .

Les propriétés générales du niveau des fonctions permet de décrire le niveau d’une algèbre
de Poisson P comme suit. S’il existe un entier q ∈ N? tel que Dimq(P ) =]0,+∞[, alors
Dimr(P ) = +∞ pour tout r < q et Dimr(P ) = 0 pour r > q : dans ce cas, on a lev(P ) = q. S’il
existe q ∈ N? tel que Dimq(P ) = +∞ et Dimq+1(P ) = 0, alors P est située entre les niveaux q
et q + 1.

Définition 2.42 Soient P une algèbre de Poisson, M un P -module de Poisson et q ≥ 1 un
entier.

1. Si P et M sont de type fini, on appelle dimension de niveau q de M (resp. dimension
inférieure de niveau q de M) la quantité Dimq(M) = Dimq(Γ(M)) (resp. Dimq(M) =
Dimq(ΓP (M))). Le niveau de M , noté lev(M), est défini par lev(M) = lev

(
ΓP (M)

)
.

2. Dans le cas général, la dimension de niveau q de M (resp. la dimension inférieure de niveau
q de M , resp. le niveau de M) est définie par :

Dimq(M) = sup
Q,NQ

{Dimq(NQ)} (resp. sup
Q,NQ

{Dimq(NQ)}, resp. sup
Q,NQ

{lev(NQ)}),

où Q ⊆ P parcourt l’ensemble des sous-algèbres de Poisson de type fini de P et NQ ⊆M
l’ensemble des sous-Q-modules de Poisson de type fini.

Remarque 2.43

1. D’après le lemme 2.13, on voit que pour q = 2, on retrouve la notion classique de dimension
de Gelfand-Kirillov des algèbres associatives et de leurs modules. Pour q = 3, on retrouve
(à normalisation près) la notion de superdimension.

2. Soit P une algèbre de Poisson de type fini. On munit P de la structure naturelle de P -
module de Poisson décrite dans l’exemple 1.18, no1. Alors Γ(P ) = ΓP (P ) : la croissance
de l’algèbre de Poisson P est égale à la croissance du P -module de Poisson P .
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Lemme 2.44 Soient P une algèbre de Poisson et M un P -module de Poisson. On a :

Dim1(M) = Dim1(M) = dim(M). (2.23)

En particulier, on a aussi Dim1(P ) = Dim1(P ) = dim(P ).

Preuve. Il est clair qu’on peut se contenter d’établir (2.23) lorsque P et M sont de type fini.
Soient X ⊆ P et E ⊆ M des sou-espaces générateurs de dimension finie. On note γ(n) au lieu
de γP

E,X(M ;n). Comme γ est croissante, on a lim
n→∞

γ(n) = lim sup
n→∞

γ(n) = lim inf
n→∞

γ(n) ; d’après

les lemmes 2.11 et 2.13 on a :

Dim1(M) = Dim1(M) = lim
n→∞

γ(n).

Comme M =
⋃
n≥1

EX
M (n) et γ(n) = dim EX

M (n), il est clair que lim
n→∞

γ(n) = dim(M).

Le lemme précédent justifie le fait que, dans la suite, on s’intéresse surtout aux dimensions
de niveaux q ≥ 2.

Proposition 2.45 Soit P une algèbre de Poisson. On suppose lev(P ) < ∞. Alors toute sous-
algèbre intègre de P vérifie les conditions de Ore. En particulier, si P est intègre, P admet un
corps des fractions.

Preuve. Observons d’abord que P ne contient pas d’algèbre libre à deux générateurs. En effet,
la dimension de niveau q d’une algèbre non-commutative libre est infinie, quel que soit q, or il
existe q ≥ 1 tel que Dimq(P ) <∞. Soit B ⊆ P une sous-algèbre intègre : comme B ne contient
pas d’algèbre libre non-commutative, B vérifie les conditions de Ore à gauche et à droite d’après
le lemme de Jategaonkar [24, proposition 4.13].

2.2.2.3 Croissance de l’algèbre associative sous-jacente à une algèbre de Poisson

Proposition 2.46 Soit P une algèbre de Poisson qui est de type fini en tant qu’algèbre asso-
ciative. Alors les croissances de P comme algèbre de Poisson et comme algèbre associative sont
égales.

Preuve. Soit X ⊆ P un système générateur de P en tant qu’algèbre associative. On note
XA(n) (resp. XP (n)) les sous-espaces engendrés par les monômes associatifs (resp. les monômes
de Poisson) de longueur ≤ n en les éléments de X. On note ensuite γA

X(n) = dim XA(n) et
γP

X(n) = dim XP (n). Comme XA(n) ⊆ XP (n), on a immédiatement γA
X(n) � γP

X(n).
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Démontrons à présent l’inégalité réciproque. L’algèbre associative sous-jacente à P étant de
type fini, il existe un entier N ≥ 1 tel que {X,X} ⊆ XA(2N). Montrons d’abord que, pour tout

n ≥ 1, on a {X,XA(n)} ⊆ XA(n+ 2N). Par construction, on a XA(n) =
n∑

k=1

Xk ; il vient :

{X,XA(n)} =
n∑

k=1

{X,Xj} ⊆
n∑

k=1

∑
i+j=k−1

Xi{X,X}Xj

⊆
n∑

k=1

∑
i+j=k−1

2N∑
s=1

XiXsXj ⊆
n+2N∑
k=1

Xk = XA(n+ 2N).

Maintenant, par récurrence sur n, on démontre que XP (n) ⊆ XA(nN). Pour n = 1, c’est vrai
par choix de N . Ensuite, on a d’après le lemme 2.28 :

XP (n+ 1) = XP (n) +X ?XP (n) = XP (n) +X.XP (n) +XP (n).X + {X,XP (n)}
⊆ XA(nN) +X.XA(nN) +XA(nN).X + {X,XA(nN)}.

On a toujours X.XA(nN)+XA(nN).X ⊆ XA(nN+1) ⊆ XA((n+1)N). D’après ce qui précède,
on a aussi {X,XA(nN)} ⊆ XA(nN +N) = XA((n+ 1)N). Il vient XP (n+ 1) ⊆ XA((n+ 1)N),
ce qui achève la récurrence. En passant aux dimensions, on a γP

X(n) ≤ γA
X(Nn), d’où l’on déduit

que γP
X � γA

X . La proposition est établie.

2.2.2.4 Croissance des modules

Soient P une algèbre de Poisson et A(P ) son algèbre enveloppante. On reprend les notations
1.24. Posons alors [X] = Xλ +Xρ +X$ + K ⊆ A(P ).

Proposition 2.47 Soit M un module de Poisson sur P . On considère des sous-espaces de di-
mension finie E ⊆ M et X ⊆ P . Alors la fonction de croissance attachée aux sous-espaces
X ⊆ P et E ⊆M , considéré comme P -module de Poisson, est égale à la fonction de croissance
attachée à [X] ⊆ A(P ) et E ⊆ M , considéré comme A(P )-module à gauche. En particulier, si
P et M sont de type fini, on a ΓP (M) = ΓA(P )(M).

Preuve. C’est un corollaire immédiat de la proposition 2.37.

Corollaire 2.48 Soient P une algèbre de Poisson, M un module de Poisson sur P et q ≥ 1
un entier. Les quantités Dimq(M) et Dimq(M) sont indépendantes du fait que l’on considère M
comme P -module de Poisson ou comme A(P )-module à gauche.
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La plupart des résultats concernant les croissances des modules de Poisson pourront donc
être dérivés immédiatement des théorèmes relatifs aux modules sur les algèbres associatives et
figurant par exemple dans [24].

2.2.3 Propriétés générales

Proposition 2.49 Soient P une algèbre de Poisson et M un P -module de Poisson. On suppose
P et M de type fini.

1. Si M =
n⊕

j=1

Mj, alors Γ(M) =
n∑

j=1

Γ(Mj).

2. Soit 0 → K → M → N → 0 une suite exacte de P -modules de Poisson de type fini.
On a Γ(M) � Γ(N) + Γ(K). Si K est de dimension finie et M est de dimension infinie,
on a Γ(M) = Γ(N). Si N est de dimension finie et M est de dimension infinie, on a
Γ(M) = Γ(K).

3. Soit J ⊆ P un idéal de Poisson tel que J ? M = 0, de sorte que M est naturellement
un P/J- module de Poisson. Alors ΓP (M) = ΓP/J(M) : les croissances de M comme
P -module et comme P/J-module sont égales.

4. Soit AM ⊆ End(M) le quotient de l’algèbre enveloppante de Poisson A(P ) défini par le
morphisme de structure A(P ) → End(M). Alors il existe une constante c > 0 telle que
Γ(M) � c.Γ(AM ).

5. Soit α ∈ EndP (M) un endomorphisme de module de Poisson. On suppose α injectif. Alors
Γ(n)Γ(M/αM) � Γ(M).

6. Si M =
n∑

j=1

Mj et M est de dimension infinie, alors Γ(M) = sup{Γ(Mj) | j = 1, . . . , n}.

Preuve. Ces résultats peuvent être obtenus en adaptant les démonstrations de [24, chapitre 5].
On va par exemple établir le no2. Soient X ⊆ P un sous-espace générateur de P . Soit E ⊆ M
un sous-espace générateur de M et F ⊆ N l’image de E dans N . Comme K est de type fini, on
peut supposer que le sous-espace G = E∩K engendre K. Pour tout n ≥ 1, on a la suite exacte :

0 → K ∩ EX
M (n) → EX

M (n) → FX
N (n) → 0,

d’où γE,X(M ;n) = γF,X(N ;n) + dim
(
K ∩EX

M (n)
)
. Par ailleurs, comme E ⊇ G = E ∩K, il est

clair que K ∩ EX
M (n) ⊇ GX

K(n) pour tout n ≥ 1, d’où dim
(
K ∩ EX

M (n)
)
≥ γG,X(K;n) et donc :

γE,X(M ;n) ≥ γF,X(N ;n) + γG,X(K;n).

En passant aux croissances, il vient Γ(M) � Γ(N) + Γ(K).
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Si dim(K) < ∞, on peut supposer G = K, de sorte que K ∩ EX
M (n) = K pour tout n ≥ 1.

Il vient :
γE,X(M ;n) = γF,X(N ;n) + dim(K).

Si M est de dimension infinie, on a alors γE,X(M ;n) ≈ γF,X(N ;n), d’où l’on déduit que
γE,X(M ;n) ∼ γF,X(N ;n).

Supposons à présent dim(N) <∞. On choisit un sous-espace S ⊆ M de dimension finie tel
que M = K ⊕S. On peut alors supposer E = G⊕S. Comme K est de type fini, il existe N ≥ 1
tel que X ? E ⊆ GX

K(N + 1) + S. Démontrons d’abord par récurrence la relation suivante :

(∀n ≥ 1) X ? GX
K(n) ⊆ GX

K(N + n) + S. (2.24)

Si n = 1, c’est la définition de l’entier N . Pour n ≥ 1, on a :

X ? GX
K(n+ 1) = X ?

(
GX

K(n) +X ? GX
K(n)

)
⊆

(
GX

K(N + n) + S
)

+X ?
(
X ? GX

K(n)
)

⊆ GX
K(N + n) + S +X ?

(
S +GX

K(N + n)
)

⊆ GX
K(N + n) + S +X ? S +X ? GX

K(N + n)
⊆ S +GX

K(N + n) +GX
K(N + 1) +GX

K(N + n+ 1),

d’où l’inclusion annoncée.
Maintenant on établit, toujours par récurrence :

(∀n ≥ 1) EX
M (n) ⊆ GX

K(nN + 1) + S. (2.25)

Pour n = 1, on a EX
M (1) = E = G+ S = GX

K(1) + S ⊆ GX
K(N + 1) + S. Pour n ≥ 1 :

EX
M (n+ 1) = EX

M (n) +X ? EX
M (n)

⊆ S +GX
K(Nn+ 1) +X ?

(
S +GX

K(Nn+ 1)
)

⊆ S +GX
K(N(n+ 1) + 1) +GX

K(N + 1) +GX
K(N(n = 1) + 1)

⊆ S +GX
K(N(n+ 1) + 1).

C’est la relation annoncée. En passant aux dimensions, il vient :

γE,X(M ;n) ≤ dim(S) + γG,X(K;Nn+ 1) ∼ γG,X(K;n),

et finalement ΓP (E) � ΓP (K). L’inégalité ΓP (K) � ΓP (E) a été établie précédemment.

Corollaire 2.50 Soient P une algèbre de Poisson et M un P -module de Poisson. Soit q ≥ 2
un entier.
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1. Si M =
n∑

j=1

Mj, alors Dimq(M) = max{Dimq(Mj) |j = 1, . . . , n}.

2. Soit 0 → K →M → N → 0 une suite exacte de P -modules de Poisson de type fini. On a
Dimq(M) ≥ max{Dimq(N),Dimq(K)}. Si K est de dimension finie et M est de dimension
infinie, on a Dimq(M) = Dimq(N). Si N est de dimension finie et M est de dimension
infinie, on a Dimq(M) = Dimq(K).

3. Soit AM ⊆ End(M) le quotient de l’algèbre enveloppante de Poisson A(P ) défini par le
morphisme de structure A(P ) → End(M). Alors Dimq(M) ≤ Dimq(AM ).

4. Soit α ∈ EndP (M) un endomorphisme de module de Poisson. On suppose α injectif. Alors
Dim2(M) ≥ Dim2(M/αM) + 1 et, si q ≥ 3 : Dimq(M) ≥ Dimq(M/αM).

Proposition 2.51 Soit P,Q deux algèbres de Poisson de type fini.

1. Si Q est une sous-algèbre ou un quotient de P , on a Γ(Q) � Γ(P ).

2. Γ(P ⊕Q) = Γ(P ) + Γ(Q).

3. Soient I, J des idéaux bilatères de P . Alors sup{Γ(P/I),Γ(P/J)} � Γ(P/(I ∩ J)) �
Γ(P/I) + Γ(P/J).

4. Si P = A et Q = B sont associatives et unitaires, on a Γ(A⊗B) = Γ(A)Γ(B).

5. Soit J ⊆ P un idéal de Poisson contenant un élément régulier à gauche ou à droite dans
P . Alors Γ(n)Γ(P/J) ≤ Γ(P ).

6. Si 0 → J → P → Q → 0, où J est un idéal de dimension finie et P est de dimension
infinie, alors Γ(P ) = Γ(Q).

Preuve. On va démontrer le no4. Notons T = A⊗B. Soient X ⊆ A, Y ⊆ B deux sous-espaces
générateurs ; on peut supposer 1A ∈ X, 1B ∈ Y , de sorte que AX(n) = Xn et BY (n) = Y n pour
tout n. On pose Z = X ⊗ Y ⊆ T , qui est un sous-espace générateur de T contenant 1T . On a
alors :

TZ(n) = Zn = (X ⊗ Y )n ⊆ Xn ⊗ Y n = (Xn ⊗K).(K⊗ Y n) ⊆ Zn.Zn = Z2n,

d’où γZ(T ;n) ≤ γX(A;n)γY (B;n) ≤ γZ(T ; 2n). Or pour toute fonction croissante f et toute
constante C ≥ 1, on a toujours f(n) ∼ f(Cn) ; il vient γZ(T ;n) ∼ γX(A;n)γY (B;n), d’où le
résultat.

Corollaire 2.52 Soit P,Q deux algèbres de Poisson de type fini et q ≥ 2 un entier.

1. Si Q est une sous-algèbre ou un quotient de P , on a Dimq(Q) ≤ Dimq(P ).

2. Dimq(P ⊕Q) = max{Dimq(P ),Dimq(Q)}.
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3. Soient I, J des idéaux bilatères de P . Alors Dimq(P/(I∩J)) = max{Dimq(P/I),Dimq(P/J)}.
4. Si P = A et Q = B sont associatives et unitaires, on a

Dim2(A) + Dim2(B) ≤ Dim2(A⊗B) ≤ Dim2(A⊗B) ≤ Dim2(A) + Dim2(B).

Si q ≥ 3 :

max{Dimq(A),Dimq(B)} ≤ Dimq(A⊗B) ≤ Dimq(A⊗B) ≤ max{Dimq(A),Dimq(B)}.

5. Soit J ⊆ P un idéal de Poisson contenant un élément régulier à gauche ou à droite dans
P . Alors Dim2(P ) ≥ Dim2(P/J) + 1 et, pour q ≥ 3 : Dimq(P ) ≥ Dimq(P/J).

6. Si 0 → J → P → Q → 0, où J est un idéal de dimension finie et P est de dimension
infinie, alors Dimq(P ) = Dimq(Q).

2.2.3.1 Localisation

Proposition 2.53 Soient P une algèbre de Poisson de type fini et Ω ⊆ P un système de Ore
à gauche formé d’éléments centraux relativement au produit associatif et au crochet de Poisson.
Le localisé Ω−1P est naturellement une algèbre de Poisson. Soit X ⊆ Ω−1P un sous-espace de
dimension finie. Alors Γ

(
γX(Ω−1P ;n)

)
� Γ(P ).

Preuve. On note Q = Ω−1P . Il existe un élément d ∈ Ω r {0} tel que dX ⊆ P . Posons alors
Y = dX + Kd+ K. Montrons que, pour tout n ≥ 1, QX(n) ⊆ d−nYP (n).

Pour n = 1, cela résulte de la définition de Y . Supposons le résultat valable jusqu’à l’ordre
n. Soient i, j ≤ n. En utilisant le fait que d est central pour le produit associatif, on a :

QX(i)QX(j) ⊆ d−iYP (i)d−jYP (j) ⊆ d−(i+j)YP (i+ j) ;

en utilisant le fait que d est central pour le crochet de Poisson, c’est-à-dire constant pour toutes
les dérivations hamiltoniennes de P , on a :

{QX(i), QX(j)} ⊆ {d−iYP (i), d−jYP (j)} = d−(i+j){YP (i), YP (j)} ⊆ d−(i+j)YP (i+ j).

Maintenant, en réinjectant dans la relation

QX(n+ 1) = QX(n) +
∑

i+j=n+1

QX(i)QX(j) + {QX(i), QX(j)}

et en observant que d−nYP (n) = d−(n+1).dYP (n) ⊆ d−(n+1)YP (n+1), on obtient bien la relation
QX(n) ⊆ d−nYP (n).

Corollaire 2.54 Soient P une algèbre de Poisson et Ω ⊆ P un système de Ore à gauche formé
d’éléments centraux relativement au produit associatif et au crochet de Poisson. Soit q ≥ 2 un
entier. Alors Dimq(Ω−1P ) = Dimq(P ) et Dimq(Ω−1P ) = Dimq(P ).
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2.2.3.2 Graduations et filtrations

Soit P une algèbre de Poisson graduée, M =
⊕
k∈Z

M (k) un module de Poisson Z-gradué en

dimension finie. On note AM (P ) ⊆ End(M) le quotient de l’algèbre enveloppante A(P ) défini

par le morphisme de structure A(P ) → End(M). On note dM (n) =
n∑

k=−n

dim M (k).

Proposition 2.55 On suppose M et P de type fini. Alors Γ(M) � Γ(dM ). Si de plus AM (P )
est graduée en dimension finie, alors Γ(M) = Γ(dM ).

Preuve. C’est le résultat de [24, lemme 6.1].

Soit P une algèbre de Poisson filtrée. On considère un P -module M , filtré par une famille de
sous-espaces {Mn}n∈Z. On notera dM (n) = dim(Mn). Rappelons que l’espace vectoriel gradué
Gr(M) est naturellement un module gradué sur l’algèbre de Poisson Gr(P ).

Proposition 2.56 On utilise les notations précédentes.

1. On a ΓGr(P )(GrM) � ΓP (M) � Γ(dM ).

2. Si de plus AM (P ) est filtrée en dimension finie, alors ΓGr(P )(GrM) = ΓP (M) = Γ(dM ).

Corollaire 2.57 Soit P une algèbre de Poisson filtrée. On a Γ(Gr(P )) � Γ(P ).

2.2.3.3 Algèbres de Poisson commutatives

Le premier résultat ci-dessous souligne l’importance de tenir compte des crochets de Poisson
sur une algèbre associative et commutative lors des calculs de dimensions.

Proposition 2.58 Soit P une algèbre de Poisson commutative, munie du crochet trivial {., .} =
0. Alors Dim3(P ) = 0.

Preuve. Comme le crochet {., .} est trivial, les sous-algèbres de Poisson de P sont exactement
les sous-algèbres associatives de P . Soit Q ⊆ P une sous-algèbre de P de type fini. Comme Q
est commutative, on a Dim2(Q) = GKdim(Q) <∞, donc Dim3(Q) = 0. Par passage au sup, on
en déduit que Dim3(P ) = 0.
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Remarque 2.59 On verra que pour des algèbres commutatives P munies d’un crochet de Pois-
son non nul, on peut avoir Dimq(P ) 6= 0 pour q ≥ 3 (voir le corollaire 2.63 lorsque P est l’algèbre
symétrique d’une algèbre de Lie).

Proposition 2.60 Soit P une algèbre de Poisson commutative en tant qu’algèbre associative.
Soit X ⊆ P un sous-espace de dimension finie. On définit par récurrence XL(1) = X et
XL(n + 1) = XL(n) + {X,XL(n)} pour n ≥ 1. On note tX(n) le degré de transcendance
au sens classique de la sous-algèbre commutative engendrée par XL(n). Alors γP

X � Π(tX).

Preuve. On note XP (n) le sous-espace de P engendré par les monômes de Poisson de longueur
≤ n en les éléments de X. Notons TX = Π(tX), où l’opérateur Π est défini en 2.21. On veut
démontrer que dim XP (n) ≥ TX(n).

Notons d = ∆(tX), de sorte que d(i) = tX(i) − tX(i − 1) pour i ≥ 2 et d(1) = tX(1). Soit
n ≥ 1 un entier. Comme tX(n) = trdeg K[XL(n)], on peut choisir des éléments algébriquement
indépendants xi,j , avec i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , d(n)}, tels que xi,j ∈ XL(i) pour tout i. Les
monômes de la forme

M(k) = M(k1,1, . . . , kn,d(n)) = x
k1,1

1,1 . . . x
k1,d(1)

1,d(1) . . . x
kn,1

n,1 . . . x
kn,d(n)

n,d(n) ,

pour k variant dans NtX(n), sont linéairement indépendants. De plus, chaque xki,j

i,j ∈ XL(i)ki,j ⊆
XP (iki,j). Par suite, on voit que M(k1,1, . . . , kn,d(n)) ∈ XP (n) si la condition

(k1,1 + . . .+ k1,d(1)) + . . .+ n(kn,1 + . . .+ kn,d(n)) ≤ n

est satisfaite. Par définition cette inégalité admet TX(n) solutions telles que ki,j ∈ N pour tous
i et j, donc on a bien dim XP (n) ≥ TX(n).

2.2.4 Algèbres de Lie et algèbres enveloppantes

Soient g une algèbre de Lie, U(g) son algèbre enveloppante et S(g) son algèbre symétrique,
munie du crochet de Poisson qui prolonge le crochet de Lie de g. On cherche ici à comparer les
dimensions de niveaux q de g, U(g) et S(g).

Supposons d’abord g engendrée par un sous-espace vectoriel de dimension finie X. Alors
l’algèbre U(g) est engendrée par X comme algèbre associative et S(g) est engendrée par X
comme algèbre de Poisson. On notera γg

X(n) (resp. γUX(n), γS
X(n)) les fonctions de croissance

associées et λg
X(n) (resp. λUX(n), λS

X(n)) leurs dérivées discrètes.
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On choisit maintenant une base {u1, u2, . . .} de g de la manière suivante :
u1, . . . , un1 est une base de X = gX(1) ;
un1+1, . . . , un1+n2 est une base de gX(2) modulo gX(1) ;
. . .
un1+n2+...+nk+1, . . . , un1+n2+...+nk+nk+1

est une base de gX(k + 1) modulo gX(k) ;
. . .

En particulier, on a pour tout k ≥ 1 : n1+. . .+nk = dim gX(k) = γg
X(k), soit encore nk = λg

X(k).
D’après le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, les monômes {uj1 . . . ujk

|j1 ≤ . . . ≤ jk} forment
une base de U(g).

Pour le lemme qui suit, on a besoin de la notion de longueur d’un élément dans une algèbre
de Poisson. Soit P une algèbre de Poisson engendrée par un sous-espace quelconque X ⊆ P .
Pour tout p ∈ P , on notera lXP (p) = inf{n ≥ 1 |p ∈ XP (n)} la longueur de p relative au système
générateur X. Cette notion recoupe bien les notions usuelles de longueur des éléments dans des
algèbres de Lie ou associatives.

Lemme 2.61 Soit g une algèbre de Lie de type fini et {u1, u2, . . .} une base de g construite
comme ci-dessus. Soient j1, . . . , jk ≥ 1 des entiers (non nécessairement ordonnés). On a :

lXU(g)(uj1 . . . ujk
) = lXS(g)(uj1 . . . ujk

) = lXg (uj1) + . . .+ lXg (ujk
).

Preuve. On peut par exemple procéder comme dans la démonstration de [39, proposition 1].

Proposition 2.62 Soient g une algèbre de Lie de type fini et X ⊆ g un sous-espace générateur
de dimension finie. Notons γg

X , γ
U
X et γS

X les fonctions de croissance associées à X dans g, U(g)
et S(g) respectivement. Alors on a :

γUX = γS
X = Π

(
γg

X

)
,

où l’opérateur Π est celui défini en 2.21.

Preuve. On établit le lemme pour l’algèbre enveloppante U(g) ; le cas de l’algèbre symétrique
se démontre de même. Notons λUX = ∆(γUX) et λ = ∆(γL

X). Montrons que pour tout k ≥ 1,
λUX(k) est le nombre de solutions de l’équation :

1.(n1,1 + . . .+ n1,λ(1)) + 2.(n2,1 + . . .+ n2,λ(2)) + . . .+ k.(nk,1 + . . .+ nk,λ(k)) = k, (2.26)

où les inconnues ni,j sont dans N. Par définition de l’opérateur Π, ceci signifie bien que γUX =
Π
(
γL

X

)
.
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Soit M = uj1 . . . ujs un monôme de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur k. D’après le lemme
2.61, on voit que les uj apparaissant dans la décomposition de M sont tous de longueur ≤ k,
autrement dit vérifient j ≤ n1 + . . . + nk. Par suite, on peut écrire tout monôme de Poincaré-
Birkhoff-Witt de longueur k de la manière suivante :

M(n1,1, . . . , nk,λ(k)) = u
n1,1

1 . . . u
n1,λ(1)

λ(1) . . . u
nk,1

λ(1)+...+λ(k−1)+1 . . . u
nk,λ(k)

λ(1)+...+λ(k),

avec des exposants ni,j ∈ N. La longueur d’un tel monôme est précisément

1.(n1,1 + . . .+ n1,λ(1)) + 2.(n2,1 + . . .+ n2,λ(2)) + . . .+ k.(nk,1 + . . .+ nk,λ(k)),

donc (n1,1, . . . , nk,λ(k)) est une solution de (2.26). On peut donc définir une application évidemment
surjective entre l’ensemble des monômes de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur k et l’ensemble
des solutions de (2.26) ; le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt entrâıne aussi qu’elle est injec-
tive. La proposition est démontrée.

En appliquant le corollaire 2.25, on obtient :

Corollaire 2.63 Soient g une algèbre de Lie de type fini, U(g) son algèbre enveloppante et S(g)
son algèbre symétrique.

1. Pour tout q ≥ 1, on a Dimq U(g) = Dimq S(g) et Dimq U(g) = Dimq S(g).

2. Pour tout q ≥ 1, on a :

Dimq(g) ≤ Dimq+1 U(g) ≤ Dimq+1 U(g) ≤ Dimq(g).

Preuve. Le no1 résulte immédiatement de la proposition précédente, car les fonctions de crois-
sances dans S(g) et U(g) attachées à un sous-espace générateur X ⊆ g sont les mêmes. Le no2
résulte du corollaire 2.25 si q ≥ 2. Si q = 1, compte tenu du fait que Dim1(g) = Dim1(g) = dim(g)
et Dim2 = GKdim, c’est une reformulation des résultats de la théorie classique (voir par exemple
[24, exemple 6.9]).

Corollaire 2.64 Soit g une algèbre de Lie telle que lev(g) <∞. Alors l’algèbre U(g) admet un
corps des fractions.

Preuve. Si lev(g) < ∞, on a lev U(g) ≤ lev(g) + 1 > ∞. Par suite, U(g) est intègre et de
niveau fini : d’après la proposition 2.45, U(g) admet bien un corps de fractions.
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2.3 Degrés de transcendance

Dans cette partie, les algèbres de Poisson considérées seront toujours unitaires et localisables
au sens de la définition 1.9 : autrement dit, le crochet de Poisson de P se prolonge à tout localisé
de P . Rappelons que c’est le cas si P est une algèbre associative avec le crochet {x, y} = xy−yx
ou si P est commutative (proposition 1.13). Enfin, pour tout sous-espace Y ⊆ P , on notera P(Y )
la sous-algèbre de Poisson engendrée par Y .

L’étude générale des degrés de transcendance de niveau q (sections 2.3.1 à 2.3.3) est inspirée
de l’étude du degré de transcendance de Gelfand-Kirillov par Zhang [42].

2.3.1 Définitions

Définition 2.65 Soient P une algèbre de Poisson et q ≥ 1 un entier. Le degré de transcendance
de niveau q de P est défini par la formule :

Tdegq(P ) = sup
X

inf
b

Dimq P(bX),

où X parcourt l’ensemble des sous-espaces de dimension finie de P contenant 1P et b l’ensemble
des éléments réguliers de P .

Pour q = 2 et P une algèbre associative, muni du crochet de Poisson {x, y} = xy − yx, on
retrouve la notion de degré de transcendance de Gelfand et Kirillov défini en [19]. Pour q = 1
on a le résultat suivant :

Proposition 2.66 Soit P une algèbre de Poisson de type fini. Alors Tdeg1(P ) = dim(P ).

Preuve. On rappelle que Dim1(P ) = dim(P ) pour toute algèbre de Poisson P . Si P est de
dimension finie, on a Dim1(Q) ≤ Dim1(P ) pour toute sous-algèbre de Poisson Q ⊆ P , d’où l’on
déduit facilement que Tdeg1(P ) ≤ dim(P ). Étudions l’inégalité réciproque. Si Tdeg1(P ) = ∞,
on a aussi Dim1(P ) = ∞. Si Tdeg1(P ) <∞ : soit X ⊆ P un sous-espace de dimension finie. On
a :

inf
b

Dim1 P(bX) <∞,

donc il existe un élément régulier b ∈ P tel que dim P(bX) <∞. Dans ce cas, b est un élément
régulier de l’algèbre de dimension finie P(bX) : en particulier, b est inversible dans P(bX). Dans ce
cas,X = b−1.bX ⊆ P(bX), d’où P(X) ⊆ P(bX) et aussi Dim1 P(X) ≤ Dim1 P(bX) ≤ Tdeg1(P ) ;
finalement on a aussi Dim1(P ) = sup

X
Dim1 P(X) ≤ Tdeg1(P ).

Dans tout ce qui suit, on pourra se limiter à l’étude du cas où q ≥ 2. Comme dans la
partie 2.1.2.2 pour les fonctions, on voit que s’il existe q ≥ 1 tel que 0 < Tdegq(P ) < ∞, alors
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Tdegr(P ) = ∞ si r < q et Tdegq(P ) = 0 si r > q : on dira que P est de niveau de transcendance
q, on notera q = Tlev(P ). On voit facilement que Tlev(P ) ≤ lev(P ).

2.3.2 Localisations

Dans tout ce qui suit, un entier q ≥ 1 est fixé.

Notations 2.67 Soient P une algèbre de Poisson et X ⊆ P un sous-espace de dimsension finie
contenant 1P . On note

Iq
X(P ) = inf

b
Dimq P(bX),

b décrivant l’ensemble des éléments réguliers de P . On a donc Tdegq(P ) = sup
X
Iq
X(P ).

Proposition 2.68 Soient P une algèbre de Poisson et S ⊆ P une partie de Ore à gauche. Alors
Tdegq(S−1P ) ≤ Dimq(P ).

Preuve. Soit X ⊆ S−1P un sous-espace de dimension finie. Il existe s ∈ S tel que s.X ⊆ P ;
dans ce cas on a Dimq P(sX) ≤ Dimq(P ) et par suite :

inf
b

Dimq P(bX) ≤ Dimq(P ).

Il vient alors Tdegq(P ) = sup
X

inf
b

Dimq(bX) ≤ Dimq(P ), c’est ce qu’on voulait.

Les résultats qui suivent sont établis dans [42, paragraphe 3] pour les degrés de transcen-
dance de Gelfand-Kirillov.

Proposition 2.69 Soient P une algèbre de Poisson et S ⊆ P un système de Ore à gauche dans
P .

1. Soit P ⊆ Q ⊆ S−1P une algèbre de Poisson intermédiaire entre P et S−1P . Alors :

Tdegq(Q) = sup
X0⊆P

IX0(Q),

X0 ⊆ P parcourant l’ensemble des sous-espaces de dimension finie de P contenant 1P .

2. Si P ⊆ Q1 ⊆ Q2 ⊆ S−1P on a Tdegq(Q2) ≤ Tdegq(Q1).

3. Si P ⊆ Q ⊆ S−1P , on a Tdegq(S−1P ) ≤ Tdegq(Q) ≤ Tdegq(P ).
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Preuve. Démontrons le no1. Comme P ⊆ Q, il est clair que

sup
X0⊆P

Iq
X0

(Q) ≤ sup
X⊆Q

Iq
X(Q) = Tdegq(Q).

Réciproquement, soit X ⊆ Q un sous-espace de dimension finie contenant 1Q. Il existe s ∈ S tel
que sX ⊆ P . Soit X0 = K1P + sX : on a donc X ⊆ s−1X0. Maintenant, si b ∈ Q est régulier,
l’élément bs ∈ Q est régulier aussi. Il vient :

Iq
X(Q) = inf

b
Dimq P(bX) ≤ inf

bs
Dimq P(bsX)

≤ inf
bs

Dimq P(bss−1X0) = inf
b

Dimq P(bX0)

= Iq
X0

(Q) ≤ sup
X0⊆P

Iq
X0

(Q).

Par passage au sup, on en déduit Tdegq(Q) ≤ sup
X0⊆P

Iq
X0

(Q).

Démontrons le no2. Sous nos hypothèses, on voit que si un élément b ∈ Q1 est régulier dans
Q1, alors b est aussi régulier dans Q2. Il vient, pour X0 ⊆ P :

Iq
X0

(Q2) = inf
b∈Q2

Dimq P(bX0) ≤ inf
b∈Q1

Dimq P(bX0) = Iq
X0

(Q1),

puis en passant au sup on obtient Tdegq(Q2) ≤ Tdegq(Q1). Le no3 est un cas particulier du no2.

Proposition 2.70 Soit P une algèbre de Poisson intègre ; on suppose Tdegq(P ) <∞. Alors P
vérifie les conditions de Ore à gauche et à droite. On a de plus Tdegq(Frac P ) ≤ Tdegq(P ).

Preuve. Il suffit de démontrer que P vérifie les conditions de Ore. Supposons par exemple
que P ne vérifie pas la condition de Ore à gauche : il existe x, y ∈ P tels que Px ∩ Py = {0}.
Soit X = K + Kx + Ky. Pour tout b ∈ P non nul, l’algèbre associative K[bx, by] est isomorphe
à l’algèbre non-commutative libre à deux générateurs Lib2. Comme P(bX) ⊇ K[bx, by], on a
Dimq P(bX) ≥ Dimq(Lib2) = ∞ ; on a donc Iq

X(P ) = ∞ puis Tdegq(P ) = ∞.

Remarque 2.71 Contrairement à la proposition 2.45, on ne peut rien dire en général sur les
sous-algèbres quelconques de P . Par exemple, le corps de Weyl D1(C) contient une sous-algèbre
non-commutative libre, mais Tdeg2 D1(C) = 2 (voir [19, 28]).

Théorème 2.72 Soit P une algèbre de Poisson intègre. On suppose que P admet un corps de
fractions qui est de type fini comme corps gauche. Alors :
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1. Tdegq(P ) = inf
Q
{Dimq(Q)}, Q ⊆ P parcourant l’ensemble des sous-algèbres de Poisson de

type fini telles que Frac(Q) = Frac(P ).

2. Soit X ⊆ P un sous-espace de dimension finie contenant 1P . Si Frac P(X) = Frac(P ),
alors Tdegq(P ) = Iq

X(P ).

Preuve. Démontrons le no1. Soit Q ⊆ P une sous-algèbre de Poisson de type fini telle que
Frac(Q) = Frac(P ). Comme Q ⊆ P ⊆ Frac(Q), on a Tdegq(P ) ≤ Tdegq(Q) ≤ Dimq(Q). Il
vient :

Tdegq(P ) ≤ inf
Q

Dimq(Q).

Réciproquement, on veut montrer que Tdegq(P ) ≥ infQ Dimq(Q). On peut supposer Tdegq(P ) <
∞, sinon c’est trivial. Comme P est de type fini, il existe X ⊆ Frac(P ) de dimension finie tel
que Frac(P ) = Frac P(X). Quitte à remplacer X par le sous-espace de P engendré par les
numérateurs et les dénominateurs des fractions non-commutatives composant une base de X,
on peut supposer X ⊆ P . On a alors :

Iq
X(P ) = inf

b
Dimq P(bX) ≤ Tdegq(P ) >∞.

Il existe b ∈ P non nul tel que Dimq P(bX) <∞. On en déduit que P(bX) vérifie les conditions
de Ore. On a alors Frac P(bX) ⊇ X, d’où

Frac P(bX) ⊇ Frac P(X) = Frac(P ).

Il vient :
Tdegq(P ) ≥ Iq

X(P ) = inf
b

Dimq P(bX) ≥ inf
Q

Dimq(Q).

Pour le no2 : on peut supposer Tdegq(P ) < ∞. Soit X ⊆ P un sous-espace de dimension
finie contenant 1P et tel que Frac P(X) = Frac(P ). Soit b 6= 0. Comme précédemment, si
Dimq P(bX) <∞, on a Frac P(bX) = Frac P(X) = Frac(P ). Dans ce cas, on a les inégalités :

Tdegq(P ) ≥ Iq
X(P ) = inf Dimq P(bX) ≥ inf

b
Dimq P(X) = Tdegq(P ).

Définition 2.73 Une algèbre de Poisson P est stable si, pour q = lev(P ), on a :

1. Tdegq(P ) = Dimq(P ) ;

2. pour tout système de Ore à gauche S ⊆ P , on a Tdegq(S−1P ) = Tdegq(P ).

Proposition 2.74 Soit P une algèbre de Poisson admettant un corps de fractions.
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1. Si Tdegq(P ) = Tdegq Frac(P ) alors, pour toute sous-algèbre de Poisson P ⊆ Q ⊆ Frac(P )
on a Tdegq(Q) = Tdegq Frac(P ).

2. L’algèbre P est stable si et seulement si Dimq(P ) ≤ Tdegq Frac(P ).
3. Si P est stable et Q ⊆ Frac(P ) vérifie Frac(Q) = Frac(P ), alors Dimq(Q) ≥ Dimq(P ). Si

de plus Dimq(Q) = Dimq(P ), alors Q est stable.
4. Si P est stable et Q ⊆ P vérifie Frac(Q) = Frac(P ), alors Dimq(Q) = Dimq(P ) et Q est

stable.

Preuve. Pour le no1, il suffit de considérer les inégalités :

Tdegq(P ) = Tdegq Frac(P ) ≤ Tdegq(Q) ≤ Tdegq(P ).

Vérifions le no2. Si P est stable, on a Dimq(P ) = Tdegq(P ) = Tdegq Frac(P ). Réciproquement,
on considère un système de Ore à gauche S ⊆ P . On calcule alors :

Tdegq Frac(P ) ≤ Tdegq(S−1P ) ≤ Tdegq(P ) ≤ Dimq(P ) ≤ Tdegq Frac(P ).

Il vient Tdegq(S−1P ) = Tdegq(P ) et P est stable.
Démontrons le no3. On a Dimq(P ) = Tdegq Frac(P ) = Tdegq Frac(Q) ≤ Dimq(Q). Si

Dimq(Q) = Dimq(P ), on a Dimq(Q) = Tdegq Frac(Q), d’où la stabilité de Q d’après le no2.
Pour le no4 il suffit de voir que Dimq(Q) = Dimq(P ) d’après le no3. Or

Dimq(Q) ≤ Dimq(P ) = Tdegq(P ) = Tdegq Frac(P ) = Tdegq Frac(Q).

D’après le no2, Q est stable et Dimq(Q) = Tdegq Frac(Q) = Tdegq Frac(P ) = Dimq(P ).

2.3.3 Filtrations

Proposition 2.75 Soit P une algèbre de Poisson unitaire filtrée. On suppose Gr(P ) intègre.

1. Pour tout q ≥ 1, on a Tdegq(P ) ≥ Tdegq Gr(P ).

2. Supposons en outre P localisable. Si Dimq(P ) = Dimq Gr(P ) < ∞ et Gr(P ) est stable,
alors P est stable.

Preuve. On note pour simplifier Q = Gr(P ). Démontrons le no1. On a

Tdegq(P ) = sup
X⊆P

inf
b

Dimq P(bX).

Notons β = Gr(b). Il est clair que Gr P(bX) ⊇ P(βGr(X)). En utilisant le corollaire 2.57, on
voit que :

Dimq P(bX) ≥ Dimq Gr (P(bX)) ≥ Dimq P (βGr(X)) ≥ Iq
Gr(X)(Q).
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Or, pour tout sous-espace de dimension finie Y ⊆ Q, il existe un sous-espace gradué de dimension
finie Gr(X) ⊆ Q tel que Y ⊆ Gr(X). Il est alors facile de montrer que :

Tdegq(Q) = sup
Y
Iq
Y (Q) ≤ sup

X
Iq
Gr(X)(Q) ≤ sup

X
Iq
X(P ) = Tdegq(P ).

Pour le no2, on a :

Dimq(P ) = Dimq(Q) = Tdegq(Q) ≤ Tdegq(P ),

le résultat provient alors de la proposition 2.74, no2.

2.3.4 Algèbres enveloppantes et corps enveloppants

Dans ce qui suit on fixe une algèbre de Lie g de niveau fini. On note U(g) son algèbre
enveloppante, K(g) son corps enveloppant (dont l’existence est assurée par le corollaire 2.64),
S(g) son algèbre symétrique, munie du crochet de Poisson canonique etQ(g) = Frac S(g) le corps
des fractions de S(g), muni du crochet de Poisson qui prolonge celui de l’algèbre symétrique.
L’algèbre de Poisson S(g) s’identifie naturellement au gradué associé de U(g), relativement à la
filtration canonique. D’après le corollaire 1.45, K(g) est filtrée aussi et GrK(g) ' H−1S(g), où
H ⊆ S(g) est l’ensemble des éléments homogènes non nuls de S(g).

Pour tout sous-espace X ⊆ Q(g), on notera K(X) le sous-corps de Q(g) engendré par X. On
définit aussi par récurrence :

XL
1 = X ; XL

n+1 = XL
n + {X,XL

n }.

Enfin, pour tout n ≥ 1, on note tX(n) = trdeg K(XL
n ) le degré de transcendance au sens clas-

sique des algèbres commutatives du sous-corps K(XL
n ).

Lemme 2.76 On reprend les notations ci-dessus. Soient X,Y ⊆ Q(g) deux sous-espaces vecto-
riels. On suppose que X ⊆ K(Y ). Alors, pour tout n ≥ 1, on a XL

n ⊆ K(Y L
n ). En particulier, on

a toujours tX(n) ≤ tY (n).

Preuve. Observons d’abord le fait suivant. Pour V,W ⊆ Q(g), on a :

{K(V ),K(W )} ⊆ K (V +W + {V,W}) .

En effet, si α ∈ K(V ) et β ∈ K(W ) : il existe deux fractions rationnelles α∗(t1, . . . , tn) ∈
K(t1, . . . , tn) et β∗(t1, . . . , tp) ∈ K(t1, . . . , tp) ainsi que des éléments v1, . . . , vn ∈ V , w1, . . . , wp ∈
W tels que α = α∗(v1, . . . , vn) et β = β∗(w1, . . . , wp). On vérifie alors facilement que l’on a :

{α, β} =
n∑

i=1

p∑
j=1

∂α∗

∂ti
(v1, . . . , vn)

∂β∗

∂tj
(w1, . . . , wp){vi, wj},
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d’où {α, β} ∈ K(V +W + {V,W}).
On peut maintenant établir le lemme. Il s’agit de montrer que XL

n ⊆ K(Y L
n ) pour tout n ≥ 1.

Pour n = 1 on a X ⊆ K(Y ) par hypothèse. Supposons maintenant la relation XL
n ⊆ K(Y L

n )
satifaite pour un entier n ≥ 1. On a alors :

XL
n+1 = XL

n + {X,XL
n } ⊆ K(Y L

n ) + {K(Y ),K(Y L
n )}

⊆ K(Y L
n + Y + {Y, Y L

n }) = K(Y L
n+1).

Le lemme est démontré.

Proposition 2.77 Soient g une algèbre de Lie de type fini, S(g) son algèbre symétrique et
Q(g) = Frac S(g), avec les crochets de Poisson naturels. Alors Tdegq Q(g) = Dimq S(g).

Preuve. Notons pour simplifier S = S(g) et Q = Q(g). Soit X ⊆ g un sous-espace générateur
de dimension finie et X ′ = X + K. Soit b ∈ Q avec b 6= 0. On pose Y = bX ′. Comme bX ⊆ Y et
b ∈ Y , on a aussi X ⊆ K(Y ), d’où pour tout n ≥ 1 : tX(n) ≤ tY (n).

Par ailleurs, on a tX(n) = dim XL
n . En effet, des éléments linéairement indépendants dans

g sont algébriquement indépendants dans Q(g). On voit ensuite que, par construction, XL
n est

le sous-espace de g engendré par les monômes de Lie de longueur ≤ n en les éléments de X ; en
particulier dim XL

n = γX(g;n).
On a, d’après le corollaire 2.63 :

γS
X = Π(γg

X) = Π(tX).

Comme tX(n) ≤ tY (n), on a d’après le lemme 2.22 Π(tX) � Π(tY ). La proposition 2.60 donne
l’inégalité Π(tY ) � γQ

Y . Il vient finalement γS
X � γQ

Y , d’où :

Dimq(S) = Dimq(γS
X) ≤ Dimq P(Y ).

Comme P(Y ) = P(bX ′), on a :

Dimq(S) ≤ inf
b

Dimq P(bX ′) ≤ Tdegq(Q) = Tdegq Frac(S) ≤ Dimq(S).

Théorème 2.78 Soit g une algèbre de Lie de niveau fini. Pour tout q ∈ N?, on a :

Tdegq K(g) = Dimq U(g) = Dimq S(g) = Tdegq Q(g). (2.27)

Si de plus Dimq−1(g) = Dimq−1(g) <∞, alors Tdegq K(g) = Dimq−1(g).

Preuve. On note U = U(g), S = S(g) et K = K(g). D’après le corollaire 2.63 et la proposition
précédente, on a :

Dimq(U) = Dimq(S) = Tdegq(S).

En particulier l’algèbre S est stable. Comme de plus Gr(U) ' S avec Dimq(U) = Dimq(S),
l’algèbre U est stable aussi d’après la proposition 2.75. En particulier on a Tdegq(K) = Dimq(U).
La dernière assertion provient du théorème 2.63.
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2.3.5 Application : algèbres de Lie de champs de vecteurs

Dans cette partie, on choisit comme corps de base K = C, le corps des nombres complexes.
Les descriptions utilisées des algèbres de type Cartan sont tirées de [25].

On commence par introduire des outils commodes pour les calculs explicites de dimensions
de niveau q des algèbres de Lie.

2.3.5.1 Suites exactes

Proposition 2.79 On considère une suite exacte d’algèbres de Lie 0 → h → g → q → 0. On
suppose g, h et q de type fini. En outre, on suppose g de dimension infinie.

1. Si h est de dimension finie, alors les croissances de g et q sont égales. En particulier, pour
tout q ≥ 2, on a Dimq(g) = Dimq(q) et Dimq(g) = Dimq(q).

2. Si q est de dimension finie, alors les croissances de g et h sont égales. En particulier, pour
tout q ≥ 2, on a Dimq(g) = Dimq(h) et Dimq(g) = Dimq(h).

Preuve. Démontrons le premier point. La suite exacte d’algèbres de Lie 0 → h → g → q → 0
induit une suite exacte de g-modules. D’après la proposition 2.49, no2, les croissances de g

et q comme g-modules sont égales. D’après le no3 de la même proposition, la croissance de q

comme g-module ou comme q-module sont les mêmes. On peut enfin conclure grâce au fait que
la croissance de g comme algèbre de Lie est égale à la croissance de g comme g-module, et
similairement pour q.

Pour le deuxième point on applique encore la proposition 2.49 : les croissances de g et h

comme h-modules sont les mêmes. Enfin, il est facile de vérifier que les croissances de g comme
g-module et comme h-modules sont égales.

2.3.5.2 Algèbres de Lie filtrées

Proposition 2.80 Soit g une algèbre de Lie filtrée en dimension finie par une famille {gn}n≥1.
Pour tout n ≥ 1, on pose d(n) = dim(gn). On note enfin gr(g) l’algèbre de Lie graduée associée.

1. Si gr(g) est de type fini, alors g est de type fini aussi et on a :

Γ(g) = Γ (gr(g)) = Γ(d).

2. On suppose qu’il existe deux entiers k,N > 0 tels que [gk, gn] = gn+k pour tout n ≥ N .
Alors gr(g) est de type fini.
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Preuve. Démontrons le no1. L’algèbre associative A = U(g), munie de la filtration induite par
celle de g, est filtrée sur N en dimension finie avec A0 = K. Comme Gr U(g) ' U (gr(g)), l’algèbre
Gr(A) est aussi de type fini. Enfin, l’espace M = g est muni d’une filtration de A-modules en
dimension finie, de telle sorte que le Gr(A)-module Gr(M) est de type fini. On applique [24,
proposition 6.6] : on a les identités

ΓA(g) = ΓGr(A) (gr(g)) = Γ(d).

Pour finir, il reste à remarquer que ΓU(g)(g) = Γg(g) = Γ(g), autrement dit les croissances de
g comme algèbre de Lie, comme g-module et comme U(g)-module sont les mêmes. Il en va de
même pour gr(g). Le no1 est établi.

Pour le no2, on pose par commodité h = gr(g) et h(n) = gn/gn−1 pour tout n ≥ 1. Pour

montrer que h est de type fini, on montre que h est engendrée par
N+k∑
j=1

h(j). À cet effet, il suffit par

exemple de voir que h(n+k) ⊆ [h(k), h(n)] pour tout n ≥ N . Soient n ≥ N et x ∈ gn+k r gn+k−1.
Par hypothèse, il existe des éléments ai ∈ gk, bi ∈ gn en nombre fini tels que x =

∑
i

[ai, bi].

Comme [ai, bi] ∈ [gk, gn] ⊆ gn+k, on a :

gr(x) = x+ gn+k−1 =

(∑
i

[ai, bi]

)
+ gn+k−1 =

∑
i

([ai, bi] + gn+k−1)

=
∑

i

[ai + gk−1, bi + gn−1] =
∑

i

[gr(ai), gr(bi)],

avec gr(ai) ∈ h(k) et gr(bi) ∈ h(n). Le no2 est établi.

Terminologie 2.81 Soit S une algèbre associative ou de Lie. On suppose S munie d’une fil-
tration {Sn}n≥1. On dira que la filtration est régulière s’il existe deux entiers k,N > 0 tels
que :

(∀n ≥ N) : Sk.Sn = Sn+k.

2.3.5.3 Produits tensoriels

Dans ce qui suit, les produits tensoriels considérés sont des produits tensoriels sur K. On
notera alors ⊗ au lieu de ⊗K. Soient g une algèbre de Lie et A une algèbre associative, commuta-
tive, unitaire. L’espace vectoriel A⊗ g peut être muni d’une structure d’algèbre de Lie vérifiant
[a⊗ x, a′ ⊗ x′] = (aa′)⊗ [x, x′], pour tous a, a′ ∈ A et x, x′ ∈ g.
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Lemme 2.82 Supposons A et g munies de filtrations régulières {Am}m≥1 et {gm}m≥1. On
définit une suite de sous-espaces du produit tensoriel p = A ⊗ g par pm = Am ⊗ gm pour tout
m ≥ 1. Alors la famille (pm)m≥1 est une filtration régulière de p.

Preuve. Il est clair que la suite (pm)n≥1 est une filtration de p. Montrons qu’elle est régulière.
Par hypothèse, il existe k,N ≥ 1 tel que, pour tout n ≥ N , on ait AkAn = An+k ; il existe aussi
k′, N ′ ≥ 1 tels que l’on ait [gk′ , gn] = gn+k′ pour tout n ≥ N ′. Quitte à changer N et N ′ en
max{N,N ′} on peut supposer N = N ′. Montrons qu’on peut aussi se ramener au cas où k = k′.
Soient n ≥ N et q ≥ 1. Par régularité de la filtration de A, on a :

An+qk = AkAn+(q−1)k = . . . = (Ak)qAn.

Par définition des filtrations d’algèbres, on a toujours (Ak)qAn ⊆ AqkAn ⊆ Aqk+n. Il vient, pour
tous n ≥ N et q ≥ 1 :

An+qk ⊆ AqkAn ⊆ Aqk+n,

d’où AqkAn = Aqk+n. Ceci prouve qu’on peut remplacer k par tout multiple de k dans le cas de
l’algèbre associative A. Pour l’algèbre de Lie g, on procèderait de même pour voir qu’on peut
remplacer k′ par tout multiple de k′. On se ramène enfin au cas où k = k′ en remplaçant ces
deux entiers par le ppcm de k et k′.

On peut maintenant achever la preuve du lemme. Soient a ∈ An+k et x ∈ gn+k ; montrons que
a⊗x ∈ [pk, pn]. Par linéarité, on peut supposer a et x de la forme a = akan et x = [xk, xn], avec
ak ∈ Ak, an ∈ An et xk ∈ gk, xn ∈ gn. Mais alors a⊗ x = akan⊗ [xk, xn] = [ak ⊗ xk, an⊗ xn] ∈
[pk, pn], c’est ce qu’on voulait.

2.3.5.4 L’algèbre vect(n)

Soit n ≥ 1 un entier. On note C[X] = C[x1, . . . , xn] l’algèbre des fonctions polynômiales sur
Cn. On note alors vect(n) = DerC[X] l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur Cn. C’est un
C[X]-module libre, avec vect(n) = C[X] ∂

∂x1
⊕ . . .⊕ C[X] ∂

∂xn
.

On utilisera dans la suite les notation multi-indicielles suivantes. Pour tout élément α =
(α1, . . . , αn) ∈ Zn, on pose |α| = α1 + . . . + αn. On note aussi εk = (δ1,k, . . . , δn,k) le n-uplet
dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice k qui vaut 1. On pose en outre, pour
α ∈ Zn et k ∈ {1, . . . , n} (quand ces expressions sont définies) :

xα = xα1
1 . . . xαn

n ∈ C[X],

ekα = xα1
1 . . . xαn

n xk
∂

∂xk
∈ vect(n).

On a donc, pour tous α, β ∈ Zd et 1 ≤ j, k ≤ n :

[ejα, e
k
β ] = βje

k
α+β − αke

j
α+β. (2.28)
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Théorème 2.83 L’algèbre de Lie vect(n) admet un corps enveloppant. On a de plus :

Tdeg3 K
(
vect(n)

)
= n.

Preuve. Traitons d’abord le cas où n = 1. On note en = xn+1 ∂
∂x , pour tout n ≥ −1. On a donc

les relations [ei, ej ] = (j − i)ei+j pour tous i, j ≥ −1. On pose, pour m ≥ 1 :

gm =
m∑

j=−1

Cej .

Il est facile de vérifier que la famille {gm}m≥1 est une filtration de vect(1). Vérifions aussi qu’elle
est régulière. Soit m ≥ 2, on va montrer que [g1, gm] = gm+1. L’inclusion [g1, gm] ⊆ gm+1

provient du fait qu’on est en présence d’une filtration d’algèbre de Lie. Soit à présent j ≤ m+1 :
montrons que ej ∈ [g1, gm]. On étudie séparément les cas où j = 0, j ≤ m mais j 6= 0 et
j = m+ 1.

Si j = 0, on utilise la relation 2e0 = [e−1, e1] ∈ [g1, g1] ⊆ [g1, gm]. Si j ≤ m et j 6= 0, on a :

[e0, ej ] = jej ,

d’où ej = [j−1e0, ej ] ∈ [g1, gm]. Pour finir, on suppose j = m + 1. On a alors [e1, em] =
(m − 1)em+1. Comme m ≥ 2, on a m − 1 6= 0 d’où em+1 ∈ [g1, gm]. La filtration est bien
régulière.

On a d(m) = dim(gm) = m+2. D’après la proposition 2.80, la croissance de vect(1) est égale à
la croissance de la fonction d, d’où l’on déduit immédiatement que Dim2 vect(1) = Dim2 vect(1) =
1. D’après le théorème 2.78, vect(1) admet un corps enveloppant, et l’on a Tdeg3 K

(
vect(1)

)
= 1.

Traitons à présent le cas n ≥ 2. Pour simplifier les écritures, on notera g = vect(n). Pour
tout m ≥ 1, on note gm le sous-espace de g engendré par les éléments ekα avec k ∈ {1, . . . , n} et
|α| ≤ m. En utilisant les relations (2.28), on voit que la famille {gm}m≥1 est une filtration de g.
De plus la dimension de gm est donnée par un polynôme d(m) de degré n. D’après la proposition
2.56, il vient : Dim2(g) ≤ Dim2(d) = n.

Soit h la sous-algèbre de g définie comme suit :

h = {f(x1, . . . , xn)
∂

∂x1
| f(x1, . . . , xn) ∈ C[X]}.

On voit que h s’identifie au produit tensoriel h ' C[X2, . . . , Xn]⊗vect(1). L’algèbre de polynômes
A = C[X2, . . . , Xn] est munie d’une filtration régulière {Am}m≥1 telle que dim(Am) soit un
polynôme de degré n− 1. En utilisant l’étude de vect(1) ci-dessus et le lemme 3.28, on voit que
h est muni d’une filtration régulière {hm}m≥1 telle que dim(hm) soit donnée par une fonction
polynômiale P (m) de degré n. La croissance de h est égale à la croissance de P d’après la
proposition 2.80. Il vient :

Dim2(g) ≥ Dim2(h) = n.

D’après le théorème 2.78, vect(n) admet un corps enveloppant, et on a Tdeg3 K
(
vect(n)

)
= n.
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2.3.5.5 L’algèbre svect(n).

Soit ∂ =
n∑

k=1

pk(x)
∂

∂xk
∈ vect(n). On pose div(∂) =

n∑
k=1

∂pk

∂xk
(x) ∈ C[X]. On a la relation,

pour tous ∂1, ∂2 ∈ vect(n) : div [∂1, ∂2] = ∂1(div ∂2) − ∂2(div ∂1). En particulier on a une
sous-algèbre de Lie svect(n) = {∂ ∈ vect(n) | div(∂) = 0}.

Remarque 2.84 On voit facilement que svect(1) est de dimension 1. On supposera donc, dans
toute la suite, qu’on a n ≥ 2.

Théorème 2.85 L’algèbre de Lie svect(n) admet un corps enveloppant. Si n ≥ 2, on a :

Tdeg3 K
(
svect(n)

)
= n.

Preuve. Étudions d’abord le cas où n = 2. On pose :

A = {(α1, α2) ∈ Z2 | α1, α2 ≥ −1 et α 6= (−1,−1)}.

Pour tout α ∈ A, on définit :

Sα = (α2 + 1)xαx1
∂

∂x1
− (α1 + 1)xα ∂

∂x2
.

Les (Sα)α∈A forment une base de svect(2), et on a :

(∀ α, β ∈ A) : [Sα, Sβ] = c(α, β)Sα+β , (2.29)

où c(α, β) = α2β1 − α1β2 − (α1 − α2) + (β1 − β2).
Pour α = (α1, α2) ∈ Z2, on pose ‖α‖ = max{|α1|, |α2|}. On pose alors g1 = V ect{Sα | α ∈

A, ‖α‖ ≤ 1 et, pour m ≥ 2 : gm = V ect{Sα | α ∈ A, ‖α‖ ≤ m, α 6= (m,m)}. À l’aide des
formules explicites (2.29), on voit que (gm)m≥1 est une filtration de svect(2) ; on va montrer
qu’elle est régulière. Par exemple, on montre que pour m ≥ 2, on a [g1, gm] = gm+1. Soit α ∈ A
tel que α1, α2 ≤ m+ 1. On distingue trois cas cas.

Si ‖α‖ ≤ m et α1 6= α2, on a :

[S0, Sα] = (α2 − α1)Sα,

d’où Sα ∈ [g1, gm] car α1 − α2 6= 0. Si ‖α‖ ≤ m et α1 = α2, on a, avec ε2 = (0, 1) :

[Sε2 , Sα−ε2 ] = (α1 + 2)Sα.
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Comme α1 ≥ −1, on a α1 + 2 6= 0 d’où Sα ∈ [g1, gm].
Supposons ensuite ‖α‖ = m + 1. Si Sα ∈ gm+1, on ne peut pas avoir α1 = α2 = m + 1.

Sans perte de généralité, on supposera α1 ≤ m et α2 = m+ 1 (le cas α1 = m+ 1 et α2 ≤ m se
traiterait de même). Soit ε = (1, 1). Si α1 ≥ 0, on a :

[Sε, Sα−ε] = 2(α1 − α2)Sα,

comme α2 = m+ 1 > α1 on en déduit Sα ∈ [g1, gm]. Si α1 = −1, on a la relation :

[Sε2 , Sα−ε2 ] = −α2Sα,

avec −α2 = −(m+ 1) 6= 0. Il vient encore Sα ∈ [g1, gm].
On voit enfin que d(m) = dim(gm) = (m+ 2)2 − 2 pour m ≥ 2 ; on en déduit en utilisant la

proposition 2.80 que Dim2
(
svect(2)

)
= Dim2

(
svect(2)

)
= 2.

Étudions à présent le cas n ≥ 3. Comme svect(n) se plonge dans vect(n), on a Dim2
(
svect(n)

)
≤

Dim2
(
vect(n)

)
= n. Pour l’inégalité réciproque, on considère la sous-algèbre h ⊆ svect(n) en-

gendrée par les dérivations de la forme

∂ = p(x1, . . . , xn−2)
(
q(xn−1, xn)

∂

∂xn−1
+ r(xn−1, xn)

∂

∂xn

)
,

avec div(∂) = 0. Il est facile de voir que h est une sous-algèbre isomorphe à C[x1, . . . , xn−2] ⊗
svect(2). En utilisant le lemme 3.28 on montre que Dim2

(
svect(n)

)
≥ Dim2(h) = n (comme il a

été fait pour l’algèbre vect(n)). Il vient Dim2
(
svect(n)

)
= Dim2

(
svect(n)

)
= n. Il suffit ensuite

d’appliquer le théorème 2.78.

2.3.5.6 L’algèbre de Poisson.

On définit sur C[p1, . . . , pn, q1, . . . , qn] le crochet de Poisson standard par la formule usuelle

{f, g} =
n∑

j=1

∂f

∂pj

∂g

∂qj
− ∂f

∂qj

∂g

∂pj
. On notera po(2n) l’algèbre de Lie sous-jacente. L’élément unité

de l’algèbre associative C[p1, . . . , pn, q1, . . . , qn] sera noté 1po ∈ po(2n). C’est un élément central
pour le crochet de Lie {., .}.

Théorème 2.86 L’algèbre de Lie po(2n) admet un corps enveloppant. On a de plus :

Tdeg3 K
(
po(2n)

)
= 2n.

Preuve. On utilise les notations multi-indicielles usuelles. Pour tout entier m ≥ 1, on pose
gm = V ect{pαqβ | |α+ β| ≤ m+ 2}. On a les relations, pour tous α, β, a, b ∈ Nn :

{pαqβ , paqb} =
n∑

j=1

(αjbj − ajβj) pα+a−εjqβ+b−εj .
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À l’aide de ces relations explicites, on va démontrer comme dans le cas de svect(2) que la
famille (gm)m≥1 est une filtration régulière de po(2n). On peut ensuite conclure comme dans les
théorèmes 2.83 et 2.85.

Soient α, β ∈ Nn tels que |α + β| ≤ m + 3, de sorte que pαqβ ∈ gm+1. On suppose m ≥ 4n
(l’utilité de cette condition apparâıtra ultérieurement). Montrons que pαqβ ∈ {g1, gm}. On
suppose tout d’abord que |α+ β| ≤ m+ 2, de sorte que pαqβ ∈ gm en réalité. Si α 6= β, il existe
k ∈ {1, . . . , n} tel que αk 6= βk. On a alors :

{pkqk, p
αqβ} = (βk − αk)pαqβ.

Comme pkqk ∈ g1, on en déduit que pαqβ ∈ {g1, gm}.
Si α = β = 0, on a 1po = {p1, q1} ∈ {g1, gm}. Si α = β 6= 0, il existe k ∈ {1, . . . , n} tel que

αk = βk > 0. Dans ce cas, on a :

{p2
k, p

α−εkqα+εk} = 2βkp
αqβ.

On en déduit encore que pαqβ ∈ {g1, gm}.
On suppose à présent que |α+β| = m+3. Pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a p2

kqk ∈ g1. Lorsque
αk > 0, on a alors :

{p2
kqk, p

α−εkqβ} = (2(αk − 1)− βk) pαqβ .

Lorsque 2(αk−1)−βk 6= 0, on en déduit que pαqβ ∈ {g1, gm}. Si βk > 0, on obtient la même
conclusion en échangeant les rôles de p et q sous la condition 2(βk−1)−αk 6= 0. Il reste à étudier le
cas où, pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a soit αk = βk = 0, soit 2(βk−1)−αk = 2(αk−1)−βk = 0.
Ceci implique alors que, pour tout k, on a αk = βk = 0 ou αk = βk = 2. En particulier
|α + β| ≤ 4n. Or on a |α + β| = m+ 3 ≥ 4n + 3, ce cas n’est donc jamais réalisé. Le théorème
est démontré.

2.3.5.7 L’algèbre h(2n).

Pour tout polynôme f ∈ C[p1, . . . , pn; q1, . . . , qn] on pose Hf =
n∑

j=1

∂f

∂pj

∂

∂qj
− ∂f

∂qj

∂

∂pj
∈

vect(2n). On remarque que la dérivation Hf n’est autre que la dérivation hamiltonienne ham(f)
associée à f dans l’algèbre de polynômes C[p1, . . . , pn; q1, . . . , qn], vue comme algèbre de Pois-
son au moyen du crochet de Poisson standard. L’application f 7→ Hf est donc un morphisme
d’algèbres de Lie. On appelle algèbre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens son image ; on
la note h(2n). On voit qu’on a une suite exacte :

0 → C.1po → po(2n) → h(2n) → 0,

où 1po désigne encore l’élément unité de C[p1, . . . , pn; q1, . . . , qn] vu comme élément de po(2n).

81



Théorème 2.87 L’algèbre de Lie h(2n) admet un corps enveloppant. On a de plus :

Tdeg3 K
(
h(2n)

)
= 2n.

Preuve. Ici, il suffit d’utiliser le lemme 2.79 et le théorème 2.86.

2.3.5.8 L’algèbre k(2n+ 1).

On considère un entier n ∈ N?. On note C[X] = C[t; q1, . . . , qn, p1, . . . , pn] ; les dérivations
considérées dans ce qui suit sont des dérivations de cette algèbre ; on identifiera DerC[X] à
vect(2n+ 1). Notons E la dérivation eulérienne :

E =
n∑

j=1

qj
∂

∂qj
+ pj

∂

∂pj
∈ vect(2n+ 1).

Pour f ∈ C[X], on pose :

Hf =
n∑

j=1

∂f

∂pj

∂

∂qj
− ∂f

∂qj

∂

∂pj
∈ vect(2n+ 1).

Pour tout f ∈ C[X] on pose alors D(f) = 2f − E(f) ∈ C[X] et :

Kf = D(f)
∂

∂t
+
∂f

∂t
E +Hf ∈ vect(2n+ 1).

Pour f, g ∈ C[X] on pose enfin {f, g}P = Hf (g) =
n∑

j=1

∂f

∂pj

∂g

∂qj
− ∂f

∂qj

∂g

∂pj
∈ C[X]. Le crochet de

Lagrange (ou crochet de contact) de f et g est défini par la formule :

{f, g}L = D(f)
∂g

∂t
− ∂f

∂t
D(g)− {f, g}P .

Lemme 2.88 On reprend les notations précédentes.
1. Le crochet {., .}L est un crochet de Lie sur C[X]. Ce n’est pas une bidérivation. On notera
L l’algèbre de Lie

(
C[X], {., .}L

)
.

2. L’application K : f ∈ L 7→ Kf ∈ vect(2n+ 1) est un morphisme d’algèbres de Lie injectif.

Preuve. Ce résultat figure dans [25, paragraphe 1.2].

L’image du morphismeK s’appelle algèbre de Lie des champs de contact ; on la note k(2n+1).
Par construction, on a k(2n+1) ' L : dans la suite, on identifiera k(2n+1) à l’espace C[X], muni
du crochet de contact {., .}L. À l’aide de méthodes analogues à celles utilisées précédemment,
on démontre :
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Théorème 2.89 L’algèbre de Lie k(2n+ 1) admet un corps enveloppant. On a de plus :

Tdeg3 K
(
k(2n+ 1)

)
= 2n+ 1.

Preuve. On notera pour simplifier C[q, p] au lieu de C[q1, . . . , qn, p1, . . . , pn]. Comme k(2n+1) ⊆
vect(2n+ 1), l’inégalité Dim2

(
k(2n+ 1)

)
≤ 2n+ 1 est claire.

D’autre part, on considère gm le sous-espace de k(2n+1) formé des polynômes en t de degré
≤ m, autrement dit :

gm =
m∑

j=0

C[q, p]tm.

On a {taf(q, p), tbg(q, p)}L = −ta+b{f, g}P + r, où r ∈ C[t; p, q] est un polynôme en t de degré
≤ a + b − 1, autrement dit r ∈ ga+b−1. On peut en déduire que (gm)m≥0 est une filtration de
k(2n + 1) pour laquelle gr

(
k(2n + 1)

)
' C[t] ⊗ po(2n) (attention, ce n’est pas une filtration en

dimension finie). La croissance de k(2n+1) est plus grande que celle de gr
(
k(2n+1)

)
(corollaire

2.57) ; on en déduit aussi que Dim2 k(2n + 1) ≥ Dim2 gr
(
k(2n + 1)

)
. En utilisant le lemme 3.28

et le théorème 2.86, on a Dim2 C[t]⊗ po(2n) = 2n+ 1, d’où Dim2 k(2n+ 1) ≥ 2n+ 1.
Finalement on en déduit que Dim2 k(2n+1) = Dim2 k(2n+1) = 2n+1. D’après le théorème

2.78, k(2n+ 1) admet un corps enveloppant tel que Tdeg3 K
(
k(2n+ 1)

)
= 2n+ 1.
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Chapitre 3

Corps enveloppants des algèbres de
type Witt

Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier les corps enveloppants d’une classe d’algèbres de Lie de
dimension infinie étudiées par R. Yu en [41], les algèbres de type Witt et Virasoro.

Soient K un corps commutatif de caractéristique 0 et Γ un groupe abélien libre de rang fini.
Dans la première partie, on définit les algèbres de Lie de type Witt et Virasoro paramétrées
par un plongement additif f : Γ ↪→ K. Soient w(f) (resp. V ir(f)) l’algèbre de type Witt
(resp. Virasoro) paramétrée par f . On établit l’existence d’un corps enveloppant en calculant
les dimensions de niveau 2 de ces algèbres de Lie. On démontre en même temps que le degré de
transcendance de niveau 3 du corps enveloppant des algèbres w(f) et V ir(f) est égal au rang du
groupe Γ. Ce résultat permet ainsi de distinguer à isomorphisme près ces corps gauches pour des
valeurs distinctes du rang de Γ. Dans un deuxième temps, on établit que les centres des corps
enveloppants de w(f) et V ir(f) sont triviaux, c’est-à-dire engendrés par le centre des algèbres de
Lie correspondantes. À cet effet, on procède comme suit. Notons g l’une ou l’autre des algèbres
w(f) ou V ir(f). On munit U(g) de sa filtration canonique et K(g) de la filtration induite.
On démontre que le centre du gradué associé, relativement au crochet de Poisson (c’est-à-dire
l’algèbre des invariants de GrK(g) sous l’action de g), est lui-même trivial ; puis on remonte
cette propriété à l’algèbre filtrée K(g) proprement dite.

La comparaison des algèbres enveloppantes de même dimension de niveau 3 se fonde sur
l’étude du spectre des éléments ad-diagonalisables. Un élément ad-diagonalisable de l’algèbre
enveloppante définit un élément ad-localement fini du gradué associé, relativement au crochet
de Poisson. En déterminant la forme explicite de tous les éléments ad-localement finis dans
Gr U(g), on peut donner une description complète des éléments ad-diagonalisables de U(g). On
montre alors que l’ensemble des valeurs propres associées à un tel élément est, à homothétie près,
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l’image du plongement f . On en déduit un critère d’isomorphisme entre algèbres enveloppantes
construites sur des plongements différents ; on reconnâıt le critère obtenu en [41] pour les algèbres
de Lie. Dans le cas des corps enveloppants de même degré de transcendance, on utilise une
méthode analogue. L’étude des éléments ad-localement finis du gradué associé repose sur un
plongement de GrK(g) dans un corps de séries de Malcev-Neumann [31, 11, 1]. On obtient
alors une condition suffisante, portant sur les images de deux plongements f, g : Γ ↪→ K, pour
que les corps enveloppants de w(f) et w(g) ne soient pas isomorphes.

La deuxième partie est consacrée à l’étude des corps enveloppants des parties positives w+

des algèbres de type Witt. On étudie d’abord les centralisateurs dans U(w+) et K(w+). Pour
ce faire, on commence par examiner le problème analogue dans le gradué associé GrK(w+) ; on
établit en particulier que le centralisateurs, relativement au crochet de Poisson, d’un élément
homogène de degré non nul est isomorphe à un anneau de polynômes de Laurent en une variable.
Ceci permet notamment d’en déduire que les centralisateurs dans le corps enveloppant d’éléments
non-centraux sont commutatifs. On étudie aussi de manière plus approfondie la structure des
centralisateurs dans l’algèbre enveloppante. Plus précisément, on montre que le centralisateur
dans l’algèbre enveloppante d’un élément non-central est un module de type fini sur la sous-
algèbre qu’il engendre. Ces résultats sont analogues à ceux obtenus pour le corps de Weyl D1(K)
par exemple dans [4, 21, 9].

Pour finir, on démontre que la plus grande sous-algèbre du corps enveloppant sur laquelle un
élément non-central agit de manière localement nilpotente est réduite au centralisateur de cet
élément. Ici encore, le résultat s’obtient à partir du résultat analogue dans GrK(w+). On en
déduit alors que K(w+) ne contient pas de sous-algèbre de Lie non-commutative de dimension
finie. En particulier, il en résulte que le corps de Weyl D1(K) ne se plonge dans aucun des corps
gauches de la forme K(w+). En revanche, ces corps contiennent, comme le corps de Weyl D1(K),
une sous-algèbre non-commutative libre [28, 20].

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K de caractéristique 0.

3.1 Algèbres de type Witt

3.1.1 Définitions et notations

Soit Γ un groupe abélien. Dans [41], R. Yu définit et classe toutes les structures d’algèbre de
Lie de type Witt sur l’espace vectoriel

⊕
α∈Γ

K eα. Une telle structure est définie par un crochet

de la forme [eα, eβ ] = (f(β)− f(α))eα+β , pour une fonction f : Γ → K telle que f(0) = 0. On se
propose ici d’étudier le cas particulier où Γ est un groupe abélien libre de rang fini et w(f) une
algèbre simple.

Soient d ≥ 1 un entier, Γ = Zd et f : Γ → K un morphisme de groupes additifs. L’algèbre de
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Witt (sur K) associée à f , notée w(f), est l’algèbre de Lie définie sur l’espace w(f) =
⊕
α∈Γ

K eα

par le crochet [eα, eβ ] = (f(β) − f(α))eα+β , pour tous α, β dans Γ. Celle-ci est naturellement
Γ-graduée ; en appelant poids le degré associé (noté pds), on a pds(eα) = α, pour tout α ∈ Γ.

L’algèbre w(f) est simple si et seulement si le morphisme f est injectif [41, théorème 3.7].
Dans ce cas, w(f) admet une unique extension centrale non-triviale à isomorphisme près [41,
théorème 5.1], appelée algèbre de Virasoro associée à f , et notée V ir(f). Comme K-espaces
vectoriels, on a V ir(f) =

⊕
α∈Γ

K eα ⊕K z, et le crochet est donné par :

(
∀α, β ∈ Γ

)
: [eα, eβ] = (f(β)− f(α))eα+β + δα+β,0(f(α)3 − f(α))z,

z étant central. On a alors la suite exacte :

0 → K z → V ir(f) → w(f) → 0, (3.1)

qui est une suite exacte d’algèbres de Lie Γ-graduées si on pose, dans V ir(f), pds(eα) = α et
pds(z) = 0. Lorsque Γ = Z et f est le plongement canonique Z ↪→ C, l’algèbre w(f) est isomorphe
à l’algèbre de WittDerC[t, t−1] et son extension centrale est alors l’algèbre de Virasoro classique.

Soient E un sous-ensemble de Γ et wE(f) =
⊕
α∈E

K eα le sous-espace gradué de w(f) corres-

pondant. On voit que wE(f) est une sous-algèbre de w(f) si et seulement si la somme de
deux éléments quelconques distincts de E est encore dans E . En général, si x ∈ E , on n’a pas
nécessairement x+x ∈ E . Ainsi, si f : Z ↪→ C et E = {−1, 0, 1, 2, . . .}, wE(f) est une sous-algèbre
de w(f) isomorphe à DerC[t]. On vérifie que quatre cas seulement se présentent :

1. L’ensemble E ne contient qu’un élément : l’algèbre wE(f) est abélienne.

2. L’ensemble E contient exactement deux éléments. Alors il existe α ∈ Γ r {0} tel que
E = {0, α}. Dans ce cas, wE(f) est l’algèbre de Lie résoluble de dimension 2.

3. L’ensemble E contient exactement trois éléments. Alors il existe α ∈ Γ r {0} tel que
E = {−α, 0, α}. Dans ce cas wE(f) ' sl(2,K).

4. L’ensemble E est infini.

Par exemple, supposons Γ muni d’une relation d’ordre total compatible avec la structure de
groupe et soit Γ+ = {γ ∈ Γ | γ > 0} le cône positif de Γ. Le sous-espace w+(f) = wΓ+(f) est
une sous-algèbre graduée de w(f), que l’on appellera partie positive de w(f).

Convention 3.1 Dans toute la suite, les morphismes f : Γ → K seront supposés injectifs. Lors-
qu’aucune confusion ne sera possible, on identifiera l’image f(Γ) à un sous-ensemble de K. De
plus, toutes les relations d’ordre considérées sur Γ seront supposées totales et compatibles avec
la loi de groupe.
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3.1.2 Degrés de transcendance des corps enveloppants des algèbres de type
Witt

Théorème 3.2 Soient Γ un groupe abélien libre de rang fini d ∈ N?, f : Γ ↪→ K une application
additive et injective et g = w(f) ou g = V ir(f). On a Dim2(g) = Dim2(g) = d. En particulier,
l’algèbre enveloppante de g admet un corps de fractions, et on a Dim3 U(g) = Tdeg3 K(g) = d.

Preuve. D’après le théorème 2.78, il suffit de démontrer que Dim2(g) = Dim2(g) = d. Comme
V ir(f) est une extension de w(f) par une algèbre de dimension finie, on peut se contenter de
faire le calcul pour g = w(f) (proposition 2.79, no1). On cherche à utiliser la proposition 2.80
sur la croissance d’une algèbre de Lie filtrée.

Pour tout α = (α1, . . . , αd) ∈ Γ, on pose ‖α‖ = max{|α1|, . . . , |αd|}. On définit ensuite, pour
m ≥ 1 :

gm = V ect{eα tq. ‖α‖ ≤ m}.

Il est clair que {gm}m≥1 est une filtration de g en tant qu’espace vectoriel. Montrons que cette
filtration est compatible avec le crochet de Lie : soient eα ∈ gi et eβ ∈ gj : on a donc ‖α‖ ≤ i et
‖β‖ ≤ j. Mais alors ‖α+ β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖ ≤ i+ j, d’où [eα, eβ] =

(
f(β)− f(α)

)
eα+β ∈ gi+j .

On cherche à appliquer la proposition 2.80. Démontrons à cet effet que, pour tout entier
n ≥ 2, on a [g1, gn] = gn+1. Il suffit bien sûr de démontrer l’inclusion [g1, gn] ⊇ gn+1. Soit α ∈ Γ
tel que ‖α‖ ≤ n + 1 ; vérifions que eα ∈ [g1, gn]. Trois cas se présentent. D’abord, on suppose
α = 0. On pose ε = (1, 0, . . . , 0) ∈ Γ. On a alors

[e−ε, eε] = 2f(ε)e0.

Comme f(ε) 6= 0 par injectivité de f , et comme e±ε ∈ g1 ⊆ gn, on a bien e0 ∈ [g1, gn]. Ensuite,
si α 6= 0 et ‖α‖ ≤ n, on a :

[e0, eα] = f(α)eα.

Comme f(α) 6= 0, on en déduit encore que eα ∈ [g1, gn].
Enfin, on suppose ‖α‖ = n + 1. On définit un élément ε ∈ g1 par les conditions suivantes :

pour tout k ∈ {1, . . . , d},

εk =


+1 si αk ≥ 1 ;
−1 si αk ≤ −1 ;
0 sinon.

On pose enfin β = α−ε, de sorte que α = β+ε. Par construction, si αk 6= 0, on a |βk| < |αk| ; en
particulier ‖β‖ ≤ n. Comme l’un des coefficients αk vérifie |αk| = n+ 1, on a plus précisément
‖β‖ = n. Comme on a supposé n ≥ 2 et que ‖ε‖ = 1, on a β 6= ε. Par injectivité de f , on a
f(β)− f(ε) 6= 0. En utilisant la relation :

[eε, eβ ] = (f(β)− f(ε)) eα,
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on en déduit dans ce cas aussi que eα ∈ [g1, gn].
On peut maintenant appliquer la proposition 2.80 : en notant ϕ(n) = dim(gn), on a Dim2(g) =

Dim2(ϕ) et Dim2(g) = Dim2(ϕ). Comme ϕ(n) est égal au nombre de d-uplets (α1, . . . , αd) ∈ Γ
tels que max{|α1|, . . . , |αd|} ≤ n, on voit que ϕ(n) = (2n + 1)d, d’où l’on déduit bien que
Dim2(ϕ) = Dim2(ϕ) = d. Le théorème est démontré.

3.1.3 Centres des corps enveloppants des algèbres de type Witt

3.1.3.1 Le gradué associé du corps enveloppant

Notations 3.3 On introduit maintenant des notations que l’on conservera par la suite. On
suppose Γ ordonné. On choisit g une sous-algèbre graduée de w(f) ou g = V ir(f). Notons U(g)
son algèbre enveloppante et K(g) = Frac U(g) ; on les munit de leurs filtrations canoniques.
Les algèbres graduées associées sont notées S(g) = Gr(U) et Q(g) = Gr(K) ; on notera {., .}
le crochet de Poisson canonique sur Q(g). L’algèbre associative S(g) s’identifie naturellement
à une algèbre de polynômes à une infinité de variables Eα = gr(eα) (α variant dans un sous-
ensemble de Γ), et une variable supplémentaire Z = gr(z) dans le cas de l’algèbre de Virasoro.
L’algèbre Q(g) s’identifie alors à l’algèbre des fractions rationnelles en les mêmes variables dont
les dénominateurs sont homogènes.

On notera ∂α(ϕ) = ∂ϕ
∂Eα

, pour α ∈ Γ et ϕ ∈ Q(g). On pose, pour ϕ ∈ Q(g) :

MV (ϕ) = sup{α ∈ Γ | ∂αϕ 6= 0} ∈ Γ ∪ {− ∈ fty}.

En particulier, si g = V ir(f), on a MV (ϕ) = − ∈ fty si et seulement si ϕ ∈ K[Z,Z−1]. On
pose enfin, pour γ ∈ Γ :Q(γ) = {ϕ ∈ Q(g) |MV (ϕ) ≤ γ} etQ−(γ) = {ϕ ∈ Q(g) |MV (ϕ) < γ}.

Proposition 3.4 On reprend les notations ci-dessus.

1. Pour tout γ ∈ Γ, Q(γ) est une sous-algèbre associative de Q(g) stable par inversion (c’est-
à-dire que si ϕ ∈ Q(γ) est inversible dans Q(g), alors ϕ−1 ∈ Q(γ) également).

2. Pour α, β ∈ Γ : si α, β ≥ 0, alors {Q(α),Q(β)} ⊆ Q(α+ β).

3. Soient ϕ,ψ ∈ Q(g) tels que MV (ϕ),MV (ψ) > 0. Alors MV ({ϕ,ψ}) = MV (ϕ) +MV (ψ)
si et seulement si MV (ϕ) 6= MV (ψ).

4. Pour tout ϕ ∈ Q(γ) rQ−(γ), la famille {ϕm}m≥0 est libre sur Q−(γ). En particulier, si
ψ ∈ Q−(γ), on a MV (ϕψ) = MV (ϕ).

Preuve. D’abord, il est facile de voir que, pour tout γ ∈ Γ, Q(γ) est une sous-algèbre asso-
ciative de Q(g) stable par inversion. Considérons maintenant α, β ∈ Γ+ et ϕ,ψ ∈ Q(g) tels que
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MV (ϕ) ≤ α et MV (ψ) ≤ β. On a la formule :

{ϕ,ψ} =
∑

a,b∈Γ
a≤α, b≤β
a+b<α+β

{Ea, Eb}∂aϕ∂bψ + (β − α)Eα+β∂αϕ∂βψ, (3.2)

où ∂γ = ∂
∂Eγ

pour tout élément γ ∈ Γ. Pour le voir, il suffirait par exemple de vérifier que
l’expression de droite définit une bidérivation de Q(g) qui cöıncide avec {., .} sur les générateurs
Eα (la vérification est très simple et donc omise). Comme α, β ≥ 0 : α+ β ≥ max{α, β} ; on en
déduit que ni les dérivées de ϕ et ψ, ni les {Ea, Eb} de la somme de gauche ne dépendent de Eγ

pour γ > α+ β. Autrement dit, {ϕ,ψ} ∈ Q(α+ β).
Pour démontrer le numéro 3, on considère encore l’équation (3.2), en supposant qu’on a les

égalités α = MV (ϕ) et β = MV (ψ), avec α, β > 0. Dérivons {ϕ,ψ} par rapport à Eα+β : comme
α + β > max{α, β} on trouve ∂α+β{ϕ,ψ} = (β − α)∂αϕ∂βψ, et ∂αϕ∂βψ 6= 0 par définition de
MV (ϕ) et MV (ψ). En particulier ∂α+β{ϕ,ψ} 6= 0 si et seulement si α 6= β.

Pour démontrer l’affirmation 4, on observe d’abord que Q(γ) ⊆ Frac
(
Q−(γ)

)
(Eγ), extension

transcendante pure de Frac
(
Q−(γ)

)
. Si ϕ ∈ Q(γ) r Q−(γ), on a ∂ϕ

∂Eγ
6= 0, et il est alors clair

que la famille {ϕm}m≥0 est libre sur Q−(γ).

3.1.3.2 Centres des corps enveloppants

Soit g une algèbre de type Witt u Virasoro. Pour déterminer le centre du corps enveloppant
K(g), on détermine d’abord les invariants d u gradué associé Q(g) = GrK(g) sous l’action
adjointe de g, autrement dit le centre de l’algèbre de Poisson Q(g) relativement au crochet de
Poisson naturel.

Lemme 3.5 Soit f : Γ ↪→ K un morphisme additif.

1. Le centre de GrK
(
w(f)

)
relativement au crochet de Poisson {., .} est réduit à K.

2. Le centre de GrK
(
V ir(f)

)
pour le crochet de Poisson {., .} est égal à la sous-algèbre

K[Z,Z−1], avec Z = gr(z).

3. Soit x ∈ K(V ir(f)). On suppose que pour tout F (z) ∈ K(z), on a gr(x − F (z)) ∈ K(Z).
Alors x ∈ K(z).

Preuve. Les preuves des numéros 1 et 2 sont similaires ; écrivons-la pour le numéro 2. On note
K = K

(
V ir(f)

)
. Soit ϕ un élément central, non nul de Gr(K). Si ϕ ne dépend pas uniquement

de E0 et de Z, on peut ordonner Γ de sorte que MV (ϕ) > 0. En choisissant γ ∈ Γ tel que
γ > 0 et γ 6= MV (ϕ), on voit que MV {Eγ , ϕ} = γ + MV (ϕ) d’après la proposition 3.4, no3.

89



En particulier, {Eγ , ϕ} 6= 0, contradiction. Nécessairement, ϕ ne dépend que de E0 et de Z.
Soit γ ∈ Γ r {0}. On a 0 = {ϕ,Eγ} = {E0, Eγ}∂0(ϕ). Comme {E0, Eγ} 6= 0, on a ∂0(ϕ) = 0,
donc ϕ ne dépend que de Z. Comme par ailleurs ϕ est une fraction rationnelle à dénominateur
homogène, c’est un élément de K[Z,Z−1].

Démontrons le numéro 3. On note x = u−1v, avec u, v ∈ U
(
V ir(f)

)
, et on suppose que, pour

tout F (z) ∈ K(z) l’élément gr(x−F (z)) ∈ K(Z). On va montrer par récurrence sur ν(u) + ν(v)
que x ∈ K(z). Si ν(u) + ν(v) = 0, u et v sont des scalaires et x ∈ K ⊆ K(z). Passons à l’étape
récursive. Vérifions d’abord qu’on a gr(x−1−F (z)) ∈ K(Z) pour tout F (z) ∈ K(z). Si F (z) = 0,
on a gr(x−1) = gr(x)−1 ∈ K(Z) ; sinon, on peut écrire x−1−F (z) = F (z)(F (z)−1−x)x−1, et en
passant aux formes initiales on voit que gr(x−1−F (z)) ∈ K(Z). On pourra donc, dans la suite,
supposer ν(v) ≥ ν(u), en changeant au besoin x en x−1. L’élément gr(x) est alors une fraction
rationnelle homogène dans K(Z), de degré n = ν(v) − ν(u) ≥ 0. Il existe donc λ ∈ K? tel que
gr(x) = (gr(u))−1gr(v) = λZn, en particulier gr(v) = gr(λuzn) et ν(v − λuzn) < ν(v). Posons
x′ = x − λzn = u−1(v − λuzn). Il est clair que gr(x′ − F (z)) ∈ K(Z) pour tout F (z) ∈ K(z) ;
d’autre part on a ν(u) + ν(v − λuzn) < ν(u) + ν(v). L’hypothèse de récurrence s’applique à x′,
et par suite x = x′ + λzn ∈ K(z). La preuve du numéro 3 est achevée.

Théorème 3.6 Soit f : Γ ↪→ K un morphisme additif.

1. Les centres de K
(
w(f)

)
et U

(
w(f)

)
sont réduits à K.

2. Le centre de U
(
V ir(f)

)
est égal à K[z].

3. Le centre de K
(
V ir(f)

)
est égal à K(z).

Preuve. démontrons d’abord le numéro 1. Notons K = K
(
w(f)

)
. Pour tout élément central

non-nul ζ ∈ K r {0}, l’élément gr(ζ) est encore central dans Gr(K), relativement au crochet de
Poisson. Ceci implique, d’après le lemme précédent, no1, que gr(ζ) = λ ∈ K? et ν(ζ) = 0. Mais
alors ζ − λ est encore central, et ν(ζ − λ) < 0 ; on en déduit que ζ − λ = 0, d’où ζ ∈ K.

Considérons à présent K = K(V ir(f)) et soit C le centre de K. Alors Gr(C) est une sous-
algèbre du centre de Gr(K), donc Gr(C) ⊆ K(Z) d’après le lemme précédent, no1. Soit ζ ∈ C ;
pour tout élément F (z) ∈ K(z) on a encore ζ − F (z) ∈ C. En particulier, gr(ζ − F (z)) ∈ K(Z).
D’après le lemme précédent, no2, on a ζ ∈ K(z), d’où C = K(z). Le centre de U(V ir(f)) est
alors égal à K(z) ∩ U(V ir(f)) = K[z].

3.1.4 Théorèmes de comparaison

Les invariants dimensionnels déterminés dans le théorème 3.2 ne permettent pas de distinguer
par exemple les algèbres enveloppantes et les corps enveloppants de w(f) et w(g) lorsque f, g :
Γ ↪→ K sont deux morphismes injectifs définis sur le même groupe libre. On introduit donc
d’autres méthodes pour les comparer. Dans la partie 3.1.4.1, on commence par déterminer la
forme de tous les éléments ad-diagonalisables (et même ad-localement finis) de U(w(f)) ; on
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montre ensuite comment le spectre de la dérivation intérieure associée à un tel élément permet
de reconstruire l’algèbre w(f). Dans la partie 3.1.4.3 on modifie ces notions pour les utiliser dans
le cas de corps gauches.

3.1.4.1 Algèbres enveloppantes de même dimension

Rappelons qu’un élément x d’une algèbre associative A est dit ad-localement nilpotent (resp.
ad-diagonalisable ) si ad x : A → A est localement nilpotent (resp. diagonalisable). On dit que
x est ad-localement fini si, pour tout y ∈ A, la famille {(ad x)m(y)}m≥0 est liée. Les éléments
ad-diagonalisables et ad-localement nilpotents sont aussi ad-finis.

Lemme 3.7 Soient f : Γ ↪→ K un morphisme injectif et g = w(f) ou g = V ir(f). Soit x ∈ U(g).

1. Si x est ad-localement fini, alors il existe λ ∈ K et ζ un élément central tels que x = λe0+ζ.

2. Si x est ad-diagonalisable et non-central, alors il existe λ ∈ K? tel que l’ensemble des va-
leurs propres de ad x soit exactement λf(Γ).

Preuve. Rappelons d’abord le fait général suivant. Soit A une algèbre filtrée. Une famille de
vecteurs {yi}i∈I est libre dans A si la famille des formes initiales {gr(yi)}i∈I est libre dans Gr(A)
(la réciproque est fausse en général). On en déduit que si x ∈ A est ad-fini, alors l’élément
X = gr(x) est ad-fini aussi relativement au crochet de Poisson dans Gr(A). En effet, soit
Y ∈ Gr(Y ), on veut montrer que la famille {(adX)mY }m≥0 est liée. Il suffit de le voir si Y est
de la forme Y = gr(y), pour y ∈ A. S’il existe un entier n ≥ 1 tel que (adX)n(Y ) = 0, alors la
famille {(adX)m(Y )}m≥0 est liée. Sinon on a pour tout m ≥ 0 : (adX)m(Y ) = gr((ad x)m(y)) ;
si la famille {(adX)m(Y )}m≥0 était libre, la famille (ad x)m(y) serait libre aussi et x ne serait
pas ad-localement fini.

On peut maintenant démontrer le numéro 1. On va traiter le cas où g = V ir(f) ; la démons-
tration dans le cas où g = w(f) est tout à fait analogue et sera omise. On notera U = U(g) et
S = Gr(U). Soit x un élément ad-localement fini non-central dans U . Quitte à changer x en x−ζ
pour un élément central ζ convenablement choisi, on peut supposer gr(x) 6∈ K[Z] (on utilise le
lemme 3.5, no3). Appelons X = gr(x) ∈ S la forme initiale de x. Cet élément est aussi ad-fini
sur S. Notons V(X) = {α ∈ Γ | ∂α(X) 6= 0} : les variables non-centrales desquelles dépend la
fraction rationnelle X sont exactement les Eα pour α ∈ V(X). Par hypothèse, V(X) est non-
vide. Si V(X) 6= {0}, on peut choisir un ordre sur Γ tel que MV (X) = maxV(X) > 0. Mais
alors, pour tout élément homogène Y ∈ S tel que MV (Y ) > MV (X), on voit par récurrence
(en utilisant le lemme 3.4, no3) que MV ((adX)mY ) = MV (Y ) + mMV (X). Ces éléments
de Γ sont deux à deux distincts ; on en déduit facilement que les (adX)m Y sont linéairement
indépendants, contradiction. Donc V(X) = {0}, autrement dit X ne dépend que de E0 et de Z.
On en déduit que ∂0(X) = ∂X

∂E0
ne dépend également que de E0 et Z. La sous-algèbre engendrée
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par E0 et Z étant commutative relativement au crochet de Poisson, il vient {X, ∂0(X)} = 0.
Or pour tout élément α ∈ Γ, on a {X,Eα} = ∂0(X).f(α)Eα. On en déduit par récurrence
que, pour tout m ≥ 0, (adX)m(Eα) = (f(α)∂0(X))mEα. Lorsque α 6= 0, ces éléments sont
linéairement dépendants si et seulement si la famille {∂0(X)m}m≥0 est liée. Ceci implique que
∂0(X) = λ ∈ K? ; comme par ailleurs X = gr(x) est un polynôme (en E0 et Z) homogène, on
voit qu’il est de la forme X = λE0 + λ′Z. Il vient ν(x− λe0 − λ′z) ≤ 0, d’où x− λe0 − λ′z ∈ K.

Prouvons le numéro 2. Soit x un élément ad-diagonalisable, non-central ; en particulier x est
ad-fini. Il existe λ ∈ K? et ζ central tels que x = λe0 + ζ. Remplacer x par x− ζ ne modifie pas
les valeurs propres (ni les vecteurs propres) de ad x ; on se ramène à déterminer le spectre de
ad(λe0). À l’aide de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt déduite de la base naturelle de g, il est
facile de voir que celui-ci est précisément égal à λf(Γ). Le lemme est démontré.

Notons à présent Ld(K) l’ensemble des sous-groupes libres, de rang d du groupe additif K ;
Ld(K) est non-vide si et seulement s’il existe un plongement Γ = Zd ↪→ K. Dans ce cas, on peut
regarder l’action par homothéties du groupe multiplicatif K? sur Ld(K).

Théorème 3.8 Soient f, g deux plongements Γ ↪→ K. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i. les algèbres enveloppantes U

(
w(f)

)
et U

(
w(g)

)
sont isomorphes ;

ii. les algèbres enveloppantes U
(
V ir(f)

)
et U

(
V ir(g)

)
sont isomorphes ;

iii. les algèbres de Lie w(f) et w(g) sont isomorphes ;
iv. les orbites de f(Γ) et g(Γ) sous l’action de K? sont égales.

Preuve. Remarquons d’abord que, pour tous plongements f, g : Γ ↪→ K les orbites de f(Γ)
et g(Γ) sont les mêmes si et seulement s’il existe λ ∈ K? et σ ∈ Aut(Γ) tel que λg = f ◦ σ.
L’équivalence iii) ⇐⇒ iv) est alors simplement une autre formulation de [41, théorème 3.8].
L’implication iii) ⇒ i) et ii) est évidente. Montrons i) ⇒ iv). Si Φ: U(w(g)) ∼−→ U(w(f)) est
un isomorphisme, alors ad(Φ(e0)) est un élément ad-diagonalisable de U(w(f)) ayant le même
spectre que ad(e0) ∈ Endk U

(
w(g)

)
, c’est-à-dire g(Γ). D’après le lemme précédent, no2, il existe

λ ∈ K? tel que g(Γ) = λf(Γ). L’implication ii) ⇒ iv) se démontre de même.

3.1.4.2 Décomposition des éléments de Gr
(
K(g)

)
On considère toujours g = w(f) ou V ir(f), S(g) = Gr

(
U(g)

)
et Q(g) = Gr

(
K(g)

)
. L’algèbre

S(g) étant l’algèbre symétrique de l’espace vectoriel Γ-gradué g, cette graduation se prolonge
en une Γ-graduation de S(g), avec pds(Eγ) = γ pour tout γ ∈ Γ. Le degré associé est encore
appelé poids et les éléments homogènes isobares. Les éléments isobares sont les vecteurs propres
de adE0 pour le crochet de Poisson. Cette Γ-graduation ne se prolonge pas à Q(g) : par exemple,
si γ ∈ Γ r {0}, l’élément E0 + Eγ ∈ S(g) est homogène au sens classique, donc inversible dans
Q(g). Toutefois, E0 +Eγ n’étant pas isobare, l’élément (E0 +Eγ)−1 ne peut pas s’écrire comme
combinaison linéaire de fractions rationnelles à numérateur et dénominateur isobares. On va
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remédier à cette situation en montrant qu’on peut décomposer les éléments de Q(g) en somme
infinie d’éléments isobares, en un sens que l’on précisera. Soient Qiso le localisé de S(g) en les
éléments isobares et H le sous-corps de Qiso formé par les fractions isobares, de poids nul. On
identifiera Qiso à une sous-algèbre de Frac S(g).

Lemme 3.9 L’algèbre Qiso est isomorphe à l’algèbre de groupe H[Γ].

Preuve. Choisissons une base {ε1, . . . , εd} de Γ. On vérifie que l’application Ψ définie pour
h ∈ H et (a1, . . . , ad) ∈ Zd par Ψ

(
h.(a1, . . . , ad)

)
= h.Ea1

ε1
. . . Ead

εd
se prolonge en un isomor-

phisme de H[Γ] sur Qiso.

Un ordre sur le groupe Γ étant fixé, on peut plonger H[Γ] dans un corps de séries de Malcev-
NeumannH[[Γ]] (voir par exemple [31, 11, 10, 1]). Les éléments deH[[Γ]] sont des séries formelles
x =

∑
γ∈Γ

xγ , où chaque xγ est isobare, de poids γ, et où l’ensemble {γ ∈ Γ | xγ 6= 0} est une

partie bien-ordonnée de l’ensemble ordonné Γ. Le produit de deux telles séries est donné par la
formule :

(
∑
i∈Γ

xi)(
∑
j∈Γ

yj) =
∑
γ∈Γ

(
∑

i+j=γ

xiyj).

Le corps Frac S(g) se plonge dans H[[Γ]] ; on pourra donc dorénavant identifier Frac S(g) à un
sous-corps de H[[Γ]]. A fortiori, l’algèbre Q(g) sera identifiée à une sous-algèbre de H[[Γ]]. On
démontre facilement :

Lemme 3.10 Conservons les notations précédentes. Soient x =
∑

xγ ∈ Q(g) et h ∈ Q(g), on
note {h, x} =

∑
uγ la décomposition en série de l’élément {h, x} ∈ Q(g). Si h est une fraction

isobare, de poids nul, alors on a :

(∀ γ ∈ γ) : uγ = {h, xγ}.

3.1.4.3 Corps enveloppants de mêmes degrés de transcendance

Soient D un corps gauche et x ∈ D. On dira que x est quasi-localement fini (resp. quasi-
diagonal) s’il existe une sous-algèbre B de D contenant x telle que (ad x)|B : B → B soit locale-
ment fini (resp. diagonalisable), et telle que D = Frac(B).

Lemme 3.11 Soient f : Γ ↪→ K un morphisme injectif et g = w(f) ou g = V ir(f).
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1. Soit x un élément quasi-localement fini de K(g). Il existe λ ∈ K, ζ un élément central et
x′ ∈ K(g) tels que x = λe0 + ζ + x′ et ν(x′) ≤ 0.

2. Si x ∈ K(g) est quasi-diagonal et non-central, il existe λ ∈ K? tel que l’ensemble des
valeurs propres de ad x (agissant dans K(g)) soit contenu dans λf(Γ).

Preuve. Commençons par une observation utile. Soit B une sous-algèbre de K(g) telle que
K(g) = Frac(B). Si Gr(B) est contenue dans une sous-algèbre Q′ ⊆ Q(g) stable par inversion,
alors Q′ = Q(g). En effet, soit Y = gr(y) ∈ Q(g) un élément homogène non-nul. En écrivant
y = u−1v avec u, v ∈ B, on a aussi Y = gr(y) = gr(u)−1gr(v). Comme gr(u), gr(v) ∈ Gr(B) ⊆
Q′, et que Q′ est stable par inversion, on en déduit que Y ∈ Q′, d’où le résultat. En particulier,
on voit que Gr(B) n’est pas contenue dans le sous-corps H ⊆ Frac S(g) formé des fractions
isobares, de poids nul. De même, Gr(B) n’est pas contenu dans une sous-algèbre de la forme
Q(γ), avec γ ∈ Γ (formée de fractions rationnelles ne dépendant pas des variables Eα lorsque
α > γ, voir la section 3.3).

Démontrons le numéro 1. On va le faire dans le cas où g = V ir(f) ; le cas où g = w(f) se traite
de manière analogue. Soit B une sous-algèbre de K(g) contenant x et telle que Frac B = K(g).
On suppose (ad x)|B : B → B localement fini. On peut supposer que B contient le centre de
K(g), et que l’élément x est non-central dans B (sinon x est central dans K(g) et le résultat
est évident). Quitte à changer x en x− ζ pour ζ central bien choisi, on peut donc supposer que
gr(x) 6∈ K[Z,Z−1] (lemme 3.5, no3). Cette opération est justifiée, car ad x = ad(x − ζ), donc
x− ζ ∈ B est encore quasi-localement fini. Dans ce cas, l’élément X = gr(x) est ad-localement
fini sur Gr(B). Montrons que X ne dépend que de E0 et de Z. Supposons que ce ne soit pas le
cas. On peut choisit un ordre sur Γ tel que γ = MV (X) > 0. Comme Gr(B) 6⊆ Q(γ), il existe
y ∈ B tel que MV

(
gr(y)

)
> MV (X). Comme dans la preuve du lemme 3.7, on en déduit que

les éléments {(ad x)m(y)}m≥0 sont linéairement indépendants, contradiction. Donc X (ainsi que
ses dérivées) ne dépendent que de E0 et de Z, et ∂0(X) 6= 0 car X 6∈ K[Z,Z−1]. Notons aussi
que, comme E0 et Z sont isobares, de poids nul, il en est de même de l’élément ∂0(X) = ∂X

∂E0
.

Soit Y ∈ Gr(B). On décompose Y en série formelle Y =
∑
Yγ comme dans la partie 3.1.4.2 ;

en particulier chaque Yγ est isobare, de poids γ. Comme Gr(B) 6⊆ H, on peut choisir Y de sorte
que Y 6∈ H, autrement dit il existe γ0 ∈ Γ r {0} tel que Yγ0 6= 0. Par récurrence on montre que
(adX)mY = ∂0(X)m(adE0)mY pour tout entier m ≥ 0 ; on en déduit la décomposition en série
de (adX)m(Y ) :

(adX)m(Y ) =
∑

γ

∂0(X)mf(γ)mYγ .

Cette famille étant liée, les familles des composantes isobares {∂0(X)mf(γ)mYγ}m≥0 sont égale-
ment liées, pour tout γ ∈ Γ. En particulier, pour γ = γ0, comme f(γ0)Yγ0 6= 0, on en déduit que
{∂0(X)m}m≥0 est liée, d’où ∂0(X) = λ ∈ K?. Par suite, il existe λ′ ∈ K tel que X = λE0 + λ′Z,
en particulier ν(x− λe0 − λ′z) ≤ 0 et x a la forme annoncée dans le numéro 1.
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Démontrons le numéro 2. On peut supposer x = λe0 + x′, avec ν(x′) ≤ 0. En particulier,
ν(x) ≤ 1. Soit µ une valeur propre de ad x. On peut supposer µ 6= 0, sinon x serait central dans
B, et par suite dans K(g), contrairement aux hypothèses. Il existe y ∈ B tel que [x, y] = µy.
On en déduit que ν(y) = ν[x, y] ≤ ν(y) + ν(x) − 1 ≤ ν(y). Toutes ces inégalités sont donc
des égalités. On en déduit d’abord que ν(x) = 1, c’est-à-dire λ 6= 0, d’où gr(x) = λE0 ; en-
suite on voit que {gr(x), gr(y)} = gr [x, y], car ν([x, y]) = ν(y) + ν(x) − 1. On en déduit que
{λE0, gr(y)} = µgr(y), et donc µ est une valeur propre de ad(λE0). Il vient µ ∈ λf(Γ), d’où le
numéro 2.

Proposition 3.12 Soient f, g : Γ ↪→ K deux plongements. On suppose que les corps K
(
w(f)

)
et K

(
w(g)

)
sont isomorphes, ou que les corps K

(
V ir(f)

)
et K

(
V ir(g)

)
sont isomorphes. Alors

il existe un scalaire λ ∈ K? tel que λg(Γ) ⊆ f(Γ). Cette condition équivaut aussi à l’existence
d’un scalaire λ ∈ K? et d’un endomorphisme injectif τ : Γ ↪→ Γ tels que λg = f ◦ τ .

Preuve. Si Φ est un isomorphisme K
(
w(g)

) ∼−→ K
(
w(f)

)
, on voit que Φ(e0) est un élément

quasi-diagonal de K
(
w(f)

)
et le spectre de ad(Φ(e0)), agissant dans K(w(f)), est le même que

celui de ad e0 agissant dans K(w(g)), c’est-à-dire g(Γ). D’après le lemme précédent, no2, il existe
λ ∈ K? tel que g(Γ) ⊆ λf(Γ), autrement dit λ−1g(Γ) ⊆ f(Γ).

Ensuite il est facile de vérifier que λg(Γ) ⊆ f(Γ) si et seulement s’il existe un endomorphisme
injectif τ : Γ ↪→ Γ tel que λg = f ◦ τ .

3.1.4.4 Exemples

On va maintenant utiliser le critère de la proposition 3.12 pour donner des exemples de corps
enveloppants d’algèbres de type Witt (ou Virasoro) ayant même degré de transcendance de ni-
veau 3 mais qui ne sont pas isomorphes. Soient A,B ∈ Ld(K) des sous-groupes additifs libres,
de rang d, de K. On écrira A ≡ B s’il existe un scalaire λ ∈ K? tel que λA ⊆ B.

Lemme 3.13

1. La relation ≡ est une relation d’équivalence sur Ld(K).

2. Soient A,B ∈ Ld(K) tels que A ≡ B. Soient a ∈ A r {0}, b ∈ B r {0}. Alors a−1A
et b−1B sont des sous-groupes libres de rang d de K, contenant l’élément 1k, tels que
a−1A ≡ A ≡ b−1B. De plus, les sous-corps de K engendrés par a−1A d’une part et par
b−1B d’autre part sont égaux.

Preuve. La réflexivité et la transitivité de la relation ≡ sont évidentes. Il reste à voir que
A ≡ B entrâıne aussi B ≡ A, pour tous A,B ∈ Ld(K). Il existe des plongements f, g : Zd ↪→ K
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tels que f(Zd) = A, g(Zd) = B. L’hypothèse A ≡ B entrâıne l’existence d’un morphisme injectif
τ : Zd ↪→ Zd et de λ ∈ K? tels que λf = g ◦ τ . Or on sait qu’il existe un morphisme τ# : Zd → Zd

tel que τ ◦τ# = det(τ)Id : la matrice MatB(τ#) de τ# dans une base B donnée est la transposée
de la comatrice de MatB(τ). On vérifie qu’alors λf ◦τ# = det(τ)g, et donc λ−1 det(τ)g = f ◦τ#,
d’où λ−1 det(τ)B = λ−1 det(τ)g(Zd) ⊆ f(Zd) = A, d’où B ≡ A. Le numéro 1 est démontré.

Démontrons le numéro 2. Soient A ∈ Ld(K) un sous-groupe additif de K et a ∈ A r {0}.
Il est clair que a−1A est un sous-groupe libre de rang d de K, contenant l’élément 1K, tel que
a−1A ≡ A. Soient B ∈ Ld(K) tel que B ≡ A et b ∈ B r {0} ; on a alors b−1B ≡ B ≡ A ≡ a−1A
comme annoncé. Pour la suite de la preuve, on remplace A par a−1A et B par b−1B, de sorte
qu’on supposera 1K ∈ A ∩ B. Notons Q(A) (resp. Q(B)) le sous-corps de K engendré par A
(resp. par B).

Supposons A ≡ B ; montrons que Q(A) = Q(B). Comme A ≡ B, il existe λ ∈ K? tel
que λA ⊆ B. On a donc A ⊆ λ−1B, d’où Q(A) ⊆ Q(λ−1B). Or 1K ∈ A, on en déduit que
λ = λ.1K ∈ Br{0}. On a donc aussi λ−1B ⊆ Q(B), d’où Q(λ−1B) ⊆ Q(B), d’où Q(A) ⊆ Q(B).
Un argument de symétrie prouve que Q(B) ⊆ Q(A) : le numéro 2 est démontré.

Notations 3.14 Soient A ∈ Ld(K) et a ∈ A r {0}. D’après le lemme, le sous-corps de K en-
gendré par a−1A ne dépend pas du choix de a : on pourra donc le noter Q(A).

Corollaire 3.15 Soient f, g : Γ ↪→ K deux plongements. Si les sous-corps Q(f(Γ)) et Q(g(Γ))
sont différents, alors les corps enveloppants K(w(f)) et K(w(g)) ne sont pas isomorphes ; et il
en va de même pour les corps K(V ir(f)) et K(V ir(g)).

Preuve. S’ils étaient isomorphes, on aurait f(Γ) ≡ g(Γ) d’après la proposition 3.12, et donc
Q(f(Γ)) = Q(g(Γ)) d’après le lemme précédent.

Exemple 3.16 Les corps enveloppants d’algèbres de Witt (ou de Virasoro) associés aux plon-
gements fk : Z2 ↪→ C (k = 1, 2, 3) sont deux à deux non-isomorphes :

f1(x, y) = x+ iy ; f2(x, y) = x+ πy ; f3(x, y) = x+ π2y.

3.2 Parties positives des algèbres de type Witt

3.2.1 Conventions générales

Dans toute cette partie, on considère un plongement f : Γ = Zd ↪→ K par lequel on identifie
Γ à une partie de K. On suppose Γ totalement ordonné ; on pose Γ+ = {α ∈ Γ | α > 0}. On
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note w+ = w+(f) la partie positive de w(f) (relative à cette relation d’ordre), autrement dit
w+ =

⊕
γ∈Γ+

K eγ , avec le crochet [eα, eβ ] = (β − α)eα+β (pour α, β ∈ Γ+).

On reprend en outre les notations introduites dans la partie 3.3. En particulier on note
Q(w+) = Gr

(
K(w+)

)
, que l’on munit du crochet de Poisson canonique {., .}. Pour tout x ∈

Q(w+), on note ad(x) l’application y ∈ Q(w+) 7→ {x, y} ∈ Q(w+). Les éléments de Q(w+)
peuvent être considérés comme des fractions rationnelles en des variables Eγ , où γ ∈ Γ+. On no-
tera ∂γ la dérivation partielle ∂

∂Eγ
. On a aussi, pour ϕ ∈ Q(w+) :MV (ϕ) = sup{γ ∈ Γ+ | ∂γ(ϕ) 6=

0} ∈ Γ+∪{− ∈ fty}. Pour tous ϕ,ψ ∈ Q(w+) on écrira enfin {ϕ,ψ}α,β = ∂αϕ . ∂βψ−∂βϕ . ∂αψ.

3.2.2 Centralisateurs

3.2.2.1 Centralisateurs dans Gr(K(w+))

Pour tout élément ϕ ∈ Q(w+) on note C(ϕ;Q) le centralisateur de ϕ dans Q(w+) relative-
ment au crochet de Poisson. C’est une sous-algèbre de Poisson de Q(w+) ; celle-ci est graduée
lorsque ϕ est homogène.

Lemme 3.17 Soient ϕ,ψ ∈ Q(w+).

1. On suppose ϕ 6∈ K. Il y a équivalence entre :
i. MV ({ϕ,ψ}) ≤MV (ϕ) ;
ii. {ϕ,ψ} = 0 ;
iii. (∀α, β ∈ Γ+) : {ϕ,ψ}α,β = 0.

2. Supposons ϕ ∈ Q(w+) homogène, non-constant. Si deg(ϕ) = 0, alors C(ϕ;Q) est une
sous-algèbre graduée de Q(w+) concentrée en degré 0. Si deg(ϕ) 6= 0, alors il existe un
élément homogène h ∈ Q(w+) r {0} tel que C(ϕ;Q) = K[h, h−1] ; en particulier deux
éléments homogènes de même degré commutant à ϕ sont toujours proportionnels.

3. On suppose qu’il existe N ≥ 1 tel que (adϕ)N (ψ) = 0. Alors {ϕ,ψ} = 0.

Preuve. Démontrons le no1. Comme dans la preuve de la proposition 3.17, équation (3.2),
on voit qu’on a la relation {ϕ,ψ} =

∑
β>α

(β − α)Eα+β{ϕ,ψ}α,β. L’implication iii) ⇒ ii) est

alors évidente. L’implication ii) ⇒ i) est claire. Il reste à voir i) ⇒ iii). Si ψ est constant,
l’assertion iii) est trivialement vérifiée. On suppose donc ψ 6∈ K. On a MV ({ϕ,ψ}) ≤MV (ϕ) <
MV (ϕ) + MV (ψ) ; d’après la proposition 3.4, no3, on en déduit MV (ψ) = MV (ϕ). Notons
µ = MV (ϕ) cette valeur commune : en particulier, pour tout γ ∈ Γ+, on a µ + γ > µ, donc
les fractions rationnelles ϕ et ψ, ainsi que les {ϕ,ψ}α,β (où α, β ∈ Γ+), ne dépendent pas de la
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variable Eµ+γ . En dérivant l’identité du début de la preuve par rapport à Eµ+γ (lorsque γ ∈ Γ+),
on en déduit :

(∀ γ > 0) :
∑

α+β=µ+γ
β>α

(β − α){ϕ,ψ}α,β = 0. (3.3)

Soit V = {α ∈ Γ+ | ∂αϕ 6= 0 ou ∂αψ 6= 0} : ni ϕ ni ψ ne dépendent de Eα si α 6∈ V, en
particulier {ϕ,ψ}α,β = 0 si α ou β ∈ V. C’est un sous-ensemble fini de l’ensemble totalement
ordonné Γ+. On peut donc l’écrire sous la forme V = {α1, . . . , αN}, avec 0 < α1 < . . . < αN = µ.
Notons à présent Hm l’hypothèse : (∀α, β ∈ Γ+), (α, β ≥ αm) ⇒ {ϕ,ψ}α,β = 0. Par définition
de V, ceci revient encore à : (∀α, β ∈ V), (α, β ≥ αm) ⇒ {ϕ,ψ}α,β = 0. On voit que la propriété
iii) que l’on veut prouver résulte deH1. Il reste à démontrerH1 ; à cet effet on fait une récurrence
descendante.

L’hypothèse HN est vraie. Supposons Hm vérifiée, avec 1 < m ≤ N et démontrons Hm−1.
On a αm−1 > 0 ; d’après (3.3) il vient :

∑
β+α=µ+αm−1

β>α

(β−α){ϕ,ψ}α,β = (µ−αm−1){ϕ,ψ}αm−1,µ+
∑

β+α=µ+αm−1
µ>β>α
α,β∈V

(β−α){ϕ,ψ}α,β = 0. (3.4)

Or, pour tous α, β ∈ Γ+, si β + α = µ + αm−1 et µ > β > α, alors 0 < µ − β = α − αm−1 ;
il vient α, β > αm−1. Lorsque α et β sont dans V, ceci entrâıne α, β ≥ αm. L’hypothèse Hm

s’applique alors dans (3.4) sur la somme de droite qui s’en va. Comme en outre m− 1 < N , on
a αm−1 6= αN = µ, et on trouve finalement {ϕ,ψ}αm−1,µ = ∂αm−1ϕ . ∂µψ − ∂µϕ . ∂αm−1ψ = 0.
Pour tous α, β ≥ αm−1, on a donc :

∂αϕ . (∂βψ . ∂µϕ) = ∂αϕ . (∂µψ . ∂βϕ) = (∂αϕ . ∂µψ) . ∂βϕ = (∂µϕ . ∂αψ) . ∂βϕ.

Par définition de µ = MV (ϕ), on a ∂µϕ 6= 0 ; en simplifiant on trouve ∂αϕ . ∂βψ = ∂βϕ . ∂αψ,
prouvant Hm−1. On en déduit par une récurrence descendante que H1 est vraie, d’où iii).

Démontrons le no2. Soit ψ ∈ C(ϕ;Q) un élément homogène, non-nul. Posons a = deg(ϕ) et
b = deg(ψ). Montrons d’abord qu’il existe un scalaire λ ∈ K? tel que ϕb = λψa. A cet effet, on
montre que ψ−aϕb est constante. Pour tout α ∈ Γ+, on a :

∂α(ψ−aϕb) = bϕb−1∂α(ϕ)ψ−a − aψ−a−1∂α(ψ)ϕb

= ϕb−1ψ−a−1(b∂α(ϕ)ψ − a∂α(ψ)ϕ).
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Comme ϕ est homogène, de degré a, on voit que a.ϕ =
∑
β

Eβ ∂β(ϕ) d’après l’identité d’Euler ;

de même on a b.ψ =
∑
β

Eβ ∂β(ψ). Il vient :

∂α(ψ−aϕb) = ϕb−1ψ−a−1
(
∂α(ϕ)

∑
β

Eβ∂β(ψ)− ∂α(ψ)
∑
β

Eβ∂β(ϕ)
)

= ϕb−1ψ−a−1.
∑
β

Eβ

(
∂α(ϕ)∂β(ψ)− ∂α(ψ)∂β(ϕ)

)
= 0 d’après le no1, iii), parce que {ϕ,ψ} = 0.

On a donc, pour tout α ∈ Γ+,
∂

∂Eα
(ψ−aϕb) = 0 ; par suite, il existe λ ∈ K? tel que ϕb = λψa.

Supposons à présent a = deg(ϕ) = 0. Alors ϕb = λψ0 = λ ∈ K? ; comme ϕ 6∈ K,
nécessairement b = deg(ψ) = 0 : les éléments de C(ϕ;Q) sont homogènes, de degré 0. Inverse-
ment, on suppose a 6= 0. Soient ψ1, ψ2 ∈ C(ϕ) r {0}, homogènes, de même degré. Montrons que
ψ1 et ψ2 sont proportionnels. En effet, soit Φ = ψ1/ψ2. L’élément Φ est homogène, de degré nul
et ϕ est un élément de degré non-nul du centralisateur C(Φ;Q). Ceci n’est pas possible si Φ 6∈ K
d’après ce qui précède ; on en déduit bien que ψ1 et ψ2 sont proportionnels. Choisissons main-
tenant h ∈ C(ϕ;Q), homogène, de degré m > 0 minimal. Alors h est inversible dans Q(w+),
et K[h, h−1] ⊆ C(ϕ;Q). Montrons que C(ϕ;Q) ⊆ K[h, h−1]. Soit ψ ∈ C(ϕ;Q) homogène, de
degré n. Posons d = pgcd(m,n) ≥ 1. Il existe deux entiers u, v tels que um + vn = d. Alors
huψv ∈ C(ϕ;Q) est un élément homogène, de degré d ≥ 1. On en déduit par minimalité de m
que m ≤ d ; comme d divise m on a nécessairement m = d. Donc m divise n : il existe q ∈ Z tel
que n = qm. Dans ce cas, ψ et hq sont deux éléments de C(ϕ;Q) de même degré : ψ est donc
proportionnel à hq. Ceci prouve que C(ϕ;Q) ⊆ K[h, h−1].

Démontrons le troisième point. Supposons N ≥ 2. Comme {ϕ, (adϕ)N−1(ψ)} = 0, on a
MV

(
(adϕ)N−1(ψ)

)
≤ MV (ϕ) d’après le no1, ii) ⇒ i). Cette inégalité peut aussi s’écrire

MV
(
{ϕ, (adϕ)N−2(ψ)}

)
≤ MV (ϕ) ; en appliquant cette fois le no1, i) ⇒ ii), on en déduit que

(adϕ)N−1(ψ) = 0. De proche en proche on se ramène au cas où N = 1, c’est-à-dire {ϕ,ψ} = 0.

3.2.2.2 Centralisateurs dans l’algèbre enveloppante

Soient A une algèbre filtrée sur N et {An}n∈N sa filtration. On suppose A0 = k. On suppose
aussi Gr(A) intègre ; en particulier A est intègre et l’application filtration ν : A → N vérifie
ν(xy) = ν(x) + ν(y), pour tous x, y ∈ A r {0}. Il en résulte notamment que les éléments non-
scalaires de A sont transcendants sur K.
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Proposition 3.18 Soit x ∈ A tel que ν(x) > 0 et C(x;A) le commutant de x dans A. On
suppose que gr(x) ∈ Gr(A) vérifie la condition suivante :

(C) pour tous u, v ∈ Gr(A) homogènes, de même degré : si {gr(x), u} = {gr(x), v} = 0, alors
u et v sont proportionnels.

On a alors les conclusions suivantes :

1. C(x;A) est un K[x]-module libre, de type fini, et son rang divise ν(x).

2. C(x;A) est commutatif.

Preuve. On adapte la démonstration d’Amitsur [4, théorème 1]. Commençons par deux lemmes :

Lemme 3.19 Soient a, b ∈ C(x;A) tels que ν(a) = ν(b). Il existe λ ∈ K tel que ν(a−λb) < ν(a).

Preuve du lemme. Comme [a, x] = [b, x] = 0, il est clair que {gr(a), gr(x)} = {gr(b), gr(x)} = 0.
D’après la condition (C), gr(a) et gr(b) sont proportionnels ; il existe donc λ ∈ K tel que
gr(a) = λgr(b) = gr(λb), autrement dit ν(a− λb) < ν(a).

Lemme 3.20 Pour tout m ∈ N, l’ensemble Xm =
{
a ∈ C(x;A) | ν(a) ≤ m

}
est un K-espace

vectoriel de dimension finie.

Preuve du lemme. D’abord, X0 = K ; ensuite le lemme précédent signifie exactement que l’espace
quotient Xm

/
Xm−1 est de dimension au plus 1 pour tout m.

On peut maintenant achever la preuve de la proposition 3.2.2.2. Posons N = ν(x) ; on appelle
Zx = {n ∈ Z | ∃ a ∈ C(x;A) tq. ν(a) = n}. Il est clair que Zx est une partie additive non-vide
de Z. L’ensemble Zx = {n+NZ | n ∈ Zx} est donc un sous-groupe de Z

/
NZ ; l’entier ρ = #Zx

est alors un diviseur de N . Appelons alors m1, m2, . . . , mρ les éléments de Zx que l’on relève
en m1, . . . ,mρ ∈ Zx minimaux ; on peut choisir m1 = 0. Pour chaque mj on fixe un élément
yj ∈ C(x;A) de filtration mj ; on peut prendre y1 = 1A. Montrons que {y1, . . . , yρ} est une
K[x]-base de C(x;A).

Soient ϕ1(x), . . . , ϕρ(x) ∈ K[x] tels que ϕ1(x)y1 + . . . + ϕρ(x)yρ = 0. Si les ϕj = ϕj(x)
ne sont pas tous nuls, il existe j 6= k tel que ϕj , ϕk 6= 0 et ν(ϕjyj) = ν(ϕkyk). Mais alors
mj = ν(yj) +NZ = ν(ϕj) + ν(yj) +NZ = ν(ϕjyj) +NZ = ν(ϕkyk) +NZ = mk, contradiction.

Soit y ∈ C(x;A), on montre par récurrence sur ν(y) que y ∈ K[x]y1+ . . .+K[x]yρ. Reprenons
la notation Xm du deuxième lemme. Si ν(y) = 0 : y ∈ X0 = K donc y = λ.1A = λ.y1, λ ∈ K.
Si ν(y) > 0 : il existe j ∈ {1, . . . , ρ} tel que ν(y) +NZ = mj ; autrement dit, il existe q ∈ Z tel
que ν(y) = mj + Nq. Par minimalité de mj , on a q ≥ 0. Dans ce cas, on a ν(y) = ν(xqyj) ;
d’après le premier lemme, il existe λ ∈ K tel que ν(y−λxqyj) < ν(y). L’hypothèse de récurrence
appliquée à y − λxqyj fournit le résultat voulu.
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Établissons à présent la commutativité de C(x;A). Le groupe Zx est cyclique : on peut
trouver Y ∈ C(x;A) tel que ν(Y ) +NZ engendre Zx. Il est alors facile de voir que l’ensemble{

ν(H) | H = H(x, Y ) = ϕ0(x) + ϕ1(x)Y + . . .+ ϕρ−1(x)Y ρ−1 avec ϕ0, . . . , ϕρ−1 ∈ K[x]
}

contient tous les entiers de Zx sauf au plus un nombre fini. On peut supposer que Zx contient
tous les éléments {t, t+ 1, t+ 2, . . .} pour un certain t ∈ N.

Comme dans la première partie de la preuve, on montre que tout élément y ∈ C(x;A) peut
s’écrire sous la forme y = H(x, Y ) + h, avec h ∈ C(x;A) et ν(h) ≤ t. D’après le second lemme,
l’ensemble de tous les h ainsi construits forme un espace vectoriel de dimension finie d. En
particulier, on définit une famille linéairement dépendante {h0, . . . , hd} par les décompositions :
xjy = Hj(x, Y ) + hj , ν(hj) ≤ t. Soit alors (λ0, . . . , λd) ∈ Kd r {0} tel que

∑
λjhj = 0 ; on

a :
(∑

λjx
j
)
y =

∑
λjHj(x, Y ). Par suite, on a prouvé que, pour tout y ∈ C(x;A), il existe

H(x, Y ) ∈ K[x, Y ] et h(x) ∈ K[x] r {0} tels que h(x)y = H(x, Y ) ; on en déduit que C(x;A)
est contenu dans K(x)[Y ], qui est commutative.

Théorème 3.21 Soit g une sous-algèbre de Lie de w+. Soit u un élément non constant de U(g).
Le centralisateur de u dans U(g) est commutatif ; c’est de plus un sous-K[u]-module libre dont
le rang divise ν(u).

Preuve. Si g = w+, il suffit d’appliquer la proposition 3.2.2.2 dont les hypothèses sont vérifiées
d’après le lemme 3.17, no2. Si g ⊆ w+ est quelconque, l’algèbre U(g) s’identifie à une sous-algèbre
filtrée de U(w+) et Gr

(
U(g)

)
à une sous-algèbre de Poisson de Gr

(
U(w+)

)
. Les hypothèses de

la proposition 3.18 restent donc vraies dans Gr
(
U(g)

)
, d’où le résultat.

3.2.2.3 Centralisateurs dans le corps enveloppant

On reprend les notations et hypothèses de la partie 3.2.2.2 : A est une algèbre filtrée sur N
par des sous-espaces {An}n∈N ; on suppose que A0 = k et que Gr(A) est intègre. En outre, on
suppose ici que A est un domaine de Ore ; on notera K son corps de fractions. On munit K
de la filtration naturellement induite par celle de A. Les méthodes qui suivent sont inspirées de
Goodearl [21].

Proposition 3.22 Soient x ∈ K et C(x;K) le commutant de x dans K. On suppose que x
vérifie l’une ou l’autre des deux conditions suivantes :

1. ν(x) 6= 0 et, pour toute paire d’éléments u, v ∈ Gr(K) homogènes, de même degré : si
{gr(x), u} = {gr(x), v} = 0, alors u et v sont proportionnels.

2. ν(x) = 0 et, pour tout y ∈ C(x;K), non nul, on a ν(y) = 0.

Alors C(x;K) est commutatif.
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Preuve. Traitons d’abord le cas où ν(x) 6= 0. Soit Zx = {n ∈ Z | ∃ y ∈ C(x;K), ν(y) = n}.
L’ensemble Zx est un sous-groupe non-nul de Z ; il existe donc m > 0 tel que Zx = mZ. On fixe
alors un élément y dans C(x;K) de filtration m. On va prouver que C(x;K) = K(y), adhérence
de K(y) dans K pour la topologie canonique (voir page 18), ce qui suffira. En effet, l’application :
[., .] : (a, b) ∈ K ×K 7→ [a, b] ∈ K est continue ; il vient :

[C(x;K), C(x;K)] = [K(y),K(y)] ⊆ [K(y),K(y)] = {0}.

Considérons a ∈ C(x;K). Il existe a1 ∈ K(y) tel que ν(a − a1) ≤ ν(a) − 1. En effet, il
existe n ∈ Z tel que ν(a) = nν(y) = ν(yn). Mais a et yn commutent à x dans K, donc on
a aussi {gr(a), gr(x)} = {gr(yn), gr(x)} = 0 dans Gr(K). Comme deg

(
gr(a)

)
= deg

(
gr(yn)

)
,

on peut appliquer l’hypothèse no1 : il existe λ ∈ K? tel que gr(a) = λgr(yn) = gr(λyn), d’où
ν(a − λyn) < ν(a). Par récurrence on construit alors une suite (an)n≥1 dans K(y) telle que

lim
n→∈fty

an = a, c’est ce qu’on voulait.

Traitons maintenant le cas où ν(x) = 0. On va montrer que C(x;K) s’identifie naturellement
à un sous-corps de Gr(K). Comme C(x;K) ⊆ K0 (l’ensemble des éléments de K de filtration
négative), on peut définir φ : C(x;K) −→ K0/K−1 ⊆ Gr(K) par φ(y) = y +K−1. L’application
φ est linéaire et multiplicative : c’est un morphisme d’algèbres par lequel on peut identifier le
corps C(x;K) à son image dans Gr(K), qui est commutatif.

Théorème 3.23 Soit f : Γ ↪→ K une application additive, injective et w+(f) la partie positive
de l’algèbre de type Witt associée à f . Alors les centralisateurs d’éléments non-centraux du corps
enveloppant K

(
w+(f)

)
sont commutatifs.

Preuve. On note pour simplifier w+ = w+(f). Soit x ∈ K(w+) un élément non-central. Si
ν(x) 6= 0, alors gr(x) vérifie la condition no1 de la proposition 3.22 d’après le lemme 3.17, no2.
Supposons maintenant ν(x) = 0. Si gr(x) = λ ∈ K?, les centralisateurs de x et x − λ sont
confondus, et ν(x − λ) < ν(x) = 0 : on est ramené au cas précédent. Si gr(x) 6∈ K, le lemme
3.17, no2, assure une fois de plus qu’on peut appliquer le résultat de la proposition 3.22.

Remarquons que le théorème précédent reste valable en remplaçant le corps K
(
w+(f)

)
par

n’importe quelle sous-algèbre de K
(
w+(f)

)
. En particulier, on retrouve le fait que les centrali-

sateurs dans l’algèbre enveloppante U
(
w+(f)

)
sont commutatifs.

3.2.3 Sous-algèbres de K(w+)

3.2.3.1 Sous-algèbres commutatives maximales

Proposition 3.24 Soit B une sous-algèbre de K(w+).
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1. Soit C une sous-algèbre de B ; il y a équivalence entre :
i. C est une sous-algèbre commutative maximale de B ;
ii. il existe un élément non scalaire x de B tel que C = C(x;B) ;
iii. C 6= K et, pour tout élément non scalaire y de C, on a C = C(y;B).

2. Soient C une sous-algèbre de B distincte de K, C ′ son commutant dans C.
a. Si C est non commutative, C ′ = K.
b. Si C est commutative, C ′ est une sous-algèbre commutative maximale de B.

3. Si x et y sont des éléments non scalaires permutables dans B, on a C(x;B) = C(y;B).

4. Soient C une sous-algèbre commutative maximale de B, y un élément de B, et P ∈ K[t]
un polynôme non scalaire. Si P (y) ∈ C, on a y ∈ C.

5. Dans B, l’intersection de deux sous-algèbres commutatives maximales distinctes est réduite
à K.

Preuve. On peut recopier mot pour mot les démonstrations de [13, corollaires 4.3 à 4.7].

Corollaire 3.25 Les sous-algèbres commutatives maximales de U(w+) sont de degré de trans-
cendance (au sens classique des algèbres commutatives) égal à 1.

Preuve. On applique la proposition précédente avec B = U(w+). Soit C une sous-algèbre
commutative maximale de U(w+). D’après la proposition précédente, no1 : il existe x ∈ B r K
tel que C = C(x;B) ; d’après le théorème 3.21, c’est un K[x]-module de type fini. Le résultat
est alors immédiat.

3.2.3.2 Sous-algèbres de Lie de dimension finie

On considère touours w+ = w+(f) la partie positive d’une algèbre de type Witt w(f). Pour
tout élément x ∈ K(w+), on note C(x) le centralisateur de x dans K(w+). On note alors N(x)
l’ensemble {y ∈ K| (ad x)n(y) = 0, n� 0}. C’est une sous-algèbre de K(w+) contenant C(x) ;
on peut considérer N(x) comme un C(x)-module à gauche, par exemple.

Lemme 3.26 Soient x, y ∈ K(w+) ; on suppose que y ∈ N(x). Alors {gr(x), gr(y)} = 0.

Preuve. Posons X = gr(x), Y = gr(y). Pour n suffisamment grand, on a (ad x)n(y) = 0. On en
déduit que, dans Gr

(
K(w+)

)
, on a aussi (adX)n(Y ) = 0 pour n assez grand. D’après le lemme

3.17, no3, on a bien {gr(x), gr(y)} = 0.
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Théorème 3.27 Pour tout élément x ∈ K(w+), on a N(x) = C(x). De façon équivalente :
pour tout y ∈ K(w+), [x, y] ∈ C(x) implique [x, y] = 0.

Preuve. On suppose d’abord N = ν(x) 6= 0. L’ensemble Zx = {n ∈ Z | ∃ y ∈ N(x), ν(y) = n}
est un sous-groupe de Z contenant N ; on en déduit l’existence de y1, . . . , ym ∈ N(x) tels que,
pour tout y ∈ N(x), il existe j ∈ {1, . . . ,m} avec ν(y) ≡ ν(yj) [N ].

Considérons à présentM(x) ⊆ N(x), le sous-C(x)-module engendré par y1, . . . , ym. Montrons
que M(x) est dense dans N(x) (pour la topologie canonique, voir page 18). Soit y ∈ N(x). Il
existe j ∈ {1, . . . ,m} et q ∈ Z tels que ν(y) = qν(x) + ν(yj), et donc ν(y) = ν(xqyj). Or y et
xqyj sont dans N(x), donc {gr(x), gr(y)} = {gr(x), gr(xqyj)} = 0 d’après le lemme précédent.
D’après le lemme 3.17, no2, il existe λ ∈ K tel que gr(y) = λgr(xqyj), d’où ν(y−λxqyj) < ν(y).
On peut alors construire par récurrence une suite (ηn)n∈N dans M(x) telle que lim

n→∈fty
ν(y−ηn) =

− ∈ fty, d’où le résultat.
Comme y1, . . . , ym ∈ N(x) : il existe a > 0 tel que (ad x)a(yj) = 0 pour tout j, d’où l’on

déduit que (ad x)aM(x) = 0 par C(x)-linéarité. Comme ad(x) est continue, on a :

(ad x)aN(x) = (ad x)a
(
M(x)

)
⊆ (ad x)aM(x) = {0}.

Supposons à présent que N(x) 6= C(x) ; il existe y ∈ N(x) tel que [x, y] 6= 0 mais [x, [x, y]] = 0.
La deuxième équation implique par récurrence que (ad x)n(yn) = n![x, y]n pour tout n ≥ 1 ; or
cet élément est toujours non-nul, contradiction.

On suppose maintenant ν(x) = 0. Si gr(x) = λ ∈ K?, on peut remplacer x par x − λ et
on est ramené au cas précédent. On supposera donc gr(x) 6∈ K. Pour tout y ∈ N(x) r {0},
on a {gr(x), gr(y)} = 0, d’où ν(y) = deg

(
gr(y)

)
= 0 d’après le lemme 3.17, no2. Dans ce cas,

ν([x, y]) < ν(x) + ν(y) = 0. Mais [x, y] ∈ N(x) aussi, et ν([x, y]) 6= 0 n’est possible que si
[x, y] = 0, c’est-à-dire y ∈ C(x).

Enfin, il est facile de voir que N(x) = C(x) si et seulement si, pour tout élément y ∈ K(w+),
[x, y] ∈ C(x) implique y ∈ C(x).

Corollaire 3.28 Toute sous-algèbre de Lie de dimension finie de K(w+) est commutative.

Preuve. On supposera pour simplifier K algébriquement clos. Soit g une sous-algèbre de Lie
de K(w+) de dimension finie. Considérons x ∈ g ; soit λ une valeur propre de l’endomorphisme
adg(x) : il existe y ∈ g r {0} tel que [x, y] = λy. Alors [y, [y, x]] = 0, donc x ∈ N(y) = C(y)
(théorème 3.27) ; on en déduit que [x, y] = 0, d’où λ = 0. Ainsi, toutes les valeurs propres de
adg(x) sont nulles : c’est donc un endomorphisme nilpotent de g. Mais alors g ⊆ N(x) = C(x),
qui est commutative (théorème 3.23), donc g est abélienne.
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3.2.3.3 Comparaison avec les corps de Weyl

Rappelons tout d’abord la définition des algèbres et corps de Weyl.

Définition 3.29 Soient n, s ∈ N deux entiers. L’algèbre de Weyl (sur K, d’indices n et s),
notée An,s(K) est l’algèbre engendrée par 2n + s générateurs pi, qj , zk (avec i, j ∈ {1, . . . , n} et
k ∈ {1, . . . , s}) soumis aux relations suivantes :

[pi, qj ] = δi,j ; [pi, pj ] = [qi, qj ] = [pi, zk] = [qj , zk] = 0,

pour tous i, j ∈ {1, . . . , n} et k ∈ {1, . . . , s}. C’est une algèbre intègre et noethérienne ; en parti-
culier on peut considérer son corps de fractions Dn,s(K) que l’on appelle corps de Weyl (sur K,
d’indices n et s). On écrit aussi An(K) = An,0(K) et Dn(K) = Dn,0(K).

Corollaire 3.30 Pour n ≥ 1 et s ≥ 0, il n’existe aucun plongement du corps Dn,s(K) dans
K(w+).

Preuve. Deux éléments p, q ∈ K(w+) vérifiant [p, q] = 1 engendreraient une algèbre de Lie
non-commutative de dimension 3, en contradiction avec le corollaire 3.28.

Remarque 3.31 Il est connu que le corps de Weyl D1(K) contient une sous-algèbre non-
commutative libre [28]. On a ici le même résultat, à savoir que le corps enveloppant K(w+)
contient une algèbre libre non-commutative. En effet, soit w =

⊕
n∈Z

K en l’algèbre de Witt

usuelle ; on considère la sous-algèbre w1 =
⊕
n≥1

K en de w. Il est clair que w1 se plonge dans

w+(f), il suffit donc de démontrer que le corps enveloppant K(w1) contient une sous-algèbre
non-commutative libre. Soit C(e1;w1) le centralisateur de e1 dans w1. On vérifie sans difficulté
que C(e1;w1) = K e1 et [w1,w1] =

⊕
n≥3

K en. En particulier, on a w1 6= C(e1;w1) + [w1,w1].

D’après [20, théorème D], le corps K(w1) contient une algèbre non-commutative libre.
Plus précisément, la démonstration de [20] montre par exemple que les éléments e−1

1 et e−1
1 e2

engendrent librement une sous-algèbre non-commutative libre de K(w1).
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Chapitre 4

Corps enveloppants en
caractéristique positive

Introduction

Dans ce chapitre, on suppose que le corps de base K est de caractéristique p > 0. Soit g une
algèbre de Lie de dimension finie sur K. Les résultats classiques (voir par exemple [18]) montrent
que U(g) est un module de type fini sur son centre Z(g). Soit C(g) = Frac Z(g) ; la localisation
K(g) = C(g)⊗Z(g) U(g) cöıncide alors avec le corps enveloppant Frac U(g). En contraste avec le
cas de la caractéristique 0, c’est une C(g)-algèbre simple centrale de dimension finie. La structure
algébrique du corps K(g) est encore peu connue en général. Comme en caractéristique 0, on peut
se poser la question suivante [19] : existe-t-il deux entiers n, s ≥ 0 tels que le corps K(g) soit
isomorphe au corps de Weyl classique Dn,s(K) ? En particulier, est-ce que le centre C(g) est une
extension transcendante pure de K ?

Du fait que K(g) soit de dimension finie sur C(g), on peut se poser de nouvelles questions
propres à la situation modulaire. Parmi elles, la détermination de l’exposant de K(g), c’est-à-dire
l’ordre de la classe de K(g) dans le groupe de Brauer de C(g) est encore largement ouverte.

Enfin, l’étude de l’anneau Z(g) proprement dit est également un problème très riche. Sup-
posons que l’algèbre de Lie g est restreinte. Alors Z(g) contient une sous-algèbre commutative
libre O[g] de rang dim(g), appelée p-centre de U(g), telle que U(g) est un module de type fini sur
O[g]. En général, on a Z(g) 6= O[g] ; tout naturellement on est amené à rechercher un système de
générateurs de Z(g) comme algèbre sur O[g]. De plus, on peut se poser la question suivante (cf.
[8], voir [14, 12] pour le cas de la caractéristique 0) : l’anneau Z(g) est-il un anneau factoriel ?
Ce problème a été résolu affirmativement par Premet et Tange dans [34] pour K algébriquement
clos si g = gln ou, lorsque p ne divise pas n, si g = sln.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la première partie, on introduit le cadre de
notre étude. On définit tout d’abord l’indice et l’exposant d’un corps gauche de dimension finie
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sur son centre [22]. Ensuite on introduit les algèbres et les corps de Weyl classiques [19, 35].
En caractéristique p > 0, on détermine explicitement leur centre, puis on calcule l’indice et
l’exposant des corps de Weyl. Enfin on rappelle la notion d’algèbre de Lie restreinte [18]. On
introduit alors la notion de p-centre de l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie restreinte.
Le centre du corps enveloppant est une extension de dimension finie du corps des fractions du
p-centre ; la relation générale pdim g = [K(g) : C(g)][C(g) : Frac O[g]] est alors établie. Pour
finir, on établit un critère d’isomorphisme entre corps enveloppants et corps de Weyl classiques.

Dans la deuxième partie, on étudie le cas des algèbres de Lie g = gln ou g = sln lorsque p ne
divise pas n. En suivant la méthode de Gelfand et Kirillov [19] et en se servant des résultats de
Premet et Tange [34] sur le centre du corps enveloppant , on démontre que K(g) est isomorphe
au corps de Weyl Dn(n−1)

2
,s
(K) avec s = n lorsque g = gln et s = n−1 lorsque g = sln (théorèmes

4.19 et 4.21). En particulier on en déduit que le corps K(g) est d’exposant p dans les deux cas.

La troisième partie est consacrée à l’étude de l’algèbre de Witt W (1) et d’une certaine sous-
algèbre de l’algèbre de Witt W (2). Dans la première section, on présente quelques résultats
techniques utiles. Le premier permet la détermination explicite d’invariants d’une algèbre asso-
ciative sous l’action de certaines dérivations. Le deuxième permet de construire algorithmique-
ment, sous certaines hypothèses ad hoc assez fortes, un isomorphisme entre le corps enveloppant
d’une algèbre de Lie et un corps de Weyl classique. Le dernier résultat concerne le lemme de
Nagata (proposition 4.29) et permet d’établir la factorialité du centre Z(g) dans les cas étudiés
par la suite. Pour finir, on définit précisément les algèbres de Witt W (n) comme algèbres de
dérivations d’anneaux de polynômes tronqués à n variables. Quelques propriétés immédiates de
W (n) sont alors établies.

Dans les deux sections suivantes, on se tourne enfin vers l’étude des algèbres de Lie g = W (1)
ou g = A(1)⊗W (1) ⊆W (2). On y démontre dans les deux cas que le corps enveloppant K(g) est
isomorphe à un corps de Weyl Dn,s(K) et que le centre Z(g) est un anneau factoriel (théorèmes
4.42 et 4.59). La démarche est la même pour les deux algèbres : on commence par trouver une
sous-algèbre de Lie g0 ⊆ g telle que K(g0) ' Dn,0(K), avec n = dim(g0). On construit ensuite ex-
plicitement des éléments Ω1, . . . ,Ωs ∈ Z(g) avec s = dim(g)−dim(g0) (dans le cas où g = W (1)
on retrouve l’élément central classique défini par exemple dans [16]). La forme explicite des
éléments Ω1, . . . ,Ωs permet de démontrer que K(g) est engendré par K(g0) et Ω1, . . . ,Ωs, d’où
l’on déduit que K(g) est isomorphe à Dn,s(K). Enfin, à l’aide de techniques d’algèbres filtrées,
on montre simultanément que Z(g) est engendré par ces éléments Ω1, . . . ,Ωs comme algèbre sur
le p-centre O[g] et que Z(g) est un anneau factoriel.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K de caractéristique p > 0.
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4.1 Préliminaires

4.1.1 Indice et exposant d’un corps gauche

Proposition 4.1 Soit D un corps gauche de dimension finie sur son centre K.
1.[22, théorème 4.1.2] L’entier [D : K] est un carré parfait.
2.[22, théorème 4.4.4] Il existe un entier m ≥ 1 tel que l’algèbre D ⊗K . . . ⊗K D (m fois) soit
isomorphe à une algèbre de matrices Mn(K), pour un certain entier n ≥ 1.

Cette proposition permet de définir deux invariants pour un corps gauche D de dimension
finie sur son centre K. D’abord l’indice de D est l’entier Ind(D) =

√
[D : K]. Ensuite l’exposant

de D, noté Exp(D), est le plus petit entier m ≥ 1 vérifiant la propriété du no2. Alternativement,
Exp(D) est l’ordre de la classe de D dans le groupe de Brauer de K [22]. Ces deux entiers sont
liés comme suit :

Proposition 4.2 Soit D un corps non-commutatif de dimension finie sur son centre K.
1. [22, théorème 4.4.5] L’entier Exp(D) divise Ind(D).
2. [22, lemme 4.4.5] Tout diviseur premier de Ind(D) divise aussi Exp(D).

4.1.2 Algèbres de Weyl et corps de Weyl

Les définitions et résultats de cette section sont classiques, voir par exemple [19, 24, 35].

Définition 4.3 Soient n, s deux entiers positifs. On appelle algèbre de Weyl (sur K, d’indices n
et s) l’algèbre définie sur K par les 2n+ s générateurs X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zs soumis
aux relations suivantes :

[Xi, Yj ] = δi,j ; [Xi, Xj ] = [Yi, Yj ] = [Xi, Zj ] = [Yi, Zj ] = [Zi, Zj ] = 0, (4.1)

pour tous entiers i, j ≥ 1 (δi,j est le symbole de Kronecker). La deuxième série de relations
sera décrite dans la suite par l’expression “les autres crochets sont nuls”. Ces relations de
commutation seront dites canoniques. Ces algèbres seront notées An,s(K), ou plus simplement
An(K) si s = 0. L’algèbre de Weyl An,s(K) est intègre et Dim2 An,s(K) < ∞ ; elle admet
donc un corps des fractions que l’on appelle corps de Weyl (sur K, d’indices n et s). On note
Dn,s(K) = Frac An,s(K), ou plus simplement Dn(K) si s = 0.

Soit K(t1, . . . , ts) le corps des fractions rationnelles à s variables à coefficients dans K. On
peut alors observer que les K-algèbres Dn,s(K) et Dn,0

(
K(t1, . . . , ts)

)
sont isomorphes.
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4.1.2.1 Structure des corps de Weyl en caractéristique p

Soient n, s deux entiers, avec n ≥ 1. Pour tout k ∈ {1, . . . , n} on considère les éléments Xp
k

et Y p
k dans An,s(K). Le résultat suivant est bien connu [35] :

Proposition 4.4 Le centre de l’algèbre An,s(K) est la sous-algèbre engendrée par les éléments
Xp

1 , . . . , X
p
n, Y p

1 , . . . , Y
p
n , Z1, . . . , Zs. L’algèbre An,s(K) est un module libre, de rang p2n sur son

centre.

Corollaire 4.5 Le centre du corps Dn,s(K) est le sous-corps K(Xp
1 , . . . , X

p
n, Y

p
1 , . . . , Y

p
n , Z1, . . . , Zs).

C’est une extension transcendante pure de K, de degré de transcendance 2n+s. Le corps Dn,s(K)
est de dimension p2n sur son centre.

Proposition 4.6 Soient n, s ∈ N, avec n ≥ 1. Alors Ind Dn,s(K) = pn et Exp Dn,s(K) = p.

Preuve. Dans cette démonstration, on note An,s et Dn,s au lieu de An,s(K) et Dn,s(K). Le
fait que Ind(Dn,s) = pn résulte du corollaire 4.5. Calculons l’exposant de Dn,s. Si n = 1, alors
Exp(D1,s) est divisible par p et divise Ind(D1,s) = p d’après la proposition 4.2, donc Exp(D1,s) =
p. Passons au cas général. D’abord on se ramène au cas où s = 0 en changeant au besoin K en
K(Z1, . . . , Zs). On écrira alors Dn au lieu de Dn,0.

Soit Cn le centre du corps Dn. Pour k ∈ {1, . . . , n} on appelle B̃k = Cn[Xk, Yk] la sous-
Cn-algèbre de Dn engendrée par Xk et Yk. Observons d’abord que B̃k est un corps gauche
K-isomorphe au corps de Weyl D2,2n−2(K) (voir par exemple [35]). De plus le centre de B̃k est
exactement Cn ; en particulier on a [B̃k : Cn] = p2. En notant ⊗ au lieu de ⊗Cn le produit
tensoriel des Cn-algèbres, l’application de multiplication induit un Cn-isomorphisme B̃1 ⊗ . . .⊗
B̃n

∼→ Dn : en effet, l’application Cn-linéaire Θ: B̃1 ⊗ . . . ⊗ B̃n → Dn donnée par propriété
universelle des produits tensoriels est clairement multiplicative et surjective. Comme [B̃1⊗ . . .⊗
B̃n : Cn] = (p2)n = p2n = [Dn : Cn], il s’agit d’un isomorphisme.

On peut maintenant calculer Exp(Dn). C’est une puissance de p d’après la proposition 4.2 ;
par ailleurs Exp(Dn) 6= 1 car Dn n’est pas isomorphe à une algèbre de matrices sur Cn. On en
déduit l’inégalité Exp(Dn) ≥ p. Ensuite, pour tout entier m ≥ 0, on a d’après ce qui précède :

D⊗m
n ' (B̃1 ⊗ . . .⊗ B̃n)⊗m ' B̃⊗m

1 ⊗ . . .⊗ B̃⊗m
n .

Comme chaque B̃k est isomorphe à un corps de Weyl D1,2n−2, avec centre Cn, on sait que pour
m = p, chaque algèbre B̃⊗m

k est isomorphe à une algèbre de matrices sur Cn. En particulier pour
m = p l’algèbre D⊗m

n est également isomorphe à une algèbre de matrices sur Cn. Par définition
de l’exposant, on a Exp(Dn) ≤ p, d’où le résultat.
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4.1.3 Algèbres de Lie restreintes

4.1.3.1 Notion de p-structure

Définition 4.7 Soit g une algèbre de Lie sur K. Une p-structure sur g est une application
x ∈ g 7→ x[p] ∈ g (non linéaire en général) vérifiant les trois propriétés suivantes [18, paragraphe
2.1] :

1. ad(x[p]) = (ad x)p pour tout x ∈ g ;
2. (λx)[p] = λpxp pour tous x ∈ g et λ ∈ K ;

3. (x+ y)[p] = x[p] + y[p] +
p−1∑
j=1

sj(x, y),

où sj(x, y) est défini par l’identité
(
ad(x ⊗ t + y ⊗ 1)

)p−1(x ⊗ 1) =
p−1∑
j=1

jsj(x, y) ⊗ tj−1 dans

g⊗K K[t]. Une algèbre de Lie munie d’une p-structure est dite restreinte.

Exemple 4.8

1. Soit A est une K-algèbre associative, considérée comme algèbre de Lie avec le crochet
[x, y] = xy−yx. Alors A est munie d’une p-structure naturelle pour laquelle on a x[p] = xp

pour tout x ∈ A.
2. Soit S est une K-algèbre associative ou une algèbre de Lie et Der(S) l’algèbre de Lie des

K-dérivations de S. Alors g est restreinte. En effet, on voit à l’aide de la formule de Leib-
nitz que la puissance p-ème d’une dérivation ∂ est encore une dérivation ; la p-structure
naturelle de Der(S) est alors donnée par ∂[p] = ∂p pour toute dérivation ∂.

D’après [18, corollaire 2.2.2 et théorème 2.2.3], on a :

Proposition 4.9 Soit g une K-algèbre de Lie et {xj}j∈J une base de g.
1. Si le centre de g est réduit à {0}, alors g admet au plus une p-structure.
2. On suppose que pour tout j ∈ J , il existe yj ∈ g tel que (ad xj)p = ad yj. Alors g admet

une unique p-structure telle que x[p]
j = yj pour tout j ∈ J .

4.1.3.2 Notion de p-centre

Notations 4.10 Dans toute la suite, on utilisera les notations générales suivantes. Pour toute
K-algèbre de Lie g, on note U(g) son algèbre enveloppante et Z(g) le centre de U(g). Lorsque
U(g) admet un corps des fractions, on note K(g) = Frac U(g) et C(g) le centre de K(g).
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Définition 4.11 Soit g une K-algèbre de Lie restreinte de dimension finie. Pour tout x ∈ g,
l’élément xp − x[p] est central dans U(g). On appelle alors p-centre de U(g) et on note O[g] la
sous-algèbre de Z(g) engendrée par les éléments de la forme xp − x[p], où x varie dans g. On
notera O(g) le corps des fractions de O[g].

D’après [18, théorème 5.3.1], on a :

Proposition 4.12 Soit g une K-algèbre de Lie restreinte. Soit {x1, . . . , xn} une base de g.

1. L’algèbre O[g] est commutative libre de rang n, engendrée par les xp
j − x

[p]
j avec j ∈

{1, . . . , n}.
2. L’algèbre U(g) est un O[g]-module libre, de rang fini pn.

3. L’anneau Z(g) est entier sur O[g].

Rappelons [36, exemple 1.10.14] que l’anneau des quotients centraux d’un anneau intègre A
désigne le localisé de A par rapport à l’ensemble des éléments centraux non-nuls.

Corollaire 4.13 Soit g une K-algèbre de Lie restreinte.

1. L’algèbre U(g) admet un corps des fractions K(g). Plus précisément, K(g) est l’anneau
des quotients centraux de U(g).

2. On a C(g) = Frac Z(g). Plus précisément, C(g) est le localisé de Z(g) par rapport à
O[g] r {0}.

3. Le corps K(g) est une p-algèbre, c’est-à-dire que l’indice de K(g) est une puissance de p.
De plus, on a la formule :

pdim(g) = [K(g) : C(g)][C(g) : O(g)].

Preuve. L’algèbre U(g) est intègre ; comme c’est un module de rang fini sur O[g], et a fortiori
sur son centre, l’anneau des quotients centraux de U(g) est aussi son corps des fractions, et on
a C(g) = Frac Z(g) [36, proposition 1.10.13]. On a enfin, avec n = dim(g) :

pn = [U(g) : O[g]] = [K(g) : O(g)] (car U(g) est un O[g]-module libre)
= [K(g) : C(g)][C(g) : O(g)].

En particulier, l’indice de K(g) est bien une puissance de p.
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4.1.3.3 Lemme de reconnaissance

Le lemme suivant fournit un crit‘ere d’isomorphisme entre le corps enveloppant d’une algèbre
de Lie et un corps de Weyl en caractéristique p.

Lemme 4.14 Soient n, s ∈ N deux entiers et g une K-algèbre de Lie de dimension 2n+ s. On
suppose qu’il existe des éléments x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zs dans le corps enveloppant K(g)
tels que [xi, yj ] = δi,j pour tous i et j, les autres crochets étant nuls. Soit A la sous-K-algèbre
engendrée par ces éléments. On suppose que Frac(A) = K(g). Alors A est isomorphe à l’algèbre
de Weyl An,s(K) et K(g) est isomorphe au corps de Weyl Dn,s(K).

Si de plus g est restreinte et s = 0, alors le centre de l’algèbre enveloppante est réduit au
p-centre : autrement dit, on a Z(g) = O[g].

Preuve. Notons pour simplifier An,s = An,s(K). D’après la propriété universelle des algèbres
définies par générateurs et relations, il existe un morphisme surjectif π : An,s � A. Soit J le
noyau de ce morphisme, de sorte que A ' An,s

J . On a alors :

Dim2(An,s) ≥ Dim2(A) ≥ Tdeg2 Frac(A) = Tdeg2 K(g) = dim(g).

Comme Dim2(An,s) = 2n + s = dim(g), toutes ces inégalités sont des égalités. En particu-
lier Dim2(An,s) = Dim2(An,s

J ). Comme An,s est intègre, ceci implique que J = {0} d’après le
corollaire 2.52, no5 ; il vient A ' An,s.

Si s = 0 : on a alors [K(g) : C(g)] = (Ind Dn)2 = p2n et dim g = 2n d’après ce qui
précède. Avec la formule du corollaire 4.13, on en déduit que [C(g) : O(g)] = 1, autrement dit
C(g) = O(g). Il vient Frac Z(g) = Frac O[g]. L’anneau O[g] étant isomorphe à un anneau de
polynômes, il est aussi intégralement clos ; comme Z(g) est une extension entière de O[g], on en
déduit bien que Z(g) = O[g].

4.2 Corps enveloppants des algèbres de matrices

On fixe dans cette partie un corps commutatif algébriquement clos K de caractéristique
p > 0. Soit n ∈ N? un entier ; on notera gln = gln(K) l’algèbre de Lie des matrices à n lignes
et à n colonnes à coefficients dans K ; on notera sln = sln(K) la sous-algèbre de gln formée des
matrices à trace nulle. Enfin, on utilisera librement les notations générales U(g) ⊇ Z(g) ⊇ O[g]
et K(g) ⊇ C(g) ⊇ O(g) introduites en 4.10 et 4.11.

4.2.1 Un résultat préliminaire

Notations 4.15 Soit V un espace vectoriel sur K de dimension n ; on pose g = gl(V ). Soient
v ∈ V un vecteur non-nul. On note gv ⊆ g la sous-algèbre de Lie formée des applications linéaires
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qui s’annulent en v. C’est en fait une sous-algèbre de Lie restreinte : en effet, si X ∈ g vérifie
X(v) = 0 , alors Xp(v) = 0 aussi.

Par ailleurs, on définit des sous-algèbres de gln et sln de la manière suivante. On note g0
n la

sous-algèbre de gln formée des matrices dont la première colonne est nulle et s0
n la sous-algèbre

de sln formée des matrices dont la première colonne, sauf peut-être le premier coefficient, est
nulle.

Lemme 4.16 On reprend les notations ci-dessus.
1. L’algèbre gv est isomorphe à g0

n.
2. Si p ne divise pas n, les algèbres g0

n et s0
n sont isomorphes.

Preuve. On fixe une base {v1, . . . , vn} de V telle que v1 = v. Soit M : gl(V ) → gln(K)
l’isomorphisme défini par le choix de cette base. Il est facile de voir que, pour une application
linéaire X ∈ gl(V ), on a X(v) = 0 si et seulement si la première colonne de M(X) est nulle.
L’application M induit donc un isomorphisme entre gv et g0

n, d’où le no1.
Démontrons le no2. On suppose que p ne divise pas n, c’est-à-dire n 6= 0 dans K. Soit In ∈ gln

la matrice identité. L’application linéaire M ∈ g0
n 7→ M − 1

n tr(M)In ∈ s0
n est alors un isomor-

phisme d’algèbres de Lie : le no2 est établi.

Proposition 4.17 Reprenons l’algèbre g0
n introduite ci-dessus. Le corps enveloppant K(g0

n) est
K-isomorphe au corps de Weyl Dn(n−1)

2

(K). De plus, on a Z(g0
n) = O[g0

n] et C(g0
n) = O(g0

n).

Preuve. On procède par récurrence sur n comme dans [19, lemme 7]. Dans g0
n+1 on considère

la base naturelle composée des ei,j avec i ∈ {1, . . . , n+ 1} et j ∈ {2, . . . , n+ 1}. On pose, pour
i, j ∈ {2, . . . , n+ 1} :

xj = e1,j , yj = ej,jx
−1
j , ẽi,j = ei,jxix

−1
j .

On va montrer que les xj et yj , pour j ≥ 2, vérifient les relations de commutations (4.1)
définissant l’algèbre de Weyl An(K) ; ensuite on construira à partir des éléments ẽi,k une sous-
algèbre commutant aux éléments précédents et sur laquelle on peut appliquer l’hypothèse de
récurrence. Dans les calculs qui suivent, on utilisera souvent sans le préciser explicitement des
identités de la forme suivante. Pour x, y, zi, zj ∈ K(g0

n+1) avec y 6= 0 :

[x, y−1] = −y−1[x, y]y−1 et δi,jzi = δi,jzj .

On rappelle les relations de commutation, valables pour tous i, j, k, l ∈ {1, . . . , n+ 1} :

[ei,j , ek,l] = δj,kei,l − δl,iek,j .
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En particulier notons que [xi, ej,k] = δi,jxk pour i, k ≥ 2 et j ≥ 1. Soient i, j, k ∈ {2, . . . , n+ 1}.
On a immédiatement [xi, xj ] = [e1,i, e1,j ] = 0. Si i 6= j, on a de même [xi, ej,j ] = [ei,i, ej,j ] = 0,
d’où [yi, yj ] = [ei,ix−1

i , ej,jx
−1
j ] = 0. Si i = j la relation [yi, yj ] = 0 est triviale. En outre :

[xi, yj ] = [xi, ej,j ]x−1
j = δi,jxjx

−1
j = δi,j .

Par ailleurs, on a :

[ẽi,k, xj ] = [ei,kxix
−1
k , xj ] = [ei,k, xj ]xix

−1
k = −δi,jxkxix

−1
k = −δi,jxj .

Enfin :

[ẽi,k, yj ] = [ẽi,k, ej,j ]x−1
j − ej,jx

−1
j [ẽi,k, xj ]x−1

j

= [ei,kxix
−1
k , ej,j ]x−1

j + δi,jej,jx
−1
j xjx

−1
j

= (δk,jei,j − δj,iej,k)xix
−1
k x−1

j + ei,k[xi, ej,j ]x−1
k x−1

j

−ei,kxix
−1
k [xk, ej,j ]x−1

k x−1
j + δi,jej,jx

−1
j

= δk,jei,jxix
−1
k x−1

j − δi,jej,kx
−1
k + δi,jei,kxjx

−1
k x−1

j − δk,jei,kxix
−1
k xjx

−1
k x−1

j + δi,jyj

= δi,jyj .

On a donc établi les relations suivantes pour i, j, k ≥ 2 :

[xi, xj ] = 0 , [yi, yj ] = 0 , [xi, yj ] = δi,j , (4.2)

[ẽi,k, xj ] = −δi,jxj , [ẽi,k, yj ] = δi,jyj . (4.3)

Soient (ci,k)i,k=2,...,n+1 des coefficients. On a pour tout j ∈ {2, . . . , n+ 1} :

[
∑
i,k

ci,kẽi,k, xj ] = −
∑
i,k

ci,kδi,jxj = −(
∑

k

cj,k)xj ,

et de même [
∑
i,k

ci,kẽi,k, yj ] = (
∑

k

cj,k)yj . Par conséquent, si les coefficients ci,k satisfont aux

conditions :

(∀ j ∈ {2, . . . , n+ 1}) :
n+1∑
k=2

cj,k = 0, (4.4)

alors l’élément
∑
i,k

ci,kẽi,k commute aux xj et yj pour j ∈ {2, . . . , n+ 1}.

Notons à présent h l’ensemble des matrices C = (ci,k)2≤i,k≤n+1 ∈ gln dont les coefficients
vérifient les identités (4.4). D’abord, il s’agit d’une algèbre de Lie isomorphe à g0

n. En effet,
identifions de la manière usuelle gln à gl(V ) où V est l’espace des vecteurs-colonnes Kn. Dans
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cette identification, h s’identifie à la sous-algèbre gv des applications linéaires qui s’annulent sur
le vecteur

v =

 1
...
1

 .

D’après le lemme 4.16, on a bien h ' g0
n. Pour une matrice C ∈ h on définit alors un élément

α(C) =
∑
i,k≥2

ci,kẽi,k ∈ K(g0
n+1). Montrons que l’application linéaire α est un morphisme d’algèbres

de Lie. Soient C,C ′ ∈ h deux matrices ; on note C = (ci,j)i,j≥2 et C ′ = (c′i,j)i,j≥2
. On a donc

[C,C ′] = (c′′i,j)i,j≥2
, avec :

(∀ i, j ≥ 2) : c′′i,j =
n+1∑
k=2

ci,kc
′
k,j − c′i,kck,j .

On a donc d’une part :

α
(
[C,C ′]

)
=
∑
i,j

(∑
k

ci,kc
′
k,j − c′i,kck,j

)
ẽi,j . (4.5)

D’autre part, soient i, j, k, l ∈ {2, . . . , n+ 1}. Calculons :

[ẽi,j , ẽk,l] = [ẽi,j , ek,lxkx
−1
l ] = [ẽi,j , ek,l]xkx

−1
l + ek,l[ẽi,j , xk]x−1

l − ek,lxkx
−1
l [ẽi,j , xl]x−1

l

= [ei,jxix
−1
j , ek,l]xkx

−1
l − δi,kek,lxkx

−1
l + δi,lek,lxkx

−1
l xlx

−1
l

= (δj,kei,l − δi,lek,j)xix
−1
j xkx

−1
l + ei,j [xi, ek,l]x−1

j xkx
−1
l

−ei,jxix
−1
j [xj , ek,l]x−1

j xkx
−1
l − δi,kek,lxkx

−1
l + δi,lek,lxkx

−1
l

= δj,kei,lxix
−1
j xkx

−1
l − δi,lek,jxix

−1
j xkx

−1
l + δk,iei,jxlx

−1
j xkx

−1
l

−δj,kei,jxix
−1
j xlx

−1
j xkx

−1
l − δi,kek,lxkx

−1
l + δi,lek,lxkx

−1
l

= δj,kẽi,l − δi,lẽk,j + δk,iẽi,j − δj,kẽi,j − δi,kẽk,l + δi,lẽk,l.
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Il vient :

[α(C), α(C ′)] =
∑
i,j

∑
k,l

ci,jc
′
k,l[ẽi,j , ẽk,l]

=
∑
i,j

∑
k,l

ci,jc
′
k,l (δj,kẽi,l − δi,lẽk,j + δk,iẽi,j − δj,kẽi,j − δi,kẽk,l + δi,lẽk,l)

=
∑
i,l

(∑
k

ci,kc
′
k,l

)
ẽi,l −

∑
k,j

(∑
i

ci,jc
′
k,i

)
ẽk,l −

∑
i,j

(∑
l

ci,jc
′
i,l

)
ẽi,j

−
∑
i,j

(∑
l

ci,jc
′
j,l

)
ẽi,j −

∑
k,l

∑
j

ck,jc
′
k,l

 ẽk,l +
∑
k,l

∑
j

cl,jc
′
k,l

 ẽk,l.

Regardons la troisième somme. On a, compte tenu de la condition (4.4) pour C ′ ∈ h :∑
i,j

(∑
l

ci,jc
′
i,l

)
ẽi,j =

∑
i,j

ci,j

(∑
l

c′i,l

)
ẽi,j = 0.

On montre de même que les trois dernières sommes s’annulent. Après changement d’indices, il
reste :

[α(C), α(C ′)] =
∑
i,j

(∑
k

ci,kc
′
k,j

)
ẽi,j −

∑
i,j

(∑
k

ck,jc
′
i,k

)
ẽi,j

=
∑
i,j

(∑
k

ci,kc
′
k,j − c′i,kck,j

)
ẽi,j ,

et finalement, en comparant avec l’identité (4.5) on a bien α ([C,C ′]) = [α(C), α(C ′)].
On peut maintenant prolonger l’application α en un morphisme d’algèbres associatives α̂ :

U(h) → K(g0
n+1), dont on note A l’image. Par construction, A commute aux éléments xj et yj

pour tout j ∈ {2, . . . , n + 1}. La sous-algèbre B engendrée par ces xj et yj est isomorphe à un
quotient de l’algèbre de Weyl An(K). Soit C la sous-algèbre engendrée par A et B ; c’est un
quotient de A⊗K B et il est facile de voir que K(g0

n+1) = Frac(C). On a alors :

(n+ 1)n = Tdeg2 K(g0
n+1) ≤ Dim2(C) ≤ Dim2(A⊗K B) ≤ Dim2(A) + Dim2(B)

≤ Dim2 U(h) + Dim2 An(K) = n(n− 1) + 2n = n(n+ 1),

d’où en particulier Dim2(A) = Dim2 U(h). On en déduit comme dans le lemme 4.14 que α̂ est
injectif, donc A ' U(h). Par suite, le corps des fractions Frac(A) est isomorphe à K(h), donc à
K(g0

n). Par hypothèse de récurrence, K(g0
n) est engendré par n2 − n éléments satisfaisant aux

relations (4.1). Par suite, le corps K(g0
n+1) est engendré par (n2 − n) + 2n = (n+ 1)2 − (n+ 1)

éléments soumis à ces mêmes relations. D’après le lemme 4.14, on en déduit bien que K(g0
n+1)

est isomorphe au corps de Weyl D (n+1)n
2

(K) et que Z(g0
n) = O[g0

n]. La proposition est démontrée.
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4.2.2 Les corps enveloppants de gln et sln

On note ζ1, . . . , ζn les éléments de Casimir de gln (voir par exemple [34]). Pour étudier la
structure algébrique de K(gln), on cherche à établir que K(gln) est engendré par K(g0

n) (où g0
n

est définie en 4.15) et le centre C(gln). À cet effet, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.18 Soient K un corps gauche, K0 un sous-corps gauche, C et C0 leurs centres res-
pectifs. On suppose C0 ⊆ C. Soit K1 = C.K0 ⊆ K la sous-algèbre de K engendrée par C et K0.
Alors K1 ' C⊗C0K0. En particulier, le centre Z(K1) = C et on a les identités des dimensions :

[K1 : C] = [K0 : C0] ; [K1 : K0] = [C : C0].

Preuve. L’application de multiplication induit un morphisme d’algèbres µ : C ⊗C0 K0 → K1

qui est évidemment surjectif. Par ailleurs l’algèbre C⊗C0 K0 est simple (voir par exemple Bour-
baki, Algèbre VIII, p. 43) donc µ est injectif et c’est bien un isomorphisme. Enfin, le centre de
C ⊗C0 K0 est Z(C)⊗C0 Z(K0) = C ⊗C0 C0, d’où l’on déduit bien que Z(K1) = C. Les identités
sur les dimensions sont immédiates.

Théorème 4.19 Le corps enveloppant de gln est isomorphe à un corps de Weyl :

K(gln) ' Dn(n−1)
2

,n
(K).

Preuve. On reprend la sous-algèbre g0
n introduite en 4.15. On pose K0 = K(g0

n) et C0 = C(g0
n).

Montrons que K(gln) est engendré par K0 et ζ1, . . . , ζn. Si c’est le cas, on déduit de la proposition
4.17 que le corps enveloppant K(gln) est engendré par des éléments x1, . . . , xN , y1, . . . , yN et
ζ1, . . . , ζn avec N = n(n−1)

2 et satisfaisant aux relations canoniques (4.1). D’après le lemme 4.14,
on en déduit bien que K(gln) ' DN,n(K).

D’après la proposition 4.17, on a C0 = O(g0
n) ⊆ C(gln). D’après la démonstration de [34,

théorème 1], on voit que le corps C(gln) est engendré au-dessus de K par ζ1, . . . , ζn et les éléments
epi,j − e

[p]
i,j tels que j ∈ {2, . . . , n}. Or ces derniers engendrent précisément O(g0

n) ; autrement dit
C(gln) = C0(ζ1, . . . , ζn). Notons K1 le sous-corps de K(gln) engendrée par K0 et ζ1, . . . , ζn. Il
s’agit aussi de la sous-algèbre engendrée par K0 et C(gln). D’après le lemme précédent, on a :

[K1 : C(gln)] = [K0 : C0] = [DN : Z(DN )] = p2N = pn2−n.

Comme [K(gln) : C(gln)] = pn2−n (cf. [34]), on en déduit bien que K1 = K(gln).

En utilisant le fait que les corps de Weyl non-commutatifs sont d’exposant p (proposition
4.6), on obtient :
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Corollaire 4.20 Le corps enveloppant K(gln) est d’exposant p.

Avec une méthode tout à fait identique à celle qui précède, mais en remplaçant l’algèbre g0
n

par s0
n (définie en 4.16), on démontrerait le théorème suivant :

Théorème 4.21 Lorsque p ne divise pas n, le corps enveloppant de sln est isomorphe à un
corps de Weyl :

K(sln) ' Dn(n−1)
2

,n−1
(K).

En particulier on a aussi Exp K(sln) = p.

4.3 Algèbres de Witt

Dans cette partie, on considère toujours un corps de base K de caractéristique p > 0. On
supposera pour simplifier p 6= 2 ; on pose alors q = p−1

2 ∈ N, de sorte que 2q + 1 = 0 dans
K. On supposera en outre par commodité que K est un corps parfait. Les notations générales
U(g) ⊇ Z(g) ⊇ O[g] et K(g) ⊇ C(g) ⊇ O(g) introduites en 4.10 et 4.11 seront employées
librement.

4.3.1 Résultats préliminaires

Notations 4.22 Pour les éléments de Zq+1, on utilisera les notations multi-indicielles clas-
siques suivantes. Les symboles de la forme m, k, etc. désignent les (q + 1)-uplets (m0, . . . ,mq),
(k0, . . . , kq), etc. De plus, pour m ∈ Zq+1 on notera |m| = m0 +m1 + . . .+mq la longueur du
(q + 1)-uplet m.

4.3.1.1 Invariants sous l’action d’une dérivation

Le lemme suivant concerne les invariants d’une algèbre sous l’action de certaines dérivations.
On l’appliquera dans les parties suivantes pour construire des invariants sous l’action de l’algèbre
de Witt W (1) dans certaines algèbres enveloppantes.

Lemme 4.23 Soit B une algèbre associative. Pour tout k ∈ {0, . . . , q}, on considère une famille
{X(k)

j }−1≤j≤p−2 dans B. On note par commodité X(k)
j = 0 si j 6∈ {−1, 0, . . . , p− 2}. On pose :

Ω =
∑

m∈Nq+1

|m|=p−1

X
(0)
p−2−m0

X
(1)
p−2−m1

. . . X
(q)
p−2−mq

.

Soit ∂ une dérivation de B vérifiant l’une ou l’autre des conditions suivantes :
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1. pour tous k ∈ {0, . . . , q} et j ∈ {−1, 0, . . . , p− 2} : ∂
(
X

(k)
j

)
= (j + 1)X(k)

j−1 ;

2. pour tous k ∈ {0, . . . , q} et j ∈ {−1, 0, . . . , p− 2} : ∂
(
X

(k)
j

)
= (j − p+ 2)X(k)

j+p−2.

Alors ∂(Ω) = 0.

Preuve. Pour simplifier les écritures, on note dans cette démonstration

M =
{
(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 + . . .+mq = p− 1

}
.

Examinons d’abord le premier cas. Pour m = (m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1, on notera p− 2−m au
lieu de (p − 2 −m0, . . . , p − 2 −mq). Enfin, pour a ∈ Zq+1, on pose X(a) = X

(0)
a0 . . . X

(q)
aq ∈ B.

L’élément Ω peut donc être écrit sous la forme :

Ω =
∑

m∈M
X(p− 2−m).

Posons εs = (δ0,s, . . . , δq,s) : c’est le (q + 1)-uplet dont toutes les composantes sont nulles

sauf celle d’indice s qui vaut 1. Pour tout a ∈ Zq+1, on calcule facilement que ∂
(
X(a)

)
=

q∑
s=0

(as + 1)X(a− εs). Il vient :

∂(Ω) =
∑

m∈M

q∑
s=0

(p− 2−ms + 1)X(p− 2−m− εs)

=
∑
a∈A

∑
s∈{0,...,q}

m∈M
a=m+εs

(p− 2−ms + 1︸ ︷︷ ︸
=p−(ms+1)=p−as

)X(p− 2− a),

où A ⊆ Zq+1 désigne l’ensemble suivant :

A =
{
a ∈ Zq+1 | ∃µ ∈M, ∃t ∈ {0, . . . , q} tels que a = µ + εt

}
.

Fixons à présent un élément a ∈ A. On peut choisir un élément µ ∈M et un entier t ∈ {0, . . . , q}
tels que a = µ+εt. Pour s ∈ {0, . . . , q}, il existe au plus un élément m ∈M tel que a = m+εs ;

soit δ(s) =
{

1 si a− εs ∈M,
0 sinon.

Alors :

∂(Ω) =
∑
a∈A

(
q∑

s=0

(p− as)δ(s)

)
X(p− 2− a). (4.6)
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Calculons alors le coefficient
q∑

s=0

(p− as)δ(s). On a δ(s) = 1 si, et seulement si, a− εs ∈M. Or

on a déjà la condition |a− εs| = |µ + εt − εs| = |µ| = p− 1. Il vient :

δ(s) = 1 ⇐⇒ a− εs ∈M ⇐⇒ a− εs ∈ Nq+1.

Or toutes les composantes de a−εs = µ+εt−εs sont toujours positives, sauf si s 6= t et µs = 0.
Dans ce cas, on a aussi as = µs = 0, d’où p − as = (p − as)δ(s) = 0 dans K. Lorsque δ(s) = 1
l’égalité p− as = (p− as)δ(s) est triviale. Par conséquent, on a l’identité suivante dans K :

q∑
s=0

(p− as)δ(s) =
q∑

s=0

(p− as) = −
q∑

s=0

as = −|a| = −|µ + εt| = −(p− 1 + 1) = 0.

En remplaçant dans l’équation (4.6), on voit que ∂(Ω) = 0.
Examinons à présent le deuxième cas. On décompose M en trois parties : M = M(1) ∪

M(2) ∪M(3) de la manière suivante. On pose :

M(1) = {m ∈M | tous les mj sont nuls, sauf un qui vaut p− 1} ;

M(2) = {m ∈M | tous les mj sont nuls, sauf deux qui valent 1 et p− 2} ;

M(3) = {m ∈M | tous les mj sont ≤ p− 3}.

On décompose alors Ω = ω1 + ω2 + ω3, avec

ωi =
∑

m∈M(i)

X
(0)
p−2−m0

X
(1)
p−2−m1

. . . X
(q)
p−2−mq

pour i ∈ {1, 2, 3}.

Comme ∂(X(k)
j ) = 0 lorsque j > 0, il est clair que ∂(ω3) = 0. Écrivons explicitement les éléments

ω1 et ω2 :

ω1 =
q∑

s=0

X
(0)
p−2 . . . X

(s−1)
p−2 X

(s)
−1X

(s+1)
p−2 . . . X

(q)
p−2

et
ω2 =

∑
0≤s<t≤q

(
X

(0)
p−2 . . . X

(s)
p−3 . . . X

(t)
0 . . . X

(q)
p−2 +X

(0)
p−2 . . . X

(s)
0 . . . X

(t)
p−3 . . . X

(q)
p−2

)
.

Dans ces expressions, les “. . .” désignent des produits d’éléments X(k)
p−2, l’indice étant toujours

p − 2 et l’exposant k ∈ {0, . . . , q} est arbitraire. On a : ∂(X(k)
−1 ) = (1 − p)X(k)

p−3 = X
(k)
p−3 et
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∂(X(k)
0 ) = (2− p)X(k)

p−2 = 2X(k)
p−2 ; il vient :

∂(Ω) =
q∑

s=0

X
(0)
p−2 . . . X

(s)
p−3 . . . X

(q)
p−2 +

q∑
s=0

∑
t6=s

2X(0)
p−2 . . . X

(t)
p−2 . . . X

(s)
p−3 . . . X

(q)
p−2

=
q∑

s=0

X
(0)
p−2 . . . X

(s)
p−3 . . . X

(q)
p−2 +

q∑
s=0

2qX(0)
p−2 . . . X

(s)
p−3 . . . X

(q)
p−2

=
q∑

s=0

(1 + 2q)X(0)
p−2 . . . X

(s)
p−3 . . . X

(q)
p−2 = 0.

Le lemme est démontré.

Soit g une algèbre de Lie. Sous certaines hypothèses énoncées plus loin, on cherche à construire
algorithmiquement des générateurs deK(g) satisfaisant aux relations canoniques (4.1) définissant
les algèbres de Weyl. L’algorithme s’inspire de celui utilisé dans [19]. On a besoin tout d’abord
du lemme de prolongement suivant.

Lemme 4.24 Soient g une algèbre de Lie et ∂ une dérivation de g vérifiant la propriété sui-
vante :

(∀ j, k ≥ 0) (∀X,Y ∈ g) : j + k ≥ p⇒ [∂j(X), ∂k(Y )] = 0.

Soit c ∈ C(g) un élément central du corps enveloppant. Alors l’application linéaire

φ : X ∈ g 7→
p−1∑
k=0

1
k!
ck∂k(X) ∈ U(g)[c]

se prolonge en un morphisme d’algèbres U(g) → U(g)[c].

Notons encore ∂ le prolongement naturel de ∂ en une dérivation de K(g). Si ∂(c) = −1 et
∂p = 0, alors ∂ ◦ φ = 0.
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Preuve. D’après la propriété universelle des algèbres enveloppantes, il suffit de montrer que,
pour tous X,Y ∈ g : φ([X,Y ]) = [φ(X), φ(Y )]. On a d’une part :

φ ([X,Y ]) =
p−1∑
k=0

1
k!
ck∂k([X,Y ]) =

p−1∑
k=0

k∑
j=0

1
j!(k − j)!

ck[∂j(X), ∂k−j(Y )]

=
p−1∑
j=0

p−1∑
k=j

1
j!(k − j)!

ck[∂j(X), ∂k−j(Y )]

=
p−1∑
j=0

p−1−j∑
k=0

1
j!k!

ck+j [∂j(X), ∂k(Y )],

et d’autre part [φ(X), φ(Y )] =
p−1∑
j=0

p−1∑
k=0

1
j!k!

ck+j [∂j(X), ∂k(Y )]. Il vient :

[φ(X), φ(Y )]− φ ([X,Y ]) =
p−1∑
j=0

p−1∑
k=p−j

1
j!k!

ck+j [∂j(X), ∂k(Y )].

Dans tous les termes de la deuxième somme, on a k + j ≥ p, donc [∂j(X), ∂k(Y )] = 0 par
hypothèse sur ∂. On en déduit bien que [φ(X), φ(Y )] = φ ([X,Y ]).

Si ∂(c) = −1, on voit par récurrence que ∂(cj) = −jcj−1. Il vient, pour X ∈ g :

∂ ◦ φ(X) =
p−1∑
j=1

−1
(j − 1)!

cj−1∂j(X) +
p−1∑
j=0

1
j!
cj∂j+1(X)

=
1

(p− 1)!
cp−1∂p(X).

Si ∂p s’annule sur g, alors ∂ ◦ φ s’annule aussi sur g. On vérifie ensuite facilement que ∂ ◦ φ = 0.

Soit g une algèbre de Lie. On suppose qu’il existe une suite de composition g = gn ) . . . )
g1 ) g0 ) g−1 ) . . . ) g−n = z satisfaisant aux conditions suivantes :

1. pour tout k ∈ {−n, . . . , n}, il existe Xk ∈ gk tel que gk = gk−1 ⊕KXk ;

2. pour tout k ∈ {0, . . . , n}, le centre de gk est exactement g−k ;

3. pour tout k ∈ {1, . . . , n} : [Xk, X−(k−1)] ∈ z ;

4. pour tout k ∈ {1, . . . , n} : (adXk)p(gk−1) = {0} ;

5. pour tout k ∈ {1, . . . , n} :

(∀ i, j ≥ 0) (∀ a, b ∈ gk) : i+ j ≥ p⇒ [(adXk)ia, (adXk)jb] = 0.
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En particulier, z est le centre de g et g0 est une sous-algèbre abélienne de g. On note, pour toute
sous-algèbre h telle que z ⊆ h ⊆ g : Ũ(h) le localisé de U(h) par le système multiplicatif engendré
par z r {0}.

Proposition 4.25 Sous les hypothèses précédentes : il existe x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ Ũ(g) vérifiant
les conditions suivantes. Pour toute base {z1, . . . , zs} de z :

1. les éléments x1, . . . , xn, y1, . . . , yn et z1, . . . , zs vérifient les relations de commutation (4.1)
définissant l’algèbre de Weyl An,s(K) ;

2. les éléments x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zs, ainsi que les inverses des éléments non-nuls
de z engendrent l’algèbre Ũ(g).

Preuve. Par récurrence sur m, on va montrer qu’il existe des éléments x1, . . . , xm, y1, . . . , ym

dans Ũ(gm) satisfaisant aux relations (4.1) et tels que les éléments x1, . . . , xm, y1, . . . , ym, le
sous-espace g−m (c’est-à-dire le centre de gm), ainsi que les inverses des éléments non-nuls de z,

engendrent l’algèbre Ũ(gm). On s’inspire à cet effet de la démonstration de [19, lemme 9, 2ème
cas].

Appelons H(m) l’hypothèse selon laquelle l’énoncé ci-dessus est vrai pour l’entier m. L’hy-
pothèse H(0) est évidemment satisfaite, car g0 = z0 est abélienne.

Passons maintenant à l’étape récursive. Fixons m ∈ {1, . . . , n}. On suppose la condition
H(m − 1) vérifiée, avec des éléments x1, . . . , xm−1, y1, . . . , ym−1. On cherche à construire des
nouveaux éléments x̃1, . . . , x̃m, et ỹ1, . . . , ỹm vérifiant les propriétés 1 et 2.

On rappelle qu’on a la décomposition g−(m−1) = g−m⊕KXm. On a [Xm, X−(m−1)] 6= 0, sans
quoi on aurait z(gm) = g−(m−1) tout entier. Il vient [Xm, X−(m−1)] ∈ z r {0}. Posons u = Xm,

v = Ym, w = [u, v] ∈ Ũ(gm) r {0}. Comme w ∈ z ⊆ g−(m−1) et v ∈ g−(m−1), l’élément −vw−1

est central dans K(gm−1). Appliquons le lemme 4.24 à l’algèbre de Lie gm−1 avec ∂ = ad(u),
restreinte à gm−1 et c = −vw−1 : il existe un morphisme d’algèbres φ : U(gm−1) → U(gm−1)[c] ⊆
Ũ(gm) vérifiant :

(∀X ∈ gm−1) : φ(X) =
p−1∑
j=0

(−1)j

j!
(vw−1)j(ad u)j(X). (4.7)

On a ∂(c) = [u,−vw−1] = −[u, v]w−1 = −1 et ∂p = 0. D’après le lemme 4.24, on a ∂ ◦Φ = 0,
autrement dit, pour tout X ∈ U(gm−1) : [u, φ(X)] = 0.

Pour tout élément z ∈ z, on a (ad u)(z) = 0. Mais alors φ(z) = z est inversible dans

Ũ(gm). On peut alors prolonger φ par localisation en un morphisme d’algèbres, encore noté
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φ : ˜U(gm−1) → Ũ(gm). Ce prolongement vérifie toujours la propriété (4.7). De plus, la relation

[u, φ(X)] = 0 reste encore valable pour X ∈ ˜U(gm−1).
On peut maintenant définir les éléments x̃1, . . . , x̃m et ỹ1, . . . , ỹm. On pose

x̃i = φ(xi), ỹi = φ(yi) lorsque i ∈ {1, . . . ,m− 1} ;

x̃m = uw−1, ỹm = v.

Il s’agit à présent de vérifier que ces éléments satisfont aux propriétés (A) et (B) requises.
Comme φ est un morphisme d’algèbres, les relations [x̃i, x̃j ] = δi,j résultent de l’hypothèse de
récurrence lorsque 1 ≤ i, j < m. D’autre part, on a [x̃m, ỹm] = [uw−1, v] = 1. Ensuite, on fixe

j ∈ {1, . . . ,m − 1}. On a [x̃j , ỹm] = [φ(xj), v] = 0 car l’image de φ est contenue dans ˜U(gm−1)

et v est central dans ˜U(gm−1). Enfin, on a [x̃m, ỹj ] = [uw−1, φ(yj)] = [u, φ(yj)]w−1 = 0. On
utilise les mêmes arguments pour démontrer que les autres crochets sont nuls. La condition 1
est vérifiée.

Démontrons la condition 2. On a gk = z⊕
k∑

j=−(n−1)

KXj pour tout k ∈ {−n, . . . , n}. Compte

tenu des hypothèses faites sur g, on voit que [u, gk] = [Xm, gk] ⊆ gk−1 pour tout k ≤ m. Par
suite, on voit que pour k ≤ m− 1 :

φ(Xk) ≡ Xk mod ˜U(gk−1).

Comme [u, g−(m−1)] = {0}, on voit comme précédemment que φ(z) = z pour tout z ∈ g−(m−1).

Il est facile d’en déduire que ˜U(gm−1) est engendré par φ
(

˜U(gm−1)
)
, donc, d’après l’hypothèse

de récurrence, par :
x̃1, . . . , x̃m−1, ỹ1, . . . , ỹm−1, g−(m−1),

ainsi que les inverses d’éléments non nuls de z. On a gm = gm−1 ⊕KXm, avec Xm = x̃m. On en
déduit alors que Ũ(gm) est engendrée par ˜U(gm−1) et x̃m. De plus, g−(m−1) = g−m⊕KX−(m−1),

avec X−(m−1) = wỹm où w est un élément non nul de z. On en déduit que Ũ(gm) est engendrée
par :

x̃1, . . . , x̃m−1, ỹ1, . . . , ỹm−1, x̃m, ỹm, g−m,

ainsi que les inverses d’éléments non nuls de z. C’est la propriété 2 requise. La proposition est
démontrée.

Corollaire 4.26 Sous les hypothèses précédentes, on a K(g) ' Dn,s(K).
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Preuve. Comme dim(g) = 2n+ s, le lemme 4.14 s’applique directement.

Proposition 4.27 Reprenons les notations et hypothèse de la proposition précédente. On considère
d ∈ Der(g) telle que d(Xk) ∈ KXk pour tout k ∈ {−(n− 1), . . . , n}. On forme le produit semi-

direct g0 = Kd n g. On suppose enfin z = Kz avec d(z) 6= 0. Alors il existe dans Ũ(g0) des
éléments x0, . . . , xn et y0, . . . , yn vérifiant les relations de commutation canoniques (4.1). En
particulier, K(g0) ' Dn+1,0(K).

Preuve. On observe tout d’abord que si d(X) = λX et d(Y ) = µY , alors d([X,Y ]) = (λ +
µ)[X,Y ]. Par récurrence et en se servant de la construction de la preuve précédente, on montre
alors qu’il existe des éléments αj , βj ∈ K tels que [d, xj ] = αjxj et [d, yj ] = βjyj avec en outre

αj + βj = 0. Posons θ =
n∑

j=1

βjxjyj . Un calcul élémentaire fournit la relation :

[θ, xj ] = −αjθj = [d, xj ] ; [θ, yj ] = αjyj = [d, yj ] ; [θ, d] = 0.

On pose alors x0 = [d, z]−1(d − θ) et y0 = z. Il est clair que x0, . . . , xn, y0, . . . , yn engendrent
K(g0).

Montrons que ces éléments satisfont aussi aux relations de commutation canoniques des
algèbres de Weyl. Il suffit de vérifier les relations faisant intervenir x0 ou y0. L’élément y0 = z
étant central dans K(g), on a bien [xj , y0] = [yj , y0] = 0 pour j 6= 0. Pour la même raison,
[θ, y0] = 0. Il vient : [x0, y0] = [d, z]−1[d − θ, z] = [d, z]−1[d, z] = 1. Enfin, pour j 6= 0, on a
[xj , x0] = [d, z]−1[xj , d− θ] = [d, z]−1([xj , d]− [xj , θ]) = 0. De même on a [yj , x0] = 0 si j 6= 0.

4.3.1.2 Éléments premiers dans les algèbres filtrées et graduées

Lemme 4.28 Soit A une algèbre commutative et intègre.

1. On suppose que A est filtrée, avec Gr(A) une algèbre intègre. Soit x ∈ A un élément tel
que gr(x) est un élément premier de Gr(A). Alors x est un élément premier de A.

2. On suppose que A est Zn-graduée. Soit x ∈ A un élément homogène, non-inversible. On
suppose que, pour tous éléments homogènes a, b ∈ A :

x | ab ⇒ x | a ou x | b. (4.8)

Alors x est un élément premier de A.
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Preuve. Soit I = xA ⊆ A l’idéal engendré par x dans A. Alors Gr(I) = gr(x)Gr(A) est l’idéal
de Gr(A) engendré par gr(x). Par ailleurs, on a Gr(A/I) ' Gr(A)/Gr(I), l’algèbre A/I étant
munie de la filtration quotient. Si gr(x) est premier dans Gr(A), alors Gr(A)/Gr(I) est intègre,
donc Gr (A/I) est intègre aussi. Ceci entrâıne que A/I est intègre, donc x est un élément premier
de A : la première assertion est démontrée.

Démontrons la deuxième assertion. On note encore I = xA l’idéal de A engendré par x.
Comme x est homogène, l’algèbre quotient A/I est également Zn-graduée, et les éléments ho-
mogènes dans A/I sont les images d’éléments homogènes dans A. L’hypothèse (4.8) signifie
que A/I n’a pas de diviseur de zéro homogène. En regardant des termes de plus haut degré
relativement à un ordre total sur Zn compatible avec l’addition, on vérifie que A/I est intègre,
autrement dit x est un élément premier de A.

Enfin, on aura besoin du résultat suivant [15, lemme 19.20] :

Proposition 4.29 (lemme de Nagata) Soit A un anneau intègre, commutatif, noethérien.
Soit x ∈ A un élément premier non nul de A. Si le localisé A[x−1] est factoriel, alors A est
factoriel.

4.3.2 Polynômes tronqués et algèbres de Witt

Définition 4.30 Soit n ≥ 1 un entier. On note A(n) l’anneau de polynômes tronqués

A(n) =
K[x1, . . . , xn]
(xp

1, . . . , x
p
n)
.

L’algèbre de Witt, notée W (n), est l’algèbre de Lie des K-dérivations de A(n) :

W (n) = Der A(n).

Pour tout j ∈ {1, . . . , n} on note ∂
∂xj

la dérivation de A(n) telle que ∂
∂xj

(xk) = δj,k pour tout
k ∈ {1, . . . , n}. On montre alors que W (n) est un A(n)-module à gauche libre ayant pour base
la famille { ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
} :

W (n) =
n⊕

j=1

A(n)
∂

∂xj
.

Comme c’est une algèbre de dérivations, c’est aussi une algèbre de Lie restreinte d’après l’exemple
4.8. De plus, il est facile de voir que le centre de W (n) est réduit à {0} ; la p-structure de W (n)
est donc unique : on l’appellera p-structure naturelle de W (n). Pour ∂ = xa1

1 . . . xan
n .xk

∂
∂xk

on a

∂[p] =
{
∂ si (a1, . . . , an) = 0 dans Zn,
0 sinon.
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4.3.2.1 Graduation naturelle

L’algèbre A(n) est naturellement Zn-graduée ; pour cette graduation, un monôme xa1
1 . . . xan

n

est homogène, de degré (a1, . . . , an). Cette graduation induit une graduation de l’algèbre de Lie
W (n) ; pour k ∈ {1, . . . , n}, la dérivation xa1

1 . . . xan
n .xk

∂
∂xk

est homogène, de degré (a1, . . . , an) ∈
Zn. Cette graduation se prolonge naturellement à l’algèbre enveloppante U

(
W (n)

)
. On a :

Lemme 4.31 Soient u ∈ U (W (n)) un élément homogène, de degré (a1, . . . , an) ∈ Zn et k ∈
{1, . . . , n}. Alors [xk

∂
∂xk

, u] = aku. Par suite, la sous-algèbre Kx1
∂

∂x1
⊕ . . . ⊕ Kxn

∂
∂xn

⊆ W (n)
agit diagonalement sur U

(
W (n)

)
.

Terminologie 4.32 Relativement à cette graduation, le degré est appelé poids et noté pds.
On introduit cette terminologie pour ne pas confondre la Z-graduation naturelle de l’algèbre
symétrique S

(
W (n)

)
avec la Zn-graduation de S

(
W (n)

)
induite par la Zn-graduation précé-

demment décrite de W (n).

4.3.3 Cas de l’algèbre W (1)

Dans ce qui suit, on cherche à étudier le corps enveloppant de l’algèbre de Witt W (1).
Rappelons que, sauf mention contraire, on suppose que K est un corps parfait de caractéristique
p ≥ 3. Enfin, on pose toujours q = p−1

2 .
Tout d’abord, on simplifie les notations générales introduites en 4.30.

Notations 4.33 On pose d’abord w = W (1). Pour j ∈ {−1, 0, 1, . . . , p − 2} on pose ej =

xj+1
1

∂
∂x1

. On a alors w =
p−2⊕

j=−1

Kej ; le crochet de Lie vérifie :

[ei, ej ] =
{

(j − i)ei+j si − 1 ≤ i+ j ≤ p− 2,
0 sinon.

Les éléments ek sont homogènes relativement à la graduation naturelle définie en 4.3.2, et on
a pds(ek) = k. Remarquons que w n’a pas de composante homogène de degré d lorsque d ≥ p.
Le résultat suivant est facile à vérifier :

Proposition 4.34 La p-structure de w vérifie e
[p]
j = 0 si j 6= 0 et e[p]

0 = e0. Le p-centre de
l’algèbre enveloppante est donc la sous-algèbre O[w] = K[ep−1, e

p
0 − e0, e

p
1, . . . , e

p
p−2].
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4.3.3.1 Un résultat préliminaire

Posons w0 =
p−2⊕
k=0

Kek ⊆ w. C’est une sous-algèbre de Lie restreinte de w. On va démontrer

d’abord que K(w0) est un corps de Weyl ; on montrera ensuite que K(w) est engendré par
K(w0) et un élément central, ce qui nous permettra d’en déduire facilement la structure du
corps enveloppant K(w).

Proposition 4.35 On a K(w0) ' D p−1
2

(K). En outre, on a Z(w0) = O[w0].

Preuve. On va utiliser les propositions 4.25 et 4.27. Posons, pour k ∈ {−(q − 1), . . . , q − 1} :

gk = Keq−k ⊕Keq−k+1 ⊕ . . .⊕Kep−2.

En particulier, z = z−(q−1) = Kep−2. Pour k ∈ {−(q−1), . . . , q−1}, on pose Xk = eq−k, de sorte
que pour tout k, on a gk = gk−1 ⊕ KXk : c’est la condition 1 de la proposition 4.25. À l’aide
des relations décrites en 4.33, on voit sans difficulté que, pour tout k ∈ {0, . . . , q − 1}, g−k est
le centre de gk et que [gk, zk−1] = z ; ce sont les conditions 2 et 3 requises. Enfin, pour k ≥ 0, on
a (adXk)p = ad(X [p]

k ) = 0 d’après la proposition 4.33, d’où la propriété 4. Ensuite, on observe
que Xk est homogène, de degré ≥ 1. Alors tout crochet de la forme [(adXk)ia, (adXk)jb] avec
a, b ∈ w0 homogènes est un élément homogène, de degré ≥ i+j+deg(a)+deg(b) ≥ i+j. Lorsque
i+ j ≥ p on voit que [(adXk)ia, (adXk)jb] = 0 ; la propriété 5 en découle immédiatement.

Ensuite on remarque que w0 ' K∂ n gq−1, où ∂ est la restriction de la dérivation intérieure
ad(e0) à l’idéal gq−1 ⊆ w0. On voit que ∂(Xk) ∈ KXk. En prenant z = ep−2 ∈ z, on voit aussi
que ∂(z) 6= 0. D’après la proposition 4.27, il vient K(w0) ' Dq,0(K). On en déduit aussi que
Z(w0) = O[w0] (lemme 4.14).

4.3.3.2 Structure du corps enveloppant K(w)

Maintenant on va étudier la structure de K(w) comme extension de K(w0).

Définition 4.36 On définit un élément Ω ∈ U(w) par la formule :

Ω =
∑

m∈Nq+1

|m|=p−1

ep−2−m0 . . . ep−2−mq . (4.9)
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Cet élément est connu depuis longtemps. Par exemple, dans [16, proposition 2], Ermolaev
démontre que Ω est un élément central dans U(g) et que Z(w) = O[w][Ω]. Ce résultat va être
ici redémontré avec une méthode apparemment nouvelle.

Lemme 4.37

1. L’élément Ω est central dans U(w). C’est un élément entier sur O[w].

2. On peut écrire Ω sous la forme Ω = qe−1e
q
p−2 + Ω0, où Ω0 ∈ U(w0). En particulier, Ω est

transcendant sur K(w0).

Preuve. Pour le premier point, on utilise le lemme 4.23 : prenons B = U(w) et X(k)
j = ej

pour tout k ∈ {0, . . . , q} et j ∈ {−1, 0, . . . , p−2}. Les dérivations intérieures ad(e−1) et ad(ep−2)
vérifient respectivement les conditions 1 et 2 du lemme ; on en déduit que Ω est invariant par
l’action adjointe de e−1 et ep−2. Comme ces deux éléments engendrent w, on en déduit bien que
Ω est invariant sous l’action de w, autrement dit Ω ∈ Z(w). De plus, d’après la proposition 4.10,
no3, Z(w) est une extension entière de O[w] ; l’élément Ω est donc entier sur O[w].

Vérifions le deuxième point. On voit dans (4.9) que Ω = a+
q∑

j=0

ejp−2e−1e
q−j
p−2, où a ∈ U(w0).

Maintenant, pour tout entier j ∈ N, il existe un élément aj ∈ U(w0) tel que ejp−2e−1 =
e−1e

j
p−2 + aj : par exemple, on peut voir par récurrence que aj+1 = ep−3e

j
p−2 + ep−2aj . Par

suite, Ω est bien de la forme Ω = Ω0 + q.e−1e
q
p−2, avec Ω0 ∈ U(w0). Le troisième point est une

conséquence facile du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Proposition 4.38 Soit w =
p−2⊕

j=−1

K ej l’algèbre de Witt, w0 =
⊕
j≥0

K ej la sous-algèbre étudiée

en 4.3.3.1 et Ω l’élément central introduit précédemment.

1. Le corps K(w) est engendré par K(w0) et Ω.

2. On a K(w) ' D p−1
2

,1(K).

Preuve. Le corps K(w) est engendré par K(w0) et e−1 ; en utilisant le lemme 4.37 on voit
que K(w) est engendré par K(w0) et Ω. D’après la proposition 4.35, on en déduit que K(w)
est engendré par 2q + 1 = p éléments x1, . . . , xq, y1, . . . , yq et z = Ω satisfaisant aux relations
canoniques (4.1) ; comme dim(w) = p on en déduit d’après le lemme 4.14 que K(w) ' Dq,1(Ω).

Corollaire 4.39
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1. On a C(w) = O(w0)(Ω). C’est une extension transcendante pure de degré de transcendance
p sur K.

2. L’élément Ω est entier, de degré p sur O[w].

Preuve. Comme K(w) = K(w0)(Ω), avec Ω transcendant sur K(w0), on a aussi C(w) =
C(w0)(Ω). Or d’après la proposition 4.35 on a C(w0) = O(w0), d’où le no1. D’après le corollaire
4.10, on a :

pp = [K(w) : C(w)][C(w) : O(w)].

Comme K(w) ' D p−1
2

(K), on a [K(w) : C(w)] = pp−1 d’après la proposition 4.6 ; il vient
[C(w) : O(w)] = p. Enfin, comme C(w) = O(w0)(Ω), on a a fortiori C(w) = O(w)(Ω) : on en
déduit bien que Ω est de degré p sur O[w].

4.3.3.3 Le centre de U(w)

On passe maintenant à l’étude plus approfondie du centre de U(w). Soit Ω l’élément central
de la définition 4.36. On a donc Z(w) ⊇ O[w][Ω]. On va établir tout d’abord, à l’aide du lemme
de Nagata (proposition 4.29), que le sous-anneau O[w][Ω] est factoriel. On montrera ensuite
comment en déduire que Z(w) = O[w][Ω].

Lemme 4.40 L’élément epp−2 ∈ O[w] est premier dans O[w][Ω].

Preuve. Rappelons d’abord que U(w) et ses sous-algèbres sont naturellement filtrées et qu’on
a, relativement à cette filtration, Gr U(w) = S(w). Pour tout u ∈ U(w), on note ν(u) la filtration
de l’élément u ; c’est aussi le degré de l’élément gr(u) dans l’algèbre graduée associée. Dans la
suite de la démonstration, on notera S = S(w) et, pour j ∈ {−1, . . . , p − 2} : Xj = gr(ej).
L’algèbre S s’identifie donc à l’algèbre de polynômes à p indéterminées K[X−1, X0, . . . , Xp−2].
Pour finir, on note Sp = K[Xp

−1, X
p
0 , . . . , X

p
p−2]. On peut voir facilement que Sp = GrO[w]. En

particulier, ν(u) ∈ pZ pour tout u ∈ O[w].
Pour alléger les notations, on pose à présent :

M = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 + . . .+mq = p− 1}.

Notons aussi A = O[w][Ω]. Soit Gr(A) ⊆ S l’algèbre graduée associée. Posons ζ = gr(Ω) ∈ S ;
on a :

ζ =
∑

m∈M
Xp−2−m0 . . . Xp−2−mq .

Montrons que Gr(A) = Sp[ζ]. D’abord Sp[ζ] ⊆ Gr(A) parce que Xp
j = gr(epj − e

[p]
j ) ∈ Gr(A)

et ζ = gr(Ω) ∈ Gr(A). Réciproquement, soit a ∈ A. D’après le corollaire 4.38, no2, l’élément Ω

130



est de degré p sur O[w] : on peut donc écrire a =
p−1∑
j=0

ajΩj , où les aj ∈ O[w]. Pour tout j, on a

ν(ajΩj) = ν(aj) + jν(Ω). Par ailleurs, ν(Ω) = q+ 1 6= 0 modulo p, et ν(aj) ∈ pZ. Les filtrations
des ajΩj sont donc deux à deux distinctes modulo p, donc deux à deux distinctes dans Z. On
en déduit qu’il existe k ∈ {0, . . . , p − 1} tel que gr(a) = gr(akΩk) = gr(ak)ζk ∈ Sp[ζ], d’où
l’inclusion Gr(A) ⊆ Sp[ζ]. Notons que ce qui précède prouve aussi que les éléments homogènes
dans Gr(A) sont de la forme αζk, avec α ∈ Sp et k ∈ {0, . . . , p− 1}.

Le corps K ayant été supposé parfait, on voit que Sp est aussi l’ensemble des éléments de S
de la forme fp, pour f ∈ S. Soient x = epp−2 ∈ A et X = gr(x) = Xp

p−2 ∈ Gr(A) ; on va montrer
que X est un élément premier dans Gr(A), ce qui permettra avec le lemme 4.28, no1, de conclure
que x est un élément premier de A. Pour alléger les notations, on pose B = Gr(A). D’après le
no2 du lemme 4.28, il suffit de montrer la propriété suivante : pour tous u, v ∈ B homogènes,

X | uv dans B ⇒ X | u ou X | v dans B.

Or d’après la discussion qui précède, il existe u0, v0 ∈ S et j, k ∈ {0, . . . , p−1} tels que u = up
0ζ

j

et v = vp
0ζ

k. On suppose que X | uv dans B, autrement dit Xp
p−2 | u

p
0v

p
0ζ

j+k. En particulier,
Xp−2 | up

0v
p
0ζ

j+k dans S. Comme Xp−2 est premier dans S, on en déduit qu’on a :

Xp−2 | up
0 ou Xp−2 | vp

0 ou Xp−2 | ζj+k dans S,

soit, encore par primalité de Xp−2 :

Xp−2 | u0 ou Xp−2 | v0 ou Xp−2 | ζ dans S.

On peut décomposer ζ sous la forme ζ = ζ1 +Xp−2ζ2, avec

ζ1 =
∑

(m0,...,mq)∈M
m0,...,mq>0

Xp−2−m0 . . . Xp−2−mq .

Il est facile de voir que ζ1 6= 0 et est indépendant de Xp−2 ; on en déduit que Xp−2 ne divise pas
ζ dans S. Nécessairement, Xp−2 | u0 ou v0 dans S, disons Xp−2 | u0 pour fixer les idées. Il existe
u1 ∈ S tel que u0 = Xp−2u1 ; il vient up

0ζ
j = Xp

p−2u
p
1ζ

j dans S. Comme X = Xp
p−2 et up

1ζ
j ∈ B,

ceci prouve que X divise up
0ζ

j dans B. Le lemme est démontré.

Proposition 4.41 On considère toujours l’algèbre de Witt w et Ω l’élément central de la
définition 4.36.

1. L’anneau O[w][Ω] est factoriel.

2. On a Z(w) = O[w][Ω].
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Preuve. Notons A = O[w][Ω] et x = epp−2 ∈ A. L’élément x est un élément premier dans A
d’après le lemme précédent. On va démontrer que le localisé A[x−1] est un anneau factoriel.
D’après le lemme de Nagata (proposition 4.3.2), on en déduira bien que A est factoriel. Soient

R0 = U(w0)[e
−p
p−2] et R = U(w)[e−p

p−2].

Comme ce sont des localisations centrales, on a Z(R0) = Z(w0)[e
−p
p−2]. D’après la proposition

4.35, on a donc :
Z(R0) = O[w0][e

−p
p−2]. (4.10)

D’après le lemme 4.37, l’élément Ω est transcendant sur O[w0]. On en déduit que O[w0][Ω] est
une algèbre commutative libre ; en particulier c’est un anneau factoriel. Le localisé O[w0][Ω][e−p

p−2]
est donc aussi un anneau factoriel.

Montrons à présent que Z(R) = A[x−1]. On a déjà R = R0[e−1]. En écrivant Ω = qe−1e
q
p−2+

Ω0 (avec Ω0 ∈ U(w0) ⊆ R0), on voit que e−1 = q−1(Ω − Ω0)e
−q
p−2 ∈ R0. Il vient R = R0[Ω].

D’après le lemme 4.37, l’élément Ω est transcendant sur R0 ; on en déduit que Z(R) = Z(R0)[Ω],
d’où :

Z(R) = O[w0][Ω, e
−p
p−2].

Comme ep−1 ∈ Z(R), on a trivialement Z(R) = Z(R)[ep−1], d’où :

Z(R) = O[w0][e
p
−1][Ω][e−p

p−2]

= O[w][Ω][e−p
p−2]

= A[x−1].

On en déduit bien que A[x−1] = Z(R) est un anneau factoriel. Le no1 est établi.
Comme O[w] ⊆ A ⊆ Z(w) et que Z(w) est une extension entière de O[w], a fortiori Z(w)

est une extension entière de A. De plus, A est intégralement clos car c’est un anneau factoriel
d’après le no1. Pour voir que Z(w) = A il suffit donc de montrer que Frac Z(w) = Frac A. Or,
à l’aide du corollaire 4.38, no1, on a :

C(w) = Frac Z(w) ⊇ Frac A = O(w)(Ω) ⊇ O(w0)(Ω) = C(w),

d’où l’on tire bien Z(w) = Frac A. La proposition est démontrée.

4.3.3.4 Conclusion

Théorème 4.42 Soient w =
p−2⊕

j=−1

l’algèbre de Witt sur K et Ω ∈ Z(w) l’élément défini par :

Ω =
∑

m∈Nq+1

|m|=p−1

ep−2−m0 . . . ep−2−mq .
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1. On a Z(w) = O[w][Ω]. C’est de plus un anneau factoriel.

2. Le corps enveloppant K(w) est isomorphe au corps de Weyl D p−1
2

,1(K).

Corollaire 4.43 Soit w l’algèbre de Witt en caractéristique p ≥ 3. L’indice du corps envelop-
pant K(w) est p(p−1)/2, l’exposant de K(w) est égal à p. Le centre de K(w) est une extension
transcendante pure du corps de base K, de degré de transcendance p :

Ind K(w) = p
p−1
2 ; Exp K(w) = p ; trdeg C(w) = p.

Remarque 4.44 En caractéristique 2, l’algèbre de Witt est de la forme w = K.x ⊕ K.y, avec
le crochet [x, y] = y. Dans ce cas, il est immédiat de vérifier que le corps enveloppant K(w) est
isomorphe au corps de Weyl D1,0(K), les générateurs canoniques correspondant aux éléments
y−1x et y. En particulier, l’indice et l’exposant du corps enveloppant sont tous deux égaux à 2,
et le centre est une extension transcendante pure de degré de transcendance 2. Enfin, le centre
Z(w) est alors réduit au p-centre K[x2 − x, y2], isomorphe à une algèbre de polynômes à deux
variables.

4.3.4 Le produit tensoriel A(1)⊗W (1)

4.3.4.1 Définitions et notations

Rappelons les notations du paragraphe 4.3.2. L’algèbre de LieW (2) est l’algèbre des dérivations
d’un anneau de polynômes tronqués à deux variables :

W (2) = Der
K[x1, x2]
(xp

1, x
p
2)
.

On peut décomposer W (2) en :

W (2) =
p−1∑

j,k=0

Kxj
1x

k
2

∂

∂x1
⊕

p−1∑
j,k=0

Kxj
1x

k
2

∂

∂x2
.

On s’intéresse à la sous-algèbre suivante :

p =
p−1∑

j,k=0

Kxj
1x

k
2

∂

∂x1
.

Celle-ci est isomorphe à l’algèbre de Lie produit tensoriel A(1) ⊗W (1). On notera, pour α =
(j, k) ∈ {−1, . . . , p− 2} × {0, . . . , p− 1} : eα = ej,k = xk

2x
j+1
1

∂
∂x1

. On a alors les relations

[ej,k, ej′,k′ ] =
{

(j′ − j)ej+j′,k+k′ si (j + j′, k + k′) ∈ {−1, . . . , p− 2} × {0, . . . , p− 1},
0 sinon.
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En utilisant la formule explicite sur la p-structure de W (2) donnée au paragraphe 4.3.2, on voit
que p est une sous-algèbre restreinte de W (2), avec :

e
[p]
j,k =

{
e0,0 si (j, k) = (0, 0),
0 sinon.

On posera enfin p0 =
∑

j,k≥0

K ej,k ; c’est une sous-algèbre restreinte de p. On a aussi : p =

p0 +
p−1∑
k=0

K e−1,k.

4.3.4.2 Un résultat préliminaire

Reprenons l’algèbre p0 ci-dessus. Cette sous-algèbre jouera dans la suite le même rôle vis-à-
vis de p que w0 vis-à-vis de w. Ainsi, on va d’abord établir que K(p0) est un corps de Weyl ;
on démontrera ensuite que K(p) est engendré par K(w0) et certain éléments centraux à définir.
Ceci nous permettra alors d’en déduire facilement la structure du corps enveloppant K(p).

Lemme 4.45 Soit g une algèbre de Lie et h un idéal de codimension 1. On fixe une décomposition

g = KX ⊕ h. Il y a équivalence entre :
i. z(g) 6⊆ z(h) ;
ii. (adX)|h est une dérivation intérieure de h.

Preuve. S’il existe h ∈ h tel que (adX)|h = (ad h)|h, alors [X − h, h] = 0 et [X − h,X] =
−[h,X] = (adX)(h) = (ad h)(h) = 0, donc X − h est central dans g. Par ailleurs il est clair que
X − h 6∈ h, donc z(g) 6⊆ z(h). Réciproquement, si z(g) 6⊆ z(h), il existe y ∈ z(g) tel que y 6∈ z(h).
Décomposons y = λX + h, avec λ ∈ K et h ∈ h. Nécessairement λ 6= 0, sinon on aurait y ∈ z(h).
On a donc, pour tout a ∈ h : [λX + h, a] = 0, d’où l’on déduit que (adX)|h = ad(−λ−1h)|h est
une dérivation intérieure de h. Le lemme est établi.

Proposition 4.46 On a K(p0) ' D p(p−1)
2

(K). En particulier Z(p0) = O[p0].

Preuve. On s’intéresse tout d’abord à la sous-algèbre p1 =
∑

j,k≥0
j+k 6=0

K ej,k ⊆ p0. Montrons que p1

satisfait aux conditions 1 à 5 de la proposition 4.25.
L’algèbre p est Z2-graduée. Pour α = (j, k) ∈ Z2 on notera eα = ej,k si α ∈ {−1, . . . , p−2}×

{0, . . . , p− 1} ; on convient que eα = 0 sinon. Posons :

A0 = {0, . . . , p− 2} × {0, . . . , p− 1} et A1 = A0 r {(0, 0)},
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de sorte que pi =
∑
α∈Ai

K eα pour i = 0 ou 1. On ordonne A0 lexicographiquement, c’est-à-dire

que (j, k) ≤ (j′, k′) si k < k′ ou si k = k′ et j ≤ j′. On pose µ = max(A0) = (p − 2, p − 1)
et c = (q, q) = (p−1

2 , p−1
2 ). Remarquons que eγ = 0 lorsque γ > µ dans Z2. Enfin on note

A+
0 = {α ∈ A0 | α ≥ c} et A−0 = {α ∈ A0 | α < c}.

Montrons que l’application α ∈ A0 7→ µ− α ∈ A0 est une bijection décroissante qui échange
A+

0 et A−0 . En effet, c’est clairement une involution décroissante. De plus, on voit que µ − c =
(p−1

2 − 1, p−1
2 ) est le prédecesseur de c dans l’ensemble ordonné A0. Il vient :

α ∈ A+
0 ⇐⇒ α ≥ c ⇐⇒ µ− α ≤ µ− c ⇐⇒ µ− α < c ⇐⇒ µ− α ∈ A−0 .

On peut donc écrire A+
0 = {m0,m−1, . . . ,m−N}, avec c = m0 < m−1 < . . . < m−N = µ. On a

alors A−0 = {µ−m−N , . . . , µ−m0}. Pour i ∈ {1, . . . , N} on pose enfin mi = µ−m−(i−1). On a
donc A−0 = {0,mN , . . . ,m1} avec 0 < mN < . . . < m1. On introduit pour finir les sous-espaces
de p0 suivants : pour tout k ∈ {−N, . . . , N},

gk =
∑

α≥mk

K eα.

Ceci définit une suite d’idéaux :

p1 = gN ⊇ gN−1 ⊇ . . . ⊇ g0 ⊇ . . . ⊇ g−N = z = K eµ.

Pour tout k ∈ {−N, . . . , N}, on pose Xk = emk
, de sorte qu’on a toujours gk = gk−1 ⊕ KXk.

La condition 1 de la proposition 4.25 est donc bien satisfaite. Pour tout k ∈ {1, . . . , N}, on
a [Xk, X−(k−1)] = [emk

, em−(k−1)
] ∈ K emk+m−(k−1)

= K eµ = z, c’est la propriété 3. Soient
α ≥ mk et β ≥ m−k, de sorte que eα ∈ gk et eβ ∈ g−k. On a [eα, eβ] ∈ K eα+β . Comme
α+ β ≥ mk +m−k > mk +m−(k−1) = µ, on a [eα, eβ ] = 0. On a donc [gk, g−k] = 0. Ceci prouve
que le centre z(gk) ⊇ g−k. Montrons que ces deux sous-espaces sont égaux, autrement dit que la
propriété 2 est satisfaite. On procède par récurrence sur k. Si k = 0, l’algèbre g0 est abélienne,
donc l’hypothèse est vraie. Si k > 0 : on a z(gk−1) = g−(k−1) par hypothèse de récurrence.
Considérons Yk = em−(k−1)

∈ g−(k−1) ; notons mk = (j, r) et m−(k−1) = (j′, r′). On a :

[Xk, Yk] = [emk
, em−(k−1)

] = (j′ − j)emk+m−(k−1)
= (j′ − j)eµ.

Or m−(k−1) = µ−mk = (p− 2− j, p− 1− r) donc j′− j = p− 2− 2j. Comme 0 ≤ j ≤ p− 2, on
a −(p− 2) ≤ j′− j ≤ p− 2, donc j′− j = 0 dans K si et seulement si j′− j = 0 dans Z. Comme
enfin j′ − j = p− 2− 2j et que p est impair, on a j′ − j 6= 0. Il vient :

[Xk, Yk] 6= 0. (4.11)

On en déduit que ad(Xk)|gk−1
n’est pas une dérivation intérieure de gk−1 parce qu’elle agit non-

trivialement sur le centre. En appliquant le lemme 4.45, on en déduit aussi que z(gk) ⊆ z(gk−1).
D’après (4.11), cette inclusion est stricte. Il vient :

g−k ⊆ z(gk) ( z(gk−1) = g−(k−1) ;
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en comparant les codimensions ceci impose bien g−k = z(gk).
Les propriétés 4 et 5 s’établissent comme pour l’algèbre de Witt W (1) (proposition 4.35) à

l’aide de la graduation naturelle de p1.
Pour parachever la preuve en utilisant la proposition 4.27, il suffit d’observer que p0 = K∂n

p1, où ∂ est la restriction de ad(e0,0) à l’idéal p1. Cette dérivation vérifie bien ∂(Xk) ∈ KXk pour
tout k ∈ {−N, . . . , N} ; en outre ∂(eµ) = (p−2)eµ 6= 0. On en déduit que K(p0) ' DN+1,0(K), et
2(N+1) = dim(p0) = p(p−1). La conclusion sur le centre résulte du lemme 4.14. La proposition
est démontrée.

4.3.4.3 Structure de K(p)

Notations 4.47 On convient de poser ei,j = 0 si (i, j) 6∈ {−1, . . . , p− 2} × {0, . . . , p− 1}. Pour
tous (q + 1)-uplets k,m ∈ Nq+1, on pose :

M(m,k) = ep−2−m0,p−1−k0 × . . .× ep−2−mq ,p−1−kq ∈ U(p). (4.12)

Pour tout (q + 1)-uplet k ∈ {0, . . . , p− 1}q+1, on pose :

Ω(k) =
∑

m∈Nq+1

|m|=p−1

M(m,k) ∈ U(p). (4.13)

Enfin, pour tout s ∈ {0, . . . , p− 1} on pose :

Ωs =
∑

k∈Nq+1

|k|=s

Ω(k) ∈ U(p). (4.14)

Lemme 4.48 Pour tout s ∈ {0, . . . , p− 1}, soit w(s) =
p−2∑

j=−1

K ej,s. On note w = w(0).

1. Le sous-espace w ⊆ p est une sous-algèbre de Lie isomorphe à l’algèbre de Witt W (1). Elle
agit sur p par action adjointe.

2. Pour tout s ∈ {0, . . . , p − 1}, le sous-espace w(s) est un sous-w-module isomorphe à w,
muni de la représentation adjointe.

3. Pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1}q+1, l’élément Ω(k) ∈ U(p) est invariant par w.

Preuve. La démonstration des no1 et 2 est très simple et sera omise ici. Pour le no3, on cherche
à appliquer le lemme 4.23. Posons B = U(p) et X(j)

i = ei,p−1−kj
pour tous i ∈ {−1, . . . , p − 2}
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et j ∈ {0, . . . , q}. À l’aide des no1 et 2, on vérifie directement que les dérivations intérieures
ad(e−1,0) et ad(ep−2,0) vérifient les hypothèses du lemme 4.23. On en déduit que Ω(k) est inva-
riant par e−1,0 et ep−2,0, donc aussi par la sous-algèbre engendrée, c’est-à-dire w. Le lemme est
démontré.

Notations 4.49 On pose, pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1} :

gk = p0 ⊕
k∑

j=0

K e−1,p−1−j .

Proposition 4.50 On considère les sous-algèbres g0, . . . , gp−1 de p (notation 4.49) et les éléments
Ω0, . . . ,Ωp−1 (notations 4.47). Pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1}, on a :

1. Le sous-espace gk est une sous-algèbre de Lie restreinte de p. De plus, on a Ωk ∈ U(gk).

2. L’élément Ωk est central dans U(p).

3. Le corps enveloppant K(gk) est engendré par K(p0) et Ω0, . . . ,Ωk.

Preuve. Dans cette démonstration, on notera pour simplifier :

M = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 = . . .+mq = p− 1},

et plus généralement, pour s ∈ {0, . . . , p− 1} :

Ms = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 = . . .+mq = s}.

Reprenons la sous-algèbre w et les sous-w-modules w(s) introduits dans le lemme 4.48.
Vérifions d’abord que l’algèbre de Lie p est engendrée par w et e0,1 ∈ w(1). Soit h la sous-algèbre
engendrée par w et e0,1. On va montrer par récurrence que w(s) ⊆ h pour tout s ∈ {0, . . . , p−1},
ce qui suffira car p = w(0) + . . .+ w(p− 1). Pour s = 0 on a w ⊆ h par définition. Supposons à
présent que h ⊇ w(s) pour un entier s ∈ {0, . . . , p− 2}. Alors e1,s+1 = [e0,1, e1,s] ∈ h ∩w(s+ 1).
Comme w(s+1) est un w-module simple, on en déduit que h ⊇ [h, e1,s+1] ⊇ [w, e1,s+1] = w(s+1).

Démontrons maintenant la proposition. Le fait que gk soit une sous-algèbre restreinte de p est
facile à voir. Vérifions que Ωk ∈ U(gk). Soit (m,k) ∈M×Mk. Pour tout indice i ∈ {0, . . . , q},
on a 0 ≤ ki ≤ k, d’où aussi ep−2−mi,p−1−ki

∈ gk. Il vient M(m,k) ∈ U(gk), puis également
Ωk ∈ U(gk).

Démontrons le no2. Comme p est engendrée par w et e0,1, il suffit de voir que les Ωk sont
invariants par w et par e0,1. Le lemme 4.48 montre que Ωk est toujours invariant par w. Il reste
donc à établir que [e0,1,Ωk] = 0 pour k ∈ {0, . . . , p−1}. Posons d’abord, pour tout i ∈ {0, . . . , q} :
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εi = (δ0,i, δ1,i, . . . , δq,i), autrement dit le (q + 1)-uplet dont toutes les composantes sont nulles
sauf celle d’indice i qui vaut 1. Pour m,k ∈ Nq+1, on a :

[e0,1,M(m,k)] =
q∑

i=0

(p− 2−mi)ep−2−m0,p−1−k0 . . . ep−2−mi,p−1−ki+1 . . . ep−2−mq ,p−1−kq

=
q∑

i=0

(p− 2−mi)M(m,k − εi).

Calculons :

[e0,1,Ωk] = [e0,1,
∑

k∈Mk

Ω(k)] =
∑

k∈Mk

∑
m∈M

[e0,1,M(m,k)]

=
∑

k∈Mk

∑
m∈M

q∑
i=0

(p− 2−mi)M(m,k − εi)

=
∑

c∈Nq+1

∑
k,i

k−εi=c

∑
m∈M

(p− 2−mi)M(m, c)

=
∑
c,m

(
q∑

i=0

δ(c, i)(p− 2−mi)

)
M(m, c),

avec δ(c, i) = 1 si c + εi ∈ Mk et 0 sinon. Observons à présent que, dans cette sommation, les
(q+1)-uplets c ∈ Nq+1 apparaissant vérifient c0 + . . .+cq = k−1. Ainsi, si on pose k = c+εi on
a k ∈ Nq+1 et k0 + . . .+ kq = k, autrement dit k ∈ Mk. Par suite, on en déduit que δ(c, i) = 1
pour tout i. Il vient :

[e0,1,Ωk] =
∑
c,m

(
q∑

i=0

p− 2−mi

)
M(m, c).

Enfin, pour tout élément m ∈M, un calcul simple permet de voir que
q∑

i=0

p− 2−mi = 0 dans

K : on a donc bien [e0,1,Ωk] = 0. Ceci établit le deuxième point.
Démontrons le troisième point. Pour tout k ∈ {−1, 0, . . . , p−1}, on pose Uk = U(gk). On voit

que Uk = Uk−1[e−1,p−1−k] pour tout k ∈ {0, . . . , p−1}. Montrons que, pour tout k ∈ {0, . . . , p−1},
l’élément Ωk ∈ Uk est de degré 1 en e−1,p−1−k sur la sous-algèbre Uk−1. Plus précisément, on
établit la relation suivante, pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1} :

Ωk ≡ (q + 1)eqp−2,p−1e−1,p−1−k mod Uk−1. (4.15)

Fixons tout d’abord (m,k) ∈ M×Mk. Si, pour tout i ∈ {0, . . . , q}, on a (mi, ki) 6= (p − 1, k)
alors ep−2−mi,p−1−ki

∈ gk−1 pour tout i, d’où M(m,k) ∈ Uk−1. S’il existe i ∈ {0, . . . , q} tel que
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(mi, ki) = (p− 1, k) : alors (mj , kj) = (0, 0) pour tout j 6= i ; on a alors :

M(m,k) = ejp−2,p−1e−1,p−1−ke
q−j
p−2,p−1.

On peut voir, par exemple par récurrence descendante sur j, que :

ejp−2,p−1e−1,p−1−ke
q−j
p−2,p−1 ≡ eqp−2,p−1e−1,p−1−k mod Uk−1.

Il vient :

Ωk =
∑

m∈M

∑
k∈Mk

M(m,k)

≡
q∑

j=0

ejp−2,p−1e−1,p−1−ke
q−j
p−2,p−1 mod Uk−1

≡
q∑

j=0

eqp−2,p−1e−1,p−1−k mod Uk−1,

c’est la relation (4.15).
Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1} :

Uk[e−1
p−2,p−1] = Uk−1[e−1,p−2−k][e−1

p−2,p−1] = Uk−1[e−1
p−2,p−1][Ωk].

Par récurrence on obtient alors Uk[e−1
p−2,p−1] = U−1[e−1

p−2,p−1][Ω0, . . . ,Ωk], autrement dit :

U(gk)[e−1
p−2,p−1] = U(p0)[e−1

p−2,p−1][Ω0, . . . ,Ωk].

En passant aux corps de fractions, on a bien K(gk) = K(p0)[Ω0, . . . ,Ωk]. La proposition est
démontrée.

Corollaire 4.51 Soit k ∈ {0, . . . , p− 1}.
1. On a un isomorphisme K(gk) ' D p(p−1)

2
,k+1

(K). De plus, C(gk) = O(p0)(Ω0, . . . ,Ωk).

Enfin, les éléments Ω0, . . . ,Ωk sont algébriquement indépendants sur O(p0).

2. L’élément Ωk est entier, de degré p sur O[gk][Ω0, . . . ,Ωk−1]. L’algèbre O[gk][Ω0, . . . ,Ωk]
est un O[gk]-module libre ayant pour base la famille{

Ωj0
0 . . .Ωjk

k | 0 ≤ j0, . . . , jk < p
}
.

Preuve. On procède par récurrence sur k en utilisant les mêmes arguments que dans le cas de
l’algèbre W (1) (corollaire 4.39).
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4.3.4.4 Le centre de U(p)

Maintenant on cherche à démontrer pour l’anneau Z(p) des résultats analogues à ceux ob-
tenus pour Z(w). Plus précisément, on va démontrer que Z(p) = O[p][Ω0, . . . ,Ωp−1] et on va
établir en même temps que c’est un anneau factoriel. La démarche suivie ici est beaucoup plus
technique que dans le cas de W (1). La première étape consiste à déterminer quel est le gradué
associé de l’anneau O[p][Ω0, . . . ,Ωp−1] (relativement à la filtration canonique induite par celle
de l’algèbre enveloppante). On a tout d’abord besoin de deux lemmes.

Lemme 4.52 Soient S = K[X1, . . . , Xn] un anneau de polynômes, Sp = K[Xp
1 , . . . , X

p
n] ⊆ S et

K = Frac(S). Pour tout polynôme f ∈ S, on note df =
n∑

i=1

∂f

∂Xi
dXi la différentielle de f . Soient

u1, . . . , uk ∈ S tels que les différentielles du1, . . . , duk soient linéairement indépendantes sur K.
Alors la famille {

uj1
1 . . . ujk

k | 0 ≤ j1, . . . , jk < p
}

est libre sur Sp.

Preuve. On note par commodité J = {0, . . . , p−1}k. On considère F (t1, . . . , tk) ∈ Sp[t1, . . . , tk]
un polynôme de la forme :

F (t1, . . . , tk) =
∑
j∈J

λ(j)tj11 . . . tjk
k , (4.16)

les λ(j) ∈ Sp n’étant pas tous nuls. On suppose que F (u1, . . . , uk) = 0. D’abord, on peut choisir
un tel F de degré total (par rapport aux variables t1, . . . , tk) minimal. Dans ce cas, il existe
i ∈ {1, . . . , k} tel que (∂F/∂ti)(u1, . . . , uk) 6= 0. Supposons en effet que ce ne soit pas le cas.
Comme (∂F/∂ti) est de degré total strictement plus petit que celui de F , par minimalité on
doit avoir (∂F/∂ti) = 0 dans Sp[t1, . . . , tk]. Cette propriété étant alors valable pour tout i, on a
F (t1, . . . , tk) ∈ Sp[tp1, . . . , t

p
k]. D’après (4.16), on voit que F (t1, . . . , tk) ∈ Sp est constant ; mais

alors 0 = F (u1, . . . , uk) d’où F = 0, contradiction.
On peut maintenant établir le lemme. On notera, pour tout i ∈ {1, . . . , k} : φi = ∂F

∂ti
(u1, . . . , uk).

Soit s ∈ {1, . . . , k}. En dérivant la relation F (u1, . . . , uk) = 0 par rapport à Xs, on trouve :

k∑
i=1

∂ui

∂Xs

∂F

∂ti
(u1, . . . , uk) = 0.
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Dans l’espace
k⊕

s=1

KdXs, on a donc :

0 =
k∑

s=1

(
k∑

i=1

∂ui

∂Xs
φi

)
dXs =

k∑
i=1

φi

(
k∑

s=1

∂ui

∂Xs
dXs

)
=

k∑
i=1

φidui.

Comme les coefficients φi ∈ K ne sont pas tous nuls, les différentielles du1, . . . , duk sont linéairement
dépendantes sur K. Le lemme est démontré.

Notations 4.53 On reprend les sous-algèbres gs introduites dans les notations 4.49. Pour tout
k ∈ {0, . . . , p− 1}, on pose en outre :

As = {0, . . . , p− 2} × {0, . . . , p− 1} ∪
s⋃

j=0

{(−1, p− 1− j)} ⊆ Z2,

de sorte que gs =
∑

α∈As

K eα. On pose aussi A?
k = Ak r {(p − 2, p − 1)}. On considère enfin les

algèbres de polynômes :

Sk = K[Xα | α ∈ Ak], S
p
k = K[Xp

α | α ∈ Ak],

Qk = K[Xα | α ∈ A?
k], Q

p
k = K[Xp

α | α ∈ A?
k].

Remarquons tout d’abord que, par construction, on a Sk = Qk[Xp−2,p−1] : Sk est une algèbre
de polynômes à une variable sur Qk. On peut par ailleurs identifier Qk au quotient Qk '
Sk/(Xp−2,p−1) de l’algèbre Sk.

Le corps K ayant été supposé parfait, l’algèbre Sp
k (resp. Qp

k) est aussi l’ensemble des po-
lynômes de la forme fp pour f ∈ Sk (resp. Qk). On a des identifications naturelles Gr U(gk) '
S(gk) ' Sk ; dans cette identification, on a GrO[gk] = Sp

k .

Notations 4.54 Pour m et k ∈ Nq+1, on pose :

P (m,k) = Xp−2−m0,p−1−k0 . . . Xp−2−mq ,p−1−kq ∈ Sk. (4.17)

Dans l’identification Sk ' Gr U(gk), l’élément P (m,k) correspond à la forme initiale du monôme
M(m,k) ∈ U(gk) (notation 4.47) : P (m,k) = gr

(
M(m,k)

)
. Pour tout k ∈ {0, . . . , p − 1}, on

pose :

ζk =
∑

m∈Nq+1

|m|=p−1

∑
k∈Nq+1

|k|=k

P (m,k) et ξk =
∑̃

m∈Nq+1, k∈Nq+1

|m|=p−1, |k|=k

P (m,k),
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où le symbole
∑̃

signifie qu’on ne conserve que les termes de la sommation tels que (mi, ki) 6=
(0, 0) pour tout i.

Pour tout s ∈ {0, . . . , k}, on a donc ξs ∈ Qk et ζs = ξs+Xp−2,p−1Rs, avec Rs ∈ Sk. Rappelons

que Qk s’identifie à l’algèbre quotient
Sk

(Xp−2,p−1)
. Soit π : Sk � Qk la projection canonique. On

a, dans cette identification, π(ζs) = ξs pour tout s ∈ {0, . . . , k}.

Lemme 4.55 Soit k ∈ {0, . . . , p− 1}. On pose J = {0, . . . , p− 1}k+1 ⊆ Nk+1.

1. La famille
{
ξj0
0 . . . ξjk

k | (j0, . . . , jk) ∈ J
}

est libre sur Qp
k.

2. La famille
{
ζj0
0 . . . ζjk

k | (j0, . . . , jk) ∈ J
}

est libre sur Sp
k.

Preuve. Dans toute cette démonstration, on pose à nouveau

M = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 = . . .+mq = p− 1},

et plus généralement, pour s ∈ {0, . . . , p− 1} :

Ms = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 = . . .+mq = s}.

Démontrons le no1. D’après le lemme 4.52, il suffit de montrer que les différentielles dξ0, . . . , dξk
sont linéairement indépendantes sur Qk. Il suffit à cet effet de trouver des variables Xα0 , . . . , Xαk

telles que l’on ait :
∂ξ0 = ∂ξ0

∂Xα0
dXα0 + r0

∂ξ1 = ∂ξ1
∂Xα0

dXα0 + ∂ξ1
∂Xα1

dXα1 + r1

. . . . . . . . .

∂ξk = ∂ξk
∂Xα0

dXα0 + . . .+ ∂ξk
∂Xαk

dXαk
+ rk,

où
∂ξs
∂Xαs

6= 0 pour s ∈ {0, . . . , k} et les éléments rj sont des combinaisons linéaires de dXα tels

que α 6∈ {α0, . . . , αk}. Pour tout s ∈ {0, . . . , k}, on pose αs = (q − 1, p− 1− s) ∈ A?
s. Montrons

que ce choix convient.
Tout d’abord, on va décomposer chaque ξs en combinaison linéaire de monômes linéairement

indépendants. Pour tout s ∈ {0, . . . , k} on pose

Ξs = {(m,k) ∈M×Ms | (mi, ki) 6= (0, 0) pour tout i ∈ {0, . . . , q}},

de sorte que :
ξs =

∑
(m,k)∈Ξs

P (m,k).
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Le groupe symétrique Sq+1 agit sur M et Ms par permutation des coordonnées. Cette action
induit une action sur le produit cartésien M ×Ms. On voit facilement que cette action se
restreint à Ξs ⊆M×Ms. Par ailleurs, pour (m,k) et (m′,k′) ∈ Ξs, on a :

P (m,k) = P (m′,k′) ⇐⇒ (∃σ ∈ Sq+1) tel que (m′,k′) = σ · (m,k).

Choisissons Rs ⊆ Ξs un système de représentants des orbites de Sq+1 dans Ξs. Pour ρ =
(m,k) ∈ Rs on notera c(ρ) le cardinal de l’orbite de ρ et P (ρ) = P (m,k). On a donc :

ξs =
∑

ρ∈Rs

c(ρ)P (ρ).

L’entier c(ρ) divise le cardinal de Sq+1 ; comme q + 1 < p, en particuler c(ρ) est premier à p,
autrement dit c(ρ) 6= 0 dans K.

Soit s ∈ {0, . . . , k}. Montrons que
∂ξs
∂Xαs

6= 0. On définit un élément ρs = (ms,ks) ∈ Ξs par :

ms = (p− 1− q, 1, . . . , 1) et ks = (s, 0, . . . , 0).

On peut supposer ρs ∈ Rs. On a P (ρs) = XαsX
q
p−3,p−1, donc

ξs = c(ρs)XαsX
q
p−3,p−1 + . . . ,

où “. . .” est une combinaison linéaire de monômes différents de XαsX
q
p−3,p−1. Comme c(ρs) 6= 0,

on en déduit facilement que :
∂ξs
∂Xαs

6= 0.

Soient j, s ∈ {0, . . . , k}. On suppose j > s. On va établir que
∂ξs
∂Xαj

= 0, ce qui achèvera la

démonstration du lemme. Soit (m,k) ∈ Ξs. Pour tout indice i ∈ {0, . . . , q}, on a ki ≤ k0 + . . .+
kq = s < j. En particulier ki 6= j et le produit P (m,k) = Xp−2−m0,p−1−k0 . . . Xp−2−mq ,p−1−kq ne
fait pas intervenir la variable Xαj . Le polynôme ξs =

∑
(m,k)∈Ξs

est donc également indépendant

de Xαj .
Le no2 se traiterait de manière analogue. Le lemme est démontré.

Proposition 4.56 Reprenons les notations gk,Ωk, ζk introduites dans cette section. On note
Sp(gk) = {fp | f ∈ S(gk)}. Soient

Ak = O[gk][Ω0, . . . ,Ωk] ⊆ Z(gk)

et
Bk = Sp(gk)[ζ0, . . . , ζk] ⊆ S(gk).
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On munit Ak de la filtration induite par la filtration canonique de U(gk). On a alors Gr(Ak) =
Bk.

Preuve. On note à nouveau

M = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 = . . .+mq = p− 1},

et, pour s ∈ {0, . . . , p− 1} :

Ms = {(m0, . . . ,mq) ∈ Nq+1 |m0 = . . .+mq = s}.

Pour tout s ∈ {0, . . . , k}, on a :

Ωs =
∑

(m,k)∈M×Ms

ep−2−m0,p−1−k0 . . . ep−2−mq ,p−1−kq ,

ζs =
∑

(m,k)∈M×Ms

Xp−2−m0,p−1−k0 . . . Xp−2−mq ,p−1−kq .

On voit sur ces décompositions que ζs = gr(Ωs). Comme par ailleurs GrO[gk] = Sp(gk), il vient
Gr(Ak) ⊇ Bk.

Réciproquement, soit a ∈ Ak un élément non nul. D’après le corollaire 4.51, on peut décomposer
a sous la forme :

a =
∑
j∈J

a(j)Ωj0
0 . . .Ωjk

k ,

où a(j) ∈ O[gk] pour tout j ∈ J = {0, . . . , p− 1}k+1. Soient

n = max
{
ν
(
a(j)Ωj0

0 . . .Ωjk
k

)
| j ∈ J

}
et J0 =

{
j ∈ J | ν

(
a(j)Ωj0

0 . . .Ωjk
k

)
= n

}
.

L’ensemble J0 est non-vide par construction. On pose alors :

a0 =
∑
j∈J0

a(j)Ωj0
0 . . .Ωjk

k .

On a ν(a0) ≤ n et ν(a − a0) < n. Posons à présent b(j) = gr
(
a(j)

)
pour tout j ∈ J0 et

b0 =
∑
j∈J0

b(j)ζj0
0 . . . ζjk

k ∈ Bk. D’après le lemme 4.55, les éléments ζj0
0 . . . ζjk

k pour j ∈ J0 sont

libres sur Sp(gk) ; donc on a b 6= 0. Par ailleurs, b est homogène, de degré n. On en déduit que
gr(a0) = b0, et en particulier ν(a0) = n. Mais alors ν(a − a0) < ν(a0). D’après le lemme 1.38,
no2, on a gr(a) = gr(a0), d’où gr(a) = b0 ∈ Bk. Ceci prouve l’inclusion Gr(Ak) ⊆ Bk.
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Proposition 4.57 L’élément epp−2,p−1 est premier dans O[gk][Ω0, . . . ,Ωk].

Preuve. Notons Ak = O[gk][Ω0, . . . ,Ωk] ⊆ Z(gk) et Bk = Sp(gk)[ζ0, . . . , ζk] ⊆ S(gk). On munit
Ak de la filtration canonique provenant de l’algèbre enveloppante, de sorte que Gr(Ak) = Bk

d’après le lemme 4.56. Pour voir que l’élément epp−2,p−1 ∈ Ak est premier dans Ak, il suffit de
démontrer que l’élément gr(epp−2,p−1) ∈ Bk est premier dans Bk d’après le lemme 4.28, no1.

On utilise les notations Sk = S(gk), Qk ⊆ Sk et Sp
k , Q

p
k introduites en 4.53. Pour alléger les

écritures, on notera Xµ = Xp−2,p−1. On a
Sk

(Xµ)
' Qk : l’élément Xµ est donc premier dans Sk.

On notera enfin π : Sk � Qk la projection canonique. Observons que π(Sp
k) = Qp

k et rappelons
que π(ζs) = ξs pour tout s ∈ {0, . . . , k}.

Posons Xi,j = gr(ei,j) ∈ S(gk) pour tous indices i, j tels que ei,j ∈ gk. On a donc Xp
p−2,p−1 =

gr(epp−2,p−1). Soient IS ⊆ S(gk) l’idéal de S(gk) engendré par Xp−2,p−1 et IB ⊆ Bk l’idéal de Bk

engendré par Xp
p−2,p−1.

Démontrons tout d’abord que IS ∩ Bk = IB. On a IS = XµSk et IB = Xp
µBk ⊆ IS ∩ Bk.

Il s’agit de démontrer qu’on a l’inclusion réciproque. Soit u ∈ IS ∩ Bk un élément non nul.
Montrons que u ∈ IB. Autrement dit, il s’agit d’établir la propriété suivante :

Xµ | u dans Sk et u ∈ Bk ⇒ Xp
µ | u dans Bk.

Posons J = {0, . . . , p− 1}k+1. On peut décomposer u sous la forme

u =
∑
j∈J

u(j)ζj0
0 . . . ζjk

k ,

avec u(j) ∈ Sp
k pour tout j. Comme u ∈ IS , on a :

0 = π(u) =
∑
j∈J

π
(
u(j)

)
ξj0
0 . . . ξjk

k .

Les coefficients π
(
u(j)

)
∈ Qp

k. D’après le lemme 4.55, on a π
(
u(j)

)
= 0 pour tout j, autrement

dit Xµ divise chaque u(j) dans Sk. Or u(j) ∈ Sp
k : c’est une puissance p-ème dans Sk. Il est

facile d’en déduire (en utilisant le fait que Xµ est premier dans Sk) qu’il existe v(j) ∈ Sk tel que
u(j) = Xp

µv(j)p. Finalement, on a la décomposition :

u = Xp
µ

∑
j∈J

v(j)pζj0
0 . . . ζjk

k .

Comme chaque v(j)pζj0
0 . . . ζjk

k ∈ Bk, ceci prouve que Xp
µ divise u dans Bk. L’inclusion IS∩Bk ⊆

IB est démontrée.
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On a donc démontré IS∩Bk = IB. Comme IS est un idéal premier de Sk, sa trace IB = IS∩Bk

est un idéal premier de Bk. Comme IB est engendré par Xp
µ, cela signifie que Xp

µ est un élément
premier de Bk. La proposition est démontrée.

Proposition 4.58 Soit k ∈ {0, . . . , p− 1}.
1. On a Z(gk) = O[gk][Ω0, . . . ,Ωk].

2. Z(gk) est un anneau factoriel.

Preuve. Introduisons d’abord quelques notations commodes. Pour k = −1, on pose g−1 = p0 et
A−1 = O[p0]. Pour k ∈ {0, . . . , p−1}, la notation gk est celle de 4.49, et Ak = O[gk][Ω0, . . . ,Ωk].
On pose eµ = ep−2,p−1 ∈ p0, de sorte que epµ ∈ O[p0]. Pour tout k ∈ {−1, 0, . . . , p− 1} on note :

Uk = U(gk) ; Ũk = Uk[e−p
µ ].

Comme Ũk est une localisation centrale de Uk, on voit que :

Z(Ũk) = Z(Uk)[e−p
µ ] = Z(gk)[e−p

µ ].

Posons, pour k ∈ {0, . . . , p− 1} : θk = e−1,p−1−k. On a donc gk = gk−1 ⊕Kθk ; aussi,

Uk = Uk−1[θk] et O[gk] = O[gk−1][θ
p
k].

Il vient :
Ak = O[gk][Ω0, . . . ,Ωk] = Ak−1[θ

p
k,Ωk]. (4.18)

Rappelons que d’après la relation (4.15), on a aussi Ωk ≡ (q + 1)eqµθk mod Uk−1. On observe,
à l’aide du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, que les éléments Ωk et θk sont transcendants
sur Uk−1, et a fortiori sur la sous-algèbre Ak−1 ⊆ Uk−1. Enfin, l’élément eµ étant inversible dans
chaque Ũk, on voit que l’on a aussi, pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1} :

Ũk = Ũk−1[Ωk]. (4.19)

Montrons à présent par récurrence sur k qu’on a la propriété suivante :

Z(gk) = Ak et Z(gk) est un anneau factoriel. (4.20)

Si k = −1, on a Z(p0) = O[p0] d’après 4.46 ; comme O[p0] est une algèbre commutative libre,
c’est aussi un anneau factoriel. Considérons à présent un entier k ∈ {0, . . . , p− 1} et supposons

146



les conditions (4.20) satisfaites pour l’entier k−1. On a Ũk = Ũk−1[Ωk] d’après (4.19). L’élément
Ωk étant transcendant sur Ũk−1, on en déduit :

Z(Ũk) = Z(Ũk−1)[Ωk] = Z(gk−1)[e−p
µ ][Ωk].

On déduit, d’après l’hypothèse de récurrence :

Z(Ũk) = Ak−1[e−p
µ ,Ωk]. (4.21)

On a par ailleurs θp
k ∈ O[gk] ⊆ Z(Ũk). Comte tenu de (4.18), il vient :

Ak[e−p
µ ] = Ak−1[θ

p
k,Ωk][e−p

µ ] = Ak−1[Ωk, e
−p
µ ]. (4.22)

L’élément Ωk est transcendant sur Ak−1, qui est un anneau factoriel : l’anneau Ak−1[Ωk] est
donc aussi factoriel, et par suite le localisé Ak−1[Ωk][e

−p
µ ] est factoriel aussi. L’anneau Ak[e−p]

est donc factoriel. D’après le corollaire 4.57, epµ est un élément premier de Ak. En appliquant le
lemme de Nagata (proposition 4.29), on en déduit que Ak est un anneau factoriel.

Il reste à montrer que Z(gk) = Ak. On a les inclusions Z(gk) ⊇ Ak ⊇ O[gk]. L’anneau
Z(gk) est entier sur O[gk] ; a fortiori, Z(gk) est entier sur Ak. Comme Ak est factoriel, on
sait qu’alors Ak est intégralement clos. Pour voir que Z(gk) = Ak il suffit donc de voir que
Frac Z(gk) = Frac Ak. D’après (4.21) et (4.22), on a :

Z(Ũk) = Ak−1[Ωk, e
−p
µ ] = Ak[e−p

µ ].

On a donc :
Frac Z(Uk) = Frac Z(Ũk) = Frac Ak[e−p

µ ] = Frac Ak.

L’hypothèse (4.20) est donc bien vérifiée pour l’entier k. La proposition est démontrée.

4.3.4.5 Conclusion

Théorème 4.59 Soit p l’algèbre de Lie A(1) ⊗W (1) en caractéristique p ≥ 3. Les éléments
Ω0, . . . ,Ωp−1 sont définis, pour tout s ∈ {0, . . . , p− 1}, par la formule :

Ωs =
∑

k∈Nq+1

|k|=s

∑
m∈Nq+1

|m|=p−1

ep−2−m0,p−1−k0 × . . .× ep−2−mq ,p−1−kq .

1. On a Z(p) = O[p][Ω0, . . . ,Ωp−1]. C’est de plus un anneau factoriel.
2. Le corps enveloppant K(p) est isomorphe au corps de Weyl D p(p−1)

2
,p
(K). En particulier,

Ind K(p) = pp(p−1)/2 ; Exp K(p) = p.

De plus, le centre de K(p) est une extension transcendante pure du corps de base K, de
degré de transcendance p2.
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Résumé. Soient g une K-algèbre de Lie, U(g) son algèbre enveloppante, K(g) le corps des
fractions de U(g). L’objet de cette thèse est d’étudier des propriétés algébriques du corps gauche
K(g) dans les deux cas suivants : d’une part si K est de caractéristique 0 et g est de dimension
infinie ; d’autre part si K est de caractéristique positive et g est de dimension finie.

On suppose K de caractéristique nulle. On définit d’abord la notion de degré de transcendance
de niveau q ∈ N? pour les algèbres de Poisson. Cette notion est introduite à partir de la notion
de dimension de niveau q ∈ N? définie par V. Pétrogradsky pour les algèbres associatives et
les algèbres de Lie. On démontre, sous des hypothèses peu restrictives sur g, que le degré de
transcendance de niveau q + 1 de K(g) est égal à la dimension de niveau q de g.

On s’attache ensuite à l’étude de la famille des algèbres de type Witt définies par R. Yu. On
construit ainsi des familles infinies de corps gauches deux à deux non isomorphes mais de même
degré de transcendance de niveau 3 donné. On étudie aussi la question des centralisateurs dans
les corps enveloppants des parties positives des algèbres de type Witt. On établit en particulier
le résultat suivant : il existe des algèbres de Lie non commutatives de dimension infinie g telles
que le premier corps de Weyl ne se plonge pas dans K(g).

Supposons maintenant K de caractéristique p > 0. On étudie le cas particuliers des algèbres
de Lie suivantes : les algèbres gln ; les algèbres sln lorsque p ne divise pas n ; l’algèbre de Witt
modulaire W (1) et une sous-algèbre p de l’algèbre de Witt W (2) (s’identifiant à un produit
tensoriel de l’algèbre de Lie W (1) avec une algèbre associative de polynômes tronqués). Dans
tous les cas, on démontre que le corps enveloppant est isomorphe à un corps de Weyl. Pour les
algèbres W (1) et p, on démontre en outre que le centre de l’algèbre enveloppante est un anneau
factoriel, en accord avec une conjecture récente de A. Braun et C. Hajarnavis.

Abstract. Let g be a Lie algebra over K, U(g) its enveloping algebra, K(g) the ring of fractions
of U(g). The aim of this thesis is to study algebraic properties of the division ring K(g) in the
following two situations : on the one hand when K is of characteristic 0 and g is infinite-
dimensional ; on the other hand when K is of positive characteristic and g is finite-dimensional.

Assume K is of characteristic 0. We first define the notion of transcendance degree of level
q ∈ N? for Poisson algebras. This notion is introduced from V. Petrogradsky’s dimensions of
level q ∈ N? for associative or Lie algebras. We prove, under mild assumptions on g, that the
transcendance degree of level q + 1 of K(g) is equal to the dimension of level q of g.

We then proceed to the study of the family of Witt type Lie algebras defined by R. Yu.
We can thus construct infinite families of pairwise non-isomorphic division rings with a given
transcendance degree of level 3. We also study the question of centralizers in the enveloping
skewfield of positive parts of Witt type algebras. In particular, we prove the following result :
there exist infinite dimensional non-commutative Lie algebras g such that the first Weyl skewfield
does not embed in K(g).

Now assume that K is of characteristic p > 0. We study the following specific Lie algebras :
the matrix algebras gln ; the algebras sln provided p does not divide n ; the modular Witt algebra
W (1) and a subalgebra p of the Witt algebra W (2) (isomorphic to a tensor product of the Lie
algebra W (1) with an associative algebra of truncated polynomials). In each case we prove that
the enveloping skewfield is isomorphic to a Weyl skewfield. For the algebras W (1) and p, we also
prove that the center of the enveloping algebra is a unique factorization domain, in agreement
with a recent conjecture by A. Braun and C. Hajarnavis.
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