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Introduction

L’origine de cette étude remonte aux travaux de Gelfand et Kirillov sur les corps de fractions
d’algebres enveloppantes d’algebres de Lie de dimension finie sur un corps K de caractéristique 0.
Soit g une K-algebre de Lie. On note U(g) son algebre enveloppante universelle et Z(g) le centre
de U(g). Lorsque g est de dimension finie, I’algebre U(g) est intégre et noethérienne : on peut
considérer son corps des fractions K (g) = Frac U(g), le corps enveloppant de g. Enfin, on note
C(g) le centre du corps K (g). L’hypothese fondamentale formulée par Gelfand et Kirillov en [19]
est la suivante : pour une algebre de Lie algébrique g de dimension finie sur K, le corps gauche
K (g) est isomorphe & un corps de Weyl D,, ;(K) pour un choix convenable d’entiers n et s. Cette
hypothese est alors établie pour les algebres de matrices gl,, et sl,, ainsi que pour les algebres
de Lie nilpotentes. Depuis, de nombreux travaux ont été consacrés a ce sujet [40, 6, 23, 26, 2, 3.

L’hypothese de Gelfand et Kirillov admet deux prolongements naturels dans des directions
tres différentes, en caractéristique positive et en dimension infinie. D’abord, on observe que cette
hypothése a encore un sens lorsque le corps de base est de caractéristique p > 0 : si g est une
algebre de Lie modulaire, est-ce que le corps enveloppant K(g) est isomorphe & un corps de
Weyl? La question est ici résolue par I’'affirmative dans le cas des algebres de Lie de matrices
gl,,, des algebres sl,, si p ne divise pas n, pour l'algebre de Witt W (1) et pour une certaine
sous-algebre de l'algebre de Witt W (2).

Le passage a la caractéristique p enrichit le probleme de la maniere suivante. Il est bien
connu que, si g est une algebre de Lie modulaire, le corps enveloppant est de dimension finie
sur son centre. La question se pose alors de savoir comment déterminer ’exposant de 1’algebre
simple centrale K(g), c’est-a-dire 'ordre de I’élément défini par K(g) dans le groupe de Brauer
de C(g). Lorsque g est non-commutative et vérifie 'hypothese de Gelfand-Kirillov, on montre
que 'exposant de K(g) est exactement p.

La deuxieme extension naturelle du probleme de Gelfand et Kirillov concerne a nouveau un
corps de base K de caractéristique 0, mais dans le cas ou 'algebre de Lie g est de dimension
infinie sur K. Le probleme se complique tout d’abord du fait que I'existence d’un corps des
fractions pour l'algebre enveloppante U(g) n’est pas assurée a priori. En outre, il n’est pas non
plus clair & quels corps gauches faire jouer le role de corps de référence analogue a celui joué par
les corps de Weyl dans le cadre du probleme de Gelfand et Kirillov en dimension finie.

L’existence d’un corps enveloppant pour les algebres de Lie a croissance sous-exponentielle est



connue depuis longtemps [37]. Un premier pas vers I’étude des corps enveloppants en dimension
infinie, et en particulier leur séparation a isomorphisme pres, s’effectue a ’aide de la notion de
degré de transcendance de niveau q, ou ¢ est un entier positif, non nul. Cette notion est construite
par analogie avec le degré de transcendance de Gelfand-Kirillov a partir des dimensions de niveau
q définies par Pétrogradsky en [33].

Cette these est divisée en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré a ’exposition
d’une notion tres générale d’algebres de Poisson et de modules de Poisson. Cette étude est
menée en vue de généraliser les notions classiques de croissance et de dimensions des algebres
associatives et de leurs modules. Le cadre tres vaste de cette étude permet d’englober comme cas
particuliers non seulement le cas des algebres commutatives de Poisson au sens plus classique
envisagé par exemple par D. Farkas et S.QQ. Oh [17, 32], mais aussi les algeébres associatives non
commutatives et les algebres de Lie.

Dans le chapitre 2, on étudie dans un cadre tres général les notions de croissance et de
dimensions des algebres de Poisson et de leurs modules. On établit des résultats sur les dimen-
sions de niveau ¢ de Pétrogradsky [33] analogues aux résultats classiques sur la dimension de
Gelfand-Kirillov [24]. On définit alors la notion de degré de transcendance de niveau ¢ ; on étudie
succinctement ses propriétés. On démontre que, pour toute algebre de Lie g admettant un corps
enveloppant, on a toujours Dim? U(g) = Tdeg? K(g). Sous des conditions tres raisonnables sur
g, cet invariant est aussi égal & Dim? !(g). Le chapitre s’acheve alors par le calcul des degrés
de transcendance de niveau 3 des corps enveloppants de certaines algebres de Lie de dimension
infinie, notamment les algebres de type Cartan.

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude plus approfondie d’une classe particuliere d’algebres et
corps enveloppants d’algébres de Lie de dimension infinie sur un corps K de caractéristique nulle.
Ces algebres de Lie, étudiées par R. Yu en [41], sont les algebres de type Witt w(f) paramétrées
par un plongement f : ' — K d’un groupe abélien libre dans le groupe additif du corps K. En
particulier, on montre que le degré de transcendance de niveau 3 du corps enveloppant est égal
au rang du groupe I'. Par ailleurs, si f, g sont deux plongements définis sur le méme groupe I,
on donne une condition suffisante de non-isomorphisme entre les corps enveloppants de 1(f)
et w(g). On obtient ainsi une grande famille de corps gauches de degré de transcendance de
Gelfand-Kirillov infinis, de méme degrés de transcendance de niveau 3 et deux a deux non-
isomorphes. Pour finir, on étudie la partie positive to; d’une algebre de type Witt ; on démontre
en particulier que le corps de Weyl D;(K) ne se plonge pas dans K (ro).

Le chapitre 4 traite de la situation modulaire. On établit 'hypothese de Gelfand et Kirillov
pour les algebres de matrices gl,, et, lorsque p ne divise pas n, les algebres sl,,, pour I’algebre de
Witt W(1) et pour une certaine sous-algebre p de lalgebre de Witt W (2). Plus précisément, si
W (2) est lalgebre des dérivations de I'anneau de polynémes tronqués K[z, y|/(aP,yP), p est la
sous-algebre formée des dérivations de la forme f(z,y)0/0z, autrement dit les dérivations qui
s’annulent sur y. Alternativement, p s’identifie au produit tensoriel de I'algebre de Lie W (1)
avec ’algebre associative de polynémes tronqués K|x]/(2P). La méthode employée dans tous les
cas est la méme : on trouve une sous-algebre de Lie go de 'algebre étudiée g dont le corps enve-



loppant est isomorphe & un corps de Weyl D,, (K), puis on démontre que le corps enveloppant
de g est engendré par go et des éléments centraux (i, ..., (s tels que 2n + s = dim(g). Dans ce
cas, on peut conclure que le corps enveloppant de g est isomorphe au corps de Weyl D,, 5(K). En
particulier, le centre de K (g) est une extension transcendante pure du corps de base et la classe
de K(g) dans le groupe de Brauer du centre est d’ordre p. La question, posée par A. Braun et
C. Hajarnavis en [8], de savoir si le centre de I’algebre enveloppante est un anneau factoriel est
également abordée. Le cas de gl,, et sl,, a été résolu par 'affirmative par A. Premet et R. Tange
[34] ; on démontre ici par des méthodes analogues que c’est aussi le cas pour l'algebre de Witt
W (1) et pour I'algebre de Lie p définie précédemment.

Dans toute la suite, on choisit un corps de base commutatif K arbitraire. Tous les es-
paces vectoriels considérés seront des K-espaces vectoriels; la dimension d’'un espace vectoriel
sera sa dimension sur K et les applications linéaires seront K-linéaires. De méme, toutes les
algebres considérées seront des K-algebres. Dans les chapitres 1 et 2, aucune restriction sur la
caractéristique de K n’est imposée. Dans le chapitre 3, K sera supposé de caractéristique nulle.
Dans le chapitre 4, K sera supposé de caractéristique positive.



Chapitre 1

Algebres de Poisson

Introduction

Ce chapitre est consacré a I'exposition des résultats concernant les algebres de Poisson et
leurs modules. Cette étude nous permettra de définir au chapitre 2 des notions de croissance et
de dimension dans ce cadre tres général.

Dans le premier paragraphe, on définit les algebres et modules de Poisson. La définition
utilisée ici est plus générale que la définition classique : en effet, on ne supposera pas que 'algebre
associative sous-jacente est commutative ni méme unitaire. Cette généralisation nous permet
alors de considérer les algebres associatives non-commutatives et les algebres de Lie comme cas
particuliers d’algebres de Poisson. Les résultats établis dans le chapitre suivant pourront donc
s’appliquer pour ces deux types d’algebres.

Dans le deuxiéme paragraphe, on développe les notions de graduation et de filtration sur
les algebres de Poisson de maniere a généraliser les notions correspondantes pour les algebres
associatives et de Lie. En particulier, ’étude d’une algebre de Poisson filtrée pourra parfois étre
simplifiée par ’étude de son algebre de Poisson graduée associée. C’est notamment le cas pour
les algébres enveloppantes d’algebres de Lie de dimension infinie.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K quelconque.

1.1 Algebres et modules de Poisson

1.1.1 Algebres de Poisson
1.1.1.1 Définition

Définition 1.1 On appelle algébre de Poisson tout espace vectoriel P muni de deux lois de
composition internes . et {.,.} telles que :



1. le couple (P,.) est une algebre associative (pas nécessairement commutative ni unitaire) ;
2. le couple (P,{.,.}) est une algebre de Lie;

3. pour tout x € P, 'application ham(x): y € P +— {x,y} € P est une dérivation de I’algébre
associative P.

Le crochet {., .} est appelé crochet de Poisson sur P. Les dérivations de la forme ham(z) pour x €
P sont appelées dérivations hamiltoniennes de P. L’algebre de Poisson P est dite commutative
(resp. unitaire) si Ialgeébre associative sous-jacente (P,.) est commutative (resp. unitaire). Le
cas échéant, on écrira 1p 1’élément unité de P.

Remarque 1.2 On fait souvent '’hypothese que 'algebre associative sous-jacente a P est com-
mutative et unitaire [17, 32]. Pour étudier les croissances et dimensions des algebres, il est peu
restrictif d’omettre cette hypotheése. Ceci nous permettra de particulariser tous les résultats ob-
tenus notamment au chapitre 2 dans le cas des algebres associatives et des algebres de Lie (voir
les exemples 1 et 2 suivants).

Exemple 1.3
1. Une algebre associative A peut toujours étre considérée comme une algebre de Poisson,
avec le crochet donné par le commutateur usuel {z,y} = zy — yx.
2. Une algebre de Lie g peut étre considérée comme algebre de Poisson si on munit g du
produit associatif trivial xy = 0 pour z,y € g. L’algébre associative ainsi définie n’est pas

unitaire.
3. L’algebre de polynéomes Klzy,...,Zpn,¥1,--.,Ys], munie du crochet de Poisson standard
—~ 0f 09 Of dyg
{f,9}= Z 5‘73:]873/] — 8—%8—%, est une algebre de Poisson.
7j=1

4. Soit g une K -algebre de Lie. L’algebre symétrique S(g) est munie d’une structure d’algebre
de Poisson pour laquelle le plongement canonique g < S(g) est un morphisme d’algebres
de Lie.

1.1.1.2 Morphismes d’algebres de Poisson

Définition 1.4 Soient P, (@ deux algebres de Poisson. Une application linéaire f: P — @ est
un morphisme d’algébres de Poisson si f est a la fois un morphisme d’algebres associatives et
d’algebres de Lie. Si P et ) sont unitaires, le morphisme f est unitaire si f(1p) = 1q.

1.1.1.3 Sous-algébres de Poisson

Définition 1.5 Soit P une algebre de Poisson. Un sous-espace vectoriel @ C P est une sous-
algébre de Poisson de P si () est a la fois une sous-algebre associative et une sous-algebre de Lie
de P. Dans ce cas, ), muni des lois induites, est aussi une algebre de Poisson. Lorsque P est
unitaire, Q) est une sous-algebre de Poisson unitaire de P si 1p € Q.



Exemple 1.6 Soit P une algebre de Poisson. On pose :
Pl={zeP|{z,P}=0}; PA={ccP|VYpeP, ap=pz}; P’ =PLnpPA

Alors PE, P4 et PP sont des sous-algebres de Poisson de P. Elles sont de plus unitaires lorsques
P est unitaire.

Preuve. Traitons d’abord le cas de PY. Observons que P est exactement le centre de P
considéré comme algebre de Lie. Il est alors clair que P est une sous-algébre de Lie de P.
Montrons que c’est aussi une sous-algebre associative : si z,y € P¥, on a {xy, P} C z{y, P} +
{z,P}y = 0, dou zy € PL. Enfin, si P est unitaire, ’élément unité 1p est dans le noyau de
toute dérivation d’algebre associative de P, en particulier les dérivations hamiltoniennes. Il vient
{x,1p} = 0 pour tout € P. On a donc 1p € P~.

Traitons maintenant le cas de P2, Observons que P est exactement le centre de P considéré
comme algebre associative. Il est alors clair que P4 est une sous-algebre associative (éventuellement
unitaire) de P. De plus, P4 est aussi stable par toute dérivation d’algebre associative de P; en
particulier, P4 est stable par les dérivations hamiltoniennes, autrement dit {z, P4} C P4 pour
tout x € P. C’est donc un idéal d’algebre de Lie de P, et a fortiori c’est une sous-algebre de Lie.

Enfin, P” est une sous-algeébre de Poisson (éventuellement unitaire) car c’est I'intersection
de deux sous-algebres de Poisson (éventuellement unitaires).

1.1.1.4 1Idéaux de Poisson et quotients

Définition 1.7 Soit P une algebre de Poisson. Un sous-espace vectoriel J C P est un idéal de
Poisson a gauche (resp. a droite, bilatere) si :
1. J est un idéal a gauche (resp. a droite, bilatere) de ’algebre associative P';

2. J est un idéal de l'algebre de Lie P.

Pour tout morphisme d’algebres de Poisson f: P — @, I'image de f est une sous-algebre de
Poisson de @) et le noyau de f un idéal de Poisson bilatére de P.

Lemme 1.8 Soient P une algébre de Poisson et J un idéal de Poisson bilatére de P. On munit
lespace quotient P/J des structures associative et de Lie naturelles. Alors P/J est en fait une
algébre de Poisson, appelée algébre de Poisson quotient de P par J.

Preuve. 1l suffit de vérifier que les dérivations hamiltoniennes de P induisent des dérivations
d’algebre associative de P/.J, ce qui est facile & voir.



1.1.1.5 Localisation des algebres de Poisson

Dans toute cette partie, on considére une algebre de Poisson unitaire P. Rappelons qu'une
partie S C P est un systéme de Ore a gauche si les propriétés suivantes sont satisfaites [27,
chapitre 2] :

1.1peSet0&S,;

2. (Vs,teS)stes;

3. S ne contient pas de diviseur de zéro;

4. S vérifie la condition de Ore a gauche :

(V(s,p) €S xP), (3(s,p)eSxP): ps=sp.
Dans ce cas, on peut former le localisé S™'P au sens associatif usuel. Pour s,t € S et p,q € P,
on a dans S7'P :

1. s7'p =t"1q si et seulement s’il existe a,b € P tels que ap =bg € P et as =bt € S ;

2. s7p+t7lg= (¢'s)" (t'p + 5'q), avec s't = t's pour un couple (#',s") € S x P;

3. s7pt7lg = (¢'s)~(p'q), avec t'p = p't pour un couple (t',p') € S x P.

On peut définir symétriquement les notions de systeme de Ore a droite et de localisation a

droite. On dit enfin qu'une algebre associative A vérifie les conditions de Ore si S = A~ {0} est
un systeme de Ore a gauche et a droite.

Définition 1.9 Soit P une algebre de Poisson. On dit que P est localisable si, pour tout systeme
de Ore & gauche S C P, le localisé S~'P peut étre muni d’un crochet de Poisson prolongeant
celui de P.

Remarque 1.10 Si P est localisable, alors le prolongement du crochet de Poisson de P & un
localisé S~!P est unique. Pour z € S~!P et s € S, on a la formule :

{(s7h 2} = —s s, 2}s .

On cherche maintenant a déterminer une condition suffisante pour qu'une algebre de Poisson
soit localisable.

Lemme 1.11 Soient A une algébre associative et 3: A x A — A une bidérivation de A. On
définit une application trilinéaire Jz: A x A x A — A par la formule :

(Vo,y,2 € A) + Ja(x,y,2) = B(x, By, 2)) + B(y, Bz, 2)) + B(2, B(x,y)).

Si B est antisymétrique, alors Jg est une tridérivation de A.



Preuve. Démontrons par exemple que pour a,b,y,z € A on a Jz(ab,y,z2) = aJs(b,y,z) +
Js(a,y,z)b. On utilise le fait que (3 est une bidérivation de A pour le calcul suivant :

Jﬁ(abv Y, Z) = ﬁ((lb, ﬁ(ya Z)) + B(ya B('Za ab)) + ﬁ(za B(ab7 y))
= af(b, By, 2)) + B(a, By, 2))b
+8(y,aB(z,8) + B(2,0)b) + B(=,aB(b,y) + Bla,y)b)
)

= aB(b, By, ) + B(a, By, 2))b
+aB(y, B(z,0)) + By, a)B(z,b) + B(y, B(z, a)) b+ y,0)
+aB(z, B(b,y)) + B(z,a)B(b,y) + Bla,y)B(z,b) + ( ﬁ( y))b

= aJg(b,y,2)+ Jg(a,y, 2)b
+8(y, a)B(z,b) + B(2,a)B(y,b) + B(z,a)B(b,y) + B(a, y)B(2,b),

donc Jg(ab,y, z) = aJs(b,y, z) + Ja(a,y, 2)b lorsque (3 est antisymétrique.

Lemme 1.12 Soient P une algébre de Poisson et S C P un systéme de Ore a gauche dans P.
On suppose que le crochet de Poisson {.,.} de P se prolonge en une bidérivation (.,.) de S™1P.
Alors (.,.) est un crochet de Poisson sur S™!P.

Preuve. Posons 3 = (.,.) : c’est par hypothése une bidérivation de S~!P. Il est facile de
voir que 3 est antisymétrique. On définit maintenant I’application trilinéaire Jg comme dans le
lemme précédent ; il s’agit alors d’une tridérivation de S~'P. Comme (.,.) prolonge le crochet
de Poisson {.,.} de P, l'identité de Jacobi se traduit par le fait que Jg s’annule sur P x P. Mais
alors Jg est une tridérivation de S~1P qui est nulle sur P, elle est donc nulle aussi sur S~!P.
On en déduit alors que (.,.) vérifie bien I'identité de Jacobi sur S~!P tout entier.

Proposition 1.13 Soient P une algebre de Poisson. On suppose que P est de l'une ou ’autre
des formes suivantes : soit P est non-commutative et le crochet est donné par {z,y} = vy — yx,
soit P est commutative.

1. L’algébre P est localisable.

2. Soit y : P — @Q un morphisme d’algébres de Poisson. On suppose que j(S) est formé
d’éléments inversibles dans Q. Alors p se prolonge de maniére unique en un morphisme
d’algébres de Poisson ji: STIP — Q.

Preuve. La proposition est évidente dans le cas ou P est non-commutative et munie du crochet
{z,y} = zy — yz (la méme formule définit un crochet de Poisson sur tout localisé de P). On
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suppose désormais P commutative. Soit S C P un systeme de Ore & gauche. On veut prolonger
{.,.} &4 S~'P tout entier. D’apres le lemme précédent, il suffit de prolonger le crochet de Poisson
{.,.} en une bidérivation de S~!P. Pour tout x € P, la dérivation ham(z) se prolonge en une
dérivation de S~1P [27, lemme 14.2.2] ; on a la formule :

{z,s7'p} = s Yz, p} — s *{x, s}p.

Un calcul tout & fait standard permet de voir que 'application z +— {x, s~!p} est une dérivation
de P dans S~!P. On peut alors prolonger cette application en une dérivation de S~'P tout
entier. Le prolongement {.,.} ainsi obtenu sur S~!P est alors bien une bidérivation. Le n°1 est
établi.

Démontrons le n°2. Les théoremes classiques sur la localisation nous permettent de voir que
I'application j se prolonge en un morphisme d’algebres associatives i : S™'P — Q. Il reste &
vérifier que [i respecte les crochets de Poisson. Pour tous z,y,2 € S™'P, on a :

i{z,yz}) = B({z,y}z +y{z, 2})
= Ai({z,2}) + i({z, y})a(z).
De méme, on montre que l'on a :
{i(@), u(y2)} = p(y){n(x), w(z)} +{n(x), wly) yu(z).
Notons b(z,y) = p({z,y}) — {i(z), i(y)} € Q. On a donc :
(Va,y,2 € ST'P) + b(x,y2) = b(z, y)i(z) + f(y)b(z,y) (L.1)

Comme pour une dérivation, on montre que I’application linéaire antisymétrique b : S™1P x
S=1P — Q est entierement déterminée par ses valeurs sur P et par la condition (1.1). Le fait
que g soit un morphisme d’algebres de Poisson signifie que b s’annule sur P x P; on voit alors
que b = 0 sur S™'P x S71P, ce qui signifie exactement que [i respecte les crochets de Poisson.
La proposition est démontrée.

Remarque 1.14 Avec les mémes méthodes, on peut démontrer le résultat suivant. Soit P
est une algebre de Poisson et 2 C P un systeme de Ore a gauche formé d’éléments centraux
relativement au produit associatif et au crochet de Poisson. Alors le crochet de Poisson de P se
prolonge de maniére unique au localisé Q1 P.

1.1.2 Modules sur une algebre de Poisson
1.1.2.1 Définition

La définition utilisée généralise celle utilisée par Farkas et Oh dans le cas des algebres de
Poisson commutatives [17, 32].
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Définition 1.15 Soit P une algebre de Poisson. Un module de Poisson sur P est un espace
vectoriel M possédant les propriétés suivantes. Il existe :

1. des applications (x,m) € P x M +— xz.m € M et (m,z) € M x P+ m.x € M munissant
M d’une structure de bimodule sur ’algebre associative P ;

2. une application (z,m) € Px M — {x,m}p € M munissant M d’une structure de module
sur ’algebre de Lie P;

ces applications étant soumises aux relations de compatibilité suivantes : pour tous x,y € P et
me M,

{zy.min = z{y,min +{z,mir.y; (1.2)
{z,yt-m = {z,ym}ty —y{z,m}y;
mA{zx,y} = {x,m.y}y —{z,m}y.y.

Remarque 1.16 Comme P n’admet pas d’élément unité en général, on n’impose pas la condi-
tion 1p.m = m ni m.1p = m pour tout m € M. Lorsque P est unitaire, le module M sera
dit unitaire @ gauche (resp. unitaire a droite) si, pour tout m € M, on a 1p.m = m (resp.
m.lp =m).

Notons A\, p,w : P — End(M) les applications linéaires définies par :
(VzeP), (YmeM) : XNz)(m)=zm; p(x)(m)=mzx; w(x)(m)={z,m}ly.

Le fait que M soit un bimodule sur I'algebre associative P et un module d’algebre de Lie sur P
se traduit par les identités suivantes, pour tous z,y € P :

Mzy) = AMx) o A(y) 5 plzy) = p(y) o p(z) 5 A(x) 0 p(y) = p(y) o A(7) ; (1.5)

w({z,y}) = [w(z), w(y)]. (1.6)

Insistons encore sur le fait que les relations A\(1p) = Id ou p(1p) = Id ne sont pas imposées,
méme lorsque l'algebre P est unitaire. Le crochet [u,v] de deux opérateurs u,v € End(M) est
défini de la maniere usuelle par [u,v] = uov — v o u. Les relations de compatibilité (1.2), (1.3)
et (1.4) sont équivalentes aux conditions suivantes, pour tous x,y € P :

w(zy) = Mz)ow(y)+ply) ow(x) ; (1.7
Az y}) = [w(@), Ayl ; (1.8
p({z,y}) = [w=(@),p(y)]- (1.9

Terminologie 1.17 Le triplet 7 = (\, p, @) sera appelé représentation de P dans M.
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Exemple 1.18

1. Soit P une algebre de Poisson. Alors les opérations de multiplication a gauche, a droite et
le crochet de Poisson munissent P d’une structure de module de Poisson sur lui-méme.

2. Soit A une algebre associative, que I’on considere comme algebre de Poisson comme dans
I’exemple 1.3. Soit M un bimodule sur A. Alors M est muni d’une structure de module de
Poisson sur A en posant, pour a € A et m € M : {a,m}y = a.m — m.a.

3. Soit A une algebre associative, que ’on considere comme algebre de Poisson comme dans
Pexemple 1.3. Soit M un module a gauche sur A. Alors M est muni d’une structure
de module sur lalgebre de Poisson A en posant, pour a € A et m € M : m.a = 0 et
{a,m}y = a.m. Si M # 0, le module de Poisson ainsi défini n’est jamais unitaire a droite.
De méme, tout module & droite sur A peut étre considéré comme un module de Poisson
(non unitaire a gauche en général).

4. Soit g une algebre de Lie, que 'on considére comme algebre de Poisson comme dans
Pexemple 1.3. Soit M un module sur g. Alors M est muni d’une structure de module de
Poisson sur g en posant, pour x e get me M : x.m =m.x = 0.

1.1.2.2 Morphismes de modules

Définition 1.19 Soient P une algebre de Poisson et M, N deux modules de Poisson sur P.

1. Une application linéaire f: M — N est un morphisme de modules de Poisson s’il s’agit
a la fois d’un morphisme de bimodules sur I’algebre associative P et d’un morphisme de
modules de I'algebre de Lie P.

2. Les modules M et N sont dits isomorphes s’il existe une application linéaire inversible
f: M — N telle que f et f~! soient des morphismes de modules de Poisson.

1.1.2.3 Sous-modules et modules quotients

Définition 1.20 Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P. Un sous-
espace vectoriel N C M est un sous-module de Poisson de M §’il s’agit a la fois d’un sous-
bimodule de I’algebre associative P et d’un sous-module de I’algebre de Lie P.

On remarque alors que N, muni des lois induites, est lui-méme un P-module de Poisson.
Notons aussi que si M est unitaire (& gauche ou a droite), alors N est unitaire du méme coté.
Enfin, 'image et le noyau d’un morphisme de modules sont des sous-modules des modules
d’arrivée et de départ respectivement.

Exemple 1.21 Reprenons les exemples 1.18.

1. Soient P une algebre de Poisson et M = P. Les sous-modules de M sont les idéaux bilateres
de P.
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2. Soient A une algebre associative et M un bimodule d’algebre associative sur A. Les sous-
modules de Poisson de M sont exactement les sous- A-bimodules associatifs de M.

3. Soient A une algebre associative et M un module a gauche sur A. Les sous-modules de
Poisson de M sont exactement les sous-A-modules a gauche associatifs de M.

4. Soient g une algebre de Lie et M un module sur g. Les sous-modules de Poisson de M sont
exactement les sous-g-modules de Lie de M.

Lemme 1.22 Soient P une algébre de Poisson et M un module de Poisson sur P. Soit N C
M un sous-module de Poisson. On munit l’espace quotient M/N des structures de bimodule
associatif et de module de Lie naturelles. Alors M /N est en fait un module de Poisson, appelé
module de Poisson quotient de M par N.

Preuve. C’est une vérification qui ne pose pas de difficulté et sera donc omise.

1.1.2.4 Algebre enveloppante de Poisson

On introduit ici la notion d’algebre enveloppante de Poisson en adaptant la notion développée
dans [32] par Oh pour les algeébres de Poisson commutatives.

Définition 1.23 Soit P une algebre de Poisson. On considéere trois copies de I'espace vectoriel
P, notées Py, P, et P5. Pour tout élément x € P, on notera ) (resp. z,, %) 1'élément x
considéré comme élément de Py (resp. de P,, P). On notera A(P) l'algebre associative définie
comme quotient de 'algebre tensorielle T'(Py @ P, @ Py ) par 'idéal bilatere engendré par les
éléments suivants :

oxyx — (TY)r 5 TpYp — (UT)p 5 Tolw — Yoo — {2, Y o 5 TAYp — YpTa | (1.10)

Tolyr — YATw — 1T, Y}A Towlp — Yplow — {x7y}p ; TAYw T YpTow — (TY)w, (1.11)

les éléments x,y variant dans P. On Pappelle algébre enveloppante de Poisson de P.

Notations 1.24 Dans la suite, pour tout x € P, on notera encore x (resp. z,, ) l'image de
I'élément x € T(P\® P, ® Pg) (resp. &y, € T(Py @ P, ® Pg)) dans le quotient A(P). Pour
tout sous-espace X C P, on notera X, C A(P) (resp. X,, X C A(P) le sous-espace engendré
par les éléments ) (resp. x,,rx) tels que x € X.

L’algebre A(P) vérifie la propriété universelle suivante :

Théoréme 1.25 Soient B une algébre associative et o, 3, : P — B trois applications linéaires
vérifiant les conditions suivantes :
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1. Uapplication « (resp. 3, resp. ) est un morphisme d’algébres associatives (resp. un anti-
morphisme d’algébres associatives, resp. un morphisme d’algébres de Lie) ;

2. pour tous z,y € P, on a :

Alors il existe un unique morphisme d’algébres associatives ® : A(P) — B tel que, pour tout
reP:
O(xzy) = alz) ; B(z)p) = B(z) ; P(zz) =(2). (1.16)

Dans ces conditions, on dit que ® prolonge le triplet («, 3,7).

Preuve. Comme les éléments ), z, et 5 engendrent A(P), la condition (1.16) entraine que
le morphisme ®, s’il existe, est unique. Il reste a construire un tel morphisme. On commence
par définir un morphime ® sur I'algebre tensorielle ' = T'(Py ® P, @ Py) par les conditions :

B(a)) = alz) 5 (z,) = B(x) ; (r) = ().

Soit .J I'idéal de T engendré par les éléments (1.10) et (1.11). Montrons que ®(J) = 0; on pourra
alors définir par passage au quotient un morphisme ® : A(P) =T/J — B vérifiant la propriété
(1.16). Soient z,y € P. On a :

B (zayn — (2y)2) = () B(y) — © ((2y))) = a(z)aly) — awy) = 0.

De méme :

B (Toyr — Tw — {2,5}) = B(@e)B(yr) — D(12)B(2w) — ® ({2,y}))
= y(@)a(y) — a(y)y(z) — a({z,y}) =0.

Les autres relations se démontrent de méme.

Corollaire 1.26 Soient P une algébre de Poisson, A(P) son algébre enveloppante et M un
espace vectoriel. Soit R (resp. R') Uensemble des représentations de P dans M (resp. de A(P)
dans M ). Pour tout triplet T = (\, p,w@) € R il existe un unique 7" € R’ qui prolonge T, et
Dapplication T — 7' est une bijection de R sur R’.
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Avec les notations du corollaire, les sous-espaces de M stables a la fois pour A, p et w sont
les sous-espaces de M stables pour 7’. Si 71 et 75 dont deux représentations de P dans M : 7
et 7o sont isomorphes si et seulement si 71 et 75 sont isomorphes. Aussi, M est de type fini en
tant que P-module de Poisson si et seulement si M est de type fini en tant que A(P)-module a
gauche.

1.2 Algebres et modules de Poisson gradués et filtrés

1.2.1 Espaces vectoriels gradués et filtrés

Rappelons d’abord quelques faits généraux sur les espaces vectoriels gradués et filtrés (voir
Bourbaki, Algébre, chapitre 2).

1.2.1.1 Espaces vectoriels gradués

Soient I' un groupe abélien et V' un espace vectoriel. On dit que V est gradué sur I' s’il

existe un décomposition : V = @V(V), ot chaque V() est un sous-espace vectoriel de V
~yel

(éventuellement réduit & {0}). Les éléments de V() sont dits homogénes, de degré -y ; on note

alors deg(v) = «y. Tout élément v € V' s’écrit comme une somme v = Z Uy, les vy € V() étant

yel
nuls, sauf au plus un nombre fini d’entre eux. Pour v € I', I'’élément v, est appelé composante

homogeéne de degré v de v. Un sous-espace W C V est dit gradué si W = Z W NV, Dans ce

yerl’
cas, le quotient V/W est naturellement I'-gradué ; plus précisément on a une identification :

V4 17460
W D wnve’
~vel
Si V,W sont deux espaces I'-gradués et 6 € I' : une application linéaire f : V — W est dite
homogéne, de degré § si f(V()) C WO+ pour tout v € T.

1.2.1.2 Espaces vectoriels filtrés

Un espace vectoriel V' est filtré (sur Z) s'il existe une suite croissante de sous-espaces (V4,)
telle que :

ne”L

UVa=V et ()V.={0} (1.17)

neZ nel

On dira que V est filtré sur N (resp. discret) si V; = {0} pour tout j < 0 (resp. s’il existe jo € Z
tel que V; = {0} pour j < jo).
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A tout élément v € V on associe sa filtration v(v) = vy (v) = inf{n € Z |veV,} € ZU
{—o0}. La deuxieme condition de (1.17) signifie que v(v) = —oo si et seulement si v = 0.

1.2.1.3 Espace vectoriel gradué associé

v

Soit V' un espace vectoriel filtré. On note Gr(V') 'espace vectoriel Gr(V) = @ " Cest
nez "1

un espace vectoriel naturellement Z-gradué, appelé espace vectoriel gradué associé a V. Les

éléments homogenes de degré n sont les éléments de V,,/V,,_1. Pour v € V non nul, on appelle
forme initiale de v I'élément gr(v) = v + V()1 ; on pose aussi gr(0) = 0. Pour v # 0, on a
toujours v(v) = deg (gr(v)). On voit enfin que si V est de dimension finie, alors Gr(V) est de
dimension finie aussi et dim(V') = dim Gr(V).

Pour tout n € Z, on note gry, : V,, — V,,/V,,_1 la projection canonique. Pour tout élément
v eV tel que v # 0 et v(v) < n, on a les équivalences :

v(v)=n < gra(v) #0 <= gr(v) = gra(v).

Lemme 1.27 Soient V' un espace vectoriel filtré et x,y € V.
1. Siv(y) <v(z), onagr(x—y) =gr(z). Siv(zx) =v(y) et gr(x) # gr(y), on a gr(zr —y) =
gr(z) = gr(y)-
2. On a gr(z) = gr(y) si et seulement si v(z —y) < v(x).
3. Soient {x;}jc; un nombre fini d’éléments de V. On pose n = max{v(z;) | j € J} et
Jo=1{j € J|v(xzj) =n} :pourj € J, Uentier v(z;) est maximal si et seulement si

j e Jo. Soit x = Zl‘j. Si Z gr(z;) #0, alors v(z) =n et gr(z) = Z gr(z;).

JjeJ J€do Jj€Jo
Preuve. Etablissons le n°1. On note n = v(z). Si v(y) < n, on a gry(y) = 0, d'ont
0 # gr(z) = gra(x) = gra(z) — gra(y) = gra(z —y),

par suite grp(z —y) # 0 et gr(x —y) = grp(z —y) = gr(z). Si v(y) = n, on a gr(z) — gr(y) =
grn(x) — grn(y) = gra(z —y) ; comme gry(x) # gro(y) on a grp(z —y) # 0, donc v(z —y) =n
et gr(z —y) = gra(z —y) = gr(x) — gr(y).
Examinons a présent le n°2 : si gr(z) = gr(y), on a en particulier v(x) = v(y) = n. Dans
ce cas, 0 = gr(z) — gr(y) = gro(z) — grn(y) = gra(x — y) ; ceci signifie bien que v(z — y) < n.
Inversement, supposons v(x —y) < v(z). On a d’apres le n°l gr(z) = gr(z — (z —y)) = gr(y).
Démontrons le n°3. On a x; € V,, pour tout j, donc x = Z x; € V, aussi. Dautre part, par
jedJ
construction de Jy, on a grp(z;) = gr(z;) si j € Jo et grp(z;) = 0 sinon. Il vient :

grn(z) = Zgrn(xj) = Z gr(z;) # 0,

jeJ j€Jdo
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d'ot v(z) =n et gr(z) = Z gr(xzj) comme annoncé.
j€Jdo

1.2.1.4 Filtrations induites

On considere toujours un espace vectoriel filtré V. Soit W C V un sous-espace vectoriel.
Alors W est naturellement filtré par la famille (W,), ., définie par W, = W NV, pour tout
n. L’espace vectoriel gradué associé Gr(W) s’identifie au sous-espace de Gr(V') engendré par la
famille {gr(w) | w € W}.

1.2.1.5 Topologie des espaces vectoriels filtrés

Soit V' un espace vectoriel filtré. On peut naturellement munir V' d’une structure d’espace
vectoriel topologique pour laquelle une base de voisinages de 0 est donnée par la famille {V,}, ;.
Cette topologie est métrisable, la distance entre deux points distincts = et y étant donnée par
exemple par dist(z,y) = e’(@=Y)_ Pour cette topologie, une suite (Tn), ey converge vers x € V
si et seulement si v(z — z,,) tend vers —oo quand n tend vers l'infini. Lorsqu’on utilisera des
notions topologiques sur un espace vectoriel filtré il s’agira toujours de notions relatives a la
topologie définie par la filtration considérée.

Remarque 1.28 Si la filtration de V' est discrete, alors la topologie de V' est discréte aussi,
c’est-a-dire que les suites convergentes sont stationnaires. De maniere équivalente, cela signifie
que tout sous-ensemble de V' est fermé.

Lemme 1.29 Soient V' un espace vectoriel filtré et A C B C V deux sous-espaces vectoriels.
Notons A et B leurs adhérences dans V. On a alors A= B si et seulement si Gr(A) = Gr(B).

Preuve. Comme A C B, on a aussi A C B et Gr(A4) C Gr(B). 1l reste & étudier dans quels
cas les inclusions réciproques sont vérifiées.

Supposons dans un premier temps Gr(A4) = Gr(B). Montrons que B C A, ce qui fournira
par passage aux adhérences B C A. Soit b € B. Il existe a; € A tel que gr(a;) = gr(b). Comme
AC B,onaaussi b—a; € B avec v(b—ay) < v(b), de sorte que v(b—a;) < v(b) — 1. Comme
précédemment, il existe a), € A tel que gr(ab) = gr(b — a1). En posant ag = a1 + a), € A, on a
v(b—ag) < v(b) — 1. Par récurrence, on construit de la sorte une suite (ay),,~,; dans A telle que
v(b— ay) < v(b) —n, donc telle que nh_)n;o(an) =b. B

Réciproquement, on suppose A = B. Montrons que Gr(B) C Gr(A). Soit b € B un élément

non nul. Comme B C B = A, il existe une suite (an), >, d’éléments de A tels que lim a, = b.
- n—oo
Ceci signifie que lim v(b — a,) = —oo; en particulier, pour n assez grand, v(b — a,) < v(b).
n—oo

D’apres le lemme 1.27, n°2, on a bien gr(b) = gr(a,) € Gr(A). On en déduit finalement que
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Gr(B) C Gr(A) : le lemme est démontré.

Remarque 1.30 Reprenons les notations du lemme. Si A B, on peut avoir Gr(A) = Gr(B)

sans avoir A = B. Par exemple, prenons V = K[z] avec la filtration discréte définie par
Vi, = Zij pour tout n € Z. Les sous-espaces A = Kz et B = K(1 + z) sont fermés, de
Jj<n

sorte que A = A # B = B. Enfin, on voit facilement que Gr(A) = Gr(B) = K gr(z).

Corollaire 1.31 Soit V un espace vectoriel filiré. On suppose que la filtration de V est discrete.
Soit W un sous-espace de V tel que Gr(W) = Gr(V). Alors W = V.

Preuve. On applique le lemme précédent avec A = W et B=V :onadonc W =V = V.
Comme la topologie de V' est discréte, tout sous-ensemble de V' est fermé ; en particulier W = W.

1.2.2 Algebres et modules de Poisson gradués
1.2.2.1 Algebres de Poisson graduées

Définition 1.32 Soient I' un groupe abélien et P une algeébre de Poisson. On dit que P est
graduée sur I' si P = @p(v) est gradué en tant qu’espace vectoriel et s’il existe un élément

~yel'
7 €T tels que :

1. Va,Bel) plo) p(B) C plath).
2. (Va,ﬁ el) {P(a)’P(ﬁ)} C platp-7).

Lorsque {.,.} # 0, élément 7 est unique et sera noté 7(P). Si {.,.} = 0 on convient de poser
T(P)=0.

Remarque 1.33 Lorsque P est unitaire, I’élément 1p est toujours homogene, de degré 0.

Preuve. Décomposons 1p = )" uy, avec uy € P, pour tout v € I'. Soit @ un élément homogene
non nul de degré a. On a alors a = a.1p = ) au,. Chaque au, est homogene, de degré o + ;
en identifiant les composantes homogeénes des deux c6tés, on voit en particulier que aug = a.
Cette identité étant valable pour tout élément homogene a, elle est aussi valable (par additivité)
lorsque a € P est quelconque ; autrement dit : pour tout a € P, on a aug = a. Avec a = 1p, ceci
montre que ug = 1pug = 1p, donc 1p est bien homogene, de degré 0.
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1.2.2.2 Modules de Poisson gradués

Définition 1.34 Soient I' un groupe abélien et P une algebre de Poisson graduée sur I'. On note

7 =71(P) € I'. Soit M un module de Poisson sur P. On dit que M est gradué si M = @ M)
~yel
est gradué en tant qu’espace vectoriel et si on a :

1. (Va, B €T) P@O.M® 4 MB PO C M, p;
2. (Va, B €T) {P@, MB)},, € Mlet+s=),

1.2.2.3 Graduation de 1’algebre enveloppante de Poisson

On reprend les notations 1.24.

Proposition 1.35 Soit P une algébre de Poisson graduée par un groupe I'. On pose 7 = 7(P).
L’algébre enveloppante de Poisson A = A(P) est naturellement I'-graduée. Ses composantes
homogénes sont déterminées par les conditions suivantes. Pour tout v € I et x € P homogéne,

de degré v, on a :
Ty, Ty € A etz e AOTT), (1.18)

Preuve. On reprend les notations de la construction 1.23. On notera T’ = T'(P\® P, ® Py) et J
l'idéal engendré par les éléments (1.10) et (1.11). On peut graduer I'espace vectoriel P\@® P,® Py
de sorte que 'on ait, pour tout élément homogene x € P :

{ deg(xy) = deg(z,) = deg(x) ;
deg(zy) = deg(x) — 7.

Cette graduation se prolonge en une graduation de ’algebre tensorielle 7. Pour voir que le
quotient A = T'/J est gradué, il suffit alors de vérifier que les générateurs de 'idéal J sont
homogenes, ce qui ne pose pas de difficulté.

Proposition 1.36 Soient P une algebre de Poisson I'-graduée et M un module de Poisson sur
P. Alors M est un P-module de Poisson gradué si et seulement si M est un A(P)-module a
gauche gradué.

1.2.3 Algebres et modules de Poisson filtrés

1.2.3.1 Algebres de Poisson filtrées

Définition 1.37 Une algebre de Poisson P est dite filtrée (sur Z) si espace vectoriel P est
filtré par une suite de sous-espaces (P,),c; et s'il existe un entier 7 € Z vérifiant :

(Vn,m €Z) PoPnC Paoym ; {PuPn} C Poymr. (1.19)
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Si de plus P est unitaire, on demandera aussi 1p € P.

Lorsque le crochet de Poisson de P n’est pas nul, on choisira ’entier 7 intervenant dans
(1.19) le plus grand possible, c’est-a-dire soumis la condition :
(Vn,meZ) : {Py,Pn}C Potm—r,
(EInOa mo € Z) : {Pnov Pmo} Z Prg+mo—r—1-

On notera dans ce cas 7 = 7(P). Si {.,.} = 0, on convient de poser 7(P) = 0.

1.2.3.2 Algebre de Poisson graduée associée

Soit P une algebre de Poisson filtrée. On note 7 = 7(P) et Gr(P) I'espace vectoriel gradué
associé. On définit deux applications bilinéaires sur Gr(P) en posant :

(Vo,y e PN{0}) : (z+ Py 1)(2/+P( —1) = Y + Po@)u(y)—1> (1.20)
{#+ Pyoy-1,9 + Pyyy—1} = {2,9} + Po)ysu(y)—r—1-  (1.21)

Lemme 1.38 Soient P une algébre de Poisson filtrée et x,y € P.

1. On a gr(x)gr(y) = { gr(g:y) zzn;(fy) =v(z) +v(y);

0 sinon.

2. On a{gr(z),gr(y)} = { gr({z,y}) si v({z,y}) =v(z) +v(y) — 7

Preuve. Vérifions par exemple le n°l. On a gr(z)gr(y) = (z + Pyg)-1)(¥ + Puy)-1) =
Y + Py (2)4u(y)—1- Cet élément est nul si dans Gr(P) si v(zy) < v(z) +v(y) — 1, c’est-a-dire si
v(zy) < v(x)+v(y); dans le cas contraire, on a v(z)+v(y) = v(zy) et 2Y+ P, (o) 1u(y)—1 = g7 (TY).
Le n°2 se démontre de méme.

Lemme 1.39 Les applications bilinéaires définies par (1.20) et (1.21) munissent ’espace Gr(P)
d’une structure d’algébre de Poisson. Si P est unitaire, alors Gr(P) est unitaire aussi.

Preuve. On considére trois éléments non nuls a, b, ¢ € P et on pose i = v(a),j = v(b), k = v(c).
On a donc gr(a) = a+ P;_; et similairement pour gr(b) et gr(c). Comme les éléments homogenes
engendrent ’espace vectoriel Gr(P), il suffit de vérifier les relations d’associativité et de Jacobi
sur des éléments homogenes. Un calcul simple analogue a celui du lemme précédent permet de
vérifier les identités suivantes :

(gr(a)gr(b)) gr(c) = gr(a) (gr(b)gr(c)) = abe + Piyjyr-1 ; (1.22)

{gr(a);{gr(b), gr(c)}} = {a, {b;c}} + Pigjin—ar-1- (1.23)
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L’équation (1.22) traduit exactement l’associativité du produit sur les éléments homogenes ;
l'identité (1.23) permet de vérifier facilement 'identité de Jacobi. Le fait que les dérivations
hamiltoniennes dans Gr(P) sont des dérivations d’algebres associatives pourrait s’établir de la
méme maniere.

Enfin, si P est unitaire, on a v(1p) = 0. Il est alors immédiat de vérifier que gr(1p) = 1p+P_;
est un élément unité pour Gr(P). Le lemme est démontré.

Soit P est une algebre de Poisson filtrée et 7 = 7(P). Soit  C P un sous-espace vectoriel.
A Tlaide du lemme 1.38, on voit que si @ est stable pour le produit associatif (resp. le crochet
de Poisson), alors Gr(Q) C Gr(P) est aussi stable pour le produit associatif (resp. le crochet
de Poisson). En particulier, si @) est une sous-algebre de Poisson de P, alors Gr(Q) est une
sous-algebre de Poisson de Gr(P).

1.2.3.3 Modules de Poisson filtrés

Soient P une algebre de Poisson filtrée, 7 = 7(P) et M un module de Poisson sur P.

Définition 1.40 On dit que M est un P-module de Poisson filtré si M est filtré, comme espace
vectoriel, par une famille de sous-espaces (M), ., vérifiant les conditions :

(Vn,m € Z) Pan + MmPn - Mn+m ; {Pna Mm} - Mn+m—7’~

1.2.3.4 Module de Poisson gradué associé

Soient P une algebre de Poisson filtrée et M un module de Poisson filtré sur P; on note
7 = 7(P), Gr(P) l'algebre de Poisson graduée associée a P et Gr(M) l'espace vectoriel gradué
associé & M. On définit des applications bilinéaires en posant, pour x € P~ {0} et m € M~ {0} :

(33 + Pv(x)fl)‘(m + My(m)fl) = z.m+ Mu(m)Jru(m)fl)
(m + ]\41/(m)71)‘(‘r + ‘Pll(w)*l) = mr+ Mu(x)Jru(m)fl?
{x + Pu(z)flv m+ sz(m)fl}M = {.CU, m}M + My(x)JrV(m)fol-

Lemme 1.41 Soient P une algébre de Poisson filtrée et M un P-module de Poisson filtré.
Soient x € P et m € M.
gr(x.m) si v(z.m) =v(x)+v(m);
0 stnon.
Une formule analogue permet de calculer gr(m).gr(x).

2. On a {gr(z). gr(m)}ar = { grifamh) s vz mha) =v(z) + vm) =7

1. On a gr(z).gr(m) = {
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Preuve. On omet ici la démonstration, qui est tout a fait similaire a celle du lemme 1.38.

Lemme 1.42 Les applications bilincaires définies précédemment induisent une structure de
Gr(P)-module de Poisson sur l’espace Gr(M).

Preuve. Ici encore, la démonstration est omise.

Soient P une algebre de Poisson filtrée P, 7 = 7(P) et M un P-module de Poisson filtré.
Soit N C M un sous-espace vectoriel. A T’aide du lemme 1.41, on peut voir que si N est stable
pour l'action associative a gauche (resp. a droite, resp. 'action de Lie), alors le sous-espace
Gr(N) C Gr(M) est aussi stable pour l'action associative a gauche (resp. a droite, resp. I’action
de Lie). En particulier, si N est un sous-module de Poisson de M, alors Gr(NN) est un sous-
module de Poisson de Gr(M).

1.2.3.5 Filtration de I’algébre enveloppante de Poisson

Soit P une algebre de Poisson filtrée par une famille de sous-espaces {P,},cz; on note
7 = 7(P). Soit A = A(P) 'algebre enveloppante de Poisson de P. Reprenons les notations 1.24.
On construit une famille { A, },cz de sous-espaces de A comme suit. Pour tout n € Z, on pose
d’abord a, = (Py)x + (Pn)p + (Potr)w-. Ensuite, on pose :

Ap= > an ..., (1.24)

ni+...+np<n

Pour tout élément = € P,, on a donc xy,x, € A, et 5 € A,_; (un tel phénomene de décalage
apparait aussi avec les graduations, voir la proposition 1.35).

Proposition 1.43 On conserve les notations ci-dessus. La famille {Ap}nez définie par (1.24)
est une filtration de l’algébre associative A(P). Soit M un espace vectoriel filtré. Alors M est
un P-module de Poisson filtré si et seulement si M est un A(P)-module & gauche filtré.

1.2.3.6 Filtrations et topologie

Soit P une algebre de Poisson filtrée. On munit P de la topologie définie par sa filtration.
Alors les applications (x,y) € P? — x.y € P et (z,y) € P2 — {x,y} € P sont continues. De
méme, si M est un P-module de Poisson filtré, muni de la topologie naturelle, les applications
structurelles (xr,m) € Px M —axzm e M, (m,x) e M x P— m.x € M et (xz,m) € P x M
{z,m}r € M sont continues.
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1.2.3.7 Filtrations et localisation

Soit P une algebre de Poisson filtrée par une famille (), ., ; on note 7 = 7(P). On suppose
que D'algebre associative Gr(P) est integre. Soit S C P un systeme de Ore a gauche. On pose
Q = S7'P et, pour tout n € Z :

Qn=1{s"'p|(s,p) €S xP et v(p)—rv(s) <n}.

On suppose enfin P localisable au sens de la définition 1.9, c’est-a-dire que le crochet de Poisson
de P se prolonge en un crochet de Poisson sur Q.

Proposition 1.44 Avec les hypothéses précédentes, on a :
1. Pour tous p,q € P : on a v(pq) = v(p) + v(q).
2. Supposons s 1p=1t"1q € Q ~ {0}. Alors v(p) — v(s) = v(q) — v(t).
3. La famille (Qn),,cz est une filtration de l’algebre de Poisson Q. On a, pour tout n,m € 7Z :
{Qn, Qm} C Qnim—r. Plus précisément, on a 7(Q) = 7(P).

4. Posons ¥ = {gr(s) | s € S} C Gr(P). Alors ¥ est un systeme de Ore a gauche dans
Gr(P) et on a un isomorphisme naturel d’algébres associatives :

»1Gr(P) = Gr(S~'P). (1.25)

5. Le crochet de Poisson de Gr(P) se prolonge de maniére unique en un crochet de Poisson
sur le localisé ¥~1Gr(P). L’isomorphisme du n°4 est un isomorphisme d’algébres de Pois-
son.

Preuve. Vérifions le n°1. Soient p,q € P~ {0}. On a donc gr(p), gr(q) € Gr(P) ~ {0} ; comme
Gr(P) est integre, gr(p)gr(q) # 0. D’apres le lemme 1.38, on a gr(p)gr(q) = gr(pq). En se
servant du fait que v(x) = deg gr(x) pour tout z € P, il vient v(p) + v(q) = v(pq).

Vérifions le n°2. Si s7'p = t7!¢ dans Q ~ {0}, il existe a,b € P tels que ap = bq et
as = bt € S. En appliquant le n°1, on a v(a) + v(p) = v(b) + v(q) et v(a) + v(s) = v(b) + v(t),
d’ou v(p) — v(s) = v(q) — v(t). Remarquons que 'application v induit une application © définie
sur @ tout entier et vérifiant U(x) = v(p) — v(s) si x = s~ 'p : d’apres ce qui précede, v(x) est
indépendant de I’écriture de x comme fraction a dénominateur dans S. En particulier, on voit
que lorsque x € P, on a v(z) = v(x), autrement dit on a :

(YneZ) : QuNP =P, (1.26)

Dans la suite, on écrira encore v au lieu de .
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Démontrons le n°3. 11 est clair que la famille (@), est une famille croissante de sous-
espaces d’intersection nulle et dont la réunion est () tout entier. Soient n, m € Z. Pour voir que
QnQm < Qntm, on procederait comme dans la démonstration du n°2. Vérifions que {Qn, Qm} C

Qnim—r- Pour s71p e Pet t71q € Q tels que v(p) — v(s) <net v(qg) —v(t) <m,ona:
{s7lpt gy =t s o gh —t s s qds it s p it g s T s s g

Or —v(t™Y) —v(s) +v({p,q}) < v(p) +v(q) — 7 —v(t) —v(s), dott t s {p,q} € Quim_r. De
méme, les trois autres termes de la somme de droite sont dans Qp4y—r; finalement on a bien
{s71p,t71q} € Qnim_-. L'entier 7(Q) est le plus grand entier ¢ vérifiant {Qn, Qm} € Qnim—t
pour tous n,m € Z. Il vient donc 7(Q) > 7(P). Par ailleurs, pour ¢t = 7(Q), on a aussi d’apres
(1.26) :

{Pna Pm} cPn {Qna Qm} cPn Qn+m7t = Pnerfta

d’ott comme précédemment 7(P) > 7(Q). On a donc bien 7(P) = 7(Q).

Démontrons le n°4. Montrons d’abord que X est un systéme de Ore a gauche dans Gr(P).
On a déja 1g,(py = gr(lp) € X. De plus, pour s,t € S, on a gr(s)gr(t) = gr(st) par intégrité
de Gr(P) donc ¥ est une partie multiplicative de Gr(P). Ses éléments étant non nuls, ils sont
aussi tous réguliers. Il reste a établir que X vérifie la condition de Ore a gauche.

Soient o € ¥ et m € Gr(P). Il existe s € S et des éléments {p;}i<j<n dans P tels que :

n
og=gr(s) et m=> gr(p;),
j=1

ol les m; = gr(p;) sont homogenes, de degrés deux a deux distincts. D’apres le lemme d’existence
de dénominateurs communs [27, lemme 2.1.8], il existe t € S et rq,...,7, € P tels que tp; = rjs
pour tout j € {1,...,n}. Notons 7 = gr(t) € ¥ et p; = gr(r;) € Gr(P). De I'intégrité de Gr(P)
on déduit, pour tout j € {1,...,n}:

Ty = gr(t)grp;) = gr(tp;) = gr(rjs) = gr(rj)gr(s) = pjo,

doum(m +...+m) = (p1+ ...+ pn)o, avec T € X. C'est bien la condition de Ore a gauche.

On peut & présent considérer le localisé X~1Gr(P). L’identité (1.26) signifie que la filtration
de P est induite sur P par celle de ). On en déduit une inclusion naturelle Gr(P) — Gr(Q).
Or les éléments de X sont inversibles dans Gr(Q) : on vérifie en effet que, pour s € S, on a
gr(s)~t = gr(s™!) dans Gr(S7'P). On a donc un morphisme d’algebres associatives injectif
Y~1Gr(P) — Gr(S~'P). Enfin, il est facile de voir que ce morphisme est aussi surjectif.

Pour le n°5, il reste & observer que le crochet de Poisson sur ¥~ 'Gr(P) défini par I'isomor-
phisme (1.25) prolonge le crochet de Poisson naturel sur Gr(P). La proposition est démontrée.

On considere a présent le cas particulier ot P admet un corps des fractions (a gauche), c’est-
a~dire le cas ou P est integre et ou I'ensemble S = P ~ {0} est un systéme de Ore (& gauche).
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On notera K = Frac(P) le localisé S~!P. On suppose toujours que I'algebre associative Gr(P)

est integre. Le corps K est naturellement filtré par la famille { K} avec :

nez’
K,={q¢'p|pgeP; q#0; v(p) —v(g) <n}.

On notera encore v 'application filtration définie sur K tout entier. On a :

Corollaire 1.45 Soit H [’ensemble des éléments homogénes non nuls de Gr(P). L’algébre
graduée associée Gr(K) s’identifie naturellement au localisé de Gr(P) en H. L’inclusion natu-
relle Gr(P) — Gr(K) est un morphisme d’algébres de Poisson.
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Chapitre 2

Dimensions et degrés de
transcendance des algebres de
Poisson

Introduction

Dans ce chapitre, on cherche a généraliser les notions de dimension et degré de transcendance
de Gelfand-Kirillov dans le cadre plus général des algébres de Poisson, en vue d’appliquer cette
théorie aux algebres de Lie de dimension infinie et a leurs algebres enveloppantes et symétriques.

La premiere partie est une exposition générale de la notion de croissance des fonctions définies
sur N, & valeurs réelles positives. Cette notion est trés voisine des notions classiques [24, 33].
Ensuite, pour tout entier ¢ > 1, on introduit une famille de fonctions de jauge ® dépendant
d’un parametre réel o > 0, considérée par Pétrogradsky en [33]. La comparaison de la croissance
d’une fonction f & la croissance des fonctions ®%, & ¢ fixé, permet de définir un invariant de
la croissance de f appelé dimension de niveau q de f. Quelques propriétés élémentaires de la
dimension de niveau g des fonctions croissantes sont alors établies.

La deuxieme partie est consacrée a la définition et a I’étude de la notion de croissance pour les
algebres et modules de Poisson. Dans le cas particulier d’'une algebre associative ou d’une algebre
de Lie, on retrouve la théorie classique [24, 33, 37]. La croissance d’une algebre de Poisson P
repose sur la notion de sous-espace engendré par des monémes de Poisson en des éléments d’un
sous-espace X, définie de maniere a tenir compte des deux lois de composition sur P, & savoir la
multiplication associative et le crochet de Poisson. Lorsque X est un sous-espace générateur de
I’algebre de Poisson P, on note yx(n) la dimension du sous-espace engendré par des monomes
de Poisson de degré au plus n en les éléments de X. On montre que la croissance de la fonction
vx est indépendante du choix du sous-espace générateur X ; on peut alors définir, pour tout
entier ¢ > 1, la notion de dimension de niveau g d’une algebre de Poisson. Pour ¢ = 1,2 et 3, on
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retrouve les notions classiques de dimension d’espace vectoriel, de dimension de Gelfand-Kirillov
et de superdimension des algebres associatives. Cette partie s’acheve par la comparaison de la
dimension de niveau ¢ d’une algebre de Lie et des dimensions de niveau g + 1 de ses algebres
enveloppante et symétrique (théoreme 2.63). Les résultats obtenus ici sont un peu moins précis
que ceux obtenus par Pétrogradsky en [33]; toutefois, il convient de noter que dans le cas ou
g = 2, on peut omettre une condition technique figurant dans les hypotheses de [33, proposition
2]. Un argument classique permet alors d’établir I’existence d’un corps enveloppant pour une
tres large classe d’algebres de Lie.

Dans la troisieme partie, on définit une notion de degré de transcendance de niveau q pour
les algebres de Poisson par le méme procédé que celui employé dans [19] pour définir le degré
de transcendance de Gelfand-Kirillov a partir de la dimension de Gelfand-Kirillov. En suivant
Particle de Zhang [42], on étudie brievement les propriétés générales de ce degré de transcendance
dans le cadre des localisations d’algebres de Poisson filtrées. Les théoremes obtenus sont alors
appliqués pour démontrer le résultat suivant (théoreme 2.78). Soit g une algebre de Lie telle que
Dim?(g) < oo pour un entier ¢ > 1. Alors on a :

Tdeg?™! Frac (U(g)) = Tdeg?t! Frac (S(g)) = Dimd*t! U(g) = Dim4*+! S(g) < Dimf(g).

Avec une condition supplémentaire (peu restrictive dans la pratique) sur g, la derniere inégalité
est une égalité. Pour ¢ = 1, on retrouve les théoremes classiques sur le degré de transcendance
de Gelfand-Kirillov des corps enveloppants d’algebres de Lie de dimension finie [19, 24, 42]. Pour
q > 2, les résultats semblent nouveaux.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K quelconque.

2.1 Croissance et dimension des fonctions

2.1.1 Notion de croissance

Notations 2.1 Soient f,g: N — R deux fonctions définies sur N, a valeurs réelles et positives.
On écrira f < g s’il existe un entier C' > 0 tels que f(n) < g(Cn) pour n assez grand. On écrira
f =X g si, pour tout réel p > 1 : f < pg.

Cette notion est légerement différente de celles utilisées par Pétrogradsky en [33] et par Krause
et Lenagan dans [24]. L’utilité de cette modification apparaitra au lemme 2.4. La relation =<
est une relation de pré-ordre, c’est-a-dire qu’elle est réflexive et transitive. On peut donc définir
une relation d’équivalence ~ sur I’ensemble des fonctions de N vers R en posant f ~ g si
f = get g = f.Lorsque f < g mais pas f ~ g, on écrira f < g. Enfin, on notera I'(f) la
classe d’équivalence de f modulo ~ : I'(f) est appelée croissance de f. Notons que la relation
de pré-ordre =< induit une relation d’ordre, encore notée =<, sur ’ensemble des croissances de
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fonctions.

Remarque 2.2 Dans toute la suite, on s’intéressera essentiellement au comportement des fonc-
tions au voisinage de +o0o. En particulier, on identifiera souvent implicitement des fonctions
coincidant partout, sauf en un nombre fini de points. On pourra donc parfois se contenter de
définir une fonction f uniquement sur un sous-ensemble de N de la forme {N, N +1,...} avec
N > 1; on pourrait poser f(k) = 0 pour k € {0,1,...,N — 1} pour que f soit effectivement
définie sur N tout entier.

Terminologie 2.3 Soit f : N — Ry une fonction. Si f < exp(n), la fonction f est dite a crois-
sance sous-exponentielle.

Pour les fonctions définies sur N, a valeurs dans R, il existe par ailleurs une relation d’équivalence
plus classique, définie de la maniére suivante. Pour f,g: N — R, on notera f = g s’il existe une
application p: N — R telle que lim p(n) =1 et f(n) = g(n)p(n) pour tout n > 0.

n—oo

Lemme 2.4 Soient f,g: N — Ry deuz applications a valeurs positives.
1. On suppose f =~ g : on a alors f ~ g. La réciproque est fausse.

2. Il existe des fonctions croissantes f,g : N — Ry telles que f ~ g mais que l’'on ait ni f g,
nig<f.

Preuve. Démontrons le n°l. Soit p > 1. Comme f = ¢ il existe N > 1 tel que pour tout
n>N: f(n) <pg(n), dou f < pg. Comme p est arbitraire, on a f < g et par symétrie f ~ g.
La réciproque est fausse, comme on le voit en posant par exemple f(n) =n et g(n) = 2n.

Passons a la démonstration du n°2. On définit tout d’abord une suite strictement croissante
d’entiers (ny),~, par récurrence de la maniere suivante :

ny=1 ; nk+1:nk—|—ni si k>1.

Pour tout & > 1, 'ensemble [ng,ngi1[ est un intervalle de longueur ngi 1 — ng = nz dans N.
Considérons ensuite deux suites réelles positives croissantes (fx),~; et (gr),>; telles que, pour
tout £ > 1, 'on ait :

92k—1 < for—1 < for < gok-

Autrement dit, on impose la condition g,, < f,, si m est impair et f,,, < gm, si m est pair. On
définit alors f,g : N — R, par :

(Vn € [ng,nga, = f(n)=fe et g(n) =g

29



Démontrons a présent que f et g sont incomparables pour la relation <. Supposons f < g : il
existe N,C > 0 tels que pour tout n > N, f(n) < g(Cn). Pour k suffisamment grand, on a
ng > N ; en particulier on a alors fi, = f(ng) < g(Cng). Par ailleurs, pour k assez grand, on a
aussi Cny, —ny, = (C' —1)ng < ni ; dans ce cas, on a Cng € [ng, ng41[ et, par suite, g(Cng) = gi.
On a donc, pour tout k£ suffisamment grand, fi < gi, ce qui est une contradiction lorsque k est
impair. On n’a donc pas f < g. De méme, on démontrerait que 'on n’a pas g < f. Enfin, en
choisissant les suites (fx);>; et (gk);>; de sorte que klggo fx/gr =1, on a aussi f =~ g.

2.1.1.1 Opérations sur les croissances

Lemme 2.5 Soient f,g,f',9 : N — Ry des fonctions croissantes et positives. On suppose
f2fetg=yg.
1. Ona f4+g=f +4g et fg=f'g. En particulier si f ~ f' et g~g', alors f+g~ f'+ ¢
et fg~ [f'g'.
2. On a sup(f,g) 2 sup(f’',¢') et inf(f,g) = inf(f',g'). En particulier si f ~ f' et g ~ ¢,
alors sup(f, g) ~sup(f’,g') et inf(f,g) ~ inf(f’,g").

Preuve. Par transitivité, on peut supposer g = ¢’. Pour tout p > 1, il existe C, N > 0 tels que
f(n) < pf'(Cn) lorsque n > N. En utilisant la croissance et la positivité de g, il vient :

f(n) +g(n) < pf(Cn)+g(n) < pf(Cn)+ pg(Cn),

d'ou f+g<p(f +g). Il vient f+ g < f’ + g. Similairement on voit que fg < f'g'.

Montrons maintenant que inf(f,g) =< inf(f’,g). Soit p > 1. Pour n assez grand, on a
inf(f,g)(n) < f(n) < pf'(Cn) par hypothese et inf(f,g)(n) < g(n) < pg(Cn) par croissance
et positivité de g. Il vient inf(f,g)(n) < pinf(f’, g)(Cn) pour n assez grand, autrement dit :
inf(f,g) <pinf(f’, g), d’ott inf(f, g) < inf(f’, g). De méme on montre que sup(f, g) < sup(f’, g).

D’apres le lemme précédent, les classes d’équivalence de fonctions croissantes N — R peut
étre muni de lois de composition bien définies et compatibles avec la relation d’ordre naturelle
=< de la maniére suivante. Pour f,g: N — R, croissantes, on pose :

I(f)+T(g) =T(f+9) et T(/)(g) =T(f9g).

De plus, cet ensemble ordonné est un treillis; autrement dit, pour toutes fonctions croissantes
positives f,g : N — R4, l'ensemble {I'(f),I'(g)} admet une borne supérieure et une borne
inférieure. Celles-ci sont données par :

sup (I'(f),T(g)) =T(sup(f,g)) et inf(I(f),T(g)) =T (inf(f,g)).
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Lemme 2.6 Soient f,g: N — R deuz fonctions croissantes positives.

1. Si f +¢g = f alors sup(f,g) ~ f.
2. Si f~2f et g~ 2g, alors sup(f,g) ~ f+g.

Preuve. Dans le premier cas, on a f < sup(f,g) < f+g = f, d’ou le résultat. Dans le deuxieme
cas, on a sup(f,g) <X f+ g = 2sup(f,g) = sup(2f,2g) ~ sup(f,g), prouvant le lemme.

Définition 2.7 Soit f : N — R une fonction définie sur N, a valeurs réelles. La dérivée discréte
de f est la fonction g: N — R définie par g(0) = f(0) et g(n) = f(n) — f(n —1) sin > 0. On la
notera A(f).

Lemme 2.8 Soit f : N — Ry une fonction a valeurs positives.
1. On a f ~2f si et seulement si, pour tout o >0 : f ~ af.
2. 1l existe des fonctions f telles que f < 2f.
3. Supposons f croissante, non stationnaire. Si la dérivée discréte A(f) est croissante au
voisinage de +00, alors f ~ 2f.

4. Soit F: Ry — Ry une application dérivable. Soit f : N — R la restriction de ¢ a N. Si la
fonction dérivée F' est croissante, alors la dérivée discréte A(f) est croissante aussi.

Preuve. Voyons le n°1. On suppose f ~ 2f. La relation ~ étant compatible avec le produit des
fonctions croissantes positives, il est facile de voir que pour tout k € Z on a f ~ 2¥f. Soit a > 0
un nombre réel. 1l existe k, k' € Z tel que 28 < o < 2F'. Mais alors f ~ 25 f < af < 2K f ~ f,
d’ou f ~ af. L’implication réciproque est triviale. Pour le n°2, on vérifie facilement que si
f(n) = C est constante, ou si f(n) =In(n) pour n > 1, on a f < 2f.

Démontrons le n°3. On pose A = A(f), en particulier A\(n) = f(n) — f(n — 1) pour tout
n > 1. Posons ensuite :

0 si nE{O,...,NO}
9(”)—{ f(n) — f(No) si n>No.

Comme f est croissante, non-stationnaire et que A(f) est croissante au voisinage de +o0o, on a
lim f(n) = 4o0. Il vient f ~ g, d’on aussi f ~ g. Ainsi, pour voir que f ~ 2f, on est ramené a
n—oo

voir que g ~ 2¢g. Posons i = A(g). On a :

_JoO si ne{0,...,No}
,u(n)—{)\(n) si n> Np. '
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On en déduit que p est croissante : par suite, on a pu(k +n) > u(k) pour tous n, k > 0. Il vient,
pour tout n > 1 :

9(2n) —g(n) = p(2n) + ...+ p(n+1) = pn) + ...+ p(1) = g(n) — g(0) = g(n),

d’ott 2g(n) < g(2n). On a donc 2g < g et a fortiori 2¢g < g. Enfin, I'inégalité g < 2¢ est toujours
vérifiée, et 'on a bien g ~ 2g.

Pour le n°4, on utilise le théoreme des valeurs intermédiaires : pour tout n > 1, il existe
0, €ln — 1,n[ tel que A(f)(n) = F(n) — F(n — 1) = F'(#,). Comme la suite {0, },>1 et la
fonction F’ sont croissantes, la dérivée discrete A(f) est aussi croissante.
2.1.2 Dimension et niveau d’une fonction

2.1.2.1 Fonctions de jauge

On va introduire a présent les familles de fonctions de jauge définies par Pétrogradsky [33]. En
comparant une fonction f a ces fonctions de jauge, on obtient ainsi des invariants de croissance,
le niveau et la dimension de f. Définissons par récurrence :

mWn=Inn et InltHp= ln(ln(q) n), ¢g=12,....

On pose alors, pour tous « €]0, 400 et n € N suffisamment grand :

1 B2 _ o $3 _ S L B _ n _
(I)a(n) = (I)a(n) =n-, (I)a(n) - eXp(n +1) ’ (I)a(n) exXp ((h’l(q_3) n)l/a) y 4 475)"'-

Notons que, pour g > 4, les fonctions ®%(n) ne sont pas définies pour n au voisinage de 0.

Lemme 2.9 Pour tous ¢ > 2 et a > 0, on a &L ~ 28%.

Preuve. En se servant du lemme 2.8, n°4, c’est tres facile.

Lemme 2.10 Pour q,r > 1 et o, 8 > 0 on a les inégalités strictes :
1. @4 (n) < @%(n) sia < B;
2. ®4(n) < ®j(n)
3. ®k(n) < exp(n).

s1q <7y

Preuve. Clest le résultat de [33, lemme 1].
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2.1.2.2 Dimensions et niveaux

Soit f : N — Ry une fonction positive. Pour tout ¢ > 1 on appelle dimension de niveau q de
f (resp. dimension inférieure de niveau q de f) la quantité suivante :

Dim(f) = inf{a > 0| f(n) < ®4(n)} (resp. Dim?(f) = supfar > 0| f(n) = B2 (n)} ).

Ainsi Dim?(f), Dim(f) € [0, +oc]. Par construction, il s’agit d’un invariant de la croissance
I'(f). Grace au lemme 2.10, on voit que s’il existe ¢ > 1 tel que Dim?(f) €]0,+oo], alors
Dim"(f) = 0 pour r > g et Dim"(f) = 400 pour r < g. L’entier ¢ est alors défini de maniére
unique et appelé niveau de la fonction f, noté lev(f). S’il existe ¢ > 1 tel que Dim?(f) = +o0
et Dim?(f) = 0, on dira que f est située entre les niveaur q et q + 1.

2.1.2.3 Dimensions fortes

Il est techniquement agréable d’introduire la notion de dimension forte d’une fonction,
légerement différente en général de la notion introduite précédemment. On appelle dimension
forte de niveau q de f (resp. dimension inférieure forte de niveau q de f) la quantité suivante :

stdim?(f) = inf{a > 0 | f(n) < ®(n) pour n assez grand}
(resp. stdim?(f) = sup{a > 0 | f(n) > ®%(n) pour n assez grand}).

Lemme 2.11 On considére un entier ¢ > 1.

1. On suppose q > 2. Soient c,B,e > 0 et p > 1 des réels. 1l existe Ny € N* tel que, pour tout

n> Ny : p@qﬁ(cn) < @%Jre(n).
2. Soit f: N — Ry une fonction. On a : Dim?(f) = stdim?(f) et Dim?(f) > stdim?(f). Si

de plus f est croissante, alors Dim?(f) = stdim?(f).

Preuve. 1l s’agit essentiellement du résultat [33, lemme 2]. On va toutefois en reprendre la
démonstration. Démontrons le n°1 par exemple pour ¢ = 3; les autres cas se traitent de maniere

analogue. Notons b = % et a = ﬁiﬁl' Pour tout entier n > 1, on a I’équivalence :
1
pexp((en)?) < exp(n?) <= exp(n® —n?) < = (2.1)
p
Comme 0 < b < a, on a lim (¢’n’ —n%) = —oo; I'inégalité de droite dans (2.1) est donc vérifiée

n—oo
si n est suffisamment grand.

Démontrons le n°2. Si f(n) < ®&(n) pour n assez grand, on a aussi f < ®&. L’inégalité
Dim?(f) < stdim?(f) est alors claire. De méme, il est facile de montrer que stdim?(f) < Dim?(f).
Il reste a établir les inégalités inverses. On traite séparément les cas ¢ = 1 et ¢ > 2.
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Commencons par le cas o ¢ > 2. Posons « = Dim?(f). Soient p > 1 et ¢ > 0. Il existe
C,N e N* tels que f(n) < p®¢,.(Cn), pour n > N.D’apres le n°1, il existe un entier N’ > N tel
que p®7 , (Cn) < @, (n) pour tout n > N’. Il vient f(n) < <I>a+2€( n) pour n assez grand, d’ou
stdim?(f) < a+2¢. En faisant tendre € vers 0, on en déduit I'inégalité stdim?(f) < o = Dim(f).

Supposons a présent f croissante. On pose maintenant o = Dim?(f). Soit p > 1. Pour € > 0
assez petit, il existe C, N1 € N* tels que ®__(n) < pf(Cn) pour n > Nj. Par ailleurs, il existe
Ny € N* tel que ®2__(n) > p®?_,_((C + 1)n) pour n > Ny. Posons N = max{C N, CNy, C?}.
Pour tout n > N, on peut écrire n = Cm + r, avec 0 < r < C. Comme n > N > C?, on en
déduit que m > C'; en particulier, (C' 4+ 1)m > Cm + C > Cm + r = n. De méme, m > Nj. On
en déduit les inégalités suivantes :

f(n) > f (Cm) (par croissance de f)
2 _.(m) (parce que m > Nyp)
p
> @f 25((0 +1 ) (d’apres le n°1)
> &% , (n) (par croissance de ® ).

On a ainsi montré que f(n) > ®?_,_(n) pour n assez grand. Il vient stdim?(f) > a — 2¢ pour
tout & > 0 assez petit, puis stdim?(f) > « par passage /‘a la limite quand ¢ tend vers 0.

Traitons & présent le cas ot ¢ = 1. On note encore o = Dim?!(f). Pour tous p > 1 et ¢ > 0, il
existe C, N > 0 tel que f(n) < pq)aJrE(Cn) = p(a+¢) sin > N. 1l vient stdim!(f) < p(a + ¢),
d’ott stdim!(f) < « par passage & la limite quand p tend vers 1 et & tend vers 0.

Supposons maintenant f croissante ; on pose o = Diiml( f)- On a, pour tout € > 0 assez petit,
®,_. =X f. Pour tout p > 1, il existe N > 0 tel que « — e < pf(Cn) si n > N. Par croissance de
f, on en déduit, pour n > CN :

a—&
P

L’inégalité stdiml( f) > a s’obtient par passage a la limite quand p tend vers 1 et € tend vers 0.

< f(n).

Remarque 2.12 L’inégalité stdim?(f) < Dim?(f) est stricte en général. Considérons par exemple
f+ N — Ry, définie par f(n) = n si n est pair, et f(n) = 0 si n est impair. Il est clair que
stdim?(f) = 0, et comme ®?(n) = n < f(2n), on a Dim?(f) > 1 (on voit facilement que
Dim?(f) = 1 en fait).

2.1.2.4 Dimension de Gelfand-Kirillov et superdimension

Introduisons, pour une fonction f : N — R les notions de dimension de Gelfand-Kirillov et
de superdimension de f. On pose :
GKdim(f) = limsup lnlf(n) ; GKdim(f) = liminf lnlf(n) ;

n—oo nn n—oo nn
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Sdim(f) = lmsup 22 Sgim(f) = limins 22

N 00 Inn ’ n—00 Inn

Lemme 2.13 [33, Corollary 2] Soit f: N — R, une fonction positive.
1. La dimension forte (resp. dimension inférieure forte) de niveau 1 de f coincide avec la

limite supérieure (resp. limite inférieure) de f :

stdim!(f) = limsup f(n) ; stdim'(f) = liminf f(n).

n—oo n—oo

2. Les dimensions fortes de niveau 2 de f coincident avec les dimensions de Gelfand-Kirillov

de f :

stdim?(f) = GKdim(f) ; stdim?(f) = GKdim(f).

3. Les dimensions fortes de niveau 3 de f coincident, & une normalisation prés, avec les
superdimensions de f :

Sdim(f)

] _ Sdim(f) _
stdim?( f) ~ 1-Sdim(f)’

_Tim(f) ; Stdim3<f)

4. Les dimensions fortes de niveau q > 4 de f peuvent se calculer comme suit :

1= 5, L
stdim?(f) e Inn —Inln f(n)

tdim?(f) = li
stdim?(f) el Inn —Inln f(n)

Preuve. On écrit les démonstrations pour stdim?; le cas de stdim? peut s’établir de la méme
maniere. Supposons d’abord ¢ = 1. Comme ®., = o, on a :

stdim!(f) = inf{a >0 | f(n) < a pour n > 0}.

Par ailleurs, on alimsup f(n) = lim sup{f(k)}; on vérifie alors immédiatement que stdim®(f) =
n—o00 =0 p>n

limsup f(n).

n—oo
Supposons maintenant ¢ = 2. Notons a = stdirnQ( f). Pour tout o > «, il existe N > 1 tel
que pour tout n > N : f(n) < ®2,(n) = n® . 11 vient :

In f(n)

Inn

(Vn>N) :

<a,
d’ott GKdim(f) < o ; en faisant tendre o/ vers a on obtient GKdim(f) < stdim?(f). Démontrons
I'inégalité réciproque. On pose f = GKdim(f). Pour tout 5 > f, il existe N > 1 tel que l'on

ait : |
HP{M} <7,

n>N Inn
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d’ou f(n) < n? pour tout n > N. Il vient stdimQ(f) < ' en faisant tendre 3 vers 3 on trouve
bien stdim?(f) < GKdim(f).

Supposons ensuite ¢ = 3. Observons d’abord qu’on a une bijection croissante © :]0, co[«<]0, 1]
définie par ©(a) = %7 pour tout a €]0,+oo[. La bijection réciproque O~ ! est donnée par
©~1(b) = 1 pour tout b €]0,1[. On pose maintenant o = stdim®(f). Pour tout o/ > «, il
existe N > 1 tel que pour tout n > N : f(n) < ®2,(n) = exp(n®/(*+D). 1l vient :

lnlnf(n)< o
Inn ~ o +1’

(Vn>N) :

d’ou Sdim(f) < o'/(¢/ + 1). En faisant tendre o’ vers «, il vient Sdim(f) < a/(a + 1). En

appliquant ©~!, on obtient ﬁ%idi% < stdim®(f). Similairement, on montre que stdim?(f) <

Sdim(f)
I—Sdim(f) "
Supposons enfin ¢ > 4. Posons & nouveau « = stdim?(f). Pour tout o/ > «, il existe N > 1
tel que :

(Vn>N) : f(n) <exp (n) .

(In(973) p)1/a’

1
Pour tout n > N, on a donc Inln f(n) <Ilnn — — 0?2 p, d’olt 'on tire :
a

o (=2 (n)
(Yn2N) : o 2 In(n) —Inln f(n)’

n@=2 4,

On en déduit comme précédemment que o > limsup , puis que stdim?(f) >

n—oo Inn —Inln f(n)

(=2 pn
lim sup

. L’inégalité réciproque se démontre de maniere analogue.
n—oo Inn —Inln f(n)

Remarque 2.14 D’apres le lemme 2.11, le résultat précédent reste valable en remplacant stdim?
par Dim?; si de plus f est croissante, on peut aussi remplacer stdim? par Dim9.

On cherche maintenant & savoir comment se comportent les dimensions d’un niveau donné
par rapport aux opérations naturelles sur les croissances.

Proposition 2.15 Soient f,g : N — Ry deux fonctions croissantes, positives. On a :
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1. Pourq=1:
Dim'(f + g) = Dim'(f) + Dim'(g) = Dim'(f + ) = Dim'(f) + Dim'(g) ;
Dim'(fg) = Dim'(f) Dim'(g) = Dim'(fg) = Dim'(f)Dim'(g).
2. Pourq=2:
Dim®(f + g) = sup{Dim?(f), Dim*(¢)} ; Dim*(f + g) > sup{Dim*(f), Dim*(9)} ;

Dim?(fg) < Dim?(f) + Dim?(g) ; Dim?(fg) > Dim?(f) + Dim?(g).

3. Pourq>3:
Dim?(f 4 g) = sup{Dim?(f), Dim(g)} ; Dim?(f + g) > sup{Dim?(f), Dim?(g)} ;
Dim?(fg) < sup{Dim?(f), Dim?(g)} ; Dim?(fg) > sup{Dim?(f), Dim?(g)}.

Preuve. Pour le n°1, on observe que pour une fonction croissante f, la limite de f en +o0
existe. D’apreés le lemme 2.13, on a dans ce cas Dim'(f) = Dim'(f) = lim f(n). Des lors, les
identités annoncée sont évidentes. e

Pour le n°2, notons o = Dim?(f) et # = Dim?(g). On peut supposer a > 3. Pour tout £ > 0,
on a, d’apres le lemme 2.10 :

f+g= CDgc—&—e + ¢%+5 = 2¢3+6 ~ (I)gt—l—av

d’ott Dim?(f + g) < o+ ¢. En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient Dim?(f 4 g) < a.. Comme par
ailleurs f < f + g, on a aussi a = Dim?(f) < Dim?(f + g). Les autres inégalités et le cas ¢ > 3
se traitent de méme a l’aide du lemme 2.10.

2.1.3 Partitions généralisées

Le contenu de cette partie reprend essentiellement les parties 1 et 2 de 'article de Pétrogradsky
[33]. La notion de partition généralisée nous permettra d’introduire un opérateur II agissant sur
les suites d’entiers positifs (partie 2.1.3.3). On verra en 2.62 que cet opérateur est exactement
celui qui permet de passer de la croissance d’une algebre de Lie a son algebre enveloppante.
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2.1.3.1 Lemme préparatoire

Lemme 2.16 [33, lemmes 6,7] Soient x,y € N deuz entiers.

. . -1 Y ) >1 >0
1. Onalesmayoratzons:<x+y >§{$ st w21l y=0;

Yy yrost o x>1, y>2.
-1 -1
2. Les fonctions x — (x +y ) ety — (x +y > sont croissantes.
Y Y

2y — 1
3. Pour y suffisamment grand, on a < Y ) > exp(y).
Y

Preuve. On écrit d’abord :

r+y—1\ z+y—-1lao+ty—2 r+1lx (2.2)
y = ” Tyo1 2 T .
. r+z-—1 .
Lorsque z,z > 1 on voit que ———— < x; en majorant chaque terme dans (2.2) par x, on

r4+y—1

Yy
Y = x : 'inégalité (XJ?,/fl) < XY devient alors

trouve bien ( < a¥%. Si y > 2, on utilise 'inégalité précédente avec X = y — 1 et

y—1l+4+2
x

)S(y—l)xﬁzﬂ-

z+y—1

Yy
rapport a la variable x ; on peut voir de méme qu’elle est croissante par rapport a y.

Pour le n°2, on voit sur 'expression (2.2) que ’expression < ) est croissante par

Pour le n3, on utilise I’équivalent de Stirling :

On a, au voisinage de 'infini :

2y — 1 1 /2y 1(2y)% 1 eve¥ 1 1 2%
= - = TY——— " — .
Yy 2\ y 2 e yyy Yy 2y 2.7y

4Y

Comme % >1,ona lim

y——+oo 2, /7Y

e Y = +00. On en déduit alors bien I'inégalité annoncée.
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2.1.3.2 Partitions généralisées

Définition 2.17 Soit a = {a,},~, une suite d’entiers positifs. La suite de partitions généralisées
associée a la suite a est la suite ¢ = 7(a) définie par la formule :

(VReN*) ten= > he(y...,yn), (2.4)
yl?"'7yn€N
Y1+...+nyn=n

ou l'on a posé :

B (s ) :jf[l <yj+”j_1). (2.5)

Yj

On écrira souvent h,, au lieu de hf.

Lemme 2.18 On fize une suite a d’entiers positifs. On définit les fonctions h, = h% comme
ci-dessus.

1. Siyr +2y2 + ... + nyn, = n, alors Uentier hy(y1,...,yn) est le nombre de solutions de
[’équation :
l(zig+...+210)+...+n(zpa1+ ...+ Tpa,) =n, (2.6)

dont les inconnues x; ; € N satisfont a la condition supplémentaire :
Vie{l,...,n} x4+ ...+ Tja =Y

2. Pour tout n > 1, Uentier ¢, défini par (2.4) est le nombre total de solutions de I’équation
(2.6) a inconnues dans N.

Preuve. Le n°2 résulte immédiatement du n°l, que l'on se propose d’établir. Or pour N et
Y donnés, on sait que I’équation X; 4+ ...+ Xy = Y, d’inconnues Xi,..., Xy € N, admet

Y+N-1 : R
exactement v solutions. Le systeme
i1+ .-+ Tie = Y1
Tpl+ .-+ Tna, = Yn
: yi+ar—1 Yn +an —1 .
admet donc bien hy(y1,...,yn) = . solutions.
n Yn

Remarque 2.19
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1. Le terme de partition généralisée est justifié par le fait suivant. Si 'on considere la suite
constante définie par a, = 1 pour tout n > 1, alors ¢, est le nombre de solutions dans N
de l’équation y1 +2y2 + . . . + ny, = n, autrement dit ¢, = p(n) est le nombre de partitions
de lentier n.

2. Les suites a et ¢ sont liées par la relation suivante [5] :
o0 1 [ee)
| P P
— n)an ZC”
n=1 (1 t ) n=0

Le résultat classique suivant, cité par Pétrogradsky en [33], nous sera utile dans le calcul des
dimensions de niveau > 3 des suites de partitions généralisées associées aux fonctions de jauge
f,.

Proposition 2.20 On note p(n) le nombre de partitions d’un entier n > 1. On a, au voisinage

de Uinfini :
~ 1 m\/2n/3
p(n) ~ 4\/§ne .

En particulier, p(n) ~ ®3(n) et p(1) +p(2) + ...+ p(n) ~ ®3(n) aussi.
2.1.3.3 L’opérateur II

Définition 2.21 Soit « une suite croissante d’entiers, a = A(«) sa dérivée discréte. On définit
la suite A = II(«) comme suit : si ¢ = 7(a) est la suite de partitions généralisées associée a la
suite positive a, on pose pour tout n >1: A, =c1 +...+ cp.

On voit, grace au lemme 2.18, que A,, est le nombre de solutions dans N de I’inéquation :
L(zig+...+210) +2.(x21+ ... +224,) ...+ 0(Tp1+ ... +Zpg,) <n. (2.7)
On peut indexer différemment les inconnues z; ; € N. Pour tout n > 1, on pose :
(X1, s Xan) = (@11, s Z1Lays -5 Tnds - - Tnay, )-
On notera par commodité :

= (Xl,...,Xan) N

- (‘Tl,lv"')xl,al;"';J:n,la-"axn,an)'

S

Pour tout k£ > 1, il existe un unique couple (7, j) tels que X}, = z; ;. On vérifie que

i =i(k) =max{s € N* |a; +... + as < k}.
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On observe alors que z est solution de (2.7) si et seulement si X est solution de :

Zn:z'(k:)Xk <n. (2.8)

k=1

Lemme 2.22 Soient «, 3 deux suites d’entiers positifs et A = Il(«), B = TI(8) comme ci-
dessus. S’il existe N > 1 tel que ap, < B, pour tout n > N, alors A, < By.

Preuve. Il suffit de montrer que A, < B,,. Notons a,, b, les dérivées discretes de ay,, 5,. Pour
tout k£ > 1, on note :

i(k) = max{s € N*|a; +...4+as <k} = max{s € N* |a; < k},
j(k) = max{s e N"|by +...+bs <k} =max{s € N*|5; < k}.

Comme a5 < 3 lorsque s > N, on remarquera que j(k) < i(k) lorsque k > ay.

Pour tout n € N*, I'entier A,, est le nombre de solutions X € N% de I'inéquation :

Zni(k')Xk <n. (2.9)

k=1
De méme, B,, est le nombre de solutions Y € Nf» de I'inéquation :

Bm

> i(k)Yi < m. (2.10)
k=1

Lorsque n > N, on va construire une injection de I’ensemble des solutions de (2.9) dans Ien-
semble des solutions de (2.10) avec m = cn, la constante ¢ > 0 étant & définir.

Soit ¢ > 0 (on donnera une valeur explicite pour ¢ plus loin). Soit n > N, de sorte que
an < Bn < Ben. Soit X = (X1, ..., X,,) € N une solution de (2.8). En particulier on a X <n
pour tout k € {1,...,a,}. On définit ¥ = ¢(X) € NP par :

(Vi,... Ya) = (X1, ., Xa,,0,...,0).
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Qn

Par hypothese on a Z i(k) Xk < n. Calculons :

k=1
Ben Qn Qn Qn
iR = D i) Xe =Y (k) —i(k) Xy + > _i(k) X
k=1 k=1 k=1 k=1
<SG — k) X+ 7
k=1
an
< ) (k) —i(k) Xk +n  (car j(k) —i(k) <0 pour k > ay)
k=1
apn anN
< SO i)+ = (1 +3150) - z‘(kz)r) n=cn,
k=1 k=1
anN Ben
avec ¢ = 1+ Z |7(k) —i(k)|. Donc Y vérifie Zj(k)Yk < cn. L’application ¢, qui est clairement
k=1 k=1

injective, envoie bien toute solution de (2.9) sur une solution de (2.10) avec m = cn : le lemme
est démontré.

Considérons une suite croissante d’entiers positifs a = {a,}n>1. On cherche a comparer les
dimensions de niveau ¢ de II(a) en fonction de celles de a (corollaire 2.25). On commence cette
étude par un cas particulier de suites équivaentes aux fonctions de jauge de Pétrogradsky. Fixons
un entier ¢ > 2 et un réel o > 0. Si ¢ = 2, on suppose aussi a > 1. Afin de travailler avec des
fonctions & valeurs entieres, on remplace les fonctions de jauge ®% par des fonctions ¥¢ définies
comme suit. Pour tout n € N :

Vi (n) = [®4(n)],
les crochets désignant la partie entiere. Il est clair que W& ~ ®% pour tout ¢ > 2 et tout
a €)0,+o0[, d’olt aussi U¢, ~ ®f.

On cherche & étudier la croissance de II(W4). On rappelle que, pour une suite (by,),,~; d’entiers

positifs, on note : -

ha(yr, - o) = | <yj 0 1>. (2.11)
j=1

Yj
Lemme 2.23 Fizons un entier n > 1 et posons y, = [}], ot les crochets désignent la partie
kl+b—1
entiere. On pose Hy,(k) = hyp(0,...,0,95,0,...,0) = ([n/ ][ 7]{]’9 >
n

1. Pourk € {1,...,n}, on a Hy(k) < (by)/*.
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2. Pour ke {1,...,[n/2]}, on a H,(k) < nb*.

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 2.16.

Proposition 2.24 Soient ¢ > 2 un entier et o > 0 un réel. Si g = 2, on suppose aussi o > 1.

On a alors :
Dim?™ (¥?) = Dim? I1(¥Y) = o

Preuve. C’est un cas particulier des résultats de Pétrogradsky [33, Propositions 1,2,3]. Il suffit
d’établir les inégalités suivantes :

a < DimT TI(¥4) < Dim?™ TI(PY) < .

L’inégalité centrale est toujours vérifiée, il reste a établir les deux autres. On étudie les cas
q=2,q=3c¢et q> 4 séparément. On pose [, = ¥i(n) et b = A(B) la dérivée discrete de
(. Montrons tout d’abord que A(¥%) ~ A(®%). Pour tout n € N, il existe u, € [0,1] tel que
Ui (n) = [®(n)] = ®L(n) — up, dott A(¥L)(n) = A(®L)(n) — up + up—1. Comme A(PL)(n)
tend vers Uinfini et |u, — uy,| < 2, on en déduit A(VE) ~ A(PE). En particulier, on voit que
A(P?) est croissante (au voisinage de I'infini), de sorte que Dim? A(¥%) = stdim? A(¥g). On e,
déduit en outre :

a—1 siqg=2,

Dim? A(¥?) = Dim? A(VY) = { o sig>3

Pour alléger les notations, on pose maintenant B = II(3), de sorte que 'on a :

Bp= > halyi- ), (2.12)

Y1,--Yn €N
Yy1+...+nyn<n

la fonction h,, étant définie par (2.11). Avec ces notations, on voit aussi que b, < ®%(n) pour
tout n > 1.

Premier cas. On suppose ¢ = 2 et a > 1. On choisit n > 1 suffisamment grand pour avoir
inégalité [n/2] > [n'/(@+D]. On pose p = p, = [nY/(@+D]. D’apres le lemme 2.16 et en utilisant
le fait que by, < ®2(k) = k%, on a :
b — 1
(Z/k =+ Ok ) < (br)! < (K.
Yk

Par ailleurs, comme p < [n/2],ona [n/k] > 1 pour k € {1,...,p—1}. Comme y1+2y2+. . .+ny, =
n, on a aussi y, < n pour tout k ; en appliquant encore le lemme 2.16, on en déduit la majoration :

<yk+bk—1

) < ()} < .
Yk
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Il vient :

n _1 p—1 1 n .
Iy, ) = H<yk+bk ): <yk+bk >.H<yk+bk )
k=1 )

Uk h Uk i Uk
< pbroopbet (p)vr o (n®)¥r
Pn) Q(n)

On a d’une part :
P(n) = e e e

Comme B,-1 < 8, < ®2(p) =p*, on a :

P(n) <n?” = e = exp <n%+1 ln(n)> ~ ®3(n),

67

d’ou P(n) < ®3(n).
Enfin, en passant au logarithme dans I’expression :

R(n) = (@) ...(n")" = P(yp, - yn) (2.13)

on obtient une fonction linéaire des variables vy, ..., y,. Ces variables appartiennent au simplexe
défini par les équations :

Yp+ @+ Dypr1+ ... +nyn <n

donc cette application linéaire atteint son maximum en 1'un des sommets; par conséquent il en
va de méme pour ¢. En notant F(k) = (k*)™*, on en déduit que Q(n) < max{F(p),F(p +

{ Yp > 0,...,yp 20

In(k
1),...,F(n)}. En écrivant F(k) = exp(omnli)), on voit que la fonction F' décroit sur [3, +o0].

Par suite, lorsque n est suffisamment grand, on a max{F(p),F(p + 1),...,F(n)} = F(p). 1l
vient :

n L 1n(n
A <Fp) = ()" = explan™?) ~ explan =TT

In(n)n® @Dy ~ w3 (n).

( (6%
= ex
p a+1

Finalement, on a montré que Q(n) < ®3(n).

En récapitulant les résultats obtenus sur P(n) et Q(n), on a hy(y1,...,yn) =< @303 ~ W3,
Maintenant, en notant s(n) le nombre de solutions dans N de I'inéquation y; + ... + ny, < n,
on a d’apres le lemme 2.20 s(n) ~ ®3(n) et donc :

Bu= Y. ha(y..,un) 2 () (n) ~ 2] ~ B3
yi+...+nyn<n
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deés que o > 1. Ceci prouve que I'on a Dim? TI(¥2) < a.
Démontrons maintenant I'inégalité Dim*(B,) > a. On rappelle tout d’abord que l'on a
stdim?(b,) =a— 1. Sia=1ona:

B, = Z hn(yla---ayn) > Z 1:p(n)~<1>?(n),

y1+...+nyn<n y1+...+nyn<n

d’ott le résultat. On suppose donc a > 1. Soit o/ €]1,a[ : on va montrer que Dim*(B,,) > «’, ce
qui permettra d’en déduire que Dim? (B,) > « par passage a la limite quand o tend vers a.

Comme stdim?(b,) = o — 1, il existe N > 1 tel que, pour tout n > N, on ait b, > no =1 >
O‘/_l]. Choisissons alors n assez grand pour avoir en outre N < [nl/ (O‘,H)] < n; on notera
o’+1)] Posons alors :

[n
p=pn = [/

B = (0,0, 9N, - Yp; 0, ..., 0), (2.14)
ol Y = [kalfl] pour k € {N,N +1,...,p}; on notera y; = 0 sinon. Grace a (2.12), on voit que
n

B,, > h,, lorsque Zk.yk <n. Or
k=1

n P p ’
Shy =3 kpe < Y kAT < kY < (V@) g,
k=1 k=N k=N

Il vient :

By,

v

p P o —1
B Ym +bm — 1 2[m -1 o1
=1 ) 1L (M ) corveetmz e
> exp([N® " H4...4+[p* 1) dapres le lemme 2.16

p
> exp( Y m” 7 —p)
m=N

= exp(p® c1(p)) = exp(n®/ @t Vey(n)) ~ exp(n®/@+1)) = 3,

ou les réels ¢1(p) et ca(n) tendent vers des constantes non nulles lorsque n (et donc p) tendent
vers l'infini. On en déduit alors que ¥3,(n) < B, d'ou ¥3, < B, puis Dim®(B,) > «’. Ceci
prouve bien que I'on a Dim® IT1(¥2) > a.

Deuxiéme cas. On suppose ¢ = 3. On a, pour tout n > 1 : b, < ®3(n) = exp(n®/(**+1)), On
pose a =a/(a+1) et 6 =1/a=1+1/a. On considere n > 1 suffisamment grand pour avoir la

minoration [g] > [(In n — 261n In n)°] > 1. On posera p = p, = [(In n — 26In In 7)°]. On a :

p*<(Inn—25lnnn)’ =Inn—20nlnn,
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d’out exp(p?) < . Comme y; + ...+ ny, = n, on a yr < n/k pour tout k. D’apres le

n
(In n)20
lemme 2.16, n°1, on peut majorer :

b — 1
<yk + O ) < bzk < F(k) = exp(k:“)n/k pour tout & ;
Yk

(yk+;k_1> <y < Gk) =) sik < [n/2).
k

On notera que k — F(k) est décroissante et k — G(k) est croissante. Il vient :

L +bp—1
o = TI(%%0)

Yk
= yk+bk_1 T (s +be—1
- i) ),}1 ()
< GQ).. G( 1).F(p)...F(n)
< G@PFp)...F(n).
On a déja :
nnninn-— nmmn y
G(p)” = exp(ln n.exp(p®).p) < eXP(l - (In n)22i1 = )
< eXP(W) = exp(m) = ol
De plus,

Q(n) = F(p)...F(n) = (exp p*)’ ... (exp n®)’".
L’argument utilisé dans la premiere partie de la démonstration permet de voir qu’il existe k €
{p.p+1,...,n} tel que Q(n) < (exp k*)"* = exp(nk=1/(@1)). Cette dernicre expression étant
décroissante par rapport a la variable k, on peut majorer :

< an/p _ " pt
Q(n) < (expp?) eXp((lnn—25ln In n)ép)

" ~ @4 (n).

Inn—201n In n)l/o‘)

= exp((

En rassemblant les deux majorations ainsi établies, on a donc hy,(y1,...,ys) < ®20% ~ &2
lorsque y1 + ... + yn, < n. Comme il existe s(n) = p(1) + ... + p(n) solutions entiéres a cette
inéquation et que s(n) ~ ®3, on a :

B, = Z hn(ylv"'ayn) js(n)cbi'\“(bi7
Yy1+...+nyn<n
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d’ott Dim*(B,,) < a.

Démontrons & présent que Dim*(B,,) > «. Soit @ = a/(a + 1). On a stdim®(b,) = . On
en déduit que, pour tout o/ < «, il existe un entier Nc > 1 tel que, pour tout n > 1, on ait
by > exp(n®) + 1, avec o’ = o/ /(o +1).

Posons § = 1/a’ = 14+1/a’. On pose aussi p = p,, = [In(n?)?], et on choisit n > 1 suffisamment
grand pour avoir les conditions supplémentaires suivantes :

3.1 n
> [nn?)° et -~ 2> "
n = [In(n)7 e p 27 2In(n?)?
On pose enfin y, = [n/p|. Dans le calcul qui suit, on notera ¢, = b, — 1. On a, en se servant de
I'équivalent de Stirling (2.3) :

B ey o
Yp o Yp' 2mepYp
> (14 yp/cp)P (1 + cp/yp)¥r
- \/ 2T Cpyp

(cp/yp)? > Qn(p)
V2ryp/(eplyp) — V2’

b, — 1

n/p—3/2
ou l'on a posé Qn(p) = ( > . On définit une suite p, par la condition [In(n?)°] =

pnIn(n?)?; en particulier lim p, = 1. En utilisant les minorations :
n—oo

n

In(n2)? et by, —12>exp(p”),

3
— 2>
5 2

N =

n
p
on voit que :

au = () (g —1u(o) )
n W)=\ (In(n2)? P\ 2mn2)e '

P = p% In(n2)*® = p In(n?) = 20 In(n).

Oron a:

Il vient :
n

@n(p) = exp <21+51n(n)5(2p2’ -1) 1“(”))) :

2p8 —1

Comme lim pr/ =1, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout n suffisamment grand, on ait 5150 >
n—oo

Q”(I ) >— € I LO/ (:D()[ (n)
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Il vient :

1
B, = § Bn(Y1s -+ yn) > Hy(p) = o, ~ @t
2mn
Yy1+...+nyn<n

d’ott Dim*(B,,) > . En faisant tendre o/ vers a, on en déduit que Dim* II(¥3) > a.

Troisieme cas. On suppose ¢ > 4. On pose par commodité r = ¢ — 3 et a = 1/a. Pour tout

k> 1,onab, < ®L(k) = exp (m) On considere n > 1 suffisamment grand pour avoir

n
aussi les inégalités [5] > [In n] > 1. On posera p = p, = [In n|. Comme précédemment, pour

Y1+ ...+ ny, =n, on a les majorations :

Yk + bk - 1> Y
<b}} < F(k)=exp(————) pour tout k ;
( Yk <b < Fk) P ((ln(r) n)“) P
(yk+bk_1) Syzk < G(k) :exp(ln n. exp (LD si k< [n/2].
Yk (In( p)a

On notera que k — F(k) est décroissante et k — G(k) est croissante. On vérifie que F(p) =
exp (m) et que :
G(p)? =exp (In n In n 0 "7 < exp(vn) = 3.
Comme dans les premier et deuxieéme cas, on en déduit la majoration, pour n assez grand :
By, < 3(n) 2L ()i (n) ~ 2L (n),

d’ott Dim?*! TI(®Y) < a.
Il reste & établir que Dim?(B,) > a. Soit a = a/(a 4+ 1). On note toujours b = A(¥2).
Comme dans le cas ¢ = 3, on montre que, pour tout o < a, il existe un entier N > 0 tel que

n
(Vn>N) : b, >exp (hl(q_g)(n)l/o‘/> + 1.

On pose p = p, = [In(n)], et on choisit n > 1 suffisamment grand pour avoir la condition
A 3 n 3 L n N Qn(p)
supplémentaire — — 3 > > ) On a, comme dans le deuxieme cas, Hy,(p) = o AVEC

n

. n/p—3/2
Qn(p) = <bp 1> :

On montre alors que :

1 n
() > ~1]] > ~ @1
@n(p) = exp (n ((ln(q—:s) In(n))V/e’ >> = P <C(ln(q_2) n)l/a’) al ’
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d’ott 'on déduit comme précédemment que Dim?+! (vd) > a.

Corollaire 2.25 Soient {an}n>1 une suite croissante d’entiers positifs et ¢ > 2 un entier. Si
q =2, on suppose Dim?(a,) > 1. On a alors les inégalités suivantes :

Dim?(a) < Dim?™ I(a) < Dim?™ II(a) < Dim‘(a).

Preuve. Comme la suite a est croissante, on a @ = Dim%(a) = stdim?(a) et § = Dim?(a) =
stdim?(a). Pour ¢ > 0 suffisamment proche de 0, il existe donc un entier N > 1 tel que, pour
tout n > N :

\Pqﬁ—a(n) S Qn S \Ilgz-i—e(n)'

D’apres le lemme 2.22, il vient H(\Il%_g) = I(a) < H(\IJ%+E). Compte tenu de la proposition
2.24, on en déduit par passage aux dimensions :

B —e < Dim? 1 1I(a) < Dim?* H(a) < a +«.

Le résultat du corollaire provient du passage a la limite quand ¢ tend vers 0.

2.2 Croissance et dimension des algebres et modules de Poisson

2.2.1 Sous-espaces engendrés par des monomes
2.2.1.1 Algebres de Poisson

Notations 2.26 Pour toute algebre de Poisson P et tous sous-espaces X,Y C P on notera :
X+xY=XY+YX+{X Y} (2.15)

Définition 2.27 Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace vectoriel. On définit
par récurrence une famille croissante de sous-espaces {Xp(n)},>1 de P de la maniére suivante :
Xp(l) =X et, pourn >1:

Xp(n+1)=Xp(n)+ > Xp(i)*Xp(j). (2.16)
i+j=n+1

On dira que Xp(n) est le sous-espace engendré par les mondémes de Poisson de longueur au plus
n en les éléments de X.

Par construction, on a donc les inclusions suivantes, pour tous 2,5 > 1 :

Xp(i) x Xp(j) € Xp(i+ ), (2.17)
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autrement dit Xp(i)Xp(j) € Xp(i+j) et {Xp(i), Xp(j)} € Xp(i+j). Le sous-espace P(X) =

U Xp(n) est alors une sous-algebre de Poisson de P ; plus précisément c’est la sous-algebre de
n>1
Poisson de P engendrée par X.

Lemme 2.28 Soient P une algébre de Poisson, X C P un sous-espace vectoriel et {Xp(n)}n>1
la famille définie a partir de X comme précédemment. On a, pour tout n > 1 :

Xp(n—l—l) :Xp(n)—i-X*Xp(n). (2.18)

Preuve. On note pour simplifier X (k) au lieu de Xp(k). On va d’abord établir Iinclusion
suivante, pour tous z,5 > 1 :

X@)* X)) CX*xX(i+j—1). (2.19)

On procede par récurrence sur i. Pour ¢ = 1 c’est évident, parce que X (1) = X. Supposons a
présent la relation 2.19 établie pour tout i € {1,...,k} et établissons-la pour i = k + 1. On a
X(k+1)=X(k)+ X xX(k), dou:

X(k+1)x X(j) € X (k) * X(5) + (X x X () x X(j)-

Par hypothese de récurrence on a X (k) X(j) C X « X(k+j—1) C X « X(k + j). Examinons
le deuxieme terme. On écrit X » X (k) = X. X (k) + X (k). X + {X, X(k)}, d’'ou 'on déduit :

(X x X(k)x X(7) = ( X (k) + X (k). X +{X, X(k)}) X(5)
X (7). (XX (k) + X (k). X +{X, X (k)})
{X (k) + X (k). X +{X, X(k)}, X(j)}

On a, d’apres (2.17) :

(X.X(K).X(j) = X.(X(k)X(J) S XX([G+k) CX+X(G+k);
(X(k).X).X(7) = X(k).(XX(4) € X(k).X(j+1),

d’ou, par hypothese de récurrence : (X (k).X).X(j) € X » X (k + j). Ensuite, en utilisant le fait
que {.,.} est une bidérivation, on a :

({X, X(k)})-X(5) C{X, X (k). X (7))} + X (k) {X, X (5)}-
Compte tenu de (2.17) et de I'hypothese de récurrence, il vient :

({X, X())})-X () C {X, X (k + )} + X (k)X + 1) © X X (k + ).
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Ceci prouve que (X. X (k) + X (k).X + {X, X(k)}) . X(j) C X*X(j+k). Un argument symétrique

permet de voir que X (j) (X.X (k) + X (k).X +{X, X(k)}) € X *« X(j + k). Pour établir que

{X.X(k)+X(k).X+{X,X(k)},X(j)} € X +xX(j+ k) on procederait de maniere analogue.
On peut a présent établir le lemme. Pour tout n > 1, on a, d’apres 2.19 :

X(n+1) = X()+ > X>@)*X())
i+j=n+1

X(n)+ Y XxX(i+j—1)=X(n)+X*X(n)CX(n+1),
i+j=n+1

N

c’est la formule annoncée.

Remarque 2.29 Une algebre de Poisson peut étre engendrée par un sous-espace de dimension
finie en tant qu’algebre de Poisson sans étre de type fini comme algebre associative. Par exemple,
si g est de dimension infinie et engendrée par un sous-espace de dimension finie X C g, l'algebre
de Poisson S(g) est engendrée par K+ X, qui est de dimension finie. Par contre, en tant qu’algebre
associative seulement, S(g) s’identifie & une algébre de polynémes & une infinité de variables et
n’est donc pas de type fini.

2.2.1.2 Cas des algebres associatives ou de Lie

Pour des algebres associatives ou de Lie, il existe déja des notions classiques de sous-espaces
engendrés par des mondmes (voir par exemple [33]). On va voir que la notion introduite ici en
est une généralisation.

Soit (.S, -) une algebre associative ou de Lie. Les sous-espaces engendrés par les mondmes de
longueur < n en les éléments de X sont définis classiquement de la maniere suivante : X' = X
et, pour n > 1 :

X" =X"+ X X" (2.20)

Pour les algebres associatives, cela signifie que tout élément de X™ est une combinaison linéaire
de produits d’éléments de X de la forme zixs ...z, ou k < n. Dans le cas des algebres de Lie,
cela signifie que tout élément de X™ est une combinaison linéaire de crochets itérés d’éléments
de X de la forme [z1, [, ..., [Tk—1, k] ...]] avec k < n.

Lemme 2.30 Avec les notations précédentes, on a pour tout n > 1 : X™ = Xp(n). Autrement
dit, pour la structure de Poisson naturelle sur une algébre associative ou de Lie, les sous-espaces
engendrés par les monomes de Poisson de longueur < n ou par les monomes classiques de lon-
gueur < n en les éléments de X sont les mémes.
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Preuve. On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 étant clair.

Supposons dans un premier temps que S est associative. Pour X, Y C §, ona X xY =
X-Y+Y -X+[X,Y]=X-Y+Y-X. Supposons avoir Xp(k) = X* pour tout k € {1,...,n};
on a alors :

Xp(n+1) = Xpn)+ > Xp(i)xXp(j)=X"+ > X -XJ
i+j=n+1 i+j=n+1
C X"+ ) X'XIcxmth
i+j=n+1

L’inclusion X" C Xp(n + 1) étant claire, le résultat est démontré si S est associative.

Supposons maintenant que S est une algebre de Lie, et notons [.,.] son crochet. Pour X,Y C
S,onaalors XxY = XY +Y.X+[X,Y] =[X,Y]. Pour tout n > 1, on a d’apres la définition
(2.20) et le lemme 2.28 :

xntl — xn + [X,Xn] = Xp(n) +X*Xp<n> = XP(TL+ 1),

d’ot1 le résultat si S est une algebre de Lie.

2.2.1.3 Monoémes de Poisson

Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace. On considere la suite {Xp(n)}n>1
des sous-espaces engendrés par les monomes de Poisson en les éléments de X définie en 2.27.
Par ailleurs, on peut considérer P comme une algebre de Lie seulement (en oubliant la structure
associative) ; on a alors une autre famille de sous-espaces {X}},>1, & savoir les sous-espaces
engendrés par les monémes de Lie en les éléments de X définis par les formules (2.20). Ces
sous-espaces sont liés par les identités suivantes :

Lemme 2.31 Avec les notations précédentes, on a, pour tout n > 1 :

Xp(n)= > X{XP.XP
g1t Hik<n

Autrement dit, tout élément de Xp(n) se décompose comme combinaison linéaire d’éléments
de la forme & ...&, ot chaque & est un crochet itéré d’éléments de X de la forme & =
{Ze, - A%k jo—1, Tk b - - -1}, avec g ; € X pour tous k,j et j1+ ...+ jip < n.

Preuve. On pose S, = Z Xile : Xi’c On veut démontrer que Xp(n) = S, pour

Jit+je<n
tout n. Grace aux relations (2.17), 'inclusion Xp(n) 2 S, est évidente ; on va démontrer I'inclu-

sion réciproque par récurrence. Pour n = 1, on a Xp(1) = X = Sy ; supposons a présent n > 1
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et Xp(k) C Sy pour tout k < n. Soient i, j < n tels que i + j = n + 1. Alors :

1 J J
XXpn) € X} > XP.XY
Ji+-+je<n
C > XP . X = Spt.
Jo+ii+..+je<n+l

De méme, on montre que Xp(n)X C S,11. Enfin, compte tenu du fait que {.,.} est une
bidérivation d’algebre associative :

{X,Xp(n)} C > {x X XY)
Jit..+iesn

t
SO X XTTHX XX XY

-
Jit...+je<n s=1
t
J1 Js—1 vy 147s v Is+1 Jt
C E E XL "'XL XL XL "'XL
Jit..+je<n s=1

i1+ Fie<n+1

Il vient : Xp(n+1) = Xp(n) + X * Xp(n) C Sp41. Le lemme est démontré.

2.2.1.4 Modules de Poisson

Notations 2.32 Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P. Soient
X C P et E C M deux sous-espaces vectoriels, on pose :

X+E=XE+EX+{X,E}yCM. (2.21)

Définition 2.33 Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P. Soient

X C P et E C M deux sous-espaces vectoriels. On définit par récurrence une suite {Eq(n)}, <,

de sous-espaces de M de la maniére suivante : E3(1) = E et, pour n > 1 :

Ey(n+1)=Ex(m)+ Y Xp(i)*Ex(j). (2.22)
i+j=n+1

Remarque 2.34

1. Lorsque M = P considéré comme un P-module de Poisson et qu’on choisit X = E, on a
E{(n) = Xp(n) pour tout n > 1.
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2. Pour tous i,j > 1, on a Xp(i) x E37(j) C Ex(i + 7).

Si X est un sous-espace générateur de P, le sous-espace M(FE) = U E3(n) est un sous-

n>1
module de Poisson de M. Plus précisément, c’est le sous-module de Poisson de M engendré

par E. En particulier, M est de type fini si et seulement s’il existe un sous-espace £ C M de
dimension finie tel que M = M(F). Si de plus P est de type fini, on peut choisir X de dimension
finie aussi; dans ce cas, tous les sous-espaces Eﬁ(n) sont de dimension finie.

Lemme 2.35 Soient P une algébre de Poisson, M un module de Poisson sur P et X C P,
E C M deux sous-espaces. On a, pour tout n > 1 :

EX(n+1)=EX(n) + X « Ex;(n).
Preuve. On procede de méme que dans le lemme 2.28.

Soit M un P-module de Poisson. Comme M peut étre considéré comme un module a gauche
sur l'algebre enveloppante A(P), on s’intéresse a la comparaison des sous-espaces de monomes
comme définis ci-dessus dans M en tant que P-module de Poisson et dans M en tant que A(P)-
module a gauche.

Lemme 2.36 Soient P une algébre de Poisson, A = A(P) son algébre enveloppante et M un
P-module de Poisson, considéré comme un A(P)-module a gauche. Soient X C P, E C M deux
sous-espaces. On note [X]o C A(P) le sous-espace de P engendré par les éléments xy,x, et T
tels que x € X et [X] = [X]o + K.1q4 C A(P) le sous-espace de A(P) engendré par [X]o et
lélément unité 14. On a :

X+xE=[X)g-E e E+X«+xE=[X] E.

Preuve. La deuxieme identité résulte immédiatement de la premiere. Démontrons celle-ci. Le
sous-espace X * F est engendré par les éléments :

x.m, m.x ou {z,m}y, avec z € X, m € E.

Par définition de la structure de A(P)-module a gauche sur M, il s’agit exactement des éléments
de la forme :
Tx-M, Tp-MOU T -m, avec v € X, m € E.

Or ces éléments engendrent bien le sous-espace [X]o - E : le lemme est démontré.
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Soient P une algebre de Poisson, M un module de Poisson sur P et A = A(P) lalgebre
enveloppante de P. On considére des sous-espaces E C M et X C P. Notons [X] C A le sous-
espace engendré par X, + X, + X et I'édlément unité 14 € A. On définit des sous-espaces

Eﬁ’P(n) et EE\);}’A (n), pour n > 1, de la maniére suivante. Les sous-espaces Eﬁ’P(n) sont ceux

définis par E])\;’P(l) = E et la relation de récurrence (2.22). Les sous-espaces E][\i[(]’A(n) sont

définis classiquement par :
E][\i[(]’A(n) — [X]n—l X E,

avec la convention [X]% = K14 (voir par exemple [24, chapitre 5]).

Proposition 2.37 Avec les notations précédentes, on a :
(Yn>1): ENT(m)=EXAm).

Preuve. Pour alléger les notations on notera E¥(n) et E4(n) au lieu de E]\)f[’P(n) et E][é[q’A (n).
Pour n = 1 on a bien EF(1) = E = E4(1). Supposons maintenant n > 1 et E4(n) = EX(n);
montrons que E4(n + 1) = EF(n + 1) aussi. En utilisant le lemme 2.36 et le lemme précédent,
on a:

EA(n+1) = [X]EA(n) = [X]EP(n) = EP(n) + X « EP(n) = EP (n+1).

La proposition est établie.

2.2.2 Croissance et dimensions
2.2.2.1 Notion de croissance

Définition 2.38

1. Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace de dimension finie. On considere
la suite des sous-espaces engendrés par les monomes de Poisson en les éléments de X, notée
{Xp(n)}n>1 et définie en 2.27. Comme X est de dimension finie, I’espace vectoriel Xp(n)
est de dimension finie pour tout n > 1. Dans ce cas, la fonction de croissance attachée a
X est la fonction définie par la formule : yx(P;n) = dim Xp(n). On notera souvent yx (n)
si aucune confusion sur P n’est possible.

2. Soient P une algebre de Poisson, M un module de Poisson sur P, X C Pet E C M
deux sous-espaces vectoriels de dimension finie. On considere la suite des sous-espaces
{E{(n)}n>1 définie en 2.33. Comme X et E sont de dimension finie, I'espace vectoriel
E]\)g (n) est de dimension finie pour tout n > 1. Dans ce cas, on peut définir la fonction de
croissance attachée a E et X par la formule : ’ng(M;n) = dim Ef(n).
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Lemme 2.39

1. Soit P une algébre de Poisson. On suppose que P admet un sous-espace générateur de
dimension finie X. Alors la classe d’équivalence de la fonction de croissance vx modulo
~ ne dépend pas du choix de X.

2. Soient P une algébre de Poisson et M un module de Poisson sur P. On suppose que P et
M admettent des sous-espaces générateurs de dimension finie X C P et E C M. Alors la
classe d’équivalence de la fonction de croissance ’yEX(M; n) modulo ~ ne dépend pas des
choix de X et E.

Preuve. On démontre par exemple le n°1 ; le n°2 se traiterait de la méme maniere. Soient X,Y
deux sous-espaces générateurs finis de P. Il existe N > 0 tel que X soit contenu dans Yp(IV).
Montrons alors par récurrence que Xp(n) C Yp(Nn) pour tout n > 1. C’est clair pour n = 1;
si 'on suppose maintenant que Xp(j) C Yp(Nj) pour tout j € {1,...,n} : on a, en utilisant le
lemme 2.28 :

Xp(n + 1) = Xp(n) + X*Xp(n) - YP(NTL) + YV(N) *YP(NTL) - YP(N(TL + 1))
Il en résulte que vx(n) < vy (Nn), d’ou vx < 7y. Par symétrie, on a aussi vy =< vx.

Le lemme précédent justifie les définitions suivantes :

Définition 2.40

1. Soit P une algebre de Poisson engendrée par un sous-espace de dimension finie X. On
appelle croissance de P et on note I'(P) la classe d’équivalence de vx modulo ~. Celle-ci
est indépendante du choix de X.

2. Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P. On suppose que P et M
admettent des sous-espaces générateurs de dimension finie X C P et E C M. On appelle
croissance de P et on note ' (M) la classe d’équivalence de la fonction v£ + (M;n) modulo
~. Celle-ci est indépendante des choix de X et E. On notera I'(M) si aucune confusion
sur P n’est possible.

D’apres la remarque 1.3, on pourra aussi parler de la croissance des algebres associatives
ou des algebres de Lie, ainsi que de leurs modules. On retrouve ainsi les notions classiques
développées par exemple dans [24] et [33].

2.2.2.2 Dimensions, niveaux

Définition 2.41 Soient P une algebre de Poisson et ¢ > 1 un entier.
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1. Si P est de type fini, on appelle dimension de niveau q de P (resp. dimension inférieure
de niveau q de P) la quantité Dim?(P) = Dim?(I'(P)) (resp. Dim?(P) = Dim?(T'(P))). Le
niveau de P, noté lev(P), est défini par lev(P) = lev (I'(P)).

2. Dauns le cas général, la dimension de niveau q de P (resp. la dimension inférieure de niveau
q de P, resp. le niveau de P) est définie par :

Dim?(P) :sgp{Dimq(Q)} (resp. sgp{mq(Q)}, resp. sgp{lev(Q)}),

ou () parcourt I’ensemble des sous-algebres de Poisson de type fini de P.

Les propriétés générales du niveau des fonctions permet de décrire le niveau d’une algebre
de Poisson P comme suit. S'il existe un entier ¢ € N* tel que Dim?(P) =|0,+o0[, alors
Dim"(P) = 400 pour tout r < ¢ et Dim"(P) = 0 pour r > ¢ : dans ce cas, on a lev(P) = ¢. S’il
existe ¢ € N* tel que Dim?(P) = +o0 et Dim?™(P) = 0, alors P est située entre les niveaux g
et ¢+ 1.

Définition 2.42 Soient P une algebre de Poisson, M un P-module de Poisson et ¢ > 1 un
entier.

1. Si P et M sont de type fini, on appelle dimension de niveau q de M (resp. dimension
inférieure de niveau q de M) la quantité Dim?(M) = Dim%(I'(M)) (resp. Dim?(M) =
Dim?(I'P(M))). Le niveau de M, noté lev(M), est défini par lev(M) = lev (7 (M)).

2. Dans le cas général, la dimension de niveau q de M (resp. la dimension inférieure de niveau
q de M, resp. le niveau de M) est définie par :

Dim?(M) = sup {Dim?(Ng)} (resp. sup {Dim?(Ng)}, resp. sup {lev(Ng)}),
Q:Ng Q,Ng Q:Ng

ou @ C P parcourt I’ensemble des sous-algebres de Poisson de type fini de P et Ng C M
I’ensemble des sous-@-modules de Poisson de type fini.

Remarque 2.43

1. D’apres le lemme 2.13, on voit que pour ¢ = 2, on retrouve la notion classique de dimension
de Gelfand-Kirillov des algebres associatives et de leurs modules. Pour ¢ = 3, on retrouve
(a4 normalisation pres) la notion de superdimension.

2. Soit P une algebre de Poisson de type fini. On munit P de la structure naturelle de P-
module de Poisson décrite dans I’exemple 1.18, n°1. Alors I'(P) = T'P(P) : la croissance
de I'algebre de Poisson P est égale a la croissance du P-module de Poisson P.
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Lemme 2.44 Soient P une algebre de Poisson et M un P-module de Poisson. On a :
Dim! (M) = Dim! (M) = dim(M). (2.23)

En particulier, on a aussi Dim!(P) = Dim'(P) = dim(P).

Preuve. Il est clair qu’on peut se contenter d’établir (2.23) lorsque P et M sont de type fini.
Soient X C P et E C M des sou-espaces générateurs de dimension finie. On note y(n) au lieu

de 7L (M;n). Comme 7 est croissante, on a lim v(n) = limsupy(n) = liminf~(n); d’apres
’ n—oo n—oo n—oo
les lemmes 2.11 et 2.13 on a :

Dim!(M) = Dim' (M) = lim ~(n).

n—oo

Comme M = U E(n) et y(n) = dim E3(n), il est clair que lim ~(n) = dim(M).
w1 n—oo
Le lemme précédent justifie le fait que, dans la suite, on s’intéresse surtout aux dimensions
de niveaux q > 2.

Proposition 2.45 Soit P une algébre de Poisson. On suppose lev(P) < co. Alors toute sous-
algébre intégre de P vérifie les conditions de Ore. En particulier, si P est intégre, P admet un
corps des fractions.

Preuve. Observons d’abord que P ne contient pas d’algebre libre a deux générateurs. En effet,
la dimension de niveau g d’une algebre non-commutative libre est infinie, quel que soit ¢, or il
existe ¢ > 1 tel que Dim?(P) < oco. Soit B C P une sous-algebre intégre : comme B ne contient
pas d’algebre libre non-commutative, B vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite d’apres
le lemme de Jategaonkar [24, proposition 4.13].

2.2.2.3 Croissance de ’algebre associative sous-jacente a une algebre de Poisson

Proposition 2.46 Soit P une algébre de Poisson qui est de type fini en tant qu’algébre asso-
ciative. Alors les croissances de P comme algébre de Poisson et comme algébre associative sont
égales.

Preuve. Soit X C P un systeme générateur de P en tant qu’algebre associative. On note
Xa(n) (resp. Xp(n)) les sous-espaces engendrés par les monomes associatifs (resp. les monémes
de Poisson) de longueur < n en les éléments de X. On note ensuite 74 (n) = dim X4(n) et
78 (n) = dim Xp(n). Comme X4(n) C Xp(n), on a immédiatement 74 (n) < v¥(n).
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Démontrons a présent 'inégalité réciproque. L’algebre associative sous-jacente a P étant de
type fini, il existe un entier N > 1 tel que {X, X} C X 4(2N). Montrons d’abord que, pour tout

n>1,ona{X, Xa(n)} C Xa(n+2N). Par construction, on a X4(n ZX il vient :

(X, Xam)} = DY AXX}PC> > XX, X}x/
k=1 k=1i+j=k—1
n+2N

C Z > ZX”XSXJC Zx’f Xa(n+2N).

k=1i+j=k—1s=1

Maintenant, par récurrence sur n, on démontre que Xp(n) C X (nN). Pour n = 1, c’est vrai
par choix de N. Ensuite, on a d’apres le lemme 2.28 :

Xp(n + 1) = Xp(n) + X*Xp(n) = Xp(n) + XXP<TL> + Xp(n)X + {X, Xp(n)}
C XA(nN)+ X.Xa(nN) + Xa(nN).X + {X, X(nN)}.

On a toujours X.X4(nN)+X4(nN).X C Xsa(nN+1) C Xa((n+1)N). D’apres ce qui précede,
on a aussi {X, Xsa(nN)} C Xa(nN +N)=Xs((n+1)N). Il vient Xp(n+1) C X4((n+1)N),
ce qui acheéve la récurrence. En passant aux dimensions, on a ¥4 (n) < v4(Nn), d’ott I'on déduit
que *y)]? = 'yf}. La proposition est établie.

2.2.2.4 Croissance des modules

Soient P une algebre de Poisson et A(P) son algebre enveloppante. On reprend les notations
1.24. Posons alors [X]| = X + X, + X + K C A(P).

Proposition 2.47 Soit M un module de Poisson sur P. On considére des sous-espaces de di-
mension finie E C M et X C P. Alors la fonction de croissance attachée aux sous-espaces
X CPetECM, considéré comme P-module de Poisson, est égale a la fonction de croissance
attachée a [X] C A(P) et E C M, considéré comme A(P)-module a gauche. En particulier, si
P et M sont de type fini, on a T¥ (M) = TAP)(M).

Preuve. C’est un corollaire immédiat de la proposition 2.37.

Corollaire 2.48 Soient P une algébre de Poisson, M un module de Poisson sur P et ¢ > 1
un entier. Les quantités Dim?(M) et Dim?(M) sont indépendantes du fait que l’'on considére M
comme P-module de Poisson ou comme A(P)-module a gauche.
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La plupart des résultats concernant les croissances des modules de Poisson pourront donc
étre dérivés immédiatement des théoremes relatifs aux modules sur les algebres associatives et
figurant par exemple dans [24].

2.2.3 Propriétés générales

Proposition 2.49 Soient P une algebre de Poisson et M un P-module de Poisson. On suppose
P et M de type fini.

1. Si M = Mj, alors T(M) =) T(Mj).
Jj=1 Jj=1

2. Soit0 - K - M — N — 0 une suite exacte de P-modules de Poisson de type fini.
On a T'(M) = T'(N) + I'(K). Si K est de dimension finie et M est de dimension infinie,
on a I'(M) = T'(N). Si N est de dimension finie et M est de dimension infinie, on a
M) =T(K).

3. Soit J C P un idéal de Poisson tel que J x M = 0, de sorte que M est naturellement
un P/J- module de Poisson. Alors T¥(M) = T'P/(M) : les croissances de M comme
P-module et comme P/J-module sont égales.

4. Soit Ay C End(M) le quotient de l’algebre enveloppante de Poisson A(P) défini par le
morphisme de structure A(P) — End(M). Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

T(M) < e.T(A).

5. Soit a« € Endp(M) un endomorphisme de module de Poisson. On suppose « injectif. Alors
F(n)I'(M/aM) S T'(M).

n
6. Si M = ZM]- et M est de dimension infinie, alors I'(M) = sup{I'(M;)|j=1,...,n}.
j=1

Preuve. Ces résultats peuvent étre obtenus en adaptant les démonstrations de [24, chapitre 5].
On va par exemple établir le n°2. Soient X C P un sous-espace générateur de P. Soit £ C M
un sous-espace générateur de M et F' C N I'image de E dans N. Comme K est de type fini, on
peut supposer que le sous-espace G = FN K engendre K. Pour tout n > 1, on a la suite exacte :

0 — K NEY(n) — Ef(n) — FX(n) — 0,

d’'ott g, x (M;n) = vpx(N;n) + dim (K N Ej;(n)). Par ailleurs, comme E D G = ENK, il est
clair que K N Eqy(n) 2 GE(n) pour tout n > 1, d’ou dim (K N E3;(n)) > va,x (K;n) et donc :

vE,x (M;n) > vrx(N;n) +va,x (K;n).

En passant aux croissances, il vient I'(M) = I'(N) + T'(K).
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Si dim(K') < oo, on peut supposer G = K, de sorte que K N E]\)f[(n) = K pour tout n > 1.
11 vient :
ve,x(M;n) =vpx(N;n) + dim(K).

Si M est de dimension infinie, on a alors vg x(M;n) ~ vpx(N;n), d'ou l'on déduit que
ve.x (M;n) ~ ypx(N;n).

Supposons a présent dim(/N) < oo. On choisit un sous-espace S C M de dimension finie tel
que M = K & S. On peut alors supposer F = G @ S. Comme K est de type fini, il existe N > 1
tel que X x E C GX(N + 1) + S. Démontrons d’abord par récurrence la relation suivante :

(Vn>1) X «GR(n) C GR(N +n) + S. (2.24)
Sin =1, c’est la définition de 'entier V. Pour n > 1, on a :

X «GR(n+1)

X * (G%(n)—i—X*G%(n))

(GR(N +n) +8) + X x (X xGx(n))

Gr(N +n)+ S+ X x (S +Gx(N +n))
GE(N+n)+ S+ X x5+ X «GX(N +n)

S+ GE(N +n)+GE(N +1) + GE(N +n+ 1),

NN NN

d’ou l'inclusion annoncée.
Maintenant on établit, toujours par récurrence :

(Vn>1) Ex(n) CGX(nN +1)+ 8. (2.25)

Pourn=1,ona EX(1)=E=G+S=GEX(1)+S CGE(N+1)+S. Pourn >1:

Ef(n+1) EX(n) + X * Exy(n)
S+GE(Nn+1)+ X * (S+Gi(Nn+1))
S+GENMn+1)+1)+GEIN+1)+GE(N(n=1)+1)

S+ GE(N(n+1)+1).

N 1NN

C’est la relation annoncée. En passant aux dimensions, il vient :
vE,x (M;n) < dim(S) + 6, x (K; Nn + 1) ~ v¢,x (K;n),
et finalement IT'7(E) < TP (K). L’inégalité I'7(K) < TP (E) a été établie précédemment.

Corollaire 2.50 Soient P une algébre de Poisson et M un P-module de Poisson. Soit ¢ > 2
un entier.
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n
S M= ZM]-, alors Dim?(M) = max{Dim?(M;) |j = 1,...,n}.
j=1

Soit 0 - K — M — N — 0 une suite exacte de P-modules de Poisson de type fini. On a
Dim?(M) > max{Dim?(N),Dim?(K)}. Si K est de dimension finie et M est de dimension
infinie, on a Dim?(M) = Dim?(N). Si N est de dimension finie et M est de dimension
infinie, on a Dim?(M) = Dim?(K).

Soit Ay € End(M) le quotient de 'algébre enveloppante de Poisson A(P) défini par le
morphisme de structure A(P) — End(M). Alors Dim?(M) < Dim?(Ar).

. Soit o € Endp(M) un endomorphisme de module de Poisson. On suppose « injectif. Alors

Dim?(M) > Dim?(M/aM) + 1 et, si ¢ > 3 : Dim?(M) > Dim? (M /aM).

Proposition 2.51 Soit P,Q deux algébres de Poisson de type fini.

1.
2.
3.

Si Q est une sous-algébre ou un quotient de P, on a T'(Q) X T'(P).
'PeQ)=T(P)+I'(Q).

Soient I,J des idéaux bilatéres de P. Alors sup{T'(P/I),I\(P/J)} =< T(P/(I N J)) =
T(P/I) +T(P/J).

. Si P=A et Q= B sont associatives et unitaires, on a I'(A® B) =T'(A)['(B).

Soit J C P un idéal de Poisson contenant un élément régulier a gauche ou da droite dans
P. Alors T'(n)I'(P/J) <T'(P).

S0 —J — P —Q — 0, ouJ est un idéal de dimension finie et P est de dimension
infinie, alors I'(P) =T'(Q).

Preuve. On va démontrer le n°4. Notons T'= A® B. Soient X C A,Y C B deux sous-espaces
générateurs ; on peut supposer 14 € X,1p €Y, de sorte que Ax(n) = X" et By(n) =YY" pour
tout n. On pose Z = X ® Y C T, qui est un sous-espace générateur de T' contenant 17. On a
alors :

Tyn)=2"=(X@Y)"CX"@Y"=(X"0K).(KoY") C 2".2" = Z°",

d'ott vz(T;n) < vx(A;n)yy(B;n) < vz(T;2n). Or pour toute fonction croissante f et toute
constante C' > 1, on a toujours f(n) ~ f(Cn); il vient vz(T;n) ~ vx(A;n)vyy(B;n), d’ou le
résultat.

Corollaire 2.52 Soit P,Q deux algébres de Poisson de type fini et ¢ > 2 un entier.

1.
2.

Si Q est une sous-algébre ou un quotient de P, on a Dim?(Q) < Dim?(P).
Dim?(P @& Q) = max{Dim?(P), Dim?(Q)}.
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3. Soient I, J des idéaux bilatéres de P. Alors Dim?(P/(INJ)) = max{Dim?(P/I),Dim?(P/J)}.
4. Si P= A et Q = B sont associatives et unitaires, on a
Dim?(A) + Dim?(B) < Dim*(A ® B) < Dim*(A ® B) < Dim?(A) + Dim?(B).
Siqg>3:
max{Dim?(A),Dim?(B)} < Dim?(A ® B) < Dim?(A ® B) < max{Dim?(A4), Dim?(B)}.
5. Soit J C P un idéal de Poisson contenant un élément régulier a gauche ou da droite dans
P. Alors Dim?(P) > Dim?(P/J) + 1 et, pour ¢ > 3 : Dim?(P) > Dim?(P/.J).

6. 90— J — P — Q — 0, ou J est un idéal de dimension finie et P est de dimension
infinie, alors Dim?(P) = Dim?(Q).

2.2.3.1 Localisation

Proposition 2.53 Soient P une algébre de Poisson de type fini et Q@ C P un systéme de Ore
a gauche formé d’éléments centrauz relativement au produit associatif et au crochet de Poisson.
Le localisé Q™' P est naturellement une algebre de Poisson. Soit X C Q~'P un sous-espace de
dimension finie. Alors T'(yx(Q71P;n)) X T(P).

Preuve. On note Q = Q7 !'P. 1l existe un élément d € Q \ {0} tel que dX C P. Posons alors
Y = dX + Kd + K. Montrons que, pour tout n > 1, Qx(n) C d""Yp(n).

Pour n = 1, cela résulte de la définition de Y. Supposons le résultat valable jusqu’a ’ordre
n. Soient 7, 7 < n. En utilisant le fait que d est central pour le produit associatif, on a :

Qx()Qx(j) Cd™'Yp(i)d 7 Yp(j) C d "DVp(i +j) ;

en utilisant le fait que d est central pour le crochet de Poisson, c¢’est-a-dire constant pour toutes
les dérivations hamiltoniennes de P, on a :

{Qx (), Qx ()} S{d""Yp(0),d7Yp(j)} = d”HH{Yp(i). Yp(i)} Cd THVp(i + ).
Maintenant, en réinjectant dans la relation
Qx(n+1)=Qx(n)+ Y  Qx(HQx()+{Qx(),Qx()}
i+j=n+1

et en observant que d"Yp(n) = d~("t1) . dYp(n) C d~"*DYp(n+ 1), on obtient bien la relation
Qx(n) Cd"Yp(n).

Corollaire 2.54 Soient P une algébre de Poisson et 2 C P un systeme de Ore a gauche formé
d’éléments centrauz relativement au produit associatif et au crochet de Poisson. Soit ¢ > 2 un
entier. Alors Dim?(Q~1P) = Dim?(P) et Dim?(Q~!P) = Dim?(P).
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2.2.3.2 Graduations et filtrations

Soit P une algebre de Poisson graduée, M = EBM (%) un module de Poisson Z-gradué en

kEZ
dimension finie. On note Ap/(P) C End(M) le quotient de 'algebre enveloppante A(P) défini

par le morphisme de structure A(P) — End(M). On note dy;(n) = Z dim M ®).

Proposition 2.55 On suppose M et P de type fini. Alors I'(M) < I'(dpr). Si de plus Ap(P)
est graduée en dimension finie, alors T' (M) =T'(dyy).

Preuve. Clest le résultat de [24, lemme 6.1].

Soit P une algebre de Poisson filtrée. On considere un P-module M, filtré par une famille de
sous-espaces { My }nez. On notera dys(n) = dim(M,). Rappelons que l'espace vectoriel gradué
Gr(M) est naturellement un module gradué sur ’algebre de Poisson Gr(P).

Proposition 2.56 On utilise les notations précédentes.
1. On a TO"P)(Gr M) < TP (M) < T'(dy).
2. Si de plus Ay (P) est filtrée en dimension finie, alors TG"(P)(Gr M) = T'P(M) = T'(dyy).

Corollaire 2.57 Soit P une algébre de Poisson filtrée. On a I'(Gr(P)) < I'(P).

2.2.3.3 Algebres de Poisson commutatives

Le premier résultat ci-dessous souligne 'importance de tenir compte des crochets de Poisson
sur une algebre associative et commutative lors des calculs de dimensions.

Proposition 2.58 Soit P une algébre de Poisson commutative, munie du crochet trivial {.,.} =
0. Alors Dim*(P) = 0.

Preuve. Comme le crochet {.,.} est trivial, les sous-algebres de Poisson de P sont exactement
les sous-algebres associatives de P. Soit () C P une sous-algebre de P de type fini. Comme @
est commutative, on a Dim?(Q) = GKdim(Q) < oo, donc Dim?(Q) = 0. Par passage au sup, on
en déduit que Dim?(P) = 0.
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Remarque 2.59 On verra que pour des algebres commutatives P munies d’un crochet de Pois-
son non nul, on peut avoir Dim?(P) # 0 pour ¢ > 3 (voir le corollaire 2.63 lorsque P est ’algebre
symétrique d’'une algebre de Lie).

Proposition 2.60 Soit P une algébre de Poisson commutative en tant qu’algébre associative.
Soit X C P un sous-espace de dimension finie. On définit par récurrence X*(1) = X et
Xm+1) = XE(n) + {X,X(n)} pour n > 1. On note tx(n) le degré de transcendance
au sens classique de la sous-algébre commutative engendrée par Xt (n). Alors v§ = (tx).

Preuve. On note Xp(n) le sous-espace de P engendré par les monomes de Poisson de longueur
< n en les éléments de X. Notons Tx = II(tx), ou lopérateur II est défini en 2.21. On veut
démontrer que dim Xp(n) > Tx(n).

Notons d = A(tx), de sorte que d(i) = tx(i) — tx(i — 1) pour i > 2 et d(1) = tx(1). Soit
n > 1 un entier. Comme tx (n) = trdeg K[X*(n)], on peut choisir des éléments algébriquement
indépendants x; j, avec i € {1,...,n} et j € {1,...,d(n)}, tels que x; ; € XL(i) pour tout i. Les
monomes de la forme

k11 k1,ac1) kn,1 kn,d(n)
M(k) = M(k1,1,- - knam) =217 - Ty g1y Tl Ty

pour k variant dans N‘x (™) sont linéairement indépendants. De plus, chaque xfjj e XE(i)k C
Xp(ik; ;). Par suite, on voit que M (k11,...,kp 4(n)) € Xp(n) si la condition

(k'l,l + ...+ kl,d(l)) +...+ n(kn,l +...+ kn,d(n)) =n

est satisfaite. Par définition cette inégalité admet T'x (n) solutions telles que k; ; € N pour tous
i et j, donc on a bien dim Xp(n) > Tx(n).

2.2.4 Algebres de Lie et algebres enveloppantes

Soient g une algebre de Lie, U(g) son algebre enveloppante et S(g) son algebre symétrique,
munie du crochet de Poisson qui prolonge le crochet de Lie de g. On cherche ici a comparer les
dimensions de niveaux ¢ de g, U(g) et S(g).

Supposons d’abord g engendrée par un sous-espace vectoriel de dimension finie X. Alors
l'algebre U(g) est engendrée par X comme algebre associative et S(g) est engendrée par X
comme algebre de Poisson. On notera 7§ (n) (resp. 7% (n), 75y (n)) les fonctions de croissance
assocides et A} (n) (resp. \é(n), A5 (n)) leurs dérivées discrétes.
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On choisit maintenant une base {u1,ug, ...} de g de la maniere suivante :

Ui, ..., Uy, est une base de X =gx(1);
Uny41y- -+ Uny+ny €st une base de gx(2) modulo gx(1) ;

Unytnoto.tng+1s -+ s Ungfnot.tnptnpy, €St une base de gx (k + 1) modulo gx (k) ;

En particulier, on a pour tout k > 1: ni+...+n; = dimgx (k) = 7% (k), soit encore ny = A% (k).
D’apres le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt, les monomes {u;, ... uj, |71 < ... < ji} forment
une base de U(g).

Pour le lemme qui suit, on a besoin de la notion de longueur d’un élément dans une algebre
de Poisson. Soit P une algebre de Poisson engendrée par un sous-espace quelconque X C P.
Pour tout p € P, on notera I (p) = inf{n > 1 [p € Xp(n)} la longueur de p relative au systeme
générateur X. Cette notion recoupe bien les notions usuelles de longueur des éléments dans des
algebres de Lie ou associatives.

Lemme 2.61 Soit g une algébre de Lie de type fini et {ui,us,...} une base de g construite
comme ci-dessus. Soient ji,...,j, > 1 des entiers (non nécessairement ordonnés). On a :

l?il((g)(ujl ujk) = lé‘((g)(ujl ujk) = lé((ujl) +. lé((ujk)'

Preuve. On peut par exemple procéder comme dans la démonstration de [39, proposition 1].

Proposition 2.62 Soient g une algebre de Lie de type fini et X C g un sous-espace générateur
de dimension finie. Notons fyg(,fyz)”( et fy}% les fonctions de croissance associées a X dans g, U(g)
et S(g) respectivement. Alors on a :

U S
’YX:’YX:H(’Y)Q()a
ou lopérateur 11 est celui défini en 2.21.

Preuve. On établit le lemme pour I'algebre enveloppante U(g) ; le cas de Palgebre symétrique
se démontre de méme. Notons X = A(W4) et A = A(y%). Montrons que pour tout k > 1,
ML (k) est le nombre de solutions de 1'équation :

1.(711,1 +...+ n17/\(1)) + 2.(%271 +...+ HQ,A(Q)) +...+ k.(nk,l +...+ nk)\(k)) =k, (2.26)

ou les inconnues n; ; sont dans N. Par définition de I'opérateur II, ceci signifie bien que Vz)”( =
I (7%)-
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Soit M = uj, ...u;, un mondéme de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur k. D’apres le lemme
2.61, on voit que les u; apparaissant dans la décomposition de M sont tous de longueur < £,
autrement dit vérifient j < ni 4 ...+ ng. Par suite, on peut écrire tout monome de Poincaré-
Birkhoft-Witt de longueur k de la maniere suivante :

_ N 1,A(1) Nk,1 N (k)
M(nig, o mgam) = Uy U A=) 41 U D)+ A ()

avec des exposants n; ; € N. La longueur d'un tel monoéme est précisément
1.(711’1 +...+ n17>\(1)) + 2.(’[7,271 + ...+ 7127)\(2)) + ...+ k‘.(nk71 +...+ nk7/\(k)),

donc (111, - .,y (k) est une solution de (2.26). On peut donc définir une application évidemment
surjective entre 'ensemble des monoémes de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur k£ et ’ensemble
des solutions de (2.26); le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt entraine aussi qu’elle est injec-
tive. La proposition est démontrée.

En appliquant le corollaire 2.25, on obtient :

Corollaire 2.63 Soient g une algébre de Lie de type fini, U(g) son algébre enveloppante et S(g)
son algébre symétrique.

1. Pour tout ¢ > 1, on a Dim? U(g) = Dim? S(g) et Dim?(g) = Dim? S(g).
2. Pour toutq>1, on a:

Dim‘(g) < Dim?* ¢(g) < Dim?** U(g) < Dim4(g).

Preuve. Le n°l résulte immédiatement de la proposition précédente, car les fonctions de crois-
sances dans S(g) et U(g) attachées & un sous-espace générateur X C g sont les mémes. Le n°2
résulte du corollaire 2.25 si ¢ > 2. Si ¢ = 1, compte tenu du fait que Dim!(g) = Dim'(g) = dim(g)
et Dim? = GKdim, ¢’est une reformulation des résultats de la théorie classique (voir par exemple
[24, exemple 6.9]).

Corollaire 2.64 Soit g une algébre de Lie telle que lev(g) < co. Alors l'algébre U(g) admet un
corps des fractions.

Preuve. Silev(g) < oo, on a lev U(g) < lev(g) + 1 > oo. Par suite, U(g) est integre et de
niveau fini : d’apres la proposition 2.45, U(g) admet bien un corps de fractions.
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2.3 Degrés de transcendance

Dans cette partie, les algebres de Poisson considérées seront toujours unitaires et localisables
au sens de la définition 1.9 : autrement dit, le crochet de Poisson de P se prolonge & tout localisé
de P. Rappelons que c’est le cas si P est une algebre associative avec le crochet {z,y} = zy —yz
ou si P est commutative (proposition 1.13). Enfin, pour tout sous-espace Y C P, on notera P(Y)
la sous-algebre de Poisson engendrée par Y.

L’étude générale des degrés de transcendance de niveau ¢ (sections 2.3.1 & 2.3.3) est inspirée
de I'étude du degré de transcendance de Gelfand-Kirillov par Zhang [42].

2.3.1 Définitions

Définition 2.65 Soient P une algebre de Poisson et ¢ > 1 un entier. Le degré de transcendance
de niveau q de P est défini par la formule :

Tdeg?(P) = sup i%f Dim? P(bX),
X

ou X parcourt ’ensemble des sous-espaces de dimension finie de P contenant 1p et b I’ensemble
des éléments réguliers de P.

Pour ¢ = 2 et P une algebre associative, muni du crochet de Poisson {z,y} = zy — yz, on
retrouve la notion de degré de transcendance de Gelfand et Kirillov défini en [19]. Pour ¢ =1
on a le résultat suivant :

Proposition 2.66 Soit P une algébre de Poisson de type fini. Alors Tdeg!(P) = dim(P).

Preuve. On rappelle que Dim!(P) = dim(P) pour toute algebre de Poisson P. Si P est de
dimension finie, on a Dim!(Q) < Dim!(P) pour toute sous-algebre de Poisson @ C P, d’ol1 I'on
déduit facilement que Tdeg!(P) < dim(P). Etudions I'inégalité réciproque. Si Tdeg!(P) = oo,
on a aussi Dim!(P) = co. Si Tdeg!(P) < oo : soit X C P un sous-espace de dimension finie. On
a:

inf Dim!' P(bX) < oo,

donc il existe un élément régulier b € P tel que dim P(bX) < oco. Dans ce cas, b est un élément
régulier de ’algeébre de dimension finie P(bX) : en particulier, b est inversible dans P(bX). Dans ce
cas, X = b~L.bX CP(bX), dout P(X) C P(bX) et aussi Dim! P(X) < Dim! P(bX) < Tdeg!(P);
finalement on a aussi Dim!(P) = sup Dim! P(X) < Tdeg'(P).

X

Dans tout ce qui suit, on pourra se limiter a I’étude du cas ou ¢ > 2. Comme dans la
partie 2.1.2.2 pour les fonctions, on voit que s’il existe ¢ > 1 tel que 0 < Tdeg?(P) < oo, alors

68



Tdeg"(P) = oo sir < g et Tdeg?(P) =0sir > ¢:on dira que P est de niveau de transcendance
g, on notera ¢ = Tlev(P). On voit facilement que Tlev(P) < lev(P).

2.3.2 Localisations

Dans tout ce qui suit, un entier ¢ > 1 est fixé.

Notations 2.67 Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace de dimsension finie
contenant 1p. On note
I%.(P) = irl}f Dim? P(bX),

b décrivant 'ensemble des éléments réguliers de P. On a donc Tdeg?(P) = sup I%(P).
X

Proposition 2.68 Soient P une algébre de Poisson et S C P une partie de Ore a gauche. Alors
Tdeg?(S~'P) < Dim4(P).

Preuve. Soit X C S~!P un sous-espace de dimension finie. Il existe s € S tel que s.X C P;
dans ce cas on a Dim? P(sX) < Dim?(P) et par suite :

irb1f Dim? P(bX) < Dim‘(P).
11 vient alors Tdeg?(P) = sup irl}f Dim?(bX) < Dim?(P), c’est ce qu’on voulait.
X

Les résultats qui suivent sont établis dans [42, paragraphe 3] pour les degrés de transcen-
dance de Gelfand-Kirillov.

Proposition 2.69 Soient P une algebre de Poisson et S C P un systeme de Ore 4 gauche dans
P.

1. Soit P C Q C S™'P une algebre de Poisson intermédiaire entre P et S~ P. Alors :

Tdeg?(Q) = sup Ix,(Q),

Xo C P parcourant l’ensemble des sous-espaces de dimension finie de P contenant 1p.
2. SiPCQ1CQsC S™IP on aTdeg?(Q2) < Tdeg?(Q1).
3. 8iPCQCS P, on aTdeg?(S~'P) < Tdeg?(Q) < Tdeg?(P).
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Preuve. Démontrons le n°l. Comme P C @, il est clair que

sup 1%, (Q) < sup I%(Q) = Tdeg!(Q).
XoCP XCQ

Réciproquement, soit X C @ un sous-espace de dimension finie contenant 1¢. Il existe s € S tel
que sX C P. Soit Xg = Klp +sX : on a donc X C s~ X,. Maintenant, si b € Q est régulier,
I’élément bs € @ est régulier aussi. Il vient :

I9(Q) = irgf Dim? P(bX) < ilIylsf Dim? P(bsX)
< inf Dim P(bss™ ' Xg) = inf Dim? P(bXo)

= I5,(Q) S;uCpPI?(O(Q)-

Par passage au sup, on en déduit Tdeg?(Q) < sup 1;1(0 (Q).
XoCP

Démontrons le n°2. Sous nos hypothéses, on voit que si un élément b € Q est régulier dans
Q1, alors b est aussi régulier dans @Qs. Il vient, pour Xg C P :

I1%,(Q2) = yod Dim P(bXo) < ynf Dim? P(bXo) = I, (@),

puis en passant au sup on obtient Tdeg?(Q2) < Tdeg?(Q1). Le n°3 est un cas particulier du n°2.

Proposition 2.70 Soit P une algébre de Poisson intégre ; on suppose Tdeg?(P) < oo. Alors P
vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite. On a de plus Tdeg?(Frac P) < Tdeg?(P).

Preuve. Il suffit de démontrer que P vérifie les conditions de Ore. Supposons par exemple
que P ne vérifie pas la condition de Ore a gauche : il existe z,y € P tels que Pz N Py = {0}.
Soit X = K + Kz + Ky. Pour tout b € P non nul, l'algebre associative K[bz, by] est isomorphe
a Palgebre non-commutative libre & deux générateurs Libs. Comme P(bX) DO Kbz, by], on a
Dim? P(bX) > Dim?(Liby) = 00 ; on a donc I%(P) = oo puis Tdeg?(P) = co.

Remarque 2.71 Contrairement a la proposition 2.45, on ne peut rien dire en général sur les
sous-algebres quelconques de P. Par exemple, le corps de Weyl Dy (C) contient une sous-algebre
non-commutative libre, mais Tdeg? D;(C) = 2 (voir [19, 28]).

Théoréme 2.72 Soit P une algébre de Poisson intégre. On suppose que P admet un corps de
fractions qui est de type fini comme corps gauche. Alors :
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1. Tdeg?(P) = igf{Dimq(Q)}, Q@ C P parcourant ’ensemble des sous-algébres de Poisson de
type fini telles que Frac(Q) = Frac(P).

2. Soit X C P un sous-espace de dimension finie contenant 1p. Si Frac P(X) = Frac(P),
alors Tdeg?(P) = I%(P).

Preuve. Démontrons le n°l. Soit Q C P une sous-algebre de Poisson de type fini telle que
Frac(Q) = Frac(P). Comme Q C P C Frac(Q), on a Tdeg?(P) < Tdeg?(Q) < Dim?(Q). 11
vient :

Tdeg?(P) < igf Dim‘(Q).

Réciproquement, on veut montrer que Tdeg?(P) > infg Dim?(Q). On peut supposer Tdeg?(P) <
00, sinon c’est trivial. Comme P est de type fini, il existe X C Frac(P) de dimension finie tel
que Frac(P) = Frac P(X). Quitte & remplacer X par le sous-espace de P engendré par les
numérateurs et les dénominateurs des fractions non-commutatives composant une base de X,
on peut supposer X C P. On a alors :

I%.(P) = irl}f Dim? P(bX) < Tdeg?(P) > oo.

Il existe b € P non nul tel que Dim? P(bX) < co. On en déduit que P(bX) vérifie les conditions
de Ore. On a alors Frac P(bX) O X, d’ou

Frac P(bX) D Frac P(X) = Frac(P).

Il vient :
Tdeg?(P) > Ig((P) = iII}f Dim? P(bX) > igf Dim‘(Q).

Pour le n°2 : on peut supposer Tdeg?(P) < oco. Soit X C P un sous-espace de dimension
finie contenant 1p et tel que Frac P(X) = Frac(P). Soit b # 0. Comme précédemment, si
Dim? P(bX) < oo, on a Frac P(bX) = Frac P(X) = Frac(P). Dans ce cas, on a les inégalités :

Tdeg?(P) > I%(P) = inf Dim? P(bX) > ilgf Dim? P(X) = Tdeg?(P).
Définition 2.73 Une algebre de Poisson P est stable si, pour ¢ = lev(P), on a :
1. Tdeg?(P) = Dim?(P);
2. pour tout systeme de Ore & gauche S C P, on a Tdeg?(S~!P) = Tdeg?(P).

Proposition 2.74 Soit P une algébre de Poisson admettant un corps de fractions.
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1. Si Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P) alors, pour toute sous-algébre de Poisson P C @ C Frac(P)
on a Tdeg?(Q) = Tdeg? Frac(P).
2. L’algébre P est stable si et seulement si Dim?(P) < Tdeg? Frac(P).

3. Si P est stable et Q) C Frac(P) vérifie Frac(Q) = Frac(P), alors Dim?(Q) > Dim?(P). Si
de plus Dim?(Q) = Dim?(P), alors Q est stable.

4. Si P est stable et Q@ C P wvérifie Frac(Q) = Frac(P), alors Dim?(Q) = Dim?(P) et Q est
stable.

Preuve. Pour le n°l, il suffit de considérer les inégalités :
Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P) < Tdeg?(Q) < Tdeg?(P).

Vérifions le n°2. Si P est stable, on a Dim?(P) = Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P). Réciproquement,
on considere un systeme de Ore a gauche S C P. On calcule alors :

Tdeg? Frac(P) < Tdeg?(S™'P) < Tdeg?(P) < Dim?(P) < Tdeg? Frac(P).

Il vient Tdeg?(S~!P) = Tdeg?(P) et P est stable.
Démontrons le n°3. On a Dim?(P) = Tdeg? Frac(P) = Tdeg? Frac(Q) < Dim?(Q). Si
Dim?(Q) = Dim?(P), on a Dim?(Q) = Tdeg? Frac(Q), d’ou la stabilité de ) d’apres le n°2.
Pour le n°4 il suffit de voir que Dim?(Q) = Dim?(P) d’apres le n°3. Or

Dim?(Q) < Dim?(P) = Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P) = Tdeg? Frac(Q).

D’apres le n°2, @ est stable et Dim?(Q) = Tdeg? Frac(Q) = Tdeg? Frac(P) = Dim(P).

2.3.3 Filtrations

Proposition 2.75 Soit P une algébre de Poisson unitaire filtrée. On suppose Gr(P) intégre.
1. Pour tout ¢ > 1, on a Tdeg?(P) > Tdeg? Gr(P).

2. Supposons en outre P localisable. Si Dim?(P) = Dim? Gr(P) < oo et Gr(P) est stable,
alors P est stable.

Preuve. On note pour simplifier Q = Gr(P). Démontrons le n°1. On a

Tdeg?(P) = sup inf Dim? P(bX).
xcp b

Notons § = Gr(b). Il est clair que GrP(bX) 2 P(SGr(X)). En utilisant le corollaire 2.57, on
voit que :

Dim? P(bX) > Dim? Gr (P(bX)) > Dim? P (5Gr(X)) > Iér(X)(Q)‘
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Or, pour tout sous-espace de dimension finie Y C @), il existe un sous-espace gradué de dimension
finie Gr(X) C @ tel que Y C Gr(X). Il est alors facile de montrer que :

Tdeg?(Q) = sup Iy (Q) < sup It (Q) < sup I3 (P) = Tdeg?(P).
Y X X

Pour le n°2, on a :
Dim?(P) = Dim?(Q) = Tdeg?(Q) < Tdeg?(P),

le résultat provient alors de la proposition 2.74, n°2.

2.3.4 Algebres enveloppantes et corps enveloppants

Dans ce qui suit on fixe une algebre de Lie g de niveau fini. On note U(g) son algebre
enveloppante, K(g) son corps enveloppant (dont lexistence est assurée par le corollaire 2.64),
S(g) son algebre symétrique, munie du crochet de Poisson canonique et Q(g) = Frac S(g) le corps
des fractions de S(g), muni du crochet de Poisson qui prolonge celui de 1’algebre symétrique.
L’algebre de Poisson S(g) s’identifie naturellement au gradué associé de U(g), relativement a la
filtration canonique. D’apres le corollaire 1.45, K (g) est filtrée aussi et Gr K(g) ~ H~1S(g), ou
H C S(g) est 'ensemble des éléments homogenes non nuls de S(g).

Pour tout sous-espace X C Q(g), on notera K(X) le sous-corps de Q(g) engendré par X. On
définit aussi par récurrence :

Xt =Xx; Xk, =X+ {x,Xx}}.

Enfin, pour tout n > 1, on note tx(n) = trdeg K(XZ) le degré de transcendance au sens clas-
sique des algébres commutatives du sous-corps K(X51).

Lemme 2.76 On reprend les notations ci-dessus. Soient X, Y C Q(g) deux sous-espaces vecto-
riels. On suppose que X C K(Y). Alors, pour tout n > 1, on a X2 C K(Y,F). En particulier, on
a toujours tx(n) < ty(n).

Preuve. Observons d’abord le fait suivant. Pour V,WW C Q(g), on a :
{K(WV),KW)} SK(V+W+{V,W}).

En effet, si « € K(V) et € K(W) : il existe deux fractions rationnelles a*(t1,...,t,) €
K(t1,...,tn) et 5*(t1,....tp) € K(t1,...,tp) ainsi que des éléments vy,...,v, € V, wy,...,wpy €

W tels que o = a*(v1,...,vp) et = F*(wr,..., wp). On vérifie alors facilement que I'on a :
n o p
Oa* op*
{a7/8} = ;; Tti(vla e 7(U’fl)aitj(w17 s 7wp>{vi7wj}7
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d’'ou {a, B} e K(V + W + {V,W}).

On peut maintenant établir le lemme. Il s’agit de montrer que X C K(Y,L') pour tout n > 1.
Pour n = 1 on a X C K(Y) par hypothése. Supposons maintenant la relation X} C K(Y;F)
satifaite pour un entier n > 1. On a alors :

Xpp = Xy +{X, X0} CRY,) +{K(Y), K(Y;))}
C Ky +Y + {7V =K(¥i).

Le lemme est démontré.

Proposition 2.77 Soient g une algébre de Lie de type fini, S(g) son algébre symétrique et
Q(g) = Frac S(g), avec les crochets de Poisson naturels. Alors Tdeg? Q(g) = Dim? S(g).

Preuve. Notons pour simplifier S = S(g) et Q@ = Q(g). Soit X C g un sous-espace générateur
de dimension finie et X’ = X + K. Soit b € Q avec b # 0. On pose Y = bX’. Comme bX CY et
beY,onaaussi X CK(Y), dou pour tout n > 1 : tx(n) < ty(n).

Par ailleurs, on a ty(n) = dim X/. En effet, des éléments linéairement indépendants dans
g sont algébriquement indépendants dans Q(g). On voit ensuite que, par construction, X# est
le sous-espace de g engendré par les monomes de Lie de longueur < n en les éléments de X ; en
particulier dim X! = yx(g;n).

On a, d’apres le corollaire 2.63 :

7% =0(%) = Mex).
Comme tx(n) < ty(n), on a d’apres le lemme 2.22 II(tx) < II(ty). La proposition 2.60 donne
Iinégalité I1(ty) < ’yg. 1l vient finalement 75 < ’yg, d’our :
Dim?(S) = Dim?(y%) < Dim? P(Y).

Comme P(Y) =P(bX'), on a :

Dim?(S) < ilgf Dim? P(bX") < Tdeg?(Q) = Tdeg? Frac(S) < Dim?(S).

Théoréme 2.78 Soit g une algébre de Lie de niveau fini. Pour tout ¢ € N*, on a :

Tdeg? K(g) = Dim? U(g) = Dim? S(g) = Tdeg? Q(g). (2.27)
Si de plus Dim?!(g) = Dim? ! (g) < oo, alors Tdeg? K(g) = Dim?!(g).
Preuve. On note Y =U(g), S = S(g) et K = K(g). D’apres le corollaire 2.63 et la proposition

précédente, on a :
Dim?(U) = Dim?(S) = Tdeg?(S).

En particulier 'algebre S est stable. Comme de plus Gr(i) ~ S avec Dim?(U) = Dim?(S),
Palgebre U est stable aussi d’apres la proposition 2.75. En particulier on a Tdeg?(K) = Dim?(U).
La derniere assertion provient du théoreme 2.63.
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2.3.5 Application : algebres de Lie de champs de vecteurs

Dans cette partie, on choisit comme corps de base K = C, le corps des nombres complexes.
Les descriptions utilisées des algebres de type Cartan sont tirées de [25].

On commence par introduire des outils commodes pour les calculs explicites de dimensions
de niveau q des algebres de Lie.

2.3.5.1 Suites exactes

Proposition 2.79 On considére une suite exacte d’algébres de Lie 0 — h — g — q — 0. On
suppose @, b et q de type fini. En outre, on suppose g de dimension infinie.

1. Si b est de dimension finie, alors les croissances de g et q sont égales. En particulier, pour
tout ¢ > 2, on a Dim?(g) = Dim?(q) et Dim?(g) = Dim9(q).

2. Siq est de dimension finie, alors les croissances de g et hh sont égales. En particulier, pour
tout ¢ > 2, on a Dim‘(g) = Dim?(h) et Dim?(g) = Dim?(h).

Preuve. Démontrons le premier point. La suite exacte d’algebres de Lie0 — h — g —q— 0
induit une suite exacte de g-modules. D’apres la proposition 2.49, n°2; les croissances de g
et g comme g-modules sont égales. D’apres le n°3 de la méme proposition, la croissance de q
comme g-module ou comme g-module sont les mémes. On peut enfin conclure grace au fait que
la croissance de g comme algebre de Lie est égale a la croissance de g comme g-module, et
similairement pour .

Pour le deuxieme point on applique encore la proposition 2.49 : les croissances de g et b
comme h-modules sont les mémes. Enfin, il est facile de vérifier que les croissances de g comme
g-module et comme h-modules sont égales.

2.3.5.2 Algebres de Lie filtrées

Proposition 2.80 Soit g une algébre de Lie filtrée en dimension finie par une famille {gy, }n>1.
Pour tout n > 1, on pose d(n) = dim(gy,). On note enfin gr(g) l'algébre de Lie graduée associée.

1. Sige(g) est de type fini, alors g est de type fini aussi et on a :
I'(g) =T (gr(g)) = I'(d).

2. On suppose qu’il existe deuz entiers k, N > 0 tels que [gk, @n] = @n+k pour tout n > N.
Alors gr(g) est de type fini.
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Preuve. Démontrons le n°1. L’algebre associative A = U(g), munie de la filtration induite par
celle de g, est filtrée sur N en dimension finie avec Ag = K. Comme GrU(g) ~ U (gr(g)), I'algebre
Gr(A) est aussi de type fini. Enfin, ’espace M = g est muni d’une filtration de A-modules en
dimension finie, de telle sorte que le Gr(A)-module Gr(M) est de type fini. On applique [24,
proposition 6.6] : on a les identités

I4(g) = T9"@ (ge(g)) = T'(d).

Pour finir, il reste & remarquer que I'%(®)(g) = I'8(g) = I'(g), autrement dit les croissances de
g comme algebre de Lie, comme g-module et comme U(g)-module sont les mémes. Il en va de
méme pour gr(g). Le n°l est établi.
Pour le n°2, on pose par commodité h = gr(g) et h(® = g, /g, 1 pour tout n > 1. Pour
N+k
montrer que  est de type fini, on montre que b est engendrée par Z f](j ). A cet effet, il suffit par
j=1
exemple de voir que h k) C [f)(k), b(")] pour tout n > N. Soient n > N et € gpir ™ Gntk—1-

Par hypotheése, il existe des éléments a; € gi, b; € g, en nombre fini tels que x = Z[ai,bz-].
i

Comme [a;, b;] € [k, n] € gntk, On a :

gr(:c) =T+ @ntk-1 = (Z[aiv bl]) + Intk—1 = Z ([aia bl] + gn-i—k—l)

i

= Z[az + gr_1,b; + gn_1] = Z[gr(ai)vgr(bi)L

A 7

i

avec gr(a;) € b*) et gr(b;) € h™. Le n°2 est établi.

Terminologie 2.81 Soit S une algebre associative ou de Lie. On suppose S munie d’une fil-
tration {Sp}n>1. On dira que la filtration est réguliére s’il existe deux entiers k, N > 0 tels
que :

(Vn>N) : Sg.Sp = Sptk-

2.3.5.3 Produits tensoriels

Dans ce qui suit, les produits tensoriels considérés sont des produits tensoriels sur K. On
notera alors ® au lieu de ®k. Soient g une algebre de Lie et A une algebre associative, commuta-
tive, unitaire. L’espace vectoriel A ® g peut étre muni d’une structure d’algebre de Lie vérifiant
[a®z,d ®2'] = (ad) @ [x,2'], pour tous a,a’ € A et x,2’ € g.
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Lemme 2.82 Supposons A et g munies de filtrations réguliéres {Am}tm>1 €t {@m}m>1. On
définit une suite de sous-espaces du produit tensoriel p = AR g par Py = Am @ gm pour tout
m > 1. Alors la famille (pm),,>, est une filtration réguliere de p.

Preuve. Il est clair que la suite (p,),,~, est une filtration de p. Montrons qu’elle est réguliere.
Par hypothese, il existe k, N > 1 tel que, pour tout n > N, on ait ApA, = A, ; il existe aussi
k' N" > 1 tels que lon ait [gr, gn] = @nik pour tout n > N'. Quitte & changer N et N’ en
max{ N, N’} on peut supposer N = N’. Montrons qu’on peut aussi se ramener au cas ou k = k'.
Soient n > N et g > 1. Par régularité de la filtration de A, on a :

An+qk = AkAn-l-(q—l)k == (Ak)qATl

Par définition des filtrations d’algebres, on a toujours (Ay)?A, C AgpAn C Agkyn- 11 vient, pour
tousn>Netg>1:
An+qk - AqkAn C Aqk+m

d’ott Agr Ay = Agi4n- Ceci prouve qu’on peut remplacer £ par tout multiple de £ dans le cas de
I’algebre associative A. Pour l'algebre de Lie g, on procederait de méme pour voir qu’on peut
remplacer k' par tout multiple de £’. On se ramene enfin au cas o k = k' en remplacant ces
deux entiers par le ppcm de k et k.

On peut maintenant achever la preuve du lemme. Soient a € A,y et & € g1 ; montrons que
a®x € [pg, py). Par linéarité, on peut supposer a et = de la forme a = aya, et © = [z, z,], avec
ay € Ay, an € Ay, et x € g, Ty € gn. Mais alors a @ x = agay, ® [Tk, Tn] = [ag @ Tk, an @ Ty €
[Pk, pn], c’est ce qu’on voulait.

2.3.5.4 L’algebre vect(n)

Soit n > 1 un entier. On note C[X]| = C[zy,...,xy] 'algebre des fonctions polynomiales sur
C™. On note alors vect(n) = Der C[X] l'algebre de Lie des champs de vecteurs sur C". C’est un
C[X]-module libre, avec vect(n) = (C[X]a%l d...8 (C[X]%.

On utilisera dans la suite les notation multi-indicielles suivantes. Pour tout élément a =

(a1,...,0p) € Z™, on pose |a| = aj + ... + ap. On note aussi e, = (31 4,...,0n%) le n-uplet
dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice k£ qui vaut 1. On pose en outre, pour
a€Z™et ke{l,...,n} (quand ces expressions sont définies) :
z* = .. .apn € CIX],
0
k a1 «
€, = Ty ...xT"Tp=— € vect(n).
« 1 n ka.’Ek ( )

On a donc, pour tous o, S € Z% et 1 < j, k< n :

. A ,
el e5] = Bjeatp — akejoé+ﬁ. (2.28)
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Théoréme 2.83 L’algébre de Lie vect(n) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K (vect(n)) = n.

Preuve. Traitons d’abord le cas oun = 1. On note e, = x"*la%, pour tout n > —1. On a donc

les relations [e;, ;] = (j — 7)e;4; pour tous ¢,j > —1. On pose, pour m > 1 :

Om = Z Cej.

i=-1

Il est facile de vérifier que la famille {gy, };n>1 est une filtration de vect(1). Vérifions aussi qu’elle
est réguliere. Soit m > 2, on va montrer que [g1,gm| = Gm+1. L'inclusion [g1,8m] C gm+1
provient du fait qu’on est en présence d’une filtration d’algebre de Lie. Soit & présent j < m+1 :
montrons que e; € [g1,gm|. On étudie séparément les cas o j = 0, j < m mais j # 0 et
j=m+1.

Si j = 0, on utilise la relation 2ey = [e_1,e1] € [g1,91] C [g1,0m]- Sij<met j#0,0ona:

[eo, €5] = Jej,
d'ott e; = [j7tep,ej] € [g1,9m]. Pour finir, on suppose j = m + 1. On a alors [e1,ey) =
(m — 1)emq1. Comme m > 2, onam—1 # 0 d’ou e,11 € [g1,0m]. La filtration est bien
réguliere.

On ad(m) = dim(g,,) = m+2. D’apres la proposition 2.80, la croissance de vect(1) est égale a
la croissance de la fonction d, d’ont 'on déduit immédiatement que Dim? vect(1) = Dim? vect(1) =
1. D’apres le théoreme 2.78, vect(1) admet un corps enveloppant, et 'on a Tdeg? K(Uect(l)) =1.

Traitons a présent le cas n > 2. Pour simplifier les écritures, on notera g = vect(n). Pour
tout m > 1, on note g,, le sous-espace de g engendré par les éléments eX avec k € {1,...,n} et
|a| < m. En utilisant les relations (2.28), on voit que la famille {g,, }m>1 est une filtration de g.
De plus la dimension de g,, est donnée par un polynéme d(m) de degré n. D’apres la proposition
2.56, il vient : Dim?(g) < Dim?(d) = n.

Soit h la sous-algebre de g définie comme suit :

b= {1, i) g | f@1,e ) € CIXT,

On voit que h s’identifie au produit tensoriel h ~ C[ X, ..., X,]®vect(1). L’algebre de polynomes
A = C[Xy,...,X;] est munie d’une filtration réguliere {A,,},>1 telle que dim(A,,) soit un
polynome de degré n — 1. En utilisant I’étude de vect(1) ci-dessus et le lemme 3.28, on voit que
b est muni d’une filtration réguliere {h, }m>1 telle que dim(h,,) soit donnée par une fonction
polynémiale P(m) de degré n. La croissance de h est égale a la croissance de P d’apres la
proposition 2.80. Il vient :

Dim?(g) > Dim?(h) = n.

D’apres le théoreme 2.78, vect(n) admet un corps enveloppant, et on a Tdeg® K (Uect(n)) =n.

78



2.3.5.5 L’algebre svect(n).

: - 9 . — O :
Soit 0 = ;pk(w)ﬁxk € vect(n). On pose div(9) = kz:; a—xk(x) € C[X]. On a la relation,

pour tous 01,02 € vect(n) : div[01,02] = 01(div 02) — J2(div 01). En particulier on a une
sous-algebre de Lie svect(n) = {0 € vect(n) | div(0) = 0}.

Remarque 2.84 On voit facilement que svect(1) est de dimension 1. On supposera donc, dans
toute la suite, qu’on a n > 2.

Théoréme 2.85 L’algébre de Lie svect(n) admet un corps enveloppant. Sin > 2, on a :
Tdeg® K (svect(n)) = n.
Preuve. Etudions d’abord le cas ot n = 2. On pose :
A={(a1,0) €Z% | aj,a0 > —let a# (—1,-1)}.

Pour tout o € A, on définit :

0 0
Sy = (g + l)azazzla—xl —(aq + 1)z® .
Les (Sa)qca forment une base de svect(2), et on a :
Va,B€A) : [SaSsl = cle, B)Saqts, (2.29)

ol c(a, B) = azf1 — a1y — (a1 — az) + (81 — B2).

Pour a = (a1, a9) € Z2, on pose ||| = max{|ai|, |az2|}. On pose alors g1 = Vect{S, | a €
A, Jlof| < 1et, pour m > 2: g = Vect{Sa | @ € 4, |a]| < m, a # (m,m)}. A Daide des
formules explicites (2.29), on voit que (gm),,~; est une filtration de svect(2); on va montrer
qu’elle est réguliere. Par exemple, on montre que pour m > 2, on a (91, 8m] = Gmy1. Soit a € A
tel que aq, s < m + 1. On distingue trois cas cas.

Silal| <met a; #az,ona:

[S0, Sa] = (a2 — a1)Sa,
d’ott Sy € [g1,0m]) car a1 —ag # 0. Si ||af| < m et ay = ag, on a, avec g2 = (0,1) :

[Sey, Sa—ey] = (a1 + 2)S,.
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Comme a1 > —1,0on a a; +2 # 0 d’ou Sy € [g1, Gm)-

Supposons ensuite ||a| = m + 1. Si Sy € gm+1, on ne peut pas avoir a3 = ag = m + 1.
Sans perte de généralité, on supposera a; < met ae =m+1 (lecas oy =m+1 et ag < m se
traiterait de méme). Soit € = (1,1). Siay >0, 0n a :

[Ssa Safs] = 2(0&1 - 042)5047
comme ag = m+ 1 > «; on en déduit S, € [g1,gm]. Si @1 = —1, on a la relation :
[S827SO¢—52] = _a2Sa7

avec —ag = —(m + 1) # 0. Il vient encore S, € [g1, gm]-

On voit enfin que d(m) = dim(g,,) = (m + 2)? — 2 pour m > 2; on en déduit en utilisant la
proposition 2.80 que Dim? (svect(2)) = Dim? (svect(2)) = 2.

Etudions A présent le cas n > 3. Comme svect(n) se plonge dans vect(n), on a Dim? (svect(n)) <
Dim? (vect(n)) = n. Pour l'inégalité réciproque, on considere la sous-algebre h C svect(n) en-
gendrée par les dérivations de la forme

0 0
0= p(onsene) (aeneran) g b ) )

avec div(0d) = 0. Il est facile de voir que h est une sous-algebre isomorphe a Clzy, ..., x,—2] ®
svect(2). En utilisant le lemme 3.28 on montre que Dim?(svect(n)) > Dim?(h) = n (comme il a
été fait pour I'algebre vect(n)). Il vient Dim? (svect(n)) = Dim?(svect(n)) = n. Il suffit ensuite
d’appliquer le théoreme 2.78.

2.3.5.6 L’algebre de Poisson.

On définit sur C[p1,...,pn,q1,--.,qn] le crochet de Poisson standard par la formule usuelle

8pj 8(]]' 8(]]' apj
de I'algebre associative C[p1,...,Dn,q1,- -, qn] sera noté 1y, € po(2n). C’est un élément central
pour le crochet de Lie {.,.}.

" Of 9 of o
{f,g9} = Z 9799 97 9% Onnotera po(2n) Palgebre de Lie sous-jacente. L’élément unité
j=1

Théoréme 2.86 L’algébre de Lie po(2n) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K (po(2n)) = 2n.

Preuve. On utilise les notations multi-indicielles usuelles. Pour tout entier m > 1, on pose
am = Vect{p®q® | |a+ 8| < m +2}. On a les relations, pour tous a, 3,a,b € N :

n

{paqﬁjpaqb} — Z (ajbj — a;B3;) pota=es qﬁer,Ej.
j=1
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A Tlaide de ces relations explicites, on va démontrer comme dans le cas de svect(2) que la
famille (g,,),,,~, est une filtration réguliere de po(2n). On peut ensuite conclure comme dans les
théorémes 2.83 et 2.85.

Soient a, 8 € N tels que | + 3| < m + 3, de sorte que p®¢® € g,ni1. On suppose m > 4n
(I'utilité de cette condition apparaitra ultérieurement). Montrons que p®¢® € {g1,gm}. On
suppose tout d’abord que | 4 3| < m + 2, de sorte que p®¢® € g,, en réalité. Si o # f3, il existe
ke{l,...,n} tel que ay # Bx. On a alors :

{prar, p*q°} = (B — ar)pd”.

Comme pyqy € g1, on en déduit que p*¢® € {g1, gm }.
Sia=p=0,0onalp={p,q1} €{g1,0m}. Sia=0#0, il existe k € {1,...,n} tel que
ag = B > 0. Dans ce cas, on a :

{p2, p2 kg terY = 264p%¢°.

On en déduit encore que p®¢® € {g1,gm}.
On suppose a présent que |a+ 3| = m+3. Pour tout k € {1,...,n}, on apiqk € g1. Lorsque
ag > 0, on a alors :
{Phar v ~*q"} = (2(x — 1) — Br) p*¢”.

Lorsque 2(ay, — 1) — By # 0, on en déduit que p*¢® € {g1, gm}. Si B > 0, on obtient la méme
conclusion en échangeant les roles de p et ¢ sous la condition 2(8x—1) —ay # 0. Il reste a étudier le
cas ou, pour tout k € {1,...,n}, on asoit ax = B = 0, soit 2(Bx —1) —ay, = 2(ap — 1) — B, = 0.
Ceci implique alors que, pour tout k£, on a ap = B = 0 ou . = B = 2. En particulier
a4+ B <4n. Oron a |a+ 3| = m + 3 > 4n + 3, ce cas n’est donc jamais réalisé. Le théoreme
est démontré.

2.3.5.7 L’algebre h(2n).

Pour tout polynome f € Clpi,...,pn;q1,-..,qn] on pose Hy =

j=1

vect(2n). On remarque que la dérivation Hy n’est autre que la dérivatio]n hamiltonienne ham(f)

associée a f dans l'algebre de polynoémes Clp1,...,pn;q1,--.,qn], vue comme algebre de Pois-

son au moyen du crochet de Poisson standard. L’application f +— Hj est donc un morphisme

d’algebres de Lie. On appelle algébre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens son image ; on
la note h(2n). On voit qu’on a une suite exacte :

0 — C.1po — po(2n) — h(2n) — 0,

ou 1y, désigne encore I'élément unité de Clp1,...,pniq1,- .., qn] vu comme élément de po(2n).
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Théoréme 2.87 L’algébre de Lie h(2n) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K (h(2n)) = 2n.

Preuve. Ici, il suffit d’utiliser le lemme 2.79 et le théoreme 2.86.

2.3.5.8 L’algebre ¢(2n +1).

On considére un entier n € N*. On note C[X] = C[t;q1,...,qn,P1,---,Pn]; les dérivations
considérées dans ce qui suit sont des dérivations de cette algebre; on identifiera Der C[X] a
vect(2n + 1). Notons E' la dérivation eulérienne :

n
0 0
FE = P — —— € vect(2 1).
;:1 qjaqj + p; a; ect(2n + 1)

Pour f € C[X], on pose :

" 9f 9 Of O
Hp =Y = — - L~ coect(2n+1).
=2 Opj 0gj  Dq; Op; ( )

j=1
Pour tout f € C[X] on pose alors D(f) =2f — E(f) € C[X] et :
o 0
Ky = D(f)5; + 8—{]3 + Hy € vect(2n + 1).

Pour f,g € C[X] on pose enfin {f,g}p = Hf(g) =

Z ﬁ@ _ %@ € C[X]. Le crochet de

Lagrange (ou crochet de contact) de f et g est défini par la formule :

(9h= DS~ D(g) - (f. 9}
Lemme 2.88 On reprend les notations précédentes.
1. Le crochet {.,.}1 est un crochet de Lie sur C[X]. Ce n’est pas une bidérivation. On notera
L Ualgébre de Lie (C[X],{.,.}1).

2. L’application K: f € L — Ky € vect(2n + 1) est un morphisme d’algébres de Lie injectif.

Preuve. Ce résultat figure dans [25, paragraphe 1.2].

L’image du morphisme K s’appelle algebre de Lie des champs de contact; on la note €(2n+1).
Par construction, on a £(2n+1) ~ £ : dans la suite, on identifiera €(2n+1) a ’espace C[X ], muni
du crochet de contact {.,.}r. A T’aide de méthodes analogues a celles utilisées précédemment,
on démontre :
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Théoréme 2.89 L’algébre de Lie £(2n + 1) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K(¢(2n+1)) =2n+1.

Preuve. On notera pour simplifier C[g, p| au lieu de C[qy, ..., qn,p1,-- ., Pn]. Comme €(2n+1) C
vect(2n + 1), I'inégalité Dim? (&(2n + 1)) < 2n + 1 est claire.
D’autre part, on considere g, le sous-espace de ¢(2n + 1) formé des polyndmes en ¢ de degré

< m, autrement dit :
m

gm = > Clg,plt™

J=0

On a {t%f(q,p),t%g(q,p)} = —t*t*{f,g}p +r, ot 7 € C[t;p, q] est un polynéme en ¢ de degré
< a+b—1, autrement dit r € goyp—1. On peut en déduire que (gp,),,~o est une filtration de
£(2n + 1) pour laquelle gr(€(2n + 1)) ~ C[t] @ po(2n) (attention, ce n’est pas une filtration en
dimension finie). La croissance de £(2n + 1) est plus grande que celle de gr(€(2n+ 1)) (corollaire
2.57); on en déduit aussi que Dim* €(2n + 1) > Dim® gr(€(2n + 1)). En utilisant le lemme 3.28
et le théoreme 2.86, on a Dim? C[t] ® po(2n) = 2n + 1, d’ott Dim? £(2n + 1) > 2n + 1.

Finalement on en déduit que Dim? €(2n+1) = Dim? €(2n+1) = 2n + 1. D’aprés le théoreme
2.78, £(2n 4 1) admet un corps enveloppant tel que Tdeg? K(E(Qn + 1)) =2n+1.
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Chapitre 3

Corps enveloppants des algebres de
type Witt

Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier les corps enveloppants d’une classe d’algebres de Lie de
dimension infinie étudiées par R. Yu en [41], les algebres de type Witt et Virasoro.

Soient K un corps commutatif de caractéristique 0 et I' un groupe abélien libre de rang fini.
Dans la premiere partie, on définit les algebres de Lie de type Witt et Virasoro paramétrées
par un plongement additif f : I' — K. Soient w(f) (resp. Vir(f)) lalgebre de type Witt
(resp. Virasoro) paramétrée par f. On établit 'existence d’un corps enveloppant en calculant
les dimensions de niveau 2 de ces algebres de Lie. On démontre en méme temps que le degré de
transcendance de niveau 3 du corps enveloppant des algebres to(f) et Vir(f) est égal au rang du
groupe I'. Ce résultat permet ainsi de distinguer a isomorphisme pres ces corps gauches pour des
valeurs distinctes du rang de I'. Dans un deuxiéme temps, on établit que les centres des corps
enveloppants de ro(f) et Vir(f) sont triviaux, c’est-a-dire engendrés par le centre des algebres de
Lie correspondantes. A cet effet, on procéde comme suit. Notons g I'une ou l'autre des algebres
w(f) ou Vir(f). On munit U(g) de sa filtration canonique et K(g) de la filtration induite.
On démontre que le centre du gradué associé, relativement au crochet de Poisson (c’est-a-dire
lalgebre des invariants de Gr K(g) sous l'action de g), est lui-méme trivial; puis on remonte
cette propriété a l’algebre filtrée K (g) proprement dite.

La comparaison des algebres enveloppantes de méme dimension de niveau 3 se fonde sur
I’étude du spectre des éléments ad-diagonalisables. Un élément ad-diagonalisable de 1’algebre
enveloppante définit un élément ad-localement fini du gradué associé, relativement au crochet
de Poisson. En déterminant la forme explicite de tous les éléments ad-localement finis dans
GrU(g), on peut donner une description complete des éléments ad-diagonalisables de U(g). On
montre alors que I’ensemble des valeurs propres associées a un tel élément est, a homothétie pres,
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I'image du plongement f. On en déduit un critére d’isomorphisme entre algebres enveloppantes
construites sur des plongements différents ; on reconnait le critére obtenu en [41] pour les algebres
de Lie. Dans le cas des corps enveloppants de méme degré de transcendance, on utilise une
méthode analogue. L’étude des éléments ad-localement finis du gradué associé repose sur un
plongement de Gr K(g) dans un corps de séries de Malcev-Neumann [31, 11, 1]. On obtient
alors une condition suffisante, portant sur les images de deux plongements f,g : I' — K, pour
que les corps enveloppants de w(f) et to(g) ne soient pas isomorphes.

La deuxieme partie est consacrée a I’étude des corps enveloppants des parties positives to
des algebres de type Witt. On étudie d’abord les centralisateurs dans U(wy) et K(ro, ). Pour
ce faire, on commence par examiner le probleme analogue dans le gradué associé Gr K (to); on
établit en particulier que le centralisateurs, relativement au crochet de Poisson, d’un élément
homogene de degré non nul est isomorphe a un anneau de polynoémes de Laurent en une variable.
Ceci permet notamment d’en déduire que les centralisateurs dans le corps enveloppant d’éléments
non-centraux sont commutatifs. On étudie aussi de maniere plus approfondie la structure des
centralisateurs dans l’algebre enveloppante. Plus précisément, on montre que le centralisateur
dans l'algebre enveloppante d’un élément non-central est un module de type fini sur la sous-
algebre qu’il engendre. Ces résultats sont analogues a ceux obtenus pour le corps de Weyl D (K)
par exemple dans [4, 21, 9].

Pour finir, on démontre que la plus grande sous-algebre du corps enveloppant sur laquelle un
élément non-central agit de maniere localement nilpotente est réduite au centralisateur de cet
élément. Ici encore, le résultat s’obtient a partir du résultat analogue dans Gr K(to4). On en
déduit alors que K (tv.) ne contient pas de sous-algebre de Lie non-commutative de dimension
finie. En particulier, il en résulte que le corps de Weyl D;(K) ne se plonge dans aucun des corps
gauches de la forme K (14 ). En revanche, ces corps contiennent, comme le corps de Weyl D; (K),
une sous-algebre non-commutative libre [28, 20].

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K de caractéristique 0.

3.1 Algebres de type Witt

3.1.1 Définitions et notations

Soit I" un groupe abélien. Dans [41], R. Yu définit et classe toutes les structures d’algebre de

Lie de type Witt sur I’espace vectoriel @Kea. Une telle structure est définie par un crochet

ael
de la forme [eq, eg] = (f(8) — f(a))eatp, pour une fonction f: I' — K telle que f(0) = 0. On se

propose ici d’étudier le cas particulier ou I' est un groupe abélien libre de rang fini et ro(f) une
algebre simple.
Soient d > 1 un entier, I' = Z¢ et f : I' — K un morphisme de groupes additifs. L algébre de
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Witt (sur K) associée a f, notée w(f), est 1'algebre de Lie définie sur Pespace ro(f) = @Kea

a€cl
par le crochet [eq,es] = (f(B) — f(a))eqats, pour tous «, [ dans I'. Celle-ci est naturellement

I-graduée ; en appelant poids le degré associé (noté pds), on a pds(e,) = «, pour tout « € T
L’algebre to(f) est simple si et seulement si le morphisme f est injectif [41, théoreme 3.7].
Dans ce cas, mo(f) admet une unique extension centrale non-triviale a isomorphisme pres [41,
théoreme 5.1], appelée algébre de Virasoro associée a f, et notée Vir(f). Comme K-espaces
vectoriels, on a Vir(f) = @Kea @ Kz, et le crochet est donné par :
ael’

(Yo, BET) : [eaeq] = (F(B) = f(@))eass + batpo(f()® = fla))z,
z étant central. On a alors la suite exacte :
0—Kz— Vir(f) — w(f) —0, (3.1)

qui est une suite exacte d’algebres de Lie I'-graduées si on pose, dans Vir(f), pds(e,) = « et
pds(z) = 0. Lorsque I' = Z et f est le plongement canonique Z — C, I’algebre ro( f) est isomorphe
a l'algebre de Witt Der C[t,t 1] et son extension centrale est alors I'algebre de Virasoro classique.

Soient £ un sous-ensemble de T' et we(f) = @Kea le sous-espace gradué de w(f) corres-

acl
pondant. On voit que tog(f) est une sous-algebre de w(f) si et seulement si la somme de

deux éléments quelconques distincts de £ est encore dans £. En général, si x € £, on n’a pas
nécessairement r+x € £. Ainsi, si f: Z— Cet £ ={-1,0,1,2,...}, wg(f) est une sous-algebre
de w(f) isomorphe & Der C[t]. On vérifie que quatre cas seulement se présentent :

1. L’ensemble &£ ne contient qu'un élément : 1’algebre wg(f) est abélienne.

2. L’ensemble & contient exactement deux éléments. Alors il existe a € T' \ {0} tel que
&€ ={0,a}. Dans ce cas, wg(f) est l'algebre de Lie résoluble de dimension 2.

3. L’ensemble &£ contient exactement trois éléments. Alors il existe a € T' ~ {0} tel que
€ ={—a,0,a}. Dans ce cas wg(f) ~ sl(2,K).
4. L’ensemble &£ est infini.
Par exemple, supposons I' muni d’une relation d’ordre total compatible avec la structure de

groupe et soit I'y = {y € I' | v > 0} le cone positif de I'. Le sous-espace w,(f) = tor_ (f) est
une sous-algebre graduée de to(f), que 'on appellera partie positive de vo(f).

Convention 3.1 Dans toute la suite, les morphismes f: I' — K seront supposés injectifs. Lors-
qu’aucune confusion ne sera possible, on identifiera I'image f(I') & un sous-ensemble de K. De
plus, toutes les relations d’ordre considérées sur I' seront supposées totales et compatibles avec
la loi de groupe.
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3.1.2 Degrés de transcendance des corps enveloppants des algebres de type
Witt

Théoréme 3.2 Soient I' un groupe abélien libre de rang finid € N*, f : ' — K une application
additive et injective et g = vo(f) ou g = Vir(f). On a Dim?(g) = Dim?(g) = d. En particulier,
Ualgébre enveloppante de g admet un corps de fractions, et on a Dim?> U(g) = Tdeg? K(g) =d.

Preuve. D’apres le théoreme 2.78, il suffit de démontrer que Dim?(g) = Dim?(g) = d. Comme
Vir(f) est une extension de w(f) par une algebre de dimension finie, on peut se contenter de
faire le calcul pour g = to(f) (proposition 2.79, n°1). On cherche & utiliser la proposition 2.80
sur la croissance d’une algebre de Lie filtrée.
Pour tout a = (v, ...,q) € T', on pose ||af| = max{|ai],...,|aq|}. On définit ensuite, pour
m>1:
gm = Vect{eq tq. ||a| < m}.

11 est clair que {gm }m>1 est une filtration de g en tant qu’espace vectoriel. Montrons que cette
filtration est compatible avec le crochet de Lie : soient e, € g; et eg € g; : on a donc ||| < i et
18]l < j. Mais alors [l + 8] < lafl + 8] < i+, doi [ea,eg] = (F(8) — £(@))eass € Giry.

On cherche a appliquer la proposition 2.80. Démontrons a cet effet que, pour tout entier
n > 2, ona g1, g = gnt1. 1l suffit bien stir de démontrer l'inclusion [g1, gn] 2 gn+1. Soit a € T
tel que ||a|| < n + 1; vérifions que e, € [g1,8n]. Trois cas se présentent. D’abord, on suppose
a = 0. On pose ¢ = (1,0,...,0) € I'. On a alors

[e—c,ec] = 2f(e)eo.

Comme f(g) # 0 par injectivité de f, et comme ey, € g; C gy, on a bien ey € [g1, g,]. Ensuite,
sia#0et ||af <n,ona:
[e0, ea] = f(a)eq.

Comme f(«) # 0, on en déduit encore que ey € [g1, gn.
Enfin, on suppose ||a|| = n + 1. On définit un élément ¢ € g; par les conditions suivantes :
pour tout k € {1,...,d},
+1 siap>1;
€k = -1 siop < -1,
0  sinon.

On pose enfin § = a—e, de sorte que o = F+¢. Par construction, si o, # 0, on a |G| < |ag|; en
particulier ||B|| < n. Comme l'un des coefficients ay, vérifie |ax| = n + 1, on a plus précisément
|IB]] = n. Comme on a supposé n > 2 et que ||| = 1, on a § # . Par injectivité de f, on a
f(B) — f(e) # 0. En utilisant la relation :

ez, 5] = (f(B) = [(€)) €a;
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on en déduit dans ce cas aussi que e, € [g1, gn).

On peut maintenant appliquer la proposition 2.80 : en notant ¢(n) = dim(g, ), on a Dim?(g) =
Dim?(¢) et Dim?(g) = Dim?(yp). Comme ¢(n) est égal au nombre de d-uplets (o, ...,aq) € T
tels que max{|ai|,...,|aq|} < n, on voit que ¢(n) = (2n + 1)¢, d'ott 'on déduit bien que
Dim?(¢) = Dim?(p) = d. Le théoreme est démontré.

3.1.3 Centres des corps enveloppants des algebres de type Witt
3.1.3.1 Le gradué associé du corps enveloppant

Notations 3.3 On introduit maintenant des notations que l’on conservera par la suite. On
suppose I' ordonné. On choisit g une sous-algebre graduée de w(f) ou g = Vir(f). Notons U(g)
son algebre enveloppante et K(g) = Frac U(g); on les munit de leurs filtrations canoniques.
Les algebres graduées associées sont notées S(g) = Gr(U) et Q(g) = Gr(K) ; on notera {.,.}
le crochet de Poisson canonique sur Q(g). L’algebre associative S(g) s’identifie naturellement
a une algebre de polyndmes a une infinité de variables E, = gr(es) (« variant dans un sous-
ensemble de I'), et une variable supplémentaire Z = gr(z) dans le cas de 'algebre de Virasoro.
L’algebre Q(g) s’identifie alors a l’algebre des fractions rationnelles en les mémes variables dont
les dénominateurs sont homogenes.
On notera 0, (p) = %, pour a € T et p € Q(g). On pose, pour ¢ € Q(g) :

MV (p) =sup{a €' | dup # 0} e TU{— € fty}.

En particulier, si g = Vir(f), on a MV (p) = — € fty si et seulement si ¢ € K[Z,Z7!]. On
pose enfin, poury € I': Q(y) = {p € Q(g) | MV () <7} et Q7 (7) = {p € Q(g) [ MV (p) <~}

Proposition 3.4 On reprend les notations ci-dessus.

1. Pour touty € T, Q() est une sous-algébre associative de Q(g) stable par inversion (c’est-
a-dire que si p € Q(7y) est inversible dans Q(g), alors ¢~' € Q(v) également).
).

2. Pour a,f €T :sia,f>0, alors {Q(a), ()} C Qla+

3. Soient v, € Q(g) tels que MV (¢), MV (¢p) > 0. Alors MV ({p,¥}) = MV () + MV (¢))
si et seulement si MV () # MV (v).

4. Pour tout ¢ € Q(v) N Q™ (7), la famille {¢™}m>0 est libre sur Q™ (). En particulier, si
Y€ Q7 (7), on a MV (pp) = MV ().

Preuve. D’abord, il est facile de voir que, pour tout v € I'; Q(y) est une sous-algebre asso-
ciative de Q(g) stable par inversion. Considérons maintenant a, 3 € I'y et ¢, 9 € Q(g) tels que
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MV (p) <aet MV (¢) <. On a la formule :

{o0t = > {Ea Ep}0apdyth + (8 — a) Eay p0atpdat, (3.2)

a,bel’
a<a, b<p
at+b<a+p

ou 0, = % pour tout élément v € I'. Pour le voir, il suffirait par exemple de vérifier que
I’expression de droite définit une bidérivation de Q(g) qui coincide avec {.,.} sur les générateurs
E, (la vérification est tres simple et donc omise). Comme «, 3 > 0 : o+ 3 > max{«, 5} ; on en
déduit que ni les dérivées de ¢ et 1, ni les {E,, Ep} de la somme de gauche ne dépendent de E,
pour v > « + (. Autrement dit, {p, ¥} € Q(a+ ).

Pour démontrer le numéro 3, on consideére encore I’équation (3.2), en supposant qu’on a les
égalités o = MV () et f = MV (¢), avec o, B > 0. Dérivons {¢, 1} par rapport a E,4g : comme
a+ [ > max{a, 3} on trouve Ou45{p, ¥} = (B8 — @)0apdst), et 0apdpyy # 0 par définition de
MV (p) et MV (¢). En particulier 0n4{¢, ¥} # 0 si et seulement si o # 3.

Pour démontrer I'affirmation 4, on observe d’abord que Q(v) C Frac (Q (7)) (E,), extension

transcendante pure de Frac (Q7(7)). Si ¢ € Q(v) ~ Q (), on a ;Ti # 0, et il est alors clair

que la famille {¢" },,>0 est libre sur Q7 (7).

3.1.3.2 Centres des corps enveloppants

Soit g une algebre de type Witt u Virasoro. Pour déterminer le centre du corps enveloppant
K(g), on détermine d’abord les invariants d u gradué associé Q(g) = Gr K(g) sous 'action
adjointe de g, autrement dit le centre de ’algebre de Poisson Q(g) relativement au crochet de
Poisson naturel.

Lemme 3.5 Soit f: I' — K un morphisme additif.
1. Le centre de Gr K (w(f)) relativement au crochet de Poisson {.,.} est réduit a K.

2. Le centre de Gr K(Vir(f)) pour le crochet de Poisson {.,.} est égal a la sous-algébre
K[Z,Z7Y], avec Z = gr(z).

3. Soit x € K(Vir(f)). On suppose que pour tout F(z) € K(z), on a gr(z — F(2)) € K(Z).
Alors x € K(z).

Preuve. Les preuves des numéros 1 et 2 sont similaires ; écrivons-la pour le numéro 2. On note
K= K(V’LT(f)) Soit ¢ un élément central, non nul de Gr(K). Si ¢ ne dépend pas uniquement
de Ep et de Z, on peut ordonner I' de sorte que MV (¢) > 0. En choisissant v € T' tel que
v >0ety# MV(p), on voit que MV {E,, ¢} = v+ MV (p) d’apres la proposition 3.4, n°3.
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En particulier, {E,, ¢} # 0, contradiction. Nécessairement, ¢ ne dépend que de Ej et de Z.
Soit v € I' ~ {0}. On a 0 = {p, Ey} = {Ep, E,}00(p). Comme {Ey, E,} # 0, on a dy(¢) = 0,
donc ¢ ne dépend que de Z. Comme par ailleurs ¢ est une fraction rationnelle & dénominateur
homogene, c’est un élément de K[Z, Z71].

Démontrons le numéro 3. On note z = u~'v, avec u,v € Z/{(Vir(f)), et on suppose que, pour
tout F(z) € K(z) I’élément gr(z — F(z)) € K(Z). On va montrer par récurrence sur v(u) + v(v)
que z € K(z). Si v(u) +v(v) =0, u et v sont des scalaires et © € K C K(z). Passons & l'étape
récursive. Vérifions d’abord qu'on a gr(z~! — F(z)) € K(Z) pour tout F(z) € K(2). Si F(z) = 0,
ona gr(z~) = gr(z)~' € K(Z); sinon, on peut écrire 27! — F(z) = F(2)(F(2)"! —z)z~!, et en
passant aux formes initiales on voit que gr(z~* — F(z)) € K(Z). On pourra donc, dans la suite,
supposer v(v) > v(u), en changeant au besoin z en x~!. L’élément gr(z) est alors une fraction
rationnelle homogene dans K(Z), de degré n = v(v) — v(u) > 0. Il existe donc A € K* tel que
gr(z) = (gr(u))~tgr(v) = AZ™, en particulier gr(v) = gr(Auz") et v(v — Auz") < v(v). Posons
v =12 — A" = u (v — Auz"). Il est clair que gr(z’ — F(z)) € K(Z) pour tout F(z) € K(z);
d’autre part on a v(u) + v(v — Auz™) < v(u) + v(v). L’hypothese de récurrence s’applique & a,
et par suite x = 2’ + A2" € K(z). La preuve du numéro 3 est achevée.

Théoreme 3.6 Soit f: ' — K un morphisme additif.
1. Les centres de K (wo(f)) et U(wo(f)) sont réduits a K.
2. Le centre de U(Vir(f)) est égal a K[z].
3. Le centre de K(Vir(f)) est égal a K(2).

Preuve. démontrons d’abord le numéro 1. Notons K = K (m( f)) Pour tout élément central
non-nul ¢ € K ~ {0}, 'élément gr({) est encore central dans Gr(K), relativement au crochet de
Poisson. Ceci implique, d’apres le lemme précédent, n°1, que gr(¢) = A € K* et v({) = 0. Mais
alors ¢ — A est encore central, et v(¢ — A) < 0; on en déduit que { — A =0, d’ou ¢ € K.

Considérons a présent K = K(Vir(f)) et soit C le centre de K. Alors Gr(C') est une sous-
algebre du centre de Gr(K), donc Gr(C) C K(Z) d’apres le lemme précédent, n°1. Soit ¢ € C;
pour tout élément F'(z) € K(z) on a encore ( — F'(z) € C. En particulier, gr(¢ — F(z)) € K(Z).
D’apres le lemme précédent, n°2, on a ¢ € K(z), d’ou C = K(z). Le centre de U(Vir(f)) est
alors égal a K(z) NnUVir(f)) = K[z].

3.1.4 Théorémes de comparaison

Les invariants dimensionnels déterminés dans le théoreme 3.2 ne permettent pas de distinguer
par exemple les algebres enveloppantes et les corps enveloppants de w(f) et to(g) lorsque f, g :
I' — K sont deux morphismes injectifs définis sur le méme groupe libre. On introduit donc
d’autres méthodes pour les comparer. Dans la partie 3.1.4.1, on commence par déterminer la
forme de tous les éléments ad-diagonalisables (et méme ad-localement finis) de U(w(f)); on
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montre ensuite comment le spectre de la dérivation intérieure associée a un tel élément permet
de reconstruire I'algebre ro(f). Dans la partie 3.1.4.3 on modifie ces notions pour les utiliser dans
le cas de corps gauches.

3.1.4.1 Algebres enveloppantes de méme dimension

Rappelons qu’un élément x d’une algebre associative A est dit ad-localement nilpotent (resp.
ad-diagonalisable) si adx: A — A est localement nilpotent (resp. diagonalisable). On dit que
x est ad-localement fini si, pour tout y € A, la famille {(adx)™(y)},,>o est liée. Les éléments
ad-diagonalisables et ad-localement nilpotents sont aussi ad-finis. -

Lemme 3.7 Soient f : T' < K un morphisme injectif et g = w(f) oug = Vir(f). Soitx € U(g).
1. Six est ad-localement fini, alors il existe A € K et ( un élément central tels que x = Aeg+(.

2. Si x est ad-diagonalisable et non-central, alors il existe X\ € K* tel que ’ensemble des va-
leurs propres de adx soit exactement Af(I).

Preuve. Rappelons d’abord le fait général suivant. Soit A une algebre filtrée. Une famille de
vecteurs {y; }ics est libre dans A si la famille des formes initiales {gr(y;) }ics est libre dans Gr(A)
(la réciproque est fausse en général). On en déduit que si z € A est ad-fini, alors 1’élément
X = gr(x) est ad-fini aussi relativement au crochet de Poisson dans Gr(A). En effet, soit
Y € Gr(Y), on veut montrer que la famille {(ad X)™Y },,,>0 est lie. Il suffit de le voir si Y est
de la forme Y = gr(y), pour y € A. S’il existe un entier n > 1 tel que (ad X)"(Y) = 0, alors la
famille {(ad X)™(Y)},,~( est liée. Sinon on a pour tout m > 0 : (ad X)™(Y) = gr((adz)™(y));
si la famille {(ad X)™(Y)},,>, 6tait libre, la famille (ad x)™(y) serait libre aussi et x ne serait
pas ad-localement fini. -

On peut maintenant démontrer le numéro 1. On va traiter le cas ou g = Vir(f); la démons-
tration dans le cas ou g = w(f) est tout & fait analogue et sera omise. On notera U = U(g) et
S = Gr(U). Soit z un élément ad-localement fini non-central dans ¢. Quitte a changer = en z—¢
pour un élément central ( convenablement choisi, on peut supposer gr(z) ¢ K[Z] (on utilise le
lemme 3.5, n°3). Appelons X = gr(z) € S la forme initiale de x. Cet élément est aussi ad-fini
sur S. Notons V(X) = {a € T' | 0,(X) # 0} : les variables non-centrales desquelles dépend la
fraction rationnelle X sont exactement les E, pour a € V(X). Par hypothese, V(X) est non-
vide. Si V(X)) # {0}, on peut choisir un ordre sur I' tel que MV (X) = maxV(X) > 0. Mais
alors, pour tout élément homogene Y € S tel que MV (Y) > MV (X), on voit par récurrence
(en utilisant le lemme 3.4, n°3) que MV ((ad X)™Y) = MV(Y) + mMV(X). Ces éléments
de I' sont deux a deux distincts; on en déduit facilement que les (ad X)™Y sont linéairement
indépendants, contradiction. Donc V(X) = {0}, autrement dit X ne dépend que de Ej et de Z.
On en déduit que 0y(X) = f%(o ne dépend également que de Fjy et Z. La sous-algebre engendrée
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par Ey et Z étant commutative relativement au crochet de Poisson, il vient {X,dy(X)} = 0.
Or pour tout élément o € I', on a {X,Ey} = 0p(X).f(a)Es. On en déduit par récurrence
que, pour tout m > 0, (ad X)™(E,) = (f(a)0o(X))™E,. Lorsque o # 0, ces éléments sont
linéairement dépendants si et seulement si la famille {Jy(X )™}, < est liée. Ceci implique que
do(X) = A € K*; comme par ailleurs X = gr(z) est un polynéme (en Fy et Z) homogene, on
voit qu’il est de la forme X = AEy+ N Z. Il vient v(x — Aeg — N'z) <0, dott z — Aeg — Nz € K.

Prouvons le numéro 2. Soit x un élément ad-diagonalisable, non-central ; en particulier x est
ad-fini. Il existe A € K* et { central tels que x = Aeg + (. Remplacer x par x — { ne modifie pas
les valeurs propres (ni les vecteurs propres) de adz; on se ramene a déterminer le spectre de
ad(Aep). A Taide de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt déduite de la base naturelle de g, il est
facile de voir que celui-ci est précisément égal a \f(I"). Le lemme est démontré.

Notons a présent £;(K) I'ensemble des sous-groupes libres, de rang d du groupe additif K;
L4(K) est non-vide si et seulement s’il existe un plongement I' = Z¢ — K. Dans ce cas, on peut
regarder l'action par homothéties du groupe multiplicatif K* sur £4(K).

Théoréme 3.8 Soient f, g deux plongements ' — K. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i.  les algébres enveloppantes U(m(f)) et U(m(g)) sont isomorphes ;
it.  les algébres enveloppantes U(Vir(f)) et L{(Vir(g)) sont isomorphes ;
iii. les algébres de Lie w(f) et w(g) sont isomorphes ;
. les orbites de f(T') et g(I") sous laction de K* sont égales.

Preuve. Remarquons d’abord que, pour tous plongements f,g: I' < K les orbites de f(I")
et g(T") sont les mémes si et seulement s’il existe A € K* et 0 € Aut(T') tel que \g = f o o.
L’équivalence i) <= iv) est alors simplement une autre formulation de [41, théoreme 3.8].
L’implication iii) = i) et i) est évidente. Montrons i) = 4v). Si ®: U(w(g)) — U(r(f)) est
un isomorphisme, alors ad(®(ep)) est un élément ad-diagonalisable de U(w(f)) ayant le méme
spectre que ad(eg) € Endy, L{(m(g)), c’est-a-dire g(I"). D’apres le lemme précédent, n°2, il existe
A € K* tel que ¢g(T") = Af(T"). L’implication ii) = iv) se démontre de méme.

3.1.4.2 Décomposition des éléments de Gr(K(g))

On considere toujours g = w(f) ou Vir(f), S(g) = Gr(U(g)) et Q(g) = Gr(K(g)). L’algebre
S(g) étant l'algebre symétrique de 'espace vectoriel I'-gradué g, cette graduation se prolonge
en une I'-graduation de S(g), avec pds(£,) = 7 pour tout v € I'. Le degré associé est encore
appelé poids et les éléments homogenes isobares. Les éléments isobares sont les vecteurs propres
de ad Ey pour le crochet de Poisson. Cette I'-graduation ne se prolonge pas & Q(g) : par exemple,
siy € I' \ {0}, 'élément Ey + E, € S(g) est homogene au sens classique, donc inversible dans
O(g). Toutefois, Ey+ E., n’étant pas isobare, 'élément (Ep+ E.)~! ne peut pas s’écrire comme
combinaison linéaire de fractions rationnelles & numérateur et dénominateur isobares. On va
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remédier & cette situation en montrant qu’'on peut décomposer les éléments de Q(g) en somme
infinie d’éléments isobares, en un sens que l'on précisera. Soient Q;s, le localisé de S(g) en les
éléments isobares et H le sous-corps de Q;s, formé par les fractions isobares, de poids nul. On
identifiera Q;s, & une sous-algebre de Frac S(g).

Lemme 3.9 L’algébre Q;s, est isomorphe a l'algébre de groupe H[L].

Preuve. Choisissons une base {€1,...,64} de I'. On vérifie que I'application ¥ définie pour
h € Het (ai,...,aq) € Z% par ¥(h.(a1,...,aq)) = h.E. .. B4 se prolonge en un isomor-
phisme de H[T] sur Q;so-

Un ordre sur le groupe I' étant fixé, on peut plonger H[I'] dans un corps de séries de Malcev-
Neumann H[[[']] (voir par exemple [31, 11, 10, 1]). Les éléments de H[[I'] sont des séries formelles
T = wa, ou chaque x, est isobare, de poids v, et ot 'ensemble {y € I" | 2, # 0} est une

vel’
partie bien-ordonnée de I’ensemble ordonné I'. Le produit de deux telles séries est donné par la

formule :
Q_w)Q_ui) =D (D wij)-
iel jer ~eT itj=v

Le corps Frac S(g) se plonge dans H[[I']]; on pourra donc dorénavant identifier Frac S(g) & un
sous-corps de H[[I']]. A fortiori, 'algebre Q(g) sera identifiée & une sous-algebre de H[[I']]. On
démontre facilement :

Lemme 3.10 Conservons les notations précédentes. Soient x =) x, € Q(g) et h € Q(g), on
note {h,x} =3 uy la décomposition en série de l’élément {h,x} € Q(g). Si h est une fraction
isobare, de poids nul, alors on a :

Vyen) : uy={h,z,}.

3.1.4.3 Corps enveloppants de mémes degrés de transcendance

Soient D un corps gauche et € D. On dira que = est quasi-localement fini (resp. quasi-
diagonal) s’il existe une sous-algebre B de D contenant x telle que (adx)|p: B — B soit locale-
ment fini (resp. diagonalisable), et telle que D = Frac(B).

Lemme 3.11 Soient f : T' — K un morphisme injectif et g = vo(f) ou g = Vir(f).
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1. Soit x un élément quasi-localement fini de K(g). Il existe A € K, ( un élément central et
x' € K(g) tels que x = Xeg + ¢ + 2’ et v(2') <0.

2. St x € K(g) est quasi-diagonal et non-central, il existe A € K* tel que ’ensemble des
valeurs propres de ad x (agissant dans K(g)) soit contenu dans Af(T).

Preuve. Commengons par une observation utile. Soit B une sous-algebre de K(g) telle que
K(g) = Frac(B). Si Gr(B) est contenue dans une sous-algebre Q" C Q(g) stable par inversion,
alors @ = Q(g). En effet, soit Y = gr(y) € Q(g) un élément homogene non-nul. En écrivant
y =u"lv avec u,v € B, on a aussi Y = gr(y) = gr(u) lgr(v). Comme gr(u),gr(v) € Gr(B) C
Q’, et que Q' est stable par inversion, on en déduit que Y € Q’, d’ot1 le résultat. En particulier,
on voit que Gr(B) n’est pas contenue dans le sous-corps ‘H C Frac S(g) formé des fractions
isobares, de poids nul. De méme, Gr(B) n’est pas contenu dans une sous-algebre de la forme
Q(v), avec v € T (formée de fractions rationnelles ne dépendant pas des variables E, lorsque
a > 1, voir la section 3.3).

Démontrons le numéro 1. On va le faire dans le cas o g = Vir(f) ; le cas ou g = w(f) se traite
de manieére analogue. Soit B une sous-algebre de K(g) contenant x et telle que Frac B = K (g).
On suppose (adx)p: B — B localement fini. On peut supposer que B contient le centre de
K(g), et que I’élément z est non-central dans B (sinon z est central dans K(g) et le résultat
est évident). Quitte a changer x en x — ¢ pour ¢ central bien choisi, on peut donc supposer que
gr(z) € K[Z, Z7'] (lemme 3.5, n°3). Cette opération est justifiée, car adz = ad(x — ¢), donc
x — € B est encore quasi-localement fini. Dans ce cas, ’élément X = gr(x) est ad-localement
fini sur Gr(B). Montrons que X ne dépend que de Ey et de Z. Supposons que ce ne soit pas le
cas. On peut choisit un ordre sur I' tel que vy = MV (X) > 0. Comme Gr(B) € Q(v), il existe
y € B tel que MV (gr(y)) > MV(X). Comme dans la preuve du lemme 3.7, on en déduit que
les éléments {(ad z)™(y)},,, sont linéairement indépendants, contradiction. Donc X (ainsi que
ses dérivées) ne dépendent que de Ey et de Z, et 9o(X) # 0 car X ¢ K[Z, Z~!]. Notons aussi
que, comme FEj et Z sont isobares, de poids nul, il en est de méme de 1’élément dy(X) = 8%(0’

Soit Y € Gr(B). On décompose Y en série formelle Y = 3" Y, comme dans la partie 3.1.4.2;
en particulier chaque Y, est isobare, de poids 7. Comme Gr(B) € H, on peut choisir Y de sorte
que Y ¢ H, autrement dit il existe yp € I' \. {0} tel que Y., # 0. Par récurrence on montre que
(ad X)™Y = 9p(X)™(ad Eyp)™Y pour tout entier m > 0; on en déduit la décomposition en série
de (ad X)™(Y) :

(ad X)™(Y) =Y ao(X)"™f(1)"Y,.
v

Cette famille étant liée, les familles des composantes isobares {9o(X)™ f(7)™Y;},,~ sont égale-
ment liées, pour tout v € I'. En particulier, pour v = v, comme f(y0)Y;, # 0, on en déduit que
{00(X)™},,>0 est liée, d’ott 0p(X) = X € K*. Par suite, il existe A € K tel que X = AEy + \'Z,
en particulier v(x — Aeg — Nz) < 0 et = a la forme annoncée dans le numéro 1.
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Démontrons le numéro 2. On peut supposer x = Xeg + 2/, avec v(2’) < 0. En particulier,
v(z) < 1. Soit p une valeur propre de ad x. On peut supposer u # 0, sinon x serait central dans
B, et par suite dans K(g), contrairement aux hypotheses. Il existe y € B tel que [z,y] = uy.
On en déduit que v(y) = viz,y] < v(y) + v(z) — 1 < v(y). Toutes ces inégalités sont donc
des égalités. On en déduit d’abord que v(z) = 1, c’est-a~dire A # 0, d’ou gr(z) = AEp; en-
suite on voit que {gr(z),gr(y)} = grlz,y], car v(z,y]) = v(y) + v(z) — 1. On en déduit que
{\Eo,gr(y)} = pgr(y), et donc p est une valeur propre de ad(AEyp). Il vient p € Af(T'), d’ou le
numéro 2.

Proposition 3.12 Soient f,g: ' — K deux plongements. On suppose que les corps K(m(f))
et K(w(g)) sont isomorphes, ou que les corps K (Vir(f)) et K(Vir(g)) sont isomorphes. Alors
il existe un scalaire A\ € K* tel que A\g(I') C f(I'). Cette condition équivaut aussi a l’existence
d’un scalaire A € K* et d’un endomorphisme injectif 7: I' — I tels que A\g = f o .

Preuve. Si ® est un isomorphisme K (ro(g)) — K (w(f)), on voit que ®(eg) est un élément
quasi-diagonal de K (tv(f)) et le spectre de ad(®(ep)), agissant dans K (w(f)), est le méme que
celui de ad eg agissant dans K (1(g)), c’est-a-dire g(I"). D’apres le lemme précédent, n°2, il existe
A € K* tel que g(T') € Af(T), autrement dit A~1g(T") C f(T).

Ensuite il est facile de vérifier que A\g(T") C f(I') si et seulement §’il existe un endomorphisme
injectif 7: I' — T tel que Ag = for.

3.1.4.4 Exemples

On va maintenant utiliser le critere de la proposition 3.12 pour donner des exemples de corps
enveloppants d’algebres de type Witt (ou Virasoro) ayant méme degré de transcendance de ni-
veau 3 mais qui ne sont pas isomorphes. Soient A, B € L£;(K) des sous-groupes additifs libres,
de rang d, de K. On écrira A = B s’il existe un scalaire A € K* tel que A\A C B.

Lemme 3.13
1. La relation = est une relation d’équivalence sur Lq(K).

2. Soient A,B € L4(K) tels que A = B. Soient a € A~ {0}, b € B~ {0}. Alors a A
et b"'B sont des sous-groupes libres de rang d de K, contenant l’élément 1y, tels que
a 'A = A= b"1'B. De plus, les sous-corps de K engendrés par a='A d’une part et par
b~'B d’autre part sont égaux.

Preuve. La réflexivité et la transitivité de la relation = sont évidentes. Il reste a voir que
A = B entraine aussi B = A, pour tous A, B € £4(K). Il existe des plongements f,g: Z¢ — K
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tels que f(Z?) = A, g(Z%) = B. L’hypothese A = B entraine I'existence d’un morphisme injectif
7: 7% — 7% et de XA € K* tels que Af = go7. Or on sait qu'il existe un morphisme 7% : Z¢ — Z¢
tel que To7# = det(7)Id : la matrice Matg(7%) de 7# dans une base B donnée est la transposée
de la comatrice de Matg(7). On vérifie qu’alors Af o7# = det(7)g, et donc A™' det(7)g = for¥,
d’ott A"l det(7)B = A"t det(7)g(Z?) C f(Z?) = A, d’out B = A. Le numéro 1 est démontré.

Démontrons le numéro 2. Soient A € L4(K) un sous-groupe additif de K et a € A ~ {0}.
Il est clair que a~'A est un sous-groupe libre de rang d de K, contenant I’élément 1k, tel que
a 1A= A. Soient B € L4(K) tel que B=Aetbe B\ {0};onaalorsb '!B=B=A=a"14
comme annoncé. Pour la suite de la preuve, on remplace A par a 'A et B par b~ B, de sorte
qu’on supposera 1lg € AN B. Notons Q(A) (resp. Q(B)) le sous-corps de K engendré par A
(resp. par B).

Supposons A = B; montrons que Q(A) = Q(B). Comme A = B, il existe A € K* tel
que MM C B. On a donc A C A7'B, dou Q(A) € Q(A™!B). Or 1x € A, on en déduit que
A= \1g € B~{0}. On a donc aussi \™'B C Q(B), d’ou Q(A\"1B) C Q(B), d’ou Q(4) C Q(B).
Un argument de symétrie prouve que Q(B) C Q(A) : le numéro 2 est démontré.

Notations 3.14 Soient A € L4(K) et a € A~ {0}. D’apres le lemme, le sous-corps de K en-
gendré par a~!'A ne dépend pas du choix de a : on pourra donc le noter Q(A).

Corollaire 3.15 Soient f,g: I' — K deuz plongements. Si les sous-corps Q(f(T")) et Q(g(T"))
sont différents, alors les corps enveloppants K (w(f)) et K(ro(g)) ne sont pas isomorphes; et il
en va de méme pour les corps K(Vir(f)) et K(Vir(g)).

Preuve. S’ils étaient isomorphes, on aurait f(I') = ¢g(I") d’apres la proposition 3.12, et donc
Q(f(T")) = Q(g(T")) d’apres le lemme précédent.
Exemple 3.16 Les corps enveloppants d’algebres de Witt (ou de Virasoro) associés aux plon-

gements fi: Z? — C (k= 1,2,3) sont deux & deux non-isomorphes :

filz,y) =z +iy; folz,y) =z +7y; f3(z,y) =2+ Y.

3.2 Parties positives des algebres de type Witt

3.2.1 Conventions générales

Dans toute cette partie, on considére un plongement f : I' = Z% < K par lequel on identifie
I' & une partie de K. On suppose I' totalement ordonné; on pose I'y = {a € I' | @ > 0}. On
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note wy = o (f) la partie positive de to(f) (relative a cette relation d’ordre), autrement dit

= EB Ke,, avec le crochet [eq,eg] = (8 — a)eqyps (pour o, B € I'y).
er
Onﬂy re;;rend en outre les notations introduites dans la partie 3.3. En particulier on note
Q(r;) = Gr(K(w4)), que Pon munit du crochet de Poisson canonique {.,.}. Pour tout z €
Q(r), on note ad(x) lapplication y € Q) — {z,y} € O(wy). Les éléments de Q(ro4)
peuvent étre considérés comme des fractions rationnelles en des variables E., ot v € I'y. On no-
tera 0y la dérivation partielle %. On a aussi, pour ¢ € Q(ro) : MV (¢) =sup{y € 'y | 0,(p) #

0} e 'L U{— € fty}. Pour tous ¢,? € Q(w, ) on écrira enfin {p, ¢ }4 8 = Oap .0 — 0y . Out).

3.2.2 Centralisateurs
3.2.2.1 Centralisateurs dans Gr(K (o))

Pour tout élément ¢ € Q(w4) on note C(p; Q) le centralisateur de ¢ dans Q(w ) relative-
ment au crochet de Poisson. C’est une sous-algebre de Poisson de Q(to4); celle-ci est graduée
lorsque ¢ est homogene.

Lemme 3.17 Soient o, € Q().

1. On suppose ¢ € K. Il y a équivalence entre :
i, MV({p}) < MV(g);
i {pp}=0;
. (Va,Bely) @ {g,}ap=0.

2. Supposons ¢ € Q(wy) homogéne, non-constant. Si deg(p) = 0, alors C(p; Q) est une
sous-algébre graduée de Q(ry) concentrée en degré 0. Si deg(yp) # 0, alors il existe un
élément homogéne h € Q(ry) \ {0} tel que C(p; Q) = Klh,h™!]; en particulier deux
éléments homogenes de méme degré commutant a ¢ sont toujours proportionnels.

3. On suppose qu’il existe N > 1 tel que (ad @)™ () = 0. Alors {¢,¢} = 0.

Preuve. Démontrons le n°l. Comme dans la preuve de la proposition 3.17, équation (3.2),
on voit qu'on a la relation {¢, ¢} = Z(ﬂ — a)Eq15{p, ¥} 3. L'implication iii) = i) est

B>«
alors évidente. L’implication ii) = i) est claire. Il reste a voir i) = 4ii). Si ¢ est constant,

'assertion #i7) est trivialement vérifiée. On suppose donc ¢ ¢ K. Ona MV ({p,9}) < MV (p) <
MV (p) + MV (¢); d’apres la proposition 3.4, n°3, on en déduit MV (¢)) = MV (p). Notons
p = MV (p) cette valeur commune : en particulier, pour tout v € I'y, on a u + v > p, donc
les fractions rationnelles ¢ et 1, ainsi que les {¢,¢}q 8 (ot o, B € I'}), ne dépendent pas de la
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variable E,, . En dérivant I'identité du début de la preuve par rapport a 1 (lorsque v € I'}.),
on en déduit :

Vy>0) > (B-a)e¢las=0. (3.3)

a+B=p+y
B>a

Soit V = {a € T4 | dap # 0 0u 0utp # 0} : ni p ni 1 ne dépendent de E, si o € V, en
particulier {¢,9},3 = 0 si a ou § € V. C’est un sous-ensemble fini de 'ensemble totalement
ordonné I' ;. On peut donc I’écrire sous la forme V = {a1,...,an}, avec 0 < oy < ... < any = u.
Notons a présent H,, 'hypothese : (Va, 5 € I'y), (o, > am) = {¢,¢}a,s = 0. Par définition
de V, ceci revient encore & : (Va, 5 € V), (o, > o) = {@,¥}a,s = 0. On voit que la propriété
ii1) que l'on veut prouver résulte de Hj. Il reste & démontrer H; ; & cet effet on fait une récurrence
descendante.

L’hypothese H est vraie. Supposons H,, vérifiée, avec 1 < m < N et démontrons H,,_1.
On a ay,—1 > 0; d’apres (3.3) il vient :

Z (ﬁ_a){@a w}a,ﬁ = (M—amfl){¢a¢}am_1,u+ Z (5_0[){(10’1!}}@”3 = 0. (34)

BH+a=ptam-1 BHa=p+am-1
B>a u>p>a
a,BEV

Or, pour tous o, B e 'y, sif+a=p+ap_1etp>0>aalors 0 < p—0F=a—aqp_1;
il vient o, 8 > a;,_1. Lorsque « et 3 sont dans V, ceci entraine «, 3 > «,,. L’hypothese H,,
s’applique alors dans (3.4) sur la somme de droite qui s’en va. Comme en outre m — 1 < N, on

a pm—1 # an = W, et on trouve finalement {p, ¥}, ;4 = Oapm_ 19 -0 — Oup . 0a,, ¥ = 0.
Pour tous «, 3 > «;,_1, on a donc :

Oatp - (O . Opp) = Oap. (Outh.0pp) = (Oatp.0uth).0pp = (Oup.0at)) . Opep.

Par définition de p = MV (¢), on a 9,9 # 0; en simplifiant on trouve dnp .31 = Jgp . Oat),
prouvant H,,—1. On en déduit par une récurrence descendante que H; est vraie, d’ou #i7).

Démontrons le n°2. Soit ¢ € C(p; Q) un élément homogene, non-nul. Posons a = deg(y) et
b = deg(v)). Montrons d’abord qu’il existe un scalaire A € K* tel que ¢® = M. A cet effet, on
montre que "%’ est constante. Pour tout « € 'y, on a :

Oa(h™%") = bp" 1 0a(p)™ — arh™* 0a ()"
I L (B0 () — ada()p).
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Comme ¢ est homogene, de degré a, on voit que a.p = Z Eg0g(p) d’apres 'identité d’Euler;
B
de méme on a b.¢) = Z Ez03(¢). 11 vient :
B

Oa(™") = "7 (Ba(0) D Epds(th) — 0a(¥) Y | Egdp(e))
5 5

= TN " Eg(0a(9)05(1) — 0a(¥)05())
5

= 0 d’apres le n°l, iii), parce que {p,} =0.

0
On a donc, pour tout o € 'y, ﬁ(d;*agpb) = 0; par suite, il existe A € K* tel que ¢® = Ay
(0%

Supposons & présent a = deg(p) = 0. Alors ¢* = A\ = X\ € K*; comme ¢ ¢ K,
nécessairement b = deg(y)) = 0 : les éléments de C(¢; Q) sont homogenes, de degré 0. Inverse-
ment, on suppose a # 0. Soient ¥, 12 € C(p) \ {0}, homogenes, de méme degré. Montrons que
11 et 19 sont proportionnels. En effet, soit ® = 11 /15. L’élément ® est homogene, de degré nul
et ¢ est un élément de degré non-nul du centralisateur C'(®; Q). Ceci n’est pas possible si ® ¢ K
d’aprés ce qui précede; on en déduit bien que 11 et ¥y sont proportionnels. Choisissons main-
tenant h € C(p; Q), homogene, de degré m > 0 minimal. Alors h est inversible dans Q(tv ),
et K[h,h~1] C C(p; Q). Montrons que C(p; Q) C K[h,h!]. Soit ¢ € C(p; Q) homogene, de
degré n. Posons d = pged(m,n) > 1. 1l existe deux entiers u, v tels que um + vn = d. Alors
¥ € C(p; Q) est un élément homogene, de degré d > 1. On en déduit par minimalité de m
que m < d; comme d divise m on a nécessairement m = d. Donc m divise n : il existe ¢ € Z tel
que n = gm. Dans ce cas, 1 et h? sont deux éléments de C(y; Q) de méme degré : 1) est donc
proportionnel & h?. Ceci prouve que C(p; Q) C K[h, h™1].

Démontrons le troisitme point. Supposons N > 2. Comme {¢, (ad )V ~1(3))} = 0, on a
MV ((ad)N~1(p)) < MV(p) d’apres le n°l, ii) = i). Cette inégalité peut aussi s’écrire
MV({QD, (ad gD)N*Q(w)}) < MV(p); en appliquant cette fois le n°1, i) = ii), on en déduit que
(ad )N=1(1) = 0. De proche en proche on se ramene au cas oit N = 1, c’est-a-dire {¢, 9} = 0.

3.2.2.2 Centralisateurs dans I’algeébre enveloppante

Soient A une algebre filtrée sur N et {A,}, oy sa filtration. On suppose Ag = k. On suppose
aussi Gr(A) integre; en particulier A est integre et lapplication filtration v: A — N vérifie
v(zy) = v(z) + v(y), pour tous xz,y € A~ {0}. Il en résulte notamment que les éléments non-
scalaires de A sont transcendants sur K.
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Proposition 3.18 Soit x € A tel que v(z) > 0 et C(x;A) le commutant de x dans A. On

suppose que gr(x) € Gr(A) vérifie la condition suivante :

(C) pour tous u,v € Gr(A) homogénes, de méme degré : si {gr(z),u} = {gr(z),v} =0, alors
u et v sont proportionnels.

On a alors les conclusions suivantes :
1. C(z; A) est un K[z]-module libre, de type fini, et son rang divise v(x).
2. C(z;A) est commutatif.

Preuve. On adapte la démonstration d’Amitsur [4, théoréme 1]. Commengons par deux lemmes :

Lemme 3.19 Soient a,b € C(x; A) tels que v(a) = v(b). Il existe A € K tel que v(a—Ab) < v(a).

Preuve du lemme. Comme [a, z] = [b,x] = 0, il est clair que {gr(a), gr(z)} = {gr(b), gr(x)}
D’apres la condition (C), gr(a) et gr(b) sont proportionnels; il existe donc A € K tel
gr(a) = Agr(b) = gr(A\b), autrement dit v(a — Ab) < v(a).

Lemme 3.20 Pour tout m € N, l'ensemble X, = {a € C(x; A) | v(a) < m} est un K-espace
vectoriel de dimension finie.

Preuve du lemme. D’abord, Xy = K ; ensuite le lemme précédent signifie exactement que I'espace
quotient X, / X,n_1 est de dimension au plus 1 pour tout m.

On peut maintenant achever la preuve de la proposition 3.2.2.2. Posons N = v(z) ; on appelle

={neZ|3JaecC(z;A) tq. v(a) = n}. Il est clair que Z, est une partie additive non-vide
de Z. L’ensemble Z, = {n+ NZ | n € Z,} est donc un sous-groupe de Z/NZ; Uentier p = #7Z,
est alors un diviseur de V. Appelons alors my, ma,..., M, les éléments de Z, que l'on releve
en mi,...,m, € Z, minimaux; on peut choisir m; = 0. Pour chaque m; on fixe un élément
y; € C(x;A) de filtration m;; on peut prendre y; = 14. Montrons que {yi,...,y,} est une
K[z]-base de C(z; A).

Soient p1(z),...,¢p(x) € Klz] tels que p1(z)y1 + ... + @p(x)y, = 0. Si les ; = @;(z)
ne sont pas tous nuls, il existe j # k tel que ¢j,¢r # 0 et v(p;y;) = v(oryr). Mais alors
my = v(y;) + NZ = v(g;) +v(y;) + NZ = v(¢;y;) + NZ = v(pryk) + NZ = M, contradiction.

Soit y € C'(z; A), on montre par récurrence sur v(y) que y € Klz]y; +...+K[z]y,. Reprenons
la notation X,,, du deuxiéme lemme. Si v(y) =0:y € Xo = K doncy = A.14 = Ay, A € K.
Siv(y) >0 :ilexiste j € {1,...,p} tel que v(y) + NZ = m; ; autrement dit, il existe ¢ € Z tel
que v(y) = m; + Ngq. Par minimalité de m; , on a ¢ > 0. Dans ce cas, on a v(y) = v(z%y;);
d’apres le premier lemme, il existe A € K tel que v(y — Az%y;) < v(y). L’hypothese de récurrence
appliquée a y — Ax?y; fournit le résultat voulu.
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Etablissons a présent la commutativité de C(z; A). Le groupe Z, est cyclique : on peut
trouver Y € C(z; A) tel que v(Y) + NZ engendre Z,. 1l est alors facile de voir que I’ensemble

{v(H) | H=H(z,Y)=¢o(z) +o1(z)Y + ...+ ©p-1(x)YP1 avec @o,...,pp1 € Klz]}

contient tous les entiers de Z, sauf au plus un nombre fini. On peut supposer que Z, contient
tous les éléments {t,t + 1, + 2,...} pour un certain ¢ € N.

Comme dans la premiére partie de la preuve, on montre que tout élément y € C(x; A) peut
s’écrire sous la forme y = H(x,Y) + h, avec h € C(z; A) et v(h) < t. D’apres le second lemme,
I’ensemble de tous les h ainsi construits forme un espace vectoriel de dimension finie d. En
particulier, on définit une famille linéairement dépendante {ho, ..., hq} par les décompositions :
2wy = H;(z,Y) + hj, v(h;) < t. Soit alors (A, ..., A\s) € K¢~ {0} tel que > A\jh; = 0; on
a: (Z)\ja:j)y = > XjH;(z,Y). Par suite, on a prouvé que, pour tout y € C(x; A), il existe
H(z,Y) € K[z,Y] et h(z) € K[z] \ {0} tels que h(x)y = H(z,Y); on en déduit que C(x; A)
est contenu dans K(z)[Y], qui est commutative.

Théoréme 3.21 Soit g une sous-algébre de Lie de v .. Soit u un élément non constant de U(g).
Le centralisateur de w dans U(g) est commutatif; c’est de plus un sous-K[u]-module libre dont
le rang divise v(u).

Preuve. Sig=to,, il suffit d’appliquer la proposition 3.2.2.2 dont les hypotheses sont vérifiées
d’apres le lemme 3.17, n°2. Si g C . est quelconque, I’algebre U(g) s’identifie & une sous-algebre
filtrée de U(ro,) et Gr(U(g)) a une sous-algebre de Poisson de Gr(U(w.)). Les hypotheses de
la proposition 3.18 restent donc vraies dans Gr (Z/l (g)), d’ou le résultat.

3.2.2.3 Centralisateurs dans le corps enveloppant

On reprend les notations et hypotheses de la partie 3.2.2.2 : A est une algebre filtrée sur N
par des sous-espaces {Ay},cy; on suppose que Ag = k et que Gr(A) est integre. En outre, on
suppose ici que A est un domaine de Ore; on notera K son corps de fractions. On munit K
de la filtration naturellement induite par celle de A. Les méthodes qui suivent sont inspirées de
Goodearl [21].

Proposition 3.22 Soient © € K et C(z; K) le commutant de © dans K. On suppose que x
vérifie l'une ou l'autre des deux conditions suivantes :

1. v(x) # 0 et, pour toute paire d’éléments u,v € Gr(K) homogénes, de méme degré : si
{gr(z),u} = {gr(x),v} =0, alors u et v sont proportionnels.

2. v(z) =0 et, pour tout y € C(x; K), non nul, on a v(y) =0.
Alors C(z; K) est commutatif.
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Preuve. Traitons d’abord le cas ou v(z) # 0. Soit Z, = {n € Z | y € C(z; K), v(y) = n}.
L’ensemble Z, est un sous-groupe non-nul de Z; il existe donc m > 0 tel que Z, = mZ. On fixe
alors un élément y dans C'(z; K) de filtration m. On va prouver que C(z; K) = K(y), adhérence
de K(y) dans K pour la topologie canonique (voir page 18), ce qui suffira. En effet, ’application :
[.,.]: (a,b) € K x K + [a,b] € K est continue; il vient :

[C(z; K), C(a; K)] = [K(y), K(y)] € [K(y), K(y)] = {0}.

Considérons a € C(x; K). 1l existe a1 € K(y) tel que v(a — a1) < v(a) — 1. En effet, il
existe n € Z tel que v(a) = nv(y) = v(y"). Mais a et y" commutent a x dans K, donc on
a aussi {gr(a),gr(z)} = {gr(y"),gr(z)} = 0 dans Gr(K). Comme deg(gr(a)) = deg(gr(y")),
on peut appliquer ’hypotheése n°l : il existe A € K* tel que gr(a) = A\gr(y™) = gr(Ay™), d’ou
v(a — A\y"™) < v(a). Par récurrence on construit alors une suite (a,),~,; dans K(y) telle que

lim a, = a, c’est ce qu’on voulait.
n—€fty

Traitons maintenant le cas out v(z) = 0. On va montrer que C(z; K) s’identifie naturellement
a un sous-corps de Gr(K). Comme C(z; K) C K (I’ensemble des éléments de K de filtration
négative), on peut définir ¢: C(x; K) — Ko/K_1 C Gr(K) par ¢(y) =y + K_;. L’application
¢ est linéaire et multiplicative : c’est un morphisme d’algebres par lequel on peut identifier le
corps C(x; K) a son image dans Gr(K), qui est commutatif.

Théoréme 3.23 Soit f : ' — K une application additive, injective et v (f) la partie positive
de l’algebre de type Witt associée a f. Alors les centralisateurs d’éléments non-centraux du corps
enveloppant K (v (f)) sont commutatifs.

Preuve. On note pour simplifier to; = to,(f). Soit x € K(w,) un élément non-central. Si
v(z) # 0, alors gr(z) vérifie la condition n°1 de la proposition 3.22 d’apres le lemme 3.17, n°2.
Supposons maintenant v(z) = 0. Si gr(z) = A € K*, les centralisateurs de = et © — A sont
confondus, et v(z — \) < v(z) = 0 : on est ramené au cas précédent. Si gr(z) ¢ K, le lemme
3.17, n°2, assure une fois de plus qu’on peut appliquer le résultat de la proposition 3.22.

Remarquons que le théoreme précédent reste valable en remplacant le corps K (m+( f )) par
n’importe quelle sous-algebre de K (m+( f )) En particulier, on retrouve le fait que les centrali-
sateurs dans l'algebre enveloppante U (m+( f )) sont commutatifs.

3.2.3 Sous-algebres de K (o)
3.2.3.1 Sous-algébres commutatives maximales

Proposition 3.24 Soit B une sous-algébre de K(ro).
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1. Soit C' une sous-algébre de B ; il y a équivalence entre :
i.  C est une sous-algébre commutative mazimale de B ;
ii. il existe un élément non scalaire x de B tel que C = C(z; B) ;
iii. C #K et, pour tout élément non scalaire y de C, on a C = C(y; B).
2. Soient C' une sous-algeébre de B distincte de K, C' son commutant dans C'.
a. Si C est non commutative, C' =
b. Si C est commutative, C' est une sous-algebre commutative maximale de B.

3. Six ety sont des éléments non scalaires permutables dans B, on a C(z; B) = C(y; B).

4. Soient C' une sous-algébre commutative mazimale de B, y un élément de B, et P € K[t
un polynéme non scalaire. Si P(y) € C, on ay € C.

5. Dans B, Uintersection de deux sous-algébres commutatives maximales distinctes est réduite
a K.

Preuve. On peut recopier mot pour mot les démonstrations de [13, corollaires 4.3 & 4.7].

Corollaire 3.25 Les sous-algébres commutatives mazimales de U(roy) sont de degré de trans-
cendance (au sens classique des algébres commutatives) égal a 1.

Preuve. On applique la proposition précédente avec B = U(toy). Soit C' une sous-algebre
commutative maximale de U(r). D’apres la proposition précédente, n°1 : il existe x € B\ K
tel que C' = C(x; B); d’apres le théoreme 3.21, c’est un K[z]-module de type fini. Le résultat
est alors immeédiat.

3.2.3.2 Sous-algebres de Lie de dimension finie

On considéere touours to = o4 (f) la partie positive d’une algebre de type Witt w(f). Pour
tout élément = € K (o), on note C(x) le centralisateur de z dans K (o). On note alors N(x)
I'ensemble {y € K| (adz)"(y) =0, n > 0}. C’est une sous-algebre de K (o) contenant C(x);
on peut considérer N(z) comme un C(z)-module & gauche, par exemple.

Lemme 3.26 Soient z,y € K(w.y); on suppose que y € N(x). Alors {gr(z),gr(y)} = 0.

Preuve. Posons X = gr(az), = gr(y). Pour n suffisamment grand, on a (ad z)"(y) = 0. On en
déduit que, dans Gr(K (rv4.)), on a aussi (ad X)"(Y') = 0 pour n assez grand. D’apres le lemme
3.17, n°3, on a bien {gr(z),gr(y)} = 0.
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Théoréme 3.27 Pour tout élément x € K(r4), on a N(x) = C(x). De fagon équivalente :
pour tout y € K(r), [z,y] € C(z) implique [z,y] = 0.

Preuve. On suppose d’abord N = v(z) # 0. L’ensemble Z, = {n € Z | Iy € N(x), v(y) = n}
t

est un sous-groupe de Z contenant N ; on en déduit Pexistence de y1,...,ym € N(z) tels que,
pour tout y € N(z), il existe j € {1,...,m} avec v(y) = v(y;) [N].
Considérons a présent M (z) C N(x), le sous-C(z)-module engendré par yi, . . ., Ym. Montrons

que M (z) est dense dans N(z) (pour la topologie canonique, voir page 18). Soit y € N(z). Il
existe j € {1,...,m} et ¢ € Z tels que v(y) = qv(z) + v(y;), et donc v(y) = v(z9y;). Or y et
x9y; sont dans N(z), donc {gr(x),gr(y)} = {gr(x), gr(z%;)} = 0 d’apres le lemme précédent.
D’apres le lemme 3.17, n°2, il existe A € K tel que gr(y) = Agr(z%y;), d'ou v(y — Azxly;) < v(y).
On peut alors construire par récurrence une suite (7,,),,cy dans M (z) telle que nlig}ty v(y—mn) =
— € fty, d’ou le résultat.

Comme y1,...,ym € N(x) : il existe a > 0 tel que (adx)*(y;) = 0 pour tout j, d’our 'on
déduit que (adz)*M (x) = 0 par C(x)-linéarité. Comme ad(z) est continue, on a :

(adz)*N(z) = (adz)*(M(z)) C (adz)*M(z) = {0}.

Supposons a présent que N(x) # C(x); il existe y € N(zx) tel que [z,y] # 0 mais [z, [z, y]] = 0.
La deuxiéme équation implique par récurrence que (adx)"(y"™) = nlz,y]™ pour tout n > 1; or
cet élément est toujours non-nul, contradiction.

On suppose maintenant v(x) = 0. Si gr(z) = A € K*, on peut remplacer z par x — A et
on est ramené au cas précédent. On supposera donc gr(z) ¢ K. Pour tout y € N(z) \ {0},
on a {gr(z),gr(y)} =0, dou v(y) = deg(gr(y)) = 0 d’apres le lemme 3.17, n°2. Dans ce cas,
v([z,y]) < v(z) + v(y) = 0. Mais [z,y] € N(z) aussi, et v([z,y]) # 0 n’est possible que si
[x,y] =0, c’est-a-dire y € C(x).

Enfin, il est facile de voir que N(x) = C(x) si et seulement si, pour tout élément y € K (o),
[z,y] € C(z) implique y € C(z).

Corollaire 3.28 Toute sous-algébre de Lie de dimension finie de K(w.y) est commutative.

Preuve. On supposera pour simplifier K algébriquement clos. Soit g une sous-algebre de Lie
de K(t) de dimension finie. Considérons z € g; soit A une valeur propre de I'endomorphisme
adg(x) : il existe y € g ~\ {0} tel que [x,y] = Ay. Alors [y, [y,z]] = 0, donc x € N(y) = C(y)
(théoreme 3.27); on en déduit que [z,y] = 0, d’ou A = 0. Ainsi, toutes les valeurs propres de
adg(x) sont nulles : c’est donc un endomorphisme nilpotent de g. Mais alors g C N(z) = C(z),
qui est commutative (théoreme 3.23), donc g est abélienne.
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3.2.3.3 Comparaison avec les corps de Weyl

Rappelons tout d’abord la définition des algebres et corps de Weyl.

Définition 3.29 Soient n,s € N deux entiers. L’algébre de Weyl (sur K, d’indices n et s),
notée A, s(K) est 'algébre engendrée par 2n + s générateurs p;, q;, 25 (avec ¢,5 € {1,...,n} et
ke{1,...,s}) soumis aux relations suivantes :

i 45) = 0ij 5 [pir 05 = lais a5) = [pis 2] = a5, 2] = 0,

pour tous i,j € {1,...,n} et k € {1,...,s}. C’est une algebre intégre et noethérienne ; en parti-
culier on peut considérer son corps de fractions D,, s(K) que 'on appelle corps de Weyl (sur K,
d’indices n et s). On écrit aussi A, (K) = 4,,0(K) et D, (K) = D), o(K).

Corollaire 3.30 Pour n > 1 et s > 0, il n’existe aucun plongement du corps Dy ¢(K) dans
K(wy).

Preuve. Deux éléments p,q € K(w,) vérifiant [p,q] = 1 engendreraient une algebre de Lie
non-commutative de dimension 3, en contradiction avec le corollaire 3.28.

Remarque 3.31 1l est connu que le corps de Weyl D;(KK) contient une sous-algebre non-
commutative libre [28]. On a ici le méme résultat, a savoir que le corps enveloppant K (to)
contient une algebre libre non-commutative. En effet, soit o = @Ken I’algebre de Witt
nez
usuelle; on considere la sous-algebre v = @Ken de . Il est clair que t; se plonge dans
n>1
w(f), il suffit donc de démontrer que le corps enveloppant K (toq) contient une sous-algebre
non-commutative libre. Soit C'(e1;11) le centralisateur de e; dans ro;. On vérifie sans difficulté
que C(ep;mwy) = Kej et [tog, 0] = @Ken. En particulier, on a w; # C(ej;m1) + [tog, 101].
n>3

D’aprés [20, théoréme D], le corps K (to1) contient une algebre non-commutative libre.

Plus précisément, la démonstration de [20] montre par exemple que les éléments 61_1 et 61_162
engendrent librement une sous-algebre non-commutative libre de K (7).

105



Chapitre 4

Corps enveloppants en
caractéristique positive

Introduction

Dans ce chapitre, on suppose que le corps de base K est de caractéristique p > 0. Soit g une
algebre de Lie de dimension finie sur K. Les résultats classiques (voir par exemple [18]) montrent
que U(g) est un module de type fini sur son centre Z(g). Soit C'(g) = Frac Z(g); la localisation
K(g) = C(g) @7(qU(g) coincide alors avec le corps enveloppant Frac U(g). En contraste avec le
cas de la caractéristique 0, c¢’est une C'(g)-algebre simple centrale de dimension finie. La structure
algébrique du corps K (g) est encore peu connue en général. Comme en caractéristique 0, on peut
se poser la question suivante [19] : existe-t-il deux entiers n,s > 0 tels que le corps K(g) soit
isomorphe au corps de Weyl classique D), (K) ? En particulier, est-ce que le centre C'(g) est une
extension transcendante pure de K7

Du fait que K(g) soit de dimension finie sur C(g), on peut se poser de nouvelles questions
propres & la situation modulaire. Parmi elles, la détermination de I'exposant de K (g), c’est-a-dire
Pordre de la classe de K(g) dans le groupe de Brauer de C(g) est encore largement ouverte.

Enfin, ’étude de anneau Z(g) proprement dit est également un probléme tres riche. Sup-
posons que ’algebre de Lie g est restreinte. Alors Z(g) contient une sous-algeébre commutative
libre O[g] de rang dim(g), appelée p-centre de U(g), telle que U(g) est un module de type fini sur
Olg]. En général, on a Z(g) # Olg|; tout naturellement on est amené & rechercher un systeme de
générateurs de Z(g) comme algebre sur O[g]. De plus, on peut se poser la question suivante (cf.
[8], voir [14, 12] pour le cas de la caractéristique 0) : I'anneau Z(g) est-il un anneau factoriel ?
Ce probleme a été résolu affirmativement par Premet et Tange dans [34] pour K algébriquement
clos si g = gl,, ou, lorsque p ne divise pas n, si g = sl,.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiere partie, on introduit le cadre de
notre étude. On définit tout d’abord l'indice et ’exposant d’un corps gauche de dimension finie
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sur son centre [22]. Ensuite on introduit les algebres et les corps de Weyl classiques [19, 35].
En caractéristique p > 0, on détermine explicitement leur centre, puis on calcule I'indice et
I'exposant des corps de Weyl. Enfin on rappelle la notion d’algebre de Lie restreinte [18]. On
introduit alors la notion de p-centre de 1’algebre enveloppante d’une algebre de Lie restreinte.
Le centre du corps enveloppant est une extension de dimension finie du corps des fractions du
p-centre; la relation générale pdim ¢ = [K(g) : C(g)][C(g) : Frac O[g]] est alors établie. Pour
finir, on établit un critere d’isomorphisme entre corps enveloppants et corps de Weyl classiques.

Dans la deuxieme partie, on étudie le cas des algebres de Lie g = gl,, ou g = sl,, lorsque p ne
divise pas n. En suivant la méthode de Gelfand et Kirillov [19] et en se servant des résultats de
Premet et Tange [34] sur le centre du corps enveloppant , on démontre que K (g) est isomorphe
au corps de Weyl D@ s (K) avec s = n lorsque g = gl,, et s = n—1 lorsque g = sl,, (théorémes

4.19 et 4.21). En particulier on en déduit que le corps K(g) est d’exposant p dans les deux cas.

La troisiéme partie est consacrée a ’étude de 1’algebre de Witt W (1) et d’une certaine sous-
algebre de l'algebre de Witt W (2). Dans la premieére section, on présente quelques résultats
techniques utiles. Le premier permet la détermination explicite d’invariants d’une algebre asso-
ciative sous 'action de certaines dérivations. Le deuxieme permet de construire algorithmique-
ment, sous certaines hypotheses ad hoc assez fortes, un isomorphisme entre le corps enveloppant
d’une algebre de Lie et un corps de Weyl classique. Le dernier résultat concerne le lemme de
Nagata (proposition 4.29) et permet d’établir la factorialité du centre Z(g) dans les cas étudiés
par la suite. Pour finir, on définit précisément les algebres de Witt W (n) comme algebres de
dérivations d’anneaux de polyndmes tronqués a n variables. Quelques propriétés immédiates de
W (n) sont alors établies.

Dans les deux sections suivantes, on se tourne enfin vers I’étude des algebres de Lie g = W (1)
oug=A(1)@W(1) C W (2). On y démontre dans les deux cas que le corps enveloppant K(g) est
isomorphe & un corps de Weyl D,, s(K) et que le centre Z(g) est un anneau factoriel (théoremes
4.42 et 4.59). La démarche est la méme pour les deux algebres : on commence par trouver une
sous-algebre de Lie gg C g telle que K(go) =~ Dy 0(K), avec n = dim(gg). On construit ensuite ex-
plicitement des éléments Q1,...,Qs € Z(g) avec s = dim(g) — dim(go) (dans le cas ou g = W (1)
on retrouve 1’élément central classique défini par exemple dans [16]). La forme explicite des
éléments Q, ..., Qs permet de démontrer que K(g) est engendré par K(go) et Q1,...,, d'ou
I'on déduit que K(g) est isomorphe & D, s(K). Enfin, & I’aide de techniques d’algebres filtrées,
on montre simultanément que Z(g) est engendré par ces éléments €, ..., Qs comme algebre sur
le p-centre Olg| et que Z(g) est un anneau factoriel.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K de caractéristique p > 0.
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4.1 Préliminaires

4.1.1 Indice et exposant d’un corps gauche

Proposition 4.1 Soit D un corps gauche de dimension finie sur son centre K.

1.[22, théoréme 4.1.2] L’entier [D : K] est un carré parfait.

2.[22, théoréme 4.4.4] Il existe un entier m > 1 tel que l'algébre D @k ... @k D (m fois) soit
isomorphe a une algébre de matrices M, (K), pour un certain entier n > 1.

Cette proposition permet de définir deux invariants pour un corps gauche D de dimension
finie sur son centre K. D’abord l’indice de D est l'entier Ind(D) = +/[D : K]. Ensuite [’exposant
de D, noté Exp(D), est le plus petit entier m > 1 vérifiant la propriété du n°2. Alternativement,
Exp(D) est l'ordre de la classe de D dans le groupe de Brauer de K [22]. Ces deux entiers sont
liés comme suit :

Proposition 4.2 Soit D un corps non-commutatif de dimension finie sur son centre K.
1. [22, théoréme 4.4.5] L’entier Exp(D) divise Ind(D).
2. [22, lemme 4.4.5] Tout diviseur premier de Ind(D) divise aussi Exp(D).

4.1.2 Algebres de Weyl et corps de Weyl

Les définitions et résultats de cette section sont classiques, voir par exemple [19, 24, 35].

Définition 4.3 Soient n, s deux entiers positifs. On appelle algébre de Weyl (sur K, d’indices n
et s) l'algebre définie sur K par les 2n + s générateurs X1,..., X, Y1,....Y,, Z1,..., Zs soumis
aux relations suivantes :

(Xa, Y] = b5 5 [ X, X5] = Y3, Y] = [X4, Z5] = [V, Z5] = |24, Z;] = 0, (4.1)

pour tous entiers i,7 > 1 (§;; est le symbole de Kronecker). La deuxieme série de relations
sera décrite dans la suite par ’expression “les autres crochets sont nuls”. Ces relations de
commutation seront dites canoniques. Ces algebres seront notées A, 4(K), ou plus simplement
An(K) si s = 0. L'algebre de Weyl A, ((K) est intégre et Dim? 4, (K) < co; elle admet
donc un corps des fractions que l'on appelle corps de Weyl (sur K, d’indices n et s). On note
Dy, s(K) = Frac A, (K), ou plus simplement D,,(K) si s = 0.

Soit K(#1,...,ts) le corps des fractions rationnelles & s variables & coefficients dans K. On
peut alors observer que les K-algebres Dy, 5(K) et Dy, o(K(t1,...,ts)) sont isomorphes.
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4.1.2.1 Structure des corps de Weyl en caractéristique p

Soient n, s deux entiers, avec n > 1. Pour tout k € {1,...,n} on considere les éléments X lf
et V' dans A, 4(K). Le résultat suivant est bien connu [35] :

Proposition 4.4 Le centre de lalgébre A, s(K) est la sous-algébre engendrée par les éléments
XV XBYE Y 2y, ., Zs. Lalgebre Ay, s(K) est un module libre, de rang p*™ sur son
centre.

Corollaire 4.5 Le centre du corps Dy, s(K) est le sous-corps K(XY, ..., X0, YP, ..., Y, Z1,..., Z5).
C’est une extension transcendante pure de K, de degré de transcendance 2n+s. Le corps Dy, s(K)
est de dimension p*" sur son centre.

Proposition 4.6 Soient n,s € N, avec n > 1. Alors Ind D,, s(K) = p" et Exp D, s(K) = p.

Preuve. Dans cette démonstration, on note A, s et D, s au lieu de A, s(K) et D, s(K). Le
fait que Ind(D,, s) = p™ résulte du corollaire 4.5. Calculons I'exposant de D,, ;. Si n = 1, alors
Exp(D; ) est divisible par p et divise Ind(D; s) = p d’apres la proposition 4.2, donc Exp(D; 5) =
p. Passons au cas général. D’abord on se rameéne au cas ol s = 0 en changeant au besoin K en
K(Z,...,Zs). On écrira alors D,, au lieu de Dy, .

Soit C), le centre du corps D,. Pour k € {1,...,n} on appelle By = Cn[ Xk, Yy la sous-
Ch-algebre de D, engendrée par X et Yi. Observons d’abord que Ek est un corps gauche
K-isomorphe au corps de Weyl D3 9,,—2(K) (voir par exemple [35]). De plus le centre de By, est
exactement C,, ; en particulier on a [Ek : Cy] = p%. En notant ® au lieu de ®¢, le produit
tensoriel des Cp-algebres, 'application de multiplication induit un Cj,-isomorphisme El ®...0
En 5 D, : en effet, application C),-linéaire O: El ®...® En — D,, donnée par propriété
universelle des produits tensoriels est clairement multiplicative et surjective. Comme [El ®R...®
B, : Cpl = (p?)" = p?" = [Dy, : Gy, il sagit d’un isomorphisme.

On peut maintenant calculer Exp(D,,). C’est une puissance de p d’apres la proposition 4.2 ;
par ailleurs Exp(D,,) # 1 car D,, n’est pas isomorphe a une algebre de matrices sur Cy,. On en
déduit 'inégalité Exp(D,,) > p. Ensuite, pour tout entier m > 0, on a d’apres ce qui précede :

DEM ~ (B ®...9 By)®™ ~ B¥ @...@ BS™.
Comme chaque Ek est isomorphe a un corps de Weyl Dj 2,2, avec centre Cy,, on sait que pour
m = p, chaque algebre B}?m est isomorphe a une algebre de matrices sur C),. En particulier pour
m = p l'algebre DZ™ est également isomorphe & une algebre de matrices sur C),. Par définition
de I'exposant, on a Exp(D,,) < p, d’ou le résultat.
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4.1.3 Algebres de Lie restreintes
4.1.3.1 Notion de p-structure

Définition 4.7 Soit g une algebre de Lie sur K. Une p-structure sur g est une application
TEQg— zlP e g (non linéaire en général) vérifiant les trois propriétés suivantes [18, paragraphe
2.1] :

1. ad(zP)) = (ad x)P pour tout = € g;

2. (Ax)lPl = X\PxP pour tous z € g et X € K;
p—1

3. (w4 )P =2l 4yl s, y),
j=1

p—1

ol sj(x,y) est défini par lidentité (ad(z @t +y ® 1))p71(x ®1) = st]-(x,y) ® '~ dans
j=1

g ®k K[t]. Une algebre de Lie munie d’une p-structure est dite restreinte.

Exemple 4.8

1. Soit A est une K-algebre associative, considérée comme algebre de Lie avec le crochet
[z,y] = vy —yx. Alors A est munie d’une p-structure naturelle pour laquelle on a zlP) = zp
pour tout z € A.

2. Soit S est une K-algebre associative ou une algebre de Lie et Der(S) lalgebre de Lie des
K-dérivations de S. Alors g est restreinte. En effet, on voit a I’aide de la formule de Leib-
nitz que la puissance p-eme d’une dérivation d est encore une dérivation ; la p-structure
naturelle de Der(S) est alors donnée par 9! = 9 pour toute dérivation 0.

D’apres [18, corollaire 2.2.2 et théoréme 2.2.3], on a :

Proposition 4.9 Soit g une K-algébre de Lie et {x;}jec; une base de g.
1. Si le centre de g est réduit a {0}, alors g admet au plus une p-structure.
2. On suppose que pour tout j € J, il existe y; € g tel que (adz;)P? = ady;. Alors g admet

une unique p-structure telle que :cg»p] = y; pour tout j € J.

4.1.3.2 Notion de p-centre

Notations 4.10 Dans toute la suite, on utilisera les notations générales suivantes. Pour toute
K-algebre de Lie g, on note U(g) son algebre enveloppante et Z(g) le centre de U(g). Lorsque
U(g) admet un corps des fractions, on note K(g) = Frac U(g) et C(g) le centre de K(g).
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Définition 4.11 Soit g une K-algebre de Lie restreinte de dimension finie. Pour tout = € g,
Pélément 2?7 — P! est central dans U(g). On appelle alors p-centre de U(g) et on note O[g] la
sous-algebre de Z(g) engendrée par les éléments de la forme zP — zl?!, ot z varie dans g. On
notera O(g) le corps des fractions de Olg].

D’apres [18, théoreme 5.3.1], on a :

Proposition 4.12 Soit g une K-algébre de Lie restreinte. Soit {x1,...,x,} une base de g.

1. L’algébre Olg| est commutative libre de rang n, engendrée par les w? — xg-p

{1,...,n}.
2. L’algebre U(g) est un Olgl-module libre, de rang fini p™.

avec j €

3. L’anneau Z(g) est entier sur Olg].

Rappelons [36, exemple 1.10.14] que ’anneau des quotients centrauzr d’un anneau integre A
désigne le localisé de A par rapport a I'ensemble des éléments centraux non-nuls.

Corollaire 4.13 Soit g une K-algébre de Lie restreinte.

1. L’algébre U(g) admet un corps des fractions K(g). Plus précisément, K(g) est l'anneau
des quotients centrauz de U(g).

2. On a C(g) = Frac Z(g). Plus précisément, C(g) est le localisé de Z(g) par rapport a
Olg] ~ {0}.

3. Le corps K(g) est une p-algébre, c’est-a-dire que l'indice de K(g) est une puissance de p.
De plus, on a la formule :

p™™ = [K(g) : C(9)][C(g) : O(g)].
Preuve. L’algebre U(g) est intégre; comme c’est un module de rang fini sur O[g], et a fortiori
sur son centre, 'anneau des quotients centraux de U(g) est aussi son corps des fractions, et on

a C(g) = Frac Z(g) [36, proposition 1.10.13]. On a enfin, avec n = dim(g) :

p" = [U(g):Olgl]] = [K(g): O(g)] (car U(g) est un O[g]-module libre)

En particulier, 'indice de K (g) est bien une puissance de p.
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4.1.3.3 Lemme de reconnaissance

Le lemme suivant fournit un crit‘ere d’isomorphisme entre le corps enveloppant d’une algebre
de Lie et un corps de Weyl en caractéristique p.

Lemme 4.14 Soient n,s € N deux entiers et g une K-algébre de Lie de dimension 2n + s. On
suppose qu’il existe des éléments T1, ..., Tn, Y1, .-, Yn, 21, -, 2s dans le corps enveloppant K (g)
tels que [x;,y;] = 0;; pour tous i et j, les autres crochets étant nuls. Soit A la sous-K-algébre
engendrée par ces éléments. On suppose que Frac(A) = K(g). Alors A est isomorphe a l’algébre
de Weyl A, s(K) et K(g) est isomorphe au corps de Weyl D, s(K).

St de plus g est restreinte et s = 0, alors le centre de [’algébre enveloppante est réduit au
p-centre : autrement dit, on a Z(g) = Olg].

Preuve. Notons pour simplifier A, ; = A, (K). D’apres la propriété universelle des algebres
définies par générateurs et relations, il existe un morphisme surjectif 7: A, ; — A. Soit J le

noyau de ce morphisme, de sorte que A ~ %. On a alors :
Dim?(A,, ) > Dim?(A) > Tdeg? Frac(A) = Tdeg® K(g) = dim(g).

Comme DimQ(An,S) = 2n + s = dim(g), toutes ces inégalités sont des égalités. En particu-
lier Dim?(A,, 5) = Dimz(%). Comme A, ¢ est integre, ceci implique que J = {0} d’apres le
corollaire 2.52, n°5; il vient A ~ A, .

Si s = 0:onaalors [K(g) : C(g)] = (Ind D,)* = p*" et dimg = 2n d’aprés ce qui
précede. Avec la formule du corollaire 4.13, on en déduit que [C(g) : O(g)] = 1, autrement dit
C(g) = O(g). Il vient Frac Z(g) = Frac O[g]. L’anneau O[g] étant isomorphe & un anneau de
polynomes, il est aussi intégralement clos; comme Z(g) est une extension entiere de O[g], on en

déduit bien que Z(g) = O[g].

4.2 Corps enveloppants des algebres de matrices

On fixe dans cette partie un corps commutatif algébriquement clos K de caractéristique
p > 0. Soit n € N* un entier; on notera gl,, = gl,,(K) Palgebre de Lie des matrices & n lignes
et a n colonnes a coefficients dans K; on notera sl, = sl,(K) la sous-algebre de gl,, formée des
matrices a trace nulle. Enfin, on utilisera librement les notations générales U(g) 2 Z(g) 2 Olg|
et K(g) 2 C(g) 2 O(g) introduites en 4.10 et 4.11.

4.2.1 Un résultat préliminaire

Notations 4.15 Soit V' un espace vectoriel sur K de dimension n; on pose g = gl(V'). Soient
v € V un vecteur non-nul. On note g¥ C g la sous-algebre de Lie formée des applications linéaires
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qui s’annulent en v. C’est en fait une sous-algebre de Lie restreinte : en effet, si X € g vérifie
X(v) =0, alors XP(v) = 0 aussi.

Par ailleurs, on définit des sous-algebres de gl,, et sl,, de la maniere suivante. On note g0 la
sous-algebre de gl,, formée des matrices dont la premiere colonne est nulle et s la sous-algebre
de sl,, formée des matrices dont la premiere colonne, sauf peut-étre le premier coefficient, est
nulle.

Lemme 4.16 On reprend les notations ci-dessus.
1. L’algébre g est isomorphe a gl.

2. Si p ne divise pas n, les algebres g0 et 59 sont isomorphes.

Preuve. On fixe une base {vi,...,v,} de V telle que v; = v. Soit M : gl(V) — gl,(K)
I’isomorphisme défini par le choix de cette base. Il est facile de voir que, pour une application
linéaire X € gl(V), on a X (v) = 0 si et seulement si la premiere colonne de M (X) est nulle.
L’application M induit donc un isomorphisme entre g¥ et g2, d’ot le n°l.

Démontrons le n®2. On suppose que p ne divise pas n, ¢’est-a-dire n # 0 dans K. Soit I,, € gl
la matrice identité. L’application linéaire M € g% — M — L tr(M)I,, € ) est alors un isomor-
phisme d’algebres de Lie : le n°2 est établi.

Proposition 4.17 Reprenons lalgébre g° introduite ci-dessus. Le corps enveloppant K (g0) est
K-isomorphe au corps de Weyl D nm-1) (K). De plus, on a Z(g%) = O[g?] et C(g") = O(g?).
2

Preuve. On procede par récurrence sur n comme dans [19, lemme 7]. Dans g% 41 on considere
la base naturelle composée des e; ; avec i € {1,...,n+ 1} et j € {2,...,n+ 1}. On pose, pour
ijeA{2,...,n+1}:

_ ) C— e el T — e s
Tj==¢€15 » Yj= €Ty » o €ig = € jTid

J
On va montrer que les z; et y;, pour j > 2, vérifient les relations de commutations (4.1)
définissant ’algebre de Weyl A, (K); ensuite on construira & partir des éléments e; ;, une sous-
algebre commutant aux éléments précédents et sur laquelle on peut appliquer I’hypothese de
récurrence. Dans les calculs qui suivent, on utilisera souvent sans le préciser explicitement des
identités de la forme suivante. Pour z,y, z;, z; € K(gh_, ) avec y # 0 :

[2,y7 ) = —y o yly ™" et bigzi = iz
On rappelle les relations de commutation, valables pour tous ¢, j,k,l € {1,...,n+ 1} :

[eijs €xt) = Ojk€it — ek, ;-
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En particulier notons que [z;, €] = d; joi pour i,k > 2 et j > 1. Soient 4,5,k € {2,...,n+ 1}.

On a immédiatement [z;,z;] = [e14,€1,5] = 0. Sii # j, on a de méme [z;,e;;] = [ei, €55 =0,
d’ott [yi, y;] = [eiiz; ej,jxj_l] = 0. Si ¢ = j la relation [y;,y;] = 0 est triviale. En outre :
[wi, 53] = [, e la;t = dijaja;t = b1y

Par ailleurs, on a :

—~ -1 -1 -1
g, z] = leinzizy 5] = [eip, wjlaizy,” = —bijapzir) = =0 jz;.
Enfin :
~ —~ -1 —1r o~ -1
ik ys] = ek ejgla; ™ — €535 [€ik, xja;
-1 -1 - -1
= |eipmizy ,e55lz; +6ie5 05 z5;
_ 11 . P P el |
= (Okj€i; — 0ji€jk)TiTy, L + €.k |3, €5,5]7, Z;
-1 —1,.—1 -1
—€i kTiTy, [Tk, €55]T T + 05 g 5T
= SveriaxteTl 6. e —1+5.,, S 3t S SO Y —1+5.. )
= Ok,jCijlily X, 1,4 €4,kL 1, Ci,kTjLy T k,jCikTily Xjlyp X, 1,395
= 0ijYj-
On a donc établi les relations suivantes pour ¢, 5,k > 2 :
[z =0 [uiyl=0 , [zi,y] =65 (4.2)
ik, T3] = —0ijx5 5 [€ik,Yj] = 6ijyy- (4.3)
Soient (Civk)i,k:Q,...,n—l-l des coefficients. On a pour tout j € {2,...,n+ 1} :

D cineir il = =D cindigr; == cir)z,
i,k ik k

et de méme [E ki Yil = ( E cjk)y;- Par conséquent, si les coefficients c¢;;, satisfont aux

ik k
conditions :
n+1
(Vie{2,...,n+1}) > cip=0, (4.4)
k=2
alors 1’élément Z ¢i k€ commute aux x; et y; pour j € {2,...,n+ 1}.
ik

Notons a présent h I’ensemble des matrices C = (¢;k)2<ik<nt1 € gl, dont les coefficients
vérifient les identités (4.4). D’abord, il s’agit d’une algebre de Lie isomorphe & g?. En effet,
identifions de la maniere usuelle gl, & gl(V) ou V est l'espace des vecteurs-colonnes K. Dans
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cette identification, h s’identifie a la sous-algebre g¥ des applications linéaires qui s’annulent sur
le vecteur

D’apres le lemme 4.16, on a bien b ~ g%. Pour une matrice C' € b on définit alors un élément

a(C) = Z cikeir € K(g%1). Montrons que 'application linéaire o est un morphisme d’algebres
i,k>2

de Lie. Soient C,C” € h deux matrices; on note C' = (Cig); j>o €t C' = (c

[C,C' = (c;/’j)i,jZT avec :

/

ivj)i,j22' On a donc

n+1
.. /! / /
Vi, j>2) : c;= E CikChj — CikChy-
k=2

On a donc d’une part :

a([C,C]) = Z ankc?c’j — CkChyj | €ig- (4.5)
k

i,J
D’autre part, soient i, j, k,l € {2,...,n + 1}. Calculons :

g eral = leij, engana; '] = (e, englanay ' + ewaleig, arlay ' — examnay e, mlzy
]
= (0jreis — disek;) xixjfla:ka:lfl + e jlzi, ekvl]a:jflxkazlfl

-1 -1 -1 -1
= [ei,jl‘ii ,ek,l]xkxl —5i7kek,lxkxl +6z‘,lek,l$kxl xla:l

-1 1. -1 -1 -1
— € jTiT; [, ek,l]mj TRr;] T — 0 per TRT,  + 05 1€k 1 TR,
-1 -1

-1 -1, -1
; TR +5k,iei,jxl1‘j TR,

—1
T, — 0j 1€k ;T
-1
j

= 0jk€i; — 0i1€k; + Ok i€ij — 0jk€i; — 0; ekt + i€k -

= 0j k€ 1w

-1 -1 -1 -1
—(5j,kei,jxix .CL‘l.iL‘j TpT;  — 04 kCLITET +5iylek7l:rkxl
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Il vient :

[@(C),a(C)] = Y cijckleis, exl]

g kil
. _ . _ _ _ N
= YN cijchy (0inein — diger; + Ori€iy — 0jneig — dikery + 0inery)
7 kil
— / - / —~ / —~
= E : (E :Ci,kck,z> €il — E (E :Ciu‘ck,z‘) €kl — E <§ :Ci,jci,z> Cij
il k k.j i i, !

/ — / — / —
Z(Zcmcj,z) eig =D\ Do enacha | emat Do | D cuich | e
i,j l kil J

K, J
Regardons la troisitme somme. On a, compte tenu de la condition (4.4) pour C’ € b :
/ —~ / —~
> (Z Ci,jci,z> iy =Y Cij (Z Ci,l) eij = 0.
ij 1 i,j !
On montre de méme que les trois dernieres sommes s’annulent. Apres changement d’indices, il
reste :

[a(C),a(C)] = Z (Z Ci,k’dc,j) €ij — Z (Z Ck,jC;,k> €ij
k k

,J ,J
— o I
= Ci,kClk,j — CikCk,j | €ijgs
@, k

et finalement, en comparant avec l'identité (4.5) on a bien « ([C, C’]) = [a(C), a(C")].

On peut maintenant prolonger I’application « en un morphisme d’algebres associatives & :
U(h) — K(g),,), dont on note A I'image. Par construction, A commute aux éléments z; et y;
pour tout j € {2,...,n+ 1}. La sous-algebre B engendrée par ces x; et y; est isomorphe a un
quotient de algebre de Weyl A,,(K). Soit C' la sous-algebre engendrée par A et B; c’est un
quotient de A ®x B et il est facile de voir que K (g% ;) = Frac(C). On a alors :

(n+1)n = Tdeg® K(g,,) < Dim?*(C) < Dim*(A ®k B) < Dim?*(A) + Dim*(B)
Dim? U(h) + Dim? A,(K) =n(n — 1) + 2n = n(n + 1),

IN

d’ott en particulier Dim?(A) = Dim? U(h). On en déduit comme dans le lemme 4.14 que @ est

injectif, donc A ~ U(h). Par suite, le corps des fractions Frac(A) est isomorphe a K (f), donc a

K(g%). Par hypothese de récurrence, K (g°) est engendré par n? — n éléments satisfaisant aux

relations (4.1). Par suite, le corps K (g), ) est engendré par (n* —n) +2n = (n+1)* — (n+1)

éléments soumis & ces mémes relations. D’apres le lemme 4.14, on en déduit bien que K (g2 +1)

est isomorphe au corps de Weyl D (n+1)x (K) et que Z(g0) = O[gl]. La proposition est démontrée.
2
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4.2.2 Les corps enveloppants de gl, et sl,

On note (1, ..., ¢, les éléments de Casimir de gl,, (voir par exemple [34]). Pour étudier la
structure algébrique de K (gl,,), on cherche & établir que K (gl,,) est engendré par K(g%) (ou g%
est définie en 4.15) et le centre C(gl,,). A cet effet, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.18 Soient K un corps gauche, Ky un sous-corps gauche, C' et Cy leurs centres res-
pectifs. On suppose Cy C C. Soit K1 = C.Ky C K la sous-algébre de K engendrée par C et K.
Alors K1 ~ C®c¢, Ko. En particulier, le centre Z(K1) = C et on a les identités des dimensions :

[Kl : C] = [KO : Co] 5 [Kl : Ko] = [C : C()]

Preuve. L’application de multiplication induit un morphisme d’algebres p : C ®¢c, Ko — K1
qui est évidemment surjectif. Par ailleurs 'algebre C ®¢, K est simple (voir par exemple Bour-
baki, Algebre VIII, p. 43) donc u est injectif et c’est bien un isomorphisme. Enfin, le centre de
C ®c, Ko est Z(C)®¢, Z(Kp) = C ®¢, Co, d’ot 'on déduit bien que Z(K;) = C. Les identités
sur les dimensions sont immédiates.

Théoreme 4.19 Le corps enveloppant de gl,, est isomorphe a un corps de Weyl :

K(g[n) ~ D@m(K).

Preuve. On reprend la sous-algebre g° introduite en 4.15. On pose Ko = K(g2) et Cy = C(g!).
Montrons que K(gl,,) est engendré par Ky et (1, ..., (,. Sic’est le cas, on déduit de la proposition
4.17 que le corps enveloppant K (gl,) est engendré par des éléments z1,...,zN,¥1,...,yN €t
(1,...,C, avec N = @ et satisfaisant aux relations canoniques (4.1). D’apres le lemme 4.14,
on en déduit bien que K(gl,) ~ Dy, (K).

D’apres la proposition 4.17, on a Cp = O(g¥) C C(gl,,). D’aprés la démonstration de [34,
théoreme 1], on voit que le corps C(gl,,) est engendré au-dessus de K par (1, .. ., (, et les éléments

p

€= e% ]] tels que j € {2,...,n}. Or ces derniers engendrent précisément O(g?); autrement dit

C(gl,,) = Co(C1y--.,Cn). Notons K le sous-corps de K (gl,,) engendrée par Ky et (1,...,Cy. 11
s’agit aussi de la sous-algebre engendrée par Ky et C(gl,,). D’apres le lemme précédent, on a :
2

Ky : C(gl,)] = [Ko : Co] = [Dy : Z(Dy)] = p2V = p* 7.

Comme [K(gl,) : C(gl,,)] = p"*~™ (cf. [34]), on en déduit bien que K| = K (gl,,).

En utilisant le fait que les corps de Weyl non-commutatifs sont d’exposant p (proposition
4.6), on obtient :
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Corollaire 4.20 Le corps enveloppant K (gl,,) est d’exposant p.

Avec une méthode tout & fait identique a celle qui précede, mais en remplacant I'algebre g2
par s (définie en 4.16), on démontrerait le théoréme suivant :

Théoréme 4.21 Lorsque p ne divise pas n, le corps enveloppant de sl, est isomorphe a un
corps de Weyl :

K(E[n) ~ 'Dn(n;U n— (K)

)

1

En particulier on a aussi Exp K (sl,,) = p.

4.3 Algebres de Witt

Dans cette partie, on considere toujours un corps de base K de caractéristique p > 0. On
supposera pour simplifier p # 2; on pose alors ¢ = % € N, de sorte que 2g + 1 = 0 dans
K. On supposera en outre par commodité que K est un corps parfait. Les notations générales
U(g) 2 Z(g) 2 Olg] et K(g) 2 C(g) 2 O(g) introduites en 4.10 et 4.11 seront employées

librement.

4.3.1 Résultats préliminaires

Notations 4.22 Pour les éléments de Z91!, on utilisera les notations multi-indicielles clas-
siques suivantes. Les symboles de la forme m, k, etc. désignent les (¢ + 1)-uplets (mq, ..., mq),
(ko, ..., kq), etc. De plus, pour m € 73+ on notera |m| = mgo +my + ... + mq la longueur du
(¢ + 1)-uplet m.

4.3.1.1 Invariants sous ’action d’une dérivation

Le lemme suivant concerne les invariants d’une algebre sous I’action de certaines dérivations.
On l'appliquera dans les parties suivantes pour construire des invariants sous ’action de ’algebre
de Witt W (1) dans certaines algebres enveloppantes.

Lemme 4.23 Soit B une algébre associative. Pour tout k € {0,...,q}, on considére une famille
{X](-k)}_lgjgp_g dans B. On note par commodité XJ(»k) =0sij¢&{-1,0,...,p—2}. On pose :
_ (0) (1 (q)
Q= > X X ey Xy
meNQ-‘rl
|m|=p—1

Soit 0 une dérivation de B vérifiant l'une ou lautre des conditions suivantes :
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1. pour tous k € {0,...,q} et j € {-1,0,...,p—2} :8(Xj(k)) = (j—i—l)X@l ;

2. pour tous k € {0,...,q} et j € {-1,0,...,p—2} :6(X(k)) = (j—p—l—2)X(k)
Alors 0(Q2) = 0.

Preuve. Pour simplifier les écritures, on note dans cette démonstration

Examinons d’abord le premier cas. Pour m = (my,...,my) € N+l on notera p — 2 — m au
lieu de (p — 2 — mg,...,p — 2 —my). Enfin, pour a € Z9™, on pose X(a) = Xc(f,ﬂ) ) ..Xéj) € B.
L’élément €2 peut donc étre écrit sous la forme :

Q=Y Xp-2-m).

meM

Posons €, = (do,s,-..,0q,5) : Cest le (¢ + 1)-uplet dont toutes les composantes sont nulles

sauf celle d’indice s qui vaut 1. Pour tout @ € Z9"!, on calcule facilement que 8<X (g)) =

q
Z(as +1)X(a—¢€,). Il vient :
s=0

q
o) = > D (p-2-m+DX(p-2-m-g,)
meM s=0
_ (p—2-ms+1)X(p—-2-a),
acA SE{O"}{/’(Q} =p—(ms+1)=p—as

ou A C Z+! désigne 'ensemble suivant :

A:{QEZ(I+1|E|EEM, Elte{O,...,q}telsqueg:Hngt}.

Fixons & présent un élément a € A. On peut choisir un élément p € M et un entier ¢ € {0,..., ¢}
tels que @ = p+g,. Pour s € {0,...,q}, il existe au plus un élément m € M tel que a = m+e,;
. 1 i a—e¢
soit d(s) = { Sl a-g, € M, Alors :
0 sinon.

o) =Y <Z(p - as)5(8)> X(p—2-a) (4.6)

s=0
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q
Calculons alors le coefficient Z(p —as)d(s). On a 0(s) =1 si, et seulement si, a — g, € M. Or

s=0
on a déja la condition |a — e, = [ + & — g,| = || = p — 1. Il vient :

5(s)=1 <= a—e, €M <= a—eg,cNITL
Or toutes les composantes de a —g, = p+€&; — g, sont toujours positives, sauf si s *tet us =0.

Dans ce cas, on a aussi as = pus = 0, d’ot p — as = (p — as)d(s) = 0 dans K. Lorsque d(s) =
Pégalité p — as = (p — as)d(s) est triviale. Par conséquent, on a l'identité suivante dans K :

S p-a)is) =S -a)=—> as=—lal = —|p+el=—(p—1+1)=0.

En remplagant dans 1’équation (4.6), on voit que 9(2) = 0.
Examinons a présent le deuxieme cas. On décompose M en trois parties : M = M(1) U
M(2) UM(3) de la maniere suivante. On pose :

M(1) = {m € M | tous les m; sont nuls, sauf un qui vaut p — 1} ;
M(2) = {m € M | tous les m; sont nuls, sauf deux qui valent 1 et p — 2} ;

M(3) = {m € M | tous les m; sont < p —3}.

On décompose alors 2 = w1 + wo + w3, avec

1
Z 2m0 1(,)2 S X(Q)2 g pour i € {1,2,3}.
meM (i
Comme 9(X J(k)) = 0 lorsque j > 0, il est clair que d(w3) = 0. Ecrivons explicitement les éléments
w1 et wo :
q
wr=3 Xy x X x Y X,
s=0
et

wr= > (X X xE X X,
0<s<t<q

(k)

Dans ces expressions, les X,
p — 2 et exposant k € {0,...,q} est arbitraire. On a : 8(X(k) (1 - )ngli)?) = X](ﬁ)3 et

[13

..”7 désignent des produits d’éléments X I’indice étant toujours
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Le lemme est démontré.

Soit g une algebre de Lie. Sous certaines hypotheses énoncées plus loin, on cherche a construire
algorithmiquement des générateurs de K (g) satisfaisant aux relations canoniques (4.1) définissant
les algebres de Weyl. L’algorithme s’inspire de celui utilisé dans [19]. On a besoin tout d’abord
du lemme de prolongement suivant.

Lemme 4.24 Soient g une algébre de Lie et 0 une dérivation de g vérifiant la propriété sui-
vante :

Vi, k>0) (VX,Yeg) : j+k>p= [0/(X),0*Y)]=0.

Soit ¢ € C(g) un élément central du corps enveloppant. Alors Uapplication linéaire
p—1 1
p: X eg— Zﬁckﬁk(X) € U(g)[c]
k=0

se prolonge en un morphisme d’algébres U(g) — U(g)[c].

Notons encore 9 le prolongement naturel de O en une dérivation de K(g). Si 0(c) = —1 et
0P =0, alors 0o ¢ = 0.
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Preuve. D’apres la propriété universelle des algebres enveloppantes, il suffit de montrer que,
pour tous X,Y € g: ¢([X,Y]) = [¢(X), #(Y)]. On a d’une part :

p—1 1 p—1 k 1 ‘ .
P ([X,Y]) = 2l O (X, Y1) Zchk[aj(X)aak_j(Y)]
k=0 k=0 j=0
p—1p—1 A
= XY e 0.0 )
J=0 k= 3‘7
- S L g,
- j=0 k=0 k! ,
p—1p—1 1
et d’autre part [¢p(X), p(Y)] = ZZ chﬂ [07(X),8%(Y)]. T vient :
j=0k=0"""

p—1 p—1
(X, 60— (X, V) =3 3 j},dc’“j[aj(X),ak(Y)].
J=0k=p

—J

Dans tous les termes de la deuxiéme somme, on a k + j > p, donc [0/(X),0%(Y)] = 0 par
hypothese sur 0. On en déduit bien que [¢(X), d(Y)] = ¢ ([X,Y]).
Si d(c) = —1, on voit par récurrence que d(c¢/) = —jc/ 1. 1l vient, pour X € g :
p—1 ] p—1
aOQb(X) — : - Cj laj +Z C]a]-‘rl( )
= - =
1
_ Plor(x
(p—1)! )

Si 0P s’annule sur g, alors d o ¢ s’annule aussi sur g. On vérifie ensuite facilement que do ¢ = 0.
g g

Soit g une algebre de Lie. On suppose qu’il existe une suite de composition g =g, 2 ... 2
912902912 ...2 g—p =} satisfaisant aux conditions suivantes :

1. pour tout k € {—n,...,n}, il existe Xj € gi tel que g = gr—1 O KXy ;
pour tout k € {0,...,n}, le centre de g est exactement g_x ;

pour tout k € {1,...,n} : [Xg, X__1)] €3;

pour tout k € {1, . ,n} : (aka) (gk,l) = {0};

pour tout k € {1,...,n} :

DAN N

(Vi,7>0) Va,begg) : i+j>p= [(aka)ia, (aka)jb} =0.
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En particulier, 3 est le centre de g et go est une sous-algebre abélienne de g. On note, pour toute
sous-algebre h telle que 3 C h C g : U(h) le localisé de U(h) par le systeme multiplicatif engendré
par 3~ {0}.

Proposition 4.25 Sous les hypothéses précédentes : il existe x1, ..., Tn, Y1, ..., Yn € U(g) vérifiant
les conditions suivantes. Pour toute base {z1,...,2s} de 3 :

1. les éléments x1,...,Tn, Y1,...,Yn €t 21, ...,2s VErifient les relations de commutation (4.1)
définissant lalgebre de Weyl Ay, ¢(K) ;

2. les éléments T1,...,Tn, Y1, -, Yn, 21, ., 2s, INSL que les inverses des éléments non-nuls
de 3 engendrent ’algébre U(g).

. 1 Ry
Preuve. Par récurrence sur m, on va montrer qu’il existe des éléments x1,...,ZTm, Y1,---,Ym

dans U(g,,) satisfaisant aux relations (4.1) et tels que les éléments x1,...,Zm, Y1,---,Ym, l&
sous-espace g_n, (c’est-a-dire le centre de g,,), ainsi que les inverses des éléments non-nuls de 3,

engendrent 'algebre U(g,,). On s’inspire a cet effet de la démonstration de [19, lemme 9, 2¢éme
cas].

Appelons H(m) I'hypothese selon laquelle I’énoncé ci-dessus est vrai pour l'entier m. L’hy-
pothese H(0) est évidemment satisfaite, car go = 3¢ est abélienne.

Passons maintenant a ’étape récursive. Fixons m € {1,...,n}. On suppose la condition
H(m — 1) vérifiée, avec des éléments x1,...,Tm—1, Y1,---,Ym—1. On cherche & construire des
nouveaux éléments Ti,..., Ty, et y1,..., Y, vérifiant les propriétés 1 et 2.

On rappelle qu’on a la décomposition g_(,,—1) = g—m ©KXp,. On a [Xy, X_(,,_1)] # 0, sans
quoi on aurait 3(gm) = g—(m—1) tout entier. Il vient [X,,, X_(,_1)] € 3\ {0}. Posons u = X,
v =Y, w = [u,v] € U(gm) ~ {0}. Comme w € 3 C g_(p_1) et v € g_(;p_1, I'élément —vw™?
est central dans K(g,,—1). Appliquons le lemme 4.24 & l’algebre de Lie g,,—1 avec 9 = ad(u),
restreinte & g,, 1 et ¢ = —vw ™! : il existe un morphisme d’algebres ¢: U(gm—1) — U(gm_1)[c] C

—_~—

U(gp) vérifiant :

(VX Egm-1) = ¢X) =, o (v (adu) (X). (4.7)

On a d(c) = [u, —vw™!] = —[u,vJw™! = —1 et 9 = 0. D’apres le lemme 4.24, on a Jo P = 0,
autrement dit, pour tout X € U(gm—1) : [u, p(X)] = 0.
Pour tout élément z € 3, on a (adu)(z) = 0. Mais alors ¢(z) = z est inversible dans

U(gm). On peut alors prolonger ¢ par localisation en un morphisme d’algebres, encore noté
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P e NI

¢: U(gm—1) — U(gm). Ce prolongement vérifie toujours la propriété (4.7). De plus, la relation

[u, (X)] = 0 reste encore valable pour X € U(gpm—1)-
On peut maintenant définir les éléments Z1, ..., Ty €t Y1, - - -, Ym- On pose

Ty = d(x5), i = &(y;) lorsque i € {1,...,m —1} ;

T = uw ™Y, Y = 0.

Il s’agit a présent de vérifier que ces éléments satisfont aux propriétés (A) et (B) requises.
Comme ¢ est un morphisme d’algebres, les relations [2;,Z;] = 0;; résultent de I’hypothese de
récurrence lorsque 1 < i, < m. D’autre part, on a [, Jm] = [uw™!,v] = 1. Ensuite, on fixe

je{l,...,m—1}. On a [T, ym] = [¢(z;),v] = 0 car I'image de ¢ est contenue dans U(gn,—1)

P

et v est central dans U(gm—1). Enfin, on a [T, 7;] = [uw™,¢(y;)] = [u, ¢(y;)Jw™t = 0. On
utilise les mémes arguments pour démontrer que les autres crochets sont nuls. La condition 1

est vérifiée.
k

Démontrons la condition 2. On a g = 3® Z KX pour tout k € {—n,...,n}. Compte
j=—(n—1)
tenu des hypotheses faites sur g, on voit que [u, gx] = [Xm, gk] € gx—1 pour tout k& < m. Par
suite, on voit que pour K < m — 1 :

e~

O(Xk) = X mod U(gk—1).

Comme [u, g_(m,—1)] = {0}, on voit comme précédemment que ¢(z) = 2z pour tout z € g_(,_1)-

e~

11 est facile d’en déduire que U(g,,—1) est engendré par ¢ (Z/{ (gm,1)>, donc, d’apres 'hypothese
de récurrence, par :

L1y Tm—1,Y15--- 7ym—1vg—(m—1)a

ainsi que les inverses d’éléments non nuls de 3. On a g,, = gim—1 & KX, avec X,;, = Zpp,. On en
déduit alors que U(g,) est engendrée par U(gm—1) et Tp,. De plus, g_(m—1) = §-m O KX_(,_1),
avec X_(;;,—1) = WYm Ol w est un élément non nul de 3. On en déduit que U(g,,) est engendrée
par :

E1? AR %m_17§17 A 7gm_175m7 g’fH?g—m?
ainsi que les inverses d’éléments non nuls de 3. C’est la propriété 2 requise. La proposition est
démontrée.

Corollaire 4.26 Sous les hypotheses précédentes, on a K(g) ~ D, +(K).
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Preuve. Comme dim(g) = 2n + s, le lemme 4.14 s’applique directement.

Proposition 4.27 Reprenons les notations et hypothése de la proposition précédente. On considére
d € Der(g) telle que d(Xy) € KXy pour tout k € {—(n —1),...,n}. On forme le produit semi-

direct go = Kd x g. On suppose enfin 3 = Kz avec d(z) # 0. Alors il existe dans U(gp) des
éléments g, ..., T, €t Yo,...,yn VErifiant les relations de commutation canoniques (4.1). En
particulier, K(go) ~ Dy+1,0(K).

Preuve. On observe tout d’abord que si d(X) = AX et d(Y) = uY, alors d([X,Y]) = (A +
p)[X,Y]. Par récurrence et en se servant de la construction de la preuve précédente, on montre
alors qu’il existe des éléments «;, 3; € K tels que [d, ;] = ojz; et [d,y;] = Bjy; avec en outre

n
aj + B = 0. Posons 6 = Z Bjxjyj. Un calcul élémentaire fournit la relation :

j=1
[0, 2j] = —aj0; = [d,z5] 5 [0,9] = ajy; = [dys] 5 10,d] =0
On pose alors zg = [d,2]71(d — 0) et yo = z. 1 est clair que zo,...,%n, Yo,---,Yyn engendrent

K(go).

Montrons que ces éléments satisfont aussi aux relations de commutation canoniques des
algebres de Weyl. 11 suffit de vérifier les relations faisant intervenir zg ou yg. L’élément yg = 2
étant central dans K(g), on a bien [zj,%0] = [y;,%0] = 0 pour j # 0. Pour la méme raison,
[0,y0] = 0. Il vient : [zo,y0] = [d, 2] [d — 0,2] = [d,2]7![d,2] = 1. Enfin, pour j # 0, on a
[z, 0] = [d, 2] Y [zj,d — 0] = [d, 2] 1 ([x;,d] — [x;,6]) = 0. De méme on a [y;,xo] = 0 si j # 0.

4.3.1.2 Eléments premiers dans les algebres filtrées et graduées

Lemme 4.28 Soit A une algébre commutative et integre.

1. On suppose que A est filtrée, avec Gr(A) une algébre intégre. Soit x € A un élément tel
que gr(x) est un élément premier de Gr(A). Alors x est un élément premier de A.

2. On suppose que A est Z"-graduée. Soit x € A un élément homogene, non-inversible. On
suppose que, pour tous éléments homogeénes a,b € A :

zlab = z|a ou x|b. (4.8)

Alors x est un élément premier de A.
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Preuve. Soit I = xA C A l'idéal engendré par x dans A. Alors Gr(I) = gr(z)Gr(A) est I'idéal
de Gr(A) engendré par gr(z). Par ailleurs, on a Gr(A/I) ~ Gr(A)/Gr(I), I'algebre A/I étant
munie de la filtration quotient. Si gr(x) est premier dans Gr(A), alors Gr(A)/Gr(I) est integre,
donc Gr (A/I) est integre aussi. Ceci entraine que A/I est integre, donc x est un élément premier
de A : la premiere assertion est démontrée.

Démontrons la deuxiéme assertion. On note encore I = xA l'idéal de A engendré par x.
Comme x est homogene, I’algebre quotient A/I est également Z"-graduée, et les éléments ho-
mogenes dans A/I sont les images d’éléments homogenes dans A. L’hypothese (4.8) signifie
que A/I n’a pas de diviseur de zéro homogene. En regardant des termes de plus haut degré
relativement a un ordre total sur Z" compatible avec I’addition, on vérifie que A/I est integre,
autrement dit x est un élément premier de A.

Enfin, on aura besoin du résultat suivant [15, lemme 19.20] :

Proposition 4.29 (lemme de Nagata) Soit A un anneau intégre, commutatif, noethérien.
Soit x € A un élément premier non nul de A. Si le localisé Alx~1] est factoriel, alors A est
factoriel.

4.3.2 Polynomes tronqués et algebres de Witt

Définition 4.30 Soit n > 1 un entier. On note A(n) 'anneau de polyndmes tronqués

K[xl’ s 7xn]
(2, ... 2h) "

A(n) =

L’algébre de Witt, notée W (n), est lalgebre de Lie des K-dérivations de A(n) :

W (n) = Der A(n).

Pour tout j € {1,...,n} on note % la dérivation de A(n) telle que %(xk) = J; 1 pour tout
ke {1,...,n}. On montre alors que W(n) est un A(n)-module & gauche libre ayant pour base
la famille {8%1, cel %

j=1 i

Comme c’est une algebre de dérivations, c’est aussi une algebre de Lie restreinte d’apres ’exemple
4.8. De plus, il est facile de voir que le centre de W (n) est réduit a {0} ; la p-structure de W(n)

est donc unique : on 'appellera p-structure naturelle de W (n). Pour 9 = z{* .. .xﬁln.xk% on a

P _{ 0 si(ay,...,a,) =0 dans Z",

0 sinon.
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4.3.2.1 Graduation naturelle

L’algebre A(n) est naturellement Z"-graduée ; pour cette graduation, un mondéme zj* ... x%"

est homogene, de degré (ai,...,ay,). Cette graduation induit une graduation de 1’algebre de Lie
W(n);pour k € {1,...,n}, la dérivation z7* .. .l‘%".xk% est homogene, de degré (aq,...,a,) €

Z". Cette graduation se prolonge naturellement & I’algebre enveloppante U/ (W(n)) On a:

Lemme 4.31 Soient u € U (W(n)) un élément homogéne, de degré (ai,...,an) € Z" et k €
{1,...,n}. Alors [xk%,u] = agu. Par suite, la sous-algébre Ka:la%l D...d Kxn% C W(n)
agit diagonalement sur I/{(W(n)) .

Terminologie 4.32 Relativement a cette graduation, le degré est appelé poids et noté pds.
On introduit cette terminologie pour ne pas confondre la Z-graduation naturelle de 'algebre
symétrique S(W(n)) avec la Z"-graduation de S(W(n)) induite par la Z"-graduation précé-
demment décrite de W (n).

4.3.3 Cas de l’algebre W (1)

Dans ce qui suit, on cherche & étudier le corps enveloppant de l'algebre de Witt W(1).
Rappelons que, sauf mention contraire, on suppose que K est un corps parfait de caractéristique
p > 3. Enfin, on pose toujours ¢ = pgl.

Tout d’abord, on simplifie les notations générales introduites en 4.30.

Notations 4.33 On pose d’abord w = W(1). Pour j € {-1,0,1,...,p — 2} on pose e; =
p—2

x{“a%l. On a alors tv = @ Ke; ; le crochet de Lie vérifie :
j=—1

les, €] = (j—i)eir; si —1<i+j<p—2,
v 0 sinon.

Les éléments e; sont homogenes relativement a la graduation naturelle définie en 4.3.2; et on
a pds(ex) = k. Remarquons que tv n’a pas de composante homogene de degré d lorsque d > p.
Le résultat suivant est facile a vérifier :

Proposition 4.34 La p-structure de vo vérifie eg-p] =0sij#0 et e[op] = eg. Le p-centre de
Valgébre enveloppante est donc la sous-algébre Olro] = K[e” |, ef — e, €f, ..., eb ],
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4.3.3.1 Un résultat préliminaire

p—2
Posons g = @ Keg C 1. C’est une sous-algebre de Lie restreinte de tv. On va démontrer
k=0
d’abord que K(wg) est un corps de Weyl; on montrera ensuite que K (w) est engendré par
K(rop) et un élément central, ce qui nous permettra d’en déduire facilement la structure du
corps enveloppant K ().

Proposition 4.35 On a K(rog) ~ Dp-1(K). En outre, on a Z(rg) = O[wy).
2

Preuve. On va utiliser les propositions 4.25 et 4.27. Posons, pour k € {—(¢ —1),...,q— 1} :
gk = Keq_k D Keq—k-{—l D...H Kepfz.

En particulier, 3 = 3_(,—1) = Kep_2. Pour k € {—(¢—1),...,¢—1}, on pose X3 = €4, de sorte
que pour tout k, on a g = gr—1 ® KX} : c’est la condition 1 de la proposition 4.25. A Tlaide
des relations décrites en 4.33, on voit sans difficulté que, pour tout k € {0,...,q — 1}, g_j est
le centre de g et que [gk,3k—1] = 3; ce sont les conditions 2 et 3 requises. Enfin, pour k£ > 0, on
a (ad Xp)P = ad(X,[Cp]) = 0 d’apres la proposition 4.33, d’ou la propriété 4. Ensuite, on observe
que X}, est homogene, de degré > 1. Alors tout crochet de la forme [(ad X)'a, (ad Xi)?b] avec
a,b € wy homogenes est un élément homogene, de degré > i+ j+deg(a)+deg(b) > i+j. Lorsque
i+ j > p on voit que [(ad X})%a, (ad X})7b] = 0; la propriété 5 en découle immédiatement.

Ensuite on remarque que g ~ K0 x g,—1, ot 0 est la restriction de la dérivation intérieure
ad(ep) a 'idéal g;—1 C wg. On voit que J(X}y) € KXj,. En prenant z = e,_o € 3, on voit aussi
que 0(z) # 0. D’apres la proposition 4.27, il vient K(tvg) ~ D, 0(K). On en déduit aussi que
Z(wg) = O[wg] (lemme 4.14).

4.3.3.2 Structure du corps enveloppant K (i)

Maintenant on va étudier la structure de K () comme extension de K (1og).

Définition 4.36 On définit un élément Q € U(w) par la formule :

Q= Z €p—2—mg - - - €p,2,mq. (49)

meNQ+1
|m|=p—1

128



Cet élément est connu depuis longtemps. Par exemple, dans [16, proposition 2], Ermolaev
démontre que Q est un élément central dans U(g) et que Z(tw) = O[w][Q2]. Ce résultat va étre
ici redémontré avec une méthode apparemment nouvelle.

Lemme 4.37
1. L’élément Q) est central dans U(w). C’est un élément entier sur O|r).

2. On peut écrire 2 sous la forme 2 = qe,legf2 + Qo, ot Qo € U(wyg). En particulier, 2 est
transcendant sur K (wg).

Preuve. Pour le premier point, on utilise le lemme 4.23 : prenons B = U(w) et X ](-k) = ¢j
pour tout k € {0,...,q} et j € {—1,0,...,p—2}. Les dérivations intérieures ad(e_1) et ad(ep—2)
vérifient respectivement les conditions 1 et 2 du lemme; on en déduit que €2 est invariant par
I'action adjointe de e_; et e,—o. Comme ces deux éléments engendrent tv, on en déduit bien que
Q est invariant sous I'action de t, autrement dit Q € Z(w). De plus, d’apres la proposition 4.10,
n°3, Z(w) est une extension entiere de Ofw]; 'élément Q est donc entier sur Ofto].

q
Vérifions le deuxieme point. On voit dans (4.9) que Q = a + Z €, _ge_1€5 3, ol a € U(ny).

=0

Maintenant, pour tout entier j € N, il existe un élément a; € U(tog) tel que 62726_1 =
6_162_2 + a; : par exemple, on peut voir par récurrence que a;ii = ep_gei_z + ep—2a;. Par
suite, {2 est bien de la forme Q = Qg + q.e,legﬂ, avec g € U(rog). Le troisieme point est une
conséquence facile du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

p—2
Proposition 4.38 Soit o = @ Ke; l'algebre de Witt, wg = @Kej la sous-algébre étudiée
j=-1 >0
en 4.8.8.1 et Q lélément central introduit précédemment.
1. Le corps K(w) est engendré par K (wy) et .

2. On a K(w) ~ Dp_1 ,(K).
2 )

Preuve. Le corps K (o) est engendré par K(tog) et e_;j; en utilisant le lemme 4.37 on voit
que K (o) est engendré par K (wg) et Q. D’aprés la proposition 4.35, on en déduit que K (i)
est engendré par 2¢ + 1 = p éléments x1,...,2q, y1,...,Yq et z = Q satisfaisant aux relations
canoniques (4.1) ; comme dim(w) = p on en déduit d’apres le lemme 4.14 que K (t0) ~ D, 1(Q).

Corollaire 4.39
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1. OnaC(r) = O(wg)(2). C’est une extension transcendante pure de degré de transcendance
p sur K.

2. L’élément Q) est entier, de degré p sur Olro].

Preuve. Comme K(tv) = K(mw()(Q2), avec Q transcendant sur K(wp), on a aussi C(to) =
C (1) (£2). Or d’apres la proposition 4.35 on a C'(wg) = O(wg), d’ou le n°1. D’apres le corollaire
4.10, on a :

PP = [K(w) : C(w)][C(w) : O(t)].

Comme K (o) ~ Dp-1(K), on a [K(tw) : C(rv)] = pP~! d’apres la proposition 4.6; il vient
2

[C(w) : O(to)] = p. Enfin, comme C(tw) = O(0)(€2), on a a fortiori C(w) = O(10)(2) : on en
déduit bien que Q2 est de degré p sur O[w].

4.3.3.3 Le centre de U()

On passe maintenant & I’étude plus approfondie du centre de U(t). Soit €2 I’élément central
de la définition 4.36. On a donc Z(w) 2 OJto][€2]. On va établir tout d’abord, a l’aide du lemme
de Nagata (proposition 4.29), que le sous-anneau O[w][Q2] est factoriel. On montrera ensuite
comment en déduire que Z(w) = Olto][€2].

Lemme 4.40 L’élément e;_, € O[w] est premier dans O[w][Q].

Preuve. Rappelons d’abord que U (1) et ses sous-algebres sont naturellement filtrées et qu’on
a, relativement a cette filtration, GrU(w) = S(w). Pour tout u € U(1v), on note v(u) la filtration
de Iélément wu ; c’est aussi le degré de 1’élément gr(u) dans Palgebre graduée associée. Dans la
suite de la démonstration, on notera S = S(t) et, pour j € {—1,...,p — 2} : X; = gr(e;).
L’algebre S s’identifie donc & l’algebre de polynémes a p indéterminées K[X_1, X, ..., Xp_2].
Pour finir, on note S? = K[X”, X7, ..., X] ,]. On peut voir facilement que S? = Gr O[w]. En
particulier, v(u) € pZ pour tout u € Of].
Pour alléger les notations, on pose a présent :

M = {(mg,...,mg) €N mg+ ... +my=p—1}.

Notons aussi A = O[w][2]. Soit Gr(A) C S lalgebre graduée associée. Posons ¢ = gr(Q2) € S;
ona:

(=Y Xpom Xpom,
meM

Montrons que Gr(A) = SP[¢]. D’abord SP[¢] € Gr(A) parce que X} = gr(ef — eg»p]) € Gr(A)

et ¢ = gr(Q2) € Gr(A). Réciproquement, soit a € A. D’apres le corollaire 4.38, n°2, 1’élément 2
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p—1
est de degré p sur O[w] : on peut donc écrire a = Z anj, ol les a; € O[r]. Pour tout j, on a
j=0
v(a; Q) = v(a;j) + jv(Q). Par ailleurs, v(2) = ¢+ 1 # 0 modulo p, et v(a;) € pZ. Les filtrations
des anj sont donc deux a deux distinctes modulo p, donc deux a deux distinctes dans Z. On
en déduit qu’il existe k € {0,...,p — 1} tel que gr(a) = gr(axQF) = gr(ax)¢* € SP[C], d’on
I'inclusion Gr(A) C SP[(]. Notons que ce qui précede prouve aussi que les éléments homogenes
dans Gr(A) sont de la forme a¢*, avec o € SP et k € {0,...,p — 1}.

Le corps K ayant été supposé parfait, on voit que S? est aussi I’ensemble des éléments de S
de la forme fP, pour f € S. Soient z = e) , € Aet X = gr(z) = X]_, € Gr(A); on va montrer
que X est un élément premier dans Gr(A), ce qui permettra avec le lemme 4.28, n°1, de conclure
que z est un élément premier de A. Pour alléger les notations, on pose B = Gr(A). D’apres le
n°2 du lemme 4.28, il suffit de montrer la propriété suivante : pour tous u,v € B homogenes,

X |uvdans B = X |u ou X |v dans B.

Or d’apres la discussion qui précede, il existe ug,vg € S et j, k € {0,...,p— 1} tels que u = uﬁ(j
et v = vhCk. 'On suppose que X | uv dans B, autrement dit X} , | ubvb¢ITF. En particulier,
Xp—2 | ufvh¢itk dans S. Comme X, o est premier dans S, on en déduit qu’on a :

p P ok
Xp—2 |uy ou Xp_o|vj ou X,_o|¢?"" dans S,
soit, encore par primalité de X, o :
Xp—2|up ou Xp_o|wvg ou Xp_o|( dans S.

On peut décomposer ¢ sous la forme ¢ = (1 + X,—2(2, avec

gl = Z Xp—Z—mo oo Xp—2—mq-

(m01-~~7m(1)6M
mo,...,mq>0

11 est facile de voir que ¢; # 0 et est indépendant de X,_o; on en déduit que X,_» ne divise pas
¢ dans S. Nécessairement, X,_o | up ou vg dans S, disons X,,_o | ug pour fixer les idées. Il existe
uy € S tel que ug = Xp_ous ; il vient uf¢? = ngQquJ dans S. Comme X = XI]LQ et uf¢? € B,

ceci prouve que X divise uh¢’ dans B. Le lemme est démontré.

Proposition 4.41 On considére toujours l’algebre de Witt vo et € [’élément central de la
définition 4.36.

1. L’anneau O[w][Q] est factoriel.

2. On a Z(w) = O[w][€].
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Preuve. Notons A = O[w][Q] et z = e) , € A. L’élément 2 est un élément premier dans A

d’apres le lemme précédent. On va démontrer que le localisé A[z~!] est un anneau factoriel.

D’apres le lemme de Nagata (proposition 4.3.2), on en déduira bien que A est factoriel. Soient
Ro = U(mo)[e_pQ] et R = U(m)[e;fﬂ.

p—

Comme ce sont des localisations centrales, on a Z(Rg) = Z(tvo)le, ?,]. D’apres la proposition
4.35, on a donc :
Z(Rop) = Olrog] [eng]. (4.10)

D’apres le lemme 4.37, I’élément 2 est transcendant sur O[rog]. On en déduit que O[wp][€2] est
une algébre commutative libre ; en particulier ¢’est un anneau factoriel. Le localisé O[ro][Q][e, "]
est donc aussi un anneau factoriel.

Montrons & présent que Z(R) = A[z~!]. On a déja R = Ro[e_1]. En écrivant Q = ge—1€) o+
Qo (avec Qo € U(g) € Ro), on voit que e_; = ¢~ 1(Q — 90)6;32 € Ro. Il vient R = Ry[Q].
D’apres le lemme 4.37, I’élément (2 est transcendant sur R ; on en déduit que Z(R) = Z(Ro)[€2],
d’ou :

Z(R) = O[mo

On en déduit bien que A[z~!] = Z(R) est un anneau factoriel. Le n°1 est établi.

Comme O[] € A C Z() et que Z(w) est une extension entiere de O[], a fortiori Z(w)
est une extension entiere de A. De plus, A est intégralement clos car c¢’est un anneau factoriel
d’apres le n°1. Pour voir que Z(w) = A il suffit donc de montrer que Frac Z(w) = Frac A. Or,
a l'aide du corollaire 4.38, n°1, on a :

C(10) = Frac Z(w) 2 Frac A = O(1)() 2 O(100)(2) = C(w),

d’otu l'on tire bien Z(w) = Frac A. La proposition est démontrée.

4.3.3.4 Conclusion

p—2
Théoréme 4.42 Soient to = @ Ualgébre de Witt sur K et Q € Z(w) ’élément défini par :
j=—1
Q= Z €p—2—mg - - - €p,2,mq.
meNQ+1
|m|=p—1
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1. On a Z(w) = Ow][Q?]. C’est de plus un anneau factoriel.
2. Le corps enveloppant K (w) est isomorphe au corps de Weyl Dp—1 ,(K).
2 b

Corollaire 4.43 Soit w [’algébre de Witt en caractéristique p > 3. L’indice du corps envelop-
pant K (w) est p®~1/2 Uezposant de K(w) est égal a p. Le centre de K(ro) est une extension
transcendante pure du corps de base K, de degré de transcendance p :

Ind K (ro) :p% ; Exp K(w) =p ; trdeg C(w) = p.

Remarque 4.44 En caractéristique 2, 'algebre de Witt est de la forme w = K.x @ K.y, avec
le crochet [z, y] = y. Dans ce cas, il est immédiat de vérifier que le corps enveloppant K (1) est
isomorphe au corps de Weyl D; o(K), les générateurs canoniques correspondant aux éléments
y~ 'z et y. En particulier, I'indice et I'exposant du corps enveloppant sont tous deux égaux & 2,
et le centre est une extension transcendante pure de degré de transcendance 2. Enfin, le centre
Z (1) est alors réduit au p-centre K[z? — z,y?], isomorphe & une algebre de polynomes & deux
variables.

4.3.4 Le produit tensoriel A(1) ® W(1)
4.3.4.1 Définitions et notations

Rappelons les notations du paragraphe 4.3.2. L’algebre de Lie W (2) est 1’algebre des dérivations
d’un anneau de polynémes tronqués a deux variables :

W(2) = Der W.
On peut décomposer W (2) en :
S ik 0 — i k9
W(2) = j;o Kmlxza—xl ® j;o Karlea—:Ez.

On s’intéresse a la sous-algebre suivante :

Celle-ci est isomorphe a 'algebre de Lie produit tensoriel A(1) ® W(1). On notera, pour o =

(4, k)e{-1,...,p—=2} x{0,....,p—1} req = €j, = xéx{“a%l. On a alors les relations

(e 1y €30 1] = (G = Dejrjprnwr si(G+ik+E)e{-1,...,p—2} x{0,...,p—1},
ST 0 sinon.
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En utilisant la formule explicite sur la p-structure de W (2) donnée au paragraphe 4.3.2, on voit
que p est une sous-algebre restreinte de W (2), avec :

e[p] _{ €0,0 sl (]’ k) = (070)5

Jk 0 sinon.
On posera enfin pg = g Ke; ; c’est une sous-algebre restreinte de p. On a aussi : p =
J:k=>0
p—1
po + § Ke_1.
k=0

4.3.4.2 Un résultat préliminaire

Reprenons l'algebre pg ci-dessus. Cette sous-algebre jouera dans la suite le méme role vis-a-
vis de p que tog vis-a-vis de w. Ainsi, on va d’abord établir que K (pg) est un corps de Weyl;
on démontrera ensuite que K (p) est engendré par K () et certain éléments centraux a définir.
Ceci nous permettra alors d’en déduire facilement la structure du corps enveloppant K(p).

Lemme 4.45 Soit g une algébre de Lie et ) un idéal de codimension 1. On fixe une décomposition

3(g) Z3(h);

=KX @h. I Squi - L
8 ©b. fly a équivalence entre ii. (ad X))y est une dérivation intérieure de b.

Preuve. S'il existe h € b tel que (ad X)), = (adh), alors [X — h,h] = 0 et [X — h, X] =
—[h, X] = (ad X)(h) = (ad h)(h) = 0, donc X — h est central dans g. Par ailleurs il est clair que
X —h &b, donc 3(g) € 3(h). Réciproquement, si 3(g) € 3(h), il existe y € 3(g) tel que y & 3(bh).
Décomposons y = AX + h, avec A € K et h € h. Nécessairement \ # 0, sinon on aurait y € 3(h).
On a donc, pour tout a € b : [AX + h,a] = 0, d’ott on déduit que (ad X)p = ad(—A"'h)j; est
une dérivation intérieure de . Le lemme est établi.

Proposition 4.46 On a K(pg) ~ Dpp-1) (K). En particulier Z(po) = O[po].
2

Preuve. On s’intéresse tout d’abord a la sous-algebre p; = Z Kejr € po. Montrons que p;

J,k>0
k20
satisfait aux conditions 1 a 5 de la proposition 4.25.

L’algebre p est Z2-graduée. Pour o = (j, k) € Z? on notera eq = e;p sia € {—1,...,p—2} x
{0,...,p— 1}; on convient que e, = 0 sinon. Posons :

AO:{Oa"'ap_2}x{07"'7p_1} et A1:A0\{(0,0)},
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de sorte que p; = Z Ke, pour ¢ = 0 ou 1. On ordonne Ag lexicographiquement, c’est-a-dire
a€A;
que (j,k) < (j/,k')sik <k ousik =k et j <j.On pose p = max(4g) = (p —2,p— 1)
et ¢ = (q,q) = (%, %) Remarquons que e, = 0 lorsque v > p dans Z2. Enfin on note
Af ={acAy|a>clet Ay ={a€ Ay | a<c}.
Montrons que l'application a € Ag — p — a € Ag est une bijection décroissante qui échange
Aar et Ay . En effet, c’est clairement une involution décroissante. De plus, on voit que pu — ¢ =

(732;1 -1, %) est le prédecesseur de ¢ dans ’ensemble ordonné Ag. Il vient :
a€A; &= a>c &= p-a<pu-c &= p-a<c &= p—acd;.

On peut donc écrire Al = {mg,m_1,...,m_n}, avecc=mg <m_1 < ... <m_y = pu. On a
alors Ay = {p—m_n,..., 0 —mg}. Pouri € {1,..., N} on pose enfin m; =y —m_g;_;). On a
donc Ay = {0,mn,...,m1} avec 0 < my < ... < mq. On introduit pour finir les sous-espaces
de po suivants : pour tout k € {—N,..., N},

gk = Z Keq.

azmy

Ceci définit une suite d’idéaux :
Pr=gnN29gN-12...2g02 ... 29~ =3 =Ke,.

Pour tout k € {—N,..., N}, on pose X;, = e, , de sorte qu'on a toujours g, = gr—1 b KXj.
La condition 1 de la proposition 4.25 est donc bien satisfaite. Pour tout & € {1,..., N}, on
a [Xg, X_p—1)] = [emk,emi(kin] € Kemy+m__y, = Keu = 3, c’est la propriété 3. Soient
a > my et f > m_y, de sorte que eq € gi et eg € g_i. On a [eq,eg] € Kegqp. Comme
a+f > my+m_ >mg+m_(_1) =, on a [eq, eg] = 0. On a donc [gy, g_x] = 0. Ceci prouve
que le centre 3(gx) 2 g_r. Montrons que ces deux sous-espaces sont égaux, autrement dit que la
propriété 2 est satisfaite. On procéde par récurrence sur k. Si k = 0, 'algebre gg est abélienne,
donc I'hypothese est vraie. Si & > 0 : on a 3(gx—1) = g_(x—1) par hypothese de récurrence.
Considérons Yy, = em_,_,) € §_(4—1); notons my = (j,7) et m_q,_1y = (§',7’). On a:

[Xk;,Yk] = [emkaem_(k_l)] = (]/ _j)ekarm_(k_l) = (.7, _j)eﬂ‘

Orm_g_yy=p—mp=(pP—2—j,p—1—r)doncj —j=p—2-2j. Comme0<j<p—2 on
a—(p—2)<j —j<p—2,doncj'—j =0 dans K si et seulement si ;' — j = 0 dans Z. Comme
enfin j/ — j = p—2 — 2j et que p est impair, on a j' — 7 # 0. Il vient :

(X, Yi] #0. (4.11)

On en déduit que ad(Xy)|q, , n’est pas une dérivation intérieure de g1 parce qu’elle agit non-
trivialement sur le centre. En appliquant le lemme 4.45, on en déduit aussi que 3(gx) C 3(gk—1)-
D’apres (4.11), cette inclusion est stricte. Il vient :

9k C3(or) C3(06-1) = 9-(r—1)
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en comparant les codimensions ceci impose bien g_ = 3(gx)-

Les propriétés 4 et 5 s’établissent comme pour 'algebre de Witt W (1) (proposition 4.35) a

I'aide de la graduation naturelle de p;.

Pour parachever la preuve en utilisant la proposition 4.27, il suffit d’observer que py = K9 x
p1, ou O est la restriction de ad(ep o) & l'idéal p;. Cette dérivation vérifie bien 9(Xj) € KX} pour
tout k € {—N,...,N};enoutre d(e,) = (p—2)e, # 0. On en déduit que K (pg) ~ Dyy1,0(K), et
2(N+1) = dim(pp) = p(p—1). La conclusion sur le centre résulte du lemme 4.14. La proposition

est démontrée.

4.3.4.3 Structure de K(p)

Notations 4.47 On convient de poser e; j = 0si (4,5) € {—1,...,p—2} x{0,...

tous (q + 1)-uplets k, m € N1 on pose :

M(m7 E) = €p—2—mg,p—1—ko X -+ X €p—2—mgp—1—kq € U(p)

Pour tout (g + 1)-uplet k € {0,...,p — 1}971, on pose :

k)= > M(m,k)eUlp)

meNQ+1
|m|=p—1

Enfin, pour tout s € {0,...,p — 1} on pose :

Qo= > Qk) €Up).
EekaFl
|E|=s

p—2

Lemme 4.48 Pour tout s € {0,...,p — 1}, soit w(s) = Z Kejs. On note o =

j=—1

,p—1}. Pour
(4.12)
(4.13)
(4.14)
(0).

1. Le sous-espace o C p est une sous-algébre de Lie isomorphe a l'algébre de Witt W (1). Elle

agit sur p par action adjointe.

2. Pour tout s € {0,...,p — 1}, le sous-espace w(s) est un sous-ro-module isomorphe a to,

muni de la représentation adjointe.

3. Pour tout k € {0,...,p— 1}9FL ’élément Q(k) € U(p) est invariant par ro.

Preuve. La démonstration des n°1 et 2 est tres simple et sera omise ici. Pour le n°3, on cherche

a appliquer le lemme 4.23. Posons B = U(p) et Xi(j) = ejp-1-k; pour tous i € {—1,...,p— 2}
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et j € {0,...,q}. A Daide des n°l et 2, on vérifie directement que les dérivations intérieures
ad(e_1,0) et ad(ep—2,) vérifient les hypotheses du lemme 4.23. On en déduit que Q(k) est inva-
riant par e_q 9 et e,_20, donc aussi par la sous-algebre engendrée, c’est-a-dire w. Le lemme est
démontré.

Notations 4.49 On pose, pour tout k € {0,...,p— 1} :

k
g =p0® > Ke 1,1
j=0
Proposition 4.50 On considére les sous-algébres g, . .., gp—1 de p (notation 4.49) et les éléments

Qo, ..., Q1 (notations 4.47). Pour tout k € {0,...,p—1}, on a :
1. Le sous-espace gy, est une sous-algebre de Lie restreinte de p. De plus, on a QU € U(gg).
2. L’élément Q, est central dans U(p).
3. Le corps enveloppant K(gi) est engendré par K(po) et Qo, ..., .

Preuve. Dans cette démonstration, on notera pour simplifier :
M= {(mg,...,my) €N mg= ... +m,=p—1},
et plus généralement, pour s € {0,...,p— 1} :
M = {(mg,...,my) €N mg=...+m, =s}.

Reprenons la sous-algebre to et les sous-to-modules w(s) introduits dans le lemme 4.48.
Vérifions d’abord que l'algebre de Lie p est engendrée par t et ep 1 € w(1). Soit h la sous-algebre
engendrée par tv et eg 1. On va montrer par récurrence que w(s) C b pour tout s € {0,...,p—1},
ce qui suffira car p =w(0) + ...+ w(p —1). Pour s = 0 on a o C h par définition. Supposons a
présent que h O w(s) pour un entier s € {0,...,p —2}. Alors e 541 = [ep.1,€15] € hNw(s+1).
Comme tv(s+1) est un w-module simple, on en déduit que h D [h, €1 511] 2 [10, €1 541] = w(s+1).

Démontrons maintenant la proposition. Le fait que g soit une sous-algebre restreinte de p est
facile a voir. Vérifions que Q € U(g). Soit (m, k) € M x M. Pour tout indice 7 € {0,...,q},
ona0 <k <k, dou aussi ep_o_m, p—1-k € G- 1l vient M(m, k) € U(gy), puis également
O € U(gk).

Démontrons le n°2. Comme p est engendrée par to et eq 1, il suffit de voir que les €, sont
invariants par tv et par eg 1. Le lemme 4.48 montre que €2, est toujours invariant par to. Il reste
donc a établir que [eg 1, Q2] = 0 pour k € {0,...,p—1}. Posons d’abord, pour tout i € {0, ...,q}:
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€; = (00,i,014,--.,0q), autrement dit le (¢ + 1)-uplet dont toutes les composantes sont nulles
sauf celle d’indice ¢ qui vaut 1. Pour m, k € N9t! on a :

q

leoq, M(m, k)| = Z(p — 2 = M;)€p—2-—mo,p—1—kp - - - Ep—2—my,p—1—k;+1 - - - Ep—2—mg,p—1—kq
i=0
q
= Y (p-2-m)M(m,k—¢g,).
i=0
Calculons :

leo,1, %] = [eo, Z Qk)] = Z Z leo,1, M(m, k)]

keMy keM;, meM

= Z Z Z(p—Z—mi)M(myk_ﬁz‘)

ke M meM i=0

= > 3 Y p-2-m)M@m.e)

ceNatl ki meM

k—e,=c

— Z (Zd(c, i)(p— 2 —ml)> M(m,g),

cm \i=0

avec 0(c,i) = 1 si c+€g; € M, et 0 sinon. Observons a présent que, dans cette sommation, les
(q+1)-uplets ¢ € N?+1 apparaissant vérifient co+...+c, = k— 1. Ainsi, si on pose k = c+¢; on
ak €N et ko+...+k, =k, autrement dit k € M. Par suite, on en déduit que d(c,i) =1

pour tout 4. Il vient :
q
leo1, ) =) (ZP -2- mz) M(m, c).
em \i=0
q
Enfin, pour tout élément m € M, un calcul simple permet de voir que Z p—2—m; =0 dans
i=0

K : on a donc bien [eq 1, Q] = 0. Ceci établit le deuxieme point.

Démontrons le troisieme point. Pour tout £ € {—1,0,...,p—1}, on pose Uy, = U(gi). On voit
que Uy, = Uy—1][e—1 p—1—%) pour tout k € {0,...,p—1}. Montrons que, pour tout k € {0,...,p—1},
Iélément €y € U, est de degré 1 en e_q 1, sur la sous-algebre Uy_;. Plus précisément, on
établit la relation suivante, pour tout k € {0,...,p— 1} :

Q= (¢+ 1)613_27])_16,14,,1,1C mod Uj,_1. (4.15)
Fixons tout d’abord (m, k) € M x M. Si, pour tout i € {0,...,q}, on a (m;, k;) # (p—1,k)

alors ep_9_m, p—1-k; € gk—1 pour tout i, d’ot M(m, k) € Uy,_;. S’il existe i € {0,...,q} tel que
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(mi, ki) = (p — 1, k) : alors (mj, k;) = (0,0) pour tout j # ¢; on a alors :
_ q=J
M(m.k) = e, 5, 16-1p-1-k€p 2 1-
On peut voir, par exemple par récurrence descendante sur 7, que :
J q—J — 4
€ 2p1€—1p—1-k€p 2, 1 =€y 9, 1€6-1p—1—k mod Uj_1.

Il vient :

Q= D > M(mk)

meM ke M,
q
= 26;7211716—1717—1—]?6;):21) 1 mod Up_
7=0
q
= Ze;l,_zp_le_17p_1_/€ mod U_1,
7=0

c’est la relation (4.15).
Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout k € {0,...,p— 1} :

—1 -1 -1
Urle, 5 p—1] = Un—1le—1p—2-klle, o, 1] = Un-1le, 5, ][]
Par récurrence on obtient alors Uy, [6;712,1)71} = L{,l[ezﬂzpfl][ﬁo, ..., ], autrement dit :

U(9k>[e;—12,p—1] = U(PO)[egj—IQ,p—ﬂ[QO, ey

En passant aux corps de fractions, on a bien K(gr) = K(po)[Qo,...,%]. La proposition est
démontrée.

Corollaire 4.51 Soit k € {0,...,p—1}.
1. On a un isomorphisme K(gr) ~ Dpp-1) k+1(K)' De plus, C(gr) = O(po)(Qo, ..., Q).
2 b

Enfin, les éléments Qq, ..., Q. sont algébriquement indépendants sur O(po).

2. L’élément Qy, est entier, de degré p sur Olgi][Qo, ..., Qk—1]. L’algébre Olgi][Qo, ..., U]
est un O[gg]-module libre ayant pour base la famille

{ob .ol 10 <o, gk <}

Preuve. On procede par récurrence sur k en utilisant les mémes arguments que dans le cas de
lalgebre W (1) (corollaire 4.39).
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4.3.4.4 Le centre de U(p)

Maintenant on cherche & démontrer pour 'anneau Z(p) des résultats analogues a ceux ob-
tenus pour Z(to). Plus précisément, on va démontrer que Z(p) = O[p][Qo,..., 1] et on va
établir en méme temps que c’est un anneau factoriel. La démarche suivie ici est beaucoup plus
technique que dans le cas de W (1). La premiere étape consiste & déterminer quel est le gradué
associé de I'anneau Olp][Qo, ..., Qp_1] (relativement a la filtration canonique induite par celle
de I'algebre enveloppante). On a tout d’abord besoin de deux lemmes.

Lemme 4.52 Soient S = K[X,...,X,] un anneau de polynémes, SP=K[XV,....,XE]CS et

K = Frac(S). Pour tout polynome f € S, on note df = Z of dX la différentielle de f. Soient

u,...,up €5 tels que les différentielles duq, . .., dug sozent lzneairement indépendantes sur K.
Alors la famille

{u{l...ui’“\OSjl,...,jk <p}

est libre sur SP.

Preuve. On note par commodité J = {0,...,p—1}*. On considere F(t1,...,t;) € SP[t1, ..., 4]
un polynome de la forme :

Flty,..tr) =Y M@ ..., (4.16)
JeJ

les A(7) € SP n’étant pas tous nuls. On suppose que F'(uq,...,ux) = 0. D’abord, on peut choisir
un tel F de degré total (par rapport aux variables ¢i,...,%;) minimal. Dans ce cas, il existe
i€ {1,...,k} tel que (OF/0t;)(u1,...,ux) # 0. Supposons en effet que ce ne soit pas le cas.
Comme (OF/0t;) est de degré total strictement plus petit que celui de F', par minimalité on
doit avoir (9F/0t;) = 0 dans SP[ty,...,t;]. Cette propriété étant alors valable pour tout ¢, on a
F(t1,...,tg) € SP[t}, ..., t7]. D’apreés (4.16), on voit que F(t1,...,t;) € SP est constant ; mais
alors 0 = F(uq,...,u) d'ou F = 0, contradiction.
On peut maintenant établir le lemme. On notera, pour tout ¢ € {1,...,k}: ¢; = (ul, ey UE)-

Soit s € {1,...,k}. En dérivant la relation F(uq,...,u;) =0 par rapport a Xs, on trouve

ou; E)F
ZaX 81’,‘ 1,...,uk):0.
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k
Dans I’espace @ KdX;,, on a donc :

s=1
Comme les coefficients ¢; € K ne sont pas tous nuls, les différentielles duq, . . . , duy sont linéairement

dépendantes sur K. Le lemme est démontré.

Notations 4.53 On reprend les sous-algebres g, introduites dans les notations 4.49. Pour tout
k €{0,...,p— 1}, on pose en outre :

As={0,...,p =2} x{0,...,p—1}U | J{(-Lp—1-4)} € Z%
j=0

*

de sorte que gs = Z Keq. On pose aussi Ap = Ai ~\ {(p — 2,p — 1)}. On considere enfin les

€A
algebres de polynémes :

Sy =K[X, | a € Agl, SZ =K[XP | a € A,
Qr =K[Xa | a € Aj], Qp =K[XE | a € Aj].

Remarquons tout d’abord que, par construction, on a S, = Qx[Xp—2,p—1] : Sk est une algebre
de polynoémes a une variable sur Q);. On peut par ailleurs identifier () au quotient Qp =~
Sk/(Xp—2p—1) de l'algebre Sy.

Le corps K ayant été supposé parfait, ['algebre Sz (resp. Qi) est aussi ’ensemble des po-
lynémes de la forme fP pour f € S (resp. Qk). On a des identifications naturelles Gr U (gy) ~
S(gr) ~ Sk ; dans cette identification, on a Gr O[gi] = S%.

Notations 4.54 Pour m et k € N9, on pose :
P(m, E) = Xp—2—m07p—1—k’0 S Xp—?—mq,p—l—kq € Sk. (417)

Dans 'identification Sy ~ GrU(gx), 'élément P(m, k) correspond & la forme initiale du monéme
M(m, k) € U(gx) (notation 4.47) : P(m,k) = gr(M(m,k)). Pour tout k € {0,...,p — 1}, on
pose :

G= >, Y Pmk) et &= Y Pmk),
méN‘”l EGN‘”l mENq+1,l§ENq+1
|m|=p-1 |k|=Fk |m|=p—1, |k|=k
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ou le symbole i signifie qu’on ne conserve que les termes de la sommation tels que (m;, k;) #
(0,0) pour tout 1.

Pour tout s € {0,...,k}, onadonc s € Qp et (s = &+ Xp—2p—1Rs, avec Ry € Sy.. Rappelons
Sk

(prlpfl)
a, dans cette identification, 7({s) = & pour tout s € {0,...,k}.

que @y s’identifie a 'algebre quotient . Soit 7 : S — @i la projection canonique. On

Lemme 4.55 Soit k € {0,...,p—1}. On pose J = {0,...,p — 1}F+1 C Nk+1,
1. La famille {ggo .. .§£’“ | (Jos---,Jk) € J} est libre sur QY.

2. La famille { go . C,]g" (Jo,---,Jk) € J} est libre sur SY.

Preuve. Dans toute cette démonstration, on pose & nouveau
M= ((m....mg) € N [mg = ..y = p— 1}

et plus généralement, pour s € {0,...,p— 1} :

Mg = {(mo,...,my) € NI |mg = ...+ m, = s}.

Démontrons le n°1. D’apres le lemme 4.52, il suffit de montrer que les différentielles d&, . . . , d&x
sont linéairement indépendantes sur Q. Il suffit a cet effet de trouver des variables X, ..., Xq,
telles que l'on ait :

oo = Fx=dXe, +79
0 = gx-dXog + pyi-dXa, +71
Ok = pxi-dXog+...+ gx-dXa, +ri,
0
ol B ;S # 0 pour s € {0,...,k} et les éléments r; sont des combinaisons linéaires de dX, tels
Qs

que o & {ag,...,ax}. Pour tout s € {0,...,k}, on pose as = (¢ — 1,p — 1 — s) € A%. Montrons
que ce choix convient.

Tout d’abord, on va décomposer chaque £ en combinaison linéaire de monomes linéairement
indépendants. Pour tout s € {0,...,k} on pose

s ={(m,k) € M x Mg | (m;,k;) # (0,0) pour tout i € {0,...,q}},

de sorte que :

&= Y, Pimk).

(m,k)e=s
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Le groupe symétrique S,11 agit sur M et M, par permutation des coordonnées. Cette action
induit une action sur le produit cartésien M x M. On voit facilement que cette action se
restreint & =, C M x M. Par ailleurs, pour (m, k) et (m/, k') € 25, on a :

P(m.k) = P(m'.k') <= (30 € &441) tel que (m',k') = 0 - (m, k).

Choisissons Ry C E; un systeme de représentants des orbites de G441 dans Z,. Pour p =
(m, k) € Rs on notera c¢(p) le cardinal de 'orbite de p et P(p) = P(m, k). On a donc :

&= cp)P(p).

PERs

L’entier c¢(p) divise le cardinal de G441 ; comme g + 1 < p, en particuler ¢(p) est premier a p,
autrement dit ¢(p) # 0 dans K.

€s

Soit s € {0, ..., k}. Montrons
oit s € { }. Montrons que X,

# 0. On définit un élément ps = (m,, k,) € E; par :

m,=(p—1—g¢q,1,...,1) et k, = (5,0,...,0).

On peut supposer ps € Rs. On a P(ps) = Xqo, X2 donc

p—3,p—1»

£ = c(ps)_X'oésXg{,)’pf1 +...,

[13 b

olt “...” est une combinaison linéaire de monomes différents de X, X7 o »—1- Comme c(ps) # 0,

ot 8
ox,. 7"

Soient j,s € {0,...,k}. On suppose j > s. On va établir que

on en déduit facilement que :

9Es
0Xa,
démonstration du lemme. Soit (m, k) € Z,. Pour tout indice i € {0,...,q},onak; <ko+...+
ks = s < j. En particulier k; # j et le produit P(m, k) = X, 2 mgp-1-ko - - Xp—2-mgp—1—k, D€

= 0, ce qui achevera la

fait pas intervenir la variable X, ;. Le polynome {s = Z est donc également indépendant

(m,k)€Es
de Xq;.
Le n°2 se traiterait de maniere analogue. Le lemme est démontré.

Proposition 4.56 Reprenons les notations @i, 2k, e introduites dans cette section. On note
SP(gr) ={fP|f € S(gr)}. Soient

Ak = O[ngQo, e ,Qk} g Z(gk)

et
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On munit Ay, de la filtration induite par la filtration canonique de U(gx). On a alors Gr(Ag) =
By

Preuve. On note a nouveau
M= {(mg,...,my) €N mg=...+my,=p—1},
et, pour s € {0,...,p— 1} :
Mg ={(mo,...,my) € NI mg=...+m, =s}.

Pour tout s € {0,...,k}, on a:

Qs = Z €p—2—mg,p—1-ko -+ - Ep—2—mg,p—1—kq>
(m,k)eMxM;
G = Z Xp—2—mo,p—1—ko - - - Xp—2—mq7p—1—kq'
(m,k)eEMX M,

On voit sur ces décompositions que (s = gr(€2s). Comme par ailleurs Gr O[g] = SP(gk), il vient
Réciproquement, soit @ € Ay un élément non nul. D’apres le corollaire 4.51, on peut décomposer

a sous la forme : ' .
a=> a(dQd ...,
jeJ

ol a(j) € Olgx] pour tout j € J = {0,...,p — 1}¥*1. Soient

n = max{l/ (a(l')QgO...ng) 1j e J} et Jo = {ie Il v @(1)9{}..9;5) :n}.
L’ensemble Jy est non-vide par construction. On pose alors :

ap = Z a(l')ﬂéo . Qi’“
iEJO

On a v(ag) < n et v(a — ap) < n. Posons a présent b(j) = gr(a(j)) pour tout j € Jy et

by = Z b(3) g“ . ,1’“ € Byj. D’apres le lemme 4.55, les éléments (g“ - ,‘i’“ pour j € Jy sont
I a

libres sur SP(gr); donc on a b # 0. Par ailleurs, b est homogene, de degré n. On en déduit que

gr(ap) = bo, et en particulier v(ap) = n. Mais alors v(a — ag) < v(ag). D’apres le lemme 1.38,

n°2, on a gr(a) = gr(ap), d’'out gr(a) = by € By. Ceci prouve I'inclusion Gr(Ax) C By.
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Proposition 4.57 L’élément 62—2,:0—1 est premier dans Olgg][Qo, ..., Q).

Preuve. Notons A; = (’)[gk][Qo, ... ,Qk] - Z(gk) et By = Sp(gk)[g(), ce Ck] - S(gk) On munit
Ay de la filtration canonique provenant de l’algebre enveloppante, de sorte que Gr(Ay) = By
d’apres le lemme 4.56. Pour voir que 1’élément e§—27p—1 € Ag est premier dans Ay, il suffit de
démontrer que I’élément gr(ez_zp_l) € By, est premier dans By, d’apres le lemme 4.28, n°l

On utilise les notations Sy = S(gi), Qr € Sk et Sp, Q% introduites en 4.53. Pour alléger les

écritures, on notera X,, = X;, 9, 1. On a ~ @, : I'élément X, est donc premier dans Sj.

Sk
X,
On notera enfin 7 : S, — @} la projection canonique. Observons que W(Sz ) = Qz et rappelons
que m((s) = & pour tout s € {0,...,k}.

Posons X; j = gr(e; ;) € S(gx) pour tous indices 4, j tels que e; ; € gx. On a donc X)) » | =
gr(ey o, 1) Soient Is C S(gy,) I'idéal de S(gx) engendré par X, 2,1 et Ip C By I'idéal de By
engendré par X —op-1-

Démontrons tout d’abord que Is N By = Ig. On a Ig = X, S;, et Ip = X,’jBk C Is N By.
Il s’agit de démontrer qu’on a l’inclusion réciproque. Soit u € Ig N By un élément non nul.
Montrons que u € Ig. Autrement dit, il s’agit d’établir la propriété suivante :

Xy |u dans Sg et we By = X} |u dans By.

Posons J ={0,...,p— 1}’““. On peut décomposer u sous la forme
u= ZU(Z)C(J)O LG
jeJ

avec u(j) € S}, pour tout j. Comme u € Ig, on a :

) &P ... &x

o
Il
A
£
Il
3
—~
£

<

Les coefficients 7T( (_7)) € QF. D’apres le lemme 4.55, on a 7r( (_7)) = 0 pour tout j, autrement
dit X, divise chaque u(j) dans Si. Or u(j) € S} : c’est une puissance p-eme dans Sy. Il est
facile d’en déduire (en utilisant le fait que X, est premier dans Sy) qu’il existe v(j) € Sy tel que
u(g) = Xjiv(j)P. Finalement, on a la decomp081t10n

w= XPZ pCJO Z:k

JjeJ

Comme chaque v(j )pCJO C,z’“ € By, ceci prouve que X}, divise u dans By. L’inclusion IgN By, C
Ip est démontrée.
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On a donc démontré IgNBj, = Ig. Comme g est un idéal premier de S, sa trace Igp = IgNBy,
est un idéal premier de By. Comme I est engendré par X}, cela signifie que X}, est un élément
premier de Bj. La proposition est démontrée.

Proposition 4.58 Soit k € {0,...,p—1}.
1. On a Z(gk) = Olgr][Qo, - - -, ).

2. Z(gr) est un anneau factoriel.

Preuve. Introduisons d’abord quelques notations commodes. Pour k = —1, on pose g_1 = pg et
A_1 = Olpo]. Pour k € {0,...,p—1}, la notation g, est celle de 4.49, et Ay, = O[gr][Qo, - .., Q.
On pose e, = €y_2,,-1 € Po, de sorte que e}, € O[pg]. Pour tout k € {—1,0,...,p— 1} on note :

U = Ulgr) ; U = Uyle;?].
Comme Z//{\; est une localisation centrale de Uy, on voit que :
Z(Uy) = ZUy)lep”) = Z(gn)le,").
Posons, pour k € {0,...,p—1} : 0y = e_1p—1-%. On a donc gy, = gr—1 ® Kb, ; aussi,
Uy = Up1[0] et Olgr] = Olgr—1][6}]-

Il vient :
A = Olgi)[Q0, - .., Q] = Ap_1[0%, Q). (4.18)

Rappelons que d’apres la relation (4.15), on a aussi Q = (¢ + 1)effp mod Ui_;. On observe,
a ’aide du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt, que les éléments €2 et 6;, sont transcendants
sur U1, et a fortiori sur la sous-algebre Ay_1 C Uj_;. Enfin, I'élément e, étant inversible dans

chaque Uy, on voit que l'on a aussi, pour tout k € {0,...,p—1}:
Uy = Up_1 Q). (4.19)

Montrons a présent par récurrence sur k qu’on a la propriété suivante :

Z(gr) = Ar et Z(gr) est un anneau factoriel. (4.20)
Sik = —1,o0na Z(pg) = Olpo] d’apres 4.46 ; comme O[pg] est une algebre commutative libre,
c’est aussi un anneau factoriel. Considérons a présent un entier k € {0,...,p — 1} et supposons
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les conditions (4.20) satisfaites pour 'entier k—1. On a Uy, = 27;;/1[916] d’apres (4.19). L’élément
Q) étant transcendant sur Ux_1, on en déduit :
Z(Uy) = Z(Us—1)[%] = Z(gi-1)le,")[%)
On déduit, d’apres 'hypothese de récurrence :
Z(Uy) = Ap_1le;P, Q). (4.21)
On a par ailleurs 6} € O[gi] C Z(U). Comte tenu de (4.18), il vient :
Agle,P] = Ap1[07, e, ] = Ap—1[Q%, e,7]. (4.22)

L’élément € est transcendant sur Ax_i, qui est un anneau factoriel : Panneau Ay_1[2] est
donc aussi factoriel, et par suite le localisé Ax_1[Q][e,?] est factoriel aussi. L’anneau Agle™?]
est donc factoriel. D’apres le corollaire 4.57, ef, est un élément premier de Ay. En appliquant le
lemme de Nagata (proposition 4.29), on en déduit que Ay est un anneau factoriel.

Il reste & montrer que Z(gx) = Ag. On a les inclusions Z(gr) 2 Ar 2 Olgx]. L’anneau
Z(gx) est entier sur O[gy]; a fortiori, Z(gx) est entier sur Aj. Comme Ay est factoriel, on
sait qu’alors Ay est intégralement clos. Pour voir que Z(gx) = Ay il suffit donc de voir que
Frac Z(gr) = Frac Ai. D’apres (4.21) et (4.22), on a :

Z(Uy) = Ap-1[Q, ;7] = Agle,”].

On a donc : N
Frac Z(Uy) = Frac Z(Uy) = Frac Ag[e,”] = Frac A.

L’hypothese (4.20) est donc bien vérifiée pour l'entier k. La proposition est démontrée.

4.3.4.5 Conclusion

Théoréme 4.59 Soit p l'algebre de Lie A(1) @ W(1) en caractéristique p > 3. Les éléments
Qo, ..., Qp_1 sont définis, pour tout s € {0,...,p— 1}, par la formule :

Qs = § § €p—2—mg,p—1—kg X « -+ X €p—2-mgp—1—k,-

EeNqﬂLl meNq+1
|kl=s |m|=p—1

1. On a Z(p) = Op][Q, ..., Qp_1]. C’est de plus un anneau factoriel.
2. Le corps enveloppant K(p) est isomorphe au corps de Weyl Dpp-1) p(K). En particulier,
2 I

Ind K(p) =p*® P2 . Exp K(p) =p.

De plus, le centre de K(p) est une extension transcendante pure du corps de base K, de
degré de transcendance p*.
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RESUME. Soient g une K-algebre de Lie, U(g) son algebre enveloppante, K(g) le corps des
fractions de U(g). L’objet de cette these est d’étudier des propriétés algébriques du corps gauche
K(g) dans les deux cas suivants : d’une part si K est de caractéristique 0 et g est de dimension
infinie ; d’autre part si K est de caractéristique positive et g est de dimension finie.

On suppose K de caractéristique nulle. On définit d’abord la notion de degré de transcendance
de niveau ¢ € N* pour les algebres de Poisson. Cette notion est introduite a partir de la notion
de dimension de niveau g € N* définie par V. Pétrogradsky pour les algebres associatives et
les algebres de Lie. On démontre, sous des hypotheses peu restrictives sur g, que le degré de
transcendance de niveau ¢ + 1 de K(g) est égal a la dimension de niveau ¢ de g.

On s’attache ensuite a ’étude de la famille des algebres de type Witt définies par R. Yu. On
construit ainsi des familles infinies de corps gauches deux a deux non isomorphes mais de méme
degré de transcendance de niveau 3 donné. On étudie aussi la question des centralisateurs dans
les corps enveloppants des parties positives des algebres de type Witt. On établit en particulier
le résultat suivant : il existe des algebres de Lie non commutatives de dimension infinie g telles
que le premier corps de Weyl ne se plonge pas dans K(g).

Supposons maintenant K de caractéristique p > 0. On étudie le cas particuliers des algebres
de Lie suivantes : les algebres gl,, ; les algebres sl,, lorsque p ne divise pas n; I’algebre de Witt
modulaire W (1) et une sous-algebre p de l'algebre de Witt W (2) (s’identifiant & un produit
tensoriel de lalgebre de Lie W (1) avec une algebre associative de polynémes tronqués). Dans
tous les cas, on démontre que le corps enveloppant est isomorphe & un corps de Weyl. Pour les
algebres W (1) et p, on démontre en outre que le centre de 1’algebre enveloppante est un anneau
factoriel, en accord avec une conjecture récente de A. Braun et C. Hajarnavis.

ABSTRACT. Let g be a Lie algebra over K, U(g) its enveloping algebra, K (g) the ring of fractions
of U(g). The aim of this thesis is to study algebraic properties of the division ring K(g) in the
following two situations : on the one hand when K is of characteristic 0 and g is infinite-
dimensional ; on the other hand when K is of positive characteristic and g is finite-dimensional.

Assume K is of characteristic 0. We first define the notion of transcendance degree of level
q € N* for Poisson algebras. This notion is introduced from V. Petrogradsky’s dimensions of
level ¢ € N* for associative or Lie algebras. We prove, under mild assumptions on g, that the
transcendance degree of level ¢ + 1 of K(g) is equal to the dimension of level ¢ of g.

We then proceed to the study of the family of Witt type Lie algebras defined by R. Yu.
We can thus construct infinite families of pairwise non-isomorphic division rings with a given
transcendance degree of level 3. We also study the question of centralizers in the enveloping
skewfield of positive parts of Witt type algebras. In particular, we prove the following result :
there exist infinite dimensional non-commutative Lie algebras g such that the first Weyl skewfield
does not embed in K(g).

Now assume that K is of characteristic p > 0. We study the following specific Lie algebras :
the matrix algebras gl,, ; the algebras sl,, provided p does not divide n ; the modular Witt algebra
W (1) and a subalgebra p of the Witt algebra W (2) (isomorphic to a tensor product of the Lie
algebra W (1) with an associative algebra of truncated polynomials). In each case we prove that
the enveloping skewfield is isomorphic to a Weyl skewfield. For the algebras W (1) and p, we also
prove that the center of the enveloping algebra is a unique factorization domain, in agreement
with a recent conjecture by A. Braun and C. Hajarnavis.
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