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Introduction

Le but de ce travail est I’étude de certaines propriétés de la catégorie des
représentations de dimension finie de la super algébre de Lie gl(m,n).

Notons F la catégorie des modules de dimension finie sur une super
algébre de Lie sur lesquels une sous-algébre de Cartan agit de maniére dia-
gonalisable, contrairement & ce qui se passe dans le cas des algébres de Lie
semi-simples, cette catégorie n’est pas semi-simple. La question de trouver
le caracteére des représentations irréductibles de dimension finie de gl(m,n)
est longtemps restée ouverte. En 1996 ([Ser96|), Vera Serganova a donné
une solution a ce probléme. En 2003, Brundan ([Bru03] a également apporté
une réponse, par des méthodes totalement différentes, en utilisant le groupe
quantique associé a gl .

Pour certaines super algébres de petit rang, la catégorie F est bien com-
prise : c’est le cas de s[(1,2) (Germoni, [Ger97|) et de osp(3,2) (Gruson,
|Gru03]).

Les chapitres 2 et 4 de cette thése sont consacrés a la catégorie F de
gl(2,2).

Les formules de caractéres de Serganova et de Brundan sont écrites
comme des sommes infinies, dont on sait a priori qu’elles sont finies. Pour
avoir une formule des caractéres de longueur finie, et donc plus propice
aux calculs, on décompose les gl(2,2)-modules simples de dimension finie
en gl(2) x gl(2)-modules simples (théoréme 2.4.1). Pour ce faire, on regarde
d’abord ces décompositions pour une classe de modules indécomposables
(dont les modules simples sont des quotients) appelés les modules de Kac
(proposition 2.3.2).

Pour connaitre F, on veut comprendre qui sont ses modules projectifs
indécomposables : les suites de composition de Loewy de ces modules sont
données dans la proposition 4.1.7. De plus, on veut connaitre les morphismes
entre ces modules projectifset leur composition d’aprés [Gab62|, chap. I,
prop. 14, la connaissance de la sous-catégorie pleine de F formée des objets
projectifs permet de reconstituer F. Toutefois, on ne connait pas entiérement
la composition des morphismes, qui fait 'objet d’une conjecture en fin de
chapitre.

Benkart, Kang et Kashiwara, en 2000 [BKKO00], ont introduit le groupe
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quantique asocié a gl(m,n) et construit des bases cristallines pour une ca-
tégorie de modules, dont les simples sont des facteurs directs de puissances
tensorielles de la représentation standard.

Dans le chapitre 3, on construit des bases cristallines pour un ensemble
plus large de représentations.

Les chapitres 2,3 et 4 disposent chacun d’une introduction détaillée.



Chapitre 1

Contexte et notations



2 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET NOTATIONS

1.1 Construction de la super-algébre de Lie gl(m,n)

Dans ’ensemble de ce travail, le corps de base est le corps C des nombres
complexes, sauf mention explicite du contraire. Soient m et n deux entiers
strictement positifs, on définit la super-algébre de Lie (sur C) g = gl(m,n) :
on considére I'ensemble des matrices (m + n) x (m + n) de la forme :

<%‘%) ) ou A € g[m(c)’D € g[n((C),B c Hom ((Cn’(cm) 70 c Hom ((Cm’cn)

muni de la Z/2Z-graduation suivante :

w={ (515 Acam©.Dem©},
g1 = {(%) , B € Hom (C",C™),C € Hom ((Cm,C”)}.

On définit alors un crochet de Lie sur g pour tous éléments homogeénes w et
v (c’est-a-dire u est dans g,,) et v dans g,(,)) par

[, v] := uv — (=1)PPE) gy,

que I'on prolonge par bilinéarité. Ce crochet est super-anti-symétrique et vé-
rifie la version Z/2Z-graduée de identité de Jacobi (c’est-a-dire pour tout
u, v, w homogéne dans g on a [u, [v,w]] + (—1)PWEPEFPED 1, Ty 4] +
(= 1)P@ PO 1y 1y 0] = 0).

Remarque 1.1.1.

La super-algébre de Lie gl(m,n) peut aussi se construire en prenant un super-
espace-vectoriel V.= Vo & Vi (avec dimVy = m et dim Vi = n, on notera
sdimV = m+en ot sdim V' est la super-dimension de V' et € est une variable
formelle de carré 1) et en munissant End(V') d’une Z/2Z-graduation :

End(V)o = {u € End(V) / u(V;) CV; ,i € Z/2Z},
End(V)1 = {u € End(V) / u(V;) C Vig1 ,i € Z/2Z} ,

avec le super-crochet [x,y] = zoy— (—1)P@PWyox (pour z et y homogenes
de parité p(x) et p(y), étendu par bilinéarité). Le choix de bases de Vj et de
Vi permet d’identifier cette super-algébre de Lie (que l'on note gl(V')) avec
gl(m,n).

On remarque que go est 'algébre de Lie réductive gl,,(C) x gl,,(C). De
plus g1 est un go-module.
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1.2 Représentations de g

Définition 1.2.1.

Soit M = My @ M, un espace vectoriel Z/2Z-gradué. La donnée d’un mor-
phisme de super-algébres de Lie p : g — gl(V)) munit M d’une structure de
g-module. On dit aussi que p est une représentation de g sur M (ou que M
est une représentation de g).

Définition 1.2.2.
Une représentation non nulle M sera dite simple (ou irréductible) si elle
n’admet pas de sous-représentation non triviale.

Une représentation M telle qu’il existe des sous-représentations irréduc-
tibles M; pour i allant de 1 a s telles que M = My @& ... ® My sera dite
semi-simple (ou complétement réductible).

Un module que ’on ne peut pas décomposer en somme directe de modules
non triviaur sera dit indécomposable.

Remarque 1.2.3.

Les modules irréductibles sont indécomposables, cependant (contrairement au
cas des représentations de gl,(C) ou le centre de gl,,(C) agit de maniére
diagonalisable) il existe des modules indécomposables qui ne sont pas irre-
ductibles.

Définition 1.2.4.

Soit M une représentation de g, on appelle suite de composition de M une
suite (My, ..., My) de sous-g-modules de M tel que {0} = M,, C ... C My C
My = M. Si de plus les g-modules quotients M;/M; 11 sont simples, on par-
lera de suite de composition de Jordan-Hélder.

Remarque 1.2.5.
Soit (M, p) un g-module, alors en restreignant p & go, M a aussi une struc-
ture de go-module.

1.3 Supertrace et forme de Killing

Sur g (resp. End(g)) on définit la supertrace par :

str( (%‘%)) = tr(A) — tr(D).



4 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET NOTATIONS

Cette supertrace nous permet de définir une forme bilinéaire sur g, B(a, b) =
str(a.b) appellée forme de Killing.

Proposition 1.3.1. [Kac77b/
La forme bilinéaire B est :

(i) cohérente, ie. B(a,b) = 0 pour tout couple (a,b) d’éléments homogénes
de g, a pair et b impair,

(ii) supersymétrique, ie. B(a,b) = (=1)P@WPO)B(b,a) pour tout couple
(a,b) d’éléments homogénes de g,

(iii) invariante, ie. B([a,b],c) = B(a, [b,c]) pour tout a, b et ¢ dans g,

(iv) non dégénérée sur g.

1.4 Systéme de racines

Soit h 'ensemble des matrices diagonales, c’est une sous-algébre de Car-
tan de gp, on dira aussi que c’est une sous-algebre de Cartan de g. On re-
marque que b contient le centre de dimension 1 de g (et le centre de dimension
2 de l’algebre de Lie gp).

La restriction & h de la forme bilinéaire B reste non dégénérée, on en
déduit un produit scalaire non dégénéré < -, - > sur h*.

Définition 1.4.1.
Une représentation M est dite h-diagonalisable si :

M = P My,

A€bh*

ou :

My={ve M | hv=Ah)v, VYheh}.

La représentation adjointe étant h-diagonalisable, on a la décomposition :

o= P g

ach*
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ol
go =1{9 €9,[h,g] = a(h)g Vh € b}.

Ceci nous permet de définir ce qu’on appelle le systéme de racines A de
g comme étant 'ensemble des o € h* non nuls et tels que g, est non trivial.

La sous-algébre de Cartan h étant une sous-algébre de Cartan de l'al-
gébre de Lie gg, on peut voir A comme la réunion de Ag et de Ay, ot Ag
est le systéme de racines (au sens de Bourbaki) de l’algébre de Lie réductive
go et ot A est ’ensemble des poids du go-module g;.

Soit {e1,...,&m,01,...,0,} la base standard de h* (ie. pour H € b,
H = Diag(h1,...,hpyn) on a €i(H) = h; et 0;(H) = hyy; pour tout @
entre 1 et m et pour tout j entre 1 et n).

On a :

A= {+(gi—6),1<i<m,1<j<n}.

De plus, on peut remarquer que pour 1 <4,j <m, on a < &;,&; >= 0,
que pour 1 < 4,5 < m, on a < d0;,0; >= —0d;; et que pour 1 < i < m et
1 <j<n,ona<¢g,d; >= 0, ou §;; est le symbole de Kronecker. Les
racines impaires sont donc toutes isotropes.

Remarque 1.4.2.
On peut également munir g d’une Z-graduation de longueur 3 compatible
avec la 7./27-graduation :

Soit b ’ensemble des matrices triangulaires supérieures, si on note by la
sous-algébre de Borel de gy composée des matrices triangulaires supérieures
par blocs, on a b = by @ g™, On dira que b est la sous-algébre de Borel
distinguée de g (correspondant a bp), elle a été introduite dans |Kac77b].
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Elle correspond & choisir comme racines positives les racines positives de Ag
qui correspondent au choix de by, et les poids du gg-module g*. On a alors :

A+:AQ+UAI,
Ay ={ei—¢gj,1<i<j<myu{d—d;,1<i<j<n},
AT ={ei—6;,1<i<m,1<j<n}.
Les racines simples sont :
{e1—¢€2,...,em—1 —Em,Em — 01,01 — 2y ..., Op—1 — Op }

Soit W' le groupe de Weyl de go : c’est &, X &y,

Remarque 1.4.3.

Dans le cas des algebres de Lie réductives, les sous-algébres de Borel conte-
nant une sous-algébre de Cartan fixée sont deuz-a-deux conjuguées par le
groupe de Weyl. Ce n’est plus le cas dans ce contexte, mais le nombre de
classes de conjugaison est fini.

AP . . 1 1
Définition 1.4.4. Soit p = pg — p1, ot pg = 3 Z a et pp = 3 Z a.

aeAY aeAf
On remarque que :
1 =m =n
po == (m—2i+1)e;+ )Y (m—2j+1)4; |,
i=1 j=1
et que
=m =n
=t [0S m s
i=1 j=1

On peut faire agir le groupe de Weyl de deux maniéres sur 1’ensemble des
poids, soit par 'action usuelle (notée w(A)), soit par I'action tordue (notée
w - A) qui est définie par w- A = w(A + p) — p.

Définition 1.4.5. Soit A (resp. AT ) l’ensemble des poids entiers (resp. en-
tiers dominants ), ce sont ceux qui le sont pour go, c’est-a-dire les poids A € h*
tel que < X\, > est dans Z (resp. dans N) pour tout o dans Ag. Pour X et
dans A, on dit que \ est inférieur a p (noté X < u) si pp— X\ est une combi-
naison linéaire o coefficients positifs de racines positives. Il est a remarquer
qu’il existe une infinité de poids dominants plus petits qu’un poids dominant

fizé.
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Pour A € b*, on écrira A = (a1,...,am|b1,...,b,) & la place de : A =
a1e1+ ...+ amem + 0101+ ...+ b,0,. Avec cette notation un poids entier do-
minant est un poids A = (a1,...,am|b1,...,by) tel que a; > a1 et bj > bjq

pour tous les ¢ et j possibles.

Remarque 1.4.6.

Pour faciliter les calculs on peut remarquer que p = p' — %"H]l avec p' =
(my...,2,1|—1,-2,...,—n) et T = (1,...,1| = 1,...,—=1) et utiliser p' en
lieu et place de p, en effet pour tout w dans W on a w(1)—1 = 0 et pour tout
i,j ona(1,6,—0;) =0, et donc pour tout X on a w(A+p)—p =w(A+p")—p'
et (A4 p',ei —9;) = (A + p,&i — 65). Notons que Brundan ([Bru03]) utilise
la notation p pour notre p'.

1.5 Algébre enveloppante

Définition 1.5.1.
Soit g une super-algébre de Lie, on note T(g) son algébre tensorielle.

Soit T lidéal de T(g) engendré par les x @y — (—1)P@PWy @z, pour x et
y homogénes dans g, alors I'algébre symétrique S(g) est le quotient de T'(g)
par I.

Soit J Vidéal de T(g) engendré par les x @ y — (—1)P@PWy @z — [z, 9],
pour x et y homogénes dans g, alors I'algébre enveloppante U(g) est le quo-
tient de T'(g) par J.

Remarque 1.5.2.

1. On a 5(g) = S(go) © Agn)-
2. On peut munir S(g) d’une graduation sur N :

n

S™(g) = D 5" (a0) ® A" F(ay).
k=0

3. On a un morphisme j canonique de g dans U(g) (c’est la composition
de linjection de g dans l'algébre tensorielle de g par la surjection sur

Ug)).

Proposition 1.5.3. Propriété universelle de l’algébre enveloppante.
Pour tout f : g — A morphisme de super-algébre de Lie (au sens f([z,y]) =
f()f(y) — (=1)P@PW) £ (y) f(z) pour tous xzet y homogeénes dans g), ou A
est une algébre associative, alors f se factorise de maniére unique par U(g),
c’est-a-dire f = foj o f est un morphisme d’algébres associatives.
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Théoréme 1.5.4. Poincaré-Birkhoff- Witt

Soient g une super-algébre de Lie sur un corps K contenant Q, (xi)i:L..p
(resp. (Y;);—;..,) une base de sa partie paire (resp. impaire). Alors une base
de U(g) est donnée par :

zh ...m];pylll...yéq avec ki € N et [; € {0, 1}.

1.6 Construction de représentations a plus haut poids

Soit n™ (resp. n~) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes
(resp. triangulaires inférieures strictes), on a alors les décompositions :

g=n" ®hont,
b=hon'.

Définition 1.6.1.
Soit V' un g-module on dit que c’est un module de plus haut poids A € h*
s’il existe vy € V' non nul tel que :

° n+7))\ = 0.
e hvy = A(h)vy pour tout h € b.
o U(gloa=V.

Dans ce cas, vy est appelé vecteur de plus haut poids de V.

Remarque 1.6.2.

(1) Les modules de plus haut poids sont h-diagonalisables, c’est-a-dire :
V=@V ot Vi = {veV / hv=XAh)v, Vh€b}, et il en est de
Aebh*
méme pour ses sous-modules et ses quotients.

(ii) On peut aussi définir les vecteurs générateurs, ce sont les v € V tel
queU(g)v=V.

(iii) Si un vecteur v vérifie les deux premiers points de la définition 1.6.1
on dit que c’est un vecteur primitif. Il engendre alors un sous-module
de V' a plus haut poids.
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Soit A dans h* entier, et soit Cy le caractére de b étendu trivialement &
nt, ce qui en fait un b-module. On définit le module de Verma de plus haut
poids A par :

My = IndZEﬁ%(CA

C’est un g-module qui admet un unique sous-module maximal, on note
Ly son unique quotient simple, c’est le g-module simple de plus haut poids A.

Soit A dans h* entier dominant, notons Ly(go) le go-module simple de
plus haut poids A (il est de dimension finie). On garde la méme notation
lorsqu’on 1'étend trivialement a g™'. On définit le module de Kac de plus
haut poids A par :

u
Ky =Indgy® ., La(g0)-

L’algébre enveloppante de g~! est isomorphe (comme C-algébre) & I’algébre

extérieure de g~! (qui est de dimension finie), et donc en faisant I'induction
on obtient un module de dimension finie. Le module simple L) est un quotient
de K. De plus K, est isomorphe, en tant que go-module, & A(g™!) ® Ly (go)-

Le centre de g agit par un scalaire sur chaque module indécomposable.
Notons que le g module simple de plus haut poids (a,...,a| —a,...,—a)
correspond donc toujours & un module de dimension 1, qui différe du module
trivial par ’action du centre.

1.7 Caractére infinitésimal

Remarque 1.7.1.

Soit A un poids entier dominant, le lemme de Schur implique que le centre
Z(g) deU(g) agit par un scalaire sur My (et tous ses modules quotients), ce
qui permet de définir le caractére infinitésimal x) : Z(g) — C.

Remarque 1.7.2.
Soit z € Z(g) alors on a une décomposition z = u, + Y u; udu; avec u,, ud

dans U(h) et uE dans UnF).

Soit le morphisme (B : U(g)° — S(h) (on U(g)? désigne les éléments
de poids 0 de U(g)), z — ul (c’est la projection sur S(h) parallelement @
n~U(g) +U(g)n™).

Soit o : Clh*] — C[b*] défini par a(P(N)) = P(A — p). On définit
HC: Z(g) — S(h)",

c’est la restriction o Z(g) de awo 3 : c’est le morphisme de Harish-Chandra.
Dans le cas d’une algébre de Lie semi-simple complexe c’est un isomor-
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phisme. Attention dans le cas d’une super-algébre de Lie ce n’est en général
pas le cas (cf. théoréme 1.7.3).

Théoréme 1.7.3. [Ser87][Ser88|[Kac84]

Soit g la super-algebre de Lie gl(m,n) et soit HC : Z(g) — S(p)" I’homo-
morphisme de Harish-Chandra. On a alors :

Im(HC) = {f € S(h)" tel que YA € b* avec Ay # )
on a f(A+ta) = f(N) Ya € Ay, Vt € C},

o
AA:{aGAI,<)\+p,a>:O}.

Remarque 1.7.4.
En particulier le centre de 'algébre enveloppante n’est pas un anneau de po-
lynémes pour gl(m,n).

De plus contrairement au cas des algebres de Lie réductives, comme le
montre le théoréme 1.9.5 (c’est la proposition 2.6 de [Kac77af), le caractére
nfinitésimal ne sépare pas nécessairement les poids dominants.

1.8 Caractéres des représentations

Définissons comme dans [Ser96| 'anneau des caractére Ch (c¢’est un sous-
anneau de Zle, (e#),en]) par :

Ch := Z aue!,a, € Zel, a, = 0 sauf pour un nombre fini de
HED*
Définition 1.8.1.
Soit V' une représentation de dimension finie h-diagonalisable de g, et telle
que pour tout j dans b* on ait dimV, < co. On dit d’une telle représentation
qu’elle posséde un caractére. On définit alors le caractére ch’V de V' comme
étant ’élément de Ch donné par :

chV = Z (sdim V,)e”
peh*

Proposition 1.8.2.
Soient V' et W deux représentations de g possédant un caractére, on a alors :

ch(Vae W)= (chV)+ (ch W),
ch(V@ W) = (chV).(ch W).
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Exemple 1.8.3.
Le module de Kac étant un module induit, on connait son caractére puisqu’on
connait le caractere des go-modules :

ch Ky = (ch A(g™"))(ch Lx(go))-

De plus, en utilisant la formule des caractéres de Weyl pour l’algébre de Lie
réductive go on a :

N
chK), = ) Z sgn(w)e?A+e)=r,

weW
oU On a Posé :
D := H (1—e"9),
ozEAéL
N:= [ (t+ee?)
ozEAir

1.9 Typicité

Définition 1.9.1. [Kac77b]
Un poids A € b* dominant est dit typique si < A+ p,a ># 0 pour tout o
dans Ay, sinon on dit qu’il est atypique

De plus si A est typique (resp. atypique) on dira que le module simple Ly
est typique (resp. alypique).

Définition 1.9.2.
Soit X un poids entier dominant, on pose :

Ay = {aEAI/<z\+p,a >:0},
alors on appelle degré d’atypicité le cardinal de Ay, et on le note #\.

Un poids est typique si son degré d’atypicité est 0.

Théoréme 1.9.3. [Kac8/[[Ser87]

Soient \ un poids entier dominant et p un poids entier. On a alors :

X\ = Xpu st et seulement st A ~ p,
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ot ~ est la relation d’équivalence engendrée par A ~ w - A pour tout w dans
W, et par A ~ XA+ « pour tout o dans AI tel que < A+ p,a >=0.

Si p est dominant on a g\ = fu. Si p n’est pas dominant on définit son
degré d’atypicité comme étant celui de A.

Définition 1.9.4.
Soit x un caractére de Z(g), on dira que c’est un caractére infinitésimal do-
minant si il existe X € AT tel que x = .

On définit le degré d’atypicité §x de x comme étant le degré d’atypicité
de A.

Théoréme 1.9.5. [Kac77a/[Kac78]
Soit X un poids entier dominant, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est typique,

(ii) pour tout p dans b* tel que x» = xu il existe w dans W tel que
ptp=wr+p),

(i) LOY) = K(),

(iv) K(X) est un g-module irréductible.

1.10 Catégorie F

Soit F la catégorie des g-modules de dimension finie.

Soit x un caractére infinitésimal dominant, et F, la sous-catégorie pleine
de F constituée des modules ayant y comme caractére infinitésimal. On a :

F =7
X

Les catégories F, sont appellées les blocs de F.D’apres le théoréme
1.9.3 tous les modules d’'un bloc ont le méme degré d’atypicité. De plus,
si g = gl(k, k), il existe un unique bloc possédant le degré d’atypicité maxi-
male (qui est k, on l'appelle le bloc maximalement atypique de F, et on le
note F, (car il contient le module trivial).
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Proposition 1.10.1. [Ser9s8/
On a une équivalence de catégorie entre deux blocs Fy, et F,, si et seulement

st fix1 = fxe.

Remarque 1.10.2.

Les blocs typiques sont bien connus, en effet si on note ]:g la catégorie des
go-modules de dimension finie dont tous les sous-quotients irréductibles sont
isomorphes a Lx(go) pour X typique, on définit des foncteurs Ind et Inv par :

_ Tna¥(e _ ettt +1 ., _
Ind M =TIndy 3 o 0y M et InvN = N¥" = {neN,g"'n=0}
ot M est un go-module étendu trivialement sur g™t et M un g-module. Ces
deuzx foncteurs donnent une équivalence de catégorie entre F, et ]:/[\) pour
X = XA avec A € AT typique.

De plus, si on note 3 le centre (de dimension deux) de go cette catégorie
est aussi équivalente (via M +— Homgy (M, Lx(go)) et N — N ®c Lx(go)) @
la catégorie des 3-modules nilpotents de dimension finie.

Remarque 1.10.3.

Dans [Ser98], Serganova donne une équivalence de catégories entre le bloc
Fy et le bloc Fy,(gl(k, k)) (le bloc mazimalement atypique de gl(k,k)), pour
tout caractére infinitésimal dominant x de gl(m,n) de degré d’atypicité k.

Nous explicitons des propriétés de F dans le chapitre 4.
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Introduction

On utilise les notations du chapitre 1.

En 1996, Serganova (dans [Ser96]) démontre une formule des caractéres
pour les modules simples de la super-algébre de Lie gl(m,n). Pour cela elle
calcule, grace a des polynémes de Poincaré, les multiplicités des modules
simples dans des suites de compositions de modules de Kac, puis grace a une
inversion formelle, elle donne une formule des caractéres. De méme que la for-
mule démontrée (de maniére trés différente) en 2003 par Brundan ([Bru03]),
elle consiste en une somme infinie, et n’est pas propice aux calculs.

Un gl(m, n)-module est, par restriction, un gl,, x gl,,-module, il est donc
complétement réductible par rapport a cette algebre de Lie réductive. La
connaissance de cette décomposition, combinée avec une formule des carac-
teéres des modules simples de cette algebre de Lie (par exemple la formule des
caractéres de Weyl) nous donne une formule des caractéres de longueur finie.
De plus si on choisit une formule des caractéres de type combinatoire (avec
des tableaux de Young par exemple), on obtient une formule des caractéres
de type combinatoire.

Si on prend A un poids entier dominant, le module de Kac correspondant
K est un module induit, on connait donc son caractére, grace aux lemmes
2.2.5 et 2.2.4,0n a:

chK) = Z ¥ sgn(wy) ch Ly,.x, (g0)
IcAT
Arrégulier
ouA\f = A — ZBEIIB est dit régulier s’il existe wy; dans le groupe de Weyl
W de g tel que wr - Ar (- désigne P'action tordue par p) soit dominant et o
ch Ly, .x,(g0) est le caractére du gl,,, x gl,-module simple de dimension finie
de plus haut poids wy - At.

On montre pour gl(2,2) (lemme 2.3.1), que si, dans cette somme, un des
wr est de signature —1 alors il existe un ensemble J (avec le méme cardinal
que I) tel que w; soit de signature 1 et que wr-A\f = wy- Ay, ce qui fait que
les facteurs correspondants se compensent.

La connaissance explicite de ces couples (I, .J) donne la go-décomposition
de K (proposition 2.3.2).

Le module simple L) est l'unique quotient simple de K, sa go-décomposition
est donc extraite de celle de K. Si on note Ilx, 'ensemble des poids A; de
la go-décomposition de K, alors on peut montrer que (théoréme 2.4.1) :

chLy = > e ch Ly, (go)
)\IEHKA
I t.q. YBEI <\ +p,3>#0
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Si A est typique alors Ky = Ly, si A est simplement atypique on connait
une formule des caractéres pour Ly (c’est la formule de Bernstein et Leites,
[BL80]), et on peut retrouver la go-décomposition de maniére similaire a celle
de K. Pour un poids doublement atypique on utilise les suites de composi-
tions des modules de Kac données par Serganova (rappelées dans le théoréme
2.1.2) pour démontrer cette formule par récurrence sur 1’éloignement du poids
par rapport aux murs définis par 'action du groupe de Weyl.

En corollaire on obtient qu’un module simple, qui n’est pas de dimension
1, de plus haut poids A (i.e. n’est pas de la forme (a,a| —a —a) ) de gl(2,2)
vérifie la formule des caractéres de Bernstein et Leites.

On rappelle dans un premier temps le résultat de Serganova. On cal-
cule ensuite la go-décomposition des modules de Kac, puis celle des modules
simples.

2.1 Suite de composition des modules de Kac

Rappelons les résultats de Serganova sur la formule des caractéres. En
premier lieu, elle calcule la multiplicité [K : L,] du module simple de plus
haut poids p dans une suite de composition de Jordan Hoélder du module
de Kac de plus haut poids A, que nous noterons ay ,. D'un autre coté les
modules simples admettent des résolutions (analogues a celle de Bernstein,
Gelfand et Gelfand, mais de longueur infinie dans le cas atypique) par des
modules qui ont des filtrations dont les quotients sont des modules de Kac,
ce qui permet d’avoir une formule du type :

chLy =) byuchK,.
HSA

Les matrices A = (ay,) et B = (b)) sont triangulaires et inverses 'une de
Pautre.

Serganova introduit dans [Ser96] les polynomes de Kazhdan-Lusztig :

[e.e]

Kxu(a) =Y [Hi(g™"Ln) : Lyu(go)ld'-
=0

En passant a la caractéristique d’Euler,on obtient que le coefficient by ,,
est I'évaluation en —1 du polynéme K ,.

Pour pouvoir énoncer les théorémes de Serganova qui donnent ces coeffi-
cients, nous avons besoin d’'un peu plus de matériel et de notations :
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Notons KC[F] le groupe de Grothendieck de la catégorie F, c'est le Z-
module libre ayant pour base les classes d’isomorphismes [L,] des g-modules
simples, h-diagonalisables et de dimension finie. Soit ¢ une indéterminée. Soit
enfin ‘H le C|g, €]-module libre de base {T)},.,+ indexée par les poids entiers
dominants. Définissons alors par récurrence des opérateurs oy :

Définition 2.1.1.
Soit o € Af, pour j1 € A, on note tk W, le rang du stabilisateur de (v dans
W (rang comme groupe de Cozeter),

W, @) i=rk(Wy—p) = tk(Wa N W)

et, pour un polynome de Laurent P en q, [P(q)]+ sa partie polynémiale de
degré strictement positif.

On définit l'opérateur o, sur H par :
(i) 0a(Th) =0 st < \,a >#0.
(ii) oa(Th) = 5[ql()"a)’1aa(TA,Q)]#:qT)\,a si < A, a>=0.

(iii) Si< A\, >=0 et si X et a sont dans la méme chambre alors oo(Ty) =
eqT\_q.

On définit opérateur Clg, e]-linéaire = : H — Clq] ® K[F] par Z(T») =

[L;\_p] siA—pe AT et E(Ty) = 0 sinon, ol on a noté A le W-conjugué

dominant de .

Ceci nous permet de définir les opérateurs 3, et s, de Clq] ® K[F] et
K[F] respectivement par §o[Ly] = E(0a(Tx + p)), S ¢tant I’évaluation en
q=—1de s,.

Le théoréme de 2.2 de [Ser96], permet de calculer les suites de composition
de Jordan-Hélder des modules de Kac et donc de calculer les coefficients
., un algorithme pour calculer explicitement ces coefficients est d’ailleurs
présent dans l'article de Serganova. Dans [Gru06|, Caroline Gruson a donné,
dans le cas maximalement atypique de gl(k, k), un algorithme utilisant des
diagrammes de Young.

Théoréme 2.1.2. [Ser96]
On a la relation suivante dans K[F] :

—

(K] = (I (1= sa))[Lal,

anAir
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ot lordre du produit est compatible avec ordre partiel > sur A}L.

Soit 1) l'application Z[e]-linéaire de K[F]| dans 'anneau des caractéres
Ch définie par ¢[Ly] := ch K. On a alors, via une inversion formelle du
théoréme précédent, une formule des caractéres :

Théoréme 2.1.3. [Ser96]
Pour un poids entier dominant X,

—

chlLy =49 ( H (1 - 304)71) [KA]

ozEAfL

ot l’ordre du produit est compatible avec l’ordre partiel < sur AI.

Cependant, cette formule est de longueur infinie (en effet (1 — s,)7! =

1+ 54+ 82 +...), il est donc assez compliqué de calculer explicitement les
coefficients by ,, de la formule des caracteres.

Comme cela est remarqué dans [Gru06|, dans le cas d’un poids entier
dominant maximalement atypique de gl(k,k) qui est loin des W-murs, la
formule du théoréme 2.1.2 peut s’écrire plus facilement :

Remarque 2.1.4.

Les poids dominants mazimalement atypiques de gl(k,k) sont de la forme
A= (ay,...,ak|—ag,...—ay). On suppose de plus la condition (d’éloignement
des W-murs) a; — a;j41 > 2 pour tout i entre 1 et k — 1. On a alors, si on
pose o = ;11 — 0; pour i allant de 1 a k :

(KAl = [La] +€ Z [L)\_Oli] + Z [L)\—Oéi—oéj] +oF ek[LA—Z;C:l ai]
1<i<k 1<i<j<k

Exemple 2.1.5.
Prenons, pour gl(2,2), un poids entier dominant mazimalement atypique
(a,b| —b,—a) (que l'on notera (a,b)).
Sia=0bona:
[K(a,0)] = [L(a.a)] + €[L(aa-1)] + [L(a—2,0-2)]
Sia=b+1ona:
[K(a-I—l,a)] = [L(a—f—l,a)] + E_:[L((Jt,a)] + 8[L(a—ﬁ-l,a—l)] + 5[L(a—1,a—1)] + [L(a,a—l)]
Sinon (i.e. sia>b+2) :

[K(ap)] = [Liap)] T elLa—1)] + €lLiap-1)] + [Lia—1,5-1)]
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2.2 Quelques lemmes préliminaires pour gl(m,n)

Définition 2.2.1.
Pour A € b* on définit :

_ 1 w(A+p)—
o) = 35 3 semw)e

= % Z sgn(w)ew()‘+p)_p H (1 +56_”’(0‘)),

weW QGAT

¢BL(A) :% > sgn(w)er ™= T (1 +5€—w(a))_

weW acAy

ot Ay :AI\{a,O\—I—p,a) =0} = {a EAI,()A—,0,00 75()}
et o D et N sont définis comme dans le paragraphe 1.8.

Remarque 2.2.2.
Pour A dominant on sait que ¢w (X) = ch L(go), ¢x(\) = ch K.

Si X est typique on a ¢ (A) =ch Ly.

Si A est simplement atypique on a, par la formule de Bernstein-Leites :
QZ)BL()\) = ChL)\.

Pour un sous-ensemble I de Af, on pose \j = A — Zﬁe] B. On dit que
A1 est régulier si il existe un élément w; € W tel que wr.A\; € AT,

Proposition 2.2.3.
Soit X un poids entier dominant, et soit Ky le module de Kac associé. On
a:
ch Ky = Z e sgn(wr) ch Ly, (99)'
rcaf
Arrégulier

En fait, il existe un résultat qui nous permet de connaitre ¢y :

Lemme 2.2.4.
Soit A un poids entier, on est dans ['un des deux cas suivants :
- Cas 1 : X régulier :

dw (A) = sgn(w) ch L.\ (go)
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- Cas 2
pour tout w dans W, w - A n’est pas dominant alors

pw(A) =0

De plus le Cas 2 est équivalent a :
Il existe w dans W tel que sgn(w) = —1 et que w- A = A.

Le lemme suivant exprime le caractére d’un module de Kac de plus haut
poids entier dominant A en fonction de ¢y, il nous donne en réalité les
candidats & étre des plus hauts poids pour la décomposition en gp-modules
irréductibles :

Lemme 2.2.5.
Soit A entier dominant, pour un sous-ensemble I de AIL nous posons Ay le
poids A — > g B (il mlest pas nécessairement dominant), et \yp = \. On a
alors :
ch Ky = )" HMow(\).
IcAT

Démonstration.
Soit A dominant, on a :

chK) = H (1 +5e_a)% Z sgn(w)e?A+r)=r,

aeAf’ weWw
Or
[T (e =14 3 coip 3 eoany g HAD, Soeal ™
O‘EAI aiEAI ozi;éocjeAI
d’otu, en notant 0 le poids (0,...,0[0,...,0) :
H (1+ee®) = Z el elr,
acAf 1caf

De plus, si o parcourt AI, il en est de méme pour w(a) pour w € W (on
a le méme résultat pour des sommes de racines impaires positives).

On a donc :

1
chK, = 5 Z Z Sgn(w)eﬁlew(/\rf-ﬂ)—ﬂ.
weW rcAf
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C’est-a-dire que :
chK) = Z e pw (Ar).

rcaf

O

La proposition 2.2.3 découle directement de ces deux lemmes.

2.3 Décomposition des modules de Kac
Plagons-nous maintenant dans gl(2,2). On a alors :
AT ={e) —e2,01 — 02} U{e1 — 01,61 — 0a, 60 — 61,62 — b2, } .
On pose 3;j = ¢; — 6; pour ¢ et j valant 1 ou 2.
De plus un poids dominant A = (a,b|c,d) est typique si les nombres

a+c+1,a+d, b+c, b+ d—1 sont non nuls. Sinon il est atypique, il peut
étre au maximum doublement atypique, dans ce cas A = (a,b| — b, —a), ce
qui est le cas du poids 0.

Le groupe de Weyl est ici W = G35 X G2, quand on parle de W-conjugué
d’un poids, c¢’est par I'action tordue (par p) de W, par contre quand on parle
de W-murs, c’est pour l'action standard. Un poids A = (a, b|c, d) est sur un
des deux W-murs si a = b ou c =d.

Lemme 2.3.1.

Soit A € h* entier dominant.

Soit I C AI tel qu’il existe wy € W tel que sgn(wy) = —1 et wr-A; dominant.
Alors il existe J C AI tel qu’il existe wy € W wvérifiant sgn(wy) =1 et

Wy A =wy - \j.

Avant de commencer la démonstration, définissons les ensembles sui-
vants :
I == {f11,61,2},
I :={B12,P2,2},
Jo = {B1,1, P22}
Jy = {B1,2, P21}

On remarque que Ay, = Ay,.

Démonstration.
Soit A = (a, b|c, d) un poids entier dominant.
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Sia # betc # d alors tous les A7, sauf peut-étre A\r, et Ar,, sont
dominants. On remarque que Ay, est soit dominant (si a > b+ 1), soit non
régulier (si @ = b+ 1), il en est de méme pour Az, (dominant si ¢ > d+ 1 et
non régulier ¢ = d + 1).

Sta=bet/ouc=d

Sauf peut-étre A\j, et Ar,, tous les Ay sont soit dominants, soit non régu-
liers.
Pour @ = b on a A7, régulier non dominant, de méme pour Az, si ¢ = d.
On remarque que les couples (I3, J,) pour a = b, et (I, Jp) pour ¢ = d
conviennent. O

On a d’ailleurs remarqué dans cette démonstration, que pour gl(2,2), on
a si Ay est régulier et sgn(wy) =1 alors w; = Id
On résume tout ceci dans la proposition :

Proposition 2.3.2.

Soit A = (a,blc,d) entier dominant.

Si < X+ p, a2 >F# 0 posons : Jy = J, et Jy = J.

Si < X+ p, P22 >=0 posons : Jy :=Jy et Jo 1= J,.
On définit l’ensemble N1lg, par :

sia =10 (resp. c =d) alors NlIg, = {J1} (resp. {J2}),

sia="betc=d alors Nllg, = {Ji, Ja},

sinon Nllg, = 0.

Posons :
HK/\ = {)\[,I C AI, Arrégulier, At ¢ NHKX}-

On a alors lisomorphisme de go-modules :

@ Ly, (99) :

)\[EHKA

K

1

Le choix de J; et Jo est ici sans importance, par contre il sera essentiel
pour le théoréme 2.4.1 (go-décomposition des modules simples).

Exemples 2.3.3.
Pour le poids nul, correspondant au module simple trivial, on a Ko ~ A(g™1),
et la décomposition en 6 go-composantes :

K(0,00,0) =L (0,0/0,0)(80) @ L(0,~1/1,0)(80) © L(0,—2/1,1)(80)D
© L(—1,-112,0)(80) ® L(—1,-2)2,1)(80) & L(—2,_2)2,2)(80)-
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Pour le poids doublement atypique (1,0/0,—1) on a :
HK(1,0|0,—1) ={(1,0/0,-1),(1,-1]1,-1),(1,-1]0,0), (1, —2|1,0)(0,0[1,—1),

)
(0,0]0,0), (0, —1]2, —1), (0, —1|1,0), (0, —1|1,0), (0, —2|1, 1),
(0,—2(2,0), (=1, —1[1,1), (=1, -1]2,0), (=1, —2[2,1)}

Pour le poids (2,2| — 3, —4) simplement atypique relativement & 311 on
a:

HK(2,2|—3,—4) - {(2’ 2| - 3’ _4)a (23 1| - 27 _4)> (2a 1‘ - 37 _3)7 (1> 1| - 17 _4)7
(1,1] = 2,-3),(2,0| — 2,-3), (1,0] — 2,—2), (1,0| — 1, —3),

Corollaire 2.3.4.

Soit A = (a,blc,d) un poids entier dominant, on remarque que le nombre
de go-composantes du module Ky ne dépend que de l’éloignement de X\ des
W -murs, et on a 6 cas possibles :

-Sta—b>2cetc—d>2 alors Ky posséde 16 go-composantes.

-Sia—b>2etc=d+1 (ousia=b+1etc—d>2) alors K posséde
15 go-composantes.

-Sta=b+1 et c=d+1 alors K\ posséde 14 go-composantes.

-Sta—b>2etc=d (ousia=>betc—d>2)alors Ky posséde 10
go-composantes.

-Sia=b+1letc=d (ousia=0betc=d+1) alors Ky posséde 9
go-composantes.

-Sia="0 et c=d alors Ky posséde 6 go-composantes.

2.4 Décomposition des modules simples

Théoréme 2.4.1.
Soit A = (a,ble,d) un poids entier dominant.

On utilise les notations de la proposition 2.3.2 (go-décomposition des mo-
dules de Kac)
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On a l"isomorphisme de go-modules suivant :

Ly~ P Ly, (80)-

/\IGHKA
It.q.VBEI <\ +p,B>#0

De plus on a aussi :

chLy = > e ch Ly, (go)-
)\IGHKA
I t.q.VBEI <\ +p,3>#0

Démonstration.
Soit A\ = (a, b|c, d) entier dominant.

e Cas ou le poids A est typique.
Comme K est simple, ce théoréme ne dit rien de plus que la proposition
2.3.2.

e Cas ou le poids A est simplement atypique relativement a v € Ai‘.
D’aprés [BL80| on a ch Ly = ¢pr(A), avec ici Ay = AI \ {7}. De maniére
identique au lemme 2.2.5 on a :

ChL)\ = Z Eﬂl(]ﬁw()\[).

ICAy

Dans ce cas, démontrer le théoréme revient & vérifier que s’il existe un
couple (I, J) vérifiant les hypothéses du lemme 2.3.1, alors v est soit un élé-
ment de I N J, soit n’est pas un élément de I U J.

On remarque que si y = 312 ou 21 alors a # b et ¢ # d (sinon on aurait
a =b= —c= —d et \ serait maximalement atypique), et donc il n’y a pas
de I qui vérifie les hypothéses du lemme 2.3.1.

Les choix de J; et Js de la proposition 2.3.2 impliquent le résultat dans
les cas ot v = 31,1 ou B2.2.
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Ce qui démontre le théoréme dans le cas simplement atypique.

e Cas ou le poids A est maximalement atypique.
Dans ce cas A = (a,b| — b, —a), remarquons tout d’abord que :

Lx = La—0/0,6—a) ® L(vp|—b,—b)

avec dim L, p_p,—p) = 1. Il suffit donc de démontrer le résultat pour L. |0, —c)
pour tout entier positif c.

Pour ¢ = 0 le théoréme dit que L(g,0/0,0) = L(0,0/0,0) (go)-

Pour ¢ =1, il faut montrer que :
L100,-1) = L1,00,-1)(80) © L0,01,—1)(80) @ L(1,-1)0,0)(80) © L(0,—1/1,0)(80)-
Or d’aprés 'exemple 2.1.5 on a :

(K a-1,-0)] = [Laa-1,-1) T elLaop,-n) + [L1,-11,))-

Ceci donne un isomorphisme de go-modules. Or on connait les go-facteurs
du module de Kac et des deux modules de dimension 1. Ce qui permet de
montrer le théoréme pour ¢ = 1.

Montrons maintenant par récurrence sur ¢ > 2 que :

L,010,—¢) =L(c000,—¢) (80) @ Lc—1,01,—¢)(80)D
® Lc,—110,1-¢)(80) © L(c—1,-1)1,1-¢) (80)-

Pour ¢ = 2, toujours d’aprés 'exemple 2.1.5
[K(2,1)-1,-2)] = [L(2,1]-1,-2))Fe[L1,11-1,— )]+ L0,000,0) |+ [L2,010,—2) [ +€[L (1,000, 1) |-

De méme que pour ¢ = 1 on peut vérifier le résultat.
Pour ¢ quelconque, toujours d’aprés 'exemple 2.1.5 :

[K(e1)-1,—¢)] = [Lie,1|-1,—e)) Fe[L(e=1,1]=1,1-¢) [ FE[L(c,0/0,— ) [L(e=1,0/0,—c—1) -

On en déduit la gg-décomposition de L, go,—¢) dés que I'on connait celle de
Lic—1,000,1—¢)» L(c—2,0/0,2—c) €t de K(¢1/-1,—¢), une simple vérification permet
de conclure cette récurrence, ainsi que la démonstration du théoréme.

O
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Exemple 2.4.2.

Pour le poids A = (2,2| — 3,—4) (A + p' = (4,3]| — 4,—6)), simplement
atypique relativement a 51,1, on a :

Lo,9)-3,—4)y =L (2,2)-3,-4)(80) ® L(2,1]-2,—4)(80) © L(2,1)-3,-3)(80)®
® L1,11-2,-3)(80) ® L(2,0/—2,—3)(80) © L(1,01—2,—2)(80)-

Corollaire 2.4.3.
Soit A = (a,blc,d) entier dominant.

Sia=b=—-c=—-dona :

ch L)\ = 6)‘.

Sinon, la formule de Bernstein et Leites est vérifiée :

chLy= % Z sgn(w)e?AHr)=r H (1 + se_w(o‘)>.

weW acA)y

Corollaire 2.4.4.
On remarque que soit les modules simples mazximalement atypiques sont de
dimension 1, soit ils possédent exactement 4 go-composantes.

Exemples 2.4.5.

Soit A = (a,blc,d) un poids entier dominant, on représente les poids A\ pour
I C AT modulo la droite engendrée par (1,1| — 1,—1) sur un plan dont
les azes correspondent aux racines impaires P11 et Bio (on remarque que
Bo1=—Pi12+ (1,1] —1—1) et que fap = —F11+ (1,1 —1—1)). Tous ces
poids sont dans un méme plan passant par .

Pour X\ = (1,0|0,—1) (mazimalement atypique), on résume sur la figure
2.1 (page 28) le fait que Ky =~ Lx @ Lx_pg,; © Lx—p1,po1 D Lnp, @
LB, 1-B12-fa, (comme go-module), et les go-décompositions de ces quatre
g-modules simples. Les deux droites correspondent a l'intersection de ce plan
AT, les cing boites correspondent aux cing modules simples, dans ces boites
on a les go plus hauts poids.

Pour A = (1,0| — 2, —4) (atypique relativement & 1,1), on a résumé sur
la figure 2.2 (page 29) le fait que Ky ~ L) ® Lx_g,, (comme go-module),
amnst que les go-décompositions de ces deux g-modules simples.
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C
D/I
G/I
A
A — fi, A — B2,
( b A=PB1,1— B2,2 > ]

F1G. 2.1 — Décomposition de Ky gjo,—1) et de L1 gj,1)
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A—pB21 A= B2,1 — B2,2

A—B2,2
A=B1,2 = B2,1 — B2,2

A—pB1,2 —B2,2

F1G. 2.2 — Décomposition de K1 /2, _4) et de L1 o—2,—4)
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Introduction

Benkart, Kang et Kashiwara dans [BKKO00| introduisent une déformation
quantique Uy (gl(m,n)) de I'algeébre enveloppante de la super-algébre de Lie
gl(m,n).

Ils étudient la catégorie semi-simple Opgx formée des modules obtenus
comme facteur direct des puissances tensorielles de la représentation stan-
dard V de gl(m,n) de dimension m + en.

Ils construisent des bases cristallines pour ces modules.

La catégorie F des gl(m,n)-modules de dimension finie diagonalisables
sous l'action d’une sous algébre de Cartan de gl(m,n) contient les modules
de Opk k. Les modules simples de F sont indexés par leur plus haut poids.
La catégorie F n’est pas semi-simple, contrairement & Opggg. Le défaut
de semi-simplicité de la catégorie F provient de 'existence de modules dits
atypiques (cf. [Kac77b]).

En 1996, Serganova (|Ser96|) décrit le caractére de tous les modules
simples de F. Brundan ([Bru03]) trouve par d’autres méthodes un résul-
tat analogue, dans les deux cas le caractére d'un gl(m,n)-module simple de
dimension finie est exprimé comme somme infinie avec signes, peu propice
aux calculs.

Le but de cet article est de construire des bases cristallines pour tous les
modules simples de Uy(gl(m, n)), ce qui permet en particulier d’obtenir une
formule des caractéres de type combinatoire.

Nous introduisons la catégorie O% -, analogue de Opg i pour la repré-
sentation V*, elle posséde les mémes propriétés que Opgi.

Tous les modules simples de dimension finie de Uy(gl(m,n)) peuvent
étre obtenus comme sous-quotient du produit tensoriel M ® N, avec M
dans Opr i et N dans O% - Le théoréme 3.2.9 donne I'existence de bases
cristallines pour ces modules M ® N (au prix d’un affaiblissement de la notion
de base cristalline).

Le théoréme 3.3.7 permet, sous certaines conditions, de construire des
bases cristallines pour les sous-modules (resp. modules quotient) apparais-
sant dans M ® N (si on connait une base cristalline de M ® N). Dans le cas
m =n = 2 un calcul explicite montre que les conditions sont vérifiées.

Le plan de cet article est le suivant : Dans la premiére partie on rappelle
les définitions du groupe quantique Uy (gl(m,n)) et des catégories de modules
étudiées.

Dans la deuxiéme partie on rappelle la définition des opérateurs modifiés
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(étendus a notre cas) et on donne celle de base cristalline, puis on démontre
le théoréme 3.2.9.

Dans la troisiéme et derniére partie on démontre le théoréme 3.3.7 et
on donne explicitement en exemple les bases cristallines pour les modules
simples doublement atypiques de Uy(gl(2,2)).

3.1 Groupe quantique U,(gl(m,n))

3.1.1 Deéfinition du groupe quantique

On utilise la méme définition (et les mémes notations) que Benkart, Kang
et Kashiwara dans [BKKO00].

Soient deux entiers positifs m et n, on pose g = gl(m,n).
Soit h I’ensemble des matrices diagonales, c’est une sous-algébre de Cartan
de g.
Le réseau des poids P est alors dans le dual de b, notons {em, ..., e1,€1,...,6n}
sa base canonique.
Contrairement au cas des algébres de Lie réductives, les sous algebres de Bo-
rel contenant h ne sont pas toutes deux-a-deux conjuguées; on fait le choix
de prendre la sous-algébre de Borel distinguée, c’est-a-dire que les racines
simples sont indexées par I = IpUIy ou Iy = {m—1,...,1,1,...,n— 1} et
I = {0}. On posera p(i) =0sii € [y et p(i) =1sii € I}
A un élément i de I correspond la racine simple a; de P et la co-racine h;
de P*, on a :

€oi1 —Ea Sii=aavecac{m—1,...,1}
;=14 ET—¢€1 sit=0
€i — €41 SiiE{l,...,n}

Soit (-, ) la forme bilinéaire symétrique sur P définie par :

1 sia=de{m-1,...,1}
(Eayear) =4 —1 sia=d €{1,...,n}
0  sinon

Soit < -,- > l'application naturelle de P x P* dans Z.

On a < hj,a; >=2sii€ly, < hj,oy >=0sii € I1 et < hj,a;5 ><0
sii# j. On a alors, en posant [; = 1sii € {m—1,...,1,0} et [; = —1 si
ie{l,...,n—1},l; < hj; A >= (e, A) pour tout A dans P.

Soit ¢ une indéterminée. Soit Ué (g) l'algebre associative unitaire sur Q(q)
engendrée par des éléments e;, f; (i dans I), ¢" (h € P*) et satisfaisant les



34 CHAPITRE 3. CRISTAUX DANS U, (gl(m,n))

relations :

¢" =1 pour h=0,

gt = ghgh pour by, hy € P,

qheiqg = <> e; pour h € P*et i€,

" fig =g <P>f, pour he P*etiel,
ti—t7

lei, 5] = 6ij—"=,

qi—4q;

ou q; = qli, t; = qlihi et ou [e;, fj} =eifj — (_1)p(i)p(j)fj€i.
On demande de plus :

pour a € U;‘+(g), si fia € U;‘(g)fi pour tout ¢ alors a = 0,

pour a € U, ~(g), si e;a € U, (g)e; pour tout 4 alors a = 0,
ou U/ (g) (resp. U, (g)) est la sous-algébre de Uj(g) engendrée par les ¢;
(resp. fi) et U (g) (vesp. U, ~(g)) est I'idéal de U (g) (vesp. U, (g)) en-
gendré par les e; (resp. f;).

Remarque 3.1.1.

(i) Pour gl(2,2) ces deuzx derniéres conditions impliquent que :

€T€1 = 616T,
fifv = fht B
eeg + epe? = (¢ + g Y)eiepe; pouri € {111},
f2fo+ fof? = (a+a V) fifofi pourie {1,1},
epegepel + eperepet + egeperen + ereperey = (g + q_l)eoeTeleo,
foftfofi + fofifofr + frfofifo+ fifofifo = (a+a 1) fofrfifo,
eg =0,
=0.

(ii) Le sous-groupe quantique engendré par les éléments pairs (i.e. tous sauf
eo et fo) est isomorphe au groupe quantique Ugy(gl,,) ® U,-1(gl,).

On introduit un opérateur de parité o sur Ué(g) défini par :

o(e;) = (=1)P@De;  pour tout i dans I,
o(f;) = (=1)P@f  pour tout i dans I,
olg) = ¢ pour tout h dans P*.

Alors ¢ s’¢tend en un automorphisme de Uy (g) avec o?=1.

Définition 3.1.2. On note Uy(g) l'algebre U, (g) ® U,(g)o, ot la multiplica-
tion est donnée par 0 = 1 et oxo = o(x) pour tout x dans Uy(9)-
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On peut munir Uy(g) d'une structure d’algebre de Hopf, ot le co-produit
A, Pantipode S et la co-unité € sont donnés par :

Alo) = o®o,

Alg") = "o,

Ale;) = ® ti_l + o) @ ¢,

A(f) = fiol4+eP0t @ f;,
S(o) = o,
S¢") = ¢
S(el) = —O’p(z)eiti,
S(fi) = —o?Ot1f,
glo) = 1 = &(¢"),

elei)) = 0 = e(fi)

De plus pour i dans I on notera Ug(g); la sous-algébre de U, (g) engendrée
par e;, f; et t;. Pour i dans Iy, on a U,(g); isomorphe a ’algébre enveloppante
quantique Uy, (slz) de l'algébre de Lie sly, tandis que pour ¢ dans I, on a
Uy(g)i isomorphe a U,(s((1,1)).

D’aprés [BKKO00], le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt reste valable
dans ce contexte. On peut donc construire des modules de Verma, qui ont
un unique sous-module maximal. On obtient alors (par passage au quotient)
les modules simples & plus haut poids. Pour A € P, on note L) le module de
plus haut poids .

3.1.2 Le groupe quantique U,(sl(1,1))

On note, dans ce paragraphe seulement, U, le groupe quantique U, (s((1,1))
(de générateurs e, fo et tg) et M un U,y (s((1,1))-module & poids, c’est-a-dire
que 'on a :

MZ@MMOﬂMHZ{UEM/t(ﬂ):qMU} et dim M, < oo
REZL

Il existe une base de L, telle que on ait I'action suivante de Uy :

e si 10, dim(L,) = 2,

o () (2 0 (£ 0

o si p=0, dim(L,) =1,

o O

eOHOafOHO7tO*_>17
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e si <0, dim(L,) = 2,

0 1 0 0 ¢ 0
o (00) 2 (o) o= (8 0)

Comme remarqué dans [Zou99|, on a les deux lemmes suivants qui gardent
les mémes démonstrations, malgré la différence de définition des groupes
quantiques.

Lemme 3.1.3.
La décomposition en poids dans U, est une décomposition en Ug-sous-modules.

Lemme 3.1.4.
Pour i #0, M, est semi-simple et on a :

dim My,

M, :(Lu) 2

Pour p = 0, soit Py la couverture projective de Lg, alors ce projectif in-
décomposable est de dimension 4 et on peut en construire une base telle que :

afOH 7t0'_>1d7

autrement dit U, agit comme 'algebre extérieure a deux générateurs.
Alors My est une somme directe de quotients de F.

3.1.3 Catégories de modules

Définition 3.1.5.
Soit Ot la catégorie des Uy(g)-modules M vérifiant :

(i) M a une décomposition en poids :

M = @MA ot My = {u € M/¢"u = =" uvh e P*}.
AEP

(i1) dim M) < oo pour tout X dans P.
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(iii) Pour tout i € Iy, M est localement Uy(g)i-fini (i.e. dimUy(g)iu < oo
pour tout u dans M ).

Définition 3.1.6. (/BKK00])
Soit Opkk la catégorie des Uy(g)-modules M de Oine, M vérifiant :

(i) Pour touti € Iy et p € P, M, # 0 implique < h;,ju >>0

(v) Pour touti € Iy et p € P tel que < hs, 1t >=0 on a e;M,, = f;M, =0

Définition 3.1.7.
Soit Of ki la catégorie des Uy(g)-modules M de Oy M vérifiant :

(w)* Pour tout i € I et p € P, M, # 0 implique < h;, 1 >< 0

(v) Pour touti € Iy et p € P tel que < hs, 1t >=0 on a e;M,, = f;M, =0

Remarque 3.1.8.

1. La catégorie QOipny correspond 4 la définition des modules intégrables
dans le cas classique, tandis que pour les deux autres catégories om
mmpose des restrictions importantes sur les modules appartenant o ces
catégories (en particulier ils sont semi-simples)

2. La catégorie Oy est duale de la catégorie Opi .

Exemple 3.1.9.

1. Soit'V la représentation standard (de dimension m+en) de Uy(g), on a
V =VydVy, 0u Vg = GBae{m,...,T} Q(q)vg et Vi = ®a6{1,---,n} Q(q)vq
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avec comme action :

O'|Vg = Idvg,
J|Vl = —Idvl,
qhva = qsa(h)vm
ey sii=keta=Fkpourk=m-—1,...1,
cv.  — vy sti=0eta=1,
ve Vg, sti=keta=k+1pourk=1,...n—1,
0 s1non.
vE sii=keta=k+1pourk=m-—1,...1,
. U1 sit=0¢eta=1,
fiva = vpr1 sii=keta=kpourk=1...n—1,
0 s1non.

C’est le Uy(g)-module simple de plus haut poids ep.

2. Soit V* le dual de la représentation standard (de dimension m + en)
de Uyg(g), on a V¥ = Wy & W1, ot Wy = Doeqr. 0y Qa)w—a et
W; = @ae{m... 1 Q(qQ)w—q avec comme action :

O'lVVg = Ide
U|WL = —IdVVl
w, = g =W,
((W_(py1) sii=keta=—kpourk=1,...n-1
_ wW_1 sti=0eta=-—1
Citla = w_g sii=keta=—k+1pourk=m-—1,...1
0 sinon
(w_p sii=keta=—(k—1)pourk=1,...n—1
wy sit=0eta=—1
fitva = W_ (55 sii=keta=—kpourk=m-—1,...1
0 sinon

C’est le Uy(g)-module simple de plus haut poids —e,.

Proposition 3.1.10. [BKK00]

(1) Une représentation irréductible de Opgk est un facteur direct de la
représentation semi-simple VO* @ S pour un certain entier k et o S
est une représentation de dimension 1.

(2) Soit X € P, Ly est un objet de Opg si et seulement si :
(a) < hi, A >>0 pour tout i € I.
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(b) Pour k dans {1,...,n— 1} tel que < hx, A\ >>0 on a

<hg—hi—...— hg, A\ >> k.

Remarque 3.1.11.

Soit A € P tel que Ly est un objet de Opi . Si on note \* l'opposé du plus
bas poids de Ly, alors Ly~ est dans Of e, et on obtient tous les modules
simples de O de cette maniére (cf. [Zha98]).

On déduit un résultat similaire & la proposition 3.1.10 pour O% -

Proposition 3.1.12.
Une représentation simple de OF jj est un facteur direct de la représentation
semi-simple (V)2 @ S pour un certain entier k et ot S est une représen-
tation de dimension 1.

Exemple 3.1.13.
On se place dans gl(2,2), on a alors que V = L. et V* = L_.,. On regarde
les carrés tensoriels de ces représentations :

L6§ ® LE§ ~ L26§ @ LET-‘rEj

L cy®L_cy>=L 95,®L ¢ o,

On remarque que €2 (resp. €5) est le plus bas poids de L (resp. L—e,).

Et de méme on remarque que €1 + €9 (resp 2e3) est le plus bas poids de
Lac, (resp. Leites)-

3.2 Cristaux dans U,(gl(m,n))

3.2.1 Opérateurs modifiés

Tout d’abord on définit les opérateurs modifiés €; et fl pour ¢ € Io.
Soient M € Oy, et u € M de poids A € P, alors on a une écriture unique

de u sous la forme :
li<hi,A\>

k=0
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avec e;up = 0 pour tout k on a posé :

) _ 1
f@ - [n]z'fl 9
avec N .
[n]l = %7
q—q
[(n)i! = T K.
k=1

On convient que fi(") =0 pour n < 0.

Posons pr, =< hj, A+ ka; >. On définit alors les opérateurs modifiés par :

k—1 .
&i(u) = >k fi( )uk sil; >0,
(3 - — —
S D i <0,
k+1 .
f(u) ) >k fi( + )uk sil; >0,
(2 - —
Zk q; pk+2k+1fi(k+1)uk sil; <O.
Pour ¢ = 0 on pose A\g =< hg, A >, on définit de maniére similaire &
[BKKO0| (la seule différence étant qu’ils sont aussi définis pour \g < 0) les
opérateurs modifiés par :

éolu) = g legu si Ao >0,

7 equ si A\p <0,
3 _ fOu si )\0 > 07
folu) = { —qg M fou si Ag < 0.

Siu € M avec egu = 0 et de poids wt(u) tel que < hg, wt(u) ># 0 alors,
pour g = 0, €o(fo(u)) = u.

3.2.2 Reéseau et base cristalline

On note A le sous-anneau de Q(q) formé des fonctions réguliéres en ¢ = 0,
c’est un anneau local, d’unique idéal maximal ¢ A, 'application de A/qA dans
Q qui & f associe f(0) est un isomorphisme, de plus Q(q) = |,,>o ¢ "4, donc
A est un anneau de valuation discréte. En particulier tout sous-A-module
d’un module libre est libre. De plus on peut remarquer que les éléments de
1+ ¢A sont inversibles.

Définition 3.2.1. [BKK00]
Soit M un Uq(g)-module dans la catégorie Oips.
Un sous-A-module libre L de M est appellé réseau cristallin si :
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(i) L engendre M comme espace vectoriel sur Q(q).
(i) oL = L et L a une décomposition en poids L =@ Ly ot Ly = LOM).
(iii) €;(L) C L et f;(L) C L pour tout i dans I.

Exemple 3.2.2.
Pour la représentation standard 'V, si on pose :

L= @ Av, © @ Av,

ac{m,...,1} a€{l,...,n}

L est un réseau cristallin de V.

Définition 3.2.3. [BKK00]
Soit M un Uq(g)-module dans la catégorie Opxr (ou Of ki )-
Une base cristalline de M est une paire (L, B) telle que :

(i) L est un réseau cristallin.

(i) B est un sous-ensemble de L/qL tel que ob = +b pour tout b € B et
B a une décomposition en poids B =[] By ot By = BN (Lx/qL)).

(i1i) B est une pseudo-base de L/qL (i.e. B = B* U (—B®) pour une base
B*® sur Q de L/qL).

(iv) &B C BU{0} et fiB C BU{0} pour tout i € I.

(v) Pour tous b et b de B la condition b = fil/ est équivalente a b = éb.

La définition qui suit concerne les bases cristallines pour les objets de
Ok Kk @O% k- On est obligé d’affaiblir la notion de cristal. Pour un vecteur
de poids de M, b, on note wt(b) le poids de b. L affaiblissement de la condition
(v) (pour des éléments b tel que < hg,wt(b) >= 0) est une conséquence
du fait que les modules regardés ne sont pas nécessairement complétement
réductibles, les autres modifications (pour les conditions (iv) et (v)) sont
nécessaires pour pouvoir construire des cristaux en tensorisant deux cristaux,
mais n’entrainent que des lourdeurs techniques supplémentaires.

Définition 3.2.4.
Soit M un Uy(g)-module dans la catégorie Ojpy.
Une base cristalline est une paire (L, B) tel que :

(i) L est un réseau cristallin.
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(i1) B est un sous-ensemble de L/qL tel que cb = £b pour tout b € B et
B a une décomposition en poids B =[] By ot By = BN (Lx/qL)).
(i1i) B est une pseudo-base de L/qL (i.e. B = B* U (—B®) pour une base
B® sur Q de L/qL).
(iv) )
Pouri e Iy onaé;B C BU{0} et f;B C BL{0}.
Pouric Iy etbe B ona :
(a) Si < h;,wt(b) ># 1 alors €;b C B L {0}.
(b) Si < hi,wt(b) ># —1 alors f;b € B {0}.
(c) Si < hi,wt(b) >= 1 alors il existe by et by dans B {0} tel que
€;b = b1 + by avec f;b1 = b et fiby = 0.
(d) Si < hi,wt(b) >= —1 alors il existe by et by dans BLI{0} tel que
fib = b1 + by avec €;bs = b et ;b1 = 0.
(v) Pour tout b et b’ dans B.
(a) Sii € Iy alors la condition b= f;b est équivalente a b/ = éb.
(b) Siiel et < hy,wt(b) >¢ {0,£1} alors la condition b= f;l' est
équivalente a b/ = é;b.
(c) Sii e I et < hy,wt(b) >= 1 alors la condition b = fil/ est
équivalente o b + b = éb pour " € BL{0} tel que fib" = 0.
(d) Sii € I, et < hy,wt(b) >= —1 alors la condition b = &b est
équivalente a b + " = f;b pour V" € BLI{0} tel que &b" = 0.

Soit (£, B) une base cristalline d’'un module M de Oj,;. On lui associe un
graphe cristallin (qu’on appellera aussi cristal) : c’est le graphe colorié ayant
B/{£1} comme ensemble de sommets, et ot on relie b et b’ (de B/{£1}),

par une fleche de type i pour I € Iy, b —— ¥, si b = fb, et par une des
fleches impaires (i € I1) :

b=t sibl = fibet b=éb,

b5 o si fb=b"+V avec b= &b et b # 0 ousi &b = b+ b avec b = &b/
et b #0,

b— b si b = fibet & #b,

b-ts b/ si fib £V et b= &b

Remarque 3.2.5.
On retrouve les graphes cristallins de [BKK00] pour les modules de Opgk .
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Exemple 3.2.6.
Pour la représentation standard V, on pose :

B ={tv,modL/a € {m,...,1,1,...,n}}

On a alors que (L, B) est une base cristalline de V. Le graphe cristallin
associé est :

T =, Ladmies. . " —1]" ]

Exemple 3.2.7.
On regarde pour Uq(gl(2,2)) le module simple de plus haut poids e5 —eo (ce
module est dans Ojnt)

Un calcul permet de voir que ce module posséde une base cristalline dont
le graphe cristallin est :

Soit v un vecteur primitif de plus haut poids (1,0|0 — 1) qui engendre
L1 ,0/0,—1), le calcul consiste juste a appliquer les opérateurs modifiés a v et
a construire tous les vecteurs possibles, puis, dans le cas ot on a un choix, a
vérifier qu’ils sont égaur en ¢ = 0. Dans cet exemple, l’espace de poids 0 est
de dimension 2, et on a 3 maniéres d’aller de v a un vecteur de poids 0 en
utilisant seulement les opérateurs fz (on en a plus si on utilise aussi les €;),
ce sont :

fofifrv = fofifrv,
fifofv = fifofro,
frfofiv = afrfofiv.

Or on peut remarquer que (q¢+q 1) fofrfiv = frfofiv+ fifofrv (pour le
voir on note que la différence est annulée par e; pour tout i, ce qui implique
que cette différence est nulle).
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Ceci donne la relation :
1+ ) fofrfrv = afifofro + fifofiv.
On a donc en q = 0 seulement deux vecteurs différents. Le reste du calcul
se fait exactement de la méme maniére.
Pour b € B et i € I on pose :

gi(b) = max{nEN/e}”(b)#O},
wi(b) = max{neN/fin(b);éO}.

D’aprés la théorie des représentations de Uy (slz) on a :
©i(b) — €i(b) =< hi, wt(b) > pour i € Ij.
Pour ¢ € I; on a (d’aprés la théorie des représentations de U,(s((1,1)))

©i(b) + €i(b) qui vaut 1 si < h;,wt(b) >7# 0, et qui vaut 0, 1 ou 2 si <
hi,Wt(b) >=0

3.2.3 Cristaux de représentations de U,(sl(1,1))

On reprend les notations du paragraphe 3.1.2 sur U,(sl(1, 1)), on a pour
i # 0 et en prenant vy et vy comme base de L, (celle donnant les actions

décrites), on a L, = Q(q)v1 ® Q(q)vs, alors L, = Q(q)v1 ® Q(q)v2 et B, =
{£v1, £vo} forment une base cristalline de L, de graphe cristallin :

Pour 1 = 0, on a le projectif indécomposable de graphe cristallin :

U3
U4 U1

=]

Comme quotient il admet le module trivial de graphe cristallin :
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Mais aussi trois autres modules indécomposables :

=]
=

v

H

v

E
w S|
‘ —

5]

2

3.2.4 Produit tensoriel

Soient My et My deux U,(g)-modules (chacun dans I'une des catégories
Oprk ou Of ) admettant des bases cristallines (L1, B1) et (L2, B2). On
pose M = M; @ My, L=L1 R4 Lo et B=B1® By Cﬁ/qﬁ.

En utilisant le co-produit et la définition des opérateurs modifiés on en
déduit les actions tordues dans B :

A. Pour i€ Iy :

Al Casl; >0 (e idans {m—1,...,1}):

3 _f Filb) @by siopi(by) > e4(ba),
filr®b2) = { b1 @ fi(ba) si@i(b1) < ei(ba).

- _J €i(b1) @b sipi(b1) = €i(b2),
€ilb1 ® bo) = { b ®16~z'(b2§ si <p,-(bi) < 6i(bz)-

A2. Casl; <0 (ie. i dans {1,...,n—1}) :

- _f filb) @by sigi(be) > ei(by),
filr®b2) = { b1 ®1fz’(52§ si %‘(bz) < 61'(51)-

- . EENZ‘(b )®b si z(b ) > Ei(b ),
ei(bl ® b2) o { by ®16~1(b2§ si Zl(bz) < €Z(b1)



46 CHAPITRE 3. CRISTAUX DANS U, (gl(m,n))

B. Pour i € I (i.e. i =0), en posant 11 =< hg, wt(by) > et
N2 =< ho, wt(by) >, on a :

B.1. Cas Mj et My dans Opgx (donc mp > 0 et 72 > 0) :

. fo(b1) @by sim >0,
b1 @ bo) — %
Jolbr ® b2) { oby ® fo(b2) sim =0.

co(b1) ®bz  sim >0,

€o(by ® by) = { by @ ég(b) sim = 0.

B.2. Cas M; et My dans Oy (donc gy <0 et g <0) :

x fo(b1) @by simy =0,
b1 ® by) = = .
folby 2) { ob1 ® fo(be) simng <O.

6~0(b1) X bg si Ny = O,

€o(b1 @ b2) = { oby @ €o(bs) sima < 0.

B.3. Cas M; dans Opkk et My dans Of ey (donc gy > 0 et 9y <0) :

N fo(b1) ® by st (m +m2) 20,
fo(b1®b2) = ob1 ® fo(b2) 3 si(n+m2) < —1,
—fo(b1)®b2+0'bl®fg(b2) si (771+7}2) = —1.

€~0(bl) ® ba si (7’]1 + 772) > 1,

€o(b1 ® by) =< b1 ® €p(ba) si (m +m2) <0,

€o(b1) ® bz + oby @ €p(b2) si (m +m2) = 1.
On rappelle un résultat de [BKKO00| :

Proposition 3.2.8.  Si on a pris deux modules dans Opg  (resp. Of i)
alors le produit tensoriel B des deux cristaux est un cristal du produit ten-
sortel M des deur modules.

Théoréme 3.2.9.
Soient M dans Opgg et N dans Ofpp, alors M @ N posséde une base
cristalline, qui est le produit tensoriel des deux bases cristallines.

Démonstration.

Il faut montrer que B est bien une base cristalline de M, clairement B vérifie
les trois premiers points de la définition de bases cristallines, il a le bon rang
pour étre celle de M, il reste donc & montrer que nous avons les actions vou-
lues de U,(g). Pour ce faire, il est suffisant de le montrer au niveau de Uy(g);
pour ¢ € I. Pour le cas i € Iy il suffit de remarquer (comme dans [BKKO00|)
que ¢e;, fi, téi engendrent une sous-algébre isomorphe a Uy(sla) et que c’est
donc déja montré dans [Kas90| et [Kas91| (en faisant attention comme dans
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[BKKO00] pour le cas I; < 0).

Pour i € I (i.e. i = 0), il suffit de le montrer pour les Ug,(g)o-modules
simples, c’est a dire My = L, et My = L; pour a,b dans Z (on reprend les
notations du paragraphe 3.1.2 sur Uy(sl(1,1))). De plus on peut supposer
a# 0 et b#0,en effet si (par exemple) a = 0 alors L, ® Ly ~ Ly (i.e. L,
est le module trivial).

Comme a > 0 car L, € Opkk, il existe une base v1,v2 de L, telle que
les actions de eg et fy soient données par :

0 [a] 00 q* 0
(38 ) (3 8) 5 )

Comme b < 0 car Ly € Of i, il existe une base w1, wo de Ly telle que
les actions de ey et f soient données par :

0 1 0 0 @ 0
o (88) () (2 5)

e Casa+b>0.
D’aprés ce que 'on sait sur les Uy(sl(1,1))-modules, on a :

Lo ® Ly~ La+b S La+b

On pose :

_ _ b+11—g=2
up = v1 ® wy, ug =v2 @ wi + ¢ S0 @ w,

2a_1 b—1
uz = qqz,l v] @ wy — ¢*F

V2 @ W1, U4 = V2 O Wa.

Alors {uy,ug,us,us} est une base de L, ® Ly, de plus {uj,us} (resp.
{us,us}) est une base d’un sous-module isomorphe a L,1j. On a deux cas,
soit a+b > 1, et il n’y a aucun probléme en ¢ = 0, soit a+b=1,et en g =0
on a:

Jio(v1®w1) = vy ® wy, €o(v2 ® wy) = v1 @ wy,
fo(v1 @ wa +v2 @ wy) = vy @ wa, €p(ve @ we) = v1 ® Wa.

Le graphe cristallin est ici :

U1®w1‘

vy © wy | V1 @ wo

112®w2‘
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Le produit tensoriel du cristal est donc bien un cristal du produit tensoriel.

e Casa+b<0.
Ce cas est similaire au cas précédent.

e Casa+b=0.
On pose :

1— 2a
up =1 ®@w1, Uz =2 @ wi+ ¢ ziyor ®ws,
U3 = V1 Q@ wa, Ug = V2 Q wWa.

On remarque que

fo(u1) = ug, €p(us) = —uo,

fO(U2) = U4, 60(U2) = uj.

D’oti, en ¢ = 0, on a le graphe cristallin :

Ceci permet de conclure, on peut remarquer qu’on a montré de plus que :
L,®L_,~ Py,

on rappelle que Py désigne la couverture projective de Lyg. O

Exemple 3.2.10.
On regarde pour Uy(gl(2,2)) le cristal du produit tensoriel de V par V*. Le
graphe cristallin de 'V est :

[Al-~{BF={c}-~{D]

Le graphe cristallin de V* est :

D (B
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Le graphe cristallin de V@ V* est alors :

On remarque que le graphe cristallin de V. ® V* est la somme directe
du graphe cristallin du module simple de plus haut poids e5 — €2 et de deux
copies du graphe cristallin de la représentation triviale.

Attention on ne peux pas conclure que V& V* est la somme directe des
trois Uq(g)-modules correspondants, en effet pour cela il faudrait montrer que
l’on peut remonter D @ D® et A® A® dans le réseau cristallin de sorte que
€0, fo agissent par zéro sur ces éléments et aussi qu’ils ne sont pas l'image
par € et fo d’éléments de la composante conneze contenantA @ D®.

3.3 Résultats sur les cristaux dans U,(gl(m,n))

3.3.1 Connexité de la base cristalline

Définition 3.3.1.
Soit M un Ug(g)-module ayant (L,B) pour base cristalline, on dit que B
est connexe si pour tout b et b’ dans B il existe deux suites (bo,...,bp) et
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(b - - -5 by,) d’éléments de B et des suites (w1,...,1p) et (y1,...,Yq) d’élé-
ments de {éi,fi Ji € I} tel que :

bo = b L=
by =’ bp=b
b =xkbp_1 Vk=1...p b=uyb_, Vi=1...q

Remarque 3.3.2.

Attention, contrairement au cas classique, il est possible d’avoir deux élé-
ments b et V' tels que 'on puisse relier b a b’ mais pas b’ a b. Ceci est di aux
modifications de la condition (v) (cas < ho,wt(b) >= 0) de la définition de
base cristalline.

L’autre modification (la base cristalline n’est pas nécessairement stable
par les €; et les f’z) ne pose pas trop de problémes, en effet on contourne en
demandant en plus du fait que B’ C B est une composante conneze, que le
sous-module (libre) lui correspondant dans L/qL vérifie des propriétés ana-
logues.

De plus si f.b (resp. €,b) est la somme by + by avec égby = b (resp.
fgbg =b) et les deux sont non nuls, le seul cas qui pose probléme est lorsque by
et ba me sont pas dans la méme composante connexe, en pratique on quotiente
par la composante connexe contenant by (resp. by) et le probléme disparait.

Lemme 3.3.3.
Sotent M un Uy(g)-module, (L,B) et (L', B') deux bases cristallines de M
et un poids X\ tel que dim M) = 1.

Alors la composante connexe de B contenant B, est isomorphe a la com-
posante connexe de B’ contenant B).

Démonstration.

On peut supposer que L) = L) et que By = B} = {£b)}.

Soit L = L + L', alors £L" est un réseau cristallin de M.

Soient ¢ : L/qL — L" [qL" et ' : L' /gL — L" /qL" les morphismes induits.

Soit B (resp. B') la composante connexe de B (resp. B') contenant Bj.

L’application B — w(B) commute avec €; et fi, de plus, par la connexité
de B, elle est injective, donc bijective.
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En effet on a ¢ (by) # 0, or pour tout b € B il existe y tel que by = yb, d’on
B(Ba) = yib(b), on a yib(b) £ 0 o (b) # 0

En faisant la méme chose avec I'autre base cristalline, et en remarquant
que 1h(B) et ¥(B') sont égaux (car ce sont des composantes connexes d’in-
tersection non vide), on peut conclure.

O]

Lemme 3.3.4.
Soit M un Uq(g)-module ayant (L, B) comme base cristalline, et tel que :

(a) Le cristal est conneze.
(b) 1l existe un poids \ tel que dim M)y = 1.
Alors :

(i) L/qL est irréductible (comme module sur ’algebre engendrée par les €;
et fi).
(i) M est irréductible.
1) pour tout réseau cristallin e M, L\ = L) implique L = L'.
tout ré stallin L' de M, L\, = Ly implique L = L'
(iv) La base cristalline de M est unique (& multiplication par une constante
pres).
Démonstration. 3
i) Soi un sous-espace de L£/qL stabilisé par les €; et f; non nul.
i) Soit K de L£/qL stabilisé les €; et 1

Soit v € K un vecteur non nul de poids p, on a v = >, .~ ayb ot C est
une partie libre de B, et les a; sont des scalaires.

Soit b € C tel que ap # 0, par connexité il existe des combinaisons x et
y de €; et fz tel que xb € By et yby = b (ou By = {£by})

Nécessairement pour tout b’ de C différent de b on a b’ = 0 (sinon
xzb/ = +by et donc b = +b, or C est une famille libre), on a donc xv = apby,
donc B) C K, donc B C K, ce qui fait que K = L/qL.

Pour (ii), (iii) et (iv) la preuve est exactement la méme que dans [BKKO00]
O
3.3.2 Base cristalline et filtration par socle

Exemple 3.3.5.
1l existe des modules indécomposables qui ne sont pas simples, par exemple
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dans gl(2,2), si on note

{5 penmic)
gl = {<%) , C' € Hom (CQ,CQ)},

et que l'on regarde la représentation (de Oint) Ko 0j0,0) = Indgo@g+1 C (qui

est isomrophe comme espace vectoriel a \(g=1)), elle est indécomposable, en
effet elle admet un vecteur de plus bas poids qui est contenu dans tous ses
sous-modules.

Le théoréme 2.2 de Serganova dans [Ser96] (ou plutét sa version combi-
natoire exposée dans [Gru06]) donne la liste des sous-quotients simples (avec
parité), ce sont L oj0,0), L(—2,—22,2) (qui sont pairs), et Ly _1j1,0) (impair).

Sachant que ce module admet comme unique quotient simple le module
Lo,00,0) €t que laction de la racine simple impaire change la parité on peut
en déduire qu’il admet comme suite de Jordan-Holder : Vo C Vi C Vo avec
Va = K(000,0), V2/V1i = L(o,0j0.0), V1/Vo = Lo,-1j1,0) €t Vo = L(—2,-2p2.9)-

On connait les cristauz de ces trois sous-quotients simples, il reste donc
a voir s’il est possible de les relier pour former un cristal de K gjo,0y- Pour
cela il suffit de remarquer que si on prend un vecteur v primitif qui engendre
K (0,000,0), alors les vecteurs radiciels des racines paires agissent par 0 sur lui,

et que fo(v) est un vecteur primitif qui engendre un module ayant L _1)1)
comme unique quotient simple. Puis on fait de méme avec le vecteur de plus
bas poids (qui est ici primitif et engendre L_s _9)29)).
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On remarque que ce graphe cristallin posséde trois composantes connexes,
qui correspondent auz sous-quotients simples de la représentation.

Proposition 3.3.6.

Soit M un Uy(g)-module ayant (L, B) comme base cristalline.

Soit L' un A-sous-module de L stabilisé par les €; et les fz et tel qu’il existe
une pseudo-base B’ de L'/qL' telle que B' C B

(1) I existe un sous-module N de M tel que (L', B') soit une base cristal-
line de N.

(2) Le module M/N admet (L/L', B\ B') comme base cristalline.
(8) Si de plus B’ est connexe, alors N est un facteur direct de M.

Démonstration.
A tout b € B on associe un ¢lément b de £ tel que b = b mod gL, par le
lemme de Nakayama les éléments b engendrent L.

Alors £ est le A-sous-module libre engendré par les b pour b € B'.

(1) On pose N = Q(¢q) ® L alors N est un sous-module de M de base
cristalline (L', B).

(2) On remarque que B\ B’ est une pseudo-base de L/L', et on a alors
que (L/L', B\ B’) est une base cristalline du module Q(q) ® L/L" qui
est isomorphe a M/N.

(3) Soit L" engendré par les b pour b € B” ot B” est le complémentaire de
B’ dans B. Par la connexité de B', on a £ stable par les ¢; et les f;, et
donc C = Q(q) ® L est un sous-module de M, et comme £ = L' @ L
onaM=Na&C.

O]

Ces différents lemmes et cette proposition permettent d’obtenir le théo-
réeme suivant :

Théoréme 3.3.7.
Soit M un Uy(g)-module ayant (L, B) comme base cristalline et tel que pour
chaque composante connexe du cristal on est dans les hypothéses de la pro-
position précédente.

On pose My = M et (Lo, Bo) = (£, B)).
On construit des sous-modules My, de M, pour k allant de 1 au plus petit
entier | vérifiant M; = {0} par le procédé :
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Soit By la plus grosse réunion de composantes connexes de B_1 qui est
stabilisée par les é; et les f;, on pose Ly le A-sous-module de Ly_1 engendré
par By, et My, le sous-module de My,_1 ayant (Ly, By) comme base cristalline.

Alors My, = rad®(M) pour tout k entre 0 et I, et | est la longueur de
Loewy de M.

Soit S le module simple de plus haut poids :
A= Gmem + ... tager +a1e1 + ...+ angy

pour des entiers am > ... > ag et des entiers a1 > ... > ay.

On remarque que le module simple V; de plus haut poids amem+. . .+ageg
est dans Opk, et que le module simple V; de plus haut poids a1e1 + ...+
anen est dans OF ke

Donc le module V' =V, ® V; admet une base cristalline (£, B) construite
comme produit tensoriel des bases cristallines (Ly, By) de Vy et (Lq, Bq) de
Vi. Soit by (resp. bg) 'élément (unique au signe preés) de By (resp. By) de
plus haut poids, ils correspondent a des vecteurs primitifs. Alors by ® by
correspond & un vecteur primitif de V', il engendre donc un sous-module
de V ayant S comme unique quotient simple. Si le complémentaire de la
composante connexe contenant by ® by correspond a un sous-réseau-cristallin
stabilisé par les opérateurs modifiés, alors la composante connexe contenant
by ® by est le graphe cristallin de S

3.3.3 Le cas U,(gl(2,2))

Déterminons les cristaux des représentations simples maximalement aty-
piques de U,(gl(2,2)), ce sont les modules simples de plus haut poids aes +
ber — agq — beg pour @ > b (on le notera (a,b| — b, —a)), on peut se res-
treindre 4 a = c € N et b= 0, le cas ¢ = 0 correspond au module trivial, et le
cas ¢ = 1 a déja été traité dans I'exemple 3.2.10, supposons maintenant ¢ > 2.

Posons Uy(g)o le sous groupe quantique de U, (g) engendré par e;, f;, et q"
pour tout h et pour i € I (il est isomorphe & Uy (gly) ® U,-1(gly)). Pour me-
ner ce calcul, on construit le cristal de ce module vu comme Uy(g)g-module,
puis on calcule ’action des opérateurs impairs, ce qui donne le cristal comme

Uq,(g)-module.
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Le module simple de plus haut poids (c,0[0,0) est dans la catégorie
OBKkK, il posséde une base cristalline dont le graphe cristallin est :

N
A
By TR
o i

i i

ou wt(A;) = (c—1,10,0),wt(B;) = (c—1i,i—1|1,0), wt(C;) = (¢—1,i—1]0,1)
et wt(D;) = (¢c—1i,i—2|1,1). En particulier Ay correspond au vecteur primi-
tif, tandis que Ag, By et D5y correspondent aux vecteurs primitifs du module
vu comme module du sous groupe quantique de Uy(g) engendré par e;, fi,
et ¢" pour tout h et pour i € Ip.

»—\\ b |
S

Le module simple de plus haut poids (0,0[0, —c) est dans la catégorie
O% kK 1l posseéde une base cristalline dont le graphe cristallin est :

Aj

M%%H%
w%%%%%%
w%%%wm%v
I R

ou wt(A?) = (0,0 —i,i — ¢), wt(B?) = (0,—1|1 — ¢,i — ¢), wt(C?) =

(—1,0[1 — 4,7 —¢) et wt(D?) = (—1,—1]2 — i,i — ¢). En particulier A§ cor-

respond au vecteur primitif, tandis que A§, B} et D3 correspondent aux
vecteurs primitifs du module vu comme Uy (g)o-module.
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On remarque que Ag® AJ correspond a un vecteur primitif (annulé par é;
pour tout ¢) de plus haut poids (¢, 0|0, —c), la composante connexe le conte-
nant sera donc une base cristalline d’un module indécomposable ayant une
téte simple qui sera le module simple recherché ( c’est-a-dire qu’il existe un
sous-module tel que le quotient par ce sous-module est L(c,0|0,—c))-

egardons la composante connexe contenan our ce faire re-
R d 1 t t t Ay ® AJ, f
gardons tout d’abord uniquement les actions des opérateurs correspondant
aux racines paires.

~~~~~~~~~ e Ao

1 1 1 1
(oAt —{aear] 1 [Ae AL A o At

C

Regardons maintenant les actions de fo :

Pour ¢ > j Pouri <j—1 Pouri=j5—-1 Pour i =3

A;® B, + B ® A2, ‘ B;® A

On remarque que les éléménts By ® Af et A9 ® B} correspondent a des
vecteurs Uy (g)o-primitifs, et qu'on peut obtenir les autres B; ®Aj‘» et A; ® B;
& partir de ces deux la en utilisant les opérateurs pairs.
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Bio Ay ——[Bi@Af|- -t [Bio A B o AT —~{Ci ® 42

1 1 1 1 1
oo A} {Boa] ! [Beo A | o{Bo e A
T T T T 1
(B @ A=A B @ AT [Beot © Al [P Bet @ AT+ Ce1 © A
1 1 1 1 1

Pour ¢ > j Pouri<j—1 Pouri=j5-1 Pouri = Pour 4

B, ® A}

0] 0

Pouri<c—1 Pourz=c¢

]DC®A;+CC®B;

avec €y(D, ® A?) = 0 et é(C. ® B?) = C. ® A? (i.e. c’est ce qu’on note
C.® A2 ~ C. ® B? dans le graphe cristallin). D’ailleurs on quotientera par
la composante connexe contenant D, ® A¢?.
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T T T i
]&4®Bﬁi%&4®351'm4®B;¢L%&4®B;
1 1 1 1
Ac@ B[4, @ Bg|..to |AC®B;,1)1—>@B;
1 1 1 1

Pour ¢ > j Pouri <j—1 Pourt=35—-1 Pour ¢ =3 Pour j
A; ® BY A; ® B Ai @ B, | A; @ B! Ay ® BS

B; ® B! 0] B; ® B} 0]
Pour j <c—1 Pour j =c¢
AC®C’;
B.®C?

On remarque que By ® B} correspond a un Uy (g)o-primitif, et que tous
les éléments (sauf D, ® A?) qu’'on a atteint sont obtenus par des actions des
opérateurs pairs sur By ® Bj.
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3|1 Bi o B2+ @ B

L ’Bg®B H@@B’

‘Bg@B‘HBg@BZ

| B. ®B'HB ®B2

! ’B ®B'HC ®B'

Pour ¢, 5 Pour j <c—1 Pouri<ec—1

\Bc®cg

]cc@wg ]CC®B;

| L

0] ]Dc®cg ]DC®BC-

avec €y(D. ® C?) =0 et avec éy(D. ® BY) = D, ® A?.

99

On peut montrer que I'union de la composante connexe contenant D.®A?
et de celle contenant D, ® C? est d’intersection vide avec la composante
connexe de Ag ® AJ. En quotientant (au niveau des £/gL-modules) on ar-
rive & un sous-quotient du produit tensoriel qui posséde une base cristalline
connexe, c’est donc un module simple, et c’est nécessairement le module

simple de plus haut poids (¢, 0]0, —c).
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Introduction

Les notations sont celles des deux premiers chapitres.

La catégorie F des gl(m,n)-modules de dimension finie, dans lesquels
I’action d’ une sous-algébre de Cartan est diagonalisable, se décompose, via
le caractére infinitésimal, en blocs. A chaque bloc on associe un entier ap-
pelé degré d’atypicité. Serganova (dans [Ser98|), a décrit une équivalence de
catégorie (foncteur de translation) entre un bloc de degré d’atypicité k > 1
de gl(m,n) et le bloc de gl(k, k) contenant le module trivial (appelé bloc
maximalement atypique).

Les blocs typiques (de degré d’atypicité nul) (resp. simplement atypiques)
sont décrits dans Kac [Kac77a| (resp. Germoni [Ger97]).

Rappelons d’autre part que la catégorie F a des enveloppes injectives
et des couvertures projectives et que les modules projectifs sont basculants
donc injectifs, ceci est démontré par Brundan dans [Bru03|.

Le but de ce chapitre est de comprendre le bloc maximalement atypique
de gl(2,2), ou, ce qui revient au méme, la catégorie additive des objets pro-
jectifs de F.

Soit A un poids dominant doublement atypique. On note L) le module
simple de plus haut poids A et Py sa couverture projective. Le module P
posséde une filtration dont les quotients successifs sont des modules de Kac
([Bru03], [Zou96]). On calcule les Ext! entre les modules simples (resp. les
modules de Kac) dans le lemme 4.1.6. On en déduit la suite de Loewy des
modules Py (proposition 4.1.7). Cette suite est de longueur 5, Ly est de mul-
tiplicité 2 dans rad? Py / rad? Py ; la filtration par des modules de Kac permet
de distinguer deux facteurs.

Etant donnés deux poids dominants maximalement atypiques A et pu,
on calcule dim Homgy9 2y ( Py, P.) (paragraphe 4.3.1). On montre ensuite que
Endg(2,2)(Py) est un anneau de Gorenstein. Enfin, on propose une conjecture
plus précise sur la structure de cette catégorie additive.

4.1 Les modules projectifs indécomposables

Proposition 4.1.1. [Ger97]
La catégorie des gl(m,n)-modules de dimension finie F a les propriétés sui-
vantes :
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B>

L’anneau des endomorphismes d’un objet indécomposable est local.

B. Tout objet M satisfait au théoréeme de Krull-Schmidt, i.e. se décompose
en somme directe d’objets indécomposables, et cette décomposition est
unique a l'ordre des facteurs et a isomorphisme pres.

C. Tout projectif indécomposable P a un unique quotient simple.

D. Tout objet M a une couverture projective, unique (4 isomorphisme
pres).
E. Tout objet M est de longueur finie.

La description des modules projectifs indécomposables est connue :

Proposition 4.1.2. [Zou96]/Ger97]

Soit F la catégorie des gl(m,n)-modules de dimension finie.

Alors les indécomposables projectifs admettent des suites de composition dont
les quotients successifs sont des modules de Kac.

De plus, tout module ayant L) pour téte est un quotient de Pj.

Les suites de composition d’un module projectif indécomposable dont les
quotients successifs sont des modules de Kac, sont rendues plus claires par
le théoréme de dualité suivant :

Théoréme 4.1.3. (Réciprocité de BGG) [Zou96][Ger97]
Notons Py la couverture projective du module stmple Ly de plus haut poids A
de la super-algebre de Lie gl(m,n), K, le module de Kac de plus haut poids fi.

Fizons une une suite de composition de Py dont les quotients succes-
sifs sont des modules de Kac et notons (Py : K,,) la multiplicité de K, dans

cette suite. On note [K,, : Ly| la multiplicité de Ly dans une suite de Jordan-
Hélder de K.

Alors pour \,;p € AT on a :
(Py: K,) =[Ku: L.

Remarque 4.1.4.

Ce théoréme reste vrai pour une super-algébre de Lie classique de type I sous
Uhypothese que pour tout X\ dans AT on a [Ky : Ly] = 1, ce qui n'est pas le
cas pour la super algébre de Lie s1(2,2) (formée des éléments de gl(2,2) de
supertrace nulle) avec par exemple X = (1,0|0,—1).
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Il faut donc étre soigneuz hors du cas gl(m,n).

En combinant le théoréme avec ’exemple 2.1.5 du chapitre 2, on montre :

Corollaire 4.1.5.

Soit A = (a,b| — b, —a) un poids entier dominant maximalement atypique de
gl(2,2), si on prend une filtration de Py telle que les quotients successifs sont
des modules de Kac, alors les modules de Kac qui apparaissent sont :

A. K/\; K}H—Oq; KA+2a1+a2 et K)\+2041+2042 sta=1>b
B. K/\, K)\+a1; K)\+a2 et K)\+a1+a2 st a > b+1

Lemme 4.1.6.
Soit A = (a,b| — b, —a) un poids entier dominant maximalement atypique de
9l(2,2), et générique (i.e.a>b+2). On a :

C sipe{d—a, A\—«a
Ext! (K, K, :{ 0 el o 2}
C sipe{Ata, Atas}
0 sinon

Ext!(Ly, L,) = {

Démonstration.
On montre que Ext*(Kyia;, Kxtay) = 0.
On suppose qu’on a une suite exacte non scindée :

0— Kxtay =M — Kyio, — 0.

Elle définit un morphisme non nul u du noyau N de la projection de
Pytq, sur K14, dans Ky4,,. Le morphisme u n’est pas surjectif car K44,
n’est pas un quotient de N.

Au vu des poids intervenant, si 'image de u est non nulle, alors elle
contient le socle de Kyiq,,i.e. Ly_q,, qui n’intervient pas dans les facteurs
de composition de N, d’oti la contradiction.

On a donc que Ext!(Kja,, Kxtay) = 0.

De plus, la téte de K (resp. le socle de K tq,+a,) €st isomorphe & Ljy.
Ceci implique l'existence et I'unicité d’une filtration de Py :

Py =M D My D Mg D My

Avec Ml/M2 ~ Ky, MQ/M3 ~ K)\Jral D K/\JraQ et My ~ K)\+a1+a2~
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On a donc le résultat pour Ext' (K, K,).

Notons N le noyau de la surjection Py — L). Sa téte contient le mo-
dule simple L, avec la multiplicité dim Extl(LA,Lu). La filtration préceé-
dente montre qu’elle contient Ly_,, et Ly_q,. D’autre part, on sait que
Ext!(Ly, L,) ~ Ext!(L,, L)) (grace au foncteur de dualité D, qu'utilise
Germoni, construit a partir de anti-automorphisme de Chevalley). Donc la
téte de N contient aussi Lyiq, et Lyia,. De plus, la téte de N ne peut
contenir d’autre module simple que ceux qui figurent dans la téte de I'image
de N dans K et ceux qui figurent dans la téte de Ms. D’ou le fait que
Ext!(L,, L,) est soit de dimension 1 (dans le cas ot p est égal & A £+ o ou
A £ ag) soit nul.

O

Un argument identique permet de calculer Ext!(Ky, K,) et Ext!(Ly, L,,)
sans hypothése de généricité.

L’ensemble de ces résultats est résumé par la figure 4.1 (page 73) : on'y
représente un graphe dont les sommets sont les classes des modules simples
Ly, et les arétes (dessinées en pointillés) joignant Ly et L, sont en nombre
dim Ext(Ly, L,,) = dim Ext'(L,, Ly). En dédoublant chaque aréte en deux
fleches de directions opposées, on obtient le Ext-carquois du bloc doublement
atypique.

Les suites de compositions des modules de Kac de plus haut poids A =
(a,b| — b, —a) sont données dans la figure 4.2 (page 74), on a trois cas qui
correspondent & a = b, a = b+ 1 et a > b+ 2. Sur le dessin les [J corres-
pondent a la téte, les O correspondent aux éléments de rad K/ rad? Ky, et
les M correspondent au socle.

Les modules simples qui apparaissent dans les suites de composition des
modules projectifs sont dessinés dans les figures 4.3 et 4.4 (pages 75 et 76)
ou sont représentés quatre cas différents d’éloignement des murs. Les [J cor-
respondent aux tétes, les nombres aux multiplicités.

Proposition 4.1.7.

Soit A = (a,b| — b, —a) un poids entier dominant maximalement atypique de
9l(2,2), soit Py la couverture projective du module simple L.

Alors :
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— st a > b+ 3 la suite de Loewy de Py est :

L
L)\—‘rog L)\—oz1 L)\—OQ L)\-l—ag
L)\ L)\Jralfag L)\falfag LA+a1+a2 L)\—al—l—az L)\y
L)\—ag L>\+a2 L)\-‘,-oq L)\—oq

Ly

— st a=0b+ 2 la suite de Loewy de Py est :

Ly
L)\-‘roq L)x—oq L}\—OQ L>\+a2
L)\ L)\Jralfag L)\foqfag L)\+o¢1+a2 L)\fa1+a2 L)\72a1 L)\7
L)\+oz1 LA—al LA—ag L>\+a2
L

- sta=0b+1 la suite de Loewy de Py est :

Ly
L)\Jral L)\fal L)\faz L)\+a2 L)\72a17a2
L>\ L)\—l—oq—ag L/\—ozl—oag L/\+a1+o¢2 L)\ 5
L)\Jral L)\fal L)\,a2 L)\+a2 L)\72a17a2
Ly

— st a =" la suite de Loewy de Py est :

Ly
L)\Jral L)\*Oég L)\+2a1+a2
2L)\ L)\—al—ag L)\—2a1—2a2 L)\—i-al—ag L)\+2a1 L>\+a1+a2 L>\+2a1+2a2 .
L)\—i-al L)\—ag L)\+2o¢1+a2
L

Démonstration.

Soit M un module de téte Ly. Alors les p tels que L, soit un facteur de
rad’ M / rad’™! M sont tels que p différe de A par une somme de racines im-
paires en nombre de parité ¢ = 2. Ceci se démontre par récurrence sur ¢ en
utilisant le fait que Ext!(Ly,, Ly,) # 0 seulement si Ay différe de \; par une
seule (ou trois) racine(s) impaire(s).

Soit A un poids dominant maximalement atypique et soit Py la couverture
projective de L. On connait rad® Py / rad' Py = L et rad! P, / rad? P, =
EB Lyiq, (il faut ajouter Ly_24,—a, si A est & distance 1 des murs et
i=1,2
L+t20,+a, Si A est a distance 0 des murs) : pour simplifier on suppose doré-
navant que A est & distance au moins 2 des murs.
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Comme Py admet comme quotient K, et que rad? K / rad> K\ = L A—ai—as
on voit que rad? P/ rad® Py contient Ly_0,—a, €t en changeant de sous-
algebre de Borel distinguée (i.e. en changeant by), on trouve de méme que
rad? P, / rad® P contient Li0,4a, pour tous les choix de signes (si A est a
distance 2 des murs, il contient aussi Ly_oq,)-

Pour terminer la démonstration, il suffit de voir qu’il contient également
deux copies de Ly ; en effet il ne peut pas contenir le socle de Py et les
poids des modules simples restants sont les A & a; qui sont forcément dans
rad® Py / rad* P\ pour des raisons de parité.

D’autre part, comme Ext!(K)y, Kyyq,) = C, il existe une suite exacte :

0= Kytq, =M —=K),—0

ou M est un quotient de Py ; et ce module est de longueur de Loewy 4
et pour des raisons de parité L) figure au premier et au troisiéme étage.
Donc rad? P / rad® Py contient un facteur Ly d’image non nulle dans M. En
faisant de méme avec K44,, on obtient le deuxéme facteur Ly.

O

4.2 Construction de certains modules indécompo-
sables

Soient A et p deux poids dominants maximalement atypiques et géné-
riques (i.e. de la forme (a,b| — b, —a) avec a > b+ 2).
Dans ce paragraphe on donne une description partielle des modules indécom-
posables M ayant une téte simple L) et un socle simple L,. On ne traitera
pas complétement le cas ol u = A et ol la longueur de Loewy est 3.

Distinguons plusieurs cas selon la longueur de Loewy r de M.

e Longueur de Loewy 1.
Le cas r = 1 est trivial.

e Longueur de Loewy 2.
Le cas r = 2 est réglé par le lemme 4.1.6.

e Longueur de Loewy 3.

Lemme 4.2.1.
Soit A = (a,b| — b, —a) un poids entier dominant mazximalement atypique et
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générique (i.e. a >b+2).

Alors pour tout u de la forme X\ + ay £+ «g il existe un module M indé-
composable, de longueur de Loewy 3, avec Ly comme téte et L, comme socle.

Démonstration.

Soient k1 et ko dans {£1}.

Posons P = Ly, Q = L)tk 01+r300 € B = Lxtria; D Lixtroay-

Soit - (resp. y) un élément de Ext!(P, R) (resp. Ext!(R,Q)). Le produit de
Yoneda y e x est un élément de Ext?(P, Q) ; il s’annule si et seulement si il
existe un module M admettant une filtration

M=Xx">Xx'">5X?>5 X3 =/{0},

dont les quotients successifs vérifient XY/ X! ~ P et X'/X? ~ R et X2 ~
Q, de plus X°/X? correspond a z et X'/X3 & y. Ce sont les extensions
panachées de Grothendieck ([SGAT2| exposé 9, page 103).

D’aprés le lemme 4.1.6, Ext!(P,Q) = 0, Ext}(R,Q) = C? et on peut
montrer que Extz(P, Q) = C et que le produit de Yoneda est non dégénéré.

On peut donc choisir = et y de fagon que y @ x = 0 et que = (resp. y) ait
ses deux coordonnées non nulles.

O

Remarque 4.2.2.

On peut montrer que chacun des quatre modules du lemme précédent, corres-
pondant aux choix de k1 et ko, est unique a isomorphisme prés. Ce sont des
modules de Kac associés aux quatre choix possibles de sous-algébres de Borel
distinguées de gl(2,2) contenant b.

e Longueur de Loewy 4.
Pour = A — a1 (resp. p = A — ag) il suffit de prendre le module correspon-
dant & un élément non trivial de Ext! (K, Kx+a1) (resp. Ext! (K, Kx+az)).
Pour = A+ aq (resp. p = A+ ag) les duaux (pour le foncteur de dualité D
de la remarque précédente) de ces derniers donnent les modules recherchés.
Cette liste est exhaustive.

e Longueur de Loewy 5.
Pour la longueur 5 on a M = Py et p = A.
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4.3 Morphismes entre les modules projectifs indé-
composables

4.3.1 Dimension des espaces de morphismes

Proposition 4.3.1.

Soit A\, pu deux poids entiers dominants maximalement atypiques de gl(2,2).
Soit Py (resp. P,) la couverture projective du module simple Ly (resp. L)
de plus haut poids \ (resp. ).

Ona :
dim Homg[(272) (P)\, PIJ) = [Pu : L)\]

Démonstration.
Comme le foncteur Hom(Py, ) est exact, le premier membre est égal a

> [Py ¢ L] dim Homgs 5 (Py, Ly,).

v

O]

Soit A = (a,b] — b — a) un poids maximalement atypique de gl(2,2). On
a montré que, dans le cas générique (cas a > b+ 2) :

si =AM\
sipg=Afaroupu=Atas
sip=Ata; o

sinon

dim Homg[(z’z) (P)\, PM) =

S = N

Les images des morphismes de P\ dans P, pour A # u font partie des
modules construits dans le paragraphe précédent.

4.3.2 Anneau des endomorphismes d’un module projectif in-
décomposable

Proposition 4.3.2.

Soit A\ un poids dominant de gl(m,n). On note Py la couverture projective
du gl(m,n)-module simple Ly de plus haut poids . Notons Cy l’algébre des
endomorphismes gl(m,n)-linéaires de Py.

Alors Cy est un anneau de Gorenstein.
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Démonstration.

Notons F) la sous-catégorie de F formée des modules n’ayant pas L) comme
sous quotient. C’est une sous-catégorie épaisse (i.e. stable par quotient, sous-
objet et extension) de F.

On peut former la catégorie quotient F/Fy, puis construire comme Ga-
briel dans [Gab62|, des adjoints a gauche et a droite du foncteur naturel de
F dans F/Fy.

Décrivons sommairement 1’adjoint & gauche. Soit M € F, soit M /M’ le
plus grand quotient dans F) (il peut étre nul). On a alors M’ isomorphe a

M dans F/F)y.

Soit. Py la couverture projective de M’ dans F, et N vérifiant la suite
exacte :
0— N — Py — M —0.

Soit N/N' le plus grand quotient de N dans Fy. Posons : M" = Py /N’, ce
module est isomorphe & M dans F/F).

On a ainsi défini un foncteur M ~» M, c¢’est I'adjoint & gauche cherché;
on appelle M" la Fy-couverture de M.

Comme P, est sa propre couverture, on a Homz(Py, ) = Homg, 7, (P, );
ce foncteur est une équivalence entre la catégorie F/Fy et celle des Cy-
modules de longueur finie, d’aprés le théoréme de Morita.

De méme, en utilisant cette fois I’adjoint a droite, on obtient Homgz( , P\) =
Homy 7, ( ,Py) donc Py est un objet injectif de F/Fy et Cy est un Cx-
module injectif.

O

Conjecture 4.3.3.

Soit A = (a,b|—b, —a) un poids dominant mazimalement atypique de gl(2,2).
On note Py la couverture projective du g-module simple Ly de plus haut poids
A. Notons Cy 'algébre des endomorphismes g-linéaires de Pj.

St a =b, Cy est isomorphe & une algébre extérieure a deuxr générateurs.
Sinon C) est isomorphe & Clx,y]/(x?,y?).

4.4 Une conjecture
Commengons par expliquer comment on décrit le bloc contenant le mo-

dule trivial de sl(1,1). Il existe une seule racine positive qui est impaire et
isotrope et que I’on note . Les modules simples atypiques de dimension finie
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sont paramétrés par les entiers. Pour a € Z, on note L, le module simple
atypique, de dimension 1, de plus haut poids (a| — a). Sa couverture projec-
tive P, est de dimension 4, comme nous ’avons vu en 3.1.2, et sa suite de
Loewy est Ly, Lq—1® Lgy1, Lg. On sait de plus que End(P,) est de la forme

0silb—al>2
C[X]/X? et Hom(P,, P,) = { 1 sib—a| =1
phismes est la suivante : si on note wu, (resp. v,) le morphisme non nul, défini
a homothétie prés, de P, dans P,11 (resp. P, dans P,_1), alors v,41 0 ug est
proportionnel & u,_1 ov, car ces deux morphismes sont non nuls et envoient
la téte de P, dans le socle de P,.

Examinons maintenant le cas de gl(2,2), pour lequel nous voulons for-
muler la conjecture.

Soit A = (a,b| — b, —a) un poids dominant maximalement atypique, que
I'on suppose loin des murs, |b — a| > 3, la proposition 4.1.7 donne la suite
de Loewy de Py. On rappelle que C) = End(Py) = Clz,y]/(2?,5?) et que

0 si sup(la —d'|,|b—V]) > 2
dim Hom(Py, P,) = lsila—d|=b-0V|=1
2sila—d|+b-V|=1

Les images de tous ces morphismes ont un socle et une téte simples.

Remarquons que les sous-modules de Py & téte simple sont les suivants :
le socle, Ly, quatre modules de longueur de Loewy 2 dont le tétes sont Ly+q,,
it = 1,2. Parmi les modules de longueur de Loewy 3, quatre qui ont pour
téte Lata,+a, €t une famille & un parametre de modules ayant Ly pour téte
(et socle), lesquels sont généralement de longueur 6 comme gl(2, 2)-module,
avec au plus 4 "accidents". Enfin, il y a quatre sous-modules de longueur de
Loewy 4 de téte Lytq,, ¢t =1,2.

Soit ¢ = 1 ou 2. Soit © un morphisme non nul de Py dans Py_,, qui en-
gendre Hom(Py, Py_,,) comme C\-module. De méme, on choisit v de Py,
dans Py.

Alors, I'image de v o u est un sous-module de Py qui ne dépend pas des
choix de u et v et que 'on note (A, 7). Ce module a pour téte et socle Ly et,
comme ce n'est ni P\ ni Ly, il est de longueur de Loewy 3. De plus, Ly_q,
ne figure pas dans I'étage rad'(I(\,i))/rad?(I(\,1)).

. La composition des mor-

Conjecture 4.4.1.
La suite de Loewy de I(\,i) est la suivante :

Ly, Lx—a; ® Lx+a;, La,
. 1sit=2 . .
Wecj =9 o o o CCqui implique que uovou = 0.

Remarque 4.4.2.
Cette conjecture explique la composition des morphismes entre modules loin
des murs. Lorsqu’on se rapproche des murs, les espaces de morphismes font
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apparaitre des morphismes entre des modules plus éloignés (par exemple entre
Py et Py_2q,-2a; St A = (a,a| —a,—a)) et on n’a pas cherché a prévoir les
compositions de ces morphismes...

Il existe une version géométrique de cette conjecture. Soit P! la grass-
mannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 1+ ¢ de la représenta-
tion standard de gl(2,2). C’est une super variété algébrique qui est un espace
homogene, il lui correspond une sous-algébre parabolique p de gl(2,2) conte-
nant by. La sous-algébre de Levi [ de p contenant b est gl(1,1) x gl(1,1). On
identifie un [-module et son extension triviale a p.

En recopiant la construction du livre de Jantzen, [Jan03], celle-ci est
effectuée pour les groupes algébriques en caractéristique positive mais garde
un sens dans notre cadre, on peut définir un foncteur exact a gauche Ind, qui
va de la catégorie des p-modules de dimension finie dans celle des g-modules
de dimension finie, et ses dérivés droits R! et R? (les suivants sont nuls).

Notre conjecture revient & dire que “loin des murs” (auquel cas seul R!
est non nul), le foncteur R! transforme les injectifs atypiques par rapport
aux deux facteurs de gl(1,1) x gl(1, 1) en injectifs doublement atypiques pour

gl(2,2).
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F1a. 4.1 — Ext-Carquois du bloc maximalement atypique de gl(2,2)
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F1G. 4.2 — Suite de composition des modules de Kac maximalement atypiques
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F1G. 4.3 — Suite de composition des modules projectifs indécomposables
maximalement atypiques
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TK
3,
H

[
JAR\
8

1 2 |
(p—P
2 4
; #
“@1 Jar

Fi1G. 4.4 — Suite de composition des modules projectifs indécomposables
maximalement atypiques
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Cette these consiste en une étude des représentations de dimension finie
de la super-algebre de Lie gl(m,n). Dans le premier chapitre nous rappelons
des résultats sur ces super-algébres de Lie. Dans le second chapitre nous
étudions les représentations simples de gl(2,2). Ces modules peuvent étre
obtenus comme quotient de modules induits dont on connait les suites de
composition, ce qui nous permet de calculer une formule des caractéres finie
explicite. Dans le troisiéme chapitre nous étudions les représentations d’une
déformation quantique de I’algébre enveloppante de gl(m, n). Nous rappelons
tout d’abord la construction des bases cristallines pour les facteurs directs
de puissances tensorielles de la représentation standard. Nous montrons, en
affaiblissant la notion de cristal, ’existence de bases cristallines pour des
modules qui ne sont pas semi-simpes, et nous donnons une méthode pour
les construire. Le quatriéme chapitre porte sur le dévissage du bloc maxi-
malement atypique de la catégorie des représentations de dimension finie
de gl(2,2). La connaissance de la sous-catégorie pleine des modules projec-
tifs maximalement atypiques nous permet de reconstituer la catégorie. Nous
étudions dans un premier temps les modules projectifs indécomposables et
nous donnons leurs suites de Loewy. Puis dans un deuxiéme temps nous étu-
dions leurs morphismes. Pour terminer nous formulons une conjecturons sur
la composition de ces morphismes.

This thesis is a study of finite dimensional representations of the Lie su-
peralgebra gl(m,n). In the first chapter we recall some results on these Lie
superalgebra. In the second chapter we study the simple representations of
gl(2.2). These modules can be obtained as quotient of some induced modules,
the knowledge of the composition series of these modules allow us to compute
an explicit finite character forumula for simple modules. In the third chapter
we look at representations of a quantum deformation of the universal enve-
loping algebra of gl(m,n). We first recall the construction of crystal bases
for the direct factors of a tensor power of the standard representation. We
show by weakening the definition of crystal, that there exist crystal bases for
non-semisimple modules, and we give a way to construct them. The fourth
chapter focuses on the understanding of the maximaly atypical block of the
category of finite dimensional representations of gl(2.2). Knowing the full
subcategory of projective maximally atypical modules allows us to recons-
truct the category. First, we study the projective indecomposable modules,
and we compute their Loewy series. We then study their morphisms. Finally
we make a conjecture on the composition of those morphisms.

Super algebre de Lie, représentations, caractére. Groupe quantique, base
cristalline. Sous-algébre de Borel, sous-algébre parabolique, restriction, in-
duction. Module projectif.



