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Conventions

On note N I’ensemble des entiers naturels et Z 'ensemble des entiers relatifs.
On note Z/nZ le groupe cyclique a n € N* éléments.

Pour tout nombre réel x, on note |x| sa partie entiere inférieure et [z] sa partie entiere
supérieure.

On note |E| le cardinal d’un ensemble E et, de méme, on note |M| le cardinal d'un multien-
semble M.

On note E; N Ey et By U Ey Uintersection et la réunion de deux ensembles F et Ej.
On note M; N My et M; U M, intersection et la réunion de deux multiensembles M; et Ms.
On note P 'ensemble des nombres premiers.

Pour tout entier n et tout p dans P, on note v,(n) la valuation p-adique de l'entier n, c’est-
a-dire, le plus grand exposant e € N tel que p® divise n.

On note rad(n) le radical de I'entier n, c’est-a-dire, le plus grand facteur sans carré de n.
On note w(n) le nombre de facteurs premiers distincts de Uentier n.

On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler et, pour tout entier n, on note ¢(n) 'image de n
par .

On note ny A ny le plus grand commun diviseur des entiers n; et ns.

On note ny V ny le plus petit commun multiple des entiers n; et nao.

On note 5195 ou S - S5 la concaténation des suites de longueur finies S et Ss.

Pour tout k& € N U {co} et toute suite S finie, on note S* la suite S concaténée k fois.

Pour toute suite S = (ay,...,a,) de longueur n € N U {oo}, on note S|m| la sous-suite
initiale de S de longueur m < n, c’est-a-dire, S[m] = (a1,...,an).

Enfin, on utilise les notations usuelles de la théorie des graphes du livre de Diestel [7].

11
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Introduction

Depuis leur apparition, les nombres entiers et leurs propriétés n’ont cessé de fasciner
les Hommes. En mathématiques, la théorie des nombres occupe une place particuliere, a la
fois par ses connexions avec de nombreux autres domaines et par la fascination qu’exercent
ses énoncés. En théorie des nombres et en arithmétique, il existe de nombreux problemes
encore ouverts portant sur les nombres entiers et dont ’énoncé est facilement compréhensible,
méme par un non mathématicien. Par exemple, on peut citer la conjecture de Goldbach qui
stipule que tout nombre pair supérieur a 2 peut étre écrit comme la somme de deux nombres
premiers. Dans ce mémoire, plusieurs problemes a énoncé simple de théorie combinatoire
des nombres et de théorie des graphes sont examinés. Plus précisément, on s’intéresse a des
constructions basées sur des suites de longueur finie dans les groupes cycliques.

Tout d’abord, au Chapitre 1, on étudie les triangles de Steinhaus binaires. A partir d’une
suite S de longueur n > 2 dans Z /27, on peut construire la suite dérivée 95 de S qui est la
suite de longueur n — 1 obtenue en sommant chaque paire d’éléments consécutifs de S. Le
triangle de Steinhaus AS est la collection des suites dérivées successives de S, c’est-a-dire
AS =1{8,08,0°S,...,0" 1S}, olt la ieme dérivée 9'S de S est définie de maniere récursive
par 9'S = 9(0""1S) pour i > 2. Chaque triangle de Steinhaus d’ordre n, c’est-a-dire associé
a une suite de longueur n, peut alors étre considéré comme un multiensemble composé de
(";1) éléments de Z /27, comptés avec multiplicité. Cette construction est apparue en 1963
[23]. Steinhaus pose le probleme de savoir s’il existe, pour tout entier n = 0 ou 3 (mod 4),
un triangle de Steinhaus d’ordre n comportant autant de 0 que de 1. Apres avoir rappelé
certaines propriétés sur les triangles de Steinhaus binaires, on détaille plusieurs solutions
connues du Probleme de Steinhaus, toutes indépendantes les unes des autres.

Ensuite, au Chapitre 2, on s’intéresse aux matrices et aux graphes de Steinhaus. Une
matrice de Steinhaus de taille n > 1 est une matrice carrée, composée de 0 et de 1, qui
est symétrique, de diagonale nulle et dont la partie triangulaire supérieure est un triangle
de Steinhaus binaire. Un graphe de Steinhaus a n > 1 sommets est un graphe simple dont
la matrice d’adjacence est une matrice de Steinhaus de taille n. Un probleme classique sur
ce type de graphes est de déterminer ceux possédant une propriété graphique donnée. Par
exemple, les graphes de Steinhaus bipartis sont déterminés dans [4, 9, 10, 12] et ceux planaires
dans [11]. Dans ce chapitre, on étudie les graphes de Steinhaus pairs et impairs, c¢’est-a-dire
ceux dont tous les sommets sont de degrés de méme parité. Les résultats obtenus sont basés
sur un théoreme dit & Dymacek et dont on fournit une nouvelle preuve dans ce mémoire. On

13



Produit par HAL - 27 Mar 2009

prouve en fait un résultat plus général qui établit certaines relations fortes entre les degrés des
sommets d'un graphe de Steinhaus et les éléments de I'antidiagonale de sa matrice associée.
On rappelle ensuite des résultats sur ces graphes de Steinhaus pairs et impairs qui ont été
établis par Dymacek en 1979 [8].

Les graphes de Steinhaus réguliers, qui sont un cas particulier des graphes de Steinhaus
pairs et impairs, sont étudiés au Chapitre 3. En 1979 [8], Dymacek a conjecturé que les
graphes de Steinhaus réguliers sont les graphes sans aréte a n sommets, les graphes a n =
3m + 1 sommets dont la premiere ligne de la matrice associée est de la forme 0110110...110
et le graphe complet a deux sommets K,. On s’'intéresse surtout au cas impair de cette
conjecture. On rappelle un résultat qui caractérise les suites binaires associées aux graphes
de Steinhaus réguliers de degré impair. Cette structure conduit a ’étude des matrices de
Steinhaus multisymétriques et, plus particulierement, celles dont le graphe associé est régulier
modulo 4, c’est-a-dire ou tous les sommets sont de méme degré modulo 4. Les résultats
obtenus sur ces matrices de Steinhaus multisymétriques permettent de pousser la vérification
de la conjecture de Dymacek, dans le cas impair, jusqu’a 1500 sommets, améliorant ainsi
d’un facteur 12 la borne précédente connue (117 sommets).

Au Chapitre 4, on étudie la structure de triangle de Steinhaus dans tout groupe cyclique.
On présente le Probleme de Molluzzo qui est une généralisation du Probleme de Steinhaus
a tout groupe cyclique et qui consiste a déterminer I'existence de suites balancées, c’est-a-
dire de suites finies dont le triangle de Steinhaus associé contient chaque élément du groupe
avec la méme multiplicité. Jusqu’a ce jour, aucune solution de ce probleme n’était connue.
Tout d’abord, on montre, en exhibant deux contre-exemples, que le Probleme de Molluzzo
n’admet pas toujours de solution positive. Ensuite, on conjecture que ce probleme est vrai
dans tout groupe cyclique d’ordre une puissance de premier. Dans ce chapitre, on répond
positivement et completement au Probleme de Molluzzo dans tout groupe cyclique d’ordre
une puissance de 3. Cette preuve est basée sur ’étude des suites arithmétiques. Les résultats
obtenus permettent de prouver que, dans tout groupe cyclique d’ordre impair n, les suites
arithmétiques de raison inversible sont balancées pour toutes les longueurs m = 0 ou —1
(mod ¢(n)n). On prouve également que, contrairement aux groupes cycliques d’ordre impair,
presqu’aucune suite arithmétique n’est balancée dans les groupes cycliques d’ordre pair. Ces
résultats sur les suites arithmétiques balancées font apparaitre deux fonctions arithmétiques
particulieres, qui sont étudiées en détail au Chapitre 5. Enfin, en annexe, sont présentés des
résultats obtenus de maniere expérimentale sur le Probleme de Molluzzo dans les groupes
cycliques d’ordre 3, 5 et 7. On y retrouve la résolution de ce Probleme dans Z/3Z par
les suites arithmétiques balancées du Chapitre 4. Ces dernieres permettent également de
répondre partiellement au Probleme de Molluzzo dans Z/5Z et Z/7Z. On complete alors ces
solutions de maniere expérimentale, ce qui permet de mettre en évidence toute la complexité
du Probleme de Molluzzo.

14
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Chapitre 1

Triangles de Steinhaus binaires

Dans ce chapitre, on étudie les triangles de Steinhaus binaires. Cette construction, basée
sur des suites binaires de longueur finie, est présentée a la Section 1.1, d’abord de maniere
élémentaire puis de maniere plus rigoureuse, en définissant des outils de base qui sont utilisés
par la suite. On énonce ensuite le Probleme de Steinhaus, qui est un probleme portant sur
I'existence de triangles de Steinhaus possédant autant de 0 que de 1. A la Section 1.2, on
s’'intéresse a des résultats concernant la détermination du nombre d’éléments égaux a 1 dans
ces triangles de Steinhaus. Enfin, a la Section 1.3, on présente quatre solutions connues et
indépendantes du Probleme de Steinhaus.

1.1 Le probleme de Steinhaus

1.1.1 Enoncé élémentaire

En 1963, Hugo Steinhaus [23] propose la construction illustrée a la Figure 1.1 : soient
14 signes + et 14 signes — arrangés de telle sorte que sous chaque paire de signes égaux on
place un signe + et sous chaque paire de signes opposés on place un signe —.

Fi1G. 1.1 — Un exemple de triangle de Steinhaus

15
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Dans un tel triangle, si la premiere ligne comporte n signes, alors le triangle entier est
composé de (";1) signes. Le triangle de la Figure 1.1 correspond au cas n = 7. Comme
le coefficient binomial (";1) est pair si, et seulement si, n = 0 ou 3 (mod 4), on peut se
demander s’il est possible de construire un triangle analogue a celui de la Figure 1.1, i.e.
comportant autant de signes + que de signes —, et dont la premiere ligne est composée
de n signes pour tout entier n = 0 ou 3 (mod 4). On appelle ce probleme ”Probleme de
Steinhaus” et on verra, dans les sections suivantes, qu’il en existe de multiples solutions.
Steinhaus propose la solution de la Figure 1.1 pour n = 7 ainsi que celles de la Figure 1.2
pour n = 12 et n = 20 a partir desquelles, en supprimant la premire ligne des triangles
respectifs, on obtient des solutions pour n =11 et n = 19.

1.1.2 Définitions et premieres propriétés

Dans la suite de ce chapitre, on remplace les signes + et les signes — par les éléments 0 et
1 de Z/27Z, le groupe cyclique a 2 éléments. Ainsi, la relation liant deux éléments consécutifs
dans une méme ligne des triangles présentés a la Sous-Section 1.1.1 correspond avec la somme
dans le groupe Z/27Z. On va commencer par s’intéresser aux suites de longueur finie dans
7,/27. On introduit une opération de dérivation et une opération d’intégration sur ces suites.

Définition 1.1.1. Soit S = (ay,...,a,) une suite de longueur finie n > 2 dans Z/27Z. La
suite dérivée de S est la suite 0S5 définie par

852(a1+a2,...,an_1—|—an),

ou + désigne la somme dans Z/2Z. C’est une suite de longueur n — 1 dans Z/27Z. Par
convention, on admet que 95 = () si la suite S est de longueur n < 1, ou ) désigne la suite
vide de longueur n = 0. Par itération du procédé de dérivation, on peut également définir
récursivement la iéme dérivée 9'S de la suite S par °S = S et 'S = 9 (9""'S) pour tout
1> 1.

Les éléments de la ieme dérivée d’une suite S peuvent alors étre exprimés en fonction
des éléments de la suite S de départ.

Proposition 1.1.2. Soit S = (a4, ...,a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/27. Alors,
pour tout 1, 0 <1 <n—1, ona

825 = ( Z <]i) aitk Z (;) A4k 5 «vvv-- y Z (Z;) Ap—it+k ) .
k=0 k=0 k=0

Preuve. Par récurrence sur ¢ avec la Définition 1.1.1. O

Définition 1.1.3. Soit S une suite de longueur n > 0 dans Z/27Z. On appelle suite primitive
de S toute suite T de longueur n + 1 telle que S soit sa suite dérivée, c’est-a-dire 9T = S.

16
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F1G. 1.2 — Solutions de Steinhaus pour n = 11,12,19,20
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Proposition 1.1.4. Pour toute suite de longueur n > 0 dans Z/27, il existe exactement
deuz suites primitives. De plus, ces deux suites sont complémentaires, c’est-a-dire leur somme
terme a terme est la suite constante égale a 1. On note Py(S) et Py(S) les suites primitives
de S selon que le premier élément de la suite primitive soit égal a 0 ou a 1.

Prewve. Soit S = (ay,...,a,) une suite binaire de longueur n. Si n = 0, alors S = () et
les suites (0) et (1) sont bien les primitives de S. Supposons maintenant n > 1 et que
T = (by,...,byy1) soit une suite primitive de S. Alors, pour tout j, 2 < j<n+1,ona
Jj—1 Jj—1
bl + bj = (bk + bk+1) = Qg .
k=1 k=1

Ainsi, on peut définir chaque b; en fonction de by et des éléments de S. Il existe donc deux
suites primitives de la suite S qui sont définies par

PO(S) = (07a17a1+a27”'7zak> )
k=1

Pi(S) = (1,1+a1,1—|—a1+a2,...,1+Zak>.

k=1

Enfin, ces deux suites sont bien complémentaires. O

Ces deux opérations sont, en quelque sorte, réciproques. En effet, on obtient un théoreme
fondamental de I'analyse pour les suites binaires de longueur finie.

Proposition 1.1.5 (Théoreme fondamental de 'analyse). Soient S = (a4, ..., a,) une suite
binaire de longueur n > 1 et i € {0,1}. Alors,

OF,(5) = 5,
Pi(0S) = S+ (i + 1)y,

ot (i + a1)7_, est la suite constante égale a i+ ay et de longueur n.

Preuve. Posons P;(S) = (by,...,bns1) €t OPi(S) = (¢4, ..., ¢y,). Alors,
C1 :bl—l-bg :z'+(i+a1) = ay,

et pour tout entier 7, 2 < 7 < n,on a

Jj—1 J
¢j=b;+ b1 = <i+Zak> + <i+Zak) —q;.
k=1

k=1

On obtient donc bien que 0F;(S) = S.

18
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Posons maintenant 0S5 = (by,...,b,—1) et P; (0S) = (c1, ..., ). Alors,
C1 :i:al—i—(i—i—al),

et pour tout entier j, 2 < j < n, on obtient

Jj—1 Jj—1 Jj—1 J
c; =1+ b, =1+ (ak+ak+1)—z+2ak+2ak—a]+(z+a1)
k=1 k=1 k=1 k=2
Ainsi, on a P (9S) = S+ (i + a1)}—;. O

Ces opérations sur les suites binaires apparaissent également dans le cadre de I’étude des
suites binaires pseudo-périodiques de longueur infinie [16, 20, 21].

On peut maintenant définir les triangles de Steinhaus qui ont été brievement présentés a
la Sous-Section 1.1.1.

Définition 1.1.6. Soit S une suite de longueur n > 1 dans Z/27Z. Le triangle de Steinhaus
associé a la suite S est la collection AS de ses suites dérivées successives, c¢’est-a-dire

AS={dS|0<i<n—1}.

On appelle ordre du triangle AS la longueur de sa suite associée S. Un triangle de Steinhaus
d’ordre n > 1 peut alors étre considéré comme un multiensemble composé de ("'2“) éléments
de Z/2Z, comptés avec multiplicité.

Cette définition des triangles de Steinhaus binaires apparait également dans [14, 17]. Par
exemple, le triangle de Steinhaus AS d’ordre 7, associé a la suite binaire S = (0010100), est
représenté a la Figure 1.3.

0010100
011110
10001
1001
101

11

Fic. 1.3 — Le triangle de Steinhaus AS

Chaque triangle de Steinhaus d’ordre n étant associé bijectivement a une suite binaire de
longueur n, on en déduit qu’il existe exactement 2" triangles de Steinhaus d’ordre n distincts,
pour tout entier n > 0.

Notation. Soit S = (ay,...,a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/2Z. Pour tout i,
1<i<n,ettout j,1 <j<n—1+1, onnote a;; le jeme élément de la teme ligne du
triangle AS d’ordre n associé a la suite S, i.e. le jéme de la suite dérivée 9°~1S. Par exemple,
pour tout j, 1 < j < n, 'élément a, ; correspond avec a;, le jeme élément de la suite S.

19
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Chaque élément d’un triangle de Steinhaus peut étre exprimé en fonction des éléments
de sa suite associée mais également en fonction des éléments du coté gauche ou du coté droit
du triangle.

Proposition 1.1.7. Soient S une suite de longueur n > 1 dans Z/27Z et AS = (a;;) son
triangle de Steinhaus associé. Alors, pour touti, 1 < i < n, et tout j, 1 < j < n—i+1, chaque
élément a; j s’exprime en fonction des éléments de la premiére ligne (ai1,a1,2,...,01,), du
coté gauche (11,021, ...,an1) ou du coté droit (ayn, aspn-1,...,an1) du triangle AS de la
maniére suivante :

— (i—1 — (i1 Ay g
%‘:Z k “LM:Z )Gkl = Z 1 it kyn—i—kt1-

k=0 k=0 k=0
Preuve. Par récurrence. En utilisant la relation :
Qijj + Qij4+1 = Git1,j,

pour tout 7, 1 <i<n—1, et tout j, 1 < j < n— 1, provenant de la définition de AS. O

On s’intéresse maintenant aux suites binaires dont le triangle de Steinhaus associé possede
autant de 0 que de 1.

Définition 1.1.8. Soient S une suite de longueur n > 0 dans Z/27Z et AS son triangle de
Steinhaus associé. La suite S est dite balancée si AS contient autant de 0 que de 1.

Par exemple, la suite S = (0010100) de longueur n = 7 est balancée. En effet, comme on
peut le voir a la Figure 1.3, son triangle de Steinhaus AS est composé de 14 éléments 0 et
de 14 éléments 1.

Comme le cardinal d'un triangle de Steinhaus d’ordre n est égal a (";1), il clair qu’il ne

peut y avoir de suite binaire balancée de longueur n =1 ou 2 (mod 4). Cela provient du fait
que

(n—gl)zo (mod 2) <= n(n+1)=0 (mod4) <= n=0o0u3d (mod4).

Il est alors légitime de se poser la question de savoir si cette condition nécessaire sur la
longueur d’une suite binaire balancée est également suffisante.

Probléeme 1.1.9 (Steinhaus, 1963). Pour tout entier n = 0 ou 3 (mod 4), existe-t-il une

suite balancée de longueur n dans Z./27 ¢

Dans la section suivante, on s’intéresse a la détermination du nombre d’éléments égaux a
1 dans un triangle de Steinhaus. Ce qui permet, a la Section 1.3, d’expliciter plus facilement
différentes solutions du Probleme de Steinhaus.
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1.2 Le nombre de 1 dans un triangle de Steinhaus

Notation. Soient S = (a4, ..., a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/27Z et AS = (a; ;) son
triangle de Steinhaus associé. On notera v(S) = v(ay, ..., a,) le nombre d’éléments égaux a
1 dans AS, c’est-a-dire,

n n—i+l

v(S) =vlar,....an) =Y Y aij,

i=1 j=1

ou a;; n’est pas considéré comme un élément de Z/27Z mais comme un entier de {0, 1}.

Soient S = (ay,...,a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/2Z et AS = (a;;) son
triangle de Steinhaus associé. Tout d’abord, on peut voir que la commutativité de la somme
dans Z /27 et la Proposition 1.1.7 entrainent une bijection entre les triangles de Steinhaus
engendrés par les suites suivantes :

(&1,1, A1,25 -, al,n)a (&1,1> A1y, an,l)a (al,m A2p—1y- - an,1)>

(a'l,n> A1p—1y-- -, al,l)a (a'n,b An—1,15-- -, al,l)a (a'n,b Ap—1,2y -« al,n)>

c’est-a-dire, les suites qui correspondent, selon le sens de lecture, a la premiere ligne, au coté
gauche et au coté droit du triangle AS. Ceci prouve donc le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Soient S une suite de longueur n > 1 dans Z/2Z et AS = (a;;) son
triangle de Steinhaus associé. Alors,

v(S) = v(ain, 11, -,01,1)
=v(a11, a2, -, an1)
=v(an1,n-11,---,011)
= v(@1n, A2 n—1, - - Ap1)
=v(an1,n-12,---,01n)

Pour toute suite binaire S, les éléments du triangle de Steinhaus AS étant construits
modulo 2, il est possible d’obtenir une formule reliant la parité de v(S) aux éléments de la
suite S. Cette formule est détaillée dans le résultat suivant qui correspond au Théoreme 1

de [3].
Théoréme 1.2.2. Soit S = (ay,...,a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/27Z. Alors,

U(S) = zn: ((”j“) _ 1) a; (mod 2).

=1

De plus, le nombre v(S) est pair pour toute suite S de longueur n si, et seulement si, n =
2k — 2 pour un certain k > 2.
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La preuve qui est donnée dans ce mémoire est inspirée de [17] et utilise le théoreme de
Lucas dont 1’énoncé est rappelé ci-dessous.

Théoréme 1.2.3 (Lucas, 1878). Soient m et n deux entiers positifs et p un nombre premier.
Soit

m = mgp® +mp_1p" "+ map + mg, et

n = nkpk + nk_lpk_l + -+ np+ Ny,

[’écriture en base p des entiers m et n. Alors,

() =TI() i

Preuve du Théoreme 1.2.2. L’équivalence se prouve par récurrence sur n. Pour n = 1, il est
évident que v(a;) = a; (mod 2). Soit S = (ay,...,a,) une suite de longueur n > 1 dans
7,/27.. On suppose le résultat prouvé pour toute suite de longueur n — 1. On obtient alors

n

v(S) :Zaj—i-u(aS):Zaj+u(a1+a2,...,an_1+an)

j=1 7j=1

~1) @+ )

|
()57 )

Il
g
&
_|._
)
A~

Jj=2

n 1 n
— a; + na,
J—1 ’

Il Il
(= 5
N +
/N

= 1M1
<4+ ®

—
~— <2

| ~——

—_
~——

S
<.

2
o
a
N

j=1
Le résultat est donc bien prouvé pour toute longueur n > 1. Supposons que n = 2*¥ — 2 pour
un certain entier k > 2. Comme

k—1
ntl=2"—1=>) 2"

=0

on en déduit par le théoreme de Lucas que

() -1G)=r s

izo \Ji
pour tout entier j = Zf:_ol 42 € [1,n]. Ainsi pour toute suite binaire S = (ay,...,a,), on
obtient
- 1
viay,...,a,) = Z ((n—l— ) - 1) a; =0 (mod 2).
- J
7j=1

22



Produit par HAL - 27 Mar 2009

Supposons maintenant que n # 2¥ — 2 pour tout £ > 2. On construit une suite binaire de
longueur n dont le triangle associé contient un nombre impair de 1. Considérons

l
=0

I’écriture en base 2 de n + 1. Comme n + 1 # Zf:o 2! pour tout k > 1, alors il existe m,
0<m<Il—1, tel que n,, =0 et n,, 1 = 1. Ainsi, par le théoreme de Lucas, on a

<n2j;1) = lj (%’) (2) =0 (mod 2).

i#m
Soit S = (ay, ..., a,) la suite binaire de longueur n définie par a; = 0 si j # 2™ et agm = 1.
Alors,
" (n+1 n+1
V(S)EE(( j )—1)ajz ( om )—151 (mod 2).

Ce qui complete la preuve. O
Notations.

— Soient S; = (ay,...,a,,) et Sy = (by,...,b,,) deux suites binaires de longueurs n; et

ng respectivement. On note
Sl . SQ = 5152 = (al,...,am,bl,...,bm)

la concaténation des suites S7 et Sy qui est une suite binaire de longueur nq + ns.
— Pour tout k € NU {oco} et toute suite S de longueur finie, on note S* la suite S
concaténée k fois, c’est-a-dire

Sk=8-5.5---5.

e
k fois
— Pour toute suite S = (ay, ..., a,), de longueur n € NU{oo}, on note S[m] la sous-suite
initiale de S de longueur m < n, c’est-a-dire, S[m] = (ay, ..., an).

On rappelle maintenant un résultat de [3] et [17] qui détermine, pour tout entier n > 1,
le plus petit et le plus grand nombre possibles d’éléments égaux a 1 dans tout triangle de
Steinhaus d’ordre n.

Proposition 1.2.4. Soit S une suite de longueur n > 1 dans Z/27Z. Alors,

0 < u(S) < LMJ |

3

On détaille ici la preuve de ce résultat.
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Preuve. La premiere inégalité est évidente. En effet, par définition, pour toute suite binaire
de longueur n > 1, on a v(S) > 0 et I’égalité est obtenue pour la suite nulle S = (0...0) de
longueur n.

Afin de démontrer 'autre inégalité, considérons tout d’abord, comme représenté a la
Figure 1.4, les différents triangles de Steinhaus d’ordre 2. Ces triangles contiennent soit 2
éléments égaux a 1, soit aucun.

00 01 10 11
0 1 1 0

Fic. 1.4 — Triangles de Steinhaus d’ordre 2

Il est alors évident que s’il est possible de construire une suite de longueur n dont le
triangle de Steinhaus d’ordre n est composé uniquement de sous-triangles d’ordre 2 qui
contiennent 2 éléments égaux a 1 a chaque fois, alors le nombre maximal d’éléments égaux
a 1 sera obtenu dans ce triangle.

On détaille maintenant la construction de cette suite. Posons S = (ay, ..., a,) une telle
suite et AS = (a; ;) son triangle associé. Comme AS ne peut pas contenir que des éléments
1, on a a;; = 0 pour un certain 7, 1 < ¢ < n, et un certain j, 1 < 7 < n —1i+ 1. Les
conditions posées sur les éléments du triangle impliquent, entre autre, qu’il ne peut y avoir
deux éléments 0 voisins. On obtient donc successivement les égalités suivantes, représentées
a la Figure 1.5 :

;i j
0110110
101101
11011
0110
101

11
0

Fi1c. 1.5 — Structure de AS

a;; =0 = a;j_1=0;j4y1 =1 = Qij2;-1 =0 = Qj42-2 = Qiy2; =1

(i j—2 = Qjj4o =1 Ai15-3 = Qip1442 = 1
Ajp1,5—2 = Qi41,54+1 = 0 Q53 = Q4 j43 = 0

On en déduit que S = (...0110110...). Posons S = (110)*°[n] de longueur n > 1. Calculons
v(S). On commence par déterminer explicitement chaque élément du triangle AS. Pour tout
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L, 1<i<n,ettout j,1<j<n—14+1,ona

. :{ 0 pour (i,7) = (0,2),(1,0),(2,1) (mod 3),
e 1 pour (7,7) = (0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2) (mod 3).

Ce résultat se vérifie rapidement grace a la relation :
i+ @i j11 = Gip15, V1<i<n—1, VI<j<n—u.

De plus, on peut remarquer que, dans le triangle AS| trois éléments consécutifs d’'une méme
ligne sont composés exactement de deux 1 et de un 0O :

(ai,j, CLZ'7j+1, CLZ’J’_’_Q) - {(110), (101) (011)} Vl n — 2 Vl j n—1—1.

Si n = 3m, alors on a

v(S) = Z U3k41,5 + Z Ask+2,5 + Z A3k-+3,

+2(m — k — 1) + aspt3 3(m—k)—2)

- i(@k—z) — m(3m+1) = @

Sin = 3m + 1, on obtient

m—1 [3(m—k)+1 3(m—k) 3(m—k)—1
v(S) = E asg+1,j + E a3g42,j + E asgp+3,; | + azm+1,1
k=0 =1 =1 =1
m—1

(]

(Q(m — ]{Z) + A3k+1,3(m—k)+1 + 2(m — ]f) + 2(m —k— 1)

k=0
+a3k+33(m—k)—2 + a3k+3,3(m—k)—1> + azm+1,1
= nn+1)+1
—Z6k+1:3m(m+1)—|—1: %
Sin=3m+2, on a alors
m—1 (m— k +2 3(m—k)+1 3(m—k)
v(S) = Z a3k+1,5 + Z a342,5 + Z a3k+3,5 | T a3m+1,1 + A3m41,2 + A3m42,1
k=0 j=1 J=1
m—1

- (2(m — k) + ast130m—k)+1 + Q31,30m—k)+2 + 2(m — k) + Qzp22,3(m—t)+
0

+2(m — k) + agms1.1 + @3mr1.2 + Ama21

:Zm:6k+2m+2:(3m+2)(m+l)zw.
k=1

B
Il

3

25



Produit par HAL - 27 Mar 2009

Finalement, on a bien prouvé que

De la méme maniere, on peut montrer que

v ((aon~fa)) = | "5

{n@z+g0—+1J

Ln(n+1)+1

sin=0,2 (mod 3),

3 J—l sin=1 (mod 3).

Ce qui acheve la preuve. O

Déterminer toutes les valeurs possibles de v(ay,...,a,) pour tout entier n > 1 n’est
pas envisageable. Cependant, Chang [3] parvient a établir les résultats qui suivent. Tout
d’abord, il détermine les quatre plus petites valeurs possibles de v(aq,...,a,) et les suites
correspondantes.

Proposition 1.2.5. Soit S une suite de longueur n > 1 dans Z/27Z. Si v(S) > 0, alors
v(S) = n. De plus, v(S) =n si, et seulement si, S est l'une des suites suivantes :
~-(1...1),
- (10...0),
- (0...01),
- (101) pour n = 3.

Proposition 1.2.6. Soit S une suite de longueur n > 4 dans Z/27. Si v(S) > n, alors

v(S) = n—1+|5]. De plus, v(S) =n — 14 5] si, et seulement si, S est ['une des suites
suivantes :

~ (010...0) et (0...010),

~(0...011) et (110...0),
n—1 . .
0( 0)"z pour n impair,
t (000100) pour n =6,

~ (01)2 pour n pair et
~ (001100, (001000) e
— (0001000) pour n = 1.

Proposition 1.2.7. Soit S une suite de longueur impaire n > 3 dans Z/27. Alors, v(S) =
n—1+ |2 si, et seulement si, S est l'une des suites suivantes :

~1(01)"2,

~(0...011) et (110...0),

- (00100), (01100) et (00110) pour n = 5.

Proposition 1.2.8. Soit S une suite de longueurn > 7 dans Z/2Z. Siv(S) > n—1+ |22,
alors

U(S) > 2n — 4 sz-n52 (mod 4) oun =11,
2n — 3 sinon.
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Chang parvient également a déterminer les deux plus grandes valeurs possibles de v(ay, . . .
et les suites correspondantes.

Proposition 1.2.9. Soit S une suite de longueurn > 1 dans Z/27Z. Alors v(S) = {%J

si, et seulement si, S est ['une des suites suivantes :
- (110)%, (101)2 et (011)2 pour n =0 (mod 3),
~ 1(101) 5 et 10115 _ pourn = 1 (mod 3),
~ 11(011)"5" 10(110) * et 01(101)“5" pour n =2 (mod 3).

Proposition 1.2.10. Soit S une suite de longueur n > 1 dans Z/2Z. Alors v(S) =
n(n+1)+1

— 1 si, et seulement si, S est l'une des suites suivantes :

( ) pour n =1,

- (111), (010), (100) et (001) pour n =3,

- (0110), (1001), (1110) et (0111) pour n = 4,

(01110) (01011) (11010), (11101), (10111), (01001) et (10010) pour n =5,
~ 0(110)"5 pourn =1 (mod 3).

Proposition 1.2.11. Soit S une suite de longueurn > 6 dans Z/27. Siv(S) < LWJ -

3
dans la suite S, a exception des suites (110001) et (100011) pour n = 6 et des suites
(110001110) et (011100011) pour n = 9.

1, alors v(S) < L" 3“J . De plus, siv(S) = L" +1J , alors il ne peut y avoir trois 0 consécutifs

La fin de cette section est consacrée a la détermination du nombre moyen d’éléments
égaux a 1 dans un triangle de Steinhaus d’ordre n.

Notation. On note m(n) le nombre moyen d’éléments égaux a 1 dans un triangle de Stein-
haus d’ordre n > 1, c’est-a-dire le rapport entre le nombre total d’éléments égaux a 1 dans
I’ensemble des triangles de Steinhaus d’ordre n et le nombre de triangles d’ordre n.

Proposition 1.2.12. Pour tout entiern > 1, on a
1 1
mn) = =",
2\ 2

Preuve. Montrons, par récurrence sur n, que le nombre total d’éléments égaux a 1 dans
'ensemble des triangles d’ordre n est égal & 2"~! (";1) Pour n = 1, il n’y a que deux triangles
de Steinhaus, qui sont (0) et (1). On obtient bien que m(1) = 2. Supposons maintenant que
le résultat soit vrai pour n — 1 et montrons le pour n. Par la Proposition 1.1.4, chaque
suite binaire S de longueur n — 1 admet 2 suites primitives Fy(.S) et P, (S) complémentaires.
Comme 'ensemble des 2 suites complémentaires comporte n fois I’'élément 1, on en déduit
que

v(Py(S)) + v (Pi(S)) =n+2v(S),

et donc, par 'hypothese de récurrence, le nombre de 1 dans ’ensemble des triangles d’ordre
n est égal a
n n+1
2" np2x 20 ) =2t :
ez (G) = ("))
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Comme il existe 2" triangles d’ordre n, on en conclut que

m(n):%<n;1).
]

Le Probleme de Steinhaus peut alors étre reformulé de la maniere suivante : pour tout
entier n = 0 ou 3 (mod 4), existe-t-il une suite binaire de longueur n dont le triangle de
Steinhaus associé contienne un nombre moyen d’éléments égaux a 17

1.3 Solutions du Probleme de Steinhaus

Dans cette section, quatre solutions completes et indépendantes du Probleme de Stein-
haus sont présentées. On s’attarde surtout sur celle de Harborth [17] qui, historiquement,
fut la premiere a paraitre. La seconde, due a Eliahou et Hachez [14], est obtenue grace a la
considération de suites binaires fortement balancées. Enfin, les deux derniéres solutions sont
basées sur 1’étude de suites binaires possédant des propriétés supplémentaires telles que la
symétrie, Uantisymétrie ou le fait d’étre de poids moyen [13, 15].

1.3.1 Solution de Harborth

Cette solution, parue en 1972, est basée sur la construction ingénieuse de suites binaires
balancées de nature pseudo-périodiques. Dans cette sous-section, la preuve de la solution de
Harborth est réécrite afin d’utiliser les résultats de la Section 1.2 mais en conservant les idées
de base.

On procede par étapes :

lére étape : Soit p un entier positif multiple de 4. On commence par déterminer I’ensemble
EY défini par

EP = {(al, ... a) € (Z)2L)"

o (ay,. .., a,)" = (ay,...,a,)" ", Vk > 1},

pour les premieres valeurs de p. Tout d’abord, par définition de 'opération de dérivation, il
est clair que

<8p(a1,...,ap)k = (al,...,ap)k_l, Vk > 1 ) — (8p(a1,...,ap)2 = (ay,...,ap) )
Soit S = (ay,...,as) = (a1,..., ap)2 une suite binaire de longueur 2p telle que
PSS = (ay,...,a,).
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Par la Proposition 1.1.2, cette équation est équivalente a

p—1

k=0
Pour p = 4 et p = 8, on obtient que a; = 0 pour tout j, 1 < 7 < p. La suite S est alors la

suite nulle et donc
E = {(0000)},
E$ = {(00000000)} .

Pour p = 12, on obtient le systeme suivant :
a1+ as +ag = 0
as + ag + ajg = 0

a3+a7+a11:0
a4+ag+a12:0

Chacune de ces équations possede 4 solutions dans Z/27Z. Ainsi,

E112 = {(ab s aa'12) | {a'j’ Aj+4, a’j+8} € {{Oa 07 O}a {07 1a ]-}> {1’ O? 1}a {1’ 1>O}}’ vl < ] < 4} :

L’ensemble E[? est donc composé de 4* = 256 12-uplets distincts. Dans la suite de cette
sous-section, on pose p = 12 et E; = Ej%

2éme étape : On cherche s’il existe des 12-uplets de F; qui engendrent des suites périodiques
balancées, c’est-a-dire, les 12-uplets (a1, ...,a12) de Ej tel que la suite (ay,...,a52)* soit
balancée pour tout entier £ > 1. Commencons par examiner le cas k = 1.

Proposition 1.3.1. Soit S = (ay,...,a12) dans Ey. Alors, la suite S n’est pas balancée.

Preuve. Soit S = (ay,...,ass) dans Fj. Par le Théoreme 1.2.2, on a

12
13
I/(S)EZ(( ) —1) aj = as + asz + ag + ar + ajo + a;n - (mod 2).

=1 \\J
Par définition des éléments de F4, on sait que ag + ag+ a0 =0 (mod 2) et ag+ay+a;; =0
(mod 2), donc v(S) est pair. De plus, si la suite S est balancée, alors v(S) = m(12) = (%) =
39, ce qui contredit la parité de v(S). On en conclut qu’aucune des 256 suites de F; ne peut

étre balancée. O

3&me étape : Soit S = (ay,...,a12)" avec (ai,...,a12) un 12-uplet de E; et k > 1 un entier.
Soient a et b les entiers définis par

a = V((al, .. .,alg)),
b= I/((a,l, .. .,a12)2) — 31/((&1, .. .,alg)).

On considere alors le découpage du triangle de Steinhaus AS représenté a la Figure 1.6.
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Le nombre de 1 dans AS peut ainsi étre exprimé en fonction des quantités a et b de la
maniere suivante :

v(S) =

Fi1G. 1.6 — Structure de AS

(a+b)<§) +ka = (a+0b) (ﬁ

a+b(12k+1 +11a—13bk

144 2 24
a+b_1
144 2’

(

12k + 1 13k
2 24

11a — 13D
W(ar, .. an)) = m(12k) + =130,
24
On pose
a+b 1
EQZ{(al,...,CLm)EEl 141 25}

L’ensemble F5 est constitué des 60 12-uplets de E; suivants :

)—i—/{:a

alors le nombre de 1 dans AS ne differe du nombre moyen de 1 dans un triangle d’ordre 12k
que d’un seul terme, linéaire en k, a savoir

(000001110111) (001101010110) (011001000010) (100110010000) (110011110011)
(000010011001) (001110111000) (011010101100) (100111100111) (110100101111)
(000011101110) (001111001111) (011100000111) (101000101000) (110101011000)
(000100110010) (010000100110) (011101110000) (101001011111) (110111000001)
(000101000101) (010001010001) (011110011110) (101010110001) (111000001110)
(000110101011) (010010111111) (011111101001) (101011000110) (111001111001)
(000111011100) (010011001000) (100000111011) (101100011010) (111010010111)
(001000010011) (010100010100) (100001001100) (101110000011) (111011100000)
(001001100100) (010101100011) (100010100010) (101111110100) (111100111100)
(001010001010) (010110001101) (100011010101) (110000011101) (111101001011)
(001011111101) (010111111010) (100100001001) (110001101010) (111110100101)
(001100100001) (011000110101) (100101111110) (110010000100) (111111010010)

4eme étape : On va maintenant corriger ce terme linéaire en k& pour au moins une des 60
suites de Fs afin d’obtenir des suites balancées pour toutes les longueurs admissibles.
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Pour tout entier positif r € {3,4,7,8,11,12}, on pose

(al,...,a12) € Eg

Eg = (al,...,alg,alg,...,a12+r) 812(a1,...,a12+r) = (CL13,...,CL12+T>
(ay,...,a124,) et (a3, ..., a124,) balancées
Proposition 1.3.2. Si (a1, ..., a2, a13,. .., 194,) € EY, alors (ay,...,a12)* (a13, . . ., a124r)

est balancée pour tout k > 0.

Preuve. Par récurrence sur k. Par définition de I'ensemble £7%, le résultat est vrai pour £ = 0
et k = 1. Soit maintenant k > 2 et S = (ay,...,a12)" - (a13, ..., a124,) avec (a1, ...,a194,) €
E%. On considere le découpage du triangle de Steinhaus AS représenté a la Figure 1.7, ou
les entiers a, b, ¢ et d sont définis par

a = V((al, Cey alg)),
b = V((al, ey a12)2) — 3V((CL1, Ce ,CL12)),
C = I/((alg, cey a12+7«)>,
d= I/((a,l, e ,0,12+r)) - I/((a,l, N ,0,12)) - V((alg, e ,0,124_7,)).
Wd/
“/a

Fi1c. 1.7 — Structure de AS

De plus, on a

(a17"’7a12>€E2 — a_|_b:72’
(@13, . .., a1o4,) balancée <= c= %(”gl)’
(a1,...,a124,) balancée <= a+d+c= %(’"*213),

Supposons que le résultat soit vrai pour £ — 1. Alors, on obtient

1/12(k—1)4+r+1
u(S):5 ( 2> " +(k=1)(a+0b)+ (a+d)
1/12(k—1)+r+1 1/r+13 1(r+1
2 2 +72(k )+2( 2 ) 2( 2)
1 12k4+r+1
2 2 '
Ce qui conclut la preuve. O
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Soient (ay,...,ais) I'un des 60 éléments de Es et (ais,...,aja1,) une suite balancée de
longueur r. Soient a, b, ¢ et d les entiers définis précédemment. Afin de déterminer 1’ensemble
EZ, il suffit donc de vérifier 60 x b(r) fois I'égalité

aterd= (BT
2\ 2 )

ou b(r) est le nombre de suites balancées de longueur . Ce nombre de tests peut étre réduit
dans certains cas. Tout d’abord, pour r» > 5, on obtient la proposition suivante.

Proposition 1.3.3. Soit (ay,...,a12,a13, ..., 012+,) dans Ef avec r > 5. Alors,

Aj412 = Gy, v1<j<T—4

Preuve. De 'égalité
0" (ay, ..., a194,) = (a3, ..., G124r),
on déduit que
a; + ajya +ajpg =0,V < j <7

Pour tout 7, 1 < 7 < r — 4, on obtient alors

Aj+12 = Gj+8 + Ajra = a5

O
Enfin, en comparant le nombre de 1 dans les triangles associés aux suites (aq, ..., ajo.,)
et (ai3,...,a124-) pour (ay,...,ajss,) dans Ef, on obtient la relation suivante.
Proposition 1.3.4. Soit (ay,...,a124,) un élément de Ef. Alors,
12 12+r
13+7r 13+7r r+1
Z( 4 )aj+z(< 4 )+< ))ajzl (mod 2).
j=1 J j=13 J J—12

Preuve. Tout d’abord, comme r = 0 ou 3 (mod 4), on a

1/r+13 1/r+1
5( 9 )—5( 5 )+3(r+1)+3(r+12),

ce qui entraine que

1/r+13 1/r+1
V(a'la"'aa12+r)+V(a'13a~~->a12+r):§< 9 )+§< 9 )El (mod 2).

De plus, par le Théoreme 1.2.2, on obtient

124r 12+r
13+ r+1
I/(CLl,...,CL12+T)—|—I/(CL13,...,CL12+7«) = E << ] ) —1) Clj‘l‘ E ((]_12) —1) Q;

j=1 j=13
12 1247

B 13+7r 13+7r r+1

= ((77) - 1)er () () ) oea
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12
Enfin, comme (aq,...,a12) € £, on a Zaj =0 (mod 2) et la relation recherchée s’ensuit.

j=1
O

5éme étape : On va déterminer ’ensemble E% pour les différentes valeurs de 7.

r=4 :1lyab(4) = 6 suites balancées de longueur 4. Soit S = (ay, ..., a1) un élément de

E3. La Proposition 1.3.4 implique la relation

=3 (o 55 () ()2 =

J=1

Il y a alors 38 éléments distincts dans E3. Ainsi, les suites pseudo-périodiques de période 12
et de longueur n =4 (mod 12) suivantes sont balancées :

(000001110111)* - (1010) (010111111010)% - (1100
(000001110111)* - (1100) (011000110101)* - (
(000101000101)* - (1010)  (100001001100)* - (
(000101000101)% - (1100) (100001001100)* - (
(001000010011)% - (1100) (100010100010)* - (
(001010001010)% - (1100) (100011010101)* - (
(001100100001)* - (1010)  (101000101000)* - (
(001111001111)* - (1010) (101010110001)% - (0101
( )" - (1010) )" (
( )"+ (1010) )" (
( )" - (1100) )" (
( )" - (1100) )" (
( )" - (1010) )" (

101111110100)* - (0100)
110000011101)* - (0100)
110010000100)* - (0101)
110011110011)* - (0101)
110100101111)* - (0010)
110101011000)* - (0010)
110101011000)* - (0101)
110111000001)* - (0101)
111100111100)* - (0100)
111101001011)* - (0011)
111110100101)* - (0010)
111110100101)* - (0100)

010001010001)* - 101100011010)* -
010010111111)% . 101101001111)* -
010010111111)% . 101101001111)* -
010100010100)* - 101110000011)* -
010110001101)* - 101111110100)* -

e N N N N N N N N N e
.~

r=3:1lyab(3) =4 suites balancées de longueur 3. Soit S = (ay,...,a;5) dans E3. La
Proposition 1.3.4 entraine la contradiction

= (Do 2 () ()= o

j=1
On en déduit que
E; = 0.

On peut alors rechercher des suites balancées de longueur n = 3 (mod 12) parmi les suites
dérivées des suites balancées de longueur n = 4 (mod 12). En effet, si S est une suite balancée
de longueur n > 2 et qui, de plus, contient le méme nombre de 0 que de 1, alors sa suite
dérivée OS est une suite balancée de longueur n — 1. On obtient ainsi 8 suites balancées de
longueur n = 3 (mod 12) :

(000010011001)% - (000010011000010) (101001011111)* - (101001011110010)
(000010011001)% - (000010011000111) (110010000100) - (110010000101010)
(011001000010)* - (011001000011111) (111010010111)*- (111010010110111)
(011111101001)* - (011111101000111) (111111010010)* - (111111010011111)
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Ces solutions sont de la forme représentée a la Figure 1.7 avec r = 15 mais avec un chevau-
chement. En effet, il faut que v(ass, ags, azy) = 3. On peut alors, en rajoutant cette condition,
construire I'ensemble que 1'on notera E3° et qui détermine 26 suites balancées de longueur
n =3 (mod 12) de plus :

(000001110111)% - (000001110110001) (011100000111)% - (011100000110010)
(000011101110)¥ - (000011101111010) (011101110000) - (011101110001010)
(000011101110)* - (000011101111100) (011111101001)F - (011111101000100)
(000101000101)% - (000101000100100) (100000111011)* - (100000111010100)
(000101000101)¥ - (000101000100111) (100101111110)* - (100101111111100)
(000110101011)¥ - (000110101010001) (101010110001 )* - (101010110000100)
(000111011100)¥ - (000111011101001) (101011000110) - (101011000111100)
(001011111101)% - (001011111100001) (101100011010)F - (101100011011100)
(001110111000) - (001110111001001) (101110000011) - (101110000010001)
(011000110101)% - (011000110100001) (110000011101 )% - (110000011100111)
(011000110101)% - (011000110100100) (110001101010)* - (110001101011111)
(011001000010)¥ - (011001000011001) (110100101111)* - (110100101110001)
(011010101100)F - (011010101101010) (110111000001 ) - (110111000000111)

r="7:1lyab(7) = 12 suites balancées de longueur 7. Soit S = (ai,...,a9) dans EI. La
Proposition 1.3.4 implique la relation

12 19
20 20 8
152()6%4-2(()4-( ))aan4—|—CL16 (mod2),
= \J S\ J—12
et la Proposition 1.3.3 entraine les égalités
Q1245 = Gy, V1 g] < 3.

Il y a alors 7 éléments distincts dans E7. Ainsi, les suites pseudo-périodiques de période 12
et de longueur n = 7 (mod 12) suivantes sont balancées :

(010000100110)% - (0101011) (101011000110)% - (1011111)
(010101100011)* - (0100001) (110001101010)* - (1101010)
(011010101100)% - (0111100) (111011100000) - (1111101)
(100100001001) - (1000010)

r=38:1lya b(8) = 40 suites balancées de longueur 8. Soit S = (ay,...,ay) dans F}. La
Proposition 1.3.4 implique la relation

12 o 20 01 9

152( ‘)aijZ << ) + < ))aan1+a4+a5+a13+a16+a17 (mod 2),
j=1 J =13 J J—12

et la Proposition 1.3.3 entraine les égalités

Q1245 = Gy, V1 g] < 4.
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En combinant les deux, on obtient

Il y a alors 20 éléments distincts dans ES. Ainsi, les suites pseudo-périodiques de période 12

as + a7 = 1.

et de longueur n = 8 (mod 12) suivantes sont balancées :

k
k
k
k
k
k
k
k
k
k

000001110111
000001110111
010001010001
010010111111
010011001000
010011001000
010100010100
010110001101
010111111010
010111111010

e N N R i N N N N
— N N N N N N S S

- (00001011)
- (00001101)
- (01001000)
- (01000011)
- (01000010)
- (01000101)
- (01011010)
-(01010111)
- (01010001)
- (01010110)

(100001001100)* -
(101000101000)* -
(101100011010)F -
(101110000011)" -
(101111110100)* -
(110011110011)% -
(110100101111)% -
(110101011000)F -
(110111000001)" -
(111110100101)" -

(10001010)
(10101111)
(10111011)
(10110000)
(10110000)
(11000100)
(11011101)
(11011101)
(11010000)
(11110011)

Aucune des suites dérivées de ces solutions ne fournit de suite balancée de longueur n = 7
(mod 12).

r=11:1lyab(11) = 171 suites balancées de longueur 11. Soit S = (ay, ..
La Proposition 1.3.4 implique la relation

S e S () 4 () ) oo (ot

j=1 j=13

., ag3) dans E3'.

et la Proposition 1.3.3 entraine les égalités

a2+ = aj, VI <j<T.
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Il y a alors 18 éléments distincts dans Fi'. Ainsi, les suites pseudo-périodiques de période
12 et de longueur n = 11 (mod 12) suivantes sont balancées :

(001001100100)* - (00100111000) (011010101100)* - (01101011111)
(001011111101)* - (00101110001) (100101111110)* - (10010110000)
(001101010110)* - (00110100001) (100101111110)* - (10010110011)
(001110111000)* - (00111010000) (100110010000)* - (10011000010)
(010000100110)* - (01000011001) (101011000110)* - (10101101010)
(010001010001)* - (01000100100) (110001101010)* - (11000111100)
(010100010100)* - (01010000101) (111000001110)* - (11100001101)
(010100010100)* - (01010000110) (111010010111)* - (11101000100)
(010101100011)* - (01010111011) (111010010111)* - (11101000111)

r =12 : Il y a b(12) = 410 suites balancées de longueur 12. Soit S = (a4, ..
La Proposition 1.3.4 implique la relation

12 25 24 95 13
152(j)aj+z ((]) - (j—12))ajEa1+a8+“9+a13+a20+a21 (mod 2),

j=1 7=13

., a4) dans E32.
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et la Proposition 1.3.3 entraine les égalités
a2+ = aj, V1 < j < 8.

En combinant les deux, on obtient
ag + a9 = 1.

Il y a alors 18 éléments distincts dans E32. Ainsi, les suites pseudo-périodiques de période
12 et de longueur n = 0 (mod 12) suivantes sont balancées :

(000101000101)* - (000101001000) (010111111010)* - (010111110111)
(000101000101)* - (000101001110) (011000110101)* - (011000111111)
(010001010001)* - (010001011010) (011001000010)* - (011001001110)
(010001010001)* - (010001011100) (101000101000)* - (101000100101)
(010010111111)* - (010010110011) (101001011111)* - (101001010100)
(010011001000)* - (010011000011) (101100011010)* - (101100010000)
(010100010100)* - (010100010100) (110010000100)* - (110010001001)
(010100010100)* - (010100011111) (110011110011)* - (110011111000)
(010110001101)* - (010110000111) (110111000001 )* - (110111000001)

Parmi les suites dérivées de ces solutions, il y a une suite balancée de longueur n = 11
(mod 12).

On vient donc bien de prouver que pour tout entier n = 0 ou 3 (mod 4), il existe au
moins 4 suites balancées de longueur n.

1.3.2 Solution de Eliahou-Hachez

Cette seconde solution, parue en 2004 [14], est basée sur I’étude des suites binaires forte-
ment balancées. Les principaux résultats sont rappelés ici.

Définition 1.3.5. Une suite (ay,...,a,) de longueur n > 1 dans Z/2Z est dite fortement
balancée si la sous-suite initiale (ay, ..., a,_4) est balancée pour tout entier ¢, 0 < ¢t < 7.

Les suites binaires balancées de longueur n = 3 ou 4 sont donc, par définition, des suites
fortement balancées. Pour n > 7, on peut alors définir de maniere récursive la notion de
suite fortement balancée grace au résultat suivant.

Proposition 1.3.6. Soit (ay,...,a,) une suite de longueur n > 7 dans Z/27Z. Alors,

(aq,...,a,) balancée,

(a1,...,a,) fortement balancée <~ { (a1, .., an_a) fortement balancée.

Par exemple, comme illustré a la Figure 1.8, les suites S; = (010010000111) et Sy =
(0010100) sont fortement balancées. En effet, les sous-suites initiales de S; et S5, c’est-a-
dire les suites (0100), (01001000), S; et (001), Sy respectivement, sont des suites binaires
balancées.
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0100/100¢0/011°1
110/1100/0100
01/1010/0110
1/0 11 1/0 1 0 1
1100/1 111

ASl A52

FiG. 1.8 — Triangles associés a des suites fortement balancées

Notation. Pour tout entier n > 0, on note fb(n) le nombre de suites fortement balancées
de longueur n dans Z/27Z.

Il est clair que fb(n) = 0 pour tout entier n = 1 ou 2 (mod 4) puisqu’il n’existe pas de
suite balancée pour ces longueurs. Rien ne permet de prévoir 'existence de telles suites pour
toutes les longueurs n possibles, c’est-a-dire pour tout n = 0 ou 3 (mod 4). Cependant, a
'aide de 'algorithme suggéré par la Proposition 1.3.6, on peut déterminer [14] la fonction

génératrice g(t) = Y720 fb(n)t" du nombre fb(n) de suites binaires fortement balancées de
longueur n.
Théoréme 1.3.7. La fonction génératrice g(t) = >°° fb(n)t" du nombre fb(n) de suites

binaires fortement balancées de longueur n est la fonction rationnelle suivante :

4t92 27

_ 4 8
9(t) = 7=z + folt) + (14 + 12¢* + 14¢°) —

+ f3(t),

ot fo(t) et f3(t) sont les fonctions polynomiales suivantes :

fo(t) = 14 6t* + 18t% + 30¢'2 + 52¢1¢ + 80¢% + 88t + 106¢%® + 116t
+124¢36 + 106t*° + 92¢** + 92¢*8 4 90¢5% + 64¢°° + 44¢%

+38t54 + 3258 1+ 20¢7 4 20¢76 + 850 + 834 4- 6%,

f3(t) = 4% + 8t7 + 16t + 26¢1° + 36t'7 4 48t + 48t* + 661! + 88¢*
+108t%9 + 11413 + 9047 + 8851 + 104t°° 4 92¢%° + 60t53
+48t67 4+ 28t™ 4+ 26t + 26t™ + 20133 + 1637 + 18¢°1 + 14¢%°

14199 4+ 144103 1 144107 4 1641 4 14415 4 144119 4 168123,
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Remarque. La pseudo-périodicité des valeurs fb(n) se retrouve dans le caractére rationnel
de la fonction génératrice g.

On va maintenant présenter de maniere explicite I’ensemble des suites fortement balancées
de longueur n > 92 pour n = 0 (mod 4), et n > 127 pour n = 3 (mod 4). Commengons par
les suites de longueur n =0 (mod 4).

Théoreme 1.3.8. Soient Q1, QQ2, Q3 et Q4 les suites binaires infinies, pseudo-périodiques
de période 12, définies par

Q1 = (0100) - (001001011100)°,
()2 = (010010000111)°°,

(s = (0101) - (011000011000)°°,
Q4 = (0101) - (101000101000).

Alors, pour tout entier n =0 (mod 4), les suites Q1[n], Qa[n], Qsln| et Q4n]| sont fortement
balancées. De plus, pour tout entiern =0 (mod 4) et n > 92, toute suite fortement balancée
de longueur n est une de ces 4 sous-suites Q1[n], Q2[n], Qs[n] ou Q4[n].

On continue avec les suites fortement balancées de longueur n > 127 pour n = 3 (mod 4).

Théoreme 1.3.9. Soient Ry, ..., Ris les suites binaires infinies, pseudo-périodiques de
période 12 ou 24, définies par

Ry = (001) - (010000100001)*°,

R, = (0011110) - (001101010110),

Ry = (101) - (000101000010)>°,

R, = (0100001) - (010010111100001010111111),
Rs = (0100001) - (100100001001),

R = (0101011) - (010101100011),

Ry = (0101011) - (010111111101011010011101)°,
R = (010) - (101110110010)°,

Ry = (100) - (001000010100)°,

Ryp = (1000010) - (110001101010,
Ry; = (1111101) - (011000110101),
Ryy = (111) - (110110000111).

Alors, pour tout entier n = 3 (mod 4), les suites Ry[n], ..., Riz[n] sont fortement balancées.
De plus, pour tout entier n = 3 (mod 4) et n > 127, toute suite fortement balancée de
longueur n est une de ces 12 sous-suites Ri[n], ..., Ria[n], avec les exceptions suivantes :

— sin =3 (mod 12), alors il y a deux suites fortement balancées de longueur n de plus,
qui sont les suites Ry[n — 4] - (0101) et Rg[n — 4] - (0100),

- sin =7 (mod 12), alors il y a deux suites fortement balancées de longueur n de plus,
qui sont les suites Rg[n — 8] - (01001000), et soit Rs[n — 8] - (01011111) pour n = 7
(mod 24), soit Rs[n — 8] - (01011010) pour n =19 (mod 24).

Corollaire 1.3.10. Pour tout entier n =0 ou 3 (mod 4), il existe au moins 4 suites forte-
ment balancées de longueur n.
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1.3.3 Suites binaires balancées symétriques et antisymétriques

Définition 1.3.11. Soit S = (a4, ..., a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/2Z.
— La suite S est dite symétrique si

Qj = Qp—j41, V1 g] < n.

Par exemple, la suite (01010) est une suite binaire symétrique de longueur n=>5.
— La suite S est dite antisymétrique si

a; = Ap—jr1+1, VI <j<n.
Par exemple, la suite (110100) est une suite binaire antisymétrique de longueur n = 6.

Remarque. Par définition il n’y a pas de suite binaire antisymétrique de longueur impaire.

Les résultats qui vont suivre et qui portent sur l'existence de suites binaires balancées
symétriques ou antisymétriques apparaissent dans [15].

Théoreme 1.3.12. [l existe une suite binaire balancée symétrique de longueur n > 1 si, et
seulement si, n =0,3,7 (mod 8).

Théoreme 1.3.13. Il existe une suite binaire balancée antisymétrique de longueur n > 1
si, et seulement si, n =4 (mod 8).

Conditions nécessaires :

On obtient, a 'aide des résultats de la Section 1.2, les conditions nécessaires sur les
longueurs des suites balancées symétriques ou antisymétriques. Cette preuve est sensiblement
plus courte que celle donnée dans [15].

Soit S = (ay, ..., a,) une suite binaire balancée de longueur n > 1. Supposons que n soit
pair. Alors, le Théoreme 1.2.2 conduit a la relation suivante :

=) )= B () s i

j=1 j=1 J
Si la suite S est symétrique, alors on a
1
% =0 (mod 2),

et donc n =0 (mod 8). Si la suite S est antisymétrique, alors on a

(7))

Jj=1

o3

+1 (mod 2).

|3
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Ce qui entraine
n(n—1)=4 (mod 8),

et donc n = 4 (mod 8). Supposons maintenant que n soit impair et S une suite balancée
symétrique de longueur n. Alors le Théoreme 1.2.2 implique

e () )

()P () e
= (2(%) - 1) Gy = an (mod 2).

anp =0 = n(n+1)=0 (mod8) = n=7 (modS3),

On en conclut que

ou
ans1 =1 = n(n+1)=4 (mod8) = n=3 (mod8).

Conditions suffisantes :

On s’intéresse tout d’abord aux liens entre les suites binaires symétriques ou antisymétriques
et leurs suites dérivées respectives. On obtient alors le résultat suivant qui est une version
particuliere d'un théoreme plus général sur les suites antisymétriques dans un groupe cyclique
quelconque. Cette généralisation est étudiée au Chapitre 4.

Proposition 1.3.14. Soit S = (ay, ..., a,) une suite de longueur n > 1 dans Z/2Z. Alors,

0S symétrique,

S symétriqgue +——
Y I { Unj2) + Anj2)41 = 0.

De meéme,
S antisymétrique <~ 05 symétrigue,
/2| + Qlnj2)+1 = L.
Preuve. Soient S = (aq,...,a,) et 9S = (b1,...,b,_1) sa suite dérivée. Supposons que la

suite S soit symétrique. Alors,
b+bn]—a]—|—a]+1—|—an ]+Cln J+1—0 V1 < j <n-—1,

donc 05 est également symétrique. Réciproquement, supposons que la suite 0.5 soit symétrique
et que a|n 2| + apns2j+1 = 0. Si n est pair, alors

n/2—1

Q; -+ Ap—j4+1 = Z bk Z bk + bn—k) + bn/g = CLn/z + an/2+1 = 07 V1 < ,] < n.
k=j
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Sinon, si n est impair, alors

n—j (n—1)/2
aj+an_j+1:Zbk: Z (bk+bn_k):0, V1 S]én
k=j k=j
L’autre équivalence se démontre de la méme maniere. O

Dans [15], des suites binaires balancées et symétriques de longueur n > 1, pour tout
n=0,30u7 (mod 8), et des suites binaires balancées et antisymétriques de longueur n, pour
tout n =4 (mod 8), sont construites. On rappelle rapidement ci-dessous cette construction.

Pour n=0,7 (mod 8) : Soit S la suite binaire symétrique de longueur 24 définie par
S = (011111000001100000111110).

Alors, les suites suivantes sont des suites binaires balancées et symétriques de longueur n,
pour tout n =0 (mod 8) :

n = 24k : Sk,
n=24k+8 (0100) - S* - (0010),
n =24k +16 : (11000100)-S*-(00100011).

Par la Proposition 1.3.14, la suite 9(S*) est symétrique pour tout k& > 1. Les suites suivantes
sont donc balancées et symétriques de longueur n, pour tout n =7 (mod 8) :

n=24k—-1(k>1) : o(S*),
n =24k +7 : (0010) - O(S*) - (0100),
n =24k + 15 :(01000010) - A(S*) - (01000010).

Pour n =3 (mod 8) : On commence par définir une suite w = (w,) ez doublement infinie
et périodique de période 12. Soit 7 : Z — Z /127 la surjection canonique et

p = (po, p1, - - -,p11) = (100001010000)
la suite de longueur 12 que l'on considere indexée sur Z/127Z. On peut remarquer que
Pr(j) = Pr(j), VJ € L.
Soit w la suite définie par w = (w;) ez = (P=(j))jez- Alors, pour tout k > 0, la suite
v = wl—4k — 1,4k + 1] = (W_ygp—1, W_apy - - -, Wa, Wags1)

est une suite binaire balancée et symétrique de longueur 8k + 3. Les suites vy, vy, vg, v3 et
v4 sont illustrées ci-dessous :

010
10000100001
0010100001000010100
010000101000010000101000010
10000100001010000100001010000100001
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Pour n =4 (mod 8) : On construit une suite binaire balancée et antisymétrique de lon-
gueur n, pour tout n =4 (mod 8).

Proposition 1.3.15. Pour tout entier k > 0, les suites Py(vy) et Pi(vy) sont des suites
binaires balancées et antisymétriques de longueur 8k + 4.

Preuve. Par la Proposition 1.3.14, on sait que les suites Py(vy) et Py(vk) sont antisymétriques
car la suite v est symétrique et pg = 1. De plus, ces suites sont balancées car, par anti-
symétrie, elles contiennent 4k + 2 fois I’élément 1. Par conséquent, on obtient

1/8k+4 1/8k+5
I/(P,'('Uk)):4]{?+2+V(Uk):4/{?+2+§< ;—):§< ;),

pour i € {0, 1}. Ce qui acheve la preuve. O

1.3.4 Suites binaires balancées de poids moyen

Définition 1.3.16. Soit S une suite de longueur finie dans Z/27Z. La suite S est dite de
poids moyen si elle contient autant d’éléments 1 que d’éléments 0.

Par exemple, toute suite binaire de longueur finie et antisymétrique est une suite de poids
moyen. Il est clair que si S est une suite binaire balancée de longueur n = 0 (mod 4) et de
poids moyen, alors sa suite dérivée 0SS est également balancée et de longueur n = 3 (mod 4).
Ainsi, montrer qu’il existe au moins une suite binaire balancée de poids moyen pour toute
longueur n = 0 (mod 4) permet de répondre positivement au Probleme de Steinhaus. Ce
résultat apparait dans [13] ou les auteurs construisent explicitement une telle suite.

Théoreme 1.3.17. Soient Sy et Sy les deux suites binaires infinies et pseudo-périodiques
de période 24 suivantes :

So = (01101010) - (111010001101010000111100)°,
Sy = (11000011) - (101001111000110101001001).

Alors les suites de poids moyen So[8k| et S4[8k + 4], de longueurs respectives 8k et 8k + 4,
sont balancées pour tout entier k > 0.
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Chapitre 2

Graphes de Steinhaus pairs et impairs

Dans ce chapitre, on présente les graphes de Steinhaus qui sont des graphes simples
dont la matrice d’adjacence est une matrice de Steinhaus, c’est-a-dire une matrice carrée,
composée de 0 et de 1, symétrique, a diagonale nulle et dont le triangle supérieur est un
triangle de Steinhaus, comme défini au Chapitre 1. Apres avoir rappelé, a la Section 2.1,
certaines propriétés sur ces graphes, on s’intéresse au cas particulier des graphes pairs et
impairs, a savoir les graphes dont tous les sommets sont de degrés de meéme parité. On
commence par donner une nouvelle preuve, a la Section 2.2, d’un théoreme de Dymacek qui
établit que tout graphe de Steinhaus pair possede une matrice d’adjacence bisymétrique. Ce
résultat est ensuite utilisé afin d’étudier les graphes de Steinhaus pairs a la Section 2.3 et les
impairs a la Section 2.4.

2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 2.1.1. Soit s = (aq,...,a,_1) une suite de longueur n — 1 > 1 dans Z/2Z.
La matrice de Steinhaus associée a la suite s est la matrice carrée de taille n, symétrique,
a diagonale nulle et dont le triangle supérieur est constitué des éléments du triangle de
Steinhaus As, i.e. la matrice carrée M (s) = (a; j)1<i j<n définie par :

— a;; =0 pour 1 <7< n,

— a1; = aj_; pour 2 < jJ < n,

= Qi = G151 + ai—1,; pour 2<i < j < n,

— a;; =a;; pour 1 <,5 <n.
Par convention M(()) = (0) est la matrice de Steinhaus de taille n = 1 associée a la suite
vide.

Par exemple, la matrice M (s) de M5(Z/27Z) suivante est la matrice de Steinhaus associée
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a la suite binaire s = (1100) de longueur 4.

01100
10010
M) =] 100 11
01100
00100

Notation. Pour tout entier n > 1, ’ensemble des matrices de Steinhaus de taille n sera noté
SM,(Z/27). Tl est évident que I'ensemble SM,,(Z/27Z) comporte 2" éléments distincts.

On a vu, au Chapitre 1, que dans un triangle de Steinhaus binaire, chaque élément du
triangle peut étre exprimé en fonction des éléments de la premiere ligne, du coté gauche ou du
coté droit du triangle. De la méme maniere, dans une matrice de Steinhaus, chaque élément
du triangle supérieur peut étre exprimé en fonction de la premiere ligne, de la derniere
colonne ou de la surdiagonale de la matrice.

Proposition 2.1.2. Soit M = (a;;) une matrice de Steinhaus de taille n > 2. Alors, pour
tout i et tout j, 1 <1< j<n, ona

i1 . n—j . j—i-1 ,. .
1—1 n—7j 7—1—1
Qij = E < k )al,j—k = E < i )ai+k,n = E < L )@i+k,z'+k+1-

k=0 k=0 k=0

Preuve. Ce n’est qu’une réécriture de la Proposition 1.1.7. O

Le vocabulaire de la théorie des graphes utilisé dans ce chapitre et le suivant est issu du
livre de Diestel [7].

Définition 2.1.3. Soit s une suite de longueur n—1 > 0 dans Z/2Z. Le graphe de Steinhaus
associé a la suite s est le graphe simple G(s) & n sommets dont la matrice d’adjacence
A (G(s)) est la matrice de Steinhaus M(s), i.e.

A(G(s)) = M(s).

Chaque sommet d'un graphe de Steinhaus G(s) est numéroté selon l'ordre des lignes dans
la matrice M (s) et le iéme sommet de G(s) est noté V; pour tout 7, 1 < i < n.

Par exemple, le graphe simple a 5 sommets de la Figure 2.1 est le graphe de Steinhaus
G(s) associé a la suite s = (1100). Pour tout entier n > 1, le graphe sans aréte a n sommets
est le graphe de Steinhaus associé a la suite nulle de longueur n — 1.

Les graphes de Steinhaus ont été introduits en 1978 par Molluzzo [19]. Sa définition des
graphes de Steinhaus correspond avec le complémentaire des graphes que 1’on considere dans
ce chapitre. La définition utilisée ici a été donnée pour la premiere fois par Dymacek [8].

Une des premieres propriétés que 'on peut observer est que, pour tout graphe de Stein-
haus G, si 'on efface les premier ou dernier sommets et leurs arétes incidentes, on obtient
un nouveau graphe de Steinhaus.
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Fi1G. 2.1 — Exemple de graphe de Steinhaus

Notation. Soit G un graphe de Steinhaus a n > 1 sommets. Alors, pour tout entier i,
1 <i < n,onnote G\ {V;} le graphe, a n — 1 sommets, obtenu de G en supprimant le ieme
sommet V; et ses arétes incidentes dans G.

Proposition 2.1.4. Soit s = (aq,...,a,_1) une suite de longueur n — 1 > 1 dans Z/27.

Alors les graphes G(s) \ {Vi}, G(s) \ {Vi.} et G(s) \ {V1,Vi} = (G(s) \{Vi}) \ {V.} =
(G(s) \ {V,.}) \ {V1} sont les graphes de Steinhaus suivants :

G(s)\ {V1} = G (0s),
G(s)\{Va} =G ((a1,...,an-2)),
Gs)\{V1,V,} =G ((a1 + ag,...,ah-3+ an_2)).

Preuve. La matrice d’adjacence du graphe G(s) \ {Vi} est la matrice de Steinhaus M(s)
dont on a tronqué la premiere ligne et la premiere colonne. Elle est donc égale a

M (ay +ag,...,an_o+ an_1) = M (0s)

et le résultat s’ensuit. La matrice d’adjacence du graphe G(s) \ {V,} est la matrice de
Steinhaus M (s) dont on a tronqué la derniere ligne et la derniére colonne. Elle correspond
donc a

M(al,...,an_g).

En combinant ces deux résultats, on obtient que la matrice d’adjacence du graphe G(s) \
{V1,V,,} est la matrice de Steinhaus

M ((0,1 -+ ag,...,0n_3 + an_g)) .

Ce qui conclut la preuve. O

On peut également montrer que les graphes de Steinhaus sont presque tous connexes. Ce
résultat et sa preuve sont issus de [8].

Théoréme 2.1.5. Soit s une suite de longueur n — 1 > 1 dans Z/2Z. Alors, le graphe de
Steinhaus G(s) est conneze si, et seulement si, s # (0...0).
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Preuve. Par récurrence sur n. Pour n = 2, il n’existe que deux matrices de Steinhaus qui

sont
0 0 ot 0 1
0 0 1 0/°

Les graphes de Steinhaus a 2 sommets sont donc soit le graphe sans aréte a 2 sommets
qui est totalement disconnexe, soit le graphe complet K5 a 2 sommets qui est bien connexe.
Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour les graphes de Steinhaus a n—1 sommets

et prouvons le pour ceux a n sommets. Soit s = (aq, . .., a,_1) une suite de longueur n—1 dans
Z/2Z. Comme G’ = G((ay,...,an—2)) est un graphe de Steinhaus a n — 1 sommets, on sait,
par hypothese de récurrence, que G’ est connexe si, et seulement si, (ay,...,a,_2) # (0...0).

Distinguons les différents cas :
— Sis=(0...0), alors la matrice de Steinhaus M (s) est la matrice nulle de taille n x n
par définition et donc le graphe de Steinhaus G(s) est le graphe totalement disconnexe
a n sommets.
~ Sis=(0...01), alors la matrice de Steinhaus M (s) = (a; j)1<ij<n €St définie par

a;; =0 pourl<i<jyj<n-—1,
aip, =1 pour 1<e<n—1

Le graphe de Steinhaus G(s) est donc le graphe étoile a n sommets qui est un graphe
connexe.

— Si(ay,...,a,_2) # (0...0) alors par hypothese de récurrence le graphe G’ est connexe.
La seule possibilité pour que G(s) ne soit pas connexe est donc que V,, soit un sommet
isolé, soit

a;, =0, V1 <i < n.

Ce qui implique, par la Proposition 2.1.2, que s = (0...0). On obtient donc une
contradiction.
]

Un probleme général sur les graphes de Steinhaus est celui de caractériser ceux qui
possedent une propriété graphique donnée. Les graphes de Steinhaus bipartis [4, 9, 12] et
ceux planaires [11] ont été caractérisés.

Définition 2.1.6. On appelle graphe pair un graphe pour lequel tous ses sommets sont
de degrés pairs, et graphe impair un graphe pour lequel tous ses sommets sont de degrés
impairs.

Dans la suite de ce chapitre, on étudie les graphes de Steinhaus pairs et impairs. Ces
résultats sont en partie issus de [8] mais souvent reformulés. Cependant, a la section suivante,
on donne une nouvelle preuve du théoreme principal utilisé dans I’étude de ce type de graphes
de Steinhaus. On s’intéresse a la notion plus forte de graphes de Steinhaus réguliers, c’est-
a-dire ou tous les sommets ont le méme degré, au Chapitre 3.
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2.2 Une nouvelle preuve du théoreme de Dymacek

Définition 2.2.1. Soit M = (a;;) une matrice carrée de taille n > 1. La matrice M est
dite bisymétrique si les éléments de M sont symétriques par rapport a sa diagonale et a son
antidiagonale, i.e.

Aij = ji = Ap_jp1n—i+1, V1< 2,7 <n.

Par exemple, la matrice suivante est une matrice bisymétrique de taille n = 5.

N W = O =
W = 00 N O
— 00 O 00
SN OO = W
— O = W

Théoréme 2.2.2 (Dymacek,1979). La matrice d’adjacence d’un graphe de Steinhaus pair
est bisymétrique.

Ce théoreme, qui est la pierre angulaire de 1’étude des graphes de Steinhaus pairs et
impairs, apparait ici comme un corollaire du théoreme suivant, ou 'on prouve que tout
élément de 'antidiagonale d’une matrice de Steinhaus peut étre exprimé en fonction des
degrés des sommets de son graphe associé.

Notation. Soit G un graphe de Steinhaus & n > 1 sommets et M = (a;;) sa matrice de
Steinhaus associée. Pour tout entier ¢, 1 < i < n, on note deg,(V;) le degré du sommet V;
dans G, i.e.

deg (Vi) = > aij,
=1

ou a;; est considéré comme un élément de {0,1}. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le
graphe G concerné, on note simplement deg(V;).

Théoréme 2.2.3 (Chappelon,[6]). Soit G un graphe de Steinhaus a n > 2 sommets et
M = (a;;) sa matrice de Steinhaus associée. Alors, chaque élément de lantidiagonale de M
peut étre exprimé en fonction des degrés des sommets de G, a savoir, pour touti, 1 <1 < L%J ,
on a

i—1 i—1

1—1 1—1
Q5 n—i+1 ( I ) deg (‘/H-k-i-l) = < I ) deg (Vn—i—k) (mod 2)

k=0 k=0

Preuve. On commence par exprimer le degré de chaque sommet du graphe G en fonction
des éléments de la premiere ligne, de la derniere colonne et de la surdiagonale de M. On

47



Produit par HAL - 27 Mar 2009

considere ici les éléments a; ; comme des entiers de {0,1}. Pour tout ¢, 2 < i < n—1, on

obtient
deg(V; Zaw Za],+ Z a; j

j=i+1
i— 1 n
= (@01 +aj5001) + Y (@11 +ain)
] 1 j Z—I—l
= E a_] i+1 + E a_] i+1 + E Qj— 1,9 + E Qj— 1,9

Jj=i+1
= al,z—l—l + az,z—l—l + Qi—1 + az—l,n (I'IlOd 2)

Ceci entraine, par la Proposition 2.1.2, que

i—1 .
1—1
Z( )deg k1) =

=0

MH

( ) a1,itht2 + Qitktt,ivhtr2 + Qitkith+1 + Qitkn)
k=0 '

i—1 . 1 i—1 . 1

= Z ( )Cll 2i—k+1 T Z ( I )az+k+1 itk+2
k=0 k=0

i—1 _1 i—1 _1
< 2 )az+kz+k+l+2( I )Clz+kn

k=0 k=0
= Qi2it1 + Qip12i01 + Gi2i + Qip—it1 = Qip_iy1  (mod 2),

_|_

pour tout 7, 1 <7 < ng La seconde équivalence peut étre traitée de la méme maniere. [

Remarque. On déduit du Théoreme 2.2.3 une condition nécessaire sur les degrés des sommets
pour qu'un graphe donné soit un graphe de Steinhaus. En effet, les degrés d’un graphe de
Steinhaus a n sommets doivent satisfaire les équations suivantes dans Z /27 :

i1 . i1 .
11— 1 . n
0 < i ) deg (Vigps1) = E ( ) deg (Vo—i—x) (mod 2), V1 <i < ng )

k= =0
Plus généralement, un probleme ouvert (Question 3 de [10]) est de déterminer si un graphe
arbitraire, pas nécessairement labellé, est isomorphe a un graphe de Steinhaus.
On continue par la caractérisation des matrices de Steinhaus bisymétriques qui apparait

dans [8].

Proposition 2.2.4. Soit M = (a;;) une matrice de Steinhaus de taille n > 3. Alors les
assertions suitvantes sont équivalentes :

(i) la matrice M est bisymétrique,

(i) la surdiagonale de M est une suite symétrique,

(i11) les éléments a;n—iv1 de lantidiagonale de M s’annulent pour tout i, 1 <i < VLT_IJ

Preuve.

(i) = (ii) : Evident.
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(ii) == (iii) : Supposons la surdiagonale de M symétrique, i.e.

Qi i+1 = Qp—in—i+1,

pour tout 7, 1 <7 < n — 1. Si n est impair, alors on a

n—2i+1

n—21 . .
n— 21 2 n—2
Ain—it1 = E I At kyith+1 = E 2 (it itht1 + Ani—kn—i—k+1) = 0,
k=0 k=0

pour tout 7, 1 <7 < VT_lJ Sinon, si n est pair, alors on obtient

n__;_
2

n—2 n—22—1
Qi p—it1 = Z ( 2 )(ai+k,i+k+1 + an—i—k,n—i—k—l—l) + 2( N )CL%7%+1 =0,

5 =1
k=0 2

pour tout 7, 1 <17 < L”T_IJ

(iii) = (i) : Par induction sur n. On considere la sous-matrice N = (a;;)2<ij<n—1 qui
est une matrice de Steinhaus de taille n — 2. Par hypothese d’induction, la matrice N est
bisymétrique. Il reste alors a prouver que a;; = @n—j4+1,, pour tout j, 2 < j < n. Comme
ay, = 0, il s’ensuit que ay -1 = a1, + a2, = az, et pour tout j,2<j<n—2,ona

n—1 n—j
ayj = E Qo+ Q11 = E Agn—1 1+ A2n = Qp_ji1n-
k=j+1 k=2

O

Corollaire 2.2.5 (Dymacek,[8]). Pour tout entier n > 1, il y a exactement ol3] matrices
de Steinhaus de taille n bisymétriques.

Preuve. Soit n > 1 un entier. Par la Proposition 2.1.2, toute matrice de Steinhaus est
entierement définie par sa surdiagonale. On en déduit, par la Proposition 2.2.4, qu’il existe
une bijection entre les matrices de Steinhaus de taille n bisymétriques et les suites binaires

de longueur n — 1 symétriques. Il existe 2 (%71 suites binaires symétriques de longueur n—1.
Ce qui conclut la preuve. O

On peut maintenant prouver le théoreme de Dymacek.

Preuve du Théoréme 2.2.2. Soient G un graphe de Steinhaus pair a n sommets et M = (a; ;)
sa matrice de Steinhaus. Si n = 1, alors M = (0) qui est bien une matrice bisymétrique.
Sinon, pour n > 2, le Théoreme 2.2.3 implique 1’égalité suivante

i1 .
1—1
ip—iv1 = Z ( i ) deg (Viygr1) =0  (mod 2),

k=0

pour tout 7, 1 <1 < [%J Finalement, la matrice M est bisymétrique par la Proposition 2.2.4.
O
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2.3 Graphes de Steinhaus pairs

Les résultats de cette section et de la suivante sont principalement issus de [8].

Définition 2.3.1. Soit G un graphe a n > 1 sommets {Vi,...,V,}. Le graphe G est dit
symétrique si
deg(V;) = deg(Vy—ir1), VI < i < n.

Proposition 2.3.2. Soit G un graphe a n > 1 sommets et M = A(G) = (a;;) sa matrice
d’adjacence. St la matrice M est bisymétrique, alors le graphe G est symétrique.

Preuve. Pour tout 7, 1 < i < n, on obtient

n

deg(Vi) = Zam’ = Zan—j-i-l,n—i-i-l = Zajm—i—i-l = deg(Vn—i+l)~
, =1

J=1 J=1

Ainsi, par le théoreme de Dymacek, tout graphe de Steinhaus pair est symétrique.

Définition 2.3.3. Soit T 'opérateur
T:SM,(Z2)2Z2) — SM,_3(Z/27)

qui a toute matrice M = (a; ;) de SM,,(Z/2Z) associe la matrice T'(M) = (b; ;) de SM,,_5(Z/2Z)
définie par b; ; = ;41,42 pour tout i et tout j, 1 <4 < j < n. Le triangle supérieur (resp.
inférieur) de la matrice T'(M) est donc inscrit dans le triangle supérieur (resp. inférieur) de

la matrice M comme on peut le voir dans la représentation de la matrice M ci-dessous :
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0 Q12 13 Q14 Q15 Q16 - "¢ A1n—4 a1,n-3 a1,n—2 a1,n-1 A1n
0 a23 b1,2 b1,3 b1,4 b1,n—5 b1,n—4 bl,n—3 a2n
0 as .4 b2,3 b2,4 b2,n—4 b2,n—3 a3 n
0 ass bsa bs 3 ayp
0 a5,6 a'5,n
0

0 Ap—5n—4 bn—6,n—5 bn—G,n—4 bn—6,n—3 Qp—5n

0 Qp—4n-3 bn—5,n—4 bn—5,n—3 Qp—4n
0 Qp—3n—2 bn—4,n—3 Qp—-3n
0 Ap—2n—1 Qn-2n
0 Qp—1n
0

Proposition 2.3.4. Soit M = (a; ;) une matrice de Steinhaus de taille n > 1. Alors,

T (M) bisymétrique,

M . ’ .
bisymétrique <= { a1 = 0.
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Preuve. Provient directement de la Proposition 2.2.4. O

Notation. Soit G un graphe de Steinhaus a n > 4 sommets. Par abus de langage, on note
T(G) le graphe de Steinhaus a n — 3 sommets dont la matrice d’adjacence est 1'image par
lopérateur T de la matrice d’adjacence du graphe G, soit

A(T(G)) :=T(A(G)).

Proposition 2.3.5. Soit G un graphe de Steinhaus a n > 4 sommets. Alors, on obtient la
relation suivante entre les degrés des sommets de G et ceux des sommets de T'(G) :

degy ) (Vi) = degg(Vigr) + dega(Vige)  (mod 2), VI <i<n—3.

Preuve. Notons A(G) = (a;;) et A(T(G)) = (b;;) les matrices de Steinhaus associées aux
graphes G et T'(G) respectivement. Alors, pour tout entier i, 2 < i <n —4, on a

i+1

degG(‘/i-l-l) + degG Z+2 Z Aj,i+1 + Z Qi+1,j + Z ji+2 + Z Ait2,5

j=i+2 J=1+3

= E (@1 + ajit2) + 20541042 + E (@it1 + Gita;)
J= 1 Jj= z+3

_Za’]z+2+ Z Q41,5 —Zb]l_l_ Z by]
j=i+3 j=i+1

:degT (Vi) (mod 2).

De méme, pour ¢ = 1 et ¢ = n — 3, on obtient

degn (Vo) + deg(Vs) = aro + Z agj + a13+ ass + Z as;j

Jj=3 Jj=4

Zaza = Zblj = degr) (V1)  (mod 2),

n—3 n—2
degG(Vn—2) + degg(vn—l) == Z aj,n—2 + an—2,n—1 + an—2,n + Z aj,n—l + an—l,n
j=1 j=1

n—4
= Z Ajn—1 = Z bjm_g = degT(G)(Vn_g) (mod 2)
j=2 j=1
0
Théoréme 2.3.6 (Dymacek,[8]). Soit G un graphe de Steinhaus a n > 4 sommets. Alors,
G pair = T(G) pair.

De meéme,
G impair = T(G) pair.
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Preuve. Par la proposition 2.3.5, on a
degr() (Vi) = degg(Vigr) +degg(Vigz) =0 (mod 2),

pour tout 7, 1 << n—3. O

On construit maintenant un opérateur ”inverse” de T'. Soit N = (b; ;) une matrice de
Steinhaus de taille n > 1 fixée. On détermine les matrices de Steinhaus M = (a;;) de
taille n + 3 telles que T'(M) = N. Tout d’abord, on sait, par définition de T, que la suite
(@13, ...,01,12) est une suite primitive de la suite (b1 2, ..., b1, ). Toute matrice de Steinhaus
étant entierement déterminée par sa premiere ligne, on en déduit que la matrice M ne dépend
que du choix des éléments a; 2 et ay,+3 et du choix de la primitive (a3, ...,a1,-1). Ainsi,
il existe 8 matrices de Steinhaus M distinctes de taille n + 3 telles que T'(M) = N. De plus,
si la matrice IV est bisymétrique, alors la Proposition 2.2.4 entraine qu’il existe exactement
4 matrices de Steinhaus M de taille n 4 3 et bisymétriques telles que T'(M) = N. Ce sont
celles ou a; ,+3 = 0. Enfin, si le graphe associé a la matrice N est pair et que 'on souhaite
que le graphe associé a la matrice M le soit également, alors il faut de plus que Z;L:f’ a;; =0
(mod 2), soit que

n—1
ajo = Zaw— (mod 2).
=3

Il ne peut donc y avoir plus de 2 graphes pairs a n + 3 sommets dont I'image par T soit le
graphe pair associé a la matrice N. On définit maintenant ces deux opérateurs inverses et
on montre que les graphes de Steinhaus pairs sont stables par eux.

Définition 2.3.7. Soit k € {0,1} et n > 1. Soit Uy 'opérateur
Up : SM,(Z)27) — SM,,5(Z/27)

qui & toute matrice M = (b;;) de SM,(Z/2Z) associe la matrice Uy(M) = (a;;) de
SM,13(Z/27) définie par

(

A1n4+3 = 0,

(&1,3, ce al,n+2) = Pk((b1,2a sy bl,n))a
n+2

a12 = Zau,
j=3

ou Py((b12,...,b1,)) est la suite primitive de (by 2, ..., b1 ,) définie a la Proposition 1.1.4.

Proposition 2.3.8. Soit k € {0,1}. Pour toute matrice de Steinhaus M de taillen > 1, on
a
T(U(M)) = M.

Preuve. Ce résultat provient de la Proposition 1.1.5, en particulier du fait que pour toute
suite binaire s de longueur n, on a dP;(s) = s. O
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Notation. Soit k¥ € {0,1}. Soit G un graphe de Steinhaus a n > 1 sommets. Par abus de
langage, on note Uy(G) le graphe de Steinhaus a n 4+ 3 sommets dont la matrice d’adjacence
est I'image par I'opérateur U, de la matrice d’adjacence du graphe G, soit

On peut alors maintenant énoncer le théoreme qui permet I’étude des graphes de Stein-
haus pairs.

Théoréme 2.3.9 (Dymacek,[8]). Soit G un graphe de Steinhaus a n > 1 sommets. Alors,
le graphe G est pair si, et seulement si, les deuzx graphes Uy(G) et Uy (G) sont des graphes
pairs a n + 3 sommets.

Preuve. Par le Théoreme 2.3.6, si Uy (G) est un graphe de Steinhaus pair a n + 3 sommets
pour k = 0 ou 1, alors le graphe T'(Ui(G)) = G est un graphe de Steinhaus pair & n sommets.
Réciproquement, supposons que le graphe G soit un graphe de Steinhaus pair a n sommets.
Soit k € {0,1}. On note M = A(Uy(G)) = (a;;). Par le Théoreme 2.2.2, la matrice de
Steinhaus associée au graphe G est bisymétrique donc, par définition de Uy, on en déduit
que la matrice M est également bisymétrique. Le graphe Uy(G) est donc symétrique par la
Proposition 2.3.2. On obtient alors

degy;, () (V1) = degys, () (Va) = Z ajj =aio+ Z a;; =2 Z a;; =0 (mod 2).
=2 =3 =3

De plus, par le Théoreme 2.2.3, on a
degUk(G)(V?> = degUk(G)(Vn—l) =a1,=0 (mod2).

Enfin, par la proposition 2.3.5, on obtient, pour tout j, 3 < j < n—2, 'équivalence suivante :

j—1

degy, (Vi) = degy, () (Vo) + degy, () (V) = Z (degUk(G)(Vl) + degUk(G)(w—l—l))
1=2

J—1 Jj—2
= ZdegT(Uk(G))(V}_l) = ZdegG(Vl) =0 (mod 2).
1=2 =1

O

Théoréme 2.3.10 (Dymacek,[8]). Soit n > 1 un entier. Si on note P(n) le nombre de
graphes de Steinhaus pairs a n sommets, alors

P(n) =2L3].

Preuve. On déduit du Théoreme 2.3.9 que, pour tout entier n > 4, on a
P(n) =2 x P(n—3).

On conclut la preuve en observant que pour n € {1,2,3}, il n'y a qu'un seul graphe de
Steinhaus pair a n sommets qui est le graphe totalement disconnexe, le graphe sans aréte a
n sommets. ]
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2.4 Graphes de Steinhaus impairs

On commence par rappeler que tout graphe simple possede un nombre pair de sommets
de degrés impairs.
Proposition 2.4.1. Soit G un graphe simple. Alors, le graphe G posséde un nombre pair de

sommets de degré impair.

Preuve. Notons V' I'ensemble des sommets et £ ’ensemble des arétes de G. Alors, comme
chaque aréte possede deux extrémités, on a

> deg(v) =2 x |E].

veV

En écrivant cette somme modulo 2, on obtient bien que le nombre de sommet de degré impair
est pair. [

On en déduit immédiatement :

Proposition 2.4.2. Il n’existe pas de graphe simple impair avec un nombre impair de som-
mets.

On construit maintenant 'opérateur I qui permet la caractérisation des graphes de Stein-
haus impairs a partir des graphes de Steinhaus pairs.

Définition 2.4.3. Soit I 'opérateur
I:S8M,(Z)27) — SM,(Z]2Z)

qui a toute matrice de Steinhaus M(ay,...,a,—1) de taille n > 1 associe la matrice de
Steinhaus M (ay, ..., ap_2,a,-1 + 1).

Par exemple si s = (1100), alors (M (1100)) = M(1101).

01100 01101
10010 10011
M@1100)=[1 0 0 1 1| M@w0)=]|1 00 1 0
01100 01101
00100 11010

Proposition 2.4.4. Pour toute matrice de Steinhaus M de taillen > 1, on a I(I(M)) = M.

Preuve. Evident. O
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Notation. Pour tout graphe de Steinhaus G a n > 1 sommets, on note I(G) le graphe de
Steinhaus a n sommets dont la matrice d’adjacence est 'image de celle du graphe G par
I'opérateur I, i.e.

A(G)) = I(A(G)).
Proposition 2.4.5. Soit G un graphe de Steinhaus a n > 1 sommets. Alors
deg;) (Vi) = degg(Vi) +1  (mod 2),
pour tout 1, 1 < i< n—1. De plus, pour i =n,

degI(G)(Vn) = deg(Vo) +n—1 (mod 2).

Preuve. Soient M = A(G) = (a;;) et I(M) = A(I(G)) = (b;;). Tout d’abord, examinons la
structure de I(M) en fonction de M. Par la Proposition 2.1.2, on a

e i-1 .
1—1 i—1 | |
:;( k )bLj—k:Z( k )al,j—k:ai,j, Vi<i<ji<n—1,

k=0

et pour tout 4, 2 <1< n—1,

1. i—1 . i-1 .
1—1 1 —1 1—1
bn— :bn bn— = nt1 n—k = Qjn+ 1.
O(k)L k 1, +k2:;<k)1, k &1,++;<k>a1, E= Qjpn+

Pour tout 7, 1 <7 < n — 1, on obtient alors

71—

k=

n—1
deg (e ( szg—i-bm—Za”+am+1_degG(Vi)+l (mod 2).
Jj=1 j=1
De plus, pour 2 =n, on a
n—1 n—1
degI(G)(V = Z b] n = a] n T 1 degg(vn) +n—1 (mod 2)
j=1 7j=1

O

Les graphes de Steinhaus impairs a 2n sommets peuvent alors étre associés aux graphes
de Steinhaus pairs a 2n sommets.

Théoréme 2.4.6 (Dymacek,[8]). Soit G un graphe de Steinhaus a 2n > 1 sommets. Alors,
le graphe G est pair si, et seulement si, le graphe I(G) est impair.

Preuve. Immédiat par la Proposition 2.4.5. O

25



Produit par HAL - 27 Mar 2009

Théoréme 2.4.7 (Dymacek,[8]). Soit n > 1 un entier. Si on note Imp(n) le nombre de
graphes de Steinhaus impairs a n sommets, alors

Imp(n) = 2L%J st n pair,
0 8% M AMpaar.

Preuve. Par la Proposition 2.4.2 dans le cas ou n est impair et le Théoreme 2.4.6 dans le cas
ou n est pair. O
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Chapitre 3

Graphes de Steinhaus réguliers

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux graphes de Steinhaus réguliers et en particulier
a ceux de degré impair. Des résultats sur ces graphes réguliers sont conjecturés dans [2,
8]. On rappelle ces conjectures a la Section 3.1 et on prouve que les suites de la forme
(110)™ engendrent une famille de graphes de Steinhaus réguliers de degré pair. On rappelle
également un théoreme énoncé dans [8] et prouvé dans [2] qui donne la structure de la
matrice de Steinhaus associée a un graphe régulier de degré impair. A la Section 3.2, ce
théoreme est raffiné et on introduit la notion de matrices de Steinhaus multisymétriques.
A la Section 3.3, on détermine les relations liant les degrés d’un graphe de Steinhaus aux
éléments de sa matrice associée si celle-ci est multisymétrique. Ces résultats permettent alors,
a la Section 3.4, d’étudier les graphes de Steinhaus réguliers modulo 4 dont la matrice de
Steinhaus est multisymétrique. On détermine une borne supérieure du nombre de ces graphes
et on prouve qu’il n’existe pas de graphe de Steinhaus régulier & n sommets dont la matrice
associée est multisymétrique pour tout entier n impair, a l’exception du graphe sans aréte.
Enfin, les divers résultats de ce chapitre, qui apparaissent dans [6], permettent de pousser la
vérification jusqu’a 1500 sommets que K, le graphe complet a 2 sommets, est le seul graphe
de Steinhaus régulier de degré impair, améliorant ainsi d’un facteur 12 la borne précédente
connue (117 sommets).

3.1 Graphes de Steinhaus réguliers

On commence par énoncer les conjectures faites en 1979 par Dymacek [8] et portant sur
les graphes de Steinhaus réguliers.

Conjecture 3.1.1. Les graphes de Steinhaus réguliers de degré pair sont le graphe sans aréte
a m sommets, pour tout entier n > 1, et le graphe G(s) & n = 3m + 1 sommets engendré par
la suite périodique s = (110)™ de longueur 3m, pour tout entier m > 1.

Conjecture 3.1.2. Le graphe complet a deux sommets K5 est le seul graphe de Steinhaus
régulier de degré impair.
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Une premiere vérification de ces conjectures a été faite jusqu’a 25 sommets en 1988 [2].
Plus récemment, en 2007, la vérification a été poussée jusqu’a 117 sommets [1]. Ce progres
a été réalisé en recherchant les graphes réguliers parmi les graphes de Steinhaus pairs et
impairs. Grace a leur étude présentée au Chapitre 2, il est évident qu’il est plus rapide de
rechercher parmi 2 [5]+1 graphes paires et impairs, pour n pair, ou parmi 2 5] graphes paires
et impairs, pour n impair, que parmi I’ensemble des 2"~ ! graphes de Steinhaus & n sommets.
Les résultats obtenus au cours de ce chapitre vont permettre de vérifier, par ordinateur, la
Conjecture 3.1.2 jusqu’a 1500 sommets, améliorant ainsi d’un facteur 12 la borne précédente
connue.

On commence par vérifier que les suites de la forme (110)™ engendrent bien des graphes
de Steinhaus réguliers de degré pair. A la Figure 3.1 sont représentés les graphes de Steinhaus
G(110) et G(110110) qui sont réguliers de degré 2 et 4 respectivement.

9‘9

G(110) G(110110)
Fia. 3.1 — Les premiers graphes de Steinhaus réguliers de degré pair

Théoréme 3.1.3. Pour tout entier m > 1, le graphe de Steinhaus G((110)™) a 3m + 1
sommets est régulier de degré 2m.

Ce résultat est souvent cité mais n’est jamais prouvé explicitement dans la littérature.
La preuve donnée ici est basée sur une détermination explicite des éléments de la matrice de
Steinhaus associée a la suite (110)™, pour tout entier m > 1.

Preuve. Soit m > 1 un entier. Posons M = M((110)™) = (a;,) la matrice de Steinhaus
de taille 3m + 1 associée au graphe G((110)™). On commence par déterminer explicitement
chaque élément du triangle supérieur de la matrice M. Pour tout i et tout 7, 1 < i < j <
3m+1,ona

. :{ 0 pour (4,7) = (0,2), (1,1), (2,0) (mod 3),
" 1 pour (i,5) = (0,0), (0,1), (1,0), (1,2),(2,1),(2,2) (mod 3).

Ce résultat se vérifie rapidement grace a la relation :

Qi 5 = Aj—1,5-1 + ai—1,5, V2 <i< j <3m+ 1.
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De plus, on peut remarquer que, dans le triangle supérieur de M, trois éléments consécutifs
dans une méme ligne ou une méme colonne sont composés exactement de deux 1 et de un 0,
a savoir,

(Gas i1, 0iy42) € £(110), (101), (011)}, V1 <i < j < 3m— 1,

(CI,Z'_QJ,CLZ'_L]',QZ',]') c {(110), (101), (011)}, V3<i< ) <3m+ 1.

On obtient alors

3m—+1 m—1
deg(V1) = E aj = § (a1,36+2 + Q1 3k43 + Q1 ,3544) = 2,
j=2 k=0
3m m—1
deg(Vamy1) = g Qi 3m+1 = E (@3k+1,3m+1 + A3k+2,3m+1 + A3%+33m+1) = 2M.
k=0

De plus, pour tout I, 1 <1 < m, on a

31—1 3m+1 1-2

deg(Vy) = g a; 31+ E asl; = E (askt1,30 + Askro,3 + Askrs31) + Asi—2,3 + ag-1,31
i=1 j=3l+1 k=0
m—1

+as; 3141 + (a3 3642 + azi 343 + as13k44) =2(0— 1) +14+0+14+2(m —1) =2m
P

De méme, pour tout [, 1 <I<m—1,0n a

3m—+1 -1
deg(Vaq1) = E ;3141 E asi+1,5 = E (@3k41,3141 + A3k+2,3041 + A3%+331+1)
Jj=3l+2 k=0
m—1
+ E (@3141,36+2 + A3141,3%6+3 + Q3141 3k4+4) = 2L +2(m — 1) = 2m
k=1

Enfin, pour tout [, 0 < < m — 1, on obtient

3141 3m+1 -1
deg(Vay2) = E ;3142 + E asi4+2,5 = E (@3k41,3142 + Q36123142 + A3k+331+2)
j=31+3 k=0
m—1

+a3;11,3142 + a3142,3143 + A3142,3144 + Z (@3i42,36+2 + A3142,3%6+3 + A3112,3k+4)
k=l+1
=2l4+1404+1+2(m—-101—-1)=2m

Le graphe G((110)™) est donc bien régulier de degré pair 2m. O
Dans la suite de ce chapitre, on s’intéresse uniquement a la conjecture dans le cas impair.

On termine cette section avec le théoreme suivant, qui permet d’obtenir une premiere idée
de la forme d'une matrice de Steinhaus associée a un graphe régulier de degré impair.

Théoréme 3.1.4 (Dymacek,[8]). Soit G un graphe de Steinhaus a 2n sommets et régqulier
de degré impair k. Soit A(G) = (a;;) sa matrice de Steinhaus associée. Alors,
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-k =n,
- G\ {V4, Vo, } est un graphe de Steinhaus régulier de degré pair n — 1,
— a1, = A12n—j+1 pour tout 7, 2 < 7 < 2n— 1.

La preuve de ce théoreme est basée sur le Théoreme 2.2.2.

Preuve. On pose
M = A(G) = (aij)i<ij<on

=G \ {‘/17 V2n}a

N = A(G') = (aij)2<ij<on—1-

Comme le graphe G est impair a 2n sommets, on en déduit que le graphe I(G) est pair par
la Proposition 2.4.5. Par conséquent, I(M) est une matrice de Steinhaus bisymétrique par
le Théoreme 2.2.2. Par définition d’une matrice bisymétrique et de I'opérateur I, on obtient

1,5 = A2pn—j+1,2n +1 (mod 2) \V/Q 27’L —1.

De plus, comme [(M) est bisymétrique, la sous-matrice N est également une matrice de
Steinhaus bisymétrique et donc son graphe G’ est symétrique par la Proposition 2.3.2, soit

dege (Vi) = dege(Van—i—1), V1 <i < 2n—2.

Pour tout entier i, 2 < ¢ < 2n — 1, on obtient 1’égalité suivante
degG Z a] i + Z a; ] al,i + a'z',2n + degG’(‘/i—l)-
Jj=i+1

On en déduit que

a1+ Qi on = degc(Vi) - degGI(Vi—ﬂ = degc(vm—iﬂ) - degcf(vm—i) = A12n—i+1 T A2n—it12n-

Comme les éléments de la matrice M sont dans {0,1}, on a a;; = a3 2,—i+1 pour tout 4,
2< i< 2n—1, et a1; + a; 2, = 1. Par conséquent, on obtient 1'égalité

dege (Vi) = deg(Vigq) — 1, VI < i< 2n— 2.

Le graphe de Steinhaus G’ est donc régulier de degré pair k — 1. Enfin, on détermine k de la
maniere suivante :

2n—1 2n—1

2k = degG(Vl)—l—degG Vén Z aq Z—l— Z A 2n, = 20,17714— Z (CLLZ' + CLLQn) =242n—-2 = 27’L,
=2

soit k = n. Ce qui conclut la preuve de ce théoreme. O
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3.2 Matrices de Steinhaus multisymétriques

Définition 3.2.1. Soit M = (a; ;) une matrice carrée de taille n > 1. La matrice M est dite
multisymétrique si elle est bisymétrique et si chaque ligne de son triangle supérieur est une
suite symétrique, i.e., pour tout 7 et tout j, 1 <i < j < n,on a

Q5 = Qjn—j4it+1-

Par exemple, la matrice M ci-dessous est une matrice multisymétrique de taille n = 5.

<

I
DO O N =
O WO W
co o oo
D WO WO
O O N

Tout d’abord, il est facile de voir que chaque colonne de la partie triangulaire supérieure
d’une matrice multisymétrique est également symétrique.

Proposition 3.2.2. Soit M = (a;;) une matrice multisymétrique de taille n. Alors, chaque
colonne de la partie triangulaire supérieure de M est une suite symétrique, c’est-a-dire a; ; =
a;j—;; pour tout i et tout j, 1 <i < j<n.

Preuve. Provient de la relation : a; j = @ p—jt+it1 = Qj—in—i+1 = Gj—;,; pour tout ¢ et tout j,
1<i<y<n. O

Le résultat suivant caractérise les matrices de Steinhaus multisymétriques.

Proposition 3.2.3. Soit M = (a;;) une matrice de Steinhaus de taille n > 3. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) la matrice M est multisymétrique,
(ii) la premiére ligne, la derniére colonne et la surdiagonale de M sont symétriques,
(11i) les €léments a; p—it1, An—2i+1n—it1 €t a;2; s’annulent pour tout i et tout j, 1 < i <

n—1
"5+
Preuve. Similaire a la preuve de la Proposition 2.2.4 en utilisant la Proposition 2.1.2 et la
Proposition 3.2.2. O
On peut maintenant raffiner le Théoreme 3.1.4.

Théoréme 3.2.4. Soit G un graphe de Steinhaus a 2n > 4 sommets et régulier de degré
impair n. Alors G\ {V1, Va, } est un graphe de Steinhaus régulier de degré pair n —1 dont la
matrice de Steinhaus associée est multisymétrique.
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Preuve. On note M = A(G) = (ai;)1<ij<on la matrice de Steinhaus associée au graphe G.
Par le Théoreme 3.1.4, on sait que le graphe de Steinhaus G \ {V;, V3, } est régulier de degré
pair n — 1 et que 'on a

1,5 = A1 2n—j+1,

pour tout j, 2 < j < 2n — 1. Alors, pour tout j, 3 < j < 2n — 1, on obtient

asj + a29n—jr2 = (a1,j-1 + a1j) + (@1,20—j+1 + Q1,20—j42)
= (a1j-1 + @1,20—j12) + (a1; + @1,20—j11) = 0.

Donc la premiere ligne du triangle supérieur de la matrice N = (a;;)2<ij<2n—1, la matrice
de Steinhaus associée au graphe G \ {V1, V4, }, est une suite symétrique. De plus, par le
Théoreme 2.2.2, la matrice N est bisymétrique. Finalement, par la Proposition 3.2.3 et la
Proposition 2.2.4, la matrice N est multisymétrique. O

Remarque. A T'aide du Théoreme 3.2.4, il est facile de voir que la Conjecture 3.1.1 entraine
la Conjecture 3.1.2. En effet, si la Conjecture 3.1.1 est vraie, alors le graphe totalement
disconnexe a n sommets, i.e. le graphe de Steinhaus associé a la suite nulle (0...0), est le
seul graphe de Steinhaus régulier de degré pair dont la matrice associée soit multisymétrique.
Il s’ensuit, par le Théoreme 3.2.4, que si G(s) est un graphe de Steinhaus régulier de degré
impair a n + 2 sommets, alors s = (0...01) ou s = (1...1). Ainsi le graphe de Steinhaus
G(s) est le graphe étoile a n + 2 sommets S, 12, qui n’est pas un graphe régulier.

Dans la suite de ce chapitre, les matrices de Steinhaus multisymétriques sont étudiées en
détail. Tout d’abord, on détermine le nombre de ces matrices a 1’aide de I'opérateur 1" défini
page 50.

Proposition 3.2.5. Soit M = (a; ;) une matrice de Steinhaus de taille n > 4. Alors l'ex-
tension M de T(M) dépend uniquement des parameétres ay 2, a1j, €t ain, pour jo dans
{3,...,n—1}.

Preuve. Soit 3 < jo < n — 1. Chaque élément a, ;, pour tout j, 3 < j < n — 1, peut étre
exprimé en fonction de ay ;, et des éléments de la matrice T'(M) = (b; ;). En effet, on a

;

Jjo—2
apj; = ayj, + Z bik, pour 3 < j < Jo,
k=j—1
() 7
ai; = apj,+ Z b1y, pour jo<j<n-—1L
L k=j0—1
Alors les éléments a; 2, a1 j, et a1, déterminent l'extension M de T'(M). O

C’est pourquoi, pour toute matrice de Steinhaus N de taille n—3 > 1, il existe 8 matrices
de Steinhaus distinctes M de taille n telles que T'(M) = N. L’opérateur T peut également
étre utilisé afin de paramétrer les matrices de Steinhaus multisymétriques.
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Proposition 3.2.6. Soit M = (a; ;) une matrice de Steinhaus multisymétrique de taille n.
Soit j; un entier de l’ensemble {2i+1,... ,n—i} pour touti, 1 <i < L”T_IJ . Alors la matrice
M dépend uniquement des paramétres suivants :

1<

N

—ay;, et {G,Qi’jzi {%W — 1}, pour M pair,

- {a2i+1,j2i+1 ‘ 0<1< VT_?)W — 1}, poOUT M IMPALT.

Preuve. Soit M = (a; ;) une matrice de Steinhaus multisymétrique de taille n. On considere
les sous-matrices T(M), T*(M) = T(T(M)), T3(M), T*(M), .... Par applications succes-
sives de la Proposition 3.2.5 a I'extension T""!(M) de T*(M) et comme les éléments a; 11,
(p—2i+1n—i+1 €t a;9; s’annulent pour tout ¢, 1 < 7 < L” IJ par la Proposition 3.2.3, on en
déduit les dépendances de la matrice multisymétrique M. O

Remarque. Des paramétrisations explicites d'une matrice de Steinhaus multisymétrique peuvent
étre obtenues par applications successives de (x).

Le nombre de matrices de Steinhaus multisymétriques de taille n > 1 se déduit immédiatement
de ce résultat.

Théoréme 3.2.7. Soit n > 1 un entier. Si l'on note MS(n) le nombre de matrices de
Steinhaus multisymétriques de taille n, alors on obtient

MS(n) = 2(%1 , POUT M pasir,
o *5*] , POUT M IMpair.

3.3 Degrés des sommets des graphes associés aux ma-
trices de Steinhaus multisymétriques

Dans cette section, on analyse les degrés des sommets des graphes associés aux matrices de
Steinhaus multisymétriques de taille n > 1. On voit que, pour de tels graphes, la connaissance
des degrés des sommets modulo 4 impose de fortes conditions sur leur matrice associée. Afin
de prouver ce résultat, on distingue différents cas selon la parité de n.

Proposition 3.3.1. Soit n un nombre pair et G un graphe de Steinhaus a n sommets dont
la matrice de Steinhaus associée M = (a; ;) est multisymétrique. Alors, on a

deg(V1) = deg(Vn) = ar,241  (mod 2),
‘/2> (Vn—l) = 2a17g+1 (IIlOd 4)7

deg(V3) = deg(Vn—2) = 2az 41 (mod 4),

(
(
(
deg(Va;) = deg(Vi—2iy1) = 2a.2i41 + 20,2111 (mod 4), V2 <i < § —2.
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Preuve. Tout d’abord, la Proposition 3.2.3 implique que les éléments a;; et A2i41,2 +i+1
s’annulent pour tout ¢, 1 <@ < § — 1. Ceci conduit a

ﬁ

deg ‘/1 Zal,] = Z al,j + Cllm_j.;_g) + al,%-ﬁ-l = a17%+1 (IIlOd 2),

j=2
7+l 5+1
deg(Va) = a2+ 2 Z (a2 + agp_jy3) =2 Z agj = 2a12 + 2a1,n41 = 201,741 (mod 4),
j=3 j=3
n41 5+l
deg(‘/},) = (CL1,3 + a273) + Z (CLg,j + a37n_j+4) + a37%+2 = 2@2’3 + 2 Z as; = 2@2’%4_1 (IIlOd 4),
j=4 j=4

et, pour tout 7, 2< i< § —2,0ona

2i—1 g+i
deg(Va;) = g (@joi + ai—j2i) + a2 + g (a9ij + Q2in—j+2it1)
j=i+1 j=2i+1
2i—1 g+i
=2 g ajo; + 2 g ;.
j=i1+1 Jj= 2i+1
2%i—1 2-‘,—2 1 2-‘,—2
=2 E a]22+1+2 E a]22+1+2 E Q2;— 1]"‘2 E Q2;— 1,9
k=i+1 J=1+2 J=21 7j=2i+1

= 2041 ,2i41 + 2021 2i41 + 2a2i—1,2; + 2a2i_1,g+z‘
= 2041241 + 20912141 = 2a29i41 + 20, 2,41 (mod 4).

Enfin, on complete la preuve par la Proposition 2.3.2. O

Remarque. Soit n un nombre pair. Dans chaque graphe de Steinhaus a n sommets dont la
matrice de Steinhaus est multisymétrique, le 4éme sommet V} est de degré divisible par 4.

Proposition 3.3.2. Soit n un nombre impair et G un graphe de Steinhaus a n sommets
dont la matrice de Steinhaus associée M = (a; ;) est multisymétrique. Alors, on a

deg(V1) = deg(V,) =0 (mod 2),

S

(
deg(V2) = deg(V,,—1) = 2ay np1 (mod 4),

deg(Vai) = 2ai41,2i41 + 2a2i-1,2i11 + 2%2-_1/17*1” (mod 4), V2 <i < %2
deg(Vair1) = 2ag92i+2 (mod 4), V1 <i < "T_?’

Preuve. La Proposition 3.2.3 implique que les éléments a; o; et Qg ns1 s’annulent pour tout

+i
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1, 1 <1< ”T_l Cecl entraine

ntl nt1
2 2
deg (V1) = (a1 + a1p—jr2) = 2 Zam =0 (mod 2),
Jj=2 j=2
n+1

deg(V2) =ai1s + (ag; + asp—ji3) + Qg nis
]_

o
=9 Zag,j =2a12 + 2a17nT+1 = 20,1’717+1 (mod 4).

De méme, pour tout 7, 2 < i < %3 on a

2
2i—1 not i
deg(Va;) = E (@2 + agi—joi) + Qi + E (@9ij + A9in—jt2i41) + Gy i1 y;
j=1 j=2i+1
2 n 1
=2 E Qj 2; + 2 E Q24 5
_7,+1 ] =2¢+1
2i—1 7L23+ 2 +’L
=2 E ;. 2i41 +2 E Aj,2i+1 +2 E A2i—1,5 +2 E 21,5
Jj=t+1 Jj=i+2 j=2 Jj=21+1

= 2041 ,2i41 + 2091 2i41 + 2a2i—1,2; + 2a2i_17n771+i
= 2ai+172i+1 + 2@22'_1,21'4_1 + 2a22~_17n771+2~ (IIlOd 4),

et pour tout 7, 1 <7 < "T_?’, on obtient
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2 L
deg(Vaip1) = E (@j2i41 + Q2i—j412i41) + E (a2i+1j + A2i41n—j+2i+2)
=1 j=2i+2
7L+1 +’L
=2 E A5 2i+1 +2 E A241,j
Jj=t+1 Jj=2142
241 n 1 7L+1 +i
=2 E A j.2i4+2 +2 E 5,242 +2 E a2;,4 +2 E @255
J=t+1 J=t+2 j=21+1 J=21+42
= 2041 2i42 T 202i41 2i42 + 2a2i 2i41 + 2a2i,"7+1+i
= 2@22',2@'_1_2 = 2a2722‘+2 (I'IlOd 4)
Enfin, on complete la preuve par la Proposition 2.3.2. O

Remarque. Soit n un nombre impair. Dans chaque graphe de Steinhaus a n sommets dont la
matrice de Steinhaus associée est multisymétrique, le 3eme sommet V3 est de degré divisible
par 4.
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3.4 Matrices de Steinhaus multisymétriques associées
a des graphes de Steinhaus réguliers modulo 4

Dans cette section, on considere les matrices de Steinhaus multisymétriques de taille
n > 1 associées a des graphes de Steinhaus réguliers modulo 4, i.e. ol tous les sommets sont
de méme degré modulo 4. Tout d’abord, on peut déterminer une borne supérieure du nombre
de ces matrices. Deux cas sont distingués, suivant la parité de n.

Théoreme 3.4.1. Pour tout nombre pair n, il y a au plus ol %] matrices de Steinhaus
multisymétriques de taille n dont le graphe de Steinhaus associé soit réqulier modulo 4.

Preuve. Soit n un nombre pair et M = (a; ;) une matrice de Steinhaus multisymétrique de
taille n. Par la Proposition 3.2.6, la matrice M peut étre paramétrée par

apzni et {agigit1 |1 <1 <m—1},

n 2]

Supposons que 1’on connaisse les p parametres de

avec

P ={agigiy1 |m—p<i<m—1}.

Alors, par la Proposition 3.2.6, la matrice de Steinhaus multisymétrique 72™~P=D (M) peut
étre paramétrée par P. Donc les éléments

{ai,2i+1

dans T2(m=P=1) (M) ne dépendent que des parametres de P. De plus, si le graphe de Steinhaus
associé a M est régulier modulo 4, alors la Proposition 3.3.1 implique que aj, 241 =0 et

z(m—p)—1<¢<§—(m—p)}

a2 2i+1 = Aj2i+1,

pour tout 7, 2 <4 < § — 1. Il s’ensuit que les éléments

-1 . i—1 .
71— 1 1 —1
A2in—2(m—p)+1 = § : ( L )a272(%—(m—p)—k)+1 = E : ( k )a%—(m—p)—k,2(%—(m—p)—k)+1

dépendent seulement des parametres de P pour tout 4, 1 <i < § —3(m —p) + 2. Supposons
maintenant que p soit solution de I'inégalité suivante :

g—B(m—p)+2>m—p—1.

Alors, comme dans la preuve de la Proposition 3.2.6, on peut voir que 'extension M de
T2m=r=1 (M) dépend uniquement des éléments A2 n—2(m—p)+1 pour tout 4, 1 <i <m—p—1,
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et donc tous les éléments de la matrice M peuvent étre exprimés en fonction des p parametres
de P. Finalement une solution de cette inégalité est obtenue pour

SR
24 6 8

O

Théoreme 3.4.2. Pour tout nombre impair n, il y a au plus o151 matrices de Steinhaus
multisymétriques de taille n dont le graphe de Steinhaus associé est régulier modulo 4.

Preuve. Soit n un nombre impair et M = (q; ;) une matrice de Steinhaus multisymétrique de
taille n. Par la Proposition 3.2.6, la matrice M dépend uniquement des parametres ay; ) ni1
pour tout i, 0 < i < {”T_ﬂ — 1. Si le graphe de Steinhaus associé a M est régulier modulo 4,
alors la Proposition 3.3.2 implique que as2; = 0 pour tout j, 2 < j < "T_l, et donc

i—1
A2;25 = E a2.25—2k = 0,
k=0

pour tout 7 et tout j, 1 <i < j < "T_l

Sin=1 (mod 4), alors “* est impair et

g1, md g = Qg net o + Gy nir g =0,

n—3

pour tout 7, 0 <7 < {#J Par conséquent, la matrice M peut étre paramétrée par

{a4i+3,”7+3+2i 0<i<sm-— 1} )

o[

Supposons que 1’on connaisse les p parametres de

avec

P:{a4i+37n7+3+2i m—pgigm—l}.

Alors, par la Proposition 3.2.6, la matrice multisymétrique T*™=P)=1(M) peut étre pa-
ramétrée par P. Par conséquent les éléments

{&i,2i+1

dans T*m=P)=1 (M) dépendent uniquement des parametres de P. De plus, si le graphe de
Steinhaus associé a M est régulier modulo 4, alors la Proposition 3.3.2 implique que

=) <i < "5~ 2m =)

A2,2i+1 = 02—1,2i+1 = Aj+1,2i+1 + Agi—1,m51 4 = Qit1,2i41 + a(nTH_i)JrLg(nTﬂ_i)Jrl (mod 2),
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pour tout 7, 1 <17 < "T_l Si I'inégalité

5 —4(m —p) = 4(m — p)

est vérifiée, alors les éléments ag 9,11 dépendent uniquement des parametres de P pour tout ¢,
4(m—p) <i <2 —4(m—p). Comme ayy; = 0 pour tout i, 4(m—p) < i < 2 —4(m—p),
il s’ensuit que les éléments

{am

dépendent uniquement des parametres de P. Supposons maintenant que p soit solution de
I'inégalité suivante :

2<i<n+5—16(m —p)
8(m—p)+i—1<j<n+3—-8(m—p)

n+5—16(m —p) > 4(m —p) — 1.
Alors, l'extension M de TWm=P)=D (1) dépend uniquement des éléments a; ,3-g(m—p) POUT
tout 4, 2 <i <4(m—p)—1, et Gy ni1 qui s’annule par la Proposition 3.3.2. Donc, tous les
éléments de la matrice M dépendent uniquement des p parametres de P. Finalement, une
solution de 'inégalité est obtenue pour

=[5> |5

Sin =3 (mod 4), alors 2t est pair et

Ogiys, 58 49; = Qyipp il o + Qyigo nis o, =0,

n—3

. . -1 . . ~ troz
pour tout 7, 0 < 7 < W Gl —‘ — 1. Par conséquent la matrice M peut étre paramétrée par

2

{a4i+1,"7+1+2i 0<e< m}

e B

Comme précédemment, dans le cas n = 1 (mod 4), on peut prouver que tous les éléments
de la matrice M dépendent uniquement des p parametres de

avec

{a4i+1,%+2i m-p+1<i< m}
si p est solution de l'inégalité suivante
n—16(m —p)—4>4(m—p)+ 1.

Une solution est obtenue pour

= [l> |5
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Par la Proposition 3.2.6, en utilisant des paramétrisations explicites de matrices de Stein-
haus multisymétriques dont le graphe associé est régulier modulo 4, on obtient le résultat
suivant a l'aide d’une recherche par ordinateur :

Résultat calculatoire 3.4.3. Pour tout entier n < 1500, le graphe sans aréte a n sommets
est le seul graphe de Steinhaus a n sommets avec une matrice de Steinhaus multisymétrique
et qui soit régulier modulo 4.

Ce résultat peut étre rapidement prouvé pour tout nombre impair dans le cas spécial des
graphes de Steinhaus réguliers a n sommets dont la matrice de Steinhaus est multisymétrique.

Théoreme 3.4.4. Pour tout nombre impair n, il n’y a pas de graphe de Steinhaus réqulier
a n sommets dont la matrice de Steinhaus est multisymétrique, a [’exception du graphe sans
aréte a n sommets.

Preuve. Soit n un nombre impair. Soit G' un graphe de Steinhaus régulier a n sommets et
M = (a; ;) sa matrice de Steinhaus associée. Alors la Proposition 3.3.2 implique que

deg(V;) =0 (mod 4),

pour tout 7, 1 < i < n et
a2,2i4+2 = 0,

pour tout 7, 1 <7 < "T_?’ Si 'on note par @ la somme dans Z/27 et + la somme dans les
entiers, alors on obtient

n—3
2

n
deg(V3) = a1 3+ a3 + E as; = (a12 @ as3+ass) + E (a32j+1 + aszjt2) + 2a3,
j=4 7j=2
n—3
o
= 2as3 + 5 (a2,9; @ A29j+1 + A22j+1 D A22j1+2) + 202,51 D a2y
=2

n—1

5 n
=2 Za2,2j+1 = 2(a12 + Zazj) = 2 x deg(V3).

j=1 7j=3

Ceci entraine que deg(V;) = 0 pour tout i, 1 < i < n, et donc G est le graphe sans aréte a n
sommets. O

Finalement, le résultat calculatoire précédent permet d’étendre la vérification de la Conjec-
ture 3.1.2 jusqu'a n < 1500 sommets. En effet, comme prouvé dans une remarque de la
Section 3.2, pour un graphe de Steinhaus G' & 2n sommets, si G \ {Vi, V5, } est le graphe
sans aréte a 2n — 2 sommets, alors G est le graphe étoile a 2n sommets Sy, qui n’est pas un
graphe régulier. Par conséquent, par le Théoreme 3.2.4, on obtient

Théoreme 3.4.5. Il n’y a pas de graphe de Steinhaus réqulier de degré impair a 2 < n <
1500 sommets.
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Chapitre 4

Triangles de Steinhaus dans les
groupes cycliques

Dans ce chapitre, on étudie les triangles de Steinhaus dans les groupes cycliques. Les
résultats obtenus sont publiés dans [5]. A la Section 4.1, on définit la structure combinatoire
de triangles de Steinhaus et on présente le Probleme de Molluzzo qui est une généralisation,
a tout groupe cyclique, du Probleme de Steinhaus du Chapitre 1. Ce probleme consiste a
déterminer l'existence de suites balancées, c’est-a-dire de suites finies dont le triangle de
Steinhaus associé contient chaque élément du groupe cyclique avec la méme multiplicité.
Jusqu’a ce jour, aucune solution n’était connue. On montre, tout d’abord, que ce probléeme
n’admet pas toujours de solution positive en exhibant deux contre-exemples et on conjec-
ture ensuite qu’il est vrai dans tout groupe cyclique d’ordre une puissance de premier. Le
résultat principal de ce chapitre est la preuve que le Probleme de Molluzzo est vrai dans tout
groupe cyclique d’ordre une puissance de 3. Cette preuve est basée sur I’étude des suites
arithmétiques dans les groupes cycliques. Apres avoir étudié les longueurs admissibles des
suites balancées et la projection de suites balancées a la Section 4.2, on s’intéresse, a la Sec-
tion 4.3, aux triangles de Steinhaus associés aux suites arithmétiques. Les résultats obtenus
permettent de prouver, aux Sections 4.4 et 4.5, que dans tout groupe cyclique d’ordre im-
pair n, les suites arithmétiques de raison inversible sont balancées pour toutes les longueurs
m = 0ou—1 (mod ¢(n)n). On récapitule alors, a la Section 4.6, ce que I'on sait maintenant
a propos du Probléeme de Molluzzo et en particulier qu’il est vrai dans tout groupe cyclique
d’ordre une puissance de 3. Enfin, a la Section 4.7, on prouve que, contrairement aux groupes
cycliques d’ordre impair, presqu’aucune suite arithmétique n’est balancée dans les groupes
cycliques d’ordre pair.
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4.1 Triangles de Steinhaus et Probleme de Molluzzo

4.1.1 Triangles de Steinhaus

Soit Z/nZ le groupe cyclique d’ordre n > 1. Comme dans le cas des suites finies de Z/27Z
présenté au Chapitre 1, on peut définir des opérations de dérivation et d’intégration sur les
suites finies de Z/nZ.

Définition 4.1.1. Soit S = (ay, ..., a,) une suite de longueur finie m > 2 dans Z/nZ. La
suite dérivée de S est la suite S définie par

0S = (a1 +ag,...,am_1+any),

ou + désigne la somme dans Z/nZ. C’est une suite de longueur m — 1 dans Z/nZ. Par
convention, on admet que 0S = () si la suite S est de longueur m < 1, ou () désigne la suite
vide de longueur m = 0. Par itération du procédé de dérivation, on peut également définir
récursivement la iéme dérivée 9'S de la suite S par °S = S et 'S = 9 (0""'S) pour tout
1> 1.

Proposition 4.1.2. Soit S = (a1, ..., a,) une suite de longueur m > 1 dans Z/nZ. Alors
pour tout i, 0 <1 < m—1, laiéme dérivée de S peut étre exprimée en fonction des éléments
de S de la maniere suivante :

s (3 (o (e 3 (o)

k=0 k=0 k=0

Preuve. Par récurrence sur ¢ avec la Définition 4.1.1. O

Définition 4.1.3. Soit .S une suite de longueur m > 0 dans Z/nZ. On appelle suite primitive
de S toute suite T de longueur m + 1 telle que S soit sa suite dérivée, c’est-a-dire 9T = S.

Proposition 4.1.4. Pour toute suite S = (ay,...,a,) de longueur m > 0 dans Z/nZ, il
existe exactement n suites primitives dans Z/nZ, chacune ayant un premier élément distinct.
Pour tout i dans Z/nZ, on note P;i(S) la suite primitive de S commengant par i. Alors,

PZ(S) = (Z, a; — ’i, as — a1 + ’i, ...... ,Z (—1)m_kak -+ (—1>ml> .

k=1
Preuve. Soit S = (aq,...,a,,) une suite de longueur m dans Z/nZ. Si m = 0, alors S = ()
et la suite (7) est bien une primitive de S, pour tout ¢ de Z/nZ. Supposons maintenant que
m > 1et que T = (by,...,by11) soit une suite primitive de S. Alors, par récurrence sur j,

on peut montrer que chaque élément b; de T" peut s’exprimer en fonction des éléments de S
et de by, le premier élément de la suite T'. Pour tout j, 2 < j < m + 1, on obtient

—_

b= (1) " lap + (=177 "0y
1

<.

B
Il
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Il existe donc exactement n suites primitives de la suite S qui sont les suites P;(S) définies
précédemment. O

De la méme maniere que dans Z/27Z, ces opérations sont, en quelque sorte, réciproques.

Proposition 4.1.5 (Théoreme fondamental de 'analyse). Soient S = (ay, ..., a,,) une suite
de longueur m > 1 dans Z/nZ et i un élément de Z/nZ. Alors,
JP,(S) =S,

F;(0S) = S+ ((=1) (a1 — )Ly,

(a1 —4)7 = (i —ar,a —isi —ar,a1 — ;...
est la suite périodique de période 2 et de longueur m.
Preuve. Posons Pi(S) = (by,...,bmy1) et OPi(S) = (c1,. .., ¢m). Alors,
C1 :bl+b2:i+(a1—i) = ay,
et pour tout entier 7, 2 < 5 < m, on a

cj=bj +bjy = <i (1) g + (‘Uj_li) " (Z (=1 Far + (_1)%) = 4

k=1 k=1

On obtient donc bien que JF;(S) = S.
Posons maintenant 95 = (by,...,b,_1) et P (0S) = (¢1,. .., ¢n). Alors,
clzi:al—l—(i—al),

et pour tout entier j, 2 < 5 < m, on obtient

j—1 j—1
;= (=17 4 (=) = (1) T N ag + apg) + (1)
k=1 k=1
=3 (=17 ap 4+ (-1 P+ (1) = a; + (=1) (a1 — ).
k=1 k=2
Ainsi P; (0S) = S+ ((—=1)7(ar — 1));_;. Ce qui acheve la preuve. O

Dans la suite de ce chapitre, on s’intéresse aux triangles de Steinhaus dans Z/nZ.

Définition 4.1.6. Soit S = (ay,...,a,) une suite de longueur m > 1 dans Z/nZ. Le
triangle de Steinhaus AS engendré par la suite S est 'union multiensembliste, i.e. ou toutes
les multiplicités sont ajoutées, des suites dérivées successives de S, c’est-a-dire,

AS = mUl §'S = {Z <;) ik

=0 k=0

0<i<m—1, léjém—z}.

73



Produit par HAL - 27 Mar 2009

Remarque. Le triangle de Steinhaus engendré par une suite de longueur m > 1 est constitué

de (m; 1) éléments de Z/nZ, comptés avec multiplicité.

Par exemple, le triangle de Steinhaus AS associé a la suite S = (0122) de Z/3Z peut étre

représenté comme a la Figure 4.1, ou la ¢éme ligne du triangle correspond a la (i — 1)éme
suite dérivée 0715 de S.

F1a. 4.1 — Un triangle de Steinhaus dans Z/3Z

Définition 4.1.7. Une suite finie S dans Z/nZ est dite balancée si chaque élément de Z/nZ
apparait avec la méme multiplicité dans son triangle de Steinhaus AS.

Par exemple, la suite (2233) est balancée dans Z/5Z. En effet, comme représenté Fi-
gure 4.2, chaque élément de Z/5Z apparait deux fois dans son triangle de Steinhaus.

Remarque. Pour une suite S de longueur m > 1 dans Z/nZ, une condition nécessaire afin
d’étre balancée est que l'entier n divise le coefficient binomial (m;r 1), i.e. le cardinal du
triangle de Steinhaus AS.

F1G. 4.2 — Le triangle de Steinhaus d’une suite balancée dans Z/57Z

Cette construction est due a John C. Molluzzo en 1976 [19].

4.1.2 Le Probleme de Molluzzo

Molluzzo propose également une généralisation du probleme de Steinhaus a tous les
groupes cycliques.

Probleme 4.1.8 (Molluzzo, 1976). Soit n > 1 un entier. Pour un entier m > 1 donné,
est-il vrai qu’il eziste une suite balancée de longueur m dans Z/nZ si, et seulement si, le
coefficient binomial (m;—l) est divisible par n ?

Cette généralisation du Probléme de Steinhaus correspond a la Question 8 de [10]. Jusqu’a
ce jour, aucune solution de ce probleme n’était connue pour n > 3.
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Tout d’abord, on montre que le Probleme de Molluzzo n’admet pas toujours de solution
positive. En effet, cherchons, pour m petit, s’il existe une suite balancée de longueur m dans
Z/nZ telle que son triangle de Steinhaus associé soit constitué de chaque élément du groupe
avec une multiplicité égale a 1. Pour n = 1 et m = 1, le résultat est évident; pour n = 3
et m = 2, la suite (12) est balancée; pour n = 6 et m = 3, la suite (135) est balancée;
pour n = 10 et m = 4, la suite (1694) est balancée. Ces suites et leurs triangles associés
sont représentés a la Figure 4.3. Cependant, pour m = 5 et m = 6, une recherche exhaustive
montre qu’il n’existe pas de telle suite de longueur m, fournissant ainsi les premiers contre-
exemples au Probleme de Molluzzo.

v VO

Fic. 4.3 — Triangles de Steinhaus ol chaque élément du groupe a une multiplicité égale a 1

Résultat calculatoire 4.1.9 (contre-exemples au Probleme de Molluzzo).
1. 1l n’existe pas de suite balancée de longueur m =5 dans Z/157Z.

2. Il n'eziste pas de suite balancée de longueur m = 6 dans Z/217Z.

Dans la suite de ce chapitre, les résultats obtenus permettent de répondre positivement
et completement au Probleme de Molluzzo dans tout groupe cyclique d’ordre une puissance
de 3. Plus généralement, il est prouvé que, dans chaque groupe cyclique d’ordre impair,
il existe des suites balancées pour toutes les longueurs m = 0 ou —1 (mod ¢(n)n). De
ces résultats, on peut conjecturer que le Probleme de Molluzzo est vrai dans tout groupe
cyclique d’ordre une puissance de premier. Si cette conjecture s’avere étre vraie, alors, grace
aux contre-exemples précédents, il ne peut exister aucune maniere formelle de déduire une
réponse positive au Probleme de Molluzzo dans tout groupe cyclique d’ordre n, de la seule
validité de ce probleme dans tous les groupes cycliques d’ordre une puissance de premier.

4.2 Généralités sur les suites balancées

Dans cette section, on établit les longueurs admissibles pour les suites balancées dans
Z/nZ et on étudie le comportement de ces suites balancées et de leurs projections.

4.2.1 Longueur d’une suite balancée

Notations.
— L’ensemble des nombres premiers est noté P.
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— Pour tout nombre premier p, on note v,(n) la valuation p-adique de n, i.e. le plus grand
exposant e > 0 pour lequel p° divise n. Ainsi, la factorisation de n en éléments premiers

peut s’écrire
n = H pvp(n).
peEP

— Le nombre de facteurs premiers distincts de n est noté w(n), i.e. le nombre de premiers
p pour lesquels v,(n) > 1.

On a vu, a la Section 4.1, que pour une suite S de longueur m > 1 dans Z/nZ, une condi-
tion nécessaire afin d’étre balancée est que n divise le coefficient binomial (m; 1), le cardinal
du triangle de Steinhaus AS. L’ensemble des entiers m > 1 satisfaisant cette condition de

divisibilité est décrit dans le théoreme qui suit.

Théoreme 4.2.1. Soit n > 1 un entier. L’ensemble de tous les entiers m > 1 tels que le
coefficient binomial (mgl) soit un multiple de n est une réunion disjointe de 2° classes
distinctes modulo 2n si n est pair, et du méme nombre de classes distinctes modulo n si n
est impair. De plus, cet ensemble comprend les classes 2nN et (2n — 1) + 2nN sin est pair,
et les classes nN et (n — 1) +nN si n est impair.

Preuve. Soient n et m deux entiers positifs. Alors,

1
<m;— ) =0 (modn) <= m(m+1)=0 (mod 2n)
m(m+1)=0 (mod 2v(™M+1)
m(m+1)=0 (mod p»™), Vpe P\ {2}
e m=a (mod 2v2(")+1)
m=a, (modp»r™) VpeP\{2}

avec a, € {—1,0} pour tout nombre premier p. Chaque élément m de 'ensemble apparait
donc comme une solution d’un systeme de congruences composé de w(n) équations non-
triviales. Alors, le théoreme des restes chinois montre qu’il existe une unique solution modulo
n ou modulo 2n, selon la parité de n. On en déduit qu’il existe 2¥(") classes modulo 2n (resp.
modulo n) pour tout nombre n pair (resp. impair). En particulier, si n est pair (resp. impair)
et a, = 0 pour chaque nombre premier p, alors les entiers m, pour qui le coefficient binomial
(m; 1) est un multiple de n, constituent la classe 2nN (resp. la classe nN). De maniere
analogue, si n est pair (resp. impair) et a, = —1 pour chaque nombre premier p, alors de
tels entiers m forment la classe (2n — 1) + 2nN (resp. la classe (n — 1) 4+ nN). O

Corollaire 4.2.2. Soient p un nombre premier impair et k > 1 un entier. Alors, pour tout
entierm =1, on a

1
(m; ) =0 (modp')<=m=0o0ou —1 (mod p~).
De méme, pour tout entier m > 1, on a

(m;— 1) =0 (mod2¥) <= m=0o0u —1 (mod 2F).
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Par exemple, pour n = 825 = 3-52-11, 'ensemble des entiers m > 1 tels que le coefficient
binomial (m;r 1) soit divisible par 825 est la réunion disjointe des 8 classes a + 825N ou
a € {0,99, 275,374,450, 549,725, 824}.

4.2.2 Projections de suites balancées

Pour tout multiensemble fini M de Z/nZ, on note my; la fonction de multiplicité de M,
c’est-a-dire la fonction

mys : Z/nZ — N

qui a chaque élément x de Z/nZ associe le nombre d’occurrence my,(x) de z dans le mul-
tiensemble M. On convient que la fonction de multiplicité m,,; s’annule sur tout élément x
qui n’est pas dans M.

Comme d’accoutumée, le cardinal |M| d’un multiensemble fini M correspond au nombre
total des éléments de M, comptés avec multiplicité, c’est-a-dire,

M| = > my(z)

TEL/NL

Soit S une suite de longueur m > 1 dans Z/nZ. Comme le triangle de Steinhaus AS est un

multiensemble de cardinal (mH), il s’ensuit que la suite S est balancée si, et seulement si, la
m+1)
5 )

2
fonction de multiplicité mag, associée au multiensemble AS, est constante égale a %(

Pour tout facteur ¢ de 'entier n > 1, on note 7, le morphisme canonique et surjectif
7y @ L/nZ —» Z/qZ. Pour une suite finie S = (ay,aq,...,a,) de longueur m > 1 dans
Z/nZ., on note

mq(S) = (mg(a1), mg(az), - .., mglam)) ,

sa suite projetée dans Z/qZ. On étudie maintenant le comportement des suites balancées de
Z/nZ sous l'action de la projection 7, : Z/nZ —» Z/qZ.

Théoréme 4.2.3 (Théoreme de projection). Soient q un diviseur de n et S une suite de
longueur m > 1 dans Z/nZ. Alors, la suite S est balancée si, et seulement si, sa suite projetée
7y (S) est aussi balancée et la fonction de multiplicité mag : Z/nZ — N est constante sur
chaque coset du sous-groupe qZ/nZ.

Preuve. Pour tout x dans Z/nZ, il est clair que la multiplicité de m,(x) dans Am, (S) est la
somme des multiplicités dans AS de tous les éléments du coset x + qZ/nZ, c’est-a-dire,

n_y
Mary(s)(mg(2) = > mas(z + kq), Vo € Z/nZ.
k=0
Ce qui complete la preuve. 0
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4.3 Triangles de Steinhaus de suites arithmétiques

Dans cette section, on décrit la structure du triangle de Steinhaus associé a une suite
arithmétique de Z/nZ.

Notation. Soient a et d des éléments de Z/nZ et m > 1 un entier. On note
PA(a,d,m) = (a,a+d,a+2d,...,a+ (m —1)d)

la suite arithmétique de longueur m > 1 commencant par a et de raison d.

On commence par analyser les suites dérivées successives d une suite a progression arithmétique
dans Z/nZ. Tout d’abord, sa suite dérivée est aussi une suite arithmétique de Z/nZ. Plus
précisément, on a

Proposition 4.3.1. Soit n > 1 un entier et soient a et d dans Z/nZ. Alors, la iéme suite
dérivée de la suite arithmétique PA(a,d, m) est la suite a progression arithmétique

O PA(a,d,m) = PA (2'a+2""id, 2'd,m — i),

pour tout 1, 0 <7< m— 1.

Preuve. Posons S = PA(a,d,m) = (ay,as, ...,ay) et 8'S = (by, by, ..., by_;). Alors, on a

% 7

b, :i@)ajMzz(Z) (a+(j+k—1)d)=Z(]i) (a+(j—1)d +Z()

k=0 k=0 k=0

=2 (a+ (j — 1)d) +2"7Yd = (2'a + 27 id) + (5 — 1)2%,
pour tout 5, 1 < j < m —1. O

Notation. Soit S une suite de longueur m > 1 dans Z/nZ. On note AS(i, 7) le jeme élément
de la iéme ligne du triangle de Steinhaus AS, i.e. le jeme élément de la (i — 1)eme suite
dérivée 0°~1S de S, pour tout i, 1 <i < m, et tout j, 1 < j < m — i+ 1. Par exemple, avec
cette notation, le jeme élément de la suite S correspond a AS(1, 7).

On décrit maintenant les coefficients du triangle de Steinhaus engendré par une suite
arithmétique dans Z/nZ.

Proposition 4.3.2. Soit n > 1 un entier. Soient a et d dans Z/nZ et S = PA(a,d, m) une
suite arithmétique dans Z/nZ. Alors, on a

J

AS(L,j) = a+ (j - 1)d V<<
r<m, V1<j<m—1+1.

AS(i,§) =27 la+ 222 +i—3)d , V2

NN
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Preuve. 11 s’agit simplement d’une reformulation de la Proposition 4.3.1 en utilisant la no-
tation AS(i,j) introduite auparavant. O

On a vu a la Proposition 4.1.4 que toute suite finie de Z/nZ admet exactement n suites
primitives. Cependant, pour n impair, si S est une suite arithmétique de Z/nZ, alors il n’y
a qu'une seule primitive de S qui soit aussi une suite a progression arithmétique dans Z/nZ.

Proposition 4.3.3. Soit n un nombre impair et soient a et d dans Z/nZ. Alors, la suite

PA(27'a—272d,27 d, m+1) est l'unique suite primitive de la suite arithmétique PA(a,d, m)
qui soit également une suite a progression arithmétique dans Z/nZ.

Preuve. On sait, par la Proposition 4.3.1, que la suite dérivée de la suite PA(27'a —
272d,27 d, m + 1) est la suite arithmétique PA(a,d, m), c’est-a-dire,

OPA(27'a—27%d,27'd,m + 1) = PA(a,d,m).

Supposons maintenant que les suites a progression arithmétique PA(aq, dy, m+1) et PA(ay, dy, m+
1) aient la méme suite dérivée, c’est-a-dire,

OPA(ay,dy,m+ 1) = 0PA(ay,dy, m + 1).
Alors, par la Proposition 4.3.1, on a
PA(2CL1 + dl, 2d1, m) = PA(2CL2 + dg, 2d2, m)

Il s’ensuit que 2a; + d; = 2a9 + do et 2d; = 2dy. Comme 2 est inversible dans Z/nZ, cela
conduit aux égalités a; = ay et d; = dy et donc I'unicité du résultat est prouvé. OJ
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A contrario, pour n pair, il n’y a pas d’unicité. Par exemple, dans Z/8Z, les suites
arithmétiques (37373) et (11111) sont distinctes mais ont la méme suite dérivée (2222).

4.4 Suites arithmétiques balancées dans les groupes
cycliques d’ordre impair
Dans toute cette section, I'entier n est supposé étre impair. On commence par montrer
que la raison d’'une suite arithmétique balancée de Z/nZ doit étre inversible.
Théoréme 4.4.1. Soit n un nombre impair et soient a et d dans Z/nZ. Si d est non-

inversible, alors, pour tout entier m > 1, la suite a progression arithmétique PA(a,d, m)
n’est pas balancée.
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Preuve. Supposons, par I’absurde, qu’il existe une suite arithmétique balancée
S = PA(a,d,m)

dont la raison d est non-inversible dans Z/nZ. On pose
g=nANdy#1

ol dy est un entier dont d est la classe de résidu modulo n. On considere le morphisme
canonique surjectif m, : Z/nZ — Z/qZ et la suite arithmétique

my(5) = PA(mg(a), my(d), m) = PA(my(a), 0,m),

qui est une suite constante dans Z/qZ. Le Théoreme 4.2.3 implique alors que la suite 7, (.5)
est balancée. Par conséquent, il existe au moins un élément égal a 0 dans le triangle Am,(S),
disons A7, (S)(i,7) = 0. On obtient alors 2"'m,(a) = 0 par la Proposition 4.3.2. Comme
2 est inversible dans Z/qZ, il s’ensuit que m,(a) = 0 et donc m,(X) est la suite nulle de
longueur m dans Z/qZ, en contradiction avec le fait que m,(S) soit balancée. O

Dans la suite de cette section, on étudie les suites arithmétiques dont la raison est inver-
sible.

Notations. Soit n un nombre impair. On note «(n) 1'ordre multiplicatif de 2" modulo n,
i.e. le plus petit exposant e > 1 tel que 2" =1 (mod n), & savoir,

an) =min{e e N* |2 =1 (modn)}.

On remarque alors que, pour tout n impair, 'entier a(n) divise ¢(n).

A Pinverse du Théoreme 4.4.1, le résultat suivant établit que, pour tout a et d dans Z/nZ
avec d inversible, il existe une infinité de longueur m > 1 pour lesquelles la suite arithmétique
PA(a,d,m) est balancée.

Théoréme 4.4.2. Soit n un nombre impair. Soient a et d dans Z/nZ avec d inversible.
Alors, la suite arithmtique PA(a,d, m) est balancée pour tout entier positif m = 0 ou —1
(mod a(n)n).

Ce théoreme est prouvé a la fin de cette section.

L’entier a(n) semble étre difficile a déterminer. En effet, il n’existe pas de formule générale
afin de calculer I'ordre multiplicatif d'un entier modulo n. Cependant, on obtient les propo-
sitions suivantes qui sont d’une grande utilité dans la suite.

Notation. Soit n > 1 un entier. On note rad(n) le radical de n, le produit des facteurs
premiers distincts de n, c¢’est-a-dire,

rad(n) = Hp.

peEP
pln

Le radical de n est aussi le plus grand diviseur sans carré de n.
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Proposition 4.4.3. Soit n un nombre impair. Alors a(n) divise a(rad(n)).

Preuve. Soit p un facteur premier de n tel que p? divise n. On montre que «(n) divise a(f).
Tout d’abord, il existe un entier positif u tel que

2°G)5 =1 4 ul.

b
Le théoreme du binome implique alors que
200 — (20‘(5)5) = <1 +u—) =1+ ( )uk (—) +u? <—) =1 (mod n),
p — \k p p

et donc a(n) divise a(%). On conclut par induction que a(n) divise a(rad(n)). O

Proposition 4.4.4. Soit p un nombre premier impair. Alors,

pour tout entier k > 1.

Preuve. Lentier a(p¥) divise a(p) par la Proposition 4.4.3. Il reste & prouver que a(p) divise
a(p®). La congruence

1 (mod p*)

implique que o
20" =1 (mod p),

et donc, par le petit théoreme de Fermat, il suit que

20 = 900" =1 (mod p).
Par conséquent, I'entier a(p) divise a(p¥). Ce qui complete la preuve. O
Proposition 4.4.5. Soient ny et ny deux nombres impairs et premiers entre eux. Alors,
Uentier a(ning) divise a(ny) V a(ns).
Preuve. Soit i € {1,2}. Les congruences

20mni =1 (mod ny)

impliquent que
2(a(n1)\/a(”2))”1n2 =1 (mod nz)

On conclut par le théoreme des restes chinois. O
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| n|rad(n) [a(n) | | n [rad(n) [a(n) ] [ n [rad(n) [a(n) | | n [rad(n) | a(n) |

1 1 1 27 3 2 23 23 52 79 79 39
3 3 2 29 29 28 25| 11-5 4 81 3 2

5 5 4 31 31 D 271 19-3 6 83 83 82
7 7 3 33| 11-3 10 29 29 o8 8 | 17-5 8

9 3 2 35| 7-5 12 61 61 60 87 1 29-3 28
11 11 10 37 37 36 63| 7-3 2 89 89 11
13 13 12 39| 13-3 4 65| 13-5 12 91 | 13-7 12
151 5-3 4 41 41 20 67 67 66 93 | 31-3 10
17 17 8 43 43 14 69 | 23-3 22 95 | 19-5 36
19 19 18 451 5-3 4 71 71 35 97 97 48
21| 7-3 2 47 47 23 73 73 9 99 | 11-3 10
23 23 11 49 7 3 | 5-3 4 101 101 100
25 ) 4 ol | 17-3 8 77 11-7 1 30 103 | 103 o1

F1G. 4.4 — Les premieres valeurs de a(n) pour n impair

Par exemple, pour n; = 5 et ny = 3, on a l'égalité o(15) =4 =4V 2 = a(5) V a(3).
Cependant, a(ning) peut étre un facteur strict de a(ny) V a(ns), par exemple pour n = 21 :
a(21) =2 et a(7) Va(3) = 3V 2 = 6. Le tableau représenté Figure 4.4 montre les premieres
valeurs de a(n) pour n impair.

On termine cette section par la preuve du Théoreme 4.4.2, qui est basée sur les deux
lemmes suivants.

Lemme 4.4.6. Soitn > 1 un entier. Soit PA(a,d, m) = (a1, as, ..., ay) une suite arithmétique
commencant par a € Z/nZ et de raison inversible d € Z/nZ. Alors, n éléments consécutifs
de PA(a,d, m) sont distincts. En d’autres termes, pour touti, 1 <i<m—n+1, on a

{ai, Q15 - - - 7ai+n—1} = Z/nZ.

Preuve. Comme la raison d est inversible dans Z/nZ, il s’ensuit que, pour tous entiers positifs
11 et 79, on a

Qi = Ay a+(i1—1)d = a+(i2—1)d < (Zl—l)d = (Zg—l)d = 11 =19 (mod n)
Ce qui complete la preuve. m

Lemme 4.4.7. Soit n un nombre impair et k > 1 un entier. Soient a et d dans Z/nZ avec
d inversible. Alors, la suite arithmétique PA(a,d, ka(n)n) est balancée si, et seulement si,
sa sous-suite initiale PA(a,d,a(n)n) est aussi balancée.

Preuve. On montre qu’il existe une relation entre la fonction de multiplicité du triangle de
Steinhaus APA(a,d, ka(n)n) et celle de APA(a,d,a(n)n). On pose

S = PA(a,d, ka(n)n).
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On considere maintenant la structure du triangle de Steinhaus AS représentée a la Figure 4.5.
Rappelons que AS(i,j) désigne le jeme élément de la zéme ligne de AS, pour tout entier ¢,
1 <i < ka(n)n, et tout entier j, 1 < j < ka(n)n — i+ 1.

a(n)n (k — 1a(n)n

\f‘y C / atmn

B

(k — 1)a(n)n

Fia. 4.5 — Structure de AS
Le sous-triangle A est défini par
A={ASGEj)|1<i<amn, 1<j<an)n—i+1}.

Alors A est le triangle de Steinhaus engendré par la sous-suite initiale PA(a,d, a(n)n) de la
suite S, c¢’est-a-dire,
A= APA(a,d,a(n)n).

Le sous-triangle B est défini par
B ={AS(1,j) | a(n)n+1<i<kan)n, 1 <j<ka(n)n —i+1}.
Alors B est le triangle de Steinhaus engendré par la suite dérivée 9" S| c’est-a-dire,
B = Ap*Mng.

En appliquant la Proposition 4.3.1, on obtient que

0“M"PA (a,d, ka(n)n) = PA (2°"q + 22" 1o (n)nd, 2°"d, (k — 1)a(n)n) .
Comme 22" = 1, il suit immédiatement que

B =APA(a,d, (k—1)a(n)n).
Enfin, le multiensemble C' est défini par
C={ASGE,j)|1<i<am)n, ann—i+2<j<kan)n—i+1}.

Alors chaque ligne de C' est composée de (K — 1)a(n)n termes consécutifs d'une suite
dérivée de S. Comme, pour tout i, 0 < i < ka(n)n — 1, la suite dérivée J'S de S est
une suite arithmétique de raison inversible 2°d par la Proposition 4.3.1, cela entraine, par le
Lemme 4.4.6, que chaque élément de Z/nZ apparait (k — 1)a(n) fois dans chaque ligne de
C. Par conséquent, la fonction de multiplicité de C' est la fonction constante définie par

me(z) = (k— Da(n)’n, Yo € Z/nZ.
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En combinant ces résultats sur les multiensembles A, B et C', on a

MAPA(a,dkam)n) (T) = ma(z) + mp(x) + me(x) ,
= MAPA(a,d,a(n)n) (z) + mAPA(a,d,(k—l)ocnn)(x) + (k = Da(n)™n,

pour tout z dans Z/nZ. Alors, par induction sur k, on obtient

k)a(n)Qn, Va € Z/nZ.

MAPA(a,d,ka(n)n) (z) =k - mAPA(a,d,a(n)n)(i’f) + (2

Ce qui complete la preuve. O
On est maintenant prét a prouver le théoreme principal de cette section.

Preuve du Théoreme 4.4.2.

ler Cas : m = —1 (mod a(n)n).
Tout d’abord, on montre que I'on peut déduire le cas m = —1 (mod «(n)n) du cas m = 0
(mod a(n)n). Soit k > 1 un entier et

S =PA(a,d, ka(n)n —1).
Par la Proposition 4.3.3, la suite arithmétique
T =PA(27'a—27%d,27"d, ka(n)n)

est une suite primitive de S. Comme T est une suite arithmétique de raison inversible 2~'d
et de longueur ka(n)n, il suit du Lemme 4.4.6 que chaque élément du groupe Z/nZ apparait
ka(n) fois dans la suite 7. Comme S est la suite dérivée de T', on a

mas(z) = magr(z) = mar(x) — mp(z) = mar(z) — ka(n),

pour tout x dans Z/nZ. Par conséquent, la suite S est balancée si, et seulement si, la suite
T est aussi balancée. Ceci prouve bien que 'on déduit le cas m = —1 (mod «(n)n) du cas
m =0 (mod a(n)n).

2éme Cas : m =0 (mod a(n)n).
On prouve ce cas par induction sur n. Pour n = 1, il est clair que toute suite finie de Z/nZ =
{0} est balancée et donc 'assertion du théoréme est vraie pour n = 1. Soit maintenant n > 1
et soit p son plus grand facteur premier. Supposons que 1’énoncé soit vrai pour q = %, ie.
toute suite arithmétique de raison inversible et de longueur m = 0 (mod «(q)q) dans Z/qZ
est balancée. Soient a et d dans Z/nZ avec d inversible. On montre que la suite PA(a,d, m)
est balancée pour tout entier positif m =0 (mod «(n)n). On sait, par le Lemme 4.4.7, qu’il
est suffisant de montrer que la suite PA(a,d, m) est balancée pour une seule longueur m

multiple de a(n)n.

On pose
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Ci

Cy
Azp—1 —’*— B,p-1)
—\/

Agyp

Ala(p)—1)p-1 —\/_/— Ba(p)—1,p-1)
AV

Alalp)-1)p —

Ala(p)—1)pt1 — Blam).1)

Aapy—1pr2 —\/_Blaw).2)

Aa(p)p-1 —\_/— Bla(p),p—1)
Aa(p)p *’

Fi1c. 4.6 — Structure de AS
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Alors l'entier Aa(p) est un multiple de a(n). En effet, I'entier a(n) divise a(rad(n)) par

la Proposition 4.4.3, lequel divise « (%@) a(p) par la Proposition 4.4.5, qui enfin divise

I'entier ¢ <rai#) a(p) par définition de la fonction a.

On prouve que la suite S = PA(a, d, Aa(p)n) est balancée. On commence par montrer que
la fonction de multiplicité de AS est constante sur chaque coset du sous-groupe gZ/nZ. Pour
ce faire, on considere la structure du triangle de Steinhaus AS représenté a la Figure 4.6 ou
AS est constitué par les multiensembles A,, B et C,. On établit successivement que (1)
la fonction de multiplicité m¢, est constante pour chaque C,, (2) la fonction de multiplicité
de la réunion des B, est constante, et (3) la fonction de multiplicité de la réunion des A,
est constante sur chaque coset du sous-groupe ¢Z/nZ.

Etape (1) : La fonction de multiplicité m¢, est constante pour tout u, 1 < u < a(p) — 1.

Pour tout entier u, 1 < u < a(p) — 1, le multiensemble C,, est défini par
Co={AS0E,j) | (u—DIn+1<i<um, un—i+2<j< dalp)n —i+ 1},

ou AS(i, j) correspond au jeme élément de la iéme ligne de AS, pour tout entier i, 1 < i <
Aa(p)n, et tout entier j, 1 < j < Aa(p)n — i+ 1. Comme représenté a la Figure 4.7, chaque
multiensemble C, est un parallélogramme avec An lignes et (a(p) — u)An colonnes.

((p) — w)An

Cy An

F1G. 4.7 — Structure de C,,

Soit w un entier tel que 1 < u < a(p)—1. Chaque ligne de C,, est composée de (a(p)—u)An
termes consécutifs d’'une suite dérivée de S. Pour tout i, 0 < i < Aa(p)n — 1, la suite
dérivée 0'S de S est une suite a progression arithmétique de raison inversible 2'd par la
Proposition 4.3.1. 1l suit du Lemme 4.4.6 que chaque élément du groupe Z/nZ apparait
(a(p) — w)A fois dans chaque ligne de C,,. Par conséquent, la fonction de multiplicité de C,
est la fonction constante définie par

me, () = (a(p) — u)\*n, Vo € Z/nZ.
Etape (2) : La fonction de multiplicité de la réunion de tous les multiensembles By est

constante.

Pour tout entier s, 1 < s < a(p), et tout entier ¢, 1 <t < p — 1, le multiensemble By,
est défini par

-1 t—DA24+1<:i< -1 AL
g = {asx(p | (T DPH DR IS IS (e )

(s=Dp+DAr—i+2<j<shn—i+1
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Comme représenté a la Figure 4.8, chaque multiensemble B, est un parallélogramme avec
A% lignes et (p —t)A% colonnes.

(p—1)AS

B(s,t) )\ﬂ

F1G. 4.8 — Structure de By

On construit une involution sans point fixe ¥ sur I'ensemble des paires (s,t) telle que
la fonction de multiplicité de la réunion multiensembliste B, ) U By(s,;) soit constante pour
chaque paire d’éléments (s,t). Soit

T { [La@] x[Lp-1] — [La@)]x[Lp-1]
' (87t) — (¢(Sat)ap—t) ’

ou v : [La(p)] x [1,p — 1] — [1,a(p)] est la fonction qui a chaque paire (s,t) associe
I'entier positif (s, ) de [1,a(p)] qui est équivalent a s + 2t — 1 modulo a(p), c’est-a-dire,

P(s,t) =s+2t—1 (mod a(p)), V1 <s<ap), VI<t<p-—1
Comme «(p) divise p(p) = p — 1, il s’ensuit que
V(s t),p—t) =(s,t)+2p—2t —1=s+2(p—1)=s (mod a(p))

et donc, on obtient

v (\II(‘S?T')) = \Il(w(svt)ap - t) = (¢(¢(37t)7p - t)7t> = (87t>7

pour toute paire (s,t) dans [1, a(p)] x [1, p—1]. De plus, cette involution est sans point fixe.
En effet, si (s,t) est un point fixe de ¥, alors

(Svt) = \IJ(S’t) = (¢(87t>7p_ t)7

ce qui implique que p = 2t, en contradiction avec la parité de p. On a donc bien prouvé que
U est une involution sans point fixe sur I'ensemble [1, a(p)] x [1,p — 1].

Soient s et ¢ des entiers tels que 1 < s < a(p) et 1 <t < p—1. Sil’'on note B((;))t) la véme

ligne de By ), c’est-a-dire,

BY ={AS((s—Dp+t—DAZ+05) | A —vtr2<i<p-t+ A —vr1},
(S,t) P P p

pour tout v, 1 < v < )\%, alors
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Soit v un entier tel que 1 < v < )\%. La suite B((g)t) est composée de (p — t))\% termes

consécutifs de la suite dérivée
n
9((S—l)p+t—1))\5+’l}—157

qui est une suite arithmétique de raison

o((s=Dptt—1)AZ o1 5
par la Proposition 4.3.1. On en déduit que

o((s=p+t=1)AZ+v-1 5 C(p— t))\ﬁ) ’
p

avec

by, = AS (((s— Dp+t— 1)Aﬁ o, A" —v+2) .

On montre que la suite B(st o Bfl, , la concaténation des suites B(( p €t B (s t) est une
suite a progression arithmétique de ralson inversible et de longueur An. La congruence p = 1
(mod a(p)) implique que

(s—1p+t—1=s+t—2 (mod a(p)),
et
(W(s,t) = p+(p—t)—1=u(s,t) —1—t=s+t—2 (mod a(p)).
Comme a(n) divise Aa(p), il suit que

9((¥(s,)=Dp+(p=t)=DA — o((s=1)p+t=1)A — o(s+t=2)A (mod n),
et donc,
(W) =Dp+p—)=DAF+v=1 5 _ o((s=DpHt=DAZ+v=1 5 _ 9(s+t=2AF+v-1,

Par conséquent, les suites B( V) et B

0 sont toutes les deux des suites arithmétiques de
raison

,t
o(sHt=2)A%+v-1 7

Il reste a prouver que b( » beut étre exprimé comme 1’élément suivant de la suite arithmétique
B((:?t). Comme
Doty =AS (((T(s,t) = Dp+ (p—1) — DAL + v, A2 —v + 2)
— 9((W(st)=)p+(p—t)=1)AL+v-2 <2a + <2 < n 2)
+ (((w(s, t)—Lp+(p—1) - 1A+ v) - 3) d)
= 2N (90 ((p= )+ 1D)A2 =0+ 1) d)
_ olsH=2AZH=2 (o (t 4 1) n 1) d) (p— 215))\% <2(s+t—2)>\%+v—2d>
1, + - (2 ).
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il suit que

© o _ (v
B0 By, = PA (b

(st

) ’ 2(8+t_2))\%+v_1d ’ )\ﬂ) 7
et ainsi, chaque élément du groupe Z/nZ apparait A fois dans B((:)t) o B\(;()S p bour tout v,
1<v < )\%. Alors, la fonction de multiplicité de la réunion B4 U By est la fonction

constante définie par
n
mB(s,t)UB\p(S’t) (QU) = >\25, Yz I~ Z/nZ

Si l'on note B la réunion de tous les multiensembles By ), alors

—_

«

—

p) p— 1 )l 1 o) =l (p—)n

mB(l’) = mB(s,t)(x) = 5 MB(,HUBy(s,0) ($) = 5 = = a(p))‘2 2p
1t

n
- 9
1 s=1 t=1 s=1 t=1 p

©
Il

pour tout z dans Z/nZ, puisque ¥ est une involution sans point fixe sur [1, a(p)] x [1,p—1].

Etape (3) : La fonction de multiplicité de la réunion de tous les multiensembles A, est
constante sur chaque coset du sous-groupe %Z/ n.

Pour tout entier 7, 1 < r < a(p)p, le multiensemble A, est défini par
AT:{AS(z,j) ‘ (r—=DA—+1<i<rAi—, 1< <7’)\——Z+1}.
p p p

Comme représenté a la Figure 4.9, chaque multiensemble A, est un triangle associé a une
suite de longueur )\%.

Fi1G. 4.9 — Structure de A,

Si I'on note S, la suite des )x% premiers termes de la suite dérivée QU g , alors A, est
le triangle de Steinhaus engendré par S,, pour tout 7, 1 < r < a(p)p. Il est clair qu'il existe
une correspondance entre A, et le triangle de Steinhaus entier AS. En effet, pour tout entier
1, léié)\g,ettoutentierj, 1 <j<)\g—z'+1, on a

AS,(i,j) = AS ((r - 1)A% + zg) .

Soient [, 7 et j des entiers tels que 1 < I < a(p), 1 <7 < A
prouve alors que chaque élément du coset

et 1< j<A2—i+1 On

n
p

AS(i, §) + gZ/nZ
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apparait exactement une fois dans le multiensemble

{ASH-ka(p)(i,j) ‘ k € [[Ovp_ 1]]} .

Tout d’abord, 1’égalité

An — )\ﬁ =Ap— 1)ﬁ = (M) (p— 1)@ _ go(rad(n))ﬁ = o(n) rad(n)
p p P D D D

implique que
22" = 2% (mod n),

et ainsi,

comme «(n) divise Aa(p). Cela conduit a

AStka (i-4) = AS ((ka(p) +1 = 1)AZ +i, )
_ olka(p)+H=DAT +in1 (Qa n (2j + (ka(p) +1— DA+ — 3) d)
— gFe(P g g DA g i1 <2a + <2j + (ka(p) +1— DA +i -3 d)
— o(i=DAg+i-1 (2a + <2j - DAR i 3) d) +k (2(1_1))‘%+i_1)\a(p)d>
=AS (1= DA +7,5) + & (2075 Nalp)a)
= AS; (3, 5) + k <2(l_1)’\%+i_1)\o¢(p)d> n

57

n
p

n
p

pour tout entier k, 0 < k < p — 1. La congruence p = 1 (mod «(p)) implique que «(p)

n’est pas divisible par p. De plus, comme p est le plus grand facteur premier de n, il s’ensuit
que A = ¢ (%@) est premier avec p et alors, 'entier Aa(p) n’est pas divisible par p. Par

conséquent, on obtient 1’égalité suivante, portant sur des multiensembles,

. - N n - -1
{ASl—l—ka(P)(Z?]) ‘ ke [[O’p_ 1]]} = {Asl(za])aASl(laj) + Ea'--aASI(Za])+W}>

pour tout entier [, 1 <1 < a(p), tout entier 4, 1 < i < AZ, et tout entier j, 1 < j < AZ—i+1.
Si 'on note A la réunion de tous les multiensembles A,., alors la fonction de multiplicité de
A est constante sur chaque coset du sous-groupe %Z/ n.

On rassemble maintenant les résultats obtenus auparavant. Par les Etapes 1 et 2, on a

a(p)—1
mas(z) = my(z) + mp(z) + Z me, (2)

u=1

= ma(z) + a4+ Y (alp) —u)An

2p

= ma(x) + alp) V25 (O“(l”) \n,
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pour tout x dans Z/nZ et ainsi, par I'Etape 3, la fonction de multiplicité mag est constante
sur chaque coset du sous-groupe 27 /nZ = qZ/nZ.

On termine la preuve en montrant que 7,(5), 'image de la suite S par le morphisme

surjectif 7, : Z/nZ — 7Z/qZ avec q = », est une suite balancée. Tout d’abord, la suite
m4(S) est la suite arithmétique commengant par 7 (a) € Z/qZ, de raison m,(d) € Z/qZ et de

longueur Aa(p)n, c’est-a-dire,
7, (S) =7y (PA(a,d, \a(p)n)) = PA (n,(a), m,(d), \a(p)n) .

Ensuite, Uentier Aa(p) est divisible par a(q). En effet, si v,(n) > 2, alors rad(q) = rad(n) et
donc a(q) divise a(rad(q)) = a(rad(n)) par la Proposition 4.4.3. Comme déja vu auparavant,
I'entier Aa(p) est divisible par a(rad(n)) et alors, a(q) divise Aa(p). Sinon, si v,(n) = 1, alors

rad(q) = %}n) et donc a(q) divise a(rad(q)) = « (%@) par la Proposition 4.4.3. Comme

A= (raif”)) est divisible par a (%}n)), il suit que a(q) divise A. Dans tous les cas, on a

Aa(p) =0  (mod «a(q)).

Par conséquent, 'hypothese d’induction implique que la suite 7,(S) est balancée, comme
c’est une suite arithmétique de raison m,(d) et de longueur Aa(p)n divisible par a(q)q.

On conclut alors que la suite S est balancée par le Théoreme 4.2.3. Ce qui complete la
preuve du Théoreme 4.4.2. O

Par exemple, dans Z/7Z, la suite arithmétique PA(1,3,20) est balancée puisque «(7) = 3
et 3 est un élément inversible de Z/77Z. En effet, comme représenté a la Figure 4.10, chaque
élément de Z/7Z apparait 30 fois dans ce triangle de Steinhaus.

On peut, dans un premier temps, voir le Théoreme 4.4.2 comme une solution partielle
du Probleme de Molluzzo.

Corollaire 4.4.8. Soit n un nombre impair. Alors, il existe au moins p(n)n suites balancées
pour toute longueur m =0 ou —1 (mod ¢(rad(n))n).

Preuve. Puisqu’il y a n éléments distincts a dans Z/nZ et ¢(n) éléments inversibles dis-
tincts d dans Z/nZ, il suit que, pour chaque entier positif m, il existe exactement p(n)n
suites arithmétiques distinctes PA(a,d, m) de raison inversible dans Z/nZ et de longueur
m. De plus, pour n impair, Uentier a(n) divise a(rad(n)) par la Proposition 4.4.3, qui divise
p(rad(n)) par définition de la fonction a. Par conséquent, pour n impair, le Théoréme 4.4.2

implique qu’il existe au moins @(n)n suites balancées pour toute longueur m = 0 ou —1
(mod ¢(rad(n))n). O

Cependant, le Théoreme 4.4.2 n’est pas suffisant pour completement résoudre le Probleme
de Molluzzo, comme le montre la proposition suivante. Cette lacune est en partie surmontée
dans la section qui suit.
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140362514036251403F6 2
54321065432106354321
205316420531642053
251403625140362351
06 54321065432106
642053164205 31°6
36251403625140

316420531642
40362514036
43210625432
053164205
514036 25

F1G. 4.10 — Le triangle de Steinhaus APA(1, 3,20)

Proposition 4.4.9. Soit n > 1 un nombre impair. Alors
a(n) = 2.
Preuve. Soit

T Tk
n=p---pg*

la factorisation en nombres premiers du nombre impair n > 1. Si a(n) = 1, alors
2"=1 (mod n).
Soit p; le plus petit facteur premier de n. Puisque

27’L

1 (mod p;),

il s’ensuit que O, (2) divise n, en contradiction avec le fait que O, (2) divise p; — 1 qui est
premier avec n. O

4.5 Le cas antisymétrique

A la Section 4.4, on a vu qu'il existe une infinité de suites balancées dans Z/nZ, pour
n impair. Plus précisément, le Théoreme 4.4.2 établit que toutes les suites arithmétiques
de raison inversible et de longueur m = 0 ou —1 (mod a(n)n) sont balancées. Dans cette
section, on raffine ce résultat en considérant les suites antisymétriques dans Z/nZ. Ceci est
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suffisant pour répondre positivement au Probleme de Molluzzo dans le cas o n = 3*, pour
tout entier k > 1.

Définition 4.5.1. Soit S = (ay,as, ..., a,) une suite finie de longueur m > 1 dans Z/nZ.
La suite S est dite antisymétrique si a,,_;+1 = —a;, pour tout entier 7, 1 <7 < m.

Remarque. Dans Z /27, cette définition de suite antisymétrique differe de la définition que
I'on a donnée au Chapitre 1 mais elle correspond a la définition de suite symétrique.

On commence par montrer que ’antisymétrie est préservée par 1'opération de dérivation.
Elle I'est également par 'opération d’intégration mais sous certaines conditions.

Proposition 4.5.2. Soit S = (ai,as,...,a,) une suite finie de longueur m > 1 dans
Z/nZ. Alors, la suite S est antisymétrique si, et seulement si, sa suite dérivée OS est aussi

antisymétrique et ajmy + an,—my11 =0, ot [5] est la partie entiére supérieure de .

Preuve. On pose S = (ay,as,...,ay) et S =T = (by, by, ..., by,_1) sa suite dérivée.
= Pour tout entier ¢, 1 < ¢ < m—1,on a

bin—i + b; = (@m—i + am—it1) + (a; + @ix1) = (@m—iv1 + @) + (@m—i + ai41) = 0.

<= Par induction, on peut prouver que

j—1
a; =(=1)""a; + Z (=" by,

_ j E: Jkl
aj—— CI,Z“—

pour tout entier i et tout entier j, 1 < i < j < m. Ceci entraine que

migt + @i = (1)1 F 7y + Z (=)™ b+ (1) g
k=m—[3]+1
(21 (21
k—i; [m]—i k—i _
-+ 2 (—1) b, = (—1) 2 ga(ﬂg] + C\er_(’%l].g_l)J—F 2 (—1) (bk + bm—k) = 0,
-0 =0
pour tout entier i, 1 <i < [F] — 1.
Ce qui complete la preuve. O

Proposition 4.5.3. Soit n un nombre impair. Soient a et d dans Z/nZ. Alors, la suite
arithmétique PA(a,d, m) de longueur m > 2 est antisymétrique si, et seulement si, sa suite
dérivée PA(2a + d,2d,m — 1) est également antisymétrique.

Prewve. On pose S = PA(a,d,m) = (ai,as,...,a,) et 9S = PA(2a + d,2d,m — 1) =
(bl, bg, cey bm—l)- Il suit que

b—i +b; =2a+d)+(m—i—1)2d+ (2a+d) + (i — 1)2d = 2(2a + (m — 1)d)
=2(a+ (m—jld+a+(j—1)d) = (amj+1+aj)

pour tout entier 7, 1 < i < m — 1, et tout entier 5, 1 < j < m. ]
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A contrario, pour n pair, cette proposition n’est pas vraie. Par exemple, pour n = 8, la
suite arithmétique S = (01234) n’est pas antisymétrique alors que sa suite dérivée 0S5 =
(1357) Dest.

On détermine maintenant les suites arithmétiques qui sont antisymétriques dans Z/nZ
pour n impair.

Proposition 4.5.4. Soit n un nombre impair. Soient d dans Z/nZ et m > 1 un entier.
Alors, il existe une unique suite arithmétique et antisymétrique de raison d et de longueur
m. De plus, pour m = 0 (mod n), il s’agit de la suite PA(27d,d,m) et pour m = —1
(mod n), il s’agit de la suite PA(d,d, m).

Preuve. On pose S = PA(a,d, m) = (a1, as,...,a,). Sila suite S est antisymétrique, alors
Am—ir1+a; =0
pour tout entier 7, 1 < ¢ < m. Puisque
Um—iv1+a;=a+(m—i)d+a+ (i—1)d=2a+ (m—1)d

pour chaque entier 7, 1 <@ < m, il suit que la suite arithmétique S est antisymétrique si, et
seulement si, les entiers a, d et m sont tels que 2a + (m — 1)d = 0. Par conséquent, la suite

PA(27'(1=m)d,d,m)
est la seule suite arithmétique de longueur m > 1 et de raison d € Z/nZ qui soit anti-

symétrique. Ceci complete la preuve. O

Pour n pair, I'unicité précédente n’est plus valable en générale. Par exemple, dans Z/8Z,
les suites antisymétriques (02460) et (46024) sont toutes deux des suites arithmétiques de
longueur m = 5 et de raison d = 2.

Notation. Pour tout nombre impair n, on note (3(n) l'ordre multiplicatif projectif de 2"
modulo n, i.e. le plus petit entier positif e tel que 2" = +1 (mod n), a savoir,

B(n) =min{e e N* | 2 = +1 (mod n)}.
On peut remarquer que 'on a soit a(n) = (n), soit a(n) = 2((n). De plus, a(n) = 20(n)

si, et seulement si, il existe une puissance e de 2" telle que 2" = —1 (mod n). Si n est une
puissance de premier, alors §(n) = (B(rad(n)), en analogie avec la Proposition 4.4.4 pour

a(n).

Proposition 4.5.5. Soit p un nombre premier impair. Alors,

B(*) =80,

pour tout entier k > 1.
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Preuve. Le résultat se déduit de I'affirmation que a(p¥) = 23(p") si, et seulement si, a(p) =

26(p)-

En effet, si a(p®) = 28(p*), alors on a 28Nt = 1 (mod p*). Ce qui implique que
26" = —1 (mod p) et donc 2°®" P = —1 (mod p) par le petit théoréme de Fermat. Il suit
que a(p) = 26(p)-

Réciproquement, si a(p) = 23(p), alors 2°?)» = —1 (mod p). Par induction sur k, il suit
du théoréme du binéme qu’il existe un entier positif uy, tel que 2°0@P* = —1 + . p*. Cela
conduit & la congruence 2°@?" = —1 (mod p¥) et donc on a a(p¥) = 23(p").

Dans les deux cas, a(p®) = 26(p*) ou a(p®) = B(p"), le résultat se déduit de la Proposi-
tion 4.4.4. O

On peut maintenant raffiner le Théoreme 4.4.2 en considérant les suites arithmétiques et
antisymétriques de raison inversible. Par la Proposition 4.5.4, il y a exactement ¢(n) telles
suites, pour toutes les longueurs.

Théoréme 4.5.6. Soient n un nombre impair et d un élément inversible de Z/nZ. Alors
— pour tout m = 0 (mod B(n)n), la suite arithmétique PA(271d, d,m) est balancée,
— pour tout m = —1 (mod ((n)n), la suite arithmétique PA(d,d, m) est balancée.

La preuve est basée sur le Théoreme 4.4.2 et sur le lemme suivant.

Lemme 4.5.7. Soient n > 1 un entier et S une suite antisymétrique de longueur m > 1
dans Z/nZ. Alors on a

mag(z) = mag(—2z), Yo € Z/nZ.

Preuve. Par la Proposition 4.5.3, toutes les suites dérivées successives de S sont antisymétriques.

Ceci conduit a 1’égalité suivante

m—1 m—1
mas(z) =Y myig(z) = Y myis(—1) = mas(—x), Vo € Z/n.
=0 =0

On est maintenant prét a prouver notre raffinement du Théoreme 4.4.2.

Preuve du Théoréeme 4.5.6. Comme pour la preuve du Théoreme 4.4.2, on commence par
montrer que le cas m = —1 (mod B(n)n) dérive du cas m = 0 (mod B(n)n). Soit k > 1
un entier. On pose m = kf(n)n — 1 et S = PA(d,d, m). Par la Proposition 4.3.3, la suite
arithmétique

T = PA(27%d,27'd, kB(n)n)
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est une primitive de la suite S. Comme T est une suite arithmétique de raison inversible
271d et de longueur kB(n)n, il suit du Lemme 4.4.6 que chaque élément du groupe Z/nZ
apparait k3(n) fois dans la suite 7. Puisque S est la suite dérivée de T', on a

mas(x) = masr(z) = mar(x) — mp(z) = mar(z) — kG(n),

pour tout x dans Z/nZ. Par conséquent, la suite S est balancée si, et seulement si, la suite
T Test aussi. Ce qui complete la preuve du cas m = —1 (mod F(n)n) a partir du cas m =0

(mod B(n)n).

On va maintenant s’occuper du cas ot m = 0 (mod ((n)n). Si a(n) = f(n), alors ce
résultat est un cas particulier du Théoreme 4.4.2. Supposons que a(n) = 23(n) et donc que
20 = 1 (mod n). Soit k > 1 un entier. On montre que la suite

PA(27'd,d, kB(n)n)
est balancée. Tout d’abord, on pose
S = PA(27'd,d,2kB(n)n).

On considere alors la structure du triangle de Steinhaus AS représentée a la Figure 4.11.
Rappelons que AS(7, j) désigne le jeme élément de la iéme ligne de AS, pour tout entier 7,
1 < i < 2kB(n)n, et tout entier j, 1 < j < 2kB(n)n —i+ 1.

kB(n)n kB(n)n

A
C kB(n)n

Fic. 4.11 — Structure de AS
Le sous-triangle A est défini par
A={AS(,j) |1 <i<kB(n)n, 1 <j<kB(n)n—i+1}.

Alors A est le triangle de Steinhaus engendré par les k3(n)n premiers éléments de la suite
S, c’est-a-dire,

A=APA(27d,d, kB(n)n) .

Le sous-triangle B est défini par
B={AS(,j) | kB(n)n+1<i<2kB(n)n, 1 <j<2kB(n)n—1i+1}.
Alors B est le triangle de Steinhaus engendré par la suite dérivée 9F*(M" S ¢’est-a-dire,

B = AgFng,
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La Proposition 4.3.1 entraine que

FBng — ghbtmnp A (2714, d, 2kB(n)n)
= PA (2Mmn=1q 4 ok80In=1k 3(n)nd, 2" d, kB (n)n) .

Puisque 2°0W" = —1 (mod n), il s’ensuit que
gomng — p A ((—1)k2‘1d, (—1)"d, kﬁ(n)n) .

Si k est pair, alors %S = PA(271d, d, kB3(n)n) et donc A = B. Si k est impair, alors
OFBrInGg — PA (—271d, —d, k3(n)n). Comme c’est une suite arithmétique et antisymétrique
par la Proposition 4.5.4, le Lemme 4.5.7 entraine que mg(z) = mp(—x) pour tout = dans
Z/nZ. Par conséquent, on obtient

mp(r) = mp(—T) = MapA(—2-1d,—d kB(n)n) (—T) = MAPA@-1d,dkB(n)n) (T) = Ma(T)
pour tout z € Z/nZ. Dans tous les cas, on a
mp(x) = mu(x), Vo € Z/nZ.
Enfin, le multiensemble C' est défini par
C={AS(i,j) | 1<i<kBn)n, kBn)n —i+2<j<2kB(n)n—i+1}.

Alors chaque ligne de C' est composée de k3(n)n termes consécutifs d’une suite dérivée de
S. Comme, pour tout entier 4, 0 < i < 2k5(n)n — 1, la suite dérivée 9'S de S est une suite
arithmétique de raison inversible 2°d par la Proposition 4.3.1, il suit du Lemme 4.4.6 que
chaque élément du groupe Z/nZ apparait k3(n) fois dans chaque ligne de C. Par conséquent,
la fonction de multiplicité de C' est la fonction constante définie par

me(z) = k2B(n)’n, Yo € Z/nZ.
En combinant les résultats précédents, on obtient
mag(z) = ma(z) + mp(z) + me(z) = 2ma(z) + £26(n)°n
pour tout x dans Z/nZ.
On en conclut que la suite PA(271d, d, k3(n)n) est balancée si, et seulement si, la suite

S = PA(27'd,d,2kB(n)n) = PA(27'd,d, ka(n)n) est aussi balancée. Ce qui complete la
preuve du Théoreme 4.5.6. O

4.6 Solutions du Probléeme de Molluzzo

Tout d’abord, le Théoreme 4.5.6 permet de répondre positivement et completement au
Probleme de Molluzzo dans tout groupe cyclique d’ordre une puissance de 3.
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Corollaire 4.6.1. Il existe une suite balancée de longueur m dans Z/3*Z si, et seulement

si, (mgl) est divisible par 3*.

Preuve. Soit k > 1 un entier. Par la Proposition 4.5.5, on a

B3 =pB(3) = 1.

Soit d un élément inversible de Z/3%7Z. Alors, le Théoreme 4.5.6 dit que
— PA(27'd,d, m) est balancée pour tout entier positif m = 0 (mod 3*),
— PA(d,d,m) est balancée pour tout entier positif m = —1 (mod 3*).
Enfin, du Corollaire 4.2.2, on sait que 3% divise le coefficient binomial (m;r 1) si, et seulement
si, entier m est congru a 0 ou & —1 modulo 3*. Par conséquent, on a bien construit des

suites balancées pour toutes les longueurs admissibles dans Z/3*Z. O

Les résultats précédents permettent également de répondre partiellement au Probleme
de Molluzzo dans chaque groupe cyclique d’ordre impair.

Notations. On note N(n) l'ensemble des longueurs admissibles pour une suite balancée
dans Z/nZ, c’est a dire I'ensemble des entiers positifs m tels que que (m; 1) est un multiple
de n, et B(n) 'ensemble des longueurs des suites balancées dans Z/nZ, a savoir,

N(n):{meN' (m;”) 0 (modn)},

et
B(n) = {m € N | 3 une suite balancée dans Z/nZ de longueur m} ,

Comme déja remarqué dans les Sections 4.1 et 4.2, on a clairement B(n) C N(n). De
plus, le Probleme de Molluzzo peut étre reformulé sous la question de savoir si B(n) = N(n)
pour tout n > 1. On a vu qu’il existe des valeurs de n pour lesquelles cette égalité n’est
pas vraie, par exemple pour n = 15 ou n = 21, et on a conjecturé que B(p*) = N(p*) pour
tout p premier. Néanmoins, les résultats des sections précédentes, plus particulierement les
Théoremes 4.2.1 et 4.5.6, impliquent la minoration suivante.

Proposition 4.6.2. Soit n un nombre impair. Alors,

B[O 1
[Ny A [0, K]~ 22015y

pour tout k = ((n)n.

Puisque 2*™~13(n) > 2 pour tout nombre impair n # 3*, il s’ensuit que la méthode
décrite ici ne donne une solution complete au Probleme de Molluzzo que pour les puissances
de 3. Par exemple, pour n = 5%, on a 2°M~13(n) = 2, et donc nos résultats fournissent des
suites balancées pour la moitié des longueurs admissibles dans ce cas.
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4.7 Suites arithmétiques balancées dans les groupes
cycliques d’ordre pair

Dans les sections précédentes, on a vu que, pour tout nombre impair n et tout élément
inversible d de Z/nZ, les suites arithmétiques PA(a,d, m), pour m =0 ou —1 (mod a(n)n),
constituent une famille infinie de suites balancées. Dans cette section, on étudie le cas ou n
est pair et on montre que, contrairement au cas impair, presqu’aucune suite arithmétique
n’est balancée dans les groupes cycliques d’ordre pair.

Théoréme 4.7.1. Soit n un nombre pair et soient a et d dans Z/nZ. Alors la suite arithmétique
S = PA(a,d,m) est balancée si, et seulement si, on a

n=2 et Se{(010),(111),(0101),(1010)},

n==06 et Se{(135),(234),(432),(531)}.

Preuve. Supposons que la suite arithmétique S = PA(a, d, m) soit balancée. Tout d’abord,
on considere la projection my : Z/nZ — Z /27 et la suite projetée my(S) = PA (ma(a), ma(d), m)
dans Z/27Z qui est aussi balancée par le Théoreme 4.2.3. Si 'on note par Ams (S) (4, ) le
jeme élément de la iéme ligne du triangle Ams (S), alors la Proposition 4.3.2 implique que

Amy(S) (i,7) = 272 (2me(a) + (2j + i — 3)ma(d)) = 0 € Z/2Z,

pour tout ¢ > 3. Par conséquent, pour tout i > 3, la suite dérivée 0'S est la suite nulle,
c’est-a-dire, la suite contenant uniquement des zéros. Puisque la suite m (5) est balancée, il
suit que son triangle Ay (S) doit contenir au moins deux fois plus d’éléments que s (S) et
sa suite dérivée Oms (S). Par conséquent, U'entier m > 1 est solution de I'inégalité suivante :

m—1 m+ 1
2 < .
Par conséquent, m € [1,6]. De plus, la condition nécessaire que le coefficient binomial

le cardinal du triangle de Steinhaus Ams (5), doit étre pair implique que m = 3 ou m
On distingue maintenant les différents cas.

m—+1

> )
= 4.

m = 3 : Puisque n divise (mgl) = 6, il suit que n =2 ou n = 6.

n = 2 : [l existe quatre suites arithmétiques de longueur m = 3 dans Z/27Z dont deux
sont balancées. Ce sont les suites S; = (010) et Sy = (111).

ASy AS,
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n = 6 : On recherche un triangle de Steinhaus AS contenant chaque élément de Z/6Z
exactement une fois. Comme ’égalité AS (i,7) = 0 implique AS(i,j — 1) = AS(i +
1,7—1)ou AS(i,7+ 1) =AS(i +1,7), il suit que AS(3,1) =0 et donc, on a

0=AS(3,1) = 4(a+ d) = 4AS(1,2).

Par conséquent, AS(1,2) = 3 et on cherche alors une suite arithmétique balancée de
la forme

S = (aa 37 —CL),

avec a € {1,2,4,5}. On trouve les quatre suites arithmétiques suivantes : S5 = (135),
Sy = (234), S5 = (432) et S5 = (531).

135 2 3 4 4 3 2 53 1
4 2 5 1 15 2 4
0 0 0 0
ASs AS, ASs ASs
"1 =10, il suit que n = 2 ou n = 10.

m = 4 : Puisque n divise (

n = 2 : Il existe quatre suites arithmétiques de longueur m = 4 dans Z/27Z dont deux
sont balancées. Ce sont les suites S; = (0101) et Sg = (1010).

0101 1010
1 11 111
00 00
0 0

AS; ASg
n =10 : On recherche un triangle de Steinhaus AS contenant chaque élément de
Z/10Z exactement une fois. Comme 1'égalité AS (i,j) = 0 implique AS(i,j — 1) =
AS(i+1,7—1)ou AS(i,7+1) = AS(i+1,7), il suit que AS(4,1) = 0 et donc, on

a
0=AS(4,1) = 4(2a + 3d) = 4A5(2,2).

Par conséquent, AS(2,2) = 5. De plus, si 2a 4+ 3d = 5, alors
d=3"15-2a)=7(5—2a) =5 — 4a.
On cherche donc une suite arithmétique balancée de la forme
S = (a,5 —3a,3a,5—a)

avec a € {1,2,3,4,6,7,8,9}. Enfin, il n’existe pas de telle suite dans Z/10Z.
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Chapitre 5

L’ordre multiplicatif de a"" modulo n

Au chapitre précédent, on a vu que, dans tout groupe cyclique Z/nZ d’ordre n impair, les
suites arithmétiques PA(a,d, m) de raison inversible d sont balancées pour toute longueur
m =0 ou —1 (mod a(n)n), ou a(n) correspond a l'ordre multiplicatif de 2" modulo n. On
s’intéresse ici a la fonction arithmétique o, qui a tout élément a premier avec n associe I'ordre
multiplicatif de ¢ modulo n. La fonction «,, est donc une extension de la fonction o utilisée
dans le chapitre précédent. Dans un premier temps, on prouve quelques résultats basiques
qui sont des généralisations de ceux obtenus sur «(n). On montre ensuite qu’il existe une
relation exacte entre les fonctions ayaqm) et o, pour tout entier n. Enfin, on s’intéresse a la
fonction [, qui est une extension de la fonction ( introduite précédemment. Les résultats
obtenus dans ce chapitre font ’objet d’un article qui sera soumis prochainement.

5.1 La fonction arithmétique «,

Notation. Pour tout entier n > 1 et tout entier a premier avec n, on note O,(a) l'ordre
multiplicatif de a modulo n, i.e. le plus petit exposant e tel que a® =1 (mod n), & savoir

Op(a) =min{e e N* | a°=1 (modn)}.

L’ordre multiplicatif de @ modulo n correspond également avec I'ordre de 1’élément 7, (a)
dans le groupe multiplicatif (Z/nZ)*, le groupe des unités de Z/nZ, et ou w, : Z —» Z/nZ
est le morphisme surjectif canonique. On peut remarquer que O, (a) divise p(n).

Dans cette section, on s’intéresse a la fonction arithmétique av,.
Définition 5.1.1. Soit n > 1 un entier. Soit «,, la fonction

an: Z — N

0 { O, (a™) poura/\n: 1,
0 sinon,
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ou a/An est le plus grand diviseur commun des entiers a et n, avec la convention que 0An =n
pour tout entier positif n.

Remarque. Comme O, (a) divise p(n) et que 'on a I'égalité a,(a) = O,(a") = OSZZ()GA)”, on

en déduit que l'entier o, (a) divise w“(on(;)n, pour tout entier a premier avec n.

Proposition 5.1.2. Soient n un entier positif et a un entier. Alors,
aAn=1<+<=aArad(n) =1.

Preuve. Evident. O

L’entier «,(a) semble étre difficile & déterminer. En effet, comme déja remarqué dans le
chapitre précédent, il n’existe pas de formule générale permettant de calculer directement
I’ordre multiplicatif d’un entier modulo n. On peut néanmoins obtenir les résultats qui vont
suivre.

Proposition 5.1.3. Soient n un entier positif et a un entier. Alors Uentier a,(a) divise

arad(n) (a) .

Preuve. SiaAn # 1, alors, par définition des fonctions a,, et aaq(n) et par la Proposition 5.1.2,
on obtient

an(a) = Oérad(n)(a) = 0

Supposons maintenant que a An = 1 et soit p un facteur premier de n tel que v,(n) > 2. On
montre que ay,(a) divise a%(a). Par définition de a%(a), il existe un entier positif u tel que

Par conséquent, par le théoreme du binome, on a

an (a)n an(a)2\P P u F
a5 :<a 5””) :(1+uﬁ) :1+un+z<p)uk<ﬁ) .
p —~ \k p

k
Puisque v,(n) > 2, il suit que (%) est divisible par n pour tout entier £k > 2 et donc

a3 " =1 (mod n).
Alors o, (a) divise a%(a). Par induction, on obtient que a,(a) divise tuadm) (@) O

Une relation exacte entre oy,(a) et ouadm)(a) est déterminée a la fin de cette section.
Cependant, on peut facilement régler le cas ol n est une puissance de nombre premier.
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Proposition 5.1.4. Soient p un nombre premier et a un entier. Alors, on a

ape(a) = ap(a)

pour tout entier k > 1.

Preuve. Si a An # 1, alors a,,(a) = Oyaqn)(a) = 0. Supposons maintenant que l'entier a est
premier avec n. Par la Proposition 5.1.3, 'entier o, (a) divise ay,(a). Il reste donc a prouver
que ay(a) divise bien a,r(a). La congruence

a®h @2 = 1 (mod p")

implique que o
a i (a)p

a’r =1 (mod p),
et donc, par le petit théoreme de Fermat, il suit que

k (a)p”

ar =1 (mod p).

aCr* (a)p —

Par conséquent ay,(a) divise a,r(a). Ce qui complete la preuve. O

Remarque. Si p = 2, alors, pour tout entier positif k, on obtient que aqx(a) = ag(a) = 1
pour tout entier a premier avec n.

Proposition 5.1.5. Soient ny et ny deux nombres premiers entre eux et a un entier. Alors,

Uentier o, n,(a) divise oy, (a) V ay,(a).

Preuve. Sia Aning # 1, alorsa An; # 1 ou a Any # 1 et donc
gy (@) = 0, (@) V Ay (@) = 0.

Supposons maintenant que a A niny = 1 et donc que les entiers a, n; et ny soient premiers
entre eux deux par deux. Soit 7 € {1,2}. Les congruences

a%ni(@ni = 1 (mod n;)
impliquent que
a(anl(a)\/an2 (a))nan =1 (mod nz)

Par conséquent, le théoreme des restes chinois implique que l'entier o, ,,(a) divise a,, (a) V
Oy (@). O

Le tableau et le graphique représentés a la Figure 5.1 donnent les premieres valeurs de
ay,(a) pour tout entier n € [1,20] et tout entier a € [—20, 20].

Par définition, on sait que ay,(a) = araq(n)(@) = 0 pour tout entier a non premier avec n.
Le reste de cette section est consacré a la détermination de la relation exacte qui lie a,(a)
et ozrad(n)(a) pour tout entier a premier avec n. Ce résultat est un corollaire du théoreme
suivant.
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Notation. Soit § : N* — {1, 2} la fonction définie par

5(n)={ 2 sin=2,

1 sinon.
Théoréme 5.1.6. Soit
n=p"-p*

la factorisation en nombres premiers de l’entier positif n et soit a # +1 un entier relativement
premier avec n. Soient Sy, ..., Sg les plus grands entiers tels que

aopié(m)(a) =1 (mod piSi)a

i.e. 8 =y, <aopi‘s“’i)(a) — 1) pour tout i, 1 <1 < k. Sive(n) < 1, alors on a

k
Ou(@) = Ot fa) [T 070,
i=1
Sinon, sive(n) = 2, alors on a
k
On(a) _ 02 rad(n)(a) Hpimax{O,m—s@'}.
i=1

La preuve de ce théoreme est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 5.1.7. Soient p un nombre premier et a # +£1 un entier premier avec p. Soit s le
plus grand entier tel que

aopé(p) (a) =1 (mod ps).

Alors, pour tout entier | > 0, il existe un entier u;, premier avec p, tel que

!
a(?p(s(p) (a)p -1 +Ulp8+l.

Preuve. Par induction sur [. Si [ = 0, alors, par définition du coefficient s, il existe un entier

uy premier avec p tel que

a%r @ =1 4 yp

Par conséquent, I’assertion est vraie pour [ = 0. Supposons maintenant que 1’assertion soit
vraie pour un entier positif [ donné. Alors, par le théoreme binomial, on a

p
aopa(p) (a)p't? _ (1 i ulpsﬂ)p -1+ ulps+z+1 + Z (i) ulkp(s—i-l)k.
k=2

Sip=2,alors s > 2 car
a®@ = %@ =1 (mod 2°).
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Par conséquent

P
(Z) w p(s+l) 222(s+l)
k=2

est divisible par 2°7"+2. Sinon, si p > 3, alors s > 1 car

a%@ — (O (@ =1

=a» (mod p%).

De plus, comme le coefficient binomial (z) est divisible par p pour tout entier k, 2 < k < p—1,

il suit que
P P p—1
Z (k) k (s+l Z ( )ul p (s+D)k + ulpp(s—i-l)p

k=2 k=2

est divisible par p**'*2. Ainsi, dans tous les cas, il existe un entier @ tel que

@Crsm @P w1 aptt? = 1 4 (g + ap)pt

et I'entier u; + up est premier avec p. Ce qui complete la preuve. O

Lemme 5.1.8. Soient p un nombre premier et a # +£1 un entier premier avec p. Soit s le

plus grand entier tel que

aCr@ @ = 1 (mod p*).

Alors, pour tout entier r > 6(p), on a

Oy (a) = Oy ()™ 07—,

Le cas impair de ce lemme correspond au Théoreme 3.6 de [22]. Cependant, pour le
confort du lecteur, la preuve suivante est autonome.

Preuve. Par induction sur l'entier r. Si r = d(p), alors
s =, (aop‘””) @ _ 1) = (aopr(“) —1) >

Par conséquent max{0,r — s} = 0 et I'assertion est vraie pour r = d(p). Supposons mainte-
nant que l’assertion soit vraie pour un entier r > §(p). Tout d’abord, la congruence

%@ =1 (mod p" 1)
implique que
a® 1@ =1 (mod p")
et donc O,r(a) divise Opr+1(a). Comme

Opv" (a) — Opa(p) (CL)pmax{O,r—s}

par hypothese d’induction, il suit du Lemme 5.1.7 qu’il existe un entier u, premier avec p,
tel que

max{0,r—s}

CLOPT' (a) — aopé(p) (a)p =14+ ups+max{0,r—s} =14+ upmax{s,r}.
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Sir<s—1,alors

(@)

a®" @ =1 4up*=1 (mod p'™),

et donc on obtient que Opr+1(a) = Opr(a). Sinon, si r > s, alors
a%r @ =1 fupt £ 1 (mod p"*1),

et donc Opr(a) est un diviseur propre de Opr+1(a). De plus, par le Lemme 5.1.7, il existe un
entier v, premier avec p, tel que

aopr(a)p _ aop5(P) (a)pmax{0.r—s}+1 14 Upmax{s,r}-i—l =14+ Up7‘+1 =1 (mod pr-i-l)'

Il s’ensuit que Opr+1(a) = Opr(a)p. Dans tous les cas, on obtient
Op,,-+1 (a) = Op(s(P) (a)pmaX{O,(T-i-l)—S}.

Ce qui complete la preuve. O

Preuve du Théoreme 5.1.6. Tout d’abord, par le théoreme des restes chinois, on obtient

k

Onla) = Opp (@) = \/ Opri(a).

Si ve(n) = 0, alors, par le Lemme 5.1.8, on a

k k k
Oula) = \/ Opri(a) = \/ Oy (a)pm0ri=s = <\/ ) ) ) [T pemestorso

i=1 =1
k

= Onle i (CL) HpimaX{O’m_Si} = rad

1=1
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maX{O ri— sl}

||z?r

Si vy(n) = 1, alors on peut supposer, sans perte de généralité, que p; = 2 et r; = 1. Par
conséquent, par le Lemme 5.1.8, on obtient

k k k
O, (a) = Oula) v <\/ o, <a>pz-max{0m—5i}> - <\/ o i<a>> [] pimestori=s
=2
_ max{0,r;—s;} __ max{0,r; —s;
= OHL . Hp { P — Orad(n Hp { }
=2

De plus, comme s; = v (ao“(“) — 1) > 2, il suit que max{0,r; — s;} = 0 et donc

k
On(a) _ Orad(n)(a) HpimaX{07ri_Si}‘

i=1
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Enfin, si v5(n) > 2, alors on peut supposer, sans perte de généralité, que p; = 2 et r; > 2.
Par conséquent, par le Lemme 5.1.8, on obtient

k
On(a) — Oplz(a)plmax{o,m—sl} V; <\/ Opi(a)pimax{o,ri—si}
L 1=2 L i
= <Op12(a) Vv <\/ Om(“))) Hpima"{o’”_s"} = Ozrad(n)(@) Hpima"{o’”_si}.
=2 i=1 i=1

O

On est maintenant prét a déterminer la relation exacte entre o, (a) et araqm)(a) pour tout
entier a premier avec n.

Théoréme 5.1.9. Soit
n=p'"t-p*

la factorisation en nombres premiers de l'entier positif n et soit a un entier premier avec n.
Soient s1, ..., si les plus grand entiers tels que

oCrioe (@

1 (mod p;*),

i.e. Si = Up, <aopi‘5(“)(a) — 1) pour tout i, 1 <i < k. Sive(n) <1, alors on a

Qlrad(n) (a)
Oén(a;) = Hk7 pimin{ri,si} :
Qrad(n) (CI,) N Z_lrad(n)
Sinon, si va(n) = 2, alors on a
%) rad(n) (CL)
Oén(a> = ka pimin{ri,si} .
2rad(n) (CL) A 1_12rad(n)

Preuve. Supposons que vy(n) < 1. Le Théoreme 5.1.6 amene a

k max r;—S;
= On (CL) — Orad(") (a) Hi:l Di {Ori—s:}
On (a) An Orad(n) (CL) Hle pimax{o,ri_si} A Hle DT

Orad(n) (@)
Orad(n) (a) A Hz’:l pimm{s“n}

On pose
I={ie[1,k] | pi divise Oraaimy(a)} .
Alors
Hpi = Orad(n)(@) A rad(n)

iel
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et donc

Orad(n)(a)
o (CL) . Orad(n) (a) . orad(n)(a)/\rad(n)
O a) N\ . 'mln{si’”} Orad(n)(a) ]._[z pimm{sl’rl}
) (@) A LLier Braaom(@nrad) N Lo
arad(n) (CL) . Oérad(n) (a)
- Hl pimin{si,'ri} - Hf: 7'_min{r'i,si} :
arad(n) (CL) A EII_LT arad(n) (a) A ﬂT

De la méme maniere, si vo(n) > 2, alors le Théoréeme 5.1.6 conduit a

02 rad(n) (a)
02 rad(n) (a) A\ HiEI pimin{ri,si} !

oul = {z € [1, k] ‘ p; divise Orad(n)(a)}. Si vy ((92 rad(n)(a)) > 2, alors on a

2 le O2rad(n) (@) A 2rad(n)

an(a) =

el
et donc
. a2rad(n)(a> _ Q2rad(n )(CL)
an(a) - Hiejpimin{si,ri} - H 1plmm{s it "
Q2 rad(n) (CL) A 2[Lics Pi A2 rad(n )( ) A 2rad(n)
Sinon, si vy (Ograd(n)(&)) < 1, alors on a
le Oz rad(n)(a) A 21ad(n)
i€l
et donc
. a2rad(n)(a> _ Q2rad(n )(CL)
QN(a) - Hiejpimin{si,ri} - Hz 1D min{s;,r;} °
Q2 rad(n) (CL) A Lo Q2 rad(n )( ) A B v YR
Ce qui complete la preuve. O

5.2 La fonction arithmétique (3,

Notation. Pour tout entier n > 1 et tout entier a premier avec n, on note PO, (a) l'ordre
multiplicatif projectif de a modulo n, i.e. le plus petit exposant e tel que a® = +1 (mod n),
a savoir

PO, (a) =min{e e N* | «* =+£1 (modn)}.

L’ordre multiplicatif projectif de @ modulo n correspond aussi avec I'ordre de 1’élément
7n(a) dans le groupe multiplicatif quotient (Z/nZ)*/{—1,1}. De plus, on peut remarquer
que l'on a soit O, (a) = PO,(a), soit O,(a) = 2P0, (a).

Dans cette section, on s’intéresse a la fonction arithmétique f3,.
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Définition 5.2.1. Soit n > 1 un entier. Soit 3, la fonction

Gn: Z — N
0 { PO, (a) pour a An =1,
0 sinon.

Tout d’abord, on peut observer que, par définition des fonctions o, et 3,, on a
ap(a) = Bula) =0
pour tout entier a non premier avec n et

an(a)

Bn(a)

e {1,2}

pour tout entier a premier avec n. Il n’y pas de formule générale afin de calculer gz—gzg mais,

cependant, on obtient quand méme les résultats suivants.

Proposition 5.2.2. Soient n un entier positif et a un entier premier avec n. Si va(n) < 1,
alors on a
ozn(a) . Oérad(n)(a')

6n(a) B 6rad(n) (a) '

Si va(n) = 2, alors on a

an(a) = Bn(a).

Preuve. Soit n un entier positif tel que vo(n) < 1 et soit p un facteur premier impair de n
tel que v,(n) > 2. On va prouver que

Si a,(a) = 26,(a), alors

a®@n=—-1 (mod n)

et donc n
PPy = 1 (mod —).

p

Ce qui implique que a%(a) = Qﬁ%(a). Réciproquement, si a%(a) = Qﬁ%(a), alors on a

39 = 1 (mod E)
p
Puisque v,(n) > 2, il suit que
3y = 1 (mod p)
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et donc

—_

n (a)n n(a)2\P n(a)2 ()2 E
a3 —l—lzl—(—aﬁﬁ()”) = <1+aﬁ5()p) (—aﬁi()”) =0 (mod n).
0

bS]

B
Il

Ceci implique que «a,(a) = 20,(a). Par conséquent, par induction, on obtient que

an(a)  Qrad(n) (a)

/Gn(a) B /Grad(n) (a) .

Maintenant, soit n un entier positif tel que vo(n) > 2 et soit a un entier non nul. Supposons
que 'on ait o, (a) = 26,(a). Comme

a’@" = _1  (mod n)

il suit que
en contradiction avec

]
Sin est une puissance de premier, alors 3, = Bad(n), en analogie avec la Proposition 5.1.4
pour la fonction «,.
Proposition 5.2.3. Soient p un nombre premier et a un entier. Alors, on a
fyela) = B, (0)
pour tout entier k > 1.

Preuve. Pour un entier a non premier avec n, ce résultat est évident. Supposons maintenant
que a soit premier avec n. Si p = 2, alors par la Proposition 5.2.2, on a

Bar(a) = age(a) =1

pour tout entier k > 1. Si p est un nombre premier impair, alors les Propositions 5.2.2 et
5.1.4 entrainent que

_ agr(a) B
ﬁpk(a) - ap(a) ﬁp(a) - /Gp(a')
pour tout entier k£ > 1. Ce qui complete la preuve. 0

Comme pour la fonction a,, il suit immédiatement que 3,(a) = Braqm)(a) = 0 pour tout
entier a non premier avec n. Enfin, on détermine la relation exact qui lie 3,(a) & Braam)(a)
pour tout entier a premier avec n.
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Théoreme 5.2.4. Soit
T T
n=p'--pg*
la factorisation en nombres premiers de [’entier positif n et soit a un entier premier avec n.

Soient s1, ..., s les plus grands entiers tels que

oCrioe (@

1 (mod p;*),
i.e. s; = vy, <aopi‘5“’i)(a) — 1) pour tout i, 1 <i < k. Sive(n) <1, alors on a

. ﬁrad(n) (CL)
6n(a> _ k min{r;,s;} °
Hl:l Pi 27
/Grad(n) (a) A rad(n)

Sinon, si va(n) = 2, alors on a

- ﬂ2rad(n) (a)
ﬁn(&) — k min{r;,s;} °
Hz:lpl v
Baraam) (@) N =5 g

Preuve. Si vy(n) < 1, alors le Théoreme 5.1.9 et la Proposition 5.2.2 conduisent a

/6 (CI,) o ﬁrad(n) (CL) a (CL) . /Grad(n) (CL) Qlrad(n) (a) o /Grad(n) (a)
n - n - 1?_ imin{si,ri} - ’IL_C_ Z_n’)in{si,'ri} :
Qlrad(n) (CL) Qlrad(n) (CL) Crad(n) (a) A Hlilfad(n) arad(n) (CL) A I1 71fad(n)

Hi:l pimln{sl Tt

Comme )

est impair, il s’ensuit que

ﬂrad(n) (CL)

ﬁn(a) = k min{r;,s;} °
Braaimy (@) A Lmr

Si va(n) = 2, alors B,(a) = ay(a) et Bradm) (@) = Araam)(a) par la Proposition 5.2.2 , ce qui
entraine le résultat. O
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Conclusion et perspectives

La structure combinatoire de triangle de Steinhaus associée a une suite binaire de lon-
gueur finie a été présentée au Chapitre 1. Méme si les plus petites et plus grandes valeurs
possibles du nombre de 1 dans un triangle de Steinhaus sont connues, la détermination
complete de ces valeurs apparait tres ardue. De plus, le Probleme de Steinhaus est apparu
comme étant a la fois simple par le nombre important de suites balancées qu’il semble exister
et complexe par la difficulté sous-jacente de réussir a déterminer explicitement une famille
complete de ces suites. On a vu qu'il existe des familles de solutions possédant chacune une
propriété supplémentaire telles que les suites pseudo-périodiques, les suites fortement ba-
lancées, les suites symétriques et antisymétriques ou encore les suites de poids moyen. Enfin,
le Probleme de Steinhaus étant résolu, il pourrait étre intéressant de rechercher une formule
asymptotique du nombre de suites balancées de longueur n pour n grand.

Les matrices et les graphes de Steinhaus sont présentés au Chapitre 2. Ce sont des objets
construits a partir des triangles de Steinhaus binaires du Chapitre 1. Dans ce second chapitre,
les graphes de Steinhaus pairs et impairs sont étudiés. Cette étude est basée sur un théoreme
diu a Dymacek qui stipule que tout graphe de Steinhaus pair est associé a une matrice de
Steinhaus bisymétrique. Une nouvelle preuve de ce résultat est fournie dans ce mémoire.
En fait, un résultat plus général est prouvé. On montre que les éléments de I'antidiagonale
d’une matrice de Steinhaus peuvent étre exprimés en fonction des degrés des sommets de
son graphe de Steinhaus associé. Ce théoreme fournit une premiere relation liant un graphe
de Steinhaus a la suite des degrés de ses sommets. On rappelle enfin des résultats sur ces
graphes de Steinhaus pairs et impairs qui ont été établis par Dymacek en 1979.

On rappelle, au Chapitre 3, la structure des graphes de Steinhaus réguliers qui a été
conjecturée en 1979 par Dymacek. Peu de choses sont connues sur le cas pair mais on prouve
tout de méme que, pour tout entier m > 1, la suite binaire s = (110)™ engendre un graphe
de Steinhaus a 3m + 1 sommets et régulier de degré 2m. La conjecture paire annonce que
cette famille de graphes de Steinhaus non-triviaux et les graphes totalement disconnexes
constituent les seuls graphes de Steinhaus réguliers de degré pair. Dans la suite de ce chapitre,
on s’intéresse a la conjecture dans le cas impair qui stipule que K5, le graphe complet a deux
sommets, est I'unique graphe de Steinhaus régulier de degré impair. On reformule un résultat
de Dymacek et on prouve alors que si G est un graphe de Steinhaus a 2n sommets et régulier
de degré impair k, alors k = n et G\{V1, V,} est un graphe de Steinhaus régulier de degré pair
n — 1 dont la matrice de Steinhaus associée est multisymétrique. De plus, on prouve que les
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matrices de Steinhaus multisymétriques de taille n dont le graphe associé est régulier modulo
4 ne dépendent que de {ﬁw parametres pour n pair et de {%W parametres pour n impair.
Ce résultat permet de vérifier la conjecture impaire jusqu’a 1500 sommets, améliorant ainsi
d’un facteur 12 la borne précédente connue (117 sommets). Enfin, on conjecture que, pour
tout entier n, le graphe totalement disconnexe a n sommets est le seul graphe de Steinhaus
régulier modulo 4 dont la matrice de Steinhaus associée est multisymétrique. Cette conjecture

entraine celle de Dymacek dans le cas impair.

La construction des triangles de Steinhaus a été généralisée a tout groupe cyclique d’ordre
n par Molluzzo en 1978 [19]. Il pose alors la généralisation du Probleme de Steinhaus qui
consiste a savoir s’il existe une suite balancée pour toutes les tailles m admissibles. Dans un
premier temps, on montre qu’il existe des contre-exemples au Probleme de Molluzzo, c’est-
a-dire qu’il y a, dans certains groupes cycliques, des longueurs pour lesquelles il n’existe pas
de suite balancée. On conjecture ensuite que le Probleme de Molluzzo est vrai pour tous les
groupes cycliques d’ordre une puissance de premier. On s’intéresse a ce Probleme de Mol-
luzzo tout au long du Chapitre 4. Tout d’abord, on détermine les tailles possibles pour une
suite balancée et on établit un théoreme de projection des suites balancées dans les groupes
cycliques. On continue par I'étude des suites a progression arithmétique et de leur triangle
de Steinhaus associé. On se pose alors la question de savoir quand est-ce qu'une suite a pro-
gression arithmétique est balancée dans Z/nZ avec n impair. On montre qu’il faut déja que
la raison d soit inversible, et que si c¢’est le cas, il suffit que la longueur m soit congrue a 0 ou
—1 (mod a(n)n), ou a(n) est I'ordre multiplicatif de 2" modulo n. De plus, en considérant la
propriété supplémentaire d’antisymétrie, on prouve que, pour tout élément d inversible dans
Z./nZ, les suites arithmétiques PA(271d, d, kB(n)n) et PA(d,d, kB3(n)n — 1) sont balancées
pour tout k& > 1 et ou (n) est P'ordre multiplicatif projectif de 2" modulo n. Les suites
arithmétiques permettent donc de répondre completement et positivement au Probleme de
Molluzzo dans le cas des groupes cycliques d’ordre une puissance de 3 et, plus généralement,
de montrer qu’il existe une infinité de suites balancées dans tout groupe cyclique d’ordre n
impair. A la fin de Chapitre 4, on prouve également que, contrairement aux groupes cycliques
d’ordre impair, presqu’aucune suite arithmétique n’est balancée dans les groupes cycliques
d’ordre pair. Enfin, au cours de cette analyse des suites arithmétiques, il a été nécessaire
d’étudier 'ordre multiplicatif de a™ modulo n pour tout entier a premier avec n. Ceci a
conduit a la construction des fonctions «,, et (3, dont une description détaillée est fournie
au Chapitre 5. Pour terminer, il est possible de s’apercevoir, de maniere expérimentale, que
la considération de suites arithmétiques entrelacées ou suites arithmétiques multidimension-
nelles devrait permettre de construire un plus grand nombre de suites balancées. Cela semble
étre un objectif atteignable dans les mois a venir.
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Annexe A

Suites balancées dans les groupes
cycliques d’ordre 3, 5 et 7

Dans cette annexe, on répond positivement et completement au Probleme de Molluzzo
dans les groupes cycliques Z/nZ d’ordre n = 3, 5 et 7. Ces solutions sont obtenues de
maniere expérimentale et leurs preuves, souvent longues et répétitives, ne seront pas données
ici. La plupart du temps, ces preuves consistent en un découpage astucieux d’un triangle de
Steinhaus en blocs élémentaires dans lesquels on controle la multiplicité de chaque élément
du groupe Z/nZ concerné. Les programmes, réalisés en Mathematica, qui ont servi & mettre
en évidence ces suites balancées seront prochainement disponibles a ’adresse :
http://www-1lmpa.univ-littoral.fr/~chappelo.

A.1 Suites fortement balancées

On a vu, au Chapitre 1, que les suites binaires fortement balancées permettent de
répondre au Probleme de Steinhaus dans Z/27Z. Dans cette section, on définit deux types
différents de suites fortement balancées qui permettent d’obtenir une réponse complete au
Probleme de Molluzzo dans Z/37Z et une réponse partielle dans Z/5Z et Z/7Z. La réponse
dans 7 /37 coincide avec les suites arithmétiques balancées qui sont étudiées en détail au
Chapitre 4. Les réponses partielles obtenues dans les groupes Z/5Z et 7, /77 sont complétées
plus loin par d’autres constructions.

Définition A.1.1. Soit S = (ay,...,a,) une suite de longueur m > 1 dans Z/nZ avec n
impair. Alors, la suite S est dite

— fortement balancée a droite, si la sous-suite initiale S[m — kn| de longueur m — kn est
balancée pour tout k, 0 < k < %

117


http://www-lmpa.univ-littoral.fr/~chappelo

Produit par HAL - 27 Mar 2009

— a dérivation fortement balancée, si la suite dérivée 9¥"S de longueur m—kn est balancée
pour tout k, 0 < k < %

On détermine, dans la suite de cette section, ’ensemble des suites fortement balancées

a droite et I’ensemble des suites a dérivation fortement balancée dans chacun des groupes
Z7)37, 7./5Z et 7] TZ.

A.1.1 Suites fortement balancées a droite

Notation. Soit n € {3,5,7}. Pour tout entier m > 0, on note FBD,,(m) 'ensemble des
suites fortement balancées a droite et de longueur m dans Z/nZ. Lorsque cet ensemble est
fini, on note fbd, (m) son cardinal.

Le théoréme suivant détermine explicitement, pour tout entier m = 0 ou 2 (mod 3),
'ensemble des suites fortement balancées a droite et de longueur m dans Z/3Z.

Théoréme A.1.2. A multiplication par un inversible de 7/37 prés, on a
- pour les longueurs m =0 (mod 3) :

FBD;(0) = {0},
FBDs(3) = {(102)},
FBD4(6) = {(102022), (102100), (102101), (102102)},
FBD4(9) = {(102100210), (102101020), (102102102)}
FBD4(12) = {(102100210202), (102101020002), (102101020102), (102102102100),
(102102102101), (102102102102)},
FBDy(6k +3) = (102)2"”1} pourk > 2,
FBDs(6k) = (102)%—1-(100),(102)%‘1-(101),(102)%} pour k > 3,
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- pour les longueurs m = 2 (mod 3) :

FBDs(2) = {(12)},
FBDs(5) = {(12012), (12110)},
FBDs(8) {(12012012), (12110022), (12110121), (12110202)}
FBD5(11) = {(12012012012), (12012012221), (12110022110), (12110022201),
(12110121010), (12110202210)},

FBD3(14) = {(12012012012012), (12110022110010), (12110022110022), (12110022201200’

(12110121010002), (12110121010121), (12110202210202)} ,

FBD3(17) = {(12012012012012012), (12110022110022110), (12110121010121010),

(12110202210202000), (12110202210202210)} ,

FBD3(3k+2) = {s1[3k + 2], s2[3k + 2], s3[3k + 2], s4[3k + 2]} pour k > 6, ot s1, 52, S3

et s4 est une des suites suivantes

s = (12)-(012)™

S (12) - (110022)*

s3 = (12110)-(121010)*
(12110) - (202210)>

S4 =

Théoréeme A.1.3. La fonction génératrice f3(t) = >, o f0ds(m)t™ du nombre de suites
fortement balancées a droite dans Z/3Z est donné par l’expression

1—t6

fa(t) = 1+2 (t3 + 485 + 3t + 612 + 7(“?”3)”5)
2 (tZ + 217 4 415 + 611 4 TH4 4 517 + ff&) .

Le Probleme de Molluzzo est donc entierement résolu dans Z/37Z grace aux suites forte-
ment balancées a droite. Par contre, dans les groupes Z/5Z et Z/7Z, il n’y a qu'un nombre
fini de suites fortement balancées a droite.

Théoréeme A.1.4. La fonction génératrice f5(t) = ), o fbds(m)t™ du nombre de suites
fortement balancées a droite dans Z/5Z est donné par l’expression

fs(t) = 1+4(3t° + 810 + 8" + 4% + 1)
+4 (t* + 67 + 61 + 21 + 24) .

Théoréme A.1.5. La fonction génératrice f7(t) = > .y fbdz(m)t™ du nombre de suites
fortement balancées a droite dans Z/TZ est donné par l’expression

fr(t) = 146 (137 4+ 77t + 105¢%" + 57t% + 20¢% + t12)
+6 (265 + 12613 + 1820 + 11¢27 + 2¢31) .

A.1.2 Suites a dérivation fortement balancée

Notation. Soit n € {3,5,7}. Pour tout entier m > 0, on note DF B,,(m) 'ensemble des
suites a dérivation fortement balancée et de longueur m dans Z/nZ. Lorsque cet ensemble
est fini, on note dfb,(m) son cardinal.
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Dans Z/37Z, le nombre de suites & dérivation fortement balancée de longueur m < 50,
avec m = 0 ou 2 (mod 3), est donné par le tableau suivant.

[ m [ dfbg(m) | [ m || dfbs(m) |
0 I 2 2
3 2 5 4
6 10 S 18
9 10 N
2 34 ] 56
5| 56 VAIE
I8 128 20| 168
21 102 23| 2
21| 302 26| 484
27| 250 29| 462
30 | 750 32| 1270
33 | 781 35 | 1612
36 | 2074 | [38 3908
39 | 1814 | [41 4886
12] 5688 | [44| 11110
15 5106 | [47 ] 9920
I8 16582 | [0 | 31056

Ces résultats suggerent que le nombre de suites a dérivation fortement balancée et de
longueur m = 0,2 (mod 3) explose avec m. On continue par ’étude de ces suites dans les

groupes Z/57 et 7/ TZ.

Le théoreme suivant détermine explicitement, pour tout entier m = 0 ou 4 (mod 5),
I'ensemble des suites a dérivation fortement balancée et de longueur m dans Z/5Z.

Théoréme A.1.6. A multiplication par un inversible de 7 /57 prés, on a

- pour les longueurs m =0

(mod 5) :

DFB5(30k +15) = {(023311104442230)***} pour k > 2
DFBs5(30k) = {(023311104442230)%, (123103042022411441330310204234)",
(132031344243001400213112420324)*,
(100342443130231423024211312004)*,
(114220240301321432402013033144)k} pour k > 3,

DFB;(15k +5) =

- pour les longueurs m =

{(11044) -
DFBs(15k +10) = {( 4223002331
4

(mod 5) :

(422300233111044)* }

pour k =5,

) - (110444223002331)%} pour k > 5,

DFB;(5k+4) =0 pour k=2
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Théoreme A.1.7. La fonction génératrice gs(t) = ), cn dfbs(m)t™ du nombre de suites a
dérivation fortement balancée dans Z/5Z est donné par ’expression

gs(t) = 14437+ 12610 + 33¢1° + 2062 + 15¢% + 19¢30 4 935 + 7140 4 ¢45 4 4% + 55+
1 5 10 15 20 25\+75
+5¢50 4 255 4 370 +- A+ et +5 +i7+ o) ) + 4¢*

1 — 30

On a donc des suites balancées dans Z/5Z pour toutes les longueurs m = 0 (mod 5).
De plus, pour tout entier k& > 1, la suite S = (023311104442230)F est une suite balancée de
longueur 15k et qui contient 3k fois chaque élément du groupe Z/5Z. On en déduit que sa
suite dérivée est également balancée et donc la suite

(201422143314030) - (020142214331403)

est une suite balancée de longueur 15k + 14 pour tout entier &k > 0. Les suites a dérivation
fortement balancée ne permettent donc pas de répondre completement au Probleme de Mol-
luzzo dans Z/57Z. En effet, il manque encore la preuve qu’il existe des suites balancées pour
toutes les longueurs m =4 et 9 (mod 15).

Le théoreme suivant détermine explicitement, pour tout entier m = 0 ou 6 (mod 7),
'ensemble des suites a dérivation fortement balancée et de longueur m dans Z/7Z.

Théoréme A.1.8. A multiplication par un inversible de Z/TZ prés, on a
- pour les longueurs m =0 (mod 7) :

DFB;(42k +21) = {(043356662205511124430)**1} pour k > 3,

DFB;(42k) = {(043356662205511124430)%,
(134265053114602033521652440501366420215346 ),
(225104144023063642612561531410450336306255 )%,
(316013235632154551003400622326541245460164 ),
(354260231114454233543432445323366645015324)*,
(400622326541245460164316013235632154551003)F,
(561531410450336306255225104144023063642612)*,
(652440501366420215346134265053114602033521 )} pour k > 3,

DFB;(21k+7) = {(6220551)- (112443004335666220551)"} pour k > 5,
DFB;(21k +14) = {(11244300433566) - (622055111244300433566)*} pour k > 5,

- pour les longueurs m =6 (mod 7) :
DFBq(Tk+6) =0 pour k>9.

Théoréeme A.1.9. La fonction génératrice g;(t) = >, oy dfbr(m)t™ du nombre de suites a
dérivation fortement balancée dans Z/TZ est donné par l'expression

gr(t) = 146 (13t" + 92¢M + 136t + 11278 + 47¢% + 33¢42 4 4449 + 5¢50 4 2403 +¢70 774

1 8t7 t14 t21 t28 t35 t119
+8t84+t91+t98+t105+2t112+( + ot + ;‘ t4:‘ + %)

+6(2t0 4 23113 + 45¢20 + 46¢%7 + 5431 + 12t + 13¢%8 + 5¢55 + 3¢62).
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On a donc des suites balancées dans Z/7Z pour toutes les longueurs m =0 (mod 7). De
plus, pour tout entier k > 1, la suite S = (043356662205511124430)* est une suite balancée
de longueur 21k et qui contient 3k fois chaque élément du groupe Z/7Z. On en déduit que
sa suite dérivée est également balancée et la suite

(40614551425362236103) - (040614551425362236103)*

est une suite balancée de longueur 21k + 20 pour tout entier k£ > 0. Les suites a dérivation
fortement balancée ne permettent donc pas de répondre completement au Probleme de Mol-
luzzo dans Z/77Z. En effet, il manque encore la preuve qu’il existe des suites balancées pour
toutes les longueurs m = 6 et 13 (mod 21).

A.2 Solutions du Probléme de Molluzzo dans Z/5Z

Dans cette section, on donne deux solutions de nature différente au Probleme de Molluzzo
dans Z/57Z.

A.2.1 Suites balancées antisymétriques et périodiques

On répertorie ici toutes les suites balancées antisymétriques et périodiques de période 10
dans Z/5Z.

Théoréme A.2.1. Soit k > 0 un entier. Alors, il existe des suites balancées antisymétriques
et périodiques de période 10 dans 7./57

(0112233440)*,
) ] (1133002244)F,
de longueur 10k : (1240230134)"
( )

1302413024)F.

(11044) - (0203011044)F,
(11044) - (2302311044)*.

— de longueur 10k + 4 : (1144) - (2200331144)".

— de longueur 10k + 5 {

(123401234) - (0123401234)*,

- de longueur 10k +9 - { (143302214) - (0143302214)*.

On a ainsi répondu positivement et complétement au Probleme de Molluzzo dans Z/5Z.

A.2.2 Suites arithmétiques et primitives

Comme ((5) = 2, on sait, par le Théoreme 4.5.6, que les suites arithmétiques et an-
tisymétriques PA(27'd,d, 10k) et PA(d,d, 10k — 1), de raison inversible d, sont balancées
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pour tout entier £ > 1. On connait donc des suites balancées pour la moitié des longueurs
admissibles. Pour les longueurs restantes, c’est a dire m =4 et 5 (mod 10), on recherche des
suites balancées parmi les primitives des suites arithmétiques.

m =10k +4

Parmi les primitives des suites arithmétiques de longueur 10k + 3, il existe une suite
balancée qui est
Py(PA(4,1,10k + 3)) = (2233) - (4400112233)",

pour tout entier k > 0.

m = 10k + 5

Parmi les primitives secondes des suites arithmétiques de longueur 10k + 3, il existe une
suite balancée qui est

P;(P(PA(4,1,10k + 3))) = (33022) - (1401433022)’“,
pour tout entier k > 0.

On obtient ainsi une seconde solution au Probleme de Molluzzo dans Z/5Z.

A.3 Solution du Probleme de Molluzzo dans Z/77Z

Dans cette section, on répond positivement et completement au Probleme de Molluzzo
dans Z /77 en combinant des résultats obtenus par deux méthodes distinctes.

A.3.1 Suites arithmétiques et primitives

Comme ((7) = a(7) = 3, on sait, par le Théoreme 4.5.6, que les suites arithmétiques
de raison inversible d sont balancées pour toute longueur m = 0 ou 20 (mod 21). Comme
précédemment, afin de compléter les longueurs manquantes, on recherche des suites balancées
parmi les suites primitives des suites arithmétiques.

m=42k +7

Parmi les primitives secondes des suites arithmétiques de longueur 42k + 5, il existe une
suite balancée qui est

Ps(PL(PA(5,1,42k + 5))) = (6220551) - (34106346220551)%*
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pour tout entier k > 0.

m =42k + 14

Parmi les primitives troisiemes des suites arithmétiques de longueur 42k + 11, il existe
deux suites balancées qui sont

Ps(Py(Ps(PA(1, 1,42k + 11)))) = (63145340521260)%+1,
Po(Pi(Py(PA(3,1,42k + 11)))) = (01565203423641)%+1,

pour tout entier k > 0
m = 42k + 28

Parmi les primitives secondes des suites arithmétiques de longueur 42k + 26, il existe 14
suites balancées qui sont

Po(Py(PA(4, 1,42k + 26))) = (04326025531146)3%+2,
Py(Py(PA(4,1,42k + 26))) = (13410634622055)35+2,
Py(Py(PA(4,1,42k + 26))) = (22501543013664)35+2,
Ps(Py(PA(4,1,42k + 26))) = (31662452104503)3+2,
Py(Py(PA(4,1,42k + 26))) = (40053361265412)3%+2,
Ps(Py(PA(4,1,42k + 26))) = (56144200356321)3+2,
Ps(Py(PA(4,1,42k + 26))) = (65235116440230)35+2,
Po(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (04503316624521)35+2,
Py(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (13664225015430)35+2,
Py(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (22055134106346)3+2,
Ps(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (31146043260255)3+2,
Py(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (40230652351164)35+2,
Ps(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (56321561442003)3+2,
Ps(Py(PA(6,1,42k + 26))) = (65412400533612)35+2,

pour tout entier k > 0

m = 42k + 35

Parmi les primitives secondes des suites arithmétiques de longueur 42k + 33, il existe
deux suites balancées qui sont

Po(PL(PA(4,1,42k + 33))) = (0120466) - (51433520120466)3+2,
Py(Py(PA(6,1,42k + 33))) = (1130560) - (52443621130560)3+2,

pour tout entier k > 0.
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m =42k +6

Parmi les primitives troisiemes des suites arithmétiques de longueur 42k + 3, il existe une
suite balancée qui est

Py(P5(Py(PA(6,1,42k + 3)))) = (231645) - (40152603231645)*,

pour tout entier k > 0.

m =42k + 13

Parmi les primitives des suites arithmétiques de longueur 42k + 3, il existe deux suites
balancées qui sont

Ps(PA(4,1,42k 4 12)) = (5660011223344) - (55660011223344)3*
Py(PA(6,1,42k 4 12)) = (3344556600112) - (23344556600112)3*,

pour tout entier k£ > 0.

m = 42k + 27

Parmi les primitives des suites arithmétiques de longueur 42k + 26, il existe deux suites
balancées qui sont

Py(PA(4,1,42k + 26)) = (4051620314253) - (64051620314253)3+1,
Py(PA(6, 1,42k + 26)) = (4253640516203) - (14253640516203)3+1,

pour tout entier k > 0.

m = 42k + 34

Il n’y a pas de primitive de suites arithmétiques qui fournisse une famille de suites ba-
lancées de longueur m = 42k + 34.

A.3.2 Suites arithmétiques entrelacées

Dans cette sous-section, on met en évidence des suites balancées qui sont des suites
arithmétiques entrelacées ou, plus précisément, I’entrelacement de trois suites arithmétiques,
c’est-a-dire, des suites de la forme

(al, ag, g, Ay + dl, as + dg, as + dg, a1 + le, as + 2d2, as + 2d3, ...... )
dans Z/7Z.
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m=21k+7
Il y a une suite arithmétique entrelacée de longueur m = 21k + 7 et balancée
(2330445) - (553661006114222330445)",
pour tout entier k£ > 0.

m =21k + 14
Il y a une suite arithmétique entrelacée de longueur m = 21k + 14 et balancée
(55366100611422) - (233044555366100611422)",
pour tout entier k > 0.
m = 21k
Il y a 60 suites arithmétiques entrelacées de longueur m = 21k et balancées dont
(061142223304455536610)",
pour tout entier k > 0.
m=21k+6

Il n’y a pas de suite arithmétique entrelacée et balancée pour toute longueur m = 21k+6.

m =21k +13

Il y a une suite arithmétique entrelacée de longueur m = 21k + 13 et balancée
(1264410633156) - (302525041264410633156),

pour tout entier k > 0.

m = 21k + 20

Il y a 60 suites arithmétiques entrelacées de longueur m = 21k et balancées dont

(66555044233422611100) - (366555044233422611100)",
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pour tout entier k > 0.

En combinant les résultats obtenus dans cette section, on a donc prouvé 'existence de suites
balancées pour toutes les longueurs admissibles m = 0 et 6 (mod 7). Ainsi, le Probleme de
Molluzzo est entierement résolu dans Z/7Z.
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Appendix B

English summary

Regular Steinhaus graphs and Stein-
haus triangles in finite cyclic groups

B.1 Binary Steinhaus triangles

B.1.1 The Steinhaus Problem

First, we define an operation of derivation on finite binary sequences.

Definition B.1.1. Let S = (a4, ...,a,) be a finite sequence of length n > 2 in Z/27Z. The
derived sequence of S is the sequence 95 defined by

0S = (a1 +ag,...,an1 + ay),

where + is the sum in Z/27Z. Tt is a sequence of length n—1 in Z/27Z. By convention, 95 = ()
if n < 1, where () stands for the empty sequence of length 0. Iterating the derivation process,
we denote by 9°S the ith derived sequence of S, defined recursively as usual by 9°S = S and
0'S = 9(0°1S) for i > 1.

We also define an operation of integration.

Proposition B.1.2. Let S be a finite sequence of length n > 0 in Z/27Z. Then, there exist
two complementary sequences T of length n + 1 such that 0T = S

Definition B.1.3. Let S be a finite sequence of length n > 0 in Z/2Z. Then, the two
complementary sequences 1" of length n + 1 such that 0T = S are called primitive sequences

of S and we denote by P;(S) the primitive sequence of S whose first element is equal to ¢,
for i € {0, 1}.
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Then, we obtain a fundamental theorem of calculus on finite sequences in Z/27Z.

Proposition B.1.4 (Fundamental theorem of calculus). Let S = (aq,...,a,) be a sequence
of length n > 1 in Z/27 and i € {0,1}. Then,

OP;(S) =5,
Pi(0S) = S+ (i +a1)jy,

where (i + a1)?_, is the constant sequence equal to i + a; and of length n.

Using the derivation process, we define the Steinhaus triangle associated to a finite binary
sequence.

Definition B.1.5. The Steinhaus triangle of S is the collection AS = {5,989, ...,0" 1S}
of iterated derived sequences of S. A Steinhaus triangle of order n is a Steinhaus triangle
associated to a finite sequence of length n.

We are interested in the binary sequences whose Steinhaus triangle contains as many 0’s
as 1’s.

Definition B.1.6. A finite sequence S in Z /27 is said to be balanced if its Steinhaus triangle
AS contains as many 0’s as 1’s.

Since a binary Steinhaus triangle of order n contains ("'QH) elements of Z/27, counted

with multiplicity, the length of a balanced sequence must be an integer n such that ("'ZH) is

even, that is, n =0 or 3 (mod 4). In 1963, Hugo Steinhaus posed the following problem.

Problem B.1.7. Does there exist a balanced binary sequence of length n, for every n = 0
or 3 (mod 4)?

B.1.2 The number of 1’s in a Steinhaus triangle

Notation. Let S = (ay,...,a,) be a sequence of length n > 1 in Z/27Z and AS = (a; ;) its
Steinhaus triangle, where a; ; denotes the jth element of the ith row of AS. We denote by
v(S) =v(ay,...,a,) the number of 1’s in AS, that is,

n n—i+l
v(S)=vlar,...,an) =Y Y aij,

i=1 j=1

where here a; ; is considered as an integer in {0, 1}.

First, we recall a result of [3].
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Theorem B.1.8. Let S = (ay,...,a,) be a sequence of length n > 1 in Z/27Z. Then,
a n+ 1) )
v(S) = ] —1)a; (mod 2).
=3 (" ; (mod2)

Moreover, the number v(S) is even for every sequence S of length n if, and only if, n = 2% —2
for a certain k > 2.

The proof is by recurrence on n and using Lucas’s theorem. The least and the greatest
possible values of v(S) are determined.

Proposition B.1.9. Let S be a sequence of length n > 1 in Z/27. Then,

0 < u(S) < {MJ |

3

We recall the four least and the two greatest possible values of v(S) determined by Chang

3]-

B.1.3 Solutions of Steinhaus’s Problem

We present in detail four different solutions of the Problem of Steinhaus. These solutions
are based on pseudo-periodic balanced sequences [17], strongly balanced sequences [14],
symmetric and antisymmetric balanced sequences [15] and zerosum balanced sequences [13].

B.2 Even and odd Steinhaus graphs

Definition B.2.1. Let s = (ay,...,a,) be a finite sequence of length n —1 > 1 in Z/2Z.
The Steinhaus matriz associated to s is the square matrix M(s) = (a; ;) of size n defined by:

o a;;, =0for1<i<n,

® a;=aj_ for2<j<n,

® a,; =a;_1;-1+a;_1;for2<i<y<n,
® a,; =a;,; for 1 <i,j <n.

By convention, M(()) = (0) is the Steinhaus matrix of size n = 1 associated to the empty
sequence. The set of all Steinhaus matrices of size n is denoted by SM,,(Z/27Z).
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Definition B.2.2. Let s be a sequence of length n — 1 > 0 in Z/2Z. The Steinhaus graph
associated to s is the simple graph G(s) whose adjacency matrix is the Steinhaus matrix
M (s) associated to s.

We study the even and odd Steinhaus graphs, i.e. those with all vertex degrees of the
same parity. First, we give a new proof of a theorem of Dymacek which states that the
Steinhaus matrix of an even Steinhaus graph is a doubly-symmetric matrix. This new proof
is based on a result which shows that the anti-diagonal entries of a Steinhaus matrix are
determined by the vertex degrees of its associated Steinhaus graph.

Theorem B.2.3. Let G be a Steinhaus graph onn > 2 vertices and M = (a; ;) its associated
Steinhaus matrixz. Then every anti-diagonal entry of M can be expressed by means of the
vertex degrees of G. If we denote by deg(V;) the degree of the vertex V; in G, then for every
1, 1 <1< ng, we have

i-1 .
1—1
Ain—it+l = Z ( e ) deg (Vigrs1) =

k=0

i—1

(i . 1) deg (Vi 1) (mod 2).

k=0

We continue by characterizing doubly-symmetric Steinhaus matrices.

Proposition B.2.4. Let M = (a; ;) be a Steinhaus matriz of size n > 3. Then the following
assertions are equivalent:

(i) the matriz M is doubly-symmetric,
(ii) the over-diagonal of M is a symmetric sequence,

(i1i) the entries a;,—;+1 of the anti-diagonal of M vanish for all i, 1 <i < VT_lJ

We now obtain Dymacek’s theorem [§].

Theorem B.2.5. The Steinhaus matriz of an even Steinhaus graph is doubly-symmetric.

We use this result in order to study even Steinhaus graphs as follows. This results appear
in [8].

Definition B.2.6. Let k£ € {0,1} and n > 1. Let Uy be the operator
Up : SM,(Z)27) — SM,,5(Z/27)

which assigns to each matrix M = (b;;) in SM,(Z/2Z) the matrix Uy(M) = (a;;) in
SM,13(Z/27) defined by

( a1 pny3 =0,
(@13, ..., 01n42) = P((br2y .-, b10)),
n+2
a12 = Zau,
\ Jj=3
where Py((by2,...,b1,)) is the primitive sequence of (b2, ..., b1 ,) defined above.
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Notation. Let G be a Steinhaus graph on n > 1 vertices and k& € {0,1}. We denote by
Uk(G) the Steinhaus graph on n + 3 vertices whose Steinhaus matrix is the image of the
Steinhaus matrix of GG by the operator Uy, that is,

AUk(G)) == Up(A(G)),

where A(G) denotes the adjacency matrix of the graph G.

Dymacek obtained the two following theorems [8].

Theorem B.2.7. Let G be a Steinhaus graph on n > 1 vertices. Then, the graph G is even
if, and only if, the graphs Uy(G) and Uy(G) are both even graphs on n + 3 vertices.

Theorem B.2.8. Let n be a positive integer. If we denote by P(n) the number of even
Steinhaus graphs on n vertices, then, we have

P(n) =2L3].

In the same manner, we study the odd Steinhaus graphs.

Definition B.2.9. Let I be the operator

[ : SM(Z)27) — SM,(Z/27)

which assigns to each Steinhaus matrix M (ay, . .., a,_1) the Steinhaus matrix M(aq, ..., a,_2,ap_1+

1).

Notation. Let G be a Steinhaus graph on n > 1 vertices. We denote by I(G) the Steinhaus
graph on n vertices whose Steinhaus matrix is defined by

where A(G) denotes the adjacency matrix of the graph G.

Dymacek obtained the two following theorems [8].

Theorem B.2.10. Let G be a Steinhaus graph on 2n > 1 vertices. Then, the graph G is
even if, and only if, the graph I(G) is odd.

Remark. Since the number of vertices of odd degree is even for every simple graph, it follows
that there is no odd graph on an odd number of vertices.

Theorem B.2.11. Let n be a positive integer. If we denote by Imp(n) the number of odd
Steinhaus graphs on n vertices, then

Imp(n) = ol %] for n even,
0 for n odd.
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B.3 Regular Steinhaus graphs

In [8], the following conjectures were made:

Conjecture B.3.1. The regular Steinhaus graphs of even degree are the zero-edge graph on
n vertices, for every positive integer n, and the Steinhaus graph G(s) on n = 3m+ 1 vertices
generated by the periodic sequence s = (110)™ of length 3m, for every positive integer m.

Conjecture B.3.2. The complete graph on two vertices K5 is the only regular Steinhaus
graph of odd degree.

First, we give a proof that the sequence (110)™ is indeed associated to a regular Steinhaus
graph of even degree. This result is stated without proof in [2, 8].
Proposition B.3.3. For every positive integer m, the Steinhaus graph G((110)™) on 3m+1
vertices is reqular of degree 2m.

In the sequel of the chapter, we are interested in the conjecture in the odd case. We

introduce multi-symmetric matrices.

Definition B.3.4. Let M = (a;;) be a square matrix of size n > 1. The matrix M is said
to be multi-symmetric if it is doubly-symmetric and each row of its upper-triangular part is
a symmetric sequence, that is

Qij = Qip—jyiv1, V1 <1< j<n.

We characterize the multi-symmetric Steinhaus matrices.
Proposition B.3.5. Let M = (a; ;) be a Steinhaus matriz of size n > 3. Then the following
assertions are equivalent:
(i) the matriz M is multi-symmetric,
(i) the first row, the last column and the over-diagonal of M are symmetric sequences,

(i1i) the entries a;n—it1, Gn—2i+1n—it1 ond a; 2 vanish for all i, 1 <i < VT_lJ

The interest of these multi-symmetric Steinhaus matrices is given in the following theorem
which is a refinement of a statement of Dymacek [8] proved in [2].

Theorem B.3.6. Let G be a reqular Steinhaus graph of odd degree k on 2n > 4 vertices.
Then k = n and G \ {V1,Va,} is a regular Steinhaus graph of even degree n — 1 whose
associated Steinhaus matrixz is multi-symmetric.

We begin by parametrizing the multi-symmetric Steinhaus matrices.
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Proposition B.3.7. Let M = (a;;) be a multi-symmetric Steinhaus matriz of size n. Let
Ji be an element of the set {21+ 1,...,n — i} for everyi, 1 <i < L”T_IJ Then the matriz
M only depends on the following parameters:

o ay;, and {agj, | 1 <i<[2] =1}, forn even,
n=3
G

W — 1}, forn odd.

d {a2i+17j2i+1 } 0<i< [

Theorem B.3.8. Let n be a positive integer. If we denote by MS(n) the number of multi-
symmetric Steinhaus matrices of size n, then we have

MS(n) =

ol %] , forn even,
o *5°] , for n odd.

For a Steinhaus graph associated to a multi-symmetric matrix, the knowledge of the
vertex degrees modulo 4 imposes strong conditions on the entries of its Steinhaus matrix.
We distinguish different cases depending on the parity of the number of vertices.

Proposition B.3.9. Let n be an even number and G be a Steinhaus graph on n vertices
whose Steinhaus matriz M = (a; ;) is multi-symmetric. Then, we have

deg(V1) = deg(V,) = a1z 41 (mod 2),

deg(Va) = deg(Vi-1) = 2a1,241  (mod 4),

deg(V3) = deg(Vn—2) = 2azn,1  (mod 4),

deg(Va;) = deg(Vi—2iy1) = 2a.2i41 + 20,2111 (mod 4), V2 <i < 5 —2.

Thus, for n even, in every Steinhaus graph on n vertices whose Steinhaus matrix is
multi-symmetric, the 4th vertex V, has a degree divisible by 4.

Proposition B.3.10. Let n be an odd number and G be a Steinhaus graph on n vertices
whose Steinhaus matriz M = (a; ;) is multi-symmetric. Then, we have

deg(V1) = deg(V,) =0 (mod 2),

deg(Vs) = deg(V,,—1) = 2ay np1 (mod 4),

deg(Va;) = 2ai41,2i41 + 2a2i—1,2i+1 + 2a2i_1’n74+i (mod 4), V2 <i < "T_?’,
deg(Vair1) = 2a92i+2 (mod 4), V1 <i < "T_?’

Thus, for n odd, in every Steinhaus graph on n vertices whose Steinhaus matrix is multi-
symmetric the 3rd vertex V3 has a degree divisible by 4.

The end of the chapter is devoted to the multi-symmetric Steinhaus matrices associated
to Steinhaus graphs which are regular modulo 4. An upper bound of the number of these
matrices is given.

Theorem B.3.11. For every even number n, there are at most 2 Ed multi-symmetric Stein-
haus matrices of size n whose associated Steinhaus graphs are regular modulo 4.
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Theorem B.3.12. For every odd number n, there are at most 9l55] multi-symmetric Stein-
haus matrices of size n whose associated Steinhaus graphs are reqular modulo 4.

Using these results on the multi-symmetric Steinhaus matrices whose Steinhaus graphs
are regular modulo 4, we obtain the following statement by computer search:

Computational Result B.3.13. For every positive integer n < 1500, the zero-edge graph
on n vertices is the only Steinhaus graph on n vertices with a multi-symmetric Steinhaus
matrix and which s reqular modulo 4.

This result can be easily proved for every odd number in the special case of regular
Steinhaus graphs on n vertices whose Steinhaus matrices are multi-symmetric.

Theorem B.3.14. For every odd number n, there is no reqular Steinhaus graph on n vertices
whose Steinhaus matriz is multi-symmetric, except the zero-edge graph on n vertices.

Finally, the above computational result permits us to extend the verification of Conjec-
ture B.3.2 up to n < 1500 vertices.

Theorem B.3.15. There is no reqular Steinhaus graph of odd degree on 2 < n < 1500
vertices.

B.4 Steinhaus triangles in finite cyclic groups

Steinhaus triangles can be defined in any finite cyclic group. In 1976, Molluzzo posed the
following generalization of Steinhaus’s original problem [19].

Problem B.4.1 (Molluzzo, 1976). Let n be a positive integer. Given a positive integer m, is
it true that there exists a balanced sequence of length m in Z/nZ if and only if the binomial
coefficient (m;—l) is divisible by n?

Our first observation is that there exist finite cyclic groups where the Problem of Molluzzo
can not be answered positively.

Computational Result B.4.2.
1. There is no balanced sequence of length m =5 in Z/157.

2. There is no balanced sequence of length m = 6 in 7/217.

However, we conjecture that the Problem of Molluzzo is true in any finite cyclic group of
prime power order. In this chapter, we prove the case of powers of 3. This proof is obtained
by studing the arithmetic progressions.

First, we analyse the admissible lengths of balanced sequences in Z/nZ and study the
behaviour of balanced sequences under projection maps.
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Definition B.4.3. For every finite multiset M of Z/nZ, we define and denote by m,, the
multiplicity function of M as the function

which assigns to each element x in Z/nZ the number of occurrence my;(z) of x in the multiset
M. We agree that the multiplicity function mj; vanishes at every x not in M.

Definition B.4.4. For every factor ¢ of the positive integer n, we denote by m, the canonical
surjective morphism 7, : Z/nZ —» Z/qZ. For a finite sequence S = (ay, ag, . . ., a,) of length
m > 1 in Z/nZ, we define, and denote by

T4 (S) = (my(ar), my(az), . . ., mg(am))

its projected sequence in Z/qZ.

We obtain a projection theorem.

Theorem B.4.5. Let q be a divisor of n and S be a sequence of length m > 1 in Z/nZ.
Then, the sequence S is balanced if, and only if, its projected sequence m, (S) is also balanced

and the multiplicity function mag : Z/nZ — N is constant on each coset of the subgroup
qZ/nZ.

In the sequel of this chapter, we study in detail the arithmetic progressions
AP(a,d,m) = (a,a+d,a+2d,...... ,a+ (m—1)d)

in Z/nZ and their associated Steinhaus triangles. This permits us to prove that there exist
infinitely many balanced sequences in each finite cyclic group of odd order. We obtain the
following results.

Theorem B.4.6. Let n be an odd number and let a and d be in Z/nZ. If d is non-invertible,
then the arithmetic progression AP(a,d, m) is not balanced for every positive integer m.

Notation. For every odd number n, we denote by «(n) the multiplicative order of 2" modulo
n, i.e. the smallest positive integer e such that 2 =1 (mod n), namely

a(n) =min{ee N* |2 =1 (mod n)}.

Theorem B.4.7. Let n be an odd number. Let a and d be in Z/nZ with d invertible. Then,
the arithmetic progression AP(a,d,m) is balanced for every positive integer m = 0 or —1
(mod a(n)n).

We prove this theorem by induction on n and using the projection theorem. This result
can be refined by considering the antisymmetric sequences in Z/nZ.
Definition B.4.8. Let S = (aq,as,...,a,) be a finite sequence of length m > 1 in Z/nZ.

The sequence S is said to be antisymmetric if a,,_;+1 = —a;, for every integer ¢, 1 < < m.
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Then, we determine the arithmetic progressions which are antisymmetric in a finite cyclic
group of odd order.

Proposition B.4.9. Let n be an odd number. Let d be in Z/nZ and m be a positive inte-
ger. Then, there exists a unique antisymmetric arithmetic progression of length m and with
common difference d. Moreover, if m is a multiple of n, then the unique antisymmetric arith-
metic progression with common difference d and of length m is the sequence AP(271d, d, m).
If m = —1 (mod n), then the unique antisymmetric arithmetic progression with common
difference d and of length m is the sequence AP(d,d, m).

Notation. For every odd number n, we denote by (3(n) the projective multiplicative order
of 2" modulo n, i.e. the smallest positive integer e such that 2" = £1 (mod n), namely

B(n) =min{e e N* | 2 =£1 (mod n)}.
Observe that we have the alternative a(n) = (n) or a(n) = 23(n).

We obtain the following refinement.

Theorem B.4.10. Let n be an odd number and d be an invertible element in Z/nZ. Then

e for everym =0 (mod S(n)n), the arithmetic progression AP(271d, d, m) is balanced,

o for every m = —1 (mod f(n)n), the arithmetic progression AP(d,d, m) is balanced.

Since (3(3%) = 1 for every k > 1, we obtain, from the preceding theorem, a complete
settlement of Molluzzo’s Problem in every finite cyclic group of order 3* for every k > 1.
More generally, if we consider the sets

N(n)Z{mGN' ("5 ") =0 tmoan}.

B(n) = {m € N | 3 a balanced sequence in Z/nZ of length m},

and

C N(n). Moreover, Molluzzo’s problem can be reformulated as the ques-
= N(n) for all n > 1. It follows from Theorem B.4.10 that
BoNOK] 1
IN(n) N [0,k]] ~ 29(0=25(n)’
for all k > B(n)n, where w(n) is the number of distinct prime factors of n. Finally, we study

the case where n is even and show that, in contrast, arithmetic progressions are almost never
balanced.

then clearly B(n)
tion whether B(n

)

Theorem B.4.11. Let n be an even number and a and d be in Z/nZ. Then the arithmetic
progression S = AP(a,d,m) is balanced if, and only if, we have

n=2 and Se€{(0,1,0),(1,1,1),(0,1,0,1),(1,0,1,0)},
or
n=6 and S€{(1,3,5),(2,3,4),(4,3,2),(53,1)}.
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B.5 Multiplicative order of a" modulo n

We present a study of two arithmetic functions which generalize the functions o and 3 of
Chapter 4. We begin with the function «,,.

Notation. For every positive integer n and every integer a coprime to n, we denote by
O, (a) the multiplicative order of a modulo n, i.e. the smallest positive integer e such that
a® =1 (mod n), namely

Op(a) =min{e e N* | a*=1 (mod n)}.
Definition B.5.1. For every positive integer n, we define and denote by «,, the function
an,: Z — N

0 O, (a") foraAn=1,
0 otherwise,

where a An denotes the greatest common divisor of the integers a and n, with the convention
that 0 A n = n for every positive integer n.

The main result on the function «, is the determination of the relationship between a;,(a)
and Qyaq(n)(@) for every integer a coprime to n and where rad(n) is the radical of n, i.e. the
largest square-free divisor of n.

Notation. For every prime number p, we denote by v,(n) the p-adic valuation of n, i.e. the
greatest exponent e > 0 for which p® divides n.

Notation. Let 6 : N* — {1,2} be the function defined by

5(n):{ 2 ifn=2,

1 otherwise.
Theorem B.5.2. Let
n=p" - p'*

be the prime factorization of the positive integer n and a be an integer coprime to n. Let sq,
.., Si be the largest integers such that

aCri@0 @ = q (mod p;*%),

i.e. 5; =, <aopi6(pi)(a) — 1) foralli, 1 <i<k. Ifvy(n) <1, then we have

Oérad(n) (a)
an(a) = Hk— pimin{ri,si} :
arad(n) (CL) A W
Otherwise, if va(n) = 2, then we have
Q2 rad(n) (CL)
Oén(a;) = ka pimin{'ri,si} ‘
Q2rad(n) (CL) A 1_12rad(n)
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We continue with the function f3,.

Notation. For every positive integer n and every integer a coprime to n, we denote by
PO, (a) the projective multiplicative order of a modulo n, i.e. the smallest positive integer e
such that a® = +1 (mod n), namely

PO, (a) =min{e e N* | a* =+£1 (modn)}.
Definition B.5.3. For every positive integer n, we define and denote by 3, the function

On: Z — N
{POn(a") forann =1,
a

0 otherwise.

First, we get the useful following proposition.

Proposition B.5.4. Let n be a positive integer and a be an integer coprime to n. If va(n) <
1, then we have
ozn(a) . Oérad(n)(a')

6n(a) B 6rad(n) (a) '

If va(n) > 2, then we have

an(a) = Bn(a).

Finally, we determine the relationship between (3,(a) and Braa(m(a) for every a coprime
to n.

Theorem B.5.5. Let
n=p"--p*

be the prime factorization of the positive integer n and a be an integer coprime to n. Let sq,
.., Si be the largest integers such that

o Fpio (@

1 (mod p;*),
i.e. 5; =, (aopié(pi)(a) — 1) foralli, 1 <i<k. Ifvy(n) <1, then we have

o ﬁrad(n) (CL)
6n(a> o k min{r;,s;} °
[, piminiris
/Grad(n) (a) A rad(n)

Otherwise, if vo(n) = 2, then we have

52 rad(n) (a)

= HiC: imin{ri,si} :
52 rad(n) (a) A 1211)"ad(n)

Pn(a)
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