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Résumé :

Dans beaucoup de problèmes de mécanique des solides, la prise en compte du contact

avec frottement joue un rôle prépondérant. La bonne prédiction des effets du contact avec

frottement devient un enjeu majeur pour les industriels. Malheureusement, très peu de pro-

blèmes peuvent être traités de manière analytique. Il est donc nécessaire de développer des

méthodes numériques adaptées à ce type de problèmes. Dans ce travail, nous proposons une

extension de la méthode du bi-potentiel, proposée par de Saxcé et Feng, pour l’analyse des

problèmes d’impact entre plusieurs corps déformables dans le cadre des grandes déforma-

tions. Pour cela, nous optons pour un schéma d’intégration du premier ordre à la place d’un

schéma plus classique du second ordre (Newmark, HHT,. . .). Ce choix permet de ne pas faire

intervenir l’accélération, non définie au moment du choc, dans les calculs. Le modèle ainsi

développé combine la méthode du bi-potentiel pour la résolution du problème du contact et

un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle. Ce travail a abouti au code

de calcul par éléments finis FER/Impact. Les différentes applications numériques proposées

mettent en évidence la validité et l’efficacité de la méthode. Une attention particulière est

portée à la quantification de la dissipation d’énergie par frottement.

mots clés : contact - impact - dynamique - méthodes numériques - éléments finis

Abstract :

In many problems of solid mechanics, taking into account the frictional contact plays an

important role. Good prediction of the results of contact with friction becomes then a prevai-

ling element for the industry. However, few problems can be solved analytically. It is then

necessary to develop numerical methods adapted to such issues. In this work, an extension

of the bi-potential method, proposed by de Saxcé & Feng, is presented for the modeling of

impact problems involving several deformable bodies within large deformations framework.

To this purpose, we choose a first order time integrator instead of classical second order inte-

grators (Newmark, HHT,. . .). This choice avoids to take account for the acceleration which

is undefined at the impact instant. The model so developed combines the bi-potential method

to solve contact problems and a first order scheme for the time integration. This work leads

to develop the finite element code FER/Impact. Different numerical applications illustrate

clearly the validity and efficiency of the method. A special attention is paid to the quantifi-

cation of dissipated energy by friction.

key words : contact - impact - dynamic - numerical methods - finite element
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Introduction générale

Cadre du problème :

Dans la plupart des problèmes de mécanique, il existe une configuration (au moins) du

système étudié pour laquelle la prise en compte du contact et du frottement joue un rôle pré-

pondérant. Le principe même du dispositif peut se baser sur l’action du frottement qui joue

alors un rôle positif. C’est le cas, par exemple, des pneumatiques développés dans l’industrie

automobile qui permettent de faire passer la puissance du moteur au sol grâce à l’adhérence

entre le pneu et le revêtement de la route. C’est également le cas de la quasi totalité des

systèmes de freinage. D’un autre coté, le frottement peut jouer un rôle néfaste. Sa prise en

compte peut s’avérer tout aussi cruciale. C’est le cas des liaisons mécaniques pour lesquelles

nous souhaitons une déperdition minimale d’énergie entre les pièces (roulements, paliers,

glissières ...). Pour l’industrie, il est donc essentiel que la prédiction des phénomènes de

contact avec frottement soit faite avec les meilleurs outils possibles.

Au 15ème siècle, les premières études scientifiques portant sur le problème du frottement

sont l’œuvre de Léonard De Vinci qui montra de manière expérimentale que la force de frot-

tement est proportionnelle à la masse du solide en mouvement mais qu’elle est indépendante

de la surface de contact. Plus tard, les premières modélisations du phénomène de friction

sont à mettre à l’actif d’Amontons (1699). En 1781, Coulomb proposa une extension de

cette loi au problème de friction en dynamique. Notons que son modèle vérifie les diffé-

rentes observations faites par De Vinci. En 1882, Hertz [Her82] a proposé la première étude

analytique de contact pour un problème d’élasticité. Pour cela, il a étudié le cas d’un pro-

blème de contact sans frottement entre deux sphères comprimées l’une contre l’autre. Nous

pouvons aussi citer les travaux de Boussinesq [Bou85] qui propose une solution au problème

du contact entre un poinçon indéformable et un plan élastique. Malheureusement, très peu de

problèmes peuvent être traités de manière analytique et le champ d’application qui en résulte

est trop restreint pour le monde industriel.

Le traitement de ce type de problèmes est d’une grande difficulté du fait des non-linéarités

des inégalités variationnelles qui servent à modéliser le contact avec frottement [DL72,
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KO88]. En effet, la réaction normale de contact, la force de frottement ainsi que la sur-

face de contact elle même dépendent du déplacement des solides étudiés. Afin de dépasser

le champ des problèmes de contact avec frottement qu’il est possible de résoudre de manière

analytique, les scientifiques se sont tournés vers le domaine des méthodes numériques. La

plus largement utilisée en mécanique des structures est sans aucun doute la méthode des

éléments finis (M.E.F). Cette méthode permet d’approcher la solution exacte d’un système

d’équations aux dérivées partielles. Proposée par le mathématicien R. Courant en 1943, elle

ne rencontre le succès que nous lui connaissons qu’avec l’apparition des ordinateurs. Parmi

les premiers développeurs de la méthode, nous pouvons citer R. W Clough (1960) qui fut le

premier à employer le terme « éléments finis » mais aussi O. C. Zienkiewicz, M. J. Turneret

al. ou J. Argyris. C’est donc tout naturellement que les recherches se sont tournées vers cette

nouvelle méthode de résolution pour traiter le problème du contact.

Le premier code de calcul intégrant la possibilité de traiter le contact fut le code explicite

HEMP-hydrocode développé par Wilkins (1964). Depuis, de nombreuses méthodes ont été

mises au point pour intégrer les conditions de contact avec frottement à la formulation de la

méthode des éléments finis. Cela concerne l’impénétrabilité de la matière mais aussi la loi

qui régit le frottement. Les méthodes les plus couramment employées sont : les méthodes de

pénalisation [CT71, TY73], la méthode des multiplicateurs de Lagrange [BM88, CMV88] et

la méthode du lagrangien augmenté [WST85, SL92, CA88, AC91, SF91].

Enfin, de nombreux travaux ont été dernièrement dirigés vers l’étude des problèmes d’im-

pact. En d’autres termes, ces recherches s’intéressent au développement de méthodes nu-

mériques pour l’analyse du phénomène du contact avec frottement pour des problèmes de

dynamique. La difficulté supplémentaire apportée par la partie dynamique du problème ré-

side dans la stabilité de la méthode obtenue. En effet, le traitement du contact perturbe

considérablement les critères de stabilité déterminés pour le cadre dit « classique ». Le

travail de développement consiste alors à modifier les schémas existant pour les rendre

plus stable dans le cadre des problèmes d’impact [WVVS90, LC97, Hu97, AP98, SP98]

ou bien alors à explorer de nouvelles pistes jugées plus adaptée à ce type d’application

[Jea89, Wro94, THR02, Khe05, Bar06]. C’est dans cet axe de recherche que se situe notre

travail.

Objectifs de l’étude :

La méthode du bi-potentiel proposée par de Saxcé et Feng [SF91, SF98] pour le traite-

ment des problèmes de contact en quasi-statique est connue pour être très efficace et précise.

Les possibilités qu’elle offre pour ce type d’application ont d’ailleurs fait l’objet de nom-
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breuses publications. Dans ce travail, nous proposons une extension de cette méthode pour

l’analyse des problèmes d’impact entre plusieurs corps déformables. Pour cela, nous envisa-

geons l’utilisation d’un schéma d’intégration du premier ordre en lieu et place des schémas

classiques du second ordre (Newmark, HHT ...). En effet, ces derniers nécessitent d’impor-

tantes modifications pour assurer la stabilité de la méthode [AP98, LC97]. Par ailleurs, ce

choix permet de ne pas faire intervenir l’accélération, non définie au moment du choc, dans

les calculs. Le modèle développé combine ainsi la méthode du bi-potentiel pour la résolution

du problème du contact à un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle. En-

fin, l’algorithme obtenu est implanté dans le code de calcul par éléments finis FER/Impact.

Les travaux effectués au cours de ces trois années ont fait l’objet de plusieurs publications

[MFC05b, FMC05, FCM05, FHMC05, FJCM05, MFC05a, FMC06b, FMC06a, FHMC06]

Plan du document :

Le premier chapitre de ce travail est consacré à un large rappel des notions de base utili-

sées dans la suite. Nous abordons les notions de la mécanique des milieux continus néces-

saires à la présentation de la méthode des éléments finis qui est la base de notre recherche.

Nous nous intéressons tout particulièrement au cadre des grandes perturbations pour lequel

nous adoptons une description Lagrangienne totale. Nous apportons également un éclairage

sur les différentes lois de comportement matériaux hyperélastiques qui sont implantées dans

notre code de calcul. Enfin, nous détaillons les outils numériques utilisés dans le programme

FER/Impact.

Dans le deuxième chapitre, nous abordons la résolution des problèmes de contact avec

frottement. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux différentes notions qui per-

mettent de définir le problème du contact avec frottement. Nous présentons les conditions

de Signorini qui traduisent le contact unilatéral ainsi que la loi de frottement de Coulomb.

Dans un second temps, nous abordons en détail la méthode du bi-potentiel qui sera adoptée

tout au long de notre travail. Nous détaillons les différents outils mathématiques (méthode

du Lagrangien augmenté, algorithme d’Uzawa et algorithme de Gauss-Seidel) afin de pré-

senter la méthode avec précision. Nous terminons ce chapitre par l’étude de l’algorithme de

recherche des zones de contact qui est utilisé dans notre travail.

Dans la troisième partie, nous nous intéressons à la problématique centrale de notre tra-

vail : l’intégration des équations du mouvement pour un problème d’impact. Nous présentons

tout d’abord les difficultés rencontrées avec le schéma du second ordre de Newmark associé

à la méthode du bi-potentiel. Pour cela, nous le confrontons à deux cas tests d’impact pour

lesquels les résultats sont connus. La seconde partie de ce chapitre est dédiée à la solution
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apportée dans notre travail au problème de stabilité rencontré avec la méthode précédem-

ment présentée. Nous proposons l’utilisation d’un schéma d’intégration du premier ordre qui

permet de ne pas avoir à calculer les termes d’accélération. De nombreuses comparaisons ef-

fectuées sur les résultats numériques obtenus avec le schéma de Newmark et le schéma du

premier ordre sont apportées dans le but de consolider notre choix.

Le dernier chapitre est consacré à la présentation de plusieurs résultats numériques qui

viennent confirmer la robustesse ainsi que la précision de la méthode développée. Le premier

test confronte le code à un enchaînement complexe de chocs entre des corps déformables et

des obstacles rigides en 2D. Avec le deuxième test, nous démontrons la qualité de la méthode

pour la prise en compte du frottement et l’estimation de l’énergie dissipée par frottement. Le

troisième test permet d’évaluer le comportement du code de calcul face à un problème d’im-

pact entre deux solides déformables dont le comportement est hyperélastique. Le cas d’un

impact entre deux corps déformables en 3D est également présenté. Pour finir, nous présen-

tons un problème d’auto-contact en 2D pour lequel l’utilisation du code FER/Impact permet

d’éliminer le problème des modes rigides rencontré en statique.
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Chapitre 1

Méthode des éléments finis en grandes

perturbations

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour but de rappeler les principaux concepts nécessaires à la com-

préhension des travaux présentés par la suite. Nous présentons la démarche permettant d’abou-

tir à la résolution par la méthode des éléments finis d’un problème de mécanique du solide

en grandes perturbations. Nous n’abordons pas ici le problème du contact qui fait l’objet du

chapitre 2.

Nous débutons ces rappels par les notions de mécanique des milieux continus utiles à la

modélisation de notre problème. Nous introduisons le tenseur des déformations et le tenseur

des contraintes adaptés aux problèmes de déformations finies. Nous proposons également

un bref rappel des opérations qui aboutissent à la formulation intégrale faible des équations

d’équilibre.

Par la suite, nous abordons la mise en œuvre de la méthode des éléments finis en elle-

même. Nous commençons par présenter les principes de base de la méthode que nous ap-

pliquons ensuite aux équations obtenues dans le paragraphe précédent. Nous proposons éga-

lement un développement détaillé des différents outils mathématiques utilisés dans la suite

pour la programmation du code FER/Impact.

1.2 Mécanique des milieux continus

Dans ce premier paragraphe, nous allons effectuer un rappel des différents concepts de la

mécanique des milieux continus utiles à la suite de notre travail. Nous nous plaçons dans le
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cadre d’un problème de dynamique pour lequel le solide étudié peut subir de grands dépla-

cements et de grandes déformations [Sax00, Gar02, Pon95].

1.2.1 Cadre du problème

Considérons l’étude du comportement d’un solideB. Pour le moment, nous ne prenons

pas en compte le problème du contact.

∂Ωt

X0

xt

m

M ′

M

Ω0

Ωt

dx

dX

m′

ϕϕϕt

ut(X0)

X3

X2
X1 O

∂Ω0

FIG. 1.1 – Définition cinématique du problème

La figure 1.1 illustre cet exemple de départ pour lequel nous observons les déplacements

par rapport au repère orthonormé directR0 = (O,X1,X2,X3). Dans sa configuration ini-

tiale, les particulesM constituant le solideB occupent l’ensemble ferméΩ0 ⊂ R
3 défini

par :

Ω0 = Ω0 ∪ ∂Ω0, (1.1)

où :

– ∂Ω0 est le contour deΩ0,

– Ω0 est l’intérieur deΩ0.

Dans le cadre de la dynamique, nous cherchons à prédire le comportement du solideB sur
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un intervalle de tempsI = [ t0, t1 ]. Pour tout instantt ∈ I, nous définissons une application

ϕt telle que le nouveau domaine qu’occupe le solideB, notéΩt, soit l’ensemble des points

matérielsm définis par :

m = ϕt(M) ∀M ∈ Ω0. (1.2)

Dans la formulation lagrangienne totale, nous exprimons la position courante d’une particule

en fonction de sa position initiale et du temps. C’est la formulation qui a été choisie pour

nos travaux et qui sera donc utilisée tout au long de ce document. Il est important de noter

queM et m font ici respectivement référence à une même particule du solideB dans la

configuration initiale (ou matérielle) et dans la configuration courante (ou spatiale). Pour la

suite, nous choisissons de nous référer directement aux vecteurs positionsX0 etxt deM et

m dans le référentielR0. Nous écrivons alors :

X0 = X(M, t0) =




X1

X2

X3




R0

= X1.X1 + X2.X2 + X3.X3, (1.3)

xt = X(M, t) =




x1

x2

x3




R0

= x1.X1 + x2.X2 + x3.X3. (1.4)

Le déplacement total subi par la particuleM entre l’instant initialt0 et l’instantt est alors

défini par le vecteur :

ut(X0) = xt − X0. (1.5)

L’applicationϕt prend quant à elle la forme d’une matrice qui est définie par la relation :

xt = ϕϕϕt(X0) = X0 + ut(X0). (1.6)

Afin d’alléger au maximum les notations, nous ne ferons plus référence à l’indicateur de

tempst. Sans risque d’ambiguïté, nous écrirons donc dorénavantX et x en lieu et place

deX0 et xt. Nous supprimons également l’indiceR0 qui précise le référentiel dans lequel

sont exprimées les quantités matricielles. Dans la formulation lagrangienne totale toutes les

grandeurs sont en effet exprimées dans le repère d’origine. Seule l’introduction du problème

du contact dans la formulation du problème (chapitre 2) engendrera la création d’un second

repère : le repère local du contact. Nous prendrons garde, à ce moment là, à bien définir le

système de notation adopté.
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Pour un problème en trois dimensions, l’égalité 1.6 s’écrit alors :




x1

x2

x3


 =




ϕ11 ϕ12 ϕ13

ϕ21 ϕ22 ϕ23

ϕ31 ϕ32 ϕ33







X1

X2

X3


 =




X1

X2

X3


+




u1(X1, X2, X3)

u2(X1, X2, X3)

u3(X1, X2, X3)


 . (1.7)

L’applicationϕϕϕ doit vérifier certaines conditions de compatibilité afin d’assurer l’impénétra-

bilité de la matière :

– elle doit être bijective,

– elle doit avoir un jacobien strictement positif.

1.2.2 Mesure des déformations

Considérons maintenant une seconde particuleM ′ du solideB, infiniment proche deM

et telle queX′ = X + dX. Il est possible d’estimer la position courante de cette dernière en

fonction de celle deM en écrivant :

x′ = ϕϕϕ(X′) = ϕϕϕ(X + dX) = ϕϕϕ(X) +
∂ϕϕϕ(X)

∂X
dX. (1.8)

Sur la figure 1.1, nous avons également :

x′ = x + dx. (1.9)

En reportant (1.9) dans (1.8), nous faisons apparaître le tenseur gradient de déformationsF

défini par :

dx = F(X) · dX. (1.10)

Ce tenseur mesure les déformations subies par le domaineΩ0 entre la configuration initiale

et la configuration courante. Nous avons :

F(X) =
∂ϕϕϕ(X)

∂X
=

∂x

∂X
= Id + ∇u(X), (1.11)

où Id est le tenseur identité. Le tenseur gradient des déplacements, noté∇u(X), se calcule

par :

∇u(X) =




∂u1(X)

∂X1

∂u1(X)

∂X2

∂u1(X)

∂X3
∂u2(X)

∂X1

∂u2(X)

∂X2

∂u2(X)

∂X3
∂u3(X)

∂X1

∂u3(X)

∂X2

∂u3(X)

∂X3




. (1.12)
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Notons que nous pouvons relier le tenseurF à la variation d’un élément de volumedV par

le biais de son déterminant :

dΩt = J dΩ0 où J = detF. (1.13)

Le tenseur gradient des déformationsF n’est pas utilisé sous cette forme pour exprimer les

déformations subies par un domaine. En effet, il ne constitue pas une grandeur objective

puisqu’il est affecté par les rotations de corps rigide. Une première solution consiste à ef-

fectuer une décomposition polaire deF pour séparer la partie déformation pure de la partie

rotation de corps rigide. Nous obtenons alors :

F = VR = RU, (1.14)

où :

– V est le tenseur Eulérien de déformation pure gauche,

– U est le tenseur Lagrangien de déformation pure droit,

– R est le tenseur des rotations de corps rigide par rapport aux axes deV etU.

Une autre possibilité consiste à introduire le tenseur des déformations de Cauchy-Green

droit (notéC) qui mesure les déformations par rapport à la configuration initiale :

dxT · dx = dXT · C(X) · dX avec C = FT · F. (1.15)

Le tenseurC, qui est objectif, est également symétrique et défini positif. Toutefois, il est égal

au tenseur identité à l’état initial pour lequel les déformations sont, par définition, nulles.

Nous utiliserons donc plus volontiers le tenseur des déformations de Green-LagrangeE qui

rapporte une déformation nulle à l’état initial :

E(X) =
1

2
(C(X) − Id). (1.16)

En utilisant les définitions deC etF, le tenseurE peut s’écrire sous la forme développée :

E(X) =
1

2

(
∇u(X) + ∇Tu(X) + ∇Tu(X) · ∇u(X)

)
. (1.17)

Cette écriture met en évidence une partie linéaire et une partie non-linéaire. Sous l’hypothèse

des petites perturbations, nous retrouvons bien le tenseur des déformations infinitésimalesεεε.

En effet, si les termes deF sont petits devant 1, il est possible de négliger le terme du second

ordre et le tenseur des déformations est alors linéaire en déplacement.
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Remarque : Il est important de noter ici que le tenseur des déformationsE est un tenseur

symétrique de par sa construction. En effet, cette propriété est largement utilisée lors de

la programmation de la méthode des éléments finis pour réduire la taille des tableaux de

données à stocker et le nombre de composantes entrant en jeu dans les calculs.

1.2.3 Mesure des contraintes

Nous allons maintenant définir le tenseur chargé de mesurer les contraintes par rapport

à la configuration initiale. En effet, cette dernière est la seule qui est connuea priori et les

actions exercées sur le solideB ne peuvent être exprimées que par rapport à elle. Pour cela,

nous réécrivons l’expression d’une force qui s’exerce sur un élément de surfaceds de la

configuration courante (figure 1.2).

df = T · n ds, (1.18)

oùn est la normale à l’élément de surfaceds. Le tenseurT est appelé tenseur des contraintes

vraies (ou tenseur de Cauchy). En petites déformations, ce tenseur est souvent notéσσσ.
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Ω0

X3

X2
X1 O

∂Ωt

∂Ω0

ϕϕϕt

Ωt

N0

df0

ds

dS

n

df

FIG. 1.2 – Effort intérieur

Nous écrivons maintenant une seconde formulation des efforts intérieurs en faisant inter-

venir cette fois l’élément de surface dans la configuration initiale. Ainsi, nous définissons
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le tenseurP, appelé premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, qui représente les

contraintes actuelles par rapport à une surface de la configuration initiale :

df = P · N0 dS. (1.19)

La formule de transformation des éléments de surface s’écrit :

n ds = J F−T · N0 dS. (1.20)

Ainsi, en introduisant (1.20) dans la définition (1.13), nous obtenons la relation entre les

deux tenseurs des contraintesT etP :

P = J T · F−T . (1.21)

Cependant, de par sa construction,P n’est exprimé ni purement par rapport à la configuration

initiale ni purement par rapport à la configuration actualisée. De plus, il n’est pas symétrique

(tout commeF). Nous cherchons donc à transporterdf dans la configuration initiale :

df0 = F−1 · df = J F−1 · T · F−T · N0 dS = S · N0 dS, (1.22)

où S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Ce nouveau tenseur des

contraintes est symétrique et exclusivement exprimé par rapport à la configuration initiale.

C’est donc ce tenseur qui sera utilisé pour écrire les relations entre le tenseur des contraintes

et le tenseur des déformations :

δS = D : δE, (1.23)

où D est le tenseur d’élasticité du matériau considéré traduisant son comportement méca-

nique.

1.2.4 Équations d’équilibre

Pour toutt ∈ I et pour toutX0 ∈ Ω, la fonctionϕϕϕ(X) doit de vérifier :

DIV P(X) + b(X) = ρϕ̈ϕϕ(X), (1.24)

où DIV est l’opérateur de divergence rapporté à la configuration initiale,b représente les

forces volumiques appliquées àB etρϕ̈ϕϕ est le terme d’inertie.
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Afin de ne faire apparaître que des termes de déplacement, nous écrivons :

ϕ̈ϕϕ(X) =
∂2ϕϕϕ(X)

∂t2
=

∂2
(
X + u(X)

)

∂t2
= ü(X). (1.25)

Ainsi, nous obtenons la nouvelle équation d’équilibre sous forme locale :

DIV P(X) + b(X) = ρ ü(X). (1.26)

Afin de compléter la formulation du problème, nous devons ajouter à l’équation (1.26) les

conditions aux limites sur la frontière∂Ω0 et les conditions initiales. Pour cela, la frontière de

Ω0 est décomposée en deux parties :Γu sur laquelle les déplacements sont imposés (condi-

tions aux limites de type Dirichlet) etΓσ sur laquelle les actions extérieures sont connues

(conditions aux limites de type Neumann). Ce découpage vérifie :

Γu ∪ Γσ = ∂Ω,

Γu ∩ Γσ = ∅. (1.27)

Ainsi, les conditions aux limites sont définies par :

P · N0 = T surΓσ,

u = u surΓu. (1.28)

Concernant les conditions initiales, elles permettent de définir la position et la vitesse du

solideB à l’instantt = 0 par :

u̇t=0(X) = u̇0(X) dansΩ0,

ut=0(X) = u0(X) dansΩ0. (1.29)

1.2.5 Formulation intégrale forte

Dans la suite, nous allons modifier le système d’équation aux dérivées partielles (1.26)

afin de permettre sa résolution par la méthode des éléments finis. Nous utiliserons pour cela

la méthode des résidus pondérés associée à des fonctions de pondération de type Galerkine.

La premiere étape consiste à multiplier l’équation (1.26) par un champ de fonctions de

pondération. Pour cela, nous choisissons le champ de déplacement virtuel cinématiquement

admissible suivant :

δu(X) = {δu(X) | δu(X) = 0 sur Γu} . (1.30)
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Après intégration sur l’ensemble du domaineΩ0, nous obtenons la formulation intégrale

forte de l’équation d’équilibre :

∫

Ω0

DIV P(X) · δu(X) dΩ +

∫

Ω0

b(X) · δu(X) dΩ =

∫

Ω0

ρü(X) · δu(X) dΩ. (1.31)

1.2.6 Formulation intégrale faible

La seconde étape consiste à effectuer une intégration par parties du premier membre de

l’équation (1.31) puis à utiliser le théorème de la divergence. Ceci permet de faire intervenir

les efforts extérieurs dans la formulation :

∫

Γσ

T(X) · δu(X) d∂Ω −
∫

Ω0

P(X) · GRAD δu(X) dΩ

+

∫

Ω0

b(X) · δu(X) dΩ =

∫

Ω0

ρü(X) · δu(X) dΩ (1.32)

Dans [Wri02], une seconde écriture de l’équation (1.32) est obtenue en faisant intervenir le

second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff :

∫

Γσ

T(X) · δu(X) d∂Ω −
∫

Ω0

S(X) · δE(X) dΩ

+

∫

Ω0

b(X) · δu(X) dΩ =

∫

Ω0

ρü(X) · δu(X) dΩ (1.33)

1.3 Méthode des éléments finis

Afin de résoudre le problème aux valeurs limites établi dans le paragraphe précèdent,

il est nécessaire de mettre en œuvre une méthode de résolution numérique. Dans ce para-

graphe, nous présentons brièvement les concepts de base de la méthode des éléments finis

[Hug87, ZT00, ZT91, Cri91, Cri97, BLM00].

À partir de maintenant, il devient plus commode d’utiliser la formulation matricielle des

équations développées. Pour cela, nous utilisons le fait que les tenseursS et E sont symé-



14 Chapitre 1 :Méthode des éléments finis en grandes perturbations

triques pour définir les vecteurs :

S(X) =






S11(X)

S22(X)

S33(X)

S12(X)

S13(X)

S23(X)






et E(X) =






E11(X)

E22(X)

E33(X)

2E12(X)

2E13(X)

2E23(X)






. (1.34)

Nous définissons également la matrice d’élasticitéD qui permet de réécrire la loi de com-

portement (1.23) sous sa forme matricielle :

D=




D1111 D1122 D1133 D1112 D1113 D1123

D1122 D2222 D2233 D2212 D2213 D2223

D1133 D2233 D3333 D3312 D3313 D3323

D1112 D2212 D3312
(D1212 + D1221)

2

(D1213 + D1231)

2

(D1223 + D1232)

2

D1113 D2213 D3313
(D1312 + D1321)

2

(D1313 + D1331)

2

(D1323 + D1332)

2

D1123 D2223 D3323
(D2312 + D2321)

2

(D2313 + D2331)

2

(D2323 + D2332)

2




(1.35)

Le reste des termes de l’équation (1.33) prennent la forme vectorielle :

T(X) =






T 1(X)

T 2(X)

T 3(X)





, b(X) =






b1(X)

b2(X)

b3(X)





et u(X) =






u1(X)

u2(X)

u3(X)





. (1.36)

Pour la suite des développements, nous n’utiliserons plus que ce formalisme sauf pour le

paragraphe 1.3.3 page 27 dans lequel l’écriture tensorielle est préférable.

1.3.1 Principes de base

Dans la plupart des cas, il n’est pas possible de trouver une solution analytique pour le

système d’équations défini au paragraphe précédent. Une solution consiste à procéder par

approximation nodale : nous passons ainsi d’un système continu dans lequel le nombre d’in-

connues est infini à un système discret, au nombre d’inconnues fini.

Afin de pouvoir aborder des géométries complexes, le domaineΩ0 est découpé en sous-

domainesΩ
e

0 (figure 1.3). Cette opération est appelée discrétisation spatiale (ou bien maillage)

du modèle géométrique. Le domaine initialeΩ0 est alors remplacé par la réunion d’un en-

semble d’élémentsΩ
e

0. Chacun de ces éléments est lui-même défini par des nœuds dont le
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nombre varie selon le type d’élément choisi. Ainsi, le problème ne consiste plus à effectuer

une approximation deu sur l’ensemble du domaine mais sur chaque élément de la discréti-

sation spatiale.

V 8

Ω0 V 1

V 2

V 3

V 4

V 5

V 6

V 7

V 9

FIG. 1.3 – Dicrétisation spatiale d’un milieu continu

Nous optons ici pour la méthode d’approximation par éléments finis qui présente les par-

ticularités suivantes :

– chaque approximationue ne dépend que des variables attachées à des nœuds deΩe
0,

– chaque approximationue est construite de manière à être continue surΩe
0 et à satisfaire

les conditions de continuité entre les différents sous-domaines.

Le découpage d’un domaine quelconqueΩ en un ensemble de sous-domainesΩe est régi

par les règles suivantes :

– il ne peut y avoir de partie commune à deux éléments de la discrétisation autre que des

points de leur frontière respective,

– l’union des sous-domaines doit être le plus proche possible du domaineΩ0.

Remarque : Nous appelons « erreur de discrétisation » la différence qui existe entre le

domaine d’origine et la réunion des sous-domaines. Elle se produit plus particulièrement

lorsque que le domaine est définie par des courbes. En effet, il est alors impossible de repro-

duire exactement le domaine à l’aide d’éléments à arête droite.

Les différents éléments dont nous disposons dans le code de calcul FER/Impact sont pré-

sentés sur les figures 1.4 à 1.7.
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X1

X2

FIG. 1.4 – Élément T3

X1

X2

FIG. 1.5 – Élément Q4

X1

X2

X3

FIG. 1.6 – Élément T4

X1

X2

X3

FIG. 1.7 – Élément H8

Sur chaque élément, nous adoptons l’approximation nodale suivante :

u(X) = N(X) · ue,

δu(X) = N(X) · δue, (1.37)

oùN est la matrice des fonctions de forme etue est le vecteur des déplacements nodaux.

D’après la définition du tenseur des déformations de Green-Lagrange (1.16 et 1.17), il est

possible d’exprimer ce dernier comme la somme d’une partie linéaire avec une partie non-

linéaire en déplacement.

Nous posons donc :

E(X) =
(
BL +

1

2
BNL(ue)

)
· ue. (1.38)
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À partir de cette nouvelle écriture, nous pouvons obtenir la définition deδE :

δE(X) =
(
BL + BNL(ue)

)
· δue. (1.39)

La formulation intégrale (1.33) est une formulation continue qui est définie sur l’ensemble

du domaineΩ0. Après discrétisation spatiale de ce domaine par la méthode des éléments

finis, nous pouvons écrire que cette égalité reste vraie sur chacun des éléments créés :

∫

Γe
σ

T
T · N · δue dδΩ −

∫

Ω
e
0

ST ·
(
BL + BNL

)
· δue dΩ

+

∫

Ω
e
0

bT · N · δue dΩ =

∫

Ω
e
0

ρ(N · üe)T · N · δue dΩ (1.40)

Il est intéressant de détailler ici la construction du tenseur des déformations de Green-

Lagrange défini dans (1.17) et réécrit sous une seconde forme dans (1.38). Pour cela, nous

calculons tout d’abord chaque terme de l’approximation nodale du gradient de déplacement

défini dans (1.12) :

{
∂u1

∂X1

;
∂u2

∂X1

;
∂u3

∂X1

;
∂u1

∂X2

;
∂u2

∂X2

;
∂u3

∂X2

;
∂u1

∂X3

;
∂u2

∂X3

;
∂u3

∂X3

;

}T

= G ·






u1
1

u1
2

u1
3

...

...

...

un
1

un
2

un
3






, (1.41)
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oùn est le nombre de nœuds qui composent l’élément et :

G =




∂N1(X)

∂X1

0 0 ...
∂Nn(X)

∂X1

0 0

0
∂N1(X)

∂X1

0 ... 0
∂Nn(X)

∂X1

0

0 0
∂N1(X)

∂X1

... 0 0
∂Nn(X)

∂X1
∂N1(X)

∂X2

0 0 ...
∂Nn(X)

∂X2

0 0

0
∂N1(X)

∂X2

0 ... 0
∂Nn(X)

∂X2

0

0 0
∂N1(X)

∂X2

... 0 0
∂Nn(X)

∂X2
∂N1(X)

∂X3

0 0 ...
∂Nn(X)

∂X3

0 0

0
∂N1(X)

∂X3

0 ... 0
∂Nn(X)

∂X3

0

0 0
∂N1(X)

∂X3

. ... 0 0
∂Nn(X)

∂X3




, (1.42)

où N1, N2...Nn sont les fonctions de forme qui permettent d’effectuer l’approximation no-

dale sur l’élément considéré.

Nous pouvons maintenant sortir le termeδue de chaque intégrale élémentaire en souli-

gnant que c’est bien évidemment un terme constant sur l’élément. De même, il est possible

de faire sortir le terme des accélérations nodalesüe afin d’obtenir, après transposition, la

formulation matricielle élémentaire du problème :

∫

Γe
σ

NT · T dδΩ−
∫

Ω
e
0

(
BL+BNL

)T ·S dΩ+

∫

Ω
e
0

NT ·b dΩ =
( ∫

Ω
e
0

ρNT · N dΩ
)
·üe. (1.43)

L’équation 1.43 peut s’écrire sous la forme contractée :

Me üe = Fe
ext − Fe

int, (1.44)

oùMe est la matrice de masse élémentaire,Fe
int est le vecteur élémentaire des forces internes
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etFe
ext est le vecteur élémentaire des forces externes. Nous avons :

Me =

∫

Ω
e
0

ρNT · N dΩ, (1.45)

Fe
int =

∫

Ω
e
0

(
BL + BNL

)T · S dΩ, (1.46)

Fe
ext =

∫

Γe
σ

NT · T dδΩ +

∫

Ω
e
0

NT · b dΩ. (1.47)

Dans certains cas, il peut être intéressant d’introduire la dissipation d’énergie provoquée par

les frottements à l’intérieur même du matériau (viscosité). Pour cela, nous pouvons ajouter

au système (1.44) un terme dissipatif directement relié à la vitesse instantanée. Le système à

résoudre devient alors :

Me üe + Ce u̇e = Fe
ext − Fe

int. (1.48)

À ce stade du développement, nous introduisons la notion d’élément de référence. Cette

dernière permet de simplifier considérablement la définition analytique des différents élé-

ments composant le maillage. Pour chaque type d’élément, nous définissons dans un espace

de référenceξξξ = (ξ, η, ζ) un élément de référence (notéΩ
r
) de forme simple pouvant être

transformé en tout élément du même type par transformation géométrique. Cette opération

peut tout à fait être interprétée comme une opération de changement de variable. Les élé-

ments de référence correspondants aux éléments utilisés dans notre étude sont présentés sur

les figures 1.8 à 1.11.

η

(1, 0)

(0, 1)

(0, 0) ξ

FIG. 1.8 – Élément de référence pour T3

(1, 1)

(1, 0)

(0, 1)

(0, 0) ξ

η

FIG. 1.9 – Élément de référence pour Q4
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X1 = (0, 0, 0)

η

ζ
X2 = (1, 0, 0)

X3 = (0, 1, 0)

X4 = (0, 0, 1)

ξ

FIG. 1.10 – Élément de référence pour T4

X1 = (0, 0, 0)

η

X4 = (0, 1, 0)

X6 = (1, 0, 1)

X3 = (1, 1, 1)

X5 = (0, 0, 1)

X3 = (0, 1, 1)

X3 = (1, 1, 0)

ζ X2 = (1, 0, 0)ξ

FIG. 1.11 – Élément de référence pour H8

Sur l’élément de référence, l’interpolation nodale s’écrit :

u(ξξξ) = N · ue(ξξξ), (1.49)

avec :

N =




N1(ξξξ) 0 0 ... Nn(ξξξ) 0 0

0 N1(ξξξ) 0 ... 0 Nn(ξξξ) 0

0 0 N1(ξξξ) ... 0 0 Nn(ξξξ)


 . (1.50)

Les tableaux 1.1 et 1.2 récapitulent l’expression des fonctions de forme pour chacun des

éléments utilisés dans FER/Impact.
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TAB . 1.1 – Fonctions de forme pour les éléments T3, Q4 et T4

N1 N2 N3 N4

Élément T3 1 − ξ − η ξ η −

Élément Q4
1

4
(1 − ξ)(1 − η)

1

4
(1 + ξ)(1 − η)

1

4
(1 + ξ)(1 + η)

1

4
(1 − ξ)(1 + η)

Élément T4 1 − ξ − η − ζ ξ η ζ

TAB . 1.2 – Fonctions de forme pour l’élément H8

N1 =
1

8
(1 − ξ)(1 − η)(1 − ζ) N2 =

1

8
(1 + ξ)(1 − η)(1 − ζ)

N3 =
1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 − ζ) N4 =

1

8
(1 − ξ)(1 + η)(1 − ζ)

N5 =
1

8
(1 − ξ)(1 − η)(1 + ζ) N6 =

1

8
(1 + ξ)(1 − η)(1 + ζ)

N7 =
1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ) N8 =

1

8
(1 − ξ)(1 + η)(1 + ζ)

Afin de construire le tenseur des déformations tel qu’il est défini dans (1.41), nous devons

procéder à une transformation de l’opérateur de dérivation. Nous considérons ainsi l’opéra-
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tion :






∂

∂ξ
∂

∂η
∂

∂ζ






=




∂X1

∂ξ

∂X2

∂ξ

∂X3

∂ξ
∂X1

∂η

∂X2

∂η

∂X3

∂η
∂X1

∂ζ

∂X2

∂ζ

∂X3

∂ζ



·






∂

∂X1
∂

∂X2
∂

∂X3






. (1.51)

La nouvelle matrice définie dans (1.51) sera notéeJ. De la même manière, nous pouvons

définir la matricej permettant d’effectuer le passage inverse :






∂

∂X1
∂

∂X2
∂

∂X3






=




∂ξ

∂X1

∂η

∂X1

∂ζ

∂X1
∂ξ

∂X2

∂η

∂X2

∂ζ

∂X2
∂ξ

∂X3

∂η

∂X3

∂ζ

∂X3



·






∂

∂ξ
∂

∂η
∂

∂ζ






. (1.52)

Il est utile de noter que nous avons la relation :

J = j−1. (1.53)

La construction de la matriceJ(ξξξ) se fait de la manière suivante :

J(ξξξ) =




∂N1(ξξξ)

∂ξ

∂N2(ξξξ)

∂ξ
...

∂Nn(ξξξ)

∂ξ
∂N1(ξξξ)

∂η

∂N2(ξξξ)

∂η
...

∂Nn(ξξξ)

∂η
∂N1(ξξξ)

∂ζ

∂N2(ξξξ)

∂ζ
...

∂Nn(ξξξ)

∂ζ



·






X1
1 X1

2 X1
3

X2
1 X2

2 X2
3

... ... ...

Xn
1 Xn

2 Xn
3






. (1.54)

Ainsi, les termes utilisés dans l’équation (1.41) sont calculés à l’aide des dérivées des fonc-

tions de forme par rapport aux variables de référence et de la matricej via l’équation (1.52).

Par ailleurs, il est nécessaire d’effectuer le même type de transformation concernant l’opé-

ration d’intégration sur le volumeΩ
e

qui est effectuée dans l’équation (1.43). Nous pouvons

écrire pour cela :

∫

Ω
e

f(X) dΩ =

∫

Ω
r

f(ξξξ) det(J(ξξξ)) dΩ. (1.55)

Pour effectuer ces intégrations, nous utilisons la méthode d’intégration de Gauss qui consiste
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à écrire :

∫

Ω
r

f(ξξξ) det(J) dξ dη dζ =
m∑

i=1

f(ξξξi) det(J(ξξξi))wi, (1.56)

où lesξξξi et leswi (i = 1, ..,m) sont respectivement les points de Gauss et les poids qui leur

sont alloués dans l’intégration. La précision de la méthode dépend du nombre de points de

Gauss utilisé. Les coordonnées desm points de Gauss et la valeur des poids correspondants

sont déterminées de telle sorte qu’elles intègrent exactement tous les polynômes d’ordre in-

férieur à2m − 1.

Pour notre travail, nous avons opté pour les caractéristiques suivantes :

TAB . 1.3 – Définition des points de Gauss

élément nombre de points coordonnées des pointspoidswi

T3 1 (
1

3
;
1

3
)

1

2

Q4 4 (± 1√
3
;± 1√

3
) 1

T4 1 (
1

4
;
1

4
;
1

4
)

1

6

H8 8 (± 1√
3
;± 1√

3
;± 1√

3
) 1

Ayant défini toutes les quantités nécessaires pour le calcul des différents termes de (1.44),

nous procédons à la phase d’assemblage qui mène à la formulation globale du système :

MÜ + CU̇ = Fext − Fint, (1.57)
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où :

M =
nel

A
e=1

Me matrice de masse globale, (1.58)

C =
nel

A
e=1

Ce matrice globale d’amortissement, (1.59)

Fint =
nel

A
e=1

Fe
int vecteur global des forces internes, (1.60)

Fext =
nel

A
e=1

Fe
ext vecteur global des forces externes. (1.61)

1.3.2 Linéarisation des forces internes

Le système (1.57) étant non-linéaire, il est nécessaire de mettre en place une procédure

itérative de Newton-Raphson pour le résoudre. Nous effectuons donc une linéarisation du

vecteur des forces internes par le biais d’un développement limité en série de Taylor :

(Fint)
i+1
t+∆t = (Fint)

i
t+∆t +

∂(Fint)
i
t+∆t

∂Ui
t+∆t

(Ui+1
t+∆t − Ui

t+∆t)

= Fi
int − (KT )i

t+∆t δU
i+1
t+∆t (1.62)

où les indicesi eti+1 réfèrent à l’itération considérée dans le processus de Newton-Raphson.

La matriceKT est la matrice tangente de rigidité du système.

Nous obtenons alors la boucle récursive d’équilibre de Newton-Raphson, qui permet de

déterminer la configurationCt+∆t à partir de la configuration d’équilibre précédenteCt :






MÜi+1
t+∆t + CU̇i+1

t+∆t = (Fext)t+∆t − (Fint)
i
t+∆t − (KT )i

t+∆t δU
i+1
t+∆t,

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t.

(1.63)

Cette boucle est répétée jusqu’à ce que le critère de convergence choisi soit vérifié. Dans

notre étude, nous avons choisi d’effectuer un contrôle combiné sur les forces internes et sur

les incréments de déplacement. Pour sortir de la boucle d’équilibre, le résultat du calcul doit

donc vérifier :

|(Fint)
i+1
t+∆t − (Fint)

i
t+∆t|

|(Fint)i
t+∆t|

≤ ǫ1 et
|∆Ui

t+∆t|
|Ui+1

t+∆t|
≤ ǫ2. (1.64)

Après intégration par un schéma implicite classique (Newmark, Houbold, HHT, ...), le sys-
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tème à résoudre (2.27) se présente sous la forme :






M̂ i+1
t+∆t δUi

t+∆t = F̂ i+1
t+∆t

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi
t+∆t

(1.65)

oùM̂ et F̂ sont respectivement la matrice de masse effective et le vecteur effectif des efforts

extérieurs. Leur construction dépend du schéma adopté et sera développée en détail dans le

chapitre 3.

Nous présentons sur la figure 1.12 l’algorithme principal d’un calcul par la méthode

des éléments finis pour un problème en grandes perturbations. Nous y retrouvons les deux

boucles principales imbriquées : la boucle en équilibre (Newton-Raphson) à l’intérieur de

la boucle en temps. La définition (1.46) du vecteur des forces internes, ramenée au niveau

élémentaire, permet d’écrire :

Ke
T =

∫

Ω0

(∂BT
NL

∂u
· S +

(
BL + BNL

)T · ∂S

∂u

)
dΩ avec

nel

A
e=1

Ke
T = KT . (1.66)

De plus, en utilisant les équations (1.23) et (1.39), nous pouvons écrire :

δS = D · δE = D ·
(
BL + BNL

)
· δue. (1.67)

Ainsi, nous pouvons écrire la matrice tangente de rigidité comme la somme de trois termes :

la matrice de rigidité élastiqueKe, la matrice de rigidité géométriqueKσ (ou matrice de

rigidité de contraintes initiales) et la matrice de rigidité de déplacements initiauxKu :

Ke
T = Ke

e + Ke
u + Ke

σ, (1.68)

où

Ke
e =

∫

Ω0

BT
L · D · BL dΩ, (1.69)

Ke
u =

∫

Ω0

(
BT

L · D · BNL + BT
NL · D · BL + BT

NL · D · BNL

)
dΩ, (1.70)

Ke
σ =

∫

Ω0

∂BT
NL

∂u
· S dΩ. (1.71)

Les matrices définiesKe
e etKe

u peuvent être directement calculées à l’aide des deux parties

(linéaire et non-linéaire) du tenseur des déformationsE et de la matriceD. C’est donc en

développant le calcul du vecteur des forces internes que nous faisons intervenir la loi de

comportement du matériau considéré en faisant apparaître la matriceD. Dans le paragraphe
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Boucle sur les pas de temps

Lecture des données

test de Convergence

Fin

t = t + ∆tt < T

oui

non

Ut+∆t = Ut + ∆Ui+1
t+∆t et calcul deU̇t+∆t et Üt+∆t

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t

Boucle d’équilibre

M̂i+1
t+∆t δU

i+1
t+∆t = F̂i+1

t+∆t

FIG. 1.12 – Algorithme principal de résolution sans contact
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suivant, nous verrons comment implanter différentes lois de comportement hyperélastiques

au sein du calcul deFint et KT . Ces différentes lois nous seront utiles par la suite pour

étendre le champ d’application de notre code de calcul.

En ce qui concerne le dernier terme de la matrice tangenteKe
T défini dans (1.71), nous

utilisons le développement apporté dans [ZT91]. Il aboutit à :

Ke
σ =

∫

Ω0

GT · L · G dΩ, (1.72)

oùG est défini dans 1.42 et où :

L =




S11 Id S12 Id S13 Id

S22 Id S23 Id

Sym S33 Id


 . (1.73)

1.3.3 Prise en compte des non-linéarités matérielles

Les propriétés mécaniques des élastomères et des caoutchoucs permettent d’atteindre des

déformations de 500 %, voir de 1000 % dans certains cas. Bien entendu, la loi de Hooke

ne permet pas d’aborder de tel comportement et il est nécessaire de développer des lois ma-

tériaux spécifiques. Dans ce paragraphe, nous aborderons le domaine des matériaux hyper-

élastiques. Pour cela, nous développerons en détail l’implantation des lois néo-Hookéenne,

de Mooney-Rivlin et de Blatz-Ko dans un code de calcul par éléments finis.

Les différents développements effectués au sein de ce paragraphe utilisent l’écriture ten-

sorielle des grandeurs physiques : tenseurs des contraintesS et des déformationsE et tenseur

d’élasticitéD. Les résultats doivent ensuite être mis sous forme matricielle à l’aide de (1.34)

et (1.35) pour être conformes à l’écriture du problème développé dans le paragraphe 1.3.2.

Nous nous limiterons au domaine des matériaux isotropes. Les différentes lois de com-

portement proposées dans la suite respectent les deux règles suivantes :

– principe d’objectivité : la loi de comportement est invariante pour tout changement de

repère,

– condition d’isotropie : le matériau a les mêmes propriétés mécaniques dans toutes les

directions.

De plus, un milieu hyperélasticité est défini dans [Lai98, LVF99] par les trois conditions

suivantes :
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– il existe une configuration de référence à l’état naturel où les contraintes sont nulles,

– les propriétés mécaniques du matériau sont décrites par une énergie libre spécifique,

fonction des déformations,

– le matériau ne dissipe pas d’énergie.

Pour ce type de matériau, il est donc possible de définir une densité d’énergie de défor-

mationW fonction deE. Ainsi, la loi de comportement d’un matériau hyperélastique peut

être écrite sous la forme d’une relation classique contrainte-déformation :

S =
∂W (E)

∂E
. (1.74)

Pour des raisons de calcul, il est souvent préférable d’effectuer la dérivation par rapport

au tenseur de Cauchy-Green droit. Nous obtenons alors :

S = 2
∂W (E)

∂C
. (1.75)

En effet, l’hypothèse d’isotropie du matériau permet d’écrire que le potentielW ne dépend

que des trois invariants deC :

W = W (I1, I2, I3) où I1 = tr(C),

I2 =
1

2

(
I 2
1 − tr(C 2)

)
,

I3 = det(C).

(1.76)

Les relations (1.76) conduisent à :

S = 2
(∂W (I1, I2, I3)

∂I1

∂I1

∂C
+

∂W (I1, I2, I3)

∂I2

∂I2

∂C
+

∂W (I1, I2, I3)

∂I3

∂I3

∂C

)
. (1.77)

En utilisant les règles de calcul de l’algèbre tensoriel ainsi que le théorème de Caley-Hamilton,

nous pouvons écrire :

∂I1

∂C
= Id, (1.78)

∂I2

∂C
= I1Id − C, (1.79)

∂I3

∂C
= I3C

−1. (1.80)

Après réarrangement des différents termes de 1.76, nous obtenons :

S = 2

[(
∂W

∂I1

+ I1
∂W

∂I2

)
Id − ∂W

∂I2

C + I3
∂W

∂I3

C−1

]
. (1.81)
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Cette dernière écriture sera celle utilisée par la suite pour déterminer le tenseur des con-

traintes. Par la suite, il est nécessaire de déterminer le tenseur d’élasticitéD qui entre en

jeu dans le calcul de la matrice de rigiditéKe

T
(1.68 - 1.71). Pour cela, il est nécessaire de

calculer la dérivée seconde du potentielW par rapport àE :

D =
∂S

∂E
=

∂2W (E)

∂E2
= 4

∂2W (I1, I2, I3)

∂C2
. (1.82)

Ainsi, la définition d’une densité d’énergie élastiqueW et l’application des équations (1.81)

et (1.82) permettent d’intégrer complètement une loi de comportement d’un matériau hyper-

élastique dans un code de calcul par éléments finis. Nous allons maintenant étudier les cas

particuliers de trois densités d’énergie parmi les plus utilisées dans les codes industriels.

1.3.3.1 Loi matériau de type Néo-Hookéen

Cette loi matériau est la plus simple à implanter et est applicable pour des taux de défor-

mation allant jusqu’à 20%-30% [ANS] . La densité d’énergie élastiqueW qui est proposée

pour cette loi ne fait pas intervenir l’invariantI2 :

W (I1, I2, I3) =
G

2
(I1 − 3) +

1

d
(
√

I3 − 1)2. (1.83)

Nous avons donc besoin de deux constantes pour caractériser un tel matériau :

– G : le module de cisaillement du matériau,

– d : le paramètre d’incompressibilité du matériau.

De manière générale, le paramètre d’incompressibilité est lié au module de compressibi-

lité K par la relation :

K =
2

d
. (1.84)

En dérivant la densité d’énergie (1.83) par rapport aux trois invariants définis précédemment,

nous obtenons :

∂W

∂I1

=
G

2
;

∂W

∂I2

= 0 et
∂W

∂I3

=
1

d

(
√

I3 − 1)√
I3

. (1.85)

En reportant ces résultats de (1.85) dans (1.81), nous obtenons la définition du tenseur des

contraintes d’un matériau de type Néo-Hookéen :

S = G Id +
2
√

I3

d
(
√

I3 − 1)C−1. (1.86)



30 Chapitre 1 :Méthode des éléments finis en grandes perturbations

D’après la définition (1.16) du tenseur des déformations de Green-Lagrange, nous pouvons

réécrire 1.86 sous la forme :

S(E) = G Id +
2J(J − 1)

d
(2E + Id)−1 avec J =

√
det(2E + Id). (1.87)

Nous cherchons maintenant la matrice d’élasticitéD d’un matériau Néo-Hookéen :

D = 4
∂2W (I1, I2, I3)

∂C2

=
4

d

(∂
√

I3(
√

I3 − 1)

∂I3

⊗ C−1 +
√

I3(
√

I3 − 1)
∂C−1

∂C

)

=
4

d

(√
I3(

√
I3 −

1

2
)C−1 ⊗ C−1 +

√
I3(

√
I3 − 1)C−1⊗C−1

)
, (1.88)

où :

(A ⊗ B)
ijkl

=
1

2
(AikBjl + AilBjk) et (A ⊗ B)ijkl = AijBkl. (1.89)

1.3.3.2 Loi matériau de type Mooney-Rivlin

Cette deuxième loi matériau a été développée par Mooney [Moo40] afin de modéliser le

comportement des caoutchoucs. Pour cela, il a établi le postulat suivant :

– le matériau est incompressible et isotrope dans l’état non-déformé,

– la relation entre contraintes et déformations de cisaillement est linéaire.

Il propose ainsi le potentiel d’énergie élastique :

W (I1, I2) = a01(I1 − 3) + a10(I2 − 3). (1.90)

Plus tard, Rivlin [Riv48] a développé, d’un point de vue mathématique, un modèle plus

large :

W (I1, I2) =
n∑

i=0

m∑

j=0

aij(I1 − 3)i(I2 − 3)j, (1.91)

où i et j varie de0 à∞ eta00 = 0. En ne considérant que les termes du premier ordre, nous

obtenons le modèle (1.90), d’où le nom de Mooney-Rivlin.

Dans notre cas, nous utilisons une expression légèrement différente qui fait intervenir les

trois invariants du tenseurC. Ce modèle nécessite l’utilisation de trois constantes : les deux

premières définissent les caractéristiques mécaniques du matériau et la dernière contrôle



Méthode des éléments finis 31

l’incompressibilité du matériau. Ce potentiel s’écrit sous la forme :

W (I1, I2, I3) = a01(I1 − 3) + a10(I2 − 3) +
1

2
K(I3 − 1)2. (1.92)

Comme pour la loi matériau précédente, nous calculons les dérivées partielles de ce nouveau

potentiel par rapport aux trois invariantsI1, I2 et I3 :

∂W

∂I1

= a01 ;
∂W

∂I2

= a10 et
∂W

∂I3

= K(I3 − 1). (1.93)

En reportant ces résultats dans l’équation (1.81), nous arrivons à l’expression du tenseur des

contraintesS :

S = 2
(
KI3 (I3 − 1)C−1 + (a01 + a10I1) I − a10C

)
. (1.94)

Dans ce cas précis, nous n’aboutissons pas à une formulation du typeS = S(E) mais cela

n’est pas nécessaire au niveau de la programmation de la méthode des éléments finis. En ef-

fet, il est tout aussi simple de calculer les trois invariants à partir du tenseurC que de calculer

E à l’aide deC.

Nous déterminons maintenant la matrice d’élasticitéD en dérivant le tenseur des contraintes

par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit :

D = 2
∂S

∂C
= 4

∂2W

∂C2
. (1.95)

Il vient alors :

D = 4
(
KI3(2I3 − 1)C−1 ⊗ C−1

−KI3(I3 − 1) C−1 ⊗ C−1 + a10 I ⊗ I − a10 I ⊗ I
)

(1.96)

1.3.3.3 Loi matériau de type Blatz-Ko

La loi matériau de Blatz-Ko [BK62] est utilisée pour modéliser le comportement méca-

nique de mousse élastomère ou de caoutchouc en polyuréthanne. Pour exemple, nous retrou-

vons ce type de matériau dans les sièges automobiles pour améliorer leur confort. Ce dernier

a un comportement compressible et le potentiel d’énergie de déformation proposé est :

W =
G

2

[
I1

I2

+ 2
√

I3 − 5

]
. (1.97)
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Contrairement aux deux potentiels précédemment présentés, il n’y a pas de constante d’in-

compressibilité qui contrôle le terme dépendant deI3. En dérivant le potentiel (1.97) par

rapport aux trois invariants du tenseurC :

∂W

∂I1

= 0 ;
∂W

∂I2

=
G

2

1

I3

et
∂W

∂I3

=
G

2

[
− I1

I2
3

+
1√
I3

]
. (1.98)

Nous pouvons maintenant reporter ces résultats dans la formulation (1.81) du tenseur des

contraintesS, nous obtenons :

S = GF−1
{√

I3I − B−1
}

F−T. (1.99)

Le tenseur des contraintesS peut également être écrit en fonction du tenseurE :

S(E) = G
{
J(2E + I)−1 − (2E + I)−2

}
. (1.100)

Nous pouvons maintenant déterminer le tenseur d’élasticitéD en dérivant la seconde formu-

lation deS par rapport àE :

Dijkl = G
{
− 2J(2E + I)−1

ik (2E + I)−1
lj + J(2E + I)−1

lk (2E + I)−1
ij

+2
[
(2E + I)−1

ik (2E + I)−2
lj + (2E + I)−2

ik (2E + I)−1
lj

] }
. (1.101)

Remarque 1 :L’utilisation de cette loi de comportement hyperélastique peut entraîner, dans

certains cas, des difficultés d’ordre numérique. En effet, il arrive que la condition de préser-

vation de l’orientation ne soit pas respectée ce qui entraîne la divergence de l’algorithme de

résolution de Newton-Raphson [PL01, Pey03].

Remarque 2 :Notons également que l’utilisation de cette loi matériau pour la simulation de

problèmes de contact en statique a fait l’objet de plusieurs travaux dans le cadre du dévelop-

pement de la méthode du bi-potentiel [FPL03, Pey04].

1.3.4 Calcul de l’énergie totale du système

Nous verrons dans la suite de ce mémoire que le contrôle de l’énergie totale du système

mécanique joue un rôle important pour assurer la convergence d’un calcul d’impact ou de

choc. Nous présentons ici les éléments nécessaires au calcul de l’énergie cinétique, de l’éner-

gie élastique et de l’énergie du système.
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1.3.4.1 Énergie cinétique

Par définition, l’énergie cinétique d’un milieu continuB s’exprime sous la forme d’une

intégrale :

Ec(B) =

∫

Ω0

1

2
ρ u̇T (X) · u̇(X) dΩ. (1.102)

Après discrétisation spatiale ennel éléments finis, utilisons l’interpolation nodale du vecteur

vitesse sur chaque élément :

u̇(X) = N(X) · u̇e, (1.103)

pour réécrire (1.102) sous la forme d’une somme discrète :

Ec(B) =

nel∑

e=1

∫

Ω
e
0

1

2
ρ

(
N(X) · u̇e

)T ·
(
N(X) · u̇e

)
dΩ

=

nel∑

e=1

1

2
ρ

∫

Ω
e
0

(
u̇e

)T · NT (X) · N(X) · u̇e dΩ

=

nel∑

e=1

1

2

(
u̇e

)T · Me · u̇e. (1.104)

L’énergie cinétique peut aussi être calculée au niveau global par :

Ec =
1

2
U̇T · M · U̇. (1.105)

1.3.4.2 Énergie élastique de déformation

L’énergie élastique du solide (discrétisé ennel éléments finis) est obtenue par la relation

suivante :

Ee(B) =

∫

Ω0

W dΩ =

nel∑

e=1

∫

Ω
e
0

W dΩ.

Nous devons donc effectuer une somme sur l’ensemble des éléments de l’énergie potentielle

de déformation définie dans (1.3.3).
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1.3.4.3 Énergie totale

Finalement, l’énergie totale du système correspond à :

Et(B) = Ee(B) + Ec(B). (1.106)

Les cas traités dans la suite sont, pour la plupart, des problèmes de type Neumann homogène,

caractérisés par aucun déplacement imposé sur la frontière et aucun chargement extérieur. En

outre, si le contact est considéré sans frottement, l’énergie totale doit être conservée. Ainsi,

nous disposons d’un élément fiable pour vérifier avec précision la validité de la méthode

développée.

1.3.5 Techniques de programmation utilisées

Nous allons maintenant aborder de manière brève la programmation proprement dite de

la méthode des éléments finis développée jusqu’ici. Nous abordons ce sujet dans le seul but

de définir le plus précisément possible les outils que nous avons utilisés.

1.3.5.1 Langage de programmation

Pour nos travaux, nous utilisons le langage de programmation C++ qui a l’avantage par

rapport au FORTRAN de permettre la création de classes d’objets vecteur et matrice. Ces

dernières, combinées avec la possibilité de surcharger les opérateurs, améliorent considéra-

blement l’agrément de programmation et la lisibilité du code source [FC02].

1.3.5.2 Condition aux limites surΓu

Nous avons vu dans la première partie de ce chapitre que les conditions aux limites de

type Neumann sont intégrées au système à résoudre au moment de l’intégration par parties

menant à la formulation faible de l’équation d’équilibre. Ce n’est pas le cas des conditions

aux limites de type Dirichlet (surΓu) qui nécessitent un traitement spécial.

Dans notre cas, nous avons choisi d’utiliser la méthode de suppression des équations. En

effet, cette dernière présente l’avantage de réduire la taille du système à résoudre en éliminant

les équations des degrés de liberté imposés. De plus, elle ne nécessite pas l’introduction

de paramètre de raideur (méthode du terme diagonal dominant) défini par l’utilisateur. Ce

dernier constitue toujours un point sensible pour la stabilité de la méthode lorsqu’il intervient

dans un problème de dynamique.



Conclusions 35

1.3.5.3 Stockage des matrices

Les matrices globales étant susceptibles d’atteindre des tailles considérables pour des ap-

plications industrielles, nous apportons une attention particulière à l’optimisation de leur uti-

lisation. En effet, bien que de grande dimension, ces matrices sont essentiellement remplies

de zéros et un bon maillage consiste, entre autre, à faire en sorte de regrouper les données

utiles autour de la diagonale. Ainsi, il est possible de ne stocker que les quantités utiles à la

résolution du système via la méthode de stockage « ligne de ciel » présentée dans [DT84].

Cette technique est utilisée dans nos travaux.

1.3.5.4 Méthode de résolution du système global

Pour la résolution du système global à chaque itération d’équilibre, nous avons choisi

d’utiliser la méthode d’élimination de Gauss. Cette dernière, bien connue, consiste à trans-

former le système d’équations en un système triangulaire puis à résoudre le nouveau système

en partant de la dernière équation.

1.4 Conclusions

Tout au long de ce premier chapitre, nous avons présenté les différents concepts de la

méthode des éléments finis appliquée à la mécanique des milieux continus qui seront utilisés

par la suite. Nous avons ainsi détaillé les méthodes numériques ainsi que les techniques de

programmation utilisées au sein de notre code de calcul. Les développements qui ont été

effectués constituent une base solide pour l’utilisation de la méthode des éléments finis dans

le cadre des grandes perturbations : description lagrangienne totale, linéarisation des forces

internes et lois de comportements hyperélastiques. Ce socle doit permettre de comprendre

les développements apportés dans la suite pour l’analyse des problèmes de l’impact et du

choc.
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Chapitre 2

Résolution du problème de contact avec

frottement

2.1 Introduction

Dans ce nouveau chapitre, nous allons introduire la résolution du problème du contact

dans la méthode des éléments finis. Pour cela, nous procéderons comme suit :

– dans la première partie, nous effectuerons un rappel des notions de cinématique du

contact,

– dans la deuxième partie, nous proposerons une revue des différentes méthodes qui sont

le plus souvent utilisées pour intégrer la résolution du problème du contact dans la

méthode des éléments finis,

– dans la dernière partie, nous présenterons en détail la méthode de résolution utili-

sée dans notre travail et que nous appelons de manière générale « méthode du bi-

potentiel » (bi-potentiel de contact, résolution globale et locale, détection de contact

...).

Dans ce chapitre, nous conservons le cadre de travail défini précédemment : hypothèse des

grandes perturbations et système de notation.

2.2 Cinématique du contact

Dans ce paragraphe, nous introduisons les notions nécessaires à l’introduction du pro-

blème du contact dans la formulation d’un problème de mécanique. Pour une question de

clarté, nous nous plaçons dans la situation dans laquelle deux corps seulement peuvent en-

trer en contact. La formulation de problèmes mettant en jeu un plus grand nombre de solides

se fait par simple extension de la démarche présentée dans la suite.
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2.2.1 Notations

SoientB1 etB2, deux corps déformables (figure 2.1) occupant, à l’instant initial, les en-

sembles fermésΩ
α ⊂ R

3(α = 1, 2). Par extension de ce qui avait été proposé dans le chapitre

précédent, la frontière∂Ωα de chacun des deux corps est partitionnée en trois. Venant s’ajou-

ter àΓα
u

et Γα
σ , nous définissonsΓα

c
qui est la zone potentielle de contact sur laquelleB1 et

B2 peuvent éventuellement venir en contact à un instanttc. Cette nouvelle décomposition de

la frontière de chacun des deux solides doit vérifier :

∂Ωα = Γα
u
∪ Γα

σ ∪ Γα
c
,

∅ = Γα
u
∩ Γα

σ = Γα
σ ∩ Γα

c
= Γα

u
∪ Γα

c
. (2.1)

ϕϕϕ2
tc
(Γ2

c)

X3

X2
X1 O

Ω
2

0

Ω
1

0

Γ1
c

X1
0

ϕϕϕ1
tc
(X1

0) = ϕϕϕ2
tc
(X2

0)

Γ2
c

ϕϕϕ2
tc
(Ω

2

0)

ϕϕϕ1
tc

ϕϕϕ2
tc

X2
0

ϕϕϕ1
tc
(Ω

1

0)

ϕϕϕ1
tc
(Γ1

c)

FIG. 2.1 – Cinématique du contact

Dans la suite, nous désigneronsB1 comme étant l’impacteur etB2 comme étant l’obs-

tacle. Ce choix est tout à fait arbitraire et la situation inverse est strictement équivalente pour

la formulation continue du problème.

Les deux solides sont en contact à l’instanttc si les éléments de frontièresϕϕϕtc(Γ
1
c
) et
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ϕϕϕtc(Γ
2
c
) ont une partie commune. Ce que l’on peut traduire par :

ϕϕϕtc(Γ
1
c
) ∩ϕϕϕtc(Γ

2
c
) 6= ∅. (2.2)

Il existe alors au moins un couple de points(X1
0,X

2
0) tel que :

ϕϕϕtc(X
1
0) = ϕϕϕtc(X

2
0) X1

0 ∈ Γ1
c

et X2
0 ∈ Γ2

c
. (2.3)

En ce point commun aux deux frontières, nous pouvons définir une normale commune à

ϕϕϕtc(Γ
1
c
) etϕϕϕtc(Γ

2
c
), notén. Nous choisissons de dirigern vers l’extérieur de l’obstacle (B2

dans notre cas). Nous construisons également le plant = (t1, t2), orthogonal àn. Ce dernier

est donc tangent àϕϕϕtc(Γ
1
c
) etϕϕϕtc(Γ

2
c
) enxc

tc
= ϕϕϕtc(X

1
0) = ϕϕϕtc(X

2
0) et permet de définir le

repère local du contactRc = (t1, t2,n) enxc
tc

(figure 2.2). Notons qu’en toute rigueur, le

repèreRc et l’ensemble de ses composantes sont fonctions detc et dexc
tc

mais que par soucis

de lisibilité nous omettons de faire apparaître cette dépendance.

ϕϕϕ2
tc
(Ω

2

0)X3

X2
X1 O

n

t2ϕϕϕ1
tc
(Γ1

c)

t1ϕϕϕ2
tc
(Γ2

c) xc
tc

ϕϕϕ1
tc
(Ω

1

0)

FIG. 2.2 – Repère local du contact

Afin de décrire le contact frottant qui a lieu, nous introduisons la notion de déplacement

relatif par rapport àB2 définie par :

u(xc
tc
) = utc(X

1
0) − utc(X

2
0), (2.4)

oùutc(X
1
0) etutc(X

2
0) sont les déplacements deX1

0 etX2
0 définis dans (1.5).

Soitr(xc
tc
) la force de contact exercée enxc

tc
parB1 surB2. Le principe d’action-réaction

nous permet d’écrire que le solideB2 subit la réaction de contact−r(xc
tc
). Dans le repère
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local du contact,ur et r peuvent être décomposés de manière unique sous la forme :

u = ut + un n, ut ∈ t, un ∈ R, (2.5)

r = rt + rn n, rt ∈ t, rn ∈ R. (2.6)

2.2.2 Contact unilatéral

Considérons une configuration connueCt des deux solides (avect ∈ I) pour laquelle il

n’y a pas de contact (figure 2.3).

ϕϕϕ2
t (Ω

2

0)X3

X2
X1 O

t2

t1ϕϕϕ2
t (Γ

2
c)

ϕϕϕ1
t (Γ

1
c)

g(x1
t )

x1
t

x2
t

ϕϕϕ1
t (Ω

1

0)

FIG. 2.3 – Définition du problème

Lors de la détermination de la configurationCt+∆t, nous devons nous assurer pour chaque

élémentx1
t+∆t deϕϕϕt+∆t(Γ

1
c) que la loi de contact unilatéral est bien vérifiée. Cette dernière

concerne uniquement la partie normale de la force de réaction (la partie tangentielle faisant

l’objet de la loi de frottement). Dans le repère local du contactRc = (t1, t2,n), la loi de

contact unilatéral se présente sous la forme de trois inégalités (appelées conditions de Signo-

rini) :

1. condition de non-pénétration :elle permet de s’assurer qu’aucune particule deB1 ne

pénètre dans le solideB2.

g(x1
t+∆t) = min

x2
t+∆t

∈ϕϕϕt+∆t(Γ2
c)

[
(x1

t+∆t − x2
t+∆t) · n

]
≥ 0. (2.7)

La fonctiong renvoie donc, pour tout point deϕϕϕt+∆t(Γ
1
c), la distance qui le sépare du

point le plus proche deϕϕϕt+∆t(Γ
2
c) affectée d’un signe indiquant s’il y pénétration ou
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pas. Nous noteronsx2 le point deϕϕϕt+∆t(Γ
2
c) qui vérifie :

g(x1
t+∆t) = (x1

t+∆t − x2
t+∆t) · n. (2.8)

En pratique, ce point résulte de la projection orthogonale dex1
t+∆t sur la surface de

contactϕϕϕt+∆t(Γ
2
c),

2. condition de non-adhésion :cette seconde condition traduit le fait que la réaction de

contact exercée parB2 surB1 est dirigée vers l’extérieur deB2 et à donc pour effet

de repousserB1. Avec la convention d’orientation adoptée pourn, le non-adhérence

s’écrit :

rn(x1
t+∆t) ≥ 0, (2.9)

3. condition complémentaire :cette dernière condition assure qu’il ne peut y avoir une

force de réaction entreB1 etB2 que s’il y a contact :

g(x1
t+∆t) · rn(x1

t+∆t) = 0. (2.10)

Sur la figure 2.4, nous percevons déjà la difficulté que représente la résolution du contact

dans un calcul par éléments finis. En effet, la loi de contact n’est pas régulière dans le sens

où elle n’est pas définie par une fonction bi-univoque : il n’est pas possible de définir une

fonctionf telle quern = f(g) pas plus qu’une autre fonctionf ′ telle queg = f ′(rn).

rn

contact

non-contact −g

FIG. 2.4 – Loi de contact unilatéral

Notonsg0 la distance initiale entreX1
0 etX

2

0 :

g0(X
1
0) = (X1

0 − X
2

0) · n ≥ 0. (2.11)
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Les conditions de Signorini peuvent alors être réécrites sous la forme :

g0 + un ≥ 0 , rn ≥ 0 , (g0 + un) · rn = 0 sur ϕϕϕt+∆t(Γ
1
c). (2.12)

Considérons maintenant le cas de deux solides initialement en contact sur une partie deΓc.

Sur cette partie deΓc, les conditions de Signorini se réduisent à :

un ≥ 0 , rn ≥ 0 , un · rn = 0 sur ϕϕϕt+∆t(Γ
1
c). (2.13)

Ainsi, pour toutt ∈ I = [ t0, t1 ], les surfaces potentielles de contactϕϕϕt(Γ
α
c )(α = 1, 2)

peuvent être découpées en deux parties distinctes :ϕϕϕt(Γ
α
c )+ sur laquelle les deux corps sont

effectivement en contact etϕϕϕt(Γ
α
c )− pour laquelle il n’y a pas, à ce moment précis, de contact.

Nous avons donc :

ϕϕϕt(Γ
α
c ) = ϕϕϕt(Γ

α
c )+ ∪ϕϕϕt(Γ

α
c )− et ϕϕϕt(Γ

α
c )+ ∩ϕϕϕt(Γ

α
c )− = ∅. (2.14)

L’équation (2.13) traduit le fait que lorsque les deux solides sont en contact, seule une sépa-

ration est autorisée. Elle ne permet pas d’exprimer la mise en contact de nouvelles zones.

Dans le contexte de la dynamique, comme c’est le cas pour les problèmes d’impact, il est

possible d’exprimer les conditions de Signorini en terme de vitesse :

u̇n ≥ 0 , rn ≥ 0 , u̇n rn = 0 sur ϕϕϕt(Γ
α
c )+. (2.15)

Lorsqueu̇n > 0, les deux solides se séparent alors qu’ils restent en contact pouru̇n = 0.

Il est important de noter que cette dernière formulation n’est valable que si les deux solides

sont initialement en contact.

2.2.3 Loi de frottement - modèle de Coulomb

Il est maintenant nécessaire de définir la loi qui permettra, lors des calculs, de détermi-

ner la partie tangentielle des réactions de contact. Dans ce travail, nous ne considérons que

les cas de frottement sec. En effet, le problème de frottement lubrifié fait intervenir un troi-

sième corps, en l’occurrence un liquide, entre les deux solides et sort de notre domaine de

recherche.

Dans cette loi de frottement, la force tangentielle appliquée au solide en contact doit dé-

passer un certain seuil pour qu’un glissement se produise. Le seuil à dépasser pour obtenir

un glissement relatif entre les deux solides en contact est une constante, fixée à priori et qui

dépend des matériaux présents aux surfaces. Afin de refléter ce qu’il a observé par expéri-
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mentation, Coulomb a imposé une dépendance du seuil de glissement vis à vis de la réaction

normale. Ainsi, la loi de frottement de Coulomb s’écrit :





Si ‖rt‖ < µrn alors u̇t = 0,

Si ‖rt‖ = µrn alors ∃λ > 0 tel que u̇t = −λ
rt

‖rt‖
.

(2.16)

Comme les conditions de Signorini pour le contact unilatéral, le modèle de Coulomb défi-

nissant le frottement constitue une difficulté majeure pour la résolution. Là aussi, la relation

entre la force tangentielle et le glissement relatif n’est pas définie par une fonction régulière

comme le montre la figure 2.5.

−µrn

µrn

glissement

glissement

rt

−u̇t

adhérence

FIG. 2.5 – Loi de frottement de Coulomb

En couplant cette loi avec les conditions de Signorini, nous pouvons définir l’ensemble

fermé et convexeK µ des forces de réactions admissibles par :

K µ =
{
r ∈ R

3 tel que‖rt‖ − µrn ≤ 0
}

. (2.17)

La représentation graphique de l’ensembleK µ (appelé cône de Coulomb) est proposée sur

la figure 2.6. Nous y retrouvons les trois statuts de contact possibles : non-contact, contact

sans glissement et contact avec glissement.
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adhérence

glissement

rt1non-contact

rt2

rn

FIG. 2.6 – Cône de Coulomb

Il est possible de différencier le coefficient de frottement qui s’applique lors de la phase

de glissement de celui qui sert de seuil lors de la phase d’adhérence. On parle alors de coeffi-

cient d’adhérence et de coefficient de frottement. En effet, les expérimentations montrent que

la force nécessaire pour maintenir un glissement relatif entre deux solides est généralement

plus faible que la « force seuil » qui a été nécessaire pour le provoquer. Dans notre travail, ce

phénomène ne sera pas pris en compte bien qu’il ne présente pas de difficulté d’implantation

majeure.

Certaines études récentes explorent le thème des lois de frottement anisotropes afin de

prendre en compte une éventuelle direction de glissement préférentielle [HC93, MS94, AH95,

HFSM04, FHSM06]. Ce phénomène peut intervenir, par exemple, lorsque l’on étudie le glis-

sement relatif entre deux plaques obtenues par laminage.

Par ailleurs, la loi de Coulomb ne constitue pas la seule alternative pour introduire le

phénomène du frottement. La tribologie est la science qui vise à étudier ce phénomène mé-

canique et de nombreux modèles peuvent être adaptés selon le cas étudié. Dans certains

travaux s’inspirant du domaine de l’élastoplasticité, nous trouvons de nouveaux modèles de

frottement qui permettent un mouvement relatif réversible des surfaces de contact. Ce type

de loi prend en compte les déformations élastiques, au niveau microscopique, des aspérités

de chacune des surfaces de contact [Cur84, Wri02].
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2.2.4 Loi de contact avec frottement

Nous considérons à présent la loi de frottement de Coulomb présentée précédemment que

nous allons coupler avec les conditions de Signorini afin d’obtenir une loi de contact avec

frottement complète. Cette loi fera intervenir les trois statuts de contact possibles : l’absence

de contact, l’adhérence et le glissement. La nature non-biunivoque et fortement non-linéaire

de la loi qui en découle assure aux problèmes d’impact une place parmi les problèmes de

mécanique les plus délicats à traiter.

Une manière élégante de mettre en avant les différents statuts de contact consiste à écrire

la loi complète de contact avec frottement sous la forme d’une double boucle de type «Si ...

alors ... sinon» (figure 2.7).

adhérence :̇un = 0 et u̇t = 0

Début

non

non

r ∈ Kµ

rn = 0

r ∈ ∂K µ

oui

oui
glissement :

{
u̇n ≥ 0 et∃λ > 0 tel que− u̇t = λ

rt

‖rt‖

}

Fin

non-contact :̇un ≥ 0oui

FIG. 2.7 – Loi de contact avec frottement

où Kµ et ∂K µ sont respectivement l’intérieur et le bord du domaine des réactions de

contact admissiblesK µ.

La loi que nous venons de présenter permet de déterminer la vitesse relativeu̇ lorsque l’on

connaît la force de réactionr. La loi de contact inverse,i.e. la relationr(−u̇) peut également

être mise sous la forme d’une double boucle (figure 2.8).
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Finoui

oui

oui non-contact :r = 0

glissement :

{
u̇n ≥ 0 et rt = µrn

−u̇t

‖ − u̇t‖

}

Début

non

non

u̇ = 0

u̇n > 0

u̇ ∈ T − 0

adhérence :r ∈ Kµ

FIG. 2.8 – Loi inverse de contact avec frottement

2.2.5 Bi-potentiel de contact et lagrangien augmenté

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que pour chaque nœud de contact, la déter-

mination des réactions de contact consiste en la recherche d’un couple(u̇; r) qui, d’une part,

est solution de l’équation du mouvement et qui, d’autre part, vérifie l’équation de contact

avec frottement.

Dans un premier temps, la démarche consiste à réécrire les équations de contact sous une

forme subdifférentielle strictement équivalente à celle proposée au premier chapitre. Ainsi,

de Sacxé et Feng [SF91, SF98] ont montré que le couple(u̇; r) satisfait la loi de contact avec

frottement si et seulement s’il satisfait la loi suivante :

−
(
u̇t + (u̇n + µ‖u̇t‖)n

)
∈ ∂

⋃

Kµ

r, (2.18)

où
⋃

Kµ

r est la « fonction indicatrice » de l’ensemble convexe ferméKµ et est définie par :

⋃

Kµ

(r) =

{
0 si r ∈ Kµ,

+∞ sinon,
(2.19)

D’après la définition de l’inclusion différentielle utilisée dans [SF91], l’équation (2.18) si-

gnifie :

∀ r
′ ∈ Kµ,

⋃

Kµ

r
′ −

⋃

Kµ

r ≥ −
(
u̇t + (u̇n + µ‖u̇t‖)n

)
· (r′ − r). (2.20)
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Nous définissons le bi-potentiel de contact :

bc(−u̇, r) =
⋃

R−

(−u̇n) +
⋃

Kµ

(r) + µ rn‖ − u̇t‖ avec R− = ] −∞, 0]. (2.21)

Cela va nous permettre de transformer le problème de contact en un problème de minimi-

sation puisque de Saxcé et Feng ont montré que l’extremum debc vérifie la loi de contact

(2.18). Ainsi, il va maintenant être possible de mettre en œuvre les techniques de minimi-

sation classiques. En particulier, il sera très intéressant de se tourner vers la méthode du

lagrangien augmenté. Sachant queu̇n ≥ 0 et r ∈ Kµ, la méthode du lagrangien augmenté

aboutie à :

∀ r
′ ∈ Kµ, ̺µ(r

′

n − rn)‖u̇t‖ +
(
r
′ − (r − ̺u̇)

)
· (r′ − r) ≥ 0. (2.22)

Le paramètre de résolution de la méthode̺ doit être strictement positif et choisi de ma-

nière à assurer la convergence du calcul. Dans notre cas (recherche de l’extremum debc),

l’expérience accumulée montre que choisir la valeur maximum de la diagonale de la matrice

de rigidité de contact comme valeur de̺ est tout à fait approprié.

En considérant les décompositions (2.5) et (2.6), l’équation (2.22) peut être réécrite sous

la forme plus compacte :

∀ r
′ ∈ Kµ, (r − r∗) · (r′ − r) ≥ 0, (2.23)

où le symboler∗ représente la surface de « traction » augmentée définie par :

r∗ = r − ̺
(
u̇t + (u̇n + µ‖u̇t‖)n

)
. (2.24)

L’inégalité (2.24) signifie quer est la projection orthogonale der∗ surKµ :

r = proj(r∗, Kµ). (2.25)

Pour la résolution numérique de l’équation implicite (2.25), nous utilisons ici l’algorithme

d’Uzawa. Ce choix mène à un processus itératif comprenant une étape de prédiction-correction :

{
Prédictionr∗ = r − ̺

(
u̇t + (u̇n + µ‖u̇t‖)n

)
,

Correctionr = proj(r∗, Kµ).
(2.26)

Sur la figure 2.9, nous représentons la phase de correction ainsi queK∗
µ, le cône dual deKµ.
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adhérence

glissement

non contact

FIG. 2.9 – Représentation graphique de la phase de correction

La phase de correction permet de ramener la réaction de contact préditer∗ sur le cône de

Coulomb de la manière suivante :

– si r∗ ⊂ K∗
µ alors il y a non-contact etr = 0,

– sinon, sir∗ ⊂ Kµ alors il y a adhérence etr = r∗,

– sinon r∗ ⊂
(
R

3 − Kµ

⋃
K∗

µ

)
, il y a glissement etr est le résultat de la projection

orthogonale der∗ surKµ.

Sur la figure 2.10, nous représentons cette phase de correction sous la forme d’une nouvelle

double boucle. De plus, nous y rapportons l’expression analytique de la projection orthogo-

nale der∗ surKµ pour le cas oùr∗ ⊂
(
R

3 − Kµ

⋃
K∗

µ

)
.
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oui

oui

Début

non

non

µ‖r∗t‖ < −r∗n

Fin

glissement :r = r∗ − (‖r∗t‖ − µr∗n)

(1 + µ2)

( r∗t
‖r∗t‖

+ µn
)

non-contact :r = 0

‖r∗t‖ < µr∗n adhérence :r = r∗

FIG. 2.10 – Algorithme de correction

2.3 Méthode de résolution du contact dans un calcul par

éléments finis

2.3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’intégration des équations du contact à la for-

mulation de notre problème. À ce jour, les méthodes couramment utilisées conjointement à

la méthode des éléments finis sont :

– la méthode des multiplicateurs de Lagrange : dans cette méthode, les contraintes liées

au contact unilatéral et au frottement sont introduites dans la formulation par le biais

d’inconnues supplémentaires (les multiplicateurs de Lagrange). Cette méthode permet

de vérifier exactement les conditions de contact mais elle a le désavantage d’augmenter

la taille du système à résoudre. Nous trouvons quelques exemples d’utilisation de cette

méthode dans [HTS+76, BN91, CTM91, PJ98, SP98],

– la méthode de pénalisation : dans cette autre méthode, la loi de contact unilatéral ainsi

que la loi de frottement sont régularisées par l’intermédiaire de deux coefficients de

pénalité [CT71, TY73, KS81, CB86, Par89]. Cette méthode a pour principal avantage

sa simplicité d’implantation. Cependant, il faut souligner que cette méthode ne permet

pas de vérifier avec exactitude les conditions de contact. L’importance de la pénétration

autorisée dépend du choix (difficile) des coefficients de pénalité [Hun92] qui n’ont pas

de signification physique et qui doivent être déterminés pour chaque cas étudié,

– la méthode du lagrangien augmenté : dans cette dernière méthode, les déplacements
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et les réactions de contact sont déterminés simultanément [AC91, SL92, SF91, Kla92,

SF98, CKPSN98]. Cette méthode présente l’avantage de fournir un résultat qui vérifie

exactement les conditions de contact. De plus, le paramètre utilisé dans la méthode

n’influe pas sur la précision du résultat mais seulement sur la vitesse de convergence

de l’algorithme.

2.3.2 La méthode de condensation

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les équations de base qui entrent en jeu

dans un calcul par éléments finis d’un problème d’impact. Pour les différentes méthodes de

résolutions brièvement présentées, les équations de contact sont directement intégrées dans

la formulation continue de l’équation d’équilibre selon une technique qui est propre à cha-

cune d’entre elles. Dans notre travail, nous avons choisi de suivre une autre voie, celle de

la méthode mixte, qui a été développée par Francavilla et Zienkiewicz [FZ75] pour les pro-

blèmes de contact sans frottement puis par Sachdevaet al.dans [SR81, SRR81]. Dans cette

méthode, les forces de contact sont ajoutées à la formulation discrétisée du problème sans

contact comme une seconde forme d’efforts extérieurs, inconnues à priori. Dans un premier

temps, nous allons présenter les différents développements qui permettent d’aboutir à la for-

mulation de cette méthode. Dans un second temps, nous présenterons le concept original

de bi-potentiel de contact, proposé par de Saxcé et Feng [SF91, SF98], qui permet de ré-

soudre efficacement les équations du contact avec frottement. Dans la suite, nous conservons

le formalisme utilisé dans le chapitre précèdent. Nous nous plaçons donc dans le cas d’un

problème de dynamique dans lequel deux solides sont susceptibles d’entrer en contact. Nous

considérons toujours le cadre des grandes perturbations (déplacements et déformations).

Comme nous venons de l’énoncer en introduction, l’idée centrale de cette méthode est

d’intégrer les efforts de contact directement dans la formulation matricielle du problème.

Nous définissons donc le vecteurRc(U) des forces de contact qui est inconnu du nouveau

système :






MÜi+1
t+∆t + CU̇i+1

t+∆t = (Fint)
i
t+∆t + (KT )i

t+∆t δUi+1
t+∆t − (Fext)t+∆t + (Rc(U))i+1

t+∆t,

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t.

(2.27)

De la même manière que pour les problèmes sans contact, l’utilisation d’un schéma d’inté-
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gration adéquate fournit le nouveau système :






M̂ i+1
t+∆t δUi+1

t+∆t = F̂ i+1
t+∆t + (Rc(U))i+1

t+∆t,

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t.

(2.28)

Il est important de noter que l’équation (2.28) est fortement non-linéaire par rapport aux

déplacements nodauxU. D’une part, le vecteur des réactions de contactRc dépend des dé-

placements de la structure qui détermine à la fois la surface de contact mais aussi la nature

et l’intensité de la réaction. D’autre part, lorsque le matériau étudié a un comportement non-

linéaire (hyper-élasticité, plasticité, ...), le terme des forces internes dépend lui aussi des

déplacements.

Comme le montre la figure 2.11, l’algorithme principal de résolution du problème intègre

maintenant le vecteur global des réactions de contact. Il n’est cependant pas possible de ré-

soudre directement les équations sous cette forme carδU etRc sont tous les deux inconnus.

La méthode mixte consiste à déterminer, dans un premier temps, les efforts de contact par la

méthode des forces. Dans un second temps, les déplacements sont calculés de manière clas-

sique (méthode des déplacements) en considérant les efforts de réactions comme des forces

extérieures connues. Ainsi, le problème est en quelque sorte découplé et sa résolution devient

possible. Le champ de déplacement doit vérifier les conditions aux limites surΓu et la loi de

contact avec frottement adoptée.

Afin de déterminer les réactions de contact, nous effectuons une décomposition du vecteur

incrément des déplacements nodauxδU. Ainsi, il est la somme de l’incrément de déplace-

ment dû aux chargements externes et aux forces internes et de l’incrément de déplacement

dû aux réactions de contact. Le premier terme, correspondant au déplacement subi par la

structure en l’absence de contact, sera appelé déplacement libre et notéδUlib. Le second

terme, engendré par les réactions de contact sera notéδUc. Nous avons alors :

δUi+1
t+∆t =

(
M̂ i+1

t+∆t

)−1
F̂ i+1

t+∆t +
(
M̂ i+1

t+∆t

)−1
(Rc)

i+1
t+∆t,

=
(
δUlib

)
i
t+∆t +

(
δUc

)
i+1
t+∆t.

(2.29)

La figure 2.12 montre que la résolution du système (2.28) est alors décomposée en deux

étapes. La première étape consiste à déterminer le vecteur des déplacements libresδUlib de

manière classique. Dans la seconde étape, nous calculonsδUc qui est la partie du déplace-

ment engendrée par le contact.



52 Chapitre 2 :Résolution du problème de contact avec frottement

Boucle sur les pas de temps

test de convergence

Fin

t = t + ∆tt < T

oui

non

Ut+∆t = Ut + ∆Ui+1
t+∆t et calcul deU̇t+∆t et Üt+∆t

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t

M̂i+1
t+∆t δU

i+1
t+∆t = F̂i+1

t+∆t + (Rc(U))i+1
t+dt

Détection du contact

Lecture des données

Boucle d’équilibre

FIG. 2.11 – Algorithme principal de résolution avec contact
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∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t

test de convergence

Boucle d’équilibre

Détection du contact

Fin

Lecture des données

t = t + ∆tt < T

oui

non

Boucle sur les pas de temps

Ut+∆t = Ut + ∆Ui+1
t+∆t et calcul deU̇t+∆t et Üt+∆t

M̂i+1
t+∆t δ(Ulib)

i+1
t+∆t = F̂i+1

t+∆t

Calcul de(Rc(U))i+1
t+∆t

(M̂i+1
t+∆t)

−1 (Rc(U))i+1
t+dt = δ(Uc))

i+1
t+dt

δUi+1
t+∆t = δ(Ulib)

i+1
t+∆t + δ(Uc)

i+1
t+∆t

FIG. 2.12 – Algorithme de résolution global avec une méthode de condensation
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2.3.3 Calcul deδ(Uc)
i+1
t+∆t :

La résolution du problème du contact revient maintenant à déterminer la partie des dépla-

cements qui est dûe aux réactions de contact :δ(Uc)
i+1
t+∆t. Afin d’alléger les notations et de

pouvoir faire apparaître les nouveaux indices relatifs à cette résolution, nous omettrons dans

la suite les notations relatives au pas de temps ainsi que ceux relatifs à la boucle itérative de

Newton-Raphson. Nous définissonsNc comme étant le nombre de nœuds de contact poten-

tiels de l’impacteur (B1 dans notre cas). Le problème du contact se traitant dans le repère

local du contactRα
c de chaque nœud de contact (α = 1, Nc), nous définissons également la

matrice de changement de repèreHα telle que :

Rα
c = Hαrα et δuα

c = (Hα)TδUα
c , (2.30)

oùRα
c et δUα

c sont les vecteurs extraits deRc et δUc relativement au nœud de contactx1
α.

En reportant (2.39) dans (2.29), nous faisons apparaître la matrice de flexibilitéW :

δuc =
(
HM̂−1HT

)
r = Wr. (2.31)

Pour chaque point de contact et connaissantδulib, nous cherchons donc à déterminerδuc qui

est lié àδRc par la loi de contact et la loi de frottement. Définissons tout d’abord le vecteur

ũα tel que :

ũα = uα
lib + uα

c + gα
0 avec gα

0 = (0, 0, gα
0 )T. (2.32)

Le problème local du contact peut se mettre sous la forme :

Trouver χχχ tel que f(χχχ) = 0, (2.33)

avec :

χχχ =






χχχ1
...

χχχNc





et χχχα =

{
rα

ũα

}
, (2.34)

f(χχχ) =






f1(χχχ)
...

fNc
(χχχ)





et fα(χχχ) =





ũα −

Nc∑
β=1

Wαβr
β − uα

lib − gα
0

rα − Proj
Kµ

(r∗α)





. (2.35)

Pour résoudre ce système d’équations, nous utilisons la méthode de Gauss-Seidel pour la
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résolution de systèmes non-linéaire [JAJ98]. Le principe de cet algorithme est de décomposer

le système global à résoudre (6×Nc équations) enNc systèmes locaux de6 équations. Pour

cela, nous traitons chaque point de contactPα en supposant les réactions de contact connues

sur l’ensemble des autres points de contact.

fα(χχχ) =

{
ũα − Wααr

α − ũαβ

rα − Proj
Kµ

(r∗α)

}
= 0, (2.36)

avec

ũαβ =
Nc∑

β=1,β 6=α

Wαβr
β + uα

lib + gα
0 . (2.37)

ũαβ représente le déplacement de la particulePα causé par les réactions de contact sur l’en-

semble des autres nœuds de contactP β (β = 1, Nc et β 6= α).

La procédure itérative est effectuée sur les points de contactPα (α = 1, Nc) jusqu’à

convergence de la solution. Le critère de convergence porte sur la norme du vecteur des

réactions de contact :

‖r (k+1) − r (k)‖
‖r (k+1)‖ ≤ εg. (2.38)

2.4 Détection du contact

Une des étapes les plus importantes dans le traitement des problèmes d’impact par la mé-

thode des éléments finis consiste à détecter les zones de contact actives. Cette opération est

effectuée en début de chaque pas de temps et son coût en temps de calcul peut être considé-

rable. Il s’agit non seulement de définir les nœuds potentiels de contact qui sont actifs mais

aussi de déterminer l’ensemble des données nécessaires au fonctionnement de l’algorithme

de résolution proposé précédemment.

L’objectif du travail présenté ici ne portant pas sur l’optimisation de cette phase de détec-

tion, le code de calcul développé utilise un algorithme très simple à programmer mais pas

optimisé. Toutefois, il est tout à fait suffisant pour les différents cas étudiés dans la suite pour

lesquels le nombre de nœuds de contact est relativement faible.

Nous allons développer dans ce paragraphe l’ensemble de cet algorithme de détection et

les différentes données nécessaires à son utilisation.
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2.4.1 Définition de l’objet « zones de contact » :

Pour tout problème d’impact, nous définissons dans le fichier de données source une liste

de zones potentielles de contact. La figure 2.13 montre quels sont les éléments constitutifs de

chacune de ces zones de contact. Cette façon de déclarer au préalable les zones potentielles

de contact a un désavantage : il faut avoir une idée assez précise de ce qui va se passer au

cours de la simulation. Dans le cas contraire, il est nécessaire de déclarer toutes les zones de

contact possibles.

Liste des nœuds de contact « impacteurs »

Liste des éléments cibles

Coefficient de frottementµ

Distance d’alerte

Zone de contact

FIG. 2.13 – Composantes d’une zone de contact

Nous détaillons sur la figure 2.14 les données qui sont liées à chacun des nœuds de contact.

Tous ces champs doivent être déterminés par l’algorithme de détection au début du pas de

temps.La distance d’alerte définie pour chaque zone de contact permet de limiter le nombre

de nœuds de contact sur chaque pas de temps. Elle permet en effet d’exclure du calcul deRc

tous les nœuds potentiels de contact déclarés qui sont suffisamment éloignés de leur obstacle

au début du pas de temps. Un nœud qui se trouve dans la zone d’alerte au moment de la

détection est alors considéré actif. Cette opération permet de réduire la taille du système

(2.33) en diminuant la valeur deNc.
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Nœud de contactxα

valeur degα (gap)

coordonnéesζ dex

matrice de changement de repèreHα

élément cible le plus proche

status : actif= (0 ou1)

FIG. 2.14 – Composantes d’un nœud de contact

La figure 2.15 montre le type de configuration pour laquelle la distance d’alerte entre

en jeu. Alors que l’impacteur comporteNc nœuds de contact, la résolution se fera avec les

quatre nœuds actifs uniquement. Le choix de la distance d’alerte qui définit la taille de la

zone d’alerte doit être fait avec beaucoup de précautions. Il dépend à la fois de la vitesse

relative entre l’impacteur et l’obstacle mais aussi de la valeur du pas de temps. Il faut que

cette zone soit suffisamment petite pour être efficace mais suffisamment grande pour qu’un

nœud de contact ne puisse pas la traverser entièrement en un seul pas de temps.

Actif= 1

Actif = 0

Impacteur

distance d’alerte

Obstacle

FIG. 2.15 – Utilisation d’une zone d’alerte

Par ailleurs, la désignation de l’impacteur et de l’obstacle peut avoir son importance dans
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le cadre des géométries discrétisées utilisées dans la méthode des éléments finis. En effet,

dans le cas de la figure 2.16, si le solideB1 est désigné comme impacteur, l’algorithme de

détection de contact renseignera que le nœud X est à l’intérieur deB1. Dans le cas contraire,

où B2 est désigné comme étant l’impacteur, l’algorithme ne détecte aucun nœud deB2 à

l’intérieur deB1 et renseigne qu’il n’y a pas de contact. Cette difficulté peut aisément être

traitée en effectuant deux passages de l’algorithme de détection de contact et en inversant

les rôles des deux solides entre les deux passages. Toutefois, il est bon de noter qu’il est

préférable de choisir l’objet ayant la surface la plus régulière comme obstacle.

B2

B1

FIG. 2.16 – Erreur de détection du contact

Comme nous l’avons déjà énoncé précédemment, nous traitons le contact à l’aide d’une

méthode nœud-contre-segment en 2D et nœuds-contre-facette en 3D.

Il existe plusieurs autres traitements du contact. En particulier, il est possible (et avan-

tageux) d’adopter un formalisme de type nœud-contre-nœud sous l’hypothèse des petites

perturbations. D’autre part, l’utilisation d’une méthode segment-contre-segment en 2D et

segment-contre-facette en 3D permet d’éviter l’utilisation d’un algorithme à double passage

pour traiter le problème défini sur la figure 2.16 [PL04].

Une autre forme très intéressante de déclaration de zone de contact est celle qui est adop-

tée lorsque le maillage utilise des éléments à arêtes quadratiques. Les éléments constituant

l’obstacle (2D ou 3D) permettent alors de minimiser les erreurs de discrétisation géomé-

trique pour les géométries complexes. En particulier, ce type de déclaration de zones de

contact permet d’envisager de traiter un problème de rotule sans modification de la méthode

de résolution.
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2.4.2 Algorithme de détection

La figure 2.17 présente l’algorithme utilisé pour la phase de détection de contact. Il est

constitué de deux boucles principales imbriquées qui se traduisent par : « pour chaque nœud

de contact de chaque zone de contact, effectuer la détection ».

Recherche dex2
α

Boucle sur les zones de contact

non

oui

active= 1

Nœud de contact suivant

Zone de contact suivante

Fin

Boucle sur les nœuds de contact

Début

Calcul deHα

g0(x
1
α) ≤ distance d’alerte

FIG. 2.17 – Algorithme principal de détection de contact

Considérons le traitement du nœud de contactx1
α (α = 1, Nc). La première étape consiste

à trouver le pointx2
α défini dans les équations (2.7) et (2.8) comme le point le plus proche de

x1
α qui appartient à la cible. Nous détaillons sur la figure 2.18, la boucle secondaire mise en
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place à cet effet.

Calcul deg0(x
1
α)

Début

oui

Fin

Recherche du nœud le plus proche dex1
α

Boucle sur les nœuds « cibles »

Nœud suivant

projection dex1
α

Calcul deζα

0 ≤ ζα ≤ 1

Boucle sur les éléments cibles
comprenant

le nœud le plus proche

non

FIG. 2.18 – Algorithme principal de détection de contact

Ainsi, pour déterminerx2
α, une première phase consiste à trouver le nœud le plus proche

appartenant aux éléments cibles de la zone de contact. Le pointx2
α appartient alors à l’un des

éléments cibles dont ce nœud fait partie. Nous effectuons une projection sur ces éléments

jusqu’à trouver celui pour lequel0 ≤ ζ ≤ 1 (figure 2.19 pour un problème 2D).
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FIG. 2.19 – Projection deX1
α sur l’obstacle

Une foisx2
α déterminé, il faut déterminer si le nœud de contact est actif. C’est alors seule-

ment dans le cas oùg0(x
α
1 ) ≤ distance d’alerte qu’il est nécessaire de déterminer la matrice

de changement de baseHα.

En considérant l’exemple 2D proposé sur la figure 2.19, nous exprimons la matrice de

changement de repère :

Hα =

(
cos(β) sin(β)

− sin(β) cos(β)

)
. (2.39)

2.5 Conclusions

Au cours de ce deuxième chapitre, nous avons abordé la résolution des problèmes de

contact avec frottement par la méthode des éléments finis. Dans un premier temps, nous

avons présenté les différents éléments nécessaires à la modélisation du contact dans un pro-

blème de mécanique des milieux continus : cinématique du contact, loi de contact unilatéral

et loi de frottement. Ensuite nous avons effectué une brève revue des méthodes fréquemment

utilisées pour traiter le contact dans la résolution d’un problème avec la méthode des élé-

ments finis. Bien entendu, une plus large place a été faite à la méthode du bi-potentiel qui

est utilisée dans la suite de ce travail. Pour finir, nous avons présenté la méthode intégrée au

code FER/Impact pour assurer la détection du contact.
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Chapitre 3

Traitement du contact en dynamique

3.1 Introduction

Au cours des deux premiers chapitres, nous avons présenté la méthode des éléments finis

ainsi que la méthode du bi-potentiel utilisée dans nos travaux pour résoudre le problème du

contact avec frottement. À ce stade de développement, le code de calcul obtenu peut résoudre

de nombreux problèmes de mécanique du contact avec frottement dans le domaine quasi-

statique. Dans ce nouveau chapitre, nous allons présenter le schéma d’intégration adopté

pour étendre le champ d’application de notre algorithme aux problèmes d’impact, c’est-à-

dire à la résolution de problèmes de contact avec frottement dans le domaine de la dyna-

mique. C’est à la fois un enjeu important car il ouvre un immense champ d’application mais

aussi une difficulté considérable tant la résolution du contact perturbe la stabilité des sché-

mas de discrétisation classiques.

Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, la méthode des éléments finis appliquée

à un problème de mécanique du solide en dynamique aboutit au système récursif suivant :

{
MÜi+1

t+∆t + CU̇i+1
t+∆t + (Fint)

i
t+∆t = (Fext)t+∆t − (KT )i

t+∆t δUi+1
t+∆t + (Rc(U))i+1

t+∆t,

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t.

(3.1)

Dans le deuxième chapitre, nous avons développé notre méthode de résolution du contact en

supposant que le schéma d’intégration permet de transformer (3.1) sous la forme :

{
M̂ i+1

t+∆t δUi+1
t+∆t = F̂ i+1

t+∆t + (Rc(U))i+1
t+∆t,

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t.

(3.2)

Le schéma d’intégration permet de préciser les termesM̂ i+1
t+∆t et F̂ i+1

t+∆t ainsi que la procé-
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dure d’actualisation des termes de vitesse et d’accélération. À la fin de la boucle en équilibre

de Newton-Raphson, lorsque la solution a convergé, nous avons :

Ut+∆t = Ut + ∆Ui+1
t+∆t (3.3)

Pour les problèmes d’impact, le choix du schéma d’intégration qui permet de passer de (3.1)

à (3.2) est d’une grande importance. La première question que nous pouvons nous poser

concerne le type de schéma à employer : explicite [DS89] ou implicite [SD89]. Couramment,

la réponse à cette question se fait en fonction du domaine d’application envisagé :

– schémas explicites :en dynamique rapide, la durée de l’impact est très courte et la

propagation des ondes joue un rôle prépondérant. Nous parlons alors de problèmes

de crash. Pour ces problèmes, les schémas explicites tels que le schéma du second

ordre des différences centrées sont largement utilisés [CTM91, TP93, BCL05, BCL06].

Lorsqu’une matrice de masse diagonale est employée, ils sont particulièrement écono-

miques en nombre d’opérations à effectuer par pas de temps. Cependant, leur stabilité

conditionnelle impose l’utilisation d’un pas de temps très petit déterminé à l’aide de la

condition C.F.L. (Courant - Friedrichs - Levy). Faisant intervenir la taille du plus petit

élément du maillage, la condition C.F.L. est particulièrement pénalisante pour un pro-

blème d’impact. En effet, le maillage est souvent raffiné au niveau de la zone de contact

pour rendre compte avec précision des actions mécaniques calculées. Parmi les codes

de calculs commerciaux utilisant ce type de schéma, nous pouvons citer RADIOSS,

PAM-CRASH et LS-DYNA,

– schémas implicites :ces schémas sont utilisés dans les problèmes de dynamique pour

lesquels c’est l’effet des forces d’inertie qui prédomine. Ces schémas sont plus coûteux

en terme de calcul puisqu’ils nécessitent une inversion de la matrice globale à chaque

pas de temps. Pour les problèmes linéaires, ce désavantage est compensé par le fait

qu’ils sont inconditionnellement stables et qu’ils peuvent donc être employés avec des

pas de temps plus grands. Cependant, les schémas implicites perdent cette propriété

pour les problèmes non-linéaires et donc pour les problèmes d’impact. De nombreux

travaux portent sur l’adaptation de ce type de schéma pour les problèmes d’impact.

Dans nos travaux, nous nous intéressons à l’étude des problèmes d’impact à l’aide de

schémas d’intégrations implicites. Dans un premier temps, nous proposons d’associer la

méthode du bi-potentiel à un schéma de Newmark [New59] afin de cerner les difficultés

inhérentes aux problèmes de choc. Nous évoquerons ainsi les difficultés qu’engendre son

utilisation pour la résolution des problèmes d’impact et les travaux menés au sein de la com-

munauté scientifique pour y remédier. Dans un second temps, nous présenterons un schéma

du premier ordre utilisé dans ce travail pour contourner les difficultés évoquées précédem-

ment. Nous présenterons un ensemble de cas tests permettant de juger de la qualité des
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résultats obtenus avec ce nouvel algorithme.

3.2 Schéma de Newmark

3.2.1 Présentation du schéma

Le schéma d’intégration de Newmark est sans aucun doute le schéma implicite le plus

utilisé pour les problèmes de dynamique. Il est basé sur les hypothèses suivantes :

U̇t+∆t = U̇t + ∆t
[
(1 − γ) Üt + γÜt+∆t

]
, (3.4)

et :

Ut+∆t = Ut + ∆tU̇t + (∆t)2

[(
1

2
− β

)
Üt + βÜt+∆t

]
, (3.5)

où γ et β sont des paramètres de l’algorithme desquels dépendent la stabilité et la précision

du schéma d’intégration obtenu. Il a été démontré dans [GT72] que le schéma est incondi-

tionnellement stable dans le cadre des petites perturbations siγ ≥ 0, 5 etβ ≥ (2γ + 1)2/16.

Détaillons les couples de paramètres les plus utilisés :

– (γ = 0, 0; β = 0, 25) : le schéma de Newmark est équivalent au schéma explicite des

différences centrées,

– (γ = 0, 5; β = 0, 25) : c’est la règle du trapèze. Le schéma est d’ordre 2,

– (γ = 0, 5; β =
1

6
) : c’est la règle de l’accélération linéaire à l’intérieur d’un pas de

temps.

En insérant (3.4) et (3.5) dans (3.2), nous obtenons la définition de la matrice de masse

effective et de la matrice effective des efforts extérieurs pour le schéma de Newmark :

{
M̂ i+1

t+∆t = a0 M + a1 C + (KT )i
t+∆t,

F̂ i+1
t+∆t = (Fext)t+∆t + M(a2 U̇t + a3 Üt) + C(a4 U̇t + a5 Üt) − (Fint)

i
t+∆t,

(3.6)

où :

a0 =
1

β(∆t)2
, a1 =

γ

β∆t
,

a2 =
1

β∆t
, a3 =

1

2β
− 1,

a4 =
γ

β
− 1, a5 =

∆t

2
(
γ

β
− 2).

(3.7)
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3.2.2 Applications numériques

Nous allons maintenant confronter la méthode obtenue à une série de tests afin de déter-

miner sa capacité à traiter les problèmes d’impact et de choc. Pour cela, nous choisissons

d’étudier deux cas simples pour lesquels nous avons suffisamment de données pour analyser

de manières critiques les résultats obtenus. Pour tous les cas, nous supposons qu’il n’y a pas

d’amortissement, c’est-à-direC = 0 dans l’équation (3.1).

3.2.2.1 Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Le premier test consiste à étudier le problème de l’impact entre deux barres élastiques

en 2D. Ce test est très intéressant dans la mesure où il est tout à fait possible de comparer

les résultats obtenus avec ceux fournis par la théorie 1D basée sur la propagation des ondes

élastiques. Pour cela, un bref rappel de la théorie qui mène aux solutions analytiques est dis-

ponible en annexe A.

La configuration géométrique du problème, qui est la même dans les deux cas, est pré-

sentée sur la figure 3.1. Cet exemple, avec le jeu de données défini par la suite, est tiré des

travaux de Hu [Hu97].

X2

(1) (2)
A B D

u̇
(1)
0 u̇

(2)
0

C

X1

FIG. 3.1 – Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Les deux barres sont identiques (dimensions et matériau constitutif) et sont animées d’une

vitesse initiale égale en module et opposée en direction :

– longueur des barres :L = 10,

– module de Young :E = 1000,

– masse volumique :ρ = 0, 001.

Nous imposons aux deux barres une vitesse initiale égale en module et opposée en direc-

tion : u̇(1)
0 = −u̇

(2)
0 = (1, 0; 0, 0). Initialement, les deux barres sont séparées par un interstice

d’une longueur de0, 2.

La simulation porte sur une durée totaleT = 0, 04 et nous adoptons le pas de temps

∆t = 0, 00001. Dans un premier temps, nous tentons d’utiliser le schéma de Newmark avec

les paramètres classiques :γ = 0, 5 etβ = 0, 25.
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Sur la figure 3.2, nous présentons les résultats obtenus pour le déplacement du pointC.

Nous observons que sur la première phase (rapprochement des barres avant impact), le résul-

tat est tout à fait satisfaisant. Cela n’a rien d’étonnant puisqu’il s’agit là d’un calcul classique

sans contact. En revanche, dès que l’impact a lieu, nous observons de fortes oscillations et le

résultat numérique s’écarte très franchement du résultat escompté.
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FIG. 3.2 – Déplacement du pointC pourγ = 0, 5 etβ = 0, 25

La figure 3.3 représente l’évolution de l’énergie du système (calculée au paragraphe 1.3.4)

au cours du temps. Nous observons que le problème survient là encore pendant la durée du

contact. En effet, le schéma conserve parfaitement l’énergie totale du système avant et après

le contact. Par contre, cette même énergie croît de manière très sensible pendant le contact.

Cette évolution n’est pas acceptable du point de vue de la physique et explique en grande

partie l’échec de la simulation.
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FIG. 3.3 – Évolution de l’énergie pourγ = 0, 5 etβ = 0, 25
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Dans les problèmes d’impact et de choc, l’enjeu semble donc être de contrôler l’énergie

totale du système afin d’assurer la convergence du système. Une première solution consiste

à introduire de la dissipation à l’intérieur du schéma d’intégration en changeant le jeu de

paramètres appliqué.

Nous testons maintenant la solution proposée dans [CB86, BM88] pour améliorer les

performances du schéma de Newmark en cas d’impact. Pour cela, les auteurs proposent de

conserver l’ordre de précision du schéma en conservantγ = 0, 5 mais ils introduisent de la

dissipation numérique en imposantβ = 0, 5. La figure 3.4 propose le déplacement du point

C au cours du temps que nous obtenons en appliquant ce nouveau jeu de paramètres. Le

résultat est tout à fait satisfaisant et seules quelques oscillations sont perceptibles durant le

contact.
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FIG. 3.4 – Déplacement du pointC pourγ = 0, 5 etβ = 0, 5

La figure 3.5 montre que cette amélioration des résultats est bien directement liée à la

maîtrise de l’énergie du système. Pour cette nouvelle simulation, le schéma se comporte

globalement très bien et l’énergie totale du système est contenue. L’énergie totale qui est

à l’origine uniquement de l’énergie cinétique se transforme, durant le choc, en énergie po-

tentielle élastique à travers la déformation des deux barres. Ensuite, les barres se séparent

et l’énergie totale redevient essentiellement de l’énergie cinétique. Seules quelques vibra-

tions résiduelles engendrent des déformations à l’intérieur des barres et donc de l’énergie

élastique.
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FIG. 3.5 – Évolution de l’énergie pourγ = 0, 5 etβ = 0, 5

3.2.2.2 Impact oblique

Le second test, déjà étudié par Kwaket al. [KK92, KK96] en utilisant une méthode de

programmation mathématique, propose d’étudier l’impact oblique d’une plaque contre une

surface rigide. Notons que cet exemple avait également été retenu pour la journéeΦ2AS in-

titulée « Traitement des contacts en implicite et explicite» [IPS99a, IPS99b].

La figure 3.6 présente à la fois la géométrie du problème et le maillage adopté pour les

premières simulations (maillage M1). La géométrie de la plaque est entièrement définie par

les trois paramètres suivants :

– largeur de la plaque :L = 0, 04 m,

– hauteur de la plaque :H = 0, 08 m,

– rayon de courbure :R = 0, 101 m,

– épaisseur de la plaque :e = 0, 01 m.

Les constantes matérielles appliquées à la plaque sont les suivantes :

– module de Young :E = 107 Pa,

– coefficient de Poisson :ν = 0, 25,

– masse volumique :ρ = 1000 kg/m3.

La plaque est discrétisée à l’aide d’éléments 2D à 4 nœuds pour lesquels nous adoptons

l’hypothèse des contraintes planes. La figure 3.6 montre le premier maillage adopté pour

cette étude. Ce maillage est identique à celui proposé dans [KK96]. Il est composé de 37

éléments définis par un ensemble de 54 nœuds.
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P

L

H

X1

R

X2

Géométrie du problème maillage M1

FIG. 3.6 – Impact oblique

Nous imposons à la plaque une vitesse initiale définie en m/s par :u̇0 = (3, 0;−5, 0). Pour

cette première étude avec le schéma de Newmark, le contact entre la plaque et l’obstacle se

fera sans frottement. La simulation porte sur une durée totale de3 10−3 s et le pas de temps

adopté est∆t = 10−5 s. La figure 3.7 présente l’état de déformation de la plaque au cours

du temps obtenu en utilisant les paramètresγ = 0, 5 etβ = 0, 25.

t = 0, 0005 s t = 0, 001 s t = 0, 0015 s

FIG. 3.7 – Résultats obtenus avecγ = 0, 5 etβ = 0, 25
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À nouveau, nous pouvons conclure qu’il n’est pas possible d’étudier de manière satis-

faisante les problèmes d’impact en utilisant ce jeu de paramètres. Ce résultat est confirmé

par la figure 3.8 dans laquelle nous observons que l’énergie mécanique du système est une

nouvelle fois mal maîtrisée.
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FIG. 3.8 – Évolution de l’énergie avecγ = 0, 5 etβ = 0, 25

Nous utilisons maintenant le second jeu de paramètres proposé précédemment (γ = 0, 5

et β = 0, 5) afin d’introduire, une nouvelle fois, de la dissipation numérique. Là encore, le

résultat est positif puisque la simulation va à son terme. La figure 3.9 permet à la fois de

suivre l’évolution de la plaque au cours du temps mais aussi celle du champ de contrainte

de von Mises. Pour cette figure, les valeurs du champ de contrainte varient de0 MPa et

1, 141 MPa.
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t = 0, 0005 s t = 0, 001 s t = 0, 0015 s

t = 0, 002 s t = 0, 0025 s t = 0, 003 s

FIG. 3.9 – Contrainte de von-Mises (γ = 0, 5 etβ = 0, 5)

Le mouvement global de la plaque est celui attendu pour une simulation sans frottement.

Seulement, la figure 3.10 montre que certains problèmes persistent au niveau de la résolution

du contact. Le pointP perd le contact avec l’obstacle au cours du glissement de la plaque

sur ce dernier. Cela démontre une certaine instabilité concernant la résolution du contact.
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FIG. 3.10 – Déplacement du pointP avecγ = 0, 5 etβ = 0, 5

La figure 3.11 confirme les observations précédentes. La dissipation numérique a permis

de limiter le problème de l’énergie totale en contenant son accroissement durant le contact.

À noter que pour cet exemple, la dissipation numérique n’est pas suffisante pour assurer que

l’énergie totale n’augmente pas. Cela pose le problème du choix des nouveaux paramètres :

ils doivent être définis pour assurer la convergence du calcul sans fausser les résultats. Et ce

choix doit être fait à chaque nouvel exemple étudié.
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FIG. 3.11 – Évolution de l’énergie avecγ = 0, 5 etβ = 0, 5

3.2.3 Conclusions

Dans ce premier paragraphe, nous avons associé la méthode du bi-potentiel au schéma

d’intégration de Newmark pour traiter les problèmes d’impact. Les résultats présentés mon-

trent que la méthode obtenue n’est pas satisfaisante. Lorsque l’on utilise les paramètres de
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la règle du trapèze (γ = 0, 5 et β = 0, 25) le processus diverge. Les conditions de contact

sont satisfaites grâce à la méthode du bi-potentiel mais l’énergie totale du système n’est pas

maîtrisée correctement. L’algorithme obtenue n’est pas stable.

Par la suite, nous avons considéré la solution consistant à modifier les paramètres du

schéma de Newmark afin d’introduire de l’amortissement numérique. Cette voie a été large-

ment explorée par la communauté scientifique. Ainsi, nous avons testé le jeu de paramètres

(γ = 0, 5; β = 0, 5). Bien que cela améliore considérablement le comportement du schéma

pour le problème d’impact entre deux barres élastiques, il semble que cette modification ne

soit pas suffisante pour traiter un large éventail de situation. Ceci est mis en évidence par

le second test. Notons également que le jeu de paramètres(γ = 0, 4; β = 0, 7) a été utilisé

dans [WVVS90]. Malgré tout, la méthode consistant à faire varier les paramètres du schéma

semble limitée à un nombre restreint d’application. Une profonde modification du schéma

d’intégration de Newmark semble donc nécessaire pour aborder le domaine des problèmes

d’impact.

Notons tout de même que dans certains cas particuliers, le schéma de Newmark peut être

utilisé avec succès avec ses paramètres originaux. C’est le cas du test de Taylor qui a été

traité par Feng dans [Fen99] avec(γ = 0, 5; β = 0, 25). Cette particularité s’explique par

le fait que dans cet exemple, il n’y a pas de changement de statuts de contact. La barre est

initialement en contact et nous n’étudions pas le rebond.

3.3 Méthode du premier ordre

Notre réflexion porte à présent sur la pertinence du calcul de l’accélération et de son utili-

sation pour un problème d’impact. En effet, au moment de l’impact, le changement de vitesse

des points de contact est brutal. Le champ de vitesse n’est donc pas continu mais seulement

continu par morceau. L’accélération ne peut alors être définie au moment de l’impact comme

la dérivée de la vitesse par rapport au temps. De même, les hypothèses de base (équations

(3.4) et (3.5) pour le schéma de Newmark) qui mènent à l’algorithme du second ordre ne

sont pas vérifiées à cet instant.

L’idée est donc ici de contourner le problème en employant un schéma d’intégration qui

ne nécessite pas le calcul de l’accélération. C’est ainsi que notre recherche s’est tout naturel-

lement tournée vers les algorithmes du premier ordre [JT88, Jea89, Jea92, Jea99, VPJR98].
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3.3.1 Présentation de l’algorithme

Dans ses travaux, Jean s’intéresse aux problèmes de chocs entre solides indéformables

visant une application pour les milieux granulaires. Pour cela, il a développé un schéma

d’intégration du premier ordre à partir d’une formulation du problème en terme de vitesse.

Cela lui permet, après intégration des équations d’équilibre, de travailler avec des impulsions

bien définies plutôt que des forces de choc. Afin de présenter la méthodologie proposée par

Jean, nous réécrivons l’équation de la dynamique à un instantt (équation 3.1) sous la forme :

MdU̇ + CU̇ dt + Fint dt = Fext dt + Rc(U) dt. (3.8)

En intégrant cette équation sur l’intervalle de temps[t, ∆t], nous obtenons :

∫ t+∆t

t

MdU̇+

∫ t+∆t

t

CU̇ dt+

∫ t+∆t

t

Fint dt =

∫ t+∆t

t

Fext dt+

∫ t+∆t

t

Rc(U) dt. (3.9)

L’algorithme proposé est basé sur l’approximation suivante (θ-méthode) :

Ut+∆t − Ut = ∆t
(
(1 − θ) U̇t + θ U̇t+∆t

)
où 0 ≤ θ ≤ 1. (3.10)

Pourθ = 0, nous obtenons la méthode d’Euler explicite tandis queθ = 1 aboutit à la mé-

thode d’Euler implicite. La méthode est inconditionellement stable pourθ ≥ 1

2
.

Nous appliquons également les approximations :

∫ t+∆t

t

M dU̇ = M
(
U̇t+∆t − U̇t

)
, (3.11)

∫ t+∆t

t

F dt = ∆t ((1 − ξ)Ft + ξ Ft+∆t) , (3.12)

oùF représente le vecteur global des forces internes ou le vecteur global des forces externes

et0 ≤ ξ ≤ 1.

En ce qui concerne le terme relatif au contact, Jean [Jea92] propose deux schémas de

résolution : l’un explicite et l’autre implicite. Nous adoptons la première formulation en

écrivant :
∫ t+∆t

t

Rc dt = ∆t (Rc)t+∆t. (3.13)

Pour le processus itératif, les valeurs au tempst + ∆t sont remplacées par les valeurs à
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l’itération i+1 ; soit par exemple,Ft+∆t = Fi+1
t+∆t. L’approximation standard deFi+1 donne :

(Fint)
i+1
t+∆t = (Fint)

i
t+∆t +

∂(Fint)
i
t+∆t

∂Ui
t+∆t

(Ui+1
t+∆t − Ui

t+∆t)

+
∂(Fint)

i
t+∆t

∂U̇i
t+∆t

(U̇i+1
t+∆t − U̇i

t+∆t),

= Fi
int − (KT )i

t+∆t δU
i+1
t+∆t − Ci δU̇i+1

t+∆t. (3.14)

Ainsi, nous retrouvons la forme recursive du problème en termes de déplacement :

{
M̂ i+1

t+∆t δUi+1
t+∆t = F̂ i+1

t+∆t + (Rc(U))i+1
t+∆t,

∆Ui+1
t+∆t = ∆Ui

t+∆t + δUi+1
t+∆t.

(3.15)

où les différentes quantités effectives sont données par :

M̂ i+1
t+∆t = ξ (KT )i

t+∆t +
ξ

θ ∆t
C +

1

θ ∆t2
M, (3.16)

F̂ i+1
t+∆t = (F̄acc)

i
t+∆t + F̄i

t+∆t, (3.17)

(F̄acc)
i
t+∆t = − 1

θ∆t2
M

{
Ui

t+∆t − Ut − ∆t U̇t

}
, (3.18)

F̄i
t+∆t = (1 − ξ)

(
(Fint)t + (Fext)t

)
+ ξ

(
(Fint)

i
t+∆t + (Fext)t+∆t

)
. (3.19)

À la fin de chaque pas de temps, la vitesse est réactualisée par :

U̇t+∆t =
(
1 − 1

θ

)
U̇t +

1

θ ∆t
(Ut+∆t − Ut). (3.20)

En prenantθ =
1

2
, ce schéma correspond à la règle du trapèze implicite, qui est également

analogue à la méthode développée par Tamma et Namburu [TN90] dans laquelle l’accé-

lération n’a pas besoin d’être calculée. Simo et Wong [SW91] ont montré que ce schéma

préserve l’énergie totale et l’équilibre pour les problèmes dynamiques sans contact.

3.3.2 Applications numériques

Nous allons maintenant soumettre l’algorithme de résolution de contact obtenu à la série

de tests utilisée pour le schéma d’intégration de Newmark. Nous commençons par l’étude

d’impact longitudinal entre deux barres élastiques défini dans 3.2.2.1. Un second cas d’im-

pact de barres est étudié pour lequel les barres ne sont plus identiques. Enfin, nous terminons
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cette validation de la méthode par l’étude de l’impact oblique défini dans 3.2.2.2.

3.3.2.1 Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Pour ce premier test de validation, nous reprenons exactement le problème défini au pa-

ragraphe 3.2.2.1. L’ensemble des données (géométrie, maillage, matériau et conditions ini-

tiales) est identique. Nous utilisons également le même pas de temps que pour le schéma

de Newmark afin de pouvoir effectuer une comparaison la plus fiable possible des différents

résultats obtenus. Par ailleurs, nous utilisons les paramètresξ = θ = 0, 5 pour le schéma

d’intégration du premier ordre.

Sur la figure 3.12, nous retrouvons les courbes représentant le déplacement du pointC

au cours du temps. Nous pouvons estimer que la corrélation entre le résultat numérique et le

résultat théorique est tout à fait remarquable. Les deux courbes sont quasiment superposées

et nous n’observons pas d’oscillations de la position du point de contact durant le choc.
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FIG. 3.12 – Déplacement du pointC avec le schéma du premier ordre

Le bon comportement de la méthode se retrouve sur la courbe représentative de l’évolu-

tion des énergies du système (figure 3.13). Une nouvelle fois, le résultat est remarquable :

l’énergie du système reste presque parfaitement constante tout au long de la simulation.
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FIG. 3.13 – Évolution de l’énergie avec le schéma du premier ordre

Ces résultats favorables permettent d’envisager d’aller plus en avant dans l’analyse des

résultats. Nous représentons sur la figure 3.14 l’évolution de la vitesse du pointC, au cours

du temps, calculée avec la formule :

u̇t+∆t =
ut+∆t − ut

∆t
. (3.21)
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FIG. 3.14 – Vitesse du pointC avec le schéma du premier ordre

Le résultat est encore une fois cohérent avec la prédiction analytique. Seules les oscilla-

tions de la vitesse obtenues par le calcul numérique après la perte de contact ne sont pas en

accord avec la théorie 1D. Il n’est cependant pas évident que ce soit le schéma d’intégration
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qui soit en cause dans cette divergence de résultats.

La dernier comparatif tiré de cette étude concerne la force de réaction calculée au point

C (figure 3.15). Les résultats numériques sont très proches de la prédiction analytique et la

encore, c’est au moment de la perte de contact que l’écart le plus grand est enregistré. Nous

notons également un très léger bruit au niveau de l’entrée en contact de deux barres. Ce

phénomène est difficilement évitable lorsque que les matériaux mis en jeu lors du choc sont

aussi rigides.
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FIG. 3.15 – Réaction au pointC avec le schéma du premier ordre

Nous nous proposons maintenant de changer quelque peu les conditions de l’impact entre

les deux barres. Dans ce second cas, les deux barres sont de même dimension mais les ma-

tériaux constitutifs de chacune d’entre elles sont différents. Par ailleurs, seule la barre (1)

possède une vitesse initiale (la barre (2) est initialement immobile). Pour cet exemple, le jeu

de données est celui utilisé par Laursen et Love [LL02]. L’ensemble des données est fourni

dans le tableau 3.1.

TAB . 3.1 – Propriétés matériaux et données géométriques

barre (1) barre (2)

L 100 100

E 10,000 80,000

ρ 100 200

V0 0,1 0,0

La simulation porte cette fois-ci sur une durée totaleT = 50, 0 et nous adoptons le pas
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de temps∆t = 0, 01. Par ailleurs, nous conservons le couple de paramètres précédemment

utilisé concernant le schéma du premier ordre (ξ = θ = 0, 5).

Contrairement à l’exemple précédent, le problème n’est pas symétrique et il est intéres-

sant d’étudier le déplacement de chacune des extrémités des deux barres (figure 3.16). Les

résultats obtenus avec la méthode proposée dans ce travail sont très proches de ceux proposés

dans [LL02].
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FIG. 3.16 – Déplacement des extrémités des deux barres

Pour cet exemple, nous choisissons d’étudier le transfert d’énergie qui a lieu durant le

choc entre les deux barres. En effet, la barre (2) étant initialement immobile, la totalité de

l’énergie mécanique du système est fournie par la barre (1). Ainsi, la figure 3.17 représente

l’évolution de l’énergie mécanique du système (Et) qui est la somme de l’énergie mécanique

de chacune des barres.Nous n’observons aucune variation significative de l’énergie totale du

système sur l’ensemble de la simulation. La barre (1) transfère à la barre (2) une partie de

son énergie mécanique ce qui a pour effet de mettre cette dernière en mouvement.
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FIG. 3.17 – Évolution de l’énergie du système

Pour finir, la figure 3.18 présente l’évolution des vitesses des pointsC et B au cours du

temps. À nouveau, le comportement global des points de l’interface de contact est en accord

avec les précédentes études effectuées sur ce cas. Toutefois, nous constatons une nouvelle

fois un pic de vitesse au moment de l’entrée en contact des deux barres ainsi qu’au moment

de la perte de contact.
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FIG. 3.18 – Vitesse des deux surfaces de contact

3.3.2.2 Impact oblique

Nous reprenons maintenant le problème de l’impact oblique entre une plaque et une fon-

dation rigide défini au paragraphe 3.2.2.2. Nous conservons là encore la totalité des condi-
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tions de calcul appliquées pour le schéma d’intégration de Newmark.

La figure 3.3.2.2 présente la répartition de la contrainte équivalente de von Mises à dif-

férents instants de la simulation. Pour cette figure, l’échelle des valeurs de la contrainte

équivalente de von Mises varie de0 MPa à0, 975 MPa. La valeur maximale enregistrée lors

de cette simulation est donc très légèrement plus faible que celle obtenue à l’aide du schéma

de Newmark dans les mêmes conditions. Cependant, le comportement global de la plaque

est très proche dans les deux cas.

t = 0, 0005 s t = 0, 001 s t = 0, 0015 s

t = 0, 002 s t = 0, 0025 s t = 0, 003 s

FIG. 3.19 – Contrainte de von Mises (µ = 0, 0)
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La figure 3.20 représente l’évolution de l’énergie de la plaque au cours de la simulation.

Une nouvelle fois, le schéma d’intégration adopté produit un résultat remarquable en ce

qui concerne la capacité à maîtriser l’énergie du système durant le contact. Il n’y a ni aug-

mentation ni dissipation (ou alors très faible) de l’énergie totale. Ce résultat est encore plus

satisfaisant lorsque nous le comparons à ceux obtenus avec le schéma de Newmark (figures

3.8 et 3.11).
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FIG. 3.20 – Évolution de l’énergie au cours du temps

Pour finir avec cette étude, nous nous intéressons au comportement du point de contact

P . Nous traçons donc une nouvelle fois le déplacement de ce point au cours du temps (figure

3.21). Le résultat est probant : contrairement à ce qui se produit avec le schéma de Newmark

(figure 3.10) il n’y pas de perte de contact durant le choc.
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FIG. 3.21 – Déplacement du pointP au cours du temps

3.3.3 Prise en compte du frottement

Nous allons maintenant nous intéresser à l’étude de problème d’impact avec frottement.

En effet, les tests menés jusque là avaient pour but de valider la méthode proposée à l’aide

de cas simples pour lesquels nous disposions de solutions de référence. Il est maintenant im-

portant de savoir si l’algorithme se comporte toujours aussi bien lorsqu’il y a du frottement

entre les surfaces de contact.

Nous reprenons une nouvelle fois le problème de l’impact oblique étudié précédemment

pour lequel nous définissons un frottement entre les deux surfaces de contact. Nous impo-

sons donc le coefficient de frottementµ = 0, 2 au niveau de la zone de contact.

La figure 3.3.3 rapporte différentes configurations de la plaque au cours du temps. Nous

pouvons clairement identifier l’effet du frottement dans cette nouvelle simulation : la plaque

est freinée dans son mouvement latéral et elle a un mouvement de bascule après le contact.

Le champ de contrainte de von Mises est également représenté sur cette figure. Dans ce cas

précis, les valeurs des contraintes varient entre0 MPa et0, 96 MPa. Par ailleurs, nous obser-

vons une modification de la zone de contrainte maximale par rapport au cas sans frottement.

Dans le cas avec frottement, cette dernière se situe au niveau de l’interface de contact. Les

contraintes de cisaillement provoquées par le frottement à ce niveau là sont à l’origine de ce

phénomène.
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t = 0.0005 s t = 0.001 s t = 0.0015 s

t = 0.002 s t = 0.0025 s t = 0.003 s

FIG. 3.22 – Contrainte de von-Mises (µ = 0, 2)

La figure 3.23 montre clairement que l’énergie totale est dissipée par frottement. En effet,

le fait que la méthode soit capable d’assurer la conservation de l’énergie mécanique pour le

cas sans frottement assure que cette dissipation n’est pas numérique. Il est possible d’étudier

cette dissipation d’énergie mécanique par frottement de manière quantitative.
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FIG. 3.23 – Évolution de l’énergie au cours du temps

Par ailleurs, il est peut-être intéressant de savoir si l’énergie dissipée est proportionnelle au

coefficient de frottement. La simulation numérique montre que ce n’est pas le cas comme on

peut le constater sur la figure 3.24. Ce résultat peut s’interpréter simplement. En effet, lorsque

le coefficient de frottement augmente, les forces de frottement augmentent également, mais

le glissement tangentiel va quant à lui diminuer. La dissipation d’énergie dépendant à la fois

des forces de frottement et du glissement tangentiel au niveau des nœuds de contact traduit

le comportement observé sur la figure 3.24.
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FIG. 3.24 – Variation de l’énergie dissipée en fonction du coefficient de frottement

À titre indicatif, les temps CPU de la méthode proposée et ceux obtenus par Kwaket al.

sont reportés dans le tableau 3.2.
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méthode machine temps CPU (s)

Ko & Kwak [KK92] CRAY 2S/4-128 19 000

Kim & Kwak [KK96] HP 720 430

Méthode proposée PC Pentium 4/2.8 GHz 7

TAB . 3.2 – Comparaison des temps CPU

3.3.4 Influence des paramètres de l’algorithme

Nous allons maintenant nous intéresser à l’influence des différents paramètres du schéma

et de la finesse du maillage sur les résultats fournis par la méthode. Là encore, nous utilisons

le test de l’impact oblique.

3.3.4.1 Influence du pas de temps∆t

Nous analysons tout d’abord l’influence du pas de temps sur les résultats. Dans un premier

temps, nous analysons l’influence de la valeur du pas de temps sur le calcul du déplacement

du point P . Pour cela, nous considérons les pas de temps suivants :∆t = 10−3 s (A),

∆t = 10−4 s (B), ∆t = 10−5 s (C) et∆t = 10−6 s (D). Les composantes (u1, u2) de

u(P ) (figure 3.6) sont tracées en fonction des différents pas de temps sur la figure 3.25.

Globalement, nous ne constatons pas de différences importantes. Évidemment, lorsque le

pas de temps devient grand, nous commençons à percevoir des différences sur la trajectoire.
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FIG. 3.25 – Influence du pas de temps sur les déplacements du point P

Dans un second temps, nous nous intéressons à l’influence de la valeur du pas de temps sur
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le calcul de l’énergie totale du système. En effet, nous avons vu avec le schéma de Newmark

que les problèmes de stabilité provenaient d’un accroissement non-physique de l’énergie

totale au moment de l’impact. Les premiers résultats obtenus avec le schéma du premier

ordre tendent à montrer que ce dernier est particulièrement adapté à ce type de problème

puisque nous avons obtenu une conservation quasi parfaite de l’énergie totale pour chacun

de tests effectués. La question que nous sommes en droit de nous poser : ce résultat n’est-il

dû qu’au pas de temps que nous avons adopté.
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FIG. 3.26 – Influence du pas de temps sur l’énergie totale du système

La figure 3.26 montre l’évolution de l’énergie totale du système pour le problème de

l’impact oblique sans frottement simuler avec différents pas de temps. Nous observons deux

choses :

– la qualité du résultat concernant la conservation d’énergie est effectivement à relier

avec la valeur du pas de temps. Comme nous pouvions nous y attendre, la dissipation

d’énergie est négligeable si le pas de temps est suffisamment petit,

– quelque soit le pas de temps choisi, le résultat est meilleur que celui obtenu avec le

schéma de Newmark. L’algorithme ne diverge pas même pour des pas de temps exa-

gérément grands (∆t = 0, 001). Il n’y a pas d’accroissement dangereux de l’énergie

totale.

En conclusion de cette étude, nous pouvons dire que ce schéma, même s’il n’est pas

à proprement parlé conservatif, propose des propriétés très avantageuses pour l’étude des

problèmes d’impact.



Méthode du premier ordre 89

3.3.4.2 Influence du paramètreξ

Pour assurer la stabilité inconditionnelle du schéma d’intégration, le paramètreξ doit être

supérieur ou égal à 0,5. Par ailleurs, les résultats précédents ont montré que pourξ = θ = 0, 5

et un pas de temps assez petit, le schéma préserve l’énergie totale du système. Nous allons

maintenant étudier le comportement du schéma lorsque la valeur deξ augmente.
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FIG. 3.27 – Influence du coefficientξ sur l’énergie totale

Sur la figure 3.27, nous traçons l’évolution de l’énergie totale pour le problème de l’impact

oblique avecµ = 0, 2. Nous observons que la dissipation d’énergie totale croît avec la valeur

deξ. Il y a donc de la dissipation numérique qui vient s’ajouter à la dissipation mécanique par

frottement. Pour nos études à suivre, il sera donc souhaitable de conserver la valeurξ = 0, 5

qui nous permet d’accéder à l’énergie dissipée par frottement de manière quantitative.

3.3.4.3 Influence du maillage

Enfin, nous nous intéressons à l’influence de la finesse du maillage. Pour cela, nous consi-

dérons un second maillage de la plaque, plus fin, que nous présentons sur la figure 3.28.
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FIG. 3.28 – Maillage raffiné M2

Ce nouveau maillage (maillage M2) est constitué de259 éléments 2D à4 nœuds, soit

un ensemble de296 nœuds. Il est donc bien plus fin que le maillage M1 (figure 3.6) utilisé

jusque là.

Les figures 3.29 et 3.30 représentent, pour le pointP , respectivement les déplacements et

les contraintes en fonction du maillage (M1 et M2).
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FIG. 3.29 – Influence du maillage sur les déplacements du pointP

D’une manière générale, le comportement de l’algorithme fournit des résultats similaires

pour les deux maillages. Nous observons toutefois quelques différences minimes au niveau

du déplacement du pointP . Cela peut être dû à la gestion du contact qui diffère légèrement

comme le montre la figure 3.30. Le nombre de nœuds de contact étant supérieur pour le
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maillage M2, la répartition des efforts de réaction est très légèrement différente. C’est ce que

nous observons au niveau du pointP .
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FIG. 3.30 – Influence du maillage sur les contraintes au pointP

Toutefois, les résultats sont très proches dans les deux cas et il ne semble pas que l’algo-

rithme soit sensible à la finesse du maillage au delà de ce qui est accepté pour toute résolution

utilisant la méthode des éléments finis.

3.3.5 Conclusions

Après avoir présenté le schéma d’intégration utilisé et son intégration dans la méthode

du bi-potentiel, nous avons testé ses capacités à traiter les problèmes simples d’impact. Les

résultats présentés montrent une nette amélioration du comportement global du code par

rapport ce qui était observé avec l’utilisation du schéma de Newmark. Sans apporter aucune

modification au schéma ni jouer sur les valeurs des paramètres, nous obtenons dans tous les

cas de figures envisagés une excellente corrélation avec les résultats de référence trouvés

dans la littérature. Nous avons également pu observer qu’en utilisant un pas de temps raison-

nable, il est possible d’obtenir une conservation quasi parfaite de l’énergie totale du système

étudié pour les problèmes sans frottement. C’est cette particularité de la méthode qui sera

mise en avant dans les applications numériques proposées dans le chapitre suivant.

3.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la question de l’intégration des équations du mou-

vement pour un problème d’impact. Le choix de la méthode de discrétisation temporelle est
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en effet une question centrale pour ce type de problème. Une solution explorée avec succès

par différents auteurs consiste à modifier les schémas existants afin d’obtenir un algorithme

conservatif pour les problèmes d’impact. Dans notre travail, nous avons préféré utiliser un

schéma d’intégration du premier ordre qui nous semblait plus adapté à ce type de situation.

L’ensemble des résultats présentés dans la seconde partie de ce chapitre montrent que ce

choix est pertinent.

Nous soulignons ici que les méthodes citées dans ce chapitre (modification du schéma de

Newmark et schéma d’ordre inférieur) ne sont pas les seules proposées par la communauté

scientifique. En particulier, les travaux de Le Tallec et Hauret [THR02, HT02, Hau04] ont

basé leurs travaux sur le schéma d’intégration proposé par Gonzalez [Gon00].
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Chapitre 4

Applications numériques

4.1 Introduction

Ce dernier chapitre est consacré à la présentation de plusieurs applications numériques

permettant de mettre en évidence la robustesse et la précision du code de calcul FER/Impact.

Pour cela, nous proposons de balayer un large éventail de scénarios d’impact au travers

duquel les différentes composantes du travail effectué (résolution du problème du contact et

intégration des équations du mouvement) seront sollicitées. Plusieurs configurations sont en-

visagées en fonction de la dimension du problème (2D ou 3D) et du type d’obstacle considéré

(contact « déformable-rigide » ou « déformable-déformable »). Le dernier exemple diffère lé-

gèrement des précédents dans le sens où ce n’est pas un problème de dynamique. Il trouve

cependant tout à fait sa place dans notre travail puisqu’il permet de montrer comment l’utili-

sation d’un code de calcul pour la dynamique règle le problème des modes rigides qui pose

problème avec la méthode mixte en statique. Par ailleurs, nous y rencontrerons la situation

assez particulière de l’auto-contact.

4.2 Jeu de billard

Ce premier exemple consiste à simuler l’impact de deux cylindres enfermés entre quatre

murs rigides (exemple initialement étudié par Armero et Petocz [AP98]). Nous souhaitons

ainsi tester les performances de notre méthode sur un problème présentant un enchaînement

complexe de séquences de contact. La figure 4.1 présente les caractéristiques géométriques

du problème étudié.
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FIG. 4.1 – Impact entre deux cylindres

Initialement, le diamètre des deux cylindres est égal àR = 2 m et leur positionnement à

l’intérieur des obstacles rigides est défini par la distanced = 4 m. Les « murs » sont définis

par les dimensionsL × H = 12 m ×8 m.

Nous considérons que le matériau constituant les deux cylindres vérifie le modèle de

Saint-Venant-Kirchhoff (loi de Hooke étendue au domaine des grandes déformations) avec

l’hypothèse des déformations planes. Les paramètres suivants sont appliqués :

– module de Young :E = 2700 Pa,

– coefficient de Poisson :ν = 0, 33,

– masse volumique :ρ = 1 kg/m3.

Le cylindre de gauche se voit imposer une vitesse initialeu̇0 = (1, 0;−1, 0) en m/s, de

telle sorte qu’il vienne impacter le mur du bas puis, après un rebond, le cylindre de droite.

La simulation s’étend sur une durée totale de15 s avec un pas de temps∆t = 10−3 s. Nous

adoptons le couple de paramètresξ = θ = 0, 5 en ce qui concerne le schéma d’intégration.

Pour cette étude, nous utilisons les éléments 2D à 4 nœuds pour réaliser les maillages des

cylindres. Nous obtenons ainsi, pour chacun des deux cylindres, un ensemble de209 nœuds

définissant192 éléments.

Par la suite, nous proposons de mettre en parallèle les résultats obtenus pour deux cas
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de figure. Dans le premier, il n’y a pas de frottement entre les différentes zones de contact

tandis que l’on définitµ = 0, 2 dans le second cas. Les figures 4.2 et 4.3 montrent les

trajectoires définies par les deux cylindres pour ces deux cas de figure. Nous observons que

le frottement joue un rôle considérable dans l’enchaînement de chocs qui se produit. Ainsi,

les deux séquences sont fondamentalement différentes et cela est en partie dû à ce qui se

passe durant le premier choc entre le cylindre 1 et l’obstacle du bas. En effet, le cylindre

1 rebondit de manière plus vertical dans le cas avec frottement et le choc qui suit avec le

second cylindre est alors moins frontal. Le reste de la simulation est alors fortement modifié.
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FIG. 4.2 – Déplacement des deux cylindres (µ = 0, 0)
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FIG. 4.3 – Déplacement des deux cylindres (µ = 0, 2)

Nous proposons maintenant un ensemble de quatre figures qui permettent d’analyser ce
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qui se passe lors du premier rebond pour les deux cas. Celui-ci se produit àt = 1, 558 s

entre le cylindre 1 et l’obstacle du bas. Nous récapitulons dans le tableau 4.1 les différentes

valeurs extrêmes atteintes pour chacun des deux cas.

TAB . 4.1 – Valeurs extêmes des contraintes

µ = 0, 0 µ = 0, 2

min max min max

σ11 −384 Pa 62 Pa −375 Pa 87 Pa

σ22 −440 Pa 54, 5 Pa −456 Pa 78, 3 Pa

σ12 −94 Pa 107, 2 Pa −81 Pa 105 Pa

von-Mises 0 Pa 313 Pa 0 Pa 277 Pa

La figure 4.4 est un comparatif de la répartition de la contrainteσ11 à l’intérieur du cy-

lindre au moment du choc. Nous remarquons immédiatement que le champ de contrainte est

parfaitement symétrique dans le cas sans frottement alors que ce n’est bien évidemment plus

le cas avec frottement.

µ = 0, 0 µ = 0, 2

FIG. 4.4 – Contrainteσ11

Nous avons le même phénomène lorsque nous observons le champ de contraintesσ22 (fi-

gure 4.5) et le champ de contraintesσ12 (figure 4.6) pour les deux cas.
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µ = 0, 0 µ = 0, 2

FIG. 4.5 – Contrainteσ22

µ = 0, 0 µ = 0, 2

FIG. 4.6 – Contrainteσ12

Sur la figure 4.7, la dernière comparaison propose d’étudier la répartition de la contrainte

équivalente de von-Mises. Nous observons deux différences majeures :

– la valeur maximale atteinte dans le cas avec frottement est plus faible que celle obtenue

dans le cas sans frottement (tableau 4.1),

– la localisation de cette valeur maximum est différente.

En effet, alors que la contrainte maximale est légèrement à l’intérieur du cylindre dans le

cas sans frottement, elle est plus proche de la surface de contact lorsqu’il y a du frottement.

C’est le poids que prend la contrainte de cisaillement dans le second cas qui agit en ce sens.
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µ = 0, 0 µ = 0, 2

FIG. 4.7 – Contrainte de von-Mises

La figure 4.8 montre l’évolution de l’énergie cinétiqueEc, de l’énergie potentielle élas-

tiqueEe et de l’énergie totaleEt pour le cas où le contact s’effectue sans frottement (µ = 0).

Nous y observons très clairement la conservation de l’énergie totale tout au long du mouve-

ment malgré l’évolution complexe deEc et Ee. Au contraire (figure 4.9), dans le cas où le

contact se fait avec frottement (iciµ = 0, 2), il y a dissipation de l’énergie totale à chaque

choc. Ainsi, l’énergie totale est dissipée par l’effet du frottement, comme nous pouvions

l’espérer.
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FIG. 4.8 – Évolution de l’énergie sans frottement
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FIG. 4.9 – Évolution de l’énergie avec frottement

Il est intéressant de noter sur la figure 4.8 que le premier impact entre les deux cylindres se

produit à l’instantt = 2, 45 s dans le cas sans frottement alors qu’il ne survient qu’àt = 2, 8 s

(figure 4.9) s’il y a du frottement. Cela peut s’expliquer par le fait que les forces de frottement

changent légèrement la direction suivant laquelle le premier cylindre rebondit contre le mur ;

la distance entre les futurs points de contact, qui ne sont plus les mêmes, est alors plus

longue. De même, le choc est moins important puisqu’il n’est plus parfaitement frontal, ce

qui se traduit par une production d’énergie de déformation élastique moins importante lors

de l’impact entre les deux cylindres (figures 4.8 et 4.9).

4.3 Impact « déformable-rigide » en 2D

Dans ce nouveau problème, inspiré de celui proposé par Wriggers dans [WVVS90], nous

traitons le cas d’un cylindre entrant en contact avec deux parois obliques indéformables. La

réunion de ces deux obstacles forme un « vé » dans lequel peut venir se bloquer le cylindre

déformable (figure 4.10). Pour ce dernier, nous choisissons d’utiliser la loi matériau hyper-

élastique de Blatz-Ko présentée dans le paragraphe 1.3.3.3. Les constantes utilisées pour

définir le comportement du matériau sont les suivantes :

– module de cisaillement :G = 3 MPa,

– masse volumique :ρ = 700 kg/m3.
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FIG. 4.10 – Impact « déformable-rigide » en 2D

En ce qui concerne les deux obstacles, nous nous assurons qu’ils ne se déforment pas en

encastrant l’ensemble des nœuds qui les définissent. Ainsi, il n’est pas nécessaire de définir

un second type de matériau pour les obstacles.

Les coordonnées des différents points définissant la partie droite de l’obstacle (figure

4.10) sont :A(0, 005; 0, 0), B(0, 015; 0, 0), C(0, 015; 0, 035) et D(0, 012; 0, 035). La partie

gauche de l’obstacle peut aisément être obtenue par symétrie de la partie droite par rapport à

l’axe vertical passant par le pointO. Par ailleurs, la géométrie du cylindre est définie par son

centre et son rayon :

– centre du cercle :O(0, 0; 0, 03),

– rayon du cercle :R = 0, 01 m.

Pour ce problème, nous utilisons l’élément 2D à 4 nœuds (élément Q4) en prenant en

compte l’hypothèse des déformations planes. Ainsi, chacune des deux parties de l’obstacle

peut être maillée avec un seul élément. Pour sa part, le cylindre est modélisé par un ensemble

de 192 éléments et 209 nœuds. L’opération de maillage du cylindre a été effectuée de telle

sorte que la symétrie du problème soit conservée. C’est en effet une condition importante

pour retrouver cette particularité dans les résultats de la simulation.

Les conditions initiales sont appliquées à l’ensemble des nœuds constituant le cylindre.

Elles consistent à imposer une vitesse initiale verticale descendante au cylindre telle que :

u̇0 = (0, 0;−30, 0) en m/s.
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En ce qui concerne les paramètres du schéma d’intégration, nous choisissons d’utiliser

le couple de paramètres permettant d’avoir un schéma conservatif (paragraphe 3.3.2.2) :

ξ = θ = 0, 5. De plus, nous choisissons un pas de temps égale à∆t = 10−5 s pour une durée

totale de simulation de3 10−3 s.

Nous considérons trois cas de figure mettant en évidence le rôle prédominant du frotte-

ment dans ce problème. Ces 3 cas sont différents l’un de l’autre uniquement par la valeur du

coefficient de frottement qui est appliquée. Nous retrouvons dans le tableau 4.2 la dénomi-

nation de ces trois cas avec la valeur deµ qui leur est associée :

TAB . 4.2 – Influence du coefficient de frottement

Cas temps (ms) σmax (MPa) temps CPU (s)

A : µ=0,0 0,87 8,192 62

B : µ=0,2 0,70 4,523 77

C : µ=0,4 0,61 4,396 83

Remarque : Les temps de calcul rapportés dans le tableau 4.2 sont ceux obtenus avec un

PC équipé d’un processeur Intel Pentium 4/2.8 GHz. Les différences observées montre que

la valeur du coefficient de frottement influe de manière sensible sur le temps de calcul. Plus

précisément, nous observons que le nombre d’itérations effectuées pour la résolution du pro-

blème du contact (détermination deRc) est plus important si le coefficient de frottement est

élevé.

Ce tableau met également en évidence la différence de comportement du cylindre entre les

trois cas considérés. En effet, la valeur maximale de la contrainte équivalente de von-Mises

atteinte à l’intérieur du cylindre ainsi que le temps auquel cette valeur est atteinte diffèrent.

Ces observations sont à mettre en relation avec la figure 4.11. Pour chacun des 3 cas, cette

dernière propose la distribution du champ de contraintes de von-Mises à l’instant auquel le

cylindre atteint sa position la plus basse. À ce moment précis, le cylindre a une vitesse nulle

et l’énergie cinétique du système est nulle, résultat que nous pouvons retrouver sur les gra-

phiques 4.14 à 4.16.

Nous observons de grandes différences concernant la valeur mais aussi dans la localisa-

tion de la contrainte maximale pour chacun des cas. Dans le cas où le frottement est nul

(cas A), le cylindre atteint une position extrême plus basse. Du fait de l’inclinaison des deux

parties de l’obstacle, c’est dans cette position que la déformation du cylindre est la plus im-

portante. Si la valeur du coefficient de frottement est augmentée, le cylindre est freiné par les
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forces de frottement qui s’opposent à son mouvement. Il atteint alors une position extrême

moins basse et la déformation maximale qu’il subit est moins importante.

Par ailleurs, nous observons que le frottement influence la localisation de la contrainte

maximale de von-Mises calculée. En effet, le phénomène de frottement induit l’apparition

de contraintes de cisaillement au niveau de la surface de contact. Ces dernières s’ajoutant

aux contraintes présentent sans frottement, la valeur maximale de la contrainte équivalente

de von-Mises augmente au niveau de la surface de contact. Ainsi, la position de la contrainte

maximale se déplace du centre du cylindre vers la zone de contact à mesure queµ augmente.

FIG. 4.11 – Contraintes équivalentes de von-Mises

La figure 4.12 propose l’évolution de la position du pointO au cours du temps pour cha-

cun des trois cas. Nous observons là encore l’effet du frottement sur le comportement du

cylindre. En effet, dans le cas sans frottement, l’énergie élastique de déformation emmagasi-

née lors de la phase descendante est restituée sans opposition. Cela se traduit par un rebond

et le cylindre repart vers le haut. Dans les deux autres cas, le mouvement est freiné par les

forces de frottement qui s’exercent entre le cylindre et l’obstacle. Ce phénomène se produit à

la fois lors de la phase descendante et lors du rebond. Cela a pour effet de réduire l’amplitude

du mouvement observé : la position extrême est moins basse et le rebond est diminué. Le cas

C montre même qu’un coefficient de frottement élevé peut supprimer la seconde phase. Le

cylindre reste alors en équilibre entre les deux parties de l’obstacle.
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FIG. 4.12 – Déplacement du centreO

La figure 4.13 montre la position qu’occupe le cylindre au tempst = 2 ms pour les trois

cas étudiés. Cette dernière permet de mettre en images les conclusions présentées précé-

demment. En effet, à cet instant là de la simulation, les trois cas de figure proposent leur

différence de comportement final (le sens du mouvement est indiqué par une flèche partant

du pointO). Dans le premier cas, nous voyons que le cylindre n’est déjà plus en contact

avec l’obstacle : il est dans sa phase ascendante de rebond. C’est également le cas pour la

deuxième étude mais le frottement ayant freiné le mouvement du cylindre, ce dernier n’a pas

encore quitté complètement l’obstacle. Dans le dernier cas, le cylindre est resté bloqué par

les forces de frottement.

FIG. 4.13 – Configurations du cylindre pourt = 2 ms
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Nous nous proposons d’étudier également, à travers les figures 4.14 à 4.16, l’évolution

de l’énergie au cours du temps. Pour chacun des trois cas, nous traçons donc les courbes

représentatives de l’énergie cinétiqueEc, de l’énergie potentielle élastiqueEe et de l’énergie

totale du cylindreEt :

– dans l’étude pour laquelle le frottement est nul (cas A - figure 4.14), nous obtenons le

résultat attendu. En effet, comme pour les essais effectués dans le chapitre précédent, il

n’y a pas dissipation de l’énergie totale. Ce résultat montre une nouvelle fois la véracité

du choix de l’algorithme d’intégration en temps. De même, nous observons que l’éner-

gie cinétique retrouve sa valeur initiale après le rebond : cela montre que la totalité de

l’énergie élastique de déformation emmagasinée lors du choc est restituée. Le cylindre

repart avec la même vitesse que celle d’arrivée mais dans la direction opposée,

– dans le deuxième cas (cas B - figure 4.15), le cylindre rebondit aussi mais la vitesse

finale est plus faible que la vitesse initiale. Il y a une dissipation de l’énergie totale du

système sous l’effet du frottement,

– dans le dernier cas (cas C - figure 4.16), le cylindre reste bloqué entre les deux parois

de l’obstacle. La vitesse de sortie (et donc l’énergie cinétique) est nulle à la fin de la

simulation. Il y a une forte dissipation de l’énergie totale du système par frottement

et la totalité de l’énergie restante se trouve sous la forme d’énergie élastique de défor-

mation. Le cylindre reste en effet bloqué sous l’effet des forces internes qui exercent

une pression sur les parois de l’obstacle. Nous remarquons également qu’avant de se

stabiliser, le cylindre effectue un léger rebond mais que celui-ci est très vite stoppé. Ce

rebond est à la fois visible sur le graphique représentant la position du pointO au cours

du temps (figure 4.12) mais aussi en suivant l’évolution de l’énergie cinétique sur la

figure 4.16.
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FIG. 4.14 – Évolution de l’énergie (µ = 0, 0)
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FIG. 4.15 – Évolution de l’énergie (µ = 0, 2)
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FIG. 4.16 – Évolution de l’énergie (µ = 0, 4)

Dans cette simulation, nous voyons à nouveau l’intérêt d’un schéma conservatif pour l’ana-

lyse des problèmes d’impact. Outre le fait que cela assure un niveau confortable de stabilité,

nous pouvons, dans les cas avec frottement, aborder de manière quantitative l’énergie méca-

nique dissipée par frottement. Et là encore, nous observons que la quantité d’énergie dissi-

pée n’est pas proportionnelle à la valeur du coefficient de frottement appliquée. En effet, les

cas B et C montrent qu’il est possible d’obtenir une même quantité d’énergie dissipée pour

deux coefficients de frottement différents (figures 4.15 et 4.16). L’accroissement de la valeur

du coefficient de frottement entraîne une augmentation des forces de frottement mais aussi

une diminution des glissements tangentiels entre le cylindre et l’obstacle. Or, seul l’état de
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contact glissant dissipe de l’énergie.

Il existe un autre résultat important à souligner. Bien que l’énergie mécanique soit dis-

sipée en quantité comparable dans les cas B et C, les situations qui en découlent sont bien

différentes. En effet, pour le cas B, la totalité de l’énergie restante l’est sous forme d’énergie

cinétique : c’est le rebond du cylindre. Au contraire, pour le cas C, la totalité de l’énergie

restante l’est sous forme d’énergie potentielle élastique : c’est le blocage du cylindre.

4.4 Impact « déformable-déformable-rigide » en 2D :

Dans cette nouvelle application, nous abordons un cas d’impact entre deux corps défor-

mables et un corps rigide. Ce problème présente quelques similitudes avec celui étudié par

Wronski dans [Wro94]. Ainsi, nous étudions le comportement d’un cylindre venant impacter

un bloc reposant sur une fondation fixe. Le contact survient donc à la fois entre le cylindre

et le bloc mais aussi entre le bloc et la fondation.

Tout comme dans la simulation précédente, la loi de comportement matériau utilisée est la

loi de Blatz-Ko développée dans le paragraphe 1.3.3.3 page 31. Nous conservons également

les mêmes caractéristiques du matériau :

– module de cisaillement :G = 3 MPa,

– masse volumique :ρ = 700 kg/m3.

En ce qui concerne la fondation rigide, le traitement est le même que celui utilisé pour

l’obstacle de l’exemple précédent. Les nœuds de l’élément constituant la fondation sont

contraints en déplacement avecu0 = (0, 0; 0, 0) afin d’assurer la rigidité de la structure

quelle que soient les propriétés matériaux utilisées. Ses dimensions n’ont pas d’influence sur

le résultat de la simulation. Par ailleurs, le cylindre est centré par rapport à l’obstacle et il

est initialement en contact avec celui-ci. Les dimensions du problème (figure 4.17) sont les

suivantes :

– longueur du bloc :L = 0, 16 m,

– hauteur du bloc :H = 0, 06 m,

– rayon du cylindre :R = 0, 025 m.
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FIG. 4.17 – Géométrie du problème

Nous étudions à nouveau trois cas de figure qui diffèrent les uns des autres par la vitesse

initiale appliquée au cylindre et la valeur du coefficient de frottement appliquée aux zones

de contact. Le tableau 4.3 récapitule les différentes données utilisées par la suite.

TAB . 4.3 – Définition des trois cas d’étude

Cas u̇1 (m/s) u̇2 (m/s) µ

A 20,0 0,0 0,0

B 10,0 10,0 0,0

C 10,0 10,0 0,4

La discrétisation spatiale est effectuée à l’aide d’éléments 2D à 4 nœuds (figure 4.18) et

nous adoptons l’hypothèse des déformations planes.

FIG. 4.18 – Maillage du problème
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Notons qu’une nouvelle fois, le maillage est créé de telle sorte qu’il respecte la symétrie

du problème. Il est composé d’un total de 794 nœuds constituants 725 éléments. De manière

plus détaillée, nous avons :

– cylindre : 361 nœuds / 340 éléments,

– obstacle souple : 429 nœuds / 384 éléments,

– obstacle rigide : 4 nœuds / 1 élément.

Les paramètres appliqués au schéma d’intégration pour cette simulation sont similaires à

ceux de l’exemple précédent. Nous avons donc toujoursξ = θ = 0, 5. La simulation porte

sur une durée totale de5 10−3 s et nous adoptons le pas de temps∆t = 10−5 s.

La figure 4.19 montre la distribution de la contrainte équivalente de von-Mises à différents

instants de la simulation du cas A. Pour l’ensemble des figures, les valeurs des contraintes

enregistrées varient entre0 MPa et1, 63 MPa. Une nouvelle fois, la symétrie du problème

(géométrie et conditions initiales) est respectée dans le sens où les résultats fournis par le

code sont également symétriques. Nous observons également très clairement la propagation

du front de contrainte à travers l’obstacle déformable. Celui-ci provoque un rebond vertical

de l’obstacle à la fin de la simulation. Par ailleurs, nous observons toujours que la contrainte

maximale se trouve bien légèrement à l’intérieur de ce dernier, au niveau de la zone de

contact.

La figure 4.20 présente la distribution de la contrainte équivalente de von-Mises dans le

cas B. Pour ce deuxième cas, les contraintes de von-Mises varient entre0 MPa et0, 9 MPa.

Pour le cas C, nous présentons la distribution de la contrainte équivalente de von-Mises

sur la figure 4.21. Dans ce dernier cas, les valeurs des contraintes varient entre0 MPa et

1, 276 MPa.

Cette nouvelle simulation a confirmé la capacité du code de calcul développé à simuler

des problèmes complexes d’impact avec frottement en 2D. Les résultats observés sont en

effet tout à fait conformes aux résultats attendus. De plus, il est bon de noter que les temps

de calcul sont tout à fait raisonnables puisqu’ils sont d’environ650 s sur un PC équipé d’un

processeur AMD Athlon 2400 cadencé à1.97 Ghz.
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t = 0, 00023 s t = 0, 00048 s

t = 0, 00073 s t = 0, 00098 s

t = 0, 00148 s t = 0, 00298 s

FIG. 4.19 – Contrainte de von-Mises (cas A)
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t = 0, 00023 s t = 0, 00048 s

t = 0, 00073 s t = 0, 00123 s

t = 0, 00198 s t = 0, 00298 s

FIG. 4.20 – Contrainte de von-Mises (cas B)
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t = 0, 00023 s t = 0, 00073 s

t = 0, 00123 s t = 0, 00148 s

t = 0, 00173 s t = 0, 00298 s

FIG. 4.21 – Contrainte de von-Mises (cas C)
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4.5 Impact « déformable-déformable » en 3D

Dans ce nouveau cas de figure, nous allons tester le comportement du code de calcul face

à un cas d’impact 3D. Pour cela, nous avons choisi de reprendre un cas d’étude initialement

proposé par Love et Laursen dans [LL03]. Comme le montre la figure 4.22, il s’agit de

simuler l’impact entre deux blocs hyperélastiques.

C

D

B

A

X1

X3

X2

FIG. 4.22 – Géométrie du problème 3D

Les deux blocs sont définis (dimensions et positions) par les deux couples de points sui-

vants :

– bloc inférieur : A(0, 0; 0, 0; 0, 0) et B(2, 0; 2, 0; 1, 0),

– bloc supérieur : C(0, 5; 0, 0; 1, 25) et D(1, 5; 1, 0; 2, 25).

Afin de respecter au mieux les données proposées dans [LL03], nous utilisons ici le mo-

dèle de Saint-Venant-Kirchhoff pour définir le comportement mécanique du matériau. Les

paramètres utilisés sont :

– module de Young :E = 36 000 Pa,

– coefficient de Poisson :ν = 0, 2,

– masse volumique :ρ = 100 kg/m3.

Pour cette simulation, nous utilisons les éléments 3D à 8 nœuds (élément H8). Le maillage

ainsi obtenu est présenté sur la figure 4.23.
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FIG. 4.23 – Maillage du problème 3D

Le bloc inférieur est fixé au niveau de sa base. Pour cela, nous imposons une condi-

tion d’encastrement sur l’ensemble des nœuds qui la compose :u0 = (0, 0; 0, 0; 0, 0). Par

ailleurs, nous imposons au bloc supérieur une vitesse initiale définie par le vecteur :u̇0 =

(0, 0; 1, 5;−1, 0).

Nous conservons une nouvelle fois les valeurs des paramètres du schéma d’intégration

(ξ = θ = 0, 5) afin d’effectuer une étude quantitative précise de l’évolution de l’énergie au

cours du temps. Par ailleurs, nous précisons que la simulation porte sur une durée totale de1

s et que nous adoptons un pas de temps∆t = 10−5 s.

Deux cas sont analysés. Dans le premier, nous autorisons un glissement avec frottement

du bloc supérieur sur la face du bloc inférieur. Pour cela, nous appliquons le coefficient de

frottementµ = 0, 2 entre les deux surfaces de contact. Dans le second cas, nous tentons de

simuler un contact sans glissement relatif possible en appliquant un coefficient de frottement

plus important :µ = 0, 8.

La figure 4.24 montre l’évolution de la contrainte équivalente de von-Mises au sein des

deux blocs pour le premiers cas (µ = 0.2). La gestion du contact en 3D est parfaitement

bien maîtrisée. Il n’y pas de pénétration entre les deux blocs. Le bloc supérieur rebondit sans

changement significatif de son orientation. Ce n’est plus vrai dans le second cas. Sur la figure

4.25, nous voyons que le bloc supérieur bascule vers l’avant.
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t = 0, 4 s t = 0, 6 s

t = 0, 8 s t = 1, 0 s

FIG. 4.24 – Contrainte de von-Mises (µ = 0, 2)
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t = 0, 4 s t = 0, 6 s

t = 0, 8 s t = 1, 0 s

FIG. 4.25 – Contrainte de von-Mises (µ = 0, 8)
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La figure 4.26 montre la position finale des deux blocs pour chacune des deux simulations.

Elle permet de mettre encore plus en lumière l’effet des forces de frottement. Ainsi, dans le

second cas, le rebond est quasiment vertical et le bloc supérieur à un mouvement de rotation

sur lui même.

µ = 0, 2 µ = 0, 8

FIG. 4.26 – État final

Sur la figure 4.27, nous traçons l’évolution de l’énergie mécanique du système pour le

premier cas (µ = 0, 2). Nous distinguons clairement la période durant laquelle il y a contact

entre les deux blocs : elle correspond à une dissipation significative de l’énergie totale. Les

variations des énergies élastiques et cinétiques montrent que les deux blocs subissent des

oscillations résiduelles après la perte du contact.
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FIG. 4.27 – Variation de l’énergie pourµ = 0, 2
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Sur la figure 4.28, nous traçons à nouveau l’évolution de l’énergie mécanique du système

mais pour le second cas cette fois. Les résultats diffèrent légèrement de ceux présentés dans

[LL03]. En effet, pour une valeur du coefficient de frottement égale à0, 8, l’énergie totale du

système est constante au cours du temps (contact adhérent uniquement). Ce n’est pas le cas

dans les résultats que nous proposons. Le mouvement de bascule subi par le bloc supérieur

induit une diminution de la pression normale sur l’arrière de la zone de contact. Le statut du

contact est donc « contact avec glissement » bien que le coefficient de frottement soit élevé.

Toutefois, la diminution de la quantité d’énergie dissipée par frottement par rapport au cas

précédent montre que la proportion de contact adhérent a bien augmenté. Le choix d’un pas

de temps différent peut être à l’origine des différences observées entre les résultats.
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FIG. 4.28 – Variation de l’énergie pourµ = 0, 8

4.6 Auto-contact en 2D :

Dans ce dernier exemple de simulation, nous allons montrer comment le code de calcul

développé dans ce travail permet de résoudre le problème des modes rigides qui se pose dans

certaines simulations de contact en statique. En effet, nous avons souligné dans le chapitre

3 que la méthode proposée nécessitait un traitement particulier en statique pour les cas où

un des corps étudiés est libre de tout mouvement. La matrice de rigidité du problème est

alors singulière et le calcul du vecteur des déplacements libres n’est pas possible. Bien évi-

demment, la solution la plus aboutie est celle qui consiste à mettre en oeuvre une méthode

numérique permettant de traiter le problème des modes rigides en les filtrant. Nous propo-

sons ici une seconde alternative qui consiste à utiliser la méthode de résolution de problèmes

de dynamique. En effet, les termes d’inertie viennent dans ce cas s’ajouter à la formulation

du problème et suppriment le problème de conditionnement du système à résoudre. Il suffit
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alors d’adapter les déplacements imposés à la valeur du pas de temps pour que le mouvement

engendré soit assimilable à une étude quasi-statique.

Pour mettre en évidence la validité de la démarche, nous nous proposons d’étudier un

problème d’auto-contact disponible sur le site internet de la société ANSYS. Le problème

consiste à prédire le comportement d’un corps hyperélastique que l’on écrase contre un coin

indéformable. La géométrie du problème est présentée sur la figure 4.29.

O

C

F

D

G

E

A

B

X1

X2

Xβ

Xr

β

FIG. 4.29 – Géométrie du problème

Dans le tableau 4.4, nous récapitulons les différentes données nécessaires à la construction

de la géométrie du problème. Pour cela, nous définissons la base (Xr,Xβ) qui nous permet

de positionner chaque point à l’aide de ses coordonnées cylindriques (r, β). Nous écrivons

alors :OM = rXr avecXr = cos(β)X1 + sin(β)X2.

TAB . 4.4 – Données géométriques du problème

point r β

O 0,0 0,0

A 10,0 150,0

B 10,0 210,0

C 20,0 191,54

D 20,0 168,46

E 32,0 135,0

F 55,0 151,0

G 55,0 119,0
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Pour cet exemple, nous utilisons la loi de comportement hyperélastique de Mooney-Rivlin

à deux paramètres présentée dans le paragraphe 1.3.3.2. Nous appliquerons ainsi les données

a01 = 0, 418 eta10 = 0, 006 au corps qui doit être déformé. Les deux obstacles sont quant à

eux indéformables.

Le problème consiste à imposer un déplacement totald = u1 = −u2 = 33 mm à l’obs-

tacle mobile. Nous choisissons de le faire progresser à une vitesse deV = 0, 1 mm/s sur

chacun des deux axes afin d’être conforme à l’hypothèse de problème quasi-statique. De

plus, nous imposons d’effectuer le calcul enn = 3300 pas de temps. Les paramètres de

calcul sont alors définis comme suit :

1. temps total à simuler :T =
d

V
= 330 s,

2. pas de temps :∆t =
T

n
= 0, 1 s,

3. déplacement imposé à chaque pas de temps :∆L = V.∆T = 0, 01 mm.

Nous voyons ici le principal inconvénient de l’utilisation de cette méthode pour palier

le problème des modes rigides en statique : le coût en temps de calcul est considérable par

rapport à celui d’un calcul en statique.

Le maillage est réalisé à partir d’éléments 2D à 4 nœuds comme le montre la figure 4.30.

Notons que nous avons choisi de raffiner le maillage au niveau de la zone de contact entre

l’obstacle 1 et le corps déformable. En effet, sur ce type de géométrie (contact entre deux

surfaces curvilignes), il est nécessaire d’effectuer cette opération si nous voulons obtenir un

résultat précis. Dans le cas contraire, il possible de perdre une quantité importante de surface

de contact entre les deux corps.

Toujours sur la figure 4.30, nous représentons l’état de déformation du système à diffé-

rents instants du processus. Tout d’abord, nous voyons que l’objectif fixé est atteint puisque

nous avons réussi à simuler le problème posé avec le déplacement final souhaité. Ensuite,

nous voyons que toutes les zones de contact définies ont correctement joué leur rôle puisque

nous n’observons aucune pénétration.

Bien évidemment, ces seules observations ne suffisent pas pour affirmer que les résul-

tats sont satisfaisants. Pour cela, nous allons comparer nos résultats avec ceux obtenus avec

le code de calcul ANSYS. Nous rappelons que ANSYS peut, au choix, utiliser une mé-

thode de pénalisation, une méthode des multiplicateurs de Lagrange ou bien une méthode de

Lagrangien augmenté pour résoudre le problème du contact. C’est cette dernière qui a été
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sélectionnée.

t = 0, 0005 s t = 0, 001 s

t = 0, 0005 s t = 0, 001 s

FIG. 4.30 – Évolution du maillage au cours du temps - FER/Impact

La figure 4.31 propose une comparaison du champ de déplacementu1 à l’état final obtenu

avec FER/Impact et ANSYS. Bien entendu, l’échelle utilisée dans les deux cas varie de0

mm à33 mm. Nous observons clairement que les deux résultats sont très proches.
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FER/Impact ANSYS

FIG. 4.31 – Champ de déplacementu1 à l’état final

La figure 4.32 présente la même comparaison pour le champ de déplacementsu2. Les

valeurs de ce dernier varient entre0 mm et−33 mm. Là encore, nous atteignons un niveau

de corrélation tout à fait remarquable entre les deux résultats proposés.

FER/Impact ANSYS

FIG. 4.32 – Champ de déplacementu2 à l’état final
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La dernière comparaison que nous proposons ici est illustrée sur la figure 4.33. Nous y

présentons le champ de contraintes de von-Mises à l’état final obtenu dans les deux cas.

Fer/impact ANSYS

FIG. 4.33 – Contraintes de von-Mises en fin de simulation

Bien que les résultats obtenus par les deux codes de calcul utilisés soient très proches,

nous notons tout de même que le résultat du code de calcul ANSYS ne satisfait pas parfaite-

ment la condition de non-pénétration. La figure 4.34 illustre cette remarque en effectuant un

zoom sur l’une des zones de contact. Nous y voyons clairement les zones de chevauchement

du maillage.

FIG. 4.34 – Erreur de résolution du contact - ANSYS

Ce n’est pas le cas du résultat obtenu avec FER/Impact (figure 4.35) dans lequel la condi-
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tion de non-pénétration est respectée. Nous observons tout de même que nous nous trouvons,

pour deux éléments cibles, dans la configuration décrite par la figure 2.16. Il y a donc péné-

tration de deux nœuds cibles mais à cause d’un problème de détection et non pas un problème

de résolution.

FIG. 4.35 – Résolution du contact - FER/Impact

4.7 Conclusions

Dans ce dernier chapitre, nous avons pu démontrer à travers la présentation de quatre

applications numériques l’étendue du champ d’application de la méthode développée dans

notre travail. Tous les résultats présentés confirment les observations faites dans le chapitre

précédent : la méthode est robuste et précise. Nous avons également pu vérifier que la bonne

gestion de l’énergie mécanique pour les cas sans frottement se confirme dans les cas com-

plexes d’impact.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Le but de ce travail était de développer une méthode de calcul numérique basée sur la mé-

thode des éléments finis et permettant d’appréhender la simulation des problèmes de l’impact

et du choc. Cet objectif se justifie à la fois par le rôle important que joue le contact avec frot-

tement dans de nombreuses applications industrielles et à la fois par les difficultés souvent

rencontrées pour résoudre ce type de problème à l’aide des codes de calcul commerciaux

disponibles à ce jour.

Tout au long de ce mémoire nous avons détaillé les points importants qui nécessitent un

traitement particulier pour ce type de calcul. En résumé, nous pouvons définir deux problé-

matiques pour lesquelles les solutions apportées dans ce travail sont originales :

– le traitement du contact : pour cette première partie, nous avons utilisé la méthode

du bi-potentiel développée par De Saxcé et Feng pour la résolution des problèmes de

contact avec frottement en statique.

– l’intégration des équations du mouvement :pour cette seconde partie, nous avons

choisi d’utiliser un schéma du premier ordre afin de ne pas faire intervenir les termes

d’accélération dans le calcul.

Comme nous avons pu le montrer dans les chapitres 3 et 4, l’association de ces deux ou-

tils aboutit à une méthode robuste et efficace pour le traitement des problèmes de contact

en dynamique. Tout d’abord, elle conserve tous les avantages de la méthode du bi-potentiel

pour le traitement du contact :

– résolution du contact dans un système réduit,

– pas de paramètre de pénalisation à définir,
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– vérification de manière exacte des conditions de contact et de la loi de frottement de

Coulomb,

– couplage du contact normal et du frottement dans une seule boucle de résolution.

Ensuite, l’utilisation de l’algorithme du premier ordre permet d’aborder ce type de pro-

blème sans développement spécifique visant à contrôler l’énergie mécanique du système.

C’est de ce point de vue que le code FER/Impact nous semble le plus prometteur. Outre le

fait que cela simplifie fortement l’implantation de la méthode, nous pouvons ainsi utiliser le

code pour quantifier la perte d’énergie mécanique dissipée par frottement. Cette particularité

offre des perspectives tout à fait novatrices que nous présentons dans la suite.

Cette combinaison a fourni des résultats remarquables sur l’ensemble des cas tests pro-

posés dans ce travail. Ainsi, les nombreuses comparaisons effectuées avec les solutions ana-

lytiques pour le problème de l’impact longitudinal entre deux barres élastiques montrent

la pertinence de la méthode développée. Les tests suivants montrent également que les ca-

pacités du code de calcul vont bien au delà des cas simples d’impact et que la simulation

d’enchaînements complexes de chocs est abordable. En ce sens, nous pouvons estimer que

l’objectif fixé est atteint.

Perspectives

Les différents résultats obtenus avec la méthode développée dans ce travail nous encou-

ragent fortement à poursuivre dans cette voie. De nombreuses modifications peuvent être

envisagées à plus ou moins court terme dans le but d’étendre encore plus le champ d’ap-

plication du code de calcul FER/Impact. Ces recherches à venir peuvent être regroupées en

deux branches indépendantes : l’optimisation du code et l’implantation de nouveaux com-

portement matériaux.

Dans la première branche, nous devons nous intéresser à toutes les évolutions que nous

pouvons apporter à la méthode actuelle dans le but d’améliorer les temps de calculs. En ef-

fet, bien que les machines soient toujours plus puissantes, il est intéressant de diminuer les

temps de calcul pour avoir accès à des modèles plus gros ou bien des séquences d’impact

plus complexes. Plusieurs axes de recherche sont à l’étude pour atteindre cet objectif :

– la détection de contact :nous avons vu dans le chapitre 2 que l’algorithme de détec-

tion de contact utilisé pour FER/Impact peut être très coûteux si le nombre de nœuds
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de contact et d’objets cibles deviennent importants [BL87, Nea89].

– la parallélisation du code :afin de profiter au mieux de la puissance des calculateurs

parallèles, il est possible d’agir sur le code à deux niveaux. Tout d’abord, nous pouvons

paralléliser la phase de détection en assignant chaque zone de contact à des processeurs

différents. Ensuite, la phase de résolution du système global elle-même peut être paral-

lélisée pour obtenir un gain de temps [HF03, AAB+99, BAV01, CG02, BCL06].

– l’optimisation de la bibliothèque d’objets : au cours de nos nombreuses simulations

numériques, nous avons pu déterminer que l’utilisation de notre bibliothèque d’objets

couplée à la surcharge des opérateurs est très coûteuse en l’état. En effet, elle nécessite

de nombreuses copies d’objets temporaires à chaque calcul. Pour régler ce problème,

nous envisageons de faire évoluer notre bibliothèque par le biais des templates [Rei98].

À ce jour, ces différentes évolutions paraissent indispensables si nous voulons aborder des

problèmes aussi complexes que le frottement d’un pneu sur l’asphalte. En effet, l’obligation

de garder un pas de temps raisonnablement petit pour assurer la convergence pose problème

dans les cas où le nombre de degrés de liberté total devient important.

Dans le second axe de recherche, nous envisageons d’étendre le champ d’application du

code FER/Impact. Ces nouvelles possibilités peuvent être issues de développements très va-

riés :

– lois de frottement : nous avons vu dans le paragraphe 2.2.3 que de nombreux déve-

loppements peuvent être apportés au niveau du choix de la loi de frottement. En effet,

il n’est pas envisageable de prédire de manière satisfaisante l’infinité des cas d’impact

que la nature propose si l’on ne dispose que d’une seule loi de frottement. Chaque

domaine d’application propose ses spécificités et il est nécessaire d’adapter au mieux

notre modélisation au cas étudié. Un premier pas a été fait dans ce sens via l’implanta-

tion d’une loi de frottement orthotrope avec une règle de glissement non-associée.

– comportement matériau : dans notre travail, nous avons orienté nos efforts vers le

domaine des matériaux hyperélastiques. Pour cela, nous avons implanté différentes lois

de comportement (Néo-hookéen, Mooney-Rivlin et Blatz-Ko). Dans ce sens, nos re-

cherches s’orientent plus volontiers vers l’industrie des pneumatiques ou bien des joints

en caoutchouc. Cependant, il existe bien d’autres domaines industriels pour lesquels

l’étude des impacts et des chocs est essentielle. C’est le cas de la balistique ou bien des

crash-tests automobiles. Pour accéder à ces champs d’application, il sera nécessaire
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d’implanter la prédiction du comportement élasto-plastique [Chr02] mais aussi du phé-

nomène de rupture.

– couplage frottement/thermique : comme nous l’avons énoncé, un des avantages de

la méthode est que l’énergie dissipée par frottement est évaluée de manière quantita-

tive. Il est donc tout à fait envisageable d’étudier la possibilité d’un couplage avec un

calcul thermique en postulant que l’énergie dissipée par frottement l’est par production

de chaleur [WM94, Str99, PBB00, XM02]. Il serait alors envisageable d’étudier, par

exemple, l’échauffement des systèmes de freinage (disque+étrier) utilisés dans l’indus-

trie automobile.

Nous voyons que le travail présenté ici constitue une solide base à de futures recherches

dans le domaine de l’impact. L’éventail des évolutions à apporter à notre code est aussi

large que les domaines d’applications envisagés. De nombreuses spécialités sont concernées :

tribologie, rhéologie ou bien thermique pour la partie mécanique mais aussi programmation

et mathématiques appliquées pour la partie numérique.
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Annexe A

Impact longitudinal entre deux barres

élastiques

Dans cette première annexe, nous effectuons un rappel de la théorie de la propagation des

ondes qui permet d’obtenir un résultat analytique pour le problème de l’impact longitudinal

entre deux barres élastiques. Nous rappelons sur la figure A.1 la configuration étudiée dans

notre travail.

X2

(1) (2)
A B D

u̇
(1)
0 u̇

(2)
0

C

X1

FIG. A.1 – Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Les deux barres sont supposées homogènes et de même sectionS. Nous nous bornons ici

au cas de deux barres constituées du même matériau et de même longueur. De plus, nous

supposons que les sections droites restent planes durant la déformation et que nous pouvons

nous limiter à la prise en compte des ondes unidimensionnelles.

Nous avons :

X = X · X1,

u(X, t) = u(X, t) · X1,

u̇(X, t) = u̇(X, t) · X1. (A.1)

L’équation des ondes que doit vérifier le déplacement de tout point s’écrit :

E S
∂2 u(X, t)

∂ X2
− ρS

∂2 u(X, t)

∂ t2
= 0. (A.2)
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La solution générale de cette équation est de la forme :

u(X, t) = f(X − ct) + g(X + ct) avec c =

√
E

ρ
, (A.3)

où c est la célérité des ondes se propageant dans chacune des deux barres. Cette formule

traduit le fait qu’au moment du choc, deux ondes naissent à l’interface : la première se

propage avec la célérité+c dans la barre(2) et la seconde avec la célérité−c dans la barre

(1).

Nous supposons que le choc entre les deux barres à lieu à l’instantt = 0. Avant cet

instant, le mouvement des deux barres vérifie en effet les conditions initiales qui leur sont

imposées et il n’est pas utile pour le développement du calcul de faire intervenir cette partie

du processus. Les conditions initiales sont donc :






u(1)(X, 0) = u(2)(X, 0) = 0,

u̇(1)(X, 0) = u̇
(1)
0 ,

u̇(2)(X, 0) = u̇
(2)
0 .

(A.4)

Nous fixons l’origine des deux barres au niveau de l’interface de contact. Durant la phase de

contact, les déplacements et vitesses sont de la forme :

{
u(1)(X, t) = u̇

(1)
0 t + g(1)(X + ct),

u̇(1)(X, t) = u̇
(1)
0 + c ġ(1)(X + ct),

(A.5)

et
{

u(2)(X, t) = u̇
(2)
0 t + g(2)(X + ct),

u̇(2)(X, t) = u̇
(2)
0 + c ġ(2)(X + ct).

(A.6)

Pendant la durée du contact, les déplacements, vitesses et contraintes longitudinales sont

continues au niveau de l’interface de contact. Ces conditions de continuité s’écrivent :






u(1)(0, t) = u(2)(0, t),

u̇(1)(0, t) = u̇(2)(0, t),

σ
(1)
11 (0, t) = σ

(2)
11 (0, t).

(A.7)

En reportant les équations (A.5) et (A.6) dans (A.7), nous obtenons :






g(1)(ct) = f (2)(ct),

u̇
(1)
0 + c ġ(1)(ct) = u̇

(2)
0 − c ḟ (2)(−ct),

ġ(1)(ct) = ḟ (2)(−ct).

(A.8)
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La résolution de ce système conduit à :

f (2)(s) = g(2)(s) =
u̇

(2)
0 − u̇

(1)
0

2c
s + cste. (A.9)

Les conditions initiales sur les deux barres permettent d’écrire :cste = 0. En reportant le

résultat (A.9) dans (A.5) et (A.6), nous pouvons écrire que dans la zone comprimée :

u̇(1)(X, t) = u̇(2)(X, t) =
u̇

(1)
0 + u̇

(2)
0

2
. (A.10)

La vitesse est donc identique dans les parties comprimées de chacune des deux barres. Nous

pouvons également observer que si les deux barres ont des vitesses égales en norme et oppo-

sées en direction, l’interface de contact a une vitesse nulle tout au long du contact.

À l’instant t1 =
l

c
où l est la longueur des barres, chacune des deux ondes de compression

arrive à l’extrémité libre de sa barre. Elles sont alors, toutes les deux, réfléchies sous la forme

d’ondes de traction. Les déplacements prennent alors la forme :






u(1)(X, t) = u̇
(1)
0 t +

u̇
(2)
0 − u̇

(1)
0

2c
(X + ct) + f (1)(X − ct),

u(2)(X, t) = u̇
(2)
0 t +

u̇
(2)
0 − u̇

(1)
0

2c
(X − ct) + g(2)(X + ct),

(A.11)

et :






u̇(1)(X, t) =
u̇

(1)
0 − u̇

(2)
0

2
− c ḟ (1)(X − ct),

u̇(2)(X, t) =
u̇

(2)
0 − u̇

(1)
0

2
+ c ġ(2)(X + ct).

(A.12)

La condition de contrainte normale aux extrémités libres fournissent :






σ11(X = −l) = 0 donc ḟ (1)(−l1 − ct) =
u̇

(1)
0 − u̇

(2)
0

2c
,

σ11(X = l) = 0 donc ġ(2)(l1 + ct) =
u̇

(2)
0 − u̇

(1)
0

2c
.

(A.13)
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En considérant l’état des deux barres à l’instantt1, nous avons :






f (1)(X − ct) =
u̇

(1)
0 − u̇

(2)
0

2c

(
X − l1 − c(t − t1)

)
,

g(2)(X + ct) =
u̇

(2)
0 − u̇

(1)
0

2c

(
X − l1 + c(t − t1)

)
.

(A.14)

Après le passage des ondes de traction dans les barres, nous avons :

{
u̇(1)(X, t) = u̇

(2)
0 ,

u̇(2)(X, t) = u̇
(1)
0 .

(A.15)

Les deux barres se séparent au moment où les deux ondes de traction arrivent à l’interface

de contact, c’est-à-dire àt2 =
2l

c
.

En ce qui concerne l’intensité de l’onde de compression générée par le choc, nous utili-

sons la formule :

σ11 =
ρ c u̇0

2
. (A.16)

En multipliant cette valeur par la section de la barre, nous obtenons la force de contact à

l’interface.
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Annexe B

Code de calcul FER/Impact

Dans cette seconde annexe, nous récapitulons les différentes fonctionnalités du code de

calcul FER/Impact qui est le résultat de ces trois années de recherche. Celui-ci constitue le

dernier élément en date de la famille de code de calcul par éléments finis FER (Finite Ele-

ment Research) développée par le groupe MDS (Modélisation en Dynamique des Structures)

du Laboratoire de Mécanique et d’Énergétique d’Évry (LMEE) [Fen00]. Ce programme,

d’environ 4 000 lignes, permet d’aborder les problèmes de choc et d’impact entre corps dé-

formables. Nous résumons ici les caractéristiques de ce programme :

1. domaine d’application : le code de calcul a été développé dans le contexte des grandes

perturbations. Pour cela, une description lagrangienne totale a été adoptée. De plus,

plusieurs lois matériaux hyperélastiques (néo-hookéen, Mooney-rivlin et Blatz-Ko)

ont été implantées. Pour nos simulations, nous disposons de quatre types d’éléments :

deux types pour les problèmes2D (T3 etQ4) et deux autres types pour les problèmes

3D (T4 etH8),

2. méthodes numériques :la résolution des systèmes linéaires d’équations se fait par la

méthode du pivot de Gauss. Quand aux intégrations sur les éléments de surface et de

volume, la méthode de Gauss par points est utilisée,

3. partie programmation : le code FER/Impact est principalement écrit en C++ sui-

vant un modèle de programmation orienté objet. Notons également que le programme

utilise la méthode de stockage des matrices en « ligne de ciel » afin d’optimiser ses

performances globales,

4. résolution du contact avec frottement : le code FER/Impact utilise une méthode

de condensation couplée à un bi-potentiel de contact pour résoudre ce problème. Cette
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méthode fait appel à plusieurs outils numériques tels que l’algorithme de Gauss-Seidel,

l’algorithme d’Uzawa. La méthode du lagrangien augmenté est également utilisée pour

traiter les potentiels non-différentiables liés à la loi de contact avec frottement. Le mo-

dèle de frottement implanté dans le code est celui de Coulomb,

5. intégration des équations du mouvement :le schéma d’intégration en temps im-

planté dans FER/Impact est un schéma implicite du premier ordre. Le choix et l’im-

plantation de ce schéma est l’objet de ce travail. Le schéma de Newmark a également

été implanté dans le but de procéder à une série de tests comparatifs.

Le post-traitement des résultats obtenus se fait à l’aide du logiciel de visualisation FER/View

[FF04]. De nombreux exemples de résultats obtenus avec le code FER/Impact et une version

de démonstration du logiciel de visualisation sont disponibles sur le site internet du labora-

toire [Fen00].
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Résumé :

Dans beaucoup de problèmes de mécanique des solides, la prise en compte du contact

avec frottement joue un rôle prépondérant. La bonne prédiction des effets du contact avec

frottement devient un enjeu majeur pour les industriels. Malheureusement, très peu de pro-

blèmes peuvent être traités de manière analytique. Il est donc nécessaire de développer des

méthodes numériques adaptées à ce type de problèmes. Dans ce travail, nous proposons une

extension de la méthode du bi-potentiel, proposée par de Saxcé et Feng, pour l’analyse des

problèmes d’impact entre plusieurs corps déformables dans le cadre des grandes déforma-

tions. Pour cela, nous optons pour un schéma d’intégration du premier ordre à la place d’un

schéma plus classique du second ordre (Newmark, HHT,. . .). Ce choix permet de ne pas faire

intervenir l’accélération, non définie au moment du choc, dans les calculs. Le modèle ainsi

développé combine la méthode du bi-potentiel pour la résolution du problème du contact et

un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle. Ce travail a abouti au code

de calcul par éléments finis FER/Impact. Les différentes applications numériques proposées

mettent en évidence la validité et l’efficacité de la méthode. Une attention particulière est

portée à la quantification de la dissipation d’énergie par frottement.

mots clés : contact - impact - dynamique - méthodes numériques - éléments finis

Abstract :

In many problems of solid mechanics, taking into account the frictional contact plays an

important role. Good prediction of the results of contact with friction becomes then a prevai-

ling element for the industry. However, few problems can be solved analytically. It is then

necessary to develop numerical methods adapted to such issues. In this work, an extension

of the bi-potential method, proposed by de Saxcé & Feng, is presented for the modeling of

impact problems involving several deformable bodies within large deformations framework.

To this purpose, we choose a first order time integrator instead of classical second order inte-

grators (Newmark, HHT,. . .). This choice avoids to take account for the acceleration which

is undefined at the impact instant. The model so developed combines the bi-potential method

to solve contact problems and a first order scheme for the time integration. This work leads

to develop the finite element code FER/Impact. Different numerical applications illustrate

clearly the validity and efficiency of the method. A special attention is paid to the quantifi-

cation of dissipated energy by friction.

key words : contact - impact - dynamic - numerical methods - finite element


