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Résumeé :

Dans beaucoup de problemes de mécanique des solides, la prise en compte du contact
avec frottement joue un rdle prépondérant. La bonne prédiction des effets du contact avec
frottement devient un enjeu majeur pour les industriels. Malheureusement, tres peu de pro-
blemes peuvent étre traités de maniére analytique. Il est donc nécessaire de développer des
méthodes numériques adaptées a ce type de problemes. Dans ce travail, nous proposons une
extension de la méthode du bi-potentiel, proposée par de Saxcé et Feng, pour I'analyse des
problemes d’'impact entre plusieurs corps déformables dans le cadre des grandes déforma-
tions. Pour cela, nous optons pour un schéma d'’intégration du premier ordre a la place d'un
schéma plus classique du second ordre (Newmark, HH)T Ce choix permet de ne pas faire
intervenir 'accélération, non définie au moment du choc, dans les calculs. Le modele ainsi
développé combine la méthode du bi-potentiel pour la résolution du probléme du contact et
un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle. Ce travail a abouti au code
de calcul par éléments finis FER/Impact. Les différentes applications numériques proposées
mettent en évidence la validité et I'efficacité de la méthode. Une attention particuliére est
portée a la quantification de la dissipation d’énergie par frottement.

mots clés : contact - impact - dynamique - méthodes numériques - éléments finis

Abstract :

In many problems of solid mechanics, taking into account the frictional contact plays an
important role. Good prediction of the results of contact with friction becomes then a prevai-
ling element for the industry. However, few problems can be solved analytically. It is then
necessary to develop numerical methods adapted to such issues. In this work, an extension
of the bi-potential method, proposed by de Saxcé & Feng, is presented for the modeling of
impact problems involving several deformable bodies within large deformations framework.
To this purpose, we choose a first order time integrator instead of classical second order inte-
grators (Newmark, HHT,..). This choice avoids to take account for the acceleration which
is undefined at the impact instant. The model so developed combines the bi-potential method
to solve contact problems and a first order scheme for the time integration. This work leads
to develop the finite element code FER/Impact. Different numerical applications illustrate
clearly the validity and efficiency of the method. A special attention is paid to the quantifi-
cation of dissipated energy by friction.

key words : contact - impact - dynamic - numerical methods - finite element
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Introduction générale 1

Introduction geneérale

Cadre du probléme :

Dans la plupart des problémes de mécanique, il existe une configuration (au moins) du
systeme étudié pour laquelle la prise en compte du contact et du frottement joue un role pré-
pondérant. Le principe méme du dispositif peut se baser sur I'action du frottement qui joue
alors un role positif. C'est le cas, par exemple, des pneumatiques développés dans 'industrie
automobile qui permettent de faire passer la puissance du moteur au sol grace a I'adhérence
entre le pneu et le revétement de la route. C'est également le cas de la quasi totalité des
systemes de freinage. D’un autre coté, le frottement peut jouer un rble néfaste. Sa prise en
compte peut s’avérer tout aussi cruciale. C’est le cas des liaisons mécaniques pour lesquelles
nous souhaitons une déperdition minimale d’énergie entre les pieces (roulements, paliers,
glissieres ...). Pour I'industrie, il est donc essentiel que la prédiction des phénomenes de
contact avec frottement soit faite avec les meilleurs outils possibles.

Au 15°Mesjecle, les premiéres études scientifiques portant sur le probléme du frottement
sont I'ceuvre de Léonard De Vinci qui montra de maniere expérimentale que la force de frot-
tement est proportionnelle a la masse du solide en mouvement mais qu’elle est indépendante
de la surface de contact. Plus tard, les premiéres modélisations du phénomene de friction
sont a mettre a l'actif d’Amontons (1699). En 1781, Coulomb proposa une extension de
cette loi au probléme de friction en dynamique. Notons que son modéele vérifie les diffé-
rentes observations faites par De Vinci. En 1882, Hertz [Her82] a proposeé la premiere étude
analytique de contact pour un probleme d’élasticité. Pour cela, il a étudié le cas d’un pro-
bleme de contact sans frottement entre deux sphéres comprimées I'une contre l'autre. Nous
pouvons aussi citer les travaux de Boussinesq [Bou85] qui propose une solution au probleme
du contact entre un poingon indéformable et un plan élastique. Malheureusement, trés peu de
problémes peuvent étre traités de maniére analytique et le champ d’application qui en résulte
est trop restreint pour le monde industriel.

Le traitement de ce type de problémes est d’'une grande difficulté du fait des non-linéarités
des inégalités variationnelles qui servent a modéliser le contact avec frottement [DL72,
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KO88]. En effet, la réaction normale de contact, la force de frottement ainsi que la sur-
face de contact elle méme dépendent du déplacement des solides étudiés. Afin de dépasser
le champ des problémes de contact avec frottement qu'il est possible de résoudre de maniére
analytique, les scientifiques se sont tournés vers le domaine des méthodes numériques. La
plus largement utilisée en mécanique des structures est sans aucun doute la méthode des
éléments finis (M.E.F). Cette méthode permet d’approcher la solution exacte d’'un systeme
d’équations aux dérivées partielles. Proposée par le mathématicien R. Courant en 1943, elle
ne rencontre le succes que nous lui connaissons qu’avec I'apparition des ordinateurs. Parmi
les premiers développeurs de la méthode, nous pouvons citer R. W Clough (1960) qui fut le
premier a employer le terme « éléments finis » mais aussi O. C. Zienkiewicz, M. J. &rner

al. ou J. Argyris. C’est donc tout naturellement que les recherches se sont tournées vers cette
nouvelle méthode de résolution pour traiter le probléme du contact.

Le premier code de calcul intégrant la possibilité de traiter le contact fut le code explicite
HEMP-hydrocode développé par Wilkins (1964). Depuis, de nombreuses méthodes ont été
mises au point pour intégrer les conditions de contact avec frottement a la formulation de la
méthode des éléments finis. Cela concerne I'impénétrabilité de la matiére mais aussi la loi
qui régit le frottement. Les méthodes les plus couramment employées sont : les méthodes de
pénalisation [CT71, TY73], la méthode des multiplicateurs de Lagrange [BM88, CMV88] et
la méthode du lagrangien augmenté [WST85, S92, CA88, AC91,/SF9I1].

Enfin, de nombreux travaux ont été derniérement dirigés vers I'étude des problemes d’'im-
pact. En d’autres termes, ces recherches s’intéressent au développement de méthodes nu-
meériques pour I'analyse du phénoméne du contact avec frottement pour des problémes de
dynamique. La difficulté supplémentaire apportée par la partie dynamique du probleme ré-
side dans la stabilité de la méthode obtenue. En effet, le traitement du contact perturbe
considérablement les critéeres de stabilité déterminés pour le cadre dit « classique ». Le
travail de développement consiste alors a modifier les schémas existant pour les rendre
plus stable dans le cadre des problemes d’'impact [WVVS590, LC97, Hu97, AP98, SP98]
ou bien alors a explorer de nouvelles pistes jugées plus adaptée a ce type d'application
[Jea89, Wro94, THRO02, Khe05, Bar06]. C'est dans cet axe de recherche que se situe notre
travail.

Objectifs de I'étude :

La méthode du bi-potentiel proposée par de Saxcé et FFeng [SF91, SF98] pour le traite-
ment des problémes de contact en quasi-statique est connue pour étre tres efficace et précise.
Les possibilités qu’elle offre pour ce type d’application ont d’ailleurs fait I'objet de nom-
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breuses publications. Dans ce travail, nous proposons une extension de cette méthode pour
I'analyse des problémes d’'impact entre plusieurs corps déformables. Pour cela, nous envisa-
geons l'utilisation d’'un schéma d’intégration du premier ordre en lieu et place des schémas
classiques du second ordre (Newmark, HHT ...). En effet, ces derniers nécessitent d'impor-
tantes modifications pour assurer la stabilité de la méthode [AP98, LC97]. Par ailleurs, ce
choix permet de ne pas faire intervenir I'accélération, non définie au moment du choc, dans
les calculs. Le modeéle développé combine ainsi la méthode du bi-potentiel pour la résolution
du probleme du contact & un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle. En-
fin, lalgorithme obtenu est implanté dans le code de calcul par éléments finis FER/Impact.
Les travaux effectués au cours de ces trois années ont fait I'objet de plusieurs publications
[MECO5b, FMCO05, FCMO0S5, FHMCO05, FICMD5, MFCO05a, FMCO6b, FMC06a, FHMCO6]

Plan du document :

Le premier chapitre de ce travail est consacré a un large rappel des notions de base utili-
sées dans la suite. Nous abordons les notions de la mécanique des milieux continus néces-
saires a la présentation de la méthode des éléments finis qui est la base de notre recherche.
Nous nous intéressons tout particulierement au cadre des grandes perturbations pour lequel
nous adoptons une description Lagrangienne totale. Nous apportons également un éclairage
sur les différentes lois de comportement matériaux hyperélastiques qui sont implantées dans
notre code de calcul. Enfin, nous détaillons les outils numériques utilisés dans le programme
FER/Impact.

Dans le deuxieme chapitre, nous abordons la résolution des problemes de contact avec
frottement. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux différentes notions qui per-
mettent de définir le probleme du contact avec frottement. Nous présentons les conditions
de Signorini qui traduisent le contact unilatéral ainsi que la loi de frottement de Coulomb.
Dans un second temps, nous abordons en détail la méthode du bi-potentiel qui sera adoptée
tout au long de notre travail. Nous détaillons les différents outils mathématiques (méthode
du Lagrangien augmenté, algorithme d’Uzawa et algorithme de Gauss-Seidel) afin de pré-
senter la méthode avec précision. Nous terminons ce chapitre par I'étude de I'algorithme de
recherche des zones de contact qui est utilisé dans notre travail.

Dans la troisieme partie, nous nous intéressons a la problématique centrale de notre tra-
vail : I'intégration des équations du mouvement pour un probléme d’'impact. Nous présentons
tout d’abord les difficultés rencontrées avec le schéma du second ordre de Newmark associé
a la méthode du bi-potentiel. Pour cela, nous le confrontons a deux cas tests d’'impact pour
lesquels les résultats sont connus. La seconde partie de ce chapitre est dédiée a la solution
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apportée dans notre travail au probleme de stabilité rencontré avec la méthode précédem-
ment présentée. Nous proposons l'utilisation d’un schéma d’intégration du premier ordre qui
permet de ne pas avoir a calculer les termes d’accélération. De nombreuses comparaisons ef-
fectuées sur les résultats numériques obtenus avec le schéma de Newmark et le schéma du
premier ordre sont apportées dans le but de consolider notre choix.

Le dernier chapitre est consacré a la présentation de plusieurs résultats numériques qui
viennent confirmer la robustesse ainsi que la précision de la méthode développée. Le premier
test confronte le code a un enchainement complexe de chocs entre des corps déformables et
des obstacles rigides en 2D. Avec le deuxieme test, nous démontrons la qualité de la méthode
pour la prise en compte du frottement et I'estimation de I'énergie dissipée par frottement. Le
troisieme test permet d’évaluer le comportement du code de calcul face a un probleme d’im-
pact entre deux solides déformables dont le comportement est hyperélastique. Le cas d’'un
impact entre deux corps déformables en 3D est également présenté. Pour finir, nous présen-
tons un probleme d’auto-contact en 2D pour lequel I'utilisation du code FER/Impact permet
d’éliminer le probléeme des modes rigides rencontré en statique.



Chapitre 1

Meéthode des éléments finis en grandes
perturbations

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour but de rappeler les principaux concepts nécessaires a la com-
préhension des travaux présentés par la suite. Nous présentons la démarche permettant d’abou-
tir a la résolution par la méthode des éléments finis d’un probléme de mécanique du solide
en grandes perturbations. Nous n’abordons pas ici le probleme du contact qui fait I'objet du
chapitre 2.

Nous débutons ces rappels par les notions de mécanique des milieux continus utiles a la
modélisation de notre probleme. Nous introduisons le tenseur des déformations et le tenseur
des contraintes adaptés aux problemes de déformations finies. Nous proposons également
un bref rappel des opérations qui aboutissent a la formulation intégrale faible des équations
d’équilibre.

Par la suite, nous abordons la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis en elle-
méme. Nous commencgons par présenter les principes de base de la méthode que nous ap-
pliquons ensuite aux équations obtenues dans le paragraphe précédent. Nous proposons €ga-
lement un développement détaillé des différents outils mathématiques utilisés dans la suite
pour la programmation du code FER/Impact.

1.2 Meécanique des milieux continus

Dans ce premier paragraphe, nous allons effectuer un rappel des différents concepts de la
mécanique des milieux continus utiles a la suite de notre travail. Nous nous plagcons dans le
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cadre d’'un probleme de dynamique pour lequel le solide étudié peut subir de grands dépla-
cements et de grandes déformations [Sax00, Gar02, Pon95].

1.2.1 Cadre du probleme

Considérons I'étude du comportement d’'un solglePour le moment, nous ne prenons
pas en compte le probléme du contact.

0

FIG. 1.1 — Définition cinématique du probleme

La figure 1.1 illustre cet exemple de départ pour lequel nous observons les déplacements
par rapport au repére orthonormé dirét = (O, X, X, X3). Dans sa configuration ini-
tiale, les particules\/ constituant le solidé8 occupent I'ensemble ferm@, c R? défini
par:

Qo = Q2 U, (1.1)

ou :
— 99, est le contour d€),,
— Q) est l'intérieur de,.
Dans le cadre de la dynamique, nous cherchons a prédire le comportement di8salide
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un intervalle de tempE = [ ¢, ¢; |. Pour tout instant € I, nous définissons une application
¢, telle que le nouveau domaine qu’occupe le solil@oté ), soit I'ensemble des points
matérielsm définis par :

m = (M) VM e Qy. (1.2)

Dans la formulation lagrangienne totale, nous exprimons la position courante d’une particule
en fonction de sa position initiale et du temps. C’est la formulation qui a été choisie pour
nos travaux et qui sera donc utilisée tout au long de ce document. Il est important de noter
que M et m font ici respectivement référence a une méme particule du sglidans la
configuration initiale (ou matérielle) et dans la configuration courante (ou spatiale). Pour la
suite, nous choisissons de nous référer directement aux vecteurs paXijiens; de M et

m dans le référentiek,. Nous écrivons alors :

Xy
XO == X(M, to) == XQ == Xl-Xl + XQ.XQ + Xg.Xg, (13)

X
3/ R

T
Xy = X(M, t) = i) = Il.Xl + ZL‘Q.XQ + ZL’3.X3. (14)

T
3 Ro

Le déplacement total subi par la particulé entre I'instant initialt, et I'instantt est alors
défini par le vecteur :

ut<X0) = x; — Xo. (1.5)
L'applicationy; prend quant a elle la forme d’une matrice qui est définie par la relation :
x; = pi(Xo) = Xo + w(Xo). (1.6)

Afin d’alléger au maximum les notations, nous ne ferons plus référence a l'indicateur de
tempst. Sans risque d’ambiguité, nous écrirons donc dorénaXaet x en lieu et place

de X, etx;. Nous supprimons également I'indié¢g qui précise le référentiel dans lequel
sont exprimées les quantités matricielles. Dans la formulation lagrangienne totale toutes les
grandeurs sont en effet exprimées dans le repere d’origine. Seule I'introduction du probléme
du contact dans la formulation du probleme (chapitre 2) engendrera la création d’un second
repere : le repére local du contact. Nous prendrons garde, a ce moment la, a bien définir le
systeme de notation adopté.
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Pour un probleme en trois dimensions, I'égallité 1.6 s’écrit alors :

T ©11 P12 P13 X1 X (X1, X, X3)
Ty | = | Y21 Y22 23 Xo | = Xo |+ w(X1,Xe,X3) |- (L.7)
T3 P31 P32 P33 X3 X3 U3(X1,X2,X3)

L'applicatione doit vérifier certaines conditions de compatibilité afin d’assurer 'impénétra-
bilité de la matiére :

— elle doit étre bijective,

— elle doit avoir un jacobien strictement positif.

1.2.2 Mesure des déformations

Considérons maintenant une seconde partidgilelu solideB, infiniment proche dé//
et telle queX’ = X + dX. Il est possible d’estimer la position courante de cette derniére en
fonction de celle dé/ en écrivant :

dp(X
X = p(X') = p(X +dX) = p(X) + (g(x Jax. (1.8)
Sur la figure 1.1, nous avons également :
x' = x + dx. (1.9)

En reportant/(1.9) dans (1..8), nous faisons apparaitre le tenseur gradient de déforfations
défini par :

dx = F(X) - dX. (1.10)
Ce tenseur mesure les déformations subies par le dorfigieatre la configuration initiale
et la configuration courante. Nous avons :

Op(X) _ Ox _
= ax = 1+ Vu(X), (1.11)

F(X) =

ou Id est le tenseur identité. Le tenseur gradient des déplacement§/n@¥), se calcule
par :

0X, 0X5 0X3

0X, 0X5 0X3

0X4 0X, 0X3

Vu(X) = (1.12)
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Notons que nous pouvons relier le tensBua la variation d’'un élément de voluna®” par
le biais de son déterminant :

A0, = J dQy ou J=detF. (1.13)

Le tenseur gradient des déformatidns’est pas utilisé sous cette forme pour exprimer les
déformations subies par un domaine. En effet, il ne constitue pas une grandeur objective
puisqu’il est affecté par les rotations de corps rigide. Une premiere solution consiste a ef-
fectuer une décomposition polaire Begpour séparer la partie déformation pure de la partie
rotation de corps rigide. Nous obtenons alors :

F = VR = RU, (1.14)
ou:

— V est le tenseur Eulérien de déformation pure gauche,
— U est le tenseur Lagrangien de déformation pure droit,
— R est le tenseur des rotations de corps rigide par rapport aux aéet¥.

Une autre possibilité consiste a introduire le tenseur des déformations de Cauchy-Green
droit (notéC) qui mesure les déformations par rapport a la configuration initiale :

dx” .dx =dX’ . C(X)-dX avec C=F".F. (1.15)

Le tenseulC, qui est objectif, est également symétrique et défini positif. Toutefois, il est égal
au tenseur identité a I'état initial pour lequel les déformations sont, par définition, nulles.
Nous utiliserons donc plus volontiers le tenseur des déformations de Green-LaBrgoge
rapporte une déformation nulle a I'état initial :

E(X) = %(C(X) —1d). (1.16)

En utilisant les définitions d€ etF, le tenseuiE peut s’écrire sous la forme développée :
1
E(X) = 5 (Vu(X) + V7 u(X) + Vu(X) - vu(X)). (1.17)

Cette écriture met en évidence une partie linéaire et une partie non-linéaire. Sous I'hypothése
des petites perturbations, nous retrouvons bien le tenseur des déformations infinitésimales
En effet, si les termes dé sont petits devant 1, il est possible de négliger le terme du second
ordre et le tenseur des déformations est alors linéaire en déplacement.
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Remarque : Il est important de noter ici que le tenseur des déformafibest un tenseur
symétriqgue de par sa construction. En effet, cette propriété est largement utilisée lors de
la programmation de la méthode des éléments finis pour réduire la taille des tableaux de
données a stocker et le nombre de composantes entrant en jeu dans les calculs.

1.2.3 Mesure des contraintes

Nous allons maintenant définir le tenseur chargé de mesurer les contraintes par rapport
a la configuration initiale. En effet, cette derniere est la seule qui est c@npteri et les
actions exercées sur le soliffene peuvent étre exprimées que par rapport a elle. Pour cela,
nous réécrivons I'expression d’'une force qui s’exerce sur un élément de susfaeela
configuration courante (figure 1.2).

df =T -nds, (1.18)

oun est la normale a I'’élément de surfate Le tenseulT est appelé tenseur des contraintes
vraies (ou tenseur de Cauchy). En petites déformations, ce tenseur est souvent noté

0

FiGc. 1.2 — Effort intérieur

Nous écrivons maintenant une seconde formulation des efforts intérieurs en faisant inter-
venir cette fois I'élément de surface dans la configuration initiale. Ainsi, nous définissons
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le tenseuP, appelé premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, qui représente les
contraintes actuelles par rapport a une surface de la configuration initiale :

df =P -N,dS. (1.19)
La formule de transformation des éléments de surface s’écrit :
nds =JF T .NydS. (1.20)

Ainsi, en introduisant (1.20) dans la définition (1.13), nous obtenons la relation entre les
deux tenseurs des contraintBetP :

P=JT -F 7 (1.21)

Cependant, de par sa constructiBm’est exprimé ni purement par rapport a la configuration
initiale ni purement par rapport a la configuration actualisée. De plus, il n’est pas symétrique
(tout commeF'). Nous cherchons donc a transpodérdans la configuration initiale :

dfy=F'.df=JF ' - T-F7.NydS =8-NydS, (1.22)

ou S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Ce nouveau tenseur des
contraintes est symétrique et exclusivement exprimé par rapport a la configuration initiale.
C’est donc ce tenseur qui sera utilisé pour écrire les relations entre le tenseur des contraintes
et le tenseur des déformations :

5S =D :JE, (1.23)

ou D est le tenseur d’élasticité du matériau considéré traduisant son comportement méca-
nique.

1.2.4 Equations d’équilibre
Pour toutt € I et pour toutX, € €2, la fonctiony(X) doit de vérifier :
DIV P(X) + b(X) = p$(X), (1.24)

ou DIV est I'opérateur de divergence rapporté a la configuration inittaleprésente les
forces volumiques appliquéed®et p ¢ est le terme d’inertie.
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Afin de ne faire apparaitre que des termes de déplacement, nous écrivons :

2 02 (X + u(X)
o(x) = 2 ‘gff) - ( o ) — w(X). (1.25)

Ainsi, nous obtenons la nouvelle équation d’équilibre sous forme locale :
DIV P(X) + b(X) = pi(X). (1.26)

Afin de compléter la formulation du probleme, nous devons ajouter a I'équation (1.26) les
conditions aux limites sur la frontief), et les conditions initiales. Pour cela, la frontiére de
Qo est décomposée en deux partids, :sur laquelle les déplacements sont imposés (condi-
tions aux limites de type Dirichlet) @t, sur laquelle les actions extérieures sont connues
(conditions aux limites de type Neumann). Ce découpage vérifie :

r,nr, =40. (1.27)
Ainsi, les conditions aux limites sont définies par :

P-Ny,=T surl,,
u=u surl,. (1.28)

Concernant les conditions initiales, elles permettent de définir la position et la vitesse du
solideB a l'instantt = 0 par :

1:115:0<X) =1y (X) dansgo,
ut:()(X) = Uy (X) dansgo. (129)

1.2.5 Formulation intégrale forte

Dans la suite, nous allons modifier le systeme d’équation aux dérivées partielles (1.26)
afin de permettre sa résolution par la méthode des éléments finis. Nous utiliserons pour cela
la méthode des résidus pondérés associée a des fonctions de pondération de type Galerkine.

La premiere étape consiste a multiplier I'équation (1.26) par un champ de fonctions de
pondération. Pour cela, nous choisissons le champ de déplacement virtuel cinématiquement
admissible suivant :

u(X) = {6uX) | ou(X)=0sur I, }. (1.30)
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Apreés intégration sur 'ensemble du domaiflg, nous obtenons la formulation intégrale
forte de I'équation d’équilibre :

/ DIV P(X) - su(X) dQ + / b(X) - du(X) dQ = / pil(X) - ou(X) . (1.31)

Qo Qo Qo

1.2.6 Formulation intégrale faible

La seconde étape consiste a effectuer une intégration par parties du premier membre de
I’équation (1.31) puis a utiliser le théoréeme de la divergence. Ceci permet de faire intervenir
les efforts extérieurs dans la formulation :

/ T(X) - 5u(X) doQ — / P(X) - GRAD su(X) df2
4 / b(X) - du(X) 2 — / pi(X) - 5u(X) dQ (1.32)

ﬁo QO

Dans [Wri02], une seconde écriture de I'équation (1.32) est obtenue en faisant intervenir le
second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff :

/ T(X) - su(X) doQ) — / S(X) - 6E(X) dQ
I's Qo
+ / b(X) - ou(X) d = / pii(X) - su(X) dQ (1.33)

ﬁo QO

1.3 Meéthode des éléments finis

Afin de résoudre le probléme aux valeurs limites établi dans le paragraphe précédent,
il est nécessaire de mettre en ceuvre une méthode de résolution numérique. Dans ce para-
graphe, nous présentons brievement les concepts de base de la méthode des éléments finis
[Hug87,ZT00, ZT91, Cri91, Cri97, BLMOO].

A partir de maintenant, il devient plus commode d'utiliser la formulation matricielle des
équations développées. Pour cela, nous utilisons le fait que les te®setFssont syme-
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triques pour définir les vecteurs :

( ) ( )

Su(X) E1(X)

522(X) E(X)

) Ss(X) _ ) En(X)
S(X) = o [ E(X) = S X) (1.34)

S13(X) 2F13(X)

S2s(X) | | 2854(X)

\

Nous définissons également la matrice d’élastiEit§ui permet de réécrire la loi de com-
portement (1.23) sous sa forme matricielle :

]D)llll D1122 D1133 ]D)1112 DlllS ]D)ll23
D1122 ]D2222 D2233 ID)2212 I[)2213 D2223
]D)l 133 D2233 ]D)3333 ]D)3312 ]D)3313 ]D3323

D= Diis Doty Dasio (D1212 + D1291) (D913 + Diog1) (D23 + Diozs) (1.35)

2 2 2
(D1312 + Di321)  (Digis + Diss1)  (Dises + Dissa)

Di11s Dagrz Dssis

2 2 2
(Daz12 + Dasar)  (Daogis + Dags1)  (Dazes + Dagsa)
D123 Dogas D3szas 5 5 5

Le reste des termes de I'équation (1.33) prennent la forme vectorielle :

T1(X) by (X) u1(X)
T(X)=<¢ Ty(X) 7, b(X)=1 b(X) et u(X)=1¢ uy(X) p. (1.36)
T5(X) bs(X) uz(X)

Pour la suite des développements, nous n’utiliserons plus que ce formalisme sauf pour le
paragraphe 1.3.3 page 27 dans lequel I'écriture tensorielle est préférable.

1.3.1 Principes de base

Dans la plupart des cas, il n’est pas possible de trouver une solution analytique pour le
systeme d’équations défini au paragraphe précédent. Une solution consiste a procéder par
approximation nodale : nous passons ainsi d’un systéme continu dans lequel le nombre d’in-
connues est infini a un systeme discret, au nombre d’'inconnues fini.

Afin de pouvoir aborder des géométries complexes, le donfajrest découpé en sous-
domainesy, (figure 1.3). Cette opération est appelée discrétisation spatiale (ou bien maillage)
du modéle géométrique. Le domaine initi&lg est alors remplacé par la réunion d’'un en-
semble d’élément8;,. Chacun de ces éléments est lui-méme défini par des noeuds dont le
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nombre varie selon le type d’élément choisi. Ainsi, le probleme ne consiste plus a effectuer
une approximation da sur 'ensemble du domaine mais sur chaque élément de la discréti-
sation spatiale.

N

N/

FIG. 1.3 — Dicrétisation spatiale d’un milieu continu

Nous optons ici pour la méthode d’approximation par éléments finis qui présente les par-
ticularités suivantes :

— chaque approximation® ne depend que des variables attachées a des nce(is de
— chaque approximation® est construite de maniere a étre continuefkpet a satisfaire
les conditions de continuité entre les différents sous-domaines.

Le découpage d’'un domaine quelcondquen un ensemble de sous-domaif¥sest régi
par les régles suivantes :

— il ne peut y avoir de partie commune a deux éléments de la discrétisation autre que des
points de leur frontiére respective,
— l'union des sous-domaines doit étre le plus proche possible du dofgine

Remarque : Nous appelons «erreur de discrétisation» la difféerence qui existe entre le
domaine d’origine et la réunion des sous-domaines. Elle se produit plus particulierement
lorsque que le domaine est définie par des courbes. En effet, il est alors impossible de repro-
duire exactement le domaine a I'aide d’éléments a aréte droite.

Les différents éléments dont nous disposons dans le code de calcul FER/Impact sont pré-
sentés sur les figures 1.4 4/1.7.
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X1 Xl
FIG. 1.4 — Elément T3 FIG. 1.5 — Elément Q4
X, ~‘ X,
Xl X1
X3 X3
FIG. 1.6 — Elément T4 FIG. 1.7 — Elément H8

Sur chaque élément, nous adoptons I'approximation nodale suivante :

du(X) = N(X) - ou®, (1.37)
ou N est la matrice des fonctions de formesétest le vecteur des déplacements nodaux.

D’apres la définition du tenseur des déformations de Green-Lagrange (1.16 et 1.17), il est
possible d’exprimer ce dernier comme la somme d’une partie linéaire avec une partie non-
linéaire en déplacement.

Nous posons donc :

E(X) = (BL + %BNL(UG)) -uc. (1.38)
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A partir de cette nouvelle écriture, nous pouvons obtenir la définitioffde
5E(X) = (BL + BNL(LIE)) - ou®. (139)

La formulation intégrale (1.33) est une formulation continue qui est définie sur 'ensemble
du domaineQ,. Aprés discrétisation spatiale de ce domaine par la méthode des éléments
finis, nous pouvons écrire que cette égalité reste vraie sur chacun des éléments créés :

/TT-N-éued(SQ—/ST- (BL+BNL) -ou’ dQ)
re ac
+/bT~N-5uedQ:/p(N-ﬁe)T~N-(5uedQ (1.40)
Qo Q
Il est intéressant de détailler ici la construction du tenseur des déformations de Green-
Lagrange défini dans (1.17) et réécrit sous une seconde forme dans (1.38). Pour cela, nous

calculons tout d’abord chaque terme de I'approximation nodale du gradient de déplacement
défini dans/(1.12) :

. (1.41)

8u1_(9u2_8u3_(‘3u1_8u2.8u3_8u1.8u2_8u3. T—G
0X," 00X, 0X, 0X, 0Xy' 0Xy' 0X3 0X3 0X3™ [
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oun est le nombre de nceuds qui composent I'élément et :

[ ON1(X) ON,(X) |
X, 0 0 oY 0 0
o o) o X))
0X, 0X,
0 0 ON(X) 0 0 ONn(X)
6X1 8X1
0% on (X) %y (X)
1 n
G 0 X, 0 0 e 0 . (1.42)
0 0 OM(X) 0 0 ONn(X)
0X, 0X,
0X;5 T 0X;
0X; X,
0 0 aNl(X). 0 0 ONy(X)
i 0X X4

ou Ny, N,...N,, sont les fonctions de forme qui permettent d’effectuer 'approximation no-
dale sur I'élément considéré.

Nous pouvons maintenant sortir le teri@ de chaque intégrale élémentaire en souli-
gnant que c’est bien évidemment un terme constant sur I'élément. De méme, il est possible
de faire sortir le terme des acceélérations nodéiesfin d’obtenir, apres transposition, la
formulation matricielle élémentaire du probleme :

/NT-TdéQ—/ (BL+Byz)" S dQ+/NT-b Q) — (/pNT-NdQ>-iie. (1.43)

s % o o
L'équation 1.43 peut s’écrire sous la forme contractée :

MC .l':lﬁ — Fe

ext

_Fe

wnt’

(1.44)

ouMe* est la matrice de masse élémentditg, est le vecteur élémentaire des forces internes
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etF¢ , estle vecteur élémentaire des forces externes. Nous avons :

M¢ = / oNT . N dQ, (1.45)
o

Fiu = / (BL+Byz)' - SdQ, (1.46)
o2

F¢,, = /NT-TdéQJr/NT b dQ. (1.47)
Ire [P

Dans certains cas, il peut étre intéressant d’introduire la dissipation d’énergie provoquée par
les frottements a I'intérieur méme du matériau (viscosité). Pour cela, nous pouvons ajouter
au systeme (1.44) un terme dissipatif directement relié a la vitesse instantanée. Le systeme a
résoudre devient alors :

M€ﬁ6+ceu€:F€

ext

— F¢

int*

(1.48)

A ce stade du développement, nous introduisons la notion d’élément de référence. Cette
derniere permet de simplifier considérablement la définition analytique des différents élé-
ments composant le maillage. Pour chaque type d’élément, nous définissons dans un espace
de référencé = (¢,7,¢) un élément de référence (nd®) de forme simple pouvant étre
transformé en tout élément du méme type par transformation géométrique. Cette opération
peut tout a fait étre interprétée comme une opération de changement de variable. Les élé-
ments de référence correspondants aux €léments utilisés dans notre étude sont présentés sur
les figures 1.8 2 1.11.

(0,1) ‘(0, 1) (1,'1)

n A
[ - ®
(0,0) § (1,0)

FIG. 1.8 — Elément de référence pour T3 FiG. 1.9 — Elément de référence pour Q4
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X4 = (07 07 1)

FiG. 1.10 — Elément de référence pour T4

X, = (0,1,0) X3 =(1,1,0)
XB = (Oa 17 1) :
: X3 - (17 17 1)
1
Xl - (07070) L e - - - —
=T 3 X, = (1,0,0)

FIG. 1.11 — Elément de référence pour H8

Sur I'élément de référence, I'interpolation nodale s’écrit :

u(§) = N-u‘(§), (1.49)
avec .
N=| 0 N 0 0 N, o0 |. (1.50)
0 0 Ny 0 0 N,

Les tableaux 1/1 et 1.2 récapitulent I'expression des fonctions de forme pour chacun des
eléments utilisés dans FER/Impact.
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TAB. 1.1 — Fonctions de forme pour les éléments T3, Q4 et T4

Nl NQ N3 N4

Elément T3 1—&—7 3 n —

Element Q4 £(1-€)(1 1) | 70+ —n) | {1+ +n) | 10— +)

ElémentT4| 1—¢—n—C 3 n ¢

TAB. 1.2 — Fonctions de forme pour I'élément H8

Fi=g(0-901-n(1-0 Fo=1+81-n1-¢)
Ny=g(1+1+m01 -0 Ne=g1-&1+n)1 -0
No=5(-01-n(1+0) Ne=1+&1-n)1+()

Ny =0+ +n(1+0) Ns= 51— +n)(1+0

Afin de construire le tenseur des déformations tel gu'’il est défini dans (1.41), nous devons
procéder a une transformation de I'opérateur de dérivation. Nous considérons ainsi I'opéra-
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tion ;
9 ) [0Xi 90Xy 9Xs] (0 )
) B) B) 0 0X,
ag a)% af‘g a)f‘g 5
o (| on on 0 1 ox, (1.51)
k) Ny 0%, Xy | | 9
L IC ) L o¢ o¢ o¢ 1 U 9Xs )

La nouvelle matrice définie dans (1.51) sera naté®e la méme maniere, Nous pouvons
définir la matricgj permettant d’effectuer le passage inverse :

(0 ) [ 0¢ Oonp OC 1 (9 )
0X1 00X, 0X; 0Xi o0&
O L_|o¢ o oc | ) O (1.52)
an N 8X2 8X2 an 377 .
9 o oOn  OC 9
[ 0X3 ) | 0X3 0X3 0X3 | \ 9¢ )
Il est utile de noter que nous avons la relation :
J=j" (1.53)
La construction de la matrick€) se fait de la maniére suivante :
o¢ o % XX A
ON ON ON, X; X5 X
_On _On _On
ON1(§) ON»(§) IN,(§) XroXp XD
L ¢ a K

Ainsi, les termes utilisés dans I'équation (1.41) sont calculés a I'aide des dérivées des fonc-
tions de forme par rapport aux variables de référence et de la mptiggéquation (1.52).

Par ailleurs, il est nécessaire d’effectuer le méme type de transformation concernant I'opé-
ration d’intégration sur le volum@® qui est effectuée dans I'équation (1.43). Nous pouvons
écrire pour cela :

/ F(X) 2 = / F(€) det (3 (€)) e (1.55)

Pour effectuer ces intégrations, nous utilisons la méthode d’intégration de Gauss qui consiste
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a écrire :
[ 1€ det@) dedndc = Y- 1€ det(3(€0)us (1.56)
o i=1

ou les¢; et lesw; (i = 1, .., m) sont respectivement les points de Gauss et les poids qui leur
sont alloués dans l'intégration. La précision de la méthode dépend du nombre de points de
Gauss utilisé. Les coordonnées depoints de Gauss et la valeur des poids correspondants
sont déterminées de telle sorte qu’elles integrent exactement tous les polynémes d’ordre in-
férieur a2m — 1.

Pour notre travail, nous avons opté pour les caractéristiques suivantes :

TAB. 1.3 — Définition des points de Gauss

élément| nombre de points coordonnées des pointgoidsw;
B Gy |
Q4 4 &;5#% 1
N R
H8 8 (i\}g; i\}g; i\}g 1

Ayant défini toutes les quantités nécessaires pour le calcul des différents termes|de (1.44),
nous procédons a la phase d’assemblage qui méne a la formulation globale du systéme :

MU+CU=F,,, —F,, (1.57)
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ou
M = 741 M° matrice de masse globale (1.58)
e=1
Nel . .
C= AC° matrice globale d’amortissement (1.59)
e=1
F,.= rjéll | D vecteur global des forces internes (1.60)
e=1
Fe..= A F:., vecteur global des forces externes (1.61)
e=1

1.3.2 Linéarisation des forces internes

Le systemel(1.57) étant non-linéaire, il est nécessaire de mettre en place une procédure
itérative de Newton-Raphson pour le résoudre. Nous effectuons donc une linéarisation du
vecteur des forces internes par le biais d’'un développement limité en série de Taylor :

i i a(Fint)i i i
(Fmt)tjrrlAt = (Fmt>t+m + aTHAt(Utht - t+At)
t+At
= Fént - (KT)i+At 5UzitjrrlAt (1-62)

ou lesindices eti+1 réferent a l'itération considérée dans le processus de Newton-Raphson.
La matriceK+ est la matrice tangente de rigidité du systeme.

Nous obtenons alors la boucle récursive d’équilibre de Newton-Raphson, qui permet de
déterminer la configuratio@,, »; a partir de la configuration d’équilibre précédeate

M UiilAt +C UiilAt = (Fewt)t+At - (Fint);rm - (KT)§+At 5UiilAt7
(1.63)
AUiilAt = AUiJrAt + 5U;ilAt‘

Cette boucle est répétée jusqu’a ce que le critere de convergence choisi soit verifié. Dans
notre étude, nous avons choisi d’effectuer un contréle combiné sur les forces internes et sur
les incréments de déplacement. Pour sortir de la boucle d’équilibre, le résultat du calcul doit
donc vérifier :

|(Fmt)iilAt_.(Fim)i+At‘ <é¢ et ’AUi+At’ < 6. (1.64)
|(Fint)?t+At| N |Uf:j:1At B

Apres intégration par un schéma implicite classique (Newmark, Houbold, HHT, ...), le sys-
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teme a résoudre (2.27) se présente sous la forme :

M ifAt 5Ui+At =F iilAt
(1.65)

AUiilAt = AUiJrAt + 5Ui+At

oM etF sont respectivement la matrice de masse effective et le vecteur effectif des efforts
extérieurs. Leur construction dépend du schéma adopté et sera développée en détail dans le
chapitre 3.

Nous présentons sur la figure 1.12 l'algorithme principal d’'un calcul par la méthode
des éléments finis pour un probléme en grandes perturbations. Nous y retrouvons les deux
boucles principales imbriquées : la boucle en équilibre (Newton-Raphson) a 'intérieur de
la boucle en temps. La définition (1/46) du vecteur des forces internes, ramenée au niveau
élémentaire, permet d’écrire :

T 0S

Ke :/ (aB%L S+ (B. +Bni) '—)dQ avec A Ky =Kr. (166)
T % ou ou e=1

De plus, en utilisant les équations (1.23) et (1.39), nous pouvons écrire :
6S=D-SE=D- (B +By;) - éu". (1.67)

Ainsi, nous pouvons écrire la matrice tangente de rigidité comme la somme de trois termes :
la matrice de rigidité élastiquKk,., la matrice de rigidité géométrigu€, (ou matrice de
rigidité de contraintes initiales) et la matrice de rigidité de déplacements inigux

K; =K+ K¢ + K¢, (1.68)
ou
K¢ = /B{-D-BLCJQ, (1.69)
Qo
K¢ = / (Bl -D-By,+Bjy,-D-B,+ B}, -D:-By.)dQ, (1.70)
Qo
BT
K¢ = /M-Sda. (1.71)
Qo (911

Les matrices définieK¢ et K¢ peuvent étre directement calculées a I'aide des deux parties
(linéaire et non-linéaire) du tenseur des déformatiBnst de la matricdD. C’est donc en
développant le calcul du vecteur des forces internes que nous faisons intervenir la loi de
comportement du matériau considéré en faisant apparaitre la niatridans le paragraphe
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(Lecture des donnée}

I

Boucle sur les pas de temps

l

Boucle d’eéquilibre

:

Nri+1l i+1  _ P+l
Mt+At 5Ut+At = Ft+At

:

AUifAt = AULLAt + 5UiilAt

l

test de Convergence ]

l oui

U;yar = U, + AUTY, et caleul deU, o et Uy o

l

t=t+ At

non

t<T

—

Fin

FIG. 1.12 — Algorithme principal de résolution sans contact
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suivant, nous verrons comment implanter différentes lois de comportement hyperélastiques
au sein du calcul d&;,,; et K;. Ces différentes lois nous seront utiles par la suite pour
étendre le champ d’application de notre code de calcul.

En ce qui concerne le dernier terme de la matrice tang&fteléfini dans/(1.71), nous
utilisons le développement apporté dens [ZT91]. Il aboutit a :

K= [ GT.L-GdQ, (1.72)

g __
Qo

ou G est défini dans 1.42 et ou :

SppId SipId Si31d
L= Sy Id  Sy31d | . (1.73)
Sym 833 Id

1.3.3 Prise en compte des non-linéarités matérielles

Les propriétés mécaniques des élastomeres et des caoutchoucs permettent d’atteindre des
déformations de 500 %, voir de 1000 % dans certains cas. Bien entendu, la loi de Hooke
ne permet pas d’aborder de tel comportement et il est nécessaire de développer des lois ma-
tériaux spécifiqgues. Dans ce paragraphe, nous aborderons le domaine des matériaux hyper-
élastiques. Pour cela, nous développerons en détail 'implantation des lois néo-Hookéenne,
de Mooney-Rivlin et de Blatz-Ko dans un code de calcul par éléments finis.

Les différents développements effectués au sein de ce paragraphe utilisent I'écriture ten-
sorielle des grandeurs physiques : tenseurs des contr8ietetes déformationk et tenseur
d’élasticitéD. Les résultats doivent ensuite étre mis sous forme matricielle a I'aide de (1.34)
et (1.35) pour étre conformes a I'écriture du probleme développé dans le paregraphe 1.3.2.

Nous nous limiterons au domaine des matériaux isotropes. Les différentes lois de com-
portement proposées dans la suite respectent les deux regles suivantes :

— principe d'objectivité : la loi de comportement est invariante pour tout changement de
repere,

— condition d’isotropie : le matériau a les mémes propriétés mécaniques dans toutes les
directions.

De plus, un milieu hyperélasticité est défini dans [Lai98, LVF99] par les trois conditions
suivantes :
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— il existe une configuration de référence a I'état naturel ou les contraintes sont nulles,

— les propriétés mécaniques du matériau sont décrites par une énergie libre spécifique,
fonction des déformations,

— le matériau ne dissipe pas d’énergie.

Pour ce type de matériau, il est donc possible de définir une densité d'énergie de défor-
mation1V fonction deE. Ainsi, la loi de comportement d'un matériau hyperélastique peut
étre écrite sous la forme d’une relation classique contrainte-déformation :

_OW(E)

S OE

(1.74)

Pour des raisons de calcul, il est souvent préférable d’effectuer la dérivation par rapport
au tenseur de Cauchy-Green droit. Nous obtenons alors :

oW (E)

=2
S 0C

(1.75)

En effet, 'hypothese d’isotropie du matériau permet d’écrire que le potdmtisé dépend
gue des trois invariants de :

W:I/V([l,[g,[g) ou [1 :tT(C),
I, = %(112 —tr(C?)), (1.76)
13 = d@t(C)

Les relations/(1.76) conduisent a :

S o 2 <8W<Il7[27[3)% aW([lu [27 [3)% aW([17[27I3> %)

—_— —_—F 1.77
o6 0C 0l 0C 0l 0C ( )

En utilisant les regles de calcul de I'algébre tensoriel ainsi que le théoreme de Caley-Hamilton,
NoOus pouvons écrire :

ol

— = Id 1.78
aC Y ( )
01,

50 = hld-C, (1.79)
ol; _1

7a = LeT (1.80)

Aprés réarrangement des différents termes de 1.76, nous obtenons :

4 L— |Id— —C+ ;—C™|. (1.81)

g_o[(W oW oW oW
7\, T on ol Ol
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Cette derniere écriture sera celle utilisée par la suite pour déterminer le tenseur des con-
traintes. Par la suite, il est nécessaire de déterminer le tenseur d’éldBtigiteentre en
jeu dans le calcul de la matrice de rigidi&, (1.68 -/1.71). Pour cela, il est nécessaire de
calculer la dérivée seconde du potentiélpar rapport & :

_ S _PW(EB) _ Wl I Iy)

T OE  OE2 0C2 (1.82)

Ainsi, la définition d’'une densité d’énergie élastidireet I'application des equations (1.81)

et (1.82) permettent d’'intégrer complétement une loi de comportement d’un matériau hyper-
élastique dans un code de calcul par éléments finis. Nous allons maintenant étudier les cas
particuliers de trois densités d’énergie parmi les plus utilisées dans les codes industriels.

1.3.3.1 Loi matériau de type Néo-Hookéen

Cette loi matériau est la plus simple a implanter et est applicable pour des taux de défor-
mation allant jusqu’a 20%-30% [ANS] . La densité d’énergie élastiduqui est proposée
pour cette loi ne fait pas intervenir I'invariaf :

WL o i) = S (0= 3) + (/T 1) (1.83)

Nous avons donc besoin de deux constantes pour caractériser un tel matériau :
— (G : le module de cisaillement du matériau,
— d : le parametre d'incompressibilité du matériau.

De maniere générale, le parametre d’'incompressibilité est lié au module de compressibi-
lité K par la relation :

K= (1.84)

2
7
En dérivant la densité d’énergle (1.83) par rapport aux trois invariants définis précédemment,
nous obtenons :

ow G . oW ow _1(VI;—1)
a2 oo " AT vh (-89)

En reportant ces résultats de (1.85) dans (1.81), nous obtenons la définition du tenseur des
contraintes d’'un matériau de type Néo-Hookéen :

S=GId+ 2\2]—3(\/1—3 —1)C. (1.86)
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D’apreés la définition (1.16) du tenseur des déformations de Green-Lagrange, nous pouvons
réécrire 1.86 sous la forme :

2J(J —

D (2E+1d)"' avec J=y/det(2E +1d). (1.87)

Nous cherchons maintenant la matrice d'élastiBitd'un matériau Néo-Hookéen :

482W(11, Iy, I3)

S(E)=GId+

b= aC?
- (VR oot VRVE- 1)
- 3(\/1_3<\/I_3 - %>C_1 ©C + VI(VI; - 1)0‘1@0‘1), (1.88)
ou :
(A2 B), = %(AikBﬂ +A;Bjr) et (A @ B);,, = AyBu. (1.89)

1.3.3.2 Loi matériau de type Mooney-Rivlin

Cette deuxieme loi matériau a été développée par Mooney [Moo40] afin de modéliser le
comportement des caoutchoucs. Pour cela, il a établi le postulat suivant :

— le matériau est incompressible et isotrope dans I'état non-déformé,
— larelation entre contraintes et déformations de cisaillement est linéaire.

Il propose ainsi le potentiel d’énergie élastique :
W(Ih IQ) = CLOl(Il — 3) + a10(12 — 3) (190)

Plus tard, Rivlin [Riv43] a développé, d’'un point de vue mathématique, un modeéle plus
large :
W [1, [2 az] Il — 3 3)j, (191)
=0 ,]:0
ou: ety varie de0 aoc etagy = 0. En ne considérant que les termes du premier ordre, nous
obtenons le modélé (1.90), d’ou le nom de Mooney-Rivlin.

Dans notre cas, nous utilisons une expression légerement différente qui fait intervenir les
trois invariants du tenselr. Ce modeéle nécessite I'utilisation de trois constantes : les deux
premieres définissent les caractéristiques mécaniques du matériau et la derniére contréle
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I'incompressibilité du matériau. Ce potentiel s’écrit sous la forme :

1
Wl Iz, I3) = api (11 — 3) + aio(l2 — 3) + §K([3 —1)% (1.92)

Comme pour la loi matériau précédente, nous calculons les dérivées partielles de ce nouveau
potentiel par rapport aux trois invariants I, et /5 :

oW oW ow

A © = t — = K(I3—1). 1.93
a1, ao1 oL, app € ol (I3 ) ( )

En reportant ces résultats dans I'équation (1.81), nous arrivons a I'expression du tenseur des
contraintesS :

S=2 (K[3 ([3 - 1) C_l + (6101 + alofl) I- G,loc) . (194)

Dans ce cas précis, nous n'aboutissons pas a une formulation d8 typ8(E) mais cela

n’est pas nécessaire au niveau de la programmation de la méthode des éléments finis. En ef-
fet, il est tout aussi simple de calculer les trois invariants a partir du tefisque de calculer

E al'aide deC.

Nous déterminons maintenant la matrice d’élastiBitn dérivant le tenseur des contraintes
par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit :

oS oW
D=222 =455 (1.95)
Il vient alors :
D = 4 (K[3(213 ~1)Cc g Cct
KL -1)C'E8C  rapl © I—apl@ I) (1.96)

1.3.3.3 Loi matériau de type Blatz-Ko

La loi matériau de Blatz-Ko |[BK62] est utilisée pour modéliser le comportement méca-
nigue de mousse élastomére ou de caoutchouc en polyuréthanne. Pour exemple, nous retrou-
vons ce type de matériau dans les sieges automobiles pour améliorer leur confort. Ce dernier
a un comportement compressible et le potentiel d’énergie de déformation proposé est :

W:%[%wﬁ—#. (1.97)
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Contrairement aux deux potentiels précédemment présentés, il n'y a pas de constante d’in-
compressibilité qui contrble le terme dépendant/gleEn dérivant le potentiel (1.97) par
rapport aux trois invariants du tenseur.

ow _, . W _G1 aw_g{_h 1]' 1.98)

R — ; - = e [ — i R

ol oL, 21 oL, 2| BTUL
Nous pouvons maintenant reporter ces résultats dans la formulation (1.81) du tenseur des
contraintess, nous obtenons :

S=GF! {\/1_31 - B*l} FT (1.99)
Le tenseur des contraint8speut également étre écrit en fonction du tendeur
S(E)=G{JRE+I)"' — 2E+1)?}. (1.100)

Nous pouvons maintenant déterminer le tenseur d’élaskicég dérivant la seconde formu-
lation deS par rapport & :

Diju = G{—-2J2E+1I);'(2E+ I)l;1 + JQ2E + 1), (2E + I);j1
+2[2E+1);/2E+1)>+ 2E+1),22E+1),;'] }. (1.101)

Remarque 1 :L'utilisation de cette loi de comportement hyperélastique peut entrainer, dans
certains cas, des difficultés d’ordre numérique. En effet, il arrive que la condition de préser-
vation de 'orientation ne soit pas respectée ce qui entraine la divergence de l'algorithme de
résolution de Newton-Raphsaon [PL0O1, Pey03].

Remarqgue 2 :Notons également que I'utilisation de cette loi matériau pour la simulation de
problemes de contact en statique a fait I'objet de plusieurs travaux dans le cadre du dévelop-
pement de la méthode du bi-potentiel [FPL03, Pey04].

1.3.4 Calcul de I'énergie totale du systeme

Nous verrons dans la suite de ce mémoire que le contréle de I'énergie totale du systéme
meécanique joue un rdle important pour assurer la convergence d’'un calcul d'impact ou de
choc. Nous présentons ici les éléments nécessaires au calcul de I'énergie cinétique, de I'éner-
gie élastique et de I'énergie du systeme.
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1.3.4.1 Energie cinétique

Par définition, I'énergie cinétique d’'un milieu contifus’exprime sous la forme d’'une
intégrale :

2
Qo

E.(B) = / 1paT(X)-a(X) dSQ. (1.102)

Apres discrétisation spatiale ep éléments finis, utilisons l'interpolation nodale du vecteur
vitesse sur chaque élément :

u(X) = N(X) - o, (1.103)

(a)" - M- ac. (1.104)

L'énergie cinétique peut aussi étre calculée au niveau global par :

1. .
E. = 3 U’ M- U. (1.105)

1.3.4.2 Energie élastique de déformation

L'énergie élastique du solide (discrétiséren éléments finis) est obtenue par la relation
suivante :

Nel

Ee(zs'):/Q wdae=>" [ wadQ.

€
e=1 Q0

Nous devons donc effectuer une somme sur I'ensemble des éléments de I'énergie potentielle
de déformation définie dans (1.3.3).
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1.3.4.3 Energie totale

Finalement, I'énergie totale du systeme correspond a:
Ey(B) = E.(B) + E.(B). (1.106)

Les cas traités dans la suite sont, pour la plupart, des problemes de type Neumann homogéne,
caractérisés par aucun déplacement imposé sur la frontiére et aucun chargement extérieur. En
outre, si le contact est considéré sans frottement, I'énergie totale doit étre conservée. Ainsi,
nous disposons d’'un élément fiable pour vérifier avec précision la validité de la méthode
développée.

1.3.5 Technigues de programmation utilisées

Nous allons maintenant aborder de maniere breve la programmation proprement dite de
la méthode des éléments finis développée jusqu’ici. Nous abordons ce sujet dans le seul but
de définir le plus précisément possible les outils que nous avons utilisés.

1.3.5.1 Langage de programmation

Pour nos travaux, nous utilisons le langage de programmation C++ qui a I'avantage par
rapport au FORTRAN de permettre la création de classes d’objets vecteur et matrice. Ces
derniéres, combinées avec la possibilité de surcharger les opérateurs, améliorent considéra-
blement 'agrément de programmation et la lisibilité du code source [FC02].

1.3.5.2 Condition aux limites surl’,,

Nous avons vu dans la premiere partie de ce chapitre que les conditions aux limites de
type Neumann sont intégrées au systeme a résoudre au moment de l'intégration par parties
menant a la formulation faible de I'équation d’équilibre. Ce n’est pas le cas des conditions
aux limites de type Dirichlet (sur,) qui nécessitent un traitement spécial.

Dans notre cas, nous avons choisi d'utiliser la méthode de suppression des équations. En
effet, cette derniére présente I'avantage de réduire la taille du systeme a résoudre en éliminant
les équations des degrés de liberté imposés. De plus, elle ne nécessite pas l'introduction
de paramétre de raideur (méthode du terme diagonal dominant) défini par I'utilisateur. Ce
dernier constitue toujours un point sensible pour la stabilité de la méthode lorsqu’il intervient
dans un probleme de dynamique.
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1.3.5.3 Stockage des matrices

Les matrices globales étant susceptibles d’atteindre des tailles considérables pour des ap-
plications industrielles, nous apportons une attention particuliére a I'optimisation de leur uti-
lisation. En effet, bien que de grande dimension, ces matrices sont essentiellement remplies
de zéros et un bon maillage consiste, entre autre, a faire en sorte de regrouper les données
utiles autour de la diagonale. Ainsi, il est possible de ne stocker que les quantités utiles a la
résolution du systéme via la méthode de stockage « ligne de ciel » présentée dars [DT84].
Cette technique est utilisée dans nos travaux.

1.3.5.4 Meéthode de résolution du systéme global

Pour la résolution du systéme global a chaque itération d’équilibre, nous avons choisi
d’utiliser la méthode d’élimination de Gauss. Cette derniere, bien connue, consiste a trans-
former le systéme d’équations en un systeme triangulaire puis a résoudre le nouveau systeme
en partant de la derniére équation.

1.4 Conclusions

Tout au long de ce premier chapitre, nous avons présenté les différents concepts de la
méthode des éléments finis appliquée a la mécanique des milieux continus qui seront utilisés
par la suite. Nous avons ainsi détaillé les méthodes numériques ainsi que les techniques de
programmation utilisées au sein de notre code de calcul. Les développements qui ont été
effectués constituent une base solide pour I'utilisation de la méthode des éléments finis dans
le cadre des grandes perturbations : description lagrangienne totale, linéarisation des forces
internes et lois de comportements hyperélastiques. Ce socle doit permettre de comprendre
les développements apportés dans la suite pour I'analyse des problemes de I'impact et du
choc.
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Chapitre 2

Résolution du probleme de contact avec
frottement

2.1 Introduction

Dans ce nouveau chapitre, nous allons introduire la résolution du probleme du contact

dans la méthode des éléments finis. Pour cela, nous procéderons comme suit :

— dans la premiére partie, nous effectuerons un rappel des notions de cinématique du
contact,

— dans la deuxiéme partie, nous proposerons une revue des différentes méthodes qui sont
le plus souvent utilisées pour intégrer la résolution du probléeme du contact dans la
méthode des éléments finis,

— dans la derniere partie, nous présenterons en détail la méthode de résolution utili-
sée dans notre travail et que nous appelons de maniére générale « méthode du bi-
potentiel » (bi-potentiel de contact, résolution globale et locale, détection de contact
)

Dans ce chapitre, nous conservons le cadre de travail défini précédemment : hypothese des
grandes perturbations et systeme de notation.

2.2 Cinématique du contact

Dans ce paragraphe, nous introduisons les notions nécessaires a I'introduction du pro-
bleme du contact dans la formulation d’'un probleme de mécanique. Pour une question de
clarté, nous nous plagons dans la situation dans laquelle deux corps seulement peuvent en-
trer en contact. La formulation de problémes mettant en jeu un plus grand nombre de solides
se fait par simple extension de la démarche présentée dans la suite.
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2.2.1 Notations

SoientB! et B2, deux corps déformables (figure 2.1) occupant, a l'instant initial, les en-
sembles fermé®” ¢ R3(a = 1, 2). Par extension de ce qui avait été proposé dans le chapitre
précédent, la frontier@* de chacun des deux corps est partitionnée en trois. Venant s’ajou-
ter al'® etT'?, nous définissonE® qui est la zone potentielle de contact sur laquBfiest
B? peuvent éventuellement venir en contact a un instai@ette nouvelle décomposition de
la frontiere de chacun des deux solides doit vérifier :

0* =T*Ureure,
0=T>NT®=T*NT*=T"UT?. (2.1)

Pi.

X1

FIG. 2.1 — Cinématique du contact

Dans la suite, nous désignero8s comme étant I'impacteur €8> comme étant I'obs-
tacle. Ce choix est tout a fait arbitraire et la situation inverse est strictement équivalente pour
la formulation continue du probleme.

Les deux solides sont en contact a l'instansi les éléments de frontiéres, (') et
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¢:.(I'?) ont une partie commune. Ce que I'on peut traduire par :

Il existe alors au moins un couple de poifi}, X2) tel que :
01 (Xp) = ¢1.(X5) XpeT; et X5 et (2.3)

En ce point commun aux deux frontiéres, nous pouvons définir une normale commune a
¢ (T) ete;, (I'?), notén. Nous choisissons de dirigervers I'extérieur de I'obstacle/®?

dans notre cas). Nous construisons également letptaft,, t;), orthogonal &. Ce dernier

est donc tangent @ (T'}) ety (I'?) enx; = ¢, (X{) = ¢..(X]) et permet de définir le
repere local du contad®®. = (t;,t2,n) enx; (figure/2.2). Notons qu’en toute rigueur, le
repereR?, et 'ensemble de ses composantes sont fonctionsetedex; mais que par soucis

de lisibilité nous omettons de faire apparaitre cette dépendance.

n
—1
‘P%C(Qo)
-
¢ (T2) I
c'/ -
7 (I2) X, \
9 /=2
X3 SDtC(Qo)
X1 O X2

FIG. 2.2 — Repeére local du contact

Afin de décrire le contact frottant qui a lieu, nous introduisons la notion de déplacement
relatif par rapport &2 définie par :

u(xy, ) = u;, (Xp) — g, (X5), (2.4)

ouuy, (X}) etu,, (X2) sont les déplacements &, et X2 définis dans (1.5).

Soitr(x{ ) la force de contact exercée g parB' sur3*. Le principe d’action-réaction
nous permet d'écrire que le solid® subit la réaction de contaetr(x; ). Dans le repére
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local du contactu, etr peuvent étre décomposés de maniere unique sous la forme :
u=u; + u,n, u; € t, u, € R, (2.5)

r=r;+nr,n, r; €t, r € R. (2.6)

2.2.2 Contact unilatéral

Considérons une configuration connjedes deux solides (avece I) pour laquelle il
n'y a pas de contact (figure 2.3).

@ (T7)

B 4
to
¢ —
P} (T2) X b
2 2
X3 P (QO)
Xl O X2

FIG. 2.3 — Définition du probleme

Lors de la détermination de la configuration »;, nous devons nous assurer pour chaque
élémentx,, », dep.. a:(I't) que la loi de contact unilatéral est bien vérifiée. Cette derniere
concerne uniguement la partie normale de la force de réaction (la partie tangentielle faisant
I'objet de la loi de frottement). Dans le repere local du confact= (t;,ts,n), la loi de
contact unilatéral se présente sous la forme de trois inégalités (appelées conditions de Signo-
rini) :

1. condition de non-pénétration :elle permet de s’assurer qu’aucune particul@tiae
pénétre dans le solidg’.

1 . 1 2
Q(Xt+At> =, mm. (Xt+At - Xt+At> -n| > 0. (2.7)
xt+Ate(pi+Ai(Fc)

La fonctiong renvoie donc, pour tout point d& ., (T} ), la distance qui le sépare du
point le plus proche de;, :(I'?) affectée d'un signe indiquant s'il y pénétration ou
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pas. Nous noterore’ le point deyp;, o:(I'?) qui vérifie :

Q(X;At) = (X%er - §?+At) 1. (2.8)

En pratique, ce point résulte de la projection orthogonale/de, sur la surface de
contactp; y a(T),

2. condition de non-adhésion cette seconde condition traduit le fait que la réaction de
contact exercée pas? sur B! est dirigée vers I'extérieur dB* et a donc pour effet
de repousseB!. Avec la convention d’orientation adoptée payrle non-adhérence
s’écrit :

Tn (Xzfl+At) >0, (2.9)

3. condition complémentaire :cette derniére condition assure qu'’il ne peut y avoir une
force de réaction entr8' et 3% que s'il y a contact :

9(X§+At> ) Tn(X%JrAt) =0. (2.10)

Sur la figure 2.4, nous percevons déja la difficulté que représente la résolution du contact
dans un calcul par éléements finis. En effet, la loi de contact n’est pas réguliere dans le sens
ou elle n’est pas définie par une fonction bi-univoque : il n’est pas possible de définir une
fonction f telle quer,, = f(g) pas plus qu’une autre fonctiofi telle queg = f'(r,,).

|

contact

Y

non-contact —g

FiG. 2.4 — Loi de contact unilatéral

Notonsgy la distance initiale entrX; etii :

do(X)) = (Xt —X3)-n>0. (2.11)
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Les conditions de Signorini peuvent alors étre réécrites sous la forme :
Go+u,>0 ., 1n>0 ., (go+u) 1=0 sur (). (2.12)

Considérons maintenant le cas de deux solides initialement en contact sur une pBrtie de
Sur cette partie dE., les conditions de Signorini se réduisent a :

up, >0 , >0 , u,-1r=0 sur - @gar(Th). (2.13)

Ainsi, pour toutt € I = [#o,t,], les surfaces potentielles de contggfl'?)(a = 1,2)
peuvent étre découpées en deux parties distingggd™?)* sur laquelle les deux corps sont
effectivement en contactet(I'¢)~ pour laquelle il N’y a pas, a ce moment précis, de contact.
Nous avons donc :

0i(T2) = @) T U@(T2)™ et o (T2)" Ny (I'e)™ = 0. (2.14)

L'équation (2.13) traduit le fait que lorsque les deux solides sont en contact, seule une sépa-
ration est autorisée. Elle ne permet pas d’exprimer la mise en contact de nouvelles zones.

Dans le contexte de la dynamique, comme c’est le cas pour les problemes d’'impact, il est
possible d’exprimer les conditions de Signorini en terme de vitesse :

U, >0 , rn>0 , a,7, =0 sur  @y(T9)*. (2.15)

Lorsquei, > 0, les deux solides se séparent alors qu’ils restent en contactipor0.
Il est important de noter que cette derniere formulation n’est valable que si les deux solides
sont initialement en contact.

2.2.3 Loi de frottement - modeéele de Coulomb

Il est maintenant nécessaire de définir la loi qui permettra, lors des calculs, de détermi-
ner la partie tangentielle des réactions de contact. Dans ce travail, nous ne considérons que
les cas de frottement sec. En effet, le probleme de frottement lubrifié fait intervenir un troi-
siéme corps, en I'occurrence un liquide, entre les deux solides et sort de notre domaine de
recherche.

Dans cette loi de frottement, la force tangentielle appliquée au solide en contact doit dé-
passer un certain seuil pour qu’un glissement se produise. Le seuil a dépasser pour obtenir
un glissement relatif entre les deux solides en contact est une constante, fixée a priori et qui
dépend des matériaux présents aux surfaces. Afin de refléter ce qu’il a observé par expéri-
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mentation, Coulomb a imposé une dépendance du seuil de glissement vis a vis de la réaction
normale. Ainsi, la loi de frottement de Coulomb s’écrit :

Si||r¢|| < pr, alors 1w, =0,
Iy (2.16)

Si||ry]| = pr, alors 3IA >0 telque b, = —)\H i
ry

Comme les conditions de Signorini pour le contact unilatéral, le modéle de Coulomb défi-
nissant le frottement constitue une difficulté majeure pour la résolution. La aussi, la relation
entre la force tangentielle et le glissement relatif n’est pas définie par une fonction réguliére
comme le montre la figure 2.5.

A Iy .
glissement
KTy
adhérence
n — U
glissement Hin

Fic. 2.5 — Loi de frottement de Coulomb

En couplant cette loi avec les conditions de Signorini, nous pouvons définir 'ensemble
fermé et convexd , des forces de réactions admissibles par :

K,={reR’ telque|r, —pur, <0}. (2.17)

La représentation graphique de I'ensemklg (appelé cone de Coulomb) est proposée sur
la figure 2.6. Nous y retrouvons les trois statuts de contact possibles : non-contact, contact
sans glissement et contact avec glissement.
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A7y,

adhérence

glissement

Y

non-contact Ty,

Fic. 2.6 — Cbne de Coulomb

Il est possible de différencier le coefficient de frottement qui s’applique lors de la phase
de glissement de celui qui sert de seuil lors de la phase d’adhérence. On parle alors de coeffi-
cient d’adhérence et de coefficient de frottement. En effet, les expérimentations montrent que
la force nécessaire pour maintenir un glissement relatif entre deux solides est généralement
plus faible que la « force seuil » qui a été nécessaire pour le provoquer. Dans notre travail, ce
phénomene ne sera pas pris en compte bien qu'il ne présente pas de difficulté d'implantation
majeure.

Certaines études récentes explorent le théme des lois de frottement anisotropes afin de
prendre en compte une éventuelle direction de glissement préférentielle [HC93, MS94, AH95,
HESMO04, FHSMOG5]. Ce phénoméne peut intervenir, par exemple, lorsque I'on étudie le glis-
sement relatif entre deux plagues obtenues par laminage.

Par ailleurs, la loi de Coulomb ne constitue pas la seule alternative pour introduire le
phénomeéne du frottement. La tribologie est la science qui vise a étudier ce phénomeéne mé-
canique et de nombreux modeles peuvent étre adaptés selon le cas étudié. Dans certains
travaux s’inspirant du domaine de I'élastoplasticité, nous trouvons de nouveaux modeles de
frottement qui permettent un mouvement relatif réversible des surfaces de contact. Ce type
de loi prend en compte les déformations élastiques, au niveau microscopique, des aspérités
de chacune des surfaces de contact [Cur84, Wri02].
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2.2.4 Loi de contact avec frottement

Nous considérons a présent la loi de frottement de Coulomb présentée précédemment que
nous allons coupler avec les conditions de Signorini afin d’obtenir une loi de contact avec
frottement complete. Cette loi fera intervenir les trois statuts de contact possibles : I'absence
de contact, I'adhérence et le glissement. La nature non-biunivoque et fortement non-linéaire
de la loi qui en découle assure aux problemes d'impact une place parmi les problemes de
mécanique les plus délicats a traiter.

Une maniéere élégante de mettre en avant les différents statuts de contact consiste a écrire
la loi compléte de contact avec frottement sous la forme d’'une double boucle de$ype «
alors ... sinor» (figure 2.7).

non-contact ,, > 0

rec K, oul adhérenced, = 0etu, =0 Fin

non

— oui .
redK, glissement {un > 0etd\ > 0telque — 1, = )\”r—tH}
ry

FiG. 2.7 — Loi de contact avec frottement

ol K, et 9K, sont respectivement l'intérieur et le bord du domaine des réactions de
contact admissiblef .

La loi que nous venons de présenter permet de déterminer la vitesse nelatisque I'on
connait la force de réactian La loi de contact inverség. la relationr(—u) peut également
étre mise sous la forme d’une double boucle (figure 2.8).
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[ U, >0 oul non-contactr =0

oui

adhérencer € K, Fin

'SR
c.
I
=)
J
Y

. oui . —0
( ucT -0 glissement {un > 0etry = ury, H u.t H }

FiG. 2.8 — Loi inverse de contact avec frottement

2.2.5 Bi-potentiel de contact et lagrangien augmenté

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que pour chaque nceud de contact, la déter-
mination des réactions de contact consiste en la recherche d’un ¢avipjequi, d’'une part,
est solution de I'équation du mouvement et qui, d’autre part, vérifie 'équation de contact
avec frottement.

Dans un premier temps, la démarche consiste a réécrire les équations de contact sous une
forme subdifférentielle strictement équivalente a celle proposée au premier chapitre. Ainsi,
de Sacxé et Feng [SF91, SFF98] ont montré que le cquiphe) satisfait la loi de contact avec
frottement si et seulement s'il satisfait la loi suivante :

— (T + (i, + pl[i|) m) € aUr (2.18)

ou U r est la « fonction indicatrice » de I'ensemble convexe fefmeet est définie par :
KH

) = { 0 sirek, (2.19)

. +oo  sinon

D’aprés la définition de l'inclusion différentielle utilisée dans [SF91], I'équation (2.18) si-
gnifie :

Vr € K,, Ur —Ur> (0 + (tn + pfj|)m) - (r —r). (2.20)
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Nous définissons le bi-potentiel de contact :

be(—t,1) = J(—im) + | J@@) + pra] — || avec R_ =] - o0,0]. (2.21)

R_

Cela va nous permettre de transformer le probleme de contact en un probléme de minimi-
sation puisque de Saxcé et Feng ont montré que I'extremubn @érifie la loi de contact
(2.18). Ainsi, il va maintenant étre possible de mettre en ceuvre les techniques de minimi-
sation classiques. En particulier, il sera tres intéressant de se tourner vers la méthode du
lagrangien augmenté. Sachant que> 0 etr € K, la méthode du lagrangien augmenté
aboutie a:

’

Vr € K, ou(r, — )| + (r/ —(r—ou))-(r —r)>0. (2.22)

Le paramétre de résolution de la méthaddoit étre strictement positif et choisi de ma-
niere a assurer la convergence du calcul. Dans notre cas (recherche de I'extreiyym de
I'expérience accumulée montre que choisir la valeur maximum de la diagonale de la matrice
de rigidité de contact comme valeur dest tout a fait approprié.

En considérant les décompositions (2.5) et (2.6), I'équation (2.22) peut étre réécrite sous
la forme plus compacte :

Vr €K, (r—1")-(r—1)>0, (2.23)
ou le symbola* représente la surface de « traction » augmentée définie par :

r* =1 — o(W + (U, + pfjo|)n). (2.24)
Linegalité (2.24) signifie que est la projection orthogonale e sur K, :

r = proj(r*, K,). (2.25)

Pour la résolution numérique de I'équation implicite (2.25), nous utilisons ici I'algorithme
d’Uzawa. Ce choix mene a un processus itératif comprenant une étape de prédiction-correction :

{ Prédictionr™ = r — o(W, + (i, + p|t|)) n), (2.26)

Correctionr = proj(r*, K,).

Sur la figure 2.9, nous représentons la phase de correction ain&iglecone dual dé,.
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adhérence

glissement

B non contac

-~ %

Ky

FIG. 2.9 — Représentation graphique de la phase de correction

La phase de correction permet de ramener la réaction de contact préslitele cone de
Coulomb de la maniére suivante :

— sir* C K}, alors il y a non-contact et= 0,

— sinon, sir* C K, alors il y a adhérence et= r*,

— sinonr* C (R3 — KNUK;), il y a glissement et est le résultat de la projection
orthogonale de* surK,.

Sur la figure 2.10, nous représentons cette phase de correction sous la forme d’une nouvelle
double boucle. De plus, nous y rapportons I'expression analytique de la projection orthogo-
nale der* surK, pour le cas oi* C (R* — K, |JK},).
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plretll < —ry

l non
oui

e < pr? ————| adhérencer =r* —(  Fin

i non

glissement r = r* —

out non-contactr = 0

(e —w“ii)( ry
" +un)
(T4 p2) Mgl

FIG. 2.10 — Algorithme de correction

2.3 Methode de résolution du contact dans un calcul par
éléements finis

2.3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'intégration des équations du contact a la for-
mulation de notre probléme. A ce jour, les méthodes couramment utilisées conjointement &
la méthode des éléments finis sont :

— la méthode des multiplicateurs de Lagrange : dans cette méthode, les contraintes liées
au contact unilatéral et au frottement sont introduites dans la formulation par le biais
d’'inconnues supplémentaires (les multiplicateurs de Lagrange). Cette méthode permet
de vérifier exactement les conditions de contact mais elle a le désavantage d’augmenter
la taille du systéme a résoudre. Nous trouvons quelques exemples d'utilisation de cette
méthode dans [HTS/6,/BN91, CTM91, PJ98, SP98],

— la méthode de pénalisation : dans cette autre méthode, la loi de contact unilatéral ainsi
que la loi de frottement sont régularisées par I'intermédiaire de deux coefficients de
pénalité [CT71, TY73, KSE1, CB86, Par89]. Cette méthode a pour principal avantage
sa simplicité d’'implantation. Cependant, il faut souligner que cette méthode ne permet
pas de vérifier avec exactitude les conditions de contact. L'importance de la pénétration
autorisée dépend du choix (difficile) des coefficients de pénalité [Hun92] qui n’ont pas
de signification physique et qui doivent étre déterminés pour chaque cas étudié,

— la méthode du lagrangien augmenté : dans cette derniere méthode, les déplacements



50 Chapitre 2 :Résolution du probléme de contact avec frottement

et les réactions de contact sont déterminés simultanément [AC91, SL92/ SF91, Kla92,
SF98/ CKPSN98]. Cette méthode présente I'avantage de fournir un résultat qui vérifie

exactement les conditions de contact. De plus, le paramétre utilisé dans la méthode
n'influe pas sur la précision du résultat mais seulement sur la vitesse de convergence
de l'algorithme.

2.3.2 La méthode de condensation

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les équations de base qui entrent en jeu
dans un calcul par éléments finis d’un probleme d’'impact. Pour les différentes méthodes de
résolutions brievement présentées, les équations de contact sont directement intégrées dans
la formulation continue de I'équation d’équilibre selon une technique qui est propre a cha-
cune d’entre elles. Dans notre travail, nous avons choisi de suivre une autre voie, celle de
la méthode mixte, qui a été développée par Francavilla et Zienkiewicz [FZ75] pour les pro-
blemes de contact sans frottement puis par Sachetesdadans [SR81, SRR81]. Dans cette
méthode, les forces de contact sont ajoutées a la formulation discrétisée du probléme sans
contact comme une seconde forme d’efforts extérieurs, inconnues a priori. Dans un premier
temps, nous allons présenter les différents développements qui permettent d’aboutir a la for-
mulation de cette méthode. Dans un second temps, nous présenterons le concept original
de bi-potentiel de contact, proposé par de Saxcé et Feng [SF91, SF98], qui permet de ré-
soudre efficacement les équations du contact avec frottement. Dans la suite, nous conservons
le formalisme utilisé dans le chapitre précédent. Nous nous placons donc dans le cas d’'un
probléeme de dynamique dans lequel deux solides sont susceptibles d’entrer en contact. Nous
considérons toujours le cadre des grandes perturbations (déplacements et déformations).

Comme nous venons de I'énoncer en introduction, I'idée centrale de cette méthode est
d’intégrer les efforts de contact directement dans la formulation matricielle du probléme.
Nous définissons donc le vecteg.(U) des forces de contact qui est inconnu du nouveau
systeme :

MU?&fAt + CUiilAt = (Fint)iJrAt + (KT)iJrAt 6Uij—-1At - (Femt)tJrAt + (Rc(U))ifAta

AUiFAt = AULLAt + 5U111At-
(2.27)

De la méme maniere que pour les problemes sans contact, l'utilisation d’'un schéma d’inté-
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gration adéquate fournit le nouveau systeme :

M iilAt 5Uij—-1At =F iilAt + (RC(U))iilAh
(2.28)
AUiilAt = AUiJrAt + 5U111At‘

Il est important de noter que I'équation (2.28) est fortement non-linéaire par rapport aux
déplacements nodadX. D’une part, le vecteur des réactions de conRactdépend des dé-
placements de la structure qui détermine a la fois la surface de contact mais aussi la nature
et l'intensité de la réaction. D’autre part, lorsque le matériau étudié a un comportement non-
linéaire (hyper-élasticité, plasticité, ...), le terme des forces internes dépend lui aussi des
déplacements.

Comme le montre la figure 2.11, I'algorithme principal de résolution du probleme intégre
maintenant le vecteur global des réactions de contact. Il n’est cependant pas possible de ré-
soudre directement les équations sous cette formé&léaat R.. sont tous les deux inconnus.

La méthode mixte consiste a déterminer, dans un premier temps, les efforts de contact par la
méthode des forces. Dans un second temps, les déplacements sont calculés de maniére clas-
sigue (méthode des déplacements) en considérant les efforts de réactions comme des forces
extérieures connues. Ainsi, le probleme est en quelque sorte découplé et sa résolution devient
possible. Le champ de déplacement doit vérifier les conditions aux limités, sida loi de

contact avec frottement adoptée.

Afin de déterminer les réactions de contact, nous effectuons une décomposition du vecteur
incrément des déplacements nodalix Ainsi, il est la somme de I'incrément de déplace-
ment di aux chargements externes et aux forces internes et de I'incrément de déplacement
dd aux réactions de contact. Le premier terme, correspondant au déplacement subi par la
structure en I'absence de contact, sera appelé déplacement libre éfthgtd_e second
terme, engendré par les réactions de contact serayhtéNous avons alors :

U, - (BEih)F i+ (1) RO
(2.29)
= (5Ulib) fear T (5Uc) iilﬁt'

La figure/2.12 montre que la résolution du systéme (2.28) est alors décomposée en deux
étapes. La premiere étape consiste a déterminer le vecteur des déplacemenitjijpies
maniére classique. Dans la seconde étape, nous calcillgngui est la partie du déplace-

ment engendrée par le contact.
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(Lecture des donnée)s

!

Boucle sur les pas de temsz

l

Détection du contact

l

Boucle d’équilibre ]

:

MiTa 0U A = Fifa + (Re(U))i

t+dt

AUifAt = AU%JrAt + 5Uij—-1At

l

test de convergence ]

loui

U;ya = U, + AU, et caleul deU, o, €t Uy o

:

t=t+ At

non

t<T

N

Fin

FIG. 2.11 — Algorithme principal de résolution avec contact
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(Lecture des donnée}

!

Boucle sur les pas de temps]

l

Détection du contact

l

Boucle d’equilibre j

l

i+l i+1  _ i+l
Mt+At 5(Ulz‘b)t+At - Ft+At

l
Calcul de(R.(U))ith,
l

(M)~ (R(U))EL, = 0(UL))itL,

5Uiilm = 5(Ulib)iilAt + 5(Uc)§ilm
AUifAt = AUi N 5U§fm

¢

test de convergence

o

Ut+At - Ut + AUﬂ__lAt et CalCUl dé[jt+At et Ut—l—At

l

t<T t=t+ At ]

non

—

Fin

FIG. 2.12 — Algorithme de résolution global avec une méthode de condensation
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2.3.3 Calcul des(U,)i ),

La résolution du probleme du contact revient maintenant a déterminer la partie des dépla-
cements qui est dlie aux réactions de conta¢ts,.);t,. Afin d’alléger les notations et de
pouvoir faire apparaitre les nouveaux indices relatifs a cette résolution, nous omettrons dans
la suite les notations relatives au pas de temps ainsi que ceux relatifs a la boucle itérative de
Newton-Raphson. Nous définissaNs comme étant le nombre de nceuds de contact poten-
tiels de I'impacteur B! dans notre cas). Le probléme du contact se traitant dans le repére
local du contact?® de chaque noeud de contagt£ 1, V.), nous définissons également la
matrice de changement de repé&fe telle que :

RS = Hr* et du’ = (H*)T5U?, (2.30)
oUR? etdU* sont les vecteurs extraits @&. et U, relativement au nceud de contagt
En reportant (2.39) dans (2/29), nous faisons apparaitre la matrice de fleX¥itité
Ju. = (HM'H")r = Wr. (2.31)

Pour chaque point de contact et connaissapt, nous cherchons donc a déterminay qui
est lié adR.. par la loi de contact et la loi de frottement. Définissons tout d’abord le vecteur
u® tel que :

0% = ul, +u® + gy avec gi = (0,0,g5)". (2.32)

Le probléme local du contact peut se mettre sous la forme :

Trouver x telque f(x) =0, (2.33)
avec :
X1 Lo
x=9 et xa—{ 3 } (2.34)
uOé
L XV
[ fi(x) X
. 0% — 3 Wapr? —ujj, — g
f(x) = : et fu(x) = 61 . (2.39)
fr. (X) r® — Projg  (r*®)

Pour résoudre ce systeme d’équations, nous utilisons la méthode de Gauss-Seidel pour la
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résolution de systémes non-linéaire [JAJ98]. Le principe de cet algorithme est de décomposer
le systéme global a résoudiexX N. équations) enV, systémes locaux deéquations. Pour

cela, nous traitons chaque point de confatien supposant les réactions de contact connues
sur 'ensemble des autres points de contact.

~a Waa a _ ~af
f.x) =4 " T =0, (2.36)
re — PI“OJKM(I'*O[)

avec
Ne

0l = > Waer” +ufy, + g5 (2.37)
B=1,pa

u*? représente le déplacement de la partidetecausé par les réactions de contact sur I'en-
semble des autres nceuds de confdt(3 = 1, N, et 3 # a).

La procédure itérative est effectuée sur les points de coftagin = 1, N,.) jusqu’a
convergence de la solution. Le critére de convergence porte sur la norme du vecteur des
réactions de contact :

-+ — )]

e S (2.38)

2.4 Deétection du contact

Une des étapes les plus importantes dans le traitement des problémes d’impact par la mé-
thode des éléments finis consiste a détecter les zones de contact actives. Cette opération est
effectuée en début de chaque pas de temps et son colt en temps de calcul peut étre considé-
rable. Il s’agit non seulement de définir les nceuds potentiels de contact qui sont actifs mais
aussi de déterminer I'ensemble des données nécessaires au fonctionnement de I'algorithme
de résolution proposé précédemment.

L'objectif du travail présenté ici ne portant pas sur I'optimisation de cette phase de détec-
tion, le code de calcul développé utilise un algorithme trés simple a programmer mais pas
optimisé. Toutefois, il est tout a fait suffisant pour les différents cas étudiés dans la suite pour
lesquels le nombre de nceuds de contact est relativement faible.

Nous allons développer dans ce paragraphe I'ensemble de cet algorithme de détection et
les différentes données nécessaires a son utilisation.
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2.4.1 Définition de I'objet « zones de contact » :

Pour tout probleme d’'impact, nous définissons dans le fichier de données source une liste
de zones potentielles de contact. La figure 2.13 montre quels sont les éléments constitutifs de
chacune de ces zones de contact. Cette facon de déclarer au préalable les zones potentielles
de contact a un désavantage : il faut avoir une idée assez précise de ce qui va se passer au
cours de la simulation. Dans le cas contraire, il est nécessaire de déclarer toutes les zones de
contact possibles.

Zone de contact

—»| Liste des nceuds de contact « impacteurs »

= | Liste des éléments cibles

——»| Coefficient de frottemeni

L= | Distance d'alerte

FIG. 2.13 — Composantes d’'une zone de contact

Nous détaillons sur la figure 2.14 les données qui sont liées a chacun des nceuds de contact.
Tous ces champs doivent étre déterminés par I'algorithme de détection au début du pas de
temps.La distance d’alerte définie pour chaque zone de contact permet de limiter le nombre
de noeuds de contact sur chaque pas de temps. Elle permet en effet d’exclure du d&lcul de
tous les nceuds potentiels de contact déclarés qui sont suffisamment éloignés de leur obstacle
au début du pas de temps. Un nceud qui se trouve dans la zone d’alerte au moment de la
détection est alors considéré actif. Cette opération permet de réduire la taille du systéme
(2.33) en diminuant la valeur dg..
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Nceud de contact®

» | status : actit= (Ooul)

——»| valeur deg® (gap)

——»| élément cible le plus proche

——»| coordonnéesg dex

| matrice de changement de repéfe

FIG. 2.14 — Composantes d’'un nceud de contact

La figure' 2.15 montre le type de configuration pour laquelle la distance d’alerte entre
en jeu. Alors que I'impacteur comporfé. noeuds de contact, la résolution se fera avec les
guatre nceuds actifs uniquement. Le choix de la distance d’alerte qui définit la taille de la
zone d’alerte doit étre fait avec beaucoup de précautions. Il dépend a la fois de la vitesse
relative entre I'impacteur et I'obstacle mais aussi de la valeur du pas de temps. Il faut que
cette zone soit suffisamment petite pour étre efficace mais suffisamment grande pour qu'un
noeud de contact ne puisse pas la traverser entierement en un seul pas de temps.

Impacteur

Actif =0

e

Actif=1 distance d’alert

Obstacle

FiG. 2.15 — Utilisation d’'une zone d’alerte

Par ailleurs, la désignation de I'impacteur et de I'obstacle peut avoir son importance dans
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le cadre des géométries discrétisées utilisées dans la méthode des éléments finis. En effet,
dans le cas de la figure 2/16, si le solifeest désigné comme impacteur, I'algorithme de
détection de contact renseignera que le noeud X est a l'intérigir.d2ans le cas contraire,

ou B? est désigné comme étant I'impacteur, I'algorithme ne détecte aucun nodidale
I'intérieur de B! et renseigne qu’il 'y a pas de contact. Cette difficulté peut aisément étre
traitée en effectuant deux passages de I'algorithme de détection de contact et en inversant
les réles des deux solides entre les deux passages. Toutefois, il est bon de noter gu’il est
préférable de choisir I'objet ayant la surface la plus réguliére comme obstacle.

Bl

BQ

FiG. 2.16 — Erreur de détection du contact

Comme nous l'avons déja énoncé précédemment, nous traitons le contact a I'aide d’une
méthode nceud-contre-segment en 2D et nceuds-contre-facette en 3D.

Il existe plusieurs autres traitements du contact. En particulier, il est possible (et avan-
tageux) d’adopter un formalisme de type nceud-contre-nceud sous I'hypothese des petites
perturbations. D’autre part, I'utilisation d’'une méthode segment-contre-segment en 2D et
segment-contre-facette en 3D permet d’éviter I'utilisation d’un algorithme a double passage
pour traiter le probleme défini sur la figure 2.16 [PL0O4].

Une autre forme tres intéressante de déclaration de zone de contact est celle qui est adop-
tée lorsque le maillage utilise des éléments a arétes quadratiques. Les éléments constituant
I'obstacle (2D ou 3D) permettent alors de minimiser les erreurs de discrétisation géomé-
trique pour les géométries complexes. En particulier, ce type de déclaration de zones de
contact permet d’envisager de traiter un probleme de rotule sans modification de la méthode
de résolution.
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2.4.2 Algorithme de détection

La figurel2.17 présente I'algorithme utilisé pour la phase de détection de contact. Il est
constitué de deux boucles principales imbriquées qui se traduisent par : « pour chaque noceud
de contact de chaque zone de contact, effectuer la détection ».

( Début )
'

Boucle sur les zones de cont?ct

: Boucle sur les noeuds de cont%ct

l

Recherche d&?

:

go(x}) < distance d'alerte J

loui

non

active= 1
Calcul deH,,

4( Nosud de contact suivant 1

4( Zone de contact suivante 1

Fin

FIG. 2.17 — Algorithme principal de détection de contact

Considérons le traitement du nceud de contad = 1, N,). La premiére étape consiste
a trouver le poink? défini dans les équatioris (2.7) et (2.8) comme le point le plus proche de
x. qui appartient a la cible. Nous détaillons sur la figure 2.18, la boucle secondaire mise en
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place a cet effet.

( Début )

I

4>[ Boucle sur les nosuds « cible% »

Recherche du nceud le plus prochexde

:

p
Nceud suivant ]

v

Boucle sur les éléments cibles
% comprenant

le nceud le plus proche
- J

v

projection dex!,

:

Calcul de(,

4 l 2\
0<( <1

non J

Calcul degy(x})

Fin

FIG. 2.18 — Algorithme principal de détection de contact

Ainsi, pour déterminek?, une premiére phase consiste a trouver le nceud le plus proche
appartenant aux éléments cibles de la zone de contact. Lexjoampartient alors a I'un des
éléments cibles dont ce nceud fait partie. Nous effectuons une projection sur ces éléments
jusqu’a trouver celui pour lequél< ¢ < 1 (figurel2.19 pour un probleme 2D).
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FIG. 2.19 — Projection dX! sur I'obstacle

Une foisx? déterminé, il faut déterminer si le nceud de contact est actif. C’est alors seule-
ment dans le cas og(x$) < distance d’'alerte qu'’il est nécessaire de déterminer la matrice
de changement de bakE'.

En considérant I'exemple 2D proposé sur la figure 2.19, nous exprimons la matrice de
changement de repere :

Ha:< cqs(ﬁ) sin(/3) ) (2.39)
—sin(B) cos(f)

2.5 Conclusions

Au cours de ce deuxieme chapitre, nous avons abordé la résolution des problemes de
contact avec frottement par la méthode des éléments finis. Dans un premier temps, nous
avons présenté les différents éléments nécessaires a la modélisation du contact dans un pro-
bleme de mécanique des milieux continus : cinématique du contact, loi de contact unilatéral
et loi de frottement. Ensuite nous avons effectué une breve revue des méthodes fréquemment
utilisées pour traiter le contact dans la résolution d’'un probléme avec la méthode des élé-
ments finis. Bien entendu, une plus large place a été faite a la méthode du bi-potentiel qui
est utilisée dans la suite de ce travail. Pour finir, nous avons présenté la méthode intégrée au
code FER/Impact pour assurer la détection du contact.
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Chapitre 3

Traitement du contact en dynamique

3.1 Introduction

Au cours des deux premiers chapitres, nous avons présenté la méthode des éléments finis
ainsi que la méthode du bi-potentiel utilisée dans nos travaux pour résoudre le probleme du
contact avec frottement. A ce stade de développement, le code de calcul obtenu peut résoudre
de nombreux problemes de mécanique du contact avec frottement dans le domaine quasi-
statigue. Dans ce nouveau chapitre, nous allons présenter le schéma d’intégration adopté
pour étendre le champ d’application de notre algorithme aux problemes d’'impact, c’est-a-
dire a la résolution de problemes de contact avec frottement dans le domaine de la dyna-
mique. C’est a la fois un enjeu important car il ouvre un immense champ d’application mais
aussi une difficulté considérable tant la résolution du contact perturbe la stabilité des sché-
mas de discrétisation classiques.

Comme nous I'avons vu dans le premier chapitre, la méthode des éléments finis appliquée
a un probleme de mécanique du solide en dynamique aboutit au systéme récursif suivant :

{ MUzzsilAt + CUiilAt + (Fint)i-s-At = (Fext)t+At - (KT>i+At 5UiilAt (RC(U))iilAta
AUIZfilAt = AU?;JFAt + 5UglAt-
(3.1)

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons développé notre méthode de résolution du contact en
supposant que le schéma d’intégration permet de transformer (3.1) sous la forme :

{ M i, SUIL, = F L+ (R(U))IHL, (3.2)

i i i+1
AUtilAt = AUt+At + 6UtiAt‘

Le schéma d'intégration permet de préciser les tedvleg ), etF |1, ainsi que la procé-
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dure d’actualisation des termes de vitesse et d’accélération. A la fin de la boucle en équilibre
de Newton-Raphson, lorsque la solution a convergé, nous avons :

Upar = U + AU, (3.3)

Pour les probléemes d’'impact, le choix du schéma d’intégration qui permet de passer de (3.1)
a (3.2) est d'une grande importance. La premiere question que nous pouvons Nous poser
concerne le type de schéma a employer : explicite [DS89] ou implicite [SD89]. Couramment,
la réponse a cette question se fait en fonction du domaine d’application envisageé :

— schémas explicites en dynamique rapide, la durée de I'impact est trés courte et la
propagation des ondes joue un rble prépondérant. Nous parlons alors de problemes
de crash. Pour ces problémes, les schémas explicites tels que le schéma du second
ordre des différences centrées sont largement utilisés [CTM91, TP93, BCLO5, BCLO06].
Lorsqu’une matrice de masse diagonale est employée, ils sont particulierement écono-
miques en nombre d’'opérations a effectuer par pas de temps. Cependant, leur stabilité
conditionnelle impose I'utilisation d’un pas de temps trés petit déterminé a I'aide de la
condition C.F.L. (Courant - Friedrichs - Levy). Faisant intervenir la taille du plus petit
elément du maillage, la condition C.F.L. est particulierement pénalisante pour un pro-
bleme d’'impact. En effet, le maillage est souvent raffiné au niveau de la zone de contact
pour rendre compte avec précision des actions mécaniques calculées. Parmi les codes
de calculs commerciaux utilisant ce type de schéma, nous pouvons citer RADIOSS,
PAM-CRASH et LS-DYNA,

— schémas implicites ces schémas sont utilisés dans les problemes de dynamique pour
lesquels c’est I'effet des forces d’inertie qui prédomine. Ces schémas sont plus colteux
en terme de calcul puisqu’ils nécessitent une inversion de la matrice globale & chaque
pas de temps. Pour les problémes linéaires, ce désavantage est compensé par le fait
gu’ils sont inconditionnellement stables et qu’ils peuvent donc étre employés avec des
pas de temps plus grands. Cependant, les schémas implicites perdent cette propriété
pour les problemes non-linéaires et donc pour les problemes d’'impact. De nombreux
travaux portent sur I'adaptation de ce type de schéma pour les problemes d’'impact.

Dans nos travaux, nous nous intéressons a I'étude des problemes d’impact a l'aide de
schémas d’intégrations implicites. Dans un premier temps, nous proposons d’associer la
méthode du bi-potentiel a un schéma de Newmark [New59] afin de cerner les difficultés
inhérentes aux problémes de choc. Nous évoquerons ainsi les difficultés qu’engendre son
utilisation pour la résolution des problemes d’'impact et les travaux menés au sein de la com-
munauté scientifique pour y remédier. Dans un second temps, nous présenterons un schéma
du premier ordre utilisé dans ce travail pour contourner les difficultés évoquées précédem-
ment. Nous présenterons un ensemble de cas tests permettant de juger de la qualité des



Schéma de Newmark 65

résultats obtenus avec ce nouvel algorithme.

3.2 Schéma de Newmark

3.2.1 Présentation du schéma

Le schéma d'intégration de Newmark est sans aucun doute le schéma implicite le plus
utilisé pour les problémes de dynamique. Il est basé sur les hypotheses suivantes :

Ut+At = Ut + At [(1 -) ﬂt + Wﬂt+At] ; (3.4)
et:
. 1 . .
Uiine = U + AtU, + (At)z [(5 - ﬁ) U, + BUHAt] ; (3.5)

ou~ et sont des paramétres de I'algorithme desquels dépendent la stabilité et la précision
du schéma d’intégration obtenu. Il a été démontré dans [GT72] que le schéma est incondi-
tionnellement stable dans le cadre des petites perturbations 6i, 5 et 3 > (2v + 1)?/16.
Détaillons les couples de parametres les plus utilisés :
— (y=10,0;6 =0,25) : le schéma de Newmark est équivalent au schéma explicite des
différences centrées,
- (y=0,5;8=0,25) : c'estlaregle du trapéze. Le schéma est d’ordre 2,
- (y=0,50 = 6) : c’est la regle de I'accélération linéaire a I'intérieur d’'un pas de
temps.
En insérant/(3/4) et (3.5) dans (3.2), nous obtenons la définition de la matrice de masse
effective et de la matrice effective des efforts extérieurs pour le schéma de Newmark :

M i = M+ aC+ (Kl L (3.6)
F glAt = (Fext)t—l—At + M(ag Ui +as Ut) + C(a4 U; + as Ut) - (Fint)wthrAtv
ou:

=Lt =L

O_B(At)21 1—6At’

1 1
= — =— —1 .

as 6At, as 2ﬁ ’ (3 7)
P _ALT

4 — /8 ’ 5 — 2 ﬁ
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3.2.2 Applications numériques

Nous allons maintenant confronter la méthode obtenue a une série de tests afin de déter-
miner sa capacité a traiter les problemes d’'impact et de choc. Pour cela, nous choisissons
d’étudier deux cas simples pour lesquels nous avons suffisamment de données pour analyser
de manieres critiques les résultats obtenus. Pour tous les cas, nous supposons qu’il N’y a pas
d’amortissement, c’est-a-di@ = 0 dans I'équation (3.1).

3.2.2.1 Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Le premier test consiste a étudier le probleme de I'impact entre deux barres élastiques
en 2D. Ce test est trés intéressant dans la mesure ou il est tout a fait possible de comparer
les résultats obtenus avec ceux fournis par la théorie 1D basée sur la propagation des ondes
élastiques. Pour cela, un bref rappel de la théorie qui méne aux solutions analytiques est dis-
ponible en annexe A.

La configuration géométrique du probléme, qui est la méme dans les deux cas, est pre-
sentée sur la figure 3.1. Cet exemple, avec le jeu de données défini par la suite, est tiré des
travaux de Hu [Hu97].

X, ul ul?
A ' B C D
X1 | (1) | | (2)

FIG. 3.1 — Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Les deux barres sont identiques (dimensions et matériau constitutif) et sont animées d’'une
vitesse initiale égale en module et opposée en direction :

— longueur des barresl: = 10,

— module de Young £ = 1000,

— masse volumiquep = 0, 001.

Nous imposons aux deux barres une vitesse initiale égale en module et opposée en direc-
tion :1‘181) = —1'1(()2) = (1,0;0,0). Initialement, les deux barres sont séparées par un interstice
d’'une longueur deé, 2.

La simulation porte sur une durée totale= 0,04 et nous adoptons le pas de temps
At = 0,00001. Dans un premier temps, nous tentons d’utiliser le schéma de Newmark avec
les parametres classiquesg = 0,5 et = 0, 25.
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Sur la figure 3.2, nous présentons les résultats obtenus pour le déplacement du. point
Nous observons que sur la premiére phase (rapprochement des barres avant impact), le résul-
tat est tout a fait satisfaisant. Cela n’a rien d’étonnant puisqu’il s'agit la d’un calcul classique
sans contact. En revanche, dés que I'impact a lieu, nous observons de fortes oscillations et le
résultat numeérique s’écarte trés franchement du résultat escompte.

0
~0.002 analytique ——
numerique - P
= -0.004
()
IS
§ ~0.006
&
Q  _0.008
-0.01
-0.012

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps

FIG. 3.2 — Déplacement du point poury = 0,5 et3 = 0,25

La figure 3.3 représente I'évolution de I'énergie du systéme (calculée au paragraphe 1.3.4)
au cours du temps. Nous observons que le probléme survient la encore pendant la durée du
contact. En effet, le schéma conserve parfaitement I'énergie totale du systeme avant et apres
le contact. Par contre, cette méme énergie croit de maniere tres sensible pendant le contact.
Cette évolution n’est pas acceptable du point de vue de la physique et explique en grande
partie I'échec de la simulation.

0.12

0.1

0.08

0.06

Energie

0.04

0.02

0

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps

FIG. 3.3 — Evolution de I'énergie pour= 0,5 et3 = 0,25
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Dans les problemes d’'impact et de choc, I'enjeu semble donc étre de contréler I'énergie
totale du systeme afin d’assurer la convergence du systeme. Une premiere solution consiste
a introduire de la dissipation a l'intérieur du schéma d’intégration en changeant le jeu de
parametres appliqué.

Nous testons maintenant la solution proposée dans [CB86, BM88] pour améliorer les
performances du schéma de Newmark en cas d'impact. Pour cela, les auteurs proposent de
conserver I'ordre de précision du schéma en conseryaat), 5 mais ils introduisent de la
dissipation numérique en imposaht= 0, 5. La figure 3.4 propose le déplacement du point
C' au cours du temps que nous obtenons en appliquant ce nouveau jeu de parameétres. Le
résultat est tout a fait satisfaisant et seules quelques oscillations sont perceptibles durant le
contact.

0
—-0.002 analytique ——
numerique -

-0.004

Déplacement

-0.006 \
-0.008 \ /

-0.012

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps

FIG. 3.4 — Déplacement du point poury = 0,5et3 = 0,5

La figure'3.5 montre que cette amélioration des résultats est bien directement liée a la
maitrise de I'énergie du systéme. Pour cette nouvelle simulation, le schéma se comporte
globalement trés bien et I'énergie totale du systeme est contenue. L'énergie totale qui est
a l'origine uniqguement de I'énergie cinétique se transforme, durant le choc, en énergie po-
tentielle élastique a travers la déformation des deux barres. Ensuite, les barres se séparent
et I'énergie totale redevient essentiellement de I'énergie cinétique. Seules quelques vibra-
tions résiduelles engendrent des déformations a I'intérieur des barres et donc de I'énergie
élastique.
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FiG. 3.5 — Evolution de I'énergie pour= 0,5 et3 = 0,5

3.2.2.2 Impact oblique

Le second test, déja étudié par Kwekal. [KK92,'KK96] en utilisant une méthode de
programmation mathématique, propose d’étudier I'impact oblique d’'une plaque contre une
surface rigide. Notons que cet exemple avait également été retenu pour la jdérhgn-
titulée « Traitement des contacts en implicite et explicite» [IPS99a, 1PS99b].

La figure 3.6 présente a la fois la géométrie du probleme et le maillage adopté pour les
premiéres simulations (maillage M1). La géométrie de la plaque est entierement définie par
les trois parameétres suivants :

— largeur de la plaqueZ = 0,04 m,

— hauteur de la plaqueH = 0,08 m,

— rayon de courbureR = 0,101 m,

— épaisseur de la plaque = 0,01 m.

Les constantes matérielles appliquées a la plaque sont les suivantes :
— module de Young £ = 107 Pa,
— coefficient de Poissonv. = 0, 25,
— masse volumiquep = 1000 kg/nm?.

La plaque est discrétisée a l'aide d’éléments 2D a 4 nceuds pour lesquels nous adoptons
I’hypothése des contraintes planes. La figuie 3.6 montre le premier maillage adopté pour
cette étude. Ce maillage est identique a celui proposé daiis [KK96]. Il est composé de 37
éléments définis par un ensemble de 54 nceuds.
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, i

Géométrie du probléeme maillage M1

FIG. 3.6 — Impact oblique

Nous imposons a la plaque une vitesse initiale définie en m/spar:(3,0; —5,0). Pour
cette premiére étude avec le schéma de Newmark, le contact entre la plague et I'obstacle se
fera sans frottement. La simulation porte sur une durée totalelde® s et le pas de temps
adopté est\t = 10~° s. La figure 3.7 présente I'état de déformation de la plaque au cours
du temps obtenu en utilisant les paramétres 0,5 et 5 = 0, 25.

RN |

7 SR 7

t=0,0005s t=0,001s t=0,0015s

FIG. 3.7 — Résultats obtenus avee= 0,5 et 5 = 0,25
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A nouveau, nous pouvons conclure qu’il n’est pas possible d’étudier de maniére satis-
faisante les problemes d’'impact en utilisant ce jeu de parametres. Ce résultat est confirme

par la figure 3.8 dans laquelle nous observons que I'énergie mécanique du systeme est une
nouvelle fois mal maitrisée.

Energie (J)

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003
Temps (s)

FIG. 3.8 — Evolution de I'énergie avec= 0,5 et3 = 0,25

Nous utilisons maintenant le second jeu de parametres proposé précédempaenty(
et = 0,5) afin d’introduire, une nouvelle fois, de la dissipation numérique. La encore, le
résultat est positif puisque la simulation va a son terme. La figure 3.9 permet a la fois de
suivre I'évolution de la plaque au cours du temps mais aussi celle du champ de contrainte

de von Mises. Pour cette figure, les valeurs du champ de contrainte varienviéa et
1,141 MPa.
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-

\ /

t=0,0005s t=10,0015s
t=0,002s t=0,0025s t=0,003s

FiG. 3.9 — Contrainte de von-Mises & 0,5 et =0, 5)

Le mouvement global de la plaque est celui attendu pour une simulation sans frottement.
Seulement, la figure 3.10 montre que certains problémes persistent au niveau de la résolution
du contact. Le poinf’ perd le contact avec I'obstacle au cours du glissement de la plaque
sur ce dernier. Cela démontre une certaine instabilité concernant la résolution du contact.
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FIG. 3.10 — Déplacement du poifrtavecy = 0,5et3 = 0,5

La figure 3.11 confirme les observations précédentes. La dissipation numeérique a permis
de limiter le probléme de I'énergie totale en contenant son accroissement durant le contact.
A noter que pour cet exemple, la dissipation numérique n’est pas suffisante pour assurer que
I'énergie totale n'augmente pas. Cela pose le probléme du choix des nouveaux parametres :
ils doivent étre définis pour assurer la convergence du calcul sans fausser les résultats. Et ce
choix doit étre fait a chaque nouvel exemple étudié.
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FiG. 3.11 — Evolution de I'énergie avec= 0,5 et3 = 0,5

3.2.3 Conclusions

Dans ce premier paragraphe, nous avons associé la méthode du bi-potentiel au schéma
d’intégration de Newmark pour traiter les problémes d’'impact. Les résultats présentés mon-
trent que la méthode obtenue n’est pas satisfaisante. Lorsque I'on utilise les paramétres de
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la régle du trapézey(= 0,5 et 5 = 0, 25) le processus diverge. Les conditions de contact
sont satisfaites grace a la méthode du bi-potentiel mais I'énergie totale du systéme n’est pas
maitrisée correctement. L'algorithme obtenue n’est pas stable.

Par la suite, nous avons considéré la solution consistant a modifier les parameétres du
schéma de Newmark afin d’introduire de 'amortissement numérique. Cette voie a été large-
ment explorée par la communauté scientifique. Ainsi, nous avons testé le jeu de paramétres
(v =0,5;8 = 0,5). Bien que cela améliore considérablement le comportement du schéma
pour le probleme d'impact entre deux barres élastiques, il semble que cette modification ne
soit pas suffisante pour traiter un large éventail de situation. Ceci est mis en évidence par
le second test. Notons également que le jeu de paraniétres), 4; 5 = 0,7) a été utilisé
dans [WVVS90]. Malgré tout, la méthode consistant a faire varier les paramétres du schéma
semble limitée a un nombre restreint d’application. Une profonde modification du schéma
d’intégration de Newmark semble donc nécessaire pour aborder le domaine des problemes
d’'impact.

Notons tout de méme que dans certains cas particuliers, le schéma de Newmark peut étre
utilisé avec succes avec ses parametres originaux. C'est le cas du test de Taylor qui a été
traité par Feng dans [Fen99] avec = 0,5; 5 = 0,25). Cette particularité s’explique par
le fait que dans cet exemple, il n’y a pas de changement de statuts de contact. La barre est
initialement en contact et nous n’étudions pas le rebond.

3.3 Méthode du premier ordre

Notre réflexion porte a présent sur la pertinence du calcul de I'accélération et de son utili-
sation pour un probléme d’'impact. En effet, au moment de I'impact, le changement de vitesse
des points de contact est brutal. Le champ de vitesse n’est donc pas continu mais seulement
continu par morceau. L'accélération ne peut alors étre définie au moment de I'impact comme
la dérivée de la vitesse par rapport au temps. De méme, les hypothéeses de base (équations
(3.4) et (3.5) pour le schéma de Newmark) qui menent a l'algorithme du second ordre ne
sont pas vérifiées a cet instant.

L'idée est donc ici de contourner le probleme en employant un schéma d’intégration qui
ne nécessite pas le calcul de I'accélération. C’est ainsi que notre recherche s’est tout naturel-
lement tournée vers les algorithmes du premier ordre [JT88, Jea89, Jea92, Jea99, VPJIR98].
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3.3.1 Présentation de I'algorithme

Dans ses travaux, Jean s’intéresse aux problémes de chocs entre solides indéformables
visant une application pour les milieux granulaires. Pour cela, il a développé un schéma
d’intégration du premier ordre a partir d’'une formulation du probleme en terme de vitesse.
Cela lui permet, aprés intégration des équations d’équilibre, de travailler avec des impulsions
bien définies plutét que des forces de choc. Afin de présenter la méthodologie proposée par
Jean, nous réécrivons I'équation de la dynamique a un instaqtiation 3.1) sous la forme :

MdU + CU dt + Fjpy dt = Foyy dt + R.(U) dt. (3.8)

En intégrant cette équation sur l'intervalle de terftpat], nous obtenons :

t+At . t+At . t+At t+At t+At
MdU + / CUdt+ / Fip dt = / Foy dt + / R.(U)dt. (3.9)
t t t t

L'algorithme proposé est basé sur I'approximation suivafreéthode :

t

Uin— U, = At ((1 9 U, + QUHM) ol 0<6<1. (3.10)

Pourf = 0, nous obtenons la méthode d’Euler explicite tandis @jue 1 aboutit & la mé-
thode d’Euler implicite. La méthode est inconditionellement stable @o_uré.

Nous appliquons également les approximations :

t+At
MdU =M <Ut+m _ Ut) , (3.11)

t

t+At

ou F représente le vecteur global des forces internes ou le vecteur global des forces externes
et <¢< 1.

En ce qui concerne le terme relatif au contact, Jean [Jea92] propose deux schémas de
résolution : I'un explicite et l'autre implicite. Nous adoptons la premiere formulation en
écrivant :

t+AL
/ Rc dt - At (Rc)t+At' (313)
t

Pour le processus itératif, les valeurs au temps At sont remplacées par les valeurs a
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I'itérationi+1; soit par exemplel'; o = Fifm. L'approximation standard dé’*! donne :

i i 8(Fint)i i i
(Fint)tilAt = (Fmt>t+m + WM(U;EM - t+At>
t+At
O(Fint)isar rri "
+ *(Uﬁlm - ;JrAt)v
OUL, A
= ant - (KT)§+At 5UzitjrrlAt —C 5UiJ+rlAt- (3-14)

Ainsi, nous retrouvons la forme recursive du probléme en termes de déplacement :

AUifAt =AU + 6U12511At‘

ou les différentes quantités effectives sont données par :

N i+l i £ 1

M ae = EKr)par + 575 C+ 5sM, (3.16)

F iilAt - (Facc>i+At + Fi—l—At’ (3-17)

_ 1 : .

(Facc)t+At = _m M { t+At U, — At Ut} ) (3.18)

_iJrAt = (1 - f) ((F'mt>t + (Fe:vt>t) + £(<Fint>i+At + (Fe:rt)t—l—At)- (319)
A la fin de chaque pas de temps, la vitesse est réactualisée par :

Upiar = (1 - 1) U, + L(Ut-&-At —Uy). (3.20)

0 0 At

En prenant = % ce schéma correspond a la régle du trapéze implicite, qui est également
analogue a la méthode développée par Tamma et Namburu [TN90] dans laquelle I'accé-
|ération n'a pas besoin d’étre calculée. Simo et Wong [SW91] ont montré que ce schéma
préserve I'énergie totale et I'équilibre pour les problemes dynamiques sans contact.

3.3.2 Applications numériques

Nous allons maintenant soumettre I'algorithme de résolution de contact obtenu a la série
de tests utilisée pour le schéma d'intégration de Newmark. Nous commencons par 'étude
d’'impact longitudinal entre deux barres élastiques défini dans 3.2.2.1. Un second cas d’'im-
pact de barres est étudié pour lequel les barres ne sont plus identiques. Enfin, nous terminons
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cette validation de la méthode par I'’étude de I'impact oblique définildans 3.2.2.2.

3.3.2.1 Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Pour ce premier test de validation, nous reprenons exactement le probleme défini au pa-
ragraphe 3.2.2.1. L'ensemble des données (géométrie, maillage, matériau et conditions ini-
tiales) est identique. Nous utilisons également le méme pas de temps que pour le schéma
de Newmark afin de pouvoir effectuer une comparaison la plus fiable possible des différents
résultats obtenus. Par ailleurs, nous utilisons les paramgetre9 = 0,5 pour le schéma
d’intégration du premier ordre.

Sur la figure 3.12, nous retrouvons les courbes représentant le déplacement du point
au cours du temps. Nous pouvons estimer que la corrélation entre le résultat numérique et le
résultat théorique est tout a fait remarquable. Les deux courbes sont quasiment superposées
et nous n’observons pas d’oscillations de la position du point de contact durant le choc.
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FIG. 3.12 — Déplacement du poiatavec le schéma du premier ordre

Le bon comportement de la méthode se retrouve sur la courbe représentative de I'évolu-
tion des énergies du systeme (figure 3.13). Une nouvelle fois, le résultat est remarquable :
I'énergie du systéme reste presque parfaitement constante tout au long de la simulation.
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FiG. 3.13 — Evolution de I'énergie avec le schéma du premier ordre

Ces résultats favorables permettent d’envisager d’aller plus en avant dans I'analyse des
résultats. Nous représentons sur la figure'3.14 I'évolution de la vitesse duph@ntcours

o

du temps, calculée avec la formule :

Uy py = st 7 W (3.21)
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FIG. 3.14 — Vitesse du poirt' avec le schéma du premier ordre

Le résultat est encore une fois cohérent avec la prédiction analytique. Seules les oscilla-
tions de la vitesse obtenues par le calcul numérigue aprés la perte de contact ne sont pas en
accord avec la théorie 1D. Il n’est cependant pas évident que ce soit le schéma d’intégration
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gui soit en cause dans cette divergence de résultats.

La dernier comparatif tiré de cette étude concerne la force de réaction calculée au point
C' (figurel3.15). Les résultats numériques sont trés proches de la prédiction analytique et la
encore, c’est au moment de la perte de contact que I'écart le plus grand est enregistré. Nous
notons également un trés léger bruit au niveau de I'entrée en contact de deux barres. Ce
phénomeéne est difficilement évitable lorsque que les matériaux mis en jeu lors du choc sont
aussi rigides.

1
0.8
o 06
S
04
analytique ——
0.2 numerique -+
0

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps

FiG. 3.15 — Réaction au poiidt avec le schéma du premier ordre

Nous nous proposons maintenant de changer quelque peu les conditions de I'impact entre
les deux barres. Dans ce second cas, les deux barres sont de méme dimension mais les ma-
tériaux constitutifs de chacune d’entre elles sont différents. Par ailleurs, seule la barre (1)
posséde une vitesse initiale (la barre (2) est initialement immobile). Pour cet exemple, le jeu
de données est celui utilisé par Laursen et Love [LL02]. Lensemble des données est fourni
dans le tableau 3.1.

TAB. 3.1 — Propriétés matériaux et données géométriques

barre (1)| barre (2)
L 100 100
E | 10,000 | 80,000
p 100 200
Vo 0,1 0,0

La simulation porte cette fois-ci sur une durée totéle- 50,0 et nous adoptons le pas
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de tempsAt = 0,01. Par ailleurs, nous conservons le couple de parametres précédemment
utilisé concernant le schéma du premier ordre-(¢ = 0, 5).

Contrairement a I'exemple précédent, le probléeme n’est pas symétrique et il est intéres-
sant d’étudier le déplacement de chacune des extrémités des deux barres (figure 3.16). Les
résultats obtenus avec la méthode proposée dans ce travail sont trés proches de ceux proposés
dans|[LLO2].
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FIG. 3.16 — Déplacement des extrémités des deux barres

Pour cet exemple, nous choisissons d’étudier le transfert d’énergie qui a lieu durant le
choc entre les deux barres. En effet, la barre (2) étant initialement immobile, la totalité de
I'énergie mécanique du systeme est fournie par la barre (1). Ainsi, la figure 3.17 représente
I’évolution de I'énergie mécanique du systénig)(qui est la somme de I'énergie mécanique
de chacune des barres.Nous n’observons aucune variation significative de I'énergie totale du
systeme sur I'ensemble de la simulation. La barre (1) transfére a la barre (2) une partie de
son énergie mécanique ce qui a pour effet de mettre cette derniere en mouvement.
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FiG. 3.17 — Evolution de I'énergie du systéme

Pour finir, la figure 3.18 présente I'évolution des vitesses des poimtisB au cours du
temps. A nouveau, le comportement global des points de l'interface de contact est en accord
avec les précédentes études effectuées sur ce cas. Toutefois, nous constatons une nouvelle
fois un pic de vitesse au moment de I'entrée en contact des deux barres ainsi gu’au moment
de la perte de contact.
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Fic. 3.18 — Vitesse des deux surfaces de contact

3.3.2.2 Impact oblique

Nous reprenons maintenant le probléme de I'impact oblique entre une plague et une fon-
dation rigide défini au paragrapie 3.2.2.2. Nous conservons la encore la totalité des condi-
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tions de calcul appliquées pour le schéma d’intégration de Newmark.

La figure 3.3.2.2 présente la répartition de la contrainte équivalente de von Mises a dif-
férents instants de la simulation. Pour cette figure, I'échelle des valeurs de la contrainte
équivalente de von Mises varie déMPa a0, 975 MPa. La valeur maximale enregistrée lors
de cette simulation est donc trés Iégérement plus faible que celle obtenue a 'aide du schéma
de Newmark dans les mémes conditions. Cependant, le comportement global de la plaque
est tres proche dans les deux cas.
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FIG. 3.19 — Contrainte de von Miseg & 0, 0)
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La figurel 3.20 représente I'évolution de I'énergie de la plaque au cours de la simulation.
Une nouvelle fois, le schéma d’intégration adopté produit un résultat remarquable en ce
qui concerne la capacité a maitriser I'énergie du systeme durant le contact. Il n'y a ni aug-
mentation ni dissipation (ou alors tres faible) de I'énergie totale. Ce résultat est encore plus
satisfaisant lorsque nous le comparons a ceux obtenus avec le schéma de Newmark (figures
3.8 et 3.11).
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FiG. 3.20 — Evolution de I'énergie au cours du temps

Pour finir avec cette étude, nous nous intéressons au comportement du point de contact
P. Nous tracons donc une nouvelle fois le déplacement de ce point au cours du temps (figure
3.21). Le résultat est probant : contrairement a ce qui se produit avec le schéma de Newmark
(figure-3:10) il n’y pas de perte de contact durant le choc.
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FIG. 3.21 — Déplacement du poift au cours du temps

3.3.3 Prise en compte du frottement

Nous allons maintenant nous intéresser a I'étude de probléme d’impact avec frottement.
En effet, les tests menés jusque la avaient pour but de valider la méthode proposée a I'aide
de cas simples pour lesquels nous disposions de solutions de référence. Il est maintenant im-
portant de savoir si I'algorithme se comporte toujours aussi bien lorsqu’il y a du frottement
entre les surfaces de contact.

Nous reprenons une nouvelle fois le probléme de I'impact oblique étudié précédemment
pour lequel nous définissons un frottement entre les deux surfaces de contact. Nous impo-
sons donc le coefficient de frottement= 0, 2 au niveau de la zone de contact.

La figure 3.3.3 rapporte différentes configurations de la plague au cours du temps. Nous
pouvons clairement identifier I'effet du frottement dans cette nouvelle simulation : la plaque
est freinée dans son mouvement latéral et elle a un mouvement de bascule apres le contact.
Le champ de contrainte de von Mises est également représenté sur cette figure. Dans ce cas
precis, les valeurs des contraintes varient eniviéPa et0, 96 MPa. Par ailleurs, nous obser-
vons une modification de la zone de contrainte maximale par rapport au cas sans frottement.
Dans le cas avec frottement, cette derniére se situe au niveau de l'interface de contact. Les
contraintes de cisaillement provoquées par le frottement a ce niveau la sont a I'origine de ce
phénoméne.



Méthode du premier ordre 85

B

B St a0

t =0.0005s t=0.001s t=0.0015s

4N

t=0.002s t=0.0025s t=0.003s

FiG. 3.22 — Contrainte de von-Mises & 0, 2)

La figure 3.23 montre clairement que I'énergie totale est dissipée par frottement. En effet,
le fait que la méthode soit capable d’assurer la conservation de I'énergie mécanique pour le
cas sans frottement assure que cette dissipation n’est pas numérique. Il est possible d’étudier
cette dissipation d’énergie mécanique par frottement de maniere quantitative.
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FiG. 3.23 — Evolution de I'énergie au cours du temps

Par ailleurs, il est peut-étre intéressant de savoir siI'énergie dissipée est proportionnelle au
coefficient de frottement. La simulation numérique montre que ce n’est pas le cas comme on
peut le constater sur la figure 3.24. Ce résultat peut s’interpréter simplement. En effet, lorsque
le coefficient de frottement augmente, les forces de frottement augmentent également, mais
le glissement tangentiel va quant a lui diminuer. La dissipation d’énergie dépendant a la fois
des forces de frottement et du glissement tangentiel au niveau des nceuds de contact traduit
le comportement observé sur la figure 3.24.
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FIG. 3.24 — Variation de I'énergie dissipée en fonction du coefficient de frottement

A titre indicatif, les temps CPU de la méthode proposée et ceux obtenus parefahk
sont reportés dans le tableau 3.2.
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méthode machine temps CPU (s
Ko & Kwak [KK92] CRAY 2S/4-128 19 000
Kim & Kwak [KK96] | HP 720 430
Méthode proposée | PC Pentium 4/2.8 GHz 7

TAB. 3.2 — Comparaison des temps CPU

3.3.4 Influence des parametres de I'algorithme

Nous allons maintenant nous intéresser a I'influence des différents parametres du schéma
et de la finesse du maillage sur les résultats fournis par la méthode. La encore, nous utilisons
le test de I'impact oblique.

3.3.4.1 Influence du pas de tempAt

Nous analysons tout d’abord I'influence du pas de temps sur les résultats. Dans un premier
temps, nous analysons l'influence de la valeur du pas de temps sur le calcul du déplacement
du point P. Pour cela, nous considérons les pas de temps suivahts= 1072 s (A),

At = 107* s (B), At = 107° s (C) etAt = 1075 s (D). Les composantes:(, u,) de

u(P) (figurel3.6) sont tracées en fonction des différents pas de temps sur lalfigure 3.25.
Globalement, nous ne constatons pas de différences importantes. Evidemment, lorsque le
pas de temps devient grand, nous commencgons a percevoir des différences sur la trajectoire.
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FIG. 3.25 — Influence du pas de temps sur les déplacements du point P

Dans un second temps, nous nous intéressons a l'influence de la valeur du pas de temps sur
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le calcul de I'énergie totale du systeme. En effet, nous avons vu avec le schéma de Newmark
gue les problémes de stabilité provenaient d’'un accroissement non-physique de I'énergie
totale au moment de I'impact. Les premiers résultats obtenus avec le schéma du premier
ordre tendent a montrer que ce dernier est particulierement adapté a ce type de probleme
puisque nous avons obtenu une conservation quasi parfaite de I'énergie totale pour chacun
de tests effectués. La question que nous sommes en droit de nous poser : ce résultat n’est-il
dd qu’au pas de temps que nous avons adopté.
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FIG. 3.26 — Influence du pas de temps sur I'énergie totale du systéme

La figure 3.26 montre I'évolution de I'énergie totale du systéme pour le probleme de
I'impact oblique sans frottement simuler avec différents pas de temps. Nous observons deux
choses :

— la qualité du résultat concernant la conservation d’énergie est effectivement a relier
avec la valeur du pas de temps. Comme nous pouvions nous y attendre, la dissipation
d’énergie est négligeable si le pas de temps est suffisamment petit,

— quelque soit le pas de temps choisi, le résultat est meilleur que celui obtenu avec le
schéma de Newmark. L'algorithme ne diverge pas méme pour des pas de temps exa-
gérément grands¢t = 0,001). Il n’y a pas d’accroissement dangereux de I'énergie
totale.

En conclusion de cette étude, nous pouvons dire que ce schéma, méme s'’il n'est pas
a proprement parlé conservatif, propose des propriétés trés avantageuses pour I'étude des
probléemes d'impact.
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3.3.4.2 Influence du parametre

Pour assurer la stabilité inconditionnelle du schéma d’intégration, le paragrdidieétre
supérieur ou égal & 0,5. Par ailleurs, les résultats précédents ont montré ggie-pey 0, 5
et un pas de temps assez petit, le schéma préserve I'énergie totale du systeme. Nous allons
maintenant étudier le comportement du schéma lorsque la val€éuautgmente.
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FIG. 3.27 — Influence du coefficietitsur I'énergie totale

Sur la figure 3.27, nous tracons I'évolution de I'énergie totale pour le probléme de I'impact
oblique aveg: = 0, 2. Nous observons que la dissipation d’énergie totale croit avec la valeur
deé. lly adonc de la dissipation numérique qui vient s’ajouter a la dissipation mécanique par
frottement. Pour nos études a suivre, il sera donc souhaitable de conserver 1& valeur
qui nous permet d’accéder a I'énergie dissipée par frottement de maniere quantitative.

3.3.4.3 Influence du maillage

Enfin, nous nous intéressons a I'influence de la finesse du maillage. Pour cela, nous consi-
dérons un second maillage de la plague, plus fin, que nous présentons sur !a-figure 3.28.
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FiG. 3.28 — Malillage raffiné M2

Ce nouveau maillage (maillage M2) est constitué2de éléments 2D a nceuds, soit
un ensemble d296 nceuds. Il est donc bien plus fin que le maillage M1 (figure 3.6) utilisé

jusque la.

Les figures 3.29 et 3.30 représentent, pour le pBinmespectivement les déplacements et
les contraintes en fonction du maillage (M1 et M2).
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FIG. 3.29 — Influence du maillage sur les déplacements du @point

D’une maniére générale, le comportement de I'algorithme fournit des résultats similaires
pour les deux maillages. Nous observons toutefois quelques différences minimes au niveau
du déplacement du poirit. Cela peut étre di a la gestion du contact qui differe Iégerement
comme le montre la figure-2.30. Le nombre de nceuds de contact étant supérieur pour le
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maillage M2, la répartition des efforts de réaction est tres Iégérement différente. C’est ce que
nous observons au niveau du paint
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FiG. 3.30 — Influence du maillage sur les contraintes au pBint

Toutefois, les résultats sont trés proches dans les deux cas et il ne semble pas que I'algo-
rithme soit sensible a la finesse du maillage au dela de ce qui est accepté pour toute résolution
utilisant la méthode des éléments finis.

3.3.5 Conclusions

Apres avoir présenté le schéma d’intégration utilisé et son intégration dans la méthode
du bi-potentiel, nous avons testé ses capacités a traiter les problemes simples d’impact. Les
résultats présentés montrent une nette ameélioration du comportement global du code par
rapport ce qui était observé avec 'utilisation du schéma de Newmark. Sans apporter aucune
modification au schéma ni jouer sur les valeurs des parametres, nous obtenons dans tous les
cas de figures envisagés une excellente corrélation avec les résultats de référence trouvés
dans la littérature. Nous avons également pu observer qu’en utilisant un pas de temps raison-
nable, il est possible d’obtenir une conservation quasi parfaite de I'énergie totale du systeme
étudié pour les problemes sans frottement. C’est cette particularité de la méthode qui sera
mise en avant dans les applications numériques proposées dans le chapitre suivant.

3.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la question de I'intégration des équations du mou-
vement pour un probleme d’'impact. Le choix de la méthode de discrétisation temporelle est
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en effet une question centrale pour ce type de probleme. Une solution explorée avec succes
par différents auteurs consiste a modifier les schémas existants afin d’obtenir un algorithme
conservatif pour les problemes d’impact. Dans notre travail, nous avons préféré utiliser un
schéma d’intégration du premier ordre qui nous semblait plus adapté a ce type de situation.
L'ensemble des résultats présentés dans la seconde partie de ce chapitre montrent que ce
choix est pertinent.

Nous soulignons ici que les méthodes citées dans ce chapitre (modification du schéma de
Newmark et schéma d’ordre inférieur) ne sont pas les seules proposées par la communauté
scientifique. En particulier, les travaux de Le Tallec et Hauret [THR02, HT02, Hau04] ont
basé leurs travaux sur le schéma d’intégration proposé par Gonzalez [Gon00].
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Chapitre 4

Applications numeériques

4.1 Introduction

Ce dernier chapitre est consacré a la présentation de plusieurs applications numériques
permettant de mettre en évidence la robustesse et la précision du code de calcul FER/Impact.
Pour cela, nous proposons de balayer un large éventail de scénarios d’impact au travers
duquel les différentes composantes du travail effectué (résolution du probléme du contact et
intégration des équations du mouvement) seront sollicitées. Plusieurs configurations sont en-
visagées en fonction de la dimension du probléme (2D ou 3D) et du type d’obstacle considéré
(contact « déformable-rigide » ou « déformable-déformable »). Le dernier exemple differe Ié-
gerement des précédents dans le sens ou ce n’est pas un probleme de dynamique. Il trouve
cependant tout a fait sa place dans notre travail puisqu’il permet de montrer comment I'utili-
sation d'un code de calcul pour la dynamique régle le probléme des modes rigides qui pose
probléeme avec la méthode mixte en statique. Par ailleurs, nous y rencontrerons la situation
assez particuliére de l'auto-contact.

4.2 Jeu de billard

Ce premier exemple consiste a simuler I'impact de deux cylindres enfermés entre quatre
murs rigides (exemple initialement étudié par Armero et Petocz [AP98]). Nous souhaitons
ainsi tester les performances de notre méthode sur un probleme présentant un enchainement
complexe de séquences de contact. La figure 4.1 présente les caractéristigues géométriques
du probleme étudié.
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FIG. 4.1 — Impact entre deux cylindres

Initialement, le diamétre des deux cylindres est égala 2 m et leur positionnement a
I'intérieur des obstacles rigides est défini par la distahee4 m. Les « murs » sont définis
par les dimensiong x H = 12 m x8 m.

Nous considérons que le matériau constituant les deux cylindres vérifie le modele de
Saint-Venant-Kirchhoff (loi de Hooke étendue au domaine des grandes déformations) avec
I'hnypothese des déformations planes. Les paramétres suivants sont appliqués :

— module de Young £ = 2700 Pa,

— coefficient de Poissonv. = 0, 33,

— masse volumiquep = 1 kg/n?.

Le cylindre de gauche se voit imposer une vitesse initigle= (1,0; —1,0) en m/s, de
telle sorte qu’il vienne impacter le mur du bas puis, apres un rebond, le cylindre de droite.
La simulation s'étend sur une durée totaleldes avec un pas de temps = 102 s. Nous
adoptons le couple de parameétfes 6 = 0,5 en ce qui concerne le schéma d’intégration.

Pour cette étude, nous utilisons les éléments 2D a 4 nceuds pour réaliser les maillages des
cylindres. Nous obtenons ainsi, pour chacun des deux cylindres, un ensergbfersieuds

définissant 92 éléments.

Par la suite, nous proposons de mettre en parallele les résultats obtenus pour deux cas
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de figure. Dans le premier, il n’y a pas de frottement entre les différentes zones de contact
tandis que I'on définiix = 0,2 dans le second cas. Les figures' 4.2 et 4.3 montrent les
trajectoires définies par les deux cylindres pour ces deux cas de figure. Nous observons que
le frottement joue un réle considérable dans I'enchainement de chocs qui se produit. Ainsi,
les deux séquences sont fondamentalement différentes et cela est en partie di a ce qui se
passe durant le premier choc entre le cylindre 1 et I'obstacle du bas. En effet, le cylindre

1 rebondit de maniére plus vertical dans le cas avec frottement et le choc qui suit avec le
second cylindre est alors moins frontal. Le reste de la simulation est alors fortement modifié.
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FIG. 4.3 — Déplacement des deux cylindrgs 0, 2)

Nous proposons maintenant un ensemble de quatre figures qui permettent d’analyser ce
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qui se passe lors du premier rebond pour les deux cas. Celui-ci se produit B 558 s
entre le cylindre 1 et I'obstacle du bas. Nous récapitulons dans le tableau 4.1 les différentes
valeurs extrémes atteintes pour chacun des deux cas.

TAB. 4.1 — Valeurs extémes des contraintes

©w=20,0 w=20,2
min max min max
o11 —384 Pa| 62Pa =375 Pa| 87 Pa
0929 —440 Pa| 54,5 Pa | —456 Pa| 78,3 Pa
012 —94Pa | 107,2Pa| —81Pa | 105 Pa
von-Mises| 0 Pa 313 Pa 0 Pa 277 Pa

La figure 4.4 est un comparatif de la répartition de la contraintea I'intérieur du cy-
lindre au moment du choc. Nous remarquons immeédiatement que le champ de contrainte est
parfaitement symétrique dans le cas sans frottement alors que ce n’est bien évidemment plus
le cas avec frottement.

FIG. 4.4 — Contrainter;;

Nous avons le méme phénomeéne lorsque nous observons le champ de contsaiffites
gure 4.5) et le champ de contraintes (figure!4.6) pour les deux cas.
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FIG. 4.5 — Contraintery

pw=20,0 w=0,2

FIG. 4.6 — Contrainter;»

Sur la figure 4.7, la derniére comparaison propose d’étudier la répartition de la contrainte
équivalente de von-Mises. Nous observons deux différences majeures :

— la valeur maximale atteinte dans le cas avec frottement est plus faible que celle obtenue
dans le cas sans frottement (tableau 4.1),
— lalocalisation de cette valeur maximum est différente.

En effet, alors que la contrainte maximale est [égérement a I'intérieur du cylindre dans le
cas sans frottement, elle est plus proche de la surface de contact lorsqu’il y a du frottement.
C’est le poids que prend la contrainte de cisaillement dans le second cas qui agit en ce sens.
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FiG. 4.7 — Contrainte de von-Mises

La figure 4.8 montre I'évolution de I'énergie cinétiqie, de I'énergie potentielle élas-
tique E, et de I'énergie totalé’; pour le cas ou le contact s’effectue sans frottement ().
Nous y observons tres clairement la conservation de I'énergie totale tout au long du mouve-
ment malgré I'évolution complexe dé. et E.. Au contraire (figure 4/9), dans le cas ou le
contact se fait avec frottement (igi= 0, 2), il y a dissipation de I'énergie totale a chaque
choc. Ainsi, I'énergie totale est dissipée par l'effet du frottement, comme nous pouvions
I'espérer.
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FIG. 4.8 — Evolution de I'énergie sans frottement
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FIG. 4.9 — Evolution de I'énergie avec frottement

Il estintéressant de noter sur la figure 4.8 que le premier impact entre les deux cylindres se
produit a l'instant = 2, 45 s dans le cas sans frottement alors qu’il ne survientge2, 8 s
(figure 4.9) s’ily a du frottement. Cela peut s’expliquer par le fait que les forces de frottement
changent Iégerement la direction suivant laquelle le premier cylindre rebondit contre le mur;
la distance entre les futurs points de contact, qui ne sont plus les mémes, est alors plus
longue. De méme, le choc est moins important puisqu’il n’est plus parfaitement frontal, ce
qui se traduit par une production d’énergie de déformation élastique moins importante lors
de 'impact entre les deux cylindres (figures 4.8 et 4.9).

4.3 Impact « déformable-rigide » en 2D

Dans ce nouveau probléme, inspiré de celui proposé par Wriggers-dans PWVVS90], nous
traitons le cas d’un cylindre entrant en contact avec deux parois obliques indéformables. La
réunion de ces deux obstacles forme un «vé » dans lequel peut venir se bloguer le cylindre
déformable (figure-4.10). Pour ce dernier, nous choisissons d’utiliser la loi matériau hyper-
élastiqgue de Blatz-Ko présentée dans le paragraphe-1.3.3.3. Les constantes utilisées pour
définir le comportement du matériau sont les suivantes :

— module de cisaillementGG = 3 MPa,
— masse volumiquep = 700 kg/n?.
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FIG. 4.10 — Impact « déformable-rigide » en 2D

En ce qui concerne les deux obstacles, nous nous assurons qu’ils ne se déforment pas en
encastrant 'ensemble des nceuds qui les définissent. Ainsi, il n’est pas nécessaire de définir
un second type de matériau pour les obstacles.

Les coordonnées des différents points définissant la partie droite de I'obstacle (figure
4.10) sont :A(0,005;0,0), B(0,015;0,0), C(0,015;0,035) et D(0,012;0,035). La partie
gauche de I'obstacle peut aisément étre obtenue par symétrie de la partie droite par rapport a
I'axe vertical passant par le poi6t Par ailleurs, la géométrie du cylindre est définie par son
centre et son rayon :

— centre du cercle®(0, 0; 0, 03),
— rayon du cercle R = 0,01 m.

Pour ce probléme, nous utilisons I'élément 2D a 4 nceuds (élément Q4) en prenant en
compte I'hypothese des déformations planes. Ainsi, chacune des deux parties de I'obstacle
peut étre maillée avec un seul élément. Pour sa part, le cylindre est modélisé par un ensemble
de 192 éléments et 209 nceuds. L'opération de maillage du cylindre a été effectuée de telle
sorte que la symétrie du probleme soit conservée. C’est en effet une condition importante
pour retrouver cette particularité dans les résultats de la simulation.

Les conditions initiales sont appliquées a I'ensemble des nceuds constituant le cylindre.
Elles consistent & imposer une vitesse initiale verticale descendante au cylindre telle que :
1y = (0,0; —30,0) en m/s.
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En ce qui concerne les parameétres du schéma d’intégration, nous choisissons d’utiliser
le couple de parametres permettant d’avoir un schéma conservatif (paragraphe 3.3.2.2) :
£ =0 =0,5. De plus, nous choisissons un pas de temps égale-a 105 s pour une durée
totale de simulation d&@ 1073 s.

Nous considérons trois cas de figure mettant en évidence le réle prédominant du frotte-
ment dans ce probléme. Ces 3 cas sont différents I'un de I'autre uniquement par la valeur du
coefficient de frottement qui est appliquée. Nous retrouvons dans le tabléau 4.2 la dénomi-
nation de ces trois cas avec la valeundgui leur est associée :

TAB. 4.2 — Influence du coefficient de frottement

Cas temps (MS)| o (MPQ) | temps CPU (s
A u=0,0 0,87 8,192 62
B: u=0,2 0,70 4,523 77
C:u=0,4 0,61 4,396 83

Remarque : Les temps de calcul rapportés dans le tableau 4.2 sont ceux obtenus avec un
PC équipé d'un processeur Intel Pentium 4/2.8 GHz. Les différences observées montre que
la valeur du coefficient de frottement influe de maniére sensible sur le temps de calcul. Plus
précisément, nous observons que le nombre d’itérations effectuées pour la résolution du pro-
bleme du contact (détermination Be) est plus important si le coefficient de frottement est
elevé.

Ce tableau met également en évidence la différence de comportement du cylindre entre les
trois cas considérés. En effet, la valeur maximale de la contrainte équivalente de von-Mises
atteinte a l'intérieur du cylindre ainsi que le temps auquel cette valeur est atteinte different.
Ces observations sont a mettre en relation avec la figuré 4.11. Pour chacun des 3 cas, cette
derniere propose la distribution du champ de contraintes de von-Mises a l'instant auquel le
cylindre atteint sa position la plus basse. A ce moment précis, le cylindre a une vitesse nulle
et 'énergie cinétique du systeme est nulle, résultat que nous pouvons retrouver sur les gra-
phiques 4.14 a 4.16.

Nous observons de grandes différences concernant la valeur mais aussi dans la localisa-
tion de la contrainte maximale pour chacun des cas. Dans le cas ou le frottement est nul
(cas A), le cylindre atteint une position extréme plus basse. Du fait de 'inclinaison des deux
parties de I'obstacle, c’est dans cette position que la déformation du cylindre est la plus im-
portante. Sila valeur du coefficient de frottement est augmentée, le cylindre est freiné par les
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forces de frottement qui s’'opposent a son mouvement. Il atteint alors une position extréme
moins basse et la déformation maximale qu’il subit est moins importante.

Par ailleurs, nous observons que le frottement influence la localisation de la contrainte
maximale de von-Mises calculée. En effet, le phénoméne de frottement induit I'apparition
de contraintes de cisaillement au niveau de la surface de contact. Ces dernieres s’ajoutant
aux contraintes présentent sans frottement, la valeur maximale de la contrainte équivalente
de von-Mises augmente au niveau de la surface de contact. Ainsi, la position de la contrainte
maximale se déplace du centre du cylindre vers la zone de contact a mesuraugreente.

FIG. 4.11 — Contraintes équivalentes de von-Mises

La figure 4.12 propose I'évolution de la position du paihawu cours du temps pour cha-
cun des trois cas. Nous observons la encore I'effet du frottement sur le comportement du
cylindre. En effet, dans le cas sans frottement, I'énergie élastique de déformation emmagasi-
née lors de la phase descendante est restituée sans opposition. Cela se traduit par un rebond
et le cylindre repart vers le haut. Dans les deux autres cas, le mouvement est freiné par les
forces de frottement qui s’exercent entre le cylindre et I'obstacle. Ce phénomene se produit a
la fois lors de la phase descendante et lors du rebond. Cela a pour effet de réduire 'amplitude
du mouvement observé : la position extréme est moins basse et le rebond est diminué. Le cas
C montre méme qu’un coefficient de frottement élevé peut supprimer la seconde phase. Le
cylindre reste alors en équilibre entre les deux parties de I'obstacle.
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FIG. 4.12 — Déplacement du centie

La figure'4.13 montre la position qu’occupe le cylindre au temps2 ms pour les trois
cas étudiés. Cette derniere permet de mettre en images les conclusions présentées précé-
demment. En effet, & cet instant la de la simulation, les trois cas de figure proposent leur
différence de comportement final (le sens du mouvement est indiqué par une fléeche partant
du pointO). Dans le premier cas, nous voyons que le cylindre n’est déja plus en contact
avec I'obstacle : il est dans sa phase ascendante de rebond. C’est également le cas pour la
deuxieme étude mais le frottement ayant freiné le mouvement du cylindre, ce dernier n’a pas
encore quitté complétement I'obstacle. Dans le dernier cas, le cylindre est resté bloqué par
les forces de frottement.
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FIG. 4.13 — Configurations du cylindre pout 2 ms
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Nous nous proposons d’étudier également, a travers les figures 4.14 a 4.16, I'évolution
de I'énergie au cours du temps. Pour chacun des trois cas, nous tracons donc les courbes
représentatives de I'énergie cinétiglie de I'énergie potentielle élastique et de I'énergie
totale du cylindreF; :

— dans I'étude pour laguelle le frottement est nul (cas A - figure 4.14), nous obtenons le

résultat attendu. En effet, comme pour les essais effectués dans le chapitre précédent, il
n'y a pas dissipation de I'énergie totale. Ce résultat montre une nouvelle fois la véracité
du choix de I'algorithme d’intégration en temps. De méme, nous observons que I'éner-
gie cinétique retrouve sa valeur initiale aprés le rebond : cela montre que la totalité de
I'énergie élastique de déformation emmagasinée lors du choc est restituée. Le cylindre
repart avec la méme vitesse que celle d’arrivée mais dans la direction opposée,

dans le deuxieme cas (cas B - figure 4.15), le cylindre rebondit aussi mais la vitesse
finale est plus faible que la vitesse initiale. Il y a une dissipation de I'énergie totale du
systéme sous I'effet du frottement,

dans le dernier cas (cas C - figure 4.16), le cylindre reste bloqué entre les deux parois
de I'obstacle. La vitesse de sortie (et donc I'énergie cinétique) est nulle a la fin de la
simulation. Il y a une forte dissipation de I'énergie totale du systéme par frottement
et la totalité de I'énergie restante se trouve sous la forme d’énergie élastique de défor-
mation. Le cylindre reste en effet bloqué sous l'effet des forces internes qui exercent
une pression sur les parois de I'obstacle. Nous remarquons également gu’avant de se
stabiliser, le cylindre effectue un lIéger rebond mais que celui-ci est tres vite stoppé. Ce
rebond est a la fois visible sur le graphique représentant la position dupaintours

du temps (figuré 4.12) mais aussi en suivant I'évolution de I'énergie cinétique sur la
figure 4.16.
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FIG. 4.16 — Evolution de I'énergig«= 0, 4)

Dans cette simulation, nous voyons a nouveau l'intérét d’'un schéma conservatif pour I'ana-
lyse des problémes d’'impact. Outre le fait que cela assure un niveau confortable de stabilité,
nous pouvons, dans les cas avec frottement, aborder de maniére quantitative I'énergie méca-
nique dissipée par frottement. Et la encore, nous observons que la quantité d’énergie dissi-
pée n'est pas proportionnelle a la valeur du coefficient de frottement appliquée. En effet, les
cas B et C montrent qu’il est possible d’obtenir une méme quantité d’énergie dissipée pour
deux coefficients de frottement différents (figures 4.15 et 4.16). L'accroissement de la valeur
du coefficient de frottement entraine une augmentation des forces de frottement mais aussi
une diminution des glissements tangentiels entre le cylindre et I'obstacle. Or, seul I'état de
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contact glissant dissipe de I'énergie.

Il existe un autre résultat important a souligner. Bien que I'énergie mécanique soit dis-
sipée en quantité comparable dans les cas B et C, les situations qui en découlent sont bien
différentes. En effet, pour le cas B, la totalité de I'énergie restante I'est sous forme d’énergie
cinétique : c’est le rebond du cylindre. Au contraire, pour le cas C, la totalité de I'énergie
restante I'est sous forme d’énergie potentielle élastique : c’est le blocage du cylindre.

4.4 Impact « déformable-déformable-rigide » en 2D :

Dans cette nouvelle application, nous abordons un cas d’'impact entre deux corps défor-
mables et un corps rigide. Ce probleme présente quelques similitudes avec celui étudié par
Wronski dans [Wro94]. Ainsi, nous étudions le comportement d’un cylindre venant impacter
un bloc reposant sur une fondation fixe. Le contact survient donc a la fois entre le cylindre
et le bloc mais aussi entre le bloc et la fondation.

Tout comme dans la simulation précédente, la loi de comportement matériau utilisée est la
loi de Blatz-Ko développée dans le paragraphe 1.3.3.3/page 31. Nous conservons également
les mémes caracteristiques du matériau :

— module de cisaillementG = 3 MPa,
— masse volumiquep = 700 kg/m?.

En ce qui concerne la fondation rigide, le traitement est le méme que celui utilisé pour
I'obstacle de I'exemple précédent. Les nceuds de I'élément constituant la fondation sont
contraints en déplacement avag = (0,0;0,0) afin d'assurer la rigidité de la structure
guelle que soient les propriétés matériaux utilisées. Ses dimensions n’ont pas d’'influence sur
le résultat de la simulation. Par ailleurs, le cylindre est centré par rapport a I'obstacle et il
est initialement en contact avec celui-ci. Les dimensions du probléme (figure 4.17) sont les
suivantes :

— longueur du bloc = 0,16 m,
— hauteur du bloc # = 0,06 m,
— rayon du cylindre R = 0,025 m.



Impact « déformable-déformable-rigide » en 2D : 107

A
y

"L

X1

FIG. 4.17 — Géométrie du probleme

Nous étudions a nouveau trois cas de figure qui different les uns des autres par la vitesse
initiale appliquée au cylindre et la valeur du coefficient de frottement appliquée aux zones
de contact. Le tableau 4.3 récapitule les différentes données utilisées par la suite.

TAB. 4.3 — Définition des trois cas d’étude

Cas| u; (m/s) | uy (M/S) | n
A 20,0 0,0 0,0
B 10,0 10,0 | 0,0
C 10,0 10,0 |04

La discrétisation spatiale est effectuée a I'aide d’éléments 2D a 4 nceuds [(figure 4.18) et
nous adoptons I'hypothése des déformations planes.

T 11
|
-
!
I I I

FIG. 4.18 — Maillage du probleme
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Notons gu’une nouvelle fois, le maillage est créé de telle sorte qu’il respecte la symétrie
du probléeme. Il est composé d’un total de 794 nceuds constituants 725 éléments. De maniere
plus détaillée, nous avons :

— cylindre : 361 nceuds / 340 éléments,

— obstacle souple : 429 nceuds / 384 éléments,

— obstacle rigide : 4 nceuds / 1 élément.

Les parameétres appligués au schéma d’intégration pour cette simulation sont similaires a
ceux de I'exemple précédent. Nous avons donc toujoursé = 0, 5. La simulation porte
sur une durée totale del0—3 s et nous adoptons le pas de temygs= 10" s.

La figure 4.19 montre la distribution de la contrainte équivalente de von-Mises a différents
instants de la simulation du cas A. Pour I'ensemble des figures, les valeurs des contraintes
enregistrées varient entteMPa et1, 63 MPa. Une nouvelle fois, la symétrie du probléme
(géométrie et conditions initiales) est respectée dans le sens ou les résultats fournis par le
code sont également symeétriques. Nous observons également tres clairement la propagation
du front de contrainte a travers I'obstacle déformable. Celui-ci provoque un rebond vertical
de I'obstacle a la fin de la simulation. Par ailleurs, nous observons toujours que la contrainte
maximale se trouve bien lIégérement a I'intérieur de ce dernier, au niveau de la zone de
contact.

La figure 4.20 présente la distribution de la contrainte équivalente de von-Mises dans le
cas B. Pour ce deuxiéme cas, les contraintes de von-Mises varient &t et0, 9 MPa.

Pour le cas C, nous présentons la distribution de la contrainte équivalente de von-Mises
sur la figure 4.21. Dans ce dernier cas, les valeurs des contraintes varieni &ffa et
1,276 MPa.

Cette nouvelle simulation a confirmé la capacité du code de calcul développé a simuler
des problémes complexes d’impact avec frottement en 2D. Les résultats observés sont en
effet tout a fait conformes aux résultats attendus. De plus, il est bon de noter que les temps
de calcul sont tout a fait raisonnables puisqu’ils sont d’envif@hs sur un PC équipé d'un
processeur AMD Athlon 2400 cadencé.a7 Ghz.
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t=0,00023 s

t=0,00073 s

t=0,00148 s

t=0,00048 s

¢ =0,00098 s

t =0,00298 s

FIG. 4.19 — Contrainte de von-Mises (cas A)



110 Chapitre 4 :Applications numériques

| - |

t=0,00023 s t=10,00048 s

t=0,00073 s t=0,00123s
i Y |
t=0,00198 s t=0,00298 s

FIG. 4.20 — Contrainte de von-Mises (cas B)
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t=0,00023 s t=0,00073 s

t=0,00123s t =0,00148 s

e —|
t=0,00173s t =10,00298 s

FIG. 4.21 — Contrainte de von-Mises (cas C)
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4.5 Impact « déformable-déformable » en 3D

Dans ce nouveau cas de figure, nous allons tester le comportement du code de calcul face
a un cas d’'impact 3D. Pour cela, nous avons choisi de reprendre un cas d’étude initialement
proposé par Love et Laursen dans [LI.03]. Comme le montre la figure 4.22, il s’agit de
simuler 'impact entre deux blocs hyperélastiques.

X3

FIG. 4.22 — Géométrie du probléme 3D

Les deux blocs sont définis (dimensions et positions) par les deux couples de points sui-
vants :

— bloc inférieur : X0,0;0,0;0,0) et B(2,0;2,0;1,0),

— bloc supérieur : @, 5;0,0; 1,25) et D(1, 5; 1, 0; 2, 25).

Afin de respecter au mieux les données proposées dans![LL03], nous utilisons ici le mo-
dele de Saint-Venant-Kirchhoff pour définir le comportement mécanique du matériau. Les
parametres utilisés sont :

— module de Young £ = 36 000 Pa,
— coefficient de Poisson. = 0, 2,
— masse volumiquep = 100 kg/m?.

Pour cette simulation, nous utilisons les éléments 3D a 8 nceuds (élément H8). Le maillage
ainsi obtenu est présenté sur la figure 4.23.
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FIG. 4.23 — Maillage du probleme 3D

Le bloc inférieur est fixé au niveau de sa base. Pour cela, nous imposons une condi-
tion d’encastrement sur I'ensemble des nceuds qui la compase-=: (0, 0;0,0;0,0). Par
ailleurs, nous imposons au bloc supérieur une vitesse initiale définie par le veatesr :
(0,0;1,5;—1,0).

Nous conservons une nouvelle fois les valeurs des parametres du schéma d’intégration
(& = 6 = 0,5) afin d’effectuer une étude quantitative précise de I'évolution de I'énergie au
cours du temps. Par ailleurs, nous précisons que la simulation porte sur une durée tbtale de
s et que nous adoptons un pas de tefps- 1075 s.

Deux cas sont analysés. Dans le premier, nous autorisons un glissement avec frottement
du bloc supérieur sur la face du bloc inférieur. Pour cela, nous appliquons le coefficient de
frottementu = 0, 2 entre les deux surfaces de contact. Dans le second cas, nous tentons de
simuler un contact sans glissement relatif possible en appliquant un coefficient de frottement
plus important i = 0, 8.

La figure 4.24 montre I'évolution de la contrainte équivalente de von-Mises au sein des
deux blocs pour le premiers cas & 0.2). La gestion du contact en 3D est parfaitement
bien maitrisée. Il n’y pas de pénétration entre les deux blocs. Le bloc supérieur rebondit sans
changement significatif de son orientation. Ce n’est plus vrai dans le second cas. Sur la figure
4.25, nous voyons que le bloc supérieur bascule vers I'avant.
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t=20,4s

t=0,8s

t=0,6s

t=1,0s

FIG. 4.24 — Contrainte de von-Mises & 0, 2)
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t=0,4s t=0,6s

t=0,8s t=1,0s

FIG. 4.25 — Contrainte de von-Mises & 0, 8)
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La figure 4.26 montre la position finale des deux blocs pour chacune des deux simulations.
Elle permet de mettre encore plus en lumiere I'effet des forces de frottement. Ainsi, dans le
second cas, le rebond est quasiment vertical et le bloc supérieur a un mouvement de rotation
sur lui méme.

pw=20,2 uw=0,8

FIG. 4.26 — Etat final

Sur la figure 4.27, nous tracons I'évolution de I'énergie mécanique du systéme pour le
premier cas = 0, 2). Nous distinguons clairement la période durant laquelle il y a contact
entre les deux blocs : elle correspond a une dissipation significative de I'énergie totale. Les
variations des énergies élastiques et cinétigues montrent que les deux blocs subissent des
oscillations résiduelles apres la perte du contact.
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FIG. 4.27 — Variation de I'énergie pour= 0, 2
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Sur la figure 4.28, nous tracons a nouveau I'évolution de I'énergie mécanique du systeme
mais pour le second cas cette fois. Les résultats different legerement de ceux présentés dans
[LLO3]. En effet, pour une valeur du coefficient de frottement égaleial’énergie totale du
systéme est constante au cours du temps (contact adhérent uniguement). Ce n’est pas le cas
dans les résultats que nous proposons. Le mouvement de bascule subi par le bloc supérieur
induit une diminution de la pression normale sur l'arriére de la zone de contact. Le statut du
contact est donc « contact avec glissement» bien que le coefficient de frottement soit élevé.
Toutefois, la diminution de la quantité d’énergie dissipée par frottement par rapport au cas
précédent montre que la proportion de contact adhérent a bien augmenté. Le choix d’'un pas
de temps différent peut étre a I'origine des différences observées entre les résultats.
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FIG. 4.28 — Variation de I'énergie pour= 0, 8

4.6 Auto-contacten 2D :

Dans ce dernier exemple de simulation, nous allons montrer comment le code de calcul
développé dans ce travail permet de résoudre le probléme des modes rigides qui se pose dans
certaines simulations de contact en statique. En effet, nous avons souligné dans le chapitre
3 que la méthode proposée nécessitait un traitement particulier en statique pour les cas ou
un des corps étudiés est libre de tout mouvement. La matrice de rigidité du probleme est
alors singuliére et le calcul du vecteur des déplacements libres n’est pas possible. Bien évi-
demment, la solution la plus aboutie est celle qui consiste a mettre en oeuvre une méthode
numerique permettant de traiter le probleme des modes rigides en les filtrant. Nous propo-
sons ici une seconde alternative qui consiste a utiliser la méthode de résolution de problemes
de dynamique. En effet, les termes d’inertie viennent dans ce cas s’ajouter a la formulation
du probléme et suppriment le probléme de conditionnement du systeme a résoudre. Il suffit
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alors d’adapter les déplacements imposés a la valeur du pas de temps pour que le mouvement
engendré soit assimilable a une étude quasi-statique.

Pour mettre en évidence la validité de la démarche, nous nous proposons d’étudier un
probléeme d’auto-contact disponible sur le site internet de la société ANSYS. Le probleme
consiste a prédire le comportement d’'un corps hyperélastique que I'on écrase contre un coin
indéformable. La géométrie du probleme est présentée sur lafigure 4.29.

FIG. 4.29 — Géomeétrie du probleme

Dans le tableau 4.4, nous récapitulons les différentes données nécessaires a la construction
de la geométrie du probleme. Pour cela, nous deéfinissons la XasK ) qui nous permet
de positionner chaque point a I'aide de ses coordonnées cylindrigugs Nous écrivons
alors :OM = rX, avecX, = cos(3)X; + sin(3)Xa.

TAB. 4.4 — Données géométriques du probleme

point | r I}
O 0,0 0,0
A |10,0| 150,0
B |10,0| 210,0
C | 20,0| 191,54
D | 20,0| 168,46
E |32,0] 1350
F | 550 151,0
G | 55,0] 119,0
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Pour cet exemple, nous utilisons la loi de comportement hyperélastique de Mooney-Rivlin
a deux parametres présentée dans le paragraphe 1.3.3.2. Nous appliquerons ainsi les données
ag; = 0,418 eta;y = 0,006 au corps qui doit étre déformé. Les deux obstacles sont quant a
eux indéformables.

Le probleme consiste a imposer un déplacement tbtalu; = —u, = 33 mm a l'obs-
tacle mobile. Nous choisissons de le faire progresser a une vitesse=dé), 1 mm/s sur
chacun des deux axes afin d’étre conforme a I'hypothése de probléme quasi-statique. De
plus, nous imposons d’effectuer le calcul en= 3300 pas de temps. Les paramétres de
calcul sont alors définis comme suit :

L d
1. temps total & simuler? = v 330 s,

T
2. pasde tempsAt = — =0,1s,
n

3. déplacement imposeé a chaque pas de terdps = V.AT = 0,01 mm.

Nous voyons ici le principal inconvénient de I'utilisation de cette méthode pour palier
le probléme des modes rigides en statique : le co(t en temps de calcul est considérable par
rapport a celui d’'un calcul en statique.

Le maillage est réalisé a partir d’éléments 2D a 4 noeuds comme le montre la figure 4.30.
Notons que nous avons choisi de raffiner le maillage au niveau de la zone de contact entre
I'obstacle 1 et le corps déformable. En effet, sur ce type de géométrie (contact entre deux
surfaces curvilignes), il est nécessaire d’effectuer cette opération si nous voulons obtenir un
résultat précis. Dans le cas contraire, il possible de perdre une quantité importante de surface
de contact entre les deux corps.

Toujours sur la figure 4.30, nous représentons I'état de déformation du systéeme a diffé-
rents instants du processus. Tout d’abord, nous voyons que I'objectif fixé est atteint puisque
nous avons réussi a simuler le probleme posé avec le déplacement final souhaité. Ensuite,
nous voyons que toutes les zones de contact définies ont correctement joué leur réle puisque
nous n’observons aucune pénétration.

Bien évidemment, ces seules observations ne suffisent pas pour affirmer que les résul-
tats sont satisfaisants. Pour cela, nous allons comparer nos résultats avec ceux obtenus avec
le code de calcul ANSYS. Nous rappelons que ANSYS peut, au choix, utiliser une mé-
thode de pénalisation, une méthode des multiplicateurs de Lagrange ou bien une méthode de
Lagrangien augmenté pour résoudre le probleme du contact. C’est cette derniére qui a été
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sélectionnée.
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FIG. 4.30 — Evolution du maillage au cours du temps - FER/Impact

La figure 4.31 propose une comparaison du champ de déplacepeehétat final obtenu
avec FER/Impact et ANSYS. Bien entendu, I'échelle utilisée dans les deux cas varie de
mm a33 mm. Nous observons clairement que les deux résultats sont tres proches.
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FER/Impact ANSYS

FIG. 4.31 — Champ de déplacementa I'état final

La figure 4.32 présente la méme comparaison pour le champ de déplacemdres
valeurs de ce dernier varient entrenm et—33 mm. La encore, nous atteignons un niveau
de corrélation tout a fait remarquable entre les deux résultats proposés.

FER/Impact ANSYS

FIG. 4.32 — Champ de déplacementa I'état final
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La derniere comparaison que nous proposons ici est illustrée sur la/figure 4.33. Nous y
présentons le champ de contraintes de von-Mises a I'état final obtenu dans les deux cas.

Fer/impact

FiG. 4.33 — Contraintes de von-Mises en fin de simulation

Bien gue les résultats obtenus par les deux codes de calcul utilisés soient trés proches,
nous notons tout de méme que le résultat du code de calcul ANSYS ne satisfait pas parfaite-
ment la condition de non-pénétration. La figure 4.34 illustre cette remarque en effectuant un
zoom sur I'une des zones de contact. Nous y voyons clairement les zones de chevauchement
du maillage.

FiG. 4.34 — Erreur de résolution du contact - ANSYS

Ce n’est pas le cas du résultat obtenu avec FER/Impact (figure 4.35) dans lequel la condi-
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tion de non-pénétration est respectée. Nous observons tout de méme que nous nous trouvons,
pour deux éléments cibles, dans la configuration décrite par la figure 2.16. Il y a donc péné-
tration de deux nceuds cibles mais a cause d’un probleme de détection et non pas un probléme
de résolution.

FIG. 4.35 — Résolution du contact - FER/Impact

4.7 Conclusions

Dans ce dernier chapitre, nous avons pu démontrer a travers la présentation de quatre
applications numériques I'étendue du champ d’application de la méthode développée dans
notre travail. Tous les résultats présentés confirment les observations faites dans le chapitre
précédent : la méthode est robuste et précise. Nous avons également pu vérifier que la bonne
gestion de I'énergie mécanique pour les cas sans frottement se confirme dans les cas com-
plexes d'impact.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Le but de ce travail était de développer une méthode de calcul numérique basée sur la mé-
thode des éléments finis et permettant d’appréhender la simulation des problémes de I'impact
et du choc. Cet objectif se justifie a la fois par le réle important que joue le contact avec frot-
tement dans de nombreuses applications industrielles et a la fois par les difficultés souvent
rencontrées pour résoudre ce type de probleme a l'aide des codes de calcul commerciaux
disponibles a ce jour.

Tout au long de ce mémoire nous avons détaillé les points importants qui nécessitent un
traitement particulier pour ce type de calcul. En résumé, nous pouvons définir deux problé-
matiques pour lesquelles les solutions apportées dans ce travail sont originales :

— le traitement du contact : pour cette premiére partie, nous avons utilisé la méthode
du bi-potentiel développée par De Saxcé et Feng pour la résolution des probléemes de
contact avec frottement en statique.

— l'intégration des équations du mouvement :pour cette seconde partie, nous avons
choisi d’utiliser un schéma du premier ordre afin de ne pas faire intervenir les termes
d’accélération dans le calcul.

Comme nous avons pu le montrer dans les chapiires|3 et 4, I'association de ces deux ou-
tils aboutit a une méthode robuste et efficace pour le traitement des probléemes de contact
en dynamique. Tout d’abord, elle conserve tous les avantages de la méthode du bi-potentiel
pour le traitement du contact :

— résolution du contact dans un systeme réduit,

— pas de parametre de pénalisation a définir,
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— vérification de maniére exacte des conditions de contact et de la loi de frottement de
Coulomb,

— couplage du contact normal et du frottement dans une seule boucle de résolution.

Ensuite, I'utilisation de I'algorithme du premier ordre permet d’aborder ce type de pro-
bléeme sans développement spécifique visant a contrdler I'énergie mécanique du systeme.
C’est de ce point de vue que le code FER/Impact nous semble le plus prometteur. Outre le
fait que cela simplifie fortement I'implantation de la méthode, nous pouvons ainsi utiliser le
code pour quantifier la perte d’énergie mécanique dissipée par frottement. Cette particularité
offre des perspectives tout a fait novatrices que nous présentons dans la suite.

Cette combinaison a fourni des résultats remarquables sur 'ensemble des cas tests pro-
posés dans ce travail. Ainsi, les nombreuses comparaisons effectuées avec les solutions ana-
lytiques pour le probleme de l'impact longitudinal entre deux barres élastiques montrent
la pertinence de la méthode développée. Les tests suivants montrent également que les ca-
pacités du code de calcul vont bien au dela des cas simples d'impact et que la simulation
d’enchainements complexes de chocs est abordable. En ce sens, nous pouvons estimer que
I'objectif fixé est atteint.

Perspectives

Les différents résultats obtenus avec la méthode développée dans ce travail nous encou-
ragent fortement a poursuivre dans cette voie. De nombreuses modifications peuvent étre
envisagées a plus ou moins court terme dans le but d’étendre encore plus le champ d’'ap-
plication du code de calcul FER/Impact. Ces recherches a venir peuvent étre regroupées en
deux branches indépendantes : I'optimisation du code et I'implantation de nouveaux com-
portement matériaux.

Dans la premiere branche, nous devons nous intéresser a toutes les évolutions que nous
pouvons apporter a la méthode actuelle dans le but d’améliorer les temps de calculs. En ef-
fet, bien que les machines soient toujours plus puissantes, il est intéressant de diminuer les
temps de calcul pour avoir acces a des modeéles plus gros ou bien des séquences d’'impact
plus complexes. Plusieurs axes de recherche sont a I'étude pour atteindre cet objectif :

— la détection de contact :nous avons vu dans le chapitre 2 que I'algorithme de détec-
tion de contact utilisé pour FER/Impact peut étre tres colteux si le nombre de nceuds
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de contact et d’objets cibles deviennent importants [BI.87, Nea89].

— la parallélisation du code :afin de profiter au mieux de la puissance des calculateurs
paralleles, il est possible d’agir sur le code a deux niveaux. Tout d’abord, nous pouvons
paralléliser la phase de détection en assignant chaque zone de contact a des processeurs
différents. Ensuite, la phase de résolution du systeme global elle-méme peut étre paral-
|élisée pour obtenir un gain de temps [HF03, AAR, BAV01, CG02, BCLOB].

— l'optimisation de la bibliothéque d’objets : au cours de nos nombreuses simulations
numériques, nous avons pu déterminer que l'utilisation de notre bibliothéque d’objets
couplée a la surcharge des opérateurs est trés colteuse en I'état. En effet, elle nécessite
de nombreuses copies d’objets temporaires a chaque calcul. Pour régler ce probleme,
nous envisageons de faire évoluer notre bibliotheque par le biais des templates [Rei98].

A ce jour, ces différentes évolutions paraissent indispensables si nous voulons aborder des
problémes aussi complexes que le frottement d’un pneu sur I'asphalte. En effet, I'obligation
de garder un pas de temps raisonnablement petit pour assurer la convergence pose probleme
dans les cas ou le nombre de degrés de liberté total devient important.

Dans le second axe de recherche, nous envisageons d’étendre le champ d’application du
code FER/Impact. Ces nouvelles possibilités peuvent étre issues de développements trés va-
reés :

— lois de frottement : nous avons vu dans le paragraphe 2.2.3 que de nombreux déve-
loppements peuvent étre apportés au niveau du choix de la loi de frottement. En effet,
il n’est pas envisageable de prédire de maniére satisfaisante l'infinité des cas d'impact
gue la nature propose si I'on ne dispose que d'une seule loi de frottement. Chaque
domaine d’application propose ses spécificités et il est nécessaire d’adapter au mieux
notre modélisation au cas étudié. Un premier pas a été fait dans ce sens via I'implanta-
tion d’une loi de frottement orthotrope avec une regle de glissement non-associée.

— comportement matériau : dans notre travail, nous avons orienté nos efforts vers le
domaine des matériaux hyperélastiques. Pour cela, nous avons implanté différentes lois
de comportement (Néo-hookéen, Mooney-Rivlin et Blatz-Ko). Dans ce sens, nos re-
cherches s’orientent plus volontiers vers l'industrie des pneumatiques ou bien des joints
en caoutchouc. Cependant, il existe bien d’autres domaines industriels pour lesquels
I'étude des impacts et des chocs est essentielle. C’est le cas de la balistique ou bien des
crash-tests automobiles. Pour accéder a ces champs d’application, il sera nécessaire
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d’'implanter la prédiction du comportement élasto-plastique [Chr02] mais aussi du phé-
nomene de rupture.

— couplage frottement/thermique : comme nous I'avons énoncé, un des avantages de
la méthode est que I'énergie dissipée par frottement est évaluée de maniere quantita-
tive. Il est donc tout a fait envisageable d’étudier la possibilité d’'un couplage avec un
calcul thermique en postulant que I'énergie dissipée par frottement I'est par production
de chaleur [WM94, Str99, PBB00, XM02]. Il serait alors envisageable d’étudier, par
exemple, 'échauffement des systemes de freinage (disque+étrier) utilisés dans I'indus-
trie automobile.

Nous voyons que le travail présenté ici constitue une solide base a de futures recherches
dans le domaine de l'impact. L'éventail des évolutions a apporter a notre code est aussi
large que les domaines d’applications envisagés. De nombreuses spécialités sont concernées:
tribologie, rhéologie ou bien thermique pour la partie mécanique mais aussi programmation
et mathématiques appliquées pour la partie numérique.
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Annexe A

Impact longitudinal entre deux barres
élastiques

Dans cette premiére annexe, nous effectuons un rappel de la théorie de la propagation des
ondes qui permet d’obtenir un résultat analytique pour le probleme de I'impact longitudinal
entre deux barres élastiques. Nous rappelons sur la figure A.1 la configuration étudiée dans
notre travail.

X, ul ul?
A B C D
X, | (1) || (2)

FIG. A.1 — Impact longitudinal entre deux barres élastiques

Les deux barres sont supposées homogenes et de méme sedimms nous bornons ici
au cas de deux barres constituées du méme matériau et de méme longueur. De plus, nous
supposons que les sections droites restent planes durant la déformation et que nous pouvons
nous limiter a la prise en compte des ondes unidimensionnelles.

Nous avons :
X=X X,
u(X,t) =u(X,t) - Xy,
u(X,t) =u(X,t) - X;. (A.1)

L'équation des ondes que doit vérifier le déplacement de tout point s’écrit :

2 2
ESa u(X,t) _psa u(X,t)

e 5 =0 (A2)
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La solution générale de cette équation est de la forme :

w(X,t) = f(X —ct)+g(X +ct) avec c= \/%’ (A.3)

ou c est la célérité des ondes se propageant dans chacune des deux barres. Cette formule
traduit le fait gu’au moment du choc, deux ondes naissent a l'interface : la premiere se
propage avec la céléritec dans la barré2) et la seconde avec la célérité: dans la barre

(1).

Nous supposons que le choc entre les deux barres a lieu a lirtstan0. Avant cet
instant, le mouvement des deux barres vérifie en effet les conditions initiales qui leur sont
imposées et il n'est pas utile pour le développement du calcul de faire intervenir cette partie
du processus. Les conditions initiales sont donc :

uV(X,0) = u?(X,0) =0,
aW(X,0) =al, (A.4)
W@ (X,0) =l

Nous fixons l'origine des deux barres au niveau de l'interface de contact. Durant la phase de
contact, les déplacements et vitesses sont de la forme :

WX, t) = 08 + c g (X + ct), '
et

u@(X, 1) = al t+ g (X + ct), A6)

W@ (X, t) =0l + cg@ (X + ct). '

Pendant la durée du contact, les déplacements, vitesses et contraintes longitudinales sont
continues au niveau de I'interface de contact. Ces conditions de continuité s’écrivent :

a(0,t) = 4(0,), (A7)

En reportant les équations (A.5) et (A.6) dans (A.7), nous obtenons :

gW(ct) = [P (et),
W g (et) = il — ¢ fO(=ct), (A.8)
dD(ct) = f@(—ct).
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La résolution de ce systéme conduit a :

(2 (1)

fA(s) = g@(s) = % s + cste. (A.9)
c

Les conditions initiales sur les deux barres permettent d’écrisée: = 0. En reportant le
résultat/(A.9) dans (Al5) et (A.6), nous pouvons écrire que dans la zone comprimée :

Sy - (2)
aM (X, t) =P (X t) = M.

5 (A.10)

La vitesse est donc identique dans les parties comprimées de chacune des deux barres. Nous
pouvons également observer que si les deux barres ont des vitesses égales en norme et oppo-
sées en direction, I'interface de contact a une vitesse nulle tout au long du contact.

. I . .
Alinstantt; = - oul est lalongueur des barres, chacune des deux ondes de compression
. b 1] z H ’C H z z H
arrive a I'extrémité libre de sa barre. Elles sont alors, toutes les deux, réfléchies sous la forme
d’ondes de traction. Les déplacements prennent alors la forme :

1 u(Q) _ u(l)
u(X ) = i)+ = (X et) o+ fO(X —et),
C
(A.11)
9 u(Q) _ u(l)
u®@ (X, 1) =ul t + % (X — ct) + g (X + et),
et:
U(l)(X7 {;) = % _ Cf(l)(X . Ct),
(A.12)
u?(X,t) = % + C9(2)()( +ct).
La condition de contrainte normale aux extrémités libres fournissent :
ou(X =) =0 donc fO(~ly —ct)= =00,
(A.13)

on(X =1)=0 donc ¢ (I +ct) = 2c
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En considérant I'état des deux barres a I'instaphous avons :

LD - (2)

FO(X —ct) = w (X =1 —c(t — 1)),
C
(A.14)
0@ _
gX +ct) = 21— 5 2 (X — I+t _tl))'
C
Aprés le passage des ondes de traction dans les barres, nous avons :
(X, 1) =4l
u ) 0 »
A.15
{ W0, 0) = i) —

Les deux barres se séparent au moment ou les deux ondes de traction arrivent a l'interface
w21
de contact, c’est-a-direta = —.
C

En ce qui concerne l'intensité de I'onde de compression générée par le choc, nous utili-
sons la formule :
pCl

on = (A.16)

En multipliant cette valeur par la section de la barre, nous obtenons la force de contact a
I'interface.
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Annexe B

Code de calcul FER/Impact

Dans cette seconde annexe, nous récapitulons les différentes fonctionnalités du code de
calcul FER/Impact qui est le résultat de ces trois années de recherche. Celui-ci constitue le
dernier élément en date de la famille de code de calcul par éléments finis FER (Finite Ele-
ment Research) développée par le groupe MDS (Modélisation en Dynamique des Structures)
du Laboratoire de Mécanique et d’Energétique d’Evry (LMEE) [F&n00]. Ce programme,
d’environ 4 000 lignes, permet d’aborder les problémes de choc et d'impact entre corps dé-
formables. Nous résumons ici les caractéristiques de ce programme :

1. domaine d’application : le code de calcul a été développé dans le contexte des grandes
perturbations. Pour cela, une description lagrangienne totale a été adoptée. De plus,
plusieurs lois matériaux hyperélastiques (néo-hookéen, Mooney-rivlin et Blatz-Ko)
ont été implantées. Pour nos simulations, nous disposons de quatre types d’éléments :
deux types pour les problem2® (73 et Q4) et deux autres types pour les problemes
3D (T4 et HS),

2. méthodes numériques la résolution des systémes linéaires d’équations se fait par la
méthode du pivot de Gauss. Quand aux intégrations sur les éléments de surface et de
volume, la méthode de Gauss par points est utilisée,

3. partie programmation : le code FER/Impact est principalement écrit en C++ sui-
vant un modele de programmation orienté objet. Notons également que le programme
utilise la méthode de stockage des matrices en « ligne de ciel » afin d’optimiser ses
performances globales,

4. résolution du contact avec frottement :le code FER/Impact utilise une méthode
de condensation couplée a un bi-potentiel de contact pour résoudre ce probleme. Cette
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méthode fait appel a plusieurs outils numériques tels que I'algorithme de Gauss-Seidel,
I'algorithme d’'Uzawa. La méthode du lagrangien augmenté est également utilisée pour
traiter les potentiels non-différentiables liés a la loi de contact avec frottement. Le mo-
dele de frottement implanté dans le code est celui de Coulomb,

5. intégration des équations du mouvement le schéma d’intégration en temps im-
planté dans FER/Impact est un schéma implicite du premier ordre. Le choix et I'im-
plantation de ce schéma est I'objet de ce travail. Le schéma de Newmark a également
ete implanté dans le but de procéder a une série de tests comparatifs.

Le post-traitement des résultats obtenus se fait a I'aide du logiciel de visualisation FER/View
[FFO4]. De nombreux exemples de résultats obtenus avec le code FER/Impact et une version
de démonstration du logiciel de visualisation sont disponibles sur le site internet du labora-
toire [FenQ0].
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Résumeé :

Dans beaucoup de problemes de mécanique des solides, la prise en compte du contact
avec frottement joue un rdle prépondérant. La bonne prédiction des effets du contact avec
frottement devient un enjeu majeur pour les industriels. Malheureusement, tres peu de pro-
bléemes peuvent étre traités de maniére analytique. Il est donc nécessaire de développer des
méthodes numériques adaptées a ce type de problemes. Dans ce travail, nous proposons une
extension de la méthode du bi-potentiel, proposée par de Saxcé et Feng, pour I'analyse des
problemes d’'impact entre plusieurs corps déformables dans le cadre des grandes déforma-
tions. Pour cela, nous optons pour un schéma d’intégration du premier ordre a la place d'un
schéma plus classique du second ordre (Newmark, HH)T Ce choix permet de ne pas faire
intervenir I'accélération, non définie au moment du choc, dans les calculs. Le modéle ainsi
développé combine la méthode du bi-potentiel pour la résolution du probléme du contact et
un schéma du premier ordre pour la discrétisation temporelle. Ce travail a abouti au code
de calcul par éléments finis FER/Impact. Les différentes applications numériques proposées
mettent en évidence la validité et I'efficacité de la méthode. Une attention particuliére est
portée a la quantification de la dissipation d’énergie par frottement.

mots clés : contact - impact - dynamique - méthodes numériques - éléments finis

Abstract :

In many problems of solid mechanics, taking into account the frictional contact plays an
important role. Good prediction of the results of contact with friction becomes then a prevai-
ling element for the industry. However, few problems can be solved analytically. It is then
necessary to develop numerical methods adapted to such issues. In this work, an extension
of the bi-potential method, proposed by de Saxcé & Feng, is presented for the modeling of
impact problems involving several deformable bodies within large deformations framework.
To this purpose, we choose a first order time integrator instead of classical second order inte-
grators (Newmark, HHT,. .). This choice avoids to take account for the acceleration which
is undefined at the impact instant. The model so developed combines the bi-potential method
to solve contact problems and a first order scheme for the time integration. This work leads
to develop the finite element code FER/Impact. Different numerical applications illustrate
clearly the validity and efficiency of the method. A special attention is paid to the quantifi-
cation of dissipated energy by friction.

key words : contact - impact - dynamic - numerical methods - finite element



