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Introduction générale

Aujourd'hui, le contrôle-commande temps réel est omniprésent dans beaucoup de secteurs

tels que conduite de procédés, avionique, automobile, télécommunications, etc., et il prend

même de plus en plus de place dans notre vie quotidienne avec des systèmes enfouis dans nos

appareils électroménagers. En termes de complexité, les applications de contrôle commande

temps réel couvrent un large spectre allant du simple microcontrôleur (contrôle du système de

freinage d'une voiture, par exemple), jusqu'aux systèmes répartis (contrôle du tra�c aérien,

par exemple). Les enjeux économiques et les intérêts scienti�ques liés aux systèmes temps

réel sont multiples. C'est la raison pour laquelle on assiste, depuis les années soixante-dix, à

une profusion de langages, de méthodes, d'algorithmes, de protocoles de communication, etc.,

pour le temps réel.

Au fur et à mesure que la capacité du matériel informatique augmente et son coût diminue,

de plus en plus de fonctionnalités sont réalisées au moyen d'informatique, et il y a une tendance

à partager une ou plusieurs ressources de calcul et/ou de communication dans une application

de contrôle commande temps réel. Ainsi, on peut trouver par exemple que dans un système

embarqué (cf, la �gure 1), la tâche temps réel implémentant le contrôleur (appelée tâche de

contrôle) s'exécute parallèlement sur un processeur avec plusieurs autres tâches, y compris

d'autres tâches de contrôle. Pour un autre exemple, on pourra se reporter à l'application de

contrôle commande distribué (cf, la �gure 2) qui possède une ou plusieurs boucles de contrôle

fermées via un réseau de communication. Le réseau est partagé non seulement pour l'échange

de données entre les contrôleurs et les procédés contrôlés mais aussi pour transmettre des

messages d'autres types d'applications. Puisque la qualité de contrôle (QdC) de la boucle de

Contrôleur Actionneur Procédé n Capteur

Contrôleur Actionneur Procédé 2 Capteur

processeur

Contrôleur Actionneur Procédé 1 Capteur

Figure 1 � Le partage d'un processeur par un certain nombre de boucles de contrôle
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Introduction générale

Application x
Application y

contrôleur 1 Actionneur Procédé 1 Capteur

contrôleur 2 Actionneur Procédé 2 Capteur

contrôleur n Actionneur Procédé n Capteur

Réseau

Figure 2 � Le partage d'un réseau par un certain nombre de boucles de contrôle et d'autres

applications

contrôle dépend largement des caractéristiques temporelles de son exécution, ainsi se pose le

problème de choix des paramètres d'ordonnancement des tâches ou des messages.

Avec les matériels informatiques toujours plus performants, on pourrait être convaincu

que la plupart des problèmes temporels peuvent être résolus en mettant à jour le processeur

ou les composants du réseau. Bien que ceci puisse être vrai dans certains cas, la conception

du système est souvent soumise à une forte contrainte économique (par exemple le cas des

systèmes électroniques embarqués dans l'automobile). Le concepteur est obligé de partager

un processeur ou un noeud de communication du réseau déjà fortement chargé avec plus de

tâches. Seulement dans des applications extrêmes, telles que les centrales nucléaires, le coût

du matériel informatique peut être négligé pendant le développement de l'application.

1 Conception conjointe de commande et d'ordonnancement

Ce travail vise à réaliser la meilleure performance de contrôle sur des ressources de calcul

ou de communication limitées. Notons que c'est aussi équivalent à dire qu'on vise à main-

tenir la meilleure performance possible (ou avec dégradation contrôlée) en cas de surcharge

des ressources (i.e. situation de ressources limitées pendant une période transitoire). Pour

atteindre cet objectif, un nouveau modèle de conception de commande et ordonnancement

sera nécessaire. Pendant longtemps, la conception d'une application de commande s'est fait

en deux étapes relativement isolées : la conception de commande et la conception d'ordonnan-

cement. Les automaticiens conçoivent et évaluent les algorithmes de contrôle en supposant

un modèle simple de la plate-forme informatique support (processeurs et réseaux). D'autre

part, les informaticiens ordonnancent les tâches de contrôle avec d'autres types de tâches sans

véritable connaissance de l'in�uence des paramètres d'ordonnancement sur la performance

de contrôle. Par exemple, d'où viennent les échéances strictes sur des tâches qu'on cherche

à ordonnancer dans la communauté de l'ordonnancement temps réel ? Quelle est la consé-

8



1. Conception conjointe de commande et d'ordonnancement

quence sur l'application si une échéance du temps réel dur n'est pas respectée ? L'application

concernée a-t-elle une certaine capacité de tolérance au dépassement d'échéance voire non

exécution d'une instance de tâche ? Dans une perspective historique, le développement séparé

des théories de commande et d'ordonnancement a conduit à un nombre important de résultats

utiles. Pourtant, ce modèle de développement relativement isolé présente du conservatisme et

mène ainsi aux solutions non-optimales (e.g. surdimensionnement de ressources). Ainsi, une

meilleure façon de concevoir l'application de contrôle commande temps réel est de mener la

conception de commande et d'ordonnancement conjointement au lieu de les traiter comme

deux aspects isolés : d'une part, les contrôleurs nécessitent d'être conçus en tenant compte

des caractéristiques temporelles d'ordonnancement impliquées par le partage de ressources, et

d'autre part, les tâches ou les messages doivent être ordonnancés sans ignorer les conséquences

sur la performance de contrôle. Et en�n, la disponibilité des ressources (qui dépent fortement

de la charge du système) et le besoin en ressources de boucles de contrôle (qui dépend de

l'état du procédé) varient dans le temps. La conception conjointe devrait permettre la mise en

oeuvre de mécanismes en-ligne conduisant ainsi à un système global adaptatif : quand le be-

soin en ressources d'une application diminue (e.g. procédé stable), la contrainte sur l'échéance

peut être relâchée a�n de favoriser le traitement d'autres tâches ; quand le besoin en ressource

d'une application augmente (ou la ressource devient limitée à cause d'une surchage), l'ordon-

nancement initial peut être modi�é a�n de favoriser le traitement de cette application tout en

maintenant une performance globale de l'ensemble des applications à un niveau satisfaisant.

Un système informatique possède beaucoup de ressources importantes (processeur, mé-

moire, entrée-sortie, réseau, etc.) dont le partage exerce un impact sur le comportement tem-

porel des applications. Cette thèse se focalise sur l'ordonnancement des tâches de contrôle sur

le processeur ou des messages nécessaires au calcul de la loi de commande sur le noeud de

communication lorsqu'il s'agit de l'application distribuée. Ainsi le problème de la conception

conjointe de commande et d'ordonnancement peut être formellement dé�ni comme suit.

Dé�nition 1 Etant donné un ensemble de procédés à contrôler et un processeur (ou un noeud

de communication) où s'implémentent les tâches de contrôle (ou se transmettent les messages

nécessaires au calcul de la loi de commande), la conception conjointe (ou co-conception)

consiste à concevoir conjointement un ensemble de contrôleurs et la stratégie d'ordonnance-

ment des tâches de contrôle (ou messages) de telle sorte que la QdC globale soit optimisée.

En général, ce problème de conception conjointe peut paraître trivial si l'on ne considère

qu'un système fermé où l'ensemble de procédés et de ressources informatiques est parfaitement

connu. Dans un système ouvert (e.g. boucles de contrôle via un réseau partagé, appelé aussi

systèmes contrôlés en réseau ou NCS : networked control systems) en revanche, la conception

conjointe n'est pas triviale, ceci à cause de la variation dans le temps de la disponibilité de

ressources qui elles sont aussi partagées par d'autres applications dont les caractéristiques

restent inconnues ou partiellement connues. Là nous sommes en face d'un problème de co-

conception commande-ordonnancement pour optimiser la QdC avec la présence de la variation

9



Introduction générale

de la disponibilité de ressources (ou en équivalent la variation de performance du système

informatique support vis à vis de ces applications de contrôle).

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à développer des méthodes de co-

conception des systèmes ouverts a�n de fournir la QdC requise malgré la dégradation tempo-

raire des performances du système informatique support. Sans perdre de la généralité, nous

considérons que cette dégradation de performance est provoquée par la surcharge, et dans

ce cas nous proposons d'explorer une approche qui consiste à rejeter des instances (ou mes-

sages) de manière contrôlée. Le modèle (m,k)-�rm [Hamdaoui95] nous paraît convenable pour

contrôler le rejet. Notons qu'il existe d'autres approches telles que celle qui allonge la période

des boucles de contrôle en cas de surcharge [Eker00].

2 Solution envisagée : conception conjointe avec rejet sélectif

selon le modèle (m,k)-�rm

La conception conjointe de commande et d'ordonnancement a attiré, dans ces derniers

temps, l'attention dans le domaine de l'automatique aussi bien que dans le domaine de l'or-

donnancement temps réel, et un certain nombre de résultats ont été obtenus. L'allocation de

la ressource de calcul aux tâches de contrôle est le problème le plus traité parmi les approches

existantes. La technique de base utilisée par ces approches consiste à calculer la période des

tâches de contrôle dans l'application a�n de distribuer raisonnablement la ressource de calcul

entre elles et ainsi d'obtenir une performance de contrôle globale optimale sous la contrainte

d'ordonnançabilité. Par exemple, en supposant que la fonction de coût (relations entre la

période d'échantillonnage et la performance de contrôle) associée à chaque tâche de contrôle

est exponentielle, l'algorithme proposé dans [Seto96] calcule hors ligne les périodes d'un en-

semble de tâches de contrôle de sorte que la performance de contrôle globale soit optimisée

et la contrainte d'ordonnançabilité des tâches soit respectée. Citons également une approche

représentative proposée dans [Eker00] qui, en supposant que la fonction de coût de chaque

tâche dans l'application soit quadratique, permet de calculer en ligne les périodes des tâches

garantissant l'optimisation de la performance de contrôle globale et le respect de la contrainte

d'ordonnançabilité.

Cependant, ces approches basées sur la régulation des périodes des tâches de contrôle

sou�rent d'un certain nombre de limites lorsqu'il s'agit de l'optimisation en ligne :

� Si la ressource partagée est un noeud de communication dans le réseau, la technique

de régulation des périodes n'est pas applicable en règle générale. La communication

du noeud de réseau vers les capteurs des procédés pour ralentir le rythme d'émission

des capteurs nécessite l'implémentation de mécanismes complexes dans le noeud de

communication, augmentant ainsi fortement le coût et rendant la solution souvent inen-

visageable dans la pratique. Alors que le rejet des échantillons en retard est une solution

naturelle puisqu'un échantillon non envoyé à temps est souvent écrasé par un nouveau.
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2. Solution envisagée : conception conjointe avec rejet sélectif selon le modèle (m,k)-�rm

� Lorsque des tâches sont soumises à des contraintes de précédence, le changement de

période d'une tâche implique souvent le changement de période d'une (des) autre(s)

tâche(s), car les périodes des tâches sous la contrainte de précédence sont souvent mi-

nutieusement choisies pour un échange e�cace d'informations entre les tâches,

� Les fonctions de coût des tâches de contrôle sont supposées convexes ou peuvent être

approchées par une fonction convexe pour réduire la complexité de l'algorithme d'op-

timisation. Cependant, cette hypothèse n'est pas toujours valide, car en pratique, il

est parfois di�cile de garantir que ces fonctions sont toutes convexes. En observant les

caractéristiques des fonctions de coût de certains systèmes, il est clair que tout les sys-

tèmes n'ont pas de fonction de coût convexe : certains systèmes ont la fonction de coût

concave, ou même ni convexe ni concave.

En raison de ces limites des approches existantes basées sur la technique de régulation de

périodes, les approches envisagées dans cette thèse s'appuient sur une solution di�érente

qui consiste à maintenir l'optimalité de la performance de contrôle globale en sélectivement

rejetant les instances des tâches de contrôle (ou messages nécessaires au calcul de la loi de

commande) au lieu d'ajuster leurs périodes. En réalité, le rejet d'un échantillon est équivalent

à multiplier la période d'échantillonnage. Du point de vue du contrôle, il s'agit d'étudier le

contrôle à période d'échantillonnage variable. Ce qui di�érencie notre approche de celle de

régulation de périodes est simplement dans la façon d'atteindre l'objectif de changement de

périodes. Cette stratégie permet de surmonter les limites mentionnés ci-dessus car :

� Le mécanisme de rejet dynamique des messages dans un noeud de communication est

plus facile à implémenter que le changement de période d'échantillonnage (e.g. bu�er

avec écrasement) ;

� En cas des tâches sous la contrainte de précédence, comme la période nominale de chaque

tâche reste constante durant l'exécution de l'application, l'adaptation de périodes au

moment du réajustement n'est plus nécessaire ;

� Les rejets d'instances ou de messages peuvent être considérés comme la multiplication

de la période nominale de la tâche ou du message. Ainsi, trouver une stratégie optimale

de rejets des instances ou messages consiste à calculer ces périodes multiples, ce qui peut

être modélisé par un problème d'optimisation discrète pour lequel il existe des solutions

qui ne dépendent pas de la convexité du problème et qui sont e�caces en terme de

complexité.

Concrètement, la stratégie de rejet des instances ou messages se base sur le modèle (m,k)-�rm

qui a été proposé par Hamdaoui et Ramanathan [Hamdaoui94, Hamdaoui95]. La contrainte

(m,k)-�rm consiste à imposer le respect des échéances de m instances (messages) parmi k

instances (messages) consécutives quelconques et permet de spéci�er explicitement le motif

(ou pattern) de rejet (ou non respect des échéances), ce qui le rend particulièrement intéressant

pour des systèmes de contrôle commande qui tolèrent le non respect des échéances de certaines

instances ou messages sans a�ecter leur fonctionnement correct (par exemple : le respect de

la contrainte de temps de réponse, du dépassement, du coût, etc.). De plus, le système peut
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être conçu selon le modèle (m,k)-�rm pour o�rir di�érents niveaux de QdC, entre (k,k)-�rm

(cas idéal) et (m,k)-�rm (le pire cas) avec autant de niveaux intermédiaires que de valeurs

possibles entrem et k, ce qui donne un système avec la dégradation contrôlée de QdC (�graceful

degradation�).

3 Les objectifs et contributions

Le premier objectif est de démontrer l'intérêt de cette approche de contrôle de dégradation

de la QdC par rejet selon le modèle (m,k)-�rm. Ceci se réalise par l'étude de l'impact de

rejet d'instances ou messages sur la QdC d'une boucle de contrôle dans un premier temps,

puis la proposition d'une méthode de co-conception de lois de contrôle et ordonnancement.

Par la conception conjointe, les éléments à considérer dans la conception de la boucle de

contrôle sont, non seulement le procédé physique à contrôler, mais également les paramètres

d'ordonnancement caractérisés par la contrainte (m,k)-�rm. Cette étape est constituée des

sous-étapes suivantes :

� Identi�cation de la contrainte (m,k)-�rm satisfaisant l'exigence de performance de la

boucle de contrôle.

� Association de la distribution de rejets d'instances (ou messages) dans la séquence d'ins-

tances (ou messages) à la QdC de la boucle, et identi�cation de la distribution donnant

la performance de contrôle optimale,

� Conception du contrôleur optimal sous la contrainte (m,k)-�rm.

Cette étape est soutenue par des activités de modélisation et analyse, simulation et expéri-

mentation. Un aspect particulièrement important est l'analyse et la simulation de la boucle

de contrôle en fonction des di�érents contraintes (m,k)-�rm.

Dans cette étude, nous considérons les applications évolutives (c'est-à-dire un système

ouvert) donc la con�guration pourra être changée (activation ou désactivation de tâches,

changement de temps d'exécution d'une tâche dû au changement de l'algorithme de contrôle)

durant son exécution. Garantir le respect des contraintes temps réel avec des ressources limi-

tées et supporter les variations de la con�guration de l'application exigent une o�re de services

adaptatifs. La solution conservatrice consiste à dé�nir des contraintes temporelles strictes et

à mettre en oeuvre la preuve de l'ordonnançabilité (de tâches ou de messages) dans le pire

cas. Cette méthode conduit généralement à surdimensionner les ressources nécessaires.

Ainsi notre deuxième objectif est de concevoir des mécanismes exécutifs en ligne qui

ajustent les contraintes (m,k)-�rm des tâches (ou messages) suivant la con�guration courante

de l'application de manière à ce que la performance globale de l'application soit optimale

dans la con�guration courante. Ces deux objectifs sont étroitement liés : l'étape de l'étude

de l'impact de rejets d'instances ou message permet de fournir tous les éléments nécessaires

à la mise en oeuvre des mécanismes exécutifs en identi�ant formellement la relation entre la

contrainte (m,k)-�rm et la QdC.
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4. Organisation du document

Par rapport à l'état de l'art existant sur la co-conception, dans cette thèse nous avons

proposé les contributions principales suivantes :

� établissement d'une relation explicite entre la QdC et le rejet d'échantillons ;

� développement d'une méthode de co-conception permettant de déterminer les para-

mètres (gain) optimaux de la loi de contrôle en présence de rejets ;

� proposition d'un mécanisme en-ligne réajustant le gain des contrôleurs en fonction de

rejets, tout en respectant l'ordonnançabilité de l'ensemble de tâches sous contrainte

(m,k)-�rm.

4 Organisation du document

Ce document se compose de six chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons le

contexte du contrôle-commande et la problématique liée à la prise en compte des performances

de l'implémentation lors de la conception des systèmes de contrôle-commande, puis un état de

l'art sur les travaux réalisés autour de la conception conjointe commande-ordonnancement,

et en�n notre approche de réglage de rejet selon le (m,k)-�rm. Le chapitre 2 présente une

synthèse sur les travaux autour du modèle (m,k)-�rm. Dans le chapitre 3, nous montrons tout

d'abord comment déterminer, pour un système monodimensionnel, la contrainte (m,k)-�rm

sous laquelle la boucle de contrôle reste stable. La démarche pour concevoir le contrôleur

qui minimise la détérioration de performance de contrôle à cause des rejets d'échantillons

est également présentée. Une contribution technique est donnée qui consiste à proposer une

fonction de coût basée sur la borne supérieure de la variance au lieu de la variance elle-même.

Notre approche est généralisée et enrichie dans les chapitres 4 et 5 pour traiter ces mêmes

problèmes liés à un système multidimensionnel. Dans le chapitre 4, en prenant l'exemple

concret du déplacement d'un chariot sur un rail, nous décrivons comment obtenir la valeur de

k, c'est à dire la période d'échantillonnage maximale, puis étudions l'impact de la valeur de

m ainsi que la distribution de rejets d'échantillons (i.e. les m instances) sur la performance de

contrôle au moyen de simulation. Le chapitre 5 propose une méthode analytique de conception

conjointe. Pour une situation donnée, cette méthode permet de calculer non seulement le gain

optimal du contrôleur mais également la meilleure répartition de m sur k. Dans le chapitre 6,

nous considérons l'application de contrôle-commande embarquée dans laquelle le processeur

est partagé par un ensemble de tâches de contrôle. Nous proposons un algorithme qui au

moment du changement de la con�guration de l'application, recalcule une contrainte (m,k)-

�rm de chaque tâche a�n que l'ordonnançabilité de cet ensemble de tâches soit garantie et

la performance de contrôle globale soit maintenue à un niveau acceptable. En�n, un dernier

chapitre donne une conclusion générale et présente nos perspectives pour étendre les travaux

présentés dans ce document.
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Chapitre 1

Problématique et travaux relatifs

1.1 Contexte

Cette section est consacrée à l'introduction des problématiques liés à l'implémentation du

système numérique de contrôle-commande. Nous présentons dans un premier temps l'archi-

tecture d'une boucle de contrôle ainsi que son modèle mathématique, puis les considérations

de validation du système. En�n, nous présentons les stratégies d'implémentation du système

de contrôle-commande.

1.1.1 Système numérique de contrôle-commande

Tout au long de ce manuscrit, nous supposons que le processus à contrôler peut être dé-

crit par un ensemble d'équations linéaires, qui donnent la relation entre le signal d'entrée

(commande) et de sortie (mesures du processus contrôlé). Comme le processus est un pro-

cessus physique existant dans le monde réel, ainsi il est un système à temps continu. Une

représentation mathématique standard d'un tel système est

dx(t)
dt

= Ax(t) +Bu(t) +Gv(t) (1.1)

y(t) = Cx(t)

où x est un vecteur décrivant l'état du processus, u est le signal de commande, y est le signal

de sortie, et v est un bruit blanc Gaussien à moyenne nulle qui perturbe les états du processus.

A, B, C, et G sont des matrices constantes qui décrivent la dynamique du processus.

Le contrôleur est un système à temps discret car la sortie du processus contrôlé est échan-

tillonnée périodiquement. Les états du processus sont considérés comme mesurables, ou s'ils

ne le sont pas, ils peuvent être reconstitués par l'introduction d'un observateur. Le contrôle

linéaire est représenté par l'équation suivante :

u(kh) = Lx(kh) (1.2)
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Figure 1.1 � Relation entre les signaux à temps continu et à temps discret dans une boucle

de contrôle.

où x est l'état échantillonné, et u est maintenu constante par le bloqueur jusqu'à la

prochaine mise à jour de la commande (Figure 1.1).

Pour plus d'informations sur le système numérique de contrôle-commande et ses caracté-

ristiques, le lecteur peut se référer par exemple à [Astrom97].

1.1.2 Evaluation du système de contrôle-commande

Pendant la phase de conception des systèmes de contrôle-commande, la notion de stabilité

revêt une importance particulière. Il existe actuellement plusieurs critères de stabilité. Mais

grosso modo, la notion de stabilité s'apparente à l'idée que le système n'explose pas, ne sort

pas de certaines bornes. Par exemple, considérons le système asservi dont l'objectif est de

faire venir la sortie du processus contrôlé à sa référence (valeur �nale). La �gure 1.2 montre

la trajectoire d'évolution de la sortie d'un système asservi stable (dont la sortie à tendence

à venir à sa référence) et celle d'un système asservi instable (dont la sortie a tendance à

s'en écarter). La première condition de bon fonctionnement d'un système est la stabilité.

Autrement dit, commander correctement un système, c'est avant tout éviter qu'il ne devienne

instable. Le problème de stabilité devient ainsi un sujet de préoccupation majeur du travail des

automaticiens depuis le siècle dernier. Beaucoup de travaux ont été e�ectués dans le domaine

de l'analyse de stabilité [Lyap07, Hahn67, Park81].

Une fois la stabilité du système assurée, on cherche ensuite à améliorer la performance de

contrôle. La performance de contrôle d'une boucle de contrôle peut être mesurée de plusieurs

manières selon le type du système de contrôle-commande envisagé. Pour un système asservi,

a�n de quanti�er les spéci�cations imposées sur la sortie, et ainsi mesurer la performance du

contrôle, on a recourt à di�érentes caractéristiques de la sortie du processus contrôlé. Celles-ci

sont typiquement dé�nies dans le domaine temporel sur la réponse indicielle (réponse à un

échelon de consigne). La �gure 1.3 illustre ces caractéristiques sur la réponse indicielle d'un
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1.1. Contexte

Figure 1.2 � (a) Système asservi stable ; (b) Système asservi instable

Figure 1.3 � Caractéristiques temporelles de la réponse indicielle d'un processus

processus.

� Dépassement (M) : exprime dans quelle mesure la sortie y (t) va dépasser sa référence p
avant de l'atteindre : M = maxt≥0

y(t)−p
p 100 [%].

� Temps de montée (TM) : temps nécessaire à la sortie du processus pour atteindre un

certain pourcentage de sa référence (nous considérerons ici 95%). Notons qu'on dé�nit

également dans certains ouvrages comme le temps pour que la sortie passe de 10% à

90% de la référence.

� Temps d'établissement (TE) : temps au-delà duquel l'écart entre y (t) et la référence est
borné par une certaine valeur, c'est-à-dire tel que y (t) ne sorte plus d'un certain couloir

centré sur la référence. Cet écart est exprimé en %.

� Temps de réponse (TR) : En fonction de la précision exigée, le temps de réponse est le

temps au bout duquel la sortie du processus pénètre dans le couloir de plus ou moins

5% de la référence sans en sortir.
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Pour les problèmes de régulation, l'objectif de contrôle est de maintenir la variable contrôlée à

une valeur constante en présence des perturbations. Sans perdre de la généralité, cette valeur

constante peut être supposée égale à 0 pour les systèmes linéaires (i.e. E(x(t)) = 0 où E

représente l'espérance mathématique). Pour ce type de problème, l'utilisation de la notion

de variance de la variable contrôlée est pertinente. Ce qui nous amène à nous intéresser à

E(|x(t)|2). On peut par ailleurs exprimer une idée similaire en termes de fonction de coût

quadratique, c-à-d :

J =
1
H

∫ H

0
xT (t)Qx(t)dt (1.3)

où x(t) est le vecteur de variables d'état comme précédemment dé�ni et Q une matrice sy-

métrique positive permettant de pondérer l'in�uence des variables avec des poids di�érents,

H est l'horizon du temps pour mesurer le coût. Notons que lorsque x(t) a un comportement

périodique (cf. chapitre 3), la variance ne permet plus de nous donner des renseignements

�ns sur ce qui se passe à l'intérieur d'une période, nous proposons alors d'utiliser la valeur

supérieure de la variance comme fonction de coût.

Le coût de contrôle u(t) peut aussi être intégré dans la fonction de coût a�n de prendre

en compte la consommation d'énergie ou la limite de la sortie du contrôleur, la fonction 1.3

devient ainsi :

J =
1
H

∫ H

0
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)dt (1.4)

où Q et R sont des matrices de poids quadratiques qui représentent l'importance des éléments

des vecteurs x (t) et u (t) dans le calcul de J , H est l'horizon de temps pour mesurer le

coût. Une grande valeur de J indique de grandes déviations de l'état désiré ou un coût de

contrôle important, est ainsi pire qu'une valeur plus petite de J . Un coût in�ni implique que

le système est instable. Notons que cette fonction de coût peut être aussi utilisée pour mesurer

la performance dans le cas d'un asservissement. Dans ce cas, l'écart entre l'état du processus

et l'état désiré est utilisé à la place de l'état du processus dans la fonction 1.4.

1.2 Prise en compte de la plate-forme d'implémentation dans

la spéci�cation du système de contrôle-commande

1.2.1 Présentation du problème

Cette section présente principalement les problèmes liés à l'introduction de réseaux dans

une boucles de contrôle (délai et perte). Il convient de souligner que le problème de délai peut

aussi apparaître sans réseaux dès lors qu'un CPU est partagé entre plusieurs tâches dont celle

de contrôle à cause du problème d'ordonnancement monoprocesseur (cf. �gure 1). Mais ce

dernier point est supposé connu et ne sera pas développé.
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Actionneur n
Actionneur 2

Procédé physique

Actionneur 1
Capteur n

Capteur 2
Capteur 1

Contrôleur

Réseau

Figure 1.4 � Système de contrôle-commande distribué de structure directe

Durant ces dernières années, l'évolution technologique dans le domaine des réseaux infor-

matiques a permis aux automaticiens d'inclure la liaison de communication dans des systèmes

de contrôle-commande, par exemple pour éliminer le câblage en point à point, réduisant ainsi

la complexité et le coût global dans les phases de conception et d'implémentation du système ;

pour faciliter la mise au point ou la mise à jour du système en terme de l'insertion des action-

neurs, des capteurs et des contrôleurs sans coût supplémentaire important ou modi�cation de

l'architecture du système ; ou tout simplement parce que la topologie des di�érents compo-

sants du système l'impose. Ceci donne naissance à un nouveau paradigme dans l'analyse et

la conception des systèmes de contrôle-commande, à savoir systèmes de contrôle-commande

distribués appelés aussi ces derniers temps systèmes contrôlés en réseau (Networked Control

System).

L'étude du système de contrôle-commande distribué commence dans les années soixante-

dix quand Honeywell a implémenté son système de contrôle distribué (DCS : distributed

control system). Pourtant, les équipements d'un DCS sont rarement connectés car la plupart

des fonctions de contrôle telles que l'exécution de la loi de commande, l'échantillonnage sont

supportés par des modules dédiés, seuls les signaux marche/arrêt, les informations de sur-

veillance, d'alarme sont transmis sur une liaison série. Aujourd'hui, grâce aux puces ASIC et

à la baisse du coût du silicium, les capteurs et actionneurs peuvent tous être équipés d'une

interface réseau, et peuvent ainsi devenir des noeuds indépendants sur un réseau de commu-

nication.

En général, les structures des systèmes de contrôle-commande distribués qui s'appliquent

actuellement dans di�érents domaines peuvent être classées en deux types : la structure di-

recte et la structure hiérarchisée. Dans les systèmes de contrôle-commande distribués avec

la structure directe, la boucle de rétroaction est fermée sur un réseau de communication

[Halevi88, Walsh99, Branicky00, Nilsson98]. La �gure 1.4 illustre l'architecture de tels sys-

tèmes. Les mesures des sorties du système sont encapsulées dans un message, ce dernier est
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Actionneur n
Actionneur 2

Procédé physique

Actionneur 1
Capteur n

Capteur 2
Capteur 1

Contrôleur

Contrôleur
local

Réseau

Références Mesures

Figure 1.5 � Système de contrôle-commande distribué de structure hierarchisée

envoyé au contrôleur au travers du réseau. Le contrôleur prend régulièrement connaissance de

l'état du processus physique par le biais des messages provenant de capteurs, calcule la pro-

chaine action à e�ectuer sur la base des mesures reçues. Les consignes sont envoyées dans un

message aux actionneurs et répercutées sur le processus contrôlé par le biais des actionneurs.

Tandis que dans les systèmes de contrôle-commande distribué avec la structure hiérarchisée,

il y a un contrôleur global dans un site maître qui plani�e des actions et transmet les réfé-

rences au site distant dans lequel se trouve la boucle de rétroaction locale (cf. la �gure 1.5).

Ici, le réseau n'intervient pas dans la boucle de rétroaction. Cependant, si on considère les

boucles de rétroaction locale implantées, par exemple dans le site structuré autour d'un réseau

de terrain, la problématique de leur mise en oeuvre relève encore de la problématique de la

structure directe. Dans la suite de ce paragraphe et dans les études menées durant cette thèse,

nous nous focalisons sur l'analyse du système de contrôle-commande distribué de structure

directe. Néanmoin, les méthodologies proposées pour la structure directe pourraient aussi

être appliquées pour la structure hiérarchisée en considérant la boucle fermée locale comme

un processus à contrôler. Dans ce cas, la boucle fermée locale peut être représentée par son

modèle d'état (1.1) ou sa fonction de transfert (rapport entre les transformés de Laplace de

la sortie et de l'entrée du système à conditions initiales nulles).

Notons que dans un système de contrôle-commande centralisé, le contrôleur est connecté

directement aux échantillonneurs (capteurs) et actionneurs comme illustré dans la �gure 1.6.

Grâce à la connexion point à point directe des composants du système, le signal de sortie du

processus et le signal de commande sont immédiatement disponibles pour le contrôleur et les

actionneurs.
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Actionneur n
Actionneur 2

Procédé physique

Actionneur 1
Capteur n

Capteur 2
Capteur 1

Contrôleur

Figure 1.6 � Système de contrôle-commande centralisée

Les e�ets du retard et de la perte et leurs impacts

Considérons le système illustré par la �gure 1.4. Les actionneurs et capteurs sont connec-

tés au contrôleur au travers du réseau de communication. Puisque les messages contenant les

informations de contrôle sont envoyés sur le réseau, deux e�ets inattendus pourraient se pro-

duire sur la performance du système . Premièrement, la communication entres les composants

du système peut subir un délai de transmission (délais de transmission entre les capteurs et le

contrôleur et entre le contrôleur et les actionneurs). Deuxièmement, le réseau introduit sou-

vent une non-�abilité des données transférées : les messages sou�rent non seulement du délai

de transmission mais aussi du risque de perte (une perte de messages peut être néanmoins

considérée comme un délai in�ni). Dépendant du protocole de communication, de la charge du

réseau, de la politique d'ordonnancement des messages, et même des perturbations électroma-

gnétiques (electromagnetic interference - EMI) [Ray87], le délai de transmission peut avoir des

caractéristiques di�érentes. Pour certaines con�gurations du réseau, le délai de transmission

peut être constant, mais dans d'autres cas, il peut varier de manière aléatoire. La �gure 1.7

illustre le système a�ecté par les délais de transmission avec :

� τcc, le délai de transmission entre les capteurs et le contrôleur ;

� τca, le délai de transmission entre le contrôleur et les actionneurs.

Mis à part les délais de transmission, il existe aussi le délai de calcul de la tâche temps

réel implémentant le contrôleur. En général, le délai de calcul est plus court que le délai de

transmission sur le réseau et est souvent négligé dans l'analyse. En tout cas, lorsque le délai de

calcul n'est pas négligeable, celui-ci peut être inclus dans le délai de transmission [Nilsson98].

La �gure 1.8 montre le diagramme de la propagation des délais.

Que le délai soit constant ou variable dans le temps, celui-ci peut dégrader la performance

du système conçu sans prendre en compte le délai, et même déstabiliser le système. Une étude
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Actionneur n
Actionneur 2

Procédé physique

Actionneur 1
Capteur n

Capteur 2
Capteur 1

Contrôleur

Réseau

cc

c

ca

Figure 1.7 � Boucle de contrôle avec délais, τcc et τca ; le temps de calcule du contrôleur τc
est aussi indiqué

kh(k-1)h

Sortie du
processus

y(k)

Signal de
contrôle y(k)

Signal
d'entrée du
processus

u(k)

cc

Signal
d'actionneurs u(k)

ca

Figure 1.8 � Propagation des délais. Le premier diagramme illustre la sortie du processus

contrôlé et les instants d'échantillonnage ; le deuxième diagramme illustre le signal reçu par le

contrôleur ; le troisième diagramme illustre le signal reçu par les actionneurs ; en�n, le dernier

diagramme illustre l'entrée du processus.
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de cas expérimentale rapportée dans [Tipsuwan03] nous illustre ces e�ets que nous détaillons

dans la suite.

Dégradation de performance

Le système de commande proportionnelle intégrale illustré par la �gure 1.9 (a) est utilisé

pour montrer la dégradation de performance induite par le délai, où R (s), U (s), Y (s) et

E (s) = R (s) − Y (s) sont respectivement le signal de référence, de contrôle, de sortie et

d'erreur dans le domaine de Laplace. Le contrôleur du système étudié est continu, et les

fonctions de transfert du contrôleur et du processus contrôlé sans délai de transmission sont

respectivement :

Gc (s) =
βKp

(
s+

(
KI
Kp

))
s

Gp (s) =
2029.826

(s+ 26.29) (s+ 2.296)

où KP = 0.1701et KI = 0.378 sont respectivement le gain proportionnel et le gain intégral ; β

est le paramètre pour ajuster KP et KI , on a par défaut β = 1 ; Gp (s) représente un processus
qui est un moteur à courant continu [Tipsuwan99].

Sur la �gure 1.9 (b), on peut remarquer que plus les délais τcc et τca (avec τcc = τca = τ
2 )

sont longs, plus la performance (temps de réponse, dépassement) du système est dégradée (ce

qui est représenté par le dépassement plus important et le temps de réponse plus long).

D'autres types de mesures de performance (par exemple la fonction de coût) peuvent aussi

être utilisés pour évaluer la dégradation de performance. Mais en général, plus le délai est

long, plus la performance est dégradée [Marti04, Li02, Xia04].

Déstabilisation

Les délais inclus dans la boucle de contrôle peuvent même déstabiliser le système en

réduisant sa région de stabilité. Le plan complexe illustré sur la �gure 1.10 montre l'in�uence

du délai sur la stabilité du système illustré sur la �gure 1.9(a) (Des explications plus détaillées

sur la stabilité en utilisant le plan complexe peuvent être trouvées dans [Kuo87]).

Ce plan complexe montre les tracés des pôles du système en boucle fermée en fonction de

β pour les délais de transmission di�érents. Un pôle à droite de l'axe imaginaire signi�e que

le système correspondant est instable, et le pôle à gauche de l'axe imaginaire implique que

le système correspondant est stable. On peut remarquer que plus le délai τ est important,

plus l'intervalle de valeurs de β (c'est-à-dire l'intervalle d'ajustement des gains du contrôleur)

garantissant la stabilité du système se réduit.
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Figure 1.9 � La dégradation de performance induit par le délai. (a) la boucle de contrôle avec

délai. (b) les réponse y à un échelon (yréférence = 1) avec di�érents délais, où τcc = τca = τ
2 .

Figure 1.10 � Lieu des racines du système illustré par la �gure 1.9(a) en fonction de β avec

τcc = τca = τ
2
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1.2.2 Di�érentes approches (de l'automatique) existantes pour la prise en

compte de la plate-forme d'implémentation

A cause de ces e�ets inattendus induits par le plate-forme d'implémentation, beaucoup

de théories conventionnelles bâties sur des hypothèses idéales tels que le contrôle synchrone

et la remise de l'échantillon sans retard doivent être réévaluées avant d'être appliquées aux

systèmes de contrôle-commande distribué ou avec un CPU partagé avec d'autres applications.

Ainsi un nombre important d'études, prennant en compte ces e�ets induits par le réseau, ont

été réalisées. Nous appelons cette catégorie d'approches de l'automatique car l'objectif étant

la conception de lois de contrôle robustes en prenant en compte les in�uences de la plate-forme

d'implémentation. Dans la suite de ce paragraphe, nous passons dans un premier temps en

revue des résultats existants importants, puis formulons nos analyses quant à leur applicabilité

et pertinence.

Un premier problème qui a été soulevé par l'introduction d'un réseau dans la boucle de

contrôle est la gigue du délai. Un mécanisme de mise en �le d'attente de messages à la réception

est proposé dans [Luck90, Luck94] pour remodeler les délais aléatoires en délais déterministes,

ceci permet de transformer le système temps variant en système temps invariant. La consigne

et les mesures précédentes sont stockées dans une �le d'attente de type FIFO (First-In-First-

Out), et la méthodologie proposée utilise un observateur pour estimer l'état du processus

contrôlé et un prédicteur pour calculer la consigne prédictive basé sur les mesures précédentes.

Une approche similaire basée sur la mise en �le d'attente de messages est proposée dans

[Chan95], qui utilise les informations probabilistes ainsi que le nombre de messages dans la

�le pour améliorer la précision de prédiction de l'état du processus contrôlé.

Un deuxième problème soulevé est lié à la perte de données dans un réseau (erreur de

transmission ou problème de congestion). Dans [Halevi88], on considère le système intégré

de communication et commande qui est constitué d'un processus en temps continu et d'un

contrôleur en temps discret. La synchronisation entre le processus et le contrôleur est sup-

posée occasionnellement perdue. Le problème de stabilité du système est étudié en utilisant

l'approche en temps discret : le système est représenté par un vecteur d'état qui contient, en

plus de l'état du processus et la sortie du contrôleur actuel, les valeurs précédentes de l'entrée

et la sortie du processus, ce qui donne un modèle à dimension �nie, temps variant et à temps

discret. La perte de message est aussi prise en compte dans l'analyse du système. La mé-

thodologie proposée peut aussi être modi�ée a�n de supporter les périodes d'échantillonnage

non-identiques du capteur et de l'actionneur comme mentionné dans [Liou90] (la perte d'un

échantillon est équivalent à multiplier la période d'échantillonnage par deux).

Pour traiter le problème de délai de transmission aléatoire, la méthodologie de contrôle

stochastique optimal est proposée dans [Nilsson98]. La méthodologie modélise le problème de

contrôle optimal avec délais de transmission sous forme d'un problème de contrôle optimal

LQG (linéaire quadratique gaussien) ; le contrôle optimal et l'estimateur optimal basé sur

un �ltre de Kalman sont donnés en supposant que les délais puissent être modélisés par le
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processus i.i.d (indépendant et identiquement distribué) et donc par une chaîne de Markov.

Cette approche est considérée comme un résultat important de la prise en compte de l'im-

plémentation lors de la conception de lois de contrôle. Nous pouvons noter néanmoins que

l'hypothèse du délai i.i.d n'est pas toujours véri�ée lorsque l'on considère un réseau concret

dans la pratique. En fait, la variation de délai dans un réseau est souvent liée au phénomène

de congestion dont l'impact est plutôt en rafale.

L'e�et d'échantillonnage et le délai de transmission sont pris en compte dans [Seuret04]

[Seuret05][Seuret06], où une méthodologie basée sur l'optimisation LMI (linear matrix inequa-

lity) est proposée pour concevoir le contrôleur ainsi que l'observateur de l'état du process de

façon qu'ils garantissent la stabilité exponentielle du système global.

Le problème de stabilité du système avec perte de messages est traité dans [Zhang01], où

le réseau est représenté par un interrupteur avec un certain taux de changement d'état. En

étendant l'analyse de stabilité du système asynchrone dynamique mené dans [Hassibi99], une

condition su�sante de stabilité est donnée.

Dans [Hadjicostis02], l'auteur considère un système mono-dimensionnel doté d'un réseau

non �able qui relie le capteur et le contrôleur. Les messages sont perdus aléatoirement sur

le réseau suivant le processus i.i.d. Lorsqu'un message est perdu sur le réseau, le contrôleur

envoie la valeur zéro à l'actionneur. Une approche analytique est donnée pour déterminer la

stabilité du système étant donné la probabilité de perte. Le problème de stabilité du système

avec la perte aléatoire de messages est aussi étudié dans [Seiler01], où le processus de perte

de messages est modélisée par un processus de Markov.

Dans [Ling02, Ling03], la performance du système est caractérisée par �power semi-norm�√
Trace

(
E
[
x [n]x [n]T

])
qui est similaire à la fonction de coût introduite précédemment

(1.3). En supposant un modèle probabiliste de perte de messages (i.i.d et processus de Mar-

kov), la performance du système dé�nie en fonction du taux de perte est analysée. En�n, dans

[Lemmon03, Li02], en supposant que le processus de perte de messages o�rant la meilleure

performance puisse être modélisé par un processus de Markov, une approche d'ordonnance-

ment de messages est proposée pour ordonnancer autant que possible les messages selon ce

processus.

Dans [Gupta04, Gupta05], on considère un système distribué avec la perte aléatoire de

messages. Le problème de commande optimale LQG est résolu en appliquant le principe de

séparation du problème LQG [Kailath99].

Les études antérieures ont apporté beaucoup de résultats utiles, néanmoins elles sou�rent

de certaines limitations méthodologiques ou des hypothèses fortes.

Premièrement, certaines études se limitent à un type spéci�que de con�guration de réseau.

En pratique, les réseaux utilisés dans les systèmes de commande en réseau sont de types va-

riés, citons par exemple DeviceNet [Lawrenz97], Ethernet [Andrew02], FireWire [Anderson99].

Chaque type de réseaux possède son protocole de communication conçu pour un certain type

d'applications. La performance d'un système dépend largement des caractéristiques du réseau
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telles que le debit de transmission, le protocole d'accès au médium, la longueur de messages, la

méthode de résolution de congestion ou encore la façon de traiter des erreurs de transmission

(retransmission automatique ou non en cas de pertes). Par conséquent, si la con�guration du

réseau sur laquelle les études sont menées a changé, les résultats d'études ne resteraient plus

valides.

Deuxièmement, bien que la conception du système de contrôle-commande sur une plate-

forme informatique temps réel nécessite une bonne connaissance sur l'intégration du domaine

du contrôle-commande et du domaine de l'informatique temps réel, la plupart des études n'a

pas eu de vraies relations entres les deux domaines. La conception du système a été pratique-

ment menée en deux étapes séparées et en isolation : d'une part, la conception du système de

contrôle-commande ; d'autre part, la conception de l'informatique temps réel. La conception

du système de contrôle-commande fait généralement abstraction des aspects d'implémenta-

tion. Elle est souvent menée en s'appuyant sur l'hypothèse de déterminisme temporel du délai

de transmission. Or les plate-formes d'implémentation ne permettent pas souvent d'assurer

ce déterminisme temporel. Dans le cas du partage de la ressource entre plusieurs systèmes,

il se peut que la ressource (le processeur ou le réseau) partagée entre plusieurs systèmes soit

surchargée par les demandes de traitement (l'exécution des tâches ou la transmission des mes-

sages). Dans le cas de surcharge, les délais de calcul ou de transmission subis par les systèmes

vont varier de manière imprévisible, l'hypothèse du déterminisme temporel voire du compor-

tement Markovien devient ainsi absurde et aucune garantie de performance du système ne

sera assurée. D'autre part, la conception de l'informatique temps réel se fait en général sans

la compréhension de la spéci�cité des systèmes de contrôle-commande avec, en particulier, la

conséquence du déploiement (stratégie d'ordonnancement, détermination des caractéristiques

temporelles) des tâches temps réel concernées (les capteurs, actionneurs et le contrôleur) sur

la performance du système car cette dernière dépend dans une large mesure des caractéris-

tiques temporelles de la boucle de contrôle. Par conséquent, la conception isolée du système

de contrôle-commande d'une part, et de l'ordonnancement des tâches temps réel associées au

système d'autre part conduit nécessairement à des solutions non-optimales (e.g. problème de

surdimensionnement de ressources).

1.3 Conception conjointe

1.3.1 Présentation du problème

Au fur et à mesure que la capacité des matériels informatiques augmente et que leur coût

diminue, de plus en plus de fonctionnalités sont réalisées au moyen d'informatique. Il y a

une tendance à partager une ou plusieurs ressources (réseau ou processeur) entre plusieurs

boucles de contrôle dans une application de contrôle-commande. Ainsi, on peut trouver par

exemple que dans une application embarquée (cf, la �gure 1), les tâches temps réel implémen-

tant les contrôleur (appelées tâches de contrôle) s'exécutent parallèlement sur un processeur.
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Figure 1.11 � Fonction de coût en fonction de la période d'échantillonnage

Pour un autre exemple, on pourra se reporter à l'application de contrôle commande distri-

bué (cf, la �gure 2) dans laquelle plusieurs boucles de contrôle sont fermées via un réseau de

communication commun.

Cependant, le partage de la ressource augmente la charge de cette dernière. Dans le pire

cas, la ressource peut être surchargée momentanément par les demandes de traitement arrivées

en rafale. Les boucles de contrôle participant au partage de la ressource sou�rent d'un délai

de traitement long ou avec une grande gigue, par conséquence, la performance ou même la

stabilité des boucles de contrôle est dégradée comme montré dans la section précédente. Avec

les matériels informatiques toujours plus puissants, on pourra être convaincu que la plupart des

problèmes temporels peuvent être résolus en mettant à jour le processeur ou les composants

du réseau. Bien que ceci puisse être vrai dans certains cas, la conception du système est

souvent soumise à une forte contrainte économique. Le concepteur est obligé de partager

un processeur ou un noeud de communication du réseau déjà fortement chargé avec plus

de tâches ou messages. C'est notamment le cas dans la conception des systèmes embarqués

dans l'automobile par exemple où le nombre de calculateurs qu'on peut embarquer est tout

simplement limité. L'e�et de surcharge reste toujours à envisager à la phase de conception de

l'application.

Une autre solution pour supprimer ou diminuer les e�ets inattendus du partage de la res-

source est de distribuer raisonnablement la ressource partagée entre les boucles de contrôle.

Ceci peut être réalisé en ajustant les caractéristiques temporelles (par exemple, la période

d'échantillonnage) des boucles de contrôle. En observant sur la �gure 1.11 (extraite de [Eker00])

des fonctions de coût en fonction de la période d'échantillonnage h, correspondant à la com-

mande de trois pendules aux paramètres di�érents, on constate que la performance de la
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boucle de contrôle dépend largement de la fréquence des demandes de traitement, et ainsi

du déploiement des tâches temps réel implémentant les composants des boucles de contrôle.

Par conséquent, la conception des systèmes de contrôle-commande nécessite d'être menée en

tenant en compte non seulement de l'exigence de performance de l'application, mais aussi du

déploiement des tâches temps réel correspondantes. Ce qui donne naissance à une nouvelle

stratégie de conception des systèmes de contrôle-commande, à savoir la conception conjointe

du contrôle et de déploiement des tâches temps réel. Rappelons que le problème de la concep-

tion conjointe commande et ordonnancement est formellement dé�ni comme suit. Etant donné

un ensemble de processus à contrôler et un processeur (ou un noeud de communication) où

s'implémentent les tâches de contrôle (ou se transmettent les messages nécessaires au calcul

de la loi de commande), la conception conjointe (ou co-conception) consiste à concevoir un

ensemble de contrôleurs et la stratégie d'ordonnancement des tâches de contrôle (ou messages)

de telle sorte que la QdC globale soit optimisée.

La stratégie de la conception conjointe a attiré, dans ces derniers temps, l'attention dans

le domaine de l'automatique aussi bien que dans le domaine d'informatique, et un certain

nombre de travaux ont été e�ectués en se basant sur le principe de conception conjointe.

Dans la section suivante, nous allons discuter en détail ces travaux.

1.3.2 Etat de l'art sur les approches de la conception conjointe

Dans cette section, nous présentons l'état de l'art de la conception conjointe. Dans un

premier lieu, les travaux les plus cités sur la conception conjointe sont présentés, puis les

limites de ces approches seront analysées.

Grosso modo, il existe aujourd'hui trois familles d'approches basées sur la conception

conjointe pour la gestion de la distribution de ressources : les approches basées sur le réglage

de périodes d'échantillonnage, les approches basées sur le rejet de demandes de traitement et

les approches basées sur le réglage de priorités de demandes de traitement. Nous discutons en

détail ces trois familles d'approches dans la suite.

Approches basées sur le réglage de périodes d'échantillonnage

Les premiers travaux qui ont traité le problème de conception conjointe peuvent être

trouvés dans [Seto96]. L'auteur considère l'application centralisée dont la structure est illustrée

par la �gure 1. La performance de chaque contrôleur est représentée par une fonction de coût

en fonction de la période d'échantillonnage :

J(f) = lim
H→∞

∫ H

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt

où f est la fréquence d'échantillonnage, et la fonction est supposée pouvoir être approchée

par une fonction exponentielle :
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J(f) = ae−βf

où a est le coe�cient de grandeur, et β est le taux d'a�aiblissement.

L'approche proposée calcule la période de chaque tâche de contrôle a�n que la performance

globale de l'application soit optimisée sous contrainte d'ordonnançabilité des tâches. Ceci

consiste à résoudre le problème d'optimisation suivant :

min(f1,..,fn)

∑n
i=1wiJ(fi) =

∑n
i=1wiaie

−βifi

sous contrainte :
∑n

i=1Cifi ≤ A

où n est le nombre de tâches partageant le processeur ; wi est une pondération de l'importance

de chaque contrôleur ; Ci est le temps d'exécution de la tâche de contrôle i ; A est le seuil de

charge garantissant l'ordonnançabilité, la valeur de A varie selon la politique d'ordonnance-

ment avec 0 < A ≤ 1 ;
∑n

i=1Cifi ≤ A est la condition d'ordonnançabilité.

A cause de la complexité importante de l'algorithme proposé, cette approche ne peut être

utilisée qu'hors-ligne, ne permettant pas ainsi une adaptation au changement de la con�gu-

ration de l'application (par exemple l'activation d'une nouvelle tâche de contrôle). A�n de

surmonter ce défaut, l'approche proposée dans [Seto96] est étendue dans [Eker00]. Comm

dans [Seto96], la performance de chaque contrôleur est représentée par la fonction de coût en

fonction de la période d'échantillonnage :

J(h) = lim
H→∞

∫ H

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt (1.5)

où h est la période d'échantillonnage. Ainsi, calculer la période optimale pour chaque contrô-

leur consiste à résoudre le même problème d'optimisation suivant :

min(h1,..,hn)

∑n
i=1 J(hi)

sous contrainte :
∑n

i=1Cifi ≤ A
(1.6)

Les auteurs montrent dans un premier temps que le calcul des périodes optimales nécessite

la résolution d'équations de Lyapunov et de Riccatti qui est très coûteuse, ce qui empêche

une adaptation rapide des périodes au changement de con�guration de l'application. Pour

diminuer la complexité temporelle de l'algorithme d'optimisation, l'auteur suppose que la

fonction de coût puisse être approchée par une fonction quadratique :

J(h) = α+ βh2

En utilisant celle-ci pour représenter la performance de contrôle de chaque tâche de contrôle,

le calcul des périodes optimales devient particulièrement simple, et ainsi permet la mise en

oeuvre du mécanisme de régulation en ligne qui ajuste les périodes des tâches de contrôle en

fonction de la con�guration de l'application.

Cette approche est davantage étendue dans [Cervin02], où l'auteur a proposé un méca-

nisme d'ordonnancement avec rétroaction-anticipation pour améliorer la vitesse de réaction
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à un changement de con�guration de l'application. Concrètement, le mécanisme d'ordonnan-

cement en ligne proposé est constitué d'un régulateur et d'un ordonnançeur conventionnel

(e.g., un ordonnançeur EDF ou RM 1). Le régulateur fonctionne à un rythme plus fréquent

que l'ordonnançeur et il surveille la con�guration courante de l'application. Lors de la détec-

tion de la tendance à un changement de con�guration, les périodes optimales pour la nouvelle

con�guration de l'application sont calculées. En plus de l'approximation quadratique, l'auteur

suppose que la fonction de coût de certains systèmes peut être approchée par une fonction

linéaire :

J(h) = α+ βh

Cette hypothèse permet de réduire davantage la complexité de temps pour calculer les périodes

optimales.

L'approche de [Eker00] est aussi étendue dans [Henriksson05] où les périodes des tâches de

contrôle sont calculées en fonction des états courants des processus contrôlés. Avec l'approche

proposée, les perturbations (ou références) a�ectant certaines boucles de contrôle impliquent

que les tâches de contrôle correspondant s'exécutent plus fréquemment que celles pour les

boucles en état d'équilibre.

Dans [Palopoli02], l'auteur considère des processus du premier ordre. Un algorithme d'op-

timisation est proposé pour dériver les gains et les périodes des contrôleurs pour qu'un certain

critère de robustesse soit respecté sous la contrainte d'ordonnaçabilité. L'application de l'ap-

proche proposée est limitée car elle ne traite que les processus du premier ordre.

Dans [Simon05b], en partant du fait que toutes les composantes de l'algorithme de com-

mande n'ont pas la même importance vis-à-vis de leur impact sur la performance de contrôle,

l'algorithme de commande est décomposé en un certain nombre de tâche a�n de minimiser la

latence de calcul. L'exécution de ces tâches est supposée être interférée par des tâches pertur-

batrices, et les auteurs proposent une méthodologie qui ajuste en ligne les périodes des tâches

pour maximiser l'utilisation du processeur.

L'e�et de latence de calcul a été pris en compte dans [Ryu97, Ryu98], où la performance

de contrôle (exprimée en termes de dépassement, temps de montée et temps de réponse)

est exprimée en fonction de la période de la tâche de contrôle et de la latence de calcul.

Un algorithme heuristique basé sur l'approche de calibrage de période (PCM) [Gerber95] est

proposé pour ajuster les paramètres d'implantation de façon à optimiser la performance sous

la contrainte d'ordonnançabilité.

Approches basées sur le rejet de demandes de traitement

Dans [Ramanathan99], l'auteur considère une application qui comprend un certain nombre

de boucles de contrôle. Les contrôleurs sont implémentés par des tâches temps réel qui s'exé-

cutent sur deux processeurs. En cas de panne d'un processeur, l'exécution de toutes les tâches

1. Les politiques d'ordonnancement EDF et RM seront étudiées en détail dans la section 2.1.3.1
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est prise en charge par l'autre processeur, se pose ainsi le problème de surcharge. Pour éviter

la surcharge du processeur, la proposition consiste à sélectivement rejeter des instances des

tâches a�n de diminuer la charge du processeur. Comme le rejet d'instances conduit à une

dégradation de performance, l'auteur donne ensuite une approche de conception du contrôleur

optimal sous le rejet d'instances pour réduire la dégradation de performance.

Le système de contrôle-commande avec les capteurs et actionneurs distribués est considéré

dans [BenGaid05, BenGaid06a], où la bande passante du réseau est une ressource limitée et

ne permet pas pour chaque période d'échantillonnage de transmettre les mesures de tous les

capteurs au contrôleur, et de mettre à jour la consigne de chaque actionneur. L'approche

proposée consiste, d'une part à sélectivement transmettre les informations jugées nécessaires

sur le réseau, et d'autre part à déterminer la loi de commande optimale en tenant compte de la

séquence d'informations impliquée a�n que la dégradation de performance due à l'insu�sance

d'informations soit minimisée.

Approches basées sur le réglage de priorités des demandes de traitement

Dans [Zhao99], les auteurs considèrent l'application dans laquelle plusieurs processus sont

contrôlés par un seul contrôleur. A tout moment, le contrôleur ne peut servir qu'un seul

processus. Une stratégie d'ordonnancement est proposée qui consiste à choisir le processus avec

le plus grand écart entre la performance e�ective et la performance espérée à contrôler, alors

que la sortie des autres contrôleurs dans l'application est mise à zéro. Basé sur cette stratégie

d'ordonnancement, un série de méthodologies sont proposées pour calculer les paramètres des

systèmes, notamment les priorités, a�n de garantir la stabilité des systèmes et de satisfaire

l'exigence de performance.

Dans [Rehbinder00], on étudie le problème du partage du processeur par un ensemble de

contrôleurs qui contrôlent chacun un processus. Un algorithme est proposé qui détermine,

étant donné la durée d'exécution de l'application ainsi que les caractéristiques temporelles

des tâches de contrôle, une séquence d'exécution périodique des tâches de telle sorte que

la somme des fonctions de coût soit minimisée. Une approche similaire est proposée dans

[Lincoln00, Lincoln01, Lincoln02]. À la di�érence de l'approche précédente, l'ordre d'exécu-

tion des tâches n'est pas nécessairement périodique. Le problème de stabilité du système de

contrôle-commande avec la période d'échantillonnage variable est étudié dans [Schinkel02].

Dans cet article, on considère qu'un processus est contrôlé par plusieurs contrôleurs conçus

avec des périodes d'échantillonnage di�érentes. Il est montré que même si chaque contrôleur

mène à un système stable, la permutation entre les contrôleurs durant l'exécution du sys-

tème peut rendre le système instable. Ainsi, l'auteur propose une approche pour concevoir

les contrôleurs de telle sorte que le système reste stable quelle que soit la séquence de permu-

tations entre les contrôleurs. Dans [Hetel06], on considère le système à commutation linéaire

qui est contrôlé par un ensemble de contrôleurs, l'approche proposée consiste à concevoir les

contrôleurs stabilisant le sysème en présence du délai de transmission induit par le réseau.
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Figure 1.12 � Relation entre les signaux à temps continu et à temps discret dans une boucle

de contrôle.

Dans [Juanole07], on considère un système de contrôle-commande monodimensionnel dont

la boucle de rétroaction est fermée sur un réseau CAN (c.f. la �gure 1.12). Le réseau est par-

tagé par un certain nombre d'applications. Les messages contenant les informations de contrôle

sont échangés sur le réseau sous l'interférence des messages de plus fortes priorités provenant

d'autres applications, subissant ainsi un délai de transmission. Pour diminuer l'in�uence du dé-

lai sur la performance de contrôle représentée par la fonction de coût J =
∫ T

0 t (r (t)− y (t))2 dt

avec r (t) la référence de sortie à l'instant t, l'approche proposée consiste à dynamiquement

ajuster la priorité des messages en fonction de l'état courant du processus contrôlé.

Mis à part de ces trois familles d'approches mentionnées ci-dessus, il existe aussi d'autres

types d'approches utilisant le principe de conception conjointe. Dans [Walsh02][Walsh99]

[Walsh99a][Walsh99b], on considère que le réseau est partagé par plusieurs boucles de contrôle.

Le réseau est utilisé pour connecter les capteurs et le contrôleur, et la donnée de chaque

capteur est envoyée directement au contrôleur sans être encapsulée dans un message avec les

données des autres capteurs. Au lieu d'étudier le problème de déploiement des tâches temps

réel comme font les approches ci-dessus, les auteurs introduisent la notion d'intervalle de

transfert maximal autorisé (noté MATI pour maximum allowable transfer interval) qui dé�nit

le temps maximal entre deux réceptions consécutives de messages, et proposent le protocole

de communication TOD (pour Try-Once-Discard) pour ordonnancer les demandes d'accès au

réseau partagé sous la contrainte de MATI. Avec le protocole TOD, si une demande d'accès au

réseau ne peut pas être acceptée à cause des autres demandes plus prioritaires, elle est rejetée.

Une approche est ensuite proposée pour calculer la borne supérieure du MATI garantissant

la stabilité des systèmes.
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1.3.3 Limites des approches précédentes

Bien que les approches basées sur le réglage de périodes mentionnées ci-dessus aient appor-

tés des résultats utiles pour certaines applications centralisées, ces approches sou�rent d'un

certain nombre de limites lorsqu'il s'agit d'un réglage en ligne des périodes. Premièrement, les

fonctions de coût des tâches de contrôle sont supposées convexes ou pouvant être approchées

par une fonction convexe pour réduire la complexité en temps et en espace de l'algorithme

d'optimisation. Cependant, comme déjà expliqué dans l'introduction générale, cette hypo-

thèse n'est pas toujours valide, car dans la pratique, il est parfois di�cile de garantir que

ces fonctions sont toutes convexes. En observant les caractéristiques des fonctions de certains

systèmes, il est clair que tout système n'a pas la fonction de coût convexe : certains systèmes

ont la fonction de coût concave, ou même ni convexe ni concave (voir la �gure 1.11). Deuxiè-

mement, pour les systèmes purement gérés par l'horloge, lorsque des tâches sont soumises

à des contraintes de précédence, le changement de période d'une tâche implique souvent le

changement de période des autres tâches liées. En�n, si la ressource partagée est un noeud de

communication dans le réseau, la technique de réglage en ligne des périodes d'échantillonnage

représente un coût élevé car elle implique l'implémentation d'un mécanisme de communica-

tion du noeud de réseau vers les capteurs des processus (souvent non prévu) pour ralentir le

rythme d'émission des capteurs (une sorte de contrôle de congestion). Même s'il est réalisable

(avec l'option �source quench� du protocole ICMP ou le contrôle de congestion �slow-start�

et �congestion-avoidance� de TCP par exemple), la variation de délai est souvent di�cile à

prévoir rendant di�cile la garantie de la stabilité de la boucle de contrôle.

Quant aux approches basées sur le réglage de priorités, la plupart des approches dans

cette catégorie ne peuvent être utilisés qu'en hors-ligne à cause de la complexité importante

des algorithmes. De plus, contrairement aux approches de réglage de périodes et de rejet des

échantillons, les approches basées sur le réglage de priorités ne permettent pas de résoudre

le problème de surcharge de la ressource partagée. En e�et, le changement de priorités peut

certes favoriser le traitement des tâches (ou messages) prioritaires, mais la charge globale de

la ressource est toujours maintenue. Bref, on ne fait que déplacer le pic de la charge au lieu

de l'éliminer.

1.4 Solution envisagée dans cette thèse

Suite aux constats que la conception disjointe des systèmes de contrôle-commande et le

déploiement des tâches temps réel associées conduit à une solution non-optimale, les études de

cette thèse sont menées sur la base de la conception conjointe de ces deux aspects a�n d'ob-

tenir une solution optimale. De plus, en raison des limites des approches existantes basées

sur le principe de régulation de périodes et de priorités, les approches envisagées dans cette

thèse s'appuient sur la stratégie de rejet qui consiste à maintenir l'optimalisation de la per-

formance de l'application sous contrainte de la ressource limitée en rejetant sélectivement les
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instances des tâches de contrôle ou les messages. Ces rejets sont spéci�és en utilisant le modèle

(m,k)-�rm initialement proposé par Hamdaoui et Ramanathan [Hamdaoui94, Hamdaoui95].

La contrainte (m,k)-�rm consiste à imposer le respect des échéances dem instances (messages)

parmi k instances (messages) consécutives quelconques et permet de spéci�er explicitement le

motif (ou pattern) des rejets (ou non respect des échéances), ce qui le rend particulièrement

intéressant pour des systèmes de contrôle-commande qui tolèrent le non respect des échéances

de certaines instances ou messages jusqu'à une certaine limite sans a�ecter leur fonctionne-

ment correct. Cette stratégie permet de surmonter les problèmes mentionnés ci-dessus car

comme déjà expliqué dans l'introduction générale :

� Les rejets des instances des tâches ou des messages peuvent être considérés comme la

multiplication de la période de la tâche. Ainsi déterminer la stratégie optimale de rejet

consiste à calculer ces périodes multiples, ce qui peut être modélisé en un problème

d'optimisation discrète pour lequel il existe des solutions qui ne dépendent pas de la

convexité du problème et qui sont e�caces en temps aussi bien qu'en espace.

� En cas de tâches sous la contrainte de précédence, comme la période nominale de chaque

tâche reste constante durant l'exécution de l'application, l'adaptation de périodes au

moment de la régulation n'est plus nécessaire pour les systèmes purement gérés par

l'horloge.

� Le mécanisme de rejet dynamique de messages dans un noeud de communication est

plus facile à implémenter par rapport au changement de période d'échantillonnage, car

les di�érents composants de la boucle de contrôle sont totalement indépendants quelle

que soit la stratégie de rejet.

Pour avoir une idée intuitive sur la di�érence et la similitude des approches basées sur la

régulation de périodes et de rejets citées ci-dessus, la relation entre la QdC et la période

d'échantillonnage ainsi que celle entre QdC et contrainte (m,k)-�rm sont illustrées par la

�gure 1.13. Pmax et Pmin sont deux limites de la période du système (au delà de ces deux

limites, le fonctionnement correct du système ne peut plus être garanti), et qui sont souvent

déterminées en appliquant la théorie de contrôle conventionnelle (par exemple la règle donnée

dans [Astrom97]), et la période nominale Pnominal est choisie entre Pmax et Pmin. Au moment

de la surcharge du processeur, les approches basées sur la régulation de la période peut

agrandir la période jusqu'à Pmax. La relation entre QdC et la contrainte (m,k)-�rm peut

être illustrée de la même façon en simplement remplaçant Pmax par la contrainte (m,k)-�rm

et Pnominale par la contrainte (k,k)-�rm. Bien que l'espace de la régulation de la contrainte

(m,k)-�rm ne soit pas aussi lisse et large que celle de la régulation de période, les inconvénients

des approches basées sur la régulation de période sont éliminés.

Il faut comprendre bien entendu que le réglage de rejets est une approche complémentaire

à celle du réglage direct de périodes. En réalité, le rejet d'un échantillon est équivalent à

multiplier la période d'échantillonnage. Du point de vue du contrôle, il s'agit alors d'étudier

le contrôle à période d'échantillonnage variable pour les deux approches. Ce qui di�érencie

notre approche de celle de la régulation de périodes est simplement dans la façon d'atteindre
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Figure 1.13 � Le partage d'un réseau par un certain nombre de boucles de contrôle et d'autres

applications

l'objectif de changement de périodes. Le réglage de rejet est plus simple à implémenter. En

revanche, dans notre approche la variation de périodes qui en résulte ne peut être que des mul-

tiples de la période de base (réglage discret), tandis qu'avec la régulation directe de périodes,

on obtient un réglage continu.

Nous présenterons dans le chapitre 2 une vue d'ensemble sur les travaux réalisés autour

de (m,k)-�rm.
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Chapitre 2

Ordonnancement temps réel sous

contrainte (m,k)-�rm

Dans ce chapitre, nous proposons tout à bord, pour o�rir un confort de la lecture, un

résumé des notions préliminaires sur l'ordonnancement temps réel (nous renvoyons le lecteur

à l'annexe A pour une description détaillée des tâches temps réel). Puis dans la seconde par-

tie nous présentons un l'état de l'art sur les travaux autour du modèle (m,k)-�rm. Dans la

trosième partie nous donnons deux conditions su�santes d'ordonnançabilité pour des tâches

non-préemptives à priorité �xe et sous contrainte (m,k)-�rm a�n qu'on dispose de contrainte

d'implémentation lors de la conception conjointe de commande et d'ordonnancement de mes-

sages.

2.1 Ordonnancement et Analyse d'ordonnancement

Dans la communauté de l'ordonnancement, le temps est une grandeur physique mesu-

rable (espace discret ou dense) qui permet de caractériser les éléments du système, dont les

traitements font partie (on parle de tâches). Le système est modélisé sous la forme de deman-

deurs de ressources (les tâches, messages) d'un côté, et de serveurs de ressources de l'autre, le

tout étant arbitré par un composant central : le support d'exécution (en général un système

d'exploitation). La capacité des serveurs correspond à une densité temporelle (puissance du

processeur, bande passante du réseau). Et les demandeurs en ressources ont des contraintes de

validité fonctionnelles et temporelles qui sont issues de la dynamique du processus physique

contrôlé et ces contraintes temporelles devront être prises en compte tout au long du cycle de

vie de l'application, en même temps que des besoins en ressources quanti�és.

E�ectuer un ordonnancement sur une ressource (processeur ou un noeud de communica-

tion) consiste à déterminer pour un ensemble d'opérations provenant des di�érents deman-

deurs en ressource dans quel ordre relativement à une date, chacune d'elles doit être exécutée

sur la ressource. Un ordonnancement est faisable si toutes les contraintes temporelles asso-

ciées à chaque demandeur en ressource sont respectées sur la ressource disponible. Suivant les
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caractéristiques du modèle de tâches et du système, un ordonnancement faisable peut exister

ou non. L'objectif que poursuit l'analyse d'ordonnancement est d'établir l'ordonnançabilité

du modèle, et/ou la faisabilité d'un ordonnancement donné.

Dans la suite, nous introduisons quelques éléments de terminologie, puis nous donnerons

une série de résultats qui seront utiles pour la suite de cette thèse. En règle générale, le méca-

nisme d'ordonnancement sera le même quelle que soit la nature de demandeurs de resources

(tâches dans un processeur, messages dans un réseau). Dans la suite, sauf précision en cas de

nécessité, nous ne parlerons que des tâches dont l'exécution se fait sur un processeur.

2.1.1 Classes d'ordonnancements

On indique ici les caractéristiques liées à l'ordonnancement, qui forment les paramètres

du problème d'ordonnancement qu'on cherche à résoudre.

Préemptif/non-préemptif

L'ordonnancement (en-ligne ou hors-ligne) est préemptif si la tâche en cours peut perdre le

processeur au pro�t d'une autre tâche jugée plus urgente. L'ordonnancement préemptif est

supporté par la plupart des systèmes d'opération, par contre, l'ordonnancement des messages

dans un noeud de communication est en général non-préemptif.

En-ligne/hors-ligne

Un ordonnancement hors-ligne signi�é que la séquence d'ordonnancement est prédéterminée

à l'avance. En pratique, l'ordonnancement prend la forme d'un plan hors-ligne (ou statique),

exécuté de façon répétitive (on parle aussi d'ordonnancement cyclique, qui dé�nit le cycle

majeur) : à chaque top d'horloge une tâche particulière du cycle majeur courant est exécutée

jusqu'à terminaison ou jusqu'au top d'horloge suivant. L'ordonnancement hors-ligne introduit

un surcoût d'exécution lié à l'ordonnancement très faible [Kopetz92], car les traitements pour

l'établissement du plan sont e�ectués hors-ligne, et peuvent se permettre d'être très complexes.

Nous ne détaillons pas davantage ce type d'ordonnancement dans ce travail. Dans la suite de

la thèse, nous nous intéressons aux algorithmes d'ordonnancement en-ligne.

Un ordonnancement en-ligne correspond au déroulement d'un algorithme qui tient compte

des tâches e�ectivement présentes dans la �le d'ordonnancement lors de chaque décision

d'ordonnancement. Les ordonnanceurs en-ligne peuvent reposer sur la construction de plans

d'ordonnancements en cours de fonctionnement, auquel cas ils sont dits à plan dynamique

[Kaneko96]. Mais plus couramment, la majorité des ordonnanceurs temps-réel en-ligne re-

posent sur la notion de priorité : lors de chaque décision d'ordonnancement, la tâche de plus

haute priorité est élue. Les priorités peuvent être attribuées hors-ligne, auquel cas l'algorithme

d'ordonnancement est dit à priorité statique ou �xe ; ou en-ligne, auquel cas il est dit à priorité

dynamique. Ce type d'ordonnanceur est plus complexe que les ordonnanceurs à plan statique :

les décisions d'ordonnancement consistent à élire la tâche prête de plus haute priorité. Dans
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Figure 2.1 � Le modèle général pour la description des systèmes : MIQSS

le cas des ordonnanceurs à priorité dynamique, il s'agit en plus de déterminer les priorités

relatives des di�érentes tâches prêtes.

2.1.2 Modèle de système considéré

Dans cette étude, nous nous appuyons sur le modéle MIQSS (Multiple Input Queues Single

Server) illustré par la �gure 2.1. Le système est soumis à des demandes d'accès provenant d'un

ensemble de tâches. Le problème fondamental dans de tels systèmes est d'ordonnancer des

demandes d'accès au serveur, tout en satisfaisant leurs contraintes temporelles.

2.1.3 Solutions aux problèmes d'ordonnancement

Dans cette partie, nous donnons tout d'abord deux algorithmes d'ordonnancement cou-

rants, puis des conditions d'ordonnançabilité qui leur sont associées seront présentées.

2.1.3.1 Algorithmes d'ordonnancement

Nous nous plaçons ici dans le cadre simple de l'ordonnancement monoprocesseur. Les

ordonnancements à priorités les plus courants sont les suivants :

� EDF (pour Earliest Deadline First) : ordonnancement à priorité dynamique. Une tâche

est d'autant plus prioritaire que sa date d'échéance absolue est proche de la date cou-

rante.

� RM (pour Rate Monotonic) : ordonnancement à priorité statique pour tâches avec

échéance relative égale à la période. Une tâche est d'autant plus prioritaire que sa

période est petite.

2.1.3.2 Quelques conditions de faisabilité

Dans la suite, nous donnerons quelques conditions de faisabilité pour un ensemble de

tâches dont les contraintes temporelles sont dé�nies par l'échéance des tâches. Notons que si

la date d'activation de la première instance de la tâche est donnée, la tâche est dite concrète ;

si les dates d'activation de la première instance de toutes les tâches sont identiques, les tâches
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sont dites synchrones. Et les notations suivantes seront utilisées : dans le système de N tâches,

chaque tâche τi est caractérisée par les paramètres suivants :

� Ti : l'intervalle de temps entre deux instances consécutives de τi , désigné sous le nom

de période ;

� Ci : le temps maximum nécessaire pour �nir l'exécution de chaque instance de τi, désigné

sous le nom de temps d'exécution ;

� Di : l'échéance de chaque instance de τi.

Le taux d'utilisation du système de tâches s'écrit alors : U =
∑N

i=
Ci
Ti
, et on rappelle qu'une

condition nécessaire pour que le système soit faisable est U ≤ 1.

EDF préemptif

Pour un ensemble de tâches synchrones tel que ∀i, Di = Ti, la condition nécessaire et

su�sante de faisabilité [Liu73] est :

U =
N∑
i=1

Ci
Ti
≤ 1 (2.1)

Dans [Co�man76], il est prouvé que cette condition de faisabilité est également valable

pour des tâches asynchrones.

La condition reste nécessaire et su�sante dans le cas où ∀i, Di ≥ Ti [Baruah90]. Pour un
ensemble de tâches tel que ∀i, Di ≤ Ti, la condition précédente n'est bien sûr plus su�sante.

Dans [Baruah90, Spuri96], deux conditions nécessaires et su�santes pour la faisabilité d'un

ensemble de tâches avec Di et Ti arbitraires sont données. Dans [Baruah90], il s'agit du

déroulement de l'ordonnancement par l'intermédiaire de la demande en capacité processeur

h(t), dé�nie par :

t ∈ R+, h(t) =
N∑
i=1

Ci ·max
[
0,
⌊
t−Di

Ti

⌋
+ 1
]

=
∑
Di≤t

Ci ·
(⌊

t−Di

Ti

⌋
+ 1
)

La condition de faisabilité nécessaire et su�sante pour le systéme de tâches est alors :

U ≤ 1 ∀t ∈ R+, h (t) ≤ t

Véri�er cette condition pour toutes les valeurs de t est infaisable en pratique. Dans

[Baruah90, George96], on indique comment restreindre correctement le domaine de varia-

tion de t (une fraction discrète de l'hyperpériode), mais la complexité reste élevée (bien que

la taille du domaine de variation de t soit pseudo-polynomiale dans la majorité des cas).

Dans [Spuri96], il s'agit du calcul du temps de réponse dans le pire cas ptr pour chacune

des tâches, reposant sur le calcul de l'interférence qu'une tâche peut subir suite à l'activation

de tâches plus prioritaires. Une fois ce temps déterminé, il su�t de véri�er que ∀i, ptr ≤ Di.

Pourtant, la complexité de ce calcul reste élevée.

En pratique, dans le cas général (Ti et Di arbitraires) on utilise souvent la condition

su�sante plus simple suivante :
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N∑
i=1

Ci
min (Di, Ti)

≤ 1

EDF non préemptif

Dans le cas de tâches non-concrètes, une condition nécessaire et su�sante pseudo-polynomiale

est donnée dans [Je�ay91] et repose sur la demande en ressource processeur.

Dans le cas des tâches synchrones, la même condition devient su�sante seulement, et il

est prouvé dans [Je�ay91, George95] que le problème qui consiste à déterminer l'ordonnança-

bilité du système est NP-complet (des conditions de faisabilité dans le cas synchrone et non

synchrone sont données dans [George95]).

Ordonnancement préemptif à priorité statique

Dans ce paragraphe et le suivant, les tâches τi sont classées par ordre de priorité décrois-

santes : i < j ⇒ la priorité de τi est plus haute que celle de τj (0 étant la plus faible priorité

possible) ; dans le cas d'une a�ectation des priorités suivant RM, la priorité de τi est 1
min(Di,Ti)

.

Dans [Liu73], l'auteur considère que les priorités des tâches sont a�ectées suivant RM, et

la condition su�sante suivante sur la faisabilité d'un ensemble de tâches synchrones tel que

∀i, Di = Ti est donnée :

N∑
i=1

Ci
min (Di, Ti)

≤ N ·
(

2
1
N − 1

)
(2.2)

Dans [Liu73], il est également montré que le pire temps de réponse est obtenu pour la

première instance des tâches lorsque les tâches sont synchrones. Il en découle que la condition

2.2 reste une condition de faisabilité su�sante pour des ensembles de tâches non-concrètes.

Une condition nécessaire et su�sante pour les tâches non concrètes est donnée dans

[Tin92a, Bur94, Joseph86]. Elle repose sur le calcul du temps de réponse dans le pire cas

ptri des tâches, s'intitule RTA (pour Response Time Analysis), et s'écrit ∀i, ptri ≤ Di. Le

calcul de ptri ne suppose pas d'a�ectation des priorités particulières, et peut se calculer sans

hypothèse sur la relation entre les Ti et les Di.

Dans le cas où ∀i, Di ≤ Ti [Joseph86], ptri se calcule en prenant en compte les interfé-

rences venant des tâches de priorité supérieure : c'est un calcul itératif qui vise à élargir un

intervalle de temps jusqu'à ce que celui-ci contienne à la fois le temps d'exécution de τi, et

les interférences par les tâches de priorité supérieure (i.e. pour une fenêtre de taille w, cette

interférence s'écrit
∑

j<iCj

⌈
w
Ti

⌉
). Lorsque U ≤ 1 et ∀i, Di ≤ Ti, ptri est ainsi le point �xe

de la suite :

ptr0
i = Ci
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∀k ≥ 1, ptr(k)
i = Ci +

∑
j<i

Cj ·

⌈
ptr

(k−1)
i

Tj

⌉

Dans le cas général [Tin92a, Bur94] (Di et Ti non reliés), il faut en plus prendre en compte

les interférences de τi avec elle-même quand Di > Ti (i.e. dans ce cas, plusieurs instances de

τi peuvent être prêtes à s'exécuter en même temps).

Lorsque les tâches sont concrètes, ces conditions d'ordonnançabilité deviennent su�santes

seulement. En e�et, lorsque les dates d'activation des premières instances des tâches font que

les tâches ne sont jamais activées simultanément, le temps de réponse pire cas qui se manifeste

e�ectivement peut être strictement plus petit que celui calculé dans les formules ci-dessus.

Notons que les résultats de [Liu73] est transposable au cas de l'ordonnancement non

préemptif des tâches, et dans le cas général (Di et Ti non reliés) de tâches non concrètes,

[George96] donne une condition nécessaire et su�sante d'ordonnançabilité d'un ensemble de

tâches, analogue à RTA.

2.2 Etat de l'art sur les travaux autour du modèle de la contrainte

(m,k)-�rm

La technique présentée dans ce document pour résoudre le problème de surcharge de la

ressource partagée est basé sur le modèle (m,k)-�rm initialement proposé par Hamdaoui et

Ramanathan. Dans cette partie, nous montrons l'intérêt du modèle (m,k)-�rm et présentons

un état de l'art sur les travaux réalisés autour de ce modèle depuis sa proposition.

2.2.1 Les caractéristiques du modèle de la contrainte (m,k)-�rm

Dans le domaine d'ordonnancement, les systèmes temps-réel sont traditionnellement clas-

sées en deux catégories : (1) système temps-réel dur, (2) système temps-réel souple.

Application temps réel dure : Les applications ayant des contraintes temporelles

strictes ne tolèrent aucune violation de la contrainte temporelle spéci�ée sous la forme d'échéances

temporelles à respecter. En conséquence, la violation de cette contrainte d'une tâche ou d'un

message pourrait conduire le système à un état d'échec. Dans la pratique, plusieurs systèmes

pourraient être considérés comme des systèmes temps-réel durs. Par exemple, l'exemple d'une

application steer-by-wire [Wilwert03] qui consiste à envoyer des signaux du volant vers les

roues du véhicule. Cette application exige que la commande du conducteur parvienne aux

actionneurs des roues avant une échéance critique, au-delà de laquelle le véhicule risque de

devenir incontrôlable. Ainsi il est impératif que le temps de réponse de la commande soit

borné et que cette borne soit respectée. Les résultats présentés dans le paragraphe précédent

sont tous basés sur les contraintes temporelles strictes (ou dures).

Application temps réel souple : Il existe aussi de nombreuses applications temps-réel

où le respect de l'échéance temporelle de chaque instance n'est pas aussi strict pour assurer le
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fonctionnement correct du système. Pour ce genre d'applications, il su�t que la plupart des

instances de tâches ou messages terminent avant leurs échéances tant qu'un certain nombre

d'instances ou message ne ratent pas leurs échéances. Ce genre d'applications tolérant dans

une certaine mesure la violation de la contrainte temporelle sont désigné sous le terme de

systèmes temps réel souples

Beaucoup de systèmes de contrôle-commande tolèrent la violation occasionnelle de la

contrainte temporelle. Pourtant, la notion du système temps-réel souple ne convient pas à

la plupart de ces systèmes dans lesquels la façon des pertes d'instances ou messages néces-

sitent d'être explicitement spéci�és. Prenons l'exemple du contrôle d'un pendule inversé : la

tâche calcule périodiquement la prochaine action à e�ectuer pour maintenir le pendule dans

la position d'équilibre stable (un angle de 180°). Rater quelques échantillons de cette tâche

peut être toléré (le pendule reste en position d'équilibre, mais avec plus de vibrations) mais si

plusieurs instances consécutives de cette tâche ratent leurs échéances, le pendule va tomber.

Le modèle (m,k)-�rm : Le modèle de (m,k)-�rm a été proposée pour la première fois

par Hamdaoui et Ramanathan dans [Hamdaoui94] pour caractériser d'une manière précise

le niveau de la garantie temporelle o�ert à des applications temps-réel tolérant la perte de

certaines instances de tâches ou certains messages. Le modèle (m,k)-�rm est caractérisé par

deux paramètresm et k. Plus formellement, une application est dite sous contrainte temporelle

(m,k)-�rm [Hamdaoui94] si au moins m instances ou messages parmi k instances ou messages

consécutifs doivent impérativement respecter leurs échéances. Ceci dit que si la contrainte

temporelle (m,k)-�rm d'une application est respectée, alors dans n'importe quel intervalle de

k instances ou messages, il existe au moins m instances (ou messages) qui respectent leur

échéances.

Notons que le modèle (m,k)-�rm est �exible pour décrire la contrainte temporelle d'une

application temps-réel : le cas m = k représente la contrainte temporelle stricte ; la contrainte

(m,k)-�rm avec m < k pourrait être utilisée pour représenter la contrainte temporelle souple

avec un taux de perte maximum autorisé égal à k−m
k . Ainsi, la contrainte (m,k)-�rm se trouve

dans un niveau intermédiaire entre la garantie déterministe et la garantie souple. Par ailleur,

le modèle (m,k)-�rm permet de spéci�er explicitement le motif (ou pattern) de rejet (ou

non respect des échéances). Grâce aux caractéristiques du modèle (m,k)-�rm, ce dernier est

approprié pour modéliser la façon dont le système de contrôle-commande ne respecte pas sa

contrainte temporelle.

2.2.2 Les algorithmes d'ordonnancement basé sur le modèle (m,k)-�rm et

les travaux existants

L'avantage de la spéci�cation explicite du modèle de rejets selon le modèle (m,k)-�rm

a attiré une attention particulière dans le domaine de l'ordonnancement temps réel, et un

certain nombre de résultats ont été obtenus :

� la proposition de nouveaux algorithmes d'ordonnancement temps-réel tenant compte de

43



Chapitre 2. Ordonnancement temps réel sous contrainte (m,k)-�rm

la contrainte (m,k)-�rm, tels que l'algorithme DBP (Distance Based Priority) proposé

dans [Hamdaoui95] et sa version multi-sauts appelé DBP-M (DBP in Multi hop) propo-

sée dans [Lindsay99]. Une autre extension est présentée dans [Poggi03] pour améliorer

l'ordonnancement d'un ensemble de tâches périodiques avec DBP. Un algorithme, dans

le même esprit que DBP, appelé DWCS (Dynamic Window Constrained-Scheduling),

a été proposé dans [West99] dans le contexte particulier des applications multimédias.

D'autres algorithmes tels que MDA (Markov chain Driven Algorithm)�DDA (Dropout-

rate Driven Algorithm) et FDA (Feedback Driven Algorithm) sont proposés dans [Liu03]

spéci�quement pour des systèmes de contrôle-commande en boucle fermée.

� l'amélioration des algorithmes d'ordonnancement existants pour les adapter aux contraintes

(m,k)-�rm tels que la proposition de [Quan00] qui améliore l'ordonnancement à priorité

�xe, et la proposition de [Ramanathan99] qui adapte Rate Monotonic aux contraintes

(m,k)-�rm. Ces deux propositions classent les instances d'une tâche en deux parties : op-

tionnelle ou critique selon leurs contraintes (m,k)-�rm et essaient de fournir la garantie

déterministe aux instances critiques d'une tâche.

Nous présentons dans cette section l'ensemble des algorithmes proposés dans la littéra-

ture pour l'ordonnancement des tâches sous contraintes (m,k)-�rm ainsi que les travaux déjà

réalisés autour ces algorithmes.

Outre les paramètres de la tâche présentés dans la section 2.1.3, deux nouveaux paramètres

seront présents dans la suite pour caractériser la contrainte (m,k)-�rm attribuée à la tâche :

� mi et ki : contrainte (m,k)-�rm de τi avec mi ≤ ki ;
� Le (m,k)-pattern Πi : la chaîne de caractères Πi = Πi (1) Πi (2) ...Πi (n) telle que la

jième instance de τi doit être exécutée par le processeur si Πi (j − 1) = 1, ou peut être

ignorée si Πi (j − 1) = 0, et que
∑l+ki−1

j=l Πi (j) = mi pour l ∈ [1..n].

Il existe principalement deux familles d'algorithmes qui prennent en compte les contraintes

(m,k)-�rm : (1) dynamique (exemple : DBP (Distance Based Priority)), (2) statique (exemple :

EFP ou RM). Dans un algorithme d'ordonnancement dynamique la priorité a�ectée à chaque

instance (ou message) est ajustée dynamiquement en fonction de l'état courrant du système.

Tandis que dans l'algorithme d'ordonnancement statique, l'a�ectation de priorité est déter-

minée en fonction d'un paramètre �xe (le taux m
k par exemple).

Les algorithmes d'ordonnancement dynamique permettent une adaptation dynamique au

changement de charge du système. Les algorithmes d'ordonnancement statique sont moins

�exibles mais permettent une véri�cation hors-ligne du système. Dans ce qui suit nous pré-

sentons deux algorithmes représentatifs des algorithmes d'ordonnancement dynamiques et

statiques proposés dans la littérature.
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Figure 2.2 � Diagramme d'état-transition d'une source avec (2,3)-�rm

2.2.2.1 Distance Based Priority (DBP)[Hamdaoui94, Hamdaoui95, Hamdaoui97]

[Hamdaoui94, Hamdaoui95] traitent le problème des messages dans des systèmes de com-

munication (réseaux embarqués, systèmes de contrôle-commande, réseaux à commutation de

paquets) sous contraintes (m,k)-�rm.

Les auteurs dé�nissent la notion de l'échec dynamique d'un système : une application

sous contrainte (m,k)-�rm est dite en état d'échec dynamique à un instant t, si à cet instant

il existe plus de (k-m) messages ayant raté leurs échéances parmi les k derniers messages.

Ainsi, une application sous contraintes (m,k)-�rm peut se trouver dans l'un des deux états :

normal ou échec dynamique. La connaissance de son état à l'instant t dépend de l'historique

du traitement des k derniers instances ou messages. Si on associe `1' à une instance (ou

message) respectant son échéance et `0' à un message ratant son échéance, cet historique est

entièrement décrit par une suite des `0' et des `1' de longueur k bits appelée un (m,k)-pattern.

La �gure 2.2 donne un exemple de diagramme d'état-transition de (m,k)-pattern d'une source

sous contrainte (2,3)-�rm. Par convention, le déplacement des bits dans un (m,k)-pattern se

fait de la droite vers la gauche.

L'algorithme d'ordonnancement dynamique sous contraintes (m,k)-�rm, appelé DBP (Dis-

tance Based Priority) est proposé pour le but de réduire la probabilité de l'échec dynamique.

Comme son nom l'indique, DBP dé�nit la notion de distance de l'état actuel du �ux, à l'ins-

tant t, à un état d'échec dynamique (cf. la �gure 2.2). Pour un (m,k)-pattern en état normal

à l'instant t, cette distance est dé�nie par le nombre consécutif de bits `0' qu'on doit rajouter

au (m,k)-pattern pour être en échec dynamique.

De ce fait, la priorité a�ectée par DBP aux di�érents �ux est inversement proportionnelle

à la distance séparant l'état actuel de l'échec dynamique. Plus la distance est petite, plus la

priorité est élevée. Si un �ux se trouve déjà en état d'échec dynamique, c'est-à-dire il existe

moins de m échéances respectées dans le (m,k)-pattern, la plus haute priorité `0' est a�ectée

au �ux.

Par exemple, pour une source sous contrainte (3,5)-�rm, si à l'instant t0 le (m,k)-pattern

du �ux est égal à 11011 alors la priorité du �ux à cet instant est positionnée à 2 puisque après
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Figure 2.3 � Ordonnancement et a�ectation de priorités avec DBP ; jxi : iime instance de la

tâche x ; pxi : priorité de iime instance de la tâche x

deux échéances ratées, le �ux se trouverait en état d'échec dynamique (son (m,k)-pattern

serait 01100) et donc la contrainte (3,5)-�rm ne serait plus respectée. si à l'instant t1 le

(m,k)-pattern du �ux est égal à 01100 (le �ux est en état d'échec dynamique) alors la priorité

la plus élevée 0 est attribuée au �ux.

Après chaque transmission de message, l'algorithme DBP met à jour le (m,k)-pattern du

�ux ainsi que sa priorité en ajoutant un '1' à droite si la contrainte temporelle est respectée,

sinon il ajoute un '0'.

Formellement, l'a�ectation de priorité du message se fait comme suit :

La priorité du (i+ 1)ieme message de τj est donnée par :

DBP ji+1 = kj − lj(mj , s) (2.3)

où

� si

(
δji−kj+1

, ...δji−1, δ
j
i

)
le (m,k)-pattern de la source τi où δ

j
i ∈ {0, 1} représente l'état

de transmission du iime message.

� lj (n, s) la position (en comptant à partir de la droite) de la nime échéance respectée

dans s.

Notons que lorsqu'il y a moins de mj symboles '1' dans sj , alors lj (mj , sj) = kj + 1 a�n

que la plus haute priorité (zéro) soit a�ectée.

La �gure 2.3 montre le schéma d'a�ectation de priorité par l'algorithme DBP. Cette po-

litique d'a�ectation dynamique de priorité peut être facilement et e�cacement implémentée

en matériel car l'historique de chaque source peut être stocké dans un registre de kj bits.

En cas d'égalité des priorités de deux ou plusieurs �ux, la politique d'ordonnancement

EDF est utilisée pour choisir le message à transmettre.

Après la proposition de l'algorithme DBP, un certain nombre de travaux ont été menés

pour mesurer et améliorer la performance de l'algorithme [Hamdaoui95, Hamdaoui97, Li03].

Nous donnons dans la suite une courte description de chacun de ces travaux.
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Dans [Hamdaoui95], les auteurs ont évalué par simulation le comportement de DBP+EDF

pour deux modèles de �ux : l'un selon la loi de Poisson et l'autre un tra�c en rafale modélisé

par une source ON/OFF où ON représente une période de temps exponentiellement distribuée

dans laquelle la source génère des messages périodiquement. L'état OFF désigne la période

de silence qui est de même exponentiellement distribuée. Les résultats des di�érents scénarios

montrent une meilleure performance de DBP comparé à FIFO en terme de réduction de la

probabilité d'échec dynamique.

Dans [Hamdaoui97], un modèle analytique utilisant le formalisme probabiliste et les chaînes

de Markov est développé pour le calcul de la probabilité d'échec dynamique d'un �ux temps-

réel pour l'ordonnancement DBP et FIFO. Ce modèle permet de fournir une garantie pro-

babiliste de qualité de service aux �ux temps-réel. Le modèle analytique est validé par une

étude par simulation et montre l'avantage de DBP par rapport à FIFO pour la réduction de

la probabilité de l'échec dynamique.

Dans [Li03], une analyse d'ordonnançabilité a été e�ectuée pour déterminer la condition

d'ordonnançabilité su�sante pour un ensemble de messages périodiques/sporadiques, sous

contraintes (m,k)-�rm et ordonnancées avec l'algorithme DBP+EDF non préemptif.

A part l'algorithme DBP, un autre algorithme d'ordonnancement dynamique appelé DWCS

(Dynamic Window Constrained Scheduling) peut être trouvé dans [West99]. L'objectif de cet

algorithme est de maximiser l'utilisation de la bande passante du réseau en cas de surcharge.

Les résultats de simulation montrent que DWCS et DBP ont des performances similaires en

termes du nombre d'échéances ratées et la violation de la contrainte de fenêtre.

2.2.2.2 Enhanced Fixed Priority (EFP) [Ramanathan99, Quan00]

Dans [Ramanathan99], l'auteur considère une application de contrôle-commande temps

réel qui comprend des boucles de contrôle. Les contrôleurs sont implémentés par des tâches

préemptives qui s'exécutent sur deux processeurs. En cas d'échec d'un processeur, l'exécution

des tâches est assurée par l'autre processeur. Pour éviter la surcharge du processeur, chaque

tâche est supposée sous une contrainte (m,k)-�rm et un algorithme d'ordonnancement statique

est proposé pour ordonnancer cet ensemble de tâches.

Selon cet algorithme, les instances de chaque tâche sont classées en deux catégories :

instance critique et instance optionnelle. Toutes les instances critiques sont ordonnancées selon

leur priorité �xe, alors qu'aux les instances optionnelles est assignée la priorité la plus basse.

Il est montré que si toutes les instances critiques �nissent leur exécution avant l'échéance, la

contrainte (m,k)-�rm est satisfaite.

La classi�cation des instances d'une tâche τi selon sa contrainte (mi, ki)-�rm est donnée

par la règle suivante :

La aimeinstance de la tâche avec (a = 0, 1, ...) est marquée critique (i.e. Πi (a− 1) = 1) si
a véri�e :
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a =
⌊⌈
a ·mi

ki

⌉
· ki
mi

⌋
(2.4)

Partant de l'idée qu'une classi�cation judicieuse et globale des instances critiques de toutes

les sources devrait donner une meilleure ordonnançabilité, [Quan00] a amélioré l'algorithme

proposé dans [Ramanathan99]. Il a été d'abord prouvé que trouver une classi�cation optimale

des instances est NP-complet. Puis, en prenant en compte les e�ets de blocage et de pré-

emption d'une tâche par une autre, un algorithme heuristique est proposé pour trouver une

classi�cation des instances o�rant une meilleur ordonnançabilité par rapport à la stratégie de

classi�cation 2.4.

Dans [Jia05a], nous montrons une nouvelle méthode d'analyse de l'ordonnançabilité des

ensembles de tâches sous contraintes (m,k)-�rm en utilisant des propriétés des mots méca-

niques (théorie des mots). Nous avons montré que les patterns introduits dans [Ramanathan99]

peuvent se caractériser sous la forme de mots mécaniques 2. Les preuves d'ordonnançabilité en

sont ainsi simpli�ées. En identi�ant les défauts de ces patterns, nous proposons ensuite une

nouvelle technique basée sur la ligne cellulaire pour déterminer les (m,k)-patterns des tâches.

Les résultats expérimentaux montrent que cette nouvelle technique permet une amélioration

de la région ordonnançable.

Il est prouvé dans [Koren96, Quan00] que le problème de déterminer s'il existe un (m,k)-

pattern pour chaque tâche sous contrainte (m,k)-�rm tel que l'ensemble des tâches sont ordon-

nançables, ainsi que le problème de déterminer l'ordonnançabilité d'un ensemble des tâches

sous contraintes (m,k)-�rm étant donné les (m,k)-pattern sont NP-di�ciles que ce soit pour

l'algorithme d'ordonnancement à priorités dynamiques ou pour l'algorithme d'ordonnance-

ment à priorités statiques. Il est toutefois possible de construire des conditions d'ordonnança-

bilité appropriées si les (m,k)-patterns des tâches sont déterminés suivant certaines stratégies

spéci�ques tel que la théorie du mot mécanique [Ramanathan99, Jia05a]. A partir des résultats

de l'analyse de l'ordonnançabilité dans les travaux cités dans cette section, et en considérant

la façon dont les (m,k)-pattern sont déterminés, nous donnerons dans la suite deux conditions

d'ordonnançabilité pour l'ordonnancement non-préemptif des tâches sous contrainte (m,k)-

�rm a�n que nous puissions les appliquer lors qu'il s'agit d'ordonnancer des messages (qui

sont non-préemptifs).

2.3 Conditions d'ordonnançabilité pour l'ordonnancement non-

préemptif à priorité �xe sous contraintes (m,k)-�rm

Nous considérons ici que les instances des tâches sont ordonnancées selon la politique

d'ordonnancement non-préemptif à priorité �xe. Nous donnons d'abord une condition d'or-

donnançabilité pour les tâches avec des (m,k)-patterns quelconques. Puis, une condition d'or-

2. Le mot mécanique et ses propriétés seront présentés dans la section 5.2.2.4
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donnançabilité appropriée pour le cas où les (m,k)-patterns sont déterminés selon la théorie

des mots mécaniques sera donnée.

• Ordonnançabilité avec (m,k)-pattern quelconque

Dans [Quan00], l'auteur a prouvé que si un ensemble de tâches sont ordonnançables avec

les (m,k)-patterns dit �deeply-red�, alors cet ensemble de tâches seront ordonnançables avec

les (m,k)-patterns quelconques. Le (m,k)-pattern �deeply-red� est dé�ni comme suit :

Le (m,k)-pattern �deeply-red� d'une tâche sous contrainte (m,k)-�rm satisfait :

Π(j) =

{
1 1 ≤ j ≤ m
0 m < j ≤ k

Par abus de langage, nous appelons dans la suite les instances représentées par les lettres

1 du (m,k)-pattern les instances critiques.

La condition d'ordonnançabilité avec le (m,k)-pattern �deeply-red� est donnée par le théo-

rème suivant.

Théorème 1 Soit un ensemble de tâches τ1,τ2..τn tel que l'instance de τi est plus prioritaire

que celle de τj si i < j. Les instances de chaque tâche sont rejetées selon le (mi, ki)-pattern
�deeply-red�. La borne supérieure du temps de réponse Rl des instances de τl est la limite,

quand q tend vers l'in�ni, de la suite :

R0
l = Cl

Rql = max
j>l

(Cj) +
∑
j<l



⌈
Rq−1
l
Tj

⌉
kj

+
H∑
n=0

Π (n)

Cj (2.5)

où H =
⌈
Rq−1
l
Tj

⌉
−



⌈
R
q−1
l
Tj

⌉
kj


 ; Rl est calculé en partant de R0

l = 0 jusqu'à la convergence

ou jusqu'à ce que Rql > Dl − Cl. Si Rl ≤ Dl pour tout 1 ≤ l ≤ n, alors la contrainte

(m,k)-�rm de chaque tâche est respectée.

Démonstration : Supposons que toutes les tâches se mettent à s'exécuter à l'instant 0

(c'est-à-dire que les tâches sont synchrones). Puisque les instances sont sélectivement rejetés

selon le (m,k)-pattern �deeply-red�, le nombre des instances critiques de τl dans l'intervalle

de temps [0, b] pour b ∈ R est ainsi maximal par rapport à tout autre intervalle de temps de

même la longueur. La première instance de τl subit ainsi la plus grande interférence venant

des instances plus prioritaires. Noter qu'il existe au plus une instance moins prioritaire qui a

commencé à être exécutée sans l'avoir �nie avant la date de démarrage d'une instance plus
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Chapitre 2. Ordonnancement temps réel sous contrainte (m,k)-�rm

prioritaire. Ainsi la plus grande interférence éventuellement subit par la première instance

de chaque tâches doit inclure l'interférence de l'instance moins prioritaire ayant le temps

d'exécution maximal. En conséquence, si la première instance de chaque tâche respecte son

échéance en présence de la plus grande interférence, toutes les autres instances respecteront

leur échéance.

Le terme


⌈
R
q−1
l
Tj

⌉
kj

 +
∑H

n=0 Π (n) donne le nombre des instances critiques de τj dans

l'intervalle de temps
[
0, Rq−1

l

]
. Le terme

∑
j<l



⌈
R
q−1
l
Tj

⌉
kj

+
∑H

n=0 Π (n)

Cj donne ainsi

la plus grande interférence à l'instant Rq−1
l venant de tous les instances plus prioritaires que

la première instance de τl. Le temps de réponse de la première instance de τl est borné par la

limite de l'équation récurrente 5.6 qui donne le temps d'exécution total requis par toutes les

instances critiques à exécuter avant l'exécution de la première instance de τl. Si la borne du

temps de réponse de chaque tâche ne dépasse pas son échéance, alors les contrainte (mi, ki)-
�rm seront respectée. CQFD

�

• Ordonnançabilité avec (m,k)-pattern dé�ni par le mot mécanique

Dans le cas où le (m,k)-pattern est dé�ni en utilisant le mot mécanique, une condition

d'ordonnançabilité plus stricte peut être obtenue. Dans la suite, nous présentons d'abord deux

propriétés du mot mécanique qui seront utilisées pour démontrer la condition d'ordonnança-

bilité.

Lemma 1 [Lothaire02] Le nombre de 1 du mot w de pente α entre la lettre d'indice 0 et celle

d'indice k est égal à :

d(k + 1)αe k = 0, 1, 2...

Lemma 2 [Ramanathan99, Jia05a] Le nombre de lettres 1 d'un mot mécanique w entre les

lettres w (n) et w (n+ b), b ≥ 0 est maximum pour n = 0 et b quelconque.

La condition d'ordonnançabilité est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2 Soit un ensemble de sources de messages (ou un ensemble de tâches non-

préemptives) τ1,τ2..τn tel que l'instance de τi est plus prioritaire que celle de τj si i < j.

Les instances de chaque tâche sont rejetés selon le (mi, ki)-pattern calculé suivant la méthode

décrite dans la section 5.2.2.4. La borne supérieure du temps de réponse des instances critiques

de τl est la limite, quand q tend vers l'in�ni, de la suite :
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R0
l = Cl

Rql = max
j>l

(Cj) +
∑
j<l

⌈
mj

kj

⌈
Rq−1
l

Tj

⌉⌉
Cj (2.6)

Rl est calculé en partant de R0
l = 0 jusqu'à la convergence ou jusqu'à ce que Rql > Dl − Cl

où Dl est l'échéance du message de la source τi. Si Rl ≤ Dl pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors la

contrainte (m,k)-�rm des messages provenant de chaque source τi est respectée.

Démonstration : Supposons que toutes les tâches se mettent à s'exécuter à l'instant 0

(c'est-à-dire que les tâches sont synchrones). Par lemme 2, le nombre des instances critiques

de la source τl dans l'intervalle de temps [0, b] pour b ∈ R est maximal par rapport à tout

autre intervalle de temps de même longueur. La première instance de τl subit ainsi la plus

grande interférence venant des instances plus prioritaires. Notons qu'il existe au plus une

instances moins prioritaire qui a commencé à être exécutée sans avoir �ni avant la date de

démarrage d'une instance plus prioritaire, ainsi la plus grande interférence éventuellement

subit par la première instance de chaque tâche doit inclure l'interférence de l'instance moins

prioritaire ayant le temps de transmission maximal. En conséquence, si la première instance

de chaque tâche respecte son échéance en présence de la plus grande interférence, toutes les

autres instances respecteront leur échéance.

Par le lemme 1, le terme
⌈
mj
kj

⌈
Rq−1
l
Tj

⌉⌉
donne le nombre des instances critiques de τj dans

l'intervalle de temps
[
0, Rq−1

l

]
. Le terme

∑
j<l

⌈
mj
kj

⌈
Rq−1
l
Tj

⌉⌉
Cj donne ainsi la plus grande

interférence à l'instant Rq−1
l venant de toutes les instances plus prioritaires que la première

instance de τl. Le temps de réponse de la première instance de τl est borné par la limite de

l'équation récurrente 5.6 qui donne le temps d'exécution total requis par toutes les instances

critiques à exécuter avant l'exécution de la première instance de τl. Si la borne du temps de

réponse de chaque tâche ne dépasse pas son échéance, alors les contraintes (mi, ki)-�rm seront

respectée. CQFD

�

2.4 Conclusion

Que ce soit pour l'ordonnancement temps réel classique ou pour l'ordonnancement temps

réel sous contrainte (m,k)-�rm, nous venons de voir que deux familles d'algorithmes existent :

dynamiques tels que EDF et DBP, et statiques tels que RM et EFP. Du point de vue de

la performance d'ordonnancement, les algorithmes dynamiques sont meilleurs. Mais pour des

applications de contrôle échantillonné, un algorithme dynamique tel que EDF, mis à part

de son coût d'implantation plus élevé, n'est pas forcément plus intéressant qu'un algorithme
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Chapitre 2. Ordonnancement temps réel sous contrainte (m,k)-�rm

statique tel que RM. Considérons un ensemble de tâches de contrôle périodiques de périodes

di�érentes avec échéances sur requête et partageant un même processeur. Si la priorité statique

permet de favoriser les tâches les plus importantes en leur attribuant des priorités élevées, en

revanche EDF peut bouleverser cet ordre car une tâche moins importante obtiendra tôt ou

tard la priorité la plus élevé en cas de surcharge. Or il aurait été peut-être plus judicieux de

le rejeter et laisser la ressource le temps de traiter une tâche de contrôle d'un procédé plus

important. D'ailleurs, il est connu qu'EDF s'adapte mal à la situation de surcharge (i.e. le cas

du dépassement des échéances).

Dans la suite nous allons considérer que l'ensemble de tâches sont ordonnancées en utilisant

l'algorithme EFP et la conception d'ordonnancement se réduit à adapter dynamiquement les

paramètres de la contrainte (m,k)-�rm en fonction du besoin applicatif.
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Chapitre 3

Etude d'un système

monodimensionnel : rejet contrôlé

d'échantillons et optimisation de

performances

Nous étudions dans ce chapitre la conception d'un système de contrôle-commande mo-

nodimensionnel distribué pour lequel la transmission des échantillons de sortie du système

contrôlé s'e�ectue en utilisant un réseau partagé avec d'autres applications. Plus particu-

lièrement, nous présentons une méthode de conception conjointe de la loi de commande (le

contrôleur) et des règles de contrôle des transmissions d'échantillons entre capteur et contrô-

leur qui minimisent la bande passante requise par l'application, garantissent la stabilité du

système et fournissent une valeur optimisée d'un critère de performance du contrôle. La solu-

tion envisagée est de rejeter sélectivement des messages selon une stratégie qui repose sur une

contrainte de type (m,k)-�rm (au moinsmmessages parmi k messages consécutifs doivent être

reçus par le contrôleur). L'emploi de cette stratégie dans un système de contrôle-commande

nécessite de répondre à deux questions : comment déterminer la contrainte (m,k)-�rm et

comment concevoir le contrôleur pour que le système fonctionne correctement (stabilité) et de

manière optimisée ? Ce chapitre fournit des réponses à ces questions dans le cas où le système

contrôlé est monodimensionnel.

Dans la suite, nous donnons tout d'abord le modèle mathématique du système monodi-

mensionnel étudié en section 3.1. Puis en section 3.2, nous établissons la condition nécessaire

et su�sante de stabilité et nous montrons comment déterminer la contrainte (m,k)-�rm sous

laquelle le système reste stable. Ensuite en section 3.3, nous présentons une approche pour

déterminer le paramètre optimal du contrôleur qui optimise un critère de performance du sys-

tème, à savoir la borne supérieure de la variance de l'état du processus contrôlé. Un exemple

numérique est donné en section 3.4. En�n, nous concluons cette étude dans la section 3.5.
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3.1 Modèle de système

La �gure 3.1 fournit une représentation générique d'un système linéaire monodimensionnel

et de son contrôleur. Le processus à contrôler est représenté ici, sous forme discrétisée, par

l'équation suivante :

xi+1 = αxi + βui i = 0, 1, .. (3.1)

� ui et xi sont respectivement l'entrée (la commande) et la sortie du système,

� α et β sont des constantes ; |α| > 1 et β 6= 0.
Ce système est contrôlé en temps discret et, plus particulièrement, nous considérons dans

tout ce qui suit que la sortie du système (y) est envoyée périodiquement, avec une période

h à destination du contrôleur. Le contrôleur élabore une consigne z en fonction de y. La

sortie mesurée est donnée par yi = xi + pi, où pi représente un bruit. L'entrée du système

(la commande) est obtenue par ui = zi + qi, où qi représente un bruit. Dans cette étude,

les bruits pi et qi sont supposés être des bruits blancs d'espérance nulle, indépendants (c-à-d

E [piqi+τ ] = 0 pour tout i et τ), et de variances σ2
p et σ

2
q respectivement.

Figure 3.1 � Modèle du système considéré

Dans cette étude, de plus, nous considérons que le capteur et le contrôleur sont reliés via

un réseau de communication. Le message contenant la mesure yi est envoyé au contrôleur au

travers du réseau. Nous supposons que le réseau est une ressource limitée et que la bande

passante est partagée entre plusieurs systèmes en plus du système de contrôle-commande

considéré. La solution proposée dans cette étude consiste à diminuer la bande passante réservée

par le système de contrôle-commande en rejetant sélectivement des messages contenant des

mesures tout en assurant le bon fonctionnement du système contrôlé.

Concrètement, le rejet de messages s'e�ectue suivant la contrainte (m,k)-�rm. Au sens

strict cela signi�e que, à tout instant, au moins m messages parmi k messages consécutive-

ment envoyés ont été reçus par le contrôleur avant leur échéance ; nous considérons ici que

l'échéance relative des messages est égale à la période d'échantillonnage du processus. En fait,
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3.2. Condition de stabilité

pour simpli�er l'analyse du système, nous considérons que exactement m messages parmi

k messages consécutifs sont reçus par le contrôleur. De plus, le rejet de messages est sup-

posé périodique, c'est-à-dire que si le message envoyé à l'instant i est reçu par le contrôleur

(respectivement rejeté), le message envoyé à l'instant i + k est aussi reçu par le contrôleur

(respectivement rejeté). En l'occurrence, le (m,k)-pattern Π peut être dé�ni comme un mot

binaire de longueur k contenant exactement m '1'. La séquence de messages reçus par le

contrôleur est ainsi représentée par ce (m,k)-pattern avec Π (i) = Π (i+ k) (on note par la

suite Πi = Π (i)). Cette stratégie de rejet périodique peut être justi�ée par le fait qu'une telle
séquence de messages transmis ou rejetés est appropriée à la garantie d'un comportement

attendu du système ainsi qu'il est montré dans [Ramanathan99].

Nous supposons que le contrôleur est relié à l'actionneur par un canal dédié à cet échange

et garantissant l'absence de perte de message. Si un message contenant yi est disponible en

entrée du contrôleur, celui-ci calcule la commande z , zi = γyi envoyé à l'actionneur, où γ

est le gain ; dans le cas contraire, le contrôleur envoie la valeur zi = 0 puisque la position

d'équilibre du processus est xréférence = 0. Avec le bruit discret q, la commande appliquée

au procédé est ui = zi + qi.

Si un message est reçu par le contrôleur, l'équation d'état 3.1 peut être récrite :

xi+1 = αxi + β (qi + γ (xi + pi))

= (α+ βγ)xi + β (qi + γpi) (3.2)

Si le message est rejeté sur le réseau, le contrôleur envoie la valeur zéro, et l'évaluation de

l'équation 3.1 se ramène à :

xi+1 = αxi + βqi (3.3)

Ces deux égalités se résument en :

xi+1 = (α+ γβΠi)xi + β (qi + γpiΠi) (3.4)

avec i ≥ 0 et x0 = 0.
Cette formule met en évidence le rôle joué par le (m, k)-pattern.

3.2 Condition de stabilité

Le problème de stabilité est un sujet de préoccupation majeure en phase de conception

du système de contrôle-commande. Dans cette section, nous nous intéressons au problème de

stabilité du système décrit dans la section précédente.

Il existe plusieurs critères de stabilité. Nous considérons ici qu'un système est stable si

la variance de l'état du processus contrôlé est bornée et de valeur moyenne nulle pour une

longue durée d'exécution du système. Dans la suite, nous donnons dans un premier temps
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l'expression pour calculer la variance de l'état du processus xi. Puis, la condition sous laquelle

la variance de l'état du processus reste �nie pour une longue durée d'exécution du système

est donnée.

On pose :

� vi = σ2
xi ,

� ai = (α+ βγΠi)
2,

� et bi = β2
(
σ2
q + γ2σ2

pΠi

)
.

Les deux suites (an)n≥0 et (bn)n≥0 sont positives. (bn)n≥0 est non identiquement nulle. De plus,

ces deux suites sont k-périodiques : an+k = an, bn+k = bn, ∀n ≥ 0 du fait de la k-périodicité

du (m, k)-pattern.
La variance de l'état du processus est donnée par le théorème suivant :

Théorème 3 La variance vi de l'état du système, exprimée en fonction du (m,k)-pattern,

véri�e la formule de récurrence suivante, à coe�cients k-périodiques :

vi+1 = aivi + bi pour i ≥ 0, avec la condition initiale v0 = 0 .

Démonstration

La relation 3.4 xi+1 = (α+ γβπi)xi + β (qi + γpiΠi), i ≥ 0, x0 = 0 donne :

E (xi+1) = (α+ γβΠi)E(xi), i ≥ 0, x0 = 0.
puisque E (pi) = 0 et E (qi) = 0 pour i ≥ 0.
Il s'ensuit que E (xi) = 0 pour i ≥ 0 et on peut écrire la variance de xi : vi = E

(
x2
i

)
.

En élevant 3.4 au carré et en prenant l'espérance, on a :

vi+1 = aivi + 2β(α+ γβΠi)E {(qi + γpiΠi)xi}+ β2E
{

(qi + γpiΠi)
2
}

L'équation 3.4 montre que xi est une combinaison linéaire des pj , qj pour 0 ≤ j < i. Par

conséquent, E {(qi + γpiΠi)xi} = 0.
De même, en raison des propriétés des bruits blancs indépendants, on a : E

{
(qi + γpiΠi)

2
}

=(
σ2
q + γ2σ2

pΠi

)
.

Ce qui donne bien vi+1 = aivi + bi.

�

Théorème 4 La solution de l'équation vi+1 = aivi + bi, i ≥ 0 et v0 = 0 s'exprime par :

vn = bn−1 +
∑n−2

j=0 bjaj+1..an−1 pour n ≥ 1 (avec
∑−1

0 = 0)
On l'écrit par la suite brièvement : vn =

∑n−1
j=0 bjaj+1..an−1 avec bjaj+1..an−1 = bn−1 si

j = n− 1

Démonstration :

Soit wn =
∑n−1

j=0 bjaj+1..an−1, pour n ≥ 1.
wn véri�e la relation de récurrence wi+1 = aiwi+bi. En e�et, aiwi+bi = bi+

∑i−1
j=0 bjaj+1..ai−1ai =

wi+1 .

De plus, w1 = b0 = v1, donc par unicité de la solution de l'équation de récurrence, on a

vn = wn ce qui termine la démonstration.

56



3.2. Condition de stabilité

�

En remplaçant n par n+ k dans l'égalité du théorème 4, on écrit :

vn+k =
n−1∑
j=0

bjaj+1..an+k−1 +
n+k−1∑
j=n

bjaj+1..an+k−1

= anan+1..an+k−1vn +
n+k−1∑
j=n

bjaj+1..an+k−1

La suite (an) est k-périodique, ce qui donne :

anan+1..an+k−1 = a0a1..ak−1 = (α+ βγ)2m α2(k−m) = A

Soit Bn =
∑n+k−1

j=n bjaj+1..an+k−1, Bn est k-périodique. En e�et :

Bn+k =
n+2k−1∑
j=n+k

bjaj+1..an+2k−1

En posant, j = l + k, on a :

Bn+k =
n+k−1∑
l=n

bl+kal+k+1..an+2k−1

=
n+k−1∑
l=n

blal+1..an+k−1

= Bn

On a obtenu �nalement : vn+k = Avn +Bn, pour n ≥ 0.
On divise n par k : n = kq + r avec 0 ≤ r < k. On a alors :

v(q+1)k+r = Avqk+r +Br pour 0 ≤ r < k.

Ainsi, les suites (vkq+r)q≥0véri�ent une récurrence linéaire a�ne à coe�cients constants

A et Br.

Théorème 5 Si A ≥ 1, la suite (vn) n'est pas majorée.

Si A < 1, on a :

supn≥0vn =
B

1−A
, où B = max0≤i<k(Bi) et Bi =

i+k−1∑
j=i

bjaj+1 · · · ai+k−1.

Démonstration
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1. Si A ≥ 1, la suite (vn) n'est pas majorée.

La suite (vn) est positive. La relation v(q+1)k+r = Avqk+r +Br donne :

vqk+r ≥ vr + qBr, q ≥ 0 et 0 ≤ r < k.

On note que Br ≥ br+k−1 = br−1. Doncvqk+r ≥ qbr−1.

Comme β est non nul et σ2
q est strictement positif, on a br−1 > 0, ce qui entraîne :

limq→+∞ vqk+r = +∞ et la suite (vn) n'est pas majorée.

2. Si A < 1

La relation v(q+1)k+r = Avqk+r +Br pour 0 ≤ r < k fournit facilement :

vkq+r = Aqvr +
(

1−Aq

1−A

)
Br =

Br
1−A

+Aq
(
vr −

Br
1−A

)
A < 1, on a limq→+∞ vqk+r = Br

1−A .

De plus, la suite (vqk+r)q≥0 est croissante. En e�et :

Br =
∑r+k−1

j=r bjaj+1 · · · ar+k−1 ≥
∑r+k−1

j=k bjaj+1 · · · ar+k−1 =
∑r−1

j=0 bjaj+1 · · · ar−1 = vr

pour r ≥ 1 d'après le théorème 4 et B0 ≥ v0 = 0. On a donc toujours vr ≤ Br pour 0 ≤ r < k.

L'égalité vkq+r = Br
1−A + Aq

(
vr − Br

1−A

)
montre que la suite (vqk+r)q≥0 est croissante.

Donc :

sup
q≥0

vkq+r = lim
q→+∞

vqk+r =
Br

1−A
.

Ceci donne �nalement : supn≥0 vn = 1
1−A max0≤r<k Br.

�

3.3 Le gain optimal pour un (m, k)-pattern Π donné

Nous traitons dans cette section un problème d'optimisation à savoir trouver le gain γ

qui optimise la performance du système. Dans ce chapitre, nous considérons que la per-

formance du système est donnée par supn≥0vn = B
1−A , où B = max0≤i<k(Bi) et Bi =∑i+k−1

j=i bjaj+1 · · · ai+k−1 (théorème 5) lorsque le système est stable c'est-à-dire :

0 ≤ A < 1

On peut remarquer que, comme A = (α+ βγ)2m α2(k−m) , A dépend :

� du gain γ du contrôleur,

� des valeurs m et k de la contrainte (m,k)-�rm.
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3.3. Le gain optimal pour un (m, k)-pattern Π donné

Algorithm 1 Calcul de la borne supérieure de la variance du système pour un gain γ, une

contrainte (m,k) et un (m,k)-pattern donnés

/*données : */

/* caractéristiques du système alpha, beta */

/* variances des bruits sur l'entrée et la sortie : s2p, s2q, */

/* gain du contrôleur : gamma */

/* contraintes (m,k ) et (m,k )-pattern : m,k,PI */

/* */

for J in 0..k-1 loop

a(J) :=(alpha+beta*gamma*PI(J)*(alpha+beta*gamma*PI(J)) ;

b(J) :=beta*beta*(s2q+gamma*gamma*s2p*PI(J)) ;

end loop

A :=exp(2.0*m*Log(|alpha+beta*gamma|)+2.0*(k-m)*Log(|alpha|)) ;

pa :=1 ;

B(0) :=b(k-1)*pa ;

for I in k-2..0 loop

pa :=pa*a(I+1) ;

B(0) :=B(0)+b(I)*pa ;

end loop

Bmax :=B(0) ;

for J in 0..k-2 loop

B(J+1) :=a(J)*B(J)+b(J)*(1-A) ;

if B(J+1)>Bmax then

Bmax :=B(J+1)

end if

end loop

BorneSupVariance :=Bmax/(1-A) ;
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Chapitre 3. Etude d'un système monodimensionnel : rejet contrôlé d'échantillons et optimisation de performances

La condition de stabilité ci-dessus est équivalente à :

γinf = −α
β
− |α|

1− k
m

|β|
< γ < −α

β
+
|α|1−

k
m

|β|
= γsup

La stabilité ne dépend pas de la forme du (m,k)-pattern, Π. Les coe�cients Bi, eux,

dépendent de γ, des valeurs m et k, et de la forme de Π. Nous noterons par la suite :

M (γ,Π) = supn≥0vn. Le problème revient alors à déterminer la valeur de γ qui minimise

M (γ,Π) pour une contrainte (m,k)-�rm et un (m,k)-pattern, Π donnés. Pour ceci, nous

calculons M (γ,Π) pour γ décrivant l'intervalle ]γinf , γsup[ avec un pas donné.

Le calcul de M (γ,Π) est réalisé par l'algorithme 1.

3.4 Exemple numérique

L'objectif de cette section est de fournir des techniques pour spéci�er conjointement une

contrainte (m,k)-�rm et le gain du contrôleur. Deux systèmes sont étudés : un système instable

par nature et un système stable.

3.4.1 Système instable

3.4.1.1 Spéci�cation de l'étude de cas

(1) Le système contrôlé est dé�ni par les caractéristiques suivantes :

� α = 3, β = 1,

� les bruits blancs en entrée et sortie du système sont de variance 1 : σ2
p = 1 et σ2

q = 1.
De plus, le contrôle du système doit respecter la contrainte suivante : la variance maxi-

male supportée par ce système est vmax = 10000.

(2) Au niveau de l'architecture distribuée support :

� la mémoire disponible dans l'équipement gérant les rejets doit respecter une contrainte

sur k, a�n de pouvoir mémoriser (m,k)-pattern : k ≤ 20,
� la bande passante réservée à l'application de contrôle distribuée impose une contrainte

sur m et k : mk ≤ 0.5.
Notons que, en l'absence de rejets d'échantillons, c'est-à-dire, en situation idéale, γopt = −2, 7
et la limite supérieure de la variance de l'état du système est égale à 9, 1099E + 00.

3.4.1.2 In�uence de la longueur d'une suite d'échantillons consécutifs rejetés

(suite de 0)

Dans un premier temps, nous montrons l'in�uence d'une suite de 0 dans un (m,k)-pattern

de longueur k (k ≤ 20) et de forme (1, k). Pour ceci, nous calculons le gain optimal γopt qui

fournit la plus petite borne supérieure de la variance de l'état du système pour des (m,k)-

pattern de type (1, k). La table 3.1 fournit les résultats obtenus.
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3.4. Exemple numérique

Table 3.1 � (1, k)-pattern - In�uence de la longueur d'une suite de rejets consécutifs

Contrainte (m, k) (m, k)-pattern π γopt M (γopt, π)

( 1, 2) 10 -2,966667 9,0111E+01

( 1, 3) 100 -2,995556 8,1915E+02

( 1, 4) 1000 -2,999259 7,3807E+03

( 1, 5) 10000 -3 6,6430E+04

( 1, 6) 100000 -3 5,9787E+05

( 1, 7) 1000000 -3 5,3808E+06

( 1, 8) 10000000 -3 4,8428E+07

( 1, 9) 100000000 -3 4,3585E+08

( 1,10) 1000000000 -3 3,9226E+09

( 1,11) 10000000000 -3 3,5304E+10

( 1,12) 100000000000 -3 3,1773E+11

( 1,13) 1000000000000 -3 2,8596E+12

( 1,14) 10000000000000 -3 2,5736E+13

( 1,15) 100000000000000 -3 2,3163E+14

( 1,16) 1000000000000000 -3 2,0846E+15

( 1,17) 10000000000000000 -3 1,8762E+16

( 1,18) 100000000000000000 -3 1,6886E+17

( 1,19) 1000000000000000000 -3 1,5197E+18

( 1,20) 10000000000000000000 -3 1,3677E+19

Les résultats obtenus montrent que la borne supérieure de la variance croit très vite

(exponentiellement) avec la longueur de la suite de 0 consécutifs (voir les résultats obtenus

pour k = 1..4 à la �gure 3.2.)

Pour respecter les contraintes imposées sur le contrôle du système (contrainte sur la valeur

supérieure de la variance de l'état du système), nous ne pouvons conserver, pour une forme

de contrainte (1, k), que les contraintes et (m,k)-pattern suivants :

� (1, 2) et Π = 10,
� (1, 3) et Π = 100,
� (1, 4) et Π = 1000.

On peut alors se demander quelle est l'in�uence d'une suite cumulative de 1 ; ceci est l'objet

des deux expériences suivantes.

61



Chapitre 3. Etude d'un système monodimensionnel : rejet contrôlé d'échantillons et optimisation de performances

Figure 3.2 � Evolution de la meilleure borne sup de la variance en fonction de la longueur

de la suite de rejets consécutifs (les (m, k)-patterns sont de type (1, k)-pattern, avec k ≤ 5)

3.4.1.3 Rôle d'une suite d'échantillons transmis (in�uence de la longueur d'une

suite de 1)

Pour évaluer cette in�uence, dans un premier temps, nous étudions tout d'abord les

contraintes (m,k) telle que m ≤ k − 3, k ≤ 20 (c'est-à-dire la contrainte qui possède la

plus longue suite de 0 et qui soit acceptable dans le cas de contrainte (1, k)-�rm). Les ré-

sultats sont présentés dans la table 3.3. Ces résultats ainsi que la �gure 3.3 montrent que la

borne supérieure de la variance est peu améliorée par une suite de 1 (au plus 8, 79% entre le

pattern (17, 20)qui fournit la plus petite limite supérieure de la variance de l'état du système

et le pattern (1, 4) qui en fournit la plus grande).

Dans un deuxième temps, nous avons évalué l'in�uence de la longueur d'une suite d'échan-

tillons acceptés dans le cas où le pattern contient déjà une suite de longueur strictement su-

périeure à 3 de rejets consécutifs. Pour ceci, nous avons étudiés les (m,k)-pattern tels que

k−m = 4 et les 4 rejets sont consécutifs. Les résultats sont donnés dans la table. Ils prouvent

que, même en transmettant au contrôleur une suite d'échantillons de la plus grande longueur

possible dans cette étude de cas (16 échantillons consécutifs), ceci ne permet pas d'atteindre

les performances exigées (toutes les valeurs calculées de la limite supérieure de la variance

sont plus grande que vmax = 10000).
De l'ensemble des expériences précédentes, nous concluons que les seules contraintes ac-

ceptables sont telles que :

� k ≤ 20,
� m

k ≤ 0, 5,
� la longueur d'une suite de rejets consécutifs doit être inférieure ou égale à 3.

Dans la suite, nous étudions systématiquement tous les patterns remplissant ces conditions

et conservons ceux qui respectent la limite imposée sur la borne supérieure de la variance de
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3.4. Exemple numérique

Table 3.3 � In�uence de la longueur d'une suite d'échantillons acceptés dans un (m, k)-
pattern, tel que m ≤ k − 3, k ≤ 20 et les 3 rejets sont consécutifs.

Contrainte (m, k) (m, k)-pattern π γopt M (γopt, π)

( 1, 4) 1000 -2,999259 7,3807E+03

( 2, 5) 11000 -2,946114 7,2122E+03

( 3, 6) 111000 -2,853333 6,9520E+03

( 4, 7) 1111000 -2,780654 6,8049E+03

( 5, 8) 11111000 -2,731013 6,7479E+03

( 6, 9) 111111000 -2,711325 6,7342E+03

( 7,10) 1111111000 -2,700249 6,7323E+03

( 8,11) 11111111000 -2,708571 6,7323E+03

( 9,12) 111111111000 -2,708788 6,7323E+03

(10,13) 1111111111000 -2,697926 6,7323E+03

(11,14) 11111111111000 -2,703561 6,7320E+03

(12,15) 111111111111000 -2,696066 6,7324E+03

(13,16) 1111111111111000 -2,705097 6,7321E+03

(14,17) 11111111111111000 -2,699708 6,7321E+03

(15,18) 111111111111111000 -2,711013 6,7325E+03

(16,19) 1111111111111111000 -2,707017 6,7321E+03

(17,20) 11111111111111111000 -2,703445 6,7320E+03

l'état du système (M(γopt,Π) ≤ 10000).

3.4.1.4 Construction, évaluation des pattern acceptables et conclusions sur cet

exemple

La dernière expérience prend en compte :

� toutes les contraintes (m,k), telles que : k ≤ 20, mk ≤ 0.5
� pour chaque couple (m,k) retenu, tous les patterns possibles (après élimination des

pattern redondants, comme les patterns équivalents par rotation circulaire des lettres

du pattern ou ceux qui sont obtenus à partir de la répétition d'un autre pattern)

� et vi ≤ vmax.
Le nombre de pattern restant est 17136 pour k ≤ 20 ; il descend à 931 pour k ≤ 15 et à 71
pour k ≤ 10. Les expériences donnent les résultats suivants :

� Le (m,k)-pattern donnant la plus petite borne supérieure de la variance de l'état du

système est le pattern Π = 10 (borne supérieure de la variance de l'état du système,

M(γopt,Π), égale à 9, 0111E + 01 et gain optimal γopt égal à −2, 9667).
� Les (m,k)-pattern donnant la plus grande borne supérieure acceptable de la variance
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Chapitre 3. Etude d'un système monodimensionnel : rejet contrôlé d'échantillons et optimisation de performances

Figure 3.3 � In�uence de la longueur d'une suite d'échantillons consécutifs acceptés sur la

borne supérieure de l'état du système

de l'état du système correspond à tous les (m,k)-pattern qui contiennent au moins une

suite de rejets consécutifs de longueur 3. La valeur deM(γopt,Π) est entre 7, 3810E+03
et 6, 7705E + 03 (ces deux valeurs correspondant, respectivement, à des gains optimum

γopt, de −3, 0000 et −2, 7600.
� Si on étudie la bande passante, la contrainte et le pattern acceptable minimisant la

bande passante est obtenu pour Π = 1000. l'indicateur d'occupation de bande passante

est m/k = 0, 25. Dans ce cas, γopt = −2, 9992 et M(γopt,Π) = 7, 3807E + 03.
� Tous les (m,k)-pattern qui contiennent au moins une suite de rejets consécutifs de

longueur 3 sont acceptables.

� Tous les (m,k)-pattern qui contiennent au moins une suite de rejets consécutifs de

longueur 2 sont acceptables. Parmi ceux-ci ceux qui ne contiennent pas de suite de

rejets consécutifs de longueur 3 conduisent à des bornes supérieures de la variance de

l'état du système comprises entre 7, 6828E + 02 et 8, 1971E + 02.
� On peut remarquer que pour un même taux d'occupation de la bande passante, on

obtient des performances du système très di�érentes. Ainsi, pour un rapport m
k = 0.5,

les (m,k)-pattern Π = 10, Π = 1100, Π = 111000 donnent des valeurs optimales de la

variance de l'état du système respectivement 90, 1, 785, 9 et 6952, 04. En corollaire, on

peut a�rmer que si on �xe une longueur k et un taux m
k , la plus petite variance est

obtenue pour une répartition uniforme des 1 dans le pattern.

� Dans chaque cas, l'algorithme 1 donne la valeur du gain à utiliser. Notons que, dans

cet exemple, les valeurs de gains obtenues pour des (m,k)-pattern dont la plus grande

longueur de rejets consécutifs est identique sont très proches (écarts relatifs inférieur à

8%).

A titre indicatif, les (m,k)-pattern calculés pour k ≤ 10 �gurent en annexe C.
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3.4. Exemple numérique

Table 3.4 � In�uence de la longueur d'une suite d'échantillons acceptés dans un (m, k)-
pattern, tel que m ≤ k − 4, k ≤ 20 et les 4 rejets sont consécutifs.

Contrainte (m, k) (m, k)-pattern π γopt M (γopt, π)

( 1, 5) 10000 -3,0000E+00 6,6430E+04

( 2, 6) 110000 -2,9733E+00 6,5649E+04

( 3, 7) 1110000 -2,8983E+00 6,3601E+04

( 4, 8) 11110000 -2,8267E+00 6,1962E+04

( 5, 9) 111110000 -2,7675E+00 6,1063E+04

( 6,10) 1111110000 -2,7212E+00 6,0700E+04

( 7,11) 11111110000 -2,7118E+00 6,0605E+04

( 8,12) 111111110000 -2,6998E+00 6,0592E+04

( 9,13) 1111111110000 -2,7054E+00 6,0590E+04

(10,14) 11111111110000 -2,7036E+00 6,0589E+04

(11,15) 111111111110000 -2,7049E+00 6,0589E+04

(12,16) 1111111111110000 -2,7088E+00 6,0591E+04

(13,17) 11111111111110000 -2,7005E+00 6,0590E+04

(14,18) 111111111111110000 -2,7078E+00 6,0591E+04

(15,19) 1111111111111110000 -2,7016E+00 6,0589E+04

(16,20) 11111111111111110000 -2,6961E+00 6,0593E+04

3.4.2 Système stable

Considérons maintenant un système stable dé�ni ainsi :

(1) Le système contrôlé est décrit par les paramètres suivants :

� α = 0.5117 , β = 0.4883,
� les bruits blancs en entrée et sortie du système sont de variance1 : σ2

p = 1 et σ2
q = 1.

Le contrôle du système doit respecter la contrainte suivante : la variance maximale

supportée par ce système est vmax = 0.323.

(2) Au niveau de l'architecture distribuée support :

� la mémoire disponible dans l'équipement gérant les rejets doit respecter une contrainte

sur k, a�n de pouvoir mémoriser (m,k)-pattern : k ≤ 10,
� la bande passante réservée à l'application de contrôle distribuée impose une contrainte

sur m et k : mk ≤ 0.5.

3.4.2.1 In�uence de la longueur d'une suite de rejets consécutifs

Comme le système est naturellement stable, il est moins sensible que celui décrit en sec-

tion 3.4.1 à une suite de rejets d'échantillons (voir table 3.5 et �gure 3.4 pour lesquels les
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Chapitre 3. Etude d'un système monodimensionnel : rejet contrôlé d'échantillons et optimisation de performances

Table 3.5 � Système stable - In�uence d'une suite de rejets consécutifs

Contrainte (m,k) (m,k)-pattern Π γopt M (γopt,Π)

( 1, 2) 10 -0,247483 0,317388

( 1, 3) 100 -0,265785 0,321586

( 1, 4) 1000 -0,130818 0,322731

( 1, 5) 10000 -0,450499 0,322973

( 1, 6) 100000 0,119604 0,346842

( 1, 7) 1000000 -1,047921 0,500274

( 1, 8) 10000000 -1,047921 0,500274

( 1, 9) 100000000 -1,047921 0,500274

( 1,10) 1000000000 -1,047921 0,500274

( 1,11) 10000000000 -1,047921 0,500274

( 1,12) 100000000000 -1,047921 0,500274

( 1,13) 1000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,14) 10000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,15) 100000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,16) 1000000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,17) 10000000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,18) 100000000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,19) 1000000000000000000 -1,047921 0,500274

( 1,20) 10000000000000000000 -1,047921 0,500274

expériences ont été conduites jusqu'à k = 20.)

3.4.2.2 In�uence de la longueur d'une suite d'échantillons consécutifs acceptés

De cette expérience, nous conservons uniquement les (1, k)-pattern qui respectent la contrainte
M(γopt, π) ≤ vmax, c'est-à-dire :

(1, 2) avec Π = 10 (M(γopt,Π) = 0, 317388),

(1, 3) avec Π = 100 (M(γopt,Π) = 0, 321586),

(1, 4) avec Π = 1000 (M(γopt,Π) = 0, 322731),

(1, 5) avec Π = 1000 (M(γopt,Π) = 0, 322973).

Nous calculons alors la borne supérieure optimisée pour toutes les les contraintes (m,k)

telle que m ≤ k − 5 ; dans ce cas, nous menons également les expériences pour k ≤ 20. Les
résultats sont présentés dans la table 3.6. De la même manière que dans l'exemple précédent,

on peut voir que les performances du système sont peu in�uencées par la longueur d'une suite

d'échantillons consécutifs transmis (moins de 7% d'amélioration.)
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3.5. Conclusion

Figure 3.4 � Système stable - In�uence d'une suite de rejets consécutifs sur la borne supé-

rieure de vi, M(γopt, π)

3.4.2.3 Choix d'une contrainte (m,k) et d'un (m,k)-pattern optimisé

En�n, nous analysons les résultats obtenus pour toutes les contraintes (m,k) correspondant

à la spéci�cation de l'étude de cas ( k ≤ 10, mk ≤ 0.5) et telles que M (γopt,Π) ≤ 0.323. Les
résultats complets �gurent en annexe C.

Pour optimiser les performances du système, on cherche à minimiser la valeur de vi et

on applique alors une contrainte (1,2) qui permet d'obtenir vi = 0.3173 en utilisant un gain

γ = −0.247483. Par contre, si on désire minimiser la bande passante consommée, on applique

un pattern (1, 5) pour lequel, avec un gain γ = −0, 450499, on obtient vi = 0.3229. En
fait, en étudiant les résultats obtenus pour tous les (m,k)-pattern possibles, nous remarquons

que l'écart relatif sur la borne supérieure de la variance de l'état du système est inférieur à

1, 75%. On peut conclure, dans ce cas, qu'il faut simplement éviter d'avoir une suite de rejets

consécutifs de longueur strictement supérieure à 4.

3.5 Conclusion

Dans l'industrie moderne, les di�érents dispositifs des systèmes de contrôle commande

deviennent de plus en plus distribués, la performance de tels systèmes dépend non seulement

des caractéristiques du système lui-même (l'algorithme de contrôle, les propriétés du proces-

sus contrôlé), mais aussi d'e�ets induits par l'introduction du réseau (pertes de messages,

délai, etc). Dans ce chapitre, nous considérons le cas où il est possible de mettre en oeuvre

une stratégie de gestion de surcharge reposant sur une contrainte (m,k)-�rm pour diminuer

la bande passante consommée par une application de contrôle : les messages contenant les

mesures de l'état du processus sont sélectivement rejetés pour éviter la surcharge du réseau.

Nous avons identi�é les critères de stabilité du système dans un contexte de rejets d'échan-

tillons et déterminé les paramètres admissibles du réseau en termes de contrainte (m,k)-�rm

qui garantissant la stabilité du système. De cette condition, nous avons déterminé comment,
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Table 3.6 � Système stable - In�uence de la longueur d'une suite d'échantillons consécutifs

acceptés

Contrainte (m,k) (m,k)-pattern Π γopt M(γopt,Π)

( 1, 6) 100000 0,119604 0,346842

( 2, 7) 1100000 -0,17321 0,322987

( 3, 8) 11100000 -0,297217 0,322985

( 4, 9) 111100000 -0,196163 0,322985

( 5,10) 1111100000 -0,247483 0,322984

( 6,11) 11111100000 -0,260471 0,322984

( 7,12) 111111100000 -0,254743 0,322984

( 8,13) 1111111100000 -0,238542 0,322984

( 9,14) 11111111100000 -0,21591 0,322984

(10,15) 111111111100000 -0,24631 0,322984

(11,16) 1111111111100000 -0,214815 0,322984

(12,17) 11111111111100000 -0,235693 0,322984

(13,18) 111111111111100000 -0,25295 0,322984

(14,19) 1111111111111100000 -0,215417 0,322984

(15,20) 11111111111111100000 -0,228593 0,322984

sous une contrainte (m,k) donnée, calculer la valeur inférieure et la valeur supérieure du gain

du contrôleur qui garantisse la stabilité du système. Nous montrons, en particulier que la

stabilité ne dépend que de m et de k et non du (m,k)-pattern.

Si on considère comme critère à optimiser, la borne supérieure de la variance de l'état du

système, le problème de recherche de gain optimal revient, alors à parcourir toutes les valeurs

du gain dans l'intervalle de stabilité pour chaque contrainte (m,k) et chaque (m,k)-pattern

possible. Nous avons montré comment déterminer ce gain expérimentalement en considérant

deux études de cas.

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de bande passante contrainte pour la

transmission d'échantillons entre capteurs et contrôleur dans le cas d'un système mono-

dimensionnel. Le critère de performance utilisé est la borne supérieure de la variance de

l'état du système. Dans les chapitres suivants, nous considérons des systèmes plus complexes

ainsi que d'autres critères de performances.
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Chapitre 4

Impact d'un (m,k)-pattern sur la

qualité de contrôle d'un système

multi-dimensionnel

Dans ce chapitre, nous considérons un système multi-dimensionel pour lequel les informa-

tions de sortie du système contrôlé sont transmises au contrôleur par un réseau de communi-

cation. Nous présentons dans un premier temps la représentation mathématique du système

étudié ainsi qu'une étude de cas sur laquelle nous appliquerons les techniques développées (sec-

tion 4.1). Puis, dans la section 4.2, en nous appuyant sur l'étude des systèmes de deuxième

ordre, nous proposons une approche pour concevoir les paramètres du réseau, exprimés en

termes de contrainte (m,k)-�rm, sous lesquels le système reste stable. Cette analyse nous per-

met de calculer les valeurs acceptables de k, au sens de la stabilité (le système reste stable pour

une contrainte (1, k)-�rm. En�n, nous étudions, en section 4.3, un problème d'optimisation et,

pour ceci, nous identi�ons un critère de performance du contrôle ainsi que la fonction objectif

correspondant, puis nous spéci�ons une méthode pour trouver les valeurs de m pour toute

valeur de k acceptable et les (m,k)-pattern qui fournissent une valeur optimisée de ce cri-

tère. Nous montrons, en particulier, que la répartition de rejets de messages dans la séquence

de messages exerce, dans le contexte de l'étude de cas, une in�uence sur la performance de

contrôle. Nous concluons ce chapitre en section 4.4.

4.1 Spéci�cation du système

4.1.1 Description générique et notations

Nous nous intéressons dans ce chapitre à des systèmes dont l'architecture est illustrée par

la �gure 4.1. Le système à contrôler est dé�ni un processus à temps continu de la forme :

dx = Axdt+Budt+ dvc (4.1)
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Bloqueur ZoH
h

Capteurs

ui=-Lxi
Contrôleur

Messages rejetés
selon la contrainte

(m,k)-firm

dx=Axdt+Budt+dvc
Processus à temps continu

xi

ui

Figure 4.1 � Système de commande en réseau sous la contrainte (m,k)-�rm

où x est le vecteur d'état (variables d'état du système) et u est la sortie du contrôleur avec

x ∈ Rp, u ∈ Rq. Les paramètres A et B sont des matrices de dimensions respectives (p, p) et
(p, q). vc est un bruit blanc de covariance Rcdt où Rc est une matrice constante de dimension

(p, p).

L'état du processus contrôlé est échantillonné périodiquement avec une période d'échan-

tillonnage h. L'état échantillonné à l'instant ih, noté xi est envoyé au contrôleur linéaire

discret qui est décrit comme suit :

ui = −Lxi i = 0, 1, 2... (4.2)

Nous supposons que les messages contenant le vecteur d'état du processus contrôlés sont

rejetés sélectivement suivant une stratégie implantant une contrainte (m,k)-�rm et (m,k)-

pattern donnés a�n de diminuer la bande passante occupée par cette application de contrôle.

De plus, nous appliquons la règle suivante : lorsqu'un message est rejeté sur le réseau, le

contrôleur ne produit pas la commande et sa valeur précédente est maintenue. On obtient

donc un système dynamique à temps discret :

xi+1 = Φixi + Γiui + vi, i = 0, 1, 2... (4.3)

avec

Φi = eAfi

Γi =
∫ fih

0
eAsdsB

où la variable fi donne la distance, en terme de nombre de périodes, entre deux mises à

jours de la commande. vi est le bruit blanc discret de valeur moyenne nulle avec :

Eviv
T
i = R1 (fih) =

∫ fih

0
eAsRce

AT sds (4.4)

70



4.1. Spéci�cation du système

Figure 4.2 � Le contrôle du déplacement du chariot

Puisque les messages sont rejetés périodiquement selon un (m, k)-pattern donné, on a

fi+fi+1 +fi+m−1 = k et fi = fi+m, ∀i > 0, le système 4.3 est ainsi périodique avec la période

m, à savoir Φi = Φi+m, Γi = Γi+m.

Nous pouvons noter que les variables fi peuvent aussi être utilisés pour représenter la

distribution de rejets de message dans la séquence de messages : à chaque (m,k)-pattern

donné correspond une suite de valeurs des variables fi pour i ∈ [0,m− 1]. Par exemple, étant

donné le (2, 7)-pattern Π = 1001000, on a f0 = 3, f1 = 4.

Par la suite, nous illustrerons les propositions sur une étude de cas que nous présentons

dans la section suivante.

4.1.2 Présentation de l'étude de cas

Le système étudié en exemple est un chariot qui peut se déplacer sur un rail (�gure 4.2).

L'objectif du contrôle est de guider le chariot selon une référence de position. Dans cette

étude, le calcul des paramètres du contrôleur ainsi que les analyses de la stabilité et de la

performance du système sont menés sous hypothèse d'un chariot à roulement avec frottement

visqueux.

Notons d, la position du chariot mesurée par rapport à un repère de position, et ḋ la

vitesse du chariot. Le vecteur d'état est xT = [d, ḋ]. Dans cet exemple, les dimensions p et q

du modèle générique précédent sont donc égales respectivement à 2 et 1. Le modèle simpli�é

du système est décrit par l'équation di�érentielle suivante :

d̈ = −k1ḋ+ k2u (4.5)

avec les paramètres k1 = 12.6559 et k2 = 1.9243 obtenus après identi�cation du système.

Le modèle d'état continu du système est donné par l'équation générique 4.1 avec, dans cet
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exemple, A =

[
0 1
0 −k1

]
, B =

[
0
k2

]
et vc = 0.

La sortie du chariot est échantillonnée périodiquement avec la période h. Nous supposons

que l'état échantillonné est directement accessible au contrôleur. Le modèle à temps discret

en boucle fermée est alors donné par :

xi+1 = Φ (h)xi + Γ (h)ui (4.6)

avec Φ (h) =

[
1 1−e−k1h

k1

0 e−k1h

]
et Γ (h) = k2

k1

[
h− 1−e−k1h

k1

1− e−k1h

]
.

La commande du chariot est calculée comme suit :

ui = L (xref − xi) (4.7)

où L est le gain L =
[
kc kd

]
et xref la référence donnée par xref=

[
dref 0

]T
, avec

dref la référence de position du chariot.

Calcul de la période d'échantillonnage.

La période d'échantillonnage h est déterminée en respectant la règle empirique (�rule of

thumb�) donnée dans [Astrom97] : 0.2 ≤ ω0h ≤ 0.6 où ω0 est la pulsation naturelle du chariot

(ω0 = 20) dans cet exemple. La période h doit donc être choisie dans l'intervalle [0.01, 0.03].
En examinant les valeurs dans cet intervalle, nous trouvons que la performance du système

(exprimée en terme de temps de montée et de dépassement) est la meilleure lorsque la période

est égale à la borne inférieure. On dé�nit ainsi h = 0.01s. Notons que l'algorithme de calcul

de la période h a pour objectif de permettre de reconstruire le signal de sortie du système.

Calcul des paramètres du contrôleur.

Avec la période d'échantillonnage h = 0.01s choisie, kc,0.01 et kd,0.01 sont calculés classi-

quement en résolvant le problème LQR (linear quadratic regulator) donné dans [Astrom97]

et on obtient : kc,0.01 = 121 et kd,0.01 = 6.5.

4.2 Analyse de stabilité - Calcul de la valeur de k

Dans cette section, nous illustrons comment déterminer la contrainte (m,k)-�rm a�n que

le système reste stable. Bien que les analyses soient menées ici sur un système du deuxième

ordre, l'approche proposée peut être généralisée sans grandes di�cultés pour traiter d'autres

systèmes multi-dimensionnels.
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4.2. Analyse de stabilité - Calcul de la valeur de k

Un objectif de l'application de la contrainte (m,k)-�rm à la transmission d'échantillons

entre le capteur d'état du système et le contrôleur est de décroître le niveau de bande passante

requise par l'application tout en préservant la propriété de stabilité du système. Cependant,

à chaque type de contrainte (m,k)-�rm et à chaque forme de (m,k)-pattern, correspond une

valeur d'un indicateur qui représente la Qualité de Contrôle (QdC).

Nous étudierons cet aspect dans la section suivante (section 4.3). La con�guration de la

politique de rejet d'échantillons repose sur la spéci�cation de k, de m et du (m,k)-pattern. En

fait, ainsi que nous l'avons fait pour un système mono-dimensionnel au chapitre précédent,

nous considérons que la bande passante réservée à cette application est spéci�ée et peut

s'exprimer sous la forme m
k ≤ tauxmax ce qui permet de dé�nir les valeurs possibles de m

pour toute valeur de k admissible.

Intuitivement, nous pouvons dire que, si le système est stable pour une contrainte (1, k)-
�rm, il restera stable pour toute contrainte (m,k)-�rm. Nous proposons alors de déterminer

kmax, valeur maximale de k dans la contrainte (1, k)-�rm, en deçà de laquelle le système reste

stable pour toutes les contraintes (m,k)-�rm avec m ≤ k et k ≤ kmax. Nous considérons ici

que si un système est stable sous une période donnée, il restera stable pour toutes périodes

plus petites (dans des cas extrêmes, que nous ne considérons pas ici, le séquencement de

di�érentes périodes sous chacune desquelles le système est stable, peut conduire à la non

stabilité [Schinkel02]).

Par l'équation d'état 4.3, un système sous une contrainte (m,k)-�rm peut être considéré

comme un système avec des périodes d'échantillonnage variants sous une forme régulière, et

le système sous la contrainte (1, k)-�rm est équivalent au système avec la période k fois plus

grande que sa période nominale h. Par conséquent, la détermination de la valeur maximale

de k de la contrainte (1, k)-�rm consiste à déterminer la période maximale hc garantissant la

stabilité du système.

Soit Ψ (hc) = Φ (hc)− Γ (hc)L, on a :

Ψ (hc) =

[
1− kc k2k1

(
hc − 1−e−k1hc

k1

)
1−e−k1hc

k1
− kd k2k1

(
hc − 1−e−k1hc

k1

)
kc
k2
k1

(
1− e−k1hc

)
e−k1hc − kd k2k1

(
1− e−k1hc

) ]
D'après le critère de Jury [Freeman63], une condition su�sante et nécessaire de stabilité

est de satisfaire les trois conditions suivantes :

1. a2 < 1,

2. a2 > a1 − 1,

3. a2 > −a1 − 1

où a1 = Ψ1,1Ψ2,2−Ψ1,2Ψ2,1, a2 = −Ψ1,1−Ψ2,2 avec Ψi,j l'élément se trouvant dans la iime ligne

et la jime de la matrix Ψ ; a1et a2 sont exprimées en fonction des paramètres du contrôleur

(kc, kd) et de la période d'échantillonnage hc. Ceci dé�nit donc un domaine admissible de

triplets (kc, kd, hc).
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Figure 4.3 � Le contrôle du déplacement du chariot

A�n de déterminer les valeurs extrêmes de la période d'échantillonnage pour une valeur

kd donnée, on �xe kd = 6.5 qui est obtenu avec la période nominale h = 0.01s. A l'aide

d'un logiciel de calcul scienti�que (Mathematica, par exemple), on trace la relation entre

la période d'échantillonnage hc et le paramètre du contrôleur kc avec la contrainte suivante

déduite des conditions de Jury :

La valeur maximale de kc en fonction de hc, pour kd �xé, est notée kcMax (hc) ; elle est

donnée par :

kcMax (hc) =

{
kc1 (hc) si kc1 (hc) < kcLim (hc)
kc2 (hc) si kc1 (hc) > kcLim (hc)

où

kcLim (hc) =
4k1e

k1hc

hck2 (ek1hc − 1)

kc1 (hc) =
2k1

(
k1 + k1e

k1hc + k2kd − k2kde
k1hc

)
k2 (2− 2ek1hc + hck1 + hck1ek1hc)

kc2 (hc) =
k1 (k1 + k2kd)

k2 (−1− hck1 + ek1hc)

et on obtient la région de stabilité dans le plan (hc, kc) où les conditions de Jury sont satisfaites.

Cette région est hachurée sur la �gure 4.3.

Pour la valeur de kc, calculée initialement et notée kc,0.01, la valeur maximale de la période

d'échantillonnage préservant la stabilité du système est notée hc,0.01 et correspond à l'abscisse

du point P sur la �gure 4.3. Puisque le rejet de message consiste à multiplier la période nomi-

nale du système, ainsi la période maximale correspondante, notée hmax, doit être multiple de
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Paramètres du chariot

d̈ = −k1ḋ+ k2u

k1 = 12.6559
k2 = 1.9243

Paramètres du contrôleur

ut =
[
kc kd

]
(xref − xt)

h = 0.01
kc = 121
kd = 6.5

Valeurs admissibles du paramètre k 1 < k ≤ 14

Table 4.1 � Paramètres du système, du contrôleur et valeur de k de la contrainte (m, k)-�rm

la période nominale. Par conséquence, on a hmax =
⌊

hc,0.01
hnominal

⌋
hnominal et la valeur maximale

du paramètre k de la contrainte (m,k)-�rm est donnée par kmax = hmax
hnominal

.

Etant donnés les paramètres du contrôleur, si la période maximale identi�ée par la région

de stabilité ne satisfait pas l'exigence du réseau en terme de bande passante induite m
k >

tauxmax, les paramètres du contrôleur doivent être recalculés et l'approche ci-dessus est ré-

appliquée.

Les résultats pour le système chariot et un contrôleur préservant sa stabilité sont résumés

dans le tableau 4.1.

4.3 Recherche d'une contrainte (m,k)-�rm optimisée - Discus-

sions sur le choix de m et d'un (m, k)-pattern

Dans la section précédente, nous avons proposé une approche pour identi�er les contraintes

(m,k)-�rm, plus précisémment les valeurs de k avec 1 ≤ m ≤ k, sous lesquelles le système

reste stable. Dans cette section, nous dé�nissons un indicateur de performance du contrôle

(Qualité du Contrôle - QdC) et nous nous attachons à étudier l'in�uence de la valeur de m,

ainsi que des di�érents (m,k)-patterns sur cet indicateur. Pour évaluer cette in�uence et dé�nir

une solution optimisée en respectant la contrainte imposée sur la bande passante utilisée par

l'application de contrôle (tauxmax ≤ m
k ), nous simulons le système sous Matlab/Simulink

selon un plan d'expériences que nous détaillons ci-dessous.

4.3.1 Indicateurs de performance

Nous étudions la réponse du chariot initialement immobile (ḋ0 = 0) à une consigne de

déplacement de deux centimètres (dref = 0.02m) à partir de la position courante (d0 = 0).
La performance du système est représentée par le coût LQR, J(m,k,Π), pour une contrainte

donnée (m, k,Π), qui est donné par :
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J(m,k,π) =
1
N

N∑
i=1

(
(di − dref )2 +Ru2

i

)
(4.8)

où :

� Nh est l'horizon temporel, avec N le nombre de périodes d'échantillonnage,

� et R est le coe�cient de pondération pour prendre en compte la limite de la tension.

Plus le coût 4.8 est grand, pire sera la performance de contrôle. Optimiser le système revien-

drait donc à trouver la con�guration qui fournit le plus petit coût. Un premier indicateur de

performance est la dégradation de performance Q(m,k,Π) qui est fournie par :

Q(m,k,Π) =
J(m,k,π) − Jidéal

Jidéal

où Jideal est le coût quadratique LQR obtenu en l'absence de rejets d'échantillons

(contrainte (1, 1)).

L'autre indicateur est une indication de taux d'occupation de bande passante, noté T(m,k) :

T(m,k) =
m

k

Le système est simulé en utilisant Matlab/Simulink et la fonction de coût 4.8 est éva-

luée pour chaque (m,k)-pattern Π possible. Dans la suite, nous donnerons les résultats de

simulation pour k ≤ 10.

Evaluation du coût en l'absence de rejet d'échantillons. La valeur idéale trouvée dans ce

cas (contrainte (k, k)-�rm) est :

Jidéal = 4.516.10−3

La réponse du système à un échelon de valeur 2cm est donnée en �gure 4.4.

4.3.2 In�uence de la longueur d'une suite de rejets consécutifs et impact

de l'instant de la demande d'échelon dans une séquence Π

Dans cette série d'expériences, nous considérons k = 10 et étudions successivement :

� tous les pattern (1, 10),
� tous les pattern (2, 10) qui contiennent une suite de rejets consécutifs de longueur 8,
� puis, tous les pattern (5, 10) qui contiennent une suite de rejets consécutifs de longueur

5,
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Figure 4.4 � La réponse du système à un échelon de valeur 2 cm sous la contrainte (k, k)-�rm
(sans rejet d'échantillons).

4.3.2.1 Pattern (1, 10)

Cette première expérimentation consiste à évaluer les valeurs de l'indicateur de QdC dans

le cas de contraintes (1, 10)-�rm (T(m,k) = m
k = 0.1). Nous étudions tous les patterns obtenus

pour un 1, respectivement en position 0, 1, . . ., 9. Ceci nous permet d'évaluer l'impact de

la désynchronisation entre l'instant de demande d'une nouvelle référence (t0) et l'instant

d'acceptation du premier échantillon (à t0, la règle appliquée est donnée par Π [0]).

Les résultats sont résumés dans la table 4.2. Les résultats con�rment ce qu'intuitivement

on pouvait penser : plus la séquence de rejets est longue à partir de l'instant t0, moins bonne

est la performance (en e�et, à partir du deuxième essai, la prise en compte de demande de

référence est retardée, respectivement, de h, 2h, . . ., 9h).

La dégradation de coût par rapport à la situation idéale est importante. Notons néanmoins

que le système reste stable.

4.3.2.2 Pattern (2, 10) comprenant 8 rejets consécutifs

La deuxième expérience consiste à utiliser des contraintes (2, 10)-�rm en positionnant une

suite de deux 1 consécutifs en positions 0, 1, puis 1, 2, etc. On obtient les coûts donnés dans

la table 4.3. Dans ce cas, les résultats obtenus font apparaitre, comme dans l'expérience 4.2,

l'in�uence du retard de prise en compte de la demande de référence pour les 9 premiers essais.

Nous remarquons que le dernier essai permet d'obtenir un coût meilleur que le premier.

En e�et, pour la séquence Π = 1100000000 on applique une valeur de u0 et on réduit cette
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Table 4.2 � Contrainte (1, 10)-�rm. Impact de l'instant d'acceptation d'un échantillon dans

une séquence temporisée décrite par un pattern Π.

Π, (1, 10)-pattern Coût J(1,10,Π) Dégradation Q(1,10,Π)(%)

1000000000 9,71E-03 114,93%

0100000000 1,01E-02 123,79%

0010000000 1,05E-02 132,64%

0001000000 1,09E-02 141,50%

0000100000 1,13E-02 150,35%

0000010000 1,17E-02 159,21%

0000001000 1,21E-02 168,07%

0000000100 1,25E-02 176,92%

0000000010 1,29E-02 185,78%

0000000001 1,33E-02 194,64%

Table 4.3 � Contraintes (2, 10)-�rm. Impact de l'instant d'acceptation d'une suite de 2 échan-
tillons dans une séquence temporisée décrite par un pattern Π.

Π, (2, 10)-pattern Coût J(2,10,Π) Dégradation Q(2,10,Π)(%)

1100000000 7,75E-03 71,65%

0110000000 8,15E-03 80,51%

0011000000 8,55E-03 89,37%

0001100000 8,95E-03 98,22%

0000110000 9,35E-03 107,08%

0000011000 9,75E-03 115,94%

0000001100 1,02E-02 124,79%

0000000110 1,06E-02 133,65%

0000000011 1,10E-02 142,51%

1000000001 7,15E-03 58,30%
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Table 4.4 � Contraintes (5, 10)-�rm- impact de l'instant d'acceptation d'une suite de 5 échan-
tillons dans une séquence temporisée décrite par un pattern Π.

Π, (5, 10)-patterns Coût J(5,10,Π) Dégradation Q(5,10,Π)(%)

1111100000 5,38E-03 19,01%

0111110000 5,78E-03 27,87%

0011111000 6,18E-03 36,72%

0001111100 6,58E-03 45,58%

0000111110 6,98E-03 54,44%

0000011111 7,38E-03 63,29%

1000001111 4,98E-03 10,34%

1100000111 5,18E-03 14,78%

1110000011 5,34E-03 18,20%

1111000001 5,40E-03 19,64%

valeur u1 à t1 = h. Cette deuxième valeur sera maintenue jusqu'à t10 = 10h : pour le pattern

Π =1000000001, on applique la même valeur initiale u0 et on maintient cette valeur jusqu'à

t9 = 9h ; u0 est plus grande que le u1 maintenu durant la même durée dans l'essai précédent

et le système va réagir plus rapidement et il est possible que quand on arrive à tk−1 = (k−1)h,
la sortie du système soit plus proche de sa valeur �nale.

Globalement les résultats sont peu di�érents de ceux obtenus avec une contrainte (1, 10).
Sur les 9 premières lignes des deux tableaux, on peut voir que la présence d'une suite de 1
plus longue permet d'améliorer légèrement le coût. La pire dégradation est de 194, 6% dans

le cas d'une contrainte (1, 10) alors qu'elle est de 142% dans le cas d'une contrainte (2, 10).
Les indicateurs de taux d'occupation sont respectivement égaux à 0.1 et 0.2.

4.3.2.3 Pattern (5, 10) comprenant 5 rejets consécutifs

Nous avons ensuite réalisé une troisième expérience pour évaluer si en accroîssant la suite

consécutive de 1, les performances s'amélioraient. Pour ceci, nous étudions toutes les séquences

comportant une suite de 5 échantillons transmis successifs sous une contrainte (5, 10)-pattern.
Les résultats sont dans la table 4.4 et montrent une amélioration des résultats avec au pire

une dégradation de 63.3% tandis que l'indicateur de taux d'occupation de bande passante est

de 0.5.

4.3.2.4 Conclusions sur ces expériences

Nous pouvons remarquer que, contrairement à ce qui se passait au chapitre précédent, la

longueur d'une suite de rejets consécutifs n'est pas le seul facteur qui impacte la qualité du

contrôle. La distance entre l'instant de la demande de référence et la position des rejets dans
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Figure 4.5 � Coûts obtenus pour les pattern (1, 10), (2, 10) et (5, 10) en fonction de la

synchronisation de demande de changement de consigne par rapport au premier échantillon

accepté de la suite Π. Les pattern (m, 10) considérés comprennent tous une suite de 10 −m
1 consécutifs.

le temps joue également un rôle important dans le cas du système étudié.

La �gure 4.5 reprend les résultats précédents et compare les coûts obtenus en appliquant

les pattern (1, 10), (2, 10) et (5, 10) avec une suite, respectivement de 9, 8 et 5 échantillons

consécutifs non transmis. On peut voir que, pour chaque position de la suite d'échantillons

acceptés, le pattern (5, 10) est associé au plus petit coût tandis que le pattern (1, 10) est

associé au plus grand. L'amélioration relative du coût entre le pattern (1, 10) et le pattern

(5, 10) varie entre 38% et 60%.

4.3.2.5 Indicateur de qualité de contrôle

S'il est impossible, dans l'architecture opérationnelle, de synchroniser le (m,k)-pattern

avec l'instant de demande de changement de référence, il est raisonnable de ne considérer

que les pires coûts pour chaque (m,k)-pattern et de conserver celui qui o�re les meilleures

performances. C'est ce critère de choix (indicateur), noté Jmax(m,k) que nous utiliserons dans la

section suivante :

Jmax(m,k) = max
ΠεΠ(m,k)

J(m,k,Π)

où Π(m,k) désigne l'ensemble des (m,k)-pattern possibles pour un couple (m,k).

Le problème d'optimisation revient donc à trouver les paramètres m et k (paramètre

k assurant la stabilité) ainsi que le (m,k)-pattern qui minimise la valeur de Jmax(m,k). De la

même manière que précédemment, nous faisons cette étude par un plan d'expérience sous

Matlab/Simulink (voir section suivante).
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4.3. Recherche d'une contrainte (m,k)-�rm optimisée - Discussions sur le choix dem et d'un (m, k)-pattern

Table 4.5 � Contrainte (m,k)-�rm admissibles (k ≤ 10 et T(m,k) ≤ 0.25) et (m, k)-pattern
donnant la meilleure valeur de Jmax(m,k)

(m, k) πroot(m,k) Coût Jmax(m,k) Q(5,10,Π) max (%) Coût Jmin(m,k) T(m,k) s(πroot(m,k))

(1, 4) 1000 6, 28E − 03 39, 14 5, 08E − 03 0, 250 3

(1, 5) 10000 7, 04E − 03 55, 88 5, 44E − 03 0, 200 4

(1, 6) 100000 11, 7E − 03 159, 21 5, 91E − 03 0, 167 5

(1, 7) 1000000 12, 1E − 03 168, 07 6, 53E − 03 0, 143 6

(1, 8) 10000000 12, 5E − 03 176, 92 7, 34E − 03 0, 125 7

(1, 9) 100000000 12, 9E − 03 185, 78 8, 37E − 03 0, 111 8

(1, 10) 1000000000 13, 3E − 03 194, 64 7, 15E − 03 0, 100 9

(2, 8) 11000000 10, 2E − 03 124, 79 5, 90E − 03 0, 250 6

(2, 8) 10100000 8, 83E − 03 95, 59 5, 49E − 03 0, 250 5

(2, 8) 10010000 7, 22E − 03 59, 95 5, 23E − 03 0, 250 4

(2, 9) 110000000 10, 6E − 03 133, 65 6, 43E − 03 0, 222 7

(2, 9) 101000000 9, 23E − 03 104, 44 6, 03E − 03 0, 222 6

(2, 9) 100100000 8, 17E − 03 80, 93 5, 61E − 03 0, 222 5

(2, 9) 100010000 7, 11E − 03 57, 36 5, 32E − 03 0, 222 4

(2, 10) 1100000000 11, 0E − 03 142, 51 7, 15E − 03 0, 200 8

(2, 10) 1010000000 9, 63E − 03 113, 30 6, 13E − 03 0, 200 7

(2, 10) 1001000000 8, 57E − 03 89, 78 5, 62E − 03 0, 200 6

(2, 10) 1000100000 7, 70E − 03 61, 61 5, 41E − 03 0, 200 5

4.3.3 Meilleur (m,k)-pattern Π pour un taux borné d'occupation de la

bande passante

Nous considérons, dans cette section, que l'occupation de la bande passante par l'applica-

tion de contrôle est limitée par la condition :

T(m,k) ≤ Tmax = 0.25

et que, pour des raisons de limite mémoire du système dans lequel la politique (m,k)-�rm est

implantée, nous imposons :

k ≤ 10

Le problème revient à chercher les valeurs de m et de k ainsi que le (m,k)-pattern qui donne

la plus petite valeur de Jmax(m,k).

Pour ceci, nous avons testé toutes les contraintes admissibles, dans le cas de l'étude de

cas présentée dans ce chapitre, et avons obtenu les résultats présentés dans le tableau 4.5.
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Chapitre 4. Impact d'un (m,k)-pattern sur la qualité de contrôle d'un système multi-dimensionnel

Les ensembles Πroot
(m,k) sont générés à partir de (m,k)-pattern génériques, notés πroot(m,k) par per-

mutation circulaire des lettres des (m,k)-pattern. Par exemple, à partir du (2, 8)-pattern,
πroot(2,8) = 10100000, on génère l'ensemble Πroot

(m,k) ={ 10100000, 01010000, 00101000, 00010100,

00001010, 00000101, 10000010, 01000001} .La plus longue suite de rejets consécutifs, pour

chaque pattern générique, est notée s(πroot(m,k)). Notons que π
root
(2,8) tel que s(π

root
(2,8)) = 3 (respec-

tivement πroot(2,10) tel que s(πroot(2,10)) = 4) est équivalent à πroot(1,4) (respectivement πroot(1,5) .) Dans

ce tableau, nous donnons également Jmin(m,k) la valeur minimale du coût trouvée pour chaque

ensemble Πroot
(m,k) a�n de voir la dispersion des coûts dans l'ensemble.

Nous voyons dans ce tableau (3me colonne) que la plus petite valeur de l'indicateur,

Πoptimal est obtenue pour Πoptimal = Π1,4 = 1000 (ou pour le pattern équivalent Π2,8 =
10001000). De plus, la colonne 5 montre que pour ce pattern, la plus petite valeur de Jmin(m,k)est

également obtenue pour Πoptimal. Nous pouvons conclure, pour ce système, et sous les contraintes

énoncées (mk ≤ 0.25 et k ≤ 10), que les pattern �uniformes� o�rent les meilleures performances.

4.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous proposons une technique pour minimiser la bande passante du

réseau et qui est consommée par la transmission d'échantillons entre capteurs et contrô-

leur. Cette technique repose sur une politique de rejets d'échantillons selon une contrainte

(m,k)-�rm. Dans un premier lieu, en nous appuyant sur un système de deuxième ordre, nous

identi�ons les paramètres des contraintes (m,k)-�rm sous lesquelles le système de contrôle

commande reste stable. Puis, par simulation sous Matlab/Simulink, nous montrons que la

distribution de rejets de messages a une in�uence importante sur la performance de contrôle

et nous déterminons le (m,k)-pattern optimal. Bien que les études se basent sur un système

de deuxième ordre, elles peuvent être généralisées sans grande di�culté aux autres types de

systèmes multi-dimensionnels.

Noter que dans [BenGaid06b], l'auteur montre que, en utilisant la fonction de coût de forme

4.8 comme la critère de QdC, le choix de la séquence optimale de rejets dépend largement de

l'état initial x0 du processus. A�n d'obtenir le (m,k)-pattern optimisant la QdC à long terme,

nous développons, dans le chapitre suivant, une critère de QdC qui ne dépend pas de l'état

initial du processus.

Ce chapitre considère que le contrôleur est donné (en particulier les paramètres kcet kd)

pour une période d'échantillonnage h et que ces valeurs sont utilisées pour une période admis-

sible kh. Nous montrons, dans le chapitre suivant comment, en utilisant une autre fonction

de coût, il est possible de dé�nir un contrôleur �adaptatif� et ainsi développer une conception

conjointe des paramètres réseau et du contrôleur.
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Chapitre 5

Méthode analytique de conception

conjointe d'un système de contrôle

distribué

Dans le chapitre précédent, le contrôleur était spéci�é indépendamment de la politique

(m,k)-�rm utilisée pour gérer la transmission des échantillons de sortie du système au contrô-

leur. Cette loi de contrôle était déterminée pour assurer la stabilité du système dans le cas

d'une contrainte (1, k)-�rm. Ceci fournissait une borne supérieure pour k. L'identi�cation de

m ainsi que le (m,k)-pattern qui fournissait une solution minimisant une fonction de coût don-

née était faite par simulation exhaustive de l'ensemble des pattern acceptables. Néanmoins,

ces travaux ne prenaient pas en compte la possibilité, pour le contrôleur, de s'adapter, en

temps réel, au (m,k)-pattern. Lorsque un message est rejeté sur le réseau, la commande pour

contrôler le processus n'est pas mise à jour, ce qui conduit nécessairement à la dégradation

de performance du système.

A�n de minimiser cette dégradation de performance, nous proposons, dans ce chapitre,

une méthode pour calculer un contrôleur optimisé a�n de compenser au mieux une suite de

messages rejetés. Pour ceci, nous considérons un gain non constant et qui prend ses valeurs

dans un ensemble de valeurs précalculées en fonction du (m,k)-pattern. Nous résolvons, en fait,

un problème de commande optimale adaptative en minimisant la fonction de coût proposée

dans [Gustafsson91]. Nous nous appuyons sur des travaux réalisés à l'Université de Wisconsin-

Madison [Ramanathan99]. Dans ce cas, les auteurs proposent d'utiliser un pattern périodique

et appliquent, à un système sans bruit, une technique d'évaluation de gains pour chaque

séquence du pattern. Les travaux présentés dans [Eker00] considèrent, eux, un système avec

bruit et des périodes qui peuvent être di�érentes ; néanmoins, ils conçoivent le contrôleur pour

une période �xe constante (période de base). Dans les sections suivantes, nous étendons les

méthodes proposées pour les appliquer au calcul d'un gain adaptatif. Puis sachant qu'on peut

calculer la suite des gains correspondant à un (m,k)-pattern donné, nous montrons comment,
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Chapitre 5. Méthode analytique de conception conjointe d'un système de contrôle distribué

connaissant m et k, on peut calculer un (m,k)-pattern qui optimise une fonction de coût. Les

travaux sont appliqués au système présenté au chapitre précédent.

5.1 Fonction de coût et commande optimale

Le système est donné, de la même manière que dans le chapitre précédent, par l'équation

di�érentielle linéaire stochastique suivante :

dx = Axdt+Budt+ dvc

avec x ∈ Rp, u ∈ Rq, les matrices A et B de dimensions respectives (p, p) et (p, q). vc est
un bruit blanc de covariance Rcdt où Rc est une matrice constante de dimension (p, p).

5.1.1 Loi de commande adaptative optimale

Considérons la fonction de coût à temps continu suivante :

J = E

(∫ Nh

0
(xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t))dt+ xT (Nh)Qx(Nh)

)
(5.1)

où Q et R sont des matrices pondérant respectivement l'état et l'entrée du système ; N est

multiple du paramètre k de la contrainte (m,k)-�rm. Nous supposons que le paramètre k est

évalué pour assurer la stabilité du système de la même manière que dans le chapitre précédent.

Pour calculer le contrôleur optimal, la fonction de coût 5.1 est discrétisée en fonction de

la période d'échantillonnage h, et on obtient, pour une valeur du paramètre m ainsi qu'un

(m,k)-pattern donné :

J = E

mN
k
−1∑

i=0

(
xTi Q

′
ixi + 2xTi Miui + uTi R

′
iui

)+ E
(
xT
mN

k

Q
′
0xmN

k

)
+
mN

k
−1∑

i=0

J̄i (5.2)

où

Q
′
i =

∫ fih

0
ΦT (s)QΦ (s) ds

Mi =
∫ fih

0
ΦT (s)QΓ (s) ds

R
′
i =

∫ fih

0

(
ΓT (s)QΓ (s) +R

)
ds

J̄i = tr

(
Q

∫ fih

0
Rc (s) ds

)
(5.3)

avec Φ (t) = eAt et Γ (s) =
∫ s

0 e
AtdtB.
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5.1. Fonction de coût et commande optimale

Considérons la loi de commande suivante :

u = −Lix i = 0, 1, 2... (5.4)

où Li est le gain pour la période, de longueur fi, comprise entre le ime échantillon et le (i+1)me

échantillon.

Le problème revient donc à déterminer l'ensemble {Li | iε [0,m]}, c'est-à-dire l'ensemble

des m gains correspondants au (m,k)-pattern, qui minimise la fonction de coût 5.2.

La loi de commande 5.4 est optimale si les Li sont solutions de l'équation de Ricatti

suivante [Gustafsson91] :

Li =
(

ΓTi SiΓi +R
′
i

)−1 (
ΓTi SiΦi +MT

i

)
(5.5)

où Γi = Γ(fih) et Φi = Φ(fih).

Les valeurs de Si, i = 0, 1, .. sont obtenues par l'équation récurrente suivante :

SmN
k

= Q
′
0

Sj = ΦT
j Sj+1Φj +Q

′
j (5.6)

−
(
ΓTj Sj+1Φj +MT

j

)T (
ΓTj Sj+1Γj +R

′
j

)−1 (
ΓTj Sj+1Φj +MT

j

)
pour 0 ≤ j ≤ mN

k
− 1

Du fait que Φi = Φi+m et Γi = Γi+m, la solution de l'équation récurrente 5.6 est aussi

périodique avec une période correspondant à m échantillons et de durée kh quand l'horizon

temporel mN
k − 1 est su�samment long [Bittanti91]. Ceci donne :

Si = Si+m

Et par conséquent, la solution de l'équation 5.5 est périodique avec la période m :

Li = Li+m

Nous pouvons, ainsi, pour un (m,k)-pattern donné, calculer, au mieux la suite des Li qui

permettent de compenser le rejet des échantillons.

5.1.2 Calcul du coût pour une loi de contrôle avec gains adaptatifs

Nous donnons dans cette section la formule qui nous permet de calculer la fonction de

coût 5.2 dans le cas où la loi de commande optimale est donnée par 5.4.

Etant donnés m, k et un (m,k)-pattern, la valeur de la fonction de coût 5.2 obtenue avec

le contrôleur optimal adaptatif LQ 5.4 est donnée dans [Gustafsson91] par :
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J = mT
0 S0m0 +

mN
k
−1∑

i=0

trSi+1R1 (fih) +
mN

k
−1∑

i=0

J̄i (5.7)

où m0 = E(x0) et R1 (t) =
∫ t

0 e
AsQeA

T sds

L'intégrale R1 (t) =
∫ t

0 e
AsQeA

T sds peut se calculer ainsi [Loan78] :

Considérons le système linéaire :[
˙x1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
−A Q

0 AT

][
x1(t)
x2(t)

]
qui a la solution suivante :[

x1 (t)
x2 (t)

]
= exp

([
−A Q

0 AT

]
t

)[
x1 (0)
x2 (0)

]
(5.8)

que l'on peut calculer ainsi :

x2 (t) = eA
T tx2 (0)

⇒ ẋ1 (t) = −Ax1 (t) +QeA
T tx2 (0)

⇒ x1 (t) = e−Atx1 (0) + e−At
∫ t

0
eAsQeA

T sdsx2 (0)

Si on pose : [
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

]
= exp

([
−A Q

0 AT

]
t

)
alors l'équation 5.8 s'écrit :

x1 (t) = Ψ11x1 (0) + Ψ12x2 (0)

x2 (t) = Ψ21x1 (0) + Ψ22x2 (0)

Soit :

R1 (t) =
∫ t

0
eAsQeA

T sds = ΨT
22Ψ12

Quand l'horizon temporel tend vers l'in�ni, c'est-à-dire limmN
k →∞, l'in�uence exercée

par la condition initiale diminue puisque le système 4.3 est périodique. Il est alors équivalent

d'étudier, à la place de la fonction 5.7, la fonction de coût simpli�ée, exprimée sur une période

(notée Jp), et présentée ci-dessous :
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5.1. Fonction de coût et commande optimale

Table 5.1 � Gains adaptatifs (L1 et L2) et coût J pour l'ensemble des (2, 10)-pattern possibles

(m,k)-pattern L1 L2 Coût J Dégradation Jideal−J
Jideal

(1100000000)

[
134, 3256
7, 1250

] [
76, 2856
4, 8871

]
1, 9808E − 04 5, 29%

(1010000000)

[
122, 7504
6, 7256

] [
80, 9296
5, 0942

]
1, 9698E − 04 4, 71%

(1001000000)

[
113, 3148
6, 3860

] [
86, 0930
5, 3175

]
1, 9617E − 04 4, 28%

(1000100000)

[
105, 3446
6, 0894

] [
91, 8736
5, 5593

]
1, 9573E − 04 4, 05%

(1000010000)

[
98.3922
5.8224

]
sans objet 1, 9559E − 04 3, 97%

pas de rejet

[
128, 4591
6, 8222

]
sans objet 1, 8812E − 04 sans objet

Jp =
m−1∑
i=0

trSi+1R1 (fih) +
m−1∑
i=0

J̄i (5.9)

Ceci signi�e que seul le coût stationnaire est considéré.

5.1.3 Application

Nous avons réalisé les calculs pour le système étudié au chapitre précédent en considérant

toutes les contraintes (2, 10)-�rm. La fonction de coût 5.2, contrairement à la fonction de coût

présentée au chapitre précédent, ne prend pas en compte la condition initiale mais intégre le

bruit. Par conséquent, il n'y a pas de problème de synchronisation avec le (m,k)-pattern .

Soit un bruit donné par la matrice de covariance suivante :

Rc =

[
0, 005625 −0, 075
−0, 075 1

]

Les matrices Q et R considérées sont respectivement :

Q =

[
1 0
0 0

]
(5.10)

R = 0, 00006 (5.11)

Les résultats obtenus pour les pattern (2, 10) sont résumés dans la table 5.1.
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Chapitre 5. Méthode analytique de conception conjointe d'un système de contrôle distribué

Sur cet exemple, nous pouvons remarquer que le (2, 10)-pattern uniforme (1000010000)
donne le meilleur coût. Les di�érences de coûts sont très faibles et la dégradation relative du

coût par rapport au coût obtenu dans une situation idéale (Jideale) sans rejet d'échantillon

reste inférieure à 5, 3% pour tous les (2, 10)-pattern.

5.2 Calcul d'un (m,k)-pattern optimal

Dans cette section, nous proposons, pour le système sous une contrainte (m,k)-�rm donnée

(m et k donnés), une approche analytique qui dérive le (m,k)-pattern optimal minimisant la

fonction de coût 5.2.

Tout (m,k)-pattern peut être décrit par les variables fi pour i ∈ [0,m− 1] où chaque

variable fi donne la distance, en terme de nombre de périodes élémentaires h, entre deux

mises à jour de la commande. Il s'agit donc de calculer les valeurs des variables fi pour

i ∈ [0,m− 1] qui minimisent une fonction de coût.

Dans un premier temps, nous exprimons la dérivée de la fonction de coût Jp(f0, f1, .., fm−1)
en fi, pour tout i ∈ [0,m− 1], qui servira lors des calculs des meilleurs fi pour i ∈ [0,m− 1].
Puis, le problème de calcul du (m,k)-pattern optimal est formalisé pour appliquer une tech-

nique de programmation entière non-linéaire. En�n, un algorithme est donné pour trouver la

solution optimale.

5.2.1 Dérivée de la fonction de coût

Pour utiliser la méthode d'optimisation développée dans la suite, nous avons besoin de

calculer les dérivées, par rapport à fi (i ∈ [0,m− 1]), de la fonction de coût (équation 5.9)

suivante :

Jp(f0, f1, .., fm−1) =
m−1∑
i=0

(trSi+1(f0, f1, .., fm−1)R1 (fih)) +
m−1∑
i=0

J̄i(f0, f1, .., fm−1)

On note F = {fi}i=0,1..m−1. La dérivée au premier ordre de la fonction de coût 5.9 en fi
pour i ∈ [0,m− 1] est alors :

dJp (F )
dfi

=
m−1∑
i=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (fih) + trSi+1(F )

dR1 (fih)
dfi

+
dJ̄i(F )
dfi

(5.12)

Le calcul de cette dérivée fait l'objet de l'annexe D.

5.2.2 Résolution du problème d'optimisation

Le (m,k)-pattern optimal est celui qui minimise la fonction de coût 5.9, ainsi on pose le

problème d'optimisation suivant :
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5.2. Calcul d'un (m,k)-pattern optimal

Problème 1

Trouver les valeurs de f0, f1, . . . , fm−1

qui minimisent Jp (F )
sous les contraintes

∑m−1
i=0 fi = k

fi ≥ 1 et fiεNpour i ∈ [0,m− 1]
m, kεN∗,m < k, m, k donnés

Le problème 1 est un problème de programmation entière non-linéaire. Plusieurs techniques

sont disponibles pour le traiter. Parmi les plus courantes, nous pouvons citer : l'algorithme Sé-

paration et Evaluation (Branch and Bound, 1985 ; [Nabar91, Borchers94, Stubbs96, Ley�er98])

et certaines variantes comme l'algorithme LP/NLP based Branch and Bound [Quesada92],

la méthode de décomposition de Benders généralisée (Generalized Benders Decomposition)

[Geo�rion72], l'algorithme Outer-Approximation [Duranand86, Yuan88, Fletcher94] ou la mé-

thode Plant Sécant (Extended Cutting Plane Method) [Westerlund95]. Dans cette étude, nous

utilisons l'algorithme Séparation et Evaluation pour résoudre le problème 1. Dans la suite,

avant de présenter cet algorithme, nous donnons d'abord les conditions de Kuhn Tucker qui

y seront utilisées.

5.2.2.1 Conditions de Kuhn Tucker - résolution dans R

En mathématiques, les conditions de Kuhn-Tucker ou conditions de Karush-Kuhn-Tucker

[Kuhn51] permettent de résoudre des problèmes d'optimisation sous K contraintes non-

linéaires d'inégalité et J contraintes d'égalité.

Considérons le problème non linéaire suivant :

Problème 2

Déterminer X0

qui minimise la fonction f (X)
sous les contraintes suivant : gi (X0) ≥ 0 pour i = 1, 2..,K

et hj (X0) = 0 pour j = 1, 2.., J
avec f : Rn → R la fonction objectif

gi : Rn → R
hj : Rn → R

Soit ui et vj sont des multiplicateurs de Lagrange associés respectivement à la iime

contrainte d'inégalité et à la jime contrainte d'égalité. Les conditions de Kuhn Tucker sont

décrites comme suit :

89



Chapitre 5. Méthode analytique de conception conjointe d'un système de contrôle distribué

1. df
dxl

(X0)−
∑K

i=1 ui
dgi(X0)
dxl

−
∑J

j=1 vj
dhj(X0)
dxl

= 0 pour l = 1, 2.., card(X0)

2. gi (X0) ≥ 0 pour i = 1, 2..,K

3. hj (X0) = 0 pour j = 1, 2.., J ;

4. uigi (X0) = 0 pour i = 1, 2..,K

5. ui ≥ 0 pour i = 1, 2..,K.

Théorème 6 (Conditions de Kuhn Tucker)

Supposons que f soit une fonction convexe, que les contraintes d'égalité soient toutes

linéaires et que les contraintes d'inégalité soient toutes concaves. Alors, si le triplet (X0, U0, V0)
satisfait les conditions de Kuhn Tucker ci-dessus, X0 est la solution optimale du problème 1.

Par le théorème de Kuhn Tucker, on obtient X0 minimisant la fonction f (X) en résolvant

le système décrit par les conditions précédentes.

Avant d'introduire l'algorithme Séparation et Evaluation, nous donnons un exemple pour

illustrer comment utiliser le théorème de Kuhn Tucker sur notre problème d'optimisation.

Grâce à cet exemple, nous découvrons aussi un phénomène intéressant : plus les '1' sont

distribués uniformément dans le (m,k)-pattern, plus la valeur de la fonction de coût est petite.

Dans cet exemple, nous appliquons directement le théorème de Kuhn Tucker sur le pro-

blème d'optimisation 1 sans prendre en compte la contrainte fiεN pour i ∈ [0,m− 1] ; c'est-
à-dire que nous cherchons une solution dans R. Les termes du problème d'optimisation 1 peut

être décrit comme suit :

f (F ) = Jp (F ) =
∑m−1

l=0 (trSj+1 (F )R1(flh) + J̄l(F ))
g1 (F ) = f0 − 1

...

gm (F ) = fm−1 − 1
h1 (F ) = f0 + f1 + . . .+ fm−1 − k

Les dérivées de la fonction f(F ) par rapport à chaque fi sont :

dJp (F )
dfi

=
m−1∑
l=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (flh) + trSi+1(F )

dR1 (F )
dfi

+
dJ̄l(F )
dfi

En construisant les conditions de Kuhn Tucker pour le problème d'optimisation 1, nous

avons :

1. dJp(F )
dfi

− u1
dg1(F )
dfi

...− umdgm(F )
dfi

− v1
dh1(F )
dfi

= 0 pour i = 0, 2..,m− 1

2. fi − 1 ≥ 0 pour i = 0, 1..,m− 1 ;

3. f0 + f1 + . . .+ fm−1 − k = 0

4. ui (fi−1 − 1) = 0 pour i = 1, 2..,m ;

5. ui ≥ 0 pour i = 1, 2..,m.
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Puisque u1
dg1(F )
dfi

...+ um
dgm−1(F )

dfi
= ui et v1

dh1(F )
dfi

= v1, la première condition devient :

dJp (F )
dfi

− ui − v1 = 0 pour i = 1, 2..,m

De D.2, D.3 et D.4 présentés dans l'annexe D, on a

m−1∑
j=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (fih)+trSi+1he

AfiRce
AT fi+tr (QR1 (fi)h)−ui−v1 = 0 pour i = 1, 2..,m

Si on pose ui = 0 pour i = 1, 2..,m, alors les conditions 4 et 5 sont satisfaites. Si on sup-

pose maintenant que fi = k
m pour i = 1, 2..,m, alors les conditions 2 et 3 sont satisfaites. De

[Bittanti91], il est montré que pour le système périodique, on a Si = Si+1 lorsque l'horizon tem-

porel est su�samment long. Ainsi si f0 = f1 . . . = fm−1, les termes
∑m−1

j=0 tr
dSj+1(F )

dfi
R1 (fih),

trSi+1he
AfiRce

AT fi et tr (QR1 (fi)h) sont constants quelque soit i, la première condition est

satisfaite. La solution optimale du problème est donc fi = k
m , ui = 0 pour i = 1, 2..,m . Dans

le cas où fi ne prend que des valeurs entières, puisque on suppose que Jp (F ) est convexe,

alors plus proches sont toutes les valeurs de fi i = 0, 1, ..,m − 1 sont proches, plus la valeur

de Jp (F ) diminue.

5.2.2.2 Solution optimale dans N - Algorithme Séparation et Evaluation (Branch

and Bound)

Cet algorithme est une méthode générique de résolution de problèmes d'optimisation,

et plus particulièrement d'optimisation combinatoire ou discrète. Il a été proposé en 1960

par Land et Doig [Land60] pour la résolution du problème du voyageur de commerce (tra-

veling salesman problem). Les premiers travaux sur l'algorithme de Séparation et Evalua-

tion aient visé les problèmes linéaires [Dakin65, Gar�nkel72, Taha75], mais récemment, il

a été montré qu'on pouvait utiliser cet algorithme pour traiter les problèmes non linéaires

[Gupta85, Nabar91, Borchers94, Stubbs96, Ley�er98].

Pour résoudre le problème 1, l'algorithme vise à explorer, d'une manière intelligente, l'en-

semble des solutions faisables du problème, c'est pourquoi il peut être classé parmi les mé-

thodes d'énumération implicite : toutes les solutions possibles du problème peuvent être

énumérées mais l'analyse des propriétés du problème permet d'éviter l'énumération de larges

classes de mauvaises solutions.

L'algorithme Séparation et évaluation est constitué de deux phases : la séparation et

l'évaluation. La séparation permet d'obtenir une méthode générique pour énumérer toutes les

solutions tandis que l'évaluation évite l'énumération systématique de toutes les solutions.

Séparation
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La phase de séparation consiste à diviser le problème 1 en un certain nombre de sous-

problèmes qui ont chacun leur ensemble de solutions réalisables de telle sorte que tous ces en-

sembles forment un recouvrement (idéalement une partition) de l'ensemble de toutes les solu-

tions possibles (y compris les solutions infaisables). Ainsi, en résolvant tous les sous-problèmes

et en prenant la meilleure solution trouvée, on est assuré d'avoir résolu le problème initial. Ce

principe de séparation est appliqué de manière récursive à chacun des sous-ensembles de solu-

tions obtenus, et ceci tant qu'il y a des ensembles contenant plusieurs solutions. Les ensembles

de solutions (et leurs sous-problèmes associés) ainsi construits ont une hiérarchie naturelle en

arbre, appelée arbre de recherche.

Evaluation

L'évaluation d'un noeud de l'arbre de recherche a pour but de déterminer l'optimum de

l'ensemble des solutions réalisables associé au noeud en question ou, au contraire, de prouver

que cet ensemble ne contient pas de solution optimale. Lorsqu'un tel noeud est identi�é dans

l'arbre de recherche, il est donc inutile d'e�ectuer la séparation de son espace de solutions.

Pour déterminer qu'un ensemble de solutions réalisables ne contient pas de solution op-

timale, la méthode la plus générale consiste à déterminer une borne inférieure pour le coût

des solutions contenues dans l'ensemble. Si on arrive à trouver une borne inférieure de coût

supérieur au coût de la meilleure solution trouvée jusqu'à présent, on a alors l'assurance que le

sous-ensemble ne contient pas l'optimum. Les techniques pour le calcul de bornes sont basées

sur la relaxation de certaines contraintes.

L'algorithme complet est donné dans l'algorithme 2 où :

� U représente le coût de la meilleure solution faisable courante,

� H la borne inférieure du coût optimal du P
� l'ensemble M, utilisé pour le calcul de L, représente l'ensemble de noeuds qui ont été
évalués et qui contiennent éventuellement la solution optimale,

� P ′ est la forme relaxée du problème P obtenue en relaxant les contraintes sur les

variables XεNn par XεR+n (en particulier, dans le cas du problème 1, on remplace

fi= N, pour i ∈ [1,m− 1] par fi= R+pour i ∈ [0,m− 1]). Les variables sont ainsi

consédérées comme des variables continues dans R+. La solution du problème P ′ consti-
tue une borne inférieure du coût optimal de P.

Pour le problème particulier de recherche de pattern optimum, P ′ peut être résolu en

utilisant les conditions de Kuhn Tucker, ce qui donne :

[
dJp (F )
df0

...
dJp (F )
dfm−1

]
− Λ = 0

m−1∑
i=0

fi − k = 0 (5.13)

fi ≥ 1
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Algorithm 2 Séparation et Evaluation
L := {P} ;
M := {P} ;
U := +∞;
H := +∞;
Tant que L 6= ∅ ou U −H > ε faire

Choisir un noeud Q de la liste L ;
Enlever le noeud Q de la liste L ;
Résoudre le problème relaxé P ′du problème représenté par Q ;

Si P ′admet une solution x∗ (P ′) qui donne le coût J∗ (P ′), avec J∗ (P ′) < U alors

Borne_inférieure (Q) := J∗ (P ′) ;
Si x∗ (P ′) est une solution faisable entière alors

U := J∗ (P ′) ;
x∗ (P) := x∗ (P ′) ;
J∗ (P) := J∗ (P ′) ;

Sinon

Séparer le noeud Q et mettre à jour la liste L avec ses noeuds enfants ;

Fin si

Si tous les noeuds frères de Q ont été évalués alors

Enlever le noeud père de Q deM ;

Mettre Q et ses noeuds frères dansM ;

H = min {Borne_inférieure (Q) , Q ∈M} ;
Fin si

Sinon

Borne_inférieure (Q) := +∞ ;

Fin si

Fin Tant que

où Λ est un vecteur contenant m multiplicateurs de Lagrange.

L'algorithme commence par résoudre le problème P ′. Si la solution x∗ (P ′) est entière,

alors elle est aussi la solution optimale du problème P ; sinon, il existe au moins une variable

fj pour j ∈ [0,m− 1], qui prend une valeur réelle. Dans ce denier cas, l'algorithme procède

à la procédure Séparation et génère ainsi deux sous-problèmes. Sur l'exemple précédent, on

obtient alors :

Minimiser Jp (F )
Sous les contraintes

∑m−1
i=0 fi = k

fj ≥
⌈
f∗j

⌉
fi ≥ 1 et fiεR+pour i ∈ [0,m− 1]− {j}

et
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Minimiser Jp (F )
Sous les contraintes

∑m−1
i=0 fi = k

fj ≤
⌊
f∗j

⌋
fi ≥ 1 et fiεR+pour i ∈ [0,m− 1]− {j}

où f∗j est un nombre réel de x∗ (P) .

Les deux sous-problèmes sont ajoutés à la liste L. La procédure est réitérée par la sélection
d'un sous-problème Q de la liste L. Il se peut que le sous-problème P ′ n'ait pas de solution
faisable. Dans ce cas, P ′ est enlevé de la liste L sans la procédure Séparation. L'algorithme se

termine quand la liste L devient vide ou lorsqu'une solution sous-optimale avec une tolérance

prédé�nie (dé�nie par une précison ε spéci�ée) est trouvée.

5.2.2.3 Application de la méthode Séparation et Evaluation au problème de re-

cherche d'un (m, k)-pattern optimal

Considérons le système étudié dans ce chapitre et décrit par l'équation 4.1 avec A =[
0 1
0 −12.6559

]
, B =

[
0

1.9243

]
; vc est un bruit blanc de covariance Rc =

[
0 0
0 10−5

]
.

Le système est échantillonné avec la période h = 0.01s. Pour diminuer la bande passante

requise, la contrainte (3, 11)-�rm est appliquée au système. Pour déterminer le (3, 11)-pattern
optimal, on pose le problème d'optimisation suivant.

Problème (P1)

Calculer les valeurs de F = (f0,f1, f2)
qui minimisent Jp (f0, f1, f2)

sous les contraintes f0 + f1 + f2 = 11
fi ≥ 1 et fiεN, pour i ∈ {0, 1, 2}

D'après l'approche proposée dans la section précédente, le problème P1 est relaxé en

remplaçant fiεN par fiεR+ et est résolu ensuite en appliquant les conditions de Kuhn Tucker,

ce qui nous donne f0 = f1 = f2 = 3.67. Puisque les valeurs prises par les variables fi ne sont
pas entières, l'approche subdivise le problème en deux sous-problèmes :

Problème (P2)

Minimiser Jp (f0, f1, f2)
Sous les contraintes f0 + f1 + f2 = 11

f0 ≤ 3
fi ≥ 1 et fiεR+pour i ∈ {0, 1, 2}

et
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Problème (P3)

Minimiser Jp (f0, f1, f2)
Sous les contraintes f0 + f1 + f2 = 11

f0 ≥ 4
fi ≥ 1 et fiεR+pour i ∈ {0, 1, 2}

Cet étape est représentée par l'arbre de recherche illustré dans la �gure 5.1.

Figure 5.1 � L'arbre de recherche du problème P1

La solution optimale du problème (P1 ) est nécessairement la solution de l'un de ces deux

sous-problèmes. En appliquant les conditions de Kuhn Tucker aux problèmes (P2 ) et (P3 ),

on obtient deux solutions :

f0 ≈ 3, f1 = 4.15, f2 = 3.85
f0 = 4.03, f1 = 3.32, f3 = 3.65

qui correspondent respectivement au coût J = 0.00103 et J = 0.0011. Comme la deuxième

solution donne une performance pire que la première, la valeur de f0 est �xée à 3 et la

branche du problème P3 est supprimée. L'approche divise ensuite le problème P2 en deux

sous-problèmes :

Problème (P4)

Minimiser Jp (f0, f1, f2)
Sous les contraintes f0 + f1 + f2 = 11

f0 = 3
f1 ≤ 3
fi ≥ 1 et fi= R+pour i ∈ {1, 2}

et

Problème (P5)

95



Chapitre 5. Méthode analytique de conception conjointe d'un système de contrôle distribué

Minimiser Jp (f0, f1, f2)
Sous les contraintes f0 + f1 + f2 = 11

f0 = 3
f1 ≥ 4
fi ≥ 1 et fi= R+pour i ∈ {1, 2}

Cette étape est représentée par l'arbre de recherche illustré dans la �gure 5.2.

Figure 5.2 � L'arbre de recherche du problème P

En appliquant les conditions de Kuhn Tucker aux problèmes P4 et P5, on obtient deux

solutions :

f0 ≈ 3, f1 = 3.02, f2 = 4.98
f0 = 3, f1 ≈ 4, f3 ≈ 4

qui correspondent respectivement au coût Jp = 0.0012 et Jp = 0.0011. La branche du

problème (P4) est ainsi supprimée et la solution optimale du problème original (P1 ) est

f0 = 3, f1 = 4 et f3 = 4. C'est-à-dire que le (3, 11)- pattern optimal est Π = 10010001000.
L'évolution de l'état du processus avec un (3, 11)-pattern arbitraire Π = 100110000000 et

le (3, 11)-pattern optimal Π = 10010001000 sont illustrées respectivement par les �gures 5.3

et 5.4. L'évolution de l'état du processus avec la contrainte (k, k)-�rm (le cas idéal, tous les

messages sont reçus par le contrôleur) est illustrée par la �gure 5.5. Dans ces trois essais, la

référence varie à l'instant 0 de la valeur 0 à la valeur 0.1.

En comparant les �gures 5.3 et 5.4, on peut remarquer que la variance de la trace est

plus faible avec le (3, 11)-pattern optimal que celle avec le (3, 11)-pattern arbitraire. La com-

paraison des coûts obtenus avec les deux (3, 11)-patterns con�rme aussi l'amélioration de la

performance. La �gure 5.5 montre que dans le cas idéal, la trace est légèrement plus conver-

gente que celle avec le (3, 11)-pattern optimal, et le coût est environ 19% de moins que celui

avec le (3, 11)-pattern optimal. Néanmoins, avec 19% de dégradation de performance, le sys-

tème sous la contrainte (3, 11)-�rm diminue considérablement la bande passante requise : il

n'utilise que 27% de la bande passante requise par le système sous la contrainte (k, k)-�rm.
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Figure 5.3 � Trace de position lorsque la référence varie à l'instant 0 de la valeur 0 à la valeur

0.1 sous la contrainte (3,11)-�rm, avec f0 = 3, f1 = 1 et f2 = 7 ; le coût J = 15.94

Figure 5.4 � Trace de position lorsque la référence varie à l'instant 0 de la valeur 0 à la valeur

0.1 sous la contrainte (3,11)-�rm, avec f0 = 3, f1 = 4 et f2 = 4 ; le coût J = 12.76

Figure 5.5 � Trace de position lorsque la référence varie à l'instant 0 de la valeur 0 à la valeur

0.1 sous la contrainte (k,k)-�rm ; le coût J = 10.7
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Figure 5.6 � Trace de position lorsque la référence varie à l'instant 0 de la valeur 0 à la valeur

0.1 avec la période d'échantillonnage h = 0.036 ; le coût J = 12.75

Période d'échantillonnage de base - h Une méthode alternative pour diminuer la bande

passante est d'augmenter la période d'échantillonnage h du système. Par exemple, pour avoir la

même bande passante que celle induite par la contrainte (3, 11)-�rm, on peut passer la période

de 0.01 seconde à 0.037 seconde. La �gure 5.6 illustre la trace du processus avec la période

d'échantillonnage 0.037 seconde. En comparant les �gures 5.4 et 5.6, on peut remarquer qu'il

n'y a pas une di�érence importante entre elles. Le coût avec la période d'échantillonnage 0.037
seconde est légèrement meilleur que celui avec le (3, 11)-pattern optimal, ce qui est évident

car la solution optimale dans R du problème est f0 = f1 = f2 = 3.67. Cependant, avec le

mécanisme de rejet de messages, les inconvénients de l'allongement de période qu'on a cités

au début du mémoire peuvent être évités.

5.2.2.4 Solution sous optimale dans N - Mots mécaniques

L'algorithme Séparation et Evaluation est très coûteux en temps de calcul. Dans cette

sous-section, nous proposons une approche qui nous permet de déterminer un (m,k)-pattern

sous-optimal en temps négligeable.

Par les conditions de Kuhn Tucker 5.13, on peut remarquer que la fonction de coût J est

minimisé si f0 = f1.. = fm−1 = v avec v ∈ R+. C'est-à-dire que les rejets de messages sont

répartis de manière absolument uniforme dans la séquence de messages. Bien que ce ne soit

pas toujours possible car les variables fi ne peuvent prendre que les valeurs entières, sous

l'hypothèse que la fonction de coût Jp (f0, f1.., fm−1) est convexe ou concave, on peut obtenir

une performance sous-optimale si les variables fi prennent des valeurs entières à proximité de

v. Autrement dit, la performance est sous-optimale avec le (m,k)-pattern dont les lettres 0

sont réparties uniformément dans le mot.

Par des études sur la théorie des mots menées dans le cadre du stage de DEA, nous

remarquons que les lettres 0 sont réparties uniformément et périodiquement dans le mot

binaire nommé mot mécanique [Lothaire02]. Ainsi, le mot mécanique peut être utilisé pour
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dé�nir le (m,k)-pattern sous-optimal. Dans la suite, avant que nous donnions la dé�nition du

mot mécanique, présentons d'abord deux notations :

Soit w un mot binaire, la première lettre de w est notée w (0) et on note par w (n− 1) la
nime lettre de w. Si w est périodique de période T avec T ∈ N, alors on a w (i) = w (i+ T )
pour i ≥ 0.

La pente d'un mot binaire w est dé�nie par :

α (w) =
|w|1
|w|

où |w|1 est le nombre de 1 de w et |w| sa longueur.

La dé�nition du mot mécanique est donnée dans [Lothaire02] comme suit :

Dé�nition 2 La nime lettre du mot mécanique de pente α est calculée par :

d(n+ 1)αe − dnαe ∀n ≥ 0 (5.14)

Le mot mécanique a la propriété suivante[Lothaire02] :

Lemma 3 Soit w le mot mécanique supérieur de pente α. Si α est rationnel (α = p
q ), alors

le mot est périodique de période q.

Par dé�nition, un mot mécanique de pente m
k et de longeur k contient exactement m

lettres 1, D'après le lemme 3, lorsque la pente d'un mot mécanique m
k est rationnelle, ce mot

est périodique de période k. En l'occurrence, il su�t d'utiliser la séquence de lettres dans la

première période du mot mécanique de pente α = m
k pour dé�nir le (m,k)-pattern.

Exemple 1 Etant données les contrainte (3, 5)-�rm, (3, 10)-�rm, et (7, 11)-�rm, par 5.14,

on obtient, pour la contrainte (3, 5), le (3, 5)-pattern Π = 11010 car :

Π (0) =
⌈
(0 + 1) 3

5

⌉
−
⌈
03

5

⌉
= 1 Π (1) =

⌈
(1 + 1) 3

5

⌉
−
⌈
13

5

⌉
= 1

Π (2) =
⌈
(2 + 1) 3

5

⌉
−
⌈
23

5

⌉
= 0 Π (3) =

⌈
(3 + 1) 3

5

⌉
−
⌈
33

5

⌉
= 1

Π (4) =
⌈
(4 + 1) 3

5

⌉
−
⌈
43

5

⌉
= 0

De la même façon, on obtient le (3, 10)-pattern Π = 1001001000 et le (7, 11)-pattern
Π = 110101101010.
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5.2.2.5 Conclusion sur les méthodes

En utilisant l'algorithme Séparation et Evaluation, on arrive à déterminer le (m,k)-pattern

optimisant la performance du système. L'inconvénient de cet algorithme est qu'il est très coû-

teux en temps de calcul, d'autant plus que l'algorithme calcule répétitivement les équations de

Riccati et de Lyapunov qui sont aussi coûteuses en temps. En l'occurrence, l'approche propo-

sée ci-dessus ne permet pas d'adapter dynamiquement le (m,k)-pattern en ligne en fonction du

changement de la contrainte (m,k)-�rm. Le mot mécanique permet de déterminer le (m,k)-

pattern sous-optimal en temps négligeable, permettant ainsi d'adapter dynamiquement le

(m,k)-pattern en ligne.

5.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé dans un premier temps la méthode pour calculer

un contrôleur optimal sous une politique spéci�ée (contrainte (m,k)-�rm et (m,k)-pattern) de

rejets systématique d'échantillons. Puis, sachant que l'on peut disposer d'un tel contrôleur,

exprimé sous la forme d'un gain di�érent pour chaque longueur de séquence de rejets d'échan-

tillons, nous proposons deux méthodes pour, connaissant m et k, dé�nir un (m,k)-pattern

optimal. La première approche repose sur l'algorithme Séparation et Evaluation adapté à la

recherche de solutions en nombres entiers. Pour diminuer la complexité du calcul, une solution

basée sur la théorie des mots pour dériver le (m,k)-pattern sous-optimal est ensuite présentée.
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Chapitre 6

Gestion de surcharge du processeur

dans des applications de

contrôle-commande centralisées

Dans ce chapitre, nous nous attachons au déploiement des applications qui intégrent un

ensemble de systèmes à contrôler et pour lesquels, les contrôleurs sont implantés sur le même

calculateur ; dans ce contexte, nous traitons le problème de l'ordonnancement de l'ensemble

de tâches chargées de réaliser les algorithmes de contrôle des systèmes, considérés comme

indépendants, dans une implémentation centralisée (partage d'un processeur). Nous considé-

rons que l'ensemble et la con�guration des tâches de contrôle peuvent varier dans le temps en

fonction des changements de modes de marche, décidés, par exemple, par un algorithme de

supervision. En particulier, un changement de mode de marche peut se concrétiser par :

� l'activation de nouvelles tâches,

� l'arrêt de certaines tâches,

� la modi�cation du pire temps d'exécution (WCET) et / ou de la période d'activation de

certaines tâches (résultant, par exemple, de la modi�cation de l'algorithme de contrôle

exécuté par la tâche).

Nous proposons une architecture d'ordonnancement pour la manupulation de tels ensembles

de tâches. À chaque changement de mode, en tenant compte du nouvel ensemble de tâches

et des nouveaux paramètres de con�guration des tâches, un régulateur de tâches, que nous

spéci�ons, détermine en-ligne une stratégie qui repose sur la contrainte (m,k)-�rm. Cette

stratégie vise à rejeter sélectivement les instances des tâches a�n que la con�guration soit

ordonnançable, sous la politique d'ordonnancement choisie, et que la performance de contrôle

de l'application soit maintenue à niveau global optimal.
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6.1 Introduction

Considérons une application de contrôle-commande évolutive constituée d'un ensemble de

boucles de contrôle. Le processus, dans chaque boucle de contrôle, est contrôlé par un contrô-

leur dédié qui est implémenté sous la forme d'une tâche temps réel responsable d'e�ectuer le

calcul de la loi de commande. Les caractéristiques du système ainsi que du contrôleur choisi

imposent des contraintes sur les durées limites des périodes d'échantillonnage et sur la �ré-

gularité� de cet échantillonnage dans le temps. De plus, l'implantation centralisée de tous les

contrôleurs sur une ressource de calcul limitée pose le problème d'ordonnançabilité des tâches.

L'étude de l'ordonnançabilité de tâches de contrôle considérées comme des tâches temps réel

dur (en particulier, chaque instance de chaque tâche doit respecter l'échéance imposée sur sa

�n d'exécution) conduit généralement à surdimensionner les ressources nécessaires, et, donc, à

une performance non-optimale, au sens du déploiement, due à l'usage ine�cace de la ressource.

Ce problème est encore plus important dans le cas des applications étudiées dans ce chapitre

pour lesquelles le nombre de tâches et les caractéristiques des tâches sont variables d'un mode

de marche à l'autre. De plus, la relation performances/ordonnancement d'une loi de commande

est mal connue, surtout quantitativement, et l'a�ectation des paramètres d'ordonnancement

repose généralement sur des résultats non exhaustifs et non généralisables d'expériences et de

simulations [Simon05a]. Ainsi l'ordonnancement faisable produit par la solution classique en

relaxant les contraintes temporelles conduit vraisemblablement à la performance non optimale

de l'application.

En pratique, beaucoup de systèmes de contrôle-commande peuvent être conçus de manière

à rester robustes sous la variation des paramètres de la tâche implémentant le contrôleur tels

que le temps d'exécution, la période d'échantillonnage etc. De plus, il est, pour certains sys-

tèmes (voir chapitre précédent), possible de compenser en ligne ces variations en recalculant,

par exemple, les paramètres du contrôleur. Suite à ces constats, nous proposons d'implanter

une approche d'ordonnancement adaptative qui utilise les informations courantes de l'appli-

cation pour ajuster correctement les paramètres d'ordonnancement (les périodes par exemple)

des tâches a�n de réaliser une meilleure performance globale dans la limite de la ressource

disponible.

La conception optimale d'une telle approche d'ordonnancement adaptatif repose sur la

conception conjointe des contrôleurs et de l'ordonnancement (voir chapitre 1). Parmi les tra-

vaux précédents, citons par exemple les approches représentatives proposées dans [Eker00,

Cervin02] qui consistent à ajuster la période des tâches au moment du changement de con�-

guration de l'application a�n que la performance globale soit maintenue optimale et l'or-

donnançabilité des tâches soit respectée. Cependant, ainsi que nous l'avons vu dans 1.3.3,

l'implantation de ces approches basées sur le réglage de périodes est parfois problématique.

Dans la suite des études menées aux chapitres précédents, nous étudions ici l'applicabilité

du modèle de contraintes (m,k)-�rm pour traiter ce problème. L'objectif de l'étude menée

dans ce chapitre est d'implanter une approche adaptative qui, au moment du changement de
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con�guration de l'application (changement de mode de marche), ajuste les contraintes (m,k)-

�rm des tâches de contrôle a�n que la performance de contrôle globale de l'application soit

maintenue à un niveau optimisé et que l'ordonnançabilité des tâches soit garantie.

Ce chapitre est organisé comme suit. L'architecture du système considéré dans cette étude

est décrite dans la section 2. La section 3 traite de l'ordonnançabilité d'un ensemble de tâches

sous contraintes (m,k)-�rm. La description formelle du problème traité est présentée dans

la section 4. La section 5 donne l'algorithme heuristique pour calculer la contrainte (m,k)-

�rm pour chaque tâche. Un exemple numérique de l'approche d'ordonnancement proposée est

présenté dans la section 6. En�n, la conclusion et les perspectives sont données dans la section

7.

6.2 Architecture de système

Dans cette étude, nous considérons une architecture de système qui est illustrée par la

�gure 6.1. Les contrôleurs qui commandent chacun un processus sont implémentés sous forme

de tâches temps réel que nous appelons tâches de contrôle. Un processeur unique est partagé

par toutes les tâches de contrôle. Nous supposons que la fonction de supervision est implantée

sur un processeur dédié. Le rôle de cette fonction est de détecter les instants où :

� certains processus doivent être contrôlés d'une manière di�érente ce qui implique un

changement d'algorithme de contrôle et, donc, au niveau d'une tâche, par exemple, un

pire temps d'exécution di�érent ou une période di�érente ;

� un processus n'a plus besoin d'être contrôlé ;

� un processus devient actif et nécessite ainsi l'activation du contrôleur associé.

Grâce à cette fonction de supervision, il est possible d'avoir, à ces instants de changement de

mode de marche, la connaissance de la con�guration courante de l'application en termes de

nombre et de paramètres des tâches actives. Au moment d'un changement de la con�guration,

une fonction particulière, appelée régulateur des tâches, est activée et reçoit, de la fonction de

supervision, les informations sur la nouvelle con�guration de tâches. A partir de ces informa-

tions, le régulateur des tâches détermine l'ensemble des paramètres d'ordonnancement sous

contraintes (m,k)-�rm (identi�cation du paramètre m et du (m,k)-pattern) de chaque tâche

pour la nouvelle con�guration et les transmet à l'ordonnanceur. Ce dernier applique alors la

stratégie transmise (rejets de certaines instances de tâches).

6.3 Ordonnançabilité des tâches sous contraintes (m,k)-�rm

Le (m,k)-pattern optimisant la performance de contrôle n'est pas nécessairement optimal

dans le sens que les instances de la tâche peuvent ne pas être ordonnançable. En e�et, il est

prouvé dans [Koren96, Quan00] que le problème de déterminer s'il existe un (m,k)-pattern

pour chaque tâche sous contrainte (m,k)-�rm tel que l'ensemble des tâches soit ordonnan-

çable, ainsi que le problème de déterminer l'ordonnançabilité d'un ensemble des tâches sous
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Figure 6.1 � L'architecture globale du système

contraintes (m,k)-�rm étant donné les (m,k)-pattern sont NP-di�ciles que ce soit sous l'al-

gorithme d'ordonnancement à priorités dynamiques ou sous l'algorithme d'ordonnancement à

priorités statiques.Mais lorsque le calcul du (m,k)-pattern de chaque tâche s'e�ectue selon une

stratégie explicite, il est parfois possible de déterminer l'ordonnançabilité des tâches. C'est le

cas lorsque les (m,k)-patterns sont déterminés par les mots mécaniques. De plus, dans le cha-

pitre 5, nous avons montré que la performance de contrôle du système de contrôle-commande

est sous-optimale lorsque le (m,k)-pattern est un mot mécanique. En raison de ces observa-

tions, nous adoptons, dans le cadre du partage de processeur, la méthodologie proposée dans

le paragraphe 5.2.2.3 du chapitre 5pour dé�nir le (m,k)-pattern d'une tâche sous contrainte

(m,k)-�rm.

Dans la suite, nous considérons que les tâches de contrôle partageant le processeur sont

ordonnancées selon la politique d'ordonnancement préemptif à priorités �xes. Une conditon

d'ordonnançabilité sous une telle politique d'ordonnancement sera donnée.

Si les (m, k)-patterns des tâches sont des mots mécaniques, alors l'ordonnançabilité des

tâches peut être déterminée explicitement selon le théorème suivant :

Théorème 7 [Ramanathan99, Jia05a] Soit un ensemble de tâches τ1, τ2... τn, tel que la tâche

τi est plus prioritaire que la tâche τj si i < j. Chaque tâche τi est décrite par hi sa période

d'échantillonnage considérée sans rejet (période de base), Ci, son pire temps d'exécution et

(mi, ki) la contrainte (m,k)-�rm qui lui est appliquée. On dé�nit les termes suivants :

Rij =
{⌊

l
kj
mj

⌋
hj | ∀l ∈ N et tel que

⌊
l
kj
mj

⌋
hj < hi

}
Ri =

i−1⋃
j=1

Rij
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nj (t) =
⌈
mj

kj

⌈
t

hj

⌉⌉
Wi (t) = Ci +

i−1∑
j=1

nj (t)Cj

Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, minr∈Ri
W (r)
r ≤ 1, alors la contrainte (m, k) peut être respectée

pour toutes les tâches.

Noter que la condition ci-dessus est nécessaire et su�sante lorsque toutes les tâches sont

synchrones (c'est-à-dire que elles sont démarrées en même temps). Si les tâches ne sont pas

synchrones, la condition devient su�sante.

Malheureusement, cette condition d'ordonnançabilité ne peut pas être utilisée directement

dans le routine d'optimisation que nous développons dans la suite à cause du non-déterminisme

sur le temps t dans le terme minr∈Ri
W (r)
r ≤ 1. Pour pallier ce problème de non-déterminisme,

nous donnons ici une condition su�sante.

Par la suite, les instances correspondant aux lettres 1 du (m,k)-pattern seront appelées

instances critiques, celles correspondant aux lettres 0 seront appelées instances optionnelles.

Théorème 8 [Ramanathan99, Jia05a] Soit un ensemble de tâches τ1, τ2... τn, tel que la tâche

τi est plus prioritaire que la tâche τj si i < j. On pose

nij =
⌈
mj

kj

⌈
hi
hj

⌉⌉
(6.1)

Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ci+
∑i−1

j=1 nijCj ≤ hi, alors la contrainte (m, k) peut être respectée
pour toutes les tâches.

Démonstration : Supposons que les tâches sont toutes démarrées à l'instant 0 (c'est-à-

dire que les tâches sont synchrones). D'après le lemme 2, le nombre d'instances critiques dans

l'intervalle de temps [0, t] est maximal pour t quelconque. La première instance de la tâche

τi pour 1 ≤ i ≤ n subit ainsi la plus grande interférence d'exécution engendrée par les tâches

plus prioritaires. Alors si la première instance de chaque tâche respecte son échéance, toutes

les autres instances des tâches respecteront leurs échéances et les tâches seront ordonnançables

qu'elles soient synchrones ou pas.

Par le lemme 1, le nombre d'instances critiques de la tâche τi est donné par l'équation 6.1.

Le terme
∑i−1

j=1 nijCj donne la quantité de travail engendré par les tâches plus prioritaires que

la tâche τi avant l'instant hi. Ainsi si l'inéquation Ci +
∑i−1

j=1 nijCj ≤ hi est véri�ée, alors le

travail engendré par les tâches plus prioritaires ainsi que celui engendré par la tâche τi dans

l'intervalle de temps [0, hi] peuvent être terminés avant l'instant hi, et la première instance

de la tâche τi respecte son échéance. Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a Ci +
∑i−1

j=1 nijCj ≤ hi, alors
la première instance de chaque tâche respecte son échéance, et la contrainte (m,k)peut être

respectée par toutes les tâches.
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�

Noter que cette condition, qui est su�sante dans le cas général, devient nécessaire et

su�sante si la période de la tâche τi pour 1 ≤ i ≤ n est multiple de la période de la tâche τj
pour tout 1 ≤ j < i dont la période est plus petite que celle de τi.

6.4 Architecture d'ordonnancement - Formulation du problème

Nous cherchons à implanter un régulateur qui, au moment du changement de con�gura-

tion, calcule les contraintes (m,k)-�rm des tâches de contrôle de sorte que la performance

de contrôle globale de l'application soit maintenue à un niveau optimisé tout en garantissant

l'ordonnançabilité des tâches de contrôle.

En utilisant les résultats qu'on a obtenus dans le chapitre 4, nous supposons que le pa-

ramètre ki de chaque tâche τi a été déterminé pour assurer la stabilité du système dans le

cas d'un pattern (1, ki) et qu'il reste constant pour chaque mode d'exécution de la tâche. Le

paramètre mi est choisi en ligne dans l'intervalle [1..ki]. En particulier, pour chaque tâche

de contrôle τi, chaque valeur possible de mi, mi,j , est associée à un niveau de performance

de contrôle, noté vi,j , de la boucle de contrôle correspondante. Nous supposons que plus la

valeur de vi,j est grande, meilleure est la performance du contrôle. On note, néanmoins, que

l'augmentation de la valeur de mi n'améliore pas nécessairement la performance de contrôle.

Nous supposons, de plus, que seules les valeurs de mi qui donnent une performance supérieure

à un seuil donné sont considérées.

Considérons maintenant que mi peut prendre li valeurs di�érentes, notées mi,j pour j ∈
[1..li] avec li ≤ ki. Les valeurs de mi,j sont ordonnées ainsi : mi,j′ avant mi,j” (j

′
< j

′′
)

si vi,j′ < vi,j′′ . L'objectif du régulateur des tâches est de trouver, pour toutes les tâches

τi, 1 ≤ i ≤ n, une valeur ji ∈ [1..li], c'est-à-dire mi,ji a�n que
∑i=n

i=1 vi,ji ≥
∑i=n

i=1 vi,ki |
∀kiε [1..li] , ki 6= kji et que la condition d'ordonnançabilité énoncée par le théorème 7 soit

véri�ée, ce qui peut être formulé par le problème d'optimisation suivant :

Problème 3 Déterminer l'ensemble {xi,1, xi,2, .., xi,li} pour chaque tâche τi, i = 1, .., n qui

maximise

n∑
i=1

li∑
j=1

xi,jvi,j (6.2)

avec xi,j ∈ {0, 1},
∑li

j=1 xi,j = 1, i = 1, .., n, j = 1, .., li
sous la contrainte :

Ci +
i−1∑
j=1

⌈∑li
p=1 xjpmjp

kj

⌈
Ti
Tj

⌉⌉
Cj ≤ Ti i = 1, .., n (6.3)
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Figure 6.2 � L'architecture d'ordonnancement

Si la performance de contrôle est représentée par le coût LQ (linéaire quadratique), alors

plus ce coût est petit, meilleure est la performance de contrôle. Le problème d'optimisation

est donc un problème de minimisation. Néanmoins, ce dernier peut être facilement transformé

en problème de maximisation 3 en remplaçant le coût par sa valeur opposée.

L'architecture d'ordonnancement est illustrée par la �gure 6.2 qui détaille la �gure 6.1. A

un changement de con�guration de l'application, le régulateur des tâches reçoit les informa-

tions sur le temps d'exécution courant Ci de chaque tâche τi et calcule la nouvelle contrainte

(m,k)-�rm pour chaque tâche en résolvant le problème d'optimisation 3. Puis les tâches sont

ordonnancées par l'ordonnançeur selon les contraintes (m,k)-�rm dé�nies auparavant.

Le niveau de performance de contrôle vi,j correspondant à une contrainte (mi,j ,ki)-�rm

de la tâche τi peut être déterminé en ligne ou hors ligne. Mais souvent le temps du calcul

en ligne de la performance de contrôle est très important pour des critères de performance

usuels (par exemple, le coût LQ décrit par la fonction 5.9) relativement au temps d'exécution

de la tâche de contrôle elle-même. En conséquence, les vi,j sont calculés hors ligne dans notre

approche et conservés dans une table qui est consultée par le régulateur des tâches au moment

de la résolution du problème d'optimisation 3, c'est-à-dire, à chaque changement de mode de

marche.

6.5 Résolution du problème d'optimisation

Dans cette section, nous allons d'abord montrer que le problème d'optimisation 3 est un

problème NP-di�cile, puis, en nous basant sur l'algorithme proposé dans [Khan02], nous pro-

poserons un algorithme heuristique de complexité acceptable pour une résolution approchée,

en ligne, du problème.

Le problème d'optimisation 3 relève du problème du �Sac-à-dos Multiple-Choix Multidi-
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mensionnel� (noté MMKP pour Multiple-Choice Multi-Dimension Knapsack Problem) qui est

décrit ci-dessous.

Supposons que il y a n groupes d'articles. Le groupe i contient li articles. L'article

j du groupe i est associé d'une valeur vi,j , et nécessite les ressources représentées par le

vecteur ri,j = (ri,j1 , ri,j2 , .., ri,jm). La quantité des ressources disponibles est donnée par

R = (R1, R2, .., Rm). Le MMKP revient à sélectionner exactement un article de chaque groupe

de telle manière que la valeur totale des articles sélectionnés soit maximisée sous contrainte

des ressources disponibles. Mathématiquement, le MMKP est exprimé comme suit :

Maximiser
∑n

i=1

∑li
j=1 xi,jvi,j

Sous contraintes
∑n

i=1

∑li
j=1 xi,jri,j ≤ Rk, k = 1, ..,m∑li

j=1 xi,j = 1, i = 1, .., n, j = 1, .., li

Avec xi,j ∈ {0, 1}

Le MMKP est l'une des variantes les plus di�ciles à résoudre du problème du sac à dos en

variables binaires (noté généralement 01KP) [Pisinger95, Martello90]. En e�et, le problème

a été prouvé NP-di�cile au sens fort [Parra-Hernandez05]. La plupart des algorithmes pro-

posés dans la littérature, par exemple celui basé sur la technique de séparation et évaluation

avec la programmation linéaire [Khan98] pour dériver la solution optimale, et l'algorithme

heuristique proposé dans [Parra-Hernandez05] pour trouver la solution approchée, ont une

complexité temporelle très importante et sont ainsi inappropriés pour les applications à pou-

voir de décision en temps réel.

Heureusement, dans [Khan02], l'auteur a développé un algorithme heuristique nommé

HEU capable de dériver la solution sous-optimale en temps acceptable dans le contexte d'ap-

plication temps réel. Pour notre problème d'optimisation, l'algorithme HEU peut être décit

comme suit.

� La première phase consiste à trouver une solution faisable, c'est à dire à sélectionner une

valeur mi,j pour chaque tâche τi tout en satisfaisant la contrainte d'ordonnançabilité

6.3.

� La deuxième phase sert à améliorer itérativement la solution courante en remplaçant,

pour chaque tâche τi, le mi,j initialement choisi par mi,j′ correspondant à la meilleure

performance vi,j′ en maintenant la condition d'ordonnançabilité 6.3 véri�ée.

� Dans le cas où la solution courante ne peut plus être améliorée à cause de la violation de

la condition d'ordonnançabilité 6.3, l'algorithme passe à sa troisième phase qui engage

une procédure itérative pour améliorer la solution courante. La procédure remplace

d'abord mi,j choisi d'une certaine tâche τi par mi,j′ avec j < j
′
(ce qui rend les tâches

non-ordonnançables), puis remplace mi′ ,j choisi de la tâche τi′ pour i 6= i
′
par mi′j′

avec j > j
′
(qui correspond à une pire performance vi′ ,j′ ). Si la solution obtenue est
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faisable, l'algorithme revient à la deuxième phase avec la solution courante et répète

les opérations mentionnées ci-dessus, sinon, la solution courante est retournée comme

la solution �nale.

Dans [Khan02], l'exactitude et l'e�cacité de l'algorithme sont justi�ées par une série d'ex-

périmentations : la valeur de la solution heuristique dépasse en moyenne 94% de la valeur de

la solution optimale ; le temps de calcul sur un processeur Pentium 3 à 700 MHz est moins

de 5 millisecondes pour une con�guration de 10 ressources et de 50 groupes possédant chacun

10 articles, et de moins de une seconde si le nombre de groupes ne dépasse pas 350. Ces ca-

ractéristiques de l'algorithme heuristique rendent possible l'implémentation du régulateur des

tâches pour un nombre limité de tâches. Le régulateur appelle, à chaque changement de mode

de marche, en ligne, la routine d'optimisation réalisant cet algorithme pour dériver les nou-

velles contraintes (m,k)-�rm selon la con�guration courante de l'application a�n de maintenir

une bonne performance de l'application dans la limite de la ressource disponible.

Malgré les intérêts de l'algorithme HEU, mentionnés ci-dessus, celui-ci nécessite d'être

adapté à notre modèle a�n d'avoir un bon fonctionnement. Dans notre con�guration de pro-

blème, les valeurs mi,j et vi,j pour j ∈ [1..li] sont rangées en ordre croissant pour chaque

tâche τi. En conséquence, contrairement à l'algorithme HEU qui sélectionne avant tout une

solution faisable en testant successivement un certain nombre de solutions susceptibles d'être

faisables, l'algorithme HEU modi�é choisit la plus petite valeur mi,0 pour chaque tâche τi
(si cette solution n'est pas faisable, il n'existe donc pas de solution faisable pour le problème

d'optimisation 3). De plus, l'algorithme HEU cherche à trouver, après sa première phase, une

meilleure solution nécessitant moins de ressource que la précédente ; cependant, une telle so-

lution n'existe pas dans notre con�guration de problème car l'augmentation de la valeur demi

augmente nécessairement la quantité de la ressource nécessaire. Cette observation nous permet

de supprimer une procédure de recherche non-pro�table de l'algorithme HEU. L'algorithme

HEU modi�é est donné par l'algorithme 3. Le remplacement de mi,j par mi,j′ est nommé un

échange. Un échange conduisant à une meilleure performance représente une amélioration,

tandis qu'un échange dégradant la performance est appelé une dégradation. Un échange est

dit faisable si la solution après l'échange est faisable, sinon il est appelé infaisable.

Evaluation de la complexité de l'algorithme HEU modi�é.

Pour simpli�er l'analyse de complexité, nous supposons que l1 = l2... = ln. Dans la première

phase de l'algorithme, la solution est directement choisi comme ρ = (1, 1, .., 1), ce qui permet

de réduire la complexité temporelle de la première phase de l'algorithme original à O
(
n2
)

contre O
(
n2 (l − 1)2 (n− 1)

)
. Dans les autres phases, les modi�cations que nous avons faites

ne changent pas la complexité temporelle dans le pire cas qui reste à O
(
n2 (l − 1)2 (n− 1)

)
.

Comme la phase 3 consiste à retourner à la phase 2 une solution temporaire lorsque celle-ci

est faisable, la complexité globale des phases 1 et 2 donne ainsi la complexité de l'algorithme

qui est donc O
(
n2 (l − 1)2 (n− 1)

)
.
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Algorithm 3 Algorithme de détermination des contraintes (m, k)-�rm des tâches
Symboles et formalisation :
n : le nombre des tâches

mi et ki : la contrainte (mi, ki)-�rm de la tâche τi

mij : le jime valeur possible de mi

li : le nombre des valeurs possibles de mi

Ti : la période de la tâche τi

Ci : le temps d'exécution de la tâche τi

ρ = (ρ1, ρ2, .., ρn) le vecteur de solution représentant la solution courante, où ρi donne l'indice j de la valeur

choisie de mi pour la tâche τi avec j ∈ [1..li]

ρ|Z : le vecteur de solution après l'échange Z de ρ

L : le vecteur de ressource qui donne la quantité de la ressource nécessaire courante.

U (ρ) : la performance de contrôle globale de l'application obtenu avec la solution ρ, c'est-à-dire U (ρ) =∑n
i=1 viρi

X = (i, j) : représente un échange où mij est choisi comme la valeur de mi à la place de miρi

Phase 1 : initialisation

Pose ρi = 1 pour tout i ∈ [1..n]

Calculer L =


C1

C2 +
∑1
j=1

⌈
mj1
kj

⌈
h2
hj

⌉⌉
Cj

...

Cn +
∑n−1
j=1

⌈
mj1
kj

⌈
hn
hj

⌉⌉
Cj


Chercher α tel que Lα

hα
= maxi=1,2,..,n

Li
hi

Si Lα
hα
≤ 1, passer à la Phase 2, sinon �pas de solution faisable� - Fin

Phase 2 : améliorer itérativement la solution avec les améliorations faisables

Poser 4α (ρ, i, j) =

∑n
s=i+1

(⌈miρi
ki

⌈
hs
hi

⌉⌉
Ci−

⌈mij
ki

⌈
hs
hi

⌉⌉
Ci

)
Ls

|L| et 4p (ρ, i, j) =
viρi−vij
4α(ρ,i,j)

Chercher une amélioration faisable X
′
= (δ, η) qui maximise 4p (ρ, i, j)

Si une telle amélioration existe et 4p (ρ, i, j) > 0, alors poser ρ =
(
ρ|X

′
)
et revenir début de Phase 2 ;

sinon passer Phase 3 .

Phase 3 : améliorer itérativement la solution avec les améliorations faisables suivies

d'un ou plusieurs dégradations

Etape 3.1

Poser 4t (ρ, i, j) =
∑n
s=i+1

⌈miρi
ki

⌈
hs
hi

⌉⌉
Ci−

⌈mij
ki

⌈
hs
hi

⌉⌉
Ci

hs−Ls et 4p
′
(ρ, i, j) =

viρi−vij
4t(ρ,i,j)

Chercher une amélioration Y =
(
δ

′
, η

′
)
maximisant 4p

′
(ρ, i, j)

Poser ρ
′
= (ρ|Y )

Etape 3.2

Poser 4t
′
(ρ, i, j) =

∑n
s=i+1

⌈miρi
ki

⌈
hs
hi

⌉⌉
Ci−

⌈mij
ki

⌈
hs
hi

⌉⌉
Ci

Ls
et 4p

′′
(ρ, i, j) =

viρi−vij
4t′ (ρ,i,j)

Chercher une dégradation Y =
(
δ

′′
, η

′′
)
maximisant 4p

′′
(ρ, i, j) tel que U

(
ρ

′
|Y

′
)
> U (ρ)

Si Y
′
est trouvé et

(
ρ

′
|Y

′
)
est faisable, poser ρ =

(
ρ

′
|Y

′
)
et revenir Phase 2

Si Y
′
est trouvé et

(
ρ

′
|Y

′
)
n'est pas faisable, poser ρ

′
=
(
ρ

′
|Y

′
)
et revenir à l'étape 3.2

Si Y
′
n'est pas trouvé, la solution est ρ - Fin
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6.6 Exemple numérique

Dans cette section, nous présentons un exemple numérique pour illustrer l'approche d'or-

donnancement proposée. Nous considérons le système de chariot que nous avons utilisé dans

la section 4.1.2 comme le processus à contrôler, et nous étudions le problème de contrôler

simultanément quatre chariots, Chariot1, Chariot2, Chariot3, Chariot4 qui peuvent être

arrêtés ou démarrés à tout instant de la vie du système. Les contrôleurs des chariots sont

implémentés par quatre tâches de contrôle qui partagent un processeur pour leur exécution,

posant ainsi le problème de surcharge du processeur. Pour garantir l'ordonnançabilité des

tâches tout en maintenant une bonne performance de contrôle globale, nous appliquons l'ap-

proche adaptative présentée dans ce chapitre qui consiste à sélectivement rejeter les instances

des tâches selon la contrainte (m,k)-�rm qui leur est attribuée. A�n de montrer l'avantage

de notre approche, nous avons également réalisé une simulation lorsque le système de tâche

est ordonnancé selon une priorité �xe (allocation de priorité réalisée selon l'algorithme RM -

Rate Monotonic - sans rejet d'instances) ; la comparaison des résultats de simulation obtenus

avec les deux approches d'ordonnancement est ensuite présentée.

6.6.1 Processus et contrôleurs

Le modèle à temps continu de Charioti est donné par :

dx =

[
0 1
0 −11.4662

Mi

]
xdt+

[
0

1.7434
Mi

]
udt+ dvc

où Mi est la masse du chariot ; vc est un bruit blanc de covariance Rc =

[
3.24 −1.8
−1.8 1

]
.

Les quatre chariots, Chariot1, Chariot2, Chariot3, Chariot4 ont des masses di�érentes :

M1 = 1.5, M2 = 1.2, M3 = 0.9, M4 = 0.6, exprimées en kilo. Le contrôleur de Charioti
est noté Controleuri. La période de Controleuri est notée hi avec h1 = 0.007, h2 = 0.0085,
h3 = 0.01, h4 = 0.0115.

La performance de contrôle, au niveau de chaque contrôleur, est mesurée en utilisant le

coût LQ suivant :

J = lim
N→∞

1
N
E

(∫ N

0
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)dt

)
(6.4)

avec Q =

[
1 0
0 0

]
et R = 0.00006.

Les tâches de contrôle implémentant les contrôleurs sont ordonnancées selon un algorithme

à priorité �xe où l'allocation de priorité est obtenue par Rate Monotonic. Puisque la tâche

ayant la plus grande période possède la priorité la plus basse, le rejet selectif de instances de

cette tâche selon une contrainte (m,k)-�rm n'a aucune in�uence sur l'ordonnançabilité des
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autres tâches plus prioritaires. En conséquence, la tâche de contrôle implémentant Chariot4
(qui possède la période la plus grande) est exécutée sans rejet d'instances, autrement dit, elle

s'exécute sous la contrainte (k4, k4)-�rm. Le paramètre ki de la contrainte (mi, ki)-�rm pour

les autres systèmes de chariot est choisi en utilisant l'approche proposée dans le chapitre 4

a�n de garantir la stabilité du système. Nous obtenons ainsi une valeur de ki plus grande que

10 pour Chariot1, Chariot2. Pour faciliter la démonstration des résultats de simulation, nous

rendons la valeur de ki inférieure à 10 pour les deux contrôleurs sans a�ecter la stabilité du

système. Finalement, pour Chariot1, Chariot2, Chariot3, le paramètre ki est respectivement

5, 8 et 10, et la valeur de mi peut varier entre [1..ki].

Les paramètres du contrôleur sous la contrainte (m,k)-�rm minimisant le coût LQ 6.4 ainsi

que le coût minimal correspondant sont calculés selon l'approche présentée dans la section

5.1.1. Durant le fonctionnement du contrôleur, lorsque la contrainte (m,k)-�rm associée est

modi�ée, les paramètres du contrôleur sont ré-évalués selon la nouvelle contrainte (m,k)-�rm

attribuée pour maintenir la performance de contrôle à un bon niveau autant que possible.

A�n d'obtenir une adaptation rapide au changement de contrainte (m,k)-�rm, les paramètres

du contrôleur pour chaque contrainte (m,k)-�rm possible sont calculés hors-ligne et stockés

dans un table.

6.6.2 La con�guration d'expérimentation

Le modèle de simulation est créé en utilisant MATLAB/Simulink et la boîte à outils

TrueTime [Cervin03].

Le temps d'exécution, Ci, de chaque tâche de contrôle est �xé à 3 ms, et celui du régulateur

des tâches est �xée à 2.5 ms dans cette expérimentation (le temps d'exécution du régulateur

des tâches peut varier en fonction du nombre des tâches dans le système et du paramètre k

de chaque tâche). Le régulateur des tâches possède la priorité la plus haute et les priorités des

tâches de contrôle sont attribuées selon l'algorithme RM. Dans tout ce qui suit, on considère

que les tâches sont à échéance sur requête (échéance relative égale à la période).

La scénario de la simulation est comme suit (un mode de marche initial et deux change-

ments de mode de marche, respectivement en t = 1 et t = 2) :

� A l'instant t = 0, Controleur1 et Controleur2 sont activés, tandis que Controleur3 et

Controleur4 sont à l'état arrêt ;

� A t = 1, Controleur4 est activé ;

� A t = 2, Controleur3 est activé.

La performance de contrôle de Controleuri est représentée par le coût qui a la forme suivante :

Ji (t) =
∫ t

0
xT (s)Qx(s) + uT (s)Ru(s)ds (6.5)

Le coût 6.5 est calculé pour chaque contrôleur à chaque unité de temps. Ainsi une bonne

performance de contrôle est représentée par une augmentation �lissée� de la fonction 6.5.
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Temps (secondes)

Figure 6.3 � Coûts Ji, pour chacun des quatre contrôleurs, avec l'approche d'ordonnancement

classique

Pour comparer les résultats obtenus avec di�érentes approches d'ordonnancement, les

quatre chariots sont soumis à une séquence de bruits blancs identiques pour chaque simulation.

6.6.3 Résultats de simulation

Dans cette section, les résultats de simulation obtenus avec l'approche d'ordonnancement

classique (Priorité �xe sans rejet) ainsi que l'approche d'ordonnancement adaptative proposée

sont présentés.

6.6.3.1 L'approche d'ordonnancement classique

Les coûts de Controleur1, Controleur2, Controleur3 et Controleur4, notés respective-

ment J1, J2, J3 et J4 sont montrés sur la �gure 6.3.

Les vues détaillées de l'ordonnancement aux instants t = 1 et t = 2 sont présentées

respectivement sur la �gure 6.5 et la �gure 6.6. Pour ceci, nous utilisons quelques conventions

de représentation :

� L'état de chaque tâche peut prendre trois valeurs comme illustré sur la �gure 6.4 :

1. Exécutée : en cours d'exécution sur le processeur (par exemple, les états entre t2
et t3, t5 et t6) ; Dans ce cas la tâche �gure en niveau haut ;

2. Préemptée : l'exécution est préemptée, en attente de la disponibilité du processeur

(par exemple, les états entre t1 et t2, t5 et t6) ; la tâche �gure en niveau médian

sur les �gures ;

3. Non-activée : il n'y a pas d'instance à exécuter (par exemple, les états avant t1,
entre t3 et t4, après t6) ; la tâche �gure en niveau bas sur les �gures.

� Les �êches indiquent l'arrivée des instances.
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Exécutée

Préemptée

Non-activée

t1 t3 t4 t6 tt2 t5

Figure 6.4 � Représentation de l'état de tâche

 
Temps (secondes)

Contrôleur 1

Contrôleur 2

Contrôleur 3

Contrôleur 4

Figure 6.5 � Détail du comportement des tâches associées à chaque contrôleur, à t = 1,
avec l'approche d'ordonnancement classique (le temps est en abscisse et l'état des tâches en

fonction du temps est représenté selon la convention de la �gure 6.4)

� Les �êches avec un point rond représentent l'arrivée des instances qui manquent leur

échéance dans le déroulement de l'application.

Analyse des chronogrammes illustrés par les �gures 6.5 et 6.6

� Durant la simulation, Controleur1 et Controleur2 sont ordonnancés sans dépassement

d'échéance. Leurs coûts augmentent lentement en fonction du temps, et les deux chariots

contrôlés fonctionnent bien.

� A t = 1, Controleur4 est activée. Avec l'interférence d'exécution induite par Controleur1

et Controleur2, les échéances des instances de Controleur4 sont toutes manquées. Ce-

pendant, malgré, d'une part, le retard, pour chaque instance, de la date de début d'exé-

cution e�ective par rapport à la date d'activation prévue et, d'autre part, de la �n

e�ective d'exécution de chaque instance par rapport à l'échéance, la performance de

contrôle de Controleur4 reste acceptable avant l'activation de Contrleur3 (à t = 2).
� A t = 2, Controleur3 est activée. L'exécution de Controleur4 est complètement inter-

rompue à cause de l'interférence d'exécution induit par Controleur1, Controleur2 et

Controleur3. Chariot4 devient en conséquence instable (ce qui est représenté par une
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Temps (secondes)

Contrôleur 1

Contrôleur 2

Contrôleur 3

Contrôleur 4

Figure 6.6 � Détail du comportement des tâches associées à chaque contrôleur, à t = 2
avec l'approche d'ordonnancement classique (le temps est en abscisse et l'état des tâches en

fonction du temps est représenté selon la convention de la �gure 6.4)

forte augmentation du coût pour t > 2). Noter que malgré une interférence d'exécution

induite par Controleur1 et Controleur2 (retards analogues aux retards précédents vus

pour Controleur4 en t = 1), la performance de Controleur3 ne se dégrade pas aussi

rapidement que celle du Controleur4.

6.6.3.2 L'approche d'ordonnancement adaptative

Nous avons mis en oeuvre l'approche d'ordonnancement adaptatif (c'est-à-dire calculé à

chaque changement de mode de marche) sur la même application. Les résultats de simulation

obtenus sont présentés dans ce paragraphe. Les conventions de représentation sont les même

que dans la section précédente. De plus, les �êches grises signi�ent que les instances activées

aux instants indiqués sont classées comme instances optionnelles et ne seront pas exécutées.

Les coûts des quatres contrôleurs sont illustrés par la �gure 6.7. Les détails de comporte-

ment de l'ordonnancement autour des instants de changement de mode de marche (t = 1 et

t = 2) sont illustrés par les �gures 6.8 et 6.9.

� A t = 0, seul Controleur1 et Controleur2 sont activées. Comme les deux tâches sont

ordonnançables sans rejet, les (m,k)-contraintes associées sont donc la contrainte (k, k)-
�rm.

� A t = 1, un changement de con�guration des tâches est détecté et le régulateur des

tâches est immédiatement activé. A t = 1.025, la contrainte (m,k)-�rm de Controleur2

est ajustée à la contrainte (4, 8)-�rm et celle de Controleur2 reste à la contrainte (k, k)-
�rm. La condition de surcharge est ainsi éliminée.

� A t = 2 se répète le même scénario, où les contraintes (m,k)-�rm de Controleur1,

Controleur2 et Controleur3 sont ajustées respectivement la contrainte (2, 5)-�rm, (4, 8)-
�rm et (3, 10)-�rm. La contrainte (m,k)-�rm de Controleur4 reste toujours à la contrainte
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Figure 6.7 � Coûts Ji, pour chacun des quatre contrôleurs, avec l'approche d'ordonnancement

adaptatif

 
Temps (secondes)

Contrôleur 1

Contrôleur 2

Contrôleur 3

Contrôleur 4

Régulateur

Figure 6.8 � Détail du comportement du système à t = 1 avec l'approche d'ordonnancement

adaptative (le temps est en abscisse et l'état des tâches en fonction du temps est représenté

selon la convention de la �gure 6.4)
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 Temps (secondes)

Contrôleur 1

Contrôleur 2

Contrôleur 3

Contrôleur 4

Régulateur

Figure 6.9 � Détail du comportement du système à t = 1 avec l'approche d'ordonnancement

adaptative (le temps est en abscisse et l'état des tâches en fonction du temps est représenté

selon la convention de la �gure 6.4)

(k, k)-�rm (se référer au paragraphe 6.6.1). Noter que le non-respect de l'échéance des

instances obligatoires, après l'activation de la nouvelle tâche, est dû à la surcharge

passagère qui disparaît, cependant, très rapidement après la déduction des nouvelles

contraintes (m,k)-�rm.

La comparaison des résultats de simulation obtenus avec les deux approches d'ordonnan-

cement nous montre que, en appliquant l'approche d'ordonnancement adaptative proposée, la

performance globale des contrôleurs est beaucoup améliorée relativement à l'approche d'or-

donnancement sans mécanisme de gestion de surcharge adaptatif : Controleur4 reste stable

et le coût de Controleur3 et Controleur4 ne dépasse pas 300 à t = 5.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous considérons une application de contrôle-commande évolutive consti-

tuée d'un ensemble de boucles de contrôle. Chaque contrôleur est implémenté sous la forme

d'une tâche temps réel responsable du calcul de la loi de commande. Toutes les tâches par-

tagent un processeur pour leur exécution, et nous étudions le problème d'ordonnancement de

ces tâches de contrôle. En raison de l'échec des approches d'ordonnancement classiques (sans

rejet) face à l'incertitude de con�guration de l'application, nous proposons une approche

d'ordonnancement adaptative basée sur le modèle de contrainte (m,k)-�rm, qui consiste à

sélectivement rejeter les instances des tâches a�n de garantir l'ordonnançabilité des tâches

tout en maintenissant la performance de contrôle globale de l'application à un bon niveau.

Comparée avec les approches d'ordonnancement non-adaptatif, l'approche proposée per-

met une adaptation dynamique de la stratégie d'ordonnancement en fonction de la con�gura-

tion courante de l'application, garantissant le respect des contraintes temporelle dans le cas de
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ressource limitée et satisfaisant les exigences de performance des applications évolutives. De

plus, l'approche proposée permet de surmonter les inconvénients, mentionnés dans la section

1.3.3, des approches d'ordonnancement adaptatives basées sur le réglage de périodes. Concrè-

tement, contrairement aux techniques de réglage de périodes (par exemple, celle proposée

dans [Eker00]), l'approche proposée ne dépend pas du type de la fonction représentant la per-

formance de contrôle ni d'hypothèses sur les caractéristiques de cette fonction. Par exemple,

dans le cas où la performance de contrôle est représentée par une fonction de coût LQ, il n'est

pas nécessaire que cette fonction soit convexe, ni même approchable par une fonction convexe

ainsi que cela est exigé pour le réglage de périodes. En�n, dans le cas de tâches soumises à des

contraintes de précédence, l'adaptation des périodes de toutes les tâches impliquées dans cette

relation de précédence, n'est pas nécessaire pour maintenir un échange e�cace d'informations

entre ces tâches, car les périodes nominales des tâches, les hi restent constantes durant toute

la vie de l'application.
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1 Travaux réalisés

L'objectif de cette thèse est de proposer des méthodes de conception qui permettent de

réaliser la meilleure performance de contrôle des applications évolutives sous contraintes de

ressources de calcul ou de communication. Notons que c'est aussi équivalent à dire qu'on vise

à maintenir la meilleure performance de contrôle possible (ou avec dégradation contrôlée)

en cas de surcharge des ressources. Pour atteindre cet objectif le système doit o�rir des ser-

vices adaptatifs et capable de fournir des niveaux de QdS (Qualité de Service) appropriés.

Une solution classique revient à dé�nir des contraintes temporelles strictes et à mettre en

oeuvre la preuve de l'ordonnançabilité (de taches et messages) dans le pire cas. Cette méthode

conduit généralement à surdimensionner les ressources nécessaires. Les mêmes principes, dès

lors qu'ils intègrent les dégradations de performances dues à des perturbations de l'environ-

nement, peuvent conduire à des solutions extrêmes dont l'implantation serait irréaliste. Une

solution qui repose sur l'évaluation des performances probabilistes du système support permet

d'éviter un sur-dimensionnement coûteux, mais ne fournit qu'une garantie en moyenne ou,

au mieux, probabiliste. Ceci s'avère insu�sant pour les applications de contrôle-commande.

Face à ces solutions, le modèle de contraintes (m,k)-�rm (au moins m parmi k instances

consécutives quelconques doivent respecter leurs échéances), apparaît comme une technique

intéressante. L'expression des contraintes et la dé�nition de niveaux de QdS selon ce modèle

est plus générale que la formulation précédente tout en l'incluant. Cette thèse a exploré la pos-

sibilité d'appliquer le modèle (m,k)-�rm pour permettre à une application de contrôle temps

réel de respecter ses contraintes temporelles et de satisfaire les exigences de performance de

contrôle par la mise en oeuvre de mécanismes adaptatifs en-ligne.

Pour que les techniques proposées soient pertinentes, les travaux sont menés en se basant

sur un nouveau modèle d'étude de commande et d'ordonnancement : la conception conjointe

de commande et d'ordonnancement qui consiste à e�ectuer la conception de commande et

d'ordonnancement conjointement au lieux de les traiter comme deux aspects isolés : d'une

part, les contrôleurs sont conçus en tenant compte des caractéristiques temporelles d'ordon-

nancement impliqué par le partage de la ressource, et d'autre part, les tâches ou messages

sont ordonnancés sans ignorer les conséquences sur la performance de contrôle.

Le travail de cette thèse s'est déroulé en deux phases. La première phase consiste à étu-
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dier l'intégration du modèle (m,k)-�rm dans les applications de contrôle-commande centra-

lisées ou distribuées autour d'un réseau de communication. Nous avons, dans un premier

temps, analysé l'impact des rejets de messages selon le modèle (m,k)-�rm sur un système de

contrôle-commande mono-variable. La stabilité et l'optimisation des performances de contrôle

du système sous la contrainte (m,k)-�rm ont été systématiquement analysées. Puis l'extension

de l'étude appliquée aux systèmes multi-variables a été conduite. Nous avons montré comment

déterminer la contrainte (m,k)-�rm pour que la stabilité du système puisse être garantie, et

que la distribution des rejets des échantillons dans la séquence des échantillons exerce une in-

�uence notable sur la performance du système. A partir de ces résultats, nous avons proposé

une approche qui détermine, étant donné la contrainte (m,k)-�rm, la distribution optimale des

rejets des échantillons. A la �n de cette étape, le problème d'ordonnancement des messages

sous contraintes (m,k)-�rm a été traité. Après avoir montré que les problèmes d'ordonnan-

cement autour du modèle (m,k)-�rm sont tous NP-di�ciles, deux conditions su�santes sont

données pour déterminer l'ordonnançabilité des messages sous contraints (m,k)-�rm. Dans la

deuxième phase, nous considérons l'application de contrôle-commande dans laquelle le proces-

seur est partagé par un ensemble de tâches de contrôle, et nous avons proposé une approche

d'ordonnancement qui intègre de façon coordonnée les caractéristiques qui expriment la qua-

lité de contrôle au sens de l'automatique, et les paramètres de l'ordonnancement temps-réel

des tâches. L'intérêt de cette approche coordonnée réside essentiellement dans la minimisa-

tion des ressources nécessaires tout en garantissant la qualité de contrôle requise. Les résultats

obtenus de la première phase du travail constituent les bases théoriques pour le déroulement

de la seconde phase de la thèse. C'est ainsi qu'une politique de gestion en-ligne basée sur le

modèle (m,k)-�rm a été conçue a�n de garantir la qualité des di�érents systèmes de contrôle

dans la limite de la ressource disponible.

Cette politique est clairement une approche de conception conjointe car nous régulons à

la fois le gain des contrôleurs et l'ordonnancement (ceci en terme d'adaptation de contraintes

(m,k)-�rm de chaque tâche de contrôle, bien que l'algorithme lui-même reste toutefois un

ordonnancement à priorité �xe sous contrainte (m,k)-�rm).

2 Aspect d'implémentation de solutions

Le travail mené dans cette thèse permet d'optimiser la performance de contrôle des appli-

cations temps-réel tolérant les pertes/rejets par la régulation conjointe de contraintes (m,k)-

�rm et du gain des contrôleurs. L'ensemble de propositions a été validé analytiquement et

par simulation sous Matlab/Simulink et en utilisant aussi le paquet logiciel associé TrueTime

quand c'est nécessaire. Néanmoins, la mise en oeuvre du mécanisme de régulation est souvent

soumise à certaines contraintes d'implémentation, parmi lesquelles les plus importantes sont

les suivantes :

� Les caractéristiques du temps d'exécution de l'algorithme de contrôle. Le pire temps

d'exécution est-il prédictible sur un OS choisi ? Quelle sera la variation du temps d'exé-
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cution ? Sachant qu'en analyse et simulation nous avons supposé un temps d'exécution

constant et que chaque changement de con�guration d'une tâche est connu par un su-

perviseur.

� Optimisation en ligne : Quelles sont les informations qui peuvent être mesurées en ligne,

et quelle est la consommation supplémentaire de la ressource partagée due à l'exécution

du processus d'optimisation ? C'est aspect a été supposé négligeable dans notre analyse

et simulation

� Les caractéristiques de la ressource partagée : Est-il possible d'adapter les paramètres

des contrôleurs aux changement de paramètres d'ordonnancement des tâches (ou mes-

sages) sans avoir recours à des mécanismes complexes ? Est-il faisable d'implémenter le

processus d'optimisation sur tout type de plate-forme (OS et protocoles) ?

Bien que certaines de ces questions relèvent du problème de l'ingénieurie, elles méritent toutes

d'être discutées a�n de voir l'implémentabilité de nos propositions.

Les études menées dans cette thèse supposent que les informations nécessaires (surtout

les caractéristiques des tâches) à la procédure d'optimisation sont disponible (via un super-

viseur). En cas de partage d'un processeur, la procédure d'optimisation pourra être réalisée

sous la forme d'une tâche, et s'exécute avec d'autres tâches dans le noyau. Il est aussi possible

de réattribuer les paramètres des contrôleurs (le gain par exemple) au cas d'un changement

de paramètres d'ordonnancement pour avoir une meilleur performance. Par contre, si la res-

source partagée est le réseau, le rejet de messages selon la contrainte (m,k)-�rm se fait sur

un noeud de communication (e.g. routeur, switch), dans lequel l'implantation de la procé-

dure d'optimisaton est souvent di�cile. Ainsi dans cette étude, les messages sont soumis aux

contraintes (m,k)-�rm précalculées et sont ordonnancés par un algorithme d'ordonnancement

basé sur la contrainte (m,k)-�rm (e.g. EFP) sans l'intervention de la procédure d'optimisa-

tion. Cette stratégie ne représente toutefois pas de conservatisme car en dehors de la période

de surcharge, la performance du système pourra être améliorée par le traitement des messages

optionnels. Ce point reste néanmoins à démontrer. Une possibilité est de simuler le cas où les

messages optionnels dans EFP peuvent être transmis si la ressource n'est pas surchargée pour

voir comment ils contribuent à l'amélioration de performance de contrôle.

Une autre contrainte d'implémentation en cas de partage du réseau est liée à l'architecture

de la boucle de contrôle qui est illustrée par la �gure 1.4. Le réseau est utilisé pour connecter

d'une part les capteurs et le contrôleur et d'autre part le contrôleur et les actionneurs, la sur-

charge peut survenir des deux côtés suivant le changement de con�guration de l'application.

Intuitivement, le mécanisme de rejet selon la contrainte (m,k)-�rm doit s'appliquer sur les

deux côtés pour diminuer la bande passante requise et ainsi éviter la surcharge. Néanmoins,

le bon fonctionnnement de l'application (e.g. stabilité) s'appuie sur une connaissance précise

des pertes de messages sur le réseau, le mécanisme de communication entre les noeud de com-

munication où s'implémente la contrainte (m,k)-�rm est ainsi nécessaire. L'implémentation

de tel mécanisme de communication nécessite des dispositifs de réseau plus performants, et de

la programmation supplémentaire, ce qui rend la conception et l'implémentation de l'applica-
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tion plus complexe et coûteux. Par conséquence, le mécanisme de rejet de message ne se fait

dans cette étude que sur le réseau entre les capteurs et le contrôleur, et nous imposons une

réservation complète de la bande passante sur le réseau entre le contrôleur et les actionneurs,

autrement dit, les messages contenant les commandes sont associés à la contrainte (k,k)-�rm.

Un pas vers une implémentation réelle a été réalisé récemment dans le cadre d'un stage

d'ingénieur. Il s'agit d'implémenter l'exemple traité dans le chapitre 6 sous Orccad

(http ://sed.inrialpes.fr/Orccad/), et ceci dans le cadre du projet ANR ARA Safe_NECS

(http ://safe-necs.cran.uhp-nancy.fr/) auquel cette thèse contribue. Un autre exemple du

contrôle adaptatif du quadrotor du drone (plate-forme de démonstration du projet Safe_NECS)

sous contrainte (m,k)-�rm est en cours d'étude. Les résultats attendus devraient con�rmer à

la fois la validité et la généralité de nos propositions.

3 Perspectives

Les perspectives ouvertes par cette thèse concernent tout d'abord l'amélioration de l'al-

gorithme heuristique pour la déduction des contraintes (m,k)-�rm. Premièrement, à cause de

la complexité importante des problèmes d'ordonnancement autour du modèle de contraintes

(m,k)-�rm, le problème de déterminer les contraintes (m,k)-�rm ainsi que les (m,k) patterns

correspondants pour un ensemble de tâches de sorte que la performance globale de l'applica-

tion soit optimale sous contrainte de l'ordonnançabilité est prohibitivement complexe. Grâce

aux résultats obtenus dans la première phase du travail, nous avons pu �xer la stratégie

de dé�nition de (m,k) pattern en utilisant la théorie des mots mécaniques, ce qui a permis

de simpli�er la complexité du problème et de nous concentrer sur le calcul des contraintes

(m,k)-�rm. Avec la théorie des mots mécaniques, nous proposons une condition d'ordonnan-

çabilité su�sante qui est utilisée par l'algorithme d'optimisation pour dériver les contraintes

(m,k)-�rm. Nous avons montré que des conditions d'ordonnançabilité plus serrées existent

lorsque les rejets d'instances (ou messages) se font selon des stratégies spéci�ques. Ainsi, la

dé�nition de nouvelles conditions d'ordonnançabilité plus appropriées permettra d'obtenir

des solutions plus pertinentes. Sur l'aspect d'ordonnancement, une piste intéressante à ex-

plorer consiste à mener une étude de comparaison entre un (m,k)-pattern et le modèle de

tâches à o�set (ou transaction), puis voir la possibilité d'appliquer des techniques d'analyse

d'ordonnançabilité de ce dernier a�n d'obtenir des conditions su�santes encore plus serrées

[Traore07]. Deuxièment, cet algorithme a été basé sur l'algorithme HEU qui a été conçu pour

résoudre le problème MMKP (Multiple-Choice Multi-Dimension Knapsack Problem). Il nous

semble que les proprétés de l'ordonnancement sous contraintes (m,k)-�rm peuvent faciliter

la résolution du problème MMKP. Ainsi un autre point intéressant serait d'exploiter les pos-

sibilités d'adapter l'algorithme d'optimisation selon les propriétés de l'ordonnancement sous

contraintes (m,k)-�rm pour obtenir de meilleures solutions.

Une deuxième perspective intéressante sera l'étude des conditions de déclenchement de re-

con�guration (adaptation de gain et de (m,k)-pattern). En e�et, dans notre étude nous avons
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supposé que la condition déclencheur de la recon�guration est le changement de con�gura-

tion d'une tâche (exemple : activation d'une nouvelle tâche). Dans la pratique ce déclencheur

pourra provenir du changement notable de l'état du procédé, d'une consigne de recon�guration

suite au diagnostic d'un défaut, etc. Un autre problème lié est la détermination du moment

de changement car on pense qu'il serait parfois préférable du point de vue de stabilité, de ne

changer la con�guration qu'à des instants discrets avec une période minimale de kh. Il serait

donc intéressant d'évaluer la pertinence des conditions de déclenchement de recon�guration.

D'ailleurs, un premier un travail dans ce sens a été réalisé récemment [Felicioni08] dans lequel

nous avons considéré la variation de l'état du procédé comme le déclencheur de la recon�gura-

tion. En plus le problème de stabilité du contrôleur avec le changement de (m,k)-pattern est

aussi étudié. La stabilité asymptotique peut être assurée dès lors qu'on trouve une fonction

quadratique commune de Lyapunov pour tous les (m,k)-patterns possibles.
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Annexe A

Compléments au chapitre 2

Description de tâche

Une tâche est en charge de fournir un des services de l'application. Elle correspond aux

exécutions d'une séquence d'opérations donnée sur le processeur.

Dans le modéle canonique du domaine, le service fourni par la tâche peut être rendu

plusieurs fois au cours de la vie du système (e.g. la procédure de calcul de la loi de commande

est périodique durant toute la vie du procédé physique à contrôler). Ce qui signi�e que la

séquence d'opérations d'une tâche peut être ré-exécutée plusieurs fois. Pour cette raison,

chacune de ces exécutions de la séquence d'opérations est considérée individuellement sous la

forme d'instance.

Plusieurs instances de plusieurs tâches sont susceptibles de s'exécuter sur un même proces-

seur, mais, par dé�nition, ce dernier ne peut en exécuter qu'une seule à la fois. Une instance

est donc associée à une structure de données qui renferme en particulier son état d'exécution.

Le systéme d'exploitation s'occupe entre autres de faire passer les instances d'un état à un

autre suivant le diagramme de transition des instances (la �gure A.1 propose un exemple),

en même temps qu'il choisit d'exécuter une instance plutôt qu'une autre. Généralement, le

diagramme d'état des instances fait intervenir les états suivants :

� ready : instance prête à démarrer, c'est-à-dire pas encore démarrée, ou dont l'exécution

a été interrompue pour laisser la place à une autre instance ;

� running : instance en cours d'exécution sur le processeur ;

� blocked : instance en attente de la disponibilité d'une ou plusieurs ressources ;

� sleeping : instance en sommeil, en attente d'un événement de réveil ;

� stopped : instance terminée.

La vie d'une instance peut également être représentée suivant un chronogramme comme

l'exemple illustré par la �gure A.2. Sur le chronogramme, les caractéristiques temporelles

suivantes d'une instance peuvent être identi�ées :
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Figure A.1 � Diagramme d'état des instances

Tâche 1

Tâche 2

Tâche 3���t1 t2 t3 t4 t5 t6

Figure A.2 � Evénement au cours de la vie d'une instance

� date d'activation : l'instance est créée et prête à être exécutée sur le processeur (corres-

pond aux instants t1, t2 et t4 pour respectivement tâche 3, tâche 1 et tâche 2) ;

� date de démarrage : l'instance commence à être exécutée sur le processeur pour la

première fois (correspond aux instants t1, t2 et t4 pour respectivement la tâche 3, tâche

1 et tâche 2) ;

� dates de préemption : l'instance est momentanément interrompu au pro�t d'une autre

tâche plus prioritaire (correspond à l'instant t2 pour la tâche 3) ;

� dates de reprise : Le processeur reprend l'exécution de l'instance, là où elle avait été

précédemment préemptée (correspond à l'instant t4 pour la tâche 3) ;

� date de terminaison : La �n d'exécution de l'instance sur le processeur (correspond aux

instants t4, t5 et t6 pour respectivement la tâche 1, tâche 2 et tâche 3) ;

� temps de réponse : L'écart entre la date de terminaison et la date d'activation d'un

travail (correspond aux intervalles de temps entre les instants t1 et t6, t2 et t4, t4 et t5
pour respectivement la tâche 3, tâche 1 et tâche 2).
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Caractéristiques de tâche

Le système d'exploitation doit connaître les caractéristiques temporelles des instances de

chaque tâche, formant une partie du modèle de tâche, puisqu'il doit garantir que les contraintes

temporelles sont respectées. Dans le modèle de tâche �gurent habituellement les caractéris-

tiques temporelles suivantes :

� Le temps d'exécution : il s'agit du temps d'exécution d'une instance de la tâche sur le

processeur. En général, il s'agit d'un temps d'exécution au pire-cas (ou WCET pour

Worst Case Execution Time en anglais), c'est à dire un majorant sur tous les temps

d'exécution possibles de toutes les instances de la tâche. Cette donnée constitue un

paramètre d'entrée important pour les méthodes et outils de véri�cation du respect des

échéances.

� La période : Les instances de la tâche sont créés de façon rigoureusement périodique (il

existe d'autres types de répartition dans le temps des dates d'activation des instances

de la tâche. Pourtant, dans cette étude, nous ne nous intéressons qu'à la répartition pé-

riodique, car en pratique, les systèmes de contrôle commande sont souvent périodiques).

La période de la tâche indique le temps entre deux dates d'activation consécutives.

� L'échéance : imposée par la contrainte temporelle, il s'agit de la date à laquelle les

instances doivent être terminées, relativement à leur date d'activation.
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Annexe B

Stabilité et Contrôle optimal de

systèmes hybrides stochastiques à

sauts markoviens

B.1 Modèle de système

Considérons le système linéaire à temps invariant décrit par les équations suivantes :

xi+1 = Axi +Bui

yi = Cxi
(B.1)

où xi ∈ Rn est le vecteur d'état, ui ∈ Rm est le vecteur des entrées et yi ∈ Rp représente le

vecteur des sorties. A ∈ Rn×n est la matrice d'état du système linéaire, B ∈ Rn×m est la

matrice d'entrée et C ∈ Rp×n est la matrice de sortie.

Sous la con�guration d'implantation évoquée dans la section 2, nous considérons que les

messages contenant le vecteur d'état sont rejetés sélectivement selon une contrainte (m,k)-

�rm par l'algorithme d'ordonnancement DBP pour diminuer la bande passante requise par le

système. Le processus de rejet de messages peut être représenté par une chaîne de Markov.

La �gure B.1 donne un exemple de diagramme d'état transitions sous contrainte (2,3)-�rm,

où un état de la chaîne de Markov est représenté par le (m,k)-pattern courant qui représente

les trois derniers états de réception de message, et pi est la probabilité de transition d'un pas

du processus markovien. Par convention, le déplacement des bits dans un (m,k) pattern se

fait de droite vers la gauche.

Supposons qu'étant donné une contrainte (m,k)-�rm, la chaîne de Markov possède n états.

On numérote les états (qui sont représentés chacun par un (m,k) pattern) de la chaîne de Mar-

kov par les nombres entiers de 1 à n. La distribution de probabilité peut être ainsi représentée

par une matrice de transition dont le (x, y)me élément vaut
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111 110 101

011

p1

1-p1

p2

1-p2

Figure B.1 � Diagramme d'état-transition avec la contrainte (2,3)-�rm

Pr [xi = x | xi−1 = y] = pxy

avec pxy ≥ 0 et
∑n

j=1 pij = 1 pour i ∈ [1, 2., n].

Notons yci le vecteur des sorties reçu par le contrôleur, on a :

yci = θiyi + (1− θi) yc(i−1) (B.2)

où θi = 1 si le iime message est reçu par le contrôleur, sinon θi = 0.

En introduisant le vecteur d'état augmenté x̄i ∈ Rn+p :

x̄i =
[
xTi y

T
c(i−1)

]T
on obtient le système à temps variant intégrant l'e�et de rejet de messages :

xi+1 = Āθi x̄i +Bui

yci = Cθixi
(B.3)

avec

Āθi =

[
A 0
θiC (1− θi) I

]
(B.4)

B =

[
B

0

]
(B.5)

Cθi =
[
θiC (1− θi) I

]
(B.6)

Puisque le processus de rejet de messages est un processus markovien, le système décrit

par les équations B.3 est ainsi un système hybride stochastique à sauts markoviens. Dans

les sections suivantes, nous allons d'abord introduire une condition su�sante et nécessaire

pour déterminer la stabilité du système, puis en supposant que le contrôleur a connaissance

de l'état courant du système dans la chaîne de Markov, nous présentons une approche pour

concevoir le contrôleur optimal.
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B.2 Stabilité de système

Le problème de stabilité du système décrit par les équations B.3 a été étudié dans [Costa93]

où une condition su�sante et nécessaire est donnée pour déterminer la stabilité du système.

Dans la suite, nous présentons d'abord des dé�nitions de stabilité préliminaires qui proviennent

de [Ji91], puis nous donnons la condition de stabilité.

Dé�nition 3 Le système décrit par les équations B.3 avec u ≡ 0 est dit :

1. mean-square stable (MSS) si pour tout état intial (x0, θ0), limi→∞E
[
‖xi‖2

]
= 0 ;

2. exponentiellement stable si pour tout état intial (x0, θ0), E
[∑∞

i=0 ‖xi‖
2
]
<∞ ;

3. exponentially mean square stable (EMSS) si pour tout état intial (x0, θ0), il existe 0 <
α < 1 et β > 0 tel que ∀i ≥ 0,E

[
‖xi‖2

]
< βαi ‖x0‖2 ;

4. almost surely stable si pour tout état intial (x0, θ0), P [limi→∞ ‖xi‖ = 0] = 1

Il est prouvé dans [Ji91] que pour le système décrit par les équations B.3, les trois premières

dé�nitions sont équivalentes et chacune implique almost surely stable. Le théorème obtenu dans

[Costa93] qui donne les conditions nécessaires et su�santes pour que le système soit MSS est

énoncé comme suit :

Théorème 9 Le système décrit par les équations B.3 est MSS si et seulement si il existe les

matrices Gi > 0 pour i = 0, 1, .., N qui satisfont l'une des conditions suivantes :

1. Gi −ATi
(∑N

j=1 pijGj

)
Ai > 0 pour i = 0, 1, .., N ;

2. Gj −ATj
(∑N

i=1 pijGj

)
ATj > 0 pour j = 0, 1, .., N ;

3. Gi −
∑N

j=1 pijA
T
j GjAj > 0 pour i = 0, 1, .., N ;

4. Gj −
∑N

i=1 pijAiGiA
T
i > 0 pour i = 0, 1, .., N .

B.3 Contrôle optimal

Considéron que la performance de contrôle du système B.3 est décrite par la fonction de

coût suivante :

J = E

(
N−1∑
i=0

(
xTi QXi x̄i + 2x̄Ti MXiui + uTi RXiui

))
(B.7)

Le contrôleur optimal du système B.3 est celui qui minimise la fonction de coût B.7. En

appliquant la programmation dynamique, la loi de commande optimale est dérivée dans

[Blair75] comme suit :

ui = −Lixi i = 0, 1, 2... (B.8)
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où

Li =

B̄T
n∑
j=1

Kj,i+1pXijB̄ +RXi

−1B̄T
n∑
j=1

Kj,i+1pXijĀvi +MT
Xi

 (B.9)

où Kj,i+1 est obtenu de l'équation récurrente suivante :

KXN ,N = 0
Kl,i = ATvl

∑n
j=1Kj,i+1pXijĀvl +Q

′
Xi

= −
(
BT
∑n

j=1Kj,i+1pXijĀvl +MT
Xi

)T
×
(
B̄T
∑n

j=1Kj,i+1pXijB̄ +R
′
Xi

)−1

×
(
B̄T
∑n

j=1Kj,i+1pXijĀvl +MT
Xi

)
(B.10)

avec vl = 1 si la dernière lettre du (m,k) pattern à l'état l de la chaîne de Markov est '1',

sinon vl = 0.

La valeur minimale de la fonction de coût B.7 obtenue avec le contrôleur optimal B.8 est

J = x̄T0 KX0,0x̄0

Lorsque l'horizon temporel tend vers l'in�ni, N =∞, en supposant que

Kl,i = Kl,i+1 = Kl,∞
3, l'équation B.9 devient :

Li =

B̄T
n∑
j=1

Kj,∞pXijB̄ +RXi

−1B̄T
n∑
j=1

Kj,∞pXijĀvi +MT
Xi


avec

Kl,∞ = ATvl
∑n

j=1Kj,∞pXijĀvl +Q
′
Xi

= −
(
BT
∑n

j=1Kj,∞pXijĀvl +MT
Xi

)T
×
(
B̄T
∑n

j=1Kj,∞pXijB̄ +R
′
Xi

)−1

×
(
B̄T
∑n

j=1Kj,∞pXijĀvl +MT
Xi

)

3. Dans [Chizeck86], des conditions nécessaires et su�santes sont données pour déterminer si la solution

converge lorsque l'horizon temporel tend vers l'in�ni. Cependant, il n'est pas facile de tester les conditions

proposées. Dans [Ji88], les auteurs dé�nissent les notions de la contrôlabilité et l'observabilité des systèmes

hybrides linéaires d'une façon plus stricte, permettant ainsi d'e�ectuer des tests algébriques relativement

simples pour déterminer la convergence de la solution.
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Annexe C

Système monodimensionnel contrôlé

en réseaux, expérimentations

Dans ces deux expériences, le processus à contrôler est représenté sous forme discrétisée,

par xi+1 = αxi + βui i = 0, 1, .., avec ui et xi respectivement l'entrée (la commande) et la

sortie du système, α et β des constantes telles que |α| > 1 et β 6= 0. Il est contrôlé en temps

discret zi = γyi où γ est le gain et yi = xi + pi l'entrée du contrôleur. L'entrée du système est

obtenue ui = zi + qi. pi et qi sont des bruits blancs.

Les tableaux suivants donnent, pour chaque (m, k)-pattern admissible (couple (m, k) et

pattern π), la valeur du gain optimal, γopt et la valeur correspondante de la borne supérieure

de la variance de l'état du système, M(γopt, π).

Etude de cas numéro 1

(1) Caractéristiques du système contrôlé :

� α = 3, β = 1,

� les bruits blancs en entrée et sortie du système sont de variance 1 : σ2
p = 1 et σ2

q = 1.
� le contrôle du système doit respecter la contrainte suivante : la variance maximale

supportée par ce système est vmax = 10000.

(2) Caractéristiques de l'architecture distribuée support :

� la mémoire disponible dans l'équipement gérant les rejets doit respecter une contrainte

sur k, a�n de pouvoir mémoriser (m, k)-pattern : k ≤ 10,
� la bande passante réservée à l'application de contrôle distribuée impose une contrainte

sur m et k : mk ≤ 0.5.

Les résultats sont présentés dans la table C.1. Ce tableau ne comprend que les patterns

admissibles (répondant aux conditions précédentes) et tels qu'ils soient tous di�érents.
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Annexe C. Système monodimensionnel contrôlé en réseaux, expérimentations

Table C.1 � Gain optimal, plus petite borne supérieure de la variance de l'état du système

en fonction des (m, k)-pattern admissibles - Etude de cas numéro 1.
(m, k) π γopt M(γopt, π) (m, k) π γopt M(γopt, π)

(1,2) l0 -2,9667 9,0111E+01 (4,9) ll00ll000 -2,8987 7,0802E+03

(1,3) l00 -2,9956 8,1915E+02 (4,9) ll00l0l00 -2,9696 8,1249E+02

(1,4) l000 -2,9992 7,3810E+03 (4,9) ll00l00l0 -2,9949 8,1924E+02

(2,4) ll00 -2,8933 7,8596E+02 (4,9) ll000l0l0 -2,8734 6,9924E+03

(2,5) ll000 -2,9461 7,2122E+03 (4,9) l0l0l0l00 -2,9696 8,1205E+02

(2,5) l0l00 -2,9692 8,1251E+02 (4,10) lll000l000 -3,0000 7,3810E+03

(2,6) l0l000 -2,9800 7,3277E+03 (4,10) ll0l00l000 -2,9962 7,3730E+03

(2,7) l00l000 -2,9962 7,3731E+03 (4,10) ll0l000l00 -2,9654 7,3084E+03

(3,6) lll000 -2,8533 6,9520E+03 (4,10) ll00l0l000 -2,9692 7,3135E+03

(3,6) ll0l00 -2,9667 8,1193E+02 (4,10) ll00l00l00 -2,9962 8,1911E+02

(3,6) ll00l0 -2,8600 7,7498E+02 (4,10) ll00l000l0 -2,9962 7,3730E+03

(3,7) ll0l000 -2,9676 7,3085E+03 (4,10) ll000l0l00 -2,9115 7,1052E+03

(3,7) ll00l00 -2,9954 8,1917E+02 (4,10) ll000l00l0 -2,9038 7,0675E+03

(3,7) ll000l0 -2,9029 7,0724E+03 (4,10) l0l0l0l000 -2,9654 7,3092E+03

(3,7) l0l0l00 -2,9676 8,1201E+02 (4,10) l0l0l00l00 -2,9962 8,1911E+02

(3,8) ll00l000 -2,9968 7,3731E+03 (5,10) llll00l000 -2,9933 7,3783E+03

(3,8) ll000l00 -2,9359 7,1715E+03 (5,10) llll000l00 -2,9000 7,0202E+03

(3,8) l0l0l000 -2,9680 7,3095E+03 (5,10) lll0l0l000 -2,9667 7,3090E+03

(3,8) l0l00l00 -2,9968 8,1912E+02 (5,10) lll0l00l00 -2,9933 8,1971E+02

(3,9) ll000l000 -3,0000 7,3810E+03 (5,10) lll0l000l0 -2,9667 7,3083E+03

(3,9) l0l00l000 -2,9956 7,3734E+03 (5,10) lll00ll000 -2,8933 7,0739E+03

(3,9) l0l000l00 -2,9733 7,3154E+03 (5,10) lll00l0l00 -2,9733 8,1255E+02

(3,10) l0l000l000 -3,0000 7,3810E+03 (5,10) lll00l00l0 -2,9933 8,1970E+02

(3,10) l00l00l000 -2,9969 7,3732E+03 (5,10) lll000ll00 -2,8133 6,8685E+03

(4,8) lll0l000 -2,9667 7,3083E+03 (5,10) lll000l0l0 -2,8067 6,8472E+03

(4,8) lll00l00 -2,9933 8,1970E+02 (5,10) ll0ll0l000 -2,9667 7,3084E+03

(4,8) lll000l0 -2,8267 6,8860E+03 (5,10) ll0ll00l00 -2,9933 8,1970E+02

(4,8) ll0ll000 -2,8400 6,9290E+03 (5,10) ll0ll000l0 -2,8267 6,9076E+03

(4,8) ll0l0l00 -2,9667 8,1200E+02 (5,10) ll0l0ll000 -2,8333 6,9200E+03

(4,8) ll0l00l0 -2,9667 8,1193E+02 (5,10) ll0l0l0l00 -2,9667 8,1200E+02

(4,8) ll00l0l0 -2,8400 7,7068E+02 (5,10) ll0l0l00l0 -2,9667 8,1200E+02

(4,9) lll00l000 -2,9949 7,3742E+03 (5,10) ll0l00ll00 -2,9667 8,1193E+02

(4,9) lll000l00 -2,8987 7,0216E+03 (5,10) ll0l00l0l0 -2,9667 8,1193E+02

(4,9) ll0l0l000 -2,9645 7,3094E+03 (5,10) ll00ll00l0 -2,8933 7,8589E+02

(4,9) ll0l00l00 -2,9949 8,1924E+02 (5,10) ll00l0l0l0 -2,8333 7,6906E+02

(4,9) ll0l000l0 -2,9645 7,3086E+03
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Etude de cas numéro 2

(1) Caractéristiques du système contrôlé :

� α = 0, 5117, β = 0, 4883,
� les bruits blancs en entrée et sortie du système sont de variance 1 : σ2

p = 1 et σ2
q = 1.

� le contrôle du système doit respecter la contrainte suivante : la variance maximale

supportée par ce système est vmax = 0, 323.

(2) Caractéristiques de l'architecture distribuée support :

� la mémoire disponible dans l'équipement gérant les rejets doit respecter une contrainte

sur k, a�n de pouvoir mémoriser (m, k)-pattern : k ≤ 10,
� la bande passante réservée à l'application de contrôle distribuée impose une contrainte

sur m et k : mk ≤ 0.5.
Les résultats sont présentés dans les tables C.2, C.4 et C.6. Ces tableaux ne comprennent

que les pattern admissibles (répondant aux conditions précédentes) et tels qu'ils soient tous

di�érents.

135



Annexe C. Système monodimensionnel contrôlé en réseaux, expérimentations

Table C.2 � Gain optimal, plus petite borne supérieure de la variance de l'état du système

en fonction des (m, k)-pattern admissibles - Etude de cas numéro 2 (partie 1)

(m, k) π γopt M(γopt, π)

(1,2) l0 -0,2475 0,3174

(1,3) l00 -0,2658 0,3216

(1,4) l000 -0,1308 0,3227

(1,5) l0000 -0,4505 0,3230

(2,4) ll00 -0,2475 0,3214

(2,5) ll000 -0,2646 0,3226

(2,5) l0l00 -0,2646 0,3215

(2,6) ll0000 -0,2658 0,3229

(2,6) l0l000 -0,2658 0,3226

(2,7) l0l0000 -0,1732 0,3229

(2,7) l00l000 -0,1732 0,3227

(2,8) l00l0000 -0,1308 0,3229

(2,9) l000l0000 -0,1932 0,3229

(3,6) lll000 -0,2475 0,3226

(3,6) ll0l00 -0,2475 0,3215

(3,6) ll00l0 -0,2475 0,3214

(3,7) lll0000 -0,2473 0,3229

(3,7) ll0l000 -0,2473 0,3226

(3,7) ll00l00 -0,2473 0,3216

(3,7) ll000l0 -0,2473 0,3226

(3,7) l0l0l00 -0,2473 0,3215

(3,8) ll0l0000 -0,2972 0,3229

(3,8) ll00l000 -0,2972 0,3226

(3,8) ll000l00 -0,2972 0,3226

(3,8) ll0000l0 -0,2972 0,3229

(3,8) l0l0l000 -0,2972 0,3226

(3,8) l0l00l00 -0,2972 0,3216

(3,9) ll00l0000 -0,2658 0,3229

(3,9) ll000l000 -0,2658 0,3226

(3,9) ll0000l00 -0,2658 0,3229

(3,9) l0l0l0000 -0,2658 0,3229

(3,9) l0l00l000 -0,2658 0,3226

(3,9) l0l000l00 -0,2658 0,3226
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Table C.4 � Gain optimal, plus petite borne supérieure de la variance de l'état du système

en fonction des (m, k)-pattern admissibles - Etude de cas numéro 2 (partie 2)

(m, k) π γopt M(γopt, π)

(3,9) l0l000l00 -0,2658 0,3226

(3,10) ll000l0000 -0,2656 0,3229

(3,10) ll0000l000 -0,2656 0,3229

(3,10) l0l00l0000 -0,2656 0,3229

(3,10) l0l000l000 -0,2656 0,3226

(3,10) l0l0000l00 -0,2656 0,3229

(3,10) l00l00l000 -0,2656 0,3226

(4,8) llll0000 -0,2475 0,3229

(4,8) lll0l000 -0,2475 0,3226

(4,8) lll00l00 -0,2475 0,3216

(4,8) lll000l0 -0,2475 0,3226

(4,8) ll0ll000 -0,2475 0,3226

(4,8) ll0l0l00 -0,2475 0,3215

(4,8) ll0l00l0 -0,2475 0,3215

(4,8) ll00l0l0 -0,2475 0,3214

(4,9) lll0l0000 -0,2908 0,3229

(4,9) lll00l000 -0,2908 0,3226

(4,9) lll000l00 -0,1962 0,3226

(4,9) lll0000l0 -0,1962 0,3229

(4,9) ll0ll0000 -0,2908 0,3229

(4,9) ll0l0l000 -0,2908 0,3226

(4,9) ll0l00l00 -0,2908 0,3216

(4,9) ll0l000l0 -0,2908 0,3226

(4,9) ll00ll000 -0,2908 0,3226

(4,9) ll00l0l00 -0,2908 0,3216

(4,9) ll00l00l0 -0,2908 0,3216

(4,9) ll000l0l0 -0,2908 0,3226

(4,9) l0l0l0l00 -0,2908 0,3216

(4,10) lll00l0000 -0,2646 0,3229

(4,10) lll000l000 -0,2646 0,3226

(4,10) lll0000l00 -0,2646 0,3229

(4,10) ll0l0l0000 -0,2646 0,3229

(4,10) ll0l00l000 -0,2646 0,3226

(4,10) ll0l000l00 -0,2646 0,3226

(4,10) ll0l0000l0 -0,2646 0,3229

(4,10) ll00ll0000 -0,2646 0,3229

(4,10) ll00l0l000 -0,2646 0,3226

(4,10) ll00l00l00 -0,2646 0,3216
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Annexe C. Système monodimensionnel contrôlé en réseaux, expérimentations

Table C.6 � Gain optimal, plus petite borne supérieure de la variance de l'état du système

en fonction des (m, k)-pattern admissibles - Etude de cas numéro 2 (partie 3)

(m, k) π γopt M(γopt, π)

(4,10) ll00l000l0 -0,2646 0,3226

(4,10) ll000l0l00 -0,2646 0,3226

(4,10) ll000l00l0 -0,2646 0,3226

(4,10) ll0000l0l0 -0,2646 0,3229

(4,10) l0l0l0l000 -0,2646 0,3226

(4,10) l0l0l00l00 -0,2646 0,3216

(5,10) llll0l0000 -0,2475 0,3229

(5,10) llll00l000 -0,2475 0,3226

(5,10) llll000l00 -0,2475 0,3226

(5,10) llll0000l0 -0,2475 0,3229

(5,10) lll0ll0000 -0,2475 0,3229

(5,10) lll0l0l000 -0,2475 0,3226

(5,10) lll0l00l00 -0,2475 0,3216

(5,10) lll0l000l0 -0,2475 0,3226

(5,10) lll00ll000 -0,2475 0,3226

(5,10) lll00l0l00 -0,2475 0,3215

(5,10) lll00l00l0 -0,2475 0,3216

(5,10) lll000ll00 -0,2475 0,3226

(5,10) lll000l0l0 -0,2475 0,3226

(5,10) lll0000ll0 -0,2475 0,3229

(5,10) ll0ll0l000 -0,2475 0,3226

(5,10) ll0ll00l00 -0,2475 0,3216

(5,10) ll0ll000l0 -0,2475 0,3226

(5,10) ll0l0ll000 -0,2475 0,3226

(5,10) ll0l0l0l00 -0,2475 0,3215

(5,10) ll0l0l00l0 -0,2475 0,3215

(5,10) ll0l00ll00 -0,2475 0,3215

(5,10) ll0l00l0l0 -0,2475 0,3215

(5,10) ll00ll00l0 -0,2475 0,3214

(5,10) ll00l0l0l0 -0,2475 0,3214
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Annexe D

Calcul de la dérivée de fonction de

coût

Cette annexe est un complément du chapitre 5. Nous donnerons ici la dérivée de la fonction

de coût 5.9.

Rappelons pour mémoire la fonction de coût stationnaire suivante :

Jp(f0, f1, .., fm−1) =
m−1∑
i=0

(trSi+1(f0, f1, .., fm−1)R1 (fi)) +
m−1∑
i=0

J̄i(f0, f1, .., fm−1) (D.1)

Soit F = {fi}i=0,1..m−1, la dérivée par rapport à fi au premier ordre de la fonction D.1

pour i ∈ [0,m− 1] est :

dJp (F )
dfi

=
m−1∑
i=0

tr
dSj+1 (F )

dfi
R1 (fi) + trSi+1

dR1 (F )
dfi

+
dJ̄i (F )
dfi

(D.2)

Dans la suite, nous montrons comment sont calculés les terms dSj+1(F )
dfi

, R1 (fi),
dR1(fih)

dfi

et dJ̄i(F )
dfi

de la fonction D.2.

D.1 Calcule de dR1(fih)
dfi

et dJ̄i(F )
dfi

Les dérivées de R1 (fi) et J̄i en fonction de f1 sont calculées directement des équations 4.4

et 5.3, on obtient :

dR1 (fih)
dfi

= heAfiRce
AT fi (D.3)

dJ̄i (F )
dfi

= tr (QR1 (fi)h) (D.4)

139



Annexe D. Calcul de la dérivée de fonction de coût

D.2 Calcule de R1 (fi)

Pour calculer l'intégrale R1 (fi) =
∫ t

0 e
AsQeA

T sds, considérons le système linéaire de

[Loan78] : [
ẋ1

ẋ2

]
=

[
−A Q

0 AT

][
x1

x2

]
(D.5)

qui a la solution suivante :

[
x1 (t)
x2 (t)

]
= exp

([
−A Q

0 AT

]
t

)[
x1 (0)
x2 (0)

]
(D.6)

Soit [
Ψ11 Ψ12

Ψ21 Ψ22

]
= exp

([
−A Q

0 AT

]
t

)

alors on a :

x1 (t) = Ψ11x1 (0) + Ψ12x2 (0) (D.7)

x2 (t) = Ψ21x1 (0) + Ψ22x2 (0) (D.8)

De D.5 et D.6, on a respectivement

ẋ1 (t) = −Ax1 (t) +Qx2 (t) (D.9)

et

x2 (t) = eA
T tx2 (0) (D.10)

on a donc

ẋ1 (t) = −Ax1 (t) +QeA
T tx2 (0) (D.11)

L'intégration de l'équation D.11 nous donne
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D.3. Calcule de
dSj+1(F )

dfi

x1 (t) = e−Atx1 (0) + e−At
∫ t

0
eAsQeA

T sdsx2 (0) (D.12)

En identi�ant les termes dans les équations D.7 et D.8 par les équations D.12 et D.10, on

obtient

Ψ11 = e−At

Ψ12 = e−At
∫ t

0
eAsQeA

T s

Ψ21 = 0

Ψ22 = eA
T t

il vient ainsi :

R1 (t) =
∫ t

0
eAsQeA

T sds = ΨT
22Ψ12

D.3 Calcule de
dSj+1(F )

dfi

De 5.4 et 5.5, on a

(
ΓTi Si+1Γi +R

′
i

)
Li =

(
ΓTi Si+1Φi +MT

i

)
(D.13)

et

Si + LTi

(
ΓTi Si+1Γi +R

′
i

)
Li =

(
ΦT
i Si+1Φi +Q

′
i

)T
(D.14)

En groupant les équations D.13 et D.14 dans une matrice, on a[
Si + LTi GiLi LTi Gi

GiLi Gi

]
=

[
ΦT
i

ΓTi

]
Si+1

[
Φi Γi

]
+Qi,d (D.15)

où Gi = ΓTi Si+1Γi +R
′
i avec

Qi,d =

[
Qi,1d Qi,2d

Qi,3d Qi,4d

]
=
∫ fih

0
e
∑t

dt

où
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Annexe D. Calcul de la dérivée de fonction de coût

e
∑t

= exp

([
A B

0 0

]
t

)
=

[
Φ(t) Γ(t)

0 I

]
Ensuite, on di�érencie l'équation D.15 en fonction de fi et on obtient :[

0 0
dLi
dfi

0

]T [
Si 0
0 Gi

][
I 0
Li I

]
+

[
I 0
Li I

]T [ dSi(F )
dfi

0

0 dGi
dfi

][
I 0
Li I

]
=

dQi,d
dfi

+

 dΦTi
dfi
dΓTi
dfi

Si+1

[
Φi Γi

]
+

[
ΦT
i

ΓTi

]
dSi+1(F )

dfi

[
Φi Γi

]
+

[
ΦT
i

ΓTi

]
Si+1

[
dΦi
dfi

dΓi
dfi

]
En regroupant les termes, il vient :

[
0 dLTi

dfi
G

0 0

]
+

[
dSi(F )
dfi

0

0 dGi
dfi

]
+

[
0 0

GdLi
dfi

0

]
=[

ΦT
i − LTi ΓTi

ΓTi

]
dSi+1(F )

dfi

[
Φi − ΓiLi Γi

]
+

[
I 0
−Li I

]T
wi

[
I 0
−Li I

] (D.16)

où

wi =
dQi,d
dfi

+

 dΦTi
dfi
dΓTi
dfi

Si+1

[
Φi Γi

]
+

[
ΦT
i

ΓTi

]
Si+1

[
dΦi
dfi

dΓi
dfi

]
De D.16, on arrive à obtenir dSi(F )

dfi
:

dSi (F )
dfi

= ΨT
i

dSi+1 (F )
dfi

Ψi +
[
I −LTi

]
wi

[
I

−Li

]
où Ψi = Φi − ΓiLi.

Par la même approche, on obtient aussi :

dSj (F )
dfi

= ΨT
j+1

dSj+1 (F )
dfi

Ψj+1 pour mod
(
j

m

)
6= i

Les termes dQi,d
dfi

,dΦi
dfi

et dΓi
dfi

dans wi sont calculés comme suit :

dΦi

dfi
= hAΦi

dΓi
dfi

= hAΓi + hB

dQi,d
dfi

= he
∑T fih

[
Q 0
0 R

]
e
∑
fih = h

[
Φi Γi
0 I

]T [
Q 0
0 R

][
Φi Γi
0 I

]
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D.3. Calcule de
dSj+1(F )

dfi

wi peut maintenant être écrit comme suit :

wi = h

[
Φi Γi
0 I

]T [
Q 0
0 R

][
Φi Γi
0 I

]

+

[
(hAΦi)

T

(hAΓi + hB)T

]
Si+1

[
Φi Γi

]
+

[
ΦT
i

ΓTi

]
Si+1

[
AhΦi hAΓi + hB

]
Pour raccourcir dSi(F )

dfi
, on pose :

Wi =
[
I −LTi

]
wi

[
I

−Li

]

= h
[

ΨT
i −LTi

] [ Φi Γi
0 I

][
Ψi

−Li

]
+
(
hΨT

i A
T − hLTi BT

)
Si+1Ψi + ΨT

i Si+1 (hAΨi − hBLi) (D.17)

et il vient :

dSi (F )
dfi

= ΨT
i

dSi+1 (F )
dfi

Ψi +Wi

En résumé, dSj+1(F )
dfi

est calculé à partir de l'équation récurrente suivante :

dSj (F )
dfi

= (Φj+1 − Γj+1Lj+1)T
dSj+1 (F )

dfi
(Φj+1 − Γj+1Lj+1) pour mod

(
j

m

)
6= i

avec

dSi (F )
dfi

= (Φi+1 − Γi+1Li+1)T
dSi+1 (F )

dfi
(Φi+1 − Γi+1Li+1) +Wi

où Wi est caluclé selon D.17.[Jia05b, Jia06a, Jia06b, Jia07a, Jia07b, Jia08]
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Résumé

Le cadre de ce travail est l'étude coordonnée de lois de contrôle et d'ordonnancement. Le

premier objectif est de proposer et évaluer une approche de contrôle de la dégradation de

la Qualité de Contrôle (QdC) par rejet sélectif d'instances de tâches ou de messages selon le

modèle (m, k)-�rm. Plus particulièrement, nous avons étudié l'impact de distribution de rejets

sur la QdC d'une boucle de contrôle et, sur la base des résultats obtenus, nous avons spéci�é

une méthode de co-conception permettant de déterminer les paramètres (gain) optimaux de

la loi de contrôle et les paramètres de la contrainte (m, k)-�rm spéci�ant le rejet sélectif

d'instances. Cette proposition a été validée sur modèles à l'aide de techniques analytiques,

par simulation ainsi que grâce à des expérimentations.

Notre deuxième objectif est d'étudier le problème de l'ordonnancement d'un ensemble de

tâches temps réel réalisant chacune les algorithmes de contrôle dans une application centralisée

évolutive. Nous proposons un mécanisme d'ordonnancement qui ajuste en ligne les contraintes

(m, k)-�rm des tâches suivant la con�guration courante de l'application de manière à ce qu'un

critère re�étant la performance globale de l'application soit optimal à tout instant.

Mots-clés: Temps Réel, (m, k)-�rm, QdC, dégradation acceptable, ordonnancement, optimi-

sation

Abstract

In this thesis, we study a coordinated approach for the design of control laws and

scheduling parameters. The �rst objective is to propose and evaluate a technique to control the

degradation of the quality of control (QoC) by selectively rejecting task or message instances

according to the (m, k)-�rm model. More speci�cally, we have studied the impact of the (m, k)-
�rm packet dropout policy on the QoC of a control loop. Based on the obtained results, we

have speci�ed a co-design method for determining the parameters (gain) of the optimal control

law and the (m, k)-�rm constraint specifying the selective rejet of instances. This proposal

was validated by using analytical techniques, simulation and experimentation activities.

The second objective is to address the scheduling problem of a set of real-time tasks

where each task implements a control law in a centralized scalable application. We proposed a

scheduling mechanism which determines on line, according to the current system con�guration,

a (m, k)-constraint based scheduling strategy to apply to each task so that the criterion

re�ecting the overall performance of the application is optimal at all times.

Keywords: Real-time, (m, k)-�rm, QoC, Graceful degradation, Scheduling, Optimization
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