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Introduction générale

L’informatique temps réel est largement utilisée et prend une importance de plus en plus grande
dans la vie quotidienne. Plusieurs domaines d’application sont concernés, notamment, I’automo-
bile, I’avionique, la téléphonie mobile, le multimédia, 1’énergie, ...etc. Les systémes temps réel
concernent des applications informatiques ayant un role de suivi ou de controle de procédé dans
un environnement qui évolue dynamiquement. L’application est réactive, en effet, elle doit réagir
au changement d’état du systéme controlé dans des contraintes temporelles précises. D’otl le bon
fonctionnement d’un systéme temps réel ne dépend pas seulement de 'exactitude des résultats
du calcul mais aussi des dates auxquelles ces résultats sont produits. Certains systémes sont clas-
sés critiques lorsque le non respect des contraintes temporelles peut provoquer des conséquences
catastrophiques (perte de vies humaines, destruction de matériel, ...). Les systémes de controle
de vol, systémes de controle de centrale nucléaire en sont des exemples.

Généralement, un systéme temps réel est composé d’un ensemble de taches exécutées en concur-
rence pour utiliser le (ou les) processeur et certaines ressources partagées. Le plus souvent les
exigences temporelles sont reportées sur les échéances d’exécution des téches. Par conséquent,
une validation temporelle consiste de vérifier que toutes les taches d’un systéme terminent leur
exécution avant leurs échéances, durant toute la vie du systéme, et cela en examinant le pire
scénario d’exécution de taches, s’il existe un moyen de la garantir alors le systéme est dit ordon-
nancable. Le test d’ordonnancabilité est dépendant du modéle de taches qui définit ’ensemble
des restrictions auxquelles doivent se conformer les taches et de I'algorithme d’ordonnancement
utilisé pour déterminer 'ordre dans lequel doivent étre exécutées les taches. L'un des principaux
problémes du test d’ordonnangabilité est I'identification du pire scénario d’exécution des taches
et la complexité de 'analyse.

L’objectif de cette thése est d’introduire de nouveaux tests d’ordonnancabilité et d’optimiser leur
qualité de réponse et leur temps de calcul pour le modéle de taches avec décalages d’activations
(appelé transactions), dans les deux contextes d’ordonnancement : en priorités fixes et en prio-
rités dynamiques EDF.

Dans le chapitre 1, nous exposons le probléme de I'ordonnancement, aprées avoir présenté briéve-
ment 'architecture logicielle et matérielle des systémes temps réel et les différents facteurs défi-
nissant le contexte d’ordonnancement de taches. Puis nous présentons les différentes techniques
d’analyse d’ordonnancabilité. Les résultats d’analyse d’ordonnancabilité des taches périodiques
et sporadiques, basées sur le modéle de Liu et Layland, seront présentés. Ces résultats seront
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classés par technique d’analyse (analyse de facteur d’utilisation, de temps de réponse ou de la de-
mande processeur) et par algorithme d’ordonnancement (priorités fixes ou priorités dynamiques).

Les conditions d’ordonnancabilité présentées dans le chapitre 1 sont pessimistes pour certains
types d’application car le modéle de taches considéré ne modélise pas finement leur compor-
tement. Plusieurs modéles de taches sont spécifiques aux types d’applications ot un décalage
d’activation entre les taches est prise en considération. Nous commencons, dans le chapitre 2,
par présenter le modéle de taches a offsets (transactions temps réel), puis nous présentons le
test d’ordonnancabilité par ’analyse de temps de réponse. En priorités dynamiques, comme en
priorités fixes, I'analyse exacte a une complexité exponentielle due au nombre de scénarios a étu-
dier, et seulement des méthodes d’analyse approchées (et donc pessimistes) avec une complexité
pseudo-polynomiale sont proposées. D’out la problématique du test d’ordonnancabilité des sys-
témes de transactions. Les mémes problémes sont recensés dans ’analyse des taches multiframes

qui est présentée a la fin du chapitre 2.

Dans la partie contribution, nous montrons, dans un premier temps, que les transactions sont le
modele le plus général dans tous les modeles présentés précédemment (en particulier les taches
multiframes) i.e. tout résultat valable pour les transactions est valable pour les taches multi-
frames. Le chapitre 3 présente une nouvelle méthode d’analyse mixte de temps de réponse, avec
une complexité pseudo-polynomiale, des taches a offset avec priorités fixes. Notre idée est de com-
biner I'analyse exacte d’interférence pour certaines transactions avec l’analyse approchée pour
les autres transactions. Cette méthode fournit un temps de réponse meilleur (mais pessimiste)
que celui fourni par les méthodes d’analyse approchées. Comme nous montrons dans I’évaluation
de performance, plus le nombre de transactions pour lesquelles une analyse exacte d’interférence
est appliquée, meilleure est la qualité de la réponse, mais cet avantage est limité par le temps de
calcul. Cependant, la méthode mixte avec une analyse exacte d’interférence pour deux transac-
tions fournit le meilleur compromis entre qualité et temps de calcul.

Le chapitre 4 focalise sur le probléme d’identification de pire scénario, en priorités fixes. Un instant
critique (pire scénario) se produit lorsqu’une tache de chaque transaction s’active simultanément.
Malheureusement, nous ne savons pas quelle tache candidate dans chaque transaction initie I'ins-
tant critique, d’ou la nécessité d’étudier toutes les combinaisons possibles entre les taches des
transactions. Dans un premier temps nous étudions et montrons les limites des transactions mo-
notoniques (sans gigue). Ce sont des transactions respectant une structure particuliére, ou la
tache initiant Iinstant critique est connue. Ensuite, nous définissons une propriété d’accumu-
lativité monotonique permettant d’identifier toutes les transactions (avec et sans gigues) pour
lesquelles la tache initiant l'instant critique pourra étre connue. Cette propriété, comme nous le
montrons dans ’évaluation de performances, minimise significativement le nombre de scénarios
& étudier ainsi que le temps de calcul, et fournit des temps de réponse exacts lorsque ’accumula-
tivité monotonique est satisfaite par toutes les transactions du systéme. Nous proposons, dans le
cas des transactions non accumulativement monotoniques, une propriété, celle de dominance de
tache, permettant d’éviter ’étude des scénarios définis par des taches dominées et ainsi améliorer
le temps de calcul.



Le chapitre 5 est consacré a ’analyse d’ordonnancabilité des transactions ordonnancées par EDF.
Seule un test exact avec une complexité exponentielle était connu. Les tests pseudo-polynomiaux
étaient approchés. Ces résultats sont basés sur I'analyse de temps de réponse. Nous proposons
dans ce chapitre un test d’ordonnancabilité exact avec une complexité pseudo-polynomiale, ce
test est basé sur I’analyse de la demande processeur. Le principe est de prouver que pour tout
intervalle de temps de longueur ¢, la demande processeur du systéme est inférieure ou égale a .

Finalement, quelques conclusions autour des résultats majeurs présentés dans ce document et

des perspectives sont données.
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Chapitre 1

Systémes Temps Réel et
Ordonnancement

Résumé : Dans ce chapitre , nous présentons un état de l’art de [’ordonnancement temps réel.
Apres une bréve présentation des systémes temps réel, le probléme d’ordonnancement est exposé.
Nous présentons ensuite les concepts et les facteurs interférant dans le test d’ordonnancabilité.
Nous focalisons sur [’ordonnancement en-ligne pour des systémes monoprocesseurs. Les différents
résultats d’analyse, en utilisant différentes techniques analytiques, des systémes de tdches pério-
diques et sporadiques basés sur le modéle de Liu et Layland sont présentés.




Chapitre 1. Systémes Temps Réel et Ordonnancement

1.1 Introduction aux systémes Temps-Réel

Les systémes temps réels sont de plus en plus présents dans le quotidien, on les trouve dans 1’aé-
ronautique, transport ferroviaire, 'automobile, I’électroménager ou le multimédia. On désigne
du temps réel, toute application mettant en ceuvre un systéme informatique dont le comporte-
ment (fonctionnement) est conditionné par I’évolution dynamique de I’état d’un environnement
(appelé procédé) qui lui est connecté et dont il doit controler le comportement [36]. Le role du
systéme informatique est alors de suivre ou de piloter ce procédé en respectant des contraintes
temporelles définies dans le cahier des charges de I’application. Egalement, dans [104], on qualifie
du temps réel tout systéme informatique dont la correction du fonctionnement ne dépend pas
seulement de 'exactitude logique des résultats qu’il fournit, mais surtout dépend de la date a
laquelle ces résultats sont produits. Ainsi, le systéme ne traite plus uniquement des valeurs, mais
des couples valeur et temps [33]. Cette définition implique que la seule rapidité moyenne d’exé-
cution du logiciel ne conditionne pas la validité du systéme, mais des contraintes temporelles
doivent étre respectées (par exemples les échéances des traitements) sont relatives a un temps
physique mesurable, et font partie de la spécification du systéme a implanter.

Dans les systémes temps réel, le systéme informatique doit réagir en permanence aux variations
du procédé et agir en conséquence sur celui-ci afin d’obtenir le comportement ou I’état souhaité,
cette caractéristique définit la notion de réactivité du systéme informatique vis-a-vis du procédé
(environnement auquel il est connecté) [44]. Une définition des systémes réactifs, décrivant le
fonctionnement d’un systéme temps réel (I'interaction entre le systéme informatique et Ienvi-
ronnement), est donnée dans [39] : Un systéme réactif est un systéme qui réagit continuement
avec son environnement a un rythme imposé par cet environnement. Il regoit, par [intermédiaire
de capteurs, des entrées provenant de [’environnement, appelées stimuli, réagit & tous ces stimuli
en effectuant un certain nombre d’opérations et produit, grice & des actionneurs, des sorties
utilisables par [’environnement, appelées réactions ou commandes.

Réactions (commandes)

—)-—)Actionneurs L,

Systéme informatique Procédé

(systeme controleur) (systéme controlé)
e—— Capteurs L

Stimuli

Fia. 1.1 — Systéme temps réel.

De cette définition, un systéme temps réel est alors composé principalement de deux éléments
distincts : une ou plusieurs entités physiques constituent le procédé (le systéme contrdlé) et un
systéme de controle (contrdleur) qui est chargé de surveiller de maniére réguliére, périodique,
I’état du procédé en récupérant les valeurs en provenance des capteurs. En fonction de l'algo-
rithme de contréle et les valeurs décrivant I'état actuel du procédé, le controleur commande les
changements d’état, via des actionneurs. Notons qu’'un systéme temps réel est dite embarqué
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lorsqu’il est situé a l'intérieur du ’environnement qu’il doit contréler, comme un calculateur dans

une voiture ou un avion.

1.2 Caractéristiques des systémes temps réel

Dans le contexte des systémes temps réel, les données ont une validité définie & la fois par le
domaine de valeurs admises et par la durée de validité (temporelle) de celles-ci, qui dépend natu-
rellement de 'échéance. Les données ont donc une durée d’existence limitée [117]. Autrement, les
systémes de controle doivent respecter deux exigences fonctionnelles et temporelles en paralléle.
Selon les contraintes temporelles, on distingue deux grandes catégories des systémes temps réel :

— Systémes temps réel a contraintes strictes (temps réel dur) : lorsque toutes
les contraintes temporelles doivent étre impérativement respectées. Le non respect des
contraintes peut provoquer des conséquences catastrophiques [116]. Les systémes de controle
de vol, systémes de controle de station nucléaire, systémes de controle de voies ferrées en
sont des exemples.

— Systémes temps réel a contraintes relatives (temps réel souple) : au contraire
des systémes durs, le non respect des contraintes temporelles est toléré (acceptable) par le
systéme, et sans que cela ait des conséquences catastrophiques [24, 23|. Par exemple des
applications multimédias.

— Systémes temps réel a contraintes mixtes : sont composés des taches a contraintes

strictes et des taches a contraintes relatives [41].

D’autre part, les systémes temps réel sont considérablement influencés par 'architecture ma-
térielle sur laquelle doit s’exécuter le systéme informatique. Cette architecture matérielle dé-
signe les ressources physiques nécessaires au pilotage du procédé : les processeurs, les cartes
d’entrées/sorties, les mémoires, les réseaux, etc. En fonction de nombre de processeurs et de
l'utilisation éventuelle d'un réseau, on distingue trois grandes catégories d’architecture [88] :

— Architecture monoprocesseur : Dans ce type de systémes, toutes les fonctions (taches)
de 'application sont exécutées par un unique processeur partagé.

— Architecture multiprocesseur : Les fonctions de 'application sont réparties sur n pro-
cesseurs partageant une mémoire centrale commune.

— Architecture distribuée : Les fonctions de ’application sont réparties sur n processeurs,
mais au contraire des architectures multiprocesseurs, il n’y a pas de mémoire centrale parta-
gée. Les processeurs sont reliés les uns aux autres par I'intermédiaire d’un réseau. Réseaux
de terrain comme CAN (Controller Area Network) |1, 2|.

Dans la suite nous nous intéressons aux systémes de controle a contraintes strictes implantés
dans une architecture monoprocesseur. Nous nous focalisons principalement sur I’architec-
ture logiciel du systéme informatique, et d’une fagon plus détaillée sur son réle d’ordonnancement
des taches (fonctions) de I'application de controle. Deux principaux composants constituent 1’ar-
chitecture logicielle d’un systéme temps réel, I'un de bas niveau représenté par l'exécutif temps
réel ou OS temps réel (RTOS : Real Time Opérating System) et autre de plus haut niveau
représenté par 'application informatique de controle.
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— L’exécutif temps réel : désigne le systéme d’exploitation adapté au contexte particulier,

par ses exigences temporelles, de 'informatique qualifiée de temps réel. Il posséde un noyau
qui en interaction directe avec la partie physique de la machine. Le réle principal de 'exécu-
tif temps réel est d’ordonnancer les exécutions des téches de I'application de contrdle (sujet
d’étude de cette thése), et aussi celui de protéger l'accés aux ressources partagées. il
joue donc un role centralisateur, un véritable role d’interface qui aiguille les événements
recus du procédé vers les taches qui les attendent, déclenche le réveil des taches en attente
d’un délai ou d’une heure de démarrage, recoit et transmet des signaux de synchronisation
ou des données entre des taches asynchrones [115, 20, 94]. Nous citons quelques exécutifs
les plus connus : VxWorks, pSOS, Lynx-OS, POSIX Temps réel, et OSEK/VDX [4].
L’application de contrdle du procédé : désigne le programme informatique permettant
de réaliser les différentes fonctions nécessaires au controle du procédé. Ce programme est
composé d'un ensemble d’entités de programmes appelées taches temps réel. Chacune des
taches assure un ou plusieurs fonctions. Les taches font appel, lors de leur exécution, aux
routines proposées par l'exécutif temps réel afin d’accéder au capteurs et actionneurs, ou
de communiquer entre elles.

1.3 Caractéristiques des taches temps réel

Afin de répondre aux exigences temporelles du systéme temps réel, pour chaque tache temps réel

composant 'application de controle, des contraintes temporelles sont définies [55, 64|. Une tache

peut étre exécutée une multitude fois durant la vie du systéme, comme par exemple une tache

qui doit lire réguliérement 1’état des capteurs. Nous appelons alors une instance d’une tache une

exécution ou occurrence de celle-ci. Tant que le terme tache désigne la partie de code informatique

résultant de compilation d’un langage de haut niveau qui sera exécuté par le processeur. Parmi

les paramétres temporels usuels définissant une tache, nous citons :
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— Date d’activation r; : La date a laquelle la tache 7, commence son exécution. i.e. la

premiére instance de 7; est réveillée a la date r;. Ce paramétre est appelé aussi date de
réveil ou offset. Dans le cas ol toutes les taches d’un systéme sont initialement réveillées
au méme instant (r; = r9 = ... = r,), on dit que les taches sont simultanées (ou elles sont
synchrones).

Durée d’exécution C; (charge processeur) : Le temps processeur requis par chaque
instance de 7;. Généralement, ce paramétre est le pire (borne supérieure) temps d’exécu-
tion de cette tache (Worst-Case Execution Time WCET) sur le processeur auquel elle est
affectée. De nombreux travaux ont traité le probléme du calcul de WCET de fagon a ce
qu’il ne soit pas trop surestimé. Notons que certains systémes temps réel souple considérent
un temps d’exécution moyen, ou minimal. La problématique d’estimation de la valeur de
durée d’exécution fait objet de nombreux travaux [99, 79, 72, 78, 46|

Période d’activation T; : La durée de temps fixe ou minimale entre deux activations
de deux instances successives de 7;. Suivant la nature de la tache (périodique par exemple)
on peut calculer facilement les dates d’activation de 7; & travers le temps.

Délaz critique D; : Le temps alloué a la tache pour terminer complétement son exécution.
Chaque instance de 7; doit terminer son exécution avant D; unités de temps aprés la date
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de son activation. Le dépassement de cette date limite pour ’exécution produit une faute

temporelle.
C
+
Activation ‘/l\‘ Echéance Eventuelle
[ reactivatbon
—_—— o~ —_— l
0 5 n+D n+T

Fic. 1.2 — Modéle usuelle d’une tache temps réel.

1.3.1 Modes d’exécution

Nous distinguons deux modes d’exécution des taches temps réel, en fonction de contraintes de
ressource et de précédence.

— Non-préemptif : L’ordonnanceur ne peut pas interrompre 'exécution d’une tache (pos-
sédant le processeur) en faveur d’une autre tache. Il doit attendre jusqu’a la terminaison de
I’exécution de la tache en cours, avant de débuter ’exécution de toute autre tache. Si une
tache non-préemptive est interrompue, son exécution doit étre reprise de nouveau depuis
le début.

— Préemptif (interruptible) : L’exécution d’une tache peut étre interrompue par une
autre tache plus prioritaire (la priorité d’une tache est définie, en fonction de I’algorithme
d’ordonnancement sous-jacent qui seront présentés plus tard dans ce chapitre). Son exé-
cution est reprise ultérieurement. Notons qu’une tdche demandant une ressource critique,
occupée par une tache moins prioritaire, doit attendre que cette derniére la libére (terminer

I'utilisation de la ressource) afin de continuer son exécution.

1.3.2 Etats d’une tache

Au cours de la vie de I'application temps réel, plusieurs instances d’une taches peuvent étre
exécutées. A un instant donnée, une instance peut étre dans I'un des états d’exécutions présentées
dans la figure 1.3 qui montre aussi les passages possibles d’un état & un autre [41, 3|.

Une tache (supposée déja créée) est initialement dans état endormi. Quand elle se réveille, elle
passe en état prét. Dans cette état 'instance de la tache est activée mais en attente d’étre sé-
lectionnée par l'ordonnanceur (le noyau de 'exécutif temps réel) pour 'exécution (dans cet état
la tache requiert le processeur). Lorsque I'ordonnanceur le décide, suivant la politique d’ordon-
nancement choisie, la tache se verra allouer le processeur afin d’étre exécutée (état Exécution).
Une téche en cours d’exécution peut : (i) étre interrompue par une autre tache plus prioritaire
et passe en état prét; (ii) se mettre en attente d'un message, d’une date, d’'un événement, ou
bien de I’accés & une ressource ; (iii) étre suspendue et passer en état endormi. Une tache en état
d’attente d’une condition (arrivée d’un message, d’une date, d'un événement ou libération d’une

ressource) devient préte 1’exécution une fois la condition vérifiée.
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@)

Réveil Suspension

Fin d’exécution

Condition
vérifiée

En attente

Attente d’une
condition

FiG. 1.3 — Différents états possibles d’'une tache temps réel.

1.3.3 Modéles de taches

Laloi d’arrivée d’une tache définit sa nature. Cette loi s’agit des contraintes temporelles, imposées
par le procédé piloté, définissant la répartition des dates d’activation des instances d’une téache
dans le temps. Un modéle de taches porte le nom de la nature des taches a laquelle il appartient.

On distingue trois grandes classes de taches :

1.3.3.1 Taches périodiques

Lorsque la tache s’active a des intervalles réguliers de temps 7; (période). Il s’agit généralement
des téches de suivi de controle du procédé, ou de génération de signaux réguliers. Par exemple
la lecture réguliére de ’état d’un capteur. La majorité des taches constituant, généralement, une
application temps réel sont des taches périodiques. Cette classe est basée sur le modéle, qui est
trés largement utilisé, de Liu et Layland [55] (figure 1.4).

lere

activation

2™ activation eme . .
(Réveil) k*™activation
Echéance Echéance Echéance
0 n+D, n+T  p+T+D, n+G-DT n+(k-DIL+D,

Fi1G. 1.4 — Modéle de taches de Liu et Layland.

Une tache 7; est caractérisée par une durée d’exécution C;, une période d’activation T;, un
délai critique D; et éventuellement la date de la premiére activation r;. Une tache est dite a
échéance sur requéte si D; = T;. Les taches d’un systéme sont a échéances contraintes
lorsque les échéances sont inférieures ou égales aux périodes. Une tache est bien formée si cette
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condition 0 < C; < D; < T; est satisfaite. Si la date d’activation de la premier instance r;
est connue, la tache est dite concréte. Les taches d’un systéme sont dites synchrones ou a
départ simultané lorsqu’elles sont toutes concrétes et que leurs dates d’activation sont égales
(ri =72 = ... = ry). Dans le cas ot pour chaque pair de taches 7; et 7; du systéme, la période
de I'une est un multiple de la période des autres; les périodes sont dites harmoniques. Lorsque
toutes les taches du systéme sont synchrones, le motif d’activation des instances se répéte a
I'identique sur un intervalle de durée d’une hyperpériode (le plus petit commun multiple des
périodes des taches du systéme, i.e. la plus grande période dans le cas particulier d’'un systéme
harmonique). Une tache est dite réentrante s'il est possible que plusieurs de ses instances soient
en cours d’exécution simultanément.

1.3.3.2 Taches sporadiques

Une tache sporadique 7; [48, 66| est caractérisée par un loi d’arrivée sporadique, ou la période
d’activation n’est pas connue a priori, par contre un intervalle minimal de temps 7; séparant
deux activations successives est donné. Au contraire des taches périodiques, les dates d’activation
des différentes instances d’une tache sporadique ne peuvent pas étre déterminées a priori. Une
instance peut s’activer a n’importe quelle date aprés la date T; relative a la date d’activation
de l'instance précédente. Une tache périodique est alors un cas particulier de tache sporadique.
Finalement une tache sporadique 7; est caractérisée par trois paramétres temporelles, durée
d’exécution Cj, délai critique D; et un intervalle minimal T; séparant deux occurrences de ;.

1.3.3.3 Taches apériodiques

Les taches apériodiques possédent souvent des délais critiques, mais pas de période (ni inter-
valle minimal séparant deux instances), ni de date de réveil. Leurs exécutions (activations) sont
déterminées par l'arrivée des événements (message ou requéte de 'opérateur) qui peuvent étre
produits & tout instant. Dans ce cas il n’est pas possible de valider temporellement, a priori,
un systéme a contraintes strictes. Des travaux traitant ce type de taches sont présentés dans
[101, 28|.

1.3.4 Techniques d’ordonnancement

L’ordonnancement est de définir ou choisir une politique pour l'affectation des taches (en concur-
rence) aux processeurs durant la vie du systéme afin de respecter toutes les contraintes tempo-
relles comme ’échéance ou afin d’optimiser d’autres critéres temporels (comme temps de réponse
ou minimiser la longueur de 'ordonnancement). On distingue deux approches :

1.3.4.1 Un ordonnancement hors-ligne (off-line scheduling)

Cette politique est basée sur une séquence d’ordonnancement valide (& répéter a I'infini) définis-
sant 1'ordre dans lequel les taches doivent étre exécutées (dates de début d’exécution des taches,
de préemption/reprise éventuelles). La séquence est générée (avant de la mettre en ceuvre) par
I’algorithme choisi et implantée dans une table qui sera consultée par un ordonnanceur simplifié
que l'on appelle séquenceur. Cette approche est alors inflexible (statique) et ne s’adapte pas

13



Chapitre 1. Systémes Temps Réel et Ordonnancement

aux changements de l'’environnement ou & un environnement dont le comportement n’est pas
complétement prévisible [18, 22].

1.3.4.2 Un ordonnancement en-ligne (on-line scheduling)

Une politique basée sur un algorithme implantée et exécutée par l'ordonnanceur a chaque ins-
tant (éventuellement & chaque requéte d’exécution), au cours de fonctionnement du systéme, afin
d’attribuer le processeur a une tache. Ces algorithmes reposent sur les paramétres temporels des
taches, & I'instant de décision, pour choisir la tadche & ordonnancer parmi les taches effective-
ment présentes dans la file d’ordonnancement (activées). Cette politique est flexible et capable
de s’adapter facilement aux changements de I’environnement au cours de la vie du systéme. La
validation d’un systéme, fondé sur un ordonnancement en-ligne, repose sur une analyse effectuée
hors-ligne du systéme, appelée analyse d’ordonnancabilité ou de faisabilité.

Nous nous intéressons, dans la suite, & I’'ordonnancement en-ligne en présentant les
différents algorithmes d’ordonnancement (généralement d’affectations de priorités)
et les méthodes de validation de ’ordonnancabilité.

1.4 Etude de 'ordonnancement en-ligne et problématique

[’ordonnanceur est en charge de choisir la tache a exécuter par le processeur, a chaque instant
de décision. Ce choix est fondé sur des algorithmes d’ordonnancement de complexité temporelle
faible (le plus souvent linéaire en fonction du nombre de téches). Ces algorithmes consistent a
attribuer une priorité a chacune des taches. L’ordonnanceur, lorsqu’il est invoqué, sélectionne
alors la tache la plus prioritaire, selon ’algorithme choisi. Deux types d’affectation de priorités
sont distingués :

— Priorité fixe : Chaque tache posséde une priorité fixe, durant toute la vie du systéme. Les
priorités sont attribuées aux taches par des algorithmes dits & priorités fixes en fonction
des paramétres temporels statiques comme la période ou le délai critique. L’attribution des
priorités est effectuée initialement lors de la conception du systéme.

— Priorité dynamique : Les priorités des taches varient au cours de 'exécution du systéme.
Effectivement, les algorithmes d’ordonnancement dit dynamique attribuent les priorités aux
taches en fonction des paramétres temporels dynamiques comme ’échéance la plus proche.
L’algorithme doit alors recalculer les priorités & chaque instant de décision.

1.4.1 Contexte d’ordonnancement

Le choix d’un algorithme d’ordonnancement dépend essentiellement du contexte dans lequel il
est exécuté. Le contexte est défini par les différentes caractéristiques des systémes temps réel que
nous avons évoquées précédemment dans ce chapitre. Un systéme est défini par son architecture
matérielle du support, nature des taches, mode d’exécution des téches, etc. Le tableau 1.1 résume
les différentes caractéristiques d’un contexte d’ordonnancement.
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Architecture matérielle | Nature des Mode Dates délais
taches d’exécution d’activation critiques
Monoprocesseur Périodique Préemptif Synchrone/ | Requéte sur échéance
asynchrone
Multiprocesseur Sporadique Bien formé
Concréte/
Distribuée Apériodique | Non-préemptif | non concréte D; <T;
Quelconque

TaB. 1.1 — Contextes d’ordonnancement.

1.4.2 Propriétés

Nous donnons quelques propriétés et définitions utilisées dans l'analyse d’ordonnancabilité des
systémes. Soit S un systéme de taches, composé de n taches {71, 79, ...7, }, donné dans un contexte
X.

— Une séquence d’ordonnancement des taches d’un systéme est valide si, et seulement si,
toutes les échéances sont respectées.

— Un systéme de taches S est ordonnancable si, et seulement si, il existe une séquence
d’ordonnancement de longueur infinie valide.

— Soit A un algorithme d’ordonnancement, et S un systéme de taches temps réel. S est
fiablement ordonnancé par A si, et seulement si, la séquence produite par A est valide.

— Un algorithme d’ordonnancement optimal [38] pour une classe de problémes d’ordonnance-
ment donné est tel que : si un systéme est ordonnancable par au moins un algorithme de la
méme classe, alors le systéme est ordonnangable par 1'algorithme d’ordonnancement opti-
mal. En conséquence, si un systéme n’est pas ordonnangable par un ordonnanceur optimal
d’une classe donnée, alors il ne ’est par aucun ordonnanceur de la méme classe.

— Un test d’ordonnangabilité est un algorithme qui, pour un systéme S et un algorithme
d’ordonnancement A donnés, renvoie une réponse négative si ’algorithme A peut générer
une séquence non valide. Le sujet de cette thése traite ce probléme d’analyse d’ordonnan-

cabilité.

1.4.3 Probléme d’ordonnancement en tant que probléme de décision

Etant donné un systéme de taches S, et un algorithme d’ordonnancement A (priorités fixes ou
dynamiques). Un probléme de décision est posé :
I’algorithme A Ordonnance-t-il fiablement le systéme S 7

La réponse est sous forme de tests a priori d’ordonnancabilité. Donc la preuve ou la validation
de l'ordonnancabilité d’un systéme avant de le mettre en ccuvre est indispensable. Cela nécessite
une connaissance compléte des contraintes temporelles du systéme, plus l'algorithme d’attribu-
tion de priorités choisi. La validation s’effectue hors-ligne soit par simulation du systéme de
taches durant une durée suffisante, appelée durée de simulation [30], sous 'hypothése que
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le systéme de téches soit « robuste », c¢’est-a-dire que le pire comportement du systéme s’ob-
tient lorsque les taches s’exécutent avec leurs pires durées d’exécution (i.e. WCET), soit a I’aide
de conditions d’ordonnancabilité analytiques basées sur les critéres temporels des taches. Ces
conditions peuvent étre des conditions suffisantes ou des conditions nécessaires et suffisantes. Il
est important de noter qu’'un critére analytique s’applique dans un contexte restreint et pour
un algorithme d’ordonnancement particulier. On distingue trois principales techniques d’analyse
[90, 89] :

— Analyse de lutilisation processeur(Processor Utilization Analysis) : Le facteur
d’utilisation est la fraction de temps que le processeur passe a exécuter des téaches. Il
se définit par U = Y 1", % Dans certains cas particuliers, le facteur d’utilisation du
processeur permet de conclure si une configuration de taches est ordonnangable ou non, et
de calculer des conditions d’ordonnancabilité.

— Analyse de la demande processeur(Processor Demand Analysis) : Cette technique
repose sur le calcul de la demande cumulée des exécutions des taches réveillées et terminées
dans un intervalle de temps (Demand Bound Function). Cette approche générale permet de
construire des tests d’ordonnancabilité [52, 45, 11| en limitant I’étude d’ordonnangabilité
a quelques intervalles d’une période d’activité du processeur.

— Analyse des temps de réponse(Response Time Analysis) : Cette technique consiste
a calculer les pires temps de réponse des taches et a les comparer avec leurs délais critiques.
Une tache est ordonnangable si, et seulement si, son pire temps de réponse est inférieur ou
égal & son délai critique. Dans le cadre de 'ordonnancement & priorité fixe, cette méthode

est souvent désignée sous le nom d’analyse RTA (Response Time Analysis)[47].

Notons que les deux derniéres techniques reposent sur le méme concept de période d’activité du
processeur (I'intervalle de temps durant lequel le processeur n’est pas oisif). Ces deux techniques
font la base du travail effectuée dans cette thése. Et avant de les détailler nous présentons quelques
résultats d’analyse d’ordonnancabilité basés sur I’étude du facteur d’utilisation, classiques dans

la littérature, classés par le type d’algorithmes d’ordonnancement (& priorité fixe ou dynamique).

1.4.4 Algorithmes d’ordonnancement & priorités fixes

L’attribution, avant la mise en fonctionnement du systéme, des priorités est assurée par les
algorithmes a priorités fixes, qui sont généralement basés sur des contraintes temporelles statiques
des taches comme la période ou le délai critique. Dans le cadre de ces algorithmes, on trouve, dans
la littérature, plusieurs conditions d’ordonnancabilité (nécessaires, suffisantes, ou nécessaires et
suffisantes). Notons que le probléme de faisability étant co-NP-difficile lorsque des taches sont
asynchrones [16]. Ces conditions sont basées sur la notion d’instant critique.

Définition 1 (Instant critique) Un instant critique d’une tdche est une date d’activation de

loccurrence (instance) ayant le pire temps de réponse parmi toutes ses occurrences.

Dans le contexte de taches indépendantes de Liu et Layland [55], un instant critique pour une
tache a lieu lorsqu’elle est réveillée en méme temps que toutes les taches plus prioritaires qu’elle.
Les algorithmes a priorités fixes usuels, leurs contextes d’optimalité et les conditions d’ordon-
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nancabilité, dans le contexte monoprocesseur sont présentées ci-aprés. Pour plus de détails, un
état de l'art complet sur ce sujet est présenté dans |7].

1.4.4.1 Rate Monotonic (RM)

L’algorithme RM [95, 55| affecte les priorités aux taches de fagon inversement proportionnelle &
leurs périodes. Ainsi la tache la plus prioritaire correspondra a la tiche avec une période la plus
courte. En cas d’égalité de priorités des plusieurs téches, le choix de la taches & exécuter sera
arbitraire. Théoréme 1 montre dans quel contexte d’ordonnancement RM est optimal.

Théoréme 1 [55, 8] L’algorithme RM est optimal, dans la classe des algorithmes a priorités
fizes, pour des systémes de tdches indépendantes, synchrones, et périodiques a échéances sur
requéte.

Une condition suffisante d’ordonnancabilité d’'un systéme de taches périodiques ordonnancées
par RM est donnée dans |55, 35|

Théoréme 2 [55] Un systéme S composé de n taches périodiques a échéance sur requéte et
indépendantes est ordonnancable par RM si :

U:ZESWU—D (1.1)
i=1

Le deuziéme membre de l'inégalité tend vers In2 (= 0,69) lorsque n tend vers l'infini.

1.4.4.2 Deadline Monotonic (DM)

L’algorithme DM a été proposée par Leung et Whithead [54| (appelé aussi inverse deadline), elle
attribue les priorités aux taches inversement proportionnelle & leurs délais critiques. La tache la
plus prioritaire est celle possédant le délai critique le plus court. En cas d’égalité de priorités,
le choix de la tache & exécuter est fait arbitrairement. Théoréme 3 montre dans quel contexte
d’ordonnancement DM est optimal.

Théoréme 3 [5/] L’algorithme DM est optimal, dans la classe des algorithmes & priorités fizes,
pour des systémes de taches indépendantes, synchrones, et a échéances inférieures aux périodes
(D; <T;).

Lorsque les taches sont a échéances sur requétes (D; = T;), on se raméne au méme ordre de
priorité produit par l'algorithme RM. Une condition suffisante d’ordonnangabilité basée sur la
théoréme 2 (pour RM [55]) est présentée dans [54].

Théoréme 4 [5/] Un systéme S composé de n taches périodiques o échéance sur requéte et
indépendantes est ordonnancable par DM si :

n Cz .
U:ZESWU_U (1.2)
=1

Le lecteur peut se référer a [8] pour une démarche générale de validation temporelle de systémes
de taches par DM. D’autre algorithmes d’ordonnancement & priorités fixes ont été proposés, nous
citons I'algorithme d’Audsley [6] qui est optimal pour les taches indépendantes a départs différés.
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1.4.5 Algorithmes d’ordonnancement & priorités dynamiques

Généralement, ils sont basés sur des contraintes temporelles dynamiques (leurs valeurs varient
au cours du vie de systéme) comme l’échéance la plus proche. Ces algorithmes doivent étre
exécutés, dans les meilleurs cas, & chaque instant de réveil, afin de recalculer (actualiser) les
priorités des différentes taches. Nous focalisons sur les contextes d’optimalité et les conditions

d’ordonnancabilités des algorithmes les plus connus.

1.4.5.1 Earliest Deadline First (EDF)

A chaque invocation d’ordonnancement, EDF |95, 55| assigne la priorité la plus forte a I'instance
d’une tache dont I’échéance arrive le plus tot. En cas d’égalité de priorités de plusieurs instances,
un choix aléatoire est effectué. Le théoréme 5 précise le contexte d’optimalité d’EDF.

Théoréme 5 [31, 50/ Earliest Deadline est optimal, dans la classe des algorithmes d’ordonnan-
cement en-ligne, pour des systémes de tdches indépendantes, o échéances inférieures ou égales
auz périodes (D; < T;).

Le théoréme 6 démontre 'optimalité de l'algorithme EDF méme pour 'ordonnancement d’un

ensemble arbitraire (fini ou infini) d’instances.

Théoréme 6 [31, 14/ Si un ensemble d’instances indépendante J est ordonnancé fiablement par
un algorithme quelconque d’ordonnacement, alors J est ordonnancé fiablement par [’algorithme
Earliest Deadline First (EDF).

Une condition nécessaire et suffisante d’ordonnancgabilité de taches synchrones et a échéances
sur requéte, proposée par Liu et Layland [55], est donnée par le théoréme 7. Ce théoréme a
été étendu, par Baruah [15], pour des taches synchrones et a échéances non reliées au périodes
(quelconques).

Théoréme 7 [55] Un systéme S composé de n taches synchrones a échéances sur requétes est
ordonnancable par EDF si, et seulement si :

U:ZQ<1 (1.3)

1.4.5.2 Least Laxity (LL)

Cet algorithme s’appuie sur un paramétre temporel dynamique appelé Laxité. A une date ¢, la
laxité [;(t) d’une instance, activée a la date a d’une tache 7; est I'intervalle entre son échéance
a+ D; et sa fin d’exécution prévue t + C;(t), tel que C;(t) est la durée d’exécution restante pour
I'instance de 7; (I;(t) = a+D;—t—C;(t). Donc a chaque instant d’invocation ¢, LL [65, 32] attribue
la priorité la plus forte a la tache ayant la plus faible laxité. En cas d’égalité de priorités, aucune
régle n’est précisée. Ceci engendre un grand nombre de changements de contexte ce qui génére

une surcharge processeur trés importante. Cet algorithme est optimal dans le méme contexte que

EDF.
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Théoréme 8 [65, 32 Least Lazity est optimal, dans la classe des algorithmes d’ordonnancement
en-ligne, pour des systémes de tdches indépendantes et a échéances inférieures ou égales aux
périodes (D; < Tj).

1.4.6 Ordonnancement des tiches dépendantes

L’étude d’ordonnancement qui été présentée dans la section précédente suppose un modéle de
systéme monoprocesseur assez restrictif. Toutes les taches sont indépendantes (sans aucune re-
lation de précédence entre elles) et aucun partage de ressources n’est considéré. Nous présentons
briévement dans les sous sections qui suivent les extensions apportées a ’étude I’ordonnancement
des modéles de taches, en prenant en compte plus de contraintes temporelles.

1.4.6.1 Contraintes de précédence

La majorité des systémes temps réel nécessitent des communications entre les taches. Une tache
(réceptrice) en cours d’exécution, & un point de communication, est mise en attente d’une condi-
tion (message) jusqu’a la satisfaction de la condition (arrivée du message). Ainsi I'exécution la
partie de (située aprés le point de communication) de la tache réceptrice doit étre précédée par
I’exécution de la tache émettrice, ce qui introduit des contraintes de précédence entre certaines
parties des taches. Afin d’utiliser les conditions d’ordonnancabilité des taches indépendantes sans
modification, les tdches communicantes sont découpées autour des points de communication (syn-
chronisation) d’'une maniére & obtenir des taches recevant leurs messages au début d’exécution
et les envoyant a la fin. Les paramétres temporelles (en 'occurrence les r; et les D;), des taches
obtenues, sont modifiés en assurant une affectation des priorités par les algorithmes classiques
assurant que la tache précédée par une autre aura une priorité inférieure a la tache qui la précede.

1.4.6.2 Ressources partagées

Il est indispensable d’intégrer le partage de ressources (accés protégé a une ressource) aux al-
gorithmes d’ordonnancement car rares sont les applications temps réel qui n’utilisent pas de
ressources critiques. On distingue deux types de ressources |26, 88| : les ressources matérielles
(comme les organes périphériques, la mémoire, etc.) et les ressources logicielles (telles que les va-
riables, les buffers de données, les fichiers, etc.). Chaque ressource posséde une capacité d’entrée,
cette capacité représente le nombre d’accés simultanés permis (acceptés) par la ressource. On
dit que la ressource est critique lorsqu’elle n’accepte qu'un seul accés a la fois. [17] fournit une
présentation détaillée des ressources critiques et de sémaphores. [65] a montré que le probléme de
I'ordonnancement en présence de ressources est NP — dif ficile au sens fort, et qu’aucun algo-
rithme non clairvoyant (i.e. ayant connaissance du future) n’était optimal dans ce contexte. De
plus, deux phénoménes ou problémes peuvent se produire lors de 'ordonnancement d’un systéme
de taches avec une partage de ressource :
— Interblocage :

Ce phénomeéne est connu non seulement pour les systémes temps réel, elle se produit lorsque

deux ou plusieurs taches sont bloquées car chacune a demandé 'accés & une ressource en

possession de I'autre. Supposons, par exemple, deux taches 71 et 7o en partage de deux
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ressources en acceés exclusif Ry et Ro. Un interblocage survient lorsque 71 posséde Ry et 7
posséde Ry et que 7 et 7o ont & leur tour besoin de Ry et Ry respectivement.
— Inversion de priorité non borné :

Ce phénomeéne survient lorsque une téache, plus prioritaire, est bloquée par 'exécution
des taches moins prioritaires et qui ne partage pas de ressource, avec elle. Effectivement
une tache 7, de priorité supérieure, est bloquée en attente d’une ressource en possession
d’une tache moins prioritaire 7o, cette derniére (72) peut étre préemptée par toutes taches
7;, de priorité intermédiaire (entre celle de 71 et 73), et qui n’est pas en conflit, ni avec
71 ni avec 1. Cette préemption d’exécution de I'exécution de 7 produit un blocage non
borné pour 71. Ce phénoméne d’inversion de priorité doit étre pris en considération lors
de la conception afin de mener une analyse fiable d’ordonnancabilité. L’absence de gestion
d’accés aux ressources peut engendrer des dysfonctionnements importants comme cela a
été dans la mission Mars Pathfinder lancée par la NASA [27].

Inversion de priorité

[ Exécution sans ressource . nonbornée |
B Exccution avecressource :‘ ’:' R
T, TII e
R / DemandeR, ! P i
R = S e U
A Rz E : R, /DemandeRl RE : R E
, [ mm | . 5] _T:- i >
t 4t t, s h 4oy t, t
(a): Interblocgge (b): Inversion de priorité nonbornée

Fi1G. 1.5 — Interblocage et inversion de priorité non bornée.

Dans le but d’empécher ou de borner I'inversion de priorité, plusieurs protocoles de gestion
de ressources ont été proposés dans la littérature.

1.4.6.2.1 Protocole a priorités héritées (PPH) PPH (Priority Inheritance Protocol)
[97, 98] a été proposé pour palier le probléme d’inversion de priorité non bornée. L’idée est
simple et consiste & interdire toute préemption, de la tache possédant une ressource, demandée
par des taches plus prioritaires (taches bloquées), par toute tache de priorité intermédiaire. Pour
cela on affecte, a la tache bloquante, la plus grande priorité parmi les priorités de toutes les
taches qu’elle bloque (On dit qu’elle hérite d’une priorité). Lorsque la tache bloquante libére une
ressource, sa priorité est recalculée en fonction des ressources qui sont toujours en sa possession.
Elle reprend sa priorité initiale lorsqu’elle libére toutes les ressources. Notons que I’héritage de
priorité est transitif, tel que si une tache 73, bloque une tache 7; qui elle méme bloque une autre
tache 7;, alors 74, hérite de la priorité de 7; par l'intermédiaire de 7;, on parle dans ce cas de
blocage transitif. Une tache ne peut étre bloquée a 'entrée d’une section critique qu’une fois par
ressource existante. Ainsi le temps de blocage est la somme des plus longues sections critiques
sur chaque ressource (théoréme 9). Des méthodes de calcul de temps de blocage sont données
dans [98, 20, 56]
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Théoréme 9 [97, 98] En utilisant le protocole & priorités héritées, une tache 1; d’un systéme S
ne peut étre bloquée que pendant un temps égal a

Z max {durée de utilisation de R par T;}
7

R ressource

Avec cette méthode, le temps de blocage est élevé si plusieurs taches partagent une méme res-
source, et il ne peut étre calculé que si les taches possédent des priorités fixes. Ainsi, ce protocole
n’est utilisable qu’avec des algorithmes d’ordonnancement & priorités fixes. Notons enfin que
I'utilisation de PPH ne résout pas le probléme d’interblocage.

1.4.6.2.2 Protocole a priorité plafond (PPP) Le PPP (Priority Ceiling Protocol) a été
présenté,dans les mémes travaux de Sha et al 98], afin de résoudre les limitations de PPH. Le
principe consiste a affecter a chaque ressource une priorité plafond (seuil), qui est la plus forte
des taches qui y accédent. Le mécanisme [29] du protocole est le suivant :
— Si la ressource est libre :
— une tache accéde & cette ressource si sa priorité est strictement superieure aux priorités
plafonnées des ressources en cours d’utilisation au niveau de tout 'application;
— sinon la tache est bloquée et la tdche possédant la ressource hérite de la priorité de la
tache bloquée.
— Si la ressource n’est pas libre : la tache est bloquée et la tache possédant la ressource hérite
de la priorité de la tache bloquée.
Notons que ce protocole est destiné aux algorithmes d’ordonnancement & priorités fixes. Cepen-
dant, |21] ont étendu pour 'utiliser avec I'algorithme EDF. Le protocole résultant est nommé
protocole & priorité plafond dynamique ou PPPD. L’avantage de PPP est d’empécher tout in-
terblocage et d’améliorer la borne du temps de blocage (limitation du nombre de blocages). Une
tache 7; ne peut étre bloquée que pendant la durée d’une section critique d’une tache de priorité
inférieure utilisant une ressource de priorité plafond plus grande ou égale a celle de ;.

Théoréme 10 /98] En utilisant le protocole a priorité plafond, le temps de blocage mazimal B;
d’une tache T; est donnée par la durée de la plus grande section critique des autres tdches.

Soit Sk une ressource critique, C'(Sk) est la priorité plafond de Sy (la plus forte priorité des
taches accédant a Sy), et Dj la durée de la plus longue section critique appartenant a une tache
7; (de priorité 7;) et I'accés a une ressource Sy, alors le pire temps de blocage d’une tache 7; (de
priorité ;) est :

B;, = m%X{Dj,k/Trj > WZ,C(Sk) < 7Ti} (1.4)
D>

Dans le contexte des taches a échéance sur requéte, ordonnancées par l'algorithme & priorités
fixes RM avec PPP, une condition suffisante d’ordonnancabilité [98], d'un systéme composé de
n taches 11,...7, (par convention, les taches sont ordonnées suivant les périodes croissantes) est
donnée par :
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vie{tn}: Dy 5 Y o (21/i - 1) (1.5)
' j

Notons qu’une condition suffisante d’ordonnangabilité, a été proposée dans |21], pour I’algorithme
a priorité dynamique EDF avec PPPD.

1.4.6.2.3 Protocole d’allocation de la pile Cette adaptation de PPP étant trés cotiteuse
pour EDF (& cause des réévaluations des priorités plafonds), Baker [9] a proposé le protocole
d’allocation de la pile PAP (SRP, pour Stack Resource Policy), qui est plus adapté a l’algo-
rithme d’ordonnancement EDF. Ce protocole est un évolution du PPP, notamment vers le cas
de ressources a plusieurs instances. Il consiste a attribuer un nouveau paramétre 7;, nommé ni-
veau de préemption, & chaque tache 7;. Ce parameétre est fixé hors-ligne et indépendant du type
l’algorithme d’ordonnancement utilisé (& priorité fixe ou dynamique) ; par exemple on peut at-
tribuer les m; suivant DM, ce qui réduit le nombre de changements de contexte avec ’algorithme
d’ordonnancement EDF. Chaque ressource R posséde une valeur plafond C,., qui est la valeur
maximale des niveaux de préemption des taches actives ayant besoin de plus d’instances de la
ressource R qu’il n’y en a de disponibles; donc C est un paramétre dynamique.
Une tache 7; ne peut préempter une tache 7; que si les conditions suivantes sont vérifiées :

— 7; est plus prioritaire que la tache 7; (suivant I’algorithme d’ordonnancement)

— le niveau de préemption de 7; est supérieur & celui de 7; (7; > ;)

— Le niveau de préemption de 7; est supérieur au plafond systéme (la plus forte valeur plafond

parmi celle des ressources)

En utilisant ce protocole, une tache n’est pas autorisée a démarrer son exécution tant que toutes
les ressources qui lui sont nécessaires ne sont pas disponibles, ce qui permet d’éviter l'inter-
blocage. Notons que I’héritage de priorité est implicite, car une tache bloquante, d’une téache
bloquée, ne peut étre préemptée par une tache de niveau de préemption intermédiaire, grace au
plafond systéme qui prend la valeur du niveau de préemption de la tache bloquée. De plus PAP
limite le nombre de sections critiques pouvant bloquer une taches a un. Notons que [9] propose
une condition suffisante d’ordonnancabilité pour un systéme de taches quelconques lorsque le
PAP est utilisée en association avec 'algorithme d’ordonnancement EDF.

Nous avons présenté ci-dessus des conditions suffisantes ou nécessaires et suffisantes (mais pour
des ensembles de téches avec des contraintes trés restreintes) d’ordonnangabilité, basées sur le
facteur d’utilisation. Dans le cas ou aucune décision ne peut étre prise, nous pouvons utiliser des
techniques de test d’ordonnancabilité plus précises, basées sur ’analyse de pires cas. Dans la suite
nous détaillons deux techniques 'analyse de temps réponse et ’analyse de demande processeur.

1.5 Analyse de temps de réponse

Dans cette section, nous développons 'analyse de temps de réponse, pour taches périodiques
indépendantes, les notations suivantes sont utilisées pour caractériser une tache ;.
— C; : durée d’exécution.
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— D; : délai critique.

— T : période d’activation.
— P, : priorité de la tache ;.
— R; : temps de réponse.

Etant donné un systéme de tache ordonnancé en-ligne par un algorithme & priorités (fixes ou
dynamiques). La validation temporelle du systéme consiste a vérifier que toutes les échéances de
toutes les taches seront respectées durant toute la vie du systéme. L’analyse de temps réponse
consiste a valider 'ordonnancabilité d’un systéme tache par tache, en calculant leurs pires temps
de réponse. Une tache est ordonnancée (valide), si son pire temps de réponse est inférieur ou
égal & son échéance. Evidement, un systéme est ordonnancé si, et seulement si, toutes ses taches
sont ordonnancées. Puisqu’un dépassement d’échéance ne survient jamais lorsque le processeur
est libre, alors le test d’ordonnancabilité est limité dans des intervalles de temps, ou le processeur
exécute des taches (sans temps creux), appelés périodes d’activité.

Définition 2 Une période d’activité du processeur est un intervalle de temps durant lequel le

processeur est pleinement utilisé.

Dans le contexte des taches périodiques, la plus longue période d’activité se produit lors d’une

activation simultanée de toutes les taches du systéme, cet instant est appelé instant critique

[55]. Soit tp = 0 la date d’activation simultanée de toutes les taches d’un systéme. La pério-

dicité d’activation de taches permet de calculer le nombre d’instances, d'une tache 7;, activées

dans n’importe quel intervalle de temps de longueur ¢ (ces instances ne sont pas nécessairement
i

terminées dans t), ce nombre est égal a {T-‘ Ainsi la durée cumulée des exécutions (appelée
J

interférence ou travail processeur), causée par 7; dans ¢ est :

Wi(t) = {Tq . (1.6)

Evidement, La charge totale W (t) du processeur dans un intervalle de temps ¢ est la somme des
charges causées par toutes les taches.

n

W(t)=> W;(t)=>_ {Tiw .C} (1.7)
j=1177

j=1

La figure 1.6 représente graphiquement la fonction de la charge processeur W (t), du systéme
de taches de la table 1.2, lorsque toutes les taches s’activent simultanément. La fonction de la
charge processeur W (t) est en escalier, et la ligne f(¢) = ¢ définit la capacité maximum de
traitement du processeur. La date & laquelle la charge processeur égale la longueur de l'intervalle
de temps considéré, signifie que toutes les instances réveillées avant ¢ sont terminées a cette date.
Dans 'exemple de figure 1.6 a la date t = 14, W (t) = t = 14. La premiére date vérifiant la
condition W (t) = (t), donne la longueur de la période d’activité L. L correspond a un point fixe
de l'équation W (L) = (L). La détermination de la longueur de la période d’activité revient alors
a calculer itérativement le plus petit point fixe de I’équation W (L) = (L). Puisque toutes les
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i | Ci | T;
1| 1 4
T | 1 )
3| 2 | 8
4| 3 | 18

TaB. 1.2 — Exemple d’un systéme de taches périodiques.
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FiG. 1.6 — Fonction de charge processeur et période d’activité.

taches sont réveillées a 'instant ¢ = 0, alors L est initialisé par la somme des durées d’exécutions
de toutes les taches.

L(O) - 2?:1 Cj
LED = (L) (1.8)

Le calcul itératif est arrété lorsque deux valeurs consécutives de L sont égales (L = Lm —
L(m+1)). L’équation 1.8 converge en un nombre fini d’itérations si le facteur d’utilisation du
n Cj
=1 T
d’activité synchrone de notre exemple du systéme dont les paramétres sont donnés dans la table
1.2.

processeur est inférieur ou égal a 1 (U = > < 1). Nous calculons la longueur de la période
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L = Z?:l C; =17

LW =wEO)=[{11+ ] 1+ [§]2+[F]3=9
L®  =w(W) =[] 1+ [§]1+[§]2+ [f5]3=12
L =wL®) =[] 1+ [8]1+[F]2+ []3=13
LY =w(E®) = [F11+ [Z]1+ ]2+ [1§]3=14
LO =wEW) =11+ [F]1+[¢2+[§]3=14

Un test d’ordonnancabilité, utilisant ’analyse de temps de réponse, nécessite alors identifier le
pire scénario d’exécution d’une tache. Pour cela une connaissance sur le contexte d’ordonnan-
cement (surtout la loi d’arrivée des taches) et I'algorithme d’ordonnancement utilisé est indis-
pensable. Nous présentons d’abord ’analyse pour les taches périodiques avec priorités fixes puis
celle avec priorités dynamiques (EDF).

1.5.1 Analyse de temps de réponse avec priorités fixes

Soit S un systéme de n taches. Sans perte de généralité, supposons que les indices des téaches
indiquent leurs niveaux de priorité. Ainsi 71 a le niveau de priorité le plus élevé et 7, a le plus
faible. Supposons que les taches sont affectées & des niveaux de priorité différents. Afin de calculer
le pire temps de réponse, d'une tache analysée 7;, on doit caractériser le ou les scénarios d’arrivées
des taches qui conduisent a lui. 7; ne peut étre interrompue que par des taches plus prioritaires,
ce qui introduit la notion de période d’activité de niveau i.

Définition 3 [51] En priorité five, une période d’activité du processeur de niveau i est un in-
tervalle de temps durant lequel le processeur est pleinement utilisé, seulement par les tdches de

priorité supérieure ou égale @ i.

Notons W;(t) la charge processeur causée seulement par les taches de priorité supérieure ou égale

at.

Wi(r) = Z HE (19)

[47, 55, 65] ont prouvé que le pire temps de réponse d’une tache 7; d'un ensemble de taches
périodiques ou sporadiques, est obtenu dans le scénario dans lequel toutes les taches sont activées
a leur rythme maximal et de maniére synchrone & un instant critique t = 0. Ce résultat a
été étendu par [51]. Il a prouvé que le pire temps de réponse d’une tache 7; de priorité i, se
produit dans une période d’activité de niveau i. Une période d’activité de niveau 4 est initiée
par un instant critique, survenant lorsque 7; s’active au méme instant que toutes les taches plus

prioritaires.

Théoréme 11 [51] Le plus grand temps de réponse d’une tache T; survient dans une période

d’activité de niveau © ot toutes les tdaches débutent leurs exécutions par un instant critique.
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Dans une période d’activité de niveau %, plusieurs instances de la tache analysée 7; sont exécutées.
Le pire temps de réponse est alors le maximum parmi les temps de réponse de toutes les instances
activées dans la période d’activité. La longueur de la période d’activité de la méme maniére que
I’équation 1.8 en se limitant aux taches de priorité supérieure ou égale a i.

L0 = Z?:l Cj
LEHD = WLk (1.10)
La premiére instance (k = 1) de 7; est activée a la date ¢ = 0 (instant critique). Le calcul de
temps de réponse de la K¢ instance de 7; située dans la période d’activité synchrone est basée

sur le calcul de la date de sa fin d’exécution qui correspond & la longueur de la période d’activité,
en prenant en compte seulement les instances activées a ou avant (K — 1)7; pour 7;.

rRY — Kk

) . R(nfl)
R" = KC+WiR" M =KkC+ Y |VZT. wCJ (1.11)
Jj€hpi(m:) J

Le temps de réponse est I'intervalle de temps entre la date d’activation et celle de fin d’exécution.
Sachant que la K¢ activation de 7; survient a la date t = (K — 1)7;. Ainsi le temps de réponse
est donné par :

RY) =R, — (K - 1T, (1.12)

Soit @) le nombre d’instances de 7; activées dans la période d’activité synchrone. D’ou le pire
temps de réponse est donné par :

Ri = mMaxg=1,2,.Q REK) (113)

Exemple 1 Nous calculons le temps de réponse de la tache 1; du systéme dont les parametres
sont donnés dans la table 1.2. Supposons que 7; la moins prioritaire que toutes les tdches.

Notons que pour les systémes de taches périodiques a échéance sur requéte, Liu et Layland [55]
a prouvé que le pire temps de réponse d’une tache correspond au temps de réponse de sa pre-
miére instance dans la période d’activité synchrone. LLe méme résultat a été prouvé, par Joseph
et Pandya [47] pour les taches périodiques avec délais critiques inférieurs ou égaux aux périodes
(D; < T;). Il suffit alors, dans ce contexte, de tester uniquement 1’ordonnangabilité de la premiére
instance de chaque taches (appliquer ’équation 1.11 uniquement pour k = 1).

Les taches sont considérées indépendantes, dans les calculs présentés ci-dessus. Supposons 'exis-
tence de ressources partagées entre taches et étendons les formules afin de prendre en compte la
durée maximum de blocage B;, d’une tache analysée 7;. L’'inversion de priorité ne survient qu’une
fois et seulement au début de la période d’activité. Il suffit alors d’ajouter le temps maximum de
blocage B; dans la formule du temps de réponse.
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Fia. 1.7 — Gigues sur 'activation des taches.

(m) R
Rz’ =K.C;+ B; + Z T Cj (1.14)
jehpi(Ti) J

Nous présentons l’extension de cette méthode lorsque les dates effectives d’activation des taches
peuvent étre différées en attente d’un message par exemple. La date d’activation effective (le
décalage d’activation) n’est pas connue a priori, mais elle est modélisée par un paramétre J;
appelé la gigue sur activation (valeur maximale d’un éventuel décalage). Soit 7; =< r;, C;, D; >
une tache avec un gigue J; et rf la date d’activation de la k¢ instance. Cette instance peut
s’activer effectivement a n’importe quel instant entre rf et rf + J;. La prise en compte de la
gigue dans l'analyse de temps de réponse a été étudiée par Tindell [108]. Il a prouvé que le pire
scénario d’une tache analysée 7; se produit lorsqu’elle est activée simultanément avec toutes les
taches plus prioritaires aprés avoir étre retardées par une valeur maximale de gigue. Les taches
s’activent, aprés l'instant critique, & leur rythme maximal. Ainsi la date d’activation de la K€€
instance dans la période d’activité est donnée par :

max {(K — 1)T} — J;, 0} (1.15)

Théoréme 12 [108] Dans un systéme I' de tdaches avec des gigues sur activation, ['instant cri-
tique d’une tdche analysée T; coincide avec le réveil simultané de toutes les tdaches de priorité
supérieure avec une activation retardée d’une valeur correspondante a leur gigue mazximale.

La figure 1.7 montre un instant critique qui survient lorsque les trois taches s’activent effective-
ment au méme instant, aprés un décalage d’une valeur maximum de gigue. Donc l'interférence
des taches de niveau de priorité supérieur a un niveau ¢, dans un intervalle de temps ¢, est donnée
par :

i—1

Wilt) = V]Tjﬂ C; (1.16)

j=1
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La formule de calcul de la date de fin d’exécution d’une instance k£ d’une tache 7; devient :

n Jj+R"Y

Ainsi le temps de réponse est :

Ri =Ri+Ji— (K —-1T (1.18)

[100] a proposé une borne inférieure de temps de réponse, d'une instance, pour initialiser le calcul
récurrent de I’équation 1.17, et ceci sans risque de rater le premier point fixe.

1.5.2 Analyse de temps de réponse avec priorités dynamique EDF

Nous présentons, dans cette section, les résultats d’analyse de temps de réponse des taches spo-
radiques ordonnancées par EDF. Dans le cas des taches avec priorités dynamiques, la définition
d’instant critique n’est pas équivalent a celui des téches avec priorités fixes (début de la période
d’activité synchrone). [102] a montré que U'instant critique produisant le pire temps de réponse
survient dans la plus longue période d’activité (Lemme 1), mais pas nécessairement & la premiére
activation au sein de celle-ci.

Lemme 1 [102] Le pire temps de réponse d’une tiche 7; est trouvée dans une période d’activité
ot toutes les taches autre que T; sont réveillées de facon synchrone et a leur rythme maximum
(cas des taches sporadiques).

Le pire temps de réponse d’une tache 7; sera déterminé dans une période d’activité ot toutes les
taches d’échéances inférieures ou égales sont exécutées avant elle. L’analyse de temps de réponse
d’une téache 7; nécessite alors d’étudier plusieurs scénarios qui correspond aux dates d’activations
possibles (échéances possibles). Sans perte de généralité, supposons la date ¢ = 0, la date a
laquelle toutes les taches autre que 7; sont activées simultanément. Etant donnée une instance
de 7; a une échéance d. Sa date de réveil est la date a = d — D;. La date S;(a) de sa premiére

instance activée dans la période d’activité est déduite alors comme :

Si(a) = a — {—J T, (1.19)

La date de fin d’exécution de l'instance activée a la date a (avec échéance d), correspond a la
longueur de la période d’activité associée a d (deadline d-busy period [38]) qui est définie par
les taches dont les échéances sont inférieures ou égales & d. Afin de calculer I'interférence ou la
charge processeur causée par une tache 7; (j # i) dans un intervalle de temps ¢, nous prenons en
compte, parmi les instances activées dans t, seulement celles ayant des échéances inférieures a d
(instances plus prioritaires). Plus précisément, {Ti]-| instances sont activées dans ¢, mais au plus

1+ VJFDT#D]J ont une échéance inférieure ou égale a d. D’ou I'interférence totale des taches plus
J

prioritaires que 7; est donnée par :
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Ki(a,t) = > min { {Tij 1+ {%Z]_DJJ } C; (1.20)

J#t A Dj<a+D;

La charge processeur I;(a,t) associée aux instances de 7; est calculée en fonction de la valeur de
t par rapport a a et S;(a).

Li(a,t) = min{ [#W 1+ {%J } C; sit > 8i(a), 0 sinon (1.21)

La pire charge processeur totale est alors

Wila,t) = Ki(a,t) + Ii(a, t) (1.22)

La longueur de la période d’activité L;(a) associée a d (I’échéance de l'instance, de 7i, activée
a la date a) peut étre calculée itérativement, en utilisant la fonction de la charge processeur
W;. La suite sera initialisée par une instance de chaque tache 7; (j # i) ayant un délai critique
inférieur ou égal a d, et une instance de 7; si elle est activée au début de la période d’activité

(i.e. Si(a) =0).

Lgo) (a) = bx Cz Z Cj
VENA Dj;<a+D;

L V@) = Wi, L () (1.23)

L’équation 1.23 converge vers un point fixe si, et seulement si, la charge processeur est inférieure
ou égale a 1 (> %’ < 1) [102]. L;(a) représente la date de fin d’exécution de 'instance, de 7,
activée a la date a. Si L;(a) < a alors I'instance de 7; considérée dans le scénario (d’échéance
a+ D;) n’appartient pas a cette période d’activité. D’ott le temps de réponse r;(a) de cet instance
est donné par :

ri(a) = max{C;, Li(a) — a} (1.24)

1.5.2.1 Détermination des scénarii

Afin de trouver le pire temps de réponse, on doit identifier les dates d’activation a possibles de 7;
qui peuvent engendrer le pire cas. Soit L la plus longue période d’activité calculée par I’équation
1.8. L représente alors une borne supérieure du test, c’est-a-dire les dates a, & considérer dans
le test, doivent étre dans l'intervalle [0, L — C;). [102] montre que L;(a) est maximum lorsque
d =a+ D;. Cest-a-dire lorsque ’échéance de 7; coincide avec I’échéance d’une autre tache dans
la période d’activité ou bien & considérer les dates d’activation a de 7; lorsqu’elle est activée au
début de la période d’activité (i.e. S;(a) = 0)
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L—C;+D;
A= {kTJ +D;—D;, j=1,..n, k=12, .., {%J} (1.25)
j

Cet ensemble limite alors les dates d’activation de 7; possibles dans la période d’activité qui
doivent étre testées. Donc le pire temps de réponse R; de 7; est le maximum des temps de
réponses obtenues dans ces scénarii

R; = maxr;(a) (1.26)
acA

1.5.2.2 Prise en compte des gigues

En prenant en compte les gigues des téaches, la plus longue période se produit lorsque toutes les
taches s’activent a la méme date aprés avoir retardées par une valeur maximum de gigue (figure
1.7), définissant l'instant critique. Et aprés I'instant critiques les taches arrivent a leur rythme
maximal (i.e. avec gigue nulle). Les conditions d’analyse présentées ci-dessus restent valides pour
les taches avec gigues [102]. 11 suffit seulement une adaptation des formules pour déterminer les
dates d’activation des téaches, en prenant en compte les gigues.

La premiére instance de chaque tache 7; s’active effectivement a la date t = 0 aprés un retard de
J; (i.e. elle est activé a la date —J;). Et les instances suivantes s’activent aux dates K.T; — J;
avec k un entier naturel (figure 1.7). Donc L’équation 1.7 qui évalue la charge processeur devient :

W(t) = Zn: F;ﬂ C; (1.27)

=11
Egalement, le nombre d’instances avec des échéances avant ou a une date t est donné par :
t+J;)—D;
- {MJ (1.28)
T;

Si une instance d’une tache 7; est activée a une date a (i.e. avec date d’échéance d = a + D)
dans la période d’activité, sa premiére instance est alors activée a la date S;(a).

Si(a) = a+ J; — V’;JiJ T, (1.29)

i

La charge processeur totale causée par toutes les taches plus prioritaires que 7; (instances ayant
une échéance avant ou a la date t) est :

tJ; D;+.J,— D,
Wila,t) — 3 minﬂ;ﬂ,u{” ;J jJ}Cj—i—Ii(a,t) (1.30)
j#i A Dj<a+Di+J; J J

Ou I;(a,t) la charge processeur causée par les instances de 7;.
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Ii(a,t) = min{ {%-‘ 1+ {a ;JZJ } C; sit > Si(a), 0 sinon (1.31)

La longueur de la période d’activité associée & une échéance d = a + D; est calculée par la
recherche du plus petit point fixe en adaptant la suite suite récurrente 1.23. b = 1 si S;(a) = 0
sinon b = 0.

0
L) = bxc 3 C;
j#i A Dj<a+Di+J;
L) = Wila, () (1.32)

L;(a) représente la date de fin d’exécution de I'instance de 7; activée a la date a. Nous pouvons
alors déduire le temps de réponse r;(a) de 7.

ri(a) = max{Ji + Cj, Li(a) — a} (1.33)

Pour obtenir le pire temps de réponse, nous devons calculer le temps de réponse 7;(a) pour toute
date d’activation a € A. Notons les dates a & considérer et qui doivent nécessairement appartenir
a lintervalle [—J;, L — J; — C;) (période d’activité). Ces dates d’activation sont choisies d’une
maniére que 1’échéance de l'instance d = a + D; coincide avec 1’échéance d’une instance d’une
autre tache ou bien de considérer les dates d’activation de 7; telles que la premiére activation
arrive au début de la période d’activité (i.e. Sj(a) = 0). L’ensemble A est donc donné par :

A:{a/a:kj.leﬂ-D]’—J]’—Di ,ig=1..n, k‘EN,KTj-f—Dj—JjSL—Ci—JZ'} (134)

Le pire temps de réponse est alors le maximum parmi tous les temps obtenus pour toutes les
dates d’activation considérées a.

1.5.2.3 Prise en compte des ressources partagées

Lorsque les taches partagent des ressources, nous devons prendre en compte un nouveau pa-
rameétre appelé facteur de blocage B;. La durée maximum de blocage est calculée suivant le
protocole gérant ’accés aux ressources. La charge processeur ne change pas par le partage de
ressources et le phénomeéne d’inversion de priorité va modifier seulement ’'ordonnancement EDF.
La longueur de la plus longue période d’activité n’est pas sensible aux partages des ressources.
Dans 'analyse de temps de réponse d’une tache analysée 7;, parmi les taches les plus prioritaires,
nous devons prendre en compte le facteur de blocage de la tache 73 dont la valeur Dy, — J est la
plus grande [102]. L’indice k de la tache a considérer, pour une date d donnée, est identifié par
la fonction K (d).

K(d) = max {k : Dy — J < d} (1.35)
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Le facteur de blocage va étre pris en compte dans le calcul de la longueur de la période d’activité
associée a une échéance d = a + D;. On obtient

L§n+1)(a) =W, (a’ Lin)(a)> 4 Bk;(a—i—Di) (136)

By(a+D,) est le facteur de blocage causé par la tache considérée Ty (équation 1.35), pour la date
d = a4+ D;. De la méme maniére, il suffit d’intégrer le facteur de blocage dans le calcul, le temps
de réponse pour une date d’activation a est donné par :

ri(a) = max {J; + C; + B;, Li(a) — a} (1.37)

L’ensemble A des dates d’activation a & considérer est le méme que celui défini par I’équation
1.34. Ainsi le pire temps de réponse est le maximum des temps obtenus pour chacune des dates
d’activations a € A.

R, = max ri(a) (1.38)

1.6 Analyse de la demande processeur

Afin de valider temporellement un systéme de taches, la technique d’analyse de la demande pro-
cesseur, comme l'analyse de temps de réponse, repose sur la caractérisation de pire comportement
de I'application temps réel. Cette technique donne une réponse sur 'ordonnangabilité globale du
systéme. Au contraire de ’analyse de temps de réponse qui est appliquée sur chacune des taches
du systéme.

Définition 4 [90] L’analyse de la demande processeur revient a tester pour tout intervalle de
temps [t1,t2] que la durée mazimum cumulée (ou une borne supérieure) des exécutions des requétes
qui ont leur réveil et leur échéance dans l'intervalle est inférieure a to —t1 (c-a-d., n’excéde pas
la longueur de lintervalle).

1.6.1 Priorités fixes

[52] propose une condition nécessaire et suffisante dans le cas ou les taches sont simultanées
(synchrones)

Théoréme 13 [52] Soit un systéme S composé de n taches indépendantes, périodiques a échéance
sur requétes et synchrone, avec Ty <Th... < T,. S est ordonnancable par RM si et seulement si :

Lot
Vi,1<i<n:mind) —-L|=|<1, (1.39)
tesS; 4 t le
Jj=1
avec S;= kT, 1<j<i, k=1,.., |+
T;
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Le théoréme 14 donne une condition nécessaire et suffisante [53] d’ordonnancgabilité, pour I’al-
gorithme DM. Cette condition est I'extension du test de [52], aux cas de téches & échéances
inférieures aux périodes.

Théoréme 14 [53] Soit un systéme S composé de n taches indépendantes, périodiques a échéances
contraintes (D; <T;), avec D1 < Dy... < D,,. S est ordonnangable par DM si et seulement si :

Lo Tt
Vi,1<i<n:min) - |—=|<1, (1.40)
tes; 4 t T;
Jj=1
. D;
avec S; ={D;} U {kT], 1<ji<i, k=1,.., {TJ}
J

1.6.2 Priorités dynamiques (EDF)

L’analyse de la demande processeur est généralement utilisée pour I'analyse d’ordonnancement
produit par EDF. [15] montre qu’un systéme de taches sporadiques est ordonnangable par EDF si
le systéme synchrone correspondant est ordonnancgable. L’analyse est alors basée sur la fonction
de la demande processeur causée par des taches activées et devant étre terminées dans l'intervalle
[tl, tz] .

Notons dbf(t1,t2) la demande processeur causée par des taches activées et devant étre terminées
dans Uintervalle [t1,to]; c-a-d les instances avec échéance avant ou a la date ¢ |15, 10, 16, 20].

dbf(t1,t2) = > nilty, t2)C; (1.41)
i=1

Ou n;(t1,t2) le nombre d’instances de chaque tache 7; dont 'activation et I’échéance est dans
I'intervalle [t1,t2].

Une condition nécessaire d’ordonnangabilité est de vérifier que la demande processeur causée
par les taches dans tout intervalle de temps est toujours inférieure ou égale a la longueur de
I'intervalle :

VO <t <ty: dbf(tl,tz) <ty —11 (142)

Baruah (|15]) définit un intervalle d’étude pour EDF débutant a I'instant critique 0, jusqu'a H =
ppem(T;) pour des taches périodiques synchrone, ou jusqu'a ® + 2H (avec & = max {r;}) pour
les taches asynchrones. H est appelée hyper-période puisque I'ordonnancement est périodique de
période H. Notons que cet intervalle peut étre réduit [41, 25].

Lemme 2 [16] Un systéme de taches T' est ordonnangable sur une architecture monoprocesseur
s1 et seulement si :

1. U<1et
2. V0§t1<t2§‘1>+2H:dbf(t1,t2)§t2—t1
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L’analyse repose sur le constat qu'un dépassement d’échéance ne survient jamais lorsque le
processeur est oisif [90]. Il est prouvé que le premier dépassement d’échéance s'il existe, se produit
dans la plus longue période d’activité. L’analyse d’ordonnancabilité est alors restreint dans la
plus longue période d’activité en vérifiant que toutes les échéances des taches sont respectées
dans cette période d’étude qui débute a l'instant ¢ = 0. [16] a prouvé que la longueur de la
période d’activité est limitée dans le cas U < 1 par

U
T max (T — Di) (1.43)
Ce qui permet d’effectuer I'analyse suivant :

Théoréme 15 [16/ Un systéme de tdaches synchrones T' est ordonnancable par EDF sur une
architecture monoprocesseur si et seulement si :

VL* < L,dbf(0,L*) < L* (1.44)

tel que L* est un échéance d’une instance d’une tdche et L la longueur de la plus longue période

d’activité

Afin de déterminer le nombre des instances n;(0,t) d’une tache 7; dont les échéances surviennent
dans un intervalle [0, ¢] dans la période d’activité, nous identifions la derniére instance de 7; avec

les deux inégalités suivantes :

t—TZ'—DZ'

ri+m—1)T;,+D; <t = ni§#+1
)
t_ A_DA
ri+n 1, +D;p >t = ni>#
3

Notons que n; > 0. D’olt n; = max (0, L%J + 1). La fonction de la demande processeur

est définie alors par :

dbf(0,t) = max <0, {#J + 1> x C; (1.45)
i=1 ¢

La complexité de 'analyse est :

U
O <n1 — max (T; — DZ)> (1.46)

Un test suffisant d’ordonnancabilité, moins pessimiste, avec une complexité pseudo-polynomiale,
a été proposée par R. Pellizzoni et G. Lipari [74, 74, 73| pour les taches périodiques asynchrones.
Cette méthode d’analyse consiste & fixer une tache, a priori, puis vérifier 'ordonnancabilité du
systéme dans la période d’activité calculée en prenant en compte le décalage d’activation de
toutes les taches par rapport a la tache fixée. D’otl le test nécessite de vérifier 'ordonnancabilité
du systéme pour toutes les scénarii possibles correspondant a chacune des taches du systéme.
Le pessimisme, de 'analyse, peut étre réduit en fixant plus d’une tache a la fois, mais cette
procédure augmente la complexité de méthode.
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1.7 Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre, une introduction aux systémes temps réel, ot notre
présentation s’est focalisée sur la validation temporelle des systémes. Plusieurs facteurs sont pris
en compte pour valider un systéme :

— L’architecture matérielle (monoprocesseur, multiprocesseurs, ...).

— Modes d’exécution des taches (préemptif, non-préemptif).

— Modeéle de taches (périodiques, sporadiques,...).

— Politique d’ordonnancement (en-ligne, hors-ligne).

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a 'ordonnancement en-ligne, des taches indé-
pendantes de L&L [55], dans une architecture monoprocesseur. L’ordonnancement en-ligne est
basée sur des algorithmes a priorités (fixes ou dynamiques), chargés d’attribuer le processeur
aux taches, au cours de la vie du systéme, en fonction de leurs priorités. Le test d’ordonnanca-
bilité consiste alors & donner une réponse concernant ’ordonnancabilité d’un systéme, par un
algorithme donné. Plusieurs techniques analytiques sont utilisées pour ce but :

— Analyse du facteur d’utilisation : les résultats de base, obtenus pour les différents algo-
rithmes d’ordonnancement, sur ’ordonnancement des taches indépendantes sont présentées
dans les sections 1.4.4 et 1.4.4.

— Analyse de temps de réponse : section 1.5 présente les différents résultats obtenus, dans les
deux contextes priorités fixes et dynamiques. Ces résultats concernent les taches indépen-
dantes de L&L [55].

— Analyse de la demande processeur : section 1.6 présente les principaux résultats obtenus
pour les taches indépendantes sporadiques et périodiques.

Considérer le modéle de taches indépendantes, pour certains types d’applications temps réel,
rend ’application des conditions d’ordonnangabilité présentées dans ce chapitre pessimistes. Afin
de prendre en compte toutes les contraintes qui modélisent finement le comportement d’une
application temps réel, plusieurs modéles ont été proposés, nous citons le modéle de taches a
offset qui fait 'objet d’étude de cette these.
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Chapitre 2

Analyse d’ordonnancabilité des taches
avec décalage d’activation (a offsets)

Résumé :  Ce chapitre présente les principauz modéles de tdaches prenant en compte les relations
de décalage d’activation entre les tdches, les transactions et les taches multiframes. Aprés avoir
présenté la motivation de proposer un tel modéle, nous détaillons les méthodes existantes d’ana-
lyse d’ordonnancabilité des transactions ordonnancées par priorités fives et EDF. Ces méthodes
sont basées sur l'analyse du pire scénario. Nous présentons ensuite les problémes de complexité
algorithmique et de pessimisme d’analyse pour les tests proposés, ainsi que la motivation du tra-
vail effectué dans cette thése.
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Chapitre 2. Analyse d’ordonnangabilité des taches avec décalage d’activation (& offsets)

2.1 Introduction

Le modéle de taches périodiques proposé par Liu et Layland [55], suppose que les téches sont
indépendantes, c’est-a-dire qu’il n’existe aucune contrainte ou relation entre les parameétres tem-
porels des taches. D’aprés cette supposition, le pire temps de réponse d’une tache se produit a
un instant critique qui est défini par 'activation simultanée de la tache analysée avec toutes les
taches du systéme (chapitre 1) . Cette condition d’ordonnangabilité est trés pessimiste (dans le
sens oil elle peut conclure une réponse négative pour 'ordonnancabilité tandis que le systéme
est ordonnancgable en réalité) pour certaines types d’applications temps réel ou I’exécution (1'ac-

tivation) de certaines taches sont liées, rendant irréaliste I'instant critique.

Dans une application de controle d’une drone miniature [110], par exemple, les taches d’acquisi-
tion de données générées par des périphériques série (GPS, centrale inertielle) sont liées par une
relation de décalage d’activation qu’on appelle Offset. Chaque ensemble de taches (par exemple
celles générées par un GPS) sont réveillées aprés un temps de décalage par rapport a l'arrivée
de la premiére trame. Ce dernier est alors I’événement déclencheur du processus d’acquisition
ou chaque tache est chargée d’acquérir un bloc de données. Ces taches sont activées 'une apres
I'autre. Par conséquent les taches d’acquisition des différents blocs d’une trame ne pourront ja-
mais étre activées simultanément, ce qui rend la condition d’ordonnangabilité de L& L (de Liu et
Layland) pessimiste pour ce genre de taches. Afin de prendre en compte ces relations de décalage,
un modéle de transactions est utilisé pour regrouper un ensemble de taches déclenchées par un
méme évenement.

Une transaction est alors une collection de taches liées par des relations d’offset. Ces taches sont
liées soit par une fonction effectuée collectivement, soit par une calendrier de temps partagé selon
lequel il convient de regrouper ces taches dans une seule entité [107]. Notons que I'analyse pre-
nant en compte les relations d’offsets englobe I'analyse classique. i.e. 8’il n’existe pas de relation
d’offset entre les taches, 'analyse est équivalente a celle des taches indépendantes de L&L.

Nous présentons le modeéle de taches a offsets dans la section 2.2, ainsi que les différents techniques
d’analyse d’ordonnagabilité proposées dans le contexte des priorités fixes (section 2.3) comme en
priorités dynamiques (section 2.4). Quelques modéles particuliers sont présentés dans la section
2.5 : transactions série, transactions monotoniques et les taches a suspension. Dans la section
2.6 nous présentons le modéle de taches multiframes et dans la section 2.7 une généralisation
de ce modéle est donnée. Le chapitre est conclu par une présentation de différents problémes et
difficultés de I'analyse d’ordonnancabilités de tous les modéles exposés.

2.2 Modeéle de taches a offset (Transactions)

Dans le contexte des taches a offsets, un systéme I' de taches est composé d'un ensemble de |T'|
transactions I'; activées par des événements externes, avec 1 < i < |I';| (tel que |T';| est le nombre
d’éléments dans I'ensemble T';). Cet activation par événement externe justifie le fait qu’une tran-
saction est non concréte (date d’arrivée d’événement inconnue) mais qu’a l'intérieur , chaque
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tache composant la transaction est bien connue (date de réveil relatif a la date de I’événement

déclencheur de la transaction).

Formellement un systéme de transactions est défini comme suit :

r o {Tylo,. O}
Ly {7, migs oo Ty Ti )
Tij < Cij,Oij,Dij7Jij7Bij7]D’ij >

Chaque transaction I'; (Figure 2.1) est constituée d’un ensemble de |I';| taches 7;; possédant la
méme période T; , avec 1 < j < |I'|. T; est alors le temps séparant deux activations successives
de la transaction (par conséquent de deux activations successives de chaque tache 7;; de I';). Re-
marquons que cette période est une « pire période », i.e. un délai minimal entre deux activations

successives (modele sporadique, voir section 1.3.3.2).

Une téache 7;; est définie par son pire temps d’exécution (WCET pour Worst Case Execution
Time) Cj;, un intervalle de temps séparant la date d’activation de la transaction et la date d’ac-
tivation de la tache, appelé offset O;;, un délai critique D;;, un gigue sur activation J;;, un facteur
de blocage maximum B;j, et une priorité P;; (si une politique d’ordonnancement & priorités fixes
est considérée). B;; modélise le pire temps de blocage induit par un éventuel partage de res-
sources (suivant le protocole de gestion de ressources utilisé [97, 21, 9]) et J;; permet de prendre
en compte un retard sur 'activation de la tache dans le cas par exemple d’application distribuée
(retard lié a attente d’un message par exemple). Une tache peut étre donc activée a tout instant
entre O;; et O;; + J;; aprés activation de la transaction et elle doit terminer son exécution avant
la date O;; + D;; aprés I'activation de la transaction. Notons que les échéances des taches sont
quelconques (non reliées aux périodes) et que les taches sont non réentrantes. Afin de modéli-
ser certaines applications dans 'aérospatial ol les données sont rassemblées périodiquement et
a chaque groupe de n périodes certains traitements supplémentaires sont effectués, [107] dote
chaque tache 7;; d’'un parameétre supplémentaire e;; qui détermine le nombre d’activations de la
transaction durant lesquels une exécution de 7;; est permise (i.e. une activation de 7;; pour e;;
activations de I';), dans ce cas la période de la tache 7;; est e;; x Tj.

Dans tout le document, nous supposons cependant que e;; = 1. Dans le cadre d'une étude
d’ordonnancabilité nous étudions le pire cas, qui correspond dans le sporadiquement périodique
A un réveil strictement périodique la plus petite période T;. Supposons qu’une transaction I';
soit activée a la date ¢ = 0, durant la vie du systéme plusieurs instances d’'une tache 7;; sont
exécutées. La k"¢ instance (avec k un nombre naturel positif) est donc caractérisée par :

— Date d’activation : entre O;j + (k — 1)T; et Oy + Ji; + (k — 1)T;.
— Echéance : ala date Oij + (k = 1)T; + Dyj.

La figure 2.1 présente un exemple de transaction I'; contenant trois taches 7;1, 7,2 et 73 avec des
WCET égale a Cj; = 3, Cy9 = 2 et (3 = 4 respectivement. Les trois taches ont la méme période
T; = 16 (période de la transaction). La tache 7;1 (Resp 72 et 73) s’active a Uinstant O;; = 1
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Fic. 2.1 — Exemple d’une transaction.

(Resp Oj2 =6, O;3 = 11) aprés la date d’activation de la transaction.

Nous nous intéressons dans la suite & ’analyse d’ordonnancabilité des transactions non concrétes
exécutées sur une architecture monoprocesseur. D’aprés la définition d’une transaction, certaines
taches d’une méme transaction ne peuvent jamais s’activer simultanément, ce qui rend la condi-
tion d’ordonnancabilité proposées par Liu et Layland pour des téches indépendantes [55, 102]
trés pessimiste (dans le sens ou elle fournit des réponses négatives sur I'ordonnangabilité pour
des systémes qui sont ordonnangables en réalité). Ainsi sur l'exemple de la figure 2.1, si l'on
considére avec affectation des priorités DM, un systéme composé uniquement des téches de I';
est déclaré non ordonnangable si I'on considére le modéle de L&L.

Plusieurs travaux ont été effectués sur ’analyse d’ordonnancabilité des transactions. Tous les tra-
vaux trouvés dans la littérature portent sur ’analyse de temps de réponse. Les premiers travaux
ont été proposés par Tindell [106, 107, 109], dans lesquels il a défini le modéle de transactions
et il a identifié le pire scénario d’exécution de la tache analysée pour calculer son pire temps
de réponse. Il a prouvé qu’un instant critique se produit lorsque une tache plus prioritaire que
la tache analysée de chaque transaction s’active simultanément a la tache analysée. D’aprés la
définition de I'instant critique, plusieurs difficultés sont rencontrées afin de calculer le pire temps
de réponse d’une tache analysée 7.
— Plusieurs instants critiques sont possibles. Parmi ces instants, lequel induit le pire temps
de réponse de la tache analysée?
— Comment calculer I'interférence réelle (retard causé par) d’une transaction sur le temps de
réponse de la tache analysée ?
— Trouver une méthode d’analyse avec une complexité raisonnable sur des systémes de taille
réaliste.

Afin de bien comprendre les différentes méthodes d’analyse proposées, ainsi que leurs points
forts et leurs lacunes, nous divisons notre étude en deux grandes sections suivant ’algorithme
d’ordonnancement utilisé. La section 2.3 présente I'analyse de temps de réponse des téaches a
offset ordonnancées par un algorithme & priorités fixes et la section 2.4 présente celui des taches
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ordonnancées par un algorithme a priorités dynamiques (EDF).

2.3 Analyse d’ordonnancabilité des taches a offset avec priorités
fixes

Soit " un systéme composé de n transactions (I'; avec i = 1..n) ou transaction I'; contient |T';]
taches. Notons 7, la tache a analyser. Supposons que chaque tache posséde une priorité fixe
unique. Nous donnons ci-aprés les notations utilisées dans la suite de ce chapitre :

Notations :
— hp;i(Tua) : U'ensemble des indices des taches les plus prioritaires que 7,, appartenant a la
transaction T';.
~ Ryq : Le temps de réponse de la tache sous analyse 7, (temps entre la sa date d’activation
et sa date de fin d’exécution).
Dans le contexte des transactions, calculer du pire temps de réponse d’une tache 7,, repose sur
I’approche générale de calcul présentée pour les taches indépendantes qui consiste a :

1. Identifier et examiner les périodes d’activités de niveau ua , ainsi que les instants critiques.
Ensuite calculer le temps de réponse correspondant a chacun des instants critiques; le

maximum est le pire temps de réponse de 7.

2. Pour une période d’activité de niveau ua donnée, déterminer la pire interférence causée
par les taches les plus prioritaires que 7,, dans la période d’activité . Cette interférence
permettra d’estimer le retard que la tache 7,, peut subir.

3. Déterminer la longueur de la période d’activité (ou celle associée a une instance donnée)

afin de déduire le temps de réponse d’une instance de 7,

2.3.1 Identification du Pire scénario

Nous savons que le pire temps de réponse d’une téche 7,, se produit toujours dans une pire
période d’activité de niveau uwa. Afin de pouvoir identifier le pire scénario d’exécution de 7y, il
est indispensable de caractériser les pire périodes d’activité durant lesquelles le pire temps de
réponse peut se produire, et ainsi limiter le nombre de périodes & considérer.

Théoréme 16 [70] La contribution pire cas d’une transaction I'; lors d’un instant critique d’une
tache analysée Ty, est obtenue quand la premiére activation d’une tdache T;. de chaque transaction
T'; plus prioritaire que 1,4 coincide avec cet instant critique aprés avoir été retardée par sa gigue
maximale J;..

[107, 70| a montré qu’une pire (plus longue) période d’activité de niveau ua commence a I'instant
ou une tache 7., plus prioritaire que 7,4 de chaque transaction I'; (i = 1...n avec T',, inclue) sont
activées simultanément aprés avoir été retardées par une valeur maximale de leurs gigues, et
aprés le début de la période d’activité, les taches arrivent a leur rythme maximale (i.e. avec
gigue nulle), et période T;.

Le théoréme 17 détermine les instances d’une tache qui peuvent contribuer a une période d’ac-

tivité de niveau ua.
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Théoréme 17 [107] Le temps d’exécution d’une instance d’une tiche i plus prioritaire que Tyq
activée avant le début de la période d’activité de niveau ua (ua étant le niveau de priorité de Ty,)
peut étre ignoré pourvu qu’une période d’activité supplémentaire démarrant au réveil de la tdche

Tij Soit examinée.

I
AT T Jia 47} T 47 7, 47, TTE I
.................................
o, O, O
4 A
1 7 T Frzz 47 Trzz I
.............................
Oy, Oy
‘: Lus T_z‘-ua }
O, O,.
Début de période
5 e
Fin d'exécution Fin de période
der,, d'activité

Fi1G. 2.2 — période d’activité de niveau ua.

Considérons un systéme I', de la figure 2.2, composé de trois transactions I'y, I'y et I';,. Soit 7,4 la
tache & analyser avec la plus faible priorité. La figure 2.2 illustre une période d’activité de niveau
ua lorsque les taches 79, 791 et 7 s’activent simultanément aprés avoir été retardées par une
valeur maximale de gigue Jio2 = 3, Jo1 = 4 et J, = 0 respectivement. D’aprés le théoréme 17, la
premiére instance de 711 ne contribue pas a la periode d’activité considérée car elle s’active avant
méme si elle se fait retarder par sa gigue maximale. Rappelons que les transactions sont non
concrétes, donc d’autres périodes d’activité sont possibles changeant la combinaison des taches
activées simultanément au début de la période d’activité (taches initiant I'instant critique). Pour
notre exemple |I'y| X [T'g| X |T'y| = 3x2x 2 = 12 périodes d’activité (combinaisons) sont possibles.
Notons qu’au contraire des taches indépendantes de Liu et Layland pour lesquelles I'instant cri-
tique coincide avec l'activation de la tdche analysée, dans le contexte des taches a offset I'instant
critique d’une tache 7, coincide avec le début de la période d’activité (i.e. I'instant critique ne
coincide pas forcement avec I'activation de la tache analysée 7,4). [110] donne un exemple simple
d’une tache analysée d’'une transaction I', pour laquelle I'instant critique (période d’activité)
produisant le pire temps de réponse coincide avec l'activation d’une autre téche de la méme

transaction T',.

A ce stade d’étude, nous connaissons les pires scénarii (les périodes d’activité) a considérer, ainsi
les instants critiques que nous devons étudier pour trouver le pire temps de réponse. Dans la
section suivante nous présentons la procédure du calcul de temps de réponse d’une tache 7,

pour chacun des scénarii possibles.
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2.3.2 Facteurs d’interférence

Supposons un instant critique initié par I'activation d’une tache 7;. de chaque transaction I';. Le
temps de réponse d’une instance de 7,, est la durée entre sa date d’activation et sa date de fin
d’exécution. La date de fin d’exécution correspond a la premiére date dans la période d’activité
ou la charge processeur est égale & la longueur de l'intervalle de temps considéré, on parle de

point creux.

Différentes sources de charge processeur (interférence) peuvent participer a retarder l'exécution
de Ty, nous les citons ci-aprés :
— Interférence causée par des téches ayant des priorités supérieures a celle de 7,, (pour
chacune des transactions).
— Interférence causée par les instances de 7,, activée avant l'instance analysée (dans le cas
ou le délai critique peut étre supérieur a la période).
— interférence causée par des tdches moins prioritaires partageant des ressource critiques avec
Tua- Cette interférence est bornée par une valeur B,,, estimée selon le protocole d’accés
aux ressources considéré.

2.3.3 Fonction d’interférence

Pour une transaction I';, soit 7;. la tache dont I’activation coincide avec 'instant critique (on
parle de tache candidate a l'instant critique pour I';), supposons une tache 7;; appartenant a la
transaction I';, plus prioritaire que la tache analysée 7,,. Dans une période d’activité de longueur
t, plusieurs instances de la tache 7;; peuvent étre exécutées, d’ott I'interférence de la tache 7
pour cet instant critique est représentée par les différentes instances de 7;;. Palencia et Harbour
[70] distinguent ces instances en trois classes :

— Set0 : Les instances qui sont activées avant l'instant critique (début de la période d’acti-
vité) méme avec un retard d’activation par une valeur maximale du gigue. Ces instances
correspondent au résultat du théoréme 17 et n’auront aucune contribution dans la période
d’activité.

— Setl : Les instances activées & I'instant critique aprés avoir été retardées par une certaine
valeur de la gigue pour coincider avec 'instant critique.

— Set2 : Les instances activées aprés l'instant critique (dans la période d’activité).

Nous nous intéressons donc a linterférence causée par les deux ensembles Setl et Set2. Dans
(3)

I'exemple illustré par la figure 2.3 I'instant critique est initi¢ par 'activation de I'instance 7;

qui a été retardée par J;; = 4 unités de temps. On remarque qu’il y a deux instances Ti(l) et Tg )
qui sont retardées par une valeur de gigue (< Ji2) pour que leurs activations coincident avec
Iinstant critique. Ces deux instances appartiennent alors a l’ensemble Setl de 7;5. Les taches
activées aprés l'instant critique comme Tl-(g) et Ti(24 ) forment 'ensemble Set2.

Signalons que 'interférence des instances de ’ensemble Setl est indépendante de ¢ (dépend de

la valeur maximale de la gigue). Tandis que celle de ’ensemble Set2 dépend de la longueur de
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L Ja=4 J,=20
T,

(1) 1
Ty 7y

Fi1c. 2.3 — Ensembles des instances contribuant a une période d’activité.

la période d’activité qui débute a 'instant critique. La théoréme 18 donne le mode d’activation
pire cas des taches plus prioritaires que 7.

Théoréme 18 [70] Soit t. l'instant critique d’une tache 7., et ¢ le temps entre l’activation de
la transaction I'; et linstant critique t.. La contribution pire cas de la tdche 7;; apparait quand
les instances de ’ensemble Setl ont une gigue telle qu’elles s’activent toutes a l’instant critique
tandis que les activations dans l’ensemble Set2 ont une gigue nulle.

2.3.4 Calcul de temps de réponse pour un instant critique
2.3.4.1 Interférence des autres transactions sur la tache analysée

Nous connaissons le mode d’activation des instances d’une tache 7;; par rapport un instant cri-
tique (¢ = 0) initié par 7. ; cela ne suffit pas pour calculer le nombre d’instances de chaque
ensemble contribuant au temps de réponse de 7,,. Notons que par la suite, les indices 7jc uti-
lisés correspondent a la tache 7;; dans un scénario ou 7;. est la tache de I'; dont l'activation
correspond a 'instant critique étudié. La phase ®;;. est définie comme l'intervalle de temps entre
I'instant critique et la premiére activation de 7;; (avec gigue nulle) aprés I'instant critique (date
d’activation de la premiére instance dans Set2). ®;;. sera utilisée comme repére pour calculer le
nombre d’instances dans les ensembles Setl et Set2.

(bz'jc = (OZ] - (Ozc + Jw)) mod TZ (2.1)

D’aprés la définition d’instant critique et d’aprés le théoréme 18 I'instant critique initié par la
tache 7. survient a la date (O;. + J;.) mod T; car 7;. doit coincider avec 'instant critique aprés
avoir été retardé par la valeur maximale de la gigue. D’ot la premiére instance de la tache 7;; de
Set2 (activée aprés I'instant critique avec gigue nulle) est activée a la date ®;j. aprés I'instant
critique, et les prochaines activations surviennent périodiquement chaque T;.
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2.3.4.2 Exemple :

La figure 2.4 illustre graphiquement les valeurs des phases des taches de la transaction I'y pour
les différentes téches candidates a initier I'instant critique. Dans la figure 2.4(b) le début de la
tache 71 coincide avec l'instant critique, d’ott ce dernier (I'instant critique) survient a la date
O11+J11 = 2+1 = 3. L’ensemble Setl contient une seule instance de 711, la premiére instance de
711 de Set2 s’active a la date @117 = 15, aucune instance de T2 n’existe dans Setl, et la premiére

instance dans I’ensemble Set2 s’active & la date ®197 = 6 aprés Iinstant critique.

P11 = (011 — (011 + J11)) mod Ty = (2 —(2+1)) mod 16 =15

D191 = (012 — (011 + J11)) mod T3 =(9—(2+1)) mod 16 =6

vation de la tache 79 coincide avec l'instant critique.

Tandis que la figure 2.4(c) illustre les phases des deux taches de la transaction I'y quand l'acti-

P19 = (011 — (012 + J12) mod T; = (2 — (9 + 4)) mod 16 =5

D199 = (012 — (012 + J12) mod Ty = (9— (9+4)) mod 16 = 12

T, 2P}
R R
2 9 16
J" =1 J12=4
(a)
Jn 2% Ty
-~
I.f[!!!!‘.‘!!!..‘I.!"..!
Instant ;3(%9 16 H
critiqgue E Py =6 i
@, =15
B r.=t
T Ty, Jp =4 T, T Ty T2
i [ ] [T 11 [ 1]
9 16
instant critique D, =5
Dy, =12
(©) I, =1Tp

F1G. 2.4 — Phases d’activation.

I'instant critique. Wjj.(t) est alors égale a la somme de I'interférence
semble Setl, plus l'interférence IS?Q des instances de Set2.

Notons Wjj.(t) I'interférence de la tache 7;; dans l'intervalle de temps ¢ quand la tache 7 initie
ISetl

e des instances de l'en-
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La partie d’interférence causée par les instances de Setl est indépendante de la longueur de la
période d’activité. Elle est principalement liée a la valeur maximale de la gigue. Cette partie
d’interférence est donnée par I’équation suivante :
Setl _ | Yij ije

N ©2)
La deuxiéme partie est I'interférence causée par les instances de Set2 qui dépend de la longueur
de la période d’activité t, son équation est donc donnée en fonction de la longueur de la période
d’étude t.

t— Dy
e = | ] o (2.3
D’ou l'interférence totale Wij.(t) de la tache 7;; sur une tache de plus faible priorité pendant

un intervalle de temps ¢t quand la tache 7;. initie I'instant critique est égale & la somme des
interférences des deux ensembles Setl et Set2 :

Wige(t) = I560 + 15622 (1) (2.4

ijc ijc

Par conséquent, l'interférence de la transaction I'; sur le temps de réponse de la tache sous
analyse 7,4, quand la tache 7;. initie I'instant critique est donnée par I’addition des interférences
de toutes les taches de I'; ayant une priorité supérieure a celle de la tache 7.

‘/Vic(Tuaat) = Z (Iz?itl + Iiitz( )) (25)
Vji€hpi(Tua)
Jij + Pije t — Pije
‘/Vz'c(Tuaat) = Z <\‘%J + ’VTJ-‘) Cij (2'6)
Vji€hpi(Tua) ! !

Cette formule nous permet alors de déterminer la contribution de chacune des transactions
du systéme dans une période d’activité, pour un instant critique donné initié par 7. pour la
transaction I'; # T'y,. Dans 'exemple de la figure 2.5 'interférence de I'y lorsque 71 initie 'instant

critique, dans un intervalle de temps de longueur ¢ = 18 est obtenue par le calcul suivant :

cI)lll = (011 - (011 + Jll) mod T1 = (2 — (2 + 0)) mod 28 =0
P97 = (012 — (011 + Jll) mod T} 10 — 2 + 3)) mod 28 =5

vt - (g b (B
- Q 28 JJF{ 28 D“Q % J+{ = Dﬁ_n

Nous présentons la procédure de calcul de pire temps de réponse d’une tache 7, pour un instant

critique candidat donné. Supposons une période d’activité initiée par I’activation d’une tache 7,
de chaque transaction I'; du systéme.
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2.3.4.3 Interférence de la transaction analysée sur la tache analysée

Dans une période d’activité, plusieurs instances de la tache 7,, pouvant étre activées a l'instar de
[51] . Le maximum parmi les temps de réponse de ces instances donne le pire temps de réponse
de Tyq, pour le scénario d’instant critique considéré. Afin de calculer le temps de réponse de
chacune de ces instances, on leur donne, en fonction de leurs dates d’activation (sans tenir en
compte la valeur de la gigue), la numérotation suivante : on attribue a I'instance de la tache 7,,
qui s’active dans l'intervalle ]0,7T,] la position (numéro) p = 1, et p = 2 a celle qui s’active a
I'intervalle |T,,,27),] et ainsi de suite. Quant a I'instance qui s’active dans I'intervalle | — T}, 0] on
attribue la position p = 0 et a celle de 'intervalle | — 275, T,,] on attribue la position p = —1 et
ainsi de suite. Il s’agit tout simplement de numéroter les instances de 7, appartenant aux deux
ensembles Setl et Set2.

M2 J,=4, J,=20
T =10
«— >

) I 2) 2
Tfl Ti(Z) Ty T§2] 7y TS)

R —— N

instant critique

r,=1,

ic

Fi1G. 2.5 — Instances d’une tache analysée 7, avec numérotation.

La figure 2.5 présente la numérotation et les temps de réponse des instances de 7,, activées dans

la période d’activité initiée par l'activation simultanée de 711 et 7.

Donnons la position pg . a l'instance de 7, de numéro le plus faible présente dans la période
d’activité.

J, P

Poua = — \‘ uai; uaqu +1 (27)
u

Dans notre exemple de la figure 2.5 nous avons

9+14

pO,ua:_\‘—12 J+1:—1+1:0

Il est nécessaire de déterminer la longueur L de la période d’activité, afin de déterminer I'instance
de la position la plus élevées py, 44 de Tyq. Il est clair que plus la période d’activité est longue
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plus pr e est élevée. La plus longue période d’activité est calculée itérativement en prenant en
compte toutes les instances de toutes les taches plus prioritaires y compris celles de 7,,. La suite
récurrente est initialisée par la durée d’exécution C,, de la tache analysée. Le calcul est arrété

lorsque le premier point fixe est trouvé.

(k;) ng_l) - (I)uac (k 1)
Lua = Bus + T — Poua + 1] Cyq + VZ Wici (Tuaa Lua > (2'8)

Nous pouvons maintenant déterminer la valeur (de la position de la derniére instance de 7,

présente dans la période d’activité) :

Lyo— @
PLua = \‘ & Tu uaqu (29)

Pour la période d’activité présentée dans la figure 2.5, le calcul est arrété en arrivant au premier
point fixe a l'itération 4 (Lui) = L&ga)

W = 2
(1) Lz(ﬁlfz_l) - q)uacu (0)
Lua = T— — Poua t+ 1| Cua + Z VVZ’C«L (TUG’ Lua)
w Vi
[0—4
- S| 0+ 1) 24 Wi (Tua 2) + Wap (7ua, 2)
= 2454+3=10
@) (10 — 4]
L, = D —0+4+1)2+Wn (Tuaa 10) + Wb (Tua’ 10)
= 44114+3=18
(3) _18 - 4_
Lua = D —04+1)2+Wp (Tua, 18) + W (Tuav 18)
= 64+114+6=23
() [23 — 4]
L, = D —0+4+1)2+Wn (Tuaa 23) + Wb (Tua’ 23)
= 6+4+114+6=23

Par conséquent, la position de la derniére instance de 7, est (figure 2.5) :

23—4J

PLua = \‘ 12

Aprés avoir déterminé toutes les instances de 7,, présentes dans la période d’activité (p =
P0,uas - PLua), 1l suffit de calculer leurs temps de réponse et choisir le maximum comme le pire
cas de T, pour I'instant critique considéré. La date d’activation a,,(p) d’'une instance de position

p est donnée par :
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aua(p) = (p - 1)Tu + q)uacu (210)

Afin de déterminer 'instant de fin d’exécution de I'instance p, et ainsi son temps de réponse, nous
calculons la longueur de la période d’activité associée a 'instance p (en prenant en compte pour
les instances de 7, seulement celles qui sont activées avant 'instance étudiée p). La longueur de
cette période d’activité est calculée par la recherche du plus petit point fixe de la suite récurrente
suivante :

LE () = Bua + (0 — poa + 1) Cua + Y _ Wic, <m, ng—1>(p)) (2.11)
)

Enfin, le temps de réponse R, (p) de l'instance p est donné par la différence entre la date de fin
d’exécution et celle de son activation :

Rua(p) = Lua(p) - aua(p) (212)

Nous appliquons ces formules pour trouver le temps de réponse des instances de 7,, présentes
dans la période d’activité de la figure 2.5

— Instance p=0 :

L) = 2
LE)(0) = (p—powa+1) Cua+ Y Wi, (Tuaa L) (p))
Vi

= (0-04+1)2+ Wi (Tua,2) + Wup (Tua, 2)

= 245+3=10
L2 0) = 24 Wi (Tua, 10) + Wap (Tua, 10) =24+ 11 +3 =16
nga)(o) = 2+ Wy (Tum 16) + Wup (Tum 16) =2+11+6=19

LO0) = 24 Wi (Tuas 19) + Wep (Tua, 19) =2+ 1146 = 19

Le temps de réponse de l'instance de position p = 0 est :

Rua(0) = Lyo(0) — (p — )Ty — Puge, = 19— (—12) —4 =27

— Instance p=1 :
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LY = 2
L&B(l) = (p - pO,ua + 1) Cua + Z Wici (Tuaa ngz) (p))
Vi
= (1-041)2+ Wi (Tua,2) + Wup (Tua, 2)
= 4454+3=12

LA1) = 44 Wi (Tuas 12) + Wep (Tue, 12) =4+ 11+ 3 = 18
L) = 44+ Wi (Tua, 18) + Wap (Tua, 18) =4+ 11 + 6 = 21
LWA) = 44+ Wi (Tua,21) + Wep (Tua,21) =2+ 11+ 6 = 21

Le temps de réponse de 'instance de position p =1 est :

Ryo(0)=21—(1-1)12 -4 =17.

— Instance p=2:

L) = 2
L%)(l) = (p — Poua t+ 1) Cua + Z Wici (Tuaa Lq(f;) (p))
Vi

= (2-04+1)2+ Wi (Tua,2) + Wup (Tua, 2)

= 64+5+3=14
L) = 6+ Wi (Tua, 14) + Wap (Tua, 14) = 64+ 11 +3 =20
LB 1) = 6+ Wi (Tua,20) + Wep (Tua, 20) = 6 + 11 + 6 = 23
LH1) = 64 Wit (Tua, 23) + Wap (Tua, 23) = 6 + 11 + 6 = 23

Le temps de réponse de l'instance de position p = 2 est :

Rua(0)=23—(2-1)12—-4=7

D’ou, lorsque les taches 111 et 7 initient I'instant critique le pire temps de réponse est :

Rys = max Ryq(p) = max {27,17,7} = 27

p=p0,ua...pL,ua

2.3.5 Analyse exacte de pire temps de réponse

Nous avons vu comment le pire temps de réponse d’une tache peut étre calculé pour un instant
critique donné. Le probléme est que les taches candidates initiant I'instant critique produisant
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Combinaison de taches candidates | Instance p | Ryq(p) | MaxRy(p) | Rua
Ti1, Tub p=0 27
p=1 17 27
p=2 7
T115 Tua p—0 7
p—1 15 15
p=2 5 27
T12, Tub p:() 17
p=1 12 17
p=2 2
712, Tua p:O 8 8
p=1 7

TAB. 2.1 — Calcul exacte du pire temps de réponse

le pire temps de réponse ne sont pas connues. Autrement dit, quel instant critique candidat
provoque le pire temps de réponse de la tache analysée? car plusieurs pire scénarii ou instants
critiques sont possibles.

Un analyse exacte [107, 70| consiste & étudier toutes les combinaisons de toutes les taches plus
prioritaires que 7,, dans chaque transaction, ensuite de choisir le pire temps de réponse.

Pour un systéme de n transactions tel que chaque transaction I'; contient n; taches plus priori-
taires que la tache analysée 7,,. Le nombre de combinaisons (instants critiques) a considérer est
égal a :

n

[Tl =n1 xng x ... x nyy (2.13)
=1

Le pire temps de réponse est alors donné par :

Ry, =  max {Rua}
Vi,Yei €hpi(Tua)
Dans l'exemple de la figure 2.5 nous devons examiner |I'1| x |I',| = 2 x 2 = 4 instants critiques.
La table 2.3.5 donne tous les scénarii de calcul de la valeur exacte du pire temps de réponse de
la tache 7,

2.3.6 Bilan

Cette méthode d’analyse fournit une valeur exacte du pire temps de réponse d’une tache sous
analyse. Malheureusement elle a une complexité exponentielle qui la rend inapplicable pour des
systémes de taille réaliste. Afin d’éviter ce probléme de complexité plusieurs travaux ont été réa-
lisés. Tindell [107] a proposé une méthode approchée fournissant une borne supérieure du pire
temps de réponse avec une complexité pseudo-polynomiale. Cette approche a été formalisée et
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étendue pour des taches avec offsets dynamiques (§ 2.3.9) par Palencia et Harbour [70, 60]. La
fonction d’interférence approchée utilisée dans cette méthode a été améliorée (fonction d’inter-
férence effective) par Turja et Nolin [61, 62, 63| cette nouvelle fonction a permis de réduire le
pessimisme de la borne approchée du pire temps de réponse. Nous détaillons ces travaux dans
les sections suivantes.

Notations : Pour chaque fonction f, nous notons fjs la valeur de f calculée par la méthode
d’analyse M. Par exemple pour le pire temps de réponse nous notons :
— WCRT 44, Ezact (00 Rya Ezact) le pire temps de réponse exact de la tache 7yq.
— WCRT 44, Paiencia (00 Ryg, Paiencia) la borne du pire temps de réponse obtenue par la mé-
thode approchée de Tindell-Palencia (section 2.3.7).
— WCRT 44, Notin (0u Ryq Notin) la borne du pire temps de réponse obtenue par la méthode
approchée de Turja et Nolin (section 2.3.8).

2.3.7 Méthode approchée de base (Tindell,Palencia)

Cette méthode d’analyse a été proposée par Tindell [107, 70| dans le but d’éviter le probléme de
la complexité exponentielle de I’analyse exacte. Elle permet d’obtenir une borne supérieure stire
(jamais inférieure a la valeur exacte) pour le pire temps de réponse, avec une complexité pseudo-
polynomiale. Elle repose sur le méme principe de calcul que la méthode exacte, mais au lieu
de traiter tous les instants critiques possibles, on effectue un seul processus de calcul de temps
de réponse en utilisant une fonction d’approximation d’interférence pour chaque transaction du
systéme. Puisque la tache qui initie I'instant critique n’est pas connue pour une transaction I';,
la fonction d’approximation prend tout simplement le maximum des interférences (borne supé-
rieure) en considérant chacune des taches candidates de I'; comme celle qui initie I'instant critique
sans prendre en considération l'interaction avec les autres transactions. La borne supérieure de
Iinterférence d’une transaction I'; durant une période d’activité de longueur ¢ est donc donnée
par la formule suivante :

Wi,Palencia(Tua t) = max Wic,Palencia(Tw t) (214)
Veehpi(Tua)

Avec Wic paiencia(t) (équation 2.6) I'interférence de I'ensemble des taches de hp;(7uq) lorsque
I'instant critique est initié par la tache 7.

L’interférence d'une tache 7;; est calculée comme dans I’approche exacte, c¢’est-a-dire pour une
instance de 7;; activée dans la période d’étude, toute la durée d’exécution (WCET) de 7;; est
prise comme contribution de cette instance dans la période d’étude. La fonction d’interférence
d’une transaction peut étre représentée graphiquement sous forme de courbes en escalier, chaque
point d’escalier correspond & une activation d’une instance d’une tache. Cette représentation
permet d’illustrer ’évolution de 'interférence en fonction de la longueur de la période d’activité.
La figure 2.7 montre les courbes d”interférences des transactions du systéme de la figure 2.6.

On voit bien que la valeur de I'interférence maximum peut correspondre a des taches candidates
(initiant U'instant critique) différentes pour des longueurs différentes de la période d’activité. Par
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Ij‘l Tl 2 Tl 3 T
r |
T — T — T T T T >

0 3 9 16
T21 T22
L [ [] .
T 1 T T T 1 1 | Il
0 6 13
Tua
e Oij: J,=0

Fi1G. 2.6 — Exemple d’un systéme de transactions.

exemple, dans la figure 2.7(a), Uinterférence maximum de 'y, dans une période d’activité de
longueur 4 unités de temps correspond & son interférence lorsque la tache 71 initie l'instant
critique, tandis qu ’elle correspond & son interférence lorsque 712 initie 'instant critique lorsque
la période considérée est de longueur égale a 7.

Pour cette analyse approchée, un seul processus du calcul itératif de temps de réponse est a
effectuer. Dans chaque itération 'interférence maximum de chacune des transactions est prise en
compte. Le fait de déterminer l'interférence maximum de chaque transaction indépendamment
(sans interaction avec) des autres transactions permet de passer d’une complexité exponentielle
a une complexité pseudo-polynomiale. De la méme facon, nous calculons les temps de réponse de
chacune des instances de 7,, et le maximum est pris comme une borne supérieure du pire temps
de réponse; nous appliquons cela pour chaque tache candidate 7,. de I',. La période d’activité
associée a une instance p (date de fin d’exécution de I'instance p) est déterminée par :

k k—1
LELa),Palencia(p) = DBy, + (p — Poua t+ 1) Cua + Wuc,Palencm (Tuaa LSLa,PC)LlenC’L'CL(p)) +
b
Z Wi,Palencia (Tuav Lfm,;zzlecm(p)) (215)

Vi#u

De méme, afin de trouver la position (numéro) de la derniére instance de 7, ; la plus longue
période d’activité est donnée par la formule suivante :

k (k_]i)l ia @uac
LSLa),Palencia = Bua + = en;a - - Poua + 1] Cua +
u
k-1 k—1
Wuc,Palencm(Tua, Lz(m,P()llencm(p)) + Z VVici,Palencm(Tuaa Lfm,Pzzlencia)(Q’lES)

Vi

Dans le but de simplifier et clarifier les calculs, dans toute la suite de document nous considérons

que la transaction I', ne contient qu’une seule tache qui est la tache analysée 7,,, et qu'une seule
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instance de 7,, est exécutée dans la période d’activité. Cette supposition est supprimée par le
calcul du temps de réponse de toutes les instances de 7,, par une simple adaptation des formules
a la [51] (Pour les formules complétes d’analyse, voir annexe A).

Avec cette supposition le temps de réponse de la seule instance de 7y, est réduit & :

k k—1
Li(m),Palencm = Bua + Cua + Z Wi palencia (Tua’ Lz(m,P()zlencm) (2.17)
Vi#u

Notons que lorsque les gigues sont nulles, la longueur de la période d’activité associée a I'instance
de 7, représente son temps de réponse (car sa date d’activation est égale a la date de début de
la période d’activité)

k k—1
Rz(m),Palencm = Bua + Cua + Z Wi,Palencm (Tua’ R?Sa,Pc)zlencia) (218)
Vi#u

2.3.7.1 Exemple :

Nous appliquons la méthode approchée pour trouver une borne du pire temps de réponse de la
tache 7., présentée sur la figure 2.6. Supposons que toutes les taches soient plus prioritaires que
Tua €t aient des gigues nulles. La figure 2.7 (a et ¢) illustre I’évolution de la fonction d’interférence
durant la premiére période de chacune des transactions du systéme en considérant une tache de
chaque transaction, celle qui coincide avec l'instant critique. La fonction est alors représentée
par une courbe en escalier.

Les courbes de la figure 2.7(b) et (d) représentent la fonction d’interférence approchée (maximum)
pour les transactions I'y et I'y respectivement. Cette interférence sera utilisée dans le calcul de
la borne supérieure du pire temps de réponse. Notons que toutes les formules utilisées dans ce
calcul correspondent & la méthode de Palencia. Les étapes du calcul itératif de temps de réponse
de la tache 7, sont :

RO = Cu=1

ua

Rl = Cuat 2. Wi (Tm,RSZ)) = Cua + Wi (Tua,RgQ) + Wy (Tw, R;g))

= 1+ max {WH(R(O ), le(ngoa ), W12 (R(O )} + max {ng(ngoa)), WQQ(RU%))}

(0)
= Ttmaxd 3 ([P g RS TE) 0y W (RO, Wia(RE) b+
, Ty Ty
Vji€hp1(Tua)
max {Wm(R&%))v W22(Ru%))}
— 1+3+2=6
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— Wi patencia ()
Y L ) A
s b m2falacza (t) A a b VI/],]’alencia (t) 1
T I/V13,Pal:'3na'a (t) 1 - Tr I
|l S WS Nl —4d
o} : I A
4 1+ ' ur 4} )
7 e e o e et 5 st o+ 3
i o i o
1 1F
T T TN TN TN TN TN N NN NN N NN N N | I N Y Y TN TR TN TN TN T N SO SN N | |
1 2 2 4 & &6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16 AT 12 2 4 4 & 7 &8 9 10 1 12 13 14 15 16 A7
(a) )
Wi ©) v o
4 A 4 "Y' 2 Palencia A
Pl B W/;Z,Palenaa (t) 4 ’
N : 3 S +
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F1G. 2.7 — Interférences des transactions.

R® = (O, +W;

ua

Rgfa) = Cua + Wl

6
7

FWa6) =14+4+2=7

) 6)
)+ Wa(7) =146+3 =10

~—~~ ~~ N

R = Cue+Wi(10) + Wa(10) =1+ 7+3 =11
Rz(f;) = Cue+Wi(11) +W5(11) =147+3=11

La borne de temps de réponse de 7,, est égale a 11 unités de temps (plus petit point fixe du
calcul itératif). Tandis que la valeur exacte de pire temps de réponse est égale & 8 unités de
temps, ce qui correspond & linstant critique initié par 711 et 791. Cette méthode nécessite un
temps d’exécution avec de complexité pseudo-polynomiale, en revanche elle fournit une borne
trés pessimiste (approchée) par rapport a la valeur exacte du pire temps de réponse.

2.3.7.2 Implémentation efficace de la méthode approchée

Turja et Nolin [60] ont proposé une implémentation efficace permettant d’accélérer le temps
d’exécution de I'algorithme du test approché d’ordonnangabilité. Cette technique d’implémenta-
tion exploite le motif périodique de la fonction d’interférence d’une transaction dans une période
d’activité, elle sauvegarde de maniére statique les informations de l'interférence de chaque tran-
saction du systéme. Notons que cette technique ne réduit pas le pessimisme de la méthode

d’approximation de base, mais elle permet tout simplement d’améliorer le temps de traitement.

Nous savons que l'interférence d’une transaction I'; est bien divisée en deux parties, pour une
tache candidate donnée 7;. : la partie I i‘ieﬂ est statique et indépendante de longueur de la période
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d’activité t, et la partie I{Zeﬂ dépend de la longueur ¢ de la période d’activité.

Wic,Palencia(Tua’ t) = Z (Igitl + Ig‘iﬂ(t)) = Z Igiﬂ + Z I{?iﬂ(t) (219)
Vjehpi(Tua) Vjehpi(’rua) Vjehpi(Tua)

Donc, durant le calcul de temps de réponse c’est la partie d’interférence Ifetz(t) qui doit étre
réévaluée a chaque itération. De méme, 'interférence maximum W;(t) peut alors étre divisée en
deux parties :

Wi,Palencia(Tuav t) = J@md + Tiind('ruav t) (220)

— La partie statique induite par la gigue notée Jii”d, cette partie est forcément le maximum des
parties Ifceﬂ. Elle correspond aux instances activées avant la période d’activité (ensemble
setl).

Jind = max oot (2.21)
Vcehpi(’rua) .

vJehpi(Tua)

— La partie dynamique induite par le temps notée Tf”d(t), cette partie correspond aux ins-

tances de ’ensemble Set2, elle posséde un motif périodique de période T;

ind
0 = ol e et 222)
Wit (Tuast) = I+ I (1) — g 2.23
ic (Tuav )_ Z (z]c + ijc ()) i ( : )
vjehpi(Tua)

L’évaluation de la formule de Tf”d(t) nécessite un temps d’exécution important, et ceci a chaque
itération de calcul approchée du pire temps de réponse. Vue la périodicité (avec une période T;) de
I2¢2(¢) il suffit de sauvegarder les points (dates, interférences) convexes de la fonction I7¢2(t)
(figure 2.7(a,c)) pour chaque tache candidate, et ensuite stocker ces points qui représentent
I'interférence maximum durant une période dans une table (figure 2.7(b,d)). Cette table sera
utilisée pour déduire l'interférence maximum de la transaction pour n’importe quelle période
d’activité de longueur ¢, par une simple recherche dans la table.

2.3.7.3 Note

Nous appelons un point concave, un point (date, interférence) représentant I'interférence imposée
a la date d’activation d’une tache (début d’une demande processeur), et un point convexe le point
représentant U'interférence a la date de sa fin d’exécution. Graphiquement, les points concaves sont
les points minimaux des segments verticaux (ou obliques figure 2.8) de la fonction d’interférence,
tandis que les points convexes sont les points maximaux de ces segments. Dans les figures 2.7-2.9

les points concaves sont marqués par cercles et les points convexes sont marqués par des croix.
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2.3.8 Méthode approchée basée sur 'interférence effective (Turja-Nolin)

Pour réduire le pessimisme de I’analyse approchée, Turja et Nolin [61] ont proposé une nouvelle
fonction d’interférence qui permet d’évaluer I'interférence causée effectivement par une tache ou
une transaction dans une période d’activité. L’utilisation de cette nouvelle fonction réduit le
pessimisme causé par la surestimation de U'interférence approchée (maximum) d’une transaction.
En effet, la fonction Wjj;. présentée au dessus surestime l'interférence en prenant toute la durée
entiére d’exécution d’une tdche méme si celle-ci ne se termine pas dans la période d’activité
considérée. Par exemple sur la figure 2.7(a) l'interférence de I'y lorsque 711 initie U'instant cri-
tique est égale a 4 dans une période d’activité de longueur égale a 4. Si on analyse ce scénario
d’exécution de taches, a I'instant ¢ = 0 la tache 711 s’active provoquant une charge de 1, puis la
tache 72 s’active a l'instant ¢ = 3 provoquant une charge de 3, mais une seule unité de temps
de cette charge de 712 ne pourra étre exécutée dans la période d’activité étudiée (de longueur 4),
donc l'interférence totale de I'; dans cette période d’activité ne vaut que 1 + 1 = 2 au lieu de
1+3=4.

Il est important de signaler que la fonction classique d’interférence ne produit pas de pessimisme
sur le temps de réponse d’une tache pour un instant critique donné (analyse exacte) car on ne
peut pas avoir un point fixe avant la fin d’exécution d’une tache qui a déja demandé le pro-
cesseur. Par contre elle produit une surestimation de la demande processeur dans la fonction
d’interférence approchée.

La méthode repose sur l'idée que l'interférence ne doit pas excéder la capacité du processeur.
Autrement dit, 'interférence ne peut pas évoluer plus rapidement que la période d’activité consi-
dérée. Par conséquent la dérivée de la fonction d’interférence ne peut pas étre supérieure a la
dérivée de la fonction d’évolution de temps comme on va le montrer plus tard dans cette section.

Wijewy _ dt _ Wijern

— <3 = a1 (2.24)
D’ou la fonction d’interférence effective peut étre représentée graphiquement par des rampes
(figure 2.8). Dans l'exemple présenté sur la figure 2.8, I'instant critique est initié par la tache
711. L'interférence effective de la tache 73 de la transaction I'y dans une période d’activité de
longueur ¢t = 10 est égale & 1 ((3 —2) = 1) car cette instance ne pourra pas étre exécutée
complétement dans la période d’activité (¢ = 10), deux unités de temps (x131 = 2) sont hors
de la période d’activité. Cette quantité sera retranchée de la WCET de 713 contribuant a la
période d’activité, tandis que la méthode classique donne une interférence de 73 égale a 3. D’ott
I'interférence totale de la transaction I'; pour ¢ = 10 est égale 4 5 (1 +3+ (3 —2) = 5). La
meéthode classique donne une interférence égale 4 7 (1+3+3 =7).

Théoréme 19 [59] [61] Soit une tiche 7; de période T; et de WCET C; (0 < C; < Tj) activée
a Vinstant t = 0. Soit un intervalle de temps t positif, t = k x T; +t' (o0 k est un entier et
0 <t' < Tj. Alors k x Cj +min(t',C}) est une borne supérieure de linterférence que la tache 7;
peut tmposer a n’importe quelle tdche de priorité inférieure durant un intervalle de temps t.
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W, (1) =1+3+(3-2)=5

F1G. 2.8 — Interférence effective.

Le théoréme 19 donne l'interférence exacte (effective) qu’une tache peut imposer sur le temps de
réponse d’une tache moins prioritaire, dans une période d’activité de longueur ¢. Donc, pour une
instance d’une tache 7;;, activée dans la période d’étude, les unités de temps qui pourront étre
exécutées dans la période d’étude qui seront prises en compte, tandis que la formule classique
d’interférence (équation 2.4) prend toutes les unités de WCET de 7;; en compte. Afin de trouver
la formule de la fonction d’interférence effective, il suffit de supprimer la surestimation x;;. causée
par les unités de temps des instances de la tache 7;; ne pouvant pas étre exécutées avant la date
t. D’ou la partie d’interférence dépendante de la longueur de l'intervalle d’étude Igitz(t) est
obtenue par la nouvelle formule suivante :

e t* »
R0 = | 3] 0 - ) (2.95)

= t—

(I)Uc
* Cij — (t* mod T;) si t*>0A(0<t*modT;) < Cjj)
zijelt) = 0 sinon

D'ou :

Wije,Notin(t) = L%J Cij + P_?ﬂ Cij = ije(t — Pije) (2-26)

Théoréme 20 [61] Pour une tache a analyser T,, et une tdache candidate ;. € T';, la valeur
obtenue avec la nouvelle formule de Ifﬁ? (équation 2.25) n’est jamais plus élevée que celle obtenue

avec [’ancienne formule 2.3.
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F1G. 2.9 — Courbes d’interférences effectives.

La borne du pire temps de réponse est calculée de la méme maniére par la recherche de point
fixe en remplagant [ ffcﬂ de I'équation 2.3 par la nouvelle formule donnée par I'équation 2.25.

RI(Z),Nolin = Bua + Cua + Z Wi,Nolin <7—ua, Rz(ﬁljzjl\lf)olzn> (227)

Vi#u

Wi,Nolin(Tuav t) = Vceﬁ?é’w) V'E}LZ% ) <\‘UTZUCJ Cij + ’VTUC-‘ Cij — 1‘z‘jc(t — ‘I’z‘jc))Q.QS)
J PilTua

Par conséquent, cette nouvelle fonction d’interférence effective, élimine alors une surestimation de
I'interférence maximum. Nous comparons les deux représentations graphiques des deux fonctions
d’interférence approchée de la figure 2.7(b) et celle de la figure 2.9(b). Pour une période d’activité
de longueur t = 7 par exemple, I'interférence maximum effective est égale & 4. Par contre celle
calculée par la formule classique est égale a 6. En plus, en regardant la courbe de Wi(t) de la
figure 2.9(b), un point fixe de temps de réponse pourra exister a cette instant (car a cette instant
on est sur un segment horizontal de la courbe). Tandis que l'interférence maximum est déja

surestimée et pourra amener & dépasser le premier point fixe.

Rua,Ea}act < Rua,Nolin < Rua,Palencia

Notons que la borne du pire temps de réponse fournie par la méthode approchée en utilisant la

fonction d’interférence effective est toujours comprise entre la valeur exacte et la borne fournie
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par la méthode approchée classique, du pire temps de réponse. Donc ’analyse approchée reste
toujours une condition suffisante d’ordonnancabilité. Pour une analyse compléte i.e. la transaction
contenant la tache analysée 7,, peut contenir d’autres taches plus prioritaires que 7,4, voir annexe

Al

2.3.8.1 Exemple

Nous appliquons la méthode d’analyse approchée en utilisant I'interférence effective sur le méme
exemple de la figure 2.6. Les courbes illustrant I’évolution d’interférence effective de chacune
des deux transactions I'; et I's pour chaque tache candidate sont représentées sur la figure 2.9.
Notons que les formules utilisées dans ce calcul correspondent toutes & la méthode de Turja et
Nolin

R(O) = Cua:

ua

R(l) = Cua

ua

_|_
—

' ) = 0 (0)
iL2LV;(nm,Rua) Cua + Wi (7uas B + Wa (rua, D)

= 1+ max {WH(R&%, Wiz(RY), W12(Rz(32)} + max {W21(R1(3L))’ W22(Ru2l))}

(0)

. @ . o — @ .

— ltmax( Y (F@%%JEJCU+{E_7TLQ
Vj€hp1(Tua) ! !

Cij — SCz'jc> ,Wia(R),

Wia(RE)) -+ masx {War (RE), Waa (RY) }
= max{1-0,3—-2,3—-2}+max{2—-1,1-0}=1+14+1=3
R = Cu+Wi(3)+Wy(3)=1+3+2=6

ua

RB) = Cluo+Wi(6) +Wa(6) =1+4+2=7
R®) = Cuo+ Wi(T) + Wa(T) =1+4+3=8
RE) = Clo+Wi(8) + Wa(8) =1+5+3=9
RO = Cp+ Wi(9) + Wa(9) =1+ 6+3=10
R = Cup+ Wi(10) + Wa(10) =1+ 6 + 3 = 10

La borne du pire temps de réponse de la tache 7,, est égale & Ryq Noiin = 10, et est moins
pessimiste que celle calculée par la méthode classique (Ryq, Patencia = 11). Une extension de l'al-
gorithme d’implémentation présentée dans la section 2.3.7.2 a été adaptée [62, 63| pour accélérer
I’exécution de cette nouvelle méthode approchée. Dans la section suivante, nous détaillons cet

algorithme que nous allons utiliser dans les chapitres suivants.

2.3.8.2 Algorithme efficace d’implémentation

Dans chaque itération de processus de calcul de la borne du pire temps de réponse, 'interférence
maximum de chaque transaction est & calculer et ceci en examinant tous les couples de téaches :
(tache candidate, tache plus prioritaire). Afin d’accélérer le calcul, Turja et Nolin |62, 63| dé-
terminent le motif de la périodicité de l'interférence effective, puis 1'utilisent dans ’algorithme
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F1G. 2.10 — Périodicité de 'interférence effective.

d’implémentation présenté dans la section 2.3.7.2.

Le principe consiste alors & représenter statiquement I'interférence maximum de chaque transac-
tion dans des tables. Dans le calcul de temps de réponse, ces tables sont utilisées par une simple
recherche pour déduire l'interférence effective maximum causée par chacune des transactions.
Cette représentation statique concerne la partie d’interférence dépendante de temps Tlmd Le
motif de périodicité de 'interférence effective est différent de celui de 'interférence classique. La
difficulté vient des instances activées avant la fin de la période lorsque leur exécution déborde
sur la période suivante. Nous savons que l'arrivée des instances de l’ensemble Set2 est pério-
dique lorsque les gigues sont nulles. La figure 2.10 illustre Dinterférence 132 dune transaction
I'; lorsque une téche 7;. initie 'instant critique, I'instance de 7;3 est activée dans la premiére
période et finit son exécution dans la période suivante. Nous constatons bien que l'interférence
durant la premiére période est différente de celle produite dans la deuxiéme période qui est ré-
pétitive pour les périodes suivantes. L’interférence de I'instance débordante sera divisée en deux,
celle causée dans la premiére période, et celle causée dans la deuxiéme période. Dans la suite nous
détaillons 'algorithme de représentation statique de I'interférence maximum d’une transaction.

Soit une transaction I';, sans perte de généralité supposons que toutes les taches de I'; soient
plus prioritaires que la tache analysée 7,,. Pour chaque tache candidate 7;. deux tables sont
construites, P;. pour sauvegarder l'interférence Iffﬂ (les points convexes de la courbe IfcetQ,
figure 2.10) causée durant la premiére période et une table P/, pour sauvegarder celle causée
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dans la deuxiéme période. Pour pouvoir aborder ces calculs facilement, une étape préliminaire

est indispensable.

2.3.8.2.1 Etape préliminaire. Trois opérations sont nécessaires pour restructurer les infor-

mations dans la transaction pour une tache candidate 7;. considérée. Cette restructuration n’a

aucune influence sur la charge ou le comportement temporel de la transaction. On ne considére

que les taches de la transaction dont la priorité n’est pas inférieure a celle de 7.

62

— Opération d’ordre : Consiste a classer (renuméroter) les taches suivant leur date de

premiére activation aprés I'instant critique. i.e. suivant un ordre croissant de la phase ®;;e.
Opération de fusion : Cette opération consiste a fusionner deux a deux les taches voisines
pour lesquelles aucun temps creux n’est produit entre les exécutions. Pour 1 < j < [Ty,
si @50 + Cyj > (1>i(j+1)c alors Ti(j+1) est englobée dans 7;;. Ces deux taches forment alors
une seule tache avec WCET égale a Cj; + Cj(;41) et une date de premiére activation aprés
I'instant critique (phase) égale & ®;j.. Les taches de la transaction I'; sont renumérotées
suivant l'ordre croissant de la phase ®;;. car 7;(;;1) est supprimée. Cette opération est a
répéter jusqu’a ce qu’aucun paire de taches ne respecte la condition de fusion.

7} L.
T Ty
(a) , [C1T1 Ts 1 Tis T
T ] [T []
T T I T T T T T T I I T T I I T T I I T T 1
t=0 &, Dy, L Dy, D
;e
ﬁ Fusion
T
: Siac
z-il rx“2 T,g T,'4 ——
) [ [T 1] [ 1] [ ]
—r— Tt 1 1 1 T+  t t 1 T T T 17 1T T 1 1
q:m ¢’.2c q)i3c ¢,4c

Fi1G. 2.11 — Opération de fusion.

Nous appliquons cette opération sur la transaction I';, présentée dans la figure 2.11(a),
lorsque une tache 7. initie U'instant critique. Les taches sont ordonnées (numérotées) suivant
l'ordre croissant de leurs phases ®;;.. D’aprés les conditions de la fusion, la tache 7o
est intégrée dans 7;1 et la tache 7,4 est fusionnée avec 7;3. La figure 2.11 (b) présente la
transaction obtenue aprés avoir renuméroté les nouvelles taches.

Opération de séparation : Pour une tache 7;;, telle que sa premiére activation aprés
I'instant critique survienne dans la premiére période et que son exécution continue dans
la deuxiéme période (une partie de son WCET est exécutée dans la premiére période et
l'autre partie dans la deuxiéme période) une tache Sjj. est séparée de 7;; avec un WCET
égal a la quantité de WCET de 7;; qui a débordé dans la deuxieme période. Cette quantité
est calculée par :
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0 si @jjc + Cij <T
Sije = <I> .
ije + Cyj — T sinon

D’une maniére explicite, chaque tache 7;; débordant dans la deuxiéme période (quantité
de WCET séparée positif, Sj;. > 0) est divisée en deux taches 7,5 et 7». 7;; représente la
quantité d’interférence de 7;; produite dans la premiére période. La tache 7;;» est appelée
tache séparée et elle représente la quantité d’interférence de 7;; produite au début de la
deuxiéme période. Les valeurs de ces nouveaux parameétres sont données par la formule

suivante :

CZ‘]‘/ = CZ'- — Sz'jc et Cij” — Sz'jc
(bij/c = (szc et @’ij”c =0

La tache 74 de la transaction I';, présentée dans la figure 2.11(b), déborde dans la deuxiéme
période avec Sj4. = 2 unités de temps. Cette quantité ne contribue pas dans I'interférence
de T'; durant la premiére période, tandis qu’elle est prise en compte pour les périodes sui-
vantes (cela nécessite une opération supplémentaire de fusion).

Afin d’assurer une représentation statique de W;(7uq,t), on doit stocker assez d’informations
sur l'interférence maximum de I'; durant les deux premiéres périodes pour déduire correctement
la valeur de W;(7yq,t) dans des périodes d’activité arbitrairement longues. Puisque T;”d(Tua, t)
est la seule partie d’interférence dépendant de ¢, il suffit seulement de représenter T;”d(Tua,t)
statiquement.

Théoréme 21 [62, 63/
Supposons que les tdches séparées soient prises en compte, et t = k x T; +t' avec k € N et
0 <t <T; alors

Tz'md(Tuaa t) =k x Tz'md(Tuaa T;) + Tiind(Tuaa t')

2.3.8.2.2 Représentation statique. Puisque la tache séparée (quantité débordante) n’est
pas prise en compte dans l'interférence produite dans la premiére période, mais I'est pour la
deuxiéme et les périodes suivantes, alors la représentation statique est divisée en deux cas, une
pour calculer P; correspond a la premiére période et I'autre cas pour calculerP; de la deuxiéme
période et pour les périodes suivantes. Chaque point d’une table de stockage contient les cor-
données suivantes, la longueur de la période d’activité x, et 'interférence correspondante y. Un
point est traduit comme suit : pour une période d’activité de longueur x, une interférence totale
égale & y est imposée par I'; lorsque la téche 7. initie I'instant critique.
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— La tache séparée n’est pas prise en compte (premiére période)

Pour chaque tache candidate 7;. de I';, les trois opérations de restructuration Ordre, Fusion
et Séparation présentées auparavant sont exécutées. Nous calculons les points de la table
P, décrivant la partie de I'interférence induite par le temps WZ-JCF(TW,t) de T'; quand 75
initie I'instant critique. Chaque point de P [k] a la structure définie au-dessus. Les points
contenus dans P;. correspondent aux coins convexes de la courbe de la partie d’interférence

Wt (t) (équation 2.23). Les formules suivantes définissent les points de la table P :

’c

Pellly = > I3 =" (rua) (2.29)
Vj€hpi(Tua)

Pulkly = Pulk—1y+Cyp ke2. Ty

P;.[1].y donne la relation initiale (i.e. la distance verticale a la date ¢ = 0) entre les diffé-
rents instants critiques candidats, elle est donnée par la différence des parties d’interférence
induites par la gigue. En outre, I'interférence induite par le temps doit étre nulle a la date
t = 0, ce qui est obtenu par la soustraction du maximum des interférences induites par les
gigues (J{"4(7,,)) pour initialiser la valeur de P.[1].y.

A cette étape du calcul, nous avons toutes les informations de la fonction d’interférence
W;g de I'; pour toutes les taches 7;. stockées dans I’ensemble des tables P;.. Afin d’obtenir
les points décrivant I'interférence maximum Tf”d(Tua, t) nous devons trouver les points re-
présentants le maximum de toutes les W; Ces points seront stockés dans la table P;.

Pour trouver les points de P; (union de toutes les tables P;.), au début P; contient tous les
points de toutes les tables P, et a la fin, nous ne gardons dans P; que les points représentant
les points convexes maximum, en appliquant la relation « Envelopper » (subsume). Cette
relation est définie comme suit :

Un point P;[a] enveloppe un autre point P;[b] (notons P;[a] = P;[b]), si la présence de P;|al
implique que P;[b] n’est pas un point convexe pour la courbe représentant le maximum des
interférences.

Formellement, la relation « Envelopper » est définie par :

Pla] = P[b] SSIPJaly > Pbly A (Plalx — Plaly < Plble — Blbly)  (2.30)

D’ou la table P; finale contenant les points convexes de Tf”d(Tw,t) est obtenue par la

suppression de tous les points « Enveloppés » par d’autres points.

Supprimer P;[b] de P; SI 3a#0b : Pjla] = Pi[b] (2.31)



2.3. Analyse d’ordonnangabilité des tiches a offset avec priorités fixes

— La tache séparée est prise en compte (deuxiéme période et celles qui suivent)

Le calcul de la table P/ décrivant la fonction d’interférence T7"¢(7,,,t) durant la deuxiéme
période et les périodes suivantes est analogue au calcul de P; sauf que la tache séparée est
prise en compte. Une opération d’ordre et de fusion sont nécessaires a cause de l'insertion
de la tache séparée.

Puisque P/ représente la fonction d’interférence induite par le temps de(’i'ua,t) pour
t > T;; P/.[1].y doit refléter cette relation a la date de la fin de la premicre période.
L’ 1nterference de T'; lorsque la tache ;. initie 'instant critique a la date T; est représentée

par P.[|l;|].y. Par conséquent la relation initiale est définie par :

Pl [1).y = Pie[|Till.y - max P [|Ti[] .y (2.32)

La fonction d’interférence maximum Tf”d(Tua,t) de la transaction I'; est représentée dans les
deux tables P; et P/, Afin de pouvoir déduire U'interférence de I'; pour n’importe quelle période
d’activité assez longue, nous transformons les deux tables P; et P/ en tables V; et V; respecti-
vement. Ces deux derniéres tables représentent les points concaves de la courbe d’interférence
maximum, et elles seront facilement exploitées dans la déduction de l'interférence totale.

Vilk].y = Pilk].y
B PBilk + 1.z — (Py[k + 1]y — Py lkl.y) if k< |Ty|
Vikle = { A (2.33)
ke 1|1y

Les points de Vj et V; sont utilisés pour calculer I'interférence maximum induite par le temps
Tii"d(Tua, t) dans n’importe quelle période d’activité. L’interprétation des tables V; et V/ est la sui-
vante : pour ¢ < T}, V;[k].y représente l'interférence maximum induite par le temps (7/"%(7yq,1))
que la transaction I'; peut produire dans une période d’activité de longueur V;[k].x (k € 1..|V;|).

2.3.8.2.3 Deéduction de la valeur de ’interférence totale induite par le temps Tf”d(Tua, t)

L’interférence est représentée séparément pour les deux premiéres périodes dans les deux tables
Vi et V/. Nous utilisons ces deux tables pour calculer I'interférence maximum de la transaction
dans n’importe quelle période d’activité. Cette opération peut étre réduite & une fonction de
déduction. Pour ¢ < T; nous n’utilisons que V;, et pour ¢ > T; nous utilisons les deux tables (V;
et V) dans le calcul. La fonction de déduction est définie comme suit :
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- Vilnly si k<1
T (10, 1) = { s (2.31)
_ VillVilly + (k — 1) x VIV Ly + V'L
k = t Div T;
t* = t rem T;
n = min{m : t* < V;[m].x}
n' = min {m : t* < V/[m].x}

k représente le nombre de périodes complétes (7;) dans ¢, et t* est la partie de ¢ étendue dans la
derniére période. L’algorithme de cette implémentation est présenté dans ’annexe B.1.

2.3.8.3 Bilan

La méthode d’analyse présentée ci-dessus a une complexité pseudo-polynomiale. Mais malgré
I’élimination de la surestimation de la fonction d’interférence maximum en utilisant la fonction
d’interférence effective, cette méthode reste pessimiste.

2.3.9 Analyse des taches a offset dynamique

Dans cette section, nous présentons comment adapter l'analyse précédente pour des taches a
offsets dynamiques. Pour ce type de modéle, I'offset d’une tache n’est pas fixe, mais il peut varier
d’une activation & une autre avec une valeur limitée par une borne minimale et maximale |70].

Oij € [Oij,min> Oijmaz]

Dans l'analyse des taches a offsets fixes, 1'offset représente l'intervalle de temps minimal qui
sépare 'activation de la tache et arrivée de I’événement externe (activation de la transaction).
D’autre part, la gigue représente le délai maximum par lequel 'activation d’une tache peut étre
retardée. D’olt on peut modéliser facilement le cas des taches & offsets dynamiques comme un
cas particulier des taches & offsets fixes, en redéfinissant un nouvel offset fixe et une gigue sur

activation de chaque tache 7;; comme suit :

Ogj = Oz‘j7mm (2.35)
Jii = Jij + Oijmaz — Ojmin
Par conséquent, afin d’analyser I'ordonnancabilité des taches & offset dynamique il suffit d’ana-

lyser les taches a offsets fixes équivalentes. Notons que 1’étude des offsets dynamiques est utile
pour les taches a suspension ou des systémes distribués [69].

66



2.4. Analyse d’ordonnangabilité des taches a offset avec priorités dynamiques (EDF')

2.4 Analyse d’ordonnancabilité des taches a offset avec priorités
dynamiques (EDF)

Dans cette section, nous présentons l'extension de l'analyse de temps de réponse des téaches
indépendantes ordonnancées par un algorithme d’ordonnancement dynamique EDF' [102, 103]
pour des taches a offsets (transactions) avec priorités dynamiques [71]. La définition de l'instant
critique pour une tache analysée 7, dans le contexte des priorités dynamiques est différente de
celle utilisée pour les priorités fixes (section 2.3) car I'ensemble des taches plus prioritaires qu’une
tache 7,, varie au cours du temps.

Le théoréme 22 montre que le pire temps de réponse d’une tache 7,, peut étre trouvé dans une
période d’activité initiée par 'activation simultanée d’une tache 7;. de chaque transaction I';
(1 # u) aprés avoir été retardée par sa gigue maximale.

Théoréme 22 [71] La pire contribution d’une transaction I'; sur le temps de réponse d’une tdache
analysée Tyq se produit lorsque la premiere activation d’une certaine tdche 7;. coincide avec le
début de la période d’activité aprés avoir retardée par une valeur mazximum de gigue.

Pour trouver le pire temps de réponse, nous devons alors examiner toutes les périodes d’activité
possibles en combinant toutes les taches des transactions initiant la période d’activité. Pour une
période d’activité initiée par une tache 7;. d’une transaction I';, les instances d’une tache 7;; sont
classées en trois ensembles SetO, Setl et Set2. La définition de ces ensembles est la méme que
celle présentée pour les taches avec priorités fixes.

La pire contribution d’une tache 7;; est produite lorsque les instances de l'ensemble Setl sont
retardées par une quantité de gigue telle que toutes s’activent au début de la période d’activité
et les instances de I'ensemble Set2 s’activent & leurs rythmes maximum (i.e. avec gigues nulles,
et a la période T;) (théoréme 3 dans [71]).

2.4.1 Fonction d’interférence

Puisque l'ordonnancement dynamique (EDF) d’une tache est basé sur ’échéance de I'instance
étudiée, pour calculer le temps de réponse d’'une instance 7,, avec une échéance survenant a la
date D, il est nécessaire de déterminer la pire interférence Wj.(t, D) de '’ensemble des taches de
chaque transaction I'; dans une période d’activité de longueur ¢ avec échéance D. Pour cela on
ne doit considérer que les instances activées dans [0,¢) mais avec un échéance survenant a ou

avant D.

Le nombre d’instances (Setl plus Set2) d'une tache 7;; activées dans [0,t) lorsque une tache 7.
initie la période d’activité est donné par :

Jij + Pije t — Pije
—_— —_— 2.
][] 230
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Maintenant, nous déterminons le nombre d’instances ayant un échéance & ou avant D qui est
donné par la formule suivante :

Jij + q)ijc D — (I)ijc — dz’j
— — 1 2.37
{ 7T I * (2.57)
D’ou I'interférence Wjj.(t, D) d’une tache 7;; dans une période d’activité ¢ avec un échéance D
est :
Wijc,Palencm(t’D) = <\‘MJ + min (’V ZJC-‘ s ’V e ZJ-‘ + 1>> CZ (238)
T; T, T, .

Finalement, 'interférence totale d’une transaction I'; est donnée par la somme des interférences
de toutes ses taches.

Wic,Palencia(taD) = Z VVz‘jc,Palencia(ta D) (239)
vjel;

Comme dans 'analyse a priorité fixe, nous devons étudier toutes les périodes d’activité afin de
trouver le pire temps de réponse exacte d'une tache analysée. Cette analyse exhaustive a une
complexité exponentielle vu que le nombre de périodes d’activité a examiner est égal au produit
des nombres de taches des transactions. Une méthode avec une complexité pseudo-polynomiale
qui donne une borne approchée de pire temps de réponse a été proposée dans [71|. Nous la
présentons dans la section suivante.

2.4.2 Meéthode d’analyse approchée

Cette approche est similaire a celle proposée pour les taches a priorités fixes [107, 70]. Elle
permet d’obtenir une borne supérieure du pire temps de réponse en utilisant une borne d’interfé-
rence Wi gonzale=(t, D) (fonction d’interférence maximum) pour chaque transaction I';. Cela évite
d’examiner toutes les combinaisons de taches possibles.

Wi,Palencm(ta D) = Inax VVic,Palencm(ta D) (240)
Veel';

[102] a montré que l'instant critique produisant le pire temps de réponse d’'une tache analysée
Tua SUrvient au début de la période d’activité ou a un instant auquel ’échéance de 7,, coincide
avec I’échéance d’autre tache d’une autre transaction. Pour chaque instant critique, il est néces-
saire de déterminer le temps de réponse de chacune des instances de 7, activées dans la période
d’activité. La méme numérotation des instances proposée dans la section précédente (équations
2.7-2.9) pour les taches a priorités fixes est gardée dans ce cas.

L’ensemble ¥ des instants critiques & considérer correspond alors & ’ensemble des échéances de
toutes les instances de toutes les taches de toutes les transactions.
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U= (J{®ije + (0 = VT + dij} (2.41)
VI
VD = Dojije---PL,ije;s V¢, § € T

Pour un instant critique, soit A la date de la premiére activation de 7, aprés le début de la
période d’activité, la date de fin d’exécution de l'instance p est donnée par I'équation itérative
suivante, en ajoutant la contribution de toutes les transactions.

Wiae(D) = (9 = Po,uac + 1)Cua + Wee (Wi (), Dite () + Y Wilwiiae(p): Die(p))  (2:42)
Vitu

Ot W (wik.(p), DA ..(p)) est linterférence de la transaction I', sans prendre en compte l'in-

terférence de la tache analysée 7,4, et D;j‘ac(p) est I’échéance de l'instance étudiée p lorsque la

premiére instance est activée a la date A. Cette échéance est définie par :

Dﬁac(p) =A + (I)uac + (p - 1)Ta + dua (243)

Par conséquent le temps de réponse de l'instance est la différence entre sa date d’activation et sa
date de fin d’exécution. Pour chaque p nous devons examiner seulement ceux qui ont la premiére
activation A entre 0 et T),, les instants critiques vérifiant cette condition doivent étre analysés.

U ={U, eV [/ Dyoe+ (p— 1T, + dug < Vy < Puge +pTo+ dap} (2.44)

Notons que la date de la premiére activation est déduite a partir de I’échéance ¥, d’une instance
p d’une tache 7;; considérée.

A=V, — [q)ijc + (p - 1)Tu + dua] (2'45)

2.4.3 Bilan

L’analyse exacte de pire temps de réponse des taches a offsets avec priorités dynamiques est ex-
ponentielle. La seule méthode approchée proposée par Palencia et Harbour |71] fournit une borne
pessimiste du pire temps de réponse avec un complexité pseudo-polynomiale. Cette complexité
est plus élevée que celle de 'analyse approchée proposée pour les taches a priorités fixes selon
le critére du nombre d’instants critiques & considérer, qui correspond a toutes les échéances de
toutes les instances survenant dans la période d’activité.

Tous ce que nous avons présenté jusque la concerne 'ordonnancabilité des transactions non
concrétes avec priorités fixes ou dynamiques. De nombreux travaux ont été proposés pour analy-
ser des transactions concrétes (supposons que les dates des premiéres activations des transactions
sont connues). Ainsi les travaux de Pellizzoni et Lipari [75, 76, 73] ont proposé une méthode de
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calcul de temps de réponse et d’analyse holistique pour des transactions concrétes asynchrones
(chaque transaction posséde un offset d’activation en plus des offset des téches) avec un or-
donnancement & priorités dynamiques. D’autres travaux ont étudié ’analyse de systémes avec
algorithmes d’ordonnancement hybride a priorités fixes et dynamiques [58, 43]. Pop et al |77]
a étudié I'analyse de transactions dans le domaine des systémes déclenchés par le temps et par
événement (time-triggered and event-triggered). Des systémes avec ordonnancement hybride et
avec un motif d’arrivée complexe pour les téches ont été étudiés dans [87, 37].

2.5 Autres modéles prenant en compte des décalages d’activa-
tions

2.5.1 Transactions séries

Les transactions séries ont été proposées par Traoré [112, 110] pour modéliser certaines applica-
tions particuliéres, comme des taches générées par des périphériques connectés sur les ports de
type série (RS232 et CAN). Deux types de taches sont générées :
— Taches d’acquisition qui sont exécutées plusieurs fois par période de périphérique, elles
sont chargées de récupérer les données transmises par le périphérique série.
— Taches de traitement qui sont effectuées une fois par période du périphérique, elles sont
chargées de traiter les données regues par les taches d’acquisition.

Une définition des transactions séries est donnée dans [110| précisant les différentes contraintes
temporelles exigées par le mode de fonctionnement de ce type de taches. Une transaction série
est composée de n — 1 taches d’acquisition ayant la méme priorité et méme durée d’exécution, et
une tache de traitement exécutée a la fin de la transaction avec une durée d’exécution supérieure
a celle des taches d’acquisition et avec une priorité inférieure.

Définition 5 Une transaction série I'; est une transaction avec les contraintes suivantes :

— gigues nulles : Vj,1 < j < |I| : Ji; =0

— le motif d’arrivée des tiaches dans la transactions est régulier et égal a p; : V5,1 < j < || :
Oij = (j—1) xp;

— il y a deuz types de tdaches dans la transaction
~ Les L; = |I';|—1 tdaches d’acquisition : ¥j,1 < j < L; : 75 =< Cj, (j—1)pi, pi, 0, Bij, P; >.
= La tache de traitement 71, =< Cin, Lipi, Din, 0, Bij, Pin, >.

— avec Cyy, > Cy, Dy, > pi, Pipy < Pj et (T; — Ly X p;) — Cipy >> p; — Cy. Cette derniére inéqua-
tion signifie que le temps séparant la fin d’une tdche et le début de la tdche suivante dans
la transaction série est beaucoup plus important pour la derniére tdche de la transaction
série (c’est-a-dire la tache de traitement).

La figure 2.12 présente une transaction série I'; composée de 4 taches d’acquisition et une seule
tache de traitement.

Dans le contexte de 'ordonnancement des transactions séries avec priorités fixes, une tache ana-
lysée T, est dite intermédiaire pour une transaction série I'; si la priorité de 7, est plus faible
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Fi1G. 2.12 — Exemple d’une transaction série et sa transaction inverse.

que celles des taches d’acquisition de I'; et plus élevée que celle de la tache de traitement de
I';. Lorsque la priorité de 7,, est inférieure a celle de toutes les taches de I';, on dit que 7,, est
faible pour I';. Si la tache 7, est intermédiaire pour une transaction I';, alors que les taches
d’acquisition qui contribuent & I'interférence de I';, et 'instant critique est initié par la premiére
tache d’acquisition de T'; [112, 110]. Par conséquent si 7,, est intermédiaire pour toutes les tran-
sactions du systéme, l'instant critique produisant le pire cas est alors initié par la premiére tache
de chacune des transactions.

Afin d’accélérer le processus de 'analyse approchée de temps de réponse d’une tache 7, faible
(dans contexte de priorités fixes), [113] définit une transaction inverse I'; ' pour chaque tran-
saction I'; et montre que I'interférence maximum de I'; obtenue par Nolin dans n’importe quelle
période d’activité ¢ est équivalente a celle de la transaction inverse correspondante F;l lorsque
la premiére tache (tache de traitement) de I'; ! initie la période d’activité.

Wz’,Nolin(Tuaa t) = WiilNolm(Tuaa t) (2'46)

La figure 2.12 presente une transaction inverse F;l de la transaction I';. La transaction inverse
F;l d’une transaction série I'; est donnée par la transformation suivante

1= <Ciny0,X,0,Bip, Py, > (2.47)
75 = <Cy,Cin—Ci+(j—1)pipi, 0, Bigj_1), Pyj—1y) > - j = 2..n.

Q
=
|

Notons que cette méthode permet seulement d’accélérer ’analyse approchée dans le cas des
transactions série, mais elle n’apporte aucune amélioration sur la borne de temps de réponse.
2.5.2 Transactions monotoniques

Le concept (ou la propriété) des transactions monotoniques a été proposé par Traoré [111, 114]
pour caractériser certain type de transactions avec gigues nulles. Une transaction I'; est monoto-

nique pour une tache analysée 7,, si et seulement si l'interférence maximum de I'; sur le temps

71



Chapitre 2. Analyse d’ordonnancabilité des taches avec décalage d’activation (a offsets)

de réponse de 7, correspond toujours & son interférence lorsque une unique tache candidate 7;
initie I'instant critique. Cette propriété permet de déterminer quelle tache candidate (7;) de I';
initie 'instant critique pire cas pour 7,,. Notons qu’'une transaction I'; peut étre monotonique
pour une tache et non pour d’autres taches en fonction de I’ensemble de taches plus prioritaires
que la tache analysée. Cette propriété fait 'objet de notre étude dans le chapitre 4.

2.5.3 Taches a suspension

Les taches a suspension [92, 93| qui suspend leurs exécution pour exécuter une opération externe.
Une tache 7; est dite & suspension si durant son exécution elle peut demander 'exécution d’une
opération externe et & la fin de I'exécution de I'opération externe elle reprend son exécution.
L’exécution de 7; est alors suspendue durant I’exécution de 'opération externe.

Ca temps de suspension ¥ Cy

Fia. 2.13 — Téache a suspension.

Une téche a suspension 7; (voir figure 2.13) peut étre alors redéfinie par deux sous taches 71 et 752
avec une durée d’exécution Cjp et Cjo respectivement. Ces deux sous taches sont séparées par une
durée maximale de suspension (durée d’exécution de I’événement externe) entre la fin de la sous
tache 7;1 et le début de la sous tache 7o [91]. Dans |91, 92] il a été prouvé que I'ordonnancement
des taches périodiques avec au plus une suspension par tache et un délai critique implicite est
NP — complet au sens fort (théoréme 2.2.8 de [110]). Nous étudions la possibilité de modéliser
une tache & suspension comme une transaction. Si nous considérons une tache & suspension 7;
comme une transaction dont nous devons définir les paramétres (offset et gigues) définissant le
motif d’activation des téches 71 et 72 (sous taches) dans la transaction.

Puisque 71 s’active avec l'activation de la tache (transaction) 7;, alors elle est définie par un offset
nul O;; = 0 et une gigue J;; = 0 car aucun retard d’activation n’est probable. Afin de modéliser
la loi d’activation de la tache 7;0, supposons que la durée de suspension X; est comprise entre
deux bornes Xj pin €t X mar (valeurs connues); d’ott 752 s’active aprés la fin d’exécution de 7
(i.e. le temps de réponse de 7;1) et de 'opération externe Xj.

Oi2 = Rij1 + X;
L’offset O;y est dynamique (varie d’une instance a une autre) en fonction du temps de réponse
R;1, de l'instance précédente de 7;1. Nous devons alors le transformer en offset fixe (section 2.3.9).
Pour cela nous obtenons :

Oy = Oi2,min = Rit,min + Ximin

Jly = Oi2.maz — Oi2.min = Ri1 maz + Ximaz — Oi2.min
Notons que le temps de réponse de R;; dépend de la gigue J;5, d’ott la détermination de modéle
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fixe équivalent demande un calcul itératif. Un algorithme (WCDO : Worst-Case analysis for
Dynamique Offset) a été proposé dans ce sens par [69].

2.6 Modéle de taches Multiframes

Nous utilisons une notation similaire a celle utilisée pour les transactions afin de faciliter la
présentation des differents concepts déja vus.

Le modéle des taches multiframes (MF) a été proposé par Mok et Chen |67, 68| afin de réduire le
pessimisme d’analyse d’ordonnancabilité induit par la considération du modéle de taches pério-
diques proposé par Liu et Layland [55] pour certains types d’applications temps réel. Le modéle
de Liu et Layland considére le pire temps d’exécution pour caractériser une tache. Cette suppo-
sition rend pessimiste ’analyse d’ordonnancabilité lorsque le temps d’exécution moyen est trés
faible par rapport au pire temps d’exécution. Une surestimation sur la charge processeur est
considérée, ce qui réduit le taux d’acceptation (de validation) de systémes.

Soit un systéme I' composé de deux taches périodiques synchrones I'y et I'y avec une période 5 et 3
unités de temps respectivement. I'y est de durée d’exécution C; = 2 unités de temps, tandis que le
temps nécessaire pour exécuter I'y prend alternativement deux valeurs différentes, Co; = 2 unités
de temps pour les périodes impaires et Coo = 1 pour les périodes paires. Un exemple réel d’'une
tache ayant le méme fonctionnement que I's (donné dans [110]) est celui d'une tache chargée
d’envoyer des informations périodiquement au modem dans une application drone miniature
[110], mais elle envoie alternativement, une fois les informations d’altitude (environs 10 octets)
et une fois les informations GPS (environs 25 octets). Revenons sur notre exemple, lorsque le
systéme est modélisé par L&L, alors le pire temps d’exécution est considéré pour chacune des
taches, par conséquent, en appliquant les conditions d’ordonnancabilité de L&L, le systéme est
non ordonnangable car la charge processeur du systéme est supérieure a 1.

c, 2 2
U= "2 —Z2412_1066>1
ZTi = +3 =1,066 >

En réalité, le systéme est ordonnangable en prenant en compte pour chaque période la durée

d’exécution correspondante (figure 2.14).

Le modéle de taches multiframes permet donc de caractériser une tache par plusieurs valeurs
de durée d’exécution. Elle consiste a permettre & une tache d’avoir un nombre fini de durées
d’exécution telle que ses exécutions suivent un motif périodique connu a priori. La prise en compte
de ces ensembles de temps d’exécution de chacune de taches conduit a établir des conditions
d’ordonnangabilité meilleures que celles établies par L&L [55]. Nous retrouvons ce genre de
taches dans les applications de transmission de trames vidéo encodées avec les normes MPEG
[5, 40]. Dans le codage MPEG (Moving Picture Experts Group), il existe trois types de trames :
les I — frame, P — frame et B — frame [57|. La taille de I — frame est plus grande que celle
de P et B — frame. La transmission des trames suit le motif suivant : « IBBPBBPBBIBBP... ».
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FiG. 2.14 — Exemple d’une tache multiframes.

2.6.1 Présentation du modéle

Une tache temps réel multiframe est définie par un couple (I';,T;), ou I'; est un tableau de N;
(N; > 1) trames (71, 742, ..., Tin; ) avec temps d’exécution (Cj1, Cya, .., Cin, ) respectivement, et T;
est le temps minimum de séparation entre deux trames successives. C’est-a-dire que deux activa-
tions successives doivent étre séparées par un temps minimum 7;. Chaque trame 7;; doit terminer
son exécution avant un délai critique D;; = T;. Toutes les trames d’'une méme tache ayant le
méme niveau de priorité. Supposons que chaque tache posséde une priorité unique. Notons que
les taches indépendantes de L&L peuvent étre modélisées comme des tadches multiframes avec un
tableau de temps d’exécution d’une seule valeur (le pire temps d’execution). Pour I’exemple de la
figure 2.14 la tache I'y est composée de deux trames notées 191 et 9 avec des durées d’exécution
(91 et Cyo respectivement. Formellement cette tdche multiframe est présentée comme suit :

(T2, T2) = ((721,722), T7) = ((2,1),3)

A chaque tache multiframes on peut associer une tache de L&L en prenant seulement le pire temps
d’exécution parmi les temps d’exécution de ses trames. Nous trouvons dans la littérature plusieurs
travaux qui ont étudié les conditions d’ordonnancgabilité des taches multiframes & priorité fixes
[67, 68] comme a priorités dynamiques en utilisant en particulier deux techniques : analyse de
facteur d’utilisation |67, 68, 57| et 'analyse de temps réponse [13, 118].

2.6.2 Analyse d’ordonnancabilité des taches multiframes a priorités fixes
2.6.2.1 Analyse basée sur la densité

Pour une analyse moins pessimiste que celle proposée par L&L [55], Mok et Chen [67, 68] ont
prouvé que l'algorithme d’ordonnancement a priorités fixe RM (Rate Monotonic) est optimal
pour des taches multiframes satisfaisant la propriété d’Accumulativité Monotonique (AM).

Définition 6 (Tdche AM) Soit I'; une tache MF composée de N; trames, avec des temps d’exé-
cution (Cj1,Cia, .., Cin,) respectivement. On dit que I'; est AM si 3m € (1 : N;) tel que Vi, j €
(1:N), Zm+l Ci. > Zf;lj Cir.. On appel iy, la trame de pointe de T;.

k=m
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Notons que la trame de pointe 7, est la trame ayant la plus grande durée d’exécution Cy,, dans
I';. Intuitivement, une tache AM est une tache pour laquelle la plus grande quantité de temps
d’exécution totale de n’importe quelle séquence de [ > 1 trames correspond & celle dans laquelle
la premiére trame est la trame de pointe. Sans perte de généralité, nous supposons que la pre-
miére trame de chaque tache AM est la trame de pointe (i.e. 7j,, = 7;1). En effet si ce n’était pas
le cas, cela le serait a une rotation pres.

Supposons que toutes les tAches soient AM. Un instant critique produisant le pire scénario d’exé-
cution d’'une tache survient lorsque sa trame de pointe s’active simultanément avec toutes les
trames de pointe de toutes les taches plus prioritaires. Une tache MF est ordonnancable si elle
est ordonnangable & son instant critique. Une borne d’utilisation est meilleure que celle de L&L
est fournie par le théoréme 23 [67, 68]. Pour une tache MF I'; = ((71, T2, .., Tin, ), 1;) nous dé-
finissons : r; = g—g si N; > 1, sinon 7; = 1. Pour un systéme de n taches nous définissons

— inn .
T = min;_; 7;.

Théoréme 23 [67] Pour un systéme I' de n tdaches MF, T est ordonnangable si le facteur d’uti-

N
. ) _ —n max; ' Gy C ol N
lisation (U =" 4 ) est inférieur a

rn. ((r :f 1) e 1) (2.48)

Soit T" un systéme de n taches périodiques avec périodes T; (i = 1..n) ordonnées par un ordre

croissant de périodes (i < j alors T; < Tj). I' est dite harmonique si pour tout indice ¢ < j, Tj
est un multiple de 7;. Un systéme de n taches harmoniques et AM [42] est ordonnangable par
RM si pour tout 1 <k <n:

T

kT
Wi = Z Z Ci(j mod (Ni+1)) < T (2.49)
i=1 j=1

Ces conditions d’ordonnangabilité ont été établies pour des taches AM. Elles ne sont plus efficaces
pour des systémes contenant des taches non AM. Un test suffisant d’ordonnangabilité pour des
taches MF arbitraires (non AM) a été proposé en transformant chaque tache MF I'; du systéme I'
en une tache AM I',. Si le systéme obtenu I' (des taches AM) est ordonnancable alors le systéme
d’origine, T' Pest aussi. Une nouvelle tache I'; de I” modélise la charge maximale (périodique) de
la tache d’origine correspondante I'; en supposant que chacune de ses trames est celle qui débute
chaque séquence de [ trames. Cette méthode est similaire a la fonction d’interférence approchée
proposée pour les taches a offsets. Dans [49] Kuo et al, le test est amélioré en réduisant le nombre
de taches par fusion des taches harmoniques durant le test. Lu et al [57] ont proposé une autre
borne d’ordonnancabilité en utilisant des ratios de facteurs d’utilisation et de périodes.

2.6.2.2 Analyse de temps de réponse

Dans [13], Baruah a proposé un test suffisant d’ordonnangabilité par un analyse approchée de
temps de réponse. L’idée est la méme que celle proposée pour les transactions, elle consiste a uti-
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liser une fonction qui détermine la demande d’exécution cumulative d’une tache pour n’importe
quelle séquence de k instances.

Jjt+k

N;
g(Ti, k) = max ;C(z‘(l mod Ni+1)) (2.50)
=J

Cette fonction fournit l'interférence maximum de k exécutions successives d’une tache I';. g(T';, k)
est égal a la somme des temps d’exécutions de k trames de I';. Afin de calculer I'interférence en
fonction de la longueur de l'intervalle de temps ¢, nous devons déterminer le nombre d’instances
pouvant étre activées dans t.

G(Ti,t) = g(Is, [Tij) (2.51)

Appelons la trame de pointe d’une tache T'; (non AM) la trame possédant la plus grande durée
d’exécution Cj, (g(I'y,1) = Cip). Une tache I'y, respectera toujours son échéance si sa trame de
pointe respecte son échéance (théoréme 1 dans [13|) car les trames d’une tache ont les mémes
conditions d’ordonnancabilité et sont & échéance sur requétes. I',, est alors ordonnancable si le
pire temps de réponse de la trame de pointe est inférieur & son échéance. La borne de temps de
réponse est obtenue par la méthode RTA de Joseph et Pandya [47].

Ry = g(Iy,1) (2.52)

Rt = g, 1)+ Y GE,REY
Tiehp(Ty)

Un instant critique pour une tache analysée I', survient lorsque sa trame de pointe s’active
simultanément avec une trame de chacune des taches plus prioritaires [118]. Pour un analyse
exacte du pire temps de réponse, on doit considérer tous les instants candidats a produire le
pire temps de réponse en combinant toutes les trames de toutes les taches plus prioritaires. La
complexité de l'algorithme est exponentielle. Une réduction du nombre d’instants critiques qui
doivent étre examinés est possible [118|, en détectant et éliminant tout instant qui ne pourra
jamais produire le pire temps de réponse de la tache analysée. Ces instants critiques coincidant
avec des 'activation des trames dominées par d’autres trames. La trame 7, est dominée par la
trame 7y, si et seulement si

Wiy (k) > Wia(k). Yk = 1,2, ., N;.

Ou Wy (k) est l'interférence de la tache I'; pour k instances, en commencant par la trame 7.

2.7 Modéle des taches Multiframes généralisées

Afin de relaxer les suppositions et les contraintes des taches MF, Baruah et al [12] ont proposé le
modéle de taches multiframes généralisées (GMF). Les taches MF généralisées sont, bien entendu,
des taches MF avec moins de restrictions sur les paramétres temporelles. Ce modéle GMF permet
aux taches d’avoir :
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Tdche GMF T,
Cycle
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F1G. 2.15 — Exemple d’une tache multiframes généralisée (GMF).

1. Des délais critiques différents de la période (temps minimum séparant deux activations
successives), de plus les trames n’ont pas forcément le méme délai critique.

2. Le temps minimum séparant ’activations de deux trames successives n’est pas forcément
le méme pour toutes les trames.

Formellement, une tache GMF T'; est composée de N; trames (71,72, ..., Tin, ). Chaque trame

T;; est caractirisée par un temps d’exécution Cjj, un délai critique D;; et un temps minimum de
séparation T;; entre son activation et celle de la trame suivante.

La figure 2.15 présente une tache GMF T'; contenant trois trames (N; = 3) 71, Ti2 et 73. La
premiére trame a une durée d’exécution Cj; = 2 et un délai critique D;; = 4, 'activation de la
trame suivant 7;5 survient 7T;; = 6 unités de temps aprés I'activation de 7;1. Les trois trames ont
des délais critiques et des temps de séparation différents.

Avant d’aborder les différentes approches d’analyse des taches GMF (avec priorités fixes et dy-
namiques), nous citons quelques propriétés qui ont été définies dans la littérature.

— Une tache GMF T; satisfait la propriété L — M AD (localized Monotonic Absolute Dead-
lines) si elle satisfait la condition suivante : L’échéance de chaque trame 7;; survient avant
I’échéance de la trame suivante 7;;11y [12]. C’est-a-dire pour tout j (1 <j < N; — 1)

Dij < Tij + Di((j+1) mod Ni+1)

— Une tache GMF satisfait la propriété F'S lorsque le délai critique de chaque trame 7;;
survient avant le réveil de la trame suivante 741y [12]. Pour tout j (1 <j < N; —1):

D;; <Tj;
Il est clair que la propriété F'S est plus restrictive que la propriété L — M AD. Toute tache
satisfaisant la propriété F'S satisfait forcément la propriété L — M AD.
2.7.1 Analyse de temps de réponse des taches GMF a priorités fixes

Nous présentons dans cette section un test suffisant d’ordonnancabilité des taches GMF satisfai-
sant la propriété F'S, en utilisant la technique d’analyse de temps de réponse [7, 96]. Soit Wy (t)
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Chapitre 2. Analyse d’ordonnangabilité des taches avec décalage d’activation (& offsets)

la fonction qui détermine la charge totale causée par une tache I'; dans un intervalle de temps ¢
lorsque elle débute par la k¢ trame [12].

kt+j—1 kt+j—1
Wir(t) = Y Cith mod Ny+1)- 0f, j =min {j: > Tith mod Nit1) = t} (2.53)
h=k h=k

Une adaptation de la définition de la propriété d’accumulativement monotonique pour les taches
GMF est comme suit : s’il existe un entier m tel que pour tout ¢ > 0, la charge produite par I';
lorsque la trame 7;,, débute l'intervalle ¢ est toujours plus grande que lorsque n’importe quelle
trame 7;, (k # m) débute U'intervalle ¢.

Vt > 0,Vk,1 < k < Ni, Wi (t) > Win(t) (2.54)

Afin d’étudier I'ordonnancabilité d’une tdche GMF I';, dans un systéme contenant des téches non
AM, il est nécessaire de tester 'ordonnangabilité de toutes ses trames 7, (1 < a < N,,), pour
tous les instants critiques candidats. Un instant critique candidat pour une trame 7,, se produit
lorsque il s’active simultanément avec une trame de toute tache plus prioritaire que I'y,. Comme
pour les transactions et les tdches MF, I'analyse exacte (condition nécessaire et suffisante) de
temps de réponse a une complexité exponentielle car on doit examiner toutes les combinaisons
possibles entre trames. Une analyse avec une complexité pseudo-polynomiale est possible mais elle
fournit une condition suffisante d’ordonnancabilité en calculant un temps de réponse approché
pour chaque trame. Cette analyse consiste & étudier l'interférence maximum qu’une tache GMF
peut imposer sur le temps de réponse d’une trame moins prioritaire. La fonction d’interférence
(MIF) [105] M;(t) représente l'interférence maximum de I'; dans lintervalle de temps ¢, en
considérant que chaque trame débute l'intervalle ¢.

M;(t) = max Wi(t) (2.55)

La borne de temps de réponse d’'une trame a d’'une tache GMF analysée I',, est donnée par la
suite récurrente suivante :

RO = Oy, (2.56)
Rl(l,lil) = Cua+ Z Mi(Rz(ﬁ;l))

i€hp(Ty)
Cette analyse a été améliorée en remplacant la fonction d’interférence Wy, par une nouvelle
fonction W, qui détermine l'interférence imposée effectivement par chacune des taches plus
prioritaires. Cette fonction est équivalente a celle d’interférence effective proposée pour les tran-
sactions (équation 2.25).

k+j ktj—1
w(t) = Zcz‘(h mod N;+1) +min (Cz‘((k—i-j) mod Ni+1)st — Z Pith mod Ni—l—l)) (2.57)
h=k h—k

Rappelons que cette analyse est faite sous 'hypothése que les taches GMF satisfont la propriété
F'S et que la méme priorité est attribuée a toutes les trames d’une méme téache.
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2.7.2 Analyse de la demande processeur des taches GMF a priorités dyna-
miques EDF

Considérons que toutes les taches GMF satisfont la propriété L — M AD et sont ordonnancées par
I’algorithme & priorités dynamiques EDF. Un test pour analyser la demande processeur consiste
a vérifier pour tout intervalle de temps que la charge processeur produite est toujours inférieure
ou égale a la longueur de l'intervalle. Ce test est limité par la plus longue période d’activité |16]
et plus précisément par les dates d’échéances survenant dans la plus longue période d’activité.

Soit dbf(I';,t) (demand-bound function) la fonction déterminant le temps processeur maximum
requis par les instances de la tache I'; activées dans 'intervalle de temps [0, ¢) et dont les échéances
sont elles aussi dans cet intervalle (en considérant chaque trame comme initiant I'instant critique).
[12] donne un algorithme « Build’list » calculant la demande processeur maximum durant la pre-
miére période de la tache (somme des temps de séparation des IV; trames) de chaque tache GMF
I'; du systéme I'. Cet algorithme enregistre la demande processeur sous forme de couples (date
d’échéance, demande processeur). La liste de couples sera utilisée facilement pour trouver la
demande processeur maximum dans n’importe quel intervalle de temps ¢ (algorithme Compute-
dbf(t) [12]). Cette technique est similaire a celle de la représentation statique de I'interférence

des transactions présentée précédemment dans ce chapitre.

Exploitant la périodicité de la fonction de la demande maximum dbf(I';,¢), une transformation
de systéme a un ensemble de taches sporadiques IV modélisant cette fonction est possible. I' est
ordonnancable dans une architecture monoprocesseur si, et seulement si, le systéme I'” des taches
sporadiques correspondant est ordonnancable (théoréme 2 de [12]).

Finalement, cette technique réduit alors le probléme d’ordonnangabilité des taches GMF avec
priorités dynamiques EDF en probléme d’ordonnancement de taches sporadiques [15, 10]. Ces
résultats peuvent étre etendus pour des taches GMF non L — M AD par une simple adaptation
en cherchant le motif de périodicité de la fonction dbf(t).

2.8 Conclusion et problématique

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux modéles de taches : le modeéle de taches a offsets et le
modeéle de taches multiframes (ainsi que les taches multiframes généralisées). Ces deux modéles
ont été proposées en lieu et place du modéle de taches indépendantes de L&L [55] afin d’éviter le
pessimisme de 'analyse d’ordonnancgabilité correspondante lorsque certains types d’applications
temps réel sont considérés. Nous n’avons présenté que les transactions et taches MF (GMF) non

concreéetes.

Le modéle de L&L considére que toutes les taches d’un systéme sont indépendantes et n’ont
aucune contrainte concernant leurs activations. Le modéle de taches a offset a été proposé afin
de prendre en considération les relations de précédence entre les taches. Toutes les taches ayant
une date d’activation liée au méme événement, et avec une méme période sont regroupées dans
une transaction. Ce modéle a été présenté dans la section 2.2. De nouvelles conditions d’ordon-
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nancabilités ont été définies pour ce modéle. Le pire temps de réponse d’une tache se produit
dans une période d’activité initiée par 'activation simultanée d’une tache de chaque transac-
tion (une téche plus prioritaire dans le contexte & priorités fixes). L’analyse exacte de temps de
réponse (sections 2.3.4 et 2.4) a une complexité exponentielle vu le nombre de périodes d’activi-
tés devant étre examinée pour trouver le pire cas. Une analyse approchée avec une complexité
pseudo-polynomiale est proposée pour les taches a priorités fixes (sections 2.3.7, 2.3.8) comme
a priorités dynamiques (section 2.4.2), mais ces méthodes approximatives fournissent une borne
pessimiste de pire temps de réponse.

Le modéle de taches multiframes et modéle de taches multiframes généralisées (sections 2.6 et 2.7)
ont été proposée afin de permettre a une tache d’avoir une liste de durées d’exécution possibles
contrairement au modéle de L&L [55] qui considére seulement une pire durée d’exécution pour
chaque tache. Chaque tache est composée d'un ensemble de trames de durées d’exécutions diffé-
rentes. L’analyse d’ordonnancabilité d’une tache nécessite d’analyser celle de toutes ses trames.
Dans le contexte des priorités fixes, pour ce type de taches, le pire temps de réponse d’une trame
se produit lorsqu’elle s’active simultanément avec une trame de chacune des taches de priorité
supérieure. Comme en taches a offset, 'analyse exacte nécessite une étude de tous les scénarii pos-
sibles en combinant toutes les trames de toutes les taches. Dans cette situation I’analyse exacte
est handicapée par la complexité exponentielle vu le nombre de combinaisons devant étre consi-
dérées. Une analyse approchée (sections 2.6.2.2, 2.7.1) avec une complexité pseudo-polynomiale
est possible mais avec un taux de pessimisme important sur la qualité de tests par rapport a
I’analyse exacte. Dans le contexte de priorités dynamiques, un test d’ordonnancabilité par analyse
de la demande processeur est présenté dans la section 2.7.2. Ce test consiste a réduire le pro-
bléme d’ordonnancabilité des taches GMF en probléme d’ordonnancement de taches sporadiques.

En résumé, dans les cas d’utilisation de la technique d’analyse de temps de réponse pour valider
un systéme, il n’y a que 'analyse avec une complexité exponentielle qui fournit une décision exacte
dans les deux contextes d’ordonnancement, & priorités fixes et a priorités dynamiques; tandis
que 'analyse avec une complexité pseudo-polynomiale est nécessairement pessimiste. Plusieurs
problémes sont alors & considérer dans I’analyse de ce type de modéles de taches :

— Probléme de qualité du test : Ce probléme est lié¢ a la caractérisation du pire scénario d’exé-
cution pour une tache données. C’est-a-dire parmi toutes les périodes d’activités (instants
critiques) possibles, identifier laquelle provoque le pire temps de réponse pour la tache
analysée.

— Probléeme de complezité et temps d’exécution : Les algorithmes identifiant le pire scénario
et le temps de réponse doivent avoir une complexité acceptable pour qu’ils puissent étre
applicables pour valider des systémes de taille réaliste.

— Probleme d’optimisation : Dans le cas ou il n’existe pas une méthode d’analyse exacte
avec une complexité acceptable le probléme devient alors un probléme d’optimisation. Les
principaux critéres d’optimisation considérés sont : amélioration de la qualité de décision de
lanalyse approchée (réduction de pessimisme) et la minimisation du temps de traitement
(complexité) nécessaire pour exécuter les algorithmes d’analyse.
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Chapitre 3

Analyse mixte du pire temps de réponse
des taches a offsets en priorités fixes

Résumé :  Ce chapitre présente une méthode mixte d’analyse de temps de réponse, elle combine
l'analyse exacte et l'analyse approchée dans un but de minimiser le pessimisme de la méthode
approchée de Nolin tout en conservant une complexité pseudo-polynomiale. Nous montrons que
cette méthode fournit un temps de réponse meilleur que celui fourni par les méthodes d’analyse
approchée. Elle utilise comme paramétre le nombre de transactions pour lesquelles une analyse
exacte d’interférence est appliquée. Plus ce parameétre est grand, plus la qualité de la solution
est meilleure. Une évaluation de performances montre les limites d’application de la méthode en
fonction du nombre de transactions choisi par rapport & une analyse exacte.
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3.1 Comparaison des différents modéles de taches

Nous avons vu, dans le chapitre 2, que le modéle de taches indépendantes proposé par Liu et Lay-
land [55] ne s’adapte pas a tous les types d’applications. Ainsi, pour des motivations différentes,
plusieurs modéles de taches ont été proposés dans la littérature afin de réduire ce pessimisme :
principalement les modéles multi-frames et transactions présentés auparavant. Dans la suite,
nous essayons de comparer les deux modéles les plus connus : le modéle de taches a offsets (tran-
sactions) et le modéle de taches Multiframes (ainsi les taches GMF), dans le but de trouver un
rapprochement des résultats d’analyse d’ordonnancgabilité.

Les taches a offsets ont été proposées afin de prendre en compte les relations de décalage (précé-
dence) d’activation entre les taches, tandis que les taches MF (ou GMF) ont été proposées afin
de prendre en compte des différentes durées d’exécution pour une tache, suivant un motif connu
a priori. Les dates d’activations des trames successives d’'une méme tache MF ou GMF sont
séparées par un intervalle de temps appelé période d’activation. Cette loi d’activation des trames
dans la tache peut étre considérée comme la relation d’offset (ou de précédence) définie pour les
taches d’une transaction. Le méme motif d’exécution des trames se répéte aprés un intervalle de
temps (hyper période) correspondant a la somme des périodes de toutes les trames de la tache.
Cet intervalle peut étre considéré alors comme la période d’une transaction. Par conséquent, une
tache multiframe peut étre modélisée comme une transaction avec des gigues nulles. Soit I'; une
tache GMF composée de N; trames (741, Tj2, ..., in; ), chaque trame 7;; ((1 < j < N;) a une durée
d’exécution Cj;, un délai critique D;; et une période Tj;. La tache I'; est modélisée comme une
transaction I'; :< 71, Ti2, ..., Tin;, 13 > de Nj; taches avec les caractéristiques suivantes :

— Chaque trame de la tdche GMF est transformée en tache a offset en gardant la méme durée

d’exécution et délai critique 7;; :< Cyj, Oy5, Dy5,0,0, P, > ((1 < j < N;).

— La premiére tache de la transaction 7;1 a un offset nul O;; = 0.

— Loffset d'une tache 7;; (2 < j < N;) est donné par : O;; = Z{C;ll Ti;.

— Les gigues des taches sont nulles J;; =0 (1 < j < NN;)

— La période de la transaction est : T; = Zjvzll T;;.
La figure 3.1 présente graphiquement un exemple de transformation d’une tdche GMF en une

transaction.

Concernant I'analyse d’ordonnangabilité, les deux modéles présentant les mémes conditions d’or-
donnancabilité. Par exemple, dans le contexte d’ordonnacement & priorités fixes, le pire temps de
réponse d’une tache (resp. une trame) survient lorsque une tache plus prioritaire de chaque tran-
saction (resp. chaque trame de chaque tache GMF plus prioritaire) s’activent simultanément. Par
conséquent, les deux modéles présentant un probléme de complexité exponentielle pour 'analyse
exacte de pire temps de réponse car cela nécessite 'examen de toutes les combinaisons possibles
entre les taches de toutes les transactions (resp. toutes les combinaisons entre les trames de
toutes les taches GMF). De plus, le méme principe d’approximation de calcul de pire temps de
réponse a été proposé indépendamment pour les deux modéles. Les fonctions d’interférences sont
les méme, avec une simplification des formule pour les taches MF (GMF) due a I’absence de
gigue et aux restrictions d’exécution des MF (GMF).
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F1G. 3.1 — Transformation d’une tache GMF en transaction.

En conclusion le modéle des transactions inclut donc le modéle GMF, qui inclut le modéle MF.
Le modéle de taches MF est un cas particulier de modéle de taches GMF. Ces deux modéles
sont des cas particuliers de modeéle de transactions. Ainsi, n’importe quelle méthode d’analyse
d’ordonnancabilité sur les transactions est applicable sur les taches MF et GMFE avec une simple
adaptation (simplification) des formules en éliminant effet de la gigue et les contraintes propres
a ce type de taches. Afin que notre étude sur 'analyse d’ordonnancabilité couvre tous les modéles
présentés précédemment, nous nous focalisons alors sur le modéle de taches a offsets qui est le
modéle le plus général. L’étude d’ordonnancabilité effectuée dans cette thése considére, comme
support d’exécution de taches, une architecture monoprocesseur.

Dans ce chapitre, nous expliquons pourquoi ’analyse de Turja-Nolin est pessimiste, puis nous
proposons une méthode d’analyse mixte de temps de réponse, avec un temps de calcul pseudo-
polynomial. Cette méthode est moins pessimiste que la meilleure méthode d’analyse approchée
de Turja-Nolin |62, 63|. L’analyse mixte est paramétrée par la quantité exacte du calcul d’inter-
férence permise dans 'analyse d’ordonnancabilité d’une tache, la complexité de 'analyse et la
qualité de la réponse évoluent en fonction de ce paramétre.

3.2 Pessimisme de 1’analyse approchée de Turja-Nolin

Malgré I'élimination de la surestimation causée par la fonction d’interférence maximum (grace a
I'utilisation de la fonction d’interférence effective), la méthode d’analyse proposée par Turja et
Nolin reste pessimiste. Afin de réduire encore plus le pessimisme de ’analyse approchée, nous
essayons d’identifier, dans cette section, a travers un exemple, la source du pessimisme. Nous
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montrons que 'application de la fonction d’interférence approchée sur certaines transactions
provoque le pessimisme, alors qu’un calcul exacte d’interférence pour ces quelques transactions
donne des résultats moins pessimistes de ceux donnés par la méthode approchée de Turja et
Nolin. Autrement dit, la combinaison du calcul exact et du calcul approché peut former une
nouvelle méthode moins pessimiste que les méthodes approchées existantes avec une complexité
acceptable, et des temps de calcul comparables.

3.2.1 Exemple

Nous appliquons la méthode approchée de Turja-Nolin pour analyser le pire temps de réponse
de la tache 7,, pour 'exemple présenté sur la figure 2.6. Les courbes illustrant 1’évolution d’in-
terférence effective de chacune des deux transactions I'; et I's pour chaque tiche candidate sont
représentées dans la figure 3.2 (reportée sur la figure 2.9 pour plus de lisibilité). Nous calculons
la borne du pire temps de réponse de la tache 7,, en exploitant les points convexes des courbes
de la fonction approximative d’interférence (W;(t)) de I'; et I's (par conséquent les étapes de
calcul itératif sont différentes du calcul présenté dans la section 2.3.8.1) :

R = Cu=1

RY = Cuu+Wi(1)+Wo(1)=1+3+2=
RZ = Cuu+ Wi(6) + Wa(6) =1+4+2=
RB) = Cuu+ Wi(T) + Wa(T) =1 +4+3 =
RY = Cuot+ Wi(8) + Wa(8) =1+6+3=10
RO = Cuo+ Wi(10) + W5(10) =1+6+3 =10

La borne du pire temps de réponse de la tache 7,4 égale & Ry, = 10, tandis que la valeur exacte
du pire temps de réponse est égale a 8.

3.2.2 Discussion

Le pessimisme de I’approche de Turja-Nolin est produit par la fonction d’approximation W;(t)
qui prend le maximum des interférences de la transaction I'; en considérant chacune de ses taches
comme celle qui initie I'instant critique. Cette fonction d’approximation donne une valeur exacte
de la borne d’interférence effective, mais elle a un effet négatif, sur la qualité de temps de réponse,
dit au changement de la tache candidate initiant I'instant critique d’une itération & une autre au
cours du calcul itératif de temps de réponse. Pour une tache sous analyse donnée, le pessimisme
peut se produire par 'application de la fonction W; seulement sur une ou plusieurs transactions.

La table suivante montre le calcul détaillé du temps de réponse approché de la tache 7,, (avec
WCET Cy, = 1) de 'exemple précédent. A chaque itération l'interférence de chacune des deux
transactions est calculée pour chaque tache candidate initiant 'instant critique. Pour la transac-
tion I's 'instant critique est toujours initié par la tache 711 durant tout le processus de recherche
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F1G. 3.2 — Courbes d’interférence effective.

du point fixe, tandis que la transaction I'y a changé plusieurs fois la tache initiant I'instant cri-
tique. Le temps de réponse obtenu est supérieur a la valeur exacte de pire temps de réponse,
c’est & dire que du pessimisme a été produit sur le temps de réponse par l'application de la
fonction d’interférence approchée sur la transaction I'; (la figure 3.2(a) montre qu’a l'instant
t = 3 la tache candidate 715 crée le pire cas, par contre a l'instant t = 6 c’est la tache candidate
711 qui crée le pire cas). En fait, on a atteint une pire durée de période d’activité égale & 8 en
considérant 717 comme candidate, ce qui nous a fait considérer 7o comme candidate, mais si
T1o était candidate, la durée de la période d’activité n’aurait pas dépasser 6. Par conséquent, on

atteint un cas irréaliste d & 'approximation Wj.

Pour certaines taches a analyser, la méthode approchée donne une borne exacte du temps de
réponse, malgré l'existence d’un changement de tache initiant l'instant critique, par exemple
pour une tache 7,, de WCET C,, = 3 la borne fournie par la méthode approchée est égale au
temps de réponse obtenue par la méthode exacte, autrement pour cette tache Cp, = 3 aucun
pessimisme n’est apporté par la fonction d’approximation. Ainsi la production du pessimisme
dépend des instants auxquels le changement de taches initiant I'instant critique est produit.

Nous remarquons que la tache 7,, (avec un WCET C,, = 1), dans le pire cas, termine son
exécution a la date & t = 8 (pire temps de réponse exact). Cette date correspond a la date ou
I'interférence de la transaction I'7 lorsque l'instant critique est initié par la tache 7o rattrape et
dépasse son interférence lorsque la tache 77 initie 'instant critique i.e. a 'instant ¢ = 7 (voir
figure 3.2) il y a un changement de la tache initiant l'instant critique. Graphiquement ce chan-

87



Chapitre 3. Analyse mizte du pire temps de réponse des tiches a offsets en priorités fizes

Lt W [ Who [ Was || Wor | Was [| Wh | W || Rud |

1
1 1 1 1 1 1 1 1 3
3 1 3 3 2 1 3 2 6
6 4 3 3 2 1 4 2 7
7 4 4 3 3 1 4 3 8
8 4 5 4 3 2 ) 3 9
9 4 6 4 3 3 6 3 10
10 4 6 4 3 3 6 3 10

TAB. 3.1 — Calcul approché du temps de réponse

gement correspond au point d’intersection des courbes d’interférences de la transaction I'y. Ce
changement de tache initiant I'instant critique a cette date précise a produit le pessimisme sur

le temps de réponse de 7,.

Afin d’éviter ce pessimisme produit par I'application de la fonction d’interférence approchée Wj(t)
sur une transaction I'; qui est considérée comme une source du pessimisme, nous calculons le pire
temps de réponse pour tous les instants critiques possibles correspondant & ses taches candidates
(la fonction d’interférence approchée est appliquée pour toutes les transactions exceptée I'; ) et
ensuite nous choisissons le maximum des temps de réponses obtenus.

Dans notre exemple, le pessimisme est bien produit par la fonction d’approximation appliquée
sur la transaction I'1, une solution de ce probléme est de ne pas appliquer cette fonction sur la
transaction I'1, ce qui nous conduit a calculer le temps de réponse pour chaque instant critique
initié par une tache candidate de I'y. Nous calculons le temps de réponse de 7,, correspondant
a chaque tache candidate ensuite nous prenons le maximum. Signalons que la fonction d’interfé-
rence approchée est appliquée sur I'y

La tiche candidate 1171 :

Rz(gw)ll =Cya=1

R, = Cua + Win(1) + Wa(1) =1 +1+2=4
Rgi)n =Cua+W11(4) + Wo(4) =14+4+2=7
Rfi)u =Cua+ Wi (7)+Wo(7)=1+4+3=38
Rggn = Cua+W11(8) + W2(8) =1+4+3=38

La tdache candidate m19 :

0
RELCL)12 =Cya =1
Rz(;)m :Cua+W12(1)+W2(1):1+3+2:6
Rz(i)m :Cua+W12(6)+W2(6):1+3+2:6
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La tdche candidate T3 :

0
RSLCL)13 = LCua — 1
R&)w =Cua +Wiz(1) +Wo(1) =14+3+2=6
Rz(iz)lfﬂ = Cua +Wiz(6) + W5(6) =14+3+2=6

Le maximum des temps de réponse obtenus est égal au temps de réponse exact R,, = 8.

En se basant sur ce constat, nous proposons dans la section suivante une nouvelle méthode d’ana-
lyse de temps de réponse qui fournit une borne de pire temps de réponse stre et meilleure que
celle fournie par les méthodes approchées présentées dans le chapitre 2.

3.3 Meéthode d’analyse mixte

Notre nouvelle méthode d’évaluation de pire temps de réponse améliore la borne supérieure du
temps de réponse fournie par l'analyse approchée de Turja-Nolin |61, 62, 63| présentée dans le
chapitre précédent. L.’idée mise en ceuvre dans cette nouvelle approche est de combiner le principe
du calcul exact et le principe d’approximation d’interférence afin de diminuer le pessimisme de
I’analyse pire cas, permettant ainsi d’améliorer la borne supérieure du temps de réponse fournie
tout en conservant une complexité pseudo-polynomiale.

L’utilisation de la fonction d’interférence approchée (équation 2.14) génére un pessimisme sur le
temps de réponse de la taches sous analyse. Le pessimisme est produit & cause du changement
des taches candidates initiant I'instant critique en fonction de la longueur de la période d’activité
(d’une itération a une autre). Les transactions candidates qui sont source de pessimisme pour le
temps de réponse d’une tache 7,, sont celles qui peuvent avoir un changement d’instant critique
A la date qui représente le pire temps de réponse exacte de la tache 7,,. Dans I'exemple précé-
dent & la date t = 8 (temps de réponse exact) la transaction I'y change la téche initiant I'instant
critique (de 711 & T12) ce qui introduit une surestimation dans 'interférence.

Soit I'; une transaction supposée comme une source de pessimisme (un scénario) de 'analyse
approchée de temps de réponse d’une tache analysée 7,,. Afin d’éviter ce pessimisme, le calcul
approché de son interférence (W;) est remplacé par un calcul exact d’interférence, pour cela plu-
sieurs instants critiques correspondant & ces taches candidates doivent étre examinés. C’est-a-dire
que chaque tache candidate de I'; est traitée séparément. Nous avons alors |hp;(Tuq)| instants
critiques a considérer, nous calculons le temps de réponse I, ;. de 7, lorsque la tache candidate
Tic initie 'instant critique. Et puis nous choisissons le maximum des R, ;. obtenus comme une

borne du pire temps de réponse.

Le temps de réponse de 7, correspondant & la tache candidate 7;. de I';, est obtenu par la
formule suivante :
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RG)i = Cua+ WielBiyi)) + Cisigora Wi (Riit)) (3.1)

ua,ic

Wi(t) = maxeenp,(r,a) Wie(t)

Notons que Wi(t) est 'approximation Turja-Nolin des interférences effectives de la transaction
['k. Les Wi.(t) utilisées pour trouver I'interférence maximum d’une transaction I'y sont calculées
par la fonction d’interférence effective de Turja-Nolin (équation 2.25 de chapitre 2 afin d’éviter
le pessimisme induit par I'approximation d’interférence). Tandis que pour 'interférence exacte
Wic(t) de la transaction I'; (choisie pour un analyse exacte d’'interférence) lorsqu’une tache can-
didate 7 initie la période d’activité, les deux formules d’interférence classique (équation 2.6) et

effective (équation 2.25) aboutissent au méme résultat.

Par conséquent, dans un scénario correspondant & une transaction I';, |hp;(7,q)| instants critiques
(taches candidates) sont possibles. Nous déterminons le temps de réponse Ryq ic de Tyq corres-
pondant & chaque tache candidate 7;.. [y, est le maximum des temps de réponses obtenus dans
tous les instants critiques est le pire temps de réponse de 7, correspondant a la transaction I';.

Rua,i = max Rua,ic (32)
c€hpi(Tua)
Ryq,ic est le temps de réponse de la tache 7,4, lorsque la tache 7., de la transaction I';, initie
I'instant critique. i.e. durant le calcul du temps de réponse une interférence exacte est utilisée de
['; (celle lorsque ;. initie 'instant critique) tandis qu’une interférence approchée (maximum) est
utilisée pour les autres transactions.

Théoréme 24 Le temps de réponse Ryq; obtenu dans un scénario (correspond a une transaction
I';) est toujours compris entre le temps de réponse exact et la borne de temps réponse calculée
par la méthode approximative de Turja et Nolin.

Rg'aa:act < R%@'zte(i) < Ri\;olin (33)

Preuve
Afin de faciliter la compréhension de la preuve, nous notons Ry, (f(t)) le temps de réponse de la
tache 74, calculé par la recherche du premier point fixe (calcul itératif), en utilisant la fonction
d’interférence du systéme f(t). Nous supposons que toutes les taches de toutes les transactions
sont plus prioritaires que la tache analysée 7,,. En nous basant sur cette notation, les temps de
réponse d’une tache 7,,, obtenus par les différentes méthode sont notés comme suit :

— Le temps de réponse obtenue par la méthode approchée de Nolin

RNotin R (fNolin(t))

Ver €l Vepely Ven€l'y

= Rua < max Wi, (t) + ... + max Wy (t) + ... + max Wncn(t)>
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— Le temps de réponse obtenue par la méthode exacte

Rezact — R FEzxacte t
ua VclEFl,...,glgl}—‘ck,...,anFn ua (f ( ))
= max Rug Wi, (8) + oo + Wie, () + ... + Wi, (1))

Ver €l ek €y ien €l

— Le temps de réponse obtenu par la méthode mixte, en choisissant une transaction I', pour
une analyse exacte d’interférence

Mixte(e) _ Mizte(e)
Rua Vrcrelg%(e RU(I (f (t))

= R Wie, (t) + oo + Wee () + ... Wie, (@) + ... Wi, (t
Veeer, (vrcrllg)ril ter (B) o+ Wee (8) + T, ker (1) + Tk, ”C"()>

Notons que les fonctions d’interférences définies ci-dessus sont monotones. Pour un calcul itératif
du premier point fixe, basé sur deux fonctions monotones différentes f(t) et g(¢), nous avons la

propriété suivante :

Si Vt: f(t) < g(t) alors Rua(f(t)) < Rua(g(t)) (3.4)

Afin de prouver les deux inégalités du théoréme, il suffit alors de comparer les fonctions d’in-
terférences du systéme utilisées dans les équations de calcul 3.4, 3.4 et 3.4. La preuve se fait en
deux parties :

Mixte(e Noli
et (e) < Ruaolzn .

Pour cela nous devons prouver que :

Vt: max fMizte(e)(t) < fNolin(t) (3.5)
Vee€l'e
Notons R%ixt@(ece) le temps de réponse de 7,, en utilisant la méthode mixte avec une interférence

exacte de I'¢ lorsque 7., initie I'instant critique;

RMizte(ece)  — R, ( max Wie, (t) + ...+ Wee, (t) + ... + max Wi, (t) + ... + max Wiy, (t))
Vei1€l Ve €l Ven €l
(3.6)
Donc R%ixt@(e) peut étre récrit comme suit
R%izte(e) — max R%ixt@(ece) (37)

Vee€le

Rappelons que l'interférence d’une transaction est complétement indépendante des autres tran-
sactions du systeme. Pour importe quelle tache candidate 7., dans une transaction I'. nous
avons l'inégalité suivante :
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Vee € le max Wie, (1) + ... + Wee, (1) + ... + max Wiy, (t) + ... + max Wiy, (t) <
Ve €l Ve €l Ven €l
Jnax Wie, (£) + ... + Jnax Wee (t) + ... + Jmax Wie (t) + ... + Jmax Wi (3)3)
D’ou :

VCe c Fe . Rua(fMixte(ece)(t)) < Rw(fNOlm(t)) —

max Rua(fMizte(ece) (t)) < Rua(fNolin (t))
Vee€le

D’ou la premiére inégalité du théoréme est vérifice (d’apres I’équation 3.7)

Mizte(e Nolin
Ryg ™) < RO

E Mizte(e)
Ruaa:act S Rua (e) .

FEzact(ec . . Ces . -
Notons Ryuq (ece) 1 temps de réponse maximum lorsque 7., initie I'instant critique dans I'c,

pour toute tache candidate de I'; # I'..

RBwact(ece) . _er?a@ )(Rua (Wi, (t) + oo + Wee () + oo+ Wi, (8) + oo + Wi, (1))13.9)

zact(ece) (

En utilisant la notation Rfa équation 3.9), on peut écrire le temps de réponse exact de

la facon suivante :

E 1) e
Ruaxact _ vfcrelgi Ruaxact(ec ) (310)

Pour une tache candidate 7. , d'une transaction I'c nous avons l'inégalité suivante :

Ve, ey (i #e): vrcrfgur(l Wie, () + oo + Wee () + ... + vﬁf?ﬁ Wie, (t) + ... + vﬁf?ﬁ Whe, () >

Wie, () 4+ oo+ Wee (8) 4+ oo 4+ Wi, (8) + oo + Wie, (1)

Par conséquent (propriété de I’équation 3.4) :
Mixt e Miaxt e
Ruam e(ece) > Ruam e(ece)

D’ot pour toutes les taches candidates de I', on obtient I'inégalité suivante :

Veee, € Te R%ixtﬁ(e&z) > R%izte(ece) N

max R%zxt@(ece) >  max R%zxt@(ece)
Veeee €l e Veeee €le
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Par définition du temps de réponse exact (équation 3.10) et du temps de réponse obtenu par la
méthode mixte (équation 3.7) on obtient

FExact Mixte(e
Rua < Rua (©)

Donc la deuxiéme inégalité du théoréme est vérifiée.
O

Afin de montrer les étapes de I’analyse compléte de temps de réponse, dans le cas général, nous
supprimons la supposition (chapitre 2) que la tache analysée est I'unique tache de 'y, et qu’une
seule instance de 7,, est activée dans la période d’activité. Rappelons que cette supposition
a été proposée (dans chapitre 2) juste pour simplifier les formules présentées. Nous devons en
fait prendre en compte, pour chaque tache candidate 7., 'interférence de toutes les taches plus
prioritaires que 7, dans I'y,, dont les instances de 7,,. De plus, il est nécessaire d’analyser le
temps de réponse de toutes les instances de 7,, activées dans la période d’activité considérée.
Soit une tache 7, de I',, initiant I'instant critique et une transaction I'; du systéme choisie pour
une analyse exacte d’interférence. Afin de calculer le pire temps de réponse Ryq i de Tuq lorsque
la tache candidate 7;. initie 'instant critique nous devons déterminer tous les instances de 7,4
activées dans la période d’activité. Les instances de 7,, sont numérotées de la méme facon que
celle présentée dans le chapitre 2. pg 4, est la position la plus faible des instances de 7, présentes

dans la période d’activité.
J )
Poua = — {7““; ““CJ +1 (3.11)
u

Afin de déterminer la position pr, ., (liée & la longueur de la période d’activité), la plus élevée
de ces instances, il est indespensable de trouver la longueur de la période d’activité. La longueur

est calculée itérativement par la suite récurrente suivante.

Lz(ﬁlfz_l) - q)uac —
ng) = Bua + <|V— — Po,ua +1 Cua + Wuc (Lfﬁz,zi)) + Wic (LQ(ZZ_I)>(312)

Ty
+ Z chk (Lgﬁfl)>
Vk#i,u

Une fois déterminée la longueur de la période d’activité, la valeur de la position de la derniére

instance de 7,4 présente dans la période d’activité est :

Lyg — @
PLua = \‘ - uacJ (313)
Ty

Il suffit maintenant de calculer le temps de réponse de toutes les instances de 7, de position p
(p = Po,uas -+ PLua), Puis de choisir le maximum comme le pire temps de réponse pour 'instant
critique considéré. La date d’activation a,,(p) d’une instance de position p est donnée par :
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aua(p) = (p — 1)Ty + Puac (3.14)

La date de fin d’exécution de I'instance p correspond a la longueur de la période d’activité associée
a l'instance p. La longueur de cette période d’activité est calculée par la recherche itérative du
plus petit point fixe.

LE () = Bua+ (P —Powa + 1) Cua + Wae (L&ﬁ_l)(p)) + Wie (Lg;—1>(p)) (3.15)
+ Z Wiey (ng_l)(p))

Vk#u,i

Par définition, la différence entre la date de fin d’exécution et celle de son activation donne le

temps de réponse Ry,(p) de l'instance p. Ce temps de réponse est donné par :

Rua(p) = Lua(p) — aua(p) (3.16)

Le pire temps de réponse de 7; pour l'instant critique initié par la tache candidate ;. est :

Ryaic = max Ry (p) (3.17)

P=P0,ua--PL,ua

3.3.1 Analyse compléte

L’application d’un calcul exact sur une transaction quelconque dans un systéme avec une ap-
proximation pour le reste des transaction peut améliorer la qualité de la borne de pire temps de
réponse. Dans un systéme de transactions donné, la ou les transactions pour lesquelles ’applica-
tion de la fonction d’interférence approchée produit un pessimisme sur le pire temps de réponse
d’une tache analysée ne sont pas connues. Afin d’avoir le moins de pessimisme possible, nous
effectuons un examen pour toutes les transactions une a une. D’ou le nombre de scénarii possible
est égal au nombre de transactions (|I'|) du systéme.

Le théoréme 24 démontre que le temps de réponse obtenu par la méthode mixte pour un scénario
(transaction) est une borne supérieure siire de pire temps de réponse, d’ott la meilleure borne de
pire cas correspond & la plus petite borne parmi celles obtenues dans tous les scénarii.

Ruo= min Ryq; (3.18)

i€1.|T| iu
D’aprés le théoréme 24, la borne du pire temps de réponse R, obtenue par 1’équation 3.18 est
une borne stre de pire temps de réponse. Le calcul de cette borne supérieure de temps réponse
par la méthode mixte, nécessite alors un traitement de |hp1(Tua)| + |Ap2(Tua)| + .- + ‘hpm (Tua)|
processus de recherche de temps de réponse, chaque processus correspond & une tache candidate
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3.8. Méthode d’analyse mizte

n 4P T3
r T
I
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1 7 9 21
Ty Ty
- | |
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0 12 23

F1a. 3.3 — Systéme de transactions.

du systéme. D’olt une complexité pseudo-polynomiale.

Pour un systéme composé de deux transactions, la méthode d’analyse mixte de temps de réponse
de toutes les taches du systéme est équivalente & la méthode exacte. Car pour une tache analysée,
de I'une des deux transactions, un calcul exact est appliqué sur 'autre transaction.

La méthode d’analyse mixte et la méthode approchée de Turja-Nolin ont toutes les deux une
complexité pseudo-polynomiale sauf que la méthode mixte utilise |I'y |+ |Tg| ...+ |F|F‘ ‘ opérations
de calcul de temps de réponse tandis que la méthode de Turja-Nolin ne fait qu'une.

3.3.2 Exemple

Nous appliquons la méthode mixte sur 'exemple de la figure 3.3. La valeur exacte de pire temps
de réponse est égale & 20 unités de temps. La borne de temps de réponse obtenue par la méthode
approchée de Turja-Nolin est égale a4 28. La table 3.2 résume les différentes étapes de 'analyse
mixte de la borne de temps de réponse, en choisissant dans chaque scénario une transaction I';
(1 = 1..3) pour laquelle une analyse exacte est appliquée. La borne obtenue pour le pire temps
de réponse de 7,, est égale & 20 unités de temps, cette borne est alors avec un pessimisme nul ,
contrairement & celle fournie par 'analyse Turja-Nolin.

pour la tdche candidate 11 :

Rg)a),n =Cyo =1

R&),n = Cua + Wi (1) + Wo(1) +W3(1) =1+3+2+2=8
Rai),n = Cua + W11(8) + Wa(8) + W5(8) =1+12+4+3=20
ng,n = Cua + W11(20) + W2(20) + W3(20) =1+124+4+3=20
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I'; | tache candidate 7. | Ryaic | Ruai | Rua
Fl T11 20
T19 11 20
T13 9
FQ 721 19 20
T99 23 23
To3 23
Fg T31 28 28
T32 27

TAB. 3.2 — Analyse mixte de temps de réponse.

3.4 Meéthode mixte paramétrée

Le pessimisme sur le temps de réponse peut étre généré par I'application de la fonction d’interfé-
rence approchée sur plusieurs transactions ensemble. Par conséquent, I’application de la méthode
mixte pour une seule transaction ne suffira pas pour éliminer tout le pessimisme. En utilisant
le principe d’analyse mixte, nous pouvons améliorer la qualité de la borne de temps de réponse
fournie, en augmentant le nombre de transactions E pour lesquelles on applique une analyse
exacte.

Soit £ un ensemble de F transactions parmi toutes les transactions d’un systéme I'. La formule
suivante donne le temps de réponse R, ¢, d'une tache 7, lorsque I'instant critique est initié par
une tache 7., de chaque transaction I'; appartenant a £. Rappelons que pour les transactions
n’appartenant pas a £ une analyse approchée est appliquée.

-1 -1
RE) = Cuat Y Wie(Ri )+ Y (WiR) (3.19)
ice iel—¢
Une borne de pire temps de réponse est obtenue par 'examen de tous les instants critiques pos-
sibles en combinant les taches plus prioritaires que la tache analysée des transactions appartenant

ac.

Ryue = Ryq (3.20)

max
VI €€,Veehpi(Tua)

Cette borne est toujours comprise entre la valeur exacte et la valeur de la borne obtenue
par l'analyse approchée de Turja et Nolin. L’algorithme d’analyse nécessite le traitement de
|hpl-(7'ua)||£| = |hpi(7Tue)|¥ instants critiques. Une meilleure borne pourra encore étre obtenue, en
traitant toutes les combinaisons (ensembles) de E transactions du systéme, et a la fin le minimum
est choisi comme le pire temps de réponse. Soit {2 I'ensemble de combinaisons possibles de E
transactions parmi toutes les transactions du systéme. La meilleure borne est alors :

Ru(E) = minRy, 3.21
(B) = minRuag (3.21)
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3.5. Etude de complexité

Dans ce cas le nombre de scénarii (ensembles &) qui doivent étre traités est égal au nombre de
combinaisons possible de F éléments parmi |I'| transactions.

- T !

= B D) 5:22)

Notons que lorsque la valeur du paramétre E augmente, la méthode mixte converge vers I’analyse
exacte. C’est-a-dire plus la valeur de E croit plus la qualité de la borne de temps de réponse est
bonne, mais cela est accompagné par une croissance dans la complexité de calcul. Notons Ry, (€)
le temps de réponse fourni par la méthode mixte avec E = e, nous avons alors.

Rezoct = proiete(li=1) < < Ryq(e) < ... < Ruq(1) < RY™

La méthode mixte présentée précédemment (section 3.3) correspond a la méthode paramétrée
lorsque E' = 1 (voir annexe A.2 pour les formules complétes et 'annexe B.2 pour I'algorithme
d’implémentation).

3.5 Etude de complexité

Pour I'implémentation de la méthode mixte, nous reposons sur l'algorithme de représentation
statique d’interférence proposé pour la méthode approchée de Turja et Nolin |62, 63]. Par consé-
quent, la seule différence en complexité de calcul entre la méthode mixte et la méthode approchée
de Turja-Nolin se localise au niveau de nombre de scénarii & considérer. Notons que la complexité
de la méthode approchée de base [70, 61] est O(X |T;|*), ou X est le nombre d’itérations étudiées
du processus de la recherche de point fixe.

La complexité de la représentation statique de l'interférence dans des tables est O (\I‘Z\g) La

recherche d’un point dans une table d’interférence est de complexité O (log \I‘i\2>, d’ott 'analyse

approchée de Turja et Nolin s’effectue avec une complexité O(|Ty|* + X log [Ty|?).

Pour I'analyse mixte une seule opération de représentation statique d’interférence est effectuée
pour tous les instants critiques considérés. Le nombre d’instants critiques dépend de la valeur
FE, il est déterminé par le nombre de combinaisons de E transactions multiplié par le nombre de
combinaisons de taches de E transactions.

K.|T;|F

K est le nombre de combinaison de F transactions parmi toutes les transactions du systéme
(équation 3.22). La complexité totale de la méthode mixte est alors :

0 (|ri|3 + K. |Ti|F X .log |ri|2) (3.23)
La complexité de la méthode avec £ =1 est la suivante :
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O (Tl + T3> X log L)

Si la valeur de E vaut 2 alors la complexité devient

O (Il + [T3f* X log TP

Il est clair que la complexité augmente avec le nombre de transactions fixées pour 'analyse exacte.
Afin d’évaluer les apports et les limites d’application de la méthode mixte sur des systémes de
taille réaliste, nous effectuons dans la section suivante une étude expérimentale.

3.6 Expérimentation

Afin de montrer les améliorations apportées par la méthode d’analyse mixte de temps de réponse
(avec des valeurs différentes pour E) par rapport aux méthodes existantes, nous avons implémenté
les méthodes d’analyse suivantes :

— Nolin : la méthode approchée basée sur l'interférence effective de Turja et Nolin [62, 63].

— NM1 : la méthode mixte, en fixant le nombre de transactions pour lesquelles une analyse

exacte est appliquée a 1 (E =1).

— NM2 : la méthode mixte avec E = 2.

— NM3 : la méthode mixte avec E = 3.

— Exact : la méthode d’analyse exact [107, 70].

L’implémentation de ces méthodes a été réalisée avec les équations complétes de calcul de temps
de réponse. C’est-a-dire qu’elle calcule le temps de réponse de chaque instance de la tache ana-
lysée pour chaque instant critique considéré, et prend en compte l'interférence de la transaction
contenant la tiche analysée. L’algorithme de la représentation statique [60, 62| de I'interférence

est utilisée pour toutes les méthodes.

Dans les graphes de résultat, chaque point est obtenu pour une moyenne de 100 systémes de
transactions générés aléatoirement. Les tests proposés ci-dessous ont été réalisés sur un ordinateur
de type PC, équipé d’un processeur Pentium IV et disposant de 1Go de mémoire vive.

3.6.1 Description du générateur aléatoire

Le générateur des systémes de transactions prend en entrée plusieurs paramétres réglables :
charge totale du systéme (en pourcentage %), le nombre de transactions par systéme et le nombre
de taches par transaction. En fonction de ces paramétres les autres propriétés des taches sont
générées :
— La charge totale de systéme est uniformément distribuée sur les transactions suivant 1’al-
gorithme UUniFast (voir 'annexe B.5) présenté dans [19].
— Les périodes T; des transactions sont générées aléatoirement entre 1000 et 1000000 (distri-
bution uniforme)
— La charge d’une transaction I'; est distribuée sur les taches suivant I’algorithme UUnifast,

les C; sont calculés en fonction de T; et de la charge.
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Les offsets O;; des taches d'une transaction sont distribués aléatoirement dans la période
(distribution uniforme)
— Les delais (D;;) critique sont générés aléatoirement entre C; et T; par une distribution

uniforme.

Les priorités des taches sont affectées suivant la politique d’ordonnancement DM.
— Le facteur de blocage B;; et la gigue sur activation J;; sont nuls.

3.6.2 Critéres de comparaison

L’évaluation de performance des méthodes implémentées par rapport a la méthode d’analyse
exacte est basée sur les critéres présentés ci-aprés. Deux types de tests sont effectués, un en
fonction de la variation du nombre de taches par transaction, et ’autre en fonction de la variation

du nombre de transactions par systéme.
— Tauzx de pessimisme (%) : Cette métrique mesure le pessimisme de temps de réponse fourni
par une méthode M par rapport a la valeur exacte de temps de réponse. Elle est déterminée

par la formule suivante.

(R% _ Rilxacte)/REmacte (3.24)

ua

Notons que, plus le taux de pessimisme est faible, meilleure est la méthode M.

— Taux de nombre de tiches avec pessimisme (%) : Le nombre de taches dans un systéme
pour lesquelles une méthode M fournit un temps de réponse pessimiste (quel soit le taux
de pessimisme). Soit un systéme de N taches, parmi elles P taches ayant un temps de
réponse pessimiste. Le taux est donné alors par le rapport suivant :

P
= (3.25)

— Temps de calcul moyen (secondes ou millisecondes) : Le temps moyen que chaque méthode

met pour analyser complétement un systéme.

3.6.3 Performance de la méthode mixte

Les figures 3.4 et 3.5 regroupent les taux de pessimisme moyen de la méthode approchée de
Turja-Nolin et la méthode mixte pour £ = 1..3 (NM1, NM2, NM3). Les systémes générés pour
ces tests ont une charge processeur totale égale a 80%. La figure 3.4 montre I’évolution du pessi-
misme des méthodes en fonction du nombre de transactions (entre 2 et 12) en fixant le nombre
de taches par transaction a 5. On peut remarquer aussi que le pessimisme des méthodes croit
avec le nombre de transactions mais avec des taux de croissance differents. Cette croissance est
justifiée par le fait que plus il y a de transactions plus il y a une probabilité qu’'une transaction
soit une source de pessimisme. Notons que toutes les transactions ont la méme probabilité d’étre
une source de pessimisme car elles contiennent le méme nombre de taches. Le taux de pessimisme
de NM3 et NM2 sont tres faibles par rapport a celui de Nolin ce qui signifie que le pessimime
est rarement généré par plus de 2 transactions au méme temps. Par exemple pour un systéme de
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5 taches/transaction, U=80%
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Fia. 3.4 — Influence du nombre de transactions sur le pessimisme.

6 transactions, U=80%
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FiG. 3.5 — Influence du nombre de taches sur le pessimisme.
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5 taches/transaction, U=80%

12,00%
E  10,00% |
E
E 8,00% 3 —m—NM3
[l \X/
E o —a—NM2
@ > 6,00%
E £ / —»—NM1
§ 4,00% —%— Nolin
o
o / /
= 2,00%
>
S WM

0,00% ‘ A ‘ ‘ ‘
2 4 6 8 10
Nombre de transactions

Fia. 3.6 — Influence du nombre de transactions sur le pessimisme maximum.

10 transactions de 5 taches NM2 et NM3 fournissent un temps de réponse avec un pessimisme
moyen de 0.04%, NM1 a un pessimisme moyen de 0, 14%, tandis que la méthode de Nolin fournit
des bornes avec un pessimsime moyen de 0,46%.

Nous retrouvons les mémes constats sur I'influence du nombre de téches par transaction sur le
pessimisme des méthodes implémentées. Ces résultats sont illustrés par la figure 3.5. Dans ce cas
le pessimisme est provoqué par I'augmentation du nombre de changements d’instants critiques,
en augmentant le nombre de taches par transaction, ainsi la probabilité de croisement de temps
de réponse avec un changement d’instant critique s’éléve.

Puisque la validité temporelle d’un systéme dépend de 'ordonnancabilité de chacune des téches,
alors il est trés significatif d’évaluer le taux de pessimisme maximum dans chaque systéme. Les
figures 3.6 et 3.7 présentent I'influence du nombre de transactions et du nombre de taches res-
pectivement, sur le taux moyen de pessimisme maximum dans un systéme. Nous remarquons
que, pour un systéme de 6 transactions de 12 taches la méthode approchée de Nolin fournit une
borne de temps de réponse avec un taux de pessimisme de 21%, tandis que le WCRT fourni par
la méthode mixte NM1 est pessimiste a 7, 5%, le WORT de NM2 est pessimiste de 4% seulement,
et le WCRT de NM3 a un pessimsime de 1%, ce qui signifie que le WCRT calculé est exact pour
toutes les taches dans plus d’un systéme sur 2. Le taux de pessimisme maximum, comme le taux
moyen, croit avec le nombre de téaches car le le taux de changement de tache candidate, ainsi
I'instant critique, augumente avec le nombre de taches dans une transaction.

Les figures 3.8 et 3.9 présentent laux de taches dans un systéme pour lesquelles les méthodes
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6 transactions, U=80%
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F1a. 3.7 — Influence du nombre de téaches sur le pessimisme maximum.

d’analyse fournissent un WCRT pessimiste (sans prendre en compte le taux de pessimisme du
WCRT). On voit sur la figure 3.9 que pour un systéme de 12 transactions de 5 téches la mé-
thode approchée de Nolin est pessimiste pour 14% des taches, NM1 est pessimiste pour 11%
de taches, tandis que NM2 n’est pessimiste que pour 5% et NM3 pour 3% de taches. Dans la
figure 3.8 NM2 et NM3 sont trés proches et le taux de croissance des courbes est faible a cause
de la stabilité du nombre de taches dans les transactions. Tandis que dans la figure 3.9 le taux
de croissance des courbes est sensiblement superieur & celui de la figure 3.8, cette croissance est
due a l'augementation du risque de changer de tache candidate (& cause de l'augmentation du

nombre de taches dans les transactions), au cours de 'analyse.

Nous avons vu que la méthode mixte est toujours moins pessimiste que la méthode approchée
de Nolin, et que le pessimisme réduit en augmentant la valeur E. Les méthode NM1 et NM2
apportent une amélioration trés importante par rapport a la méthode approchée de Nolin, tandis
que NM3 apporte une amélioration trés faible en la comparant avec celle apportée par NM2 (et
peu intéressante vu le cotit en temps d’exécution (figure 3.8,3.9)). Ceci peut étre justifié par une
probabilité plus élevée d’avoir 1 ou 2 transactions comme source de pessimisme que celle d’avoir

3 ou plus transactions étant source de pessimisme.

Les figures 3.10 et 3.11 présentent I'influence du nombre de transactions et du nombre de taches
sur le temps de traitement moyen mis par les différentes méthodes pour analyser le temps de
réponse d’une tache. Le temps mis par la méthode mixte NM1 est toujours similaire a celui mis
par la méthode approchée de Nolin. NM2 nécessite un temps faiblement supérieur a celui de
Nolin et NM1. Le temps mis par NM2 croit faiblement avec le nombre de taches et le nombre
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5 taches/transaction, U=80%
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Fia. 3.8 — Influence du nombre de transactions sur le nombre de taches avec un WCRT pessi-
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FiG. 3.9 — Influence du nombre de taches sur le nombre de taches avec un WCRT pessimiste.
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10 taches par transaction, U=80%

16000

14000 -
@ f
S 12000 /
o
(8]
(]
£ 10000 —e—Nolin
=3 —=—NM1
< 8000 -
S —a—NM2
3
\é 6000 ——NM3
3 /
©
@ 4000 —
£
(]
= 2000

0 -
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Nombre de transactions

FiG. 3.10 — Influence du nombre de transactions sur le temps de calcul.

de transactions. Par exemple pour un systéme de 10 transactions de 30 taches NM2 nécessite 5
secondes pour analyser une téache, ce qui fait une différence de 1 seconde par rapport au temps
mis par Nolin ou NM1 (4 secondes). Tandis que le temps de traitement nécessaire pour NM3
explose a partir de 10 transactions de 12 taches (figure 3.11).

D’aprés ces résultats de simulation, nous pouvons alors toujours utiliser la méthode mixte NM1 a
la place de la méthode de Nolin pour un cotit similaire et une meilleure qualité de test. Pour des
systémes de taille réaliste la méthode mixte NM2 fournit un meilleur compromis qualité/temps
de calcul. Tandis que la méthode NM3 est trés cotiteuse en temps de calcul pour une trés faible

amélioration en qualité de temps de réponse par rapport & NM2.
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FiG. 3.11 — Influence du nombre de taches sur le temps de calcul.

3.7 Conclusion

Dans le contexte de 'ordonnancement a priorités fixes, la valeur exacte du pire temps de réponse
est donnée par une analyse exponentielle [107, 70| (condition nécessaire et suffisante d’ordonnan-
cabilité des téches a offsets). Afin d’éviter ce probléme de complexité, une analyse approchée de
temps de réponse (condition suffisante) nécessitant un temps de calcul pseudo-polynomial a été
proposée par Palencia et Harbour [107, 70|. Cette analyse approchée a été améliorée en éliminant
la surestimation sur le maximum des interférences des transactions, cette amélioration est réali-
sée par la fonction d’interférence effective proposée par Turja et Nolin [61, 62, 63]. La méthode
approchée reste pessimiste, malgré I’amélioration de la fonction de maximisation d’interférence.
Dans ce chapitre nous avons montré que le pessimisme de ’analyse approchée est induit par
le phénomeéne de changement des taches candidates initiant l'instant critique durant la calcul
itératif du temps de réponse. Ce changement de taches candidates est produit par la fonction de
maximisation d’interférence des transactions.

Nous avons présenté une nouvelle méthode d’analyse 81, 82| d’évaluation de pire temps de
réponse dans le contexte des transactions. Cette nouvelle méthode améliore la borne supérieure
du temps de réponse fournie par la méthode d’analyse approchée de Turja-Nolin [61, 62, 63].
L’idée mise en ceuvre dans cette approche est de combiner le principe du calcul exact et le
principe d’approximation afin de diminuer le pessimisme de ’analyse pire cas, permettant ainsi

d’améliorer la borne supérieure du temps de réponse fournie tout en conservant une complexité
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pseudo-polynomiale. Cette analyse mixte de temps de réponse est paramétrée par le nombre de
transactions choisies pour une analyse exacte d’interférence. Plus le nombre de transactions fixé
pour une analyse exacte est élevé plus la qualité de 'analyse d’ordonnancabilité est bonne, et
plus la complexité du calcul est importante. Des tests de performance ont été réalisés et ont
permet les limites de I'application de cette analyse mixte pour des systémes de taille réaliste. En
résumé, les points importants mis en évidence par les tests sont :

— Les méthodes d’analyse mixte NM1 et NM2 sont considérablement moins pessimistes que la
méthode approchée de Turja-Nolin. NM3 est meilleure mais avec une trés légére différence
par rapport a la méthode NM2.

— Le temps de traitement mis par NM1 est similaire a celui mis par la méthode approchée de
Turja-Nolin. La méthode NM2 nécessite un temps de calcul légérement supérieur a celui
de NM1 et Turja-Nolin, et est moins sensible au nombre de taches par transaction. La
méthode NM3 est trés gourmande en temps de calcul, son temps de traitement explose
rapidement avec le nombre de taches et de transactions.

— En terme d’application des méthodes, NM2 offre le meilleur compromis qualité/temps de
calcul pour des systémes de taille réaliste.
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Chapitre 4

Identification des instants critiques pire
cas, en priorités fixes

Résumé :  Nous étudions, dans ce chapitre, le probléme d’identification du pire scénario, dans
un ordonnancement & priorités fizes de transactions. Dans un premier temps nous étudions les
transactions monotoniques et étendant les résultats de [110]. Pour ce type de transactions la
tache initiant l’instant critique est connue. Nous montrons que cette définition est limitée pour
étre appliquée sur le modéle général des transactions et pour identifier toutes les transactions
pour lesquelles la tdche initiant l'instant critique peut étre directement déterminée. Puis nous
proposons la propriété d’accumulativité monotonique (AM) permettant d’identifier la tache ini-
tiant l'instant critique dans les transaction qui la satisfont, cette propriété est plus générale, en
contexte d’application et en qualité du résultat, que celle de la monotonicité. Nous montrons, en-
suite l'exactitude de l'analyse approchée et mixte dans certains cas particuliers. Finalement, nous
proposons la propriété de dominance des tdches, qui englobe la propriété d’AM. Cette propriété
permet d’éviter [’étude de tous les instants critiques candidats initiés par des tdches dominées et
ainsi permet une diminution du temps de calcul. Une étude de performance est effectuée pour
chacune des propriétés présentées.
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4.1 Introduction

Le probléme majeur de I’analyse exacte d’ordonnancabilté des transactions réside dans le nombre
d’instants critiques candidats & étudier. En priorités fixes le pire temps de réponse d’une téache
se produit lorsqu’une tache plus prioritaire s’active simultanément dans chaque transaction. Le
probléme est alors quelle tache de chaque transaction initie 'instant critique produisant le pire
temps de réponse d’'une tache analysée. Toute tache plus prioritaire que la tache analysée est
considérée dans la création de 'instant critique pire cas. Dans ce chapitre, nous nous intéressons
au probléme de I'identification des tiches candidates qui peuvent réellement créer I'instant cri-
tique pire cas.

Dans le contexte des taches MF, la propriété des taches accumulativement monotoniques a été
définie. Pour une tache MF satisfaisant cette propriété, la trame initiant 'instant critique pire
cas pour une trame moins prioritaire est connue, cette trame est appelée trame de pointe. Une
tache MF est AM si la plus grande quantité de temps processeur total requis par n’importe
quelle séquence de [ > 1 trames correspond & celle qui commence par la trame de pointe. Cette
propriété a été utilisée comme supposition pour trouver des conditions d’ordonnancabilité moins
pessimistes. Aucune étude n’a été effectuée sur la performance ou sur I’évaluation du cotit de
Iintégration de cette propriété dans I'analyse des taches MF ou GMF arbitraires.

Dans le contexte des taches a offsets, plusieurs difficultés sont rencontrées pour déterminer l'inter-
férence maximum d’une transaction : le motif d’activations de taches varie avec la tache initiant
la période d’activité, au contraire des tdche MF ou une activation d’une trame est prévue aprés
chaque période, une collision d’exécution des téches a offsets et de débordement d’exécution
d’une période & une autre sont possibles. En plus, la présence de la gigue rend I’état initiale de
Iinterférence de la transaction liée aux valeurs des gigues, cette quantité d’interférence initiale
doit étre prise en compte pour déterminer 'interférence maximum.

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme d’identification du pire scénario d’exécution pour
une tache, dans le contexte de I'ordonnancement & priorités fixes. Notre étude est basée sur
deux idées essentielles : (1) identifier la tache candidate initiant 'instant critique pire cas pour
certains types de transactions (sections 4.2-4.3), (2) dans le cas contraire, identifier les taches
candidates n’initiant jamais 'instant critique pire cas. Dans un premier temps nous présentons,
dans la section 4.2, notre étude [114, 86| effectuée sur la propriété des transactions monotoniques
proposée par Traoré [111, 114, 110], dans le contexte des taches avec gigues nulles.

4.2 Etude des transactions monotoniques

Nous commengons par une présentation, dans les sous sections 4.2.1 et 4.2.3, des résultats issus
des travaux de Traoré et al [111, 114, 110|]. Nous suivons, cette bref présentation de concepts,
dans les sous sections suivantes, par une étude de performance et comparaison avec la méthode
d’analyse approchée de Turja et Nolin.
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4.2. Etude des transactions monotoniques

4.2.1 Transactions monotoniques

Le concept des transactions monotoniques [111, 114] a été proposé dans le but d’accélérer le temps
d’analyse de temps de réponse. L’intérét principal de la propriété de monotonicité est de garder
une seule tache candidate pour calculer le maximum des interférences d’une transaction. En ef-
fet, dans certains cas de transactions, durant n’importe quelle période d’activité, I'interférence
maximum d’une transaction correspond toujours a son interférence quand la période d’activité
est initiée par une unique tache candidate. Autrement dit, pour toute durée de période d’activité
une transaction I'; ne change jamais la tache initiant l'instant critique. L’exploitation de cette
propriété permet d’accélérer la recherche d’instant critique pire cas (en passant le nombre de
taches candidates dans une transaction monotonique a 1).

Nous prenons l'exemple présenté sur la figure 4.1. Supposons que toutes les taches de I'; soient
plus prioritaires que la tache analysée 7, et que toutes les gigues des taches soient nulles. La table
4.1, de calcul de temps de réponse approché de la tache 7,, montre que pour n’importe quelle
période d’activité de longueur ¢, I'interférence maximum Wj(t) de T'; sur le temps de réponse
d’une tache moins prioritaire, correspond toujours & son interférence lorsque 7;1 initie 'instant

critique.
Iteration || ¢ | W;(t) = max Wi.(t) (¢ =1..5) | Ryq
0 9
1 9 11 = Wi (1) 20
2 20 20 = Wi (t) 29
3 29 29 =W (1) 38
4 38 29 = Wi (t) 38

TAB. 4.1 — Analyse approchée de temps de réponse de 7,, de la figure 4.1

La transaction I'; est dite monotonique pour toute tache moins prioritaire 7,,. Dans ce genre
de situation une importante quantité de calcul pourra étre évitée a condition de savoir, a priori,
si la transaction est monotonique. En effet, la connaissance de la tache 7;. d’une transaction I';
initiant 'instant critique permet d’éviter 'examen des (|I';| — 1) taches candidates de I';. Avant
de montrer comment la propriété de monotonicité d’une transaction pourra étre vérifiée, nous
donnons quelques définitions utiles.

Définition 7 Une transaction I'; est en forme normale si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

- 04+ G < Oi(j+1) pour 1 < j < |Ty| et

= Oy, <T;+ Oa.

La transaction de la figure 4.1 est en forme normale car il n'y a aucun chevauchement entre
I’exécution des taches.
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t T

a, a, a,
i2 Ti3 i3 Ti4 i i
|- . : . J

I=<Ty Ty, T3, g, Tisy 31>

1,=<4,0,6,0,0,1 > a;=2
1,=<3,2,5,0,0,2> a;=3
1;,=<3,12,5,0,0,3> az=3
1,=<2,18,5,0,0,4> a,=4
Tys=<2,24,4,0,0,5> a; =

FiG. 4.1 — Exemple d’une transaction Monotonique.

4.2.2 Mise en forme normale

D’aprés la définition 7, le principe de mise en forme normale d’une transaction est alors de regrou-
per les taches voisines qui ne respectent pas la condition de normalité (définition 7) en une téache.

A partir d’'une transaction I'; il est possible de trouver une transaction I'} équivalente en terme
d’interférence a I'; et en forme normale, par la fusion des taches voisines qui ne respectent pas
les conditions de la normalité. Le processus de la normalisation est le suivant :

Soit une transaction I'; : {71, Ti2, ..., Tsi1.1, L3 b, et une tache & analyser 7,,, nous supposons que
i i1y 1425 -+ T30y L f 5 ua»
A NI, - N : * . * * * ]
toutes les taches de I'; ont une priorité supérieure a celle de 7,4. Soit I'} := {Til, Tioy enes Timl,TZ}
la transaction en forme normale de I';.

Au début du processus de normalisation I'} est initialisée avec les valeurs de I'; :

Iy .= {Til,’fﬂ, ...,TZ.‘F”,TZ} avec 75 = 7;; pour 1 < j < [Iy.

— Etape 1 : Pour 1 < j < |7, si Of; + C}; > O}(j+1) alors fusionner 77, ) dans 7. Ces
deux taches forment alors une seule tache commencant & Of; avec une durée d’exécution
(WCET) égale a Oy +Cz‘*(j 1y Renommer les taches de la transaction dans ’ordre croissant
des O7; parce que TZ.*(J. +1)

— Etape 2 :

Qs * * *
Si Oi|Ff + Ci|rf i | avec Cz'|r;.*
Renommer les taches de la transaction et reprendre I'étape 1.

est supprimée.

*

> T; + O5; alors fusionner 7 dans 7, = C:|F*| + .
i

— Sinon c’est la fin du processus de la mise en forme normale.

Ce processus converge si la charge du systéme est inférieure a 1. Nous montrons I’équivalence, au
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()

R - T - -

I T N AN N NN TN R |
1 3 4 5 &6 7 8 @9 10 11 12 13 14 15 16 17 1% 19 0 21 IF 23

| T T | | | | | | ¢

F1G. 4.2 — Interférence et forme normale.

niveau de l'interférence, entre une transaction et sa forme normale & travers I’exemple présenté
sur la figure 4.2. La courbe Wj(t) représente la fonction d’interférence de I';. Entre 'instant ¢ = 2
et t = 4 elle est de dérivée 2 car les deux taches 71 et 79 demandent le processeur simultanément.
Rappelons que la capacité du processeur ne peut pas dépasser le temps consacré au traitement,
ainsi la dérivée de la fonction d’interférence de I'; doit étre inférieure ou égale a 1. La courbe
W}(t) (interférence de I'} la transaction forme normale de I';) représente l'interférence de T';
suivant son traitement par le processeur. Nous constatons que I'interférence causée par 7;1 et 749
est traitée comme l'interférence d’une seule entité (sans temps creux), d’oit on peut les consi-
dérer aprés concaténation comme une seule tache 7;; dans la transaction forme normale I';. La
transaction forme normale I'; d'une transaction I'; modélise I'interférence de I'; comme elle est
traitée par le processeur. Par conséquent l'interférence maximum de I'; est égale & 'interférence

maximum de la transaction I'}.

Par exemple, la transaction de la figure 4.3(b) est la transaction forme normale de la transaction
présentée sur la figure 4.3(a). Aprés lapplication du processus de mise en forme normale les
taches ;0 et 7;3 sont fusionnées en 77, les taches 75, 76 et 7;7 sont fusionnées en 75 ; Tig, Tig et
Ti1o forment 77 et les taches 711, 7512 et 731 sont regroupées en 75. Pour cet exemple nous avons
alors I'égalité suivante : Vt : W;(t) = Wr(t).

Définition 8 Une transaction I'; est monotonique pour une tdche moins prioritaire Ty, Si Sa
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Cy2C,2C52C2C, et 0;50,<0;;50,,20,

(c)

F1G. 4.3 — Processus de vérification de la monotonicité d’une transaction.

forme forme normale I'; contient un motif monotonique. La premiere tache du motif monotonique
est la tache qui initie ["instant critique pour toute période d’activité.

Définition 9 [110] : Soit T; : {Til,’i‘z‘g, ...,Ti‘pi|,TZ~} une transaction, et T, une tdche analysée
moins prioritaire que toutes les tdches de I';. Soit I} := {Tﬁ,’l’%,...,’]’;ri‘,Ti} la transaction
forme normale de T';. Notons :

- ajy = 041y — (O + Cf) pour 1 < j < ||
~ ey = (i + Oh) = Oy

i représente le temps entre la fin d’exécution de 7;; et l'activation de la tdche suivante.

tj
I'f posséde un motif monotonique si les WCET des taches de I'; sont dans lordre décroissant

a
7; sont dans Uordre croissant c’est a dire :
< C}, pour tout 1 < p < ||
pour tout 1 < p < |T'}|

tandis que les phases «

B Ci*(p+1)

_of *
A < Qi)

La transaction I'; de la figure 4.1, est en forme normale (I'; = I'f), et son motif monotonique
débute par la premicre tache 7;1. En effet les Cj; sont en ordre croissant ( =05 >Ch >

* * LA R 4 e * * * * *
* > CF%) et les écarts aj; sont en ordre décroissant (o] < afy < oy < afy < o).

Notons que la propriété de monotonicité d’une transaction est relative a la priorité de la tache
analysée (en effet les taches intervenant dans la mise en forme normale dépendant de la priorité
de la tache analysée). Par exemple, si toutes les taches, de la transaction I'; (Figure 4.1), sont
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I Y TN T T N Y T N T T S S B
1 2 3 4 6 &6 7 & 9 10 11 1% 13 14 16 16 17 12 10 0 11 I 33 34 35 6 3T I8 39 30 31 32 3 34 35

Fi1G. 4.4 — Interférences de la transaction monotonique I'; présentée dans la figure 4.1.

plus prioritaires que la tache analysée 7,4, alors I'; est monotonique pour 7,,. Supposons que Tyq
est moins prioritaire que toutes les taches de I'; excepté la tache 7;3, dans ce cas 7;3 ne contribue
plus a l'interférence de I'; sur le temps de réponse de 7,4. I'; est en forme normale mais elle ne
vérifie pas la condition de monotonicité car la valeur de o, devient 9 ( o) < oy > afy < o)
d’out T'; n’est plus monotonique pour la nouvelle 7.

Théoréme 25 [110] : Soit T'; := {Til,ng, ...,Ti‘l"i‘,j‘i} une transaction et T,, une tiche & ana-
lyser. Soit I'; la forme normale de la transaction I';. Si I'; est monotonique pour la tdche Tyq,
alors linstant critique de T,, survient quand elle est activée au méme instant que la premiére
tache de I';.

Pour expliquer le résultat du théoréme 25, nous constatons sur la figure 4.4 que, durant la pre-
miére période T; = 31, la courbe d’interférence Wj;(t) de la transaction monotonique I'; = I'}
(présentée sur la figure 4.1) lorsque la tache du point 7;; initie la période d’activité est tou-
jours supérieure ou égale a son interférence lorsque toute autre tache 7, # 7;1 initie la période
d’activité. Puisque la fonction d’interférence est périodique alors pour tout intervalle de temps ¢
I'interférence maximum de I'; correspond & celle lorsque 7;1 initie la période d’activité, ainsi la
tache candidate de I'; qui initie I'instant critique est 71 = 775 (celle qui débute le motif monoto-
nique).

Afin de vérifier si une transaction I'; est monotonique pour une tache 7, deux opérations princi-
pales sont nécessaires : la mise en forme normale (ou la recherche de la transaction forme normale
I'?) de la transaction I'; et 'opération de vérification de Iexistence d’un motif monotonique dans
la transaction forme normale I'}. En fonction du résultat de cette derniére opération la propriété
de monotonicité est affectée ou non a la transaction I'; pour le niveau de priorité de la téache
analysée. Dans la suite nous présentons le processus de vérification de la monotonicité d’une
transaction en forme normale.
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4.2.3 Vérification de la monotonicité d’une transaction

Le processus de vérification de I'existence d’un motif monotonique est le suivant :
3 : E * * * ] . ) } (T
Pour une transaction en forme normale, I'} := {Til,Tﬂ, "”TiIFiI’TZ}’ il n'y a pas de différence,

et

relativement & la plus longue période d’activité & considérer :
* . * * * ]
Iy = Til,TiZ,...,Tilri‘,E

* * * * * * * ]
Iy = {Tik,Ti(kH), o Ty Tils Tizs ""Tz‘(k;—l)’Tl}'

Nous pouvons faire une rotation des taches de la transaction I'} sans modifier I'interférence im-
posée par I'} sur les taches de priorité faible. Pour cette raison, nous considérons que I'; est
monotonique si nous pouvons trouver un motif monotonique dans I'; par rotation des taches
de I'Y. Nous savons que pour un motif monotonique, nous commengons par la premiére tache
ayant le WCET le plus élevé. Afin de rechercher un motif monotonique, nous commencons faire
un inventaire de toutes les taches avec le WCET maximum. Puis, nous considérons alterna-
tivement chacune de ces taches 7, comme la premiere tache de la transaction I'} par rota-

tion des taches de I'*;

7 et nous vérifions si les conditions de monotonicité (sur Cj; et aj;) sont

respectées; si cest le cas, I'; est monotonique et 773 devient la premicre tache de I'}. Ainsi,

* * * * * * * ]
Iy = {Tik,Ti(kH), ...,Ti‘ril,Til,Tiz,...,Ti(k_l),TZ .

La transaction (elle est en forme normale) présentée dans la figure 4.3(b) contient un motif mo-
notonique qui commence par la tache 775 et vérifiant les conditions de monotonicité. Ce motif est
illustré par la figure 4.3(c). Donc la transaction de la figure 4.3(a) est monotonique pour toute
tache a analyser moins prioritaire que toutes les taches de T';.

4.2.4 Remarques

— Le temps de réponse d’'une tache analysée 7,, obtenu par 'analyse approchée ou mixte
est exact si toutes les transactions du systéme sont monotoniques pour la tache 7,4, ainsi
la tache initiant I'instant critique de chacune des transactions est connues. La propriété
de monotonicité n’apporte pas d’amélioration sur le pire temps de réponse obtenu par la
méthode approchée mais elle fournit une information supplémentaire sur l'exactitude du
pire temps de réponse et une éventuelle accélération de calcul (section 4.2.6).

— Dans le processus de normalisation et de vérification de la monotonicité d’une transaction
pour une tache analysée, une seule opération de mise en forme et une seule opération de
recherche du motif monotoniques sont nécessaires, tandis que pour la méthode approchée
de Turja-Nolin, au minimum |I';| opérations de mise en forme normale plus le calcul du
maximum des interférences sont nécessaires.

— L’analyse de temps de réponse en utilisant la propriétés des transactions monotoniques
n’est applicable que sur des systémes de taches a offsets avec gigues nulles.
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4.2.5 Exemple d’application

Le systéme de la figure 4.3 contient une seule transaction composée de douze taches avec gigues
nulles, et une tache a analyser 7,, avec une durée d’exécution Cy, = 9. Supposons que toutes les
taches du systéme aient une priorité supérieure a celle de la tache 7.

I, = {< Ti1Ti2y «ooy Ti12 >,60}

1 :<3,1,D;1,0,0,1 > 7 1< 2,36,D,;7,0,0,7 >

Ti2 :<4,9,D;2,0,0,2 > Tig :< 5,43, D;g,0,0,8 >
T3 :< 2,11, D;3,0,0,3 > Ti9 :< 3,46, D;9,0,0,9 >
Tig :< 3,20, D;g,0,0,4 > Ti10 :< 1,49, D;10,0,0,10 >
Ti5 1< 4,29, D;5,0,0,5 > 11 :< 4,56, D;11,0,0,11 >
Ti6 :< 5,31, D;5,0,0,6 > Tit2 :< 2,57, D;12,0,0,12 >

Nous définissons I'} la forme normale de la transaction I'; en appliquant les opérations du pro-
cessus de normalisation. Au début, nous mettons I'; = I';, puis nous fusionnons les taches qui ne
respectent pas les conditions de normalité. Alors les taches 775 et 7.5 forment une seule tache qui
sera renommeée 7,7 ; les taches 75, 775 et 7.7 sont regroupées dans une seule tache 775 ; les taches
Tigs Tig €t T sont regroupées dans 7y et les taches 7, 7,75 et 7] sont regroupées dans 7;;. La
tache 7 a été renommeée en 75. D’oul I'} la forme normale de I'; qui est composée seulement de

cinqg téches.
Iy - {< 7,79, ..., Tj5 >,60}

7';1 1< 6,9,D;1,0,0,1 > 7';2 :< 3,20, D;9,0,0,2 >
7’;5 < 11,29, D;3,0,0,3 > T;Z 1< 9,43, D;4,0,0,4 >
7% :< 9,56, Di5,0,0,5 >

les phases entre les taches de la forme normale sont :
* * * * ko
;) = 9,055 = 6,053 =3, a5y =4, a55 =4

Un motif monotonique commence toujours par une tache ayant la durée d’exécution maximum.
D’oti nous vérifions la monotonicité du motif qui commence par la tache 75, ce motif vérifie la
condition appliquée sur les durées d’exécutions des taches et celle appliquée sur les phases entre
les taches. Nous avons

* * * * *
iSZ i4Z i5Z ilz 12

* * * * *
Q3 < Gy < Qs <0Gy S Qg

La transaction I'; est alors monotonique pour la tidche a analyser, et 'instant critique est tou-
jours initié par la premiére tache du motif monotonique 75. Connaitre la tache initiant I'instant
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Iteration || ¢t | Wi(t) = Wj(t) | Rua
0 9
1 9 11 20
2 20 20 29
3 29 29 38
4 38 29 38

TaB. 4.2 — Calcul de temps de réponse

critique élimine tout calcul d’interférence correspondant aux autres taches candidates. Nous ap-
pliquons le calcul itératif du temps de réponse de la tache 7y4,.

Nous remarquons une grande différence en nombre d’opérations effectuées entre la méthode des
transactions monotoniques et la méthode approchée de Turja-Nolin. Une seule opération de
normalisation et de vérification de la monotonicité de la transaction est nécessaire pour trouver
la tache initiant 'instant critique, ainsi que pour calculer l'interférence de I';. Tandis que la
méthode de Nolin aura besoin au minimum de 12 opérations d’ordre et de normalisation.

4.2.6 Evaluation de performance

Afin de montrer 'amélioration en temps de calcul de temps de réponse qui pourra étre apportée
par la propriété des transactions monotoniques, nous avons implémenté la méthode approchée
de Turja-Nolin [62, 63] sans utiliser et en utilisant la propriété de monotonicité des transactions.
Les temps présentés dans les graphes correspond aux temps mis par les deux méthodes d’analyse
pour calculer le pire temps de réponse d’une tache analysée moins prioritaire que toutes les taches
des systémes générés aléatoirement. Les systémes générés ne contiennent que des transactions
monotoniques pour la tache analysée. Dans les courbes du résultat présentés au-dessous, chaque
point est obtenu par une moyenne de 1000 systémes de transactions monotoniques générés aléa-
toirement. Les tests proposés ci-dessous ont été réalisés sur un ordinateur de type PC, équipé
d’un processeur Pentium IV et disposant de 1Go de mémoire vive.

4.2.6.1 Description du simulateur

Le générateur des systémes de transactions monotoniques prend en entrée plusieurs paramétres
réglables : charge totale du systéme (en pourcentage %), le nombre de transactions par systéme
et le nombre de taches par transaction. En fonction de ces paramétres les autres propriétés des
taches sont générées :

— La charge totale de systéme est distribuée sur les transactions suivant 1’algorithme UUni-
Fast (voir 'annexe B.5) présenté en [19].

— Les périodes T; des transactions sont générées aléatoirement entre 1000 et 1000000 (distri-
bution uniforme)
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F1G. 4.5 — Influence de la charge totale du systéme sur le temps d’exécution.

— La charge d’une transaction I'; est distribuée sur les taches suivant I'algorithme UUnifast,
les C;; sont calculés en fonction de T; et la charge.

— Loffset est distribué aléatoirement dans la période i.e. dans U'intervalle [0, T;] (distribution
uniforme) et est affété aux téches d’une fagon a respecter les conditions de monotonicité
de la transaction.

— Les délais critiques (D;;) sont générés aléatoirement entre C;j et T; par une distribution
uniforme.

— Les priorités des taches sont affectées suivant la politique d’ordonnancement DM.

— Le facteur de blocage B;; est nul.

— la gigue sur activation J;; est nulle car notre définition de la propriétés de monotonicité
est applicable seulement sur des transactions avec gigues nulles.

4.2.6.2 Reésultat de la simulation

Dans la simulation nous avons fait varier les trois paramétres d’entrée de notre générateur de
transactions monotoniques. Les tests sont faits sur le calcul du temps de réponse d’une téache
indépendante moins prioritaire que toutes les taches des systémes générés. En fonction de chaque
parameétre variant dans les tests, nous présentons I’évolution de temps de traitement nécessaire
pour les deux implémentations réalisées pour 'obtention de temps de réponse.

4.2.6.2.1 Influence de la charge totale du systéme : Les systémes générés pour ce test
sont composés de 20 transactions monotoniques, chacune contient 15 taches. La charge totale
du systéme varie entre 10% et 90%. On remarque sur la figure 4.5 que la charge du systéme

117



Chapitre 4. Identification des instants critiques pire cas, en priorités fires

Systeme de 25 transactions, U=80%
250
» 200
E
£ oo f/
= 15
‘é —e— Turja-Nolin
2 —m— Monotonique
9 100 -
©
(%]
Q.
€ 50 -
(&)
|_
0
MY AR DD PR D oA
Nombre de taches par transaction

F1G. 4.6 — Influence du nombre de taches par transaction sur le temps d’exécution.

n’a aucune influence sur le temps de traitement pour les deux implementations réalisées. Cette
stabilité est due au nombre fixe de transactions et de taches par transaction, la complexité des
méthodes est définie en fonction de ces deux nombres. La difference entre les deux temps de
traitement necessaires pour les deux méthodes est trés importante, ce qui fait que le gain en
temps de calcul apporté par utilisation de la propriété de monotonicité est trés important par
rapport au temps mis par le processus de vérification de la monotonicité.

4.2.6.2.2 Influence du nombre de tdches par transaction : Afin de montrer I'influence
du nombre de taches par transaction sur le temps de traitement nécessaire pour les deux im-
plémentations, nous avons fait les tests sur des systémes de transactions monotoniques avec une
charge totale égale a 80%, et le nombre de transactions a été fixé a 25. Le nombre de taches par
transaction a été varié entre 1 et 40.

La figure 4.6 montre I'influence trés importante du nombre de taches sur le temps de traitement
de la méthode approchée de Turja-Nolin, le temps de traitement est en croissance linéaire en
fonction du nombre de taches. Effectivement en augmentant le nombre de téches, le nombre de
taches candidates augmente et par conséquence le nombre d’opérations de mise en forme normale
et du calcul d’interférence augmente. Par contre le temps de traitement de 'implémentation en
utilisant la propriétés des transactions monotoniques n’est pas influencé par le nombre de téches,
puisque le nombre d’opérations de mise en forme et de vérification de la monotonicité ne change
pas car la monotonicité concerne les transactions.
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F1G. 4.7 — Influence du nombre de transactions sur le temps d’exécution.

4.2.6.2.3 Influence du nombre de transactions : De la méme maniére, pour simuler
I'influence du nombre de transactions sur le temps de traitement des deux implémentations réa-
lisées, les systémes sont générés en variant le nombre de transactions entre 1 et 40, le nombre de
taches par transaction a été fixé a 15, et la charge du systéme a 80%. La figure 4.7 presente ’evo-
lution du temps de traitement en fonction du nombre de transactions. Le temps de traitement
de la méthode approximative de Turja-Nolin est en croissance linéaire en fonction du nombre
de transactions par contre l'influence du nombre de transactions sur le temps necessaire pour
la methode des transactions monotoniques est trés faible car le processus de vérification est de
complexité trés faible.

D’aprés ces résultats de simulation, on peut conclure que le temps de traitement mis par le
processus de vérification de la monotonicté des transactions est négligeable par rapport au temps
mis par la méthode d’analyse approchée de Turja-Nolin. D’ou I'injection de la vérification de la
monotonicité des transactions dans la méthode approchée de Turja-Nolin n’aura aucune influence
sur le temps de traitement de la méthode. De plus, cette propriété de monotonicité apporte une
information supplémentaire sur I'exactitude des temps de réponse qui pourra étre utile pour
prendre des réponses négatives sur 'ordonnangabilité des systémes. Une tache avec un temps de
réponse approché supérieur & son délai critique tel que toutes les transactions du systéme sont
monotoniques pour elle, n’est pas ordonnancable car le temps de réponse obtenu par la méthode
approchée est exact dans ce cas.
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4.2.7 Limites de la propriété de monotonicité

La propriété de la monotonicité est importante pour l'identification de I'instant critique produi-
sant le pire temps de réponse ou pour réduire le nombre d’instants critiques & considérer par la
méthode exacte ou par la méthode mixte. Cependant citons plusieurs lacunes pour la définition
et I'application de cette propriété :

— L’utilisation de la propriété des transactions monotonique n’est applicable que sur des
systémes de taches avec gigues nulles. La présence des gigues provoque une différence entre
les transactions forme normale correspondante & chacune des taches candidates initiant
la période d’activité. Par conséquent, la définition d’une transaction monotonique et le
processus de vérification présentés précédemment deviennent difficiles & établir.

— En présence de gigue, la tache de pointe ne correspond pas forcément a la tache ayant le
pire temps d’exécution Cj), car I’état initial de la fonction d’interférence est définie par les
parties d’interférence induites par la gigue Ifceﬂ.

— La définition des transactions monotoniques ne couvre pas toutes les transactions ayant
une unique tache initiant l'instant critique pour toute période d’activité. C’est-a-dire qu’il
y a des transactions pour lesquelles la tache initiant I'instant critique est unique mais qui
ne sont pas monotoniques par définition. En effet, la définition des transactions monoto-
niques est basée sur l'ordre (structure) des taches dans une transaction, pour trouver la
tache initiant I'instant critique pire cas, tandis que le calcul de pire temps de réponse est
basé sur les pires interférences des transactions. Ce constat montre la nécessité de trouver
une propriété plus générale (section 4.3).

La figure 4.8 présente une transaction I'y composée de trois taches avec gigues nulles.
Chaque courbe illustrée dans cette figure décrit la fonction d’interférence effective de I'y
sur le temps de réponse d'une tache moins prioritaire lorsque chacune de ses taches can-
didates initie I'instant critique. Nous déterminons le temps de réponse d’'une tache sous
analyse 7,, avec Cy, = 8 en appliquant la fonction approchée d’interférence.

Iteration | ¢t | Wiy | Wia | Wis | Wi | Rua
0 )
1 5 1 3 2 3 8
2 8 4 5 3 5 10
3 8 4 5 3 5 10

TaB. 4.3 — WCRT de 7, dans la transaction I'y de la figure 4.8.

Yt : ng(t) Z Wn(t) et ng(t) Z ng(t)
d’ou

Vit Wi(t) = Wia(t)

La transaction présentée dans la figure 4.8 est en forme normale, elle ne contient aucun
motif monotonique vérifiant les conditions de monotonicité (Clj décroissant et aq; crois-
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Fia. 4.8 — Exemple d’une transaction Accumulativement monotonique.

sant) puisque a1 > aq3. Donc, I'; n’est pas monotonique par définition [111]. Tandis qu’en
regardant les courbes de la figure 4.8 qui illustrent I’évolution de la fonction d’interférence
de la transaction pour chacune de ses taches candidates, il n’y a qu'une courbe (correspon-
dant a la tache candidate 712) qui enveloppe toutes les autres courbes d’interférence, pour
n’importe quelle période d’activité. Cela signifie que la tache candidate correspondante a
cette courbe supérieure est toujours celle qui initie 'instant critique produisant le pire cas.
Pour notre exemple de la figure 4.8, 'interférence de la transaction I'y quand la tache 79

initie 'instant critique est toujours le maximum des interférences de I'y.

Afin de combler ces lacunes et d’évaluer 'apport de l'identification des taches initiant l'instant
critique pire cas pour certains transactions, sur I’analyse de temps de réponse dans le cas général
(transactions quelconques) nous proposons la propriété des transactions Accumulativement Mo-
notoniques (AM). Cette nouvelle propriété est compléte (dans le sens ou elle est appliquée sur
des taches avec gigues non nulles, et détecte toutes les transactions n’ayant qu'une seule tache
candidate initiant I'instant critique pire cas), elle est alors une extension de la propriété de la
monotonicité. Toute transaction monotonique est forcément accumulativement monotonique.

4.3 Transactions Accumulativement Monotoniques

Dans cette section, nous introduisons la propriété des transactions Accumulativement Mono-
tonique (AM). Cette propriété permet d’identifier la tache initiant l'instant critique pour les
transactions qui la satisfont. Nous donnons une définition plus générale des transactions AM,
cette définition englobe toutes les transactions sans et avec gigues et celles possédant une seule
tache initiant l'instant critique.
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Définition 10 Soit I'; =< 731, 71, oy Ty > une transaction et Tyq une tache a analyser. T';
est accumulativement monotonique pour Ty, Si et seulement si pour toute période d’activité de
longueur t, l'interférence mazimum de I'; est toujours produite lorsque la méme tdiche candidate
Tip tnitie linstant critique.

Formellement : T'; est accumulativement monotonique si et seulement si :

E|p < hpz‘(’i'ua) Ve e hpz‘(’i'ua),vt : Wic(t) < Wz‘p(t) (4.1)

Nous appelons la tache 7;, qui initie I'instant critique pour une transaction accumulativement
monotonique une tache de pointe. Par exemple la tache 7o de la transaction I'; illustrée dans la
figure 4.8 est une tache de pointe.

Théoréme 26 Soit I' =< I'1, Ty, ..., [pr| > un systéme de transactions, et T,q une tiche ana-
lysée moins prioritaire que toutes les tdches du systéme. Si toutes les transactions du systéme
sont AM pour T, alors le temps de réponse de T,, obtenu par les méthodes approchée ou mixte
est exact, l'instant critique produisant le pire cas est initi€ par la tdche de pointe de chacune des
transactions.

Preuve :

Nous notons Ry, (f(t)) le temps de réponse de la tache 7,4, calculé par la recherche du premier
point fixe (calcul itératif), en utilisant la fonction d’interférence du systéme f(t). Sans perte de
généralité, noous supposons que toutes les taches de toutes les transactions sont plus prioritaires
que la tache analysée 7,4, et que toutes les transactions sont AM pour 7,,. Puisque nous avons
montré dans le chapitre 3 que le temps de réponse mixte est toujours compris entre le temps de
réponse exact et le temps de réponse approchée de Nolin, il suffit alors, pour prouver le résultat
du théoréme 26, de prouver seulement que le temps de réponse approché de Nolin est exact. Nous
pouvons noter :

— Le temps de réponse obtenue par la méthode approchée de Nolin :
RuNaOlm — Rua (fNolin(t))

= Rua <v£r112¥1 Wie, (t) + ... + vgﬁlg%ck Wie, (t) + ... + Vgllg%(n Wncn(t)>

— Et le temps de réponse obtenu par la méthode exacte :

Rexact — R FEzxacte t
ua VClEFl,---,gglz(k,---,anFn e (f ( ))
= max Rug Wi, (8) + oo + Wie, () + ... + Whe, (1))

Vei1€ly,...,cp €0k, ..,cn €l

Rappelons que les fonctions d’interférences définies ci-dessus sont monotones. Pour un calcul
itératif du premier point fixe, basé sur deux fonctions monotones différentes f(t) et g(t), nous
avons la propriété suivante :
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Si Vi f(t) <g(t) alors Rua(f(t)) < Rua(g(t)) (4.2)

Pour une transaction AM I'; avec une tache du pointe 7;,, nous avons maxye,er, Wie, (t) = Wip,,

par conséquent :

RNOU™ — R (Wipy (1) + oo A Wi, (8) 4 oo A+ Wiy, (1) (4.3)

D’apres 1’'équation 4.2 nous obtenons les égalités suivantes :

exact —__
R”a o Vclerl7___733%(]“_“70”an (Rua (W1C1(t)+"'+Wk‘()k(t)+-..+W’I’LCn(t)))
= Ry, Wi, (t oo+ Wiee, (2t i+ Whe (t 4.4
<vclen,,,,,ggggkr_wcnern( e (8) 4 e Wiy (8) + - n(>)) (44)

Puisque l'interférence d’une transaction est indépendante de toute autre transaction du systéme
alors on obtient :

max (Wie, () + oo+ Wi (8) + oo + Wi, (2))

Vei1€ly,...,cp€lk,...,cn €l
= max Wi, (t) + ...+ max W, (t) + ...+ max Wy, (t)
r Ver €l Ven€ly,

Veiely

= W1p1 (t) + ...+ Wkpk(t) +...+ Wnpn(t)

Par conséquent le temps de réponse exact (équation 4.4) devient :

Ry = Rua (Wip, (t) + oo+ Wip, (8) + .. + Winp, (1))

Ce qui est équivalent au temps de réponse approché de Nolin (équation 4.3).
O

Il est indispensable de trouver un algorithme de vérification de la propriété d’AM peu cotliteux
en temps de calcul afin de pouvoir exploiter cette propriété pour améliorer la qualité de ’ana-
lyse d’ordonnangabilité. Dans la section suivante, nous proposons un algorithme de vérification
reposant sur la périodicité de la fonction d’interférence et sur la représentation statique de l'in-
terférence [62, 63| que nous allons adapter a nos besoins.

4.3.1 Processus de vérification de I’Accumulativité monotonique

L’idée est simple, elle consiste & stocker, pour chaque point d’interférence, une information iden-
tifiant la tache candidate correspondante, ensuite vérifier si les points spécifiant 'interférence

maximum correspondent tous & une méme tache candidate.

Turja et Nolin ont montré que l'interférence d’une transaction pendant la premiére période peut
étre différente de celle produite durant la deuxiéme période, et que la fonction d’interférence dans
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F1G. 4.9 — Périodicité de la fonction d’interférence effective.

la deuxiéme période se répéte pour les périodes suivantes. Par conséquent, notre test d’accumu-
lativité monotonique (équation 4.1) se limite dans l'intervalle des deux premiéres périodes. La
figure 4.9 illustre bien la périodicité de I'interférence effective de la transaction I'; de la table 4.4,
et montre que 'interférence de I'; durant la premiére période est différente de celle produite du-
rant la période suivante. Pour t > T; l'interférence de I'; est répétitive avec une période égale a T;.

Afin de faciliter la présentation de I’algorithme, nous considérons comme exemple la transaction
présentée dans la table 4.4 pour mettre en évidence toutes les étapes de calcul : représentation
statique de la fonction d’interférence, et vérification de la propriété d’accumulativité monoto-
nique d’une transaction. I'; est composée de trois taches avec une période T; = 11, dont certaines
ont une gigue non nulle. Rappelons que ®;;. donne la date de la premiére activation de 7;;, apres
I'instant critique initié par la tache 7.

‘ Téache H O;j ‘ Cij ‘ Jij H ;1 ‘ Dijo ‘ Pij3 ‘
Ti1 0 310 0 0 0
T || 6 | 1|1 000
o 10 2 20 2 | 0| 0

TAB. 4.4 — Caractéristiques d’une transaction AM.

L’interférence d’une transaction I'; lorsque une tache 7. initie 'instant critique pourra étre re-
présentée statiquement dans deux tables (P, et P/.), 'une pour la premiére période et autre
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pour la deuxiéme. Chacune de ces tables contient les coordonnées des points (date, interférence)
représentants un changement de 'interférence. La fonction d’interférence maximum d’une tran-
saction est représentée statiquement par deux tables ( P; et P/ ), ces deux tables sont déduites
par la fonction « Envelopper » sur tous les points de ’ensemble des tables d’interférence P;. et
P!. de T'; pour chacune de ses taches candidates 7;.

Nous proposons une nouvelle structure pour les points décrivant I’évolution de l'interférence.
Cette structure permet de stocker plus d’informations sur U'interférence aidant & déterminer, a la
fin de la phase de pré-calcul, les taches candidates produisant la pire interférence. Chaque point
d’une table de stockage contient les cordonnées suivantes, la longueur de la période d’activité x,
I'interférence correspondante y, et I'indice de la tache candidate initiant I'instant critique c.

point :< xz,y,c >

Un point est traduit comme suit : Pour une période d’activité de longueur z, une interférence
totale égale & y est imposée par la transaction considérée I'; lorsque la tache 7;. initie I'instant

critique.

4.3.1.1 Pre-calcul de l’'interférence

Soit 7,4 une tache a analyser et I'; une transaction, sans perte de généralité nous supposons que
toutes les taches de I'; sont plus prioritaires que la tache 7,4. Notons P, et P!, les tables dans
lesquelles on va stocker les informations sur la fonction d’interférence de I';, lorsque 7;. initie
I'instant critique, durant la premiére et la deuxiéme période respectivement. Nous reprenons les
mémes opérations de pré-calcul de I'interférence présentées dans le chapitre 2 : opération d’ordre,
fusion et 'opération de séparation. Pour chaque tiche candidate 7;. la transaction I'; est alors
mise en forme normale aprés ’exécution des trois opérations de restructuration.

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, le motif de périodicité de I'interférence maximum
Wi(Tua,t) est divisé en deux phases, la premiére correspond a la premiére période qui ne doit
pas prendre en compte la tache séparée (tache débordante), la deuxiéme phase correspond a la
deuxiéme période (et les périodes suivantes) dans lesquelles la tache séparée est prise en compte
dans le calcul d’interférence. L’interférence maximum W;(7ya,t) = maXveenp, (rua) Wic(Tua,t)
d’une transaction I'; contient deux parties d’interférence :

Wi(Tum t) = Jz‘ind('rua) + Tiind('ruaa t) (45)

Wi(Tua t) = J 4+ T (1,0, 1) (4.6)

— La partie statique induite par la gigue notée Jf”d, est forcément le maximum des parties
I3 Elle correspond aux instances activées avant la période d’activité (ensemble set1).
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Jit = It 47
R > (4.7)
v]ehpi('rua)

— La partie dynamique induite par le temps notée Tf”d(t), cette partie est causée par les
instances de I’ensemble set2, elle posséde un motif périodique de période T;

Tind () = ax W (Tuast 4.8

() echax | i (Tuart) (4.8)

Wik (ruant) = > (I + 152 @) — T (4.9)
VjEhpi(Tua)

La figure 4.10 montre la relation entre ces différentes formules. En conclusion, il suffit seulement
de stocker des informations sur les points convexes (marqués par des croix dans la figure 4.10(d))
de la partie d'interférence dépendante de temps Tf”d(t), durant les deux premiéres périodes. Une
représentation statique de D'interférence W, (¢) est nécessaire pour chaque tache candidate.

4.3.1.2 Représentation statique

Les points de la table P;. stockant I'interférence VVZJcr(t) produite, durant la premiére période, par

la transaction I'; lorsque 7. initie I'instant critique sont déterminés par la formule 2.29.

Plly = Z Iz%’iﬂ - Jimd(Tua)
vjehpi(Tua)
Hc[k].y = F’Zc[k‘ — 1].y +Ciy  ke2. ’Fz’
Pour notre exemple, ces points correspondent aux points convexes des courbes de la figure 4.10(b).

Rappelons qu’on stocke une information supplémentaire déterminant la tache candidate associée

a chaque point.
Py =<(3,3,1),(7,4,1),(11,5,1) >
Py =<(1,-1,2),(8,4,2),(11,5,2) >
Pi3 =< (2,0,3),(6,1,3),(11,3,3) >

Une fois que toutes les informations sur la fonction d’interférence W; de T'; sont stockées dans
I’ensemble des tables P;. associée & chacune des taches candidates 7., les points décrivant l'inter-
férence maximum Tf”d(Tw, t) sont déduits, aprés d’avoir réuni toutes les tables Pj., en gardant
seulement les points représentant la fonction d’interférence maximum. Cette opération est as-
surée par la relation « Envelopper » (équations 2.30-2.31). Un point P;[a] Enveloppe un autre
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point P;[b] (notons P;[a] = P;[b]), si la présence de P;[a] implique que P;[b] n’est pas un point
convexe pour la courbe représentant le maximum des interférences. Formellement, la relation
« Envelopper » est définie par :

Pla] - Pb] SSI
Plal.y > Pty A (Plalx — Plaly < Pb.a — Pb.y)

Pour notre exemple, au premier temps, P; est I'union de toutes les tables P;. :

P, =< (3,3,1),(7,4,1),(11,5,1),(1,-1,2),(8,4,2), (11, 5,2),(2,0,3),(6,1,3), (11, 3,3) >

Nous ne gardons dans P; que les points représentants les points convexes maximum, en appliquant
la relation « Envelopper ». Nous obtenons :

P =< (3,3,1),(7,4,1),(11,5,1) >

Ces points correspondent aux points convexes de la figure 4.10(d).

De la méme maniére, la table P/, stockant les informations sur l'interférence VVZJCr durant la
deuxiéme période est calculée par les mémes formules sauf que le point initial est donné par la
formule 2.32.

Pty = Pie[ITif].y — max P [|Ts).y (4.10)

Notons que la tache séparée est prise en compte dans I'interférence durant la deuxiéme période.
Une fois que toutes les tables P/, sont calculées, la table P! stockant les points de l'interférence
maximum est déduite par la relation « Envelopper ». Pour notre exemple, nous avons les tables
suivantes :

! =< (0,0,1),(4,4,1),(7,5,1), (11,6,1) >
P!, =< (0,0,2),(8,5,2),(11,6,2) >

s =< (0,-2,3),(3,3,3),(6,4,3),(11,6,3) >

Apreés leur union dans la table P/ et I'application de la relation « Envelopper » on obtient :

P! =< (0,0,1),(4,4,1),(7,5,1),(11,6,1) >
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4.3.1.3 Vérification de accumulativité monotonique

Le processus du vérification consiste & vérifier si l'interférence maximum de I'; durant les deux
premiéres périodes correspond toujours & une seule tache candidate. C’est-a-dire vérifier si tous
les points de P; et P/ correspondant & une méme téche candidate 7;, (la coordonnée ¢ dans la
structure des points). Si c’est le cas alors la transaction I'; est AM et son interférence maxi-
mum correspond toujours a son interférence lorsque la tache 7, initie I'instant critique (pour
I'algorithme, voir 'annexe B.3).

Formellement une transaction I'; est accumulativement monotonique si et seulement si :

p= P[l].c, Vk € 2..|P|, VK' € 1..|P!| : Pjkle=p A P/[K].c=p (4.11)

Dans notre exemple, tous les points de P; et P/ correspondent & la méme tache candidate 71,

d’ott la transaction I'; est accumulativement monotonique et sa tache de pointe est 7;1.

Vkel..|P|, VK € 1.|P]| : Plkle=1 A P/[K]c=1

Notons que la tache de pointe, si elle existe, correspond & la tache initiant I'instant critique pro-
duisant la pire interférence induite par la gigue Jl-i”d. Jimd représente I'état initial de 'interférence
maximum W;(t).

Jind = 5ett (4.12)

4.3.2 Remarques

Toutes les méthodes d’analyse approchées et mixtes reposent sur la représentation statique de
I'interférence. Le processus de vérification de la propriété de ’AM injecté dans 'algorithme des
pré-calculs de linterférence [62, 63] ne change alors rien au niveau de la la complexité de ces
méthodes d’analyse. Plus le changement de la structure des points, un simple parcours des deux
tables P; et P/ est nécessaire pour vérifier si la propriété d’AM est satisfaite ou non.

Puisque le temps de réponse d’une tache analysée, obtenu soit par la méthode de Nolin soit par
la méthode mixte est exact lorsque toutes les transactions sont AM pour cette tache, alors la
condition suffisante d’ordonnancabilité de la tache analysée devient une condition nécessaire et
suffisante. Dans le cas d’analyse mixte ou exacte, les instants critiques initiées par les taches
candidates (exceptée la tache de pointe) d’une transaction AM ne seront pas considérées dans le
calcul de pire temps de réponse. Ainsi une amélioration en temps de traitement est possible.

4.3.3 Expérimentation

Dans notre simulation, nous allons évaluer et quantifier 'amélioration apportée par I’exploitation
de la propriété des transactions accumulativements monotoniques sur la qualité de 'analyse
de temps de réponse pour les différentes méthodes, en nombre d’instants critiques (également
en temps d’exécution) et en quantité des taches pour lesquelles la condition suffisante devient
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nécessaire et suffisante d’ordonnancgabilité (nombre de téches dans un systéme pour lesquelles
nous savons que le temps de réponse calculé par les méthodes approchées ou mixtes sont exacts).
Pour cela, nous avons implémenté les algorithmes d’analyse suivants :

— Nolin : La méthode approchée de Turja-Nolin [61, 62, 63]

— NMI1 : La méthode mixte [81, 82| avec un nombre de transactions E = 1 pour lesquelles

nous appliquons une fonction d’interférence exacte.

— NM2 : La méthode mixte avec E = 2.

— NM2 : La méthode mixte avec E = 3.
Exact : La méthode exacte [107, 70].
Et d’autre part les mémes méthodes précédentes mais avec 1'utilisation du concept des transac-
tions AM :
Nolin  AM : La méthode approximative de Nolin [62]| en exploitant la propriété des tran-
sactions AM.
— NM1 AM : La méthode mixte [81, 82] avec E = 1 en exploitant la propriété des transac-

tions AM.

— NM2 AM : La méthode mixte avec E = 2 en exploitant la propriété des transactions AM.

— NM2 AM : La méthode mixte avec £ = 3 en exploitant la propriété des transactions AM.

Exact AM : La méthode exacte [107, 70| en exploitant la propriété des transactions AM.

L’implémentation a été réalisée avec les équations complétes de calcul de temps de réponse
présentées dans |70, ( i.e. en prenant en compte Uinterférence des taches plus prioritaires ap-
partenant a la transaction I', contenant la tache analysée et en calculant le temps de réponse
de toutes les instances de 7,, activées dans la période d’activité). Dans les courbes du résultat,
chaque point est obtenu par une moyenne de 100 systémes de transactions générés aléatoirement.
Les taches a offsets sont générées aléatoirement par le méme simulateur présenté dans la section

3.6.1 du chapitre précédent.

4.3.3.1 Critéres d’évaluation

Pour évaluer et quantifier les améliorations apportées par la propriété des transactions AM pour
les différentes méthodes d’analyse de temps de réponse, nous nous sommes focalisés sur quatre

critéres :

— Tauz du nombre de taches avec temps de réponse exact (%) :
Cette métrique estime la proportion des taches dans un systémes pour lesquelles toutes les
transactions du systéme sont AM. C’est-a-dire le nombre de taches pour lesquelles nous
savons que le temps de réponse obtenu par la méthode approchée ou par la méthode mixte
sont exactes. Ce critére permet de comparer les taux d’application de la condition suffisante
et la condition nécessaire et suffisante.

— Tauz d’amélioration en nombre d’instants critiques (%) :
Cette métrique mesure le taux d’amélioration en nombre d’instants critiques de chacune
des méthodes implémentées en exploitant la propriété des transactions AM par rapport au
celui considéré par la méme méthode d’origine. Il évalue le pourcentage d’instants critiques
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10 taches par transaction,U=80%
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F1G. 4.11 — Influence du nombre de transactions sur le taux de taches avec WCRT exact.

non considérés par rapport au nombre total d’instants critiques devant étre traités par la
méthode d’origine. Pour une transaction AM une seule tache candidate (tache de pointe)
qui initie I'instant critique. Notons Nb_ ICM le nombre d’instants critiques considérés pour
une méthode M et NbyCM_AM ]e nombre considéré par la méthode M en utilisant les
transactions AM, le taux d’amélioration est obtenu par :

(Nb_ICM — Nb_1CM-AMY /Ny oM (4.13)

— Amélioration en temps d’exécution (seconde) :
Cette métrique mesure ’amélioration en temps de traitement apporté par le gain en nombre
d’instants critiques di & l'utilisation de la propriété AM. Elle évalue le temps moyen mis
par chacune des méthodes pour analyser un systéme de transactions.

— Tauz du nombre de transactions AM pour une tache analysée (%) :
Cette métrique mesure la proportion du nombre des transactions AM pour une téche
analysée (moins prioritaire) dans un systéme de transaction quelconque.

4.3.3.2 Reésultat de la simulation

Pour toutes les figures présentant les résultats de la simulation, les tests sont faits sur des confi-
gurations de taches a offsets avec une charge processeur totale égale a 80%. Afin de simuler
I'influence des taches sur la performance des méthodes d’analyse, le nombre de transactions est
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10 transactions, U=80%
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F1G. 4.12 — Influence du nombre de taches sur le taux de taches avec WCRT exact.

fixé & 10 transactions et le nombre de taches varie entre 2 et 12. L’inverse est considérée pour
simuler 'influence du nombre de transactions sur la performance des méthodes.

Les figures 4.11-4.12 présentent le taux du nombre des taches pour lesquelles nous possédons 1'in-
formation de l'exactitude des temps de réponse fournis par les différentes méthodes d’analyse.
Nous constatons une décroissance du taux de taches avec WCRT exact en augmentant le nombre
de transactions (figure 4.11) et en augmentant le nombre de taches (figure 4.12). Cette décrois-
sance n’est pas continue, une légére stabilité est constatée a partir de 8 transactions (figure 4.11)
et a partir de 8 taches par transactions (4.12). Par exemple, pour un systéme de 10 transactions
de 10 taches la méthode approchée de Turja-Nolin est exacte pour 9% de taches, la méthode
mixte NM1 est exacte pour 15%, NM2 est exacte pour 20% et NM3 est exacte pour 28%. Notons
que le nombre de transactions AM pour une tache, dans un systéme, est le méme quelle que soit
la méthode d’analyse considérée, et que la difference des taux du nombre de taches avec WCRT
exacte entre les méthodes est due au mixage de ’analyse exacte et approchée pour les méthodes
mixtes NM1, NM2 et NM3. La condition necessaire et suffisante d’ordonnangabilité pourra etre
appliquée sur une quantité importante des taches.

Les figures 4.13-4.14 montrent le gain moyen en nombre d’instants critiques traités pour la mé-
thode exacte et la méthode mixte. La méthode de Turja-Nolin ne figure pas dans les graphes
car elle est complétement approchée et il n'y a pas de notion d’instant critique ou de scéna-
rio. Une croissance de taux d’amélioration en nombre d’instants critiques est constatée avec le
nombre de transactions. A partir de 8 transactions de 10 taches on constate une stabilité de
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10 taches par transaction, U=80%
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F1G. 4.15 — Influence du nombre de transactions sur le taux d’amélioration maximum en nombre
d’instants critiques.

taux d’amélioration vers 10% pour NM1, 20% pour NM2 et 21% pour NM3. Cette stabilité est
engendrée par la stabilité de la probabilité d’accumulativité monotonique d’une transaction pour
une tache moins prioritaire (figure 4.19). Tandis que la figure 4.14 montre une décroissance du
taux d’amélioration en nombre instants critiques avec le nombre de taches par transaction. L’au-
gementation du nombre de taches dans une transaction diminue la probabilité d’étre AM pour
une tache moins prioritaire (figure 4.20) ce qui explique cette décroissance de gain en nombre
d’instants critiques. Malgré cette décroissance les gains sont & peu prés égaux aux taux calculés
en fonction du nombre de transactions. Par exemple pour un systéme de 10 transactions de 10
taches, nous avons un gain de 10% pour NM1, 18% pour NM2, et 24% pour NM3.

Les figures 4.15-4.16 présentent I’amélioration maximum (moyen) en instants critiques qui pourra
étre engendrée pour une tache. Le méme comportement de taux moyen est constaté dans ce cas,
les taux maximum moyen arrivent jusqu’au 52% pour NM1, 75% pour NM2, 85% pour NM3 et
93% pour la méthode exacte. Il est clair que 'on peut avoir une amélioration de 100% pour les
taches ou toutes les transactions sont AM pour elle.

Le gain en nombre d’instants critiques est mis en valeur par 1’évaluation et la comparaison des
temps nécessaires pour analyser un systéme par les méthodes d’analyse. Les figures 4.17-4.18
présentent 1’évolution de temps mis par les différentes méthode d’analyse en fonction du nombre
de transactions et en fonction du nombre de taches respectivement. Nous constatons que le temps
mis par la méthode approchée Nolin est similaire & celui de la méme méthode en exploitant la
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F1G. 4.17 — Influence du nombre de transactions sur le temps d’exécution.

135



Chapitre 4. Identification des instants critiques pire cas, en priorités fires

136

10 transactions, U=80%
180,00
160,00
0 140,00 - —e—Nolin
e] .
§ 120,00 - —m— Nolin_AM
g NM1
g 100,00 NM1_AM
2 80,00 —*—NM2
% —e—NM2_AM
3 60,00 - NM3
£ 40,00 | ——NM3_AM
2
20,00
0,00 -
2 4 6 8 10 12
Nombre de taches par transaction

Fi1G. 4.18 — Influence du nombre de taches sur le temps d’exécution.

10 taches par transaction, U=80%
120,00%
—e— Moyen
5 —m— Maximum
3  100,00%
[oN
s
z
2 80,00% -
S
g 2
c Q
g € 60,00%
50
L <
o >
2 40,00% |
£
e > - —
e //‘/
3 20,00% .
x
3
@
'_
0,00%
2 4 6 8 10 12
Nombre de transactions
F1G. 4.19 — Le taux de nombre de transactions AM pour une tache sous analyse.



4.8.  Transactions Accumulativement Monotoniques

10 transactions, U=80%

120,00%
—e— Moyen
—m— Maximum

100,00% E——— S =

80,00% -

60,00% \

une tache

40,00% -

20,00%

Taux de nombre de transactions AM pour

0,00%
2 4 6 8 10 12

Nombre de taches par transaction

Fi1G. 4.20 — Influence du nombre de taches sur le taux du nombre de transactions AM pour une
tache sous analyse.

propriété d’accumulativement monotonique Nolin _ AM ce qui confirme I'influence nulle du pro-
cessus de vérification sur la complexité des méthodes d’analyse. Une accélération de calcul est
apportée par la propriété des transactions AM sur la méthode mixte, NM2 et NM3. Par exemple
pour analyser un systéme de 10 transactions de 12 tache, la méthode NM2 AM a mis 80s au
lieu de 90s (NM2). NM3_AM a mis 117s au lieu de 157s (NM3) pour analyser un systéme de 10
transactions de 8 taches.

Les figures 4.19-4.20 présentent les taux moyen et maximum du nombre de transactions qui sont
AM pour une tache indépendante moins prioritaire que toutes les taches de systéme. Les figures
montrent que dans un systéme de 12 transactions de 10 taches, le taux moyen (resp. maximum)
de transactions AM est de 25% de ’ensemble des transactions de systéme (resp. 99%).

4.3.4 Bilan

En conclusion de cette section, la propriété des transactions accumulativements monotoniques
permet de créer une condition nécessaire et suffisante d’ordonnancgabilité sur un nombre im-
portant de taches dans un systéme analysé. En plus, elle permet d’accélérer le calcul pour les
méthodes mixtes et la méthode exacte. Cette amélioration en temps de calcul est due & la
connaissance a priori de le tache initiant I'instant critique produisant le pire cas, pour certaines
transactions (transactions AM). La propriété AM est assez fréquente puisque nous la trouvons
en moyenne sur 25% des transactions d’un systéme (figure 4.19) qui peuvent etre AM pour une
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Fi1G. 4.21 — Exemple d’une transaction contenant des taches dominées.

tache moins prioritaire. Afin d’accélerer plus le calcul des méthodes d’analyse, nous proposons
dans la section suivante une propriété moins forte et plus générale, celle des taches dominées.

4.4 Taches dominées

Contrairement & la propriété des transactions AM, la propriété des tAches dominées consiste &
trouver les taches qui ne peuvent jamais initier l'instant critique produisant le pire cas. En effet,
si une transaction est non AM, cela ne signifie pas forcément que toutes ses tAches peuvent par-
ticiper a la production du pire temps de réponse d’une tache moins prioritaire. Nous montrons
ce concept & travers un exemple.

Soit I'; la transaction présentée sur la figure 4.21, et 7,, une tache a analyser avec une durée
d’exécution Cy, = 6, Nous supposons que toutes les taches de I'; sont plus prioritaires que Tyq.
La table 4.5 résume les étapes du calcul itératif du temps de réponse de 7,, par la méthode
approchée de Turja-Nolin [70, 61, 63].

Iteration | ¢ | Wi | Wia | Wiz | Wia | Wi | Rya
0 6
1 6 1 1 2 3 3 9
2 9 2 2 4 3 4 10
3 10 2 2 4 3 4 10

TaB. 4.5 — WCRT approché de 7,, du systéme de la figure 4.21.
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Le temps de réponse de 7,4 est de 10 unités de temps (table 4.5). Nous remarquons que la tache
initiant l'instant critique change alternativement entre 7;3 et 7,4 d’ou la transaction I'; est non
AM. En revanche nous constatons que les taches 7;1 et 752 n’ont jamais initié I'instant critique.
Les courbes d’interférence de I'; présentées sur la figure 4.21 montrent bien que 'interférence de
T'; lorsque 741 ou 749 initie 'instant critique ne produit jamais le pire cas (interférence maximum) ;
plus précisément l'interférence de I'; lorsque 7;3 initie I'instant critique est toujours supérieure
ou égale a celle produite lorsque 7;; ou 742 initie 'instant critique.

Vit : Wz‘g(t) Z Wz‘l(t) et Wz‘g(t) Z Wz‘g(t)

Il est évident alors que la considération de la tache 7;1 et 759 dans la construction du pire scéna-
rio est inutile car ces deux taches n’initient jamais I'instant critique produisant le pire cas. Nous
appelons ce type de taches des taches dominées.

Dans ce cas, la connaissance a priori des tadches dominées, est trés utile pour éliminer tout calcul
ou traitement inutile d’un instant critique initié par une de ces taches. Dans la suite, nous donnons
quelques définitions et montrons comment cette classe de taches pourra étre identifiée.

4.4.1 Deéfinitions

Définition 11 (Tdche Dominée)

Une tdache 1;q d’une transaction I'; est dite tache dominée par une autre tache 1;, de la méme
transaction si et seulement si dans n’importe quelle période d’activité de longueur t, l’interférence
de I'; lorsque T;q initie l’instant critique est inférieure ou égale a son interférence lorsque la tdche
Tip Wnitie instant critique. Formellement 7;q est dominée par la tdche 1;;, si et seulement si :

Vt : Wia(Tua,t) < Wip(Tua, t) (4.14)

Les téaches 7;1 et 70 de la transaction I'; présentées dans la figure 4.21 sont des taches dominées

par la tache 73 car, d’aprés les courbes d’interférence (périodique),
vt Wi (Tuaa t) < ‘/Vi3(7—ua’ t) et WiQ(Tuaa t) < VVZB(Tuaa t)

Si les interférences d’une transaction pour deux téches candidates différentes sont égales pour
tout intervalle de temps (i.e. une téche domine 'autre et inversement), alors nous choisissons
arbitrairement 1'une des deux comme tache dominée.

Une tache candidate 7;. d’'une transaction I'; est dite critique pour une tache a analyser 7,, si elle
n’est dominée par aucune autre tache de I';. Formellement 7,. est une tache candidate critique
si et seulement si :

VEk € hpi(Tua), k # ¢+ Tt Wiec(Tua, t) > Wik(Tua, t) (4.15)

Les taches 7;3 et 734 de la transaction I'; présentées dans la figure 4.21 sont des taches candidates

critiques car elles ne sont pas dominées par d’autres taches de I';.
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Il est évident d’aprés la définition d’une tadche dominée que cette derniére ne pourra jamais étre
une tache candidate critique. Autrement dit, elle ne pourra jamais initier I'instant critique pro-
duisant le pire cas puisque’elle ne crée jamais une interférence maximum de la transaction a
laquelle elle appartient.

Soit I" un systéme de n transactions I'; (i = 1..n). L’analyse exacte de temps de réponse
d’une tache moins prioritaire que toutes les taches du systéme nécessite 'examen de |I'y| x
ITo| x ... x |T'y] = |I|" instants critiques. Supposons qu’une tache soit dominée dans une
transaction quelconque (par exemple I'1), le nombre d’instants critiques éliminés est égal a
ITy| % ... x [Tp] = |T|""'. Et par conséquent, le nombre d’instants critiques & considérer est
égal alors a (|I'1| — 1) x |Ta| x ... x |T'y|.

Notons que le concept des taches dominées est plus général que le concept des transactions AM tel
qu’'une transaction Accumulativement monotonique est un cas particulier des taches dominées,
et elle peut étre définie en fonction des taches dominées comme suit.

Définition 12 (Transaction AM)

Une transaction I'; est accumulativemet monotonique pour une tache analysée Ty s’il existe
une tdche 1, qui domine toutes les autres taches de I'; (toutes les tdches de I'; sont dominées
par une seule tache T, ).

4.4.2 Procédure de détection d’une tache dominée

Afin de mettre en ceuvre le concept des taches dominées, nous proposons un procédure qui détecte
si une tache 74 est dominée par une autre tache 7;,. L'idée est la méme que celle proposée pour
les transactions AM. Il suffit de comparer les points convexes des courbes d’interférence corres-
pondant & chaque paire de taches candidates. Puisque l'interférence effective d’une transaction
est périodique [62, 63], la fonction d’interférence durant la premiére période peut étre différente
de celles des autres périodes, alors la vérification de dominance (comparaison d’interférence) est
réduite aux deux premiéres périodes.

Une fois, les points décrivant l'interférence d’une transaction I'; stockés dans les table Pj. et
P! pour chacune de ses taches candidates 7, la vérification de la dominance est possible entre
toute paire de taches candidates. Une tache 7;4 est dominée par une tache 7;, si et seulement si
tous les points de P,y sont « Enveloppés » par les points de P, et tous les points de P/, sont
« Enveloppés » aussi par les points de PZ’p

Formellement, une tache 7;4 est dominée par une tache 7;, Ssi :
Vb=1..|Pyq|: Ja € [1..|Pyl|] : Ppla] = Piqb] et

Wb =1..|Py|: 3a e [1..|P,|] : Plla] = Plyb]

Dans notre exemple de la figure 4.21, les tables stockant 'interférence de I'; pour 7,1, T2 et 73
sont :
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Py =P, =< (1,1,1),(9,2,1),(17,3,1),(23,5,1) >
Py =P, =< (1,1,2),(9,2,2),(15,4,2), (17,5,2) >

(2
Py = Py =< (1,1,3),(7,3,2),(9,4,2),(17,5,2) >

Les courbes d’interférence W;; et W;o présentées sur la figure 4.21 montrent bien que tous les
points de P;; (coins convexes de la courbe Wj; et de W) sont tous enveloppés par les points
de P;3 (coins convexes de la courbe W;3) alors 7;3 domine 7;; et domine aussi 7;2 (on peut voir

graphiquement la transitivité de la relation Envelopper).

L’identification des taches candidates critiques (pouvant initier 'instant critique produisant le
pire cas) consiste alors & éliminer toutes les taches dominées de ’ensemble de taches créant I'ins-
tant critique. En effet, une tache candidate est critique si elle n’est pas dominée par une autre
tache de la méme transaction. Le processus de test de la dominance entre les tdches d’'une méme
transaction est injecté dans le processus de représentation statique d’interférence, adapté dans
nos travaux faits sur les transactions AM. A la fin du calcul de 'ensemble des tables P, et P/,

chaque paire de taches est vérifiée pour voir si 'une domine l'autre. Les tAches dominées sont
exclues de ’ensemble des taches critiques.

Il est évident que la relation de dominance est transitive, en effet, si une tache 7;, domine une
tache 7;;, et 7;; & son tour domine une autre tache 7, alors la tache 7;;, domine forcement la
tache 7, ; cette propriétés permet d’éviter quelques tests de dominance inutiles. Par exemple,
dans la figure 4.21 la tache 7;5 domine 71 et 73 domine 79, alors forcément 7;3 domine 7;7.

Au niveau de la complexité des méthodes d’analyse, la recherche des taches dominées ne provoque
pas une augmentation de la complexité de calcul, car elle repose sur la représentation statique
d’interférence. Aprés avoir stocké toutes les informations sur l'interférence d’une transaction, un
test de dominance est effectué. Il y a donc O(n?) comparaisons, ott n est le nombre de taches

dans la transaction considérée. L’algorithme d’implémentation est présenté dans I’annexe B.4.

4.4.3 Exemple

A travers cet exemple nous montrons le gain en nombre d’instants critiques apporté par 1’éli-
mination des instants critiques initiés par des taches dominées. Nous considérons que toutes les
taches du systéme, présentées sur la figure 4.22, sont plus prioritaires que la tache analysée 7.
Les transactions I'; et I's sont AM pour 7,, avec la tiche de pointe 711 et 791 respectivement
(711 (resp T21) domine toutes les taches de I'y (resp I'g)). La tache 742 de la transaction I'y est
dominée par la tache 741, d’ott I'y ne contient que trois taches candidates critiques 741 ,743 et 744
(la tache 742 n’initie jamais le pire instant critique).

Notons |I';|* le nombre de taches candidates critiques appartenant a T, il est clair que |I';|*

est toujours inférieur ou égal au nombre de taches candidates de I'; |I';|. Le nombre d’instants
critiques pouvant produire le pire cas dépend alors de |T';|" au lieu de |Ty|.
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F1G. 4.22 — Exemple d’un systéme de transactions avec des taches dominées.

Scénario I'; | tache candidate ;. Ryaic Ruai | Rua
Iy Transaction AM
Iy Transaction AM
I's 31 55 70
T39 70 70
F3 T41 52
T4 Dominée
T43 52 71
T44 71

TaB. 4.6 — Calcul de WCRT de 7, par la méthode mixte avec F = 1.
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Afin de calculer le WCRT de 7, avec la méthode exacte le nombre d’instants critiques a traiter
est [T'1| x [Tg| x |I's| x |T'4] =4 x 3 x2x4 =096, Ce nombre est réduit, en éliminant les instants
initiées par des taches dominées, & |T's| x [T4|" = 2 x 3 = 6 instants critiques (une améliora-
tion de 93%). Pour la méthode mixte avec le nombre de transactions F = 1 pour lesquelles
un calcul exact d’interference est appliqué £ = 1, le nombre d’instants critiques est reduit de
D] + T2 + T3] + T4 =4+ 3+2+4=13 a |T3]" + |T4|* = 2+ 3 =5 (amélioration de 61%).
L’analyse mixte avec £ = 2 pour la methode mixte le nombre d’instants critiques est de 6 au lieu
de 62. Notons que le temps de réponse de 7,, obtenu par les methodes mixte est égal a sa valeur
exacte Ry, = 70 (table 4.6), en revanche la borne obtenue par la methode approchée Turja-Nolin
est pessimiste (Ry, = 71).

4.4.4 Expérimentation

Nous évaluons, dans cette section, les améliorations, en nombre d’instants critiques et surtout en
temps de calcul mis par les méthodes d’analyse, apportées par ’exploitation de la propriété de la
dominance. Comme pour les transactions AM, nous avons implémenté d’une part les algorithmes
d’analyse d’origine suivantes :
— Nolin : La méthode approximative de Nolin [61, 62, 63].
— NM1 : La méthode mixte [81, 82| avec un nombre de transactions £ = 1 pour lesquelles
nous appliquons une fonction d’interférence exacte.
— NM2 : La méthode mixte avec £ = 2.
— NM2 : La méthode mixte avec E = 3.
— Exact : La méthode exacte [107, 70].
Et d’autre part les mémes méthodes précédentes mais avec 'exploitation de la propriété des
taches dominées :
— Nolin_ DOM : La méthode approximative de Nolin [62] en exploitant la propriété taches
dominées.
— NM1_ DOM : La méthode mixte [81, 82| avec E = 1, en exploitant la propriété des taches
dominées.
— NM2 DOM : La méthode mixte avec E = 2 en exploitant la propriété taches dominées.
— NM2 DOM : La méthode mixte avec E = 3 en exploitant la propriété taches dominées.

Exact  DOM : La méthode exacte [107, 70| en exploitant la propriété taches dominées.

Les tests de simulation sont faits sur des systémes de transactions générés aléatoirement par le
générateur de taches présenté dans la section 3.6.1 du chapitre précédent.

Dans un premier temps nous évaluons le taux de nombre de taches dominées dans une transaction
en fonction du nombre de taches. Ensuite nous simulons I'influence du nombre de transactions
et du nombre de taches par transaction sur : (1) le taux d’amélioration en nombre d’instants
critiques & analyser grace a l’élimination de ceux initiés par des téaches candidates dominées,
(2) Paméliorations en temps de calcul induite par 1'élimination des instants critiques dominés.
Ces deux derniéres métriques sont décrites dans la section 4.3.3.1 des critéres d’évaluation pour
les transactions AM. Ces tests sont effectués pour chacune des méthodes implémentées afin de
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10 transactions, U=80%
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F1G. 4.23 — Influence du nombre de taches sur le taux du nombre de taches dominées dans une
transaction.

faciliter la comparaison.

4.4.4.1 Evaluation du taux de nombre de taches dominées dans une transaction

Cette métrique mesure le taux du nombre de taches candidates qui sont dominées parmi le nombre
total des taches candidates d’une transaction quelconque. Soit une transaction I'; contenant N
taches candidates dont D sont dominées, alors le taux de nombre de tdches dominées dans cette

transaction est donné par :

(D/N)

La figure 4.23 présente le taux de nombre de taches dominées moyen et maximum (en moyenne)
d’une transaction dans un systéme quelconque. Notons que dans ce graphe, chaque point cor-
respond & la moyenne des résultats de 100 systémes de 10 transactions. Nous constatons que
I"augmentation du nombre de taches dans une transaction n’a pas une influence remarquable sur
le nombre de taches dominées. Le nombre moyen de taches dominées dans une transaction de k
taches (k = 2..30) est environ de 32% du nombre total de taches candidates. Ce taux est impor-
tant vu le nombre d’instants critiques pouvant etre évités (figures 4.24-4.25). Le taux maximum
(en moyenne) de taches dominées est éstimé a environ 96% du nombre total de téches d'une
transaction. Cette valeur réprésente la moyenne du nombre maximum de taches dominées d’une
transaction dans un systéme.
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10 taches par transaction, U=80%
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Fi1Gc. 4.24 — Influence du nombre de transactions sur le taux d’amélioration moyen en nombre
d’instants critiques.
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F1G. 4.25 — Influence du nombre de taches sur le taux d’amélioration moyen en nombre d’instants
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10 taches par transaction, U=80%
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F1G. 4.26 — Influence du nombre de transactions sur le taux d’amélioration maximum en nombre
d’instants critiques.

4.4.4.2 Evaluation de I’amélioration en nombre d’instants critiques

Cette métrique représente le taux d’instants critiques éliminés du calcul. Pour une transaction,
les taches candidates dominées ne seront pas considérées dans la création des instants critiques
possibles. Notons Nb_ IC™ le nombre d’instants critiques considérés pour une méthode M et
Nb;CM_POM 1o nombre considéré par la méthode M en éliminant les instants critiques initiés
par des taches dominées. Le taux d’amélioration est obtenu par :

(Nb_ICM — Nb_1CM_POMy /Ny oM (4.16)

Les figures 4.24-4.25 (resp, figures 4.26-4.27) montrent une forte amélioration moyenne (resp,
maximum) en nombre d’instants critiques considérés pour les différentes méthodes d’analyse
exacte et mixte. Les figures 4.24-4.26 présentent le comportement de cette amélioration en fonc-
tion de la variation du nombre de transactions par systéme. Tandis que les figures 4.25-4.27
présentent I'influence du nombre de taches par transaction sur ces taux d’amélioration. L’amé-
lioration moyenne comme 'amélioration maximale sont stables et ne montrent aucune sensibilité
aux variations du nombre de taches et du nombre de transactions. Cette stabilité est expliquée
par le pourcentage stable de nombre de tiches dominées par transactions (figure 4.23). Pour la
méthode mixte le taux d’amélioration est meilleur en augmentant le nombre de transactions F

sur lesquelles une analyse exacte est appliquée. Nous retrouvons une amélioration moyenne vers
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F1Gc. 4.27 — Influence du nombre de taches sur le taux d’amélioration maximum en nombre
d’instants critiques.

32% d’instants citiques pour NM1, 51% pour NM2, 62% pour NM3 et une amélioration moyenne
de 80% pour la méthode exacte. Tandis que "amélioration maximum peut arriver jusqu’a 62%
pour NM1, 82% pour NM2, 90% pour NM3 et 98% pour la méthode exacte.

4.4.4.3 Evaluation du temps d’exécution

Les figures 4.28-4.29 présentent le temps d’exécution, pour analyser un systéme, mis par les
différentes méthodes implémentées, sans et avec la propriété de la dominance des taches. Nous
constatons que les méthodes mixtes NM2 Dom et NM3 Dom (utilisant la propriété de la do-
minance) sont plus rapides que celles d’origine NM1 et NM2. L’écart entre le temps mis par les
méthodes utilisant la dominance de taches et le temps mis par les méthodes d’origine correspon-
dantes croit avec le nombre de taches et le nombre de transactions. La figure 4.28 montre, par
exemple, que pour analyser un systéme de 12 transactions de 10 taches, la méthode NM2 met 80
secondes, par contre, en utilisant les taches dominées, NM2 Dom ne met que 50 secondes, ce qui
représente un gain de 30 secondes (37%). L’accélration de la méthode NM3 est trés importante
ol pour un systéme de 8 transactions de 10 taches la méthode met 42s (NM3_ Dom) au lieu
de mettre 1558 (NM3). Cette accélération de calcul est bien meilleure que celle induite par la
propriété des transactions AM présenté dans les figures 4.17-4.18 (section 4.3.3.2) et confirme le
résultat obtenu sur le gain en nombre d’instants critiques.
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F1G. 4.30 — Taux moyen d’amélioration en nombre d’instants critiques.

4.5 Bilan

La propriété des transactions AM est un cas particulier de la propriété des taches dominées. Une
transaction AM est une transaction qui contient une tache de pointe dominant toutes autres
taches de la transaction. Notons que les deux propriétés ménent au méme taux d’information
supplémentaire sur 'exactitude des temps de réponse (condition nécessaire et suffisante) car
cette information est basée essentiellement sur la propriété d’AM. Par contre 'amélioration en
nombre d’instants critiques et en temps d’exécution sont basées essentiellement sur la propriétés
de dominance. Afin de comparer les performances de ces deux propriétés, les figures 4.30 et 4.31
regroupent les deux résultats obtenus pour la méthode mixte NM2, pour les deux propriétés, sur
le nombre d’instants critiques et sur le temps d’exécution respectivement.

Nous constatons que la propriété de dominance des taches est toujours meilleure, en terme d’ins-
tants critiques, que celle d’AM des transactions. Un écart constant de 30% d’instants critiques
est enregistré entre les deux méthodes. Cet écart est dit au nombre important de tdches dominées
dans les transactions qui ne satisfont pas la propriété AM. Par consequent le temps d’execution
de la méthode est significativement moins important en utilisant la propriété de dominance que
celui utilisant la propriété d’AM.
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10 taches par transaction, U=80%
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4.6 Conclusion

Dans 'analyse d’ordonnancabilité présentée précédemment toute tache plus prioritaire que la
tache analysée est considérée dans la construction de linstant critique pire cas. Nous avons
présenté, dans ce chapitre, quelques propriétés pour les transactions comme pour les taches per-
mettant d’identifier les taches candidates pouvant initier I'instant critique pire cas.

Dans un premier temps, nous avons étudié la propriété de monotonicité pour des transactions
avec gigues nulles. Une transaction satisfaisant la condition de monotonicité est dite monotonique
et sa tache candidate initiant I'instant critique pire cas est connue, cette tache est appelée tache
de pointe. Une information sur 'exactitude de temps de réponse est obtenue lorsque toutes les
transactions du systéme sont monotoniques pour la tache analysée. Des tests ont été effectués
et ont montré que l'injection du test de monotonicité dans I'analyse n’a aucune influence sur le
temps de calcul de la méthode approchée de Turja-Nolin. Le temps de calcul peut étre signifi-
cativement optimisé dans le cas ou toutes les transactions sont monotoniques. Plusieurs lacunes
ont été énumérées comme ’absence de gigue et la non détection de nombreux cas de transactions
ayant une seule tache candidate initiant 'instant critique pire cas.

Afin de remédier a ces lacunes, nous avons présenté la propriété des transactions accumulati-
vement monotoniques (AM), cette propriété est plus générale que la propriété de monotonicité.
Toute transaction monotonique est forcément AM. Une procédure de vérification de 'AM des
transactions a été proposée, elle est basée essentiellement sur la périodicité de l'interférence et
sa représentation statique. Les points essentiels conclus lors des tests de performance effectués
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sont les suivants :

— Un nombre important de taches, dans un systéme, ont un temps de réponse approché
exacte avec une méthode approchée. Cette information transforme la condition suffisante
d’ordonnancabilité & une condition nécessaire et suffisante pour ces taches. Prés de 20%
des taches d’un systéme ont un temps de réponse exacte donné par la méthode mixte NM2,
cette méthode a été adoptée dans le chapitre précédent.

— La connaissance des taches de pointe des transactions AM permet d’éviter le traitement
d’un nombre important d’instants critiques candidats. Nous trouvons une amélioration de
25% d’instants critiques pour la méthode NM2.

— Le gain en nombre d’instants critiques conduit & une accélération du temps de calcul sur-
tout pour les méthodes mixtes NM2 et NMa3.

Afin d’accélérer encore plus les méthodes d’analyse, nous avons présenté la propriété de domi-
nance, cette fois-ci pour les taches. Elle permet de détecter les taches candidates ne pouvant
jamais initier 'instant critique pire cas. Cette propriété est plus générale que les deux proprié-
tés présentés précédemment (monotonicité et AM) o une transaction AM ou monotonique est
une transaction dans laquelle toutes les taches sont dominées par une seule tache de pointe. Les
tests effectués ont montré que cette propriété a apporté une amélioration, en nombre d’instants
critiques, plus importante que celle apportée par la propriété d’AM des transactions. Un taux
d’ameélioration moyen de 65% d’instants critiques est enregistré pour la méthode mixte NM2.
Ainsi une accélération considérable de calcul est enregistrée pour les méthodes d’analyse mixte
NM2 et NM3.

La propriété de dominance de taches (englobant la propriété de monotonicité et d’AM des tran-
sactions), soutient fortement l’application de la méthode d’analyse mixte NM2, vue I'améliora-
tion apportée en temps de calcul plus le taux d’application de la condition nécessaire et suffisante.

En perspectives, nous pensons pouvoir améliorer la qualité de ’analyse d’ordonnangabilité, en
fixant un nombre seuil d’instant critique pour appliquer chacune des méthodes d’analyse mixte
et exacte. En effet, pour une tache analysée, en fonction du nombre d’instants critiques & consi-
dérer, aprés avoir éliminé tous les instant initiés par des taches dominées, choisir la méthode
d’analyse exacte ou la méthode d’analyse mixte (NM2, NM3, ...). Cela pourra maitriser le temps
de traitement, tout en améliorant la qualité du test d’ordonnancabilité.
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Chapitre 5

Analyse d’ordonnancabilité des

transactions avec priorités dynamiques
EDF

Résumé :  Dans ce chapitre, nous adressons l’ordonnancement avec EDF des transactions
temps réel. En nous basant sur l’analyse de la demande processeur, nous proposons un test exact
d’ordonnancabilité avec une complexité pseudo-polynomiale. Le principe est de vérifier que pour
tout intervalle de temps de longueur t, la demande processeur du systéme est inférieure ou égale a
t. Les instants a tester correspondent aux échéances de toutes les tdches présentes dans la période
d’activité.
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5.1 Introduction

Dans le contexte des transactions a priorités dynamiques EDF, une seule analyse définissant
un test exact d’ordonnangabinlité a été proposée dans la littérature |71] avec une complexité
exponentielle. Une analyse, avec une complexité pseudo-polynomiale, fournissant une condition
suffisante d’ordonnangabilité, a été proposée par Palencia et Harbour [71]. Ces travaux se basent
essentiellement sur la technique d’analyse de temps de réponse. Dans ce chapitre, nous proposons
une condition nécessaire et suffisante d’ordonnancabilité des transactions ordonnancées par EDF,
avec une complexité pseudo-polynomiale. Pour cela, nous allons utiliser la technique d’analyse de
la demande processeur présentée dans le chapitre 1. Cette technique consiste a prouver que, pour
tout intervalle de temps ¢ donné, la demande processeur est inférieure ou égale a la longueur de
Iintervalle de temps t. Cette technique fournit un test exact de 'ordonnancgabilité globale d’un
systéme de transactions avec EDF. Cette méthode, pour un systéme donné, ordonnancé par
EDF, retourne une réponse booléenne (ordonnangable ou non) concernant son ordonnangabilité,
mais aucune information sur le pire temps de réponse des taches.

La méthode que nous proposons consiste a étendre les résultats de 'analyse de la demande pro-
cesseur des taches classiques indépendantes, au cas des transactions. Le test d’ordonnancabilité
des téaches indépendantes par I'analyse de la demande processeur, consiste & vérifier que toutes
les échéances survenant dans la période d’activité incluant de toutes les taches sont respectées.
Rappelons que la demande processeur, dans un intervalle de temps [t1, 2], est la durée cumulée
des exécutions des requétes qui ont leur réveil et leur échéance dans l'intervalle considéré. La
période d’activité, pour les taches classiques indépendantes, est initiée par 'activation simulta-
née de toutes les taches du systéme. Cette définition de période d’activité est pessimiste pour les
taches a offset car certaines taches ne peuvent jamais s’activer au méme instant.

Nous prenons l'exemple d’une transaction série [112|, consistant en une acquisition de données
série. Le processus est activé par un événement externe (arrivée d’une trame de température).
La figure 5.1 présente une tache d’acquisition de la température (avec une durée d’exécution de
3 unités de temps et un délai critique de 5 unités de temps) activée a Parrivée de I’événement
externe, cette tache est suivie par une tache d’acquisition de la pression (avec durée d’exécution
de 3 unités de temps et un délai critique de 5 unités de temps) activée 5 unités de temps (offset)
aprés arrivée de la trame de température. Les deux téches d’acquisition sont suivies par une
tache de traitement de données activée 10 unités de temps aprés larrivée du premier événement.

2 température T pression 4 traitement l
événement T T T T * ! ! ! T ! ! ! ! ! T T T T T !
externe

F1G. 5.1 — Exemple d’une transaction série.

Il est clair que ce systéme de taches est ordonnancable car les trois taches ne s’activent jamais au
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5.2. Test d’ordonnancgablité par analyse de demande processeur

méme moment. Cependant, si nous considérons que toutes les taches s’activent simultanément
(période d’activité pour taches indépendantes classiques) alors l'ensemble de téches n’est pas
ordonnangable (premiére échéance dépassée a I'instant 5) a cause de la surestimation importante
de la demande processeur imposée par les taches, qui ne peut jamais étre générée dans la réalité.
Dot la considération des conditions d’ordonnancabilité des téaches classiques périodiques pour
les taches a offset rend le test pessimiste. Afin d’éliminer ce pessimisme, nous devons prendre en
compte les relations d’offset entre les taches, durant ’analyse.

La section 5.2 présente le principe de test par analyse de la demande processeur et son application
sur les systémes de transactions. Dans la section 5.3, nous présentons le test d’ordonnancabilité,
dans une période d’activité donnée, ensuite nous proposons un test exact avec une complexité
pseudo-polynomiale, dans la section 5.4. Une amélioration de la rapidité de calcul est apportée
par une technique d’implémentation que nous présentons dans la section 5.5 puis une étude de
complexité est présentée dans la section 5.5.3.

5.2 Test d’ordonnancablité par analyse de demande processeur

Rappelons que le test d’ordonnancgabilité par EDF des taches classiques indépendantes, basée
sur 'analyse de la demande processeur, est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 27 [16] Un systéme de taches synchrone I' est ordonnan¢able par EDF sur une
architecture mono-processeur si et seulement si :

VL* < L,dbf(0,L*) < L* (5.1)

tel que L* est un échéance d’une instance d’une tdiche et L la longueur de la plus longue période

d’activité

Dans le contexte des taches sporadiques, les taches sont non-concrétes car leur date de premiére
activation n’est pas connue. Le pire scénario d’exécution des taches sporadiques non concrétes
se produit lorsque toutes les taches s’activent simultanément et ensuite arrivent a leur rythme
maximal (i.e. périodiquement avec une période fixe égale au temps minimum séparant deux
activations). D’ot un systéme de taches sporadiques est ordonnancable si et seulement si le
systéme de taches indépendantes synchrones correspondant est ordonnancable.

Corollaire 1 Un systéme de tdches sporadiques non-concret est ordonnangable si et seulement
si le systéme de taches indépendantes synchrones correspondant est ordonnangable (théoreme 27)

Donc pour analyser 'ordonnancgabilité des taches sporadiques nous nous référons a l’analyse
des taches classiques indépendantes. Puisque le pire scénario d’exécution est connu, nous avons
préféré noter df (t) la demande processeur maximale au lieu de dbf (théoréme 15). Le théoréme
27 montre qu’afin de vérifier 'ordonnangabilité du systéme il est nécessaire de vérifier que toutes
les échéances t présentes dans la plus longue période d’activité sont supérieures ou égales a la
demande processeur maximum df (¢) causée par le systéme dans t.
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Pour les transactions, le pire scénario est I'un parmi plusieurs candidats. D’ot la pire demande
processeur d’'un systéme est le maximum de ses demandes causées pour tous les scénarios pos-
sibles (qu’on va noter plus tard dbf). Afin de pouvoir appliquer ce test sur un modéle de tache
autre que le modéle de L&L [55], quelques hypothéses, appelées hypothéses d’indépendances,
définies par Baruah et al [12], doivent étre satisfaites par le modeéle de tache étudié.

— Le comportement d’exécution d’une tache ne dépend pas du comportement des autres
taches dans le systéme : chaque tache est une entité indépendante, peut-étre activée sépa-
rément par des événements extérieurs. Il n’est pas admissible pour une tache de générer
directement une instance en répondant & une autre tache génératrice d’instances (aucune
interaction entre les taches).

— On doit pouvoir spécifier les contraintes de la charge processeur sans faire aucune référence
au temps absolu : par exemple une spécification telle que la tache 7 génére une instance a
Iinstant 3 est inadmissible. Les taches vérifiant cette propriété sont les taches avec une date
de premiére activations non connue (non-concrétes) ou toutes les spécifications temporelles
sont faites relativement a la date de la premiére activation.

Dans le contexte des transactions, le comportement d’exécution de chaque transaction est in-
dépendant du comportement de toute autre transaction dans le systéme et aucun partage de
ressource n’est considéré. Chaque transaction est activée par l'arrivée d'un événement externe
(date d’arrivée non connue a priori). Les transactions sont alors non-concrétes et toutes les spé-
cifications temporelles sont relatives a la date d’arrivée de 1’événement externe. D’ot le modéle
de transactions satisfait les deux hypothéses d’indépendance, et par conséquent, nous pouvons
utiliser le théoréme 27, pour tous les scénarios (périodes d’activité) possibles, afin d’analyser

I'ordonnancabilité des transactions avec l'algorithme EDF.

Prendre en compte les relations d’offset, existant entre les taches d’'une méme transaction, génére
plusieurs difficultés qui doivent étre résolues :

— Déterminer la période d’activité dans laquelle le test d’ordonnangabilité (théoréme 27) doit
étre effectué.

— Déterminer la fonction de la demande processeur d’une transaction, durant n’importe quel
intervalle de temps t.

— Minimiser la complexité du test (applicable pour des systémes relativement grands) et le

temps de calcul.

Pour des transactions ordonnancées par EDF, une période d’activité est produite lorsqu’une
tache ;. de chaque transaction I'; du systéme s’active simultanément, aprés avoir été retardée
par une valeur maximale de gigue. D’aprés cette définition, et comme nous ’avons vu pour la
RTA présentée dans le chapitre 2, plusieurs périodes d’activités sont possibles, par la combi-
naison des taches des transactions initiant la période d’activité. Une solution naive pour tester
I'ordonnancabilité d’un systéme consiste & effectuer le test d’ordonnancabilité pour toutes les
périodes d’activité candidates. Malheureusement le nombre de périodes d’activité, & considérer,
et qui est égal & va IT;|, rend le test inapplicable, a cause de la complexité exponentielle. Ce

test est présenté plus tard par le théoréme 28.
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Avant d’adresser ce probléme, nous présentons comment la demande processeur peut étre calculée
pour une transaction, dans une période d’activité donnée.

5.3 Fonction de la demande processeur

Pour un intervalle de temps ¢, ’analyse de la demande processeur consiste & capturer la demande
(interférence) des taches activées dans t et qui doivent finir leur exécution dans Uintervalle ¢ (gé-
néralement on fixe & 0 le début de la période d’activité). Il est clair que le calcul de la pire
demande processeur d’un systéme dans une période d’activité ¢, nécessite, bien évidement, de
calculer la pire demande (interférence) de chacune des transactions I'; (donc de chaque téache 7;;
dans T';) du systéme.

Notons que la présence de la gigue dans les transactions permet & des instances de taches activées
hors l'intervalle de temps ¢ de contribuer a la demande processeur du systéme dans t. D’otu la
définition 4 (chapitre 1) n’est pas applicable directement sur les transactions. Dans la suite nous
analysons le mode d’activation des taches afin de pouvoir déterminer toutes les instances activées
dans une période d’activité.

Pour une période d’activité donnée, nous notons 7;. la tache candidate d’une transaction I';,
qui initie cet instant critique. Nous fixons ¢ = 0 la date de début de la période d’activité (date
d’activation de 7. aprés avoir été retardée par une valeur maximale de la gigue). Dans la suite,
les indices de type x;j. sont relatifs a la tache 7;; dans le scénario oti 7 initie la période d’activité.

Puisque plusieurs instances d’'une tache 7;; peuvent interférer dans une période d’activité de
longueur ¢, les instances de 7;; activées dans la période d’activité de longueur ¢ peuvent étre
divisées en deux ensembles.

— Set1 : Les instances activées avant le début de la période d’activité et peuvent étre retardées
par une certaine valeur du gigue d’une fagon que leurs activations coincident avec la date
de début de la période d’activité.

— Set2 : Les instances activées aprés le début de la période d’activité.

D’aprés le résultat présenté dans 'analyse de temps de réponse proposé par Palencia et Harbour
[71] (théoréme 3), la pire contribution de 7;; dans la période d’activité se produit lorsque toutes
les activations de ’ensemble Setl ont une valeur de gigue de telle sorte qu’elles s’activent au
début de la période d’activité et lorsque toutes les activations dans Set2 ont une valeur nulle de
gigue. D’out les activations considérées dans Setl sont toutes les instances de 7;; activées (sans
retard de gigue) dans [—J;;,0][.

D’aprés ces résultats, nous donnons une définition de la fonction de la demande processeur, d’une
transaction, pour une période d’activité débutant a la date d’activation simultanée d’une tache
candidate 7;. dans chaque transaction I';.

Définition 13 (fonction de la demande processeur). Soit T'; une transaction, une période d’acti-
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F1G. 5.2 — Motif d’activations et d’échéances dans une période d’activité.

vité qui est initiée par 'activation d’une tiache 1, de I';, et t un nombre entier positif. La fonction
de la demande processeur df;.(t) donne la demande en temps d’exécution cumulative causée par
les instances de toutes les tdches 1;;, de I';, qui ont une date d’activation dans [—J;j,t[ et une
échéance dans lintervalle ]0,t].

D’aprés la définition de la demande processeur, et afin de faciliter les calculs, nous déterminons,
dans un premier temps, la demande processeur causée par les taches activées avant ou a la date
t, sans prendre en compte les échéances, ensuite nous ne gardons que celles des taches ayant des
échéances avant ou a la date t. Notons df;;c(t) la fonction de la demande processeur d’une tache

7i; dans la période d’activité qui coincide avec I'activation de la tache 7.

Nous nous intéressons donc a la demande processeur causée par les deux ensembles Setl et Set2.
Afin de déterminer le nombre d’instances d’une tache 7;;, dans chacune des ensembles Setl et
Set2, nous reposons sur la phase, notée ®;j., entre cette tache et la date de début de la pé-
riode d’activité. Nous focalisons sur le motif d’activation d’une tache 7;; (figure 5.2) ; ®;;. dénote
la phase entre 7;; et la date de début de la période d’activité coincidant avec l'activation de la
tache candidate 7; ; i.e. la date d’activation de la premiére instance de 7;; de Set2 dans la période
d’activité survient aprés ®;j. unités de temps du début de la période (¢t = 0), et les activations
suivantes arrivent périodiquement chaque 7;. Notons que 0 < @;;. < T;.

®ije = (04 — (Oic + Jic)) mod T; (5.2)

Contrairement au cas du contexte des priorités fixes, la demande processeur des instances de
I’ensemble Set1 dépend de la valeur maximale de la gigue et de la longueur de la période d’activité
t. Tandis que celle de I'ensemble Set2 dépend seulement de la longueur de la période d’activité.

Par conséquent la pire demande processeur de 7;; causée avant la date ¢ est divisées en deux
setl
ijc
d f]ef la demande causée par les instances de Set2 avec échéance avant t. Soit n;j. le nombre
d’instances de 7;; appartenant a Setl. Dans I'exemple de la figure 5.2, on a n;j. = 2 instances

parties. d la demande causée par les instances de Setl avec une échéance avant ou a ¢, et

qui sont activées avant le début de la période d’activité et retardées par une valeur de gigue de

sorte & s’activer réellement au début de la période d’activité.
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Jij + Pije
Nije = {T (5-3)
Parmi les n;j;. activations dans Setl, nous ne devons considérer, dans la fonction de la demande
processeur, que les instances qui ont un échéance survenant avant ou a la date ¢. Dans la figure 5.2,
seulement la premiere instance (CDZ_Ji)) de Setl a une échéance d?j . qui survient avant l'intervalle
de temps ¢ = 8. D’ou le nombre d’activations, appartenant a Setl, ayant leurs échéances a ou

avant t est obtenu par :

{nichi +t—Djj — CI%']‘CJ 1 (5.4)

T

Notons que pour une tache 7;;, nous avons une condition nécessaire triviale Cj; + J;; < D;j.

Par conséquent, la fonction df%ffl déterminant la demande processeur des instances appartenant
a 'ensemble Setl est définie comme suit :
d zi’c;ﬂ(t) — (Hlll’l (nija \‘ ijcti + = ) ZJCJ + 1)) CZ (55)
i 0

(x)o signifie max {z,0}.

Avec le méme principe, nous calculons la demande causée par les instances appartenant a ’en-
semble Set2. Nous savons que ®;;. est la date a laquelle la premiére instance est activée, dans la

période d’activité ; et les instances suivantes s’activent périodiquement aprés la premiére instance.

set2
ijc

set2(py _ [ o t—=Dije| |t —Dij — Pije -
df5=(t) = <m1n <[ T , T +1 OC'Z (5.6)

Notons que I’équation précédente peut retourner une valeur négative parce que le délai critique

)
ije
seules les échéances des instances de ’ensemble Setl surviennent dans cet intervalle de temps.
Et pour t > dgjc + (nijc — 1)1—;, d Setl(t) = nijcCZ-j.

ijc

La fonction d (t) est alors donnée par la formule suivante :

peut étre supérieur a la période. Il est clair que pour ¢ < dgjc + (nije — 1)T;, d (t) est nul car

dfije(t) = df (1) + df5E2 (1) (5.7)

dfijc(t) est la demande processeur causée par la téche 7;; dans une période d’activité de longueur
t, lorsque son début coincide avec Iactivation de la tache 7;.. Do la demande totale df;.(t),
causée par la transaction I';, est égale a la somme des demandes de toutes les taches de la
transaction :

dfic(t) = Z (d z‘sjecﬂ +d z‘sjecﬂ) (5.8)

Vi
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r, T=11
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Fic. 5.3 — Exemple d’une transaction avec gigues.

La fonction de la demande processeur d’une transaction peut étre représentée graphiquement
par une courbe & escalier, ou chaque point d’escalier correspond & une échéance d’une ou plu-
sieurs instances de taches de la transaction, et la demande processeur cumulée, a cette date, est
augmentée par la somme des durées d’exécution des instances correspondantes (instances devant
terminer leur exécutions a cette date). La figure 5.4 présente la courbe de la demande proces-
seur de la transaction I'; donnée dans la figure 5.3, lorsque la tache 71 initie la période d’activité.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour vérifier 'ordonnangabilité du systéme, dans une
période d’activité donnée. Pour cela, il reste a vérifier si toutes les échéances, de chaque tache
dans le systéme, présentes dans la période d’activité considérée, sont respectées, en utilisant la

formule suivante :

VL* < LY dfi(L7) < L (5.9)
vI;

Ou L est la longueur de la période d’activité considérée. L est obtenue par la recherche itérative
de point fixe, en utilisant la demande processeur comme en contexte a priorité fixe (sans prendre

en compte les échéances des instances).

Vi, Vi v

Jii 4+ D LW ..
(n+1) — 1] )¢ )¢ B
L > Q T J + { T D Cij (5.10)

Vi, V5

Soit ;. 'ensemble d’échéances de taches de I';, présentes dans la période d’activité initiée par
l'activation d’une tache candidate 7;., de I';. C’est I'union d’échéances d;; des instances de I'en-

semble Setl et ceux de Set2 présentes dans L.

Vie = {dij = Pije — kT + Dy < L:Vj=1..|I,k=0.n4.} U (5.11)
{dij = ®ije + k.T; — Dij < L:Vj =1.|T}[}
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FiGc. 5.4 — Fonction de la demande processeur d'une transaction, pour une période d’activité
donnée.

Comme nous 'avons dit précédemment, le principal probléme de 'analyse d’ordonnancabilité
des téaches a offset est que nous ne savons pas quelle tache 7. dans chaque transaction I'; doit
étre considérée pour créer la période d’activité pire cas. Une solution intuitive, consiste a vérifier
I'ordonnancabilité du systéme dans toutes les périodes d’activités possibles en parcourant toutes
les combinaisons possibles des taches dans chaque transaction. Le théoréme suivant donne le test
exact d’ordonnangabilité d’un systéme de transactions ordonnancées par EDF.

Théoréme 28 Soit C :< ¢y, ¢z, ...,¢/5) > une combinaison des indices des taches candidates Tic,
dans chaque transaction I'; initiant une période d’activité donnée. © est l’ensemble de toutes les
combinaisons possibles C' (avec i € 1..|S| et ¢; € 1..];]). S est ordonnangable par EDF si et
seulement st

Vi< L: dbf(t) = rggg%dﬂci (t) <t (5.12)

Preuve

Le test d’ordonnangcabilité consiste a vérifier que pour tout intervalle de temps ¢ (échéance), dans
tous les scénarios (périodes d’activité) possibles, la demande processeur est inférieure ou égale a
t. Il est clair que si le maximum des demandes correspondant & tous les scénarios est inférieur
ou égal a t alors la demande de chaque scénario 1’est.

O

Evidement, le nombre important de combinaisons (H‘Zﬂ1 IT';| périodes d’activités) rend inappli-
cable I'analyse de toutes les combinaisons. Nous pouvons résoudre ce probléme de complexité,
en utilisant la fonction de la borne de la demande processeur qui calcule la demande processeur
maximum d’une transaction pour n’importe quel intervalle de temps ¢. Cette technique fournit

le méme résultat que 'analyse exacte du Théoréme 29.
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5.4 Analyse pseudo-polynomiale

Nous définissons dbf;(t) la fonction de la demande processeur maximum causée par une tran-
saction I'; dans un intervalle de temps de longueur . Cette fonction mesure alors la demande
maximum de toutes les demandes que I'; peut causer, en considérant chacune de ses taches ;.
comme celle qui initie la période d’activité.

Définition 14 (Demand Bound Function.) Soit T'; une transaction. La fonction de la demande
mazimum dbf;(t) dénote la demande cumulative mazimum en temps processeur causée par les
instances de toutes les taches 1;;, de I';, qui ont une date d’activation dans [—J;;,t[ et un échéance
dans lintervalle de temps t. Formellement :

dbf;(t) = max df;.(t) (5.13)

Vric€l;

La nouvelle méthode d’analyse consiste & effectuer, uniquement, un test d’ordonnancabilité du
systéme, dans la plus longue période d’activité, en utilisant la demande processeur maximum,
au lieu de traiter toutes les périodes d’activité. Autrement dit, pour toutes les échéances t des
taches appartenant a la plus longue période d’activité, vérifier si la demande maximum dbf(t),
du systéme, est inférieure ou égale & la longueur de U'intervalle t. Ce test est équivalent a ’analyse
exacte présentée dans la section précédente, i.e. il fournit une condition nécessaire et suffisante
d’ordonnangabilité (théoréme 29)

Théoréme 29 Un systeme de transactions est ordonnangable si et seulement si ) yp. dbfi(t) <t
pour tout mombre positif t.

Preuve :
La preuve consiste & montrer algébriquement 1’équivalence entre la partie gauche de l'inégalité
5.12, du test exact (théoréeme 28), et celle du théoréme 29. Pour un intervalle de temps de lon-
gueur t, notons df;c, (t) la demande processeur dans ¢ de I'; lorsque la tache candidate 7, initie
la période d’activité. Supposons 6 =< dfic, (1), dfac,(t), ..., dfnc g (t) > lensemble des demandes
processeurs de toutes les transactions du systeme < I'1, I'y, ..., I'\g| >, pour une période d’activité

initiée par l'activation d’une tache 7;., dans chaque transaction I';.

Notons © = {6:Vi e 1..|S], ¢; € 1..|T';|} I'ensemble de tous les scénarii possibles (périodes
d’activités). La valeur de la fonction de la demande processeur (équation 5.12) du systéme, dans
le test exact est donnée par :

S|

dbf(t) = max | > dfic,(t)
=1

dfic; (t) est le ¢°™¢ élément de l'ensemble 6. i.e. la demande processeur de transaction I'; pour
une combinaison donnée 6. Puisque chaque demande processeur df;, (t) d’une transaction I'; est
indépendante de toute autre transaction I'; # I';, alors les éléments de tous les ensembles 0
sont indépendants. D’otl on peut permuter les opérations de la somme et de la maximisation. La
formule de la demande processeur du systéme, utilisée dans le test, devient :
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5.4. Analyse pseudo-polynomiale

S|

dbf(t) =Y <r;16a5< dficxt))

i=1
Dans chaque combinaison 6 le i€ élément correspond toujours a la demande processeur de la
transaction I';. D’ol1 cet élément appartient toujours a ’ensemble des demandes possibles que I';
peut produire {dfi, : ¢; € 1..|T';|}. Pour un i donné alors, nous avons :

Afse. (1) = dfie. (
max df (1) s fic, (t)

La demande processeur du systéme devient :

S|

dbf(t) =" (Ci;ngxr e (t))

i=1
Par définition de la fonction de la demande processeur (équation 5.13), nous pouvons réécrire la
formule comme suit :

S|

dbf(t) ="y dbfi(t)
=1

Alors, le test exact, présenté par I'équation 5.12 est équivalent au test suivant (théoréme 29)

CGl..|F¢|

Vt< L)y ( max dfl-c(t)> <t (5.14)
vI;
O

D’apreés le résultat du théoréme 29, I'utilisation de la fonction de la demande processeur maximum
de chaque transaction, dans le test, fournit une condition nécessaire et suffisante d’ordonnan-
cabilité. Ce résultat est intéressant en comparaison avec le résultat présenté dans [71] o les
auteurs focalisent sur 'analyse de temps de réponse des transactions avec EDF et proposent une
condition suffisante d’ordonnancabilité avec une complexité pseudo-polynomiale.

La procédure du test d’ordonnangabilité d’un systéme S, consiste alors a déterminer s’il existe
une date d’échéance L*, dans la plus longue période d’activité de longueur L, telle que la demande
processeur totale avant L* est supérieure a la longueur L*.

AL <L | Y dbfi L) | > L7 7 (5.15)
I;es

La longueur de la plus longue période d’activité est calculée en utilisant la fonction d’interférence
maximum (chapitre 2), dans le contexte des priorités fixes (sans prendre en considération les
échéances des taches)
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Chapitre 5. Analyse d’ordonnangabilité des transactions avec priorités dynamiques EDF

LD = (L) (5.16)
vl

W;(t) désigne I'interférence cumulative maximum causée par toutes les instances (activées dans
t) de toutes les taches de la transaction I';, dans n'importe quel intervalle de temps de longueur
t.

=30 (|2 [0, o1

VTic

Pour notre exemple de la figure 5.3, nous calculons la demande processeur de la transaction I';,
dans un intervalle de temps t = 23, lorsque chacune des taches 7,1, 752, ou 7;3 initie la période
d’activité. Alors le maximum parmi toutes les demandes est considéré comme une borne de la

demande de I';. Nous détaillons le calcul de la demande de la tache 7,1 lorsqu’elle initie la période

d’activité :
dfset(23) = <min <1, r <A ﬁ’ oo 13J + 1>)0 x1=1
dfsei2(23) = (min ({231; 51 , {23 _151_ 13J + 1))0 x1=1
D’ou

dfin1(23) = dfi{' (23) + df52(23) = 2

Avec le méme principe, nous calculons la demande causée par 72 (dfi21(23) = 2), et celle causée
par 7;3 (dfi31(23) = 2). La demande causée par la transaction I';, lorsque 7;; initie la période
d’activité, est df;1(23) =2+ 242 =6 (Figure 5.4).

Lorsque ;2 initie la période d’activité, I'; produit une demande de df;2(23) = 7 unités de temps;
tandis que lorsque 7;3 l'initie la demande processeur produite par I'; est de df;3(23) = 5 unités
de temps. D’ot la demande maximum, causée par I';, dans un intervalle de temps de 23 unités
de temps, est dbf;(23) = max {df;1(23), df;2(23),df;3(23)} = 7.

Cette méthode a un complexité pseudo-polynomiale, le calcul de la borne de la demande proces-
seur d’'une transaction a une complexité O(|T|?) car pour chaque tache candidate 7;. qui initie la
période d’activité, nous devons calculer la demande causée par chacune des taches 7;; de I';. Soit
X le nombre des échéances a vérifier dans la plus longue période d’activité, alors la complexité
de la méthode d’analyse est O(X |Ty|?[S]).
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5.5 Analyse d’ordonnangabilité accélérée

Nous remarquons que lors du test de I'ordonnancabilité d’un systéme, pour chaque échéance
a vérifier, le calcul de la demande processeur maximum dbf;(t), causée par une transaction
I';, nécessite de traiter tous les paires possibles (7, 7;;), de taches de I';. Ce calcul répétitif
des demandes df;;.(t) pour chaque paire de taches peut étre évité : ainsi une optimisation en
complexité est possible. L’idée est similaire a celle employée dans le contexte de transactions
a priorités fixes, elle consiste & trouver un motif répétitif de la fonction df;., ainsi que pour la
fonction maximum dbf;. Pour cela, nous proposons, dans cette section, un nouvel algorithme
d’implémentation efficace qui réduit significativement le temps de traitement mis par la méthode
d’analyse. Au premier temps, nous déterminons un motif statique et périodique de la fonction de
la demande maximum des transactions. Ce motif permet de stocker la demande des transactions
dans des tables qui seront utilisées ultérieurement durant les différentes étapes du test, pour
déduire facilement la dbf(t) pour n’importe quel intervalle de temps .

5.5.1 La périodicité de la fonction de la demande

Puisque dans I'ordonnancement avec EDF, la demande processeur dans un intervalle de temps
est essentiellement liée aux date d’échéances des taches, nous nous focalisons sur la périodici-
tés des échéances afin de trouver un motif périodique de la fonction de la demande processeur.
Nous savons que les dates d’activations d’une tache sont périodiques, par conséquent les dates
d’échéances le sont aussi. Soit une période d’activité donnée, initiée par I'activation d’une tache
T;e d’une transaction I';. Notons d?j . la premiére date d’échéance, présente dans la période d’ac-
0
ijc
appartenant & I’ensemble Setl s’il n’est pas vide, sinon elle correspond a la date d’échéance de

tivité, d’'une tache 7;; appartenant a I';. d;;. est alors la date d’échéance de la premiére instance
la premiére instance de I’ensemble Set2. La premiére échéance de 7;; (dans la période d’activité)
est donnée par :

dd; = (I)ijc + Dij — ’rlich% (518)

ijc

Par conséquent, nous pouvons déduire la demande processeur de 7;;, durant n’importe période

d’activité de longueur t = d¥. + k x T} par :

ijc
dfijc(t) = (]C + 1) X Cij

0
ijc?

demande (non cumulative) causée par 7;; vaut toujours Cj; (une activation (échéance) chaque T;

Nous constatons que, durant chaque intervalle de longueur 7T; aprés la premiére échéance d;. , la

unités de temps). Notons df\]/-lca”” le maximum parmi toutes les premiéres échéances de toutes les
taches de I'; (figure 5.4).

M 0
ij
Utilisant ce constat, nous déduisons que la fonction de la demande processeur d'une transac-
tion est périodique aprés la date d%ax , et la demande processeur (non cumulative) causée par
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1z} df, () i =SC ) .
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Fi1a. 5.5 — Motif de la fonction de la demande processeur d’une transaction pour toutes les

périodes d’activités.

une transaction I';, durant tout intervalle de longueur 7; (aprés une date ¢ > di‘f o) est égale a
ZVW Cjj. La figure 5.4 montre que, aprés n’importe quelle date ¢ > df\c/[a“”, la demande de T,
lorsque 71 initie la période d’activité, est répétitive (avec une période égale a T;), ce qui permet
d’obtenir une représentation statique de la fonction df;. durant tout temps t > dlj-\c/[ ar,

Afin de représenter statiquement la fonction dbf;(t) (utilisée dans le test), qui est le maximum
des demandes processeur possibles de I';, nous devons, d’abord, représenter statiquement toutes
ses demandes df;., en considérant chacune de ses tadches comme celle initiant la période d’activité,
durant le méme intervalle de temps (le plus long intervalle durant lequel df;. est non répétitive).
Pour une déduction simple de dbf;, durant un intervalle de temps arbitraire ¢ (Théoréme 30)
nous représentons statiquement les fonctions de la demande pour chaque tache candidate Tic

durant U'intervalle de temps d°, .+ Tj.

max

0
dmax

= max {d}.} = max {dllee) (5.20)

5.5.2 Représentation statique

Pour chaque période d’activité, initiée par une tache 7;., nous définissons un ensemble ou une
table P;. de points, ou chaque point P,.[k] posséde deux coordonnées : z (représente une date
d’échéance) et y (représente la demande processeur cumulative causée par les taches de I'; ayant
une activation et une échéance avant x), décrivant la valeur de la demande cumulative de T';, & une
échéance, lorsque 'activation de 7. initie la période d’activité. Les points dans P;. correspondent
aux points convexes de la fonction df;.(t) illustrés par des points dans la figure 5.5. Notons ;.
I’ensemble ordonné et non redondant, des couples date d’échéance d (survenant avant ou a la
date d° . +T;) et demande correspond C, causée seulement par les instances de toutes les taches

max
de I'; ayant la méme échéance d.
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Qic = {d}ie + bk x T; <dVuy + T, V4,¥k =0,1...} (5.21)

ijc max
L’évolution de la fonction de la demande processeur bf;., durant U'intervalle de temps dY,,, + T
est stockée dans la table P;. de sorte que 'on ait les équations suivantes :

Pu[l].e — Q;u(1).d
P[]y = Qic(1).c (5.22)
Pz'c[k + 1].:6 = Qic(k + 1)'d

Pilk+ 1.y = Pilkl.y + Qic(k+1).c

Pour notre exemple de la figure 5.5, les tables P,. suivantes stockent les coordonnées des points
convexes, pour chaque courbe correspondant a la fonction df;. , lorsque chacune des taches 71,
T;2 OU T;3 initie la période d’activité.

Py =< (7,1),(12,2), (16,4), (18,5), (23,6), (27,8) >
Py =< (8,2),(10,3), (1,4), (19,6), (21, 7), (26, 8) >

P =< (10,1), (14,3), (16,4), (21,5), (25, 7), (27,8) >

Une fois toutes les informations, sur toutes les fonctions df;., stockées dans les tables P, la
représentation statique de la fonction de la demande maximum dbf;, dans une table qu’on note
P; est comme suit :

la table Pj. est initialisée par I'union de toutes les tables Pj..

P = U P, (5.23)

YTic

Afin de déterminer les points de P; correspondant au points convexes de la fonction dbf;(t) (la
figure 5.6 représente la courbe dbf; qui est 'enveloppe supérieure des courbes df;. de la figure
5.5), qui décrit la demande processeur maximum, nous définissons la relation « Envelopper » :
Un point P;[a] enveloppe un autre point P;[b] (noté P;la] > P;[b]) si la présence de P;[a] implique
que P;[b] n’est pas un point convexe de la fonction de la demande maximum. Graphiquement,
les points de la table P; sont illustrés par des points dans la figure 5.6.

Pila] = P;[b] si et seulement si (5.24)
(Pila]l.x < Bi[bl.o A Pila].y > Pi[b].y)

En utilisant la relation Envelopper, nous supprimons de I’ensemble P; tous les points enveloppés
(qui ne peuvent pas représenter la fonction dbf; i.e. les points convexes de la courbe représentant

dbf;) :
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F1G. 5.6 — Fonction de la demande processeur maximum d’une transaction.

Supprimer P;[b] de P; si Ja#b: Pja] = B[b] (5.25)

Pour notre transaction de la figure 5.5. Nous ne gardons dans la table P; = p;; U p;o U p;s que les
points représentant le maximum des dbf;. D’ol nous avons :

P; =< (7.1),(8.2), (10.3), (15.4), (18.5), (19.6), (21.7), (26.8) >

A cette étape, La demande maximum dbf; est stockée dans P;. Il reste alors & montrer comment
la périodicité de dbf; sera exploitée afin de calculer la demande processeur.
En utilisant la table P;, la demande maximum causée par une transaction I';, durant un intervalle

de temps t < d2, ... + T, est obtenue par la fonction de recherche rapide, dans P;, suivante :

dbfi(t) — Pln].y (5.26)

n = max{m: Pjm].z <t}

Nous montrons, via le théoréme suivant, comment la borne de la demande processeur de I'; peut

étre déduite, en utilisant la table P;, pour tout intervalle t.
Théoréme 30 Durant un intervalle de temps t = t' + m x T;, ot d%,, <t < A + Ti, la
borne de la demande causée par une transaction T'; est : dbf;(t) = dbf;(t') +m x ZVW Cij-

Preuve :
Nous pouvons prouver, facilement, cette déduction, par une équivalence algébrique : Soit t =
d e +m X Ty +t*, ot t* < T, la longueur d'une période d’activité. Notons dbf;(a,b) = dbfi(b) —

max
dbf;(a) la demande causée durant 'intervalle de temps commengant a la date a, dans une période
0

mazs 1a demande causée par une

d’activité, et terminant a la date b. Puisqu’aprés la date ¢t > d
transaction est périodique avec une période 7T; et durant chaque intervalle de temps de longueur
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5.5. Analyse d’ordonnancabilité accélérée

T; une demande de ZVW Cj; unités de temps est produite (Figure 5.5), alors la demande produite

entre d°,,. + kT; et d°,,. + kT; +t* est équivalent & celle produite entre dY,,, et d%,,. +t*.
dbfl(dgnaz + K15, d?na:r + KT + t*) = dbfl(dgnazv dgna:v + t*)
D’ou
dbfz(t) = dbf;(0, dgnax) +m X Z Cij + dbfl(dgnazv d?na:r + t*)
VTij
dbfl(t) = dbfl(dgwa:) +m X Z Cij + dbfl(dgnaa: + t*) - dbfl(dgwa:)
VTij
dbfi(t) = mx Y Cij+ dbfi(d,, +t°)
VTij
dbfi(t) = mx Y Cij+ dbfi(t))
VTij
Avec
t'=d, . +t° and d°, <t <d’. +T;
|

Pour le méme exemple de la figure 5.3, nous calculons la borne de la demande processeur de T';,
pour ¢ = 32. Nous utilisons la table P; pour calculer la demande pour tout ¢t < d%,,. + T; = 27.
Nous avons t =32 =21 +1xT; =21 +11 (m=1let d),, =16 <21 < d%,. +T; = 27. Do
dbfi(32) = dbf;(21) + 1 x ZVW Cij = 7+ 4 = 11 (Figure 5.6). De la table P;, nous déduisons

que dbf;(21) = P;[7).y =T.

Afin de valider un systéme S, une seule opération de représentation statique est effectuée pour
chaque transaction, ainsi durant les tests sur la demande, pour toute échéance, une simple déduc-
tion de dbf; est effectuée, au lieu de recalculer la demande pour chaque paire de taches (7ic, 745).
L’ensemble 1) des dates d’échéances a vérifier est réduit aux dates auxquelles la fonction dbf;,
pour toute transaction I';, change de valeur. Par conséquent, nous devons vérifier que, pour tout
échéance d, appartenant & ¢, la borne de la demande causée par le systéme est inférieure ou
égale a d.

v=J v (5.27)

vI;eS

Yi ={d=Pkl.z / k=1..|R|} U
{ d= Pkl +mxT; /Pkl.a > dh,, A m=1.}

max
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5.5.3 Complexité de la méthode
Dans le contexte des taches sporadiques ordonnancées par 'algorithme EDF, [15, 10] a prouveé
que pour un facteur d’utilisation U < 1 la longueur de la période d’activité est bornée par

1-U
N le nombre de taches et U = Zfil(Cz/Tz) le facteur d’utilisation du systéme.

(= (L max.¥, {T; — Dl}) et la complexité de I'analyse d’ordonnancabilité est O (N.£), avec

L’analyse d’ordonnancabilité des systémes de transactions est divisée en deux grandes phases. La

premiére est la représentation statique de la fonction de la demande processeur maximum, pour

0
max

chaque transaction I'; du systéme, durant un intervalle de temps t < d + T;. Cette opération

a, pour une transaction I';, une complexité de :

dO _ 40 9 dO _ 40
O(<1+7Ti )\m .1og<<1+77,i )w))

La deuxiéme phase est la détermination de I'ordonnancabilité du systéme, en utilisant la recherche
dans les tables P;, obtenues dans la premiére phase. La recherche d’une valeur dans une table P;

nécessite un temps de complexité

4O _ 40
A (G L)

Notons X le nombre d’échéances (de I’ensemble 1) qui doivent étre vérifiées. D’ou la complexité

totale de la deuxiéme phase est

0 _ g0
(e L)

Dans le cas ou D;j < T; la complexité de calcul est réduite a O (]FJQ .log (]I‘A)) pour la phase
de la représentation statique de la demande processeur, et pour le test d’ordonnancabilité a
O (X log |T';|). Par conséquent, la complexité totale devient O (]FJQ Jdog (IT]) + X log \I‘Z\)

Pour comparaison, nous présentons la complexité de l'analyse de temps de réponse (RTA), des
taches a offset, proposée par Harbour |71], fournissant une condition suffisante d’ordonnangabi-
lité. Comme nous 'avons présenté dans le chapitre 2, cette analyse consiste a calculer une borne
supérieure du pire temps de réponse pour chaque tache dans le systéme, en utilisant une fonction
d’interférence maximum (approximation). Pour une tache analysée 7,,, notons : X le nombre
d’échéances (instants critiques), de toutes les taches du systéme, dans la plus longue période d’ac-
tivité; Y le nombre d’itérations parcourues durant le processus du calcul du temps de réponse
(recherche itérative d’un point fixe) d’une instances de 7,4, pour un instant critique donné; et
Z le nombre d’instances de 7, activées dans la période d’activité correspond & l'instant critique
considéré.

Le calcul de l'interférence maximum, d’une transaction, durant un intervalle de temps ¢, a une
complexité O(|Fi|2). L’analyse de temps de réponse consiste a calculer le temps de réponse de
toutes les instances, activées dans la période d’activité, de la tache analysée, et cela pour tous les
instants critiques possibles dans la période d’activité. D’out la complexité de 1'algorithme RTA,

pour Ty est :
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O(X XY x Z x|S|x |I4%)

L’analyse est effectuée pour chacune de taches du systéme afin d’avoir une décision sur I'ordon-
nancabilité du systéme, avec une complexité O(X x Y x Z x [S|* x [T4]?).

Nous remarquons que la méthode que nous avons proposée dans ce chapitre fournit un test
d’ordonnancabilité exact avec une complexité pseudo-polynomiale. Par contre le test pseudo-
polynomial existant, basé sur 'analyse de pire temps de réponse est suffisant.

5.6 Conclusion

Pour les transactions ordonnancées par EDF| il n’existait qu’une analyse suffisante d’ordonnan-
cabilité avec une complexité pseudo-polynomiale. Le test exact basé sur les temps de réponse
est inapplicable & cause de sa complexité exponentielle. Dans ce chapitre, nous avons proposé
un test exact d’ordonnancabilité des transactions avec une complexité pseudo-polynomiale. Ce
test est basé sur 'analyse de la demande processeur, il fournit une réponse sur I’'ordonnancabilité
globale de systéme, sans aucune information sur les temps de réponse des taches. Le temps de
calcul a été optimisé par la méthode d’implémentation présentée dans la section 5.5 qui consiste
a représenter statiquement la fonction de la demande processeur dans des tables; ces tables sont

utilisées par la suite pour déduire la demande du systéme pour n’importe quel intervalle de temps.
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Conclusion

Dans le travail présenté dans ce mémoire, nous avons contribué au test d’ordonnancabilité des
transactions temps réel. Le modéle des transactions est considéré sans aucune restriction sur les
gigues et sur les délais critiques (cas le plus général). Notons que ces résultats sont applicables
sur le modéle de taches multiframes et multiframes généralisées, car il a été montré que ces deux
modéles sont des cas particuliers des transactions. Nous avons prouvé formellement et confirmé
par des évaluations expérimentales la qualité des résultats des méthodes et des propriétés pro-
posées.

Dans la partie Etat de I'art de ce mémoire, nous avons introduit les systéme temps réel et la pro-
blématique de 'ordonnancement, suivi par les résultats de base, pour le test d’ordonnancabilité
des systémes de taches basés sur le modéle de Liu et Layland (taches indépendantes). Dans cer-
tains types d’applications, il existe une relation de décalage d’activations entre les taches ce qui
rend pessimistes les tests effectués sur le modéle de Liu et Layland. Le modéle des transactions
permet de prendre en considération les décalages d’activation. Cependant, dans le cas priorités
fixes les tests exacts ont une complexité exponentielle tandis que les tests avec une complexité

pseudo-polynomiale sont pessimistes (approchés).

Notre contribution a 'ordonnancements des transactions concerne les deux contextes d’ordon-
nancement : priorités fixes et priorités dynamique EDF. En priorités fixes nous avons focalisé sur
I’analyse de temps de réponse, les principaux résultats sont :

— Optimisation de la qualité du test approché en conservant un calcul pseudo-polynomial :
la méthode d’analyse mixte, proposée dans le chapitre 3, améliore la borne supérieure du
temps de réponse fournie par la méthode d’analyse approchée de Turja-Nolin. Elle consiste
a combiner le principe du calcul exact et le principe d’approximation afin de diminuer
le pessimisme de ’analyse pire cas, permettant ainsi d’améliorer la borne supérieure du
temps de réponse fournie tout en conservant une complexité pseudo-polynomiale. Notons
que cette méthode est paramétrable, plus le nombre de transactions considérées pour une
analyse exacte est élevé, meilleure est la qualité de I’analyse d’ordonnancabilité, et plus la
complexité du calcul est importante. L’évaluation expérimentale a montré que la méthode
mixte avec deux transactions choisies pour une analyse exacte (NM2) offre le meilleur
compromis qualité/temps de calcul pour des systémes de taille réaliste (de quelques dizaines
au quelques centaines de téches).

— Identification du pire scénario (analyse exacte) : pour certaines transactions, nous pouvons
identifier la tiche candidate qui initie l'instant critique pire cas. Ces transactions sont
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celles qui vérifient la propriété d’accumulativité monotonique. Par conséquent, si toutes les
transactions sont accumulativement monotoniques pour une tache analysée alors 'instant
critique pire cas est identifiable dans un temps pseudo-polynomial et la condition suffisante
de son ordonnancabilité est nécessaire et suffisante.

— Optimisation en temps de calcul : nous avons défini la propriété de dominance des taches.
Toute tadche dominée par une autre tache est éliminée comme candidate & initier I'instant
critique, évitant ainsi tous les instants initiés par elle. Notons que la propriété d’accu-
mulativité monotonique des transactions AM est cas particulier de la propriété de taches
dominées. L’évaluation expérimentale a montré que le gain en nombre d’instants critiques
conduit & une accélération importante du temps de calcul surtout pour les méthodes mixtes
NM2 et NM3 et que la propriété d’AM peut confirmer que le test approché donne un ré-
sultat exact pour un taux considérable des taches dans le systéme.

Dans le cas d’ordonnancement & priorités dynamiques EDF, nous avons proposé un test exact
basé sur 'analyse de la demande processeur avec une complexité pseudo-polynomiale. Il fournit
une réponse booléenne sur 'ordonnancabilité globale du systéme, sans aucune information sur
les temps de réponse des taches. Afin d’optimiser le temps de calcul, nous avons proposé une im-
plémentation qui consiste a représenter statiquement la fonction de la demande processeur dans
des tables ; puis les tables sont utilisées pour déduire la demande du systéme pour n’importe quel

intervalle de temps.

En perspective de ces travaux, dans le contexte d’ordonnancement & priorités fixes, nous pensons
pouvoir améliorer la qualité de 'analyse d’ordonnancabilité, en fixant un nombre seuil d’ins-
tants critiques pour appliquer chacune des méthodes d’analyse mixte et exacte. Il s’agit, pour
une tache analysée, en fonction du nombre d’instants critiques & considérer, aprés avoir éliminé
tous les instant initiés par des taches dominées, de choisir alternativement la méthode d’analyse
exacte ou la méthode d’analyse mixte (NM2, NM3, ...). Cela permettrait de maitriser le temps
de traitement, tout en améliorant la qualité du test d’ordonnancabilité.

Une autre étude est envisagée : 1'idée est d’étendre notre analyse d’ordonnancabilité exacte des
transactions avec priorités dynamiques EDF en prenant en compte des ressources partagées.
Nous souhaitons aussi étudier 'optimalité de 'algorithme d’ordonnancement EDF pour les tran-
sactions.

Les transactions sont non concrétes, mais dans le cas réel, un systéme peut comprendre des taches
indépendantes concrétes. Notons que l'analyse des taches concrétes différées est NP-Difficile.
Donc I’étude de 'ordonnancgabilité des systémes de transactions en présence de taches concrétes
devient plus complexe. L’idée est d’étudier la possibilité de modéliser les offsets d’activations des
taches concrétes par une transaction afin d’améliorer la qualité de ’analyse. Un autre probléme
envisagé est d’attribuer les offsets aux taches concrétes de fagon a assurer I'ordonnancabilité du
systéme.

Aux vu des résultats que nous avons obtenus pour ’analyse d’ordonnangabilité des transactions,
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nous nous proposons d’étudier comment adapter I’analyse holistique & la présence de transactions.
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Annexe A

Formules complétes

A.1 Méthode approchée de Turja et Nolin

Nous présentons les formules complétes du calcul approché du temps de réponse d’une téache
analysée 7,, par la méthode de Turja et Nolin lorsqu'une tache 7,., initie I'instant critique.

La phase d’activation, (date de la premiére activation aprés I'instant critique) d’une téache 7;;

lorsqu’une tache candidate 7;. initie I'instant critique, est donnée par :

(I)ijc = (OZ] - (Ozc + ch)) mod TZ (Al)

L’interférence effective causée par une 7;; lorsque l'instant critique est initié¢ par ;.

WijC,NOliTL(t) - L%%%J Cij + ’}_%ijc—‘ Cz — xijc(t*) (AQ)
Ou
o=t — By
Tie(t?) = Cij — (t" mod T;) si t* > 0A (0 < t*modI;) < Cjj)
J 0 sinon

L’interférence effective de I';. est donnée par :

Wz’,Nolin(Tuaa t) = Z <\‘MJ Cz + ’Vtiwc-‘ Cz — xijc(t — q’z‘jc)) (A3)

Vj€hpi(Tua)
La fonction d’interférence maximum (approchée) de T'; :
VVZ‘,Nolin(Tua t) = max Wic,Nolin(Tua t) (A4)
Veehpi(Tua)
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La position pg ,q de la premiére instance de 7, présente dans la période d’activité est :
Jua + P
Powa = — {7“ - “J 1 (A.5)
u

La longueur L de la période d’activité est :

(k—1)

o — P
k Nol uacu k—1
Lq(wL),Nolin = Buat R Z;-, —Pojua + 1 | Cua + Wucu,Nolin(Tuaa ij,a,N)olin(p)) +
u
k—1
Z Wici,Nolin(Tua, LELCL,N)OIZ'TL) (A.6)
Vi

La position de la derniére instance de 7,, présente dans la période d’activité est donnée par :

Lua,Nolin - (I)uaqu

T (A.7)

PLua = \‘

Afin de déterminer I'instant de fin d’exécution de 'instance p, nous calculons la longueur de la
période d’activité associée a I'instance p

LSLIZ),NOin (p) = Bua + (P — Po,ua + 1) Cua + Wuc,Nolin (Tuaa LSZZ?}\I/')OZ” (p)) +
k—
Z Wi,Nolm (Tuaa Lia’]\l,llm(p)) (A8)
Vi#u

La date d’activation a,.(p) d’une instance de position p est donnée par :

aua(p) = (P - 1)Tu + q)uacu (AQ)

Le temps de réponse Ry,(p) de linstance p est donné par la différence entre la date de fin
d’exécution et celle de son activation :

Rua(p) = Lua,Nolin(p) - aua(p) (AlO)

Le temps de réponse de 7,4 lorsqu'une tache 7., initie I'instant critique est alors :

Ry, = max Ruu(p) (A.11)

p=p0,ua...pL,ua

Le pire temps de réponse est le maximum des temps de réponse obtenus pour chacune des taches
candidates 7, de I',

Rya= max {p max Rua(p)} (A.12)

cu€hpy(Tua) =p0,ua...pL,ua
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A.2 Méthode d’analyse mixte

Nous présentons les formules complétes du calcul mixte, du temps de réponse d’une tache ana-
lysée 7,4 lorsqu’une analyse exacte d’interférence d’une transaction I'. est effectuée (soit 7.,
la tache initiant I'instant critique). Nous considérons une tache 7,.,, de I', qui initie I'instant

critique.
Les formules du calcul d’interférence sont les méme que celles de I'analyse approchée de Turja

et Nolin.
La position pg 4, de la premiére instance de 7,, présente dans la période d’activité est :

J, P
Poua = — \‘ uai‘;’ uaqu +1 (A.l?))
u

La longueur L de la période d’activité est donnée par :

L(k*l)' _®
k M uacy -1
Li(m),Mia:te = Bua -+ ua th; — P0,ua +1 Cua + Wucu,NOlin(Tuaa Lq(m,J\/I)ia:te (p)) +
u
k—1 k—1
Wece,Nolin (Tum Lfm,]\/[)izte (P)) + Z Wici,NOlin(Tuaa Lq(mJ/j)mte) (A14)

Vie,u

La position de la derniére instance de 7,, présente dans la période d’activité est donnée par :

Lya,Mizte — (I)uaqu (A.15)

PLua = \\ Tu

Afin de déterminer 'instant de fin d’exécution de l'instance p, nous calculons la longueur de la
période d’activité associée a 'instance p :

k k—
Lq(m),Mixte(p) = Bua+ (p — Poua + 1) Cua + Wuc,Nolm (Tuaa Lim]\l}ixte (p)) +
k— k—
Wece,Nolin (Tuaa Lq(LaJ\lJ)ixte (p)) + Z Wi,Nolm (Tuaa LLm]\l/[)ixte(p))(A'lfs)
Vi#e,u

La date d’activation a,.(p) d’une instance de position p est donnée par :

aua(p) = (p - 1)Tu + q)uacu (A17)

Le temps de réponse R,,(p) de l'instance p est donné par la différence entre la date de fin
d’exécution et celle de son activation :

Rua(p) = Lua,Mixte(p) - aua(p) (A18)

Le temps de réponse de 7, lorsque une tache 7,., et 7., initient I'instant critique est alors :
ua UCqy, €Ce
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Rya = max Ruu(p) (A.19)

p=p0,ua...pL,ua

Le pire temps de réponse est le maximum des temps de réponse obtenus pour chacune des taches
candidates 7, de I';,

Ry = max { max Rua(p)} (A.20)

Cuehpu(Tua)aCeehpe(Tua) p=p0,ua...pL,ua
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Algorithmes

B.1 Meéthode de Turja-Nolin

Cet algorithme stocke, dans des tables, toutes les fonctions "interférence effective" d’une tran-

saction I'; correspondantes & chacune des taches candidates, puis stocke I'interférence maximum

dans deux tables P; et P! (points convexes) puis dans V; et V' (points concaves).

Debut
Calculer Ji"d
Pour c Allant de 1 jusqu’a |T';| faire
Opération ordre
Opération fusion
Opération séparation
Calculer P;. : tache séparée n’est pas prise en compte
Pour j Allant de 1 jusqu’a |I';| faire
| Pi[j] = inter férence (équation 2.29)
Fin Pour
Calculer P, : tache séparée prise en compte
Opération ordre
Opération fusion
Pour j Allant de 1 jusqu’a |I';| faire
| P/[j] = interférence (équation 2.32 et 2.29)
Fin Pour
P,=P U P ;
P/ =P U Py;

Fin Pour

P; = Envelopper (P;);

P} = Enwvelopper (P});
Calculer V; (a partir de P;)
Calculer V; (a partir de P;)

Fin.

Algorithme 1: Représentation statique de l'interférence maximum d’une transaction I';
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L’algorithme 2 présente le calcul approché du pire temps de réponse d’une tache analysée T,.
Avant de commencer 'analyse de temps de réponse une représentation statique de 'interférence
est effectuée.

Debut
Pour i Allant de 1 jusqu’a |T'| faire
Représentation statique de I'interférence (Algorithme 1);

Fin Pour

Rya = Cua 5

Pour c Allant de 1 jusqu’a |I',| faire

Calculer @4 ;

Calculer po,ua ;

Calcul itératif de la longueur Lyq,Notin de la période d’activité

Tant que (Non fin) faire
Déduire I'interférence des transactions des tables V; et V};
calculer Li(Lka),Nolin ; (équation A.6);

Fait

Calculer pr ua (équation A.7);

Calcul de temps de réponse de toutes les instances :

Pour p allant de po,ua jusqu’a pr,ua faire

Calcul itératif de la longueur Lya, Notin(p) de la période d’activité associée a p :

Tant que (Non fin) faire
Déduire I'interférence des transactions des tables V; et V; ;

Calculer LSZ)’NOW (p); (équation A.8);
Fait

Rua(p) = Lua,Nolin(p) - (p B 1)Tu — Puac;
wa — maX(Rua7 Rua(p)) )
Fin Pour

Fin Pour

Fin.

Algorithme 2: Algorithme du calcul approché du pire temps de réponse d’'une tache 7,,
(Turja et Nolin)
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B.2 Meéthode Mixte

L’algorithme 3 présente le calcul mixte complet du pire temps de réponse d’une tache analysée

Tua-

Debut

Pour i Allant de 1 jusqu’a |I'| faire

| Représentation statique de Uinterférence (Algorithme 1);

Fin Pour

Pour e Allant de 1 jusqu’a |I'| (e # u) faire

Fin Pour

Fin.

Rua(e) - Cua 5
Pour c. Allant de 1 jusqu’a |Ic| faire
Pour ¢, Allant de 1 jusqu’a |T',| faire

Calculer &4 ;
Calculer po,ua;
Calcul itératif de la longueur Lyg, micte de la période d’activité :

Tant que (Non fin) faire
Déduire l'interférence des transactions des tables V; et V; ;
Déduire U'interférence de I'. de la table P.., et Pe’Ce ;
calculer LSZ)’MZ.ME ; (équation A.14);

Fait

Calculer pr e (équation A.15);

Calcul de temps de réponse de toutes les instances :

Pour p allant de po,ua jusqu’a pr u. faire

Calcul itératif de la longueur Lya, mizte(p) de la période d’activité associée a p :

Tant que (Non fin) faire

Déduire l'interférence de I'. de la table Pe._ et Pe/ce ;
Calculer LSL];),I\/Iixte(p) ; (équation A.16);

Fait

Rua(p) = Lua,Nolin(p) - (p - 1)Tu - q)uac§

Rua(e) = max(Rua(€), Rua(p));
Fin Pour

Fin Pour
Fin Pour

Rua = min(Ruya, Rua(€));

Déduire I'interférence des transactions des tables V; et V; ;

Algorithme 3: Algorithme du calcul mixte du pire temps de réponse d’une tache 7,4.
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B.3 Transactions AM

Supposons que toutes les taches de toutes les transactions du systéme soient plus prioritaires que
la tache sous analyse. L’algorithme suivant effectue le test de ’accumulativité monotonique des
transactions d’un systéme.

Debut
Pour i Allant de 1 jusqu’a |I'| faire

Représentation statique de Uinterférence (Algorithme 1);
Vérification de la propriété dA’AM de T'; :

p = Pi[l].c;
AM = vrai :
J=2;

Tant que (AM and J < |P;|) faire
Si (Pi[j].c # p) Alors

| AM = faux
Fin Si
Jj++
Fait
i=1

Tant que ( AM and J < |P/|) faire
Si (P/[j].c # p) Alors
| AM = faux
Fin Si
Jt+
Fait
Si (AM) Alors
| NombreAM++;
Fin Si

Fin Pour

Fin.

Algorithme 4: Algorithme de pré-calcul d’interférence avec vérification de I’AM
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B.4 TAaches dominées

Supposons que toutes les taches de toutes les transactions du systéme soient plus prioritaires que
la tache sous analyse. Cet algorithme présente le pré-calcul de 'interférence des transactions du

systéme et la détection des taches dominées.

Debut
Pour i Allant de 1 jusqu’a |I'| faire

Représentation statique de Uinterférence (Algorithme 1);
Détection des taches dominées :

TachesDominées;=ao;
Pour j Allant de 1 jusqu’a |I';| — 1 faire
Si (1i; ¢ TachesDominées;) Alors
Pour k Allant de j + 1 jusqu’a |T';| faire
Si (rix ¢ TachesDominées;) Alors
Si (7;; domine 7;, ou l'inverse) Alors
| Inserer la tAche dominée dans I’ensemble T'achesDominées;
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Fin Si
Fin Pour
TachesCrtiques;— 1’ensemble de taches de I'; - T'achesDominées; ;

Si (Taille(T'achesCrtiques;)=1) Alors
T est AM;

nombreAM++;

Fin Si

Fin Pour

Fin.

Algorithme 5: Algorithme de pré-calcul d’interférence avec détection des taches dominées

B.5 Algorithme UUniFast

UUnifast est un algorithme efficace, proposé par Bini et Butazzo [19], pour générer des ensembles
de taches avec une distribution uniforme. Cet algorithme génére une valeur nextSumU (charge)
pour n — 1 variables. Ensuite il met la premiére charge égale a la différence entre sumU et la
valeur générée. sumU contient la somme des charge de n — 1 (nextSumU) variables, puis on
régénére nextSumU la charge de n — 2 variables et affectons a la deuxiéme variable une charge
égale a la différence entre sumU et nextSumU, et ainsi de suite.
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Function vectU = UUniFast(n, U)

sumU = U,

Pour i Allant de 1 jusqu’a n — 1 faire
nextSumU = sumU x rand®/(=79) ;
vectU (i) = sumU - nextSumU ;

sumU = nextSumU ;

Fin Pour
vectU(n) = USum;

La complexité de cet algorithme est O(n).
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Résumé

Un systetme temps réel critique nécessite une validation temporelle utilisant un test
d'ordonnangabilité avant sa mise en ceuvre. Cette thése traite le probléme d'ordonnancement des
taches a offset (transactions) sur une architecture monoprocesseur, en priorités fixes et en priorités
dynamiques. Les méthodes existantes pour un test exact ont une complexité exponentielle et seules
existent des méthodes approchées, donc pessimistes, qui sont pseudo-polynomiales. En priorités
fixes nous proposons des méthodes pseudo-polynomiales, basées sur I'analyse de temps de réponse
qui sont moins pessimistes que les méthodes existantes. Nous présentons quelques propriétés
(accumulativit¢é monotonique, dominance de taches) rendant exacte les méthodes d'analyse
approchées pour certains cas de systémes, et optimisant le temps de calcul. En priorités
dynamiques, nous proposons un test d'ordonnancgabilité exact avec une complexité pseudo-
polynomiale. Ce test est basé sur l'analyse de la demande processeur. Les qualités des résultats de
nos méthodes sont confirmées par des évaluations expérimentales.

Mots-clés:  Systemes temps réel, ordonnancement, monoprocesseur, taches a offsets,
transactions, taches multiframes, Analyse de temps de réponse, demande processeur, transactions
Accumulativement monotonique, taches dominées.

Abstract

The validation process is an important step in the development of a real-time application. It consists
in proving that, whatever happens, the scheduling policy guarantees that all the temporal constraints
are met. In this thesis we study the schedulability test of tasks with offsets, on uniprocessor system,
with fixed and dynamic priority assignments. The exact tests has an exponential complexity and
only a sufficient (pessimistic) feasibility test with a pseudo-polynomial complexity has been
proposed. Note that all existing tests are based on the response time analysis (RTA) technique. In
the fixed priority context, we propose a new pseudo-polynomial RTA method, less pessimistic than
the existing methods. We present some properties (accumulatively monotonic transactions,
dominated tasks) that make exact the approximate methods, for certain cases, and optimize the run
time computation. In the dynamic priority context, we provide a pseudo-polynomial exact
schedulability test, based on the processor demand analysis. We provide experimental evaluations
of the proposed tests and their optimization.

Keywords: Real-Time systems, scheduling, uniprocessor, tasks with offsets, transactions,
multiframe tasks, response-time analysis, processor demand, Accumulatively monotonic
transactions, dominated task.

Secteur de recherche: Informatique

LABORATOIRE D'INFORMATIQUE SCIENTIFIQUE ET INDUSTRIELLE
Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et d'Aérotechnique
Téléport2- 1, avenue Clément Ader -BP 40109 - 86961 Chasseneuil-Futuroscope Cédex
Tél: 05.49.49.80.63 - Fax: 05.49.49.80.64



