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Introduction générale
Processus d'optimisationUne multitude de problèmes (conception, plani�cation, contrôle de processus, ana-lyse de risque,...) dans de nombreux domaines de l'ingénierie demandent une modé-lisation numérique et un traitement sous forme d'optimisation.L'optimisation est ici dé�nie comme le moyen de trouver la meilleure solutionsoumise aux conditions du problème et on peut considérer que le processuss'e�ectue en trois étapes.Première étapeElle consiste à analyser le problème en opérant un certain nombre de choix :

� les paramètres intéressants à faire varier, ou variables du problème (commela forme, les conditions, les matériaux,...),
� les limites pour leurs variations, ou espace de recherche, car la plupart dutemps ces paramètres sont soumis à des contraintes de conception (physiques,économiques, techniques,...) ou de modélisation (implémentation),
� les critères numériques du problème, à maximiser (pro�t, qualité, rigidité,...)ou minimiser (coût, pertes, risque, poids, consommation,...) par rapport auxvariables.Deuxième étapeIl faut ensuite écrire une formulation mathématique, oumodélisation du problème.On construit une fonction coût (ou fonction objectif) qui doit exprimer la perti-nence des solutions par rapport aux désirs de l'utilisateur.Sa dé�nition peut être simplement analytique, mais souvent elle fait appel à unmodèle numérique du dispositif étudié.On obtient alors un problème d'optimisation globale sous contraintes, et ilreste à choisir une bonne méthode mathématique pour le résoudre.Souvent, l'objectif est de trouver une bonne solution admissible, et dans l'idéal, oncherche la meilleure solution admissible, c'est à dire la solution optimale globale.La modélisation de systèmes complexes rend généralement le problème d'optimisa-tion de la fonction coût très di�cile : 1



� Ces modèles sont non linéaires, souvent bruités, et avec un grand nombre devariables.Ils engendrent de nombreux minima locaux : or les méthodes mathématiquesd'optimisation les plus e�caces soit concernent des problèmes plus réguliers,soit convergent vers le premier minimum local.
� Les évaluations de la fonction sont coûteuses en ressources : cela écarte lesméthodes d'ordre zéro (sans gradient) qui nécessitent un nombre élevé d'éva-luations.
� La fonction est non di�érentiable (ou le calcul du gradient est di�cile à mettreen oeuvre) : or les autres méthodes d'optimisation utilisent le gradient.Troisième étapeIl reste à synthétiser les solutions proposées qui sont évaluées, puis éventuelle-ment éliminées, jusqu'à obtention d'une solution ou d'une méthode acceptable.Le coeur de notre travail concerne la deuxième étape, les autres demandantl'expertise et le jugement des ingénieurs qui posent le problème initial.Organisation de la thèseD'autre part, cette thèse se compose de deux études indépendantes, avec deuxapproches di�érentes des problèmes d'optimisation.Première partieElle est issue d'une collaboration industrielle qui porte sur la conception d'uneantenne spatiale réseau active.Le premier problème est de calculer les lois d'alimentation optimales : nousdisposons d'une fonction de rayonnement explicite, et donc des gradients.La di�culté provient ici du grand nombre de minima locaux : nous reformu-lons le problème par convexi�cation a�n d'obtenir un seul minimum global,qui peut être trouvé avec une méthode e�cace.Le deuxième problème consiste à réduire le nombre d'éléments rayonnantstout en conservant les performances de l'antenne : c'est un problème d'optimisationtopologique.La di�culté réside ici dans la modélisation du problème : il faut trouver un critèreà optimiser.Nous construisons une fonction coût après avoir extrait une information del'ensemble des lois optimales : un algorithme de type gradient topologiquedécide les regroupements entre éléments rayonnants élémentaires.2



Deuxième partieElle porte sur une simulation de dispersion de produit dans l'environnement :nous e�ectuons une étude de �abilité et de sensibilité.Le premier problème est le calcul de probabilités de défaillance.Le deuxième problème est la recherche du point de conception, qui est unproblème d'optimisation.Le troisième problème est la détermination des paramètres in�uents.On recherche ici une méthode valable pour un grand nombre de paramètres incer-tains et pour une fonction dé�nie par une suite de programmes fonctionnant en boîtenoire.La di�culté provient du coût de calcul en grande dimension et du fait que legradient n'est pas disponible.Nous utilisons l'approche par approximation du modèle (méthode de surface deréponse), en comparant les résultats numériques :
� pour une méthode d'apprentissage régularisé de réseau de neurones,
� et pour une méthode d'interpolation sur grille éparse (sparse grid) avec algo-rithme adaptatif.Nous améliorons les résultats en grande dimension grâce à une méthode d'approximationssuccessives et une autre de seuillage des données.
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Première partieContrôle et optimisationtopologique d'antennes spatiales
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Introduction
Le travail de l'ingénieur consiste souvent à trouver la meilleure performance de sonproduit avec le souci du coût minimum : c'est une illustration du concept d'opti-misation, dans le sens de chercher la meilleure solution à un problème technique entenant compte des contraintes industrielles.Au laboratoire MIP (pour Mathématiques pour l'Industrie et la Physique) de l'IMT(pour Institut de Mathématiques de Toulouse), sous la direction de Mohamed Mas-moudi et Didier Auroux, notre rôle a été d'apporter une expertise en résolution deproblèmes d'optimisation mathématique au service d'un projet de recherche indus-triel en collaboration avec l'entreprise Thalès Alenia Space (ex Alcatel).Cette étude a été retenue par l'ANR (pour Agence Nationale de la Recherche),section RNRT (pour Réseau National de la Recherche Telecom), dans le cadre d'unprojet nommé OTOP (pour Optimisation Topologique pour les équipements clé destélécommunications du futur).Nous avons participé à la partie "Antennes" du projet, les autres partenaires princi-paux pour la partie "Composants" sont la société France Telecom et le CNES (pourCentre National des Etudes Spatiales).Le projet porte sur la conception d'une antenne réseau spatiale active :l'objectif est de trouver une méthode permettant de calculer une géométrie d'antennequiminimise le nombre d'éléments rayonnants pour des raisons de coût, tout ensatisfaisant des performances de rayonnement. Pour une antenne donnée, il fautaussi savoir calculer les lois d'alimentation des éléments rayonnants qui permettentd'obtenir ces performances.Dans cette étude, nous avons mobilisé des connaissances dans le domaine de l'op-timisation numérique et de l'optimisation topologique (dans les deux cas nous noussommes ramenés à la minimisation d'une fonction coût).La première partie de ce manuscrit est organisée de la manière suivante :

� Introduction généraleNous présentons d'abord les concepts liés aux antennes étudiées, qui sontutilisées pour des missions multimedia par satellite.Leur structure est un réseau régulier d'éléments rayonnants contrôlésen amplitude et en phase qui permet de dépointer le faisceau succes-sivement sur une série de spots sur la Terre qui forment la couverture del'antenne : l'alimentation de l'antenne peut être recon�gurée à chaque instantpour changer de zone. 7



Les contraintes de rayonnement exigées sont présentées : elles induisent unnombre excessif d'éléments qu'il faut réduire le plus possible tout en conservantles performances de l'antenne de départ.La modélisation complète du problème est ensuite présentée.Puis nous rappelons des méthodes générales de l'optimisation numérique a�nd'éclairer le choix de l'algorithme de utilisé pour le calcul des lois d'alimenta-tion.En�n nous exposons les méthodes de l'optimisation topologique qui ont guidéle choix de l'algorithme de calcul de la nouvelle géométrie de l'antenne.
� Optimisation des lois d'alimentationPour une géométrie d'antenne et un spot donnés, nous détaillons la formulationmathématique du problème de calcul des lois optimales : il faut véri�er descontraintes de rayonnement et une contrainte sur les modules.C'est un problème d'optimisation di�cile, connu pour avoir un grand nombrede minima locaux.Notre approche comporte deux idées fondamentales :

� La première est de réduire la non-linéarité du problème en choisissantcomme variables d'optimisation la partie réelle et imaginaire descomposantes de l'alimentation complexe au lieu de prendre classiquementle module et la phase.Pour la même raison, nous ne convertissons pas en décibels les donnéesdu problème.
� La deuxième consiste à formuler un problème numériquement équi-valent plus simple car convexe : sa solution unique est le mini-mum global du problème initial.Nous exposons ensuite la construction de la fonction coût et l'algorithme deminimisation de type Levenberg-Marquardt utilisé : nous disposons ici d'unefonction explicite et de son gradient.Cette méthode de calcul des lois d'alimentation, inédite, constitue unalgorithme rapide et robuste.Les résultats de tests numériques sont présentés pour deux études di�érentes.

� Optimisation topologique de l'antenne :Il n'existe pas de méthode générale pour réduire le nombre de sourcesd'une antenne réseau active.Pour construire la nouvelle géométrie, l'idée de départ est de regrouper leséléments rayonnants identiques du réseau initial et former un réseau irré-gulier avec moins d'éléments.Chaque regroupement est relié à un seul dispositif électronique de contrôle : ladiminution du nombre de sources constitue ainsi une amélioration de conceptioncruciale.Les di�cultés de ce problème de design sont :8



� gérer l'agencement d'un nombre limité de formes de regroupements pourdes raisons industrielles,
� trouver une géométrie unique qui conserve des performances similaires àcelles de l'antenne initiale, et valables pour l'ensemble des spots (à chaquespot correspond une loi d'alimentation di�érente), avec moins de degrésde liberté.Nous avons appliqué deux idées majeures :
� La première est de calculer les lois d'alimentations optimales pour l'an-tenne initiale et pour l'ensemble des spots en supprimant la contraintesur les modules : cela permet d'avoir un degré de liberté supplémen-taire pour respecter les contraintes de rayonnement avec de la marge.Une technique de réduction de données, la décomposition en valeurssingulières, nous permet ensuite d'extraire un résumé des modules op-timaux précédents.
� La deuxième est d'obtenir la nouvelle géométrie lors d'un processusitératif, où les regroupements successifs font diminuer une fonctioncoût construite à partir de l'information précédente, avec un algorithmede type gradient topologique.Nous appliquons ensuite la méthode à une étude correspondant à une missionsatellite classique : le nombre d'éléments de l'antenne initiale a été divisépar deux pour des performances équivalentes, ce qui constitue un résul-tat nouveau et satisfaisant.Dans le cadre du projet ANR, ces algorithmes ont donné lieu à la création dulogiciel opérationnel OTOP (coopération avec la société Ansys).
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Chapitre IIntroduction au problème
Sommaire1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 Antennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.1 Antennes spatiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.2 Conception . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.3 Collaboration industrielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 Optimisation sous contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . 313.1 Méthodes globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.2 Idée clé : reformulation en un problème convexe . . . . . . . 373.3 Méthodes de descente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384 Optimisation topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424.1 Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424.2 Méthodes de distribution de matière . . . . . . . . . . . . . 444.3 Méthodes utilisant un gradient de forme . . . . . . . . . . . 461 MotivationTélécommunications Une antenne est un dispositif capable de transmettre ou derecevoir des signaux par des ondes électromagnétiques. Les premières études datentdu XIXe siècle, avec Hertz et Marconi qui ont réalisé des transmissions radio enapplication des équations de Maxwell.Un avancement signi�catif dans le développement des antennes s'est produit durantla seconde guerre mondiale à cause de leur importance militaire stratégique dans ledomaine des radars et des télécommunications.Le secteur des télécommunications connaît à partir de ce moment là une expansioncontinue :

� Dans les années soixante commence l'ère spatiale avec les communications té-léphoniques et la di�usion de la télévision intercontinentale par satellite.11



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME
� Dans les années soixante-dix, la numérisation permet de véhiculer simultané-ment plusieurs communications sur une même ligne, et assure également l'in-tégration des services, en transmettant des informations de nature di�érente :voix, images, écrits, données.
� Les années quatre-vingt voient la naissance de la téléphonie mobile et de l'in-ternet.Le rythme de l'innovation s'est alors accéléré : il a provoqué la convergence destélécommunications, de l'informatique et de l'audiovisuel, pour parler aujourd'huides NTC (pour Nouvelles Technologies de la Communication) et de l'avènement dela société de l'information.Ce secteur concerne plusieurs domaines scienti�ques complémentaires :
� les mathématiques avec le traitement du signal, la cryptographie, la théorie del'information et la modélisation numérique,
� la physique avec l'électromagnétisme, les semi-conducteurs, l'électronique etl'opto-électronique,
� l'informatique avec le génie logiciel et la di�usion de la micro-informatique.Les progrès technologiques ont fait baisser les coûts et entraîné la démocratisationde leur usage : aujourd'hui, ces techniques ont pénétré notre espace professionnelet notre espace privé, et on cherche à communiquer toutes sorte de données depuisn'importe quel endroit avec un débit de transmission toujours plus élevé pour garantirl'interactivité des applications.Pour faire face à l'augmentation du nombre des utilisateurs et des débits, les futursréseaux de communications devront mettre en oeuvre des techniques de plus en plusévoluées.Antennes satellitaires Parmi les approches possibles, les communications parsatellite sont actuellement essentielles pour permettre cette grande circulation d'in-formations à l'échelle planétaire.Les principales qualités pour un système e�cace, du point de vue de l'antennesatellitaire, sont :
� Une haute performance : l'objectif est de concentrer l'énergie rayonnée dans unedirection précise de l'espace, ce qui est fondamental pour la communication àlongue distance.
� Une aire de couverture bien dé�nie : pour éviter des interférences avec les airesvoisines.
� La robustesse : le système doit fonctionner pendant une quinzaine d'années(durée de vie moyenne d'un satellite commercial) sans possibilité d'interveniren cas de panne.
� La recon�gurabilité : c'est-à-dire la capacité de modi�er le diagramme de rayon-nement en intervenant sur l'alimentation.12



2. ANTENNESLes antennes réseaux actives (ou antennes intelligentes) sont une solution : ellesallient performance, avec une amélioration de la capacité et de la qualité de trans-mission, et souplesse. Leur principe est de combiner un réseau (linéaire, circulaire,plan,...) d'éléments rayonnants et un dispositif électronique de contrôle.Un logiciel, qui peut être apte à répondre de manière dynamique aux spéci�ca-tions désirées, modi�e l'alimentation et donc le rayonnement. Pour cela, on utiliseun processeur numérique de traitement du signal, qui en combinant les signaux del'ensemble des sources élémentaires, permet de former un ou plusieurs diagrammesde rayonnement. Pour le contrôle et la formation de ces diagrammes, il faut appli-quer une loi d'alimentation électrique sur les éléments rayonnants correspondant auxcritères �xés (maximisation du gain dans une direction donnée, maîtrise du niveaudes lobes secondaires,...).Les algorithmes de formation de faisceaux vont permettre d'émettre dans des di-rections particulières avec un gain maximum (voir par exemple [HT02]), ce qui estl'objectif.Cette recon�guration facile du diagramme de rayonnement conduit en contrepartieà des coûts plus élevés de montage, à un contrôle plus di�cile et à un poids plusélevé du système (voir [Bal97]).Or dans la conception du produit, le coût de fabrication est un critère fondamentalà optimiser pour l'industriel (par exemple le poids de l'antenne satellitaire doit êtrele plus faible possible en raison du coût élévé du lancement).Collaboration industrielle Notre collaboration avec Thalès porte sur une an-tenne réseau active pour des applications multimedia par satellite : les performancesexigées impliquent un très grand nombre de sources (plusieurs centaines). La cou-verture est multispot et demande de nombreux dépointages du faisceau (plusieursdizaines) : il faut d'abord trouver un algorithme de recherche des lois d'alimenta-tions e�cace en grande dimension.Pour concevoir l'antenne optimale, il faut ensuite pour des raisons de coût crucialesréduire le plus possible le nombre de sources tout en conservant les performances :cette réduction s'accompagnera du passage d'un réseau régulier à un réseau irrégulier,ce qui permettra d'abaisser les lobes de réseau.L'objectif est de disposer d'un algorithme permettant la création d'un logiciel deconception.2 Antennes2.1 Antennes spatiales2.1.1 Satellites de communicationPrésentation Les satellites de communication permettent depuis les années soixantede développer les formes de communication modernes (téléphonie, radio, télévision)en relayant les signaux à l'échelle planétaire.Ils ont connu une expansion très importante (nombre estimé à un millier) à cause13



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEde l'importance du développement des communications et applications multimediadans notre société de l'information.Le satellite est équipé d'une antenne qui reçoit le signal d'une station terrestre :elle l'ampli�e et le transmet à une station réceptrice en utilisant une autre longueurd'onde.Le satellite peut être placé dans l'espace dans les situations suivantes :
� Il peut évoluer sur une orbite géostationnaire : il fait le tour de la Terre en 24heures, à vitesse constante, à 36 000 km à la verticale de l'équateur et paraîtimmobile pour un observateur au sol.Les antennes au sol, qui doivent être pointées vers le satellite, peuvent ainsifonctionner sans être équipées d'un système coûteux de poursuite des mouve-ments du satellite, et un seul satellite permet de couvrir une zone importante.
� Il peut évoluer sur une orbite basse : la mise en orbite et le satellite (quidemande une puissance de signal moins importante) sont moins coûteux, maisil bouge rapidement pour un observateur au sol.Un grand nombre de satellites est alors nécessaire (constellation satellitaire)pour assurer une connectivité permanente. On les utilise pour les systèmes detélédection, positionnement (systèmes GPS et Galileo) et téléphone satellitaire.De plus, les satellites de communication améliorent les possibilités des moyens tra-ditionnels (�bre optique, couverture radio) grâce aux avantages suivants :
� possibilité de relier facilement les continents entre eux,
� diminution du coût d'installation et de maintenance d'un réseau terrestre, quiaugmente avec sa longueur.Ils présentent ainsi une vocation d'utilisation à l'échelle mondiale, particulièrementadaptée aux zones géographiques isolées ou très vastes, pour lesquelles l'installationd'un réseau terrestre serait trop coûteuse : ils permettent de réduire la fracturenumérique en permettant l'accès du plus grand nombre aux services multimédia.La �gure I.1 présente l'exemple d'une constellation de satellites pour une couverturemultimedia mondiale (société Intelsat).Antennes satellitaires De nos jours, le développement des moyens de communi-cations interactifs (internet à réponse immédiate, vidéoconférence, télémédecine, télé-enseignement,...) passe en priorité par l'utilisation d'une antenne satellitaire émettantdans la bande dite Ka (20-30 GHz).Pour couvrir la zone terrestre souhaitée, l'antenne doit constamment être reposi-tionnée : la méthode traditionnelle consiste à utiliser un mécanisme commandé pardes moteurs électriques, mais dans le domaine spatial, on préfère éviter les solutionsmécaniques, pour des raisons de �abilité.Les systèmes hyperfréquence du futur utiliseront donc, de manière générale, desantennes à balayage électronique, dont le fonctionnement est expliqué dans la sectionsuivante. 14



2. ANTENNES

Fig. I.1 � Constellation de satellites IntelsatUn besoin grandissant de ce type d'antennes apparaît, de plus elles présentent denombreuses qualités :
� baisse des coûts des satellites (contrainte primordiale),
� performances accrues de ces antennes en terme de �abilité, grâce à la possibilitéde recalculer l'alimentation de l'antenne en cas de panne de certaines sources,
� totale �exibilité pour la formation des faisceaux (tant à l'émission qu'à la ré-ception) et leur recon�guration : le changement de direction est instantané,
� fonctionnement en mode multi-faisceaux,
� intégration des antennes dans les structures (antennes conformes).2.1.2 Antennes réseaux activesEléments rayonnants (ER) Une source de rayonnement (un cornet très com-pact ou un ensemble de patches) est un dispositif électronique alimenté, ou contrôlé,uniformément en amplitude et phase et qui émet un champ électromagnétique.Ces éléments rayonnants seront appelés dans la suite ER.Réseau Nous nous intéressons aux antennes réseaux à rayonnement direct (DRA,pour Direct Radiating Array), ou antennes réseaux actives, constituées d'un ensembled'ER disposés en réseau (voir �gure I.2).Les géométries les plus utilisées sont les réseaux linéaires et plans pour pouvoirconcentrer la puissance, et les réseaux circulaires pour l'indi�érence de leur orienta-tion. 15



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMELe nombre d'ER varie entre deux et plusieurs milliers, leurs dimensions et espace-ments (typiquement λ
2 pour un réseau régulier, avec λ la longueur d'onde) varientavec la fréquence et l'application concernée (radio, radar, sonar, barrettes d'échogra-phie,...).

Fig. I.2 � Exemples d'antennes réseaux planesLes contraintes technologiques actuelles imposent les antennes de type émission àréseau plan pour les applications de télécommunications multimedia par satellite,nous considérons uniquement ces antennes dans la suite.Une solution classique pour les antennes multimedia satellitaires consiste à utiliserun grand réseau plan d'ER à maille régulière comme celui de la �gure I.3. Nousconsidérons ce cas dans la suite.2.1.3 CaractéristiquesNous renvoyons le lecteur à [Tho90] ou [Dra86] pour des explications plus détailléessur les caractéristiques des antennes. 16



2. ANTENNES

Fig. I.3 � Antenne réseau d'émissionLoi d'alimentation a La loi d'alimentation de l'antenne notée a est le vecteurcomplexe composé des alimentations de tous les ER du réseau.Principe de Huygens Aux fréquences très élevées, il devient possible de grouperles ER a�n que les interférences entre les champs rayonnés concentrent l'énergie dansune direction choisie.En e�et, d'après le principe de Huygens
� les rayonnements des ER se combinent et forment un faisceau,
� si l'alimentation est uniforme sur l'ensemble des ER, la direction du faisceauest perpendiculaire à la surface du support,
� pour dépointer le faisceau, il su�t de jouer sur les phases : on contrôle ainsi lerayonnement émis.Champ E Le champ électromagnétique noté E émis par le réseau s'obtient commecombinaison linéaire des champs des ER et se calcule en une direction de l'espace.Energie |E|2 L'énergie, ou puissance, rayonnée par le réseau est |E|2 le module duchamp au carré. 17



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEDirectivité D La directivité notée D , ou gain de l'antenne, est le quotient de lapuissance rayonnée dans une direction par la puissance totale :elle mesure la capacité à concentrer l'énergie rayonnée dans une certainedirection.La directivité est égale à l'énergie à un facteur près. Elle peut s'exprimer en décibels(dB) : c'est une échelle logarithmique qui permet de comparer des valeurs d'ordresde grandeur très di�érentsEn dépit de propriétés spéci�ques bien particulières, une antenne réseau suit larègle simple selon laquelle la directivité est d'autant plus élevée que sa dimension estgrande par rapport à la longueur d'onde.Ainsi, on a�ecte des ondes longues aux applications pour lesquelles la directivité n'estpas essentielle et, inversement, des ondes courtes lorsque, par souci d'économie ou dediscrétion, une certaine directivité est souhaitable.Diagramme de rayonnement Le diagramme de rayonnement est la fonction quicaractérise la répartition du champ électrique. Dans la suite, nous nous plaçons dansle cas où le diagramme de rayonnement désigne la directivité.Représentations graphiques Pour visualiser le diagramme de rayonnement endB, on peut utiliser les représentations de la �gure I.4 :
� vue en 3 dimensions,
� vue en deux dimensions avec courbes iso-niveaux,
� coupe suivant une direction.Dans cette étude, nous utiliserons la deuxième représentation.Lobes de rayonnement La direction du maximum de rayonnement fait appa-raître un lobe principal qui contient la quasi-totalité de l'énergie rayonnée.De part et d'autre de celui-ci apparaissent des lobes secondaires qu'on s'e�orce sou-vent de réduire.2.1.4 Conservation de l'énergieUne relation fondamentale entre la loi d'alimentation a et le diagramme de rayon-nement (dans un milieu supposé non absorbant) est la conservation de l'énergie.Pour une puissance d'alimentation des ER constante, quand on modi�e la loi d'ali-mentation, la puissance globale rayonnée est conservée. La réduction de la puissancedans certaines directions entraîne son augmentation dans d'autres et inversement.2.2 Conception2.2.1 Contraintes de rayonnementZones de gain, d'isolation, de couverture On dé�nit sur la Terre deux typesde zones pour les contraintes de rayonnement :18



2. ANTENNES
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Fig. I.4 � Vues 3D, 2D, 1D du diagramme de rayonnement d'une antenne réseau(440 ER) pour une alimentation constante
� La zone de gain : dans cette zone, le niveau de puissance rayonnée, oude directivité, doit être le plus fort.Elle correspond à la partie utile du rayonnement, le lobe principal.
� La zone d'isolation : dans cette zone, le niveau de puissance rayonnéedoit être faible. 19



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEElle correspond à la région où on ne veut pas émettre (par souci de con�-dentialité, pour une économie d'énergie, pour éviter les interférences...) et oùapparaissent les lobes secondaires qu'on veut abaisser.La zone de couverture est la région où on veut dépointer le faisceau de l'antennesur plusieurs zones de gain successives, c'est la zone destinée au rayonnementprincipal de l'antenne, et elle peut être :
� simple : elle est constituée d'un ensemble de spots circulaires ou elliptiquesadjacents,
� formée : les zones de gain épousent alors une zone géographique dont le contourest complexe, comme un pays par exemple.Gabarit Le gabarit décrit la forme souhaitée du diagramme de rayonnement dansles diverses directions de l'espace, ou points sur la Terre.On le donne sous forme de valeurs de directivité à respecter sur les zones degain et d'isolation.Problème de synthèse de réseau La synthèse de réseau consiste à calculer laloi d'alimentation d'une antenne réseau de façon à respecter un gabarit donné.On trouve les formes suivantes :
� Synthèse �xe : on veut déterminer un certain nombre de diagrammes de rayon-nement, le temps de calcul n'est pas essentiel et on peut utiliser des méthodescomplexes.
� Synthèse adaptative : la loi d'alimentation d'une antenne adaptative est mise àjour de façon permanente pour s'adapter au milieu, et les algorithmes doiventêtre très rapides.Dans la suite nous nous plaçons dans le premier cas.On trouve ensuite trois types de synthèses :
� Synthèse en amplitude seulement : elle permet de réaliser des lobes directifssymétriques mais les applications sont limitées.
� Synthèse en amplitude et en phase : elle permet de réaliser des lobes directifsavec des lobes secondaires fortement contrôlables. L'inconvénient est que samise en oeuvre s'e�ectue avec des composants coûteux.
� Synthèse en phase seulement : elle permet de réaliser des lobes directifs avecdes lobes secondaires moins contrôlables que la précédente. Mais sa mise enoeuvre nécessite des déphaseurs d'un coût plus faible, et cette méthode sembleun bon compromis.2.2.2 Contraintes techniquesContraintes de fabrication Selon le type d'antenne, on peut avoir des contraintesphysiques sur ses éléments, par exemple la taille et la forme des ER.20



2. ANTENNESContraintes d'alimentation En ce qui concerne l'alimentation complexe de l'an-tenne :
� Les phases sont libres : elles servent à dépointer le signal.
� Les modules sont généralement soumis à des contraintes techniques.Par exemple on doit respecter pour l'amplitude des modules :
� soit une valeur maximum (fonctionnement des ampli�cateurs),
� ou un écart maximum (pour minimiser les e�ets de couplage, c'est-à-dire lesinterférences de rayonnement entre les ER)
� ou une valeur �xée.2.2.3 Programme de conceptionDé�nition Le problème de conception d'une antenne réseau active se pose sousla forme suivante :"Soit un gabarit, c'est-à-dire une fonction diagramme de rayonnement désiré D,quelles sont la géométrie du réseau et la loi d'alimentation optimales qui permettentd'approcher D ?".Le cycle général de conception est alors :1. choix des caractéristiques physiques des ER : taille, forme, (et par exemplenature et épaisseur du substrat diélectrique,...),2. choix de la géométrie du réseau : c'est-à-dire nombre et position des ER,3. calcul des lois d'alimentation optimales,4. validation expérimentale.Détaillons les étapes 2 et 3 du cycle de conception précédent.Géométrie de l'antenne : optimisation topologique On veut donc trouver lameilleure géométrie du réseau qui réalise les performances attendues.Synthèse de réseau : optimisation de la loi d'alimentation Etant donnéune antenne à géométrie �xée et un gabarit, e�ectuer la synthèse de réseau consisteà calculer la loi d'alimentation des ER, dite loi d'alimentation optimale, respectantles contraintes de gabarit et d'alimentation.Découplage des problèmes Quelques méthodes de synthèse e�ectuent les étapes2 et 3 du cycle de conception à la fois : la synthèse du réseau en jouant non seulementsur la loi d'alimentation mais aussi sur la géométrie du réseau (disposition des ERdans le cas de la méthode des perturbations dans [Che71]). Mais la plupart desméthodes se déroulent à géométrie du réseau �xée.Dans la suite, nous découplons les problèmes et nous traitons les deux problèmesd'optimisation (des lois et de la géométrie) séparément.21



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME2.3 Collaboration industrielleIntroduction Cette étude est basée sur une collaboration entre l'entreprise ThalèsAlenia Space et le laboratoire MIP de l'IMT.Les ingénieurs du secteur recherche amont de Thalès pour les antennes satellitairesont soumis au MIP deux études d'optimisation d'antenne :
� une étude de faisabilité sur cas test pour dégager une méthode originale,
� une étude industrielle pour mettre la méthode en pratique sur un cas de missionréaliste et concevoir un logiciel.Nous détaillons dans la suite plus précisément le contexte de cette collaboration.Thalès Alenia Space La société Thalès Alenia Space s'est constituée en 2007 parl'apport à Thalès des activités spatiales d'Alcatel.Thalès Alenia Space est une référence mondiale dans le développement de techno-logies spatiales dans des domaines comme les télécommunications, la navigation, lamétéorologie, la gestion de l'environnement, la défense et l'observation.L'entreprise est devenue en 2006 le leader mondial en terme de commandes et lepremier constructeur en Europe dans le domaine des satellites.En 2007, Thalès Alenia Space emploie 7200 personnes dans onze sites industrielsdans quatre pays (France, Italie, Espagne, Belgique), et nous pouvons citer quelquesgrands programmes :
� les satellites de communication de la famille Spacebus dont Syracuse 3 (télé-communications militaires),
� les satellites en orbite basse de la famille Proteus (applications scienti�quesavec le CNES),
� Galileo (navigation),
� Météosat seconde génération (météorologie),
� Helios (observation militaire)
� télescope spatial Herschel et satellite Planck (pour l'Agence spatiale euro-péenne),...2.3.1 Mission satelliteLa �gure I.5 représente une couverture typique d'une antenne dédiée multimédiapar satellite, constituée ici de plusieurs dizaines de spots circulaires.Cette couverture nécessite dans l'exemple 44 spots, pour deux raisons :22



2. ANTENNES

Fig. I.5 � Couverture multimédia de l'Europe par satellite
� Les bandes Ka (30/20 GHz pour les liaisons montante/descendante), réservéespour cette application pour leur large disponibilité fréquentielle, sont découpéeschacune en 4 sous-bandes F1, F2, F3, F4, attribuées aux divers faisceaux selonun motif régulier (dans l'exemple un cercle).Cela permet de réutiliser 44/4 = 11 fois chacune des sous-bandes et le systèmepeut ainsi transmettre simultanément 11 fois plus de tra�c.
� Le gain en directivité (inversement proportionnelle à la surface de son empreinteutile) de l'antenne augmente d'environ 10 log(44) > 16 dB.Ceci permet d'assurer, malgré la forte atténuation atmosphérique en cas depluie, une émission compatible avec de petites antennes usagers.L'antenne doit former des faisceaux qui concentrent l'énergie du rayonnement émisalternativement sur chaque spot de la zone de couverture.Nombre de sources Les antennes réseaux actives sont une solution intéressantepour les missions précédentes : l'utilisation d'un dispositif électronique appelé ré-partiteur BFN (pour Beamforming Network, c'est-à-dire réseau de formation defaisceaux) permet d'appliquer la loi de phase adaptée pour générer le rayon-nement désiré.Cette utilisation a été validée sur le satellite expérimental Stentor (entièrementmesuré au sol, même si l'échec au lancement d'Ariane 5 n'a pas permis de le faire envol) conçu pour des applications moyen débit en bande dite Ku (10-12 GHz pour latélévision numérique par exemple).Mais ce type d'antenne entraine des contraintes :23



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME
� Avec l'apparition de nouveaux systèmes géostationnaires multispots, l'antennedevient de plus en plus grande (environ 1 m de diamètre) a�n d'assurer lescontraintes de rayonnement requises avec des faisceaux �ns.
� De plus, les lobes secondaires résultent de la périodicité du réseau (voir �gureI.6), et la nécessité de les rejeter en dehors de la Terre dans notre cas impliquede choisir une distance plus petite entre les sources.Ces contraintes engendrent un très grand nombre (plusieurs centaines) de sources :
� ce nombre excède la dimension habituelle de recherche des lois d'alimentation(synthèse de réseau),
� et il faut construire autant de contrôles, qui sont des dispositifs électroniquescoûteux.Le coût d'une telle antenne devient excessif.

Fig. I.6 � Lobes de réseauObjectif L'objectif de la collaboration est de minimiser le nombre de sources sansdétériorer les performances de l'antenne : il faut optimiser le maillage du réseau quideviendra irrégulier.La méthode devra être automatisée au maximum a�n d'aboutir à la création d'unlogiciel. 24



2. ANTENNES2.3.2 Etudes Thalès précédentesL'antenne de départ consiste en un réseau plan régulier d'ER, et lors de la minimi-sation du nombre d'ER, on veut briser la périodicité du réseau pour supprimer leslobes de réseau.Nous présentons ici deux solutions testées par Thalès pour réduire le nombre desources dans ce sens.Antenne réseau raré�é La méthode consiste à désactiver certaines sources : one�ectue des trous dans la grille de départ.Cette variante, rapportée dans de vieilles publications sur les antennes radar, a étéévaluée par Thalès.Pour un niveau de lobes secondaires similaire, donc des performances équivalentesd'isolation entre faisceaux réutilisant la même sous-bande de fréquence, elle a permisde réduire le nombre d'ER de 253 à 189 (cela représente 75% du nombre d'ER dedépart), selon la �gure I.7, tout en augmentant un peu le diamètre de l'antenne.

Fig. I.7 � Antenne réseau raré�éCette réduction est obtenue en optimisant la place des trous : à maille du réseauégale, les lobes de réseau sont légèrement abaissés, parce que l'antenne n'est pluspurement périodique.Comme autre avantage, la densité des trous augmente du centre vers la périphérie :ceci réalise une répartition d'énergie apodisée sur l'antenne (nécessaire pour réduireles niveaux des premiers lobes secondaires), tout en utilisant des ampli�cateurs àpuissance identique derrière chaque ER. On maximise ainsi la puissance rayonnée, lerendement énergétique des ampli�cateurs, et on réduit le coût par e�et de série.Un autre test est présenté dans[Gui07] et [CCG+07] : pour un spot visé donné, unefonction coût est dé�nie à partir des contraintes de rayonnement et minimisée avecdeux algorithmes.L'antenne de départ est composée d'un réseau régulier à maille triangulaire de 511sources. Pour des performances similaires à l'antenne initiale, on obtient les résultats25



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEsuivants pour le spot n�38, situé vers le centre de la zone de couverture (voir �gureI.8) :
� en utilisant un algorithme génétique, le nombre �nal d'ER est 74% de celui dedépart,
� en utilisant un algorithme de recuit-simulé, le nombre �nal d'ER est 58% decelui de départ.

Fig. I.8 � Antenne réseau raré�éeA gauche : antenne de départ à 511 ER (réseau régulier)A droite : antenne optimale pour le spot n�38 (algorithme de recuit-simulé)Mais cette solution présente l'inconvénient de réduire le gain total de l'antenne.Antenne réseau avec regroupements d'ER Une deuxième solution a été éva-luée avec le même réseau de départ : regrouper des sources voisines avec la mêmepuissance d'alimentation.La �gure I.9 montre un exemple très simpli�é, simulé par Thalès (études prépa-ratoires pour le satellite Syracuse 3) : pour constituer un ER, les patches de baseétaient regroupés par 8 dans la partie centrale, par 16 ailleurs.Dans le test avec le réseau de 511 ER ([Gui07] et [CCG+07]), l'algorithme de recuit-simulé ayant donné de meilleurs résultats pour la méthode de réseau raré�é, il a étéutilisé ici pour la minimisation de la fonction coût.On obtient un nombre d'ER égal à 47% de celui de départ pour des performancessimilaires sur le spot n�38 (voir �gure I.10).Cette solution semble meilleure puisque celle-ci remplit entièrement la surface rayon-nante (e�cacité maximale au niveau du gain) et assure la répartition de puissancepar une densité accrue d'ER au centre par rapport à l'extérieur.26



2. ANTENNES

Fig. I.9 � Antenne de transmission : réseau à maille irrégulière2.3.3 Objectif de l'étudeLes deux solutions précédentes permettent de réduire le nombre d'ER de manièreconséquente, avec l'avantage au niveau du coût de fabrication d'utiliser un seul typed'ampli�cateur (dans la deuxième méthode, chaque regroupement d'ER est relié àun seul contrôle). Le regroupement d'ER permet d'obtenir une antenne �nale avecmoins de sources que le réseau raré�é.Mais ces méthodes possèdent des défauts :
� L'optimisation du maillage du réseau est réalisée séparément pour chaque spot,et on ne sait pas réaliser une antenne optimale pour l'ensemble des spots.
� Dans la méthode de regroupement d'ER, on n'a pas tenu compte des contraintesindustrielles de fabrication, et les géométries d'ER de l'antenne optimale ne sontpas toutes réalisables.Le but de la collaboration entre Thalès et MIP est de mettre au point une méthodeoriginale de conception : le point de départ est une antenne à réseau régulier et onveut utiliser la méthode du regroupement d'ER.Il faudra s'a�ranchir des défauts précédents :
� On souhaite un algorithme qui dé�nit une antenne optimale pour l'ensembledes spots, avec une méthode analytique qui trouve un minimum global dansun problème di�cile où les nombreux minima locaux font échouer à priori lesméthodes classiques de gradient. 27



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME

Fig. I.10 � Antenne réseau à maille irrégulière optimale pour le spot n�38(les ER marqués avec le même symbole peuvent être regroupés)
� Les formes d'ER regroupés seront limitées, et il faudra augmenter le nombre deformes di�érentes d'ER, toujours de taille croissante du centre au bord, touten résolvant les problèmes de géométrie associés (emboîtement des ER).L'objectif est de concevoir un algorithme entièrement automatique.2.3.4 Méthodes couramment utiliséesSynthèse de réseau Il existe de nombreuses formulations di�érentes d'un pro-blème de synthèse d'une antenne réseau, et nous renvoyons le lecteur aux références[BEMP94], [Che71] et aux travaux de [Man89], [Roq98], [Fad05] pour une présenta-tion plus détaillée de ces classes de méthodes.Méthodes analytiques Dans cette catégorie, on déduit la loi d'alimentationpar des formules.Voici quelques exemples d'application : 28



2. ANTENNES
� Dans [Che71] on trouve une synthèse en amplitude et phase pour une antenneréseau linéaire : la maximisation de la directivité est exprimée comme rapportde formes quadratiques.
� Dans dautres travaux, le diagramme est approché par une somme trigonomé-trique ou de polynômes de Chebishev (voir [Dol46] parmi les premiers travauxsur la synthèse de réseaux).
� Dans la méthode variationnelle, un développement analytique permet de dé-terminer une condition (sous forme de système carré d'équations non linéaires)pour qu'une variation des coe�cients n'entraîne pas de variation du critère(voir [Man89]).Beaucoup de ces méthodes ne s'appliquent qu'à des cas particuliers, par exemple :
� pour un type de gabarit ou de réseau précis,
� sans contraintes sur les paramètres.Nous souhaitons disposer d'une méthode plus générale pour pouvoir l'appliquer àdes antennes et des gabarits quelconques.Méthodes d'optimisation globale Les problèmes de recherche d'une loi d'ali-mentation optimale peuvent se ramèner à la minimisation d'une fonction coût, dé�niecomme l'erreur entre le diagramme de rayonnement et le gabarit, sous des contraintestechniques. Mais ce problème admet généralement de nombreux minima locaux,comme le soulignent les auteurs de [Cap06].Des algorithmes d'optimisation globale, basés sur une exploration du domaine dedé�nition (comme les algorithmes génétiques, ou de recuit-simulé), sont alors utiliséspour trouver la solution (voir une application dans [DA96]).Dans cette catégorie, on trouve par exemple la méthode des perturbations : on partd'une alimentation initiale, et lors d'un processus itératif, on retient les perturbationsde la loi d'alimentation qui apportent une diminution de la fonction erreur, jusqu'àce qu'on ne puisse plus l'améliorer (voir [KM97]). On utilise ce type d'algorithmelorsqu'on ne dispose pas du gradient, sinon des méthodes plus e�caces existent.Comme nous le verrons dans la section 2.3.3 du chapitre II, dans une synthèse deréseau, selon le type de norme choisie pour la fonction erreur, on doit résoudre undes problèmes d'optimisation suivants.Problèmes de type minimax Le problème de type minimax admet diverses for-mulations, nous le notons :





min
x

(
max
i=1...p

fi(x)

)
:= min

x
J1(x)

gi(x) 6 0, i = 1 . . . m
(I.1)avec fi : R

n −→ R.Même si nous supposons les fi di�érentiables, c'est un problème d'optimisation nondi�érentiable à cause du critère "max". 29



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEOn peut reformuler le problème et se ramener aux méthodes classiques d'optimisa-tion di�érentiable. D'après [PM85], on peut donner les exemples suivants de synthèsesde réseau :
� On remplace le gradient de J1 par un gradient généralisé (par exemple le gra-dient généralisé de Clarke).
� On approche J1 par une fonction di�érentiable (par exemple au sens de lanorme Lp ou en linéarisant les fi comme dans la méthode de Madsen, voir[SJM76]). Le principe est d'e�ectuer une succession d'approximations :

� A l'itération k, on cherche le pas de descente hk.
� Pour cela on résoud un problème de programmation linéaire : Jk1 (hk) =

min
‖h‖≤λk

(
Jk1 (h)

) avec Jk1 (h) une approximation linéaire de J1(xk + h).
� On construit ainsi la suite xk+1 = xk + hk qui fait diminuer la fonctionerreur et converge vers la solution.Problèmes de type moindre carrés Le problème de type moindre carrés est unproblème d'optimisation di�érentiable, on peut donc utiliser les méthodes classiquesutilisant le calcul du gradient :





min
x

(
p∑

i=1

fi(x)
2

)
:= min

x
J2(x)

gi(x) 6 0, i = 1 . . . m.

(I.2)On trouve comme exemples d'applications à la synthèse de réseau :
� les méthodes duales utilisant les multiplicateurs de Lagrange dans [NV95],
� des méthodes de type projection utilisant la SVD (pour Singular Value Decom-position) comme dans [MP93].Dans la plupart des cas, l'algorithme utilise des propriétés du diagramme de rayon-nement liées à un type de réseau particulier.Par exemple dans [BFT97], dans le cas d'un réseau plan régulier, la méthode utiliseles propriétés quadratiques du diagramme pour mettre en place une stratégie desortie des "puits" constitués par les minima locaux.Géométrie de l'antenne Dans notre étude, nous voulons optimiser la géométriede l'antenne suivant le critère de réduction du nombre d'ER, en faisant varier leurtaille et leur forme.La géométrie d'une antenne réseau dépend le plus souvent de contraintes matériellesde réalisation, et on trouve peu de travaux publiés concernant l'optimisation d'unegéométrie.Certains concernent cependant la recherche de la position des éléments rayonnants(ER) pour obtenir un diagramme �xé.Ainsi, expliquée dans [Che71], la méthode des perturbations est utilisée dans letravail de [Lam93] 30



3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES
� Soit Xk le vecteur à l'itération k qui dé�nit la position des ER sur l'antenne et
σk(X) l'erreur sur le vecteur Gk qui dé�nit le gabarit,

� On part d'un système simple avec un gabarit de départ G0 réalisable, c'est-à-dire qu'on sait calculer X0 qui dé�nit une géométrie des ER de départ donnantle minimum global de σ0(X),
� On provoque une suite de perturbations du gabarit notées G0, . . . , Gq : chaqueperturbation doit être assez petite pour qu'en partant de la solution Xk dusystème au rang k, on obtienne la solution globale du système au rang k + 1avec l'algorithme d'optimisation choisi.
� On obtient une géométrie �nale Xq correspondant au gabarit Gq qui est celuique l'on veut �nalement satisfaire.L'auteur souligne que des con�gurations de réseau très di�érentes peuvent toutesproduire des diagrammes de rayonnement proches du gabarit, car dans tous les casla valeur du minimum local trouvé est proche de celle du minimum global.Il applique alors une phase de recherche globale aléatoire : on essaye de passer d'unminimum local à l'autre en estimant pour chacun par des coupes la dimension de lazone d'attraction et la valeur du minimum.Dans ce cas, on choisit une fonction erreur qui présente le moins de minima locauxpossibles, et la stratégie suivante est préconisée :
� Dans un premier temps, quitte à faire une approximation où on privilégie cer-taines directions, on déplace fortement les ER pour satisfaire un gabarit sim-pli�é.
� Dans un deuxième temps, on déplace les ER relativement à la solution obtenuepour essayer de satisfaire le gabarit dans toutes les directions.Choix d'une méthode Pour nous guider dans le choix d'une méthode, nous pré-sentons dans la suite :
� les méthodes mathématiques d'optimisation globale classiques dans la section3, car elles sont utilisées pour résoudre le problème de synthèse de réseau etmême le problème de géométrie (voir par exemple [Gui07]),
� les méthodes mathématiques d'optimisation topologique dans la section 4.3 Optimisation sous contraintesNous présentons ici les méthodes mathématiques d'optimisation sous contraintesclassiques : pour les problèmes di�ciles, qui possèdent de nombreux minima locaux,des méthodes globales sont généralement utilisées, mais en pratique on est rarementassuré de trouver le minimum global.Un problème d'optimisation convexe possède un unique minimum global, et desméthodes locales performantes permettent de le trouver. Nous �nissons la section avecl'algorithme de Levenberg-Marquardt, que nous utiliserons pour la recherchedes lois d'alimentation optimales après avoir transformé le problème pour le rendreconvexe. 31



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME3.1 Méthodes globales3.1.1 FormulationLa recherche de minimum global sous contraintes est un problème di�cile, et iln'existe pas d'algorithme pour le résoudre dans un cas quelconque.De plus la complexité du problème augmente avec la taille de l'espace de recherche.Le coût de calcul de l'algorithme, lié au nombre d'évaluations de la fonctionnelle, etle nombre de minima locaux augmentent. Certaines méthodes ont ainsi de bonnesperformances si on travaille avec quelques variables mais deviennent impraticablesquand on passe à plusieurs dizaines.Voici une formulation de ce type de problème : on dispose de paramètres x à opti-miser dans un espace de conception Ω de dimension n, mais souvent la physique duproblème impose des solutions admissibles dans un domaine Λ plus petit que Ω.Cette information est introduite sous forme de m contraintes sur les paramètres àoptimiser :
Λ = {x ∈ R

n ; gi(x) 6 0, i = 1 . . .m} (I.3)avec gi : R
n −→ R.On formule alors la minimisation de la fonction coût J (par exemple une fonctionerreur) par rapport à la variable x sous les contraintes gi :

min
x∈Λ

J(x) ⇐⇒
{

min J(x)
gi(x) 6 0, i = 1 . . .m

(I.4)avec J : R
n −→ R.Cependant, la di�culté du problème dépend en partie des propriétés topologiquesde Λ, donc il n'est pas toujours pertinent d'augmenter la complexité de Λ en injectanttoutes les informations disponibles sous forme de contraintes.3.1.2 Problème d'optimisation convexeCertaines hypothèses plus ou moins fortes sur J et Λ peuvent assurer l'existenced'un minimum global, mais il est di�cile de caractériser la classe de problèmes d'op-timisation sous contraintes qui ont un minimum global unique.Le cas le plus favorable est celui d'une fonction coût J convexe sur un domaine decontraintes Λ convexe : tout minimum local est alors global, et la convergence desméthodes de descente est assurée (voir [HHL93]).3.1.3 Classi�cationOn peut présenter une classi�cation générale des algorithmes d'optimisation globaleavec le schéma de la �gure I.11. Pour un exposé plus complet, le lecteur peut consulter[BGLS03], [Cia98], [Min83], [DPST03].Suivant ce shéma, on distingue d'abord les problèmes d'optimisation :32



3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES

Fig. I.11 � Classi�cation des méthodes d'optimisation (extrait de [DPST03])
33



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME
� A variables discrètes avec comme exemples : le problème du voyageur de com-merce, d'ordonnancement,... De nombreuses heuristiques ont été développpées,mais souvent elles ont été conçues pour pour un problème spéci�que (heuris-tiques spécialisées).
� A variables continues avec comme exemples : la minimisation d'une fonctioncoût, le problème des valeurs à a�ecter aux paramètres d'un modèle numériquepour qu'il reproduise au mieux un comportement réel observé, les problèmesde moindres carrés...Pour l'optimisation continue, qui concerne la synthèse de réseau,on distinguealors :
� L'optimisation linéaire : elle concerne une fonction coût linéaire sous contrainteslinéaires, la programmation linéaire permet de résoudre le problème.
� L'optimisation non linéaire dans les autres cas :

� On peut utiliser l'application répétée d'une méthode locale, qui estconçue pour trouver un minimum local d'un problème d'optimisation sanscontrainte.On exploite ou non les gradients de la fonction coût, car quand celle-cin'est pas connue analytiquement, le calcul des gradients est di�cile.Cependant, les méthodes les plus performantes sont les méthodes dedescente, utilisant le gradient (méthode de quasi-Newton, gradient conju-gué,...) se trouvent dans cette catégorie : leur inconvénient est de convergervers le premier minimum local trouvé.
� Si le nombre de minima locaux est très important, le recours à une mé-thode globale s'impose.Remarque On rencontre aussi des problèmes mixtes, qui comportent à la fois desvariables discrètes et continues, on adapte alors les méthodes décrites.Parmi les méthodes globales, on trouve les catégories suivantes.Méthodes classiques Ce sont des algorithmes déterministes qui exigent des pro-priétés de régularité pour la fonctionnelle et le domaine des contraintes.Elles permettent alors de disposer de méthodes robustes avec l'assurance de trouverle minimum global (par exemple l'optimisation convexe).Métaheuristiques Elles sont souvent utilisées quand le problème est trop compli-qué.Ces méthodes comportent une partie stochastique qui permet de faire face à l'ex-plosion combinatoire des possibilités. Elles sont généralement d'origine discrète maiss'adaptent aux problèmes continus, et elles sont souvent directes (c'est-à-dire qu'ellesne recourent pas au calcul souvent problématique des gradients).Elles sont inspirées par des analogies avec la physique ou la biologie, et partagentles mêmes inconvénients : 34



3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES
� di�cultés de réglage des paramètres de la méthode,
� temps de calcul élevé (parfois prohibitif),
� manque de garantie d'obtenir la solution globale.On trouve dans cette catégorie :
� les algorithmes génétiques ou évolutionnaires, colonies de fourmis,
� l'algorithme du recuit-simulé.On peut encore di�érencier les métaheuristiques entre elles :
� "de voisinage", qui font progresser une seule solution à la fois (recuit simulé,...),
� "distribuées", qui manipulent en parallèle toute une population de solutions(algorithmes génétiques,...).Méthodes hybrides Elles peuvent combiner plusieurs des algorithmes ci-dessus,s'e�orçant de tirer parti des avantages spéci�ques d'approches di�érentes.Souvent elles associent une métaheuristique et une méthode locale.Cette coopération peut prendre la forme d'un passage de relais entre la métaheu-ristique qui représente la phase globale d'exploration, et la méthode locale chargéedans une deuxième phase d'a�ner la solution. On peut aussi avoir les deux approchesentremêlées de manière plus complexe.3.1.4 Approches globalesLes méthodes d'optimisation globale qui utilisent des stratégies pour se dégager dupiège des minima locaux se déroulent souvent en deux phases :
� phase locale : recherche d'un point qui améliore la fonction coût,
� phase globale : recherche d'une meilleure estimation de la solution globale etd'un nouveau point de départ pour la phase locale.On peut par exemple autoriser de temps en temps des mouvements de remontée,c'est-à-dire une dégradation temporaire de la situation, avec un mécanisme decontrôle qui permet d'éviter la divergence du procédé. Il devient alors possiblede s'extraire du "puits" constitué par un minimum local pour repartir explorerune autre zone.On trouve dans cette catégorie les métaheuristiques et les méthodes hybrides évo-quées précédemment. 35



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEStratégies mixtes On peut utiliser plusieurs approches précédentes conjointe-ment.Par exemple, on peut ici aussi travailler en deux phases :
� phase globale par méthode d'approximation : on applique une méthode globaleà un modèle simpli�é, qui donne un premier point solution,
� phase locale : à partir du point trouvé, on applique une méthode locale aumodèle non simpli�é.Suivant la con�guration, ou le point de départ choisi, l'algorithme converge vers unminimum local qui est la meilleure des solutions accessibles compte tenu de l'hypotèseinitiale, qui n'est généralement pas la solution globale espérée. Dans la pratique, onse contente d'améliorer une solution existante.On peut appliquer l'algorithme de recherche locale plusieurs fois avec des conditionsinitiales di�érentes pour explorer les solutions obtenues, mais souvent le nombre deminima locaux augmente de façon exponentielle avec le nombre de paramètres àoptimiser, et cette stratégie devient ine�cace.3.1.5 Stratégies d'approximationOn peut considérer qu'il y a deux approches basées sur des approximations pourrésoudre numériquement un problème d'optimisation.Reformulation du problème Une reformulation du problème, quitte à simpli�erle modèle, peut nous permettre de travailler avec une fonction coût et des contraintesrégulières, et ainsi d'utiliser une méthode classique avec les hypothèses adéquates.Par exemple on peut rendre le problème convexe : alors dans ce cas précis tout mi-nimum local est global, et les algorithmes d'optimisation de type descente convergentvers la solution.Bien que théoriquement tout problème d'optimisation non convexe puisse se rame-ner à un problème convexe en considérant l'enveloppe convexe, cette transformationest souvent di�cile (et même si la fonction est convexe mais si Λ n'est pas convexe,le problème peut être di�cile), voir [HHL93] pour plus de détails.De plus, on ne peut pas toujours e�ectuer des simpli�cations sur le modèle car lafonction coût peut être trop compliquée ou bien parce qu'on dégrade trop la solution.Approximation du modèle Si la fonction de modélisation ne fournit pas legradient, ou est fortement non linéaire, on peut utiliser à sa place une approximationrégulière pour laquelle le gradient est disponible et appliquer ensuite une méthodede descente, plus performante que les méthodes sans gradient.Pour approcher la fonction de modélisation, on peut recourir aux méthodes desurface de réponse ou d'interpolation (réseaux de neurones, splines, sparse grids,...)qui s'adaptent le mieux au problème. Dans cette catégorie, on peut citer le travailde [VG04] au laboratoire MIP et de [Fad05] concernant la synthèse de réseau.Pour des problèmes di�ciles d'optimisation globale, on peut combiner les deuxstratégies précédentes. 36



3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES3.1.6 ConclusionActuellement, il est di�cile de prévoir l'e�cacité d'une de ces méthodes donnée,appliquée à un problème donné.La plupart des heuristiques utilisent des paramètres : le choix de ces paramètres estsimple et donne de bons résultats avec des problèmes tests, ou bien la théorie peutpréconiser des valeurs de réglage optimal, mais l'application à une fonctionnelle issued'un cas réel est souvent di�cile.Ainsi, lors de l'implémentation de ces algorithmes sur des cas industriels, le réglagede la méthode fait souvent appel à l'expérience de l'utilisateur.3.2 Idée clé : reformulation en un problème convexe3.2.1 Choix d'une méthode d'optimisationCritères de sélection Face à un problème d'optimisation concret, la principaledi�culté est le choix d'une méthode capable de produire une solution acceptableau prix d'un temps de calcul raisonnable. La théorie n'est pas toujours d'un grandsecours car on ne dispose pas généralement de théorèmes de convergence.Ainsi, comme pour le réglage des paramètres d'une heuristique, le choix d'une bonneméthode d'optimisation fait appel au savoir faire de l'utilisateur.La détermination de la méthode de synthèse de réseau repose donc sur le choix :
� de la fonction d'erreur,
� des contraintes sur les paramètres,
� de l'algorithme d'optimisation en fonction de critères de performance :

� stabilité (faible sensibilité aux erreurs et aux variations des conditionsinitiales),
� temps de calcul (comportement de la méthode quand le nombre de sourcesest grand, ici plusieurs centaines).Idée clé : reformuler le problème pour le rendre convexe En ce qui concernela synthèse de réseau, dans notre étude, la directivité qui est donnée sous formeanalytique, donc nous disposons facilement du gradient de la fonction coût, et nousavons décidé d'utiliser une méthode de type gradient pour béné�cier de son e�cacité :l'inconvénient est qu'elle trouvera le minimum local le plus proche du point de départ,et pas forcément le minimum global qui est celui recherché.L'idée clé est alors de transformer le problème en un problème convexe numé-riquement équivalent.On remplace alors un problème di�cile (synthèse d'un réseau de plusieurs centainesde sources) avec un grand nombre de minima locaux par un problème convexe : lemi-nimum global unique du problème transformé peut être trouvé en appliquantune méthode de descente, et il est la solution du problème initial.37



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEComme il n'y a pas de méthode générale pour tranformer le problème, le lecteur sereportera aux sections présentant les tests numériques pour savoir dans chaque cascomment nous avons procédé.En ce qui concerne la méthode de descente, nous avons choisi l'algorithme deLevenberg-Marquardt, qui est une méthode de quasi-Newton appliquée à un pro-blème de moindres carrés, pour le bon compromis entre e�cacité et coût de calculqu'elle nous semble présenter dans notre cas.3.3 Méthodes de descenteNous détaillons dans la suite les méthodes d'optimisation de type descente, jusqu'aurappel de l'algorithme de Levenberg-Marquardt.3.3.1 IntroductionOn veut résoudre le problème de minimisation sans contrainte avec une méthodeitérative :
(Pm) min

x
J(x) (I.5)avec J : R

n −→ R que l'on suppose su�samment régulière.Direction et pas de descente Une direction de descente dk ∈ R
n est caractériséepar

∃t ∈ R
+∗ J(xk + t dk) < J(xk)ou encore
dTk ∇J(xk) < 0.Généralement on calcule une direction de descente dk et on cherche le pas sous laforme

pk = tk dk , tk ∈ R
+∗de façon à assurer de diminuer localement la valeur de J avec J(xk + pk) < J(xk).Cela permet d'obtenir une suite de points qui converge vers le minimum local leplus proche de x0 avec

xk+1 = xk + pk.Recherche linéaire Une recherche linéaire consiste à calculer tk en minimisant lafonction réelle q suivante :
t −→ q(t) = J(xk + t dk). (I.6)Cela revient à minimiser J dans la direction de descente dk pour trouver le pas dedescente pk = tk dk.Remarque : q est une fonction décroissante au voisinage de 0 (q′(t) = dTk ∇J(xk +

t dk) donc q′(0) = dTk ∇J(Xk) < 0 car dk est une direction de descente).38



3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTESPrincipe L'algorithme d'une méthode de descente est alors :
� initialisation : xk = x0 ∈ R

n

� tant que le test d'arrêt est non véri�é
� calculer une direction de descente dk ∈ R

n

� calculer un pas de descente pk = tk dk, tk ∈ R
+∗3.3.2 Méthodes classiquesAlgorithme de la plus forte pente La méthode la plus élémentaire consiste àchoisir dans l'algorithme précédent comme direction de descente l'opposé du gradient

dk = − ∇J(xk)

‖∇J(xk)‖.Algorithme du gradient conjugué La méthode du gradient conjugué s'appliqueà une fonction quadratique, et ses caractéristiques sont :
� A chaque étape k la direction dk est obtenue comme combinaison linéaire dugradient courant et de la direction précédente dk = − ∇J(xk) + βk dk−1.
� Le calcul du pas optimal pk est exact.
� Les coe�cients βk sont choisis de telle manière que dk soit conjuguée avectoutes les directions précédentes, ce qui permet la convergence en n itérations.La méthode de Fletcher-Reeves est une extension du gradient conjugué pour unefonction quelconque, les di�érences sont :
� Une autre formule pour le calcul des coe�cients βk qui permettent d'obtenirla direction dk.
� Le calcul du pas pk s'e�ectue par recherche linéaire.
� Un test d'arrêt est nécessaire.Cette méthode est intéressante car elle ne nécéssite pas de stocker une matrice etsa vitesse de convergence est très supérieure à celle de la méthode du gradient.Méthode de Newton Nous détaillons ici un algorithme fondamental parmi lesméthodes de descente.Soit xk ∈ R

n le point courant, on va remplacer J par son approximation quadratique
J̃ , approximation valable au voisinage de xk, en considérant le développement deTaylor à l'ordre 2 :

J̃(h) := J(xk) + hT ∇J(xk) +
1

2
hT ∇2J(xk) h ' J(xk + h) (I.7)avec 39



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME
� ∇J(xk) ∈ R

n×1 le gradient de J en xk,
� ∇2J(xk) ∈ R

n×n la hessienne de J en xk.Pour trouver xk+1, on calcule le minimum de l'approximation J̃(h) :
� Si ∇2J(xk) est dé�nie positive, alors ce minimum existe et est unique.
� Il est donné par le point critique solution de :

∇J̃(h) = ∇J(xk) + ∇2J(xk) h = 0 ⇔ ∇2J(xk) h = − ∇J(xk). (I.8)On résoud le système linéaire précédent et la solution hk est la direction de Newton,qui est une direction de descente si ∇2J(xk) dé�nie positive.L'intérêt de cette méthode est que la suite des itérés converge de manière quadra-tique, mais uniquement si le point de départ est proche de la solution, ce qui en limitel'intérêt. Il faut d'autre part calculer la hessienne, ce qui est souvent prohibitif enterme de coût de calcul.3.3.3 Algorithme de Levenberg-MarquardtMéthodes de quasi-Newton Le principe d'une méthode de quasi-Newton (voirpar exemple [BGLS03]) est de remplacer ∇2J(xk) par une approximation moinscoûteuse Gk.On obtient une direction dk en résolvant le système linéaire
Gk dk = − ∇J(xk). (I.9)La condition pour assurer une direction de descente est : Gk matrice dé�nie positive(en e�et, on a alors dTk ∇J(Xk) = − dTk Gk dk < 0).Suivant la stratégie de construction de Gk on obtient des algorithmes dont les plusconnus sont l'algorithme DFP (pour Davidon, Fletcher, Powel) et l'algorithme BFGS(pour Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno).Méthode de Gauss-Newton On considère ici f(x) := (f1(x) . . . fp(x))

T avec fj :
R
n → R une fonction erreur par exemple, et on veut résoudre le système d'équationsnon linéaires f(x) = 0 au sens des moindres carrés.On construit à cet e�et une fonction coût à minimiser

J(x) :=
1

2
‖f(x)‖2

2 =
1

2
f(x)T f(x) =

1

2

p∑

i=1

fi(x)
2. (I.10)La méthode de Gauss-Newton est une méthode de quasi-Newton appliquée à laminimisation de J .Le gradient et la hessienne prennent ici des formes particulières :40



3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES
∇J(xk) = DfT (xk) f(xk)

=
∑p

j=1 fj(xk) ∇fj(xk)

∇2J(xk) = DfT (Xk) Df(Xk) +
∑p

j=1 fj(xk) ∇2fj(xk).

(I.11)Dans le calcul de ∇2J(xk), à proximité de la solution les fi sont petits, et ennégligeant alors le deuxième terme on dé�nit la matrice de Gauss-Newton
Gk := DfT (xk) Df(xk) =

p∑

j=1

∇fj(xk) ∇fj(xk)T ' ∇2J(xk). (I.12)Cette matrice Gk possède une propriété intéressante : elle est symétrique semi-dé�nie positive.La vitesse de convergence au voisinage d'un minimum de cette méthode dépend decombien le terme DfT (xk) Df(xk) domine le deuxième terme négligé de la hessienne
∇2J(xk) (voir [NW99]) : dans les cas favorables, elle est de l'ordre de celle de laméthode de Newton (quadratique), pour un coût de calcul très inférieur .Méthode de Levenberg-Marquardt On modi�e la méthode précédente : on doitrésoudre le système linéaire Gk dk = − ∇J(xk).On pose

G̃k = Gk + ρ In (I.13)avec � ρ ∈ R
+∗,

� In la matrice identité.L'idée de l'algorithme de Levenberg-Marquardt (initialement [Lev44] et [Mar63])est d'apporter une correction à Gk qui ne perturbe pas la solution et qui permet :
� de rendre Gk aussi proche que possible d'une matrice dé�nie positive, de ma-nière à assurer une direction de descente et accélérer la convergence,
� de conserver la propriété de symétrie de Gk.Pour résoudre le système linéaire, on peut utiliser :
� si le rang G̃k est maximal, une méthode classique pour inverser G̃k,
� sinon, une méthode de gradient conjugué préconditionné.Finalement, le système linéaire à résoudre pour trouver la direction de descente dkau rang k est




p∑

j=1

∇fj(xk) ∇fj(xk)T + ρ In


 dk = −

p∑

j=1

fj(xk) ∇fj(xk). (I.14)La vitesse de convergence locale de cette méthode est similaire à celle de Gauss-Newton (voir [Kel99]). En pratique, dans de nombreux cas la convergence est rapide,ce qui fait de l'algorithme de Levenberg-Marquardt une méthode e�cace avec uncoût de calcul réduit. 41



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME4 Optimisation topologiqueDans notre étude, nous voulons optimiser la géométrie de l'antenne en minimisantle nombre d'ER.Nous présentons dans la suite les méthodes de l'optimisation topologique, présentéesdans [BS03] : nous �nissons par les méthodes utilisant la notion de gradient topo-logique, car nous utiliserons une version simpli�ée de ce concept dans l'algorithmede conception de l'antenne.4.1 FormulationL'industrie (aéorospatiale, automobile,...) utilise l'optimisation topologique pour laconception des structures mécaniques ou éléments électromagnétiques (par exemple[Cal04]).Un problème d'optimisation de forme d'un objet est dé�ni avec :
� Des paramètres de conception x = (x1, . . . , xn) soumis à d'éventuelles contraintes
gi(x) ≤ 0, i = 1 . . . m.Ces paramètres dé�nissent ici une forme ω, ouvert borné dans un domaine deréférence Ω ∈ R

d, d = 2, 3 de l'espace. On note dans la suite ω pour x.
� Un modèle dont la solution u permet d'évaluer le comportement (mécanique,électromagnétique,...) de l'objet.Le cas le plus courant consiste à résoudre une équation d'état E(u(ω), ω) = 0avec une méthode d'éléments �nis.
� Un critère ou fonction coût que l'on cherche à minimiser

J : R
n → R. (I.15)La formulation mathématique la plus générale du problème d'optimisation topolo-gique est alors

{
min
ω∈Ω

J(u(ω), ω)

gi(u(ω), ω) ≤ 0, i = 1 . . . m.
(I.16)Dans la suite on note de manière plus simple

{
min
ω∈Ω

J(ω)

gi(ω) ≤ 0, i = 1 . . . m.
(I.17)Remarques

� En pratique, les fonctions J et gi sont la masse, ou le déplacement, ou lacompliance qui mesure la rigidité,...
� La topologie de l'objet en dimension deux est caractérisée par le nombre de"trous". 42



4. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE4.1.1 MéthodesSelon la nature des paramètres employés et par ordre croissant de complexité, ondistingue les méthodes suivantes, avec une illustration sur la �gure I.12.

Fig. I.12 � Les méthodes de l'optimisation topologiqueOptimisation de dimensionnement Les paramètres sont les longueurs, les sec-tions, les épaisseurs,... Les parties �xes sont la géométrie et la topologie.Avec l'optimisation de dimensionnement , on limite considérablement la variété desformes possibles.Optimisation de forme (ou géométrique) Les paramètres sont les contours oules surfaces (c'est-à-dire la géométrie). La partie �xe est la topologie.La limitation vient ici du fait que le résultat dépend fortement de la forme initiale :on part à priori d'une forme connue, on obtient des formes successives au cours desitérations en faisant varier continuement les frontières de l'objet.C'est la méthode employée par les logiciels d'optimisation classiques dans les bu-reaux d'études, qui ont remplacé la conception par essais successifs. Elle s'appliqueà des modèles et fonctions coût quelconques, mais elle peut être coûteuse à causedu remaillage si le modèle est une équation résolue numériquement On obtient sou-vent de nombreux minima locaux, et la forme �nale reste alors dans des schémasclassiques.Optimisation topologique Le paramètre est la topologie, il n'y a pas ici de res-trictions sur la forme.On s'autorise ici à créer ou faire disparaître de la matière (trous, changements deconnexion,...), cela permet en phase de préconception de remettre en question laforme habituelle. 43



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEDans la pratique, si la forme trouvée ne répond pas aux contraintes techniquesou physiques, on peut ajouter une phase optimisation de forme après l'optimisa-tion topologique, dont le rôle est alors de donner les caractéristiques générales de lastructure.Mise en oeuvre Les algorithmes en optimisation de forme et topologique consistentà partir d'une forme de départ w0, et par itérations successives, trouver des formes
wk qui améliorent la fonction coût J jusqu'à la forme optimale.Pour l'initialisation, on peut prendre comme forme initiale :

� En optimisation de forme : une forme connue (une solution existante).
� En optimisation topologique :

� Une forme pleine, par exemple tout le domaine Ω : on va enlever de lamatière lors des itérations.
� Une forme vide : on va ajouter de la matière.
� Une forme intermédiaire : on peut �xer certaines parties du domaine Ωcomme vides ou pleines, cela revient à restreindre l'ensemble des formesadmissibles.Dans les sections suivantes, nous présentons les grandes méthodes d'optimisationtopologique.4.2 Méthodes de distribution de matièreOn trouvera un exposé sur les méthodes suivantes dans [Ben89].4.2.1 Paramétrisation de la formeLe problème d'optimisation topologique consiste à répartir un matériau dans ledomaine Ω pour créer une forme.La forme ω(x, ρ(x)) est paramétrisée ici par un point x du domaine et la densité dematière ρ en ce point :

� une forme classique par une densité de matière discrète, c'est-à-dire une fonctioncaractéristique notée χ
χ : Ω → {0, 1}

x 7→ 0 si x /∈ ω absence de matériau (trou)
7→ 1 si x ∈ ω présence de matériau

� une forme généralisée par une densité de matière continue ρ
ρ : Ω → [0, 1]

x 7→ 0 si x /∈ ω
7→ a > 0 si x ∈ ωIci, la présence de matériau avec une densité intermédiaire doit être interprétée parla méthode (par exemple comme un matériau composite).44



4. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE4.2.2 DiscrétisationLe problème (I.17) est continu en espace (paramètre x), pour le résoudre numéri-quement, une idée naturelle est de discrétiser.On crée un maillage de conception, qui peut être di�érent d'un éventuel maillageéléments �nis, et on distribue le matériau sur chaque élément de ce mailage. Onobtient un problème d'optimisation discrète.Limitations
� Si le maillage de conception n'est pas grossier, c'est un problème de grandetaille, or comme l'optimisation discrète est coûteuse en calcul, on ne connaîtpas d'algorithme e�cace.
� C'est un problème mal posé, la solution présente une dépendance au maillage :si on résoud une suite de problèmes avec des maillages de conception de plus enplus �ns, la suite des solutions ne converge pas. Quand on ra�ne le maillage,on obtient des formes avec de plus en plus de trous de petite taille au lieud'obtenir une représentation plus précise d'une même structure optimale.4.2.3 Relaxation : méthodes d'homogénéisation et SIMPUne autre stratégie consiste à travailler avec une forme généralisée, dé�nie dans lasection 4.2.1 avec une densité continue entre 0 (pas de matière) et 1 (de la matière) :on autorise une in�nité de matériaux, on dit qu'on a relaxé le problème.En élargissant l'espace des formes admissibles, la relaxation rend les problèmes bienposés.D'un point de vue mécanique, on considère un matériau dont il est nécessaire dedé�nir les propriétés macroscopiques notées Aρ pour les densités intermédiaires entre0 et 1, qui interviennent dans les calculs.On peut utiliser pour cela les méthodes :
� d'homogénéisation (voir [BK88] , [All01]) : le matériau est dé�ni comme com-posite avec une microstructure particulière qui permet de déduire les propriétésmacroscopiques et donc de �xer Aρ.On obtient la solution comme une forme généralisée constituée de densités in-termédiaires, non fabricable. Pour obtenir une forme non composite constituéede plein (ρ = 1) et de vide (ρ = 0), on applique une étape de pénalisation :on e�ectue quelques itérations supplémentaires où on force la densité à prendredes valeurs proches de 0 et 1.
� SIMP (pour Solid Isotropic Material with Penalization, voir [Ben89]) : on utiliseun matériau �ctif en �xant arbitrairement Aρ. Elle est plus simple car on n'aplus besoin de dé�nir de microstructure associée.Pour la large classe de problèmes consistant à minimiser la masse en maximi-sant la rigidité, l'étape de pénalisation n'est pas nécessaire car elle est implicite :45



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈMEdans la formulation de la méthode, les grandes valeurs d'un paramètre p amènentles densités intermédiaires à prendre naturellement lors de l'optimisation les va-leurs 0 ou 1.Cependant, si on choisit une valeur de p trop grande, on obtient des minimalocaux et donc une solution sensible au choix de la forme de départ. Dans lapratique, on applique plusieurs fois l'algorithme en augmentant lentement lavaleur de p.On a alors les caractéristiques :
� avantage : on peut utiliser des algorithmes d'optimisation continue e�caces,
� inconvénient : méthode limitée pour l'instant au cas de l'élasticité linéaire.Les deux schémas des �gures I.13 et I.14 illustrent le principe des méthodes précé-dentes.

Fig. I.13 � Méthodes de relaxation : principe4.3 Méthodes utilisant un gradient de formePour un exposé des méthodes de cette section, le lecteur peut se référer à [SZ92].4.3.1 Paramétrisation de la formeLa forme ω est paramétrisée ici par sa frontière notée δω.46



4. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

Fig. I.14 � Méthodes de relaxation : illustrationOn cherche alors l'in�uence des variations de la frontière de ω sur la fonction coût
J .Dé�nition Avec les notations de la section 4.1, on considère

� ω0 un domaine de départ,
� ω = (Id+ θ)(ω0), avec θ ∈ C1(Rd,Rd), le domaine déformé.Le gradient de forme de J en ω0 est la di�érentielle (au sens de Fréchet) notée

DFJ(ω0) de la fonction θ 7→ J((Id + θ)(ω0)) en 0, c'est-à-dire :
J((Id+ θ)(ω0)) = J(ω0) +DFJ(ω0)(θ) + o(θ). (I.18)Son expression est connue pour des fonctions particulières (comme la compliance)mais peut être di�cile à calculer. 47



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME4.3.2 Méthode de lignes de niveauxCette méthode est présentée dans [ADGJT05] : on capture une forme ω ⊂ Ω surun maillage �xe de Ω comme une ligne de niveau
Ψ : Ω → R avec Ψ(x) = 0 ⇔ x ∈ δω

Ψ(x) < 0 ⇔ x ∈ ω
Ψ(x) > 0 ⇔ x /∈ ωAu cours des itérations, la forme ω(t) va évoluer selon un temps t avec une vitesse

V (x, t) :pour améliorer ω, c'est-à-dire faire décroître J , on va transporter sa frontière, c'està dire la ligne de niveau Ψ = 0, suivant la direction opposée au gradient de forme, tjoue le rôle de pas de descente.Cette méthode est classée dans l'optimisation topologique car elle permet la dispa-rition ou fusion de trous existants.On a alors les caractéristiques :
� avantage : pas de remaillage de la forme nécessaire au cours des itérations,
� inconvénient : l'algorithme conduit généralement à un minimum local, donc lasolution dépend fortement de la forme de départ.Pour créer de nouveaux trous, on peut utiliser cette méthode couplée avec celle dugradient topologique (voir section suivante), qui donne l'information nécessaire.4.3.3 Gradient topologiqueConnue au départ sous le nom de "bubble method" dé�nie par Schumacher (voir[EKS94] ), cette méthode consiste à introduire un trou de petite taille dans le domaineet à l'agrandir avec une méthode d'optimisation de forme classique.La justi�cation mathématique a été apportée par Sokolowski (voir [SZ99]).Dé�nition Données :
� ω ⊂ R

d, d = 2, 3 la forme,
� δ ⊂ R

d un trou contenant l'origine,
� x0 ∈ ω, ρ > 0

� ωρ = ω \ δρ avec δρ = x0 + ρ δ, le domaine perforé.On dit que la fonction J : Ω → R admet un développement asymptotique topolo-gique si
J(ωρ) = J(ω) + ρd DTJ(x0) + o(ρd). (I.19)alors DTJ(x0) est appelé le gradient topologique de J au point x0.48



4. OPTIMISATION TOPOLOGIQUEIntérêt Le gradient topologique donne une information sur l'opportunité de faireapparître un trou à un endroit de la structure :soit J à minimiser, si DTJ(x0) < 0 alors créer un trou en x0 fait décroître J .Calcul Le professeur Masmoudi, du laboratoire MIP, a développé une méthode ad-jointe qui permet de calculer l'expression du gradient topologique pour des fonctionscoûts générales (voir [Mas01], [GGM01]).Pour cela, on utilise :
� la méthode du lagrangien généralisé,
� la troncature de domaine.Cette méthode est en général peu coûteuse, mais le calcul du gradient topologiquepeut être di�cile ; on peut utiliser dans ce cas une approximation.On connaît son expression dans le cas de l'élasticité linéaire ou en électromagnétismepour les équations de Maxwell (voir [CGGM00], [Sam04], ).Utilisation Exemple d'algorithme :
� Initialisation : forme ωk = ω0

� Tant que le test d'arrêt est non satisfait
� calculer uk et pk solutions directes et adjointes de l'équation d'état
� calculer le gradient topologique Dk

TJ(x) pour tout x ∈ ωk

� ωk+1 = {x ∈ Ωk;D
k
TJ(x) ≥ 0}

� k = k + 1En pratique, on discrétise en espace selon le paramètre x, on dispose donc d'unmaillage de conception.Ses éléments sont classés suivant la valeur du gradient topologique obtenue, c'est-à-dire suivant leur sensibilité à la présence de matiére : les éléments de valeur négativeou la plus faible sont supprimés.Résultat complémentaire Soit J de la forme
J : Ld(ω) → R , d = 1, 2.On dé�nit :

� La forme linéaire g associée à J ′(c) par J ′(c) δc =
∫
Ω g δc ,et on suppose que g est régulière. 49



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLÈME
� Une perturbation topologique dans une boule centrée en x0 par

δcε =

{
δ dansB(x0, ε)
0 ailleurs. (I.20)

� La mesure de la boule ρ(ε) = mes(B(x0, ε)).Sous ces conditions, on a
J(c+ δcε) = J(c) + g(x0) δ ρ(ε) + o(ρ(ε)). (I.21)On en déduit que dans ce cas le gradient topologique DTJ coincide avec le gradientclassique J ′.
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Chapitre IIOptimisation des loisd'alimentation
Sommaire1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512 Description du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . 522.1 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 522.2 Contraintes de rayonnement . . . . . . . . . . . . . . . . . 542.3 Problème d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563 Etude préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.2 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.3 Modélisation et idées clés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744 Etude industrielle : projet OTOP . . . . . . . . . . . . . . 854.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 854.2 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 864.3 Modélisation et idées clés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 894.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 971 IntroductionEn vertu du principe de découplage des problèmes, (voir section 2.2.3 du chapitreI page 21) nous allons d'abord résoudre le problème de synthèse de réseau, ouoptimisation des lois d'alimentations.Nous cherchons la loi d'alimentation d'une antenne réseau, c'est-à-dire un vecteurcomplexe qui indique la phase et le module qui seront appliqués à chaqueER, et qui permet de véri�er le gabarit demandé, c'est-à-dire les contraintes derayonnement (voir en section 2.2.1 page 18).La méthode générale consiste à dé�nir une fonction qui mesure l'erreur entre lerayonnement de l'antenne pour une alimentation donnée et le gabarit : il faut alorsminimiser cette fonction coût. 51



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONLe rayonnement est une fonction explicite de type quadratique : nous pouvonsainsi facilement calculer son gradient et utiliser des méthodes d'optimisation per-formantes.Cependant, ce problème d'optimisation est di�cile, avec un grand nombre deminima locaux (voir [Dub97] et [DA97]). En e�et, la dimension de l'espace derecherche est élevée par rapport aux problèmes de synthèse de réseau classiques,puisque l'antenne de départ comporte plusieurs centaines d'ER.Nous avons choisi l'approche suivante :
� Il est naturel pour un ingénieur de travailler avec le module et la phase del'alimentation : cependant, la phase introduit une forte non-linéarité à causede l'exponentielle complexe.Pour réduire cette non-linéarité, nous prenons alors comme variables d'op-timisation les parties réelle et imaginaire des composantes de l'alimenta-tion.De la même façon, la conversion en décibels est fortement non-linéaire à causedu logarithme, nous travaillerons donc avant cette conversion.
� L'idée fondamentale suivante est de reformuler le problème sous formesimple avant d'appliquer l'algorithme d'optimisation : nous utilisons le prin-cipe de conservation de l'énergie pour modi�er les contraintes derayonnement et rendre le problème convexe.La solution unique du problème transformé est alors le minimum globaldu problème initial.2 Description du problème2.1 DonnéesEléments rayonnants élémentaires : ERel L'antenne de départ (voir �gureII.1) est constituée d'un réseau plan régulier de n éléments rayonnants élémentaires,notés ERel dans la suite, remplissant un disque.Eléments rayonnants : ER Les ERel sont considérés comme des briques carréesde taille �xe servant à former des éléments rayonnants rectangulaires, notés ER dansla suite, par regroupements.Nous obtenons alors une antenne à réseau plan irrégulier de n ER (voir �gure II.2).Alimentation a Les ERel ou les ER sont contrôlés chacun avec un module etune phase, et l'alimentation de l'antenne est notée a = (a1, . . . , an)

T ∈ C
n, avec

aj = Aj e
iϕj .Directivité D La superposition des champs rayonnés par les ER nous donne lerayonnement global de l'antenne, évalué par la directivité notée D qui est calculableen tout point de la Terre. 52



2. DESCRIPTION DU PROBLÈME

Fig. II.1 � Antenne réseau à maille régulière

Fig. II.2 � Antenne réseau à maille régulière (trois motifs d'ER di�érents) dans sonrepère cartésienDiscrétisation de la Terre On considère qu'on discrétise l'ensemble des direc-tions de rayonnement, et on note xj = (xj , vj), j ∈ Jp = {1 . . . p} les points de53



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONdiscrétisation (ou de maillage) sur la Terre associés, appelées stations.2.2 Contraintes de rayonnementLa directivité de l'antenne D doit véri�er un certain nombre de contraintes en chaquepoint de maillage de la Terre (voir �gure II.7) a�n de contrôler le rayonnement émis.Ces contraintes dé�nissent le gabarit de l'antenne, et consistent en un niveau mini-mum et/ou maximum de directivité dans chaque zone.2.2.1 Zones de gain et d'isolationDans la zone de gain, on cherche à augmenter le rayonnement utile (lobe principal).Dans la zone d'isolation au contraire, on cherche à diminuer le rayonnement (lobessecondaires).On note :
� JGain et JIsol les indices des points de maillage respectivement de la zone degain et d'isolation,
� GGain et GIsol les valeurs de rayonnement désirées respectivement sur la zonede gain et d'isolation.Remarque On peut aussi introduire une zone d'interférence, qui est traitée commeune deuxième zone d'isolation avec une valeur de rayonnement désiré di�érente.2.2.2 Modélisation des contraintesOn note D(a, xj), ou Dj(a) , la fonction de rayonnement associée à l'alimentation

a et au point xj du maillage Terre.Sur chaque point de maillage xj, le niveau de rayonnement désiré est donné pardeux valeurs notées
� Gmj pour le niveau de rayonnement minimum souhaité,
� GMj pour le niveau de rayonnement maximum souhaité.On note cj(a) la contrainte de gabarit, di�érence entre le rayonnement calculé Djet celui souhaité Gj (on écrit cette di�érence pour qu'elle soit négative quand lacontrainte est respectée).Gabarit de type intervalle Le gabarit est ici l'intervalle des valeurs admissiblespour le rayonnement, dé�nies en chaque point de maillage Terre.Mathématiquement, on veut résoudre le problème :calculer la loi d'alimentation a telle que54



2. DESCRIPTION DU PROBLÈME
∀j ∈ Jp Gmj 6 Dj(a) 6 GMj ⇐⇒ ∀j ∈ Jp

{
cj(a) = Gmj −Dj(a) 6 0

cj(a) = Dj(a) −GMj 6 0. (II.1)C'est à dire le rayonnement D véri�e le gabarit en tout point du maillage Terre.On peut représenter ce gabarit à valeurs dans des intervalles par exemple par la�gure II.3.

Fig. II.3 � Gabarit à valeurs dans des intervallesGabarit de type minimum-maximum Dans ces cas là, le gabarit peut se pré-senter avec une seule contrainte de type inégalité par point de maillage Terre, et leproblème s'écrit :calculer la loi d'alimentation a tel que
{

∀j ∈ JGain cj(a) = GGain −Dj(a) 6 0
∀j ∈ JIsol cj(a) = Dj(a) −GIsol 6 0

(II.2)avec
� ∀j ∈ Jp GGain := Gmj ,
� ∀j ∈ Jp GIsol := GMj .On peut représenter un gabarit à valeurs minimum ou maximum par exemple parla �gure II.4. 55



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION

Fig. II.4 � Gabarit à valeurs minimum ou maximum2.3 Problème d'optimisation2.3.1 Erreur localeEn un point de maillage xj �xé, on dé�nit l'erreur locale σj par
σj := cj(a)

+ := cj(a) si cj(a) > 0
:= 0 si cj(a) < 0.

(II.3)Ainsi, l'erreur locale
� reste strictement positive si la contrainte de gabarit n'est pas véri�ée en xj,
� est nulle si la contrainte de gabarit est véri�ée en xj.2.3.2 Erreur globale : fonction coûtOn peut alors dé�nir l'erreur globale σ à partir de l'ensemble des erreurs locales

σ(a) := ‖(σ1, . . . , σp)‖ , σj ∈ Jp (II.4)avec ‖.‖ une norme usuelle de R
n. On choisira la formulation adaptée selon le gabaritproposé et le contexte du problème à résoudre.Ainsi, l'erreur globale

� est strictement positive si la contrainte de gabarit n'est pas véri�ée en tout xj,
� est nulle si la contrainte de gabarit est véri�ée partout.56



2. DESCRIPTION DU PROBLÈMERemarque On peut dé�nir de manière analogue :
� l'erreur sur zone de gain σGain(a) := ‖(σ1, . . . , σpGain

)‖ , σj ∈ JGain,
� l'erreur sur zone d'isolation σIsol(a) := ‖(σ1, . . . , σpIsol

)‖ , σj ∈ JIsol.2.3.3 FormulationOn choisit σ(a) comme fonction coût pour obtenir un problème d'optimisation : sion minimise sa valeur jusqu'à zéro, on résoud le problème de synthèse de réseau.
{

min
a∈Cn

σ(a)sous des contraintes éventuelles sur a. (II.5)Parmi les formulations possibles selon la norme choisie pour l'erreur globale, onpeut citer les suivantes.Problème de type minmax




min
a∈Cn

(
max
j∈Jp

σj

)sous des contraintes éventuelles sur a. (II.6)On contrôle au mieux le rayonnement car on maîtrise le maximum de l'écart entreles diagrammes calculé et souhaité. Mais la fonction coût n'est pas di�érentiable.Problème de type moindres carrés




min
a∈Cn


∑

j∈Jp

σ2
j


sous des contraintes éventuelles sur a. (II.7)Dans certains cas, le rayonnement peut osciller car on ne maîtrise pas forcémentles écarts importants qui peuvent apparaître dans certaines directions. Mais ici lafonction coût est di�érentiable : nous pourrons utiliser des méthodes d'optimisatione�caces.Pondération On peut chaque fois que l'on considère plusieurs critères d'erreur àminimiser, au niveau local avec σj ou au niveau des zones avec σGain et σIsol, leurassocier des poids ou coe�cients de pondération, qui sont des constantes positives.On peut ainsi augmenter la contribution de l'un des critères d'erreur à la fonctioncoût en choisissant un poids plus important que les autres, et ainsi privilégier lasatisfaction de la contrainte associée.Exemple σ(a) = α1 σGain + α2 σIsol avec (α1, α2) ∈ R

+∗ × R
+∗.En choisissant α1 grand par rapport à α2, on cherchera à satisfaire en priorité lacontrainte sur la zone de gain. 57



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION2.3.4 RésolutionDans le cas général d'une synthèse de réseau, quand on a tranformé les contraintesde gabarit en une fonction coût, on doit résoudre un problème d'optimisation globaleéventuellement sous contraintes.En fonction des caractéristiques du problème à résoudre, on choisit alors une desméthodes présentées dans la section 3 du chapitre I.C'est ce que nous allons faire pour les deux études présentées dans la suite.
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3. ETUDE PRÉLIMINAIRE3 Etude préliminaire3.1 IntroductionThalès a d'abord fourni au laboratoire MIP une étude de faisabilité sur un cas testque nous allons présenter dans cette section.L'objectif était de véri�er si une méthode algorithmique pouvait réduire signi�ca-tivement le nombre de contrôles utilisés dans l'antenne en regroupant des élémentsrayonnants, tout en continuant à satisfaire au mieux les contraintes.Ce cas test nous a permis d'établir la méthode de calcul des lois d'alimentationoptimales.Ici, la formule explicite de la directivité D comme quotient permet d'éviter unecontrainte sur l'alimentation a : pour obtenir une alimentation physiquement réali-sable, il su�t de normer la solution obtenue.Seules les contraintes de rayonnement sont à respecter.L'idée majeure est de transformer, grâce au principe de conservation de l'énergie,un problème di�cile de maximisation de la directivité en un problème convexe deminimisation : au lieu maximiser le rayonnement à l'intérieur de la zone utile, quiest un spot �n, nous allons le minimiser à l'extérieur.3.2 DonnéesNous présentons maintenant les hypothèses du problème physique à traiter.3.2.1 AntenneL'antenne est dé�nie par un réseau de n ER rectangulaires qui remplissent un disquede diamètre Dant.Pour chaque ER d'indice j (voir �gure II.5) :
� son centre par rapport au centre O de l'antenne est noté Mj,
� il est constitué de sources élémentaires appelées patchs :

� Qj patches en hauteur,
� Pj patches en longueur,
� Qj et Pj des puissances de deux,
� la distance entre deux patchs est d = 0.9 · λ, avec λ la longueur d'onde.L'antenne de départ est une antenne formée d'un réseau à maille régulière d'ERelcarrés.3.2.2 DirectivitéAlimentation On associe à chaque ER j ∈ 1, . . . , n un module Aj et une phase

ϕj .La loi d'alimentation de l'antenne est notée a = (a1, . . . , an)
T ∈ C

n, avec aj =
Aj e

i ϕj . 59



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION

Fig. II.5 � Exemple d'ER 4x2 patchesChamp d 'un ER On note x ∈ R
2 un point de la Terre :

� x = (u, v)T les coordonnées cartésiennes utilisées pour les calculs,
� x = (r, θ, ϕ) les coordonnées sphériques utilisées pour les dé�nitions,
� (θ, ϕ) est la direction correspondante à −→

Ox (voir �gure II.2).Le champ rayonné par un patch est donné par
e(x) = cos

(
πθ

2θ1

)α
. (II.8)Le champ rayonné par l'ER j est donné par

Ej(x) =
sin(ψuPj)

sin(ψu)

sin(ψvQj)

sin(ψv)
e(x) (II.9)avec

ψu =
πdu

λ
et ψv =

πdv

λ
. (II.10)Ces formules sont déduites des équations de Maxwell qui régissent les phénomènesde propagation des ondes électromagnétiques (voir [Bal97]).Intéractions entre sources Nous utilisons un hypothèse de travail fondamentale :les intéractions entre sources sont négligées.60



3. ETUDE PRÉLIMINAIREChamp du réseau Dans ce cadre, on peut appliquer un théorème de superpositiondes champs (voir [Tho90]) à l'ensemble des sources élémentaires, qui sont les patches,pour calculer le champ E, ou diagramme de rayonnement, du réseau en fonction de
e(x) :

E(a, x) =

n∑

j=1

nj∑

k=1

aj e
i 2π

λ
〈−−−→ONk,

−→
Ox〉e(x). (II.11)avec

� nj = Pj ×Qj le nombre de patches constituant l'ER j,
� Nk le centre du patch k dans l'ER j.Après les calculs présentés en annexe 2, la formule se simpli�e et on obtient l'ex-pression suivante :

E(a, x) =
n∑

j=1

aj e
i 2π

λ
〈−−−→OMj ,

−→
Ox〉 Ej(x). (II.12)On peut donc exprimer le champ total comme une combinaison linéaire à coe�cientscomplexes des champs des ER.On obtient la fonction champ

E : C
n × R

2 −→ C

(a, x) 7−→ E(a, x) =

n∑

j=1

aj Êj(x)
(II.13)avec Êj(x) := ei

2π
λ
〈−−−→OMj ,

−→
Ox〉Ej(x) ∈ C ;Directivité Nous rappelons qu'on calcule la directivité en prenant l'énergie (oupuissance) rayonnée dans une direction divisée par l'énergie totale.La directivité de l'antenne est donnée par la fonction

D : C
n × R

2 −→ R

(a, x) 7−→ D(a, x) = 4π
|E(a, x)|2∫∫

Ω |E(a, x)|2 sin θ dθdϕ
.

(II.14)Exprimée en décibels, nous la noterons D̃ := 10. log10(D) = 10 ln(D)
ln(10) .La fonction directivité intervient dans la fonction coût, et nous pouvons calculerexplpicitement son gradient (voir calcul en annexe 2).61



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONNormalisation en puissance La directivitéD véri�e la propriété suivante : commele champ E est linéaire en a, D est constante par homothétie
∀λ ∈ R D(λ a) = D(a). (II.15)Or l'alimentation recherchée est physiquement réalisable pour une puissance donnée,par exemple ‖a‖ = 1.Chaque composante de a correspond à un dispositif électronique de contrôle branchéderrière chaque ER, et la puissance est ensuite répartie sur chaque contrôle, et dé�nitainsi les modules de a.Nous pouvons donc ici travailler sans contrainte sur a, il su�t de normaliser l'ali-mentation à la �n du processus d'optimisation.Propriété quadratique convexe L'énergie totale rayonnée par l'antenne est constantepour une alimentation a de norme (ou puissance) �xée.Dans l'expression précédente, le dénominateur est constant, et nous obtenons

D(a, x) = K |E(a, x)|2 = K

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

aj Êj(x)

∣∣∣∣∣∣

2 (II.16)avec K constante réelle.La directivité D(a) s'écrit donc comme un module au carré, et si nous exprimons
aj = (xaj

, yaj
) sous forme de partie réelle et imaginaire, nous obtenons une fonctionde type quadratique et convexe par rapport aux composantes de a.3.2.3 Zones sur la TerreOn dé�nit les zones suivantes pour les contraintes de rayonnement (voir tableau II.1et �gure II.6) :avec (Rt, Ru, Rv , Rc, Rsp) ∈ (R+∗)5 des constantes données.La zone de couverture est une ellipse, et son centre (U1, V1) est la direction danslaquelle pointe l'antenne.Ces zones seront discrétisées par un maillage qui n'est pas imposé à priori. Il seracomposé des points notés xk = (uk, vk)

T , k ∈ Jp = {1, . . . , p}.3.2.4 Contraintes de rayonnementLe gabarit est dé�ni par les contraintes suivantes (tableau II.2) pour un spot k �xé :Les zones de gabarit sont disjointes, ainsi à un point quelconque sur la Terre onassocie une unique contrainte de gabarit.Les contraintes de gabarit s'écrivent alors :62



3. ETUDE PRÉLIMINAIRE
Zone Notation Dé�nitionpour x = (u, v)TSpot k Φ0 (u− uk)

2 + (v − vk)
2 6 R2

spCouronne autour du spot k Φ1 R2
sp < (u− uk)

2 + (v − vk)
2 6 R2

cZone de couverture Φ2

(
u−U1
Ru

)2
+
(
v−V1
Rv

)2
6 1Terre Φ3 (u2 + v2) 6 R2

tEspace total Φ4Tab. II.1 � Zones sur la Terre pour les contraintes
Zone de gabarit Notation ObjectifZone utile Φ0 Puissance maximaleZone d'interférence Φ2 \ (Φ0 ∪ Φ1) Isolation entre spotsZone d'isolation Φ3 \ Φ2 Eviter les remontéesde lobes de réseauxHors Terre Φ4 \ Φ3 Eviter les pertespar débordementTab. II.2 � Contraintes de rayonnement
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION

Fig. II.6 � Domaines sur la Terre




∀x ∈ Φ0 g̃0 6 D̃(a, x) 6 g̃0 + d̃0

∀x ∈ Φ2 \ (Φ0 ∪ Φ1) D̃(a, x) 6 g̃0 − d̃1

∀x ∈ Φ3 \ Φ2 D̃(a, x) 6 g̃0 − d̃2∫∫
Φ4\Φ3

D̃(a, x) dx 6 10
100

∫∫
Φ4

D̃(a, x) dx.

(II.17)Les valeurs g̃0, d̃0, d̃1, d̃2 ∈ (R+∗)4 positives et données en décibels dé�nissent legabarit, qui doit correspondre aux capacités de l'antenne pour pouvoir être réalisé.La première contrainte signi�e qu'on veut une puissance de rayonnement maximaledans la zone de gain, qui est le spot Φ0.Les deux contraintes suivantes signi�ent qu'on veut abaisser la puissance respecti-vement
� dans la zone d'interférence, qui est la zone de couverture, hors spot Φ0 entouréde la couronne Φ1,
� dans la zone d'isolation, qui est la Terre hors zone de couverture.La dernière contrainte ne dépend pas de x et signi�e qu'on veut la puissance horsTerre inférieure à 10% de la puissance totale.3.3 Modélisation et idées clés3.3.1 Idée clé : réduire la non linéaritéConversion en décibels La conversion de la directivité en décibels a�n d'appli-quer les contraintes de gabarit dé�nissant le problème, permet d'obtenir des valeursplus facilement interprétables, qui varient sur une plus petite échelle.64



3. ETUDE PRÉLIMINAIREMais du point de vue des propriétés mathématiques de la fonction directivité D̃ quidé�nit la fonction coût, on applique à l'expression de D (voir section 3.2.2) un loga-rithme, qui est une application non linéaire, et qui va donc faire perdre la propriétéquadratique en a : or une fonction de type quadratique a de bonnes propriétés envue d'une minimisation.L'idée est donc de ne convertir en décibels qu'à la �n de l'algorithme d'optimisation,uniquement pour comparer avec les valeurs d'origine du gabarit données en décibels.On note
� D̃ la directivité exprimée en dB, utilisée pour véri�cation et a�chage des ré-sultats,
� D la directivité avant la conversion en dB, utilisée pour les calculs.On applique D̃(a) = eD(a) ln 10

10 pour retrouver D̃ à partir de D.De même pour les valeurs de gabarit utilisées dans les calculs, on change les valeursdonnées en leur apliquant la transformation inverse de la conversion en décibels.On note :
� g0 = eg̃0

ln 10
10

� dj = ed̃j
ln 10
10 , j = 0, 1, 2Alimentation a en partie réelle, partie imaginaire D'un point de vue phy-sique, il est naturel d'exprimer le vecteur alimentation en fonction du module et dela phase de chaque ER :

� a = (A1 e
i ϕ1, . . . , An e

i ϕn) ∈ C
n,

� ou a = (A1, . . . , An
... ϕ1 . . . , ϕn) ∈ R

2n,Nous utiliserons ces formes pour véri�cation et a�chage sous forme de cartes desrésultats.Mais l'exponentielle complexe, de la forme ei ϕk = cos(ϕk) + i sin(ϕk), introduitavec les fonctions trigonométriques une partie fortement non linéaire par rapport àla phase ϕk dans l'expression de la directivité.D'un point de vue mathématique, pour conserver la propriété quadratique de Dcomme précédemment, il vaut mieux travailler pour les calculs d'optimisation avecle vecteur alimentation en partie réelle et partie imaginaire, sous la forme a =

(xa1 , . . . , xan

... ya1 , . . . , yan) ∈ R
2n avec aj = xaj

+ i yaj
.Dans la partie optimisation topologique, nous utiliserons les modules des compo-santes de a : nous e�ectuerons cette conversion non linéaire du type |aj | = x2

aj
+ y2

ajaprès l'algorithme d'optimisation. 65



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONConclusion On peut résumer l'idée clé de réduire la non linéarité du problème parle schéma suivant :module et phase en dB
a = (. . . Aj eiϕj . . .) −→ Optimisation classique −→ D̃(a)

↓ ↑non linéaire non linéaire
↓ ↑

ã = (. . . xaj
+ i yaj

. . .) −→ quadratique −→ |E(a)|2 → D(a)partie réelle avantet imaginaire conversion︸ ︷︷ ︸OPTIMISATION avec REDUCTION de la NON LINEARITE3.3.2 Dé�nition des contraintesComme dans la section 2.2.2, on modélise les contraintes de gabarit sous formed'inégalités.Première formulation Pour une antenne à géométrie donnée (n ER) et pour unspot k �xé, le problème à résoudre est :trouver a ∈ C
n tel que

(
P̂0

)





∀ x ∈ Φ0 c1(a, x) = −D(a, x) + g0 6 0
∀ x ∈ Φ0 c2(a, x) = D(a, x) − g0 − d0 6 0
∀ x ∈ Φ2 \ (Φ0 ∪ Φ1) c3(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀ x ∈ Φ3 \ Φ2 c4(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0

ĉ5(a) =
∫∫

Φ4\Φ3
D(a, x) dx− 10

100

∫∫
Φ4

D(a, x) dx 6 0.(II.18)Modi�cation de la contrainte globale La contrainte ĉ5 est la seule qui soitde nature globale, nous la transformons en contrainte locale c5 appliquée aux pointshors Terre pour l'exprimer de la même manière que c3 et c4.Nous prenons par exemple pour limiter le rayonnement à l'extérieur de la Terre
∀ x ∈ Φ4 \ Φ3 c5(a, x) = D(a, x) − g0

10
6 0. (II.19)Il restera à véri�er à la �n de l'algorithme que la contrainte globale c5 est respectée.Deuxième formulation Pour une antenne à géométrie donnée (n ER) et pourun spot k �xé, le problème s'écrit avec la modi�cation de la contrainte globale :trouver a ∈ C

n tel que
(P0)





∀ x ∈ Φ0 c1(a, x) = −D(a, x) + g0 6 0
∀ x ∈ Φ0 c2(a, x) = D(a, x) − g0 − d0 6 0
∀ x ∈ Φ2 \ (Φ0 ∪ Φ1) c3(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀ x ∈ Φ3 \ Φ2 c4(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0
∀ x ∈ Φ4 \ Φ3 c5(a, x) = D(a, x) − g0

10 6 0.

(II.20)66



3. ETUDE PRÉLIMINAIRE3.3.3 Reformulation : maximisation sous contraintesLa contrainte c2 n'est pas essentielle, car si la solution dépasse la valeur g0 + d0dans le spot en véri�ant les autres contraintes, elle est acceptable.Le problème revient donc à maximiser le rayonnement à l'intérieur du spot Φ0(contrainte c1) sous les contraintes c3 à c5.Pour un point x donné, on note cix(a, x), ix ∈ {1, . . . , 5} la contrainte associéeparmi les cinq précédentes, selon la zone à laquelle appartient x.On peut maintenant énoncer le problème sous la forme d'un problème de maximi-sation sous contraintes :
(P1)





max
a∈Cn

min
x∈Φ0

D(a, x)

∀ x ∈ Φ \ Φ0 cix(a, x) 6 0.

(II.21)3.3.4 Idée clé : conservation de l'énergieLe problème précédent est di�cile, avec un nombre de minima locaux estimé à 2ncar la maximisation d'une fonction de type quadratique convexe n'a pas de bonnespropriétés.L'idée est de tranformer ainsi le problème précédent en un problème plus simple.Or d'après le principe de conservation de l'énergie, si on arrive à baisser la valeurdu rayonnement partout hors du spot, il va alors se concentrer à l'intérieur de cedernier.Maximiser le minimum du rayonnement D à l'intérieur du spot Φ0 revientdonc à minimiser le maximum du rayonnement D à l'extérieur du spot Φ0,et ce dernier problème est convexe (voir annexe 1), car D est quadratique convexe.3.3.5 Idée clé : reformulation sous forme de minimisation convexeD'après l'idée précédente, le problème de maximisation (P1) peut alors aussi s'énon-cer sous la forme du problème de minimisation sous contraintes (P2) :
(P2)





min
a∈Cn

max
x∈Φ\Φ0

D(a, x)

∀ x ∈ Φ \ Φ0 cix(a, x) 6 0.

(II.22)La minimisation d'une fonction de type quadratique convexe est un pro-blème convexe qui admet une seul minimum : l'unique solution de (P2) est leminimum global recherché en (P1).3.3.6 Reformulation des contraintesNous allons associer des contraintes locales au problème de minimisation (P2), pourrevenir à une forme similaire à la première formulation (P0) de la section 3.3.2, pourlaquelle nous savons construire une fonction coût à minimiser.67



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONAvec (P2), la contrainte de maximisation dans le spot c1 de (P0) disparait, et laminimisation du maximum du rayonnement correspond aux contraintes de minimi-sation hors du spot c3 à c5.Le problème devient :trouver a ∈ C
n tel que

(Q0)





∀ x ∈ Φ2 \ (Φ0 ∪ Φ1) c3(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀ x ∈ Φ3 \ Φ2 c4(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0
∀ x ∈ Φ4 \ Φ3 c5(a, x) = D(a, x) − g0

10 6 0.
(II.23)Le problème (Q0) et le problème de départ (P0) ne sont pas strictement équivalentsd'un point de vue mathématique, mais leurs solutions sont numériquement proches.

(Q0) présente l'avantage d'être plus simple à résoudre que (P0), car la fonction coûtassociée présente de meilleures propriétés pour la minimisation.3.3.7 Mise en oeuvreContrôle du rayonnement autour du spot Avec les contraintes précédentes,le rayonnement n'est pas contrôlé dans le spot et la couronne autour de celui-ci. Orlors des premiers test numériques, cette zone à l'extérieur du spot est apparue troplarge pour concentrer correctement le rayonnement à l'intérieur du spot.Nous rajoutons donc une contrainte de type isolation, ce qui ne change pas la naturedu problème (Q0) à résoudre. Nous imposons une valeur inférieure à g0 c'est-à-dire
g0 − e0 comme valeur maximum pour les points autour du spot Φ0 :

∀ x ∈ Φ̃1 D(a, x) 6 g0 − e0 (II.24)avec
� Φ̃1 la couronne autour du spot utilisée pour contrôler le rayonnement (moinslarge que Φ1 la couronne du gabarit, voir �gure II.7),
� e0 ∈ R

+ une valeur équivalente à deux ou trois dB.Après minimisation, on veut cette contrainte saturée, c'est-à-dire
∀ x ∈ Φ̃1 D(a, x) = g0 − e0. (II.25)Comme on aura "écrasé" le rayonnement partout à l'extérieur, il va naturellementse concentrer dans la zone où on n'avait pas imposé de contraintes, c'est-à-dire àl'intérieur du spot Φ0, et sa valeur sera supérieure à celle atteinte sur la couronne Φ̃1qui dé�nit le bord de Φ0.On obtient alors la valeur minimale demandée g0 dans Φ0.68



3. ETUDE PRÉLIMINAIREContraintes �nales En ajoutant la contrainte précédente sur la couronne decontrôle, et en renommant les contraintes Cj , le problème s'écrit �nalement :trouver a ∈ C
n tel que

(Q1)





∀ x ∈ Ψ1 C1(a, x) = D(a, x) − g0 + e0 6 0
∀ x ∈ Ψ2 C2(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀ x ∈ Ψ3 C3(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0
∀ x ∈ Ψ4 C4(a, x) = D(a, x) − g0

10 6 0

(II.26)avec les notations pour les nouvelles zones où s'appliquent les contraintes (voir �gureII.7)
� Ψ1 := Φ̃1 la couronne de contrôle autour du spot,
� Ψ2 := Φ2 \ (Φ0 ∪ Φ1) la zone d'interférence,
� Ψ3 := Φ3 \ Φ2 la zone d'isolation,
� Ψ4 := Φ4 \ Φ3 la zone hors Terre.

Fig. II.7 � Maillage des domaines pour les nouvelles contraintes3.3.8 Fonction coûtEvaluation des contraintes par discrétisation On dé�nit une fonction F̃ :
R

2n −→ R
q qui évalue les contraintes de gabarit, en utilisant le maillage des pointssur la Terre pour discrétiser le problème en x :69



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION
F̃ (a) =




F̃1(a)...
F̃q(a)


 =




Ci1(a, x1)
+...

Ciq(a, xq)
+


 (II.27)avec

� Les q composantes correspondent aux points {x1, . . . , xq} du maillage Terre àl'extérieur du spot k.
� Chaque point xj appartient à un des quatre domaines disjoints Ψi associés auxcontraintes Ci, i ∈ {1, . . . , 4} : on note ij ∈ {1, . . . , 4} l'indice correspondant.
Cij est la contrainte qu'on veut véri�er au point xj,

� x 7→ x+ := max(x, 0) la fonction partie positive.Ainsi pour chaque composante de F̃ :
� F̃j > 0 quand la contrainte Cij en xj n'est pas véri�ée,
� F̃j = 0 quand la contrainte Cij en xj est véri�ée.Pondération Nous allons a�ecter un poids λj ∈ R

+ di�érent à chaque contrainte,avec l'intérêt de pouvoir les considérer comme des paramètres de la fonction coûtqu'on peut faire varier pour ajuster les résultats :
� Si l'algorithme n'arrive pas à satisfaire certaines contraintes, on peut augmenterles poids correspondants, on augmente alors la contribution de ces contraintesà la fonction coût, et la priorité de l'algorithme sera de minimiser celles-là.
� Dans notre cas, les poids permettent aussi de mettre à la même échelle devaleurs les di�érentes contraintes.Exemple En e�et, si on écrit les contraintes avant la conversion en décibels, avecpar exemple g̃0 = 40 dB et d̃1 = 27 dB, on obtient :
� g0 = eg̃0

ln 10
10 ' 10000,

� g̃0 − d̃1 = 13dB et g0 − d1 = e27
ln 10
10 ' 20.Ainsi au niveau des contraintes :

� C1(a, xj) = D(a, xj) − g0 ' D(a, xj) − 10000,
� et C2(a, xj) = D(a, xj) − g0 + d1 ' D(a, xj) − 20.Donc au cours des itérations, si d1 et d2 ne sont pas respectées respectivementen deux points x1 et x2, avec par exemple D(a, x1) = D(a, x2) = 0, leurs valeursprésentent une di�érence de 10000 − 20 w 10000.Mais on peut mettre la contribution des points x1 et x2 à la même échelle en prenant

λ1 = 1 et λ2 = 104.Nous choisirons donc les poids sur les contraintes en suivant la même idée, adaptéeaux valeurs de gabarit des cas tests. 70



3. ETUDE PRÉLIMINAIREFormulation Après pondération des contraintes, nous obtenons
F (a) =




F1(a)...
Fq(a)


 =




λi1 F̃1(a)...
λiq F̃q(a)


 (II.28)avec les poids λij ∈ R

+ qui prennent une des quatre valeurs qu'on associe à une descontraintes Ci, i ∈ {1, . . . , 4}.Cette fonction ne dépend plus que de a et permet de contrôler le rayonnement enchaque sommet du maillage Terre hors spot utile : les composantes de F sont toutesnulles quand les contraintes Cij sont satisfaites pour tous les points xj .Fonction à minimiser La fonction coût J : R
2n −→ R

+ est alors dé�nie par lanorme au carré de la fonction précédente :
J(a) =

1

2
‖F (a)‖2 =

1

2
F T (a) F (a). (II.29)Si on l'exprime en fonction des contraintes on obtient

J(a) = 1
2

q∑

j=1

[Fj(a)]
2

= 1
2

q∑

j=1

[
Cij(a, xj)

+
]2
.

(II.30)
Ainsi, J est positive et vaut zéro quand les contraintes cj sont satisfaitessur tous les points du maillage Terre : minimiser J revient à chercher la loid'alimentation solution du problème transformé (Q1), et il faudra véri�er qu'elleest aussi solution du problème de départ (P0).3.3.9 Algorithme d'optimisationNous avons construit J de manière à avoir une fonction coût numériquement di�é-rentiable.De plus la directivité D qui intervient dans l'expression des composantes de F estconnue sous forme analytique : nous pouvons calculer son gradient par rapportaux parties réelles et imaginaires des composantes de a = (xa1 , . . . , xan ,

... ya1 , . . . , yan) ∈
R

2n avec aj = xaj
+ i yaj

.Le gradient de J est ainsi disponible pour un coût négligeable, et nous pouvonschoisir de minimiser avec une méthode de descente : nous avons choisi un algorithmede Levenberg-Marquardt (voir section 3.3.3 du chapitre I page 40).Le principe est de calculer une direction de descente en approchant la hessienne de
F par DF TDF : cela rend la méthode performante car on béné�cie d'une meilleureprécision que les méthodes d'ordre un qui n'utilisent que le gradient.71



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONDe plus, après avoir reformulé le problème, qui revient à minimiser la directivité detype quadratique en a, nous avons un problème d'optimisation convexe avecun seul minimum, vers lequel converge une méthode de descente quel quesoit le point de départ.La méthode donne le système linéaire suivant à résoudre pour trouver la directionde descente dk (voir section 3.3.3 du chapitre I page 41) :



p∑

j=1

∇fj(xk) ∇fj(xk)T + ρ In


 dk = −

p∑

j=1

fj(xk) ∇fj(xk). (II.31)L'algorithme utilisé pour calculer une loi d'alimentation optimale a est présentédans le tableau II.3.Nous appliquons une loi physiquement réalisable en normalisant le résultat aopt :=
aopt

‖aopt‖ (voir explication en section 3.2.2 page 62).3.3.10 A�chagesNous détaillons ici les a�chages qui apparaissent dans les résultats des tests numé-riques.Cartes de module et phase L'alimentation optimale de l'antenne est calculéesous la forme partie réelle et partie imaginaire, mais elle est donnée en sortie sousforme d'un vecteur de C
n.Or un moyen simple de visualiser la loi obtenue est de représenter pour chaque EReld'une part le module, d'autre part la phase.Les a�chages sont obtenus à l'aide d'une échelle de couleurs, voir par exemple la�gure II.19 page 83 :

� Pour les modules, l'échelle varie entre 0 et 0.1 (pour indication, pour une an-tenne avec 500 ERel, la valeur cible est 1√
500

' 0.044, voir section 4.2.3 page89),
� Pour les phases, l'échelle varie entre −π et π.Nous donnons la même couleur à −π et à π, car la phase est dé�nie modulo

2π.Fonction coût Nous a�chons la fonction coût normalisée avec la valeur de départ
Jk

J0
en fonction des itérations, pour pouvoir comparer des pondérations di�érentes descomposantes de F : voir par exemple la �gure II.13 page 80.Niveaux de directivité Pour une alimentation donnée, nous a�chons les niveauxde directivité de l'antenne sur le maillage de la Terre avec des courbes d'isovaleurs :voir par exemple la �gure II.26 page 99.Cela permet de visualiser la largeur et la régularité du lobe principal, ou les remon-tées des lobes de réseau. 72



3. ETUDE PRÉLIMINAIRE
'

&

$

%

Algorithme 1 : Optimisation d'une loi d'alimentation
. Initialisation

� ε précision souhaitée,
� ak = a0 point de départ,
� itM nombre maximal d'itérations,

. Mise à jour des variables
� Fk = F (ak)

� Jk = 1
2F

T
k Fk

� DJk = DF (ak)
TF (ak)

� Mk = DF (ak)
TDF (ak) + ρ In

. Boucle d'optimisation
� it = 0

� J0 = Jk

� Tant que (it < itM ) et (Jk

J0
> ε)

� résolution de Mk dk = −DJkpar la méthode du gradient conjugué
� tk obtenu par recherche linéaire
� ak := ak + tk dk

� mise à jour des variables
� it = it+ 1

. Sortie
� aopt := ak alimentation optimaleTab. II.3 � Algorithme d'optimisation d'une loi d'alimentation

73



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONLes valeurs d'iso-niveaux correspondant aux seuils de directivité à respecter sontmarquées sur la �gure, par exemple pour le premier cas test :
� 40 dB pour les points de la zone utile,
� 13 dB pour les points de la zone d'interférence,
� 20 dB pour les points de la zone d'isolation.Remarque La grille utilisée pour tracer les courbes d'iso-niveaux est générée parle logiciel (on peut calculer la directivité en un point quelconque grâce à la formuleanalytique) et est di�érente du maillage utilisé par l'algorithme. Il peut y avoir deszones où le rayonnement remonte au-dessus des valeurs données par la sortie del'algorithme, sur des points extérieurs au maillage, mais l'a�chage reste pertinentpour visualiser le résultat.Performances de l'antenne Les lois d'alimentation sont calculées pour l'en-semble des spots de la zone de couverture, on a�che alors un graphique permettantde visualiser si les contraintes de gabarit sont respectées pour l'ensemble des spots etéventuellement pour lesquels l'algorithme est défaillant : voir par exemple la �gureII.12 page 79.Les trois valeurs de gabarit à respecter sont représentées par trois droites horizon-tales et on a�che pour chaque spot trois valeurs de directivité en décibels :
� la valeur minimum sur zone utile,
� la valeur maximum sur zone d'interférence,
� la valeur maximum sur zone d'isolation.3.4 Résultats numériques3.4.1 Paramètres d'entréeDans le cadre de cette étude, on dispose des paramètres d'entrée suivants :Antenne de départ
� nombre d'ERel n = 440,
� Pj = Qj = 4 (ER 4 × 4 patches).Directivité
� longueur d'onde λ = 15mm,
� α = 3.48023 et θ1 = 2π

3 . 74



3. ETUDE PRÉLIMINAIREZones sur la Terre
� rayon de la Terre Rt = 9�,
� zone de couverture elliptique Ru = 4�et Rv = 2�,
� rayon d'un spot Rsp = 0.4�,
� rayon d'une couronne Rc = 3

√
3

2 Rsp,
� test "Centre" : (U1, V1) = (0, 0) le centre de la Terre.Les dimensions précédentes, en coordonnées sphériques, sont converties en coordon-nées cartésiennes pour être utilisées dans les calculs.On note par exemple Rt = sin

(Rtπ
180

).La zone de couverture est constituée de 45 spots adjacents (voir �gure II.7).Gabarit
� g̃0 = 40 dB valeur minimum sur spot utile,
� niveaux de recoupement

� d̃0 = 4 dB
� d̃1 = 27 dB donc g̃0 − d̃1 = 13 dB valeur minimum sur la zone d'interfé-rence,
� d̃2 = 20 dB donc g̃0 − d̃2 = 20 dB valeur minimum sur la zone d'isolation.3.4.2 ModélisationLes paramètres d'entrée sont utilisés avec les données de la section 2.1 : on utilisedans ce cas test uniquement des formules pour modéliser le problème.Pour pouvoir développer rapidement un code opérationnel, nous avons utilisé lelangage de programmation du logiciel MATLAB.Antenne L'antenne est représentée par une matrice

Mer =




x1
1 . . . x1

n

y1
1 . . . x1

n

x2
1 . . . x2

n

y2
1 . . . x2

n


 ∈ R

4×n (II.32)avec
� (x1

i , y
1
i ) premier coin (en haut à gauche) de l'ER de centre Mi,

� (x2
i , y

2
i ) quatrième coin (en bas à droite) de l'ER.Les coordonnées sont calculées de telle manière que les 440 ER remplissent la surfacede l'antenne de diamètre 1.35 m : voir �gure II.8.75
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Fig. II.8 � Antenne de départ : 440 ERMaillage Terre Le maillage des zones sur la Terre ne fait pas partie des spéci�ca-tions (voir �gures II.9 et II.10) :
� Nous avons choisi de modéliser la Terre par un maillage à motif hexagonal, cecipour pouvoir mailler et contrôler le mieux possible le bord des spots circulairesavec le moins de points possible,
� Nous dé�nissons le pas du maillage de la zone de couverture a�n que les som-mets d'un hexagone soient situés sur le bord d'un spot, et nous maillons un peuau delà de la zone de couverture pour avoir des points de contrôle égalementsur les couronnes des spots situés au bord.
� Le pas du maillage hors zone de couverture est plus grand que le précédentpour ne pas avoir trop de points au total.Le maillage hors zone de couverture est une extension du précédent maillageavec des hexagones trois fois plus grands.
� On obtient p ' 1200 points de maillage.Ce maillage est représenté par une matrice

Mesp =

(
u1 . . . up
v1 . . . vp

)
∈ R

2×p. (II.33)Dans ce test, la zone de couverture est centrée au centre de la Terre (voir �gureII.9). 76
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Fig. II.9 � Maillage TerrePerformances On lance l'algorithme en prenant successivement comme spot utilechacun des 45 spots.On utilise les paramètres suivants :
� poids �xes sur les contraintes : λ1 = 1, λ2 = 102, λ3 = 102, λ4 = 103,
� e0 telle que sa valeur exprimée en dB soit ẽ0 = 3 dB,
� nombre maximum d'itérations : itM = 20,
� alimentation initiale a0 vecteur constant : elle produit un lobe principal dansla direction où pointe l'antenne, c'est-à-dire au centre de la zone de couverture(voir �gure II.11).Les performances sur tous les spots sont présentées dans la �gure II.12 .Analyse Nous obtenons les résultats suivants :
� L'algorithme a réussi à faire descendre pour la plupart des spots la fonctioncoût jusqu'à zéro. 77
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Fig. II.10 � Maillage zone de couverture

Fig. II.11 � Spot n�1 : courbes iso-niveaux de la directivité pour l'alimentation initialeLes contraintes spéci�ées sont véri�ées exactement et l'algorithme s'arrête avantle nombre maximal d'itérations (20) : l'algorithme d'optimisation des alimen-tations est performant et robuste.
� Les critères ne sont pas satisfaits pour deux spots : n�18 et 28.78
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Fig. II.12 � Performances : antenne de départObervons les résultats sur un exemple où le gabarit est satisfait, nous présentonspour le spot n�1
� en fonction des itérations dans la �gure II.13

� la valeur de la fonction coût normalisée Jk

J0
,

� les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit,
� en ce qui concerne l'alimentation optimale

� dans la �gure II.14 les niveaux de rayonnement,
� dans la �gure II.15 les cartes de modules et phases.On observe que la fonction coût diminue régulièrement :

� après 4 itérations, le lobe principal est dépointé dans le spot utile (la directivitéest supérieure à 40 dB dans la zone de gain),
� les itérations suivantes servent à abaisser les lobes secondaires sur les zonesd'interférence et d'isolation. 79
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Fig. II.13 � Spot n�1A gauche : fonction coût normalisée Jk

J0
en fonction des itérationsA droite : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérationsPondération initiale Pondération améliorée

λ1 = 1 λ1 = 1
λ2 = 102 λ2 = 104

λ3 = 102 λ3 = 103

λ4 = 103 λ4 = 102Tab. II.4 � Pondération des contraintesPondération améliorée Nous allons essayer d'améliorer les résultats sur les deuxspots pour lesquels les critères ne sont pas satisfaits : ils sont situés aux deux ex-trémités horizontales de la zone de couverture. Ils correspondent aux cas où on doitdépointer le plus le faisceau par rapport au centre de la zone de couverture.Nous observons les résultats pour le spot 18 avec la pondération initiale sur les�gures associées.Nous voyons sur la �gure II.16 de gauche que la fonction coût diminue au coursdes cinq premières itérations, quand le lobe principal est dépointé du centre de lazone de couverture vers le spot, ce que montre la courbe de directivité sur la zoneutile sur la �gure II.17 de gauche. Puis la fonction coût ne diminue plus, ce quitraduit la di�culté de l'algorithme à abaisser le rayonnement, surtout dans la zoned'interférence comme le montre la courbe de directivité sur la zone d'interférence surla �gure II.17 de gauche, qui présente plusieurs phases de croissance.Nous allons agir sur la pondération des contraintes en augmentant fortement lepoids λ2 associé à la contrainte sur la zone d'interférence et en augmentant aussi lepoids λ3 associé à la contrainte sur la zone d'isolation (voir tableau II.4).Nous présentons pour le spot n�18 en fonction des itérations et pour les deux pon-dérations 80
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Fig. II.14 � Spot n�1 : courbes iso-niveaux de la directivité pour l'alimentation op-timale

Fig. II.15 � Spot n�1 : alimentation optimaleA gauche : carte des modulesA droite : carte des phases
� la valeur de la fonction coût normalisée Jk

J0
dans la �gure II.16,81
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� les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit dans la �gure II.17.

Fig. II.16 � Spot 18 : fonction coût normalisée Jk

J0
en fonction des itérationsA gauche : pondération initialeA droite : pondération améliorée
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Fig. II.17 � Spot 18 : directivitéD (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérationsA gauche : pondération initialeA droite : pondération amélioréeAvec la deuxième pondération, la fonction coût diminue tout au long des itérations,et les trois courbes de directivité convergent vers les valeurs demandées.On observe dans la �gure II.18 des courbes iso-niveaux de directivité que le rayonne-ment est mieux concentré dans le spot avec la deuxième pondération, mais l'énergiemaximale obtenue dans le spot est inférieure à celle obtenue dans le cas du spot 1,car ici on dépointe le signal plus loin.Nous présentons à présent pour le spot n�18 à propos de l'alimentation optimale etpour les deux pondérations 82



3. ETUDE PRÉLIMINAIRE
� dans la �gure II.18 les niveaux de rayonnement,
� dans les �gures II.19 et II.20 les cartes de modules et phases.

Fig. II.18 � Spot 18 : courbes iso-niveaux de la directivité pour l'alimentation opti-maleA gauche : pondération initialeA droite : pondération améliorée

Fig. II.19 � Spot n�18 : alimentation optimaleA gauche : carte des modules avec la pondération initialeA droite : carte des modules avec la pondération amélioréeNous constatons que le rayonnement est mieux concentré dans le spot, et cela setraduit par une carte des modules plus symétrique et une carte des phases avec desbandes plus régulières.Nous obtenons des résultats similaires pour le spot n�28.83
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Fig. II.20 � Spot n�18 : alimentation optimaleA gauche : carte des phases avec la pondération initialeA droite : carte des phases avec la pondération amélioréeConclusion En modi�ant la pondération des contraintes pour deux spots, nousobtenons �nalement les lois d'alimentation optimales qui véri�ent le gabarit spéci�épour tous les spots.Ce cas test nous a permis de tester la validité de l'algorithme de calcul des loisoptimales : il s'est avéré performant.Nous avons aussi commencé à mettre en place la méthode de regroupement d'ERqui ne constituait pas encore un algorithme (une antenne optimale a été construitemanuellement, ce résultat n'est pas présenté ici car la méthode n'était pas automa-tique).

84



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP4 Etude industrielle : projet OTOP4.1 IntroductionL'étude de faisabilité précédente ayant donné des résultats encourageants, Thalèsa fourni ensuite au laboratoire MIP un cas test industriel dans le cadre du projetOTOP (pour Optimisation Topologique des équipements-clé des télécommunicationsdu futur) : coordonné par le laboratoire MIP, ce projet a été retenu par l'ANR-RNRT.L'objectif est de trouver une méthode pour calculer la géométrie du réseau utilisantle moins possible d'ER tout en continuant à véri�er les contraintes de gabarit.Il faut un algorithme robuste et une méthode entièrement automatisée, car dans lecadre du projet il faut livrer un logiciel pour un utilisateur non expert en optimisation.Dans cette étude, la directivité est donnée par une formule explicite quadratiquepar rapport à l'alimentation a, mais pour des raisons industrielles, on souhaite icicontrôler uniquement la phase : les modules de a sont �xés.Dans le problème de recherche des phases optimales de a ∈ C
n :

� la dimension de l'espace de travail est n,
� il n'y a pas de contrainte sur a.Cependant, notre approche est di�érente :
� Nous préférons utiliser comme variables de calcul les parties réelle etimaginaire des composantes de a pour réduire la non-linéarité introduitepar la phase, quitte

� à travailler en dimension 2n,
� et à avoir une contrainte supplémentaire sur a pour respecter les valeurs�xes de modules.

� De plus, dans l'objectif de disposer d'un critère pour e�ectuer les regrou-pements d'ER dans l'optimisation topologique, nous aurons besoin derécupérer le degré de liberté sur les modules, même si cela ne correspondpas à l'alimentation souhaitée (cas dit "relaxé").Pour reformuler le problème sous forme convexe comme précédemment :
� Nous allons ici transformer la contrainte d'égalité sur les modules encontrainte d'inégalité pour rendre l'ensemble admissible convexe (à l'opti-mum les contraintes saturées véri�erons l'égalité demandée),
� Les zones de contrôle du rayonnement ont changé par rapport à l'étude préli-minaire, nous adaptons l'idée issue de la conservation de l'énergie :au lieu de maximiser le rayonnement à l'intérieur de la zone utile, nous allonsimposer une valeur de champ au centre du spot et obtenir un problèmede minimisation convexe. 85



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONNous présentons ensuite les performances de l'antenne de départ avec les lois opti-males, pour l'ensemble des spots utiles de la zone de couverture, dans le cas relaxédes contraintes sur les modules : celui dont nous avons besoin pour l'optimisationtopologique.Les lois optimales dans le cas non relaxé que l'on veut appliquer seront calculéesavec l'antenne �nale, optimisée par regroupements d'ER.4.2 Données4.2.1 IntroductionLes données de ce cas test de type industriel ont été générées par le logiciel com-mercial de calcul du rayonnement GRASP (développé par la société Ticra), utilisépar Thalès. Ce logiciel sert à modéliser des antennes réseaux, à calculer leurs loisd'alimentation optimales, mais ne permet pas de créer une antenne optimisée, ni cecalculer les lois optimales pour une antenne à réseau irrégulier.Les données ont été fournies sous forme de �chiers au format standardisé pour lelogiciel GRASP.Les hypothèses sont en partie les mêmes que celles présentées en section 2.1 pourl'étude préliminaire, nous présentons dans la suite les di�érences apportées dans cettedeuxième étude.4.2.2 Paramètres d'entréeNous avons codé des procédures pour pouvoir lire les �chiers de données fournis parThalès et les transformer en matrices (variables MATLAB).Antenne de départ Ant0 La description de l'antenne de départ, notée Ant0, estfournie dans un �chier ".isp" qui contient les coordonnées des ER :
� n0 = 529 ERel (voir �gure II.21),
� chaque ERel est un carré de 54 mm.Zones sur la Terre Le maillage de la Terre est fourni dans un �chier ".sta" quicontient les coordonnées de p=5748 points.Contrairement à l'étude préliminaire, on ne dispose pas de points de maillage dansl'espace hors Terre (voir �gure II.22).La zone de couverture est composée de 44 spots de taille 0.8�.Gabarit Ce �chier contient aussi les valeurs de gabarit données en décibels :
� g̃0 = 42 dB valeur minimum sur spot utile
� niveaux de recoupement 86
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Fig. II.21 � Antenne de départ : 529 ER
� d̃1 = 25 dB donc g̃0 − d̃1 = 17 dB valeur maximum pour la zone d'inter-férence,
� d̃2 = 20 dB donc g̃0−d̃2 = 22 dB valeur maximum pour la zone d'isolation.Champ d'un ERel Le champ a été calculé par le logiciel de modélisation de Thalèsavec l'antenne précédente, et les valeurs de champ notées Ej(xk) sont fournies dansun �chier ".grd" pour chaque ERel d'indice j et en chaque point du maillage Terre

xk.Champ du réseau On obtient le champ du réseau pour une alimentation a enun point xk par produit scalaire du vecteur a avec le vecteur des champs d'ERel en
xk

E(a, xk) =

n0∑

j=1

ajEj(xk). (II.34)Normalisation en puissance Les valeurs de champ des ERel fournies dans le�chier sont normalisées pour obtenir une énergie rayonnée totale égale à 1W , c'est-87
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p∑

k=1

|E(a, xk)|2 = 1. (II.35)Directivité : propriété quadratique convexe La directivité D pour una ali-mentation a en un point xk s'obtient avec la formule donnée en section 3.2.2 page61 dans l'étude préliminaire. On obtient ici d'après la normalisation en puissanceprécédente :
D(a, xk) = |E(a, xk)|2 =

∣∣∣∣∣∣

n0∑

j=1

ajEj(xk)

∣∣∣∣∣∣

2

. (II.36)La propriété quadratique convexe de la directivité par rapport aux composantes enpartie réelle et partié imaginaire de a est conservée.Zones sur la Terre On reprend les mêmes notations que celles de la section 3.2.3dans l'étude préliminaire : voir les tableaux II.1 et II.2 pages 63 et 63.Les di�érences avec l'étude précédente sont les suivantes :
� la couronne autour du spot n'est pas dé�nie, car ici nous travaillons à unefréquence donnée, et les spots de la zone de couverture associés ne sont plusadjacents (voir �gure II.23 page 93),
� la zone hors Terre n'est pas dé�nie, et la contrainte de pertes par débordementn'existe plus (voir �gure II.22).Les zones sont dé�nies par le �chier des points de maillage Terre (voir �gure II.22)et par le �chier de gabarit pour leurs caractéristiques (zones de gain ou d'isolation).4.2.3 ContraintesContraintes de rayonnement Quatre fréquences Fi sont données, et on associeà chacune un sous-ensemble disjoint parmi les s spots qui dé�nissent la zone decouverture.Quand on choisit un spot k noté Φ0 comme zone utile, un sous-ensemble de spotsutilisant la même fréquence lui est associé. La zone d'interférence toujours notée Φ2est le sous-ensemble de spots moins Φ0 (voir �gure II.23 page 93).Pour un spot Φ0 �xé, le gabarit est du type de celui présenté en 3.2.4 page 62 dansl'étude préliminaire (sans la contrainte globale hors Terre) :





∀xj ∈ Φ0 g̃0 6 D̃(a, x) 6 g̃0 + d̃0

∀xj ∈ Φ2 \ Φ0 D̃(a, x) 6 g̃0 − d̃1

∀xj ∈ Φ3 \ Φ2 D̃(a, x) 6 g̃0 − d̃2.

(II.37)Les zones de contraintes sont disjointes, ainsi à tout point x de la Terre considérécorrespond une seule contrainte possible.88



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Fig. II.22 � Maillage sur la Terre (à droite quatre motifs pour quatre fréquences)Contraintes de modules : valeurs cibles Dans cette étude, on impose unenouvelle contrainte : la puissance d'alimentation totale est égale à unCela se traduit par la contrainte sur l'alimentation globale :
‖a‖2 =

n0∑

j=1

|aj |2 = 1. (II.38)Cette puissance est distribuée uniformément sur chaque dispositif électronique decontrôle de l'alimentation : il est en e�et plus économique de fabriquer des dispositifsconçus pour contrôler uniquement la phase.On obtient la contrainte suivante sur les alimentations des ERel :
∀j ∈ {1, . . . , n0} |aj|2 = 1

n0

⇔ ∀j ∈ {1, . . . , n0} |aj| = 1√
n0
.

(II.39)Dans la suite, on appellera valeurs cibles les valeurs que doivent respecter lesmodules : ici 1√
n0

pour chaque ERel.4.3 Modélisation et idées clésNous allons procéder de manière analogue à l'étude préliminaire : nous voulonsreformuler le problème a�n de rendre la fonction coût le plus régulière possible,ce qui permet d'éliminer les minima locaux et d'utiliser une méthode de descente(l'algorithme de Levenberg-Marquardt) pour trouver le minimum global.89



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONLes contraintes de rayonnement sont similaires à celles de l'étude précédente, maisici nous ne pouvons pas utiliser le principe de conservation de l'énergie de la mêmemanière.Idée clé : réduire la non linéarité Nous reprenons l'idée de réduire la nonlinéarité du problème expliquée dans la section 3.3.2 page 66 de l'étude préliminaire.Nous utilisons donc pour les calculs d'optimisation
� les valeurs de directivité avant la conversion en décibels,
� l'alimentation a ∈ R2 n0 en partie réelle et partie imaginaire.4.3.1 Formulation des contraintesPour une antenne à géométrie donnée (n ER) et pour un spot k �xé, le problème àrésoudre est

(P0) trouver a ∈ Cn0 tel que
(P0)





∀x ∈ Φ0 c1(a, x) = −D(a, x) + g0 6 0
∀x ∈ Φ0 c2(a, x) = D(a, x) − g0 − d0 6 0
∀x ∈ Φ2 \ Φ0 c3(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀x ∈ Φ3 \ Φ2 c4(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0

∀j ∈ {1, . . . , n0} ĉ5(aj) = |aj |2 − 1
n0

= 0.

(II.40)Il faut véri�er ici deux types de contraintes :
� les contraintes de type inégalité sur la directivité D, ou gabarit,
� les contraintes de type égalité sur les modules de l'alimentation complexe a.4.3.2 Reformulation : maximisation sous contraintesComme en section 3.3.3 page 67, la contrainte c2 n'est pas indispensable, et lacontrainte c1 qui consiste à maximiser l'énergie D à l'intérieur du spot va dé�nirle problème de maximisation. La contrainte ĉ5 dé�nit l'ensemble admissible pour lavariable d'optimisation a.On rappelle que pour un point x donné, on note cix(a, x) la contrainte associéeparmi les cinq précédentes, selon la zone à laquelle appartient x.Le problème (P0) se reformule sous la forme du problème d'optimisation souscontraintes (P1) :
(P1)





max
a∈Â

min
x∈Φ0

D(a, x)

Â =
{
z ∈ C

n0; ∀j ∈ {1, . . . , n0} ĉ5(aj) = |aj |2 − 1
n0

= 0
}

∀x ∈ Φ \ Φ0 cix(a, x) 6 0.

(II.41)
90



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOPCela revient à maximiser une fonction de type quadratique, or nous avons vu quece problème est très di�cile.De plus, le domaine admissible Â dé�ni par la contrainte sur les modules ĉ5 n'estpas non plus convexe.4.3.3 Idée clé : reformulation sous forme de minimisation convexeIdée clé : conservation de l'énergie Nous ne pouvons plus reformuler le pro-blème comme en section 3.3.3 page 67, car ici certaines directions en dehors du spotne sont soumises à aucune contrainte.Si nous utilisons la même stratégie que dans l'étude préliminaire, en "écrasant" lerayonnement partout hors du spot utile :
� l'absence de contraintes dans la zone hors Terre amènera une partie de l'énergieà se dissiper dans l'espace (voir �gure II.22 page 89),
� l'absence de contraintes dans la couronnne autour du spot va empêcher lerayonnement de se concentrer à l'intérieur du spot (voir �gure II.23 page 93).Mais en rajoutant une contrainte linéaire notée c0 au centre du spot, nouspouvons à la fois
� concentrer le rayonnement à l'intérieur du spot,
� transformer le problème de maximisation en un problème de minimisation,En e�et, à l'optimum, le rayonnement doit atteindre son maximum au centre duspot noté Φ0.Donc, si en plus des contraintes d'isolation, nous imposons à la valeur du champ Een Φ0 d'être très supérieure au minimum requis dans le spot, en vertu du principe deconservation de l'énergie, comme nous "écrasons" le rayonnement à l'extérieurdu spot là où nous disposons de points de contrôle, et nous le "tirons"au centre du spot vers une valeur assez grande, nous forçons l'énergie à seconcentrer dans le spot.Idée clé : contrainte convexe sur les modules Si de plus, nous écrivons lacontrainte des modules sous forme de l'inégalité c5(aj) := ĉ5(aj) 6 0, nousdé�nissons un ensemble admissible convexe A pour la variable d'optimi-sation a.Nous espérons obtenir la saturation de la contrainte sur les modules à l'op-timum, car les modules vont avoir tendance à être forts pour véri�er legabarit, c'est-à-dire nous espérons obtenir l'égalité c5(aj) = 0 à l'optimum.91



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONFormulation Ainsi, le problème de maximisation (P1) se reformule en un problèmede minimisation sous contraintes (P2) :Le problème de minimisation s'écrit alors
(P2)





min
a∈A

max
x∈Φ\Φ0

D(a, x)

A =
{
z ∈ C

n0; ∀j ∈ {1, . . . , n0} c5(aj) = |aj |2 − 1
n0

6 0
}

c0(a) = E(a, x0) − (g0 + e0) = 0
∀x ∈ Φ \ Φ0 cix(a, x) 6 0

(II.42)
avec

� x0 le centre du spot,
� e0 ∈ R

+ constante telle que G0 := g0 + e0 est supérieur au minimum requis(valeurs avant conversion en dB) par le gabarit dans le spot (voir �gure II.23page 93).Nous devonsminimiser à présent une fonction de type quadratique convexesur un domaine de recherche convexe : nous obtenons un problème de typeoptimisation convexe plus simple que le problème initial. Il possède une solutionunique qui correspond au minimum global du problème initial.4.3.4 Reformulation des contraintesNous associons des contraintes locales au problème de minimisation (P2) commedans la section 3.3.6 page 67.La contrainte de maximisation à l'intérieur du spot c1 de (P0) est remplacée parla contrainte d'égalité c0 au centre du spot, et la minimisation du maximum durayonnement correspond aux contraintes de minimisation hors du spot c3 et c4 sousla contrainte de la variable d'optimisation c5.Nous obtenons le problème reformulé (Q0) :trouver a ∈ C
n0 tel que

(Q0)





c0(a) = E(a, x0) − (g0 + e0) = 0
∀x ∈ Φ2 \ Φ0 c3(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀x ∈ Φ3 \ Φ2 c4(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0

∀j ∈ 1, . . . , n0 c5(aj) = |aj |2 − 1
n0

6 0.

(II.43)
4.3.5 Mise en oeuvreContrôle au bord du spot Comme dans l'étude préliminaire, lors des testsnumériques, il est apparu qu'il est nécessaire de contrôler le rayonnement au bord duspot pour atteindre la valeur minimale sur zone utile pour des spots très excentrés.92



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOPMais �xer une valeur constante s'est révélé ne pas être assez e�cace, nous imposonsplutôt une valeur qui sera mise à jour à chaque itération.Nous rajoutons donc la contrainte d'égalité suivante qui ne change pas la nature duproblème (même type de contrainte que c0) :
∀x ∈ ∂Φ0 E(a, x) = Gm (II.44)avec

� ∂Φ0 les points du bord du spot Φ0 (voir �gure II.23),
� Gm est la moyenne des valeurs {E(a, x), x ∈ ∂Φ0} à l'itération précédente.Ainsi la valeur Gm imposée au bord du spot ∂Φ0 augmente au fur et à mesureque le rayonnement est dépointé dans le spot, et tire vers le haut les valeurs durayonnement sur ∂Φ0. Cela permet de contrôler correctement le rayonnement aucours des itérations malgré l'absence de points de maillage autour du spot (voir�gure II.23).

Fig. II.23 � Domaines pour les contraintes modi�éesIl est en fait délicat d'imposer la même valeur du champ E égale à Gm sur tout lebord du spot, mais dans notre cas les résultats numériques sont corrects : grâce à lafaible taille du spot et à la symétrie par rapport à son centre, la loi est localementsymétrique.Pour des spots plus larges ou de forme irrégulière, il faudra améliorer cette contraintesur le bord (voir la proposition (III.21) dans la conclusion).93



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONContraintes �nales Pour une antenne à géométrie donnée (n ER) et pour un spot
k �xé, le problème reformulé �nal à résoudre avec les contraintes renommées Cj est :trouver a ∈ C

n0 tel que
(Q1)





C1(a) = E(a, x0) − (g0 + e0) = 0
∀x ∈ ∂Φ0 C2(a, x) = E(a, x) −Gm = 0
∀x ∈ Φ2 \ Φ0 C3(a, x) = D(a, x) − g0 + d1 6 0
∀x ∈ Φ3 \ Φ2 C4(a, x) = D(a, x) − g0 + d2 6 0

∀j ∈ 1, . . . , n0 C5(aj) = |aj|2 − 1
n0

6 0.

(II.45)
4.3.6 Fonction coûtNous procédons de manière analogue à l'étude préliminaire en section 3.3.8 page69.Evaluation des contraintes par discrétisation Nous dé�nissons une fonction
F̃ : R

2n0 −→ R
q+n qui évalue les contraintes. Nous discrétisons le problème en x enutilisant le maillage donné.Par rapport à l'étude précédente, nous intégrons en plus la contrainte sur les modulespar pénalisation de chacune de ses composantes sur les n ER.Nous obtenons :

F̃ (a) =




F̃1(a)...
F̃p+n(a)


 =




Ĉi1(a, x1)...
Ĉip(a, xp)
. . . . . .
C+

5 (a1)...
C+

5 (an)




Ĉij(a, xj) = Cij (a, xj) ou Cij (a, xj)
+

(II.46)
avec

� Les composantes correspondent aux p points du maillage Terre sur lesquels ona dé�ni des contraintes, et aux n valeurs de module de l'alimentation a.
� Chaque point xj appartient à un des quatre domaines disjoints associés auxcontraintes Ci :on note ij ∈ {1, . . . , 4} l'indice correspondant et Cij est la contrainte qu'onveut véri�er au point xj.
� En ce qui concerne les contraintes de gabarit :

� si ij = 1 ou 2, c'est-à-dire xj est au centre ou sur le bord du spot utile, ondoit véri�er en xj une contrainte d'égalité (C1 ou C2), alors Ĉij(a, xj) =
Cij (a, xj), 94



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP
� si ij = 3 ou 4, on doit véri�er en xj une contrainte d'inégalité (C3 ou C4),alors Ĉij(a, xj) = Cij (a, xj)

+.Ainsi dans tous les cas, pour chaque composante de F̃ :
� F̃j > 0 quand la contrainte Cij correspondante n'est pas véri�ée,
� F̃j = 0 quand la contrainte Cij correspondante est véri�ée.Pondération Nous construisons la fonction F en pondérant les composantes de

F̃ :
F (a) =




F1(a)...
Fp+n(a)


 =




λi1 F̃1(a)...
λip F̃p(a)
. . . . . .

λ5 F̃p+1(a)...
λ5 F̃p+n(a)




(II.47)
avec

� cinq poids λj ∈ R
+, chacun associé à une des contraintes Cj, j ∈ {1, . . . , 5}.Fonction à minimiser On dé�nit la fonction coût à minimiser J : R

2 n0 −→ R
+en prenant la norme au carré de F :

J(a) =
1

2




p∑

j=1

[
Ĉij(a, xj)

]2
+

n0∑

j=1

[
C5(aj)

+
]2

 . (II.48)Minimiser J revient à chercher la loi d'alimentation solution du problème transformé

(Q1). Le problème initial et le problème reformulé ne sont pas strictement équivalentsdu point de vue mathématique, mais leurs solutions numériques sont numériquementtrès proches. Il faut ainsi véri�er a posteriori que la solution trouvée est aussi solutiondu problème (P0).4.3.7 AlgorithmeNous conservons le même algorithme d'optimisation que dans l'étude préliminaire(voir section 3.3.9 page 71).Alimentation optimale : cas non relaxé A la �n de l'algorithme d'optimi-sation, nous obtenons l'alimentation optimale que nous désignons par le "cas nonrelaxé", où la contrainte sur les modules doit être respectée.95



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONAlimentation optimale : cas non relaxé projeté Nous rappelons que les va-riables d'optimisation sont les parties réelles et imaginaires, on ne peut donc pasavec cette approche �xer les modules à leur valeur cible et optimiser uniquement parrapport aux phases.Concernant l'alimentation optimale trouvée, les contraintes d'égalité sur les modules
|aj | ne sont peut être pas toutes respectées, ou avec une certaine marge. En e�et, nousutilisons une méthode d'optimisation sans contraintes, les inégalités (ou contraintesde gabarit) et la contrainte sur les modules du problème de synthèse de réseau sontintégrées par pénalisation à la fonction coût. L'algorithme travaille alors dans unespace de recherche plus large que le domaine admissible, et la solution trouvée nerespecte strictement les contraintes de gabarit et de module que si la fonction coûtvaut 0 (cas di�cile à obtenir en pratique).Or la contrainte sur les modules a pour origine une contrainte physique sur l'ali-mentation qu'on veut appliquer à l'antenne lors de l'utilisation : nous devons fournirun résultat qui la respecte exactement.Pour ces raisons, à la �n de l'algorithme, quand nous convertissons le vecteur desparties réelles et imaginaires en vecteur des modules et phases :

� nous projetons les modules de l'alimentation obtenue sur les valeurs cibles,
� et nous gardons les phases optimales.Nous dirons de cette alimentation qu'elle correspond au "cas non relaxé projeté".Alimentation optimale : cas relaxé Nous allons appliquer l'algorithme lors destests en ignorant la contrainte sur les modules a�n de disposer d'un degré de libertésupplémentaire dans l'espace de recherche. Dans ce cas nous désignons l'alimentationobtenue par le "cas relaxé".Ces alimentations serviront à dé�nir un critère pour construire la fonction coût duproblème d'optimisation topologique.Remarque Le cas relaxé correspond à la modélisation d'une antenne pour laquellele dispositif électronique branché sur chaque ER permet de contrôler à la fois lemodule et la phase d'alimentation.Le cas non relaxé correspond à la modélisation d'une antenne pour laquelle le dis-positif électronique branché sur chaque ER permet de contrôler uniquement la phased'alimentation : cette approche, moins coûteuse au niveau de la fabrication, est cellesouhaitée par Thalès pour concevoir l'antenne.4.3.8 A�chagesLes a�chages sont les mêmes que dans la section 3.3.10 page 72.96



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOPNiveaux de directivité Nous donnons une précision sur l'échelle de couleursqui permet ici de séparer les trois valeurs de gabarit. Le gabarit est respecté si àl'a�chage :
� tous les points de la zone utile sont dans une zone rouge (couleur en haut del'échelle),
� aucun point de la zone d'interférence n'est dans une zone verte (couleur aumilieu de l'échelle),
� aucun point de la zone d'isolation n'est dans une zone bleue (couleur en bas del'échelle).4.4 Résultats numériques4.4.1 Cas non relaxéNous e�ectuons la recherche des lois d'alimentations optimales pour les 44 spots dela zone de couverture.Les paramètres d'entrée de l'algorithme sont :
� poids �xes sur les contraintes : λj = 10, j = 1 . . . 4 pour les contraintes degabarit et λ5 = 104 pour les contraintes de module,
� nombre maximum d'itérations : 20,
� alimentation initiale a0 vecteur constant.Performances La �gure II.24 présente les résultats dans le cas non relaxé pourl'ensemble des spots, avant et après projection sur les valeurs cibles.

Fig. II.24 � Performances pour l'antenne de départ Ant0A gauche dans le cas non relaxéA droite dans le cas non relaxé projetéLes alimentations trouvées ne respectent pas les contraintes de gabarit sur tous lesspots, et le résultat est dégradé après projection des modules sur les valeurs cibles.97



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATIONAnalyse Prenons par exemple l'alimentation optimale du spot n�1, et nous a�-chons pour l'alimentation optimale dans le cas non relaxé :
� les niveaux de directivité dans la �gure II.26,
� les cartes de module et de phase dans la �gure II.25.Nous constatons que la puissance n'est pas concentrée dans le spot : des remontéesdu rayonnement apparaissent dans la zone proche autour du spot.La carte des modules est uniforme puisque ce sont les valeurs cibles, mais on voit quequelques ER au centre ont une valeur trop importante. La carte des phases pésentedes bandes parallèlles moins nettes que dans l'étude préliminaire.

Fig. II.25 � Spot n�1 : alimentation optimale pour Ant0 dans le cas non relaxéA gauche : carte des modulesA droite : carte des phasesToujours pour le spot n�1, nous visualisons en fonction des itérations dans la �gureII.27 :
� la valeur de la fonction coût normalisée Jk

J0
,

� les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit.Nous observons que le gabarit est respecté après dix itérations, mais ensuite lavaleur de la directivité remonte sur la zone d'interférence pour dépasser la valeur dugabarit (22 dB valeur maximum), pourtant la fonction coût diminue tout au long desitérations. Cela n'est pas contradictoire, car la composante de F correspondant à lacontrainte sur les modules n'est pas a�chée ici. Or l'algorithme fait d'abord tendrevers 0 les erreurs liées aux trois zones de gabarit, puis ensuite il diminue l'erreur liéeaux modules, mais il le fait au détriment d'une des erreurs précédentes (sur la zoned'interférence), si bien que globalement J continue de diminuer.98



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Fig. II.26 � Spot n�1 : alimentation optimale pour Ant0 dans le cas non relaxéCourbes iso-niveaux de la directivité

Fig. II.27 � Spot n�1 pour Ant0 dans le cas non relaxéA gauche : fonction coût normalisée Jk

J0
en fonction des itérationsA droite : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérationsPour le spot n�1, nous a�chons les cartes de module et de phase dans la �gure II.28pour l'alimentation dans le cas non relaxé au bout de 10 itérations (contre 20 pourl'alimentation optimale). 99



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION

Fig. II.28 � Spot n�1 : alimentation au bout de 10 itérations pour Ant0 dans le casnon relaxéA gauche : carte des modulesA droite : carte des phasesNous observons beaucoup plus de valeurs de module au-dessus de la valeur cibleque pour l'alimentation après 20 itérations.4.4.2 Cas relaxéLa contrainte sur les modules ne permet pas d'atteindre les performances demandéesen jouant uniquement sur les phases, et nous avons vu que véri�er la contrainte surles modules dégrade les performances. Nous allons relâcher cette contrainte et voircomment se comporte l'algorithme dans ce cas.Les paramètres d'entrée de l'algorithme sont :
� poids �xes sur les contraintes : λj = 10, j = 1 . . . 4 pour les contraintes degabarit et λ5 = 0 pour la relaxation des contraintes de module,
� nombre maximum d'itérations : 20,
� alimentation initiale a0 vecteur constant.Performances La �gure II.29 présente les résultats dans le cas relaxé pour l'en-semble des spots.Analyse Cette fois, une dizaine d'itérations sont su�santes pour trouver les ali-mentations optimales respectant le gabarit dans tous les cas.Nous comparons les résultats avec le cas précédent sur le spot n�1 en a�chant pourl'alimentation optimale dans le cas relaxé100



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Fig. II.29 � Performances pour Ant0 dans le cas relaxé
� dans la �gure II.31 les niveaux de rayonnement,
� dans la �gure II.30 les cartes de modules et phases.Le degré de liberté supplémentaire est utilisé par l'algorithme qui place des valeursde module plus fortes au centre de l'antenne et sur quelques ERel du bord , et desvaleurs très faibles sur une couronne d'ERel ; de plus les phases pésentent des bandesparallèles beaucoup plus régulières.La puissance est beaucoup plus concentrée à l'intérieur du spot que dans le cas nonrelaxé : le maximum est ici de 47dB contre 45 dB. En valeurs avant la conversion endécibels (utilisées par l'algorithme), cela représente un maximum de l'ordre de 5.104contre 3.104 et la valeur minimum à atteindre est 1, 5.104.Nous présentons à présent en fonction des itérations dans la �gure II.32
� la valeur de la fonction coût normalisée Jk

J0
,

� les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit,Les alimentations optimales trouvées dans le cas des contraintes de module relaxéesrespectent le gabarit avec de la marge, contrairement au cas non relaxé.101



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION

Fig. II.30 � Spot n�1 : alimentation optimale pour Ant0 dans le cas relaxéA gauche : carte des modulesA droite : carte des phasesConclusion Nous allons exploiter ce résultat dans la partie où nous allons cher-cher à grouper les ERel tout en essayant de conserver les performances : il faudraextraire l'information donnée par les modules relaxés et l'utiliser pour décider lesregroupements.
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Fig. II.31 � Spot n�1 : : alimentation optimale pour Ant0 dans le cas rrelaxéCourbes iso-niveaux de la directivité pour l'alimentation optimale

Fig. II.32 � Spot n�1A gauche : fonction coût normalisée Jk

J0
en fonction des itérationsA droite : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérations103



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D'ALIMENTATION

104



Chapitre IIIOptimisation topologique del'antenne
Sommaire1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1052 Regroupement d'ERel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1062.1 Panel de motifs d'ER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1062.2 Antenne regroupée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1073 Méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1103.1 Idée clé : relaxation de la contrainte sur les modules . . . . 1103.2 Idée clé : technique de réduction de données . . . . . . . . . 1123.3 Fonction coût . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1154 Construction de l'antenne optimisée . . . . . . . . . . . . 1164.1 Algorithme de choix de la topologie initiale . . . . . . . . . 1164.2 Algorithme d'optimisation topologique . . . . . . . . . . . 1204.3 Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1205 Etude industrielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1225.1 Matrice des alimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1225.2 Résultat de la SVD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1225.3 Contraintes géométriques sur les ER . . . . . . . . . . . . . 1245.4 Antenne optimale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1251 IntroductionLe problème consiste à chercher une nouvelle géométrie pour l'antenne qui doit :

� présenter un nombre de sources (ou ER) le plus inférieur possible à celui del'antenne de départ,
� respecter les contraintes de gabarit et sur les modules dé�nies dans le problèmedu chapitre précédent en section 4.2.3 page 88.105



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNEIl n'existe pas de méthode générale pour résoudre ce problème (voir [CCG+07]) :plusieurs approches sont envisageables (voir section 2.3.2 page 25), mais dans tousles cas, les algorithmes envisagés ne permettent pas de dé�nir une géométrie valablepour l'ensemble des spots utiles.Le parti pris est ici le suivant : l'antenne de départ a une maille �ne et régulièreavec de nombreux ERel, permettant de satisfaire au mieux le gabarit, et la nouvellegéométrie de l'antenne �nale sera obtenue par regroupement de ces ERel.Le maillage des ER qui est régulier au départ deviendra irrégulier pour l'antenneoptimisée : casser la régularité du réseau permettra d'abaisser les lobes de réseau.L'idée majeure est de calculer d'abord les lois optimales pour tous les spots utilesavec l'antenne initiale dans le cas des contraintes sur les modules relaxées. Nousobtenons ensuite un résumé de ces modules optimaux en appliquant une techniquede réduction de données au résultat (décomposition en valeurs singulières).Nous construisons la nouvelle géométrie lors d'un processus itératif.Pour les antennes avec regroupements, nous simulons une alimentation de calcul oùles contrôles sont répartis sur l'ensemble des éléments de départ sous-jacents (ERel) :le critère à optimiser est l'erreur entre les valeurs de contrainte sur les modules del'antenne regroupée, qui dépend de la géométrie, et les modules optimaux obtenussur les ERel.C'est une méthode de type gradient topologique : on regroupe les ERel aux endroitsoù l'erreur est la plus forte pour faire diminuer le critère.Ainsi, le degré de liberté perdu lors de l'application de l'alimentation �nale res-pectant la contrainte sur les modules (cas non relaxé) est alors compensé par le faitque les valeurs à imposer sont proches des valeurs souhaitées pour les meilleuresperformances possibles.Nous présentons alors l'antenne optimisée obtenue après l'application de cette mé-thode puis la validation de ses performances (voir aussi [TA08]).Dans la suite nous considérons les hypothèses de l'étude industrielle (voir section 2.1du chapitre précédent page 52), concernant le calcul de la directivité et les contrainted'alimentation.2 Regroupement d'ERel2.1 Panel de motifs d'ERLes ER peuvent être fabriqués industriellement avec des coûts de fabrication modé-rés pour certain nombre de motifs standards. Nous avons alors décidé de nous limiterà priori à un panel de motifs dé�ni en concertation avec Thalès, c'est-à-dire de lesintégrer comme des contraintes de l'étude.Le panel est le suivant (voir �gure III.1) :
� des ER carrés et rectangles constitués de 2,3 ou 4 ERel,
� des ER en forme de coudes constitués de 3 ERel.106



2. REGROUPEMENT D'EREL

Fig. III.1 � Panel des motifs d'ER réalisables2.2 Antenne regroupée2.2.1 Alimentation sur les ERelSoit l'antenne de départ Ant0 constituée d'un réseau régulier de n0 ERel. On re-groupe certains ERel voisins pour former une nouvelle antenne Antk constituée d'unnombre n 6 n0 d'ER.On dé�nit pour Antk :
� le vecteur alimentation a ∈ C

n avec pour un indice d'ER j ∈ {1, . . . , n} aj =
Aj e

iϕj ,
� le vecteur alimentation sur les ERel â ∈ C

n0 avec la règle suivante :soit i ∈ {1, . . . , n0} l'indice d'un ERel sous-jacent dans Antk, et soit j ∈
{1, . . . , n} l'indice correspondant de l'ER (regroupé ou pas) auquel il appar-tient, alors le module et la phase sont égaux.C'est à dire si aj = Aj e

iϕj alors âi = Aj e
iϕjCette propriété est illustrée par un exemple dans la �gure III.2 avec des regroupe-ments d'ERel par 2 et par 4.2.2.2 Calcul de la directivitéNous pouvons dé�nir deux vecteurs champ :

� Ê(xk) = (E1(xk), . . . , En0(xk))
T ∈ C

n0 les valeurs de champ pour les n0 ERelde départ au point xk fournies par le �chier de données,
� E(xk) = (E1(xk), . . . , En(xk))

T ∈ C
n le vecteur champ obtenu à partir desvaleurs du vecteur champ précédent avec la règle suivante :soit j ∈ {1, . . . , n} un indice d'ER dans Antk, composé d'un regroupementde rj ERel, 1 6 rj 6 4, et {i1, . . . , irj} ∈ {1, . . . , n0} les indice des ERelcorrespondants,alors Ej(xk) =

∑irj

i=i1
Êi(xk). 107



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE

Fig. III.2 � Alimentation d'une antenne avec regroupements Antk à n ERA gauche : alimentation â ∈ C
n0 sur les ERel sous-jacentsA droite : alimentation a ∈ C
n sur les EREn e�et, ainsi nous obtenons le champ rayonné total en xk pour une antenne avecregroupements de deux manières :

� en utilisant l'alimentation sur les ERel â ∈ C
n0 avec Ê(xk),

� ou bien en utilisant l'alimentation sur les ER a ∈ C
n avec E(xk).Nous obtenons alors d'après la dé�nition de â vue précédemment :

E(a, xk) =

n∑

j=1

aj Ej(xk)

=
n∑

j=1

aj




irj∑

i=i1

Êi(xk)




=

n∑

j=1




irj∑

i=i1

ajÊi(xk)




=

n∑

j=1




irj∑

i=i1

âiÊi(xk)




=

n0∑

i=1

âi Êi(xk).

(III.1)
Nous rappelons que la directivité en un point xk pour l'alimentation a ∈ C

n secalcule comme le module du champ E au carré (voir section 2.1 page 52 du chapitreII) :
D(a, xk) = |E(a, xk)|2 =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ajEj(xk)

∣∣∣∣∣∣

2

. (III.2)108



2. REGROUPEMENT D'EREL2.2.3 Calcul des lois optimalesAvec la formule précédente de calcul de la directivité, nous pouvons alors appliquerdirectement l'algorithme du chapitre précédent a�n de calculer les lois d'alimentationsoptimales a ∈ C
n de Antk.2.2.4 Contrainte sur les modules : valeurs ciblesNous rappelons que les valeurs cibles sont les valeurs de contrainte pour les modules,ce qui pour l'alimentation a ∈ C

n0 de Ant0 se traduit par
∀i = 1, . . . , n0 |ai| =

1√
n0
. (III.3)Cette contrainte est issue de la contrainte physique selon laquelle la puissance totaled'alimentation est égale à un.Cela s'écrit ici pour Antk et son alimentation sur les ERel â ∈ C

n0

n0∑

i=1

|âi|2 = 1. (III.4)Dans Antk, un seul dispositif électronique de contrôle est relié à chaque ER re-groupé, et la puissance d'alimentation est répartie uniformément sur chacun ; onobtient la contrainte suivante :
∀i = 1, . . . , n0 |âi| =

1√
ri
√
n

(III.5)avec comme précédemment : 1 6 ri 6 4 est le nombre d'ERel qui forment l'ERregroupé auquel appartient l'ERel d'indice i ∈ {1 . . . n0}.En e�et, ainsi la relation de puissance totale (III.4) est véri�ée avec â car le moduleet la phase sont égaux sur un ER et sur les ERel sous-jacents :
n0∑

i=1

|âi|2 =

n0∑

i=1

(
1√
ri
√
n

)2

= 1
n

n0∑

i=1

1

ri

= 1
n

n∑

j=1




irj∑

i=i1

1

ri




= 1
n

n∑

j=1

1

= 1
n
n

= 1.

(III.6)
Nous obtenons �nalement les valeurs cibles à respecter pour l'alimentation a ∈ C

nde Antk
∀j = 1, . . . , n |aj| =

1
√
rj
√
n
. (III.7)109



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNENous véri�ons à nouveau la relation (III.3) avec a cette fois, sachant que la puissancesur un ER regroupé est proportionnelle aux nombre d'ERel le composant :
n∑

j=1

|aj |2 =
n∑

j=1

rj

∣∣∣∣
1

√
rj
√
n

∣∣∣∣
2

=

n∑

j=1

1

n

= 1.

(III.8)
Nous proposons un exemple avec un détail de l'antenne de départ Ant0 puis d'uneantenne Antk obtenue avec certains regroupements (par 2 ou par 4), les valeurs ciblescorrespondantes dans les �gures III.3 et III.4 .

Fig. III.3 � Antenne Ant0, n0 ERel : valeurs ciblesNous utiliserons dans la suite les valeurs cibles :
� pour a dans le calcul des lois optimales (contrainte à respecter sur les modules,voir section 4.3.6 page 94 du chapitre précédent),
� pour â dans le calcul de la fonction coût de l'optimisation topologique (voirsection 3.3 page 115).3 Méthode3.1 Idée clé : relaxation de la contrainte sur les modulesOn suppose que le nombre d'ER de Antk est n avec l'hypothèse

n0

2
6 n 6 n0. (III.9)110



3. MÉTHODE

Fig. III.4 � Antenne Antk, n ERA gauche : valeurs cibles sur les ERelA droite : alimentation respectant les valeurs cibles (cas non relaxé)On en déduit
1

2

1√
n

6
1√
n0

6
1√
n
. (III.10)D'après la section précédente, les valeurs cibles de l'alimentation sur les ERel de

Antk auront les propriétés suivantes par rapport à la valeur cible 1√
n0

de l'antennede départ Ant0 (voir �gure III.5) :
� pour les ERel non regroupés : la valeur cible 1√

n
augmente,

� pour les ERel faisant partie d'un regroupement : la valeur cible 1√
4
√
n
ou 1√

3
√
nou 1√

2
√
n
diminue.Or, si nous calculons les alimentations optimales de Ant0 en relâchant la contraintesur les modules, dit cas relaxé, nous introduisons un degré de liberté supplémen-taire par rapport au calcul qui respecte la contrainte, dit cas non relaxé : l'antenneva véri�er le gabarit avec plus de marge qu'auparavant (voir les performances de

Ant0 à la section 4.4.2 page 100 du chapitre précédent). Nous pouvons alors calculerune alimentation qui concentre plus de puissance dans le spot visé : bien qu'elle necorresponde pas à une alimentation qui pourra être appliquée réellement à l'antenne,elle va être utile pour résoudre notre problème.En e�et, nous faisons apparaître une information supplémentaire pour chaque ERel :la valeur de module souhaitée pour obtenir lameilleure performance sur le spotvisé. 111



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE

Fig. III.5 � Contrainte sur les modules : antenne initiale (à gauche) et antenne avecregroupements (à droite)L'idée est alors d'e�ectuer les regroupements d'ERel en fonction de cetteinformation : nous allons rapprocher les valeurs cibles de Antk des valeurssouhaitées données par l'alimentation optimale dans le cas relaxé pour
Ant0.Ainsi, les performance de Antk seront dégradées car on dispose de moins de degrésde liberté dans l'espace des phases à cause des regroupements des ERel. Mais cettedégradation sera compensée dans le cas non relaxé : les valeurs cibles seront plusproches des valeurs de modules souhaitées pour les meilleures performances, et cettefois grâce aux regroupements, la contrainte sur les modules sera plus facile à respectée.D'après ce qui précède, pour un ERel de Ant0 :

� si la valeur de module souhaitée est supérieure à 1√
n0
, on le laisse non regroupédans Antk, pour faire augmenter sa valeur cible 1√

n
,

� si la valeur de module souhaitée est inférieure à 1√
n0
, on essaie de regrouper cetERel dans Antk , pour faire diminuer sa valeur cible 1√

ri
√
n
, 1 6 ri 6 4.3.2 Idée clé : technique de réduction de données3.2.1 IntroductionIl reste un obstacle pour expoiter l'idée précédente : la valeur de module souhaitéepour un ERel donné n'est pas la même suivant le spot choisi pour le calcul de l'ali-mentation optimale dans le cas relaxé. Il nous faut donc uneméthode de réductionde données pour obtenir la valeur qui soit le meilleur compromis entre les valeurstrouvées sur l'ensemble des spots : nous avons choisi d'utiliser la décomposition envaleurs singulières (SVD pour Singular Value Decomposition dans la suite).112



3. MÉTHODE3.2.2 Décomposition en valeurs singulières (SVD)La méthode SVD permet de décomposer une matrice A sous la forme :
A = USV ∗ (III.11)avec

� S est une matrice diagonale carrée telle que
S =




σ1 (0). . .
(0) σs


 ∈ R

s×s. (III.12)
� Les éléments diagonaux sont les valeurs singulières {σj , j = 1 . . . s} de A,positives et rangées par ordre décroissant.Généralement, elles décroissent très vite.
� {σ2

j , j = 1 . . . s} est le spectre de AA∗.
� U est une matrice rectangulaire telle que

U =




U1 . . . Us




∈ R
n×s. (III.13)

� U est une matrice unitaire : UU∗ = In (idem pour V ) : les vecteurscolonnes {Uj , j = 1 . . . s} forment une base orthonormée.
� {Uj , j = 1 . . . s} sont les vecteurs propres de AA∗.La décomposition de AA∗ dans la base de vecteurs propres {Uj , j = 1 . . . s} est

AA∗ = (USV ∗)(V S∗U∗) = USS∗U∗ car V est unitaire, c'est-à-dire
AA∗ = U




σ2
1 . . .

σ2
s


U∗. (III.14)On peut alors reconstruire A à partir de U :

� En e�et, on écrit A comme somme de matrices de rang 1 d'après le produit
A = USV ∗

A =

s∑

j=1

σj Uj V
∗
j (III.15)avec Uj et Vj, j = 1 . . . s les vecteurs colonnes de U et V .113



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE
� On peut alors approcher A par en prenant un nombre r petit devant s devaleurs singulières et vecteurs de U correspondants. La matrice reconstruite Ãest :

Ã :=

r∑

j=1

σj Uj V
∗
j avec r � s. (III.16)

� On peut montrer (voir [GVL96]) que l'erreur entre la matrice initiale et lamatrice reconstruite s'écrit avec les valeurs singulières négligées :
‖A− Ã‖2 = σ2

r+1 + . . .+ σ2
savec ‖.‖ la norme de Frobenius.Ainsi, l'approximation A w Ã est justi�ée car si les valeurs singulières dé-croissent vite, l'erreur précédente est négligeable.Plus une valeur singulière est grande, plus le vecteur colonne de U correspon-dant participe à la reconstruction de A.3.2.3 Exemple d'utilisation de la SVD avec une imageL'exemple suivant illustre comment l'information stockée dans une matrice peutêtre contenue dans très peu de vecteurs.

� On construit une matrice rectangulaire Aex ∈ R
1600×100, avec la représentationsuivante en niveaux de couleurs.

� On e�ectue la SVD sur Aex, on obtient Uex et Vex.La décroissance des valeurs singulières est très rapide : la troisième est déjànégligeable.
� On représente la matrice reconstruite avec la première valeur singulière :

Arec1 = σ1 U
1
ex Vex

∗
1. (III.17)

� On représente la matrice reconstruite avec les deux premières valeurs singu-lières :
Arec2 = σ1 U

1
ex Vex

∗
1 + σ2 U

2
ex Vex

∗
2. (III.18)Les deux premières valeurs singulières nous ont permis de reconstruire A : lesdeux premiers vecteurs colonnes de Uex contiennent l'essentiel de l'informationstockée dans Aex.3.2.4 Mise en oeuvre : matrice des alimentationsAprès avoir calculé les alimentations optimales de Ant0 dans le cas relaxé pourl'ensemble des s spots, on range en colonnes les modules et on obtient une matrice

A de taille n0 × s.On applique la SVD à cette matrice, on espère une décroissance très rapide desvaleurs singulières a�n d'utiliser dans le meilleur des cas un seul vecteur propre detaille n0, qui donnera alors une seule valeur de module souhaitée pour chaque ERel.114



3. MÉTHODE
Eléments de la matrice A en niveaux de couleur
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Eléments de la matrice A reconstruite avec 1 valeur singulière
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Eléments de la matrice A reconstruite avec 2 valeurs singulières
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1600Fig. III.6 � Exemple d'utilisation de la SVD :En haut : matrice de départ Aex (à gauche) et valeurs singulières (à droite)En bas : matrices reconstruites Arec1 (à gauche) et Arec2 (à droite)3.3 Fonction coûtL'antenne de départ Ant0 est constituée d'un réseau régulier de n0 d'ERel, et selon latopologie choisie en dé�nissant des regroupements à l'itération k, nous allons obtenirdes antennes successives Antk.Pour une antenne regroupée Antk formée de n ER, nous avons pour les indicesd'ERel sous-jacents i ∈ {1 . . . n0} de l'alimentation sur les ERel :
� les valeurs cibles, notées cni = 1√

ri
√
n
, avec 1 6 ri 6 4 le nombre d'ERel quiforment l'ER regroupé auquel appartient l'ERel d'indice i.Elles varient suivant les regroupements e�ectués et le nombre total d'ER n,

� les valeurs souhaitées, notées mi, issues de la SVD.115



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNEElles sont �xes car elles sont issues des calculs e�ectués avec Ant0.Nous construisons une fonction coût à minimiser qui mesure pour Antk l'erreurentre les valeurs cibles et les valeurs de module souhaitées sur les ERelsous-jacents :
Jk = ‖(cn1 −m1, . . . , c

n
0 −m0)‖2

=

n0∑

i=1

(cni −mi)
2.

(III.19)La valeur de départ est J0 calculée avec Ant0, pour la faire diminuer il faut e�ectuerdes regroupements.Si la valeur de Jk est proche de zéro, les valeurs cibles de Antk sont proches desvaleurs souhaitées, et le calcul des alimentations optimales dans le cas non relaxésera facilité au niveau des modules avec un nombre total d'ER qui aura diminué.4 Construction de l'antenne optimisée4.1 Algorithme de choix de la topologie initialeLors des tests, nous avons obtenu un meilleur résultat en initialisant l'antenne avecune géométrie qui présente des regroupements qui diminuent la fonction coût. Onpeut considérer que le but est de trouver un minimum global de la fonction coût
J , mais on ne sait pas s'il est unique : on choisit alors un point de départ de l'al-gorithme (c'est-à-dire une géométrie d'antenne) qu'on pense proche de la solutionqu'on veut obtenir. Ainsi, même si l'algorithme trouve un minimum local, la solutionsera satisfaisante.Soit Ant0 l'antenne de départ composée d'un réseau de n0 ERel, pour chaque taille
k = 1, . . . , 4 d'ER, on commence par dé�nir les zones d'ERel notées Zk susceptiblesde convenir pour les regroupements de taille k.Pour cela, nous allons estimer le nombre total d'ERel n1 de l'antenne Ant1 que nousvoulons obtenir. Nous avons ainsi pour les ER de taille k de Ant1 la valeur cible
ck =

1√
k
√
n1

des ERel sous-jacents. Nous voulons pour l'antenne optimale cettevaleur cible le plus proche possible de la valeur de module souhaitée issue de la SVDdes lois optimales pour Ant0. Nous choisissons alors un intervalle de valeurs centréautour de ck, et nous dé�nissons Zk comme l'ensemble des ERel de Ant0, dont lavaleur de module souhaitée est dans cet intervalle.Pour obtenir une partition des ERel de Ant0, nous choisissons les intervalles autourdes valeurs ck de façon à avoir une partition de l'intervalle des valeurs souhaitées.L'algorithme pour le choix des zones d'ERel candidates Zk aux regroupements detaille k est présenté dans le tableau III.1.Nous avons besoin à présent de choisir une géométrie à partir des zones de regrou-pement candidates Zk a�n de dé�nir Ant1.116



4. CONSTRUCTION DE L'ANTENNE OPTIMISÉE

'

&

$

%

Algorithme 1-a : Calcul de la zone candidate Zk
. Entrées

� Ant0 antenne de départ à n0 ERel
� (m1, . . . ,mn0) ∈ C

n0 le vecteur des valeurs de module souhaitéesissues de la SVD
� k ∈ {2, . . . , 4} les tailles d'ER regroupés pour l'antenne �nale

. Initialisation
� On pose n1 = 2

3 n0 l'estimation du nombre d'ER de l'antenneinitiale Ant1 qu'on veut construire
� Soit ck =

1√
k
√
n1

, k ∈ {1, . . . , 4} les valeurs cibles pour Ant1
� Soit [um, uM ] l'intervalle des valeurs de modules souhaitées,avec um := min

i=1...n0

mi et uM := max
i=1...n0

mi

. Choix des zones
� Découper l'intervalle [um, uM ] en une partition de 4 intervalles
Ik, chacun contenant une des valeurs cibles ck, k ∈ {1, . . . , 4}

� Pour chaque intervalle Ik, k ∈ {2, . . . , 4},associer une zone d'ERel Zk dont les valeurs de modules souhai-tées appartiennent à Ik.Ces ERel constituent les candidats à un regroupement de taille k(voir �gure III.10 page 125) et ces zones dé�nissent une partitionde l'ensemble des ERel de l'antenne de départ.Tab. III.1 � Algorithme de calcul de la zone candidate
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CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNEPour une taille de regroupement k ∈ {2, . . . , 4} et une zone Zk �xée, nous de-vons d'abord travailler dans les zones connexes de Zk dans lesquelles nous pouvonsemboîter les ER regroupés en laissant le moins possible d'ERel non regroupés.Comme les zones connexes comportent un nombre faible d'ERel (voir �gure III.10page 125), nous pouvons essayer toutes les combinaisons de regroupements possiblesdans chacune d'entre elles (on utilise pour cela une boucle récursive) et choisir lagéométrie qui maximise le nombre de regroupements, c'est-à-dire qui minimise lenombre d'ER.Nous obtenons Ant1 en appliquant tous les regroupements choisis à l'étape précé-dente.L'algorithme pour le calcul de l'antenne initiale nommée Ant1 est alors présentédans le tableau III.2.
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4. CONSTRUCTION DE L'ANTENNE OPTIMISÉE
'

&

$

%

Algorithme 1 : choix de la topologie initiale
. Entrées

� Ant0 antenne de départ à n0 ERel
� U ∈ C

n0 vecteur des valeurs de module souhaitées issues de la SVD
� k = {2, . . . , 4} les tailles d'ER regroupés pour l'antenne �nale

. Choix des regroupements
� Pour k = 2, . . . , 4 les tailles de regroupements possibles

� Algorithme 1-a : calcul de la zone Zk des ERel candidats aux regroupementsde taille k
� Calcul des Nk zones connexes Zk,j , j ∈ {1 . . . Nk} composant Zk
� Pour j = 1 . . . Nk chaque zone connexe
. Calcul de tous les regroupement de taille k dans Zk,j

� Soit L la liste des ERel constituant Zk,,j
� Boucle récursive : Si L n'est pas vide

� Soit le plus petit indice d'ERel iER ∈ L
� E�ectuer tous les regroupements possibles de taille k avec les ERelvoisins de iER
� Pour chaque regroupement, soit J la liste d'ERel le dé�nissant

� L = L \ J
� Récursivité : retour au début de la boucle parcourant LSinon conserver la géométrie obtenue sur Zk,j.

� Choisir la géométrie précédente qui minimise le nombre d'ER dans Zk,j
. Sortie� Ant1 est la géométrie obtenue avec les regroupements choisis dans la boucleprécédente.Tab. III.2 � Algorithme de choix de la topologie initiale
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CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE4.2 Algorithme d'optimisation topologiqueNous partons de l'antenne initiale Ant1, et pour construire l'antenne �nale opti-misée, nous voulons diminuer l'écart ou erreur entre les valeurs cibles et les valeursde modules souhaitées issues de la SVD. Nous utilisons pour cela la fonction coût
Jk dé�nie en section 3.3 page 115 qui somme les erreurs au carré sur tous les ERelsous-jacents de Ant1.L'espace de recherche pour cette fonction est l'ensemble des géométries admissiblesde regroupements des ERel de Ant0, avec les contraintes de taille, de forme et degéométrie pour la juxtaposition des ER regroupés.Nous utilisons un algorithme inspiré par la méthode du gradient topologique pourminimiser la fonction coût : soit l'ERel qui correspond à l'erreur la plus grande, nousavons intérêt à modi�er la topologie à cet endroit là. Ici, au lieu de faire un troucomme dans la méthode du gradient toplogique, nous e�ectuons un regroupement :il ne reste plus qu'à choisir le meilleur regroupement avec les ERel voisins.L'algorithme pour construire l'antenne optimisée est présenté dans le tableau III.3.4.3 ValidationNotre méthode induit qu'il faut valider a posteriori les performances de l'antenneobtenue Antopt.On applique alors pour l'ensemble des spots l'algorithme de recherche des lois op-timales dans le cas non relaxé des contraintes de module, et on véri�e que le gabaritest toujours respecté.
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4. CONSTRUCTION DE L'ANTENNE OPTIMISÉE
'

&

$

%

Algorithme 2 : optimisation topologique
. Entrées

� Ant1 l'antenne issue de l'algorithme 1 : choix de la topologie initiale
� U ∈ C

n0 vecteur des valeurs de module souhaitées issues de la SVD
� k = {2, . . . , 4} les tailles d'ER regroupés pour l'antenne �nale
� les formes d'ER regroupés admissibles

. Initialisation
� Antk = Ant1

� Ik = I0 = 1, . . . , n la liste des ERel de l'antenne initiale
� Calculer la fonction coût Jk =

n0∑

i=1

(cni −mi)
2 = J0

. Boucle d'optimisation
� Tant que Jk diminue

� Dans la liste Ik, calculer l'indice d'ERel iM pour lequel l'erreur
(cni −mi)

2 est maximale
� E�ectuer tous les regroupements admissibles de l'ERel iM avec sesERel voisins : on s'autorise à casser les regroupements existantspour réaliser le regroupement à tester.Pour chaque nouvelle antenne Ant

k̃
obtenue,calculer la valeur de J

k̃
associée

� Choisir la nouvelle topologie Antk parmi les précédentes pour que
Jk soit minimale

� Ik = Ik \ iM

. Sortie
� Antopt = AntkTab. III.3 � Algorithme d'optimisation topologique
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CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE5 Etude industrielle5.1 Matrice des alimentationsNous reprenons l'étude OTOP avec les résultats d'optimisation des lois d'alimenta-tion dans le cas relaxé (voir section 4.4.2 du chapitre II page 100) pour l'antenne dedépart Ant0 à 529 ERel (voir �gure II.21 dans la section 4.2.2 page 87).Nous formons une matrice A de taille 529× 44 en rangeant en colonnes les modulesdes alimentations optimales pour l'ensemble des 44 spots.5.2 Résultat de la SVD5.2.1 Valeurs singulièresNous e�ectuons la SVD sur la matrice A, nous obtenons les matrices S et U .Nous a�chons dans la �gure III.7 la décroissance des valeurs singulières obtenues.

Fig. III.7 � Valeurs singulières de la matrice des modules des alimentations optimalesrelaxées de Ant0Comme on s'y attendait, la première valeur singulière est prépondérante par rapportaux suivantes, donc le premier vecteur de la base dé�nie par les colonnes de U contientl'essentiel de l'information sur les n0 valeurs de module optimales pour l'ensembledes spots. 122



5. ETUDE INDUSTRIELLE5.2.2 Carte des modules souhaitésNous utilisons donc le premier vecteur colonne de la matrice U qui donne les valeursde modules souhaitées pour obtenir les meilleures performances sur tous les spots, etla carte obtenue est a�chée dans la �gure III.8.

Fig. III.8 � Carte de module : premier vecteur colonne de U5.2.3 InterprétationQuand on observe la carte des modules souhaités précédente, on retrouve la tendancequ'on pouvait visualiser sur les cartes des modules des alimentations optimales dansle cas relaxé :
� des valeurs fortes au centre et sur les bords de l'antenne,
� une ou deux couronnes successives autour du centre avec des valeurs qui dimi-nuent. 123



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNEL'algorithme va donc essayer de regrouper des ERel dans les couronnes où les valeursde module souhaitées sont faibles.5.3 Contraintes géométriques sur les ERLes motifs du panel présenté en section 2.1 page 106 provoquent des di�cultésgéométriques lors de la juxtaposition des ER. A�n de limiter cet inconvénient, etconnaissant la forme de la zone où s'e�ectuerons les regroupements (une couronne),nous avons choisi de partager l'antenne en neuf zones et de réduire la liste des ERadmissibles par zone.Dans le panel de motifs, nous avons dé�ni les formes réalisables industriellement.Ici, nous choisissons cette fois par région la forme et l'orientation des ER admissiblesa�n de pouvoir former des arcs de cercle plus facilement : voir la �gure III.9 pour lesER admissibles.

Fig. III.9 � ER admissibles et zones de l'antenne associées
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5. ETUDE INDUSTRIELLE5.4 Antenne optimale5.4.1 Antenne initiale Ant1A�n de trouver une antenne initiale pour l'algorithme d'optimisation (voir section4.1 page 116), à partir de la carte des modules souhaités nous dé�nissons des in-tervalles de valeurs de modules et des zones d'ERel candidats aux regroupementsassociées : voir les �gures III.10 et III.11.

Fig. III.10 � Carte présentant le rapport entre les valeurs de modules souhaitéesissues de la SVD et les valeurs cibles de l'antenne objectif initiale Ant1 : intervallespour la dé�nition des zones Zk , k ∈ {1, . . . , 4}Nous appliquons l'algorithme 1 (voir page 119), et nous obtenons l'antenne initiale
Ant1 à 390 ER : voir �gure III.12.
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CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE

Fig. III.11 � Zones candidates aux regroupements de taille 2, 3 ou 4

Fig. III.12 � Antenne inititiale Ant1 : 390 ER126



5. ETUDE INDUSTRIELLE5.4.2 Résultat de l'algorithme d'optimisation topologique : AntoptA présent, nous appliquons l'optimisation topologique, c'est-à-dire l'algorithme 2(voir page 121), avec l'antenne initiale Ant1 comme point de départ.La décroissance de la fonction coût J , qui mesure l'écart aux valeurs de modulessouhaitées, est présentée dans la �gure III.13, avec les valeurs suivantes :
� J0 = 0.1417 pour Ant0,
� J1 = 0.1038 pour Ant1 (point de départ, itération 0),
� Jk pour Antk les antennes successives trouvées au cours des itérations suivantes,
� Jopt = 0.0612 pour Antopt l'antenne optimisée.

Fig. III.13 � Décroissance de la fonction coût JL'antenne Ant1 a été construite pour se rapprocher de la topologie qui minimise J ,et la valeur de J1 (73% de J0) est bien inférieure à celle de J0 .L'algorithme fait ensuite diminuer la valeur de J jusqu'à Jopt (43% de J0).L'algorithme parcourt successivement tous les indices d'ERel dont la valeur de mo-dule souhaitée est inférieure à la valeur cible de départ : les 100 premières itérationspermettent d'e�ectuer chacune un regroupement qui fait diminuer J . Mais sur lesitérations restantes, on teste des indices d'ERel qui sont sont déjà regroupés ou voi-sins de regroupements et il est plus di�cile de trouver une solution qui diminue J :127



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNEla courbe de décroissance est alors presque horizontale et la géométrie n'est prati-quement plus modi�ée.L'antenne optimale Antopt obtenue à la �n de l'algorithme d'optimisation topolo-gique est présentée dans la �gure III.14 : ellle est constituée de 284 ER, ce quiréprésente 54% du nombre d'ER de l'antenne de départ.

Fig. III.14 � Antenne optimale Antopt : 284 ER5.4.3 Amélioration : Antopt−bHeuristique : regroupements sur le bord A la présentation de l'antenne op-timisée, les ingénieurs de recherche de Thalès ont proposé de diminuer encore lenombre d'ER à l'aide d'une heuristique : en e�et, l'expérience de construction de cetype d'antennes montre que la densité de sources est décroissante du centre vers lebord. Or sur notre solution, une couronne d'ERel sur le bord extérieur de l'antennen'a pas été regroupée, conformément aux informations issues de la SVD. Cela signi�eque l'on doit pouvoir regrouper ces ERel avec les ER regoupés voisins sans dégraderles performances de l'antenne.Pour intégrer cette information à l'algorithme d'optimisation topologique, il faudraitmodi�er l'algorithme de recherche des lois optimales a�n de contrôler et contraindre128



5. ETUDE INDUSTRIELLEle rayonnement d'une manière di�érente et qu'en conséquence les valeurs de modulescalculées dans le cas relaxé ne soit pas aussi fortes sur le bord extérieur de l'antenne.Dans notre cas, cette heuristique va avoir pour e�et de diminuer le nombre totald'ER mais il ne faut plus calculer la fonction coût J associée puisqu'on n'utiliseplus les valeurs de modules issues de la SVD dans cette partie, et J va au contraireaugmenter.Le principe est le suivant : on regroupe les ERel de Antopt situés sur le bord avec sesvoisins (des ERel ou des ER déjà regroupés) de manière à obtenir des ER admissibles.On s'autorise à casser les regroupements existants.L'antenne �nale Antopt−b obtenue après les regroupements sur le bord est pré-sentée dans la �gure III.15 : elle est constituée de 250 ER, ce qui réprésente 47% dunombre d'ER de l'antenne de départ.

Fig. III.15 � Antenne optimale avec regroupements sur le bord Antopt−b : 250 ER
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CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNE5.4.4 ValidationPerformances Il faut à présent valider a posteriori les performances de l'antenne
Antopt−b obtenue : nous utilisons l'algorithme d'optimisation des alimentations dansle cas non relaxé sur l'ensemble des spots.Cependant il existe à la �n de l'algorithme un écart entre les valeurs de modulecalculées et les valeurs cibles car la norme de leur di�érence n'est pas diminuéeexactement jusqu'à zéro.Pour avoir une solution conforme aux exigences dé�nies par l'utilisateur, nous rap-pelons l'alimentation �nale dans le cas non relaxé projeté (voir section 4.3.7 page96) :

� on impose comme modules les valeurs cibles correspondant à la géométrie del'antenne optimisée,
� on garde les phases optimales issues du cas non relaxé.Exemple Nous a�chons les niveaux de directivité, et les cartes de module et dephase, pour l'alimentation optimale du spot n�1 dans les �gures III.16 et III.17.La carte des modules projetés ne comporte que les quatre valeurs cibles correspon-dant aux cas de regroupements (non regroupé, ou regroupé dans un ER de taille2,3 ou 4), et la carte des phases présente des bandes parallèlles similaires à cellesrencontrées pour Ant0 dans le cas relaxé.

Fig. III.16 � Cartes de module et phase de l'alimentation optimale du spot n�1
Antopt−b, cas non relaxéAnalyse Les performances pour Antopt−b dans le cas non relaxé, puis dans le casprojeté sont présentées dans la �gure III.18.130



5. ETUDE INDUSTRIELLE

Fig. III.17 � Niveaux de directivité de l'alimentation optimale du spot n�1 : Antopt−b,cas non relaxé

Fig. III.18 � Performances : antenne optimisée Antopt−bA gauche : cas non relaxéA droite : cas non relaxé projeté
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CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNESi nous comparons avec les performances de Ant0 dans le cas relaxé (voir �gureII.29 page 101), nous constatons que les valeurs sont légèrement dégradées sur leszones d'interférence et d'isolation, mais pour une antenne optimisée Antopt−b dontle nombre d'ER et donc de contrôles a été réduit de moitié, et pour laquelle on necontrôle que les phases (au lieu des modules et des phases pour Ant0).5.4.5 BilanPour constituer l'antenne �nale optimisée Antopt−b (�gure III.15), les élémentsrayonnants élémentaires de départ ont été regroupés en cinq types seulementd'éléments (trois types rectangulaires un type carré et un type "coude"), formant unréseau irrégulier.Le coût induit par la fabrication de ces nouveaux types d'éléments est largementcompensé par les deux points suivants :
� le nombre d'éléments a été réduit de moitié (moins 53%) par rapport aunombre initial,
� les performances de l'antenne �nale dans le cas non relaxé sont équi-valentes à celles de l'antenne de départ dans le cas relaxé.Cela signi�e :

� dans le cas de l'antenne initiale, la structure de réseau régulier produit deslobes non désirés qui doivent être compensés par le contrôle des modules(cas relaxé) pour respecter les contraintes de rayonnement,
� dans le cas de l'antenne optimisée, la structure de réseau irrégulier neproduit pas les lobes non désirés, et on peut se contenter de contrôler lesphases (cas non relaxé) pour dépointer le faisceau.Ainsi, dans l'antenne �nale respectant la contrainte sur les modules, un seultype d'ampli�cateur générant la même puissance (ou module) pour chaque élé-ment rayonant (regroupé ou pas), sera fabriqué, ce qui représente une solutionindustrielle économique.
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Conclusion
BilanLes algorithmes décrits dans ce document ont répondu avec succès au problèmeindustriel posé par Thalès Alenia Space :

� Laméthode d'optimisation des lois d'alimentation, avec ou sans contrôledes modules, pour une antenne réseau à géométrie quelconque, est robusteet rapide (20 itérations pour trouver l'optimum lors du cas test).Nous avons proposé une nouvelle technique permettant de rendre le pro-blème convexe :
� d'une part en relaxant la contrainte d'égalité sur les modules parune contrainte d'inégalité,
� d'autre part en évitant de maximiser l'énergie à l'intérieur du spot. Ene�et, l'énergie est une fonction de type quadratique, et sa maximisationengendre de nombreux minima locaux.A cet e�et nous avons

� soit utilisé le principe de conservation de l'énergie pour minimi-ser à l'extérieur du spot,
� soit imposé une valeur du champ rayonné au centre du spot.

� Laméthode d'optimisation topologique originale que nous avons proposéea permis de concevoir sur un cas test une antenne optimale : elle a été obtenuepar regroupements des éléments rayonnants élémentaires de départ,sur un critère de modules optimaux donnés par la méthode précédente.Le nombre d'éléments a été réduit de moitié, et l'antenne �nale à ré-seau irrégulier présente des performances de rayonnement similaires àl'antenne initiale.De plus, ces performances sont atteintes avec le contrôle des phases unique-ment : c'est un avantage industriel, car on peut fabriquer un seul type d'am-pli�cateur délivrant une puissance unique pour chaque élément.Création du logiciel OTOPCette étude a abouti à la création du logiciel OTOP (du nom du projet ANRretenu) sous MATLAB de design optimal d'antennes réseaux actives : la méthode133



CHAPITRE III. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE DE L'ANTENNEa été implémentée de manière à obtenir une optimisation topologique entièrementautomatisée.Le logiciel a été adapté aux normes spéci�ées par Thalès par la société Ansys France.PerspectivesLa méthode doit être encore validée sur des cas tests représentatifs de couverturesmulti-faisceaux typiques de futurs systèmes satellites.Par exemple, la �gure III.19 présente une couverture pour laquelle les spots ne sontplus circulaires mais dont la forme épouse les contours d'une zone linguistique.L'algorithme d'optimisation des lois d'alimentation, basé sur l'hypothèse de spots�ns et circulaires devra être adapté à cet e�et.On peut proposer une méthode de contrôle du champ E sur le bord d'un spotirrégulier :
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(III.21)De plus, a�n d'obtenir une réduction plus forte du nombre d'éléments, un axe derecherche pourrait être développé concernant l'algorithme topologique :
� on pourrait utiliser plus de formes admissibles et mieux prendre en compteles contraintes géométriques de regroupement, pour voir si on obtient un gainsupplémentaire,
� une amélioration de la fonction coût pourrait inclure un terme supplémen-taire permettant de minimiser le nombre total d'éléments, ou de minimimer lenombre de formes admissibles . 134



5. ETUDE INDUSTRIELLE

Fig. III.19 � Exemple de couverture linguistique de l'Europe
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Deuxième partieEtude de �abilité et de sensibilitédans une modélisation d'accidentchimique
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IntroductionDans de nombreux domaines de l'ingénierie, la simulation numérique a pris uneplace prépondérante. Au fur et à mesure de la progression des moyens informatiquesde calcul et des méthodes numériques associées à la résolution des équations, lesmodèles numériques permettent de simuler les essais et les expériences, avec un gainconsidérable en temps et en coût.On est aujourd'hui en mesure de modéliser des systèmes ou des phénomènes deplus en plus complexes, et l'enjeu issu de ces simulations devient de plus en plusimportant.Ainsi se pose naturellement la question majeure de la qualité du modèle et de lavalidité des résultats, pour savoir dans quelle mesure on peut faire con�ance à laréponse de la simulation.L'exécution d'un modèle s'accompagne de plusieurs sources d'incertitudes et d'er-reurs, et l'analyse d'incertitude consiste à s'e�orcer de les quanti�er.On utilise à cet e�et souvent des méthodes stochastiques, qui étudient les e�etsaléatoires par modélisation probabiliste.La �abilité, domaine de l'ingénieur, consiste plus généralement à évaluer les risquesde manière à ce qu'ils restent acceptables.En e�et, toute prise de décision est accompagnée de l'acceptation d'un risque plusou moins bien évalué. La gestion des incertitudes devient ainsi un outil d'aide à ladécision en contribuant à mieux quanti�er les risques.Dans le cadre d'une collaboration avec le CEG (pour Centre d'Etudes de Gramat,de la DGA, pour Délégation Générale pour l'Armement), nous avons contribué àl'étude des conséquences d'un accident de type chimique : le logiciel CEGAP aété créé sur deux premiers cas tests à 9 et 30 paramètres incertains. Ce logiciel esten cours d'implémentation avec les logiciels de simulation du CEG, et sera amené àévoluer a�n de traiter des modélisations de plus en plus réalistes.La deuxième partie de ce manuscrit est organisée de la manière suivante :
� Calculs de �abilité : nous exposons les sources d'incertitudes lors d'une mo-délisation numérique, et les approches possibles.Des lois de probabilité dé�nissent les paramètres incertains, une fonction demodélisation G est dé�nie, et nous devons répondre aux questions suivantes :

� Quelle est la probabilité pour G de dépasser un seuil donné ?
� Quelles sont les conditions les plus probables sur les paramètres quipermettent d'atteindre ce seuil ?139



� Quels sont les paramètres les plus in�uents ?Les hypothèses et la formulation mathématique des problèmes sont posées :
� le calcul de probabilités est un problème de quadrature,
� le calcul du point du domaine de défaillance le plus probable (ou point deconception) est un problème d'optimisation sous contraintes,
� le classement des paramètres importants est traité à l'aide d'un calcul degradients.Nous exposons alors les méthodes de l'analyse de �abilité et de sensibilité quipermettent de résoudre les problèmes précédents.

� Méthodes d'approximation : la fonction de modélisation étudiée est de typeboîte noire, nous ne disposons pas du gradient.Notre choix se porte sur la construction d'une approximation qui sera uti-lisée à la place du modèle initial, nous présentons alors les méthodes d'ap-proximation classiques.Nous détaillons les deux méthodes qui seront implémentées :
� Les réseaux de neurones : un plan d'expérience de type hypercubelatin permet d'obtenir les données d'apprentissage autour du point le plusprobable et des techniques de régularisation sont employées.
� L'interpolation par la technique des sparse grids : la sélection d'unepartie seulement des fonctions de base (celles qui contribuent le plus àl'approximation) permet de travailler avec des grilles éparses qui réduisentfortement le coût de calcul normalement associé à ces méthodes.La construction de type hiérarchique et unmode adaptatif permettantde concentrer le coût de calcul dans les directions importantes en font unoutil d'approximation puissant pour les problèmes en grande dimension.

� Applications numériques : nous présentons les cas tests fournis par le CEGet leur étude.Les cas tests sont dé�nis par
� une chaîne de logiciels modélisant le rejet d'un produit toxique, sa disper-sion et les conséquences sur la population,
� des scénarios, donnant le nombre (9 puis 30) de paramètres incertains,leurs intervalles de variation, et les lois de probabilité associées.Nous présentons la méthode d'approximation globale retenue pour l'étude :
� calcul de probabilités avec une méthode de Monte-Carlo,
� calcul du point de conception avec une méthode classique de descente,
� classement des paramètres avec une représentation de la distributiondes gradients selon tirage de type carré latin.Nous comparons alors les résultats obtenus avec les réseaux de neurones et lessparse grids sur le cas test à 9 paramètres.140



La technique des sparse grids présentant de meilleures perspectives relative-ment au coût de calcul, nous la retenons pour le cas test à 30 paramètres :nous proposons alors des améliorations de la méthode globale qui s'avère insuf-�sante en grande dimension.En ce qui concerne le calcul de probabilités, deux méthodes sont testées :
� Un déplacement de la grille avec changement de variable est ef-fectué a�n de placer les points de grille dans les zones d'intérêt, etd'améliorer l'approximation.
� Pour un seuil �xé, le seuillage des données permet d'obtenir une fonc-tion plus facile à approcher.Pour trouver le point de conception, une méthode par approximations suc-cessives est proposée.
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Chapitre IVCalculs de �abilité
Sommaire1 Traitement des incertitudes . . . . . . . . . . . . . . . . . 1431.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1431.2 Sources d'incertitudes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1441.3 Approches possibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1482 Introduction du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1522.1 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1522.2 Problèmes à résoudre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1563 Méthodes de calcul des probabilités de défaillance ps . . 1583.1 Formules de quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1593.2 Méthodes de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1593.3 Méthodes spectrales : décomposition de G . . . . . . . . . . 1623.4 Méthodes FORM/SORM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1644 Méthodes de calcul des points de conception . . . . . . . 1674.1 Optimisation sous contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . 1674.2 Méthodes de surfaces de réponse . . . . . . . . . . . . . . . 1715 Méthodes pour déterminer les paramètres importants . 1725.1 Analyse de sensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1725.2 Sensibilité locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1725.3 Sensibilité globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1745.4 Plans d'expérience . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1761 Traitement des incertitudes1.1 IntroductionActuellement pour des raisons d'économie de temps et de moyens, l'étude de sys-tèmes physiques passe le plus souvent par une modélisation mathématique, puis parla simulation numérique. On réduit ainsi la durée du cycle de conception ou le nombred'expériences à réaliser et donc les coûts de développement d'un produit.143



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉLes méthodes numériques développées ces dernières années dans de nombreux do-maines (mécanique des structures, mécanique des �uides, électromagnétisme,...) ap-portent une aide précieuse pour la compréhension des systèmes complexes modélisés.Ces modèles servent souvent de prototype virtuel a�n d'obtenir les meilleures carac-téristiques du système. Pour les utiliser comme outil de design optimal, on dé�nit desfonctions objectif à minimiser (poids, coût économique, ...) qui évaluent les perfor-mances du système. Certaines de ces performances peuvent avoir des valeurs limitesou critiques à ne pas dépasser (température, vibrations, ...).L'utilisateur veut connaître généralement le meilleur design, mais aussi l'interpré-tation des résultats :
� il a besoin de savoir si la solution trouvée est robuste, et quels sont les para-mètres les plus in�uents sur la réponse,
� il veut savoir dans quelle mesure il peut faire con�ance à la réponse du modèle,à cause des incertitudes liées au modèle et aux calculs.Les méthodes d'analyse de sensibilité et d'analyse d'incertitude ont été développéespour répondre à ces attentes et développer des modèles �ables : l'enjeu pour lesingénieurs est de pouvoir s'appuyer plus sûrement sur les modèles numériques dansleurs recherches.De plus, au fur et à mesure que la puissance de calcul permet de développer desmodèles de plus en plus complexes et proches de la réalité, le nombre de paramètresd'entrée devient très grand : l'utilisateur se trouve alors confronté à la limite du coûtde calcul en grande dimension, dont les méthodes doivent tenir compte pour êtreutilisables en pratique.Nous détaillons dans la suite plus précisément les di�érentes sources d'incertitudequi peuvent intervenir, en s'appuyant sur [WEF+01] et [Isu99].1.2 Sources d'incertitudesUn modèle est ici l'ensemble des équations gouvernant l'état d'un système et l'al-gorithme permettant de calculer le résultat.Nous considérons pour notre étude une modélisation numérique : on �xe lesvaleurs numériques d'un certain nombre de paramètres d'entrée, et on obtient unrésultat, nommé aussi réponse ou sortie du modèle, grâce à un code de calcul.Incertitude naturelle Certains systèmes physiques ou biologiques sont considé-rés comme stochastiques (séismes, inondations,...), et d'autres comportent de façoninhérente des aspects stochastiques : ces caractéristiques aléatoires doivent alors êtreintégrées dans la modélisation.On appelle cette incertitude naturelle ou aléatoire.Certains paramètres sont alors considérés par dé�nition aléatoires (la turbulencede l'atmosphère par exemple), mais d'autres, bien que mesurables précisément, sontaussi modélisés comme des paramètres aléatoires pour des raisons pratiques (pourlimiter le coût lié à leur évaluation précise par exemple, comme pour les émissionsd'une source dans l'atmosphère). 144



1. TRAITEMENT DES INCERTITUDESIncertitude décisionnelle Notre connaissance d'un système physique est néces-sairement limitée, ainsi que l'information que l'on peut en retirer.Les modèles mathématiques sont ainsi nécessairement une représentation simpli�éedu phénomène étudié, et la construction du modèle repose sur le choix judicieuxdes hypothèses : un bon modèle apporte un compromis entre la simpli�cation et lacorrecte évaluation des résultats du phénomène.Ainsi, le choix du modèle apporte une incertitude dite décisionnelle, avec les aspectssuivants, di�ciles à appréhender dans l'analyse d'incertitude :
� Les hypothèses peuvent être simpli�ées ou idéalisées : des paramètres sontparfois négligés pour des raisons d'e�cacité (paramètres négligeables), ou parmanque d'information (phénomène peu étudié, trop complexe,...). Le modèlene décrit pas alors le comportement véritable du système.
� Le modèle peut être basé sur des ajustements empiriques à des expériences ouà des comportements observés, mais l'utilisateur peut hésiter entre plusieursmodèles concurrents.Pour un phénomène donné, si plusieurs hypothèses entraînant des modèles di�érentssont susceptibles de le représenter, il faut s'assurer qu'ils donnent des résultats simi-laires, sinon il faut préciser davantage les hypothèses a�n de trouver une modélisationrobuste.Incertitude du modèle Une fois le modèle choisi, ce dernier n'est valide que dansune région de l'espace des paramètres d'entrée dé�nie par des frontières (limites enespace et en temps), et ses résultats dépendent de la résolution choisie pour chacunedes discrétisations : une grille trop grossière introduit des résultats erronés.On recherche ici aussi un compromis entre coût de calcul lié au pas de discrétisationet précision du résultat (dans certains cas, baisser la résolution n'entraîne pas uneamélioration de la précision).Les algorithmes de calcul entraînent également des approximations (arrondis etpropagation d'erreurs) sur le résultat �nal.L'incertitude de modèle est souvent évaluée en comparant la réponse du modèleà des résultats d'expériences, mais cette approche comporte des limitations, car lesexpériences sont elles mêmes entâchées d'incertitude (conditions aux limites, erreursde mesure, ...).Incertitude des paramètres d'entrée Les valeurs des paramètres d'entrée dumodèle, ou celles de certaines constantes, sont établies généralement par mesure oucalibrage avec des données expérimentales. Ces données sont soit issues du tiraged'un échantillon puis évaluation, soit issues d'expériences non choisies.Quand l'utilisateur doit �xer ces valeurs, il se trouve confronté en pratique à desdi�cultés pour les déterminer avec précision :
� erreurs de mesure, liées aux appareils ou aux conditions de mesure,
� échantillon non représentatif à cause de limitations en coût, non valide,...145



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ
� manque d'information : les outils employés pour prévoir la valeur recherchéen'incorporent pas tous les mécanismes qui expliquent la variabilité des para-mètres.Ainsi, l'incertitude des paramètres d'entrée provient du fait que même si on peutles mesurer théoriquement avec la précision voulue, et à fortiori pour les autres, leurcodage numérique entraîne des erreurs : celles-ci se propagent lors des évaluations dumodèle et peuvent générer des erreurs importantes sur le résultat.Conclusion Les grandes catégories d'incertitudes et leurs recoupements sont illus-trés par le schéma de la �gure IV.1.

Fig. IV.1 � Catégories d'incertitude lors d'une modélisation (�gure extraite de [Isu99])L'incertitude du modèle et des paramètres d'entrée, nommée aussi incertitude épis-témique, comporte les deux aspects suivants :
� L'incertitude dite irréductible : les �uctuations du résultat sont intrinsèquesau problème étudié (par exemple la turbulence).Elle provient souvent de l'incertitude naturelle qui est encore présente, et nepeut être réduite que quand de nouvelles théories prenant en compte le phéno-mène de manière plus �ne voient le jour.
� L'incertitude dite réductible : elle provient du fait que l'information concer-nant le système est toujours incomplète (faible nombre d'évaluations quandle modèle est coûteux, manque d'information sur une partie du système phy-sique,...), et que le modèle, en tant qu'approximation, ne décrit pas exactementla réalité.Elle peut être réduite, dans une certaine mesure, en agissant aux di�érentesétapes du processus de modélisation :146



1. TRAITEMENT DES INCERTITUDES
� au niveau du modèle avec

� des équations ou des hypothèses plus précises,
� des moyens de calcul plus performants permettant de pousser la ré-solution,
� des schémas numériques plus e�caces, ...

� au niveau des paramètres d'entrée avec
� l'amélioration des mesures,
� le recours à l'assimilation des données,...Mais dans certains cas, il est plus judicieux de prendre en compte une incerti-tude réductible sous forme de bruit que d'essayer de la réduire au prix d'uneaugmentation du coût de calcul excessive.L'exploitation des résultats de modèles complexes rattachés à des systèmes phy-siques doit donc de préférence s'accompagner d'une évaluation des incertitudes asso-ciées : tous les aspects sont importants, mais certains sont plus di�cile à prendre encompte (incertitude naturelle et incertitude du modèle). L'incertitude sur le résul-tat provient ainsi des choix e�ectués à chaque étape de la modélisation et du calculnumérique.Nous nous intéressons à la prise en compte de l'incertitude irréductible, en observantles points suivants :

� caractérisation de l'incertitude des paramètres d'entrée du modèle dé�nis commedes variables aléatoires,
� étude de la propagation de l'incertitude au cours des calculs : le résultatest une variable aléatoire dont on calcule des mesures de probabilité commel'espérance, la variance, ou la fonction de répartition,...
� validation par l'étude du système par comparaison des résultats de simulationavec des expériences réelles.Nous nous limitons dans cette étude au deuxième point, en prenant comme hypo-thèses pour la suite :
� un modèle de système physique, de type "boîte noire" (nous n'avons pasaccès aux équations), est donné sous forme de code numérique,
� les lois de probabilité des paramètres d'entrée sont données,
� la sortie ou réponse du modèle est un critère qui décrit le système, et son éva-luation est considérée comme très coûteuse car le nombre de paramètresest grand.Remarque : couplage modèle-données Dans le cadre de l'incertitude irréduc-tible, les erreurs non modélisables peuvent être prises en compte en couplant le modèleavec les données, ou mesures d'entrée.Cette approche est notamment utilisée dans la modélisation météorologique, et dansle domaine plus large de l'assimilation de données.147



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ1.3 Approches possibles1.3.1 IntroductionLes di�érentes approches dépendent des hypothèses e�ectuées sur la modélisationde l'incertitude :
� L'approche probabiliste est la plus répandue : elle consiste à modéliser lesincertitudes sur les paramètres d'entrée par des variables aléatoires.L'objectif est alors d'estimer les caractéristiques de variabilité de laréponse (espérance, variance,...) qui est aussi une variable aléatoire.Elle nécessite néanmoins de disposer d'information sur les paramètres d'entréea�n de choisir la densité de probabilité la mieux adaptée à leurs variations.Nous détaillons cette approche en section 1.3.2, car c'est celle que nous utilise-rons dans le cadre de notre étude.
� Quand on ne dispose pas d'information su�sante, on se donne uniquement desbornes sur les variations des paramètres d'entrée, et on cherche à établir desbornes sur la réponse du modèle : c'est le domaine de l'analyse de robustesse.On utilise alors des calculs d'arithmétique par intervalles (voir par exemple[Moo79]) pour étudier la propagation des incertitudes jusqu'au résultat.Cette approche possède un défaut majeur : elle peut être très pessimiste.
� L'introduction de la logique �oue (ou fuzzy logic) permet l'incorporation deconcepts di�érents issus de la théorie de l'information.On étudie la propagation d'ensembles �ous modélisant l'incertitude avec denouveaux paramètres d'entrée comme le jugement subjectif et l'opinion experte(exclus dans l'approche probabiliste).1.3.2 Approche probabilisteCette approche est la plus habituelle car elle repose sur la théorie des probabilités,développée depuis longtemps, et adaptée à la modélisation des e�ets du hasard etdonc aux incertitudes.On se donne un modèle probabiliste : chaque paramètre d'entrée incertainest modélisé par une variable aléatoire (voir [DM96]) sous forme de la densitéde probabilité la plus adéquate.Choix de la densité de probabilité Choisir la densité de probabilité adaptée estune étape importante de la modélisation stochastique, car les résultats de l'analysequi s'en suit dépendent fortement de la qualité des données.En pratique, la densité de probabilité d'un paramètre est estimée :
� A l'aide des fréquences observées avec des données déjà disponibles ou en gé-nérant un échantillon représentatif : on peut estimer les moments statistiques(moyenne, variance).On peut ensuite ajuster une densité de probabilité à l'aide d'un test statistiqueou grâce à des familles de densités déjà évaluées.148



1. TRAITEMENT DES INCERTITUDES
� Ou à partir de l'expérience de l'ingénieur dans la modélisation du systèmeétudié.La loi normale est souvent utilisée grâce à ses bonnes propriétés mathématiques(additivité et théorème central limite).Etude des incertitudes Ensuite, on étudie la propagation de l'incertitude parl'analyse de la réponse du modèle qui est aussi une variable aléatoire.En mécanique par exemple, cette approche a été féconde, et donné lieu à une brancheappelée mécanique stochastique (voir [Sch01] ou [DKP86]).On peut distinguer les objectifs complémentaires suivants :
� L'analyse de sensibilité (ou analyse des moments) cherche à estimer la den-sité de probabilité du résultat (par exemple en calculant sa moyenne et savariance si on considère que la réponse suit une loi normale).On peut aussi établir des intervalles de con�ance sur les paramètres d'entréeet on obtient alors un intervalle de con�ance sur la réponse.Par exemple dans [Sch06], des quantiles de la réponse, qui est une productionde pétrole, sont calculés pour prendre des décisions dans un contexte incertain.En mécanique, cette analyse est en général conduite autour du point moyende fonctionnement, et permet de déterminer si la variabilité d'un paramètreest amortie ou au contraire ampli�ée par le modèle : dans ce dernier cas appa-raissent les risques d'instabilité.
� L'analyse de �abilité cherche à étudier les conditions et les risques de dé-faillance du système modélisé.Dans la suite nous nous plaçons dans le cadre de l'approche probabiliste.1.3.3 Analyse de sensibilitéLe lecteur trouvera un exposé complet sur les méthodes suivantes dans [STCM04]et [SCS00].Dé�nition Nous considérons
� les variations du modèle, qui correspondent aux variations de la fonctionassociant les entrées à la sortie,
� la variabilité du modèle, qui correspond dans le cadre de l'approche proba-biliste aux mesures de dispersion comme la variance de la sortie.Dans la suite, sauf précision, nous utiliserons le terme de "variations" au sens large,en sous-entendant aussi la variabilité.L'analyse de sensibilité consiste à e�ectuer l'évaluation, qualitative ou quan-titative, des variations ou de la variabilité de la réponse du modèle à partirde la variation ou de la variabilité des paramètres d'entrée.149



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉObjectifs Les objectifs dépendent de l'utilisateur du modèle :
� Pour le spécialiste qui veut explorer un système ou processus coûteux en dé-�nissant un modèle numérique, l'analyse de sensibilité apporte une évaluationde la con�ance que l'on peut accorder au modèle.On peut calculer l'incertitude propagée au résultat à partir des erreurs ouincertitudes estimées sur les paramètres.
� Pour l'ingénieur, l'objectif est souvent de trouver un compromis entre compor-tement du système, qu'on veut optimal (par exemple la production maximaled'un puits comme dans [Sch06]) et le niveau d'incertitude sur le résultat, qu'onveut minimal. On veut déterminer les paramètres in�uents, a�n d'optimiser lesystème étudié.Par exemple dans le domaine du design elle sert à identi�er les paramètres surlesquels agir pour trouver la forme optimale.
� Pour un chimiste, l'analyse de sensibilité permet de mesurer la force de larelation entre les entrées et les sorties d'une réaction.
� Pour un économiste, elle permet de quanti�er la stabilité des coe�cients d'unmodèle de régression (analyse de robustesse) ...Le principe commun est d'étudier l'e�et des paramètres d'entrée :
� déterminer les paramètres in�uents, ceux dont une faible variation engendreune grande variation de la réponse, et dont l'étude est la plus importante,
� déterminer les paramètres négligeables, ceux qui n'a�ectent pas les variationsde la réponse,
� identi�er si une région de l'espace des paramètres correspond aux variationsmaximales de la réponse,
� éventuellement déceler comment les paramètres interagissent entre eux.L'utilisateur peut alors quanti�er les incertitudes sur les paramètres les plus in-�uents : si les risques sont importants, il peut améliorer leur traitement par uneplus grande précision (nouvelles mesures pour a�ner les valeurs des paramètres dé-�cients).En ce qui concerne une étude en grande dimension, la possibilité d'identi�er lesparamètres négligeables est primordiale, pour les éliminer du modèle �nal. On peutainsi réduire la dimension du problème, car la prise en compte de variables nonsigni�catives augmente la complexité et le coût de calcul sans forcément améliorerles conclusions.Nous détaillons certaines méthodes d'analyse de sensibilité dans la section 5.1.150



1. TRAITEMENT DES INCERTITUDES1.3.4 Etude de �abilitéComme expliqué précédemment :
� la modélisation ne peut être parfaite, et il paraît raisonnable de dire qu'ilexistera toujours un écart non modélisable avec la réalité physique,
� de plus, le hasard intervient dans le processus, et il faut le prendre en compte,
� de petites perturbations de l'état initial peuvent conduire à des solutions trèsdi�érentes, et il faut essayer de maîtriser ces phénomènes d'instabilité.L'objet de la �abilité est de s'assurer que la maîtrise de l'incertitude est su�santepour que les risques soient bien évalués et restent acceptables.La dé�nition de la �abilité donnée par l'AFNOR (pour Association Française deNormalisation, qui édite les normes NF) est : "Aptitude d'un dispositif à accomplirune fonction requise dans des conditions données, pendant une durée donnée... leterme est aussi utilisé comme caractéristique désignant une probabilité de succès ouun pourcentage de succès".La dé�nition précédente oriente l'étude vers l'aproche probabiliste, qui n'est pas laseule, mais qui s'est ainsi fortement développée, accompagnée par les connaissancesen probabilités et en statistiques, et s'est étendue à d'autres domaines (conceptiondes systèmes électroniques par exemple).Dé�nition Une étude de �abilité consiste à analyser les conditions de défaillancedu système ou processus modélisé a�n d'apporter une aide à la décision ou à laconception : on calcule les probabilités des états de défaillance et le point dedéfaillance le plus probable.Mécanique des structures On trouve des applications du calcul de �abilité no-tamment dans le domaine du calcul de structures. Les techniques de calcul de �abilitédans le domaine de la mécanique sont par exemple présentées dans [Lem05].En e�et, les constructions d'ouvrages ou de machines nouvelles se sont toujoursaccompagnées du souci d'intégrer le risque de la destruction d'une partie, aux consé-quences potentiellement catastrophiques.L'ingénieur, dans un souci de conception optimale, doit s'assurer de construire aumeilleur coût un système : l'évaluation des coûts ou des conséquences d'une panne oud'une destruction, c'est-à-dire une mesure de la gravité de la défaillance, associéesau calcul d'une probabilité de défaillance, permettent de déterminer le risqueencouru avec la relation suivante (voir [Lem05])Risque = Probabilité × GravitéLes domaines d'applications industrielles sont nombreux : la �abilité des structuresmarines o�shore, l'identi�cation des gisements de pétrole ou de minerais par étuded'incertitudes (voir [Sch06] et section 1.5.3 page 199 du chapitre suivant), les normes151



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉde �abilité des constructions, la maintenance par contrôle des défaillances des stuc-tures (pièces de moteur,...).Avec la progression de la connaissance des lois mécaniques, le travail des ingénieursa permis des modélisations de plus en plus proches de la réalité. Les outils de calculen mécanique des structures ont ainsi atteint rapidement une grande maturité, cequi a poussé les chercheurs à explorer deux nouvelles directions :
� la conception,
� le calcul des incertitudes.2 Introduction du problème2.1 DonnéesNous allons donner les notations qui forment le cadre de notre étude, puis présenterles méthodes de calculs de �abilité, en nous appuyant sur [Yar03], [Lem05], [MKL86].2.1.1 Fonction de modélisationNous étudions une fonction de modélisation notée G du type suivant :

G : Ω ⊂ R
n −→ R

X = (x1, . . . , xn) 7−→ G(X).
(IV.1)Nous cherchons à obtenir des informations sur les incertitudes liées au phénomènemodélisé par G en étudiant le comportement de cette fonction : G représente un codede calcul.Nous nous plaçons donc dans le cadre d'expériences déterministes simulées :

� les variables xi sont appelées paramètres d'entrée : leurs valeurs varient dansun intervalle [mi,Mi] et le domaine d'étude est le pavé Ω =
n∏

i=1

[mi,Mi].
� la réponse, ou sortie G(X) est calculée pour un point X quand les valeursdes paramètres sont �xées.Nous considérons alors les hypothèses suivantes, qui guideront le choix de la mé-thode :
� Nous travaillons dans le contexte de la grande dimension : le nombre deparamètres n est de l'ordre de plusieurs dizaines.
� La fonction G n'est connue que par des simulations, nous n'avons pas accèsaux équations du modèle (modèle type boîte noire). Le gradient de G n'est pasdisponible (sauf si on calcule une approximation).
� Chaque simulation est coûteuse en temps (c'est le cas de la plupart des codesindustriels). 152



2. INTRODUCTION DU PROBLÈMECes hypothèses correspondent à la problématique rencontrée dans de nombreuxdomaines de la simulation numérique : code d'éléments �nis pour évaluer les perfor-mances d'une structure, code de la dynamique des �uides pour un calcul aérodyna-mique,... En mécanique des structures par exemple, le critère qui dé�nit G peut êtreune mesure des déplacements, des déformations, des contraintes,...Si le modèle possède plusieurs sorties (voir �gure IV.2), il faut faire une étudedi�érente pour chaque sortie dé�nissant une fonction G du type ci-dessus.Remarque Si l'utilisateur n'a pas à sa disposition un code de modélisation, il nepeut e�ectuer que des expériences réelles non reproductibles et pas toujours réali-sables ou ne dispose que d'un tableau de données issues d'expériences non choisies.On ne peut pas alors dé�nir de fonction de modélisation au sens ci-dessus, qui im-plique l'utilisation de méthodes di�érentes.2.1.2 Lois de probabilité des paramètresNous supposons que l'incertitude sur la valeur des paramètres d'entrée est repré-sentée par des lois de probabilité données au départ (voir section 1.3.2 et pour plusde précisions, voir par exemple [Gar83]).Nous présenterons les paramètres utilisés dans notre étude dans la section des ré-sultats numériques. En mécanique des structures par exemple, ces paramètres sontla géométrie du système, les propriétés des matériaux, le chargement,...Notations Nous nous plaçons dans la suite dans le cadre suivant :
� X = (x1, . . . ,xn) est un vecteur aléatoire de R

n dé�nissant les paramètresd'entrée,
� ρ(X) est la densité de probabilité jointe de X, avec

� ρ(X) = ρ(x1) . . . ρ(xn) car les variables aléatoires xj, j = 1 . . . n sontsupposées indépendantes,
� comme les paramètres sont dé�nis sur des intervalles, les lois à supportdans R sont tronquées,
� p(X ∈ D) =

∫
D
ρ(X)dX la probabilité d'appartenir au domaine D ⊂ R

n.Le point le plus probable de l'espace des paramètres est appelé point nominal.2.1.3 Loi de probabilité de la réponseOn peut calculer, pour une réalisation X ∈ R
n du vecteur aléatoire X, la valeur

G(X) : on obtient ainsi une variable aléatoire G(X) : Ω ⊂ R
n −→ R, quireprésente l'incertitude sur le résultat.L'étude des caractéristiques de la densité de probabilité de G(X) nous donne l'in-certitude de la réponse du modèle (voir pour illustration la �gure IV.2).Dans la suite, nous notons FG(s) = p(G(X) < s) la fonction de répartitionassociée à G(X). 153



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ

Fig. IV.2 � Propagation des incertitudes dans un modèle (image extraite de [Isu99])2.1.4 Seuil de défaillance sOn dé�nit s ∈ R un seuil de défaillance, qui correspond en pratique au seuil d'unegrandeur physique (tension, puissance totale reçue,...) au-delà duquel on observe unedéfaillance, ou un dysfonctionnement du système modélisé par G.2.1.5 Domaine de défaillance DsOn dé�nit le domaine de défaillance noté Ds associé au seuil s par
Ds = {X ∈ R

n; s 6 G(X).} (IV.2)Le domaine de défaillance correspond aux valeurs des paramètres d'entrée dontl'image par G est supérieure au seuil de défaillance : en pratique, il dé�nit une zonecritique.Remarque En mécanique des structures par exemple, on dé�nit G : R
n −→ R defaçon à ce que le domaine de défaillance soit dé�ni par les valeurs négatives de G,c'est-à-dire : 154



2. INTRODUCTION DU PROBLÈME
� D = {X ∈ R

n; G(X) 6 0} est le domaine de défaillance,
� {X ∈ R

n; G(X) = 0} est la surface limite,
� {X ∈ R

n; G(X) > 0} le domaine de sûreté (il correspond aux valeurs desparamètres qui assurent un comportement normal de la structure).Nous conservons la notation associée à s car nous voulons obtenir des résultats pourun seuil s variable.2.1.6 Transformation isoprobabilisteEspace gaussien standard Un vecteur aléatoire U appartient à l'espace dit gaus-sien standard si ses composantes uj :
� suivent toutes une loi gaussienne centrée réduite (écart-type unitaire),
� sont indépendantes deux à deux.Dans cet espace représenté en dimension deux, les courbes d'iso-probabilité sont descercles centrés à l'origine O, qui est le point le plus probable.Transformation T La transformation isoprobabiliste T (voir �gure IV.3 pourune illustration) permet de passer d'un espace de lois de probabilités quelconques,dit espace physique, à l'espace gaussien standard :

T : R
n −→ R

n

X = (x1, . . . ,xn) 7−→ T (X) = U = (u1, . . . ,un).
(IV.3)

Fig. IV.3 � Illustration de la transformation de Rosenblatt pour deux paramètres155



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉRemarques
� Quand les variables de l'espace physique xj suivent une loi gaussienne d'espé-rance µj et d'écart type σj et sont indépendantes, T désigne l'opération a�nede réduction et centrage

R −→ R

xj 7−→ xj−µj

σj
.

(IV.4)
� La densité de probabilité d'une loi normale centrée réduite est

ρ : R −→ [0, 1]

xj 7−→ ρ(xj) = 1√
2π
e

−x2
j

2 .
(IV.5)

� Suivant la quantité d'information disponible à propos des variables xj, plusieurstransformations sont possibles.La transformation la plus connue est celle de Rosenblatt (introduite dans[Ros52], voir aussi [HL74]) :
� elle demande de connaître la densité de probabilité jointe ρ(X) (ce qui estparfois di�cile en pratique),
� elle a une écriture unique et simpli�ée dans le cas de variables aléatoires

xj indépendantes deux à deux,
� elle n'est en général pas connue analytiquement (il faut l'évaluer numéri-quement) et pas unique.En général, on ne dispose que des densités de probabilités ρ(xj) marginales etdes coe�cients de corrélation, qui ne permettent pas de déduire ρ(X).Des techniques approchées comme la transformation de Nataf (voir [Nat62] et[DKP86]) permettent alors d'e�ectuer le changement de variables.2.2 Problèmes à résoudreNous nous plaçons dans le cadre des hypothèses précédentes. Nous considérons unefonction de modélisation G et un seuil s donnés, et le domaine de défaillance Dsassocié.Nous nous donnons comme objectif de résoudre les problèmes suivants.2.2.1 (P1) Probabilité de défaillance psLe but du calcul de �abilité est de calculer la probabilité des états de défaillance,c'est-à-dire d'appartenir au domaine de défaillance, ou encore la probabilité dedépasser un seuil s, dé�nie par

(P1) ps := p(s 6 G(X)) = p(X ∈ Ds). (IV.6)En introduisant la densité de probabilité ρ(X), cette probabilité se ramène à unproblème de calcul d'intégrale multiple en grande dimension
ps =

∫

Ds

ρ(X)dX =

∫

Ds

ρ(x1) . . . ρ(xn)dx1 . . . dxn. (IV.7)156



2. INTRODUCTION DU PROBLÈMECaluler ps revient à estimer la fonction de répartition FG, et donc ρ(X), car ps =
1 − FG(s).Espérance Dans les méthodes classiques d'analyse d'incertitude, on estime la loi deprobabilité de la réponseG(X) en donnant une estimation de sa densité de probabilitéou les principaux moments associés (espérance, variance,...).Le calcul de l'espérance de G(X) se ramène aussi au calcul d'une intégrale avec

E[G(X)] =

∫
G(X) ρ(X)dX. (IV.8)A l'inverse, le calcul de la probabilité de défaillance s'écrit comme un calcul d'es-pérance car ∫

Ds

ρ(X)dX =

∫

Rn

IDs(X)ρ(X)dX (IV.9)donc
ps = E[IDs(X)] (IV.10)avec IDs(X) =

{
1 si X ∈ Ds ⇔ s 6 G(X)
0 si X /∈ Ds ⇔ s > G(X)

la fonction indicatrice sur Ds.2.2.2 (P2) Points de conception (MPP)Le ou les points de conception, sont dé�nis comme les points P ∗ du domainede défaillance les plus probables (appelés aussi MPP pourMost Probable Point).Problème d'optimisation Nous travaillons dans l'espace gaussien standard (voirsection 2.1.6 pour la transformation T ) : comme le point le plus probable est l'origine
O, le point de conception est le point du domaine de défaillance dont la distance à
O est minimum.Cela amène la formulation du problème d'optimisation sous contrainte suivant

(P2) P ∗ = min
U∈Ds

‖U‖2
2 = min

U∈Ds

UTU (IV.11)avec le domaine de défaillance dans l'espace gaussien standard
Ds := {U ∈ R

n; s 6 H(U)} en posant H := G ◦ T−1.Pour avoir les coordonnées de P ∗ dans l'espace physique, on calcule T−1(P ∗).Une illustration de point de conception avec deux variables aléatoires x1 et x2 dansl'espace gaussien standard est présentée dans la �gure IV.5 page 166.Remarque La dénomination de point de conception vient de la mécanique, où Gmodélise le critère de conception d'une structure.Dans notre étude, les points de conception correspondent aux valeurs de paramètresque nous voulons éviter (car donnant un résultat critique), les plus susceptibles d'ap-paraître. 157



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ2.2.3 (P3) Paramètres importantsL'expérience des études de phénomènes dépendant d'un grand nombre de para-mètres montre que la plupart du temps, seul un petit nombre parmi ceux-ci sontsigni�catifs.Un paramètre xi est important, ou in�uent, si ses variations ont une in-�uence prépondérante sur la variation du résultat G(X).Nous voulons un critère qui permet de savoir quels paramètres sont importants,et si d'autres au contraire sont négligeables : leurs variations n'in�uencent pas laréponse.D'un autre point de vue, on cherche à connaître la part d'incertitude de chaqueparamètre xi sur l'incertitude de la réponse G(X) du modèle. On peut répondre àcette question grâce à l'analyse de sensibilité, présentée en section 5.1 page 172.Utilité : réduction de modèle Cela donne une information importante sur lemodèle étudié : il faudra alors surveiller en priorité la variation des paramètres im-portants (par exemple par des contrôles de qualité en mécanique), ce qui permet demieux maîtriser son comportement.L'analyse de sensibilité nous informe sur les paramètres dont l'in�uence est ampli�éeou au contraire atténuée.Cette approche permet ensuite de réduire la taille du problème, car on peut alorsrestreindre l'étude de �abilité aux paramètres importants, considérés comme les seulsvéritablement source d'incertitude, et négliger ou faire une approximation sur lesparamètres restants.C'est une façon de répondre à la di�culté du coût de calcul en très grande dimensionen simpli�ant le problème.2.2.4 ObjectifsNous devons présenter une méthode e�cace, car le but de l'étude est de livrer unlogiciel d'aide à la décision, qui doit pouvoir être utilisé avec un temps de calculmodéré : cette contrainte est essentielle pour guider notre choix.Les autres éléments à considérer sont :
� la méthode doit pouvoir fonctionner en grande dimension pour une implémen-tation ultérieure (une centaine de paramètres),
� elle doit permettre de résoudre les trois problèmes précédents.3 Méthodes de calcul des probabilités de défaillance psNous voulons résoudre le problème (P1) de quadrature en grande dimension (voirsection 2.2.1). 158



3. MÉTHODES DE CALCUL DES PROBABILITÉS DE DÉFAILLANCE PSPrincipe L'évaluation par intégration directe ne peut pas s'e�ectuer en pratique,sauf dans le cas de systèmes simples pour lesquels la fonction de modélisation estconnue analytiquement.Il faut alors utiliser une méthode d'évaluation numérique, dite de quadrature : dansla suite, nous présentons les di�érentes méthodes d'intégration numérique.3.1 Formules de quadratureLes formules de quadrature de Gauss permettent de calculer la valeur approchéed'une intégrale en dimension un. Elles se généralisent par produit tensoriel au cal-cul des intégrales multi-dimensionnelles : le résultat est une combinaison linéaired'évaluations de la fonction en des points appelés noeuds.Pour une quadrature en dimension d, avec m noeuds dans chaque direction, on doitévaluer la fonction sur une grille demd noeuds : ce nombre croît de façon exponentielleavec la dimension, et cette approche devient impraticable quand d est grand.3.2 Méthodes de simulationCe sont des méthodes de tirage qui utilisent un échantillonnage du vecteur aléatoire
X : on utilise alors des critères statistiques sur les évaluations de l'échantillon par G.3.2.1 Méthode de Monte-CarloEstimateurs Dans le cas du vecteur aléatoire G(X) et de la probabilité de dé-faillance ps :

� on e�ectue N tirages indépendants (ou N réalisations) {Xi, i = 1, . . . , N}suivant la loi de probabilité de X,
� on leur applique la fonction de modèlisation et on obtient les réalisations
{G(Xi), i = 1, . . . , N}.En appliquant la moyenne empirique, on obtient les estimateurs respectivement

ÊGN de l'espérance de G(X) et p̂N de la probabilité de défaillance ps (voirformules (IV.9) et (IV.10)) :
ÊGN :=

1

N

N∑

i=1

G(Xi) ' E[G(X)], (IV.12)
p̂N :=

1

N

N∑

i=1

IDs(Xi) ' E[IDs(X)] = ps. (IV.13)159



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉRemarque En pratique, on e�ectue les tirages avec un code qui génère desnombres de manière déterministe : ces nombres sont dits pseudo-aléatoires.Ces estimateurs sont sans biais, et la loi des grands nombres assure qu'ils convergentpresque sûrement, c'est-à-dire respectivement pour p̂N
E(p̂N ) = ps et lim

N→+∞
p̂N = ps. (IV.14)Erreur Etant donné son caractère stochastique, la méthode de Monte-Carlo nefournit qu'une estimation d'erreur probabiliste.Quand N → +∞, la loi de l'estimateur p̂N devient une loi Gaussienne : l'erreur, ouprécision, de la méthode est alors donnée par une estimation de l'écart-type de p̂N(voir [Fis96] ou [LPS98]).On calcule la variance de p̂N avec

V ar(p̂N ) = V ar

[
1

N

N∑

i=1

IDs(Xi)

]

=
1

N2
V ar

[
N∑

i=1

IDs(Xi)

]

=
1

N2

N∑

i=1

V ar [IDs(Xi)]

=
1

N2
N V ar [IDs(Xi)]

=
1

N
V ar [IDs(Xi)]car les réalisations de IDs(Xi) sont indépendantes et identiquement distribuées.Or, comme I

2
Ds

= IDs alors E[IDs(X)2] = E[IDs(X)], et le calcul de la variancedevient
V ar(p̂N ) =

1

N

(
E[IDs(X)2] − E[IDs(X)]2

)

=
1

N
(E[IDs(X)](1 − E[IDs(X)]))

=
1

N
ps(1 − ps).Ainsi l'erreur est de l'ordre de l'écart-type

σ̂N :=
√
V ar(p̂N ) =

1√
N

√
ps(1 − ps). (IV.15)On peut calculer alors une approximation de σ̂N en remplaçant ps par p̂N

σ̂N ' 1√
N

√
p̂N (1 − p̂N ). (IV.16)160



3. MÉTHODES DE CALCUL DES PROBABILITÉS DE DÉFAILLANCE PSCela permet d'écrire une estimation de l'intervalle de con�ance à 95% pour
p̂N sous la forme

[p̂N − 1.96 p̂N , p̂N + 1.96 p̂N ] . (IV.17)Utilisation pratique La méthode de Monte-Carlo présente les avantages suivants :
� la simplicité de mise en oeuvre : il su�t de générer des tirages aléatoires,
� la robustesse : elle s'applique à n'importe quel type de fonctions, même nonrégulières,
� l'erreur d'estimation est indépendante de la taille du problème, c'est-à-dire dunombre de paramètres d'entrée.Cela explique l'usage très répandu dans de nombreux domaines de cette méthodepour résoudre des problèmes de quadrature numérique.Mais elle présente également un inconvénient majeur : comme le montre la formule(IV.15), la vitesse de convergence est lente, de l'ordre de 1√

N
. La méthode requiertun nombre excessif d'appels à la fonction d'évaluation G pour obtenir une précisioncroissante de l'estimateur.Par exemple, si on écrit le coe�cient de variation sous la forme

c :=
σ̂N
ps

=

√
1 − ps√
Nps

' 1√
Nps

(IV.18)quand ps est petit.Alors par exemple pour un coe�cient de variation c = 0.1 et une probabilité ps =
10−n, le nombre d'évaluations est N = 10n+2.Dans le cas d'un problème en grande dimension, ou pour un modèle couteux àévaluer, cette méthode devient impraticable à cause du coût de calcul.Généralement, quand le seuil est très grand, alors le domaine de défaillance estpetit (ce qui est le cas quand on calcule une probabilité très faible d'un événementrare, comme la rupture d'une pièce) : la di�culté réside dans le fait d'accéder àl'information utile. Le générateur de nombres pseudo-aléatoires ne parvient pas àplacer des tirages dans la zone de défaillance qui est peu probable, c'est pourquoi laméthode de Monte-Carlo présente alors des erreurs importantes.3.2.2 Méthodes de quasi Monte-Carlo : réduction de varianceDes améliorations de la méthode de Monte-Carlo ont été apportées : on cherche àréduire la variance de l'estimateur, c'est-à-dire augmenter sa précision et accélérer laconvergence, grâce à un meilleur échantillonnage que le tirage aléatoire simple.L'idée est de réduire variance de l'estimateur en augmentant la densité des tiragesdans les régions intéressantes : à cet e�et, on privilégie les régions qui contribuent leplus à l'estimation, c'est-à-dire qui apportent le plus d'information.En e�et, le caractère aléatoire des nombres générés a moins d'importance que leurdistribution uniforme. L'idée dans les méthodes de quasi Monte-Carlo est alors de161



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉremplacer les suites de nombres aléatoires par des suites de nombres déterministesavec une meilleure distribution : ces suites sont dites quasi-aléatoires ou à faiblediscrépance.Le comportement asymptotique est meilleur que pour Monte-Carlo : on réduit lenombre de tirages nécessaires pour atteindre une précision donnée.Les méthodes suivantes sont utilisées (voir [Bje88]) :
� la simulation directionnelle ou DS : mais la qualité des résultats se dégrade sila géométrie du domaine d'intégration est di�érente d'une hypersphère,
� les tirages d'importance ou IS (pour Importance Sampling) permettent de pri-vilégier les directions susceptibles d'apporter le maximum d'informations.3.2.3 Tirage hypercube latin (LHS)La méthode de tirage hypercube latin, dite LHS (pour Latin Hypercube Sampling),fait partie des méthodes de strati�cation (ou Strati�ed Sampling).Pour e�ectuer N tirages, le principe est le suivant :
� l'intervalle de variation de chaque variable aléatoire xi est partagé en N seg-ments équiprobables,
� on tire aléatoirement une valeur dans chacun de ces segments,
� pour une direction xi donnée, on répartit les coordonnées des N tirages danschacun des segments.Une illustration est proposée avec la �gure IV.4 pour deux lois normales centréesréduites (σ = 1) : les cercles isovaleurs à σ = 1, 2, 3 sont représentés. A gauche onvoit un tirage de Monte-Carlo et à droite un tirage hypercube latin, avec la structurestrati�ée en pointillés.Le tirage hypercube latin assure une entière couverture du domaine de variation de

X, c'est-à-dire que même des valeurs peu probables seront représentées, ce qui n'estpas assuré avec la méthode de Monte-Carlo, surtout si N n'est pas très grand. Lenombre de tirages requis est alors bien plus faible que pour la méthode de Monte-Carlo pour un niveau de convergence identique.Il impose aussi un certain écart entre les points et assure une bonne répartition destirages selon chaque direction xi.Dans le cas de lois uniformes, on retrouve le plan d'expérience dit carré latin, quioptimise un critère géométrique (voir la section 1.3.6 page 192).3.3 Méthodes spectrales : décomposition de GL'idée des méthodes spectrales est de décomposer la fonction de modélisation sousla forme d'un développement qui prend en compte l'e�et des variables sous formehiérarchique. 162



3. MÉTHODES DE CALCUL DES PROBABILITÉS DE DÉFAILLANCE PS
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(b) Hypercube LatinFig. IV.4 � Comparaison tirages Monte-Carlo et Hypercube Latin en dimension 2(lois normales)La méthode HDMR (pour High-Dimensional Model Representation, voir [RASS99])représente la fonction G sous la forme
G(X) = G0 +

n∑

j=1

Gj(xj) +
∑

16i<j6n

Gij(xi, xj) + . . . +G12...n(X) (IV.19)avec
� G0 ∈ R l'e�et moyen ou d'ordre 0,
� Gj correspond à l'e�et de la variable isolée xj,
� Gi1...ip correspond à l'e�et des combinaisons des variables xi1 . . . xip.163



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉCette décomposition est exacte et �nie, mais pour la mise en oeuvre, il faut choisirune base de fonctions et calculer les coe�cients qui permettent de décomposer lestermes de la somme HDMR dans cette base : ce développement est alors in�ni, eton obtient une approximation de la fonction de modélisation G en choisissant unnombre �ni de fonctions de base.Le nombre d'évaluations du modèle nécessaires augmente cependant fortement avecla taille du problème (voir [Bou04]), à cause du nombre de coe�cients à calculer. Sepose alors la question de la troncature de la décomposition. Il faut à la fois limiterle coût de calcul, mais aussi prendre assez de termes pour expliquer l'essentiel desvariations de G. En pratique l'ordre 2 est souvent utilisé.On peut éventuellement véri�er que l'approximation est satisfaisante a posteriorien calculant une erreur d'approximation.Ensuite, on peut indiquer deux utilisations :
� Le modèle approché sert à e�ectuer une analyse statistique qui donne uneestimation de la densité de probabilité de la sortie G(X) ou les moments prin-cipaux : la démarche est similaire à celle des méthodes à surface de réponsedans l'approche probabiliste (voir section 4.2 page 171).
� En dé�nissant des lois de probabilités pour les paramètres d'entrée, la variablealéatoire G(X) se décompose de la même manière que la fonction de modélisa-tion.Généralement, on travaille dans l'espace gaussien standard, et on utilise unebase de polynômes orthogonaux (Legendre, Laguerre, Hermite,...) : ce dévelop-pement est dit en "polynômes de chaos".L'orthogonalité permet alors de décomposer la variance totale V ar[G(X)] et d'es-timer facilement la contribution de chaque paramètre ou de combinaisons de ceux-ci(voir section 5.3.2 page 175).Plusieurs algorithmes se proposent de calculer les coe�cients du développement àcoût réduit :
� DEMM (pour Deterministic Equivalent Modeling Method, voir [Tat95] et [Bou04]),
� SRSM (pour Stochastic Response Surface Method, voir [Isu99]).Comme application de cette approche, on peut citer les éléments �nis stochastiquesou SFEM (pour Stochastic Finite Elements Method, voir [GP91]) dans le domaine dela mécanique.3.4 Méthodes FORM/SORMLe lecteur peut se référer à [HM00], [DM96], [Bre84] ou [MKL86] à propos desméthodes présentées dans cette section.Les méthodes FORM (pour First Order Reliability Method) et SORM (pour SecondOrder Reliability Method) ont été dé�nies et sont principalement utilisées dans ledomaine du calcul des structures. Elles ont été développées pour l'étude des petites164



3. MÉTHODES DE CALCUL DES PROBABILITÉS DE DÉFAILLANCE PSprobabilités (inférieures à 10−2) : nous avons vu que pour des domaines critiques defaible probabilité, les méthodes de tirage ne sont plus adaptées à cause du nombrede tirages nécessaires pour accéder à l'information dans cette zone.Nous détaillons dans la suite le principe de ces méthodes, qui utilisent une approxi-mation de G au voisinage du point de conception P ∗ pour déterminer le domaine dedéfaillance Ds.3.4.1 Indice de �abilitéPoint de conception La première étape consiste à e�ectuer la transformationisoprobabiliste T pour travailler dans l'espace gaussien standard (voir section 2.1.6page 155).La deuxième étape consiste à trouver un point de conception P ∗ en résolvant leproblème d'optimisation sous contrainte (IV.11) (voir page 157) que nous rappelons.
(P2) P ∗ = min

U∈Ds

UTU. (IV.20)Dans la section 4 sont présentées des méthodes pour résoudre le problème précédent.Indice de �abilité Ensuite on calcule l'indice de �abilité dit de Hasofer et Lind(voir [HL74] pour la première dé�nition).Dans l'espace gaussien standard, l'indice de �abilité β est dé�ni comme la distancedu point de conception à l'origine ou point nominal. On a donc
β = ‖OP ∗‖. (IV.21)Remarques

� Cet indice fournit une mesure de �abilité comparative, intégrant l'incertitudedes données sous une forme approximative, c'est-à-dire sans devoir complète-ment connaître leur distribution de probabilité mais seulement quelques unesde ses caractéristiques (typiquement, la moyenne et l'écart-type).
� Géométriquement, il correspond à la distance la plus petite entre l'origine etla zone de défaillance.
� Par convention, β est positif si l'origine O appartient au domaine de sûreté(c'est la cas habituel, voir section 2.1.5 page 154), sinon β est négatif.La �gure IV.5 représente une illustration du point de conception suivant deux di-rections dans l'espace gaussien standard, dans le cas d'un indice de �abilité faible(β < 3), c'est-à-dire un domaine de défaillance proche du point nominal :
� la zone avec des hachures horizontales représente les points de distance infé-rieure à 3 σ de l'origine : ce support représente 99% de probabilité de réalisa-tions de la loi gaussienne centrée réduite de densité Φ et écart-type σ = 1,165



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ
� la zone avec des hachures verticales représente la zone de défaillance Ds associéeau seuil s,
� la probabilité ps de dépasser le seuil s se calcule comme l'intégrale de la densitéde probabilité Φ sur l'intersection de son support avec Ds,
� la zone avec des hachures dans les deux sens représente donc le domaine contri-buant à l'essentiel de la valeur de ps.

Fig. IV.5 � Point de conception, indice de �abilité et probabilité de défaillance pourdeux paramètresProbabilité de défaillance : FORM et SORM Dans l'espace gaussien stan-dard, soit le domaine de défaillance Ds := {U ∈ R
n; s 6 H(U)} ne contenant pas

O.Le principe des méthodes FORM et SORM est d'exploiter l'idée suivante :
� La densité de probabilité notée ρ de la loi gaussienne centrée réduite décroîtrapidement lorsque on s'éloigne de l'origine.166



4. MÉTHODES DE CALCUL DES POINTS DE CONCEPTIONCependant, cette propriété est de moins en moins véri�ée quand le nombre deparamètres augmente.
� P ∗ est le point de densité de probabilité maximale, et la contribution des autrespoints du domaine de défaillance Ds est inférieure à celle de P ∗.Ainsi,comme la probabilité de défaillance ps à calculer est l'intégrale de ρ sur Ds,on ne commet pas une grande erreur en remplaçant autour de P ∗ la fonction H parune approximation.On obtient les relations suivantes (voir [Rac79]) :
� Pour la méthode FORM : on utilise une approximation de H du premier ordre,c'est-à-dire on la remplace par son hyperplan tangent au point P ∗ (voir �gureIV.6).La probabilité de défaillance sur le domaine approché se calcule très simplementet on obtient

ps ' Φ(−β) = 1 − Φ(β) (IV.22)avec Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e

−t2

2 dtla fonction de répartition d'une loi gaussienne centrée réduite.Dans [ZO99] est précisé que la méthode FORM n'est précise que dans le casoù le rayon de courbure de G est très grand et G dé�nie par un petit nombrede paramètres aléatoires.
� Pour la méthode SORM : on utilise une approximation de G du second ordre.On approche la géométrie de G au voisinage de P ∗ par une surface contenantplus d'information : cela permet de dépasser les limitations de la méthodeFORM.On obtient la formule suivante pour ps

ps = Φ(−β)

n∏

i=1

1√
1 + βκi

(IV.23)avec κi les courbures principales de G au point P ∗.Remarque Dans le cas où la transformation isoprobabiliste T n'est pas unique,le choix conduit à des indices de �abilité di�érents mais à la même probabilité dedéfaillance.4 Méthodes de calcul des points de conception4.1 Optimisation sous contraintes4.1.1 FormulationLa recherche du point de conception (voir formule (IV.11) page 157) est un problèmed'optimisation, que l'on peut formuler aussi sous contrainte d'inégalité classique :167



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ

Fig. IV.6 � Méthode FORM : point de conception, indice de �abilité et probabilitéde défaillance pour deux paramètres
(P2)

{
P ∗ = minUTU
s 6 G(T−1(U)).

(IV.24)Le point optimal sans contrainte est l'origine O, donc dans le cas habituel où On'appartient pas au domaine de défaillance (sinon la solution est trivialement O),la contrainte d'inégalité est toujours active, c'est-à-dire s = G(T−1(P ∗)). On peutalors, pour utiliser des méthodes d'optimisation sous contrainte d'égalité, formuleraussi le problème {
P ∗ = minUTU
s = G(T−1(U)).

(IV.25)4.1.2 Mise en oeuvreMinima locaux Quand la géométrie du domaine de défaillance implique l'exis-tence de plusieurs minima locaux, il n'existe pas de méthode robuste et e�cace pour168



4. MÉTHODES DE CALCUL DES POINTS DE CONCEPTIONtrouver la solution, car l'optimisation globale est un problème en général di�cile.Dans ce cas, il faut trouver des stratégies pour se dégager d'un minimum local ettrouver les autres minima ou le minimum global.Par exemple dans [DKD98] est proposée une méthode de perturbation illustrée parla �gure IV.7 et les étapes suivantes :
� trouver un minimum P ∗

1 en résolvant le problème (P2) du point de conception,
� appliquer une perturbation à G de manière à éloigner P ∗

1 de l'origine O,
� trouver un autre minimum P ∗

2 par résolution du problème perturbé,
� répéter la perturbation en P ∗

2 et recommencer le processus.Si on converge vers un minimum dont la distance à O est supérieure à cellesdes points P ∗
i précédents, c'est un minimum arti�ciel à rejeter et on arrête.

Fig. IV.7 � Méthode des perturbations pour plusieurs points de conception (�gureextraite de [Lem05])Di�cultés La fonction à minimiser est élémentaire, mais le domaine de contraintedé�nissant les points admissibles est le domaine de défaillance Ds := {X ∈ R
n; s 6

G(X)}, qui est dé�ni de manière implicite.Ainsi ce problème devient di�cile quand la fonction de modélisation G présenteune des caractéristiques suivantes :
� G n'est pas connue analytiquement mais est dé�nie par un code de calcul,
� G n'est pas di�érentiable (cas précédent),
� G n'est pas régulière (par exemple elle présente des défauts de convexité).169



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉAlgorithmes Pour la recherche du point de conception, les algorithmes d'optimi-sation sous contraintes utilisés en pratique sont des méthodes itératives, et se classentde la manière suivante (voir [BGLS03], [Min83], [Lem05]) :
� Les méthodes d'ordre zéro ne font appel qu'à la fonction de modélisation
G :

� méthode de Powell (à base de dichotomies unidimensionnelles),
� méthode de Nelder-Mead (ou polytopes mouvants).

� Les méthodes d'ordre un font appel à G et à son gradient ∇G :
� méthode du gradient projeté,
� méthodes des pénalités,
� méthodes de points intérieurs,
� méthodes du Lagrangien augmenté.L'algorithme HLRF (pour Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler, voir [Rac79]), estune adaptation spéci�que à la recherche du point de conception d'une méthoded'ordre un.

� Les méthodes d'ordre deux font appel à G, à ∇G, et à la hessienne ∇2G

� méthodes de Newton,
� méthode SQP pour programmation quadratique séquentielle.

� Les méthodes d'ordre deux avec approximation de la hessienne, car le coûtde calcul de la hessienne est souvent prohibitif
� méthodes de quasi-Newton (Gauss-Newton, ...),
� méthodes DFP (pour Davidon-Fletcher-Powell) et BFGS (pour Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).Il est di�cile de choisir la bonne méthode d'optimisation, car il faut prendre encompte plusieurs facteurs :

� type de fonction G (linéaire, quadratique, non régulière,...),
� possibilité de calculer le gradient ou la hessienne simplement,
� coût de calcul (lié au nombre de paramètres, au coût d'une évaluation de G,aux moyens de calcul,...).Plus l'ordre de la méthode est élevé, plus la méthode est performante, c'est-à-direqu'on diminue le nombre d'itérations nécessaires ; en contrepartie, le coût de calculde chaque itération est augmenté.Les méthodes d'ordre zéro ne sont utilisées que quand on ne peut pas faire autrementà cause de leur convergence très lente.Les méthodes utilisant le gradient font partie des méthodes de descente, dont leprincipe est de calculer une direction de descente, puis le pas de descente optimal170



4. MÉTHODES DE CALCUL DES POINTS DE CONCEPTIONdans cette direction pour passer du point Xk au point Xk+1 en faisant décroître lafonction coût à minimiser.Les méthodes d'ordre un sont plus performantes, et les méthodes d'ordre deuxsont les plus e�caces, même si elles sont moins robustes (leur convergence n'est pasassurée), mais en pratique on peut rarement e�ectuer le calcul de la hessienne.Les méthodes avec approximation de la hessienne semblent un bon compromis puis-qu'elles intègrent une partie de l'information des dérivées secondes à moindre coût.Des méthodes hybrides combinent plusieurs méthodes di�érentes pour essayer debéné�cier des avantages de chacune.En général, on n'est pas assuré d'avoir trouvé le bon optimum car l'algorithmeconverge vers un point critique (gradient nul) qui peut être un minimum local, et ilfaut souvent faire appel à l'expertise de l'utilisateur pour valider le caractère globalou non de la solution.4.2 Méthodes de surfaces de réponseCette classe de méthodes, dites RSM (pour Response Surface Method) consiste àconstruire une approximation, ou surface de réponse, notée g, de la fonction demodélisation G dé�nie en section 2.1.1.Ensuite, g est utilisée à la place de G avec les avantages suivants :
� Le temps de calcul des réponses par g est à présent négligeable.Une fois la surface de réponse construite, l'utilisateur peut évaluer le modèleapproché sans se soucier du coût de calcul, et envisager d'utiliser des méthodesqui étaient écartées pour cette raison.
� Le gradient est ici disponible, et permet d'appliquer des méthodes d'optimi-sation e�caces utilisant cette information.Généralement, avec G non connue analytiquement, on peut calculer le gradientpar di�érences �nies ou di�érenciation automatique, mais on est confronté àdes di�cultés numériques ou à un coût prohibitif.4.2.1 Approche choisieEtant donné notre objectif, nous avons choisi d'utiliser la méthode de surfaces deréponse.En e�et, une fois l'approximation g construite, grâce aux deux avantages fondamen-taux du coût de calcul négligeable et de la disponibilité du gradient, nous pouvonsrésoudre les trois problèmes (Pi), i = 1, 2, 3 à la fois :
� nous pouvons appliquer des méthodes de tirage pour calculer les probabilitésde défaillance de (P1),
� nous pouvons utiliser les algorithmes de descente (nécessitant le gradient) pourl'optimisation de (P2), 171



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ
� le gradient nous donne une information essentielle pour l'analyse de sensibilitéde (P3).Ainsi, le résultat de notre étude dépendra de la qualité de notre approximation : leproblème est di�cile car nous voulons une méthode valable en grande dimension.Le coût de calcul et la di�culté sont ainsi concentrés dans la construction de g, etnous devrons nous assurer de sa validité pour garantir la résolution de (Pi), i = 1, 2, 3dans de bonnes conditions.Il nous reste à choisir la méthode d'approximation appropriée : nous détaillons ensection V les grandes classes de méthodes.5 Méthodes pour déterminer les paramètres importants5.1 Analyse de sensibilitéComme indiqué dans la section 1.3.3 page 149, l'objectif de l'analyse de sensibilitéest d'étudier :
� soit l'in�uence des variations des paramètres sur les variations de la ré-ponse : la mesure de variation locale est alors de type gradient,
� soit l'in�uence de la variabilité des paramètres incertains, auxquels on as-socie ici une loi de probabilité, sur la variabilité de la réponse : une mesure devariabilité est la variance.Le choix dépend du problème et de la notion de paramètre important que dé�nitl'utilisateur du modèle. Dans les deux cas, l'analyse de sensibilité permet de déter-miner les paramètres in�uents.Méthodes De nombreuses techniques existent, le choix dépend du type de pro-blème, des caractéristiques du modèle étudié, du coût de calcul autorisé (voir [SCS00]).Une méthode d'analyse de sensibilité est basée sur la mesure de sensibilité choisie :
� Une méthode locale se donne pour objectif de calculer une dérivée partielleévaluée en un point. On étudie l'e�et sur la réponse de petites variations surun paramètre incertain en gardant les autres paramètres �xés.
� Une méthode globale mesure les critères présentés précédemment dans l'analysede robustesse ou l'approche probabiliste.5.2 Sensibilité localeLa sensibilité locale mesure l'in�uence locale des paramètres.Cette approche porte sur le comportement de G sans prendre en compte les loisde probabilités des paramètres incertains (sauf si on calcule le gradient au point leplus probable). Cependant, dans le cas de modèles non linéaires avec un nombreimportant de paramètres, une méthode de sensibilité globale est mieux adaptée.172



5. MÉTHODES POUR DÉTERMINER LES PARAMÈTRES IMPORTANTSPrincipe On l'utilise par exemple en faisant varier chaque paramètre dans un petitintervalle autour d'un point. On suppose en général une dépendance linéaire entre lasortie et les entrées du modèle, et on choisit des amplitudes de variations égales (parexemple +/− 10% autour du point).En général on calcule des indices à partir du gradient en certains points considéréscomme stratégiques par l'utilisateur, comme par exemple le point le plus probable.Remarque Dans le domaine de la mécanique, des mesures spéci�ques, dites "in-dices de sensibilité �abiliste", ont été développées pour évaluer les e�ets des variationsdes paramètres sur la défaillance de la structure, donnée par l'indice de �abilité β(voir section 3.4.1 page 165) au point de conception.5.2.1 GradientDans le cas où le gradient ∇G(X) est calculable, il mesure la sensibilité si de G parrapport aux variations des paramètres xi :
si :=

∂G(X)

∂xi
. (IV.26)Normalisation La valeur d'une dérivée partielle ∇iG(X) dépend des grandeursnumériques issues de l'intervalle de dé�nition du paramètre xi.A�n de comparer les dérivées dans les di�érentes directions, il apparaît ainsi néces-saire de normaliser le résultat.Par exemple on calcule l'indice si sous la forme

si :=
∂G(X)

∂xi

xi
G(X)

. (IV.27)On peut aussi normaliser l'intervalle de dé�nition [ai, bi] de chaque paramètre avecle changement de variable
[ai, bi] −→ R

xi 7−→ xi := xi−ai

bi−ai

(IV.28)et calculer les gradients de la fonction normalisée G(X) dé�nie sur [0, 1]n.Calcul pratique Plusieurs techniques permettent de calculer des dérivées par-tielles de la foncion de modélisation :
� la di�érenciation du problème continu peut s'e�ectuer

� de manière analytique : cette méthode ne s'applique qu'à des modèlessimples,
� par approximation avec les di�érences �nies : cette approche est coûteuseet sujette à des instabilités numériques,173



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ
� la di�érenciation du problème discret peut être menée de manière automatique :l'algorithme travaille sur le code source du modèle, dit code direct, et génèreautomatiquement un code dit dérivé qui permet le calcul du gradient en unpoint.Cette méthode permet de calculer des dérivées sans besoin d'avoir accès auxéquations mais avec une plus grande e�cacité que l'approximation par di�é-rences �nies.Plusieurs logiciels de di�érenciation automatique existent, tels ODYSSEE (voir[FP98]) ou ADIFOR (voir [BCC+92]).Nous utiliserons une implémentation de di�érenciation algorithmique (le codesource est dérivé en écrivant les instructions directement dans le code) dans lecadre des réseaux de neurones (voir section 2.3.4 page 215 du chapitre suivant).5.2.2 ScreeningLa technique du screening est un cas particulier de sensibilité locale, adaptée auxmodèles coûteux ou en grande dimension : elle consiste à e�ectuer des évaluationsnumériques du modèle à partir d'un plan d'expériences.Souvent, elle est utilisée comme étude préliminaire a�n d'identi�er les paramètresimportants : cette approche est présentée dans la section 5.4.2 sur les plans d'expé-rience, mais elle sou�re du coût de calcul.Exemple d'utilisation Une méthode dans un cas de grande dimension n a étéproposée dans [Mor91] : le coût est alors proportionnel à n.Le principe est de dé�nir un e�et élémentaire noté di(X) suivant une direction xi aupoint X comme un taux d'accroissement qui nécessite deux évaluations de la fonctionde modélisation G.Après un tirage aléatoire {Xk, k = 1 . . . N}, une distribution d'e�ets élémentaires

Fi := {di(Xk), k = 1 . . . N} suivant xi est calculée.La caractérisation de Fi par sa moyenne et sa variance empiriques donnent alorsune indication sur l'in�uence du paramètre xi.5.3 Sensibilité globaleCette approche se propose d'estimer la part d'incertitude de chaque paramètre surl'incertitude totale en étudiant le comportement de la réponse à l'aide des densitésde probabilités des paramètres d'entrée : elle est fondée sur le calcul d'indices re-présentant la contribution relative d'un ou plusieurs paramètre à la variance de laréponse G(X).Contrairement à l'approche précédente, on évalue l'e�et d'un paramètre xi
� avec des variations sur l'ensemble de l'intervalle de dé�nition,
� alors que les autres paramètres varient aussi.174



5. MÉTHODES POUR DÉTERMINER LES PARAMÈTRES IMPORTANTS5.3.1 Méthodes de tirageDans cette catégorie apparaissent les méthodes de tirage vues en section 3.2 quipermettent d'estimer la moyenne et la variance de la réponse.5.3.2 Méthodes de mesure d'importance : indices de SobolCette classe de méthodes se propose d'estimer la quantité suivante
V arxi

[E(G(X) | xi = xi)]

V ar(G(X))
(IV.29)avec

� E(G(X) | xi = xi) l'espérance de G(X) conditionnellement à une valeur �xéede xi,
� V arxi

la variance sur toutes les valeurs possibles de xi.Cette mesure est une variance conditionnelle qui estime la part du paramètre xidans la variance totale.Elle peut manquer de robustesse et d'autres mesures d'importance ont été proposées(voir par exemple [IH90]).Les indices de Sobol (voir [Sob93]) sont basés sur la décomposition de la fonctionde modélisation G dans une base de fonctions orthogonales : par exemple sous formede "chaos polynomial" (voir section 3.3 page 162).L'orthogonalité implique la décomposition de la variance de G(X), notée VG, sousla forme des sommes des variances des fonctions de base
VG =

n∑

j=1

Vj +
∑

16i<j6n

Vij + . . . + V12...n (IV.30)avec n le nombre de variables de la fonction.On dé�nit ensuite les indices de sensibilité de Sobol
� au premier ordre avec

Si :=
Vi
VG

, (IV.31)
� à un ordre supérieur avec

Si1i2...ip :=
Vi1i2...ip
VG

. (IV.32)La somme de tous les indices vaut un, et chaque indice représente ainsi une fractionde la variance de la réponse
� Si mesure la part expliquée par le paramètre xi (premier ordre), et constitueune estimation de la mesure d'importance (IV.29) ci-dessus.175



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITÉ
� Si1i2...ip mesure la part expliquée par la combinaison des paramètres correspon-dants xi1xi2 . . . xip (ordre supérieur).Le nombre de termes dans la somme (IV.30) est égal à 2n, mais habituellement onse restreint aux termes d'ordre inférieur pour des fonctions de modélisation qui neprésentent que de faibles intéractions entre les variables.Chaque terme Si1i2...ip peut être calculé
� à partir d'une intégrale multidimensionnelle, il faut alors utiliser une méthodede quadrature numérique (par exemple la méthode de Monte-Carlo),
� par une relation simple avec le coe�cient correspondant de la décompositionde G, qui a été calculé auparavant avec une méthode spéci�que (voir section3.3 page 162).Cette approche permet une analyse plus �ne des e�ets conjugués de plusieurs para-mètres, mais une limitation de cette approche est le coût de calcul élevé, notammentpour des modèles non linéaires pour lesquels il faut prendre en compte des indicesd'ordre élevé.La méthode FAST (pour Fourier Amplitude Sensitivity Test, voir [CLS78]) permetde calculer les indices de Sobol du premier ordre avec un coût réduit.5.4 Plans d'expérienceLes plans d'expérience (voir leur présentation en section 1.3) peuvent être utilisésdirectement pour une analyse de sensibilité sans avoir recours au gradient.5.4.1 Plans à deux niveauxCes plans faisant intervenir deux niveaux servent à évaluer l'amplitude de la réponsepar exemple pour un paramètre entre ses bornes inférieure et supérieure.Dans le plan factoriel complet à deux niveaux, toutes les valeurs extrêmes (bornes-1 et 1) interviennent, mais le nombre d'expériences 2n croît de manière exponentielleavec la dimension.Des plans factoriels fractionnaires permettent de réduire le coût, mais ces méthodesdeviennent aussi impraticables quand la dimension n du problème augmente.5.4.2 One parameter at a timeComme son nom l'indique, cette approche consiste à faire varier un seul paramètreà la fois (par exemple dans [DHV92]) et est utilisée dans le cadre du screening (voirsection 5.1 page 172) a�n d'identi�er les paramètres importants :
� on considère trois niveaux pour tous les paramètres (par exemple le milieu deleur intervalle de dé�nition, et les deux bornes),
� on �xe la valeur de tous les paramètres sauf un, par exemple au deuxièmeniveau (le milieu), 176



5. MÉTHODES POUR DÉTERMINER LES PARAMÈTRES IMPORTANTS
� on évalue le paramètre libre aux trois niveaux pour connaître les variations dela réponse.Cette méthode revient à utiliser un plan d'expérience à trois niveaux : elle supposeimplicitement que les paramètres n'entrent pas en intéraction les uns par rapportaux autres et permet d'évaluer les e�ets dits principaux (sans intéraction).En utilisant des plans factoriels, on peut évaluer les e�ets du premier ordre (avecintéractions), mais le nombre de niveaux augmente, et le nombre de points nécessairesdevient excessif en grande dimension.
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Chapitre VMéthodes d'approximation
Sommaire1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1791.1 Hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1791.2 Construction de l'approximation . . . . . . . . . . . . . . . 1821.3 Plans d'expériences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1901.4 Approximations classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1941.5 Approches complémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1972 Réseaux neuronaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2052.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2052.2 Apprentissage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2102.3 Mise en oeuvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2133 Sparse grids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2203.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2203.2 Méthode d'interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2213.3 Mise en oeuvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2301 Introduction1.1 HypothèsesNous reprenons les notations de la section 2.1 page 152 du chapitre précédent, etnous posons ici les hypothèses pour la suite de notre étude.1.1.1 ApproximationNous voulons construire une fonction g, approximation du modèle initial G

g : Ω ⊂ R
n −→ R. (V.1)Pour utiliser g à la place de G et résoudre plus facilement le problème initial, gpossède les propriétés suivantes : 179



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� g est une fonction analytique dont l'évaluation est peu coûteuse,
� le gradient de g est facilement calculable (ainsi on peut utiliser g pour unproblème d'optimisation).Dans notre travail, nous appellerons g approximation ou modèle approché (ontrouve aussi le terme de surface de réponse).Pour le problème de construction de l'approximation, on trouve aussi le terme deproblème d'estimation, et en statistique de modélisation de données.1.1.2 DonnéesNous disposons de données :
� un échantillon de points noté D := {X1, . . . ,XN} ⊂ Ω de l'espace des para-mètres de départ,
� le modèle est évalué pour obtenir les valeurs {G(X1), . . . , G(XN )} ⊂ R.Nous considérons que nous pouvons choisir le nombre (dans la mesure d'un coûtraisonnable) et l'emplacement de ces données, dites données de construction, carelles servent à calculer g.Si un processus itératif est ensuite utilisé pour construire g, on les appelle aussidonnées d'apprentissage.Remarque : cadre non déterministe Ainsi, travailler avec un code de simulationprocure un avantage important par rapport aux modèles basés sur des expériencesréelles. En e�et dans ce dernier cas, les données non seulement peuvent être brui-tées (deux expériences avec les mêmes paramètres peuvent produire deux résultatsdi�érents), mais des contraintes multiples peuvent aussi avoir pour conséquence desdonnées limitées en nombre, ou des expériences interdites, ce qui rend le problèmeplus di�cile.Dans cette approche, on recueille des données qui correspondent uniquement à desmesures ou à des expériences d'un système sans disposer de modèle initial, avec
� Un ensemble de points {X1, . . . ,XN} ⊂ Ω : il peut être choisi avec un pland'expérience ou imposé par la nature du problème.
� Les mesures {y1, . . . , yN} ⊂ R associées aux Xi et correspondant à un critèredu système étudié : ici ces mesures ne sont pas des simulations, elles sont nondéterministes et donc souvent entachées d'erreurs (ou bruit).On suppose alors qu'il existe une relation qu'on peut décrire sous forme mathé-matique g(X) entre les variables X et les mesures y : on cherche à construire unmodèle d'approximation g qui rend au mieux compte du phénomène, sans étudierles équations du système (on peut être dans l'impossibilité de le faire), uniquementavec l'information fournie par les donnnées dont on dispose.180



1. INTRODUCTIONOn parle alors de "lissage", ou "modélisation boîte noire", par opposition aux mo-dèles mathématiques établis après une analyse physique, économique,... suivant lecas.En adoptant une approche statistique, pour un point X0 donné, la valeur g(X0)cherchée correspond au calcul de la moyenne sur un très grand nombre de mesures
y0 (la mesure de l'expérience est vue comme une variable aléatoire) associées à X0 :c'est l'espérance de y0 pour la valeur X0, et la fonction g s'apelle "fonction derégression" (voir section 1.2.4 page 185)Dans l'approche boîte noire et statistique, g est appelé simplement "modèle".Erreur et résidus Nous appelons vecteur des résidus noté R, dé�ni par lesécarts entre le modèle G et l'approximation g sur les données de construction D :

R := (G(X1) − g(X1), . . . , G(XN ) − g(XN ))T . (V.2)Nous dé�nissons l'erreur d'approximation eD comme la mesure des résidus
eD := ‖R‖ (V.3)avec ‖.‖ une certaine norme à préciser.En prenant les résidus sur un autre ensemble que les données de construction, ondé�nit un autre type d'erreur, dite erreur de véri�cation.Qualité de prédiction A partir des informations fournies par les données, g doitassurer une prédiction des valeurs de G sur l'ensemble du domaine Ω, c'est-à-direpour des points hors des données de construction

∀X ∈ Ω G(X) ' g(X). (V.4)Cette propriété, appelée qualité de prédiction, ou de généralisation (en statis-tique on trouve le terme d'"inférence"), est fondamentale pour pouvoir commettredes erreurs négligeables ou faibles lors de l'utilisation de g en substitution de G, carune approximation qui généralise mal n'est pas représentative du modèle initial.Nous nous plaçons donc dans le cadre de l'approximation globale d'une fonction,d'autres techniques servent à construire une approximation locale, valable unique-ment au voisinage d'un point (développement en série de Taylor par exemple).1.1.3 ObjectifLa stratégie de remplacer un modèle coûteux par un modèle approché analytiquenon coûteux a évidemment de nombreuses applications dans tous les domaines ducalcul numérique.En e�et, malgré la progression constante de la puissance de calcul, le coût de calculd'une simulation numérique d'un phénomène complexe reste élevé (de quelques heuresà plusieurs dizaines d'heures pour le calcul des e�ets d'un crash automobile ou dupro�l aérodynamique d'un avion). Et dans la plupart des cas, le recours direct aumodèle n'est pas envisageable pour l'analyse : design, optimisation, �abilité,...181



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONL'idée est alors de construire une approximation mathématique simpli�ée et peucoûteuse pour l'utiliser en remplacement du modèle. Cette approche se rencontresous les termes de "metamodel", "surrogate model", ...Il existe ainsi de nombreuses méthodes d'approximation disponibles dans ce cadre.Dans notre cas, notre choix est guidé par la contrainte d'un grand nombre de pa-ramètres d'entrée incertains, et le fait que nous n'avons aucune information à priorisur la régularité de la fonction G. La méthode de construction de g doit ainsi tenircompte des exigences suivantes :
� un nombre réduit d'évaluations de G à cause de la grande dimension,
� g doit permettre de prédire la réponse du modèle G pour des points non encoreévalués de l'ensemble du domaine de dé�nition des paramètres,
� la méthode doit s'appliquer à des fonctions non régulières.1.2 Construction de l'approximation1.2.1 PrincipeConstruire une approximation g d'un modèle numérique implique généralement lesétapes suivantes (voir par exemple [SBG+02]) :
� choix des données de construction, c'est-à-dire l'ensemble des points où le mo-dèle sera évalué pour apporter de l'information,
� choix de la nature de g,
� construction de g par ajustement avec les données,
� validation de g par le calcul d'une erreur sur des données de véri�cation.Les deux premiers choix sont liés, et l'utilisateur doit chercher un compromis entrela meilleure précision pour son approximation et le coût de calcul déterminé par lenombre de points de construction et la méthode de calcul de g.1.2.2 Choix des données de constructionLe choix des données est extrèmement important dans la construction de g, d'unepart car il faut économiser le nombre d'évaluations du modèle, et d'autre part car larépartition des points a une in�uence importante sur la précision de l'approximation.Elles peuvent provenir selon la méthode choisie
� D'un ensemble de points �xé à l'avance de manière déterministe (par exempleformules de quadrature pour l'interpolation polynomiale).182



1. INTRODUCTION
� D'un plan d'expériences, qui consiste à placer de manière e�cace les donnésdans l'espace des paramètres (voir section 1.3).L'utilisateur choisit parmi les plans existants ceux qui sont recommandés enfonction de l'objectif poursuivi (nombre de points, nature de l'approxima-tion,...).Les plans d'expériences utilisés dans le cadre de la simulation numérique pourcontruire une approximation s'appelllent "space �lling designs" : ils sont detype carré latin, uniforme, minimax et maximin,...1.2.3 Choix de la nature de gLe choix de la nature de g dépend de l'objectif poursuivi, des hypothèses de régu-larité sur G, et détermine la méthode à mettre en oeuvre.Le lecteur trouvera dans [MM95] un exposé de la méthode des surfaces de réponse.En termes mathématiques, on cherche à minimiser la distance entre les fonctions Get g : le théorème de projection orthogonale nous donne l'existence de g qui réalisela plus courte distance de G au sous-espace A auquel appartient g

∀G ∈ E ∃g ∈ A ‖G− g‖ = min
h∈A

‖G− h‖ (V.5)avec
� E espace fonctionnel normé de dimension in�nie,
� A sous-espace vectoriel de dimension �nie,
� ‖‖ une norme à préciser.L'unicité de l'approximation g est généralement un problème di�cile, mais si E estun espace de Hilbert, alors l'unicité de g est assurée.Exemple Le théorème précédent s'applique par exemple en dimension un avec
� E = {C([a, b])} les fonctions continues sur le segment [a, b],
� A = Pn les polynômes de degré inférieur ou égal à n sur [a, b],
� (f, g) =

∫ b
a
f(x) g(x) dx le produit scalaire et la norme L2 associée.On a aussi le développement en série de Fourier des fonctions périodiques.Trouver la meilleure approximation dépend alors de la topologie des espaces mis enoeuvre (choix de la norme et choix de A).L'approximation s'obtient donc par projection sur une base �nie de fonctionsqui peuvent être :

� des polynômes,
� des fonctions radiales, 183



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� des ondelettes, ...Si la base de l'espace d'approximation A est W = {w1, . . . , wp} alors la projection

g s'écrit sous la forme très générale
g(X) =

p∑

i=1

bi wi(X) (V.6)avec les coe�cients B = (b1, . . . , bp) à déterminer.On cherche aussi à obtenir des résultats
� de convergence : l'erreur ‖G − g‖ tend vers 0 quand le nombre de fonctionsde base tend vers l'in�ni, et selon la norme choisie on obtient la convergenceuniforme, quadratique,...
� et de majoration d'erreur, qui permettent de contrôler la qualité de l'approxi-mation.1.2.4 Construction de gUne fois la nature de l'approximation g choisie, g est dé�nie à l'aide d'un certainnombre de coe�cients B ∈ R

p et nous noterons g(X,B) quand les coe�cients doiventêtre calculés.On utilise l'information fournie par les données a�n de calculer B de telle façon queles réponses de G et de g soient proches : c'est la phase d'ajustement.Dans la suite, on présente les di�érentes approches utilisées.Minimisation de l'erreur On peut minimiser la norme de l'erreur de l'approxi-mation : l'ajustement se ramène alors au problème d'optimisation
min
B

‖RB‖2 (V.7)avec RB = (G(X1)− g(X1, B), . . . , G(XN )− g(XN , B)) le vecteur des résidus sur lesdonnées de construction.Cette méthode est très générale et s'applique à tout type d'approximation :
� Avec la norme in�nie, on calcule une approximation dite uniforme,
� Avec la norme euclidienne, on calcule une approximation dite des moindrescarrés.C'est la méthode la plus courante, qui consiste donc à résoudre

min
B

N∑

i=1

(G(Xi) − g(Xi, B))2. (V.8)184



1. INTRODUCTIONInterpolation L'interpolation consiste à faire passer l'approximation par les don-nées :
∀i = 1, . . . , N g(Xi, B) = G(Xi). (V.9)Cette méthode s'applique généralement à l'approximation par polynômes sur unensemble de points (ou noeuds) dé�nis analytiquement : on n'utilise pas de pland'expérience (voir section 1.4.2).Les sparse grids constituent une forme d'interpolation multivariée présentée dansla section 3.Krigeage Le krigeage sert à construire une approximation avec une estimation dela variance de l'erreur.Plusieurs variantes existent, les plus connues interpolent les données, mais d'autresservent à lisser des données bruitées sans les interpoler (voir section 1.5.3).Régression On trouve le terme de régression quand la réponse notée ici Y dumodèle est une variable aléatoire : pour un point X donné de l'espace des paramètresd'entrée, Y(X) se répartit suivant une certaine distribution.Nous sommes dans le cadre d'un modèle non déterministe, dont la réponse est issuede mesures bruitées : les expériences sont non reproductibles.La fonction ou modèle de régression g(X,B) donnant une réponse unique pour toutevaleur de X, sa prédiction est donc entachée d'erreur.Le problème s'écrit alors

Y = g(X,B) + ε (V.10)avec ε une variable aléatoire dé�nissant l'erreur entre l'approximation et le modèle,telle que E(ε) = 0 : en général, les méthodes de régression utilisent l'hypothèsesimpli�catrice que la variance de ε ne dépend pas de X (homoscédasticité).La fonction de régression g est celle qui, pour tout échantillon {X1, . . . ,XN} de Xproduit la valeur moyenne de Y(X). Ainsi g matérialise l'espérance de Y condition-nellement à X
g(X,B) = E(Y|X). (V.11)Généralement, on utilise un polynôme de degré un ou deux pour g (la régression li-néaire repose sur l'hypothèse la plus simple, selon laquelle g est une fonction linéaire),mais on peut aussi choisir des fonctions de type splines, réseaux de neurones...Ensuite, il existe deux méthodes principales pour ajuster les coe�cients B auxdonnées :

� La méthode des moindres carrés (voir ci-dessus) : B minimise la somme descarrés des erreurs de prédiction sur les données disponibles (ou norme au carrédes résidus), c'est-à-dire
∑N

j=1 ε
2
j .Dans la méthode des "moindres carrés linéaires", on considère la linéarité parrapport aux coe�cients B, et non par rapport aux variables (ainsi pour un185



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONmodèle de régression polynomial y = b0 + b1 x + b2 x
2 + . . . + bp x

p linéairepar rapport aux bj) : on résoud alors un système linéaire.L'utilisation d'un modèle de régression non linéaire par rapport à B, méthodedes "moindres carrés non linéaires", produit un système d'équations non li-néaires que l'on résoud par une méthode d'optimisation.
� La méthode du "maximum de vraisemblance" : B rend maximale la vraisem-blance, qui est une mesure de l'adéquation entre une distribution et un échan-tillon. Ici elle quanti�e l'erreur entre la distribution des données G(Xi) et del'approximation g(Xi, B).1.2.5 Qualité de prédictionSur-ajustement On demande à l'approximation de posséder une bonne qualitéde prédiction, or la cause la plus fréquente de mauvaise généralisation est le sur-ajustement : cette erreur de conception consiste à construire une approximation in-corporant un trop grand nombre de coe�cients par rapport aux données.On rencontre ce problème en statistique sous le terme de "dilemne biais-variance",nous le présentons sous forme d'exemple.Soit une distribution de données fortement non linéaire,
� Un polynôme de faible degré n'aura pas le nombre de degrés de liberté né-cessaires pour s'ajuster à la forme générale de la distribution des données :l'approximation commet des erreurs de prédictions importantes (biais impor-tant).Cependant, en raison même de cette rigidité, les prédictions du modèle vontdépendre peu du choix des données de construction (faible variance).
� Un polynôme de degré élevé parviendra à ajuster beaucoup mieux les données :l'erreur sur l'échantillon de construction est faible (faible biais).Mais l'approximation obtenue devient instable par rapport au choix des don-nées : avec un échantillon di�érent, a�n de réduire l'erreur sur les résidus, lepolynôme de degré élevé va s'ajuster aux nouvelles données avec des coe�cientstrès di�érents, et les prédictions seront complètement di�érentes (variance im-portante).Dans le cas des réseaux de neurones, on parle de "sur-apprentissage" pour ce phé-nomène (voir section 2.2.1 page 2.2.1).Problème mal posé Le phénomène de sur-ajustement vient du fait que le pro-blème d'approximation fait partie des problèmes mal posés (voir [Kir96]) : en général,il ne peut pas être résolu de manière unique avec les données en nombre �ni dont ondispose.Par exemple, il existe une in�nité d'approximations passant par un ensemble depoints donnés (voir illustration avec l'interpolation en dimension un dans la �gureV.1). 186



1. INTRODUCTION

Fig. V.1 � En dimension un, une in�nité de courbes passent par un ensemble dedonnéesSi on ajoute des conditions, en précisant la nature de l'approximation (polynômed'un certain degré par exemple), le problème peut devenir bien posé, si le nombre dedonnées est adapté à la taille du vecteur des coe�cients B à calculer.En pratique, la plupart du temps le nombre de données est très supérieur auxnombre de coe�cients à déterminer : le problème est sur-déterminé.Pour remédier à ce problème
� on essaie de respecter la propriété de parcimonie (voir ci-dessous),
� et on fait appel à des techniques de régularisation (voir section 1.5.2 page 198).Parcimonie La construction de la meilleure approximation requiert la recherchede sa complexité optimale :
� Une approximation avec peu de coe�cients a une faible capacité de prédictionen raison de son biais important (pas assez de degrés de liberté).
� Une approximation avec trop de coe�cients a une faible capacité de prédictionen raison de sa variance importante (trop grande sensibilité aux choix desdonnées de construction et instabilité numérique).On trouve aussi l'expression de parcimonie pour indiquer que l'on cherche à ceque le nombre de coe�cients de l'approximation à ajuster soit le plus faible possible(voir [DMS+02]).On montre (voir [Bar93]) que pour une précision donnée, le nombre de coe�cientscroît 187



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� de manière exponentielle avec le nombre de variables si l'approximation estlinéaire par rapport à ses coe�cients B :par exemple les polynômes ou les projections sur des fonctions de base sont desapproximations peu parcimonieuses,
� de manière linéaire avec le nombre de variables si l'approximation est nonlinéaire par rapport à ses coe�cients B :par exemple les réseaux de neurones sont plutôt parcimonieux.Ainsi le critère de parcimonie est fondamental pour réaliser une approximation àmoindre coût en grande dimension :
� pour une précision donnée, le nombre de simulations à réaliser sera plus petit,
� ou pour un nombre d'expériences donné, l'approximation obtenue sera plusprécise.Il est plus facile d'éviter le phénomène de sur-ajustement avec une approximationparcimonieuse.1.2.6 Validation de gUne fois l'approximation construite, il faut la valider pour être assuré qu'on peutl'utiliser pour remplacer le modèle initial. On voit d'après ce qui précède qu'il fautaccorder une grande importance à cette phase en testant la capacité de prédiction.Une fois l'approximation g calculée avec les données de construction, il faut calculerun critère global pour juger les performances de g.Cette validation est basée sur l'analyse des résidus sur des données de validation(di�érentes des données de construction).Dans [JCS01] est présentée une étude de plusieurs métriques permettant de com-parer les approximations suivant les critères de qualité souhaités
� la qualité de prédiction, ou de généralisation, est généralement l'objectif prin-cipal recherché,
� l'e�cacité : elle dépend du coût requis pour construire l'approximation,
� la robustesse : la capacité d'obtenir une bonne précision pour di�érents pro-blèmes ou taille de données,
� la simplicité de mise en oeuvre,...Nous nous intéressons dans cette étude à la qualité de prédiction.Données de validation On e�ectue donc un tirage noté V := {Y1, . . . , YM} surlequel on évalue le modèle G pour obtenir des données de validation, di�érentesdes données de construction.On peut utiliser un plan d'expérience. 188



1. INTRODUCTIONCritères de validation Les critères usuels de performance sont alors
� l'erreur quadratique moyenne

E :=

√√√√ 1

M

M∑

i=1

(G(Yi) − g(Yi))
2, (V.12)

� le critère R
R2 := 1 − 1

σg

M∑

i=1

(G(Yi) − g(Yi))
2 (V.13)avec

� g := 1
M

M∑

i=1

g(Yi) la moyenne empirique de g sur les données de validation,
� σg :=

M∑

i=1

(G(Yi) − g)2 la variance empirique de G sur les données devalidation.Le numérateur est la norme euclidienne au carré des résidus et le dénominateurmesure l'irrégularité de G.Plus R2 est proche de 1, plus l'approximation est précise.
� L'erreur absolue relative

RA :=
1

M
√
σg

M∑

i=1

|G(Yi) − g(Yi)|. (V.14)Plus RA est proche de 0, plus l'approximation est précise.
� L'erreur maximum relative

RM :=
1

√
σg

max
i=1,...,M

|G(Yi) − g(Yi)|. (V.15)Ce critère est moins important, car un RM grand indique une erreur importantesur une zone locale, alors que les deux critères précédents R et RA indiquentune erreur globale sur l'ensemble des données de validation.Validation en pratique Si nous choisissons par exemple le premier critère d'erreurquadratique moyenne E, nous pouvons l'appliquer aux deux ensembles de données :
� nous notons EC quand nous calculons E avec les données de construction,
� nous notons EV quand nous calculons E avec les données de validation.Le choix de la bonne approximation peut être alors donné par : trouver l'approxi-mation avec des erreurs EC et EV du même ordre de grandeur et le plus petitespossibles.Dans le cas de données bruitées, le meilleur résultat possible est une erreur de l'ordrede la précision, c'est-à-dire de l'écart-type du bruit.189



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION1.3 Plans d'expériencesEtant donné leur importance pour le choix des données de construction (hormis lesméthodes d'interpolation), et de validation, nous présentons dans la suite la métho-dologie des plans d'expériences, avant d'introduire les grandes classes de méthodesd'approximation.1.3.1 IntroductionLes plans d'expériences sont utilisés dans de nombreux contextes car leur objectifest d'apporter le plus d'information possible au meilleur coût, en plani�antet le nombre et l'emplacement des points qu'on doit évaluer.Pour une vue exhaustive, le lecteur peut se référer à [DFG97], [Gou99], [Gou96].1.3.2 ApplicationsLes plans d'expérience sont utilisés dans tous les domaines de l'ingénieur (agricul-ture, chimie, biologie, électronique,...) et dans les contextes suivants.Méthode des surfaces de réponse Nous considérons un modèle, noté G, issu del'étude d'un système ou d'un phénomène, et décrit
� Par des expérimentations réelles :Souvent les expériences sont extrèmement coûteuses, et il apparaît nécessaired'utiliser les plans d'expériences pour réduire leur nombre.Historiquement, les plans d'expérience se sont développés dans ce domaine.En général, les expériences sont non reproductibles, et leur résultat est entachéd'erreurs de mesure. Cela entraîne des spéci�cités comme la répétition d'uneexpérience pour réduire la variabilité, l'utilisation de propriétés de symétrie.
� Ou par des simulations numériques :Au contraire des expérience physiques, les simulations numériques ne néces-sitent pas des exigences liées aux erreurs de mesure ou au bruit (ce sont desexpériences déterministes).La plupart des méthodes d'approximation numérique (régressions, réseaux deneurones,...) s'appuient sur la méthodologie des plans d'expériences pour ré-duire le nombre de points à évaluer tout en assurant une information su�santepour obtenir une approximation de qualité.La technique des plans d'expériences va servir alors à fournir les informations pourconstruire un modèle approché ou approximation de G : c'est la méthode des surfacesde réponse ou RSM (pour Response Surface Methodology).Historiquement, les plans d'expérience ont beaucoup servi à créer des approxima-tions polynomiales : le placement des points du plan est alors optimisé a�n de conférerles meilleures propriétés possibles à ces surfaces de réponse.Cependant, le recours à des modèles approchés non polynomiaux est possible : danscette étude, nous utiliserons les réseaux de neurones (voir section 2).190



1. INTRODUCTIONAnalyse de sensibilité On cherche ici à déterminer de manière quantitative lesvariations de la réponse du modèle par rapport aux facteurs.Nous renvoyons à la section 5.1 page 172 du chapitre précédent pour l'utilisationdes plans d'expériences dans ce domaine.1.3.3 Notations et hypothèsesAvec la terminologie des plans d'expérience
� Les facteurs sont les variables du modèle :ils peuvent être continus, discrets ou même qualitatifs.
� Les niveaux sont les valeurs discrètes que prennent les facteurs dans le pland'expériences.Généralement chaque facteur varie dans un intervalle, et le domaine expérimentalest un pavé de R

n (mais parfois les expériences ne sont réalisables que dans unepartie du domaine d'étude).On normalise alors les valeurs sur un intervalle [−1, 1] pour travailler sans dimen-sions : le domaine de départ est alors l'hypercube unitaire [−1, 1]n de R
n.1.3.4 PrincipeUn plan d'expériences est représenté par une matrice :

� les n colonnes correspondent aux facteurs,
� les p lignes correspondent aux niveaux choisis pour les facteurs.Ainsi, les lignes de cette matrice donnent les coordonnées des point du plan d'ex-périence.Le nombre d'évaluations du modèle (par expérience ou simulation) dé�nit le coûtde calcul du plan et est égal à p le nombre de lignes de la matrice.L'utilisation d'une grille complète (ou plan complet), pour une analyse du modèleavec une discrétisation de p points par dimension (p niveaux par facteur) conduit àune matrice impliquant pn évaluations : ce nombre croît de façon exponentielle avecla dimension, et devient impraticable en grande dimension.C'est pourquoi l'objectif des plans d'expériences est de réduire les points d'évalua-tion en optimisant des critères adaptés au but de l'analyse :
� des critères statistiques (D-optimalité, entropie,...),
� des critères géométriques (distance entre les points, carrés latins,...) : on lesappelle space �lling designs.Nous détaillons dans la suite quelques plans utilisant des critères géométriques carils sont adaptés à notre problématiques (voir [SLC01] pour une étude comparative).191



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION1.3.5 Plans de distance maximinCes plans ont été proposés dans [JM90] pour des expériences simulées.Un plan maximin maximise la distance minimale entre deux points : les points sontdistants les uns des autres et couvrent tout le domaine d'étude.Dans le cas de la distance euclidienne, l'idée est de remplir le domaine avec sphèresdont le centre est un des points du plan, et de maximiser le rayon des sphères (lessphères peuvent sortir du domaine mais pas les points) : voir illustration sur la �gureV.2.

Fig. V.2 � Plan maximin pour N=7 points dans [−1, 1]2L'inconvénient est que les points ont tendance à se concentrer sur les frontières dudomaine, et si on e�ectue une projection suivant une direction, les points ne sont pasforcément bien répartis.1.3.6 Carré latinLe plan de type carré latin a été introduit dans [MBC79], parmi les premiers àutiliser les plans d'expériences pour des expériences déterministes. Ils ont été utilisésensuite pour la plani�cation et l'analyse de simulations (voir [SWMW89]).Les carrés latins sont un cas particulier des tirages hypercubes latins qui ont étéprésentés en section 3.2.3 du chapitre précédent pour améliorer les tirages aléatoiressimples.Ils utilisent une méthode de strati�cation, a�n d'estimer la distribution d'une ré-ponse fonction de paramètres incertains suivant une distribution donnée.192



1. INTRODUCTIONIl su�t de considérer que les paramètres suivent des lois uniformes, et pour un plande p points, l'intervalle de variation est alors partagé régulièrement en p niveaux, etla matrice de plan d'expérience d'un hypercube latin est alors de la forme :
� chaque colonne contient les p niveaux permutés aléatoirement,
� les colonnes sont permutées aléatoirement.Ces propriétés assurent que chaque niveau est représenté une fois par paramètre,les points sont bien répartis et on évite les inconvénients du plan maximin : voir uneillustration sur la �gure V.3.

Fig. V.3 � Carré latin pour deux paramètres et 9 expériences1.3.7 Autres plansNous signalons l'existence d'autres plans adaptés pour générer des données deconstruction d'approximations :
� les plans orthogonaux,
� les plans à discrépance réduite,
� les plans uniformes.1.3.8 ConclusionNotre objectif est une analyse d'incertitude, e�ectuée avec des paramètres dé�nispar des lois de probabilités.Nous envisageons d'utiliser un plan d'expérience adapté à la construction d'uneapproximation pour un modèle dont on ne connaît pas la régularité, a�n de résoudreles trois problèmes (Pi) de la section 2.2 du chapitre précédent (voir page 156) :
� (P1) probabilités de défaillance,
� (P2) points de conception,
� (P3) paramètres in�uents. 193



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONLe tirage hypercube latin semble bien adapté grâce aux propriétés suivantes :
� on contôle le nombre de points,
� une bonne distribution suivant chaque direction est assurée, ce qui favorisela détection d'irrégularités et la détection des paramètres in�uents : par rap-port à d'autres plans d'expériences, un nombre minimum de points est placé àl'intérieur du domaine d'étude.
� l'échantillon respecte la loi de probabilité des paramètres, mais répartit lescoordonnées dans toutes les zones d'équiprobabilité, ce qui permet d'obtenirdes évaluations, c'est-à-dire l'information, dans des zones contribuant à desfaibles probabilités de défaillance.1.4 Approximations classiques1.4.1 Approximation polynomialeLes polynômes multivariés sont couramment utilisés comme modèle approché, sou-vent à l'ordre un ou deux.Dans l'approximation polynomiale, on utilise la méthode des moindres carrés pourl'ajustement.Approximation linéaire Dans cette approche, on cherche g sous la forme d'unpolynôme du premier degré

g(X,B) = b0 +BT X (V.16)avec B = (b1, . . . , bn) ∈ R
n et b0 ∈ R les coe�cients du modèle à estimer à partir desdes données simulées.Approximation quadratique A�n de rendre compte de comportements non li-néaires, on cherche g sous la forme d'un polynôme de degré deux
g(X,B) = b0 +BT X +XT C X (V.17)avec C ∈ R

n×n.Cette approximation, dite quadratique, qui prend mieux en compte la géométrie dela fonction de modélisation G, est souvent utilisée dans la pratique.Les plans classiquement utilisés pour un modèle polynomial de degré deux sont lesplans composites centrés ou les plans de Box-Behnken (voir [Gou99]).Le développement s'écrit en fonction des monômes et linéairement par rapport à B
g(X,B) = b0 +

n∑

i=1

biXi +
n∑

i=1

biiX
2
i +

n∑

i=1

∑

j<i

bijXiXj. (V.18)194



1. INTRODUCTIONApproximation d'ordre supérieur Si on choisit un polynôme de degré supé-rieur, on écrit alors sous une forme plus générale
g(X,B) = BT r(X) (V.19)avec

� B ∈ R
p les coe�cients du développement (généralisation du développementquadratique selon les monômes précédent) à calculer,

� r(X) = (1, r1(X), . . . , rp−1(X))T ∈ R
p le vecteur des monômes.Généralement, on ne prend pas en compte tous les monômes, et on tronque plusou moins le développement complet : sinon le calcul devient beaucoup plus com-plexe et coûteux (le nombre de données pour calculer tous les coe�cents devienttrès important), avec des comportements non désirées entre les données (instabilitésnumériques).Ajustement Pour calculer les coe�cients B qui déterminent g(X,B) = BT r(X),la méthode la plus utilisée est celle des moindre carrés, dits linéaires, car g est linéairepar rapport à B (et non par rapport à X).Cette méthode est très simple à mettre en oeuvre car les coe�cients b sont directe-ment donnés par la résolution du système linéaire

RTR B = RT y (V.20)avec
� y := (G(X1), . . . , G(XN ))T ∈ R

N le vecteur dit des observations pour G (onprendra N > p),
� R := (rj(Xi))ij ∈ R

N×p la matrice des observations pour les monômes.Conclusion Les approximations linéaires ou quadratiques sont souvent validesmême pour approcher des fonctions complexes mais plutôt au niveau local, au voisi-nage d'un point.Elles supposent une dépendance entre les paramètres d'ordre un ou deux pour lafonction de modélisation G, or en pratique pour un modèle décrivant un systèmecomplexe avec de nombreux paramètres d'entrée, ce n'est pas le cas, et ces approxi-mations ne peuvent pas rendre compte de toutes les tendances (même pas approchertoutes les données).Augmenter le degré des polynômes de l'approximation donne plus de degrés delibertés, et répond à cette attente, mais au prix d'une plus grande complexité etd'instabilités de l'approximation, partiellement résolues par une méthode de régula-risation (voir section 1.5.2 page 198). 195



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION1.4.2 Interpolation polynomialeDans l'interpolation on fait coïncider sur les données la valeur de la fonction G etde l'approximation g.En dimension un, il existe un unique polynôme de degré inférieur ou égal à N − 1passant par N données di�érentes.La convergence globale mesurée par ‖G − g‖ n'est pas toujours assurée, et on ren-contre par exemple en dimension un le phénomène de Runge : des oscillations de plusen plus grandes apparaissent quand le degré du polynôme augmente.Splines L'interpolation spline évite les problèmes d'oscillations précédents, car ellepermet d'utiliser sur chaque segment un polynôme de degré plus faible.Une courbe spline en dimension un est une famille de polynômes de dimensiondonnée dé�nis sur des segments [xi, xi+1[ formant une partition de l'intervalle dedé�nition et de courbure minimale : les polynômes sont raccordés aux points xi ainsique leur dérivées jusqu'à un certain ordre pour obtenir une approximation régulière.Grande dimension Ces techniques s'étendent aux dimensions supérieures (avecla méthode MARS pour Multivariate Adaptive Regression Splines par exemple).Cependant les méthodes d'interpolation classiques sont basées sur un nombre depoints trop important pour être utilisées en grande dimension, mais ce problème esten partie résolu par la technique des sparse grids (voir section 3) que nous mettronsen oeuvre dans la suite.Eléments �nis Cette méthode très connue est une méthode d'interpolation : ellepermet de résoudre des équations aux dérivées partielles de manière numérique. Oncherche une solution approchée g ∈ Vh de la solution G ∈ V sur un domaine compactavec des conditions au bord pour assurer l'existence et l'unicité de la solution.Le domaine est discrétisé par un maillage {X1, . . . ,XN} dont les sommets sont lesnoeuds : souvent on travaille en dimension deux et les éléments sont des triangles,mais ils peuvent être aussi des polyèdres.On associe au maillage des fonctions de base wi pour dé�nir Vh :
� Généralement on dé�nit une fonction de base wi par noeud Xi, qui vaut un aunoeud Xi et zéro ailleurs

∀i, j = 1, . . . , N wi(Xj) = δij . (V.21)
� Les fonctions de base sont par exemple des fonctions continues et a�nes parmorceaux sur les éléments du maillage.La dimension de Vh est alors N , et dans ce cas g est déterminée par les valeurs de

G aux noeuds du maillage avec
g(X) =

N∑

i=1

G(Xi) wi(X). (V.22)196



1. INTRODUCTIONLa méthode des éléments �nis se généralise à une dimension quelconque, mais enpratique on résoud des problèmes de dimension inférieure ou égale à trois : si ellepermet de disposer de théorèmes de convergence et de contrôle d'erreur, son incon-vénient est le coût de calcul, induit par le nombre important de noeuds du maillagequ'il faut dé�nir.Remarque En pratique, dans le cas de données expérimentales entachées de bruit,l'interpolation n'est pas adaptée : il est clair que l'utilisateur qui travaille avec 100points presque alignés préfère la droite passant au mieux entre les points (moindrescarrés) que le polynôme de degré 99 passant par tous les points (interpolation).1.5 Approches complémentaires1.5.1 Réduction de modèlePour des problèmes dont la dimension n est très grande (de l'ordre du millier devariables), aucune méthode d'approximation directe n'est e�cace à cause du coût decalcul.De plus, l'expérience montre qu'un nombre réduit de ces variables est susceptiblede contenir l'essentiel des variations de la réponse G du modèle : si le système mo-délisé est d'origine physique, seules quelques grandes forces expliquent en général lephénomène observé.Il apparaît alors utile d'utiliser des techniques dites de réduction de modèle, quiconsistent à négliger certaines variables pour réduire la dimension de l'es-pace de travail : dans ce cas, on construit g comme une fonction de m paramètres,avec m < n, parmi les paramètres initiaux.La réduction de modèle peut s'appliquer
� à partir de considérations physiques (avis d'expert),
� après une étude préalable (comme une analyse de sensibilité, voir section 5.1 duchapitre précédent page 172), qui permet d'identi�er les paramètres importantset négligeables,
� à partir de méthodes de projection (voir [ASS01]) telles que

� les méthodes basées sur une décomposition SVD (pour Singular ValueDecomposition) a�n de trouver une base réduite : la méthode POD (pourProper Orthogonal Decomposition), l'analyse en composantes principales,
� la méthode des sous-espaces de Krylov.Cette approche est essentielle car dans le cas de modèles en grande dimension,confronté à une limite en coût de calcul, l'utilisateur peut choisir une approximationsimple (par exemple un polynôme du second degré) avec peu de degrés de liberté quigénère peu de calculs de construction, mais qui aura une faible capacité de générali-sation.Il vaut mieux alors consacrer une partie du coût de calcul à e�ectuer une réductionde modèle : la construction d'une approximation plus sophistiquée (par exemple un197



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONréseau de neurones) portant uniquement sur les variables les plus importantes serapossible car moins coûteuse, et la capacité de généralisation sur le modèle initial seraplus importante.1.5.2 RégularisationDans l'approche par minimisation de l'erreur, soit J(B) la fonction coût à minimiserpour trouver les coe�cients B.Par exemple dans le cadre des moindres carrés pour un polynôme
J(B) =

N∑

i=1

[G(Xi) − bT r(Xi)]
2. (V.23)L'ajustement n'est pas l'objectif principal de la construction de l'approximation,c'est la qualité de prédiction, or la première propriété n'implique pas la deuxième :l'ajustement peut être parfait (J(b) = 0) et la généralisation médiocre.Par exemple en ce qui concerne une approximation polynomiale de degré p, lenombre de termes croît très rapidement avec la dimension (un développement completcomporte Cnn+p termes).Or un nombre grand de coe�cients à estimer conduit souvent à un problème malposé et à des instabilités numériques : des oscillations non désirées apparaissent quandle degré du polynôme s'accroît (phénomène de sur-ajustement, voir section 1.2.5 page186).La régularisation est une méthode classique pour rendre un problème bien posé :le principe est d'ajouter des contraintes supplémentaires a�n de rendre la solutionunique, ou réduire l'ensemble des solutions en écartant les solutions non désirées,comme celles qui présentent des instabilités numériques dues au sur-ajustement.Plusieurs techniques existent, nous les utiliserons notamment dans le cadre de l'ap-proximation par réseaux de neurones (voir section 2.3.5 page 215 pour la mise enoeuvre).Régularisation de Tikhonov Une solution classique est la régularisation de Ti-khonov : on incorpore à la fonction coût un terme supplémentaire, dont la minimi-sation apporte les propriétés désirées pour la solution.Le problème régularisé s'écrit alors par exemple

JK(B) = J(B) +K ‖B‖2 (V.24)avec K ∈ R
+ une constante.Ainsi, suivant la valeur plus ou moins grande donnée à K, la minimisation de JKe�ectue un compromis entre la minimisation des deux termes :

� faire correspondre les valeurs du modèle et de l'approximation sur les donnéesen minimisant J(B),
� et pénaliser les grandes valeurs des coe�cients B pour éviter les instabilités :garder une norme de B petite permet de réduire les oscillations.198



1. INTRODUCTION1.5.3 Krigeage et modèle compositeIntroduction Le krigeage, ou kriging, est une méthode d'estimation d'un modèledé�ni par une fonction aléatoire : il prend en compte la variabilité des phénomènesétudiés dans le résultat de l'approximation, et contrairement aux méthodes précé-dentes, permet une quanti�cation des erreurs. C'est aussi une méthode optimaled'estimation, au sens statistique du terme.Cette méthode entre dans le cadre de la modélisation où les données sont issuesde mesures bruitées, mais nous verrons ci-dessous qu'elle aussi utilisée dans le cadredéterministe pour approcher une fonction de modélisation.Cette méthode est dite aussi "géostatistique", et on rencontre le terme de "méthoded'interpolation de Gauss-Markov" en statistique.Cette technique a été introduite dans [Mat63], qui a utilisé le formalisme des va-riables aléatoires pour l'estimation de phénomènes naturels : les termes "géostatis-tique" et "krigeage" proviennent des travaux d'un ingénieur, D.G. Krige dans lesannées 50, pour des problèmes d'exploitation minière (il fallait déterminer au mieuxla distribution spatiale de minerais à partir d'un échantillon de prélèvement du sous-sol). Cette technique a été développée à la même époque dans le domaine de lamétéorologie dans [Gan65] et un peu plus tard dans le domaine de l'océanographiedans [BDF76].De manière naturelle, le krigeage a été largement utilisé dans le domaine de lagéologie, limité à des problèmes en dimension trois. La méthode se généralise à unedimension quelconque, mais son apparition dans d'autres domaines est récente : voirpar exemple [BS92] et [SWMW89] pour l'application à des simulations numériques.Le krigeage est actuellement appliqué par exemple pour des analyses de risques eningénierie pétrolière (voir [Sch06]) et de manière plus générale pour des estimations,surtout dans les domaines de l'environnement (plani�cation des mines et des gise-ments, cartographie météorologique, estimation de la biomasse et de sa localisationpour la pêche, mais aussi analyse et caractérisation d'images,...).Nous présentons ici le principe du krigeage, le lecteur intéressé par un exposé pluscomplet pourra consulter [DJ06].Hypothèses Soit Ω ⊂ R
n l'espace de travail (généralement n = 2 ou 3), nousconsidérons ici un modèle Z à prédire, mais contrairement à ce qui précède avec lafonction de modélisation G, en tout point X ∈ Ω, Z(X) est ici dé�ni comme unevariable aléatoire à valeurs dans R.Nous appelons alors fonction aléatoire Z l'ensemble des variables aléatoires {Z(X), X ∈

Ω. On dit que les variables aléatoires sont régionalisées, c'est-à-dire qu'elles dépendentde leur localisation X.Le krigeage cherche alors en tout point X à estimer Z(X) par une valeur notée
Ẑ(X), et Ẑ caractérise Z globalement.On dé�nit l'erreur d'estimation e par

e(X) := Ẑ(X) − Z(X). (V.25)199



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONLa variance de l'estimation V (e) s'écrit alors
V [e(X)] = V [Z(X)] + V [Ẑ(X)] − 2 cov[Z(X), Ẑ(X)]. (V.26)Nous disposons de N données (ou observations) {Z(Xi), i = 1, . . . , N} commeinformation pour prédire les valeurs de Z : généralement une seule observation enchacun des N points.Variogramme La di�érence entre les valeurs prises par Z en deux points X et

X + H est la variable aléatoire Z(X) − Z(X + H) : on veut alors que sa variancesoit plus petite quand les points sont proches, c'est-à-dire ‖H‖ petit, que quand ilssont éloignés (car les valeurs se ressemblent plus en moyenne).On dé�nit alors le "variogramme" γ, qui est une statistique d'ordre deux décrivantla continuité spatiale du phénomène
γ[Z(X1), Z(X2)] :=

1

2
(V [Z(X1) − Z(X2)]). (V.27)Si l'on considère N localisations di�érentes X1, . . . ,XN , la meilleure descriptiondes N variables aléatoires Z(X1), . . . , Z(XN ) est de calculer la densité de probabilitéjointe : ce n'est pas possible car on ne dispose pas d'une information su�sante.On cherchera à estimer plus simplement les deux premiers moments (moyenne,variance, covariance) des Z(Xi) prises deux à deux, et les hypothèses suivantes, quisupposent une certaine régularité, ou homogénéité, sont alors nécessaires.On suppose la "stationnarité du second ordre" (on peut formuler des hypothèsesmoins restrictives avec des résultats di�érents), c'est-à-dire

� L'espérance de Z est constante sur le domaine
∀X ∈ Ω E[Z(X)] = m. (V.28)

� La covariance de Z est constante par translation
∀H ∈ R

n ∀X ∈ Ω C(H) := cov[Z(X), Z(X +H)]. (V.29)On peut écrire donc que la variance de Z est constante sur le domaine avec
∀X ∈ Ω V [Z(X)] = C(0). (V.30)Cela implique que le variogramme aussi ne dépend que de l'écart H entre les points,

γ : R
n −→ R, et se simpli�e avec l'hypothèse de stationnarité

∀H ∈ R
n ∀X ∈ Ω γ(H) = 1

2 V [Z(X +H) − Z(X)]

= 1
2 E[(Z(X +H) − Z(X))2]

= C(0) − C(H).

(V.31)200



1. INTRODUCTIONEstimation du variogramme Chaque phénomène possède un variogramme quilui est propre, il est donc nécessaire de l'estimer à partir des données.La méthode est la suivante :
� Soit H := Xi −Xj l'écart entre deux points des données, on détermine toutesles valeurs H1, . . . ,Hm possibles : en pratique, on s'accorde une tolérance sur
H a�n d'avoir su�samment de paires d'observations pour chaque H.

� On calcule une estimation du variogramme pour les valeur H1, . . . ,Hm, c'estle variogramme dit "expérimental"
γ(Hi) =

1

2

1

ni

ni∑

i=1

(Z(Xi) − Z(X̃i))
2 (V.32)avec ni le nombre de paires de points {Xi, X̃i} qui véri�ent Hi := Xi − X̃i.On obtient donc une série de points expérimentaux.

� On ajuste alors une fonction analytique pour obtenir l'estimation du vario-gramme pour H quelconque.Il existe di�érents modèles de variogrammes utilisés en pratique (sphérique,cubique, gaussien, ...).La détermination du modèle du variogramme in�ue sur l'approximation �nale :pour une illustration en dimension un, voir la �gure V.4.Principe L'idée à la base du krigeage est la suivante : deux observations situéesl'une près de l'autre devraient, en moyenne, se ressembler davantage que deux obser-vations éloignées.Toutes les méthodes d'estimation ou d'approximation reposent sur ce concept plusou moins dé�ni, plus ou moins implicite de "continuité" entre les données : avec lekrigeage, on cherche à quanti�er cette continuité préalablement à tout calcul, grâceau variogramme.L'avantage du krigeage est qu'il permet de calculer en tout point X une estimation
Ẑ(X) et la variance associée V [e(X)], qui mesure l'erreur de prédiction.Krigeage ordinaire Le krigeage dit "ordinaire" est plus fréquemment utilisé, etne suppose pas la moyenne m du phénomène connue.L'estimation notée Ẑ de Z en un point X0 non observé, utilise une combinaisonlinéaire des données

Ẑ(X0) :=
N∑

i=1

w0
i Z(Xi) (V.33)

= W T
0 Z (V.34)avec 201



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION

Fig. V.4 � Exemple de krigeage 1D avec di�érents modèles de variogramme
� W T

0 := (w0
1, . . . , w

0
N ) les coe�cients ou poids à calculer, qui dépendent du point

X0,
� ZT := (Z(X1), . . . , Z(XN )) les données.Pour que cet estimateur soit sans biais, on impose

N∑

i=1

w0
i = 1. (V.35)Le krigeage ordinaire est un estimateur linéaire prenant en compte la covariancespatiale des données : pour déterminer les poids W0, on va minimiser la varianced'estimation V (e(X0)).En substituant Ẑ par son expression (V.33) comme combinaison linéaire des don-202



1. INTRODUCTIONnées, on obtient
V [e(X0)] = V [Z(X0)]+

N∑

i=1

N∑

j=1

w0
iw

0
j cov[Z(Xi), Z(Xj)]−2

N∑

i=1

w0
iw

0
j cov[Z(X0), Z(Xi)].(V.36)Les coe�cients W0 s'obtiennent en résolvant le problème de minimisation d'unefonction quadratique sous contrainte d'égalité





min
W0∈RN

J(W0) := V [e(X0)]

∑N
i=1w

0
i = 1.

(V.37)L'expression V [e(X0)] peut s'exprimer en fonction du variogramme γ(H), et aprèsavoir écrit le Lagrangien, la condition d'optimalité s'écrit comme un système linéaireà résoudre qui s'écrit en fonction du variogrammme
{

∀i = 1, . . . , N
∑N

j=1w
0
i γ[Z(Xi), Z(Xj)] + µ = γ[Z(X0), Z(Xi)]∑N

i=1w
0
i = 1avec

� µ le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d'égalité.Une fois les poids w0
i calculés, nous pouvons écrire une estimation Ẑ(X0) de lavaleur de Z(X0) avec la relation (V.33), puis une estimation de l'erreur V [e(X0)],qui s'écrit en fonction des valeurs trouvées ; on peut aussi donner le résultat avec unintervalle de con�ance.Utilisation dans le cadre déterministe Le krigeage, qui à l'origine permet l'ap-proximation de processus spatiaux avec des mesures bruitées, est aussi utilisé pourtraiter des problèmes d'approximation où les données sont simulées, donc détermi-nistes.Le principe a été proposé dans [SWMW89], et est utilisé sous les termes de "krigingmetamodel" ou "modèle composite" dans [Sch06] par exemple.Soit G(X), la fonction de modélisation déterministe, on décompose ainsi l'approxi-mation

g(X) = f(X) + Z(X) (V.38)avec
� f(X) une approximation globale, souvent un polynôme d'ordre 1 ou 2,
� Z(X) est dé�ni en tout point X comme la réalisation d'un processus aléatoired'espérance nulle et de variance constante σ2.L'approximation g est ainsi composée de deux termes203



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� f est la partie déterministe, qui modélise les tendances moyennes de la fonctionà approcher.
f est déterminée avec une régression par moindres carrés sur les données.

� Z est un terme correcteur, qui permet des déviations locales de l'approximation,de façon à ce que Z interpole les résidus, et donc g interpole les données.
Z présente une structure de corrélation entre les données, la covariance est alorsdonnée par

cov[Z(Xi),Z(Xj)] = σ2 c[Z(Xi),Z(Xj)] (V.39)avec c la corrélation, qui est choisie parmi une classe de fonctions de corrélationusuelles.Ce choix quanti�e la manière plus ou moins "lisse" (avec des variations rapides ounon) avec laquelle g va passer d'un point à un autre et donc interpoler les données.En simulation numérique, la plus utilisée est la corrélation gaussienne proposée dans[SWMW89].Le terme correcteur Z est déterminé par krigeage : soient les données {Xi, i =
1, . . . , N}, et Z := (Ẑ(X1), . . . , Ẑ(XN ))T = (G(X1)− f(X1), . . . , G(XN )− f(XN ))Tle vecteur des résidus.En un point X0 quelconque, on estime le résidu G(X0)−f(X0) par une combinaisonlinéaire des observations

Ẑ(X0) = λT0 Z (V.40)avec λT0 := (λ0 T
1 , . . . , λ0 T

N )T les coe�cients à calculer.Après minimisation de la variance de l'erreur en X0 et simpli�cation par σ2, onobtient
Ẑ(X0) = r(X0)

T R−1 Z (V.41)avec
� r(X0) := (c(X0,X1), . . . , c(X0,XN ))T le vecteur de corrélation entre le point àestimer et les données,
� R := σ2 (c(Xi,Xj))i,j∈{1,...,N} la matrice de corrélation entre les données.Finalement, l'approximation par modèle composite en X0 s'écrit

ĝ(X0) = f(X0) + Ẑ(X0) ' G(X0). (V.42)Cette méthode présente les avantages
� d'être souple : on peut choisir des fonctions de corrélation qui donnent desapproximations di�érentes,
� d'estimer l'erreur hors des données simulées.Mais elle peut être complexe à mettre en oeuvre et coûteuse, car par exempledans le cas de la corrélation gaussienne, déterminer les paramètres de la corrélationpar maximum de vraisemblance nécessite la résolution d'un problème d'optimisationcoûteux. 204



2. RÉSEAUX NEURONAUX2 Réseaux neuronaux2.1 Principe2.1.1 IntroductionUn réseau de neurones est une fonction obtenue à partir d'une combinaison defonctions de base, appelées neurones car leur fonctionnement présente des similitudesavec les éléments à la base du système nerveux.Comme dans le cerveau, le réseau est déterminé par les connexions entre ses neu-rones, qui transmettent l'information.Les applications sont nombreuses
� l'approximation de fonctions (pour l'optimisation, le contrôle,...),
� la classi�cation (reconnaissance de formes,systèmes radar,...),
� la fouille de données ou data mining (applications �nancières, diagnostic mé-dical,...).Le lecteur trouvera un exposé complet sur le sujet dans [Hay99] ou [DMS+02].2.1.2 Neurone formelUn neurone formel est une fonction de la forme

N : R
d −→ R

X = (x1, . . . , xd) 7−→ N(x) = f
(∑d

i=1 bi Xi + b0

) (V.43)avec
� b = (b0, b1, . . . , bd) un vecteur de coe�cients appelés poids,
� f : R −→ R un fonction dite d'activation ou de transfert.On peut e�ectuer une analogie avec le neurone biologique (voir �gure V.5)
� les variables d'entrée (X1, . . . ,Xd) correspondent aux signaux électriques quitransmettent l'information en provenance d'autres neurones biologiques,
� les poids bi sont appliqués aux entrées, et leur sommation pondérée constituel'in�ux nerveux reçu par le neurone biologique à travers les connexions synap-tiques(un poids positif aura donc un e�et excitateur, et négatif aura un e�etinhibiteur),
� le neurone biologique est activé quand un certain seuil d'in�ux nerveux estatteint : il transmet alors à son tour une certaine quantité d'information auxneurones avec lesquels il est relié.La somme pondérée des entrées constitue la partie linéaire du neurone, en choisissantune fonction d'activation non linéaire, le neurone formel est une fonction non linéairebornée. 205



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION

Fig. V.5 � Principe du neurone formel2.1.3 Fonction d'activation sigmoïdeGénéralement, les fonctions d'activation sont à valeur dans [0, 1] ou [−1, 1] et selonleur nature, elles limitent plus ou moins la sortie du neurone.Une classe de fonctions très utilisée en pratique car d'usage recommandé est celledes fonctions sigmoïdes, c'est-à-dire des fonctions avec une forme de "s".Plusieurs formulations existent, (par exemple la tangente hyperbolique ou Arctan-gente), nous prenons la suivante
fα : R −→ [0, 1]

x 7−→ fα(x) = 1−e−αx

1+e−αx

(V.44)avec α ∈ R
+.Comme on le voit sur la �gure V.6, la valeur du paramètre α conditionne la pentede la sigmoïde et donc son e�et sur l'entrée

� Lorsque α est proche de zéro, la sigmoïde se rapproche d'une fonction linéaire,
� lorsque α est grand, la sigmoïde se rapproche d'une fonction de type signe,avec deux valeurs de seuil : fα(x) = −1 pour les valeurs de x les plus petiteset fα(x) = 1 pour les valeurs de x les plus grandes.De là vient l'analogie avec le seuil à partir duquel le neurone biologique transmetl'information.Remarque On trouve aussi des neurones dont le fonctionnement di�ère du modèlede neurone présenté précédemment : il n'y pas de somme pondérée des entrées, lescoe�cients qui déterminent la fonction du neurone interviennent directement danssa dé�nition.Les fonction utilisées ici peuvent être 206



2. RÉSEAUX NEURONAUX

Fig. V.6 � Fonction sigmoïde pour di�érentes valeurs du paramètre α
� des fonctions radiales, dites RBF (pour Radial Basis Functions) : leur sortiene dépend que de la distance à un point c appelé centre

f(x) = f(‖x‖), (V.45)
� ou des ondelettes.La sortie d'un neurone RBF en choisissant une fonction gaussienne est par exemple

N(x) = exp
(
−
∑d

i=1(xi−bi)2
2 b20

) (V.46)avec b = (b0, b1, . . . , bd) le vecteur des coe�cients, avec
� b0 l'écart-type de la gaussienne,
� (b1, . . . , bd) les coordonnées du centre de la gaussienne.La di�érence avec le type de neurone précédent est que les fonctions RBF ou onde-lettes utilisées ici ont des non-linéarités locales, qui tendent vers zéro dans toutes lesdirections. Leur zone d'in�uence est donc limitée dans l'espace des entrées, contrai-rement aux neurones avec fonction d'activation sigmoïde.2.1.4 Types de réseau de neuronesLe réseau de neurones est constitué par un ensemble de neurones reliés par desconnexions décrites précédemment : on peut ainsi construire une fonction de R

n àvaleurs dans R
p comme combinaison de fonctions de base (les neurones formels).207



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONLa structure du réseau, ou architecture, peut être décrite par un graphe repré-sentant les entrées, les connexions, et les sorties.Di�érentes architectures ont été dé�nies, associant généralement plusieurs couchesde neurones entre elles. Elles se di�érencient par la manière dont les neurones sontdisposés et sont connectés entre eux.
� Un réseau bouclé, ou récurrent ou dynamique, présente un graphe avec descycles (des chemins composés de connexions qui reviennent au point de départ).La notion de temps est ici prise en compte en a�ectant un coe�cient appeléretard aux connexions : tout cycle du graphe du réseau doit avoir un retardnon nul pour que le réseau dé�nisse une fonction.Ce type de réseau est utilisé pour identi�er des systèmes dynamiques non li-néaires.
� Un réseau non bouclé, ou statique, présente un graphe sans cycle : l'infor-mation se propage de la couche d'entrée vers la couche de sortie sans retour enarrière.Généralement, les neurones sont alors organisés par couches successives et lesconnexions s'établissent entre les couches.Ce type de réseau est utilisé pour appprocher des fonctions non linéaires.Le perceptron multicouches est sans doute le plus simple et aussi le plus utilisé,nous le décrivons en détail dans la section suivante.2.1.5 Perceptron multicouchesLa structure du perceptron multicouches, ou MLP pour Multi Layer Perceptron, estdé�nie par
� une couche d'entrée, qui n'est pas constituée de neurones, mais des compo-santes du vecteur des entrées,
� une ou plusieurs couches dites cachées, avec un nombre de neurones à déter-miner selon le problème à résoudre.
� une couche de sortie, avec un neurone pour chaque composante de la variablede sortie du réseau.On choisit la même fonction d'activation pour chaque couche du réseau : les neuronesde la couche cachée utilisent une sigmoïde.Réseau neuronal à deux couches Nous allons décrire la fonction dé�nie par unperceptron à une seule couche cachée, qui est l'architecture retenue dans le code quenous utiliserons.Le réseau neuronal présente un seul neurone de sortie, car dans le cadre de notreétude la fonction de modélisation est à valeurs dans R, et un biais dans la couched'entrée (cela implique une entrée supplémentaire constante égale à 1).Le graphe de la �gure V.7 décrit son fonctionnement.208



2. RÉSEAUX NEURONAUX

Fig. V.7 � Architecture et fonctionnement d'un réseau neuronal à deux couchesEcrivons d'abord la réponse g(X) du réseau neuronal en fonction de la sortie de lacouche précédente
g(X) = f2

(∑m
j=1 dj Yj(X)

)

= f2(d
T Y (X))

(V.47)avec
� m le nombre de neurones de la couche cachée,
� d ∈ R

m le vecteur des poids entre la couche cachée et la couche de sortie,
� Y (X) ∈ R

m le vecteur obtenu après application de la couche cachée,
� f2 la fonction d'activation appliquée à la sortie.On obtient la relation entre les entrées et la sortie :

g(X) = f2

[∑m
j=1 dj f1(c0,j +

∑n
i=1 ci,j Xi)

]

= f2

[
dT f1(c0 + CT X)

] (V.48)avec
� X ∈ R

n le vecteur des entrées, 209



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� C ∈ R

n×m la matrice des poids entre les entrées xi et la couche cachée, et
c0 ∈ R

m le vecteur des poids pour le biais,
� f1 la fonction d'activation appliquée à la couche cachée, avec un abus de nota-tion dans l'écriture matricielle, car f1 s'applique alors à toutes les composantesdu vecteur Y (X) = c0 + CT X.2.1.6 Propriété d'approximation universelleOn a montré dans [Hor89] que les réseaux de neurones sont des approximateursuniversels, au sens où toute fonction à valeurs réelles bornée su�samment régulièrepeut être approchée, avec une précision �xée, par un réseau de neurones non bouclé,pourvu que celui-ci possède une architecture appropriée :
� une couche cachée avec un nombre su�sant de neurones possédant la mêmefonction d'activation,
� un neurone de sortie linéaire.Les perceptrons et les réseaux de neurones de type RBF ou à ondelettes possèdentcette propriété, mais en pratique, les perceptrons sont beaucoup plus utilisés car plussimples à mettre en oeuvre.De plus la non-linéarité locale des RBF et ondelettes ne possède pas de bonnespropriétés en vue d'une utilisation pour l'optimisation.2.2 ApprentissagePour le type de réseau neuronal que nous avons choisi, le processus appellé ap-prentissage cherche à obtenir la meilleure approximation du modèle G à partir del'information fournie par les données et consiste
� à ajuster les poids,
� et déterminer le nombre de neurones de la couche cachée.2.2.1 Sur-apprentissageOn montre (voir [Bar93]) que l'écart entre l'approximation du réseau neuronal etla fonction de modélisation est inversement proportionnel au nombre de neuronescachés.Cette propriété n'est pas constructive, et il n'existe pas de résultat théorique pourprévoir le nombre de neurones cachés : il faut mettre en oeuvre une procédure nu-mérique.Ainsi, il ne faut pas �xer une précision sur les résidus des données d'apprentissagetrop petite, sinon le nombre de neurones cachés augmente considérabement et on ren-contre le problème du sur-apprentissage (voir section 1.2.5 page 186 pour le problèmeplus général du sur-ajustement). 210



2. RÉSEAUX NEURONAUXEn e�et, pour un même ensemble de données, si on augmente le nombre de neuronesde la couche cachée, l'erreur sur les données d'apprentissage se réduit car le réseauneuronal est plus riche, par contre l'erreur de généralisation augmente à cause devariations dépourvues de signi�cation entre les données (phénomène d'oscillations).2.2.2 Couples d'apprentissageLes données de construction, ou d'apprentissage, sont dé�nies par :
� un ensemble de points {X1, . . . ,XN} issu d'un plan d'expériences,
� les évaluations correspondantes {G(X1), . . . , G(XN )}, appelées cibles.Les couples (Xi, G(Xi)) sont appelés couples d'apprentissage.2.2.3 Apprentissage superviséPrincipe Le schéma de la �gure V.8 présente le principe de l'apprentissage su-pervisé pour un nombre de neurones cachés �xé.

Fig. V.8 � Principe de l'apprentissage superviséLe principe consiste à suivre le processus itératif suivant :211



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� on se donne une tolérance r > 0,
� les poids b ∈ R

p sont initialisés avec bk = b0,
� on calcule l'écart ek entre le réseau neuronal g(., bk) et le modèle sur les donnéesd'apprentissage :

� si ek > r, on ajuste les poids bk et on revient à l'étape précédente,
� si ek < r, on pose b = bk et g(., b) est le réseau neuronal �nalement obtenu.Remarque Il existe aussi un apprentissage non supervisé, utilisé en analyse des-criptive de données, quand on ne dispose pas de modèle pour calculer les couplesd'apprentissage.On cherche à regrouper de grands ensembles de données selon des critères de res-semblance ou proximité inconnus à priori (méthode "d'agrégation" ou "clustering"en statistiques). Les réseaux de neurones de type "cartes de Kohonen" s'organisentlors de la phase d'apprentissage pour donner une représentation dans un espace depetite dimension (typiquement deux) qui conserve les proximités entre données.Le réseau neuronal à deux couches : une combinaison linéaire de fonctionsde base Pour un nombre m de neurones cachés �xé, nous dé�nissons le vecteurdes poids b := (c, d) ∈ R

p avec
� c ∈ R

(n+1). m le vecteur regroupant les poids entre les entrées xi et la couchecachée,
� d ∈ R

m le vecteur regroupant les poids entre la couche cachée et la couche desortie,
� p := (n+ 2). m le nombre total de poids à ajuster.D'après la formulation g(x) = f2

[
dT Y (X)

] avec Y (X) le vecteur de sortie de lacouche cachée (voir section 2.1.5 page 208), comme f2 est une fonction d'activationlinéaire, en fait on peut considérer que g(X) s'écrit comme une combinaison linéairedes Yi(X) :
g(x) =

m∑

i=1

di Ỹi(X) (V.49)avec Ỹi(X) = ki Yi(X) un multiple de la sortie du neurone caché n�i.On peut donc considérer que le vecteur c permet la dé�nition d'autant de fonctions
Yi(X) que de neurones cachés. On peut interpréter cette relation dans le sens queles Yi, non linéaires en X et en c, jouent le rôle de fonctions de base, et la sortiedu réseau neuronal est une combinaison linéaire de ces fonctions de base avec pourcoe�cients les poids di. 212



2. RÉSEAUX NEURONAUXProblème d'optimisation Nous allons détailler l'apprentissage supervisé dans lecadre du réseau neuronal à deux couches présenté en section 2.1.5 (voir page 208) enreprenant les mêmes notations.Nous avons vu qu'en plus des poids il nécessaire d'ajuster aussi le nombre de neu-rones cachés.Dans la phase d'apprentissage, les poids sont des variables, ainsi le réseau neuronalest une fonction qui s'écrit
g : R

n × R
p −→ R

(X, b) 7→ g(X, b)
(V.50)avec b = (c d)T l'ensemble des poids du réseau neuronal à déterminer.Le critère qui mesure l'écart entre le réseau de neurones g et le modèle G sur lesdonnées d'apprentissage (X1, . . . ,XN ) est celui des moindres carrés :

N∑

i=1

‖g(Xi, b) −G(Xi)‖2. (V.51)On veut faire diminuer le critère en ajustant b, cela revient à résoudre le problèmed'optimisation avec la fonction coût à minimiser :
min
b∈Rp

J(b) :=
1

2

N∑

i=1

‖g(Xi, b) −G(Xi)‖2. (V.52)C'est un problème d'optimisation d'une fonction non linéaire, on va chercher à lerésoudre avec les méthodes performantes de type gradient : il vaut mieux choisir desfonctions d'activation dérivables.Le gradient de la fonction coût se calcule à partir de celui du réseau neuronal g :
� directement par application des formules de dérivation de fonctions composées,
� de manière plus économique avec l'algorithme "de rétropropagation", qui consistesimplement à organiser le calcul di�éremment, en parcourant le graphe desconnexions de la sortie vers l'entrée.2.3 Mise en oeuvre2.3.1 Logiciel GAPNous allons détailler le principe de fonctionnement du code de réseau de neuronesque nous avons utilisé.Il provient du travail de [VG04] sous la direction de M. Masmoudi et S. Jan aulaboratoire MIP (pour Mathématiques pour l'Industrie et la Physique) de l'IMT(pour Institut de Mathématiques de Toulouse), qui a débouché sur un logiciel nomméGAP :
� La structure d'un réseau neuronal à deux couches, qui possède la propriétéd'approximation universelle, est celle qui a été retenue.213



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION
� L'apprentissage utilise la méthode d'optimisation de Levenberg-Marquardt(méthode de Gauss-Newton avec conditionnement).
� Le code a été appliqué avec succès à des cas tests industriels pour des problèmesd'optimisation.2.3.2 Fonctions sigmoïdeLes fonctions d'activation sont
� une fonction linéaire pour le neurone de sortie,
� une fonction sigmoïde modi�ée a�n que les poids ne deviennent pas trop grands,pour les neurones cachés.2.3.3 Algorithme d'optimisationL'algorithme d'optimisation de Levenberg-Marquardt a été présenté en section 3.3.3de la première partie : c'est une méthode de descente dérivée de la méthode deNewton.Nous rappelons le principe de cet algorithme.Nous notons le problème d'optimisation

min
b∈Rp

J(b) :=
1

2
‖R(b)‖2 (V.53)avec la fonction vectorielle des résidus

R : R
p −→ R

N

b 7→ R(b) := (g(X1, b) −G(X1), . . . , g(XN , b) −G(XN )) .
(V.54)L'algorithme de Newton est une méthode itérative : il consiste à résoudre le systèmesuivant pour trouver la direction de descente dk avec l'itéré courant bk

∇2J(bk) dk = − ∇J(bk). (V.55)Or le gradient de J prend la forme
∇J(b) = DR(b)T R(b) (V.56)avec DR(b) ∈ R

N×p la matrice jacobienne de R en b.Et la hessienne s'écrit
∇2J(b) = DR(b)T DR(b) +

N∑

i=1

Ri(b) ∇2Ri(b). (V.57)La méthode de Gauss-Newton consiste à considérer une approximation de la hes-sienne de la fonction coût J : le second terme de la dernière expression étant coûteux,on garde le premier terme plus simple à calculer (de plus l'approximation est justi�éeà proximité de la solution car alors les Ri sont petits).214



2. RÉSEAUX NEURONAUXOn obtient au rang k en remplaçant la hessienne dans le système (V.55)
DR(bk)

T DR(bk) dk = − DR(bk)
T R(bk). (V.58)Etant donné que la matrice DR(bk)

T DR(bk) est parfois mal conditionnée, l'al-gorithme de Levenberg-Marquardt apporte une correction en remplaçant la matriceprécédente par
DR(bk)

T DR(bk) + ρ IN (V.59)avec ρ ∈ R
+∗ qui permet de rendre le système linéaire plus stable sans changer lasolution de (V.55).Finalement, on est conduit à résoudre le système suivant pour trouver la directionde descente dk

(
DR(bk)

T DR(bk) + ρ IN
)
dk = − DR(bk)

T R(bk). (V.60)La matrice du membre de gauche est symétrique, et le système linéaire est résolupar la méthode du gradient conjugué (voir par exemple [BGLS03]).Cette méthode comporte l'avantage de ne nécessiter que la connaissance du produitde la matrice par un vecteur : lors de l'implémentation, on évite de stocker la matrice
DR(bk)

T DR(bk) de grande taille, ce qui améliore l'e�cacité de l'algorithme.2.3.4 Di�érenciation algorithmiqueLe calcul du produit DR(b)T DR(b) dk s'e�ectue donc sans calculer les matricesjacobiennes, et en utilisant la di�érenciation algorithmique : cette technique a étéintroduite pour calculer de manière e�cace des dérivées dans le cas d'une fonctiondé�nie par un code de calcul (voir [Gri00]).Le principe est de dériver chaque ligne du code en utilisant les règles de dérivationdes fonctions composées
� soit du début à la �n pour la dérivation dite en mode direct, adaptée pourdériver une fonction vectorielle par rapport à une seule variable,
� soit de la �n au début pour la dérivation dite en mode indirect ou modeinverse, adaptée pour dériver une fonction réelle par rapport à plusieurs va-riables.Ici on calcule
� z := DR(b) d = ∂εR(b+ ε, d)|ε=0 en mode direct,
� puis DR(b)T z = D

(
zT R(b)

) en mode indirect.2.3.5 RégularisationMotivation 215



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONEviter les minima locaux et les petites variations Les modèles à approchersont parfois fortement non linéaires, l'idée de la régularisation, déjà évoquée en section1.5.2 (voir page 198) est de "lisser" les comportements de la fonction.En e�et, pour une utilisation ultérieure dans un problème d'optimisation, la régu-larisation appliquée au réseau neuronal permet d'éviter les minima locaux.Une illustration de cette propriété est présentée dans la �gure V.9 : un réseau deneurones a été construit avec cette méthode pour approcher la fonction test Rastriginen dimension deux.Cette fonction est une fonction carré "bruitée" : sa surface a l'allure générale dela parabole de fonction carré mais possède de nombreux minima locaux (surfacedessinée en transparence) qui piègent généralement les algorithmes qui cherchent leminimum global.Le réseau neuronal obtenu (3 neurones cachés et 12 expériences ont été nécessaires)a éliminé ces variations indésirables (surface dessinée en couleur) et permet résoudrefacilement le problème d'optimisation avec une méthode de descente.

Fig. V.9 � Exemple de réseau de neurones approximation de la fonction RastriginDe plus, nous utiliserons le gradient du réseau neuronal pour estimer les paramètresimportants associés aux plus fortes variations globales de la fonction de modélisa-tion. Dans cet objectif, il est souhaitable que l'approximation g ne "capture pas" lesvariations locales, ce que permet la régularisation.Qualité de l'apprentissage La di�culté de l'apprentissage va venir du fait qu'ilne faut pas trop enrichir le réseau neuronal avec un nombre trop important de neu-rones cachés pour éviter le sur-apprentissage (voir section 2.2.1 page 210), et quel'objectif est d'obtenir une bonne qualité de prédiction.216



2. RÉSEAUX NEURONAUXIl faut trouver le compromis entre un bon apprentissage mesuré par le critèred'erreur sur les données d'apprentissage et une bonne généralisation mesurée parle critère d'erreur sur les données de validation.Techniques usuelles Dans le cadre du problème de minimisation des résidus pourl'apprentissage d'un réseau de neurones, nous présentons les techniques usuelles derégularisation.Régularisation par Gauss-Newton L'algorithme d'optimisation utilise la mé-thode de Gauss-Newton : cette méthode calcule des perturbations de norme mi-nimale (voir [Mas87]), ce qui entraîne une régularisation de fait.Ainsi, en initialisant les coe�cients c de la première couche, qui dé�nissent lesfonctions de base Yi du réseau neuronal (voir section 2.2.3 page 212), avec une petitenorme, nous choisissons des fonctions Yi régulières. La méthode de Gauss-Newtonpermet de garder la norme de c petite, donc aussi la régularité des Yi.Régularisation par réduction du nombre de neurones cachés Si le nombrede neurones cachés est trop important, le sur-apprentissage peut se produire malgrél'application de techniques de régularisation.Si le nombre de neurones cachés est trop faible, le réseau neuronal ne pourra pasapprocher correctement la fonction de modélisation.En pratique, la qualité de parcimonie (voir section 1.2.5 page 187) est donc es-sentielle, et choisir le nombre minimum de neurones cachés nécessaires peut être vucomme une technique de régularisation.L'algorithme d'apprentissage utilisera donc un nombre initial de neurones cachéspetit, puis on augmentera ce nombre jusqu'à obtenir un réseau neuronal assez richeen fonctions de base pour produire une approximation correcte.Régularisation par arrêt des itérations Poursuivre trop loin le processus deminimisation des résidus sur le lot d'apprentissage peut dégrader la qualité de pré-diction à cause du sur-apprentissage : la technique de régularisation consiste alors àarrêter le processus d'apprentissage avant que n'apparaissent les oscillations (stoppedtraining method, voir [CLG00]).En pratique, au fur et à mesure des itérations, l'erreur sur le lot d'apprentissagediminue, puis se stabilise, alors que l'erreur sur le lot de véri�cation diminue, puisaugmente quand apparaît le sur-apprentissage : il faut arrêter le processus quandcette dernière erreur commence à augmenter.Régularisation de Tikhonov Cette technique, qui consiste à ajouter un termeà la fonction coût des résidus à minimiser, a été présentée en section 1.5.2 (voir page198).Dans le cas du code de réseau de neurones utilisé, le terme est la norme des coe�-cients dé�nissant les fonctions de base, notés c, (voir section 2.2.3 page 212).217



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONL'idée est la même que pour la régularisation par Gauss-Newton précédente : garderla norme de c petite a�n d'éviter de construire des fonctions de base trop raides, quientraînent des oscillations de l'approximation.La fonction coût régularisée s'écrit
Jr(b) = J(b) + σ ‖c‖2 (V.61)avec

� c les poids entre les entrées et la couche cachée,
� J(b) := 1

2

N∑

i=1

(g(Xi, b) −G(Xi))
2 la norme au carré des résidus sur le lot d'ap-prentissage (voir section 2.3.3 page 214),

� σ ∈ R
+ une constante.La régularisation n'est pas e�ectuée sur les poids notés d entre la couche cachée etla couche de sortie.On obtient alors le système linéaire associé à la fonction coût régularisée pourtrouver la direction de descente d = (d1 d2)

T au rang k :
[
DR(bk)

T DR(bk) + ρ IN + σ

(
I 0
0 0

)] (
d1

d2

)
= −DR(bk)

T R(bk)−σ
(
ck
0

)
.(V.62)2.3.6 AlgorithmeLes techniques de régularisation précédentes ont été implémentées dans le logicielGAP (voir [VG04]).L'apprentissage suit alors l'algorithme présenté page 219.
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2. RÉSEAUX NEURONAUX
'
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Algorithme de construction du réseau de neurones
. Entrées

� le scénario étudié, avec les paramètres incertains et les lois de probabilité asso-ciées,
� N le nombre de données de construction du réseau neuronal, qui mesure le coûtde calcul associé à la construction de l'approximation.
� la tolérance τ dé�nissant la précision.

. Construction des données
� Construction des trois lots de données Li = {X1, . . . , XNi

} , i = 1, 2, 3, obtenuspar trois tirages de type hypercube latin indépendants, avec
� pour L1 le lot d'apprentissage et L2 le premier lot de véri�cation,N1+N2 :=
N .Nous �xons une proportion par rapport à N , par exemple N1 = 80% N et
N2 = 20% N .

� L3 est le deuxième lot de véri�cation, que nous �xons unique pour tous lesréseaux neuronaux construits, de taille N3 = 1000 par exemple.Cela permet de calculer un seul tirage, et de comparer les erreurs de véri�-cation des di�érents réseaux neuronaux sur les mêmes données.
� Calcul des cibles G(Xi) associées aux données précédentes.

. Premier apprentissage : calcul du nombre m de neurones cachés
� σ = 0 (pas de régularisation)
� initialisation du nombre de neurones cachés : k = 1

� initialisation des poids : bk := b0

� Tant que ‖R(bk)‖ > τ

� minimiser sur le lot L1 : J(b) := 1

2

N1∑

i=1

(g(Xi, b) −G(Xi))
2, on obtient bk

� k := k + 1

. Régularisation Avec m le nombre de neurones cachés déterminé à la phase précé-dente :
� minimiser sur le lot L1 : Jr(b) = J(b) + σ ‖b‖2 avec plusieurs valeurs de σ,
� choisir la valeur de σ qui minimise les résidus sur le lot L2 :

1

2

N2∑

i=1

(g(Xi, b) −G(Xi))
2

. Deuxième apprentissage
� initialiser b avec les poids obtenus à la �n de l'apprentissage de la phase précé-dente qui a permis de �xer σ le coe�cient de régularisation,
� minimiser sur les lots L1 ∪ L2 : J(b) := 1

2

N1+N2∑

i=1

(g(Xi, b) −G(Xi))
2.

. ValisationCalculer les erreurs sur le lot de véri�cation L3 pour valider le réseau neuronal obtenu.Tab. V.1 � Algorithme de construction du réseau de neurones219



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION3 Sparse grids3.1 Principe3.1.1 IntroductionLa méthode d'interpolation dite sparse grid utilise des fonctions bases (linéairespar morceaux ou polynomiales) hiérarchiques, dé�nies sur les points d'une grilleéparse (nombre de points réduit par rapport aux méthodes d'interpolation clas-siques).Les sparse grids entrent ainsi dans la catégorie des méthodes d'approximation par-cimonieuses, adaptées aux problèmes en grande dimension.Le principe des sparse grids est d'étendre au cas multivarié les formules d'interpo-lation connues en dimension un.L'interpolation sparse grid utilise la construction de Smolyak (voir [Smo63]). Ellepermet de sélectionner une partie seulement des produits tensoriels qui dé�nissentles fonctions de base multivariées : on dé�nit une approche hiérarchique, dans la-quelle les fonctions de base qui ont un support petit, donc qui contribuent peu à lareprésentation de la fonction à approcher, sont négligées.Selon les caractéristiques de la fonction, des choix di�érents des fonctions de baseet des points de grille associés sont possibles.Nous utiliserons un code d'interpolation sparse grid (voir [Kli05]), qui présentel'avantage de proposer une option "adaptative" qui permet de travailler en dimensionsupérieure par rapport à l'algorithme classique.L'idée est la suivante :
� la grille de départ est grossière,
� l'algorithme détecte les directions importantes,
� il ra�ne automatiquement uniquement dans ces directions.Applications Cette méthode d'interpolation a été appliquée avec succès à la ré-solution d'équations di�érentielles (voir [Zen91], [Gri91], [Ach03]), au traitementd'images, à la compression de données, à la classi�cation (data mining), à l'inté-gration numérique (voir [FHP96]) ou aux problèmes d'approximation (voir [GK00]).Approximation unique Ici les données sont déterminées de manière analytique(les méthodes d'interpolations n'utilisent pas de plans d'expérience) : pour un modèle

G �xé, l'approximation g obtenue est déterminée de manière unique.Dans le cas des réseaux de neurones, pour un modèle et des données d'apprentissage�xées, selon le résultat de l'optimisation de la phase d'apprentissage, l'approximationobtenue est di�érente.Le détail des propriétés sur les sparse grids est exposé dans [Kli05], [BG04], [BNR00].220



3. SPARSE GRIDS3.1.2 Code utiliséLe code utilisé pour générer les sparse grids dans notre étude provient de Klimke(voir [Kli05]), sous la forme d'une toolbox pour Matlab.3.2 Méthode d'interpolation3.2.1 Dimension unFormule d'interpolation Nous considérons une fonction de modélisation
G : [0, 1] −→ R (V.63)et son approximation par interpolation g.La formule d'interpolation en dimension un s'écrit

gi(G) :=
∑

xi
j∈Xi

aij . G(xij) (V.64)avec
� gi(G) l'interpolation de niveau i de la fonction G, notée gi quand il n'y a pasde confusion possible,
� Xi = {xij ∈ [0, 1], j = 1, . . . ,mi} l'ensemble des points d'interpolation ounoeuds,
� {aij ∈ C([0, 1]), j = 1, . . . ,mi} les fonctions de base associées aux noeuds,telles que

� ∀j ∈ {1, . . . ,mi} aij(x
i
j) = 1,

� ∀(j, k) ∈ {1, . . . ,mi}2 j 6= k ⇒ aij(x
i
k) = 0.Chaque fonction de base aij vaut un au noeud xij associé, et zéro aux autres noeuds.Cette propriété assure le principe de l'interpolation : la fonction et son interpoléesont égales sur les noeuds

∀xij ∈ Xi gi(x
i
j) = G(xij). (V.65)Approche hiérarchique On calcule la di�érence notée ∆i entre l'interpolation deniveau i et celle de niveau i− 1 (avec les notations de la formule (V.64)).On fait intervenir la propriété gi−1(G) = gi(gi−1(G)), vraie pour les fonctions debase utilisées dans la suite, et on obtient

∆i := gi(G) − gi−1(G)

=
∑

xi
j∈Xi

aij . G(xij) −
∑

xi
j∈Xi

aij . gi−1(x
i
j)

=
∑

xi
j
∈Xi

aij . (G(xij) − gi−1(x
i
j)).221



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONNous supposons à présent que nous utilisons des fonctions de base véri�ant la pro-priété suivante, essentielle pour permettre de dé�nir les fonctions de base hiérar-chiques : les noeuds d'un niveau sont inclus dans ceux du niveau supérieur,ce qui s'écrit
Xi−1 ⊂ Xi. (V.66)Comme de plus d'après le principe d'interpolation, pour tout xij ∈ Xi−1 G(xij) −

gi−1(x
i
j) = 0, alors on simpli�e l'expression ∆i :

∆i =
∑

xi
j∈Xi

∆

aij . (G(xij) − gi−1(x
i
j)) (V.67)avec

� Xi
∆ := Xi\Xi−1 les nouveaux noeuds rajoutés par le niveau i au niveau pré-cédent,

� m∆
i = mi −mi−1 est le nombre d'éléments de Xi

∆.Après avoir numéroté les xij et les aij pour avoir le jeme élément de Xi
∆ noté xij , onpeut �nalement écrire

∆i =
∑

xi
j∈Xi

∆

aij . w
i
j (V.68)avec wij := G(xij) − gi−1(x

i
j) le surplus hiérarchique, calculé au noeud xij commela di�érence entre G et l'interpolation gi−1 de niveau i− 1.Ainsi, pour obtenir ∆i, on utilise seulement les évaluations sur les noeudsn'appartenant pas aux niveaux précédents a�n de calculer les surplus hiérar-chiques (voir illustration dans les �gures V.10, V.11 et V.12).Finalement, en utilisant le principe de somme télescopique, avec g0 = 0 et ∆i :=

gi − gi−1, on peut exprimer gi en fonction des ∆i

gi =
i∑

k=1

∆k. (V.69)Fonctions de base Pour la construction d'une sparse grid, nous utiliserons desfonctions de base
� de type linéaire par morceaux ("Clenshaw-Curtis"),
� ou de type polynôme ("Chebyshev)".Type Clenshaw-Curtis Les fonctions de base Clenshaw-Curtis sont dé�nies endimension un par

a1
1(x) := 1

aij(x) :=

{
1 − (mi − 1) |x− xij| si |x− xij | < 1

mi−1

0 sinon
pour i > 1 et j = 1, . . . ,mi.(V.70)222



3. SPARSE GRIDS

Fig. V.10 � Fonctions de base type Clenshaw-Curtis (dimension 1 - niveau 3)A gauche : fonctions de base classiques pour grille pleineA droite : fonctions de base hiérarchiques pour sparse gridLa �gure V.10 présente les fonctions de base de niveau 3 associées à une grille pleineet des fonctions de base hiérarchiques pour la sparse grid.Les noeuds de type Clenshaw-Curtis sont dé�nis en dimension un par
xij :=

{
0.5 pour j = 1 et si mi = 1
j−1
mi−1 pour j = 1, . . . ,mi si mi > 1

(V.71)avec
mi :=

{
1 si i = 1
2i−1 + 1 si i > 1.

(V.72)Type Chebyshev Les fonctions de base Chebyshev sont des polynômes de Che-byshev, dé�nis en dimension un par
a1

1(x) := 1

aij(x) :=
∏mi

k=1
k 6=j

x−xi
k

xi
j−xi

k

pour i > 1 et j = 1, . . . ,mi.
(V.73)La �gure V.11 présente les fonctions de base de niveau 3 associées à une grille pleineet des foncions de base hiérarchiques pour la sparse grid.Les fonctions de base de type Chebyshev sont de degré supérieur à celles de typeClenshaw-Curtis, on peut les utiliser pour obtenir une plus grande précision.Les noeuds de type Chebyshev sont dé�nis en dimension un par

xij :=

{
0.5 pour j = 1 et mi = 1
1
2

(
−cos

(
π j−1
mi−1

)
+ 1
)

pour j = 1, . . . ,mi
(V.74)avec comme précédemment

mi :=

{
1 si i = 1
2i−1 + 1 si i > 1.

(V.75)223



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION

Fig. V.11 � Fonctions de base type Chebyshev (dimension 1 - niveau 3)A gauche : fonctions de base classiques pour grille pleineA droite : fonctions de base hiérarchiques pour sparse gridNiveau 1 2 3 4Nombre de noeuds 1 3 5 9Tab. V.2 � Fonctions de base type Clenshaw-Curtis ou Chebyshev : nombre denoeuds dans une direction en fonction du niveauIllustration Le tableau V.2 donne le nombre de noeuds utilisés par les fonctionsde base type Clenshaw-Curtis ou type Chebyshev dans une direction en fonction duniveau.La �gure V.12 présente une illustration du principe d'interpolation hiérarchique dessparse grids avec les fonctions de base type Clenshaw-Curtis de niveau 3 :
� Dans le cas de l'interpolation classique, on utilise les cinq fonctions de baseclassiques :en chaque noeud on calcule directement les coe�cients G(x3

i ) associé aux fonc-tions de base correspondant aux noeuds xji .
� Dans le cas de l'interpolation sparse grid, on utilise les cinq fonctions de basehiérarchiques :

� on commence par calculer le coe�cient notés w1
1 du premier niveau (icipour la fonction de base constante associée à x1

1),
� puis on passe aux coe�cients du deuxième niveau (ici pour les deux fonc-tions de base associées à x2

1 et x2
2) :on ne calcule que les surplus, c'est-à-dire la di�érence entre l'interpolationde niveau un et G, notés w2

1 et w2
2,

� on continue le processus avec les coe�cients des fonctions de base desniveaux supérieurs.Les surplus hiérarchiques tendent vers zéro quand le niveau de la sparse gridtend vers l'in�ni, ils sont utilisés pour l'estimation et le contrôle de l'erreurd'interpolation. 224



3. SPARSE GRIDS

Fig. V.12 � Principe de l'interpolation (type Clenshaw-Curtis - dimension 1 - niveau3)A gauche : fonctions de base classiques pour grille pleineA droite : fonctions de base hiérarchiques pour sparse grid3.2.2 Dimension dNous considérons une fonction de modélisation
G : [0, 1]n −→ R (V.76)et son approximation par interpolation g.Produit tensoriel Dans le cas de d fonctions à une variable réelles f1, . . . fd, leproduit tensoriel est l'opération suivante qui permet de construire une fonction f de

d variables réelle
f = f1 ⊗ . . .⊗ fd (V.77)avec f(X) = f(x1, . . . xd) :=

∏d
j=1 fj(xj).Fonctions de bases en dimension supérieure La �gure V.13 montre un exemplede fonction de base linéaire par morceaux en dimension deux, obtenue comme produittensoriel de deux fonctions de base en dimension un.En dimension supérieure, le principe est le même : on obtient également les fonctionsde base comme produit tensoriel des fonctions de base en dimension un.Chaque point, ou noeud, de la grille d'interpolation est associé à unefonction de base di�érente dont il est le sommet.Formule d'interpolation La formule d'interpolation en dimension d s'obtient enappliquant un produit tensoriel à la formule (V.64) (voir page 221), en supposant quenous pouvons avoir des résolutions di�érentes suivant chaque direction, c'est-à-diredes Xi di�érents

g := gi1 ⊗ . . . ⊗ gid =
∑

x
i1
j1
∈Xi1

. . .
∑

x
id
jd
∈Xid

(ai1j1 ⊗ . . .⊗ aidjd) . G(xi1j1 , . . . , x
id
jd

). (V.78)225



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION

Fig. V.13 � Exemple de fonction de base en dimension 2 (type Clenshaw-Curtis)L'interpolation classique est donc dé�nie pour des noeuds remplissant une grillepleine de mi1 × . . . ×mid points : ce nombre augmente de façon exponentielle avecla dimension d et devient rapidement impraticable en pratique.Vecteurs d'indices Nous notons
� i = (i1, . . . , id) ∈ N

d un vecteur d'indices représentant la résolution de la grille,
� |i|1 :=

d∑

k=1

ik sa norme L1,
� |i|∞ := max{i1, . . . , id} sa norme L∞.Ecriture hiérarchique En utilisant l'approche hiérarchique (V.69) (voir page222), cette formule s'écrit en fonction des ∆i

g =

mi1∑

i1=1

. . .

mid∑

id=1

(∆i1 ⊗ . . .⊗ ∆id) (V.79)avec ∆i := gi − gi−1 et g0 = 0.Construction de Smolyak Pour dé�nir les fonctions de base hiérarchiques uti-lisées par la sparse grid, on utilise la construction de Smolyak (voir [Smo63]) quipermet sélectionner une partie seulement de tous les produits tensoriels.226



3. SPARSE GRIDSFormule d'interpolation sparse grid La fonction d'interpolation sparse grid
gn de rang n s'écrit cette fois

gn :=
∑

|i|16d+n

(∆i1 ⊗ . . .⊗ ∆id) (V.80)avec
� n ∈ N tel que d 6 d+ n 6 mi1 + . . .+mid ,
� ∆i := gi − gi−1 et g0 = 0.En gardant dans la somme (V.79) uniquement les produits tensoriels correspondantaux indices véri�ant |i|1 6 d + n, la construction de Smolyak élimine les produitstensoriels des fonctions de base avec les supports les plus petits (voir illustrationsuivante) : pour réduire le nombre de points de grille en détériorant le moins possiblela précision, on néglige les contributions à la construction de l'approximation les plusfaibles.Illustration La �gure V.14 représente une grille pleine de rang 3 (correspondantà m1 = m2 = 9 dans chaque direction) en dimension deux (81 points pour le typeClenshaw-Curtis).

Fig. V.14 � Grille pleine (type Clenshaw-Curtis - dimension 2 - rang 3)On visualise ensuite la sparse grid correspondante (rang 3 en dimension deux : 29points) :
� Sur la �gure V.15 sont représentées les fonctions de bases en dimension un, lesproduits tensoriels non sélectionnés en pointillés, et les sommets et supportsdes fonctions de base.
� Sur la �gure V.16 sont représentées les mêmes fonctions de base hiérarchiquessous forme de graphes. 227



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONDans le cas où un même pas de discrétisation est utilisé dans toutes les directions,une grille pleine correspond à l'utilisation de la norme L∞ dans la somme (V.79)
gq :=

∑

|i|∞6n+1

(∆i1 ⊗ . . .⊗ ∆id). (V.81)

Fig. V.15 � Sparse grid, fonctions de base hiérarchiques : supports et sommets (typeClenshaw-Curtis - dimension 2 - rang 3)Construire la sparse grid consiste à passer de la norme L∞ à la norme L1, ce qui setraduit par l'élimination dans la �gure V.15 des fonctions de base représentées dansle triangle inférieur droit, correspondant aux fonctions de base à petit support.
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3. SPARSE GRIDS

Fig. V.16 � Sparse grid, fonctions de base hiérarchiques : graphes (type Clenshaw-Curtis - dimension 2 - rang 3)
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CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION3.2.3 Autres types de sparse gridIl existe d'autres types de sparse grids, construites avec des fonctions de base di�é-rentes : le nombre de points de grille et leur répartition varie (voir [BG04], [Spr98]).La �gure V.17 montre les quatre types de sparse grids proposées par le code utilisé :
� celles de type Clenshaw-Curtis, "Maximum Norm" et "No Boundary" utilisentdes fonctions de base linéaires par morceaux,
� celle de type Chebyshev est la seule à utiliser des fonctions de base non linéaires(polynômes).Selon les caractéristiques de la fonction à approcher, un certain type de sparse gridpeut être plus performant.Le nombre de points de grille associé aux sparse grids de type Maximum Norm etNo Boundary est plus important, et la précision pour approcher des fonctions nonlinéaires est meilleure en utilisant les fonctions de base de type polynômes : dansnotre étude, nous utiliserons donc les types Clenshaw-Curtis et Chebyshev.3.3 Mise en oeuvre3.3.1 Propriété clé : qualité de parcimonieLes propriétés suivantes découlent de la construction de Smolyak et font apparaîtrel'idée fondamentale des sparse grids : elles possèdent la qualité de parcimonie néces-saire (voir section 1.2.5 page 187) pour un travail en grande dimension.Approche hiérarchique La formulation précédente (V.80) (voir page 227) permetd'écrire l'interpolation de rang n en fonction des interpolations de rang inférieur

gn = gn−1 + ∆gn. (V.82)Le surplus noté ∆gn est calculé sur les nouveaux noeuds apportés par le rang n
∆gn :=

∑

|i|1=d+n
(∆i1 ⊗ . . .⊗ ∆id)

=
∑

|i|1=d+n

∑

j

aij . w
i
j

(V.83)avec
� j = (j1, . . . , jd) tel que ∀k ∈ {1, . . . , d} jk = 1, . . . ,m∆

ik
,

� aij := ai1j1 ⊗ . . .⊗ aidjd ,
� wi

j := G(xi1j1 , . . . , x
id
jd

) − gn−1(x
i1
j1
, . . . , xidjd).On peut construire ainsi l'approximation à partir du rang n = 0 en rajoutant lessurplus jusqu'à atteindre le rang désiré

gn = g0 + ∆gd+1 + . . . + ∆gd+n. (V.84)230



3. SPARSE GRIDS

Fig. V.17 � Quatre types de sparse gridSparse grid En ce qui concerne les points de grille, on obtient la dé�nition sui-vante de la sparse grid de rang n notée Hn comme l'ensemble des noeuds de R
d aveclesquels on construit gn ; d'après (V.80) (voir page 227) et (V.82), on a

Hn :=
⋃

|i|16d+n

(Xi1
∆ × . . .×Xid

∆ )

= Hn−1 ∪ ∆Hn

(V.85)avec
� Xi

∆ := Xi\Xi−1,
� ∆Hn := ∪|i|1=d+n(X

i1
∆ × . . .×Xid

∆ ).Ainsi la sparse grid est construite de façon hiérarchique : pour atteindre une préci-sion donnée, on augmente le rang de la sparse grid en gardant les données précédentes,c'est-à-dire les évaluations de la fonction G sur les points des grilles de rang inférieur.231



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATIONUne grille de rang donné est incluse dans une grille de rang supérieur (voir �gureV.18 avec la comparaison de grilles de rang 3 et 4 en dimension deux).
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Fig. V.18 � Comparaison des grilles de rang 4 et 5 (type Clenshaw-Curtis - dimension2)Nombre de points de grille La méthode sparse grid permet de travailler avecune grille réduite, dont le nombre de points (ou nombre de fonctions de base), esttrès inférieur à celui d'une grille complète pour l'interpolation classique.Grilles régulières Soit N le nombre de noeuds, et hN := 2−(N−1) la distanceentre deux noeuds, dans une direction.Nous considérons ici une grille régulière, avec la même résolution dans toutes lesdirections, c'est-à-dire avec les notations de la section 3.2.1 (voir page 221)
∀k = 1, . . . , d mik = N. (V.86)Nous apellerons N ou hN la résolution de la grille.Pour comparer une grille pleine et une sparse grid de type Clenshaw-Curtis,

� Le tableau V.3 montre la comparaison du nombre de points de grille, pour unerésolution �xée à N = 5 et quelques dimensions di�érentes (d = 2, 10, 100),La colonne d = 100 montre qu'en grande dimension le nombre de points de lasparse grid est nettement inférieur.
� Le tableau V.4 donne le nombre de points de grille selon la résolution N .Le nombre de points de la sparse grid augmente de façon beaucoup moinsrapide en fonction de la dimension d, car le facteur élevé à la puissance d ou
d− 1 est log(N) au lieu de N . 232



3. SPARSE GRIDSRésolution N = 5 Méthode Dimension
d =2 d = 10 d = 100Nombre de points Grille pleine 52 = 25 510 ' 107 5100 ' 7. 109de grille Sparse grid 13 221 20201Tab. V.3 � Nombre de points selon la dimension d (N = 5) : grille complète et sparsegrid (type Clenshaw-Curtis)Résolution N Nombre de points de grille Erreur ‖G− g‖2Grille pleine Nd O(N−2)Sparse grid O(N log(N)d−1) O(N−2 log(N)d−1)Tab. V.4 � Nombre de points et erreur d'interpolation : grille complète et sparse grid(type Clenshaw-Curtis)3.3.2 Erreur d'interpolationAvec les notations précédentes, nous présentons l'erreur d'interpolation (norme L2de G−g) en fonction de la résolution pour une interpolation classique (grille pleine) etla méthode sparse grid dans le tableau V.4 (voir [BG04]) : la fonction G est supposéesu�samment régulière, dans ce cas G appartient à l'espace de Sobolev H2 (normedes dérivées secondes bornée).La décroissance asymptotique de l'erreur quadratique de l'interpolation sur unegrille pleine est conservée à un facteur logarithmique près pour les sparse grids.Erreur estimée Les surplus hiérarchiques corrigent à chaque rang n la sparse gridde rang précédent gn−1 et permettent de mettre à jour l'approximation : pour desfonctions régulières, ils tendent vers zéro quand n tend vers l'in�ni.La mesure des valeurs des surplus hiérarchiques constituent donc un critère naturelpour estimer l'erreur courante et contrôler l'algorithme.On dé�nit ainsi respectivement l'erreur estimée absolue enabs et l'erreur estiméerelative enrel par

enabs := max
|i|1=d+n , j

‖wi
j‖

enrel :=
enabs

M −mavec
� M := max

|i|16d+n, j
G(xi

j),
� m := min

|i|16d+n, j
G(xi

j). 233



CHAPITRE V. MÉTHODES D'APPROXIMATION3.3.3 Propriété clé : algorithme adaptatifQualité de parcimonie Quand la dimension du problème devient grande (unecentaine de paramètres), le nombre de points de la sparse grid augmente moins viteque pour une grille pleine, mais on se retrouve quand même confronté à la limitationdu coût de calcul pour interpoler une fonction de modélisation.De plus, l'expérience de l'étude des fonctions en grande dimension montre qu'enpratique, seulement une partie des directions est prépondérante et explique le com-portement de la fonction : dans ce cas, il est raisonnable de concentrer le coût decalcul dans ces directions. Le problème est qu'en pratique on connaît rarement cesdirections, et il faut e�ectuer une étude de sensibilité préliminaire a�n d'éliminercertaines directions.Pour résoudre ces di�culté, un mode adaptatif a été proposé (voir [GG03]) etimplémenté dans le code de Klimke :
� l'algorithme détecte automatiquement les directions di�ciles à appro-cher pendant le processus de construction de la sparse grid et ra�ne, c'est-à-dire continue à placer des points de grille, dans ces directions,
� l'algorithme arrête de placer des points dans les autres directions, qui sontfaciles à apprendre.On obtient alors à la �n de la construction de la sparse grid
� des niveaux élevés pour les directions importantes,
� des niveaux peu élevés pour les directions négligeables.La qualité de parcimonie des sparse grids est ainsi nettement améliorée grâce aumode adaptatif pour l'approximation en grande dimension.Principe Le principe du mode adaptatif (voir [GG03] et [Kli05]) est de choisir àchaque itération de l'algorithme un vecteur d'indices contenant les indices précédentsde manière à e�ectuer la plus grande réduction possible de l'erreur d'approximation.Notations Soit S ∈ N

d un ensemble de vecteurs d'indices, S est dit" admissible"si
∀i ∈ S ∀1 6 j 6 d i− ej ∈ S (V.87)avec ej = (0, . . . , 1, . . . , 0)T le jieme vecteur unité.L'ensemble des vecteurs d'indices dits "voisins" de i et noté Vi est
Vi := {i + ej; j = 1, . . . , d}. (V.88)234



3. SPARSE GRIDSErreur L'erreur notée ei et associée à un vecteur d'indices i := (i1, . . . , id) est
ei :=

1

ni

∑

j∈I∆
i

‖wi
j‖ (V.89)avec

� wi
j l'ensemble des surplus hiérarchiques de la sous-grille Xi := (Xi1

∆ , . . . ,X
id
∆ ),

� ni := card(Xi),
� I∆

i := {j := (j1, . . . , jd); jk = 1, . . . ,m∆
ik
}.Comme l'erreur estimée de la sparse grid, l'erreur ei est basé sur les surplus hiérar-chiques wij.Algorithme On initialise l'algorithme adaptatif avec l'ensemble de vecteurs d'in-dices S1 := {(1, . . . , 1)}A l'itération k avec l'ensemble de vecteurs d'indices Sk dé�nissant la sparse gridcourante, on ajoute tous les indices voisins qui dé�nissent l'ensemble noté VSk

, et oncalcule les erreurs associées aux nouveaux indices.Par exemple VS1 := {(2, 1, . . . , 1), (1, 2, . . . , 1), . . . (1, . . . , 1, 2)}.On choisit alors le vecteur d'indices ik ∈ VSk
pour lequel l'erreur eik est maximale,et on obtient la sparse grid à l'itération k + 1 associée à Sk+1 := Sk ∪ ik.On continue le processus jusqu'à ce que l'erreur estimée globale de la sparse grid soitinférieure à une tolérance donnée en entrée, ou jusqu'à ce qu'un nombre maximumde points de grille donné en entrée soit atteint.
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESvulnérabilité ou la protection de systèmes complets (bâtiments, véhicules, avions,...).Le centre utilise des moyens expérimentaux et numériques importants pour la si-mulation des e�ets des armements, et a développé une expertise dans la modélisationnumérique.Collaboration La collaboration entre le CEG et le laboratoireMIP (pour Mathé-matiques pour l'Industrie et la Physique) ,de l'IMT (pour Institut de Mathématiquesde Toulouse), porte sur l'étude des conséquences d'un accident de type chimique.Nous supposons que survient un accident faisant intervenir une substance toxiquequi se répand dans l'atmosphère. Une population est présente au voisinage de l'ac-cident, et selon la manière dont le nuage toxique se disperse, il peut y avoir desvictimes.La prédiction du nombre de victimes, ainsi que la �abilité de cette prédiction, estd'une importance cruciale pour les décisions à prendre de la part des autorités quidoivent gérer cette situation d'urgence (sécurité civile, armée,...).L'objectif à long terme est
� construire un modèle le plus précis possible de la dispersion du produit (cen'est pas le but de cette étude),
� disposer d'un logiciel d'aide à la décision qui analyse les conséquences de l'ac-cident : c'est la partie qui concerne ce travail.Comme outil d'aide à la décision, la méthode devra être le plus automatiséepossible.On peut envisager deux utilisations :

� en prévention : des scénarios d'accident sont étudiés à l'avance pour établirdes règles de sécurité,
� en urgence : si un accident réel survient, on peut

� soit utiliser un scénario déjà analysé se rapprochant des conditions del'accident,
� soit analyser les conséquences à l'aide du logiciel avec une contraintede temps de calcul très forte car on veut obtenir des résultats trèsrapidement.Les ingénieurs du CEG sont chargés de concevoir un outil permettant de répondre àdes questions que se posent les décideurs qui commandent l'analyse de l'accident. Lelaboratoire MIP apporte son expertise en méthodes mathématiques qui permettentde quanti�er la réponse à ces questions et de présenter des résultats numériques quidécrivent les conséquences.Nous présentons à présent les questions à résoudre pour faire le lien avec les pro-blèmes rencontrés classiquement en calcul de �abilité, et dé�nis en section 2.2 dupremier chapitre (voir page 156) :

� En mode prévention : 238



1. PRÉSENTATION DES CAS TESTS
� Quels sont les paramètres qui font varier le plus le nombre devictimes �nal ?C'est le problème (P3) des paramètres in�uents, qui nécessite une analysede sensibilité.
� Quelles sont les conditions pour lesquelles le nombre de victimesdépasse un certain seuil ?Cela correspond au problème (P2) de recherche des points de conception :les conditions sont dé�nies par les valeurs des paramètres appartenant audomaine de défaillance, et le point de conception correspond aux condi-tions les plus probables.

� En mode urgence :
� Quelle est la probabilité d'atteindre un nombre de victimes su-périeur à un certain seuil ?C'est le problème (P1) de calcul de probabilité de défaillance.1.2 Modélisation d'un accident chimiqueNous présentons à présent la fonction de modélisation G sur laquelle nous e�ec-tuons l'analyse d'incertitude, et précisons les hypothèses et objectifs du problème.Nous disposons d'un modèle simpli�é de l'accident chimique sous forme d'une chaînede logiciels

� un logiciel de dispersion permet de calculer, en fonction de paramètres dé-�nissant les conditions du rejet, le taux du produit au sol,
� un logiciel de conséquences calcule en fonction du taux précédent le nombrede victimes de l'accident.1.2.1 Logiciel de dispersion SCIPUFFLe logiciel SCIPUFF est développé par la société TITAN (Etats-Unis, voir [SPH+98]) :il calcule la dispersion d'un produit après un rejet.Nous avons utilisé la version mise à disposition du public sur le site de la sociétésous forme d'exécutable (pas d'accès au code ni aux équations de modélisation) :c'est donc une modélisation de type boîte noire. La version ne comporte pas toutes lesfonctionnalités du logiciel commercial mais le modèle proposé nous permet néanmoinsde tester nos méthodes.Entrées Le logiciel prend en entrée de nombreuses paramètres qui déterminentles conditions de la dispersion et sont normalement choisis à l'aide d'une interfacegraphique :
� paramètres concernant la nature et les propriétés du produit (taille des gouttes,...),
� paramètres de rejet (coordonnées, durée, hauteur,..),239



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
� paramètres dé�nissant les conditions naturelles :

� météorologie (présence nuageuse, de pluie, de vent,...),
� environnement(présence de végétation,...).

� paramètres de calcul (pas de discrétisation, temps de calcul,...).Sortie Le logiciel donne en sortie plusieurs résultats sur la dispersion du produit,mais celui qui nous concerne est le taux du produit au sol, calculé sur une grille dediscrétisation.1.2.2 Logiciel de conséquencesCe logiciel a été développé en fortran au CEG et est aussi fourni sous forme d'exé-cutable.Il modélise de manière très simple des lieux d'habitation par trois rectangles avecdes densités d'habitation di�érente et utilise un modèle de létalité simpli�é a�n decalculer le nombre de victimes en fonction du taux de produit dans la zone de popu-lation (voir �gure VI.1).Entrée Le logiciel prend en entrée la sortie du logiciel de dispersion, c'est-à-dire letaux du produit dispersé.Sortie Le logiciel donne en sortie un nombre entier : le nombre de victimes del'accident.1.2.3 InterfaçageNous avons interfacé les deux logiciels précédents avec des appels dé�nis dans des�chiers batchs qui permettent d'e�ectuer les calculs sans passer par l'interface gra-phique du logiciel de dispersion, condition obligatoire pour l'utilisation sous formede fonction de modélisation.La modi�cation des paramètres d'entrée s'e�ectue en écrivant directement dans les�chiers SCIPUFF qui les incorporent.La �gure VI.1 présente une capture d'écran qui représente la dispersion du produitobtenue avec le logiciel SCIPUFF : on voit l'origine du rejet et le nuage obtenu. Nousavons ajouté les zones de population prises en compte par le logiciel de conséquences :ici le rectangle horizontal est atteint, il y aura vraisemblablement des victimes, maissi les conditions de rejet sont di�érentes, on voit qu'il peut n'y avoir aucune victime.1.2.4 Fonction de modélisationLa chaîne de logiciels précédente représentée dans la �gure VI.2 dé�nit une fonctionde modélisation correspondant aux hypothèses formulées quand nous avons posé le240



1. PRÉSENTATION DES CAS TESTS

Fig. VI.1 � Aperçu du logiciel de calcul de dispersion SCIPUFF avec les zones depopulationproblème dans la section 2.1 du premier chapitre (voir page 152) : nous reprenonsles mêmes notations et nous avons ici
G : Ω ⊂ R

n −→ R
+

X = (x1, . . . , xn) 7−→ G(X)
(VI.1)avec

Ω =
n∏

i=1

[ai, bi] (VI.2)car la plage des valeurs autorisées dans le logiciel de dispersion est bornée pour tousles paramètres.Nous supposons que le coût d'une évaluation du modèle G est important : la partiecoûteuse est le calcul de dispersion.Dans le cadre de cette étude, le modèle simpli�é fourni par SCIPUFF nous permetd'e�ectuer une évaluation en quelques secondes, mais la méthode doit s'appliquer àdes modèles plus réalistes dont le coût sera de l'ordre de plusieurs minutes.1.2.5 Paramètres incertains et scénariosLors de la modélisation d'un accident, on peut considérer que la majorité des para-mètres sont incertains car on envisage un événement suceptible de se produire dansl'avenir : on ne connaît pas à l'avance les caractéristiques exactes du rejet et desconditions naturelles. 241
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Fig. VI.2 � Chaîne de logicielsCes paramètres seront dé�nis à l'aide d'une loi de probabilité : les hypothèses surla distribution peuvent provenir de données disponibles (par exemple des relevésmétéorologiques dans un lieu donné) ou de la connaissance d'un expert.On peut d'autre part décider de �xer des paramètres à des valeurs constantes pourpouvoir tester des con�gurations précises : le rejet d'un produit donné, une explosionsituée exactement à tel endroit,...Le choix des paramètres �xes et des distributions de probabilité des paramètresincertains est e�ectué par le CEG qui dé�nit ainsi un scénario d'accident à évaluer.Lois de probabilité Soit le vecteur des paramètres incertains X = (x1, . . . ,xn),dans cette étude nous supposerons chaque xj est une variable aléatoire régie
� soit par une loi uniforme,
� soit par une loi gaussienne de moyenne mj et d'écat-type σj, notée N(mj , σj).Nous notons Xj une réalisation de X.Nous cherchons à connaître les caractéristiques de la variable aléatoire G(X).242



2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALERemarque Nous avons vu précédemment que les paramètres sont dé�nis sur desintervalles bornés, or normalement les lois gaussiennes sont dé�nies sur R.Dans l'implémentation, suivant la valeur des écarts-types, les lois gaussiennes sontdonc tronquées : pour un tirage aléatoire de taille N à réaliser, les points hors del'intervalle de dé�nition ne sont pas pris en compte, et on e�ectue de nouveaux tiragesjusqu'à obtenir N points dans l'intervalle.Nous notons
� IU les indices des lois uniformes,
� IN les indices des lois gaussiennes.2 Méthode par approximation globale2.1 Rappel des problèmes à résoudre et objectifNous rappelons brièvement les problèmes à résoudre, déjà introduits en section 2.1,et l'objectif poursuivi.2.1.1 (P1) Probabilité de défaillance psPour un seuil donné s ∈ R

+, nous cherchons la probabilité de dépasser ce seuil
(P1) ps := p(s 6 G(X))

= p(G(X) ∈ Ds)
=
∫
Ds
ρ(X)dX

=
∫
Ds
ρ(x1) . . . ρ(xn)dx1 . . . dxn

(VI.3)avec Ds = {X ∈ R
n; s 6 G(X)} le domaine de défaillance.2.1.2 (P2) Points de conceptionAvec le changement de variable yi = xi−mi

σi
pour i ∈ IN , les paramètres de loigaussienne suivent une loi centrée réduite N(0, 1).La recherche des points du domaine de défaillance les plus probables, ditspoints de conception P ∗, s'écrit sous la forme du problème d'optimisation souscontrainte

(P2) P ∗ = min
X∈Ds

∑

i∈IN
y2
i

= min
X∈Ds

∑

i∈IN

(
xi −mi

σi

)2

.
(VI.4)243



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES2.1.3 (P3) Paramètres in�uentsNous cherchons un moyen de quanti�er l'in�uence des paramètres sur laréponse G(X) pour déterminer les plus importants. L'idée est d'utiliser éven-tuellement cette information pour réduire la taille du problème : on e�ectuel'étude de G uniquement pour ces paramètres in�uents, en �xant la valeur des autresparamètres.Nous considérons un paramètre xj comme in�uent, ou important, si les variationsde xj sur son intervalle de dé�nition [aj , bj ] entraînent des variations signi�cativessur la réponse G(X).2.1.4 Objectif : coût de calculNous voulons e�ectuer une étude de �abilité, consistant à résoudre les trois pro-blèmes (Pi) précédents, pour une fonction de modélisation G supposée coûteuse, eten vue d'une application possible en grande dimension (n ' 100).Quelles que soient la méthode d'approximation, puis les méthodes de résolution desproblèmes (Pi) choisies, nous considérons que le coût de calcul lié aux appels à lafonction G est prépondérant.Un critère important pour évaluer les résultats sera donc le nombre d'évaluationsde la fonction G, c'est-à-dire le nombre de données nécessaires à la construction del'approximation g.Dans les cas tests présentés, le modèle utilisé est simple et donc peu coûteux (uneévaluation de l'ordre de quelques secondes), mais il faudra obtenir des résultats sa-tisfaisants avec le moins de simulations possible.2.2 Principe généralLes étapes de la méthode que nous appliquons sont :
� Construire une approximation g de G, deux types d'approximation sontretenues

� par réseau de neurones,
� par interpolation sparse grid .Les principes de ces deux méthodes ont été présentés en section 2 (voir page205) et en section 3 (voir page 220) du chapitre précédent, et nous discuteronsleur mise en oeuvre dans les sections 3 (voir page 258) et 4 (voir page 276).Cette étape est cruciale, car de la qualité de l'approximation g vont dépendreles résultats de l'étude de G.Les propriétés les plus importantes de l'approximation g sont
� un coût d'évaluation négligeable,
� la possibilité d'utiliser le gradient.

� Utiliser g pour résoudre les problèmes244



2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALE
� (P1) calcul des probabilités de dépasser un seuil,
� (P2) calcul des points de conception (optimisation sous contraintes),
� (P3) analyse de sensibilité.2.3 Approximation par réseau de neurones2.3.1 Caractéristiques de l'apprentissageLa méthode de réseau de neurones présente une phase délicate, celle de l'apprentis-sage.En e�et, selon le plan d'expériences choisi pour les données (nombre et disposition)et les valeurs des paramètres de l'algorithme (critères d'arrêt, nombre de neuronescachés, forme de régularisation,...), on obtient une approximation de qualité di�é-rente.Paramètres de l'algorithme Dans notre cas, le nombre de neurones cachés aug-mente automatiquement jusqu'à ce que le réseau neuronal atteigne une certaine pré-cision, et les paramètres de l'algorithme les plus sensibles sont

� le nombre de données noté N ,
� la tolérance notée τ : elle dé�nit la précision souhaitée.Dans l'algorithme, elle est utilisée sous la forme suivante :

� soit le lot noté {X1, . . . ,XN1} des données pour la phase dite de l'appren-tissage par coeur,
� on pose τ2 := τ ∗ V (C) avec V (C) la variance empirique du vecteur descibles C = (G(X1), . . . , G(X1)

T

� soit r := 1
N1

N1∑

i=1

(G(Xi) − g(Xi))
2 l'erreur quadratique moyenne au carré,

� le critère d'arrêt est alors r < τ2.Exemples simples Nous présentons l'in�uence des deux paramètres de l'algo-rithme précédent sur des exemples de fonctions tests en dimension deux.Dans les �gures suivantes, les données d'apprentissage sont marquées dans le do-maine de départ (plan horizontal), la fonction est représentée par une surface trans-parente et l'approximation du réseau de neurones est représentée par une surfacepleine.Nous utilisons un nombre N = N1 + N2 de données d'apprentissage : N1 pour laphase d'apprentissage par coeur et N2 pour la phase de régularisation.245



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESTolérance grande Si la tolérance τ est grande, le réseau neuronal ne va pas cher-cher à passer exactement par les cibles, et il va devenir une approximation simpli�éede la fonction.Cette propriété est illustrée avec la �gure VI.3, avec τ = 5 10−1 et la fonction carré :
� avec N = 10, le réseau neuronal obtenu est une constante, égale à la moyennedes valeurs apprises (�gure VI.3(a)).
� Si on augmente le nombre de données, avec N = 70, le réseau neuronal resteune approximation d'ordre zéro (constante), qui converge vers l'espérance dela fonction carré sur le domaine considéré [−2, 2]2 (�gure VI.3(b)).

(a) N=10 (b) N=70Fig. VI.3 � Réseau neuronal avec τ = 0.5 pour la fonction carréTolérance petite Si on prend une tolérance plus petite, le réseau neuronal seraplus proche de la fonction.Sur la �gure VI.4, avec la fonction carré :
� avec N = 10 et τ = 5 10−2, le réseau neuronal devient non linéaire, maisl'approximation n'est pas satisfaisante (�gure VI.4(a)).On obtient une bonne approximation en trouvant le compromis entre :

� augmenter le nombre de données,
� et diminuer la tolérance.

� Si on diminue la tolérance à données �xées, avec N = 10 et τ = 5 10−3,l'approximation est à présent satisfaisante (�gure VI.4(b)).
� Si on augmente le nombre de données avec une tolérance plus grande, avec
N = 30 et τ = 10−1, on obtient la même qualité (�gure VI.4(c)).246



2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALE

(a) N=10 et τ = 10−2 (b) N=10 et τ = 10−3

(c) N=30 et τ = 10−1Fig. VI.4 � Réseau neuronal avec di�érentes valeurs de N et τ pour la fonction carréConclusion Plus le nombre de points d'apprentissage est grand et plus la tolé-rance est petite, de meilleure précision sera l'approximation obtenue.Pour des fonctions plus di�ciles à apprendre, c'est-à-dire non régulières, il fautchoisir un nombre assez grand de points d'apprentissage, sinon le réseau neuronaln'arrive pas à apprendre malgré une tolérance petite.Mais si on prend un grand nombre de données, il ne faut pas choisir une tolérancetrop petite, sinon le réseau neuronal n'arrive pas à passer précisément par tous lespoints et donne une mauvaise approximation, l'algorithme est mis en échec.Cette propriété est illustrée sur la �gure VI.5 avec la fonction sinus décalé en di-mension deux. Avec N = 50, on obtient
� avec τ = 5 . 10−1 (�gure VI.5(a)) et τ = 10−1 (�gure VI.5(b)), la précision duréseau neuronal augmente,
� avec τ = 10−3, la précision est très dégradée.247
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(a) τ = 5 . 10−1 (b) τ = 10−1

(c) τ = 10−3Fig. VI.5 � Réseau neuronal avec di�érentes valeurs de N et τ pour la fonction carré2.3.2 Validation du réseau neuronalNous présentons ici l'a�chage qui permet de véri�er la qualité d'un réseau neuronal.Pour valider l'approximation obtenue, nous considérons trois lots de données :
� un lot (X1, . . . ,XN ) généré par deux hypercubes latins pour la phase d'ap-prentissage (un pour le lot d'apprentissage par coeur et l'autre pour le lot derégularisation),
� un lot (X1, . . . ,XNv ) généré par un tirage de type carré latin pour la phase devéri�cation.Graphique de validation Les cibles et les valeurs correspondantes sont représen-tées pour l'ensemble des données (lots d'apprentissage par coeur, de régularisation,et de véri�cation) sur le graphique de validation par les points (G(Xi), G(Xi)) et

(G(Xi), g(Xi)). 248



2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALELes cibles sont donc disposées sur la droite y = x et on visualise l'écart avec l'ap-proximation sur la même abscisse.Coe�cient de corrélation En considérant g et G comme deux variables aléa-toires dont les réalisations sur un lot de données sont les vecteurs ĝ = (g(X1), . . . , g(XN ))et Ĝ = (G(X1), . . . , G(XN )), on peut calculer le coe�cient de corrélation
Cor =

cov(ĝ, Ĝ)

σĝ σĜ
(VI.5)avec cov la covariance et σ l'écart-type des vecteurs considérés.Ce coe�cient, compris dans notre cas entre 0 et 1 mesure la dépendance linéaireentre ĝ et Ĝ : plus il est proche de 1, plus la dépendance linéaire entre les deuxvecteurs est forte, ce qui normalement signi�e que les valeurs g(Xi) sont proche dela droite y = x et donc des cibles G(Xi).Il est calculé sur le lot d'apprentissage, noté CorA, puis sur le lot de véri�cation,noté CorV .Erreur quadratique moyenne L'erreur quadratique moyenne relative, notée

EQM , sur un lot {X1, . . . ,XN} est calculée par
EQM :=

1

(MG −mG)

√√√√ 1

N

N∑

i=1

(g(Xi) −G(Xi))
2 (VI.6)avec

� MG = max
i=1...N

G(Xi),
� mG = min

i=1...N
G(Xi).Elle est calculée sur le lot d'apprentissage et notée EQMA puis sur le lot de véri�-cation et notée EQMV .Pour valider un réseau neuronal, le principe est d'avoir un coe�cient de corrélation

Cor le plus proche de un possible et une erreur EQM la plus proche de zéro possible.En pratique, pour sélectionner un réseau neuronal approchant une fonction donnée,on véri�e qu'on obtient des ordres de grandeur équivalents sur les lots d'apprentissageet de véri�cation pour Cor et EQM , puis on compare les valeurs de Cor et EQMavec celles d'autres réseaux neuronaux pour dégager le meilleur.2.3.3 Sigmoïde en sortieLa fonction de modélisation présente la caractéristique de donner une réponse égaleà zéro sur une grande partie du domaine de dé�nition.Du point de vue du phénomène modélisé, cela est dû au fait que les conditions pourque le nuage toxique parvienne sur les zones de population ne sont réunies que pourcertaines valeurs des paramètres d'entrée.249



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESLot d'apprentissage Neurones cachés EQMA EQMV

glin 1000 21 0.052 0.099
gsig 1000 4 0.064 0.062
glinF 1000 21 0.049 0.092Tab. VI.1 � Erreurs sur lot d'apprentissage EQMA et véri�cation EQMV pour lesréseaux neuronaux glin, gsig et glinFLe réseau neuronal a alors tendance à extrapoler les valeurs nulles par des valeursnégatives : une idée pour améliorer le comportement du réseau neuronal est de rem-placer la fonction d'activation linéaire du neurone de sortie par la mêmefonction d'activation sigmoïde que celle de la couche cachée.Avec une même tolérance et un même lot de données de 1000 points, nous construi-sons :

� un réseau neuronal glin avec la fonction d'activation linéaire,
� un réseau neuronal gsig avec la fonction sigmoïde,
� un réseau neuronal glinF en appliquant un �ltre f(x) = max(x, 0) à la sortiede glin ; nous notons glinF = f ◦ glin l'approximation.Le lot de validation est de 100 points.Le tableau VI.1 présente les résultats.En comparant glinF et glin : l'erreur d'apprentissage et de véri�cation ne diminuentque très légèrement, cette approche n'est donc pas su�sante.En comparant gsig et glin :
� L'erreur sur le lot d'apprentissage est légèrement dégradée pour gsig, mais ilutilise aussi beaucoup moins de neurones cachés (4 pour gsig contre 21 pour
glin), ce qui montre une meilleure qualité de parcimonie.

� Par contre, l'erreur sur le lot de véri�cation diminue signi�cativement avec gsig,ce qui montre une meilleure qualité de prédiction.Nous voyons sur la �gure VI.6 des coupes suivant un paramètre qui montrent com-ment le comportement du réseau neuronal est amélioré.
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2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALE

(a) Réseau neuronal glin (b) Réseau neuronal gsigFig. VI.6 � Coupes des réseaux glin et gsig suivant le paramètre n�3
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES2.4 Approximation par sparse grid2.4.1 CaractéristiquesLa méthode des sparse grids est basée sur une interpolation sur grille éparse,dont les coordonnées sont déterminées et �xées selon le type de fonction de basechoisi.Ainsi, pour une fonction à approcher sur un domaine, et pour un type de fonction debase donnés, nous obtenons une unique approximation sparse grid (contrairementà la méthode des réseaux de neurones, dont le résultat dépend de l'apprentissage).Paramètres de l'algorithme Les paramètres sont ici plus simples à �xer quepour la méthode précédente : en e�et, l'algorithme s'arrête
� si l'erreur estimée devient inférieure à une tolérance donnée en entrée,
� ou si un nombre maximum de points de grille est atteint.Etant donné que le coût de calcul est un critère que nous voulons maîtriser, nousdonnerons en entrée une tolérance assez basse pour qu'elle ne stoppe pas l'algorithme,et nous indiquerons seulement le nombre de points de grille souhaité, correspondantau nombre d'évaluations de la fonction de modélisation.2.4.2 Validation de la sparse gridComme c'est une méthode d'interpolation, l'erreur sur les données de construction,constituées par les points de la grille, est égale à zéro (de l'ordre de la précisionmachine lors des calculs).L'algorithme donne en sortie une erreur relative ER estimée, qui permet d'appré-cier la précision de l'approximation. Si nous notons wk les surplus du dernier niveaucalculé (voir section 3.2.1 page 221 du chapitre précédent), ER est dé�nie comme lemaximum des surplus normalisé sur les données

ER :=
max
k

|wk|
max
i=1...N

G(Xi)
. (VI.7)Nous verrons dans les tests numériques que l'erreur ER n'est pas su�sante pourvalider la sparse grid.Donc, pour comparer les approximations, nous calculons aussi l'erreur quadratique

EQMV sur un tirage de véri�cation de type carré latin (nous n'utilisons pas les loisde probabilité du scénario) commun à toutes les sparse grids calculées.La validation est ici di�érente par rapport aux réseaux de neurones : puisque pour uncoût donné nous obtenons une seule sparse grid, si l'erreur estimée est trop grande ousi les résultats ne sont pas satisfaisants, nous n'avons que la possibilité d'augmenterle nombre de points (si c'est possible) pour améliorer l'approximation.252



2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALE2.5 Méthode retenue pour (P1)Pour calculer les probabilités de défaillance ps, étant donné que le coût de calculn'est plus un obstacle, nous utilisons une méthode de Monte-Carlo avec g pour lasimplicité de sa mise en oeuvre (voir section 3.2 page 159 du premier chapitre).2.5.1 Graphique du calcul des probabilitésLe résultat des probabilités de défaillance est représenté par un graphique que nousdétaillons ici (voir par exemple la �gure VI.8 page 260).Pour valider le résultat, nous avons aussi utilisé la méthode de Monte-Carloappliquée à G avec un tirage aléatoire de 104 points : c'est un calcul coûteux quin'est possible ici que parce que le modèle utilisé est très simple (une évaluation enquelques secondes) et dont le but est uniquement de disposer de valeurs de probabilitéde référence pour comparaison avec notre méthode.Nous appliquons ensuite la méthode de Monte-Carlo à l'approximation g avec untirage de 104 ou 105 pour points (peu coûteux).Nous a�chons les résultats suivants dans le graphique :
� en abscisses sont portés les seuils de victimes s obtenus par discrétisation del'intervalle [0,mG], avec mG le maximum de victimes dé�ni par le maximumde G sur les données de construction,
� en ordonnées est portée la probabilité de dépasser chaque seuil

� pour la fonction de modélisation G par des symboles "�", et l'estima-tion de l'intervalle de con�ance à 95% de la méthode de Monte-Carlo estreprésentée par des pointillés,
� pour l'approximation g par des symboles "+".2.6 Méthode retenue pour (P2)Le problème d'optimisation sous contraintes associé à la recherche des pointsde conception en utilisant l'approximation g s'écrit (voir formule (VI.4) page243) :

(P̂2) P ∗ = min
X∈D̂s

∑

i∈IN

(
xi −mi

σi

)2 (VI.8)avec D̂s := {X ∈ R
n; s 6 g(X)} ' Ds = {X ∈ R

n; s 6 G(X)}le domaine "approché" de défaillance.Pour résoudre le problème d'optimisation, nous utilisons un algorithme classique dedescente, qui intègre les contraintes par pénalisation, appliqué à g dont on connaîtle gradient.Nous lançons alors l'algorithme avec un choix de points de départ aléatoires, et nousretenons les cinq premiers résultats de convergence.253



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES2.6.1 Sortie de la recherche des points de conceptionLe résultat de la recherche est donné sous la forme d'un �chier texte (voir parexemple le tableau VI.5 page 261) avec :
� le seuil s de victimes auquel est associé le domaine de défaillance Ds,
� les indices des paramètres sur lesquels on e�ectue l'optimisation avec les loisassociées

� la fonction coût est dé�nie uniquement par rapport à ceux qui suivent uneloi gaussienne,
� mais le domaine des contraintes Ds est dé�ni à partir de tous les para-mètres.

� pour chaque convergence vers un point de conception P ∗

� le résidu de la fonction coût à la �n de l'algorithme (la distance à zéro
OP ∗ dans l'espace des lois centrées réduites),

� les coordonnées de P ∗,
� les images g(P ∗) et G(P ∗) pour véri�er si P ∗ est au bord du véritabledomaine de défaillance Ds.2.7 Méthode retenue pour (P3)Nous voulons utiliser l'avantage que nous procure le gradient de l'approximation de

g pour déterminer les paramètres les plus in�uents.2.7.1 Idée clé : distribution des gradientsGradient et variations Le gradient de g évalué en un point Xk donne une infor-mation locale sur les variations de g autour du point Xk.Nous supposons que l'approximation g est régulière et "lisse" les comportements dela fonction G.Ce comportement a été constaté pour les réseaux de neurones grâce à l'emploi detechniques de régularisation (voir l'exemple en section 2.3.5 page 215 du chapitreprécédent).Nous supposons ainsi que si un paramètre négligeable produit des variations localesde G de type bruit et pas de variations globales signi�catives, alors g "élimine lesvariations parasites" et ne conserve que l'allure générale et la variation globale de
G. Le gradient de G suivant un tel paramètre aura une valeur importante pour denombreux points, mais le gradient de g aura une valeur faible partout.Donc les directions dans lesquelles les variations de g sont les plus fortes localement,détectées par le gradient, indiquent que ces directions correspondent à des paramètresin�uents, car une fonction lisse prolonge la variation locale et on obtient les variationsglobales signi�catives de g, correspondant à celles de G si l'approximation a unebonne qualité de prédiction. 254



2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALECas des sparse grids Le comportement d'approximation régulière n'est par contrepas assuré pour les sparse grids, d'autant plus qu'avec une méthode d'interpolation,les oscillations apparaissent facilement : il faudrait leur appliquer aussi des tech-niques de régularisation pour obtenir une approximation lissée, qui ne serait plusune interpolation.Pour valider la méthode de distribution des gradients avec les sparse grids, nouspouvons comparer le classement des paramètres in�uents avec celui obtenu grâceaux indices du mode adaptatif (voir section 2.7.4 page 257).Principe Ici nous faisons intervenir les variations des paramètres sur leur intervallede dé�nition : c'est une mesure de sensibilité globale, avec une notion de paramètrein�uent qui ne dépend pas des lois de probabilité associées.L'idée est d'évaluer le gradient de g en de nombreux points bien répartisdans le domaine : nous utilisons un tirage de type carré latin de p points (nousne faisons donc pas intervenir les lois de probabilité).Nous formons la matrice A avec la valeur absolue de ces gradients en colonnes.Chaque ligne Lk de A représente les valeurs absolues des dérivées partielles de gsuivant paramètre xk évaluées sur le plan d'expériences : les paramètres in�uentssont ceux pour lesquels ces valeurs sont les plus fortes.Il nous faut à présent extraire cette information de la matrice A.Si nous prenons la norme des vecteurs lignes Lk, nous aurons un critère simple declassement de l'in�uence des paramètres puisque il su�t de comparer les n valeursentre elles.Mais nous avons choisi de représenter la distribution des valeurs des lignes
Lk avec les diagrammes en boîtes, qui permettent de visualiser une informationplus riche : ce diagramme permet la représentation synthétique des caractéristiquesdes observations avec leurs intervalles interquartiles (voir [Sap06]), a�n de comparerfacilement des sous-groupes de données.2.7.2 Algorithme de recherche des paramètres importantsD'après ce qui précède, nous proposons l'algorithme suivant, qui peut être utiliséavec une approximation par réseau de neurones ou par sparse grid, présenté page256.Si nous voulons automatiser le classement des paramètres, nous pouvons choisir parexemple le troisième quartile dans la dernière étape de l'algorithme et comparer lesparamètres entre eux uniquement par rapport à ce critère.2.7.3 Graphique de recherche des paramètres importantsLe résultat de la recherche des paramètres principaux est donné par un graphiquedans lequel, pour chaque paramètre xk, sont représentées les caractérisques des va-leurs des gradients dans un diagramme en boîte (ou "boîte à moustaches") vertical,dont nous détaillons le principe (voir par exemple la �gure VI.9 page 263) :255



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
'

&

$

%

Algorithme 1 : Recherche des paramètres importants
. Entrées

� X = (x1, . . . , xn) les paramètres d'entrée de la fonction G,
� [ai, bi] , i = 1 . . . n les intervalles de dé�nition des xi,
� g l'approximation de G.

. Calcul des gradients
� Normaliser les intervalles [ai, bi] pour e�ectuer l'étude sur [0, 1] pourchaque paramètre,
� Générer un plan d'expériences de type carré latin (sans les lois de pro-babilités), on obtient les points {X1, . . . ,Xp},
� Evaluer le gradient en ces points, on obtient {∇g(Xj) , i = 1 . . . p},
� Former la matrice de la valeur absolue des gradients

A = (|∇g(X1)| . . . |∇g(Xp)|) (VI.9)de taille n× p.
. Visualisation et classement des paramètres

� Représenter la distribution des valeurs des n lignes
Lk =

(∣∣∣∣
∂g

∂xk
(X1)

∣∣∣∣ . . .
∣∣∣∣
∂g

∂xk
(Xp)

∣∣∣∣
) (VI.10)par des diagrammes en boîtes.

� Suivant les valeurs de dérivées partielles les plus fortes (par exemple encomparant les troisièmes quartiles), déterminer un classement desparamètres avec les catégories
� paramètres principaux,
� paramètres secondaires,
� paramètres négligeables.Tab. VI.2 � Algorithme de recherche des paramètres importants
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2. MÉTHODE PAR APPROXIMATION GLOBALE
� la boîte contient la moitié des valeurs :

� la partie inférieure de la boîte contient les valeurs comprises entre le pre-mier quartile Q1 et la médiane (ou deuxième quartile Q2),
� la partie supérieure contient les valeurs comprises entre la médiane et letroisième quartile Q3.

� les moustaches s'étendent
� vers le bas jusqu'à la valeur la plus proche de Q1 − 1.5 (Q3 −Q1),
� vers le haut jusqu'à la valeur la plus proche de Q3 + 1.5 (Q3 −Q1).

� les valeurs au-delà des moustaches sont repérées par des points.2.7.4 Utilisation des sparse grids en mode adaptatifL'algorithme sparse grid adaptatif présente un intérêt très important : il détecteau fur et à mesure, donc sans coût de calcul supplémentaire, les directions im-portantes. Dans une direction donnée, l'algorithme ra�ne en plaçant des pointssupplémentaires jusqu'à ce qu'il estime que la fonction est connue dans cette direc-tion, et il continue à augmenter les niveaux dans les directions di�ciles à approcher.Les directions où l'algorithme ra�ne le plus correspondent aux directions qui pré-sentent des variations plus importantes que pour les autres : le critère du niveauobtenu à la �n dans chaque direction sert à e�ectuer un classement des paramètrespar ordre d'importance :
� niveau 1 : le paramètre est considéré négligeable,
� puis on compare les niveaux supérieurs à 1 entre eux pour éventuellementclasser les paramètres en principaux et secondaires.Les niveaux étant des nombres entiers petits, le classement est nécessairement moins�n que quand on compare la distribution des gradients. En particulier, les paramètresauront souvent le même niveau à l'intérieur d'une même catégorie.Le résultat de cette méthode est une sortie texte que nous présenterons sous formede tableaux (voir par exemple tableau VI.12 page 273).
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESParamètre Nom Caractéristique Intervalle Loi dede dé�nition probabilité
p1 h-cnp hauteur de canopée [0 ;10] Uniforme
p2 cloud-cover couverture nuageuse [0 ;1] Uniforme
p3 wind-speed vitesse du vent [1 ;10] Uniforme
p4 wind-dir direction du vent [240 ;300] Uniforme
p5 z-rel hauteur de rejet [0 ;1] Uniforme
p6 c-mass masse de produit [10 ;300] Uniforme
p7 w-mom vitesse de rejet [200 ;800] N(500,100)
p8 buoy température de rejet [400 ;1000] N(700,100)
p9 sltrop échelle de turbulence [10 ;50] N(30,7)Tab. VI.3 � Cas test à 9 paramètres : scénario3 Cas test à 9 paramètres3.1 HypothèsesNous présentons dans le tableau VI.3 le scénario associé au cas test où 9 paramètressont considérés incertains, dé�ni par

� le nom et la nature des paramètres dans le logiciel SCIPUFF,
� leur intervalle de dé�nition,
� la loi de probabilité associée à leur incertitude.3.2 Réseaux de neurones3.2.1 Mise en oeuvreNous précisons ici les paramètres de construction du réseau neuronal.Nous avons vu que dans le cas de l'algorithme utilisé, (voir page 219), les deux para-mètres de construction du réseau neuronal qui ont une in�uence sur l'approximationsont :
� la tolérance τ (qui est un coe�cient utilisé dans l'algorithme pour déterminerle critère d'arrêt pour la norme des résidus entre G et g),
� et le nombre de données d'apprentissage.Comme nous voulons réduire le plus possible le coût lié aux appels à G, nousavons �xé plusieurs tailles de lots d'apprentissage, et pour chacune nous avons testéplusieurs valeurs de tolérance pour obtenir le meilleur réseau neuronal, en comparantles erreurs sur le même lot de véri�cation, obtenu par un tirage de type carré latinde 1000 points. 258



3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRESLot d'apprentissage Neurones cachés CorA CorV EQMA EQMV

gR−500 500 12 0.96 0.88 0.035 0.120Tab. VI.4 � Réseau neuronal gR−500 : erreurs de validation (lot de véri�cation : 1000points)3.2.2 Réseau de neurones obtenuNous avons obtenu une bonne approximation avec un tirage de 500 points d'appren-tissage, avec τ = 10−2, le graphique de validation du réseau neuronal noté gR−500est présenté dans la �gure VI.7.
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Fig. VI.7 � Réseau neuronal gR−500 : graphique de validationLe nombre de neurones cachés et les critères de validation sont présentés aussi dansle tableau VI.4.Les coe�cients de corrélation montrent un bon apprentissage et une qualité deprédiction inférieure.Mais comme 29 = 512, avec un nombre de données de 500 points en dimension 9,nous avons pour la construction du réseau neuronal l'équivalent de deux points pardirection, et la généralisation ne peut pas être aussi précise que l'apprentissage.L'amplitude du nombre de victimes sur le lot d'apprentissage varie entre 0 et 4816.259



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES3.2.3 ProbabilitésLe graphique du calcul des probabilités est présenté dans la �gure VI.8 : la courbeobtenue avec gR−500 reste presque entièrement dans l'intervalle de con�ance de lacourbe de référence, le résultat est très satisfaisant.
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Fig. VI.8 � Réseau neuronal gR−500 : courbe des probabilités de dépasser un seuil
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3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRES----------------------------------------------------------------Résultats du calcul des points de CONCEPTION:----------------------------------------------------------------Seuil de victimes: 50................................................................Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9Lois: U U U U U U N N NMoyenne (LN): 0 0 0 0 0 0 500 700 30----------------------------------------------------------------Résidus fonction coût:1e-008 2e-006 1e-007 4e-008 1e-007----------------------------------------------------------------COORDONNEES des points de CONCEPTION P*:................................................................P*1 P*2 P*3 P*4 P*5p_1 3.38 2.43 4.96 9.20 7.55p_2 0.13 0.53 1.00 0.18 0.37p_3 3.51 3.66 7.54 3.24 9.72p_4 256.80 298.89 279.96 247.92 262.37p_5 0.74 0.47 0.10 0.39 0.23p_6 86.70 247.59 107.50 186.75 232.76p_7 500.01 500.05 499.98 500.01 499.97p_8 699.99 700.12 700.02 700.02 699.98p_9 30.00 30.00 30.00 30.00 30.00................................................................g(P*)= 50 50 50 50 50G(P*)= 59 73 39 60 208----------------------------------------------------------------Succès optim.: 50%Tab. VI.5 � Réseau neuronal gR−500 : points de conception pour s=503.2.4 Points de conceptionSeuil s = 50 Nous recherchons les points de conception pour un seuil bas s = 50,ce qui dans le cadre de notre étude semble naturel (la réponse étant un nombre devictimes d'accident) : le résultat est présenté dans le tableau VI.5.Les points sont bien au bord du domaine de défailllance associé à l'approximation
g, car g(P ∗

i ) = 50, mais pas toujours au bord du domaine de défaillance Ds associéà G, car G(P ∗
i ) 6= 50.Nous remarquons en ce qui concerne les coordonnées des points de conception trou-vés :

� elles di�èrent pour les paramètres de loi uniforme,
� par contre elles sont égales pour les paramètres de loi gaussienne, et valent lamoyenne correspondante.Nous trouvons ainsi plusieurs points, et l'interprétation des résultats est di�cile.Seuil s = 50, lois gaussiennes Nous gardons le même seuil, et le même réseauneuronal, mais pour trouver un seul point de conception, nous changeons le261



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES----------------------------------------------------------------Résultats du calcul des points de CONCEPTION:----------------------------------------------------------------Seuil de victimes: 50................................................................Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9Lois: N N N N N N N N NMoyenne (LN): 5 1 6 270 1 155 500 700 30----------------------------------------------------------------Résidus fonction coût:8e+000 8e+000 8e+000 8e+000 8e+000----------------------------------------------------------------COORDONNEES des points de CONCEPTION P*:................................................................P*1 P*2 P*3 P*4 P*5p_1 4.92 4.92 4.92 4.92 4.92p_2 0.57 0.57 0.57 0.57 0.57p_3 3.65 3.65 3.65 3.65 3.65p_4 253.33 253.34 253.33 253.33 253.33p_5 0.56 0.56 0.56 0.56 0.56p_6 141.19 141.23 141.19 141.17 141.19p_7 488.75 489.81 488.75 488.27 488.75p_8 692.23 692.14 692.23 692.26 692.23p_9 29.32 29.32 29.32 29.32 29.32................................................................g(P*)= 50 50 50 50 50G(P*)= 53 77 53 63 53----------------------------------------------------------------Succès optim.: 100%Tab. VI.6 � Réseau neuronal gR−500 : points de conception pour s=50, lois gaus-siennesscénario en appliquant des lois gaussiennes pour tous les paramètres, commeindiqué dans les résultats présentés dans le tableau VI.6..Les résidus de la fonction coût à la �n de l'algorithme ont augmenté (les pointstrouvés sont moins probables), mas cette fois, les points de conception trouvés ontdes coordonnées très proches quelque soit le point de départ de l'optimisation.Cependant, nous constatons aussi avec les valeurs G(P ∗
i ) qu'une très faible variationde certaines coordonnées entraîne des réponses très di�érentes. Parmi les cinq pointstrouvés, P ∗

1 = P ∗
2 = P ∗

3 est le point le plus proche du bord du véritable domaine dedéfaillance avec G(P ∗
1 ) = 53.
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3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRES Paramètresprincipaux secondaires négligeables
p4 direction du vent p6 masse de produit p9 échelle de turbulence
p3 vitesse du vent p1 hauteur de canopée p5 hauteur de rejet

p2 couverture nuageuse
p7 vitesse de rejet
p8 température de rejetTab. VI.7 � Réseau neuronal gR−500 : classement des paramètres3.2.5 Paramètres importantsNous appliquons l'algorithme présenté page 256 : la distribution des gradients cal-culés avec gR−500 sur un tirage de type carré latin de 1000 points est a�chée dans la�gure VI.9.
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Fig. VI.9 � Réseau neuronal gR−500 : distribution des gradients pour classement desparamètresD'après la distribution des gradients, nous pouvons classer les paramètres par ordred'importance : nous avons choisi de les placer dans trois catégories (principaux, secon-daires et négligeables), et par ordre d'importance à l'intérieur de chaque catégorie :le résultat est présenté dans le tableau VI.7.Le classement par ordre d'importance est un résultat objectif de la méthode, maisla distinction entre les trois catégories est en partie subjective. Ainsi, le paramètre263



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
p6 de masse de produit, troisième par ordre d'importance, pourrait être placé dansla catégorie "paramètres principaux", après p4 et p3.Interprétation physique Le classement est cohérent avec la physique du pro-blème.En e�et, étant donné la distribution de la population dans deux rectangles, lenombre de victimes sera di�érent de zéro si le nuage toxique atteint ces rectangles.Or la forme du nuage est déterminée essentiellement dans notre scénario, par ordred'importance, par les variations de la direction p4 et de la vitesse p3 du vent (para-mètres principaux).Ensuite (paramètres secondaires), une fois que les conditions pour que le nuagearrive sur la population sont présentes, il est normal que la masse de produit p6in�ue sur le nombre de victimes.Une hauteur de canopée p2 importante doit retenir une partie des retombées toxiquessur le sl et limiter ainsi le nombre de victimes par rapport à une hauteur de canopéefaible.Les paramètres restants du scénario (négligeables) sont d'interprétation physiqueplus délicate.Coupes 1D Nous présentons dans la �gure VI.10 les coupes de G et du réseauneuronal suivant chaque direction en un point où le nombre de victimes est élevé.Ces coupes permettent de véri�er sur un exemple le comportement de G décrit pré-cédemment : les variations les plus importantes correspondent bien aux paramètresprincipaux et secondaires détectés.On véri�e aussi la propriété qui justi�ait le recours au gradient de g pour estimerles variations de G : l'approximation g lisse le comportement de G en e�açant lespetites variations locales.L'approximation gR−500 n'est pas toujours précise car l'information est insu�sante(le nombre de données est faible par rapport à la dimension) pour espérer approchercorrectement G sur tout le domaine, mais le réseau neuronal capture au moins lestendances globales, qui su�sent pour déterminer les paramètres importants.
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESNiveau Type Nombre de points ER EQMV2 Clenshaw-Curtis 181 0.5207 0.1247Chebyshev 181 0.5207 0.15043 Clenshaw-Curtis 1177 0.5687 0.1176Chebyshev 1177 0.5687 0.1570Tab. VI.8 � Cas non adaptatif : erreurs sur les sparse grids3.3 Sparse grids3.3.1 Mise en oeuvreLa construction d'une sparse grid présente l'avantage de la simplicité : nous dé�-nissons seulement le nombre de points de grille désiré.L'erreur relative estimée par l'algorithme est notée ER, et l'erreur quadratique
EQMV est calculée sur un tirage carré latin de véri�cation de 1000 points (voirsection 2.4.2 page 252).3.3.2 Mode non adaptatifNous présentons d'abord le cas non adaptatif : nous �xons le niveau de grille quidétermine le nombre de points, de façon à obtenir un nombre d'évaluations de Gproche de la taille des données, égale à 500 dans le cas du réseau de neurones gR−500obtenu pour le même cas test.Nous présentons dans le tableau VI.8 les di�érentes sparse grids et les erreurs as-sociées obtenues : nous avons utilisé les niveaux 2 et 3, qui donnent un nombre depoints respectivement inférieur et supérieur à 500.Du point de vue de la courbe des probabilités, le meilleur résultat est obtenu avecla sparse grid qui présente l'erreur EQMV la plus petite, c'est-à-dire la sparse gridde type Clenshaw-Curtis de niveau 3 à 1177 points, notée gS1 (voir �gure VI.11).Nous remarquons ici que l'erreur EQMV sur un lot de véri�cation semble être uncritère de précision meilleur que l'erreur ER détectée par les surplus, puisque cettedernière augmente quand l'erreur de véri�cation diminue.3.3.3 Mode adaptatifSparse grids obtenues Nous allons utiliser le cas adaptatif de l'algorithme quidevrait nous donner un résultat similaire au précédent pour un coût moindre, avecl'avantage de nous présenter aussi les directions importantes.Ici nous �xons le nombre maximum de points de grille, noté Nmax. Si nous �xonsune tolérance très basse qui ne sera pas atteinte, l'algorithme choisit adaptativementdes niveaux di�érents suivant les directions (élevés pour les directions importantes)jusqu'à atteindre ce nombre maximum (le nombre de points de grille �nalementobtenu di�ère légèrement de l'ordre de 10 à 50 points par rapport à Nmax).266



3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRES
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Fig. VI.11 � Sparse grid gS1 : courbe des probabilités de dépasser un seuilNous présentons les sparse grids et les erreurs obtenues en choisissant Nmax =
100, 300, 500 dans le tableau VI.9 avec le même tirage de véri�cation que dans le casnon adaptatif.Nous constatons que le cas adaptatif permet d'améliorer l'erreur de véri�cation pourun coût inférieur.Probabilités Nous remarquons ici que la précision de la courbe de probabilitésn'est pas directement liée à l'erreur de la sparse grid.En e�et, sur la �gure VI.12(a), la courbe de la sparse grid de type Chebyshev avec500 points est plus proche de la courbe de référence que celle de Clenshaw-Curtisavec 500 points sur VI.12(b) et avec 300 points sur VI.12(c), alors que les erreurssont similaires.D'autre part, sur la �gure VI.12(d), la courbe de probabilités de la sparse grid detype Chebyshev est de même précision pour 100 points que pour 500.Conclusion Le cas adaptatif permet donc d'obtenir le même résultat avec 100points en ce qui concerne les probabilités que le cas non adaptatif avec 1177 points,267



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
Nmax Type ER EQMV100 Clenshaw-Curtis 0.2313 0.1209Chebyshev 0.2678 0.1101300 Clenshaw-Curtis 0.0901 0.1020Chebyshev 0.2964 0.1324500 Clenshaw-Curtis 0.1239 0.0855Chebyshev 0.3106 0.0961Tab. VI.9 � Sparse grids - cas adaptatif : erreurs de validation
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(a) Type Chebyshev, 500 points 0 1000 2000 3000 4000 5000
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(b) Type Clenshaw-Curtis, 500 points
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(c) Type Clenshaw-Curtis, 300 points 0 1000 2000 3000 4000 5000
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(d) Type Chebyshev, 100 pointsFig. VI.12 � Sparse grids - cas adaptatif : courbe des probabilités de dépasser unseuilce qui représente un gain considérable.Les meilleurs résultats sont obtenus avec les fonctions de base polynomiales (typeChebyshev) que les fonctions de base linéaires par morceaux (type Clenshaw-Curtis) :elles semblent mieux adaptées à l'approximation d'une fonction non régulière commecelle du cas test.Dans la suite, nous utilisons les sparse grids précédentes les plus parcimonieusesqui ont donné des résultats corrects pour le calcul de probabilités pour essayer de268



3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRESretrouver les résultats obtenus avec le réseau neuronal gR−500.Nous notons donc gSCC−100
et gSCH−100

les sparse grids adaptatives à 100 pointsrespectivement de type Clenshaw-Curtis et Chebyshev.Remarque : probabilités faibles Dans les courbes précédentes, les probabilitéscalculées avec le réseau neuronal gR−500 sont meilleures que celles calculées avec lessparse grids gSCC−100
et gSCH−100

sur les seuils bas (probabilités importantes).Par contre, commme le montrent les courbes de la �gure VI.13 les sparse gridsdonnent de meilleurs résultats pour les seuils hauts (probabilités faibles).La disposition dans le domaine de dé�nition des données d'apprentissage est ene�et très di�érente dans les deux méthodes, ce qui peut expliquer des performancesdi�érentes des approximations :
� Pour le réseau neuronal, les données sont issues d'un tirage de type hypercubelatin qui concentre l'information autour du point nominal (point d'intersectiondes moyennes des lois gaussiennes). Dans ce cas test, le point nominal est aucentre du domaine.
� Pour les sparse grids, les donnnées sont concentrées sur quelques axes passantpar le centre mais aussi vers les bords du domaine.
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(b) Sparse grid gSCC−100
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(c) Sparse grid gSCH−100Fig. VI.13 � Comparaison des probabilités faibles pour le réseau neuronal et lessparse grids
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3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRES----------------------------------------------------------------Résultats du calcul des points de CONCEPTION:----------------------------------------------------------------Seuil de victimes: 50................................................................Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9Lois: N N N N N N N N NMoyenne (LN): 5 1 6 270 1 155 500 700 30----------------------------------------------------------------Résidus fonction coût:2e+000 1e+000 1e+000 2e+000 1e+000----------------------------------------------------------------COORDONNEES des points de CONCEPTION P*:................................................................P*1 P*2 P*3 P*4 P*5p_1 5.28 5.27 5.27 5.28 5.27p_2 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55p_3 6.52 6.31 6.30 6.52 6.31p_4 274.10 264.80 264.80 274.10 264.80p_5 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55p_6 126.81 132.49 132.48 126.81 132.49p_7 500.00 500.02 502.19 502.76 500.01p_8 699.75 699.95 698.09 700.00 699.98p_9 29.91 29.93 29.94 29.91 29.96................................................................g(P*)= 50 50 50 50 50G(P*)= 134 152 160 132 151----------------------------------------------------------------Succès optim.: 15%Tab. VI.10 � Sparse grid gSCC−100
: points de conception pour s=50, lois gaussiennesPoints de conceptionSeuil s = 50 Nous reprenons le seuil s = 50 utilisé avec le réseau de neurones, etnous appliquons le même algorithme de recherche de points de conception pour deslois gaussiennes sur tous les paramètres aux sparse grids gSCC−100

et gSCH−100
.Dans le cas de la sparse grid gSCC−100

, présenté dans le tableau VI.10, l'algorithmetrouve des points tous di�érents dont les coordonnées sont voisines, mais le taux desuccès des optimisations est faible (15%).Dans le cas de la sparse grid gSCH−100
, présenté dans le tableau VI.11, deux pointsdi�érents mais voisins ont été trouvés, avec un taux de succès des optimisationsplus satisfaisant (71%). Nous pouvons retenir comme point de conception celui quicorrespond au résidu le plus petit (c'est aussi celui qui est trouvé le plus souvent parl'algorithme).Etant donné la di�érence entre les taux de succès et le nombre de points de concep-tion trouvés pour gSCC−100

et gSCH−100
, nous constatons de nouveau que les fonctionsde base de type Chebyshev sont mieux adaptées dans le cadre de notre étude.Conclusion Dans tous les cas les résidus sont inférieurs à ceux associés aux pointsde conception trouvés avec le réseau neuronal gR−500 (voir section 3.2.4 page 261),271
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----------------------------------------------------------------Résultats du calcul des points de CONCEPTION:----------------------------------------------------------------Seuil de victimes: 50................................................................Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9Lois: N N N N N N N N NMoyenne (LN): 5 1 6 270 1 155 500 700 30----------------------------------------------------------------Résidus fonction coût:1e+000 3e+000 1e+000 1e+000 1e+000----------------------------------------------------------------COORDONNEES des points de CONCEPTION P*:................................................................P*1 P*2 P*3 P*4 P*5p_1 5.57 5.97 5.57 5.57 5.57p_2 0.54 0.53 0.54 0.54 0.54p_3 5.53 5.71 5.53 5.53 5.53p_4 262.75 280.18 262.75 262.75 262.75p_5 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55p_6 133.65 120.40 133.66 133.65 133.66p_7 502.42 504.97 502.62 502.50 502.84p_8 697.94 696.72 697.97 698.05 698.49p_9 29.73 29.51 29.73 29.73 29.73................................................................g(P*)= 50 50 50 50 50G(P*)= 140 129 140 140 140----------------------------------------------------------------Succès optim.: 71%Tab. VI.11 � Sparse grid gSCH−100
: points de conception pour s=50, lois gaussiennes
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3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRESParamètres p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9Niveaux gSCH−100
2 1 2 3 1 2 1 1 1

gSCH−500
3 2 4 3 1 2 1 1 1Tab. VI.12 � Sparse grids : niveaux dans chaque direction obtenus par le modeadaptatifce qui indique que les points de conception trouvés avec la sparse grid gSCH−100

sontplus probabless.Mais d'autre part, l'image par G des points de conception les plus probables (toussauf P ∗
2 ), égale à 140, est beaucoup plus éloignée du seuil de 50 que pour le réseauneuronal : les résultats sont moins satisfaisants, et ne sont pas améliorés si on utilisedes sparse grids à 500 points, ils sont même dégradés.Paramètres importantsNiveaux du mode adaptatif Les niveaux obtenus sont présentés dans le tableauVI.12 : avec la sparse grid gSCH−100

, nous avons aussi a�ché les niveaux obtenus avecla sparse grid de type Chebyshev à 500 points notée gSCH−500
.Le classement que l'on obtient est présenté dans le tableau VI.13 pour gSCH−100

etdans le tableau VI.14 pour gSCH−500
.Les résultats sont similaires à ceux du tableau VI.7 pour la méthode des gradientsavec le réseau neuronal : la sparse grid gSCH−100

permet d'obtenir presque le mêmeclassement en trois catégories, mais sans pouvoir classer plus �nement les paramètrescomme évoqué dans la section 2.7.4 (voir page 257).Nous pouvons souligner les di�érences suivantes :
� la vitesse du vent p3, paramètre princicipal d'après les gradients du réseauneuronal, est classée comme secondaire par la sparse grid à 100 points, maison retrouve le classement en principal si on passe à 500 points,
� la hauteur de canopée p1, paramètre secondaire d'après les gradients du réseauneuronal, est classée comme principale par la sparse grid à 500 points,
� la couverture nuageuse p2, paramètre négligeable d'après les gradients du réseauneuronal, est classée comme secondaire par la sparse grid à 500 points.Nous constatons que si on augmente le nombre de points de la sparse grid (ici de100 à 500), les niveaux augmentent forcément dans certaines directions, importantesou secondaires, ce qui peut modi�er le classement des paramètres.Distribution des gradients Nous pouvons aussi appliquer la méthode des gra-dients pour un coût de calcul négligeable avec les sparse grids calculées : cela permetd'obtenir une information plus riche que les seuls niveaux de grille, et de valider leclassement des paramètres en croisant les résultats.273



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESParamètresprincipaux secondaires négligeables
p4 direction du vent p3 vitesse du vent p9 échelle de turbulence

p6 masse de produit p5 hauteur de rejet
p1 hauteur de canopée p2 couverture nuageuse

p7 vitesse de rejet
p8 température de rejetTab. VI.13 � Sparse grid gSCH−100

: classement des paramètresParamètresprincipaux secondaires négligeables
p3 vitesse du vent p6 masse de produit p9 échelle de turbulence
p4 direction du vent p2 couverture nuageuse p5 hauteur de rejet
p1 hauteur de canopée p7 vitesse de rejet

p8 température de rejetTab. VI.14 � Sparse grid gSCH−500
: classement des paramètres
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3. CAS TEST À 9 PARAMÈTRES
gSCH−100

dans le tableau VI.13, mais avec l'avantage de pouvoir ici classer tous lesparamètres entre eux.3.4 ConclusionDans le cadre de ce cas test en dimension n = 9, nous avons utilisé une approxima-tion globale du modèle initial :
� L'approximation par réseau de neurones donne des résultats corrects pourles trois problèmes (Pi) à résoudre, pour un coût global de 500 évaluations dela fonction de modélisation par rapport à la dimension (pour une grille pleinede même taille, cela correspond à deux points dans chaque direction).Cette technique présente l'avantage de pouvoir placer les données de construc-tion avec un plan d'expériences dans les zones d'intérêt, mais la phase d'appren-tissage peut s'avérer délicate, et nous obtenons des approximations légèrementdi�érentes à chaque fois.
� L'utilisation des sparse grids en mode adaptatif donne aussi des résultatssatisfaisants pour un coût de calcul réduit.Avec 100 évaluations au total seulement, les résultats obtenus avec la sparsegrid gSCH−100

sont similaires à ceux obtenus avec le réseau neuronal gR−500 ence qui concerne les probabilités et les directions importantes.En ce qui concerne les points de conception, l'algorithme d'optimisation semblecependant rencontrer des minima locaux qui l'empêchent de converger vers lepoint de conception correct : il faudrait appliquer des techniques de régulari-sation aux sparse grids utilisées a�n de passer d'une interpolation des donnéesà approximation plus "lisse" et améliorer les résultats.Dans l'objectif de traiter des problèmes en grande dimension, nous choisissonsd'appliquer la technique des sparse grids : grâce à leur mode adaptatif, ellespermettent d'acquérir l'information nécessaire à la résolution de nos problèmes àcoût très réduit, en concentrant les évaluations dans les directions di�cilesà approcher.Ainsi pour le cas test suivant en dimension n = 30, nous laissons de côté l'approxi-mation par réseau de neurones pour nous concentrer sur les perspectives encoura-geantes des sparse grids en ce qui concerne le coût de calcul.Comme cette technique est émergente, elle nécessite peut être des améliorationspour donner des résultats corrects dans le cadre de notre étude (comme dans le casdes points de conception).
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESParamètre Nom Intervalle Loi dede dé�nition probabilité
p1 Zrel [0.5 ;10] Uniforme
p2 Cmass [10 ;100] Uniforme
p3 Size [5 ;10] Uniforme
p4 Tdur [5.10−4 ;0.001] Uniforme
p5 Wmom [5 ;50] Uniforme
p6 Buoy [20 ;500] Uniforme
p7 Uu-ensm [0 ;50] Uniforme
p8 Zimin [30 ;70] N(50,5)
p9 Zimax [500 ;1500] N(1000,150)
p10 Hconst [0 ;10] N(5,1)
p11 Hdiur [30 ;70] N(50,5)
p12 Hcnp [0 ;15] N(7,2)
p13 Albedo [0 ;1] N(0.16,0.05)
p14 Bowen [0 ;1] N(0.6,0.1)
p15 Cloud-cover [0 ;1] Uniforme
p16 Alpha-max [0.5 ;2] N(1,0.15)
p17 Alpha-min [10−4 ;0.01] N(0.001,3.10−4)
p18 Ac-eps [0.001 ;0.1] N(0.01,0.003)
p19 P-eps [10−6 ;10−4] N(10−5,3.10−6)
p20 Tbin-met [600 ;36000] Uniforme
p21 Cmin [0 ;10] N(2,0.6)
p22 Delmin [0 ;5] Uniforme
p23 Wwtrop [0.001 ;0.1] N(0.01,0.003)
p24 Epstrop [10−5 ;0.001] N(4.10−4,10−4)
p25 Sltrop [5 ;20] N(10,1.5)
p26 Uu-calm [0.2 ;0.3] N(0.25,0.01)
p27 Sl-calm [500 ;1500] N(1000,150)
p28 Grdmin [0 ;2] N(0.25,0.07)
p29 Z-dosage [0.8 ;2] N(1.5,0.15)
p30 Density [1 ;7] N(3,0.6)Tab. VI.15 � Cas test à 30 paramètres : scénario4 Cas test à 30 paramètres : sparse grids4.1 HypothèsesNous présentons dans le tableau VI.15 le scénario associé au deuxième cas test où30 paramètres sont considérés incertains, dé�ni par

� le nom des paramètres dans le logiciel SCIPUFF,
� leur intervalle de dé�nition,
� la loi de probabilité associée à leur incertitude.La dimension du problème a augmenté : avec le bon comportement des sparse grids,et surtout leur avantage au niveau du coût de calcul dans le cas test précédent, nous276



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDSavons retenu uniquement cette méthode pour la suite.4.2 Approche globaleNous utilisons les sparse grids en mode adaptatif en dé�nissant le nombre de pointsde grille désiré pour construire une approximation globale g de la fonction de modé-lisation G pour l'utiliser à sa place pour l'étude de �abilité.Les résultats suivants ont été obtenus avec un nombre maximum de 3000 points degrille comme paramètre d'entrée de l'algorithme, nous appellons g3000 l'approxima-tion obtenue.4.2.1 Résultats numériquesProbabilités La �gure VI.15 nous montre :
� l'approximation globale ne donne pas une courbe de probabilités satisfaisante,
� les fonctions de base de type Chebyshev montrent de meilleurs résultats.Le fait d'augmenter le nombre de points de grille n'améliore pas la courbe de proba-bilités, et à partir d'un certain nombre de points, les résultats sont même dégradés :nous retrouvons ici les phénomènes d'instabilités rencontrés dans le cadre de l'interpo-lation, le processus d'approximation ne converge pas avec la fonction de modélisationde notre étude.Dans la suite nous utiliserons des fonctions de base de type Chebyshev.
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(b) Type ChebyshevFig. VI.15 � Sparse grid g3000 : courbes des probabilités de dépasser un seuilPoints de conception En ce qui concerne les points de conception, la résolutiondu problème d'optimisation en dimension 30 avec des lois gaussiennes pour tous lesparamètres s'avère impraticable : aucun point de conception n'est trouvé.277



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESParamètres importants Les niveaux maximums dans chaque direction du modeadaptatif donnent les mêmes paramètres importants que la méthode des gradientsdont les résultats sont présentés dans la �gure VI.16.Seulement trois paramètres importants sur 30 sont détectés : les paramètres n�13,n�14 et n�21. Les gradients sont nuls dans les autres directions, ce qui montre quel'algorithme a détecté quelques directions suivant lesquelles la fonction G est di�cileà interpoler, et a épuisé le nombre de points de grille dans ces directions pour essayerde diminuer la précision, en laissant les autres directions avec une approximationconstante.Les très grandes valeurs de gradient obtenues suivant les trois paramètres impor-tants montrent également que l'approximation obtenue présente de fortes oscillations.
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Fig. VI.16 � Sparse grid g3000 : distribution des gradients pour classement des pa-ramètresIrrégularité de la fonction de modélisation En observant les coupes en unedimension de la fonction de modélisation G, on remarque de fortes irrégularités (voir�gure VI.17).La chaîne de logiciels semble comporter un défaut qui provoque des réponses in-278



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDSstables : la fonction qui en résulte est di�cile à approcher, d'autant plus si on utiliseune méthode d'interpolation comme les sparse grids, ce qui explique les résultatsprécédents.
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G(b) Paramètre n�23 : WwtropFig. VI.17 � Coupes en une dimension de la fonction G4.2.2 ConclusionCe nouveau cas test nous montre les limites de l'approche globale quand le nombrede dimensions du problème augmente.De plus, la fonction de modélisation à approcher se montre particulièrement irré-gulière, ce qui rend le problème très di�cile.Nous allons présenter des changements destinés à améliorer les résultats de l'ap-proche globale.
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES4.3 Améliorations4.3.1 Probabilités : méthode avec déplacement autour du point nominalIdée clé : déplacement de la grille La �gure VI.18(a) présente une illlustrationde la zone contribuant de manière prépondérante au calcul de la probabilité ps dansl'espace gaussien standard (voir aussi section 3.4.1 page 165) : l'intersection du do-maine de défaillance Ds et du support à 99% de probabilité de réalisation (hachuré),dé�ni par les points de distance inférieure à 3 σ, avec σ = 1 l'écart-type de la loigaussienne centrée réduite.Si l'on note [c1, d1] et [c2, d2] les intervalles de variation des paramètres u1 et u2dans cet espace, la �gure indique comment les points de grille seront placés : cettesparse grid présente des points essentiellement sur les deux axes perpendiculaires quise croisent au centre du pavé [c1, d1] × [c2, d2].L'information dans la zone contribuant au calcul de probabilité est alors pauvrerelativement à la zone proche des deux axes, notamment à leur intersection.L'idée est donc, dans le but de calculer les probabilités, de déplacer la grille pouravoir pour centre le point nominal, et de réduire les intervalles de dé�nitionde la grille à [−3 σ, 3 σ] dans chaque direction : on ne dispose plus d'informationau-delà de cette zone, ce qui rend le calcul des probabilités très faibles moins bon,mais les autres probabilités devraient être améliorées.Dans le cas où l'intervalle [−3 σ, 3 σ] déborde l'intervalle de dé�nition [ci, di], noussommes obligés de tronquer, et le centre de la grille n'est plus le point nominal.Nous proposons d'e�ectuer alors un déplacement des points de grille qui ne sontpas au bord par homothétie de telle manière que les deux axes se croisent cette foisau point nominal : voir la �gure VI.19 avec la grille tronquée en c2.Ainsi, même en grande dimension et avec peu de points de grille dans certainesdirections, nous sommes assurés que le centre de la grille est le point nominal, a�nd'avoir de l'information pour que la sparse grid soit précise autour de ce point im-portant pour le calcul.Méthode
� Prendre [−3 σ, 3 σ]n comme domaine de dé�nition de la sparse grid autour dupoint nominal dans l'espace gaussien standard,
� Déplacer éventuellement à l'aide d'un changement de variables les points in-térieurs de la grille, de façon à obtenir l'intersection des axes centraux sur lepoint nominal,
� Construire l'approximation globale sparse grid g de G,
� Calculer la courbe des probabilités de dépasser un seuil avec la méthode deMonte-Carlo appliquée à g. 280



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS

(a) Points de grille normaux (b) Points de grille déplacésFig. VI.18 � Déplacement des points de grille autour du point nominal

(a) Points de grille normaux (b) Points de grille déplacés
(c) Points de grille déplacés avec homothé-tie des points intérieursFig. VI.19 � Déplacement des points de grille dans le cas tronquéRésultats Nous construisons avec la méthode précédente une sparse grid en modeadaptatif à 3000 points maximum, et la courbe de probabilités obtenue de la �gureVI.20 montre une nette amélioration par rapport à celle de la �gure VI.15 (voir page277) :Cependant, le résultat n'est dans le cadre de ce cas test pas encore totalementsatisfaisant, et nous présentons dans la suite une approche complémentaire.281



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
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Fig. VI.20 � Sparse grid à 3000 points avec déplacement des points de grille vers lepoint nominal : courbe des probabilités de dépasser un seuil4.3.2 Probabilités : seuillage des donnéesPour avoir des résultats de probabilités plus précis, nous proposons de construireune approximation adaptée au calcul pour un seuil s donné. Cela implique que nousne pourrons plus calculer la probabilité de dépasser n'importe quel seuil comme avecla méthode globale précédente, ce qui revient à estimer la densité de probabilité dela réponse G(X), mais seulement pour le seuil choisi, comme dans les méthodes detype FORM/SORM.Idée clé : seuillage L'idée est d'appliquer une fonction sigmoïde Sigs à lasortie G, de manière à séparer les valeurs de sortie entre celles qui sontinférieures au seuil s et celles qui sont supérieures (voir aussi la section 2.1.3page 206 du chapitre précédent).Nous notons Sigs la sigmoïde dé�nie par
Sigs,α(x) =

1

1 + e
x−s
−α

(VI.11)avec 282



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS
� s ∈ R

+ le seuil choisi,
� et α ∈ R

+ le coe�cient qui détermine la pente de la sigmoïde.
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s= 60Fig. VI.21 � Sigmoïdes associée au seuil s=60 : di�érentes pentes αNous obtenons une nouvelle fonction Sigs ◦ G à interpoler, dont les valeurs sontcomprises entre 0 et 1 :
� Sigs ◦G(X) > 0.5 pour les points X ∈ Ds, c'est-à-dire tels que G(X) > s,
� Sigs ◦G(X) < 0.5 sinon.Grâce aux propriétés de la fonction sigmoïde, Sigs ◦G présente l'avantage de "lis-ser" les comportements de la fonction dans les zones éloignées de la ligne de niveauassociée au seuil s : ainsi, l'interpolation de la nouvelle fonction sera plus facile. Uneillustration de ce principe est proposée dans la �gure VI.22.Méthode Pour un seuil s donné,
� créer une sparse grid notée gs en mode adaptatif avec déplacement vers le pointnominal qui interpole Sigs ◦G,
� calculer la probabilité de dépasser 0.5 avec une tirage de Monte-Carlo appliquéà gs : c'est une estimation de la probabilité de dépasser le seuil s avec G.283



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES

Fig. VI.22 � Seuillage des données : illustration du lissage des données4.3.3 Point de conception : déplacements successifsLa recherche du point de conception dans ce cas test n'aboutit pas avec la méthodeglobale utilisée jusqu'ici : le processus d'optimisation ne converge pas.Ce mauvais résultat s'explique en partie par la non régularité très importante de lafonction de modélisation, mais aussi parce que la dimension du problème a augmenté.L'idée pour améliorer la recherche du point de conception P ∗ en grande dimensionest
� restreindre le problème d'optimisation aux paramètres importants,a�n de réduire la dimension du problème.
� rendre l'approximation plus précise dans la zone qui correspond à lalocalisation de P ∗.Avec les données du problème, nous n'avons pas d'indication sur la localisation de

P ∗ : nous pouvons construire une première approximation g1 en déplaçant les pointsde grille autour du point nominal, ce point ayant plus de raisons de se trouver prochedu point de conception que le centre du domaine de dé�nition.Nous pouvons alors utiliser g1 pour calculer la courbe des probabilités, et calculerune première approximation P1 du point de conception. En ce qui concerne les pa-ramètres importants, nous modi�ons l'algorithme : l'approximation n'est valable àprésent qu'autour du point nominal, or dans le cas test précédent, l'échantillon depoints où est évalué le gradient était issu d'un tirage carré latin ne tenant pas comptedes lois de probabilités. A présent, nous utiliserons un tirage hypercube latin suivantles lois de probabilités : les points restent bien répartis mais dans un domaine centrésur le point nominal.Nous détectons donc les paramètres in�uents au voisinage du point nominal : lanotion de paramètre important est ici liée au choix du scénario (elle dépend des loisde probabilités choisies).Ainsi, nous pouvons calculer une nouvelle approximation en prenant comme centrede la grille P1, avec une amplitude de 3σ de part et d'autre du centre comme pourle déplacement autour du point nominal.Nous pouvons également à présent nous restreindre aux paramètres importants.284



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS
'

&

$

%

Algorithme 2 : approximations successives pour une étude de �abilité
. DonnéesSoit une fonction de modélisation G : Ω ⊂ R

n −→ R et un scénario associé dé�nissantles lois de probabilité sur le domaine de dé�nition de G.
. Première approximation

� Construire une sparse grid g1 approximation de G avec déplacement de lagrille autour du point nominal M ,
� Utiliser g1 pour

� calculer la courbe des probabilités de dépasser un seuil,
� calculer une première approximation P1 du point de conception,
� déterminer les paramètres importants et négligeables (notion liée auscénario).

. Approximations successives
� gk−1 := g1, Pk−1 := P1, Ek := |G(P1) − g1(P1)|, Nk := ‖M − Pk−1‖
� Tant que Ek ou Nk sont grands ou la limite du coût de calcul n'est pas atteinte

� construire une sparse grid gk approximation de G avec déplacementde la grille autour de Pk−1 en conservant uniquement les paramètresimportants,
� utiliser gk pour calculer une approximation Pk du point de conception,
� Ek := |G(Pk) − gk(Pk)|, Nk := ‖Pk − Pk−1‖Tab. VI.16 � Algorithme des approximations successivesLe processus peut être poursuivi jusqu'à atteindre

� une convergence par stabilité du point trouvé,
� ou une convergence vers la ligne de niveau associée au seuil s, c'est-à-dire
g(Pk) = G(Pk) = s

� ou la limite de coût de calcul autorisée.4.4 Méthode des approximations successivesD'après les améliorations précédentes, nous pouvons proposer la méthode généralesuivante, dite des approximations successives, pour l'étude de �abilité en grandedimension et présentée dans le tableau VI.16.
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES4.5 Résultats numériques : fonction test4.5.1 Fonction test analytique GtDans ce cas test à 30 paramètres, la fonction de modélisation semble trop irrégulière :nous l'avons vu pour les probabilités, mais la recherche de points de conceptionégalement se heurte à de nombreux minima locaux, et les résultats numériques sontdi�ciles à interpréter.Dans la suite, il nous paraît donc préférable de valider les algorithmes avec unefonction test analytique, que nous appellerons aussi Gt, utilisée comme G sous laforme d'une boîte noire.La forme analytique de Gt est la suivante :
Gt : [−10, 10]30 −→ R

+

X 7→ Gt(X) =



(
∑

i∈I
− (xi − 6)2

)
+ 30

√∑

j∈J
|xj − 6| + b




+(VI.12)avec
� b = 3, 3 . 102 et x 7→ x+ := max(x, 0) la partie positive,
� I = {1; 2; 3; 25; 26; 27; 28; 29; 30} les 9 indices de paramètres qui présentent desvariations importantes, car ils apparaissent sous la forme d'un carré,
� J = {4; 5; 6; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24} les 13 indices des paramètresqui présentent des variations secondaires, car ils apparaissent dans une racinecarrée,
� les 8 paramètres restants sont négligeables puisqu'ils n'apparaissent pas dansl'expression.Scénario En ce qui concerne l'incertitude des paramètres, les lois de probabilitéssont toutes gaussiennes, 3 lois di�érentes sont dé�nies, et sont données dans le tableauVI.17.Ce scénario présente des caractéristiques communes avec celui du cas test associé à

G :
� Gt est à valeurs dans R

+,
� pour ε ' 0, ε > 0, la probabilité p(Gt(X) > ε) est voisine de 0.5, commeconstaté dans les résultats précédents avec G, ce qui donne une courbe desprobabilités discontinue en 0.Les tests suivants le montrent, le cas où la fonction de modélisation est valeurs po-sitives avec une courbe des probabilités de dépasser un seuil s associée discontinue en

s = 0, rend le problème d'approximation di�cile (sinon l'approximation sparse gridconverge quand on augmente le nombre de points). Il nous apparaît donc judicieuxde tester la méthode avec ce type de fonction, ce qui explique la formule choisie pourdé�nir Gt. 286



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS
Paramètre Intervalle Loi dede dé�nition probabilité

p1 [-10 ;10] N(3,3)
p2 [-10 ;10] N(3,3)
p3 [-10 ;10] N(3,3)
p4 [-10 ;10] N(3,3)
p5 [-10 ;10] N(3,3)
p6 [-10 ;10] N(3,3)
p7 [-10 ;10] N(3,3)
p8 [-10 ;10] N(3,3)
p9 [-10 ;10] N(3,3)
p10 [-10 ;10] N(3,3)
p11 [-10 ;10] N(6,1)
p12 [-10 ;10] N(6,1)
p13 [-10 ;10] N(6,1)
p14 [-10 ;10] N(6,1)
p15 [-10 ;10] N(6,1)
p16 [-10 ;10] N(6,1)
p17 [-10 ;10] N(6,1)
p18 [-10 ;10] N(6,1)
p19 [-10 ;10] N(6,1)
p20 [-10 ;10] N(6,1)
p21 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p22 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p23 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p24 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p25 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p26 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p27 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p28 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p29 [-10 ;10] N(-3,0.5)
p30 [-10 ;10] N(-3,0.5)Tab. VI.17 � Scénario associé à la fonction test Gt
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES4.5.2 Méthode globaleNous appliquons la méthode globale utilisée dans le cas test à 9 paramètres (voirsection 2.5 page 253) à l'étude du scénario associé à la fonction test Gt.Cas de convergence : G̃t Si nous modi�ons le paramètre b de la fonction test, enprenant b = 5 . 102, nous obtenons une autre fonction test notée G̃t, proche de Gt.Mais pour ε ' 0, ε > 0, la probabilité p(Gt(X) > ε) est voisine de 1 : la courbe desprobabilités est cette fois continue en 0.Nous conservons le scénario du tableau VI.17.Si nous construisons des sparse grids en mode adaptatif en augmentant le nombremaximum de points de grille : le processus d'approximation converge, ce qui impliqueque la courbe de probabilités converge aussi (nous n'e�ectuons pas le reste de l'étudede �abilité).Les résultats sont présentés dans la �gure VI.23 :
� L'erreur de véri�cation en fonction du nombre de points maximum souhaités(�gure VI.23(a)), est calculée sur un tirage commun de type carré latin de 103points.C'est une courbe décroissante, et l'erreur est stabilisée à partir de 3000 points.En e�et, si le nombre de points maximum demandé est supérieur à 5000, lenombre de points de grille reste égal à 4300 car le mode adaptatif a convergé(les courbes de probabilités ne sont plus améliorées).
� Sur les �gures VI.23(b), VI.23(c) et VI.23(d), les sparse grids à 111, 1029 et3009 points montrent une courbe de probabilités qui converge vers la courbede référence.Dans le cas de la fonction test G̃t pour le calcul des probabilités dans le cadre dela méthode globale :
� avec 1000 points de grille, nous obtenons des résultats corrects,
� avec 3000 points de grille, nous obtenons des résultats précis.Le nombre d'évaluations se rapproche du nombre de tirages (10000) de la courbede référence. Mais contrairement à la méthode de Monte-Carlo appliquée à G̃t,avec l'approximation obtenue et avec un coût supplémentaire négligeable, nouspouvons obtenir une étude des paramètres importants et une estimation dupoint de conception.Cas de non convergence : Gt Nous construisons ici des sparse grids approxi-mations de Gt en mode adaptatif en augmentant le nombre maximum de pointsde grille : en comparant avec le cas précédent, nous constatons que le processus neconverge plus.En e�et, en examinant les résultats présentés dans la �gure VI.24 :288



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS
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(b) Sparse grid à 100 points : courbe desprobabilités
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(c) Sparse grid à 1000 points : courbe desprobabilités 0 50 100 150 200 250
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(d) Sparse grid à 3000 points : courbe desprobabilitésFig. VI.23 � Sparse grids globales sans déplacement (G̃t) : courbes des probabilitésde dépasser un seuil et erreurs de véri�cation
� La courbe de l'erreur de véri�cation (�gure VI.24(d)), calculée comme précé-demment, présente une allure di�érente : l'erreur augmente puis ne décroît qu'àpartir de 10000 points, et reste supérieure à l'erreur de départ pour une grillede 50 points.L'erreur ne se stabilise pas, et l'approximation ne converge pas.
� Sur les �gures VI.24(a), VI.24(b) et VI.24(c), les sparse grids à 111, 503 et23825 points montrent une courbe de probabilités qui s'éloigne de la courbe deréférence.De plus, la dernière sparse grid calculée n'a pas utilisé le nombre maximumde points (30000), donc l'erreur estimée par l'algorithme est devenue petite :même en augmentant le nombre de points de grille désiré, l'algorithme adaptatifs'arrêtera au même niveau, et le résultat des probabilités ne sera plus amélioré.La courbe de probabilités obtenue avec 100 points reste meilleure que celle dela dernière sparse grid à 30000 points.289
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(a) Erreurs de véri�cation en fonction dunombre de points de grille 0 20 40 60 80 100 120
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(b) Sparse grid à 100 points : courbe desprobabilités
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(c) Sparse grid à 500 points : courbe desprobabilités 0 20 40 60 80 100 120
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(d) Sparse grid à 30000 points : courbe desprobabilitésFig. VI.24 � Sparse grids globales sans déplacement (Gt) : courbes des probabilitésde dépasser un seuil et erreurs de véri�cationLes caractéristiques du scénario et de la fonction test Gt, dont la courbe de proba-bilités présente un saut en 0, rendent le problème d'approximation par sparse gridbeaucoup plus di�cile. L'étude de �abilité en dimension 30 justi�e les améliorationsproposées à la méthode globale, que nous testons dans la section suivante.Sparse grid g0 : approximation globale Nous choisissons la sparse grid à 503points précédente qui présente les meilleurs résultats de probabilités possibles aumoindre coût : nous appelons g0 cette approximation par méthode globale, et nousprésentons ici les autres résultats de l'étude de �abilité de Gt :
� Aucun point de conception n'est trouvé avec g0 (de même que pour le cas testassocié à G) : la convergence échoue pour tous les points initiaux choisis auhasard, ce qui semble correspondre à une approximation avec de nombreuxminima locaux.
� Le résultat des paramètres in�uents par la méthode des gradients est présentédans la �gure VI.25 : tous les paramètres importants (9) et tous les paramètres290



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDSsecondaires (13) sont détectés correctement, et apparaissent avec exactementle même niveau d'importance, ce qui correspond bien à l'expression analytique.Le classement par ordre d'importance est présenté dans le tableau VI.18.
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Fig. VI.25 � Sparse grid g0 : distribution des gradients pour classement des para-mètres (indépendant du scénario)Analyse L'approximation g0 a bien identi�é l'importance des paramètres, maisobtient de mauvais résultats concernant les probabilités et le point de conception :la méthode globale montre donc ici ses limites pour une fonction de modélisation àsupport petit (Gt), de même que pour une fonction trop bruitée (fonction de modé-lisation G du cas test à 30 paramètres).La disposition des points de grille ne semble pas appropriée pour permettrede détecter correctement certaines zones de variations de Gt, ce que va corrigerla méthode des approximations successives.
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Paramètresprincipaux secondaires négligeables
p1 p4 p7

p2 p5 p8

p3 p6 p9

p25 p15 p10

p26 p16 p11

p27 p17 p12

p28 p18 p13

p29 p19 p14

p30 p20

p21

p22

p23

p24Tab. VI.18 � Sparse grid g0 : classement des paramètres (indépendant du scénario)
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4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS4.5.3 Méthode des approximations successives : application à GtNous appliquons ici la méthode des approximations successives décrite en section4.4 (voir page page 285) à Gt avec le scénario associé.Nous efectuons d'abord les mêmes tests de convergence sur le calcul de probabilitésque prédédemment avec des sparse grids en mode adaptatif avec déplacement versle point nominal, en augmentant le nombre maximum de points de grille.Dans le scénario associé à la fonction test Gt, les dix premiers paramètres suiventune loi gaussienne N(m = 3, σ = 3) sur un intervalle de dé�nition [−10, 10] : quandnous centrons la grille sur le point nominal avec un écart de 3 σ, l'intervalle devient
[−6, 12] et nous sommes obligés de tronquer la grille sur l'intervalle [−6, 10].Nous pouvons ainsi d'abord examiner l'amélioration éventuelle apportée par le chan-gement de variable par homothétie portant sur les points de grille intérieurs de ma-nière à avoir l'intersection des axes centraux sur le point nominal (voir section 4.3.1page 280).Probabilités : déplacement sans transformation des points intérieurs Sinous e�ectuons d'abord le déplacement vers le point nominal mais sans tranformerles points de grille intérieurs par homothétie, nous obtenons les résultats de la �gureVI.26 :

� L'erreur de véri�cation (�gure VI.26(a)) reste stable : si on fait un zoom elledécroît très légèrement jusqu'au nombre 10000 de points de grille maximum,puis pour 30000 points elle devient très grande.L'approximation utilise ici tous les points de grille souhaités.
� Les sparse grids à 111, 10031 et 30003 points (�gures VI.26(b) à VI.26(d)),et celles avec le nombre de points intermédiaires non présentées ici, montrentune courbe de probabilités qui reste la même jusqu'à la dernière sparse grid à30000 points.Pour la sparse grid à 30003 points, l'écart avec la courbe de référence se réduitnettement pour les seuils supérieurs à s = 30 mais augmente pour les seuilsinférieurs à s = 30. L'erreur de véri�cation grande doit correspondre ainsi aunombreux points X du domaine pour lesquels Gt(X) est égal à zéro ou estpetit.Analyse Nous constatons l'amélioration apportée au calcul des probabilités parle simple décalage vers le point nominal, mais les résultats ne sont pas encore assezprécis. De plus le processus ne converge pas au vu du comportement de l'erreur devéri�cation.Probabilités : déplacement avec transformation des points intérieurs Cettefois, nous e�ectuons à la fois le déplacement vers le point nominal et la tranformationdes points de grille intérieurs par homothétie, nous obtenons les résultats de la �gureVI.27 : 293



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
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(a) Erreurs de véri�cation en fonction dunombre de points de grille 0 20 40 60 80 100 120 140
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(b) Sparse grid à 100 points : courbe desprobabilités
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(c) Sparse grid à 1000 points : courbe desprobabilités 0 20 40 60 80 100 120 140
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(d) Sparse grid à 3000 points : courbe desprobabilitésFig. VI.26 � Sparse grids avec déplacement vers le point nominal, sans trans-formation des points intérieurs : courbes des probabilités de dépasser un seuil eterreurs de véri�cation
� L'erreur de véri�cation (�gure VI.27(a)) décroît pour atteindre un minimumpour 300 et 500 points, puis augmente à nouveau.
� Les sparse grids à 111, 303 et 3033 points (�gures VI.27(b) à VI.27(d)) montrentl'évolution de la courbe de probabilités.Elle commence par croiser la courbe de référence, avec un écart important surles seuils bas, puis avec 300 points l'écart est nettement réduit pour les seuilssupérieurs à s = 30 et légèrement réduit pour les seuils bas.Puis à partir de 3000 points de grille, l'écart se réduit sur les seuils proches dezéro mais mais augmente pour les autres. Si on pousse jusqu'à 30057 points(non a�ché), la courbe reste sensiblement la même.Analyse Le changement de variable sur les points de grille intérieurs apporteune précision supplémentaire sensible dans le cas d'un scénario pour lequel l'écarttype de certaines variables importantes suivant une loi N(m,σ) implique que lesupport [m− 3 σ,m+ 3 σ] n'est pas inclus dans leur intervalle de dé�nition.294



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS
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(b) Sparse grid à 100 points : courbe desprobabilités
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(c) Sparse grid à 300 points : courbe desprobabilités 0 20 40 60 80 100 120 140
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Seuil de victimes

P
ro

ba
bi

lit
é

SPG
c
T

f
7

3
033

C
H

d
nom

m
4d4h11−57 | EQMV= 1.13e−001                

cT
f
7 : PROBABILITES de dépasser un seuil  | Moy. g = 14 Moy. G =20

 

 1e+004 MC G
1e+004 MC SPG.

(d) Sparse grid à 3000 points : courbe desprobabilitésFig. VI.27 � Sparse grids avec déplacement vers le point nominal (avec trans-formation des points intérieurs) : courbes des probabilités de dépasser un seuil eterreurs de véri�cationMême si on peut travailler avec des scénarios dans lesquels ce cas de �gure n'apparaîtpas (et le changement de variable par homothétie devient inutile), ces résultats fontapparaître la nécéssité de placer les points de grille dans les zones d'intérêtpour le calcul.Sparse grid g1 : première approximation Dans le cas de la fonction test Gtet le calcul des probabilités, l'approximation à 300 points avec déplacement ethomothétie des points de grille nous donne un résultat correct (voir �gure VI.27(c)) :nous appelons g1 cette sparse grid, qui correspond à la première approximationde la méthode des approximations successives.Il faut 3000 points de grille pour obtenir une amélioration signi�cative sur les ré-sultats de probabilité : or avec g1 nous allons obtenir les mêmes résultats que pour3000 points concernant les paramètres importants et le point de conception.
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESPoint de conception Nous appliquons la recherche des points de conception P ∗à g1 : nous présentons la méthode avec un seuil s = 60, car dans ce cas, la premièreapproximation de P ∗ doit être améliorée, cette condition est requise pour tester lesapproximations successives (pour d'autres valeurs de seuil, g1 donne directement unpoint très proche de P ∗).Les résultats sont donnés dans le tableau VI.19.Analyse Cette fois, le processus d'optimisation converge, nous obtenons un seulpoint appelé P1 : ses coordonnées sont di�érentes des moyennes des lois gaussiennespour les 9 paramètres principaux, mais également pour certains paramètres secon-daires.Le point obtenu n'est cependant pas au bord du domaine de défaillance associé à
Gt et au seuil s = 60 puisque Gt(P1) = 56.30.Améliorations successives Pour obtenir un résultat plus précis nous construisonsune autre sparse grid g2 centrée sur P1, puis nous relançons la recherche du pointde conception : nous avons obtenus de bons résultats avec 100 points de grille aumaximum.Les résultats sont présentés dans le tableau VI.20 :

� Nous obtenons un seul point appelé P2, qui est beaucoup plus proche du borddu domaine de défaillance puisque cette fois Gt(P2) = 58.71 ' 60.
� Le résidu a un peu diminué et vaut 1.98, ce qui signi�e que la deuxième ap-proximation P2 du point de conception est un peu plus proche du point nominalque P1.
� Les coordonnées de P2 di�èrent légèrement de celles de P1 uniquement pourles paramètres qui avaient déjà pris une valeur di�érente de la moyenne.Si nous relançons le processus avec une nouvelle sparse grid g3 à 100 points de grillecentrée sur P2, les coordonnées sont encore légèrement modi�ées et nous obtenonsun unique point P3 qui véri�e Gt(P3) = 60.09 avec un résidu égal à 2.11 (résultatsnon a�chés).Une dernière approximation g4 à 100 points de grille trouve un point de conception

P4 qui est au bord du domaine de défaillance avec Gt(P4) = 60.01, et les coordonnéesde P4 et P3 sont quasiment les mêmes (résultats non a�chés).Analyse Nous pouvons considérer que dans le cas considéré la méthode a convergéen P3, et nous trouvons déjà avec P2 une bonne approximation du point de concep-tion.De plus le coût supplémentaire exigé par les approximations successives apparaîttrès raisonnable, puisque dans le cas présenté, nous pouvons nous contenter d'unnombre réduit à 100 de points de grille supplémentaires avec g2.296



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS
----------------------------------------------------------------Résultats du calcul des points de CONCEPTION:----------------------------------------------------------------Seuil de victimes: 60----------------------------------------------------------------Résidus fonction coût:2.04 2.04 2.04 2.04 2.04----------------------------------------------------------------COORDONNEES des points de CONCEPTION P*:................................................................P*1 P*2 P*3 P*4 P*5p_1 3.94 3.94 3.94 3.94 3.94p_2 3.26 3.26 3.26 3.26 3.26p_3 3.26 3.26 3.26 3.26 3.26p_4 2.78 2.78 2.78 2.78 2.78p_5 2.78 2.78 2.78 2.78 2.78p_6 2.78 2.78 2.78 2.78 2.78p_7 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_8 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_9 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_10 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_11 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_12 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_13 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_14 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_15 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_16 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_17 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_18 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_19 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_20 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_21 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_22 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_23 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_24 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_25 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73p_26 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73p_27 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73p_28 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73p_29 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73p_30 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73................................................................g(P*)= 60 60 60 60 60G(P*)= 56.30 56.30 56.30 56.30 56.30----------------------------------------------------------------Succès optim.: 100Tab. VI.19 � Sparse grid g1 : points de conception pour s=60
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CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
----------------------------------------------------------------Résultats du calcul des points de CONCEPTION:----------------------------------------------------------------Seuil de victimes: 60----------------------------------------------------------------Résidus fonction coût:1.98 1.98 1.98 1.98 1.98----------------------------------------------------------------COORDONNEES des points de CONCEPTION P*:................................................................P*1 P*2 P*3 P*4 P*5p_1 3.95 3.95 3.95 3.95 3.95p_2 3.98 3.98 3.98 3.98 3.98p_3 3.98 3.98 3.98 3.98 3.98p_4 2.77 2.77 2.77 2.77 2.77p_5 2.77 2.77 2.77 2.77 2.77p_6 2.77 2.77 2.77 2.77 2.77p_7 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_8 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_9 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_10 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00p_11 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_12 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_13 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_14 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_15 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_16 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_17 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_18 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_19 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_20 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00p_21 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_22 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_23 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_24 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03p_25 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78p_26 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78p_27 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78p_28 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76p_29 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78p_30 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76................................................................g(P*)= 60 60 60 60 60G(P*)= 58.71 58.71 58.71 58.71 58.71----------------------------------------------------------------Succès optim.: 100Tab. VI.20 � Sparse grid g2 : points de conception pour s=60
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4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDSParamètresprincipaux secondaires négligeables
p1 p25 p4 p15 p21 p7

p2 p26 p5 p16 p22 p8

p3 p27 p6 p17 p23 p9

p28 p18 p24 p10

p29 p19 p11

p30 p20 p12

p13

p14Tab. VI.21 � Sparse grid g1 : classement des paramètres au voisinage du pointnominal, par ordre d'importance de gauche à droiteParamètres importants La méthode des gradients appliquée à g1 est illustréedans la �gure VI.28.Les paramètres principaux et secondaires apparaissent comme dans le cas sans dé-placement avec g0, mais avec des niveaux d'importance di�érents cette fois, puisquel'approximation g1 n'est pas valable sur tout le domaine (mais autour du point no-minal).Le classement par ordre d'importance est présenté dans le tableau VI.21, avec dessous-catégories par ordre d'importance de gauche à droite.Ainsi nous pouvons a�ner le résultat par rapport à celui obtenu avec g0, en disantici : au voisinage du point le plus probable,
� les paramètres les plus in�uents sont d'abord {p1, p2, p3}, puis {p25, p26, p27, p28, p29, p30},
� les paramètres secondaires sont d'abord {p4, p5, p6}, puis {p15, p16, p17, p18, p19, p20},et en�n {p21, p22, p23, p24},
� les paramètres négligeables sont {p7, p8, p9, p10, p11, p12, p13, p14}.Analyse L'information sur l'importance des paramètres est ici complémentaire, etpermet une interprétation di�érente du classement des paramètres (comparerles tableaux VI.18 page 292 et VI.21) si l'utilisateur s'intéresse à leur in�uence auvoisinage du point nominal plutôt que de manière indépendante du scénario.Les niveaux atteints par le mode adaptatif permettent de détecter les paramètresprincipaux, mais pas de les classer entre eux autour du point nominal, et ne per-mettent pas de détecter tous les paramètres secondaires : la méthode de distributiondes gradients est plus riche en informations.

299



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10x11x12x13x14x15x16x17x18x19x20x21x22x23x24x25x26x27x28x29x30
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

C
om

po
sa

nt
es

 d
es

 G
R

A
D

IE
N

T
S

PARAMETRES

SPG
c
T

f
7

3
03

C
H

d
nom

m
4d4h11−53

Distribution des composantes de la matrice des GRADIENTS NORMALISES

Fig. VI.28 � Sparse grid g1 : distribution des gradients pour classement des para-mètres autour du point nominal

300



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDSProbabilités : seuillage des donnéesA�chage La courbe de probabilités obtenue avec g1 n'est pas très proche de lacourbe de référence pour tous les seuils, nous testons ici la méthode du seuillage desdonnées, a�n d'améliorer ces résultats.Nous allons e�ectuer le calcul pour di�érentes valeurs de la pente α de la sigmoïdede seuillage (voir section 4.3.2 page 282) pour étudier l'in�uence de ce coe�cient.Nous calculons aussi une erreur de véri�cation pour chaque sparse grid sur un mêmetirage de type hypercube latin (tenant compte des lois de probabilité) de 1000 points.Sur les graphiques de probabilités suivants apparaissent donc
� la pente α de la sigmoïde en abcisses :pour des valeurs inférieures à 5 la sigmoïde est raide et pour des valeurs supé-rieures à 50 la sigmoïde est plutôt de type linéaire,
� les probabilités en ordonnées, avec :

� le résultat de référence : la méthode de Monte-Carlo avec un échantillonde 104 points représenté par un symbole "�" et l'intervalle de con�anceà 95% estimé en pointillés,
� le résultat de la méthode de Monte-Carlo avec 100 points, a�n de compa-rer avec la méthode du seuillage pour lequel nous utiliserons environ cenombre d'évaluations.Comme le nombre de points est ici faible, la méthode présente ici des va-riations de résultat importantes et l'estimation de l'intervalle de con�anceutilisée pour 104 points n'est plus �able.Nous calculons alors un intervalle de con�ance à 95% en appliquant 104fois la méthode et en étudiant la répartition des résultats : il est représentéavec des pointillés �ns.
� le résultat obtenu avec la sparse grid g1 (méthode globale), représenté parle symbole "◦",
� les résultats du seuillage représentés par des symboles "4".Résultats Nous avons choisi trois seuils correspondant à trois ordres de grandeursde probabilités di�érents :

� s = 6 correspondant à une probabilité de l'ordre de 0.5,
� s = 60 correspondant à une probabilité de l'ordre de 0.07,
� s = 90 correspondant à une probabilité de l'ordre de 0.007.Après chaque seuillage de données, nous calculons une sparse grid avec déplacementvers le point nominal (sinon les résultats ne sont pas satisfaisants), en donnant unnombre de points de grille maximum de 50 ou 100 : ici une approximation di�érenteest calculée pour chaque seuil choisi et ne peut être utilisée que pour l'estimation de301



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESla probabilité associée à ce seuil, la méthode ne doit donc utiliser qu'un nombre trèsréduit de points.Nous n'a�chons pas l'erreur de véri�cation, car les probabilités issues du seuillage nedépendent pas directement de la qualité de l'approximation, qui doit simplement bienséparer les valeurs autour de 0.5 pour les données seuillées. Les meilleurs résultatsne correspondent e�ectivement pas aux erreurs les plus petites.
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Fig. VI.29 � Sparse grids à 61 points avec seuillage : probabilités de dépasser le seuil
s = 6 en fonction de la pente de la sigmoïdeEn ce qui concerne le seuil s = 6, avec 61 points nous obtenons des probabilités,présentées dans la �gure VI.29, de la même précision que le résultat de référenceobtenu avec 104 points, pour des valeurs de α inférieures à un.La courbe des probabilités obtenue pour g1 avec 300 points et la méthode globaleprésentait un écart important avec la référence pour les seuils bas : dans ce cas s = 6,le gain en coût et en précision est signi�catif.Pour les seuils supérieurs à s = 30, les probabilités obtenues avec g1 sont trèsprécises : nous ne pouvons pas espérer les améliorer, mais nous pouvons essayer detrouver des résultats similaires avec un nombre de points inférieur.Pour le seuil s = 60, la probabilité calculée avec 61 points (�gure VI.30(a)) serapproche de celle de référence pour des valeurs de seuil beaucoup plus grandes, à302
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(b) Sparse grids à 111 points
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(c) Sparse grids à 223 pointsFig. VI.30 � Sparse grids avec seuillage : probabilités de dépasser le seuil s = 60 enfonction de la pente de la sigmoïdepartir de α = 50 : elle est cependant du même ordre que la borne inférieure del'intervalle de con�ance associé au tirage de Monte-Carlo à 100 points, et pas aussiprécise que la probabilité issue de g1.Avec un nombre légèrement supérieur de 111 points (�gure VI.30(b)), les probabili-tés calculées se rapprochent nettement de la référence, pour un coût inférieur à celuide g1 : le résultat est plus précis que celui de la méthode de Monte-Carlo avec 100points.Si nous augmentons encore le nombre de points, avec 223 points (�gure VI.30(c)),le résultat du seuillage est du même ordre de précision que pour g1 pour un coût unpeu inférieur.Pour le seuil s = 90 (�gure VI.31), le résultat des sparse grids avec seuillage à 111points, pour des valeurs de α supérieures à 100, sont encore ici plus précises que laméthode de Monte-Carlo pour un coût similaire, et presque autant que g1 pour uncoût inférieur.Analyse Nous constatons des comportements di�érents par rapport au coe�cientde la pente α de la sigmoïde de seuillage des données. La méthode est satisfaisante303
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Fig. VI.31 � Sparse grids à 111 points avec seuillage : probabilités de dépasser leseuil s = 90

� pour α compris entre 0.1 et 5, c'est-à-dire des sigmoïdes raides, quand le seuilchoisi est bas (s = 6),
� pour α supérieur à 50, c'est-à-dire des sigmoïdes de type linéaire, quand le seuilchoisi est haut (s = 60 et s = 90).Pour ces ordres de grandeur de seuil di�érents, nous avons vu que la méthode duseuillage des données donne
� soit un résultat beaucoup plus précis que la méthode globale pour uncoût inférieur quand celle-ci n'est pas proche de la référence,
� soit un résultat presque aussi précis pour un coût légèrement inférieur.Comme les sparse grids ne semblent pas très adaptées à l'approximation de fonc-tions raides (voir [Kli05]), il serait intéressant de tester la méthode de seuillage desdonnées avec d'autres techniques d'approximation plus adaptées à ce cas, ou avecdes techniques de classi�cation.Il faudrait aussi véri�er si le gain en coût de calcul apporté par le seuillage augmenteavec la dimension du problème, ce qui en ferait une méthode très intéressante.304



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDS4.6 ConclusionPour le cas test en dimension n = 30 avec la fonction test Gt à valeurs positives defaçon à ce que la courbe des probabilités de dépasser un seuil s soit non continue en
s = 0 (cas di�cile) :

� La méthode d'approximation globale est mise en défaut : la sparse grid g0ne donne pas de résultats satisfaisants pour les probabilités et ne trouve pas depoint de conception (voir section 4.5.2 page 290).Elle détecte correctement les directions importantes en appliquant laméthode de distribution des gradients (voir section 2.7.1 page 254).Il semble que la disposition �xe des points de grille, malgré le mode adaptatifqui place plus de points dans les directions di�ciles à apprendre, ne soit pasadaptée à tous les types de fonctions à approcher.De plus, quand on augmente le nombre de points de grille, les résultats ne sontpas améliorés, voire même dégradés pour les trois problèmes à résoudre (voirsection 4.2.1 page 277) : l'approximation ne converge pas.Comme les sparse grids sont basées sur l'interpolation, la non-convergencedoit provenir des instabilités numériques propres à cette méthode (voir sec-tion 1.5.2 page 198).
� Nous avons alors e�ectué l'étude en appliquant les améliorations basées sur laméthode des approximations successives (voir section 4.4 page 285).

� La première approximation sparse grid g1 à 300 points de grille estobtenue en plaçant l'intersection des axes centraux de la grille sur le pointnominal (translation de la grille puis homothétie des points intérieurs, voirsection 4.3.1 page 280).La courbe des probabilités obtenue est à présent correcte, et uneapproximation P1 du point de conception est trouvé, dont l'évaluationpar Gt est assez proche du bord du domaine de défaillance (voir section4.5.3 page 295).Un classement des paramètres importants est e�ectué, il est légèrementdi�érent du classement déduit de la formule analytique de Gt car il estvalable au voisinage du point nominal.On peut noter qu'avec le décalage vers le point nominal mais sans l'ho-mothétie sur les points intérieurs, les résultats sur les probabilités sontaméliorés mais ne sont pas encore satisfaisants (voir section 4.5.3 page293) : la disposition des données de construction, représentée icipar les axes centraux de la grille, est donc primordiale pour obtenir desrésultats précis.Grâce aux améliorations apportées, nous avons donc une étude de �a-bilité correcte pour un coût de 300 points en dimension 30, pourune fonction Gt non bruitée mais di�cile à approcher.
� La deuxième approximation sparse grid g2 à 100 points de grille est obte-nue par déplacement de la grille vers le point P1.Elle permet pour un coût supplémentaire faible de trouver une ap-proximation P2 du point de conception qui améliore le résultat. Avec des305



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESdéplacement supplémentaires et les sparse grids g3 et g4 à 100 points as-sociées, le processus converge vers le point de conception.

306



Conclusion
BilanNous avons e�ectué une analyse de �abilité et de sensibilité pour plusieurs fonctionsde modélisation de type boîte noire, avec :

� calcul des probabilités de dépasser un seuil,
� recherche du point de conception,
� détermination des paramètres importants.Approximation globaleLa première méthode consiste à construire une approximation globale du modèleinitial, avec un objectif de coût total réduit, et de l'utiliser pour e�ectuer l'analyse :le principal avantage est de disposer du gradient.Les résultats sont obtenus
� pour les probabilités avec une méthode de Monte-Carlo,
� pour le point de conception avec une méthode classique de descente avecpénalisation de la contrainte,
� pour les paramètres importants avec la représentation statistique d'unedistribution des gradients évalués sur un tirage de type carré latin.Pour le cas test avec 9 paramètres incertains et la fonction de modélisationdu CEG simulant un accident chimique, deux techniques d'approximation ont étéutilisées :
� les réseaux de neurones, basés sur une disposition des données de construc-tion respectant les distributions de probabilités des paramètres incertains partirage hypercube latin et sur un apprentissage par moindres carrés utilisantdes méthodes de régularisation.
� les sparse grids, qui consistent en une interpolation sur grille éparse à caractèrehiérarchique, basées sur un algorithme adaptatif qui place les points degrille dans les directions di�ciles à apprendre.307



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESLes deux techniques ont donné des résultats similaires et satisfaisants :
� avec un coût de 500 points pour le réseau de neurones,
� avec un coût de 100 points pour la sparse grid, mais la recherche du point deconception n'aboutit pas dans ce cas là.La technique des sparse grids s'est avérée plus performante dans le cadre d'uneutilisation en grande dimension grâce à la capacité de son algorithme adaptatif àconcentrer les évaluations dans des directions privilégiées.Approximations successives et seuillage des donnéesPour le cas test avec 30 paramètres incertains et une fonction de modélisationnon bruitée mais di�cile à approcher, la méthode d'approximation globale a montréses limites.Nous avons alors appliqué une méthode d'approximations successives aux sparsegrids, qui dispose les données de construction dans la zone d'intérêt (pardéplacement des points de grille et éventuellement changement de variable).Cette méthode a permis d'obtenir des résultats satisfaisants avec un coût de 300points pour les probabilités et les directions importantes. Avec un coût sup-plémentaire de 100 points par nouvelle approximation, le processus convergeen deux ou trois itérations vers le point de conception.Pour améliorer la précision du calcul des probabilités pour certains seuils, nousavons appliqué une méthode de seuillage des données : on construit une approxi-mation associée à un seuil donné, en séparant les données de constructionpar application d'une sigmoïde entre celles qui appartiennent au domaine dedéfaillance et les autres.L'utilisation de cette méthode avec les sparse grids s'est avérée pertinente, avecdes résultats pour les probabilités améliorés pour certains seuils, avec un coût réduitd'une centaine de points pour chaque approximation.La qualité de la réponse dépend cependant fortement de la pente de la sigmoïdeappliquée, et la validation du résultat est délicate.Création du logiciel CEGAPCette étude a donné lieu à la création d'un logiciel appelé CEGAP sous Matlabutilisant les méthodes décrites dans ce document.Ce logiciel est opérationnel et des scéances de formation ont permis de présenter lelogiciel à divers personnels du CEG : deux illustrations sont présentées dans la �gureVI.32. 308
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Fig. VI.32 � Captures d'écran du logiciel livré au CEGObjectifsL'objectif est à présent d'enrichir le code avec des recherches en cours au laboratoireMIP dans le cadre de la poursuite de la collaboration avec le CEG, de manière à309



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUESaméliorer la méthode d'étude de �abilité par approximation sparse grid.Le logiciel CEGAP sera intégré aux logiciels de simulation d'accident chimiqueutilisés actuellement au CEG. Ils forment une chaîne de logiciels :
� le premier module constitue une modélisation 3D d'un site physique comportantun terrain naturel, des lieux d'habitation, et un site industriel contenant leproduit toxique,
� le deuxième module simule l'explosion du conteneur de produit toxique et lagénération du "terme source", qui décrit l'état du produit juste avant la dis-persion,
� le troisième module est le logiciel SCIPUFF (utilisé dans notre étude) qui cal-cule la dispersion.Les sorties des deux premiers modules deviennent ensuite la partie des entrées dulogiciel SCIPUFF qui décrit l'état du produit et les paramètres de l'explosion, l'autrepartie étant liée aux conditions naturelles (météorologiques,...).La prochaine phase va consister à faire varier les nouveaux paramètres incertainsliés aux deux premiers modules et e�ectuer l'étude de �abilité sur des sorties inter-médiaires (masse de produit éjecté, vitesse,...) et des sorties �nales (à seuil de produitdonné, surface �létale �, rayon minimum et maximum de cette surface).A plus long terme, la méthode d'approximation pourrait s'appliquer à d'autresdomaines d'études du CEG utilisant des codes de simulation.PerspectivesIl reste à con�rmer les résultats de la méthode en dimension encore supérieure.L'interpolation sparse grid possède de très bonnes propriétés pour traiter les pro-blèmes en grande dimension, grâce à son approche de type hiérarchique et son modeadaptatif.C'est une technique émergente, qui n'est pas encore utilisée dans le cadre des étudesde �abilité, et qui présente des perspectives prometteuses.RégularisationNous avons constaté cependant des problèmes de convergence dans le cas de laméthode globale sans déplacement des points de grille : quand la taille de la grilleaugmente, la précision de l'approximation se détériore.Ce phénomène est connu dans le domaine de l'interpolation : des oscillations appa-raissent quand on augmente le nombre de points, et la qualité de prédiction se dégradecar certains coe�cients a�ectés aux fonctions de base deviennent trop grands.Un premier axe de recherche consiste donc à appliquer une technique derégularisation lors de la création de la sparse grid g.Si on note B = (b1, . . . , bn) ∈ R

n les coe�cients et {φ1, . . . , φn} les fonctions debase alors g =
∑n

j=1 bj φj . On peut ajuster les coe�cients calculés à un niveau de310



4. CAS TEST À 30 PARAMÈTRES : SPARSE GRIDSgrille donné, en appliquant une méthode de moindres carrés régularisés, c'est à direen minimisant par rapport à B à la fois :
� la semi-norme H1 de g, qui mesure ses variations, pour rendre plus petits ceuxqui ont tendance à trop augmenter,
� l'écart au sens des moindres carrés entre l'approximation et la fonction de modé-lisation sur les points d'interpolation (cet écart vaut zéro avant régularisation).Démarche adaptativeNous avons constaté aussi l'importance en grande dimension de disposer une dé-marche adaptative : à cause de la limitation du coût de calcul, on ne peut espérerobtenir une approximation globalement précise.Il faut construire l'approximation en disposant les données d'évaluations, c'est àdire l'information, dans les zones importantes pour le calcul :
� le mode adaptatif des sparse grids qui concentre le coût de calcul dans lesdirections importantes détectées au fur et à mesure adopte ce point de vue,
� la technique du seuillage �ltre les informations pour ne conserver qu'une ver-sion simpli�ée (au-dessus ou au-dessous du seuil) mais su�sante pour le butrecherché du calcul de probabilité,
� l'approche par approximations successives utilise l'information apportée surle point de conception par une première approximation a�n de converger verscelui-ci.Dans le cas de la méthode des réseaux de neurones, l'avantage était de pouvoirdisposer les données d'apprentissage selon un tirage respectant les lois de probabilitédu scénario, mais cette possibilité n'existe pas avec la grille �xe des sparse grids.Le déplacement des points de grille vers le point nominal améliore l'approche glo-bale, mais présente l'inconvénient de pas être valable au-delà du domaine de taille

3 σ dans chaque direction : au-delà la sparse grid n'est pas dé�nie et une partie dudomaine est absente de l'approximation.Un deuxième axe de recherche serait par exemple d'e�ectuer un changement devariable sur la fonction de modélisation pour transformer les lois gaussiennes en loisuniformes a�n que l'apprentissage de la sparse grid s'e�ectue sur des donnéesmieux réparties autour du point nominal sans la restriction précédente.Décomposition de la varianceEtant donné que les polynômes de Chebyshev utilisés dans les sparse grids sontorthogonaux, un troisième axe de recherche consisterait à adapter la méthodede décomposition de la variance basée sur le développement en polynômes dechaos (voir sections 3.3 page 162 et 5.3.2 page 175), a�n d'enrichir les mesures desensibilité par le calcul d'indices de type Sobol.311
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Conclusion générale
Dans cette thèse, nous avons participé à deux projets de recherche, abordant diversaspects des problèmes d'optimisation.Problème de conception d'une antenne spatialeDans la collaboration avec Thalès Alenia Space, nous avonsmodélisé une antennespatiale réseau active, et notre contribution a porté sur les points suivants :

� Synthèse du réseauEn reformulant de manière adaptée le problème d'optimisation a�nde le simpli�er, nous avons construit une méthode e�cace pour calculer leslois d'alimentation avec un algorithme de descente.
� Optimisation topologiqueEn utilisant une décomposition en valeurs singulières des lois optimalescouplé à un algorithme d'optimisation géométrique de type gradienttopologique, nous avons regroupé les sources élémentaires et obtenu une an-tenne satisfaisant les contraintes industrielles spéci�ées.Cette approche originale a donné de bons résultats, et a permis de mettre au pointun logiciel d'aide à la conception de ce type d'antennes.Analyse des conséquences de la dispersion d'un produitDans la collaboration avec le Centre d'Etudes de Gramat, nous avons utilisé uncode de calcul de dispersion d'un produit dans l'environnement.Nous avons modélisé un scénario d'accident de type chimique, dé�ni parun grand nombre de paramètres incertains, et notre contribution a porté sur lespoints suivants :
� Etude de �abilité et de sensibilitéEn contruisant unmodèle approché de la fonction de modélisation, nousavons pu utiliser les gradients de l'approximation a�n de calculer un pointde conception et déterminer les paramètres in�uents.313



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMÉRIQUES
� Méthodes d'approximationNous avons comparé une approximation par réseau de neurones et une in-terpolation sur grille éparse (sparse grid).Les sparse grids ont permis d'obtenir de meilleurs résultats grâce à leur carac-tère hiérarchique et à un algorithme adaptatif.
� Grande dimensionEn grande dimension, avec le cas d'une fonction di�cile à approcher globa-lement, nous avons utilisé les sparse grids

� avec un algorithme d'approximations successives qui permet de conver-ger vers le point de conception,
� avec un algorithme de seuillage des données qui permet de diminuer lecoût de calcul des probabilités.Cette méthode a été implémentée dans un logiciel d'aide à la décision qui e�ec-tue une étude de �abilité (probabilités de défaillance et point de conception) et desensibilité (paramètres in�uents) pour un coût de calcul raisonnable.
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Annexe ACalculs de la première partie
1 Minimiser le maximum est convexe1.1 Lemme� Soient g1, g2 : R

N −→ R, et λ1, λ2 > 0alors
max
X

(λ1g1(X) + λ2g2(X)) 6 λ1 max
X

(g1(X)) + λ2 max
X

(g2(X))1.2 Proposition� Soient f : R
2n × R

2 −→ R une fonction convexe par rapport à a
(a , x) 7−→ f(a, x)et Ω un domaine de R

2,alors g : R
2n −→ R est convexe.
a 7−→ g(a) = maxx∈Ω f(a, x)� Conséquence :Appliqué à la directivité D(a, x), si on note Ω0 l'intérieur du spot, on obtient :

a 7−→ min
a

(
max
x∈Ω\Ω0

D(a, x)

)
est convexedonc admet un unique minimum a0.� Preuve :

f convexe en a

⇔ ∀a, b ∈ R
2n ∀α ∈ [0, 1] ∀x ∈ Ω

f(αa+ (1 − α)b, x) 6 αf(a, x) + (1 − α)f(b, x)323
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⇔ ∀a, b ∈ R

2n ∀α ∈ [0, 1] ∀x ∈ Ω

f(αa+ (1 − α)b, x) 6 max
x∈Ω

(αf(a, x) + (1 − α)f(b, x))

⇔ ∀a, b ∈ R
2n ∀α ∈ [0, 1] ∀x ∈ Ω on utilise le lemme

f(αa+ (1 − α)b, x) 6 αmax
x∈Ω

(f(a, x)) + (1 − α)max
x∈Ω

(f(b, x))

⇒ ∀a, b ∈ R
2n ∀α ∈ [0, 1]

max
x∈Ω

(f(αa+ (1 − α)b, x)) 6 αmax
x∈Ω

(f(a, x)) + (1 − α)max
x∈Ω

(f(b, x))

⇒ ∀a, b ∈ R
2n ∀α ∈ [0, 1]

g(αa+ (1 − α)b) 6 αg(a) + (1 − α)g(b)

⇒
g convexe en a
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2. CALCUL DE LA DIRECTIVITÉ DE L'ANTENNE D̃(A,X)2 Calcul de la directivité de l'antenne D̃(a, x)2.1 Calcul du diagramme de rayonnement de l'antenne E(a, x)2.1.1 Données� Soit une antenne constituée de n ER rectangulaires disposés en réseau plan.� Chaque ER rectangulaire de centre Mj par rapport au centre de l'antenne estconstitué de Qj patches en hauteur et Pj patches en longueur.On a donc Mj ×Qj = nj patches pour cet ER.On note Nj le centre d'un patch p de l'ER j.� λ est la longueur d'onde.� d est la distance entre deux patches.� L'alimentation est uniforme sur les patches du même ER, et le rayonnementd'une source ou patch est ẽ(x).2.1.2 CalculOn applique le théorème de superposition à l'ensemble des sources élémentaires del'antenne, qui sont les patches, pour calculer le diagramme de rayonnement :
E(a, x) =

n×nj∑

j=1

aj e
i 2π

λ
〈−−→ONj ,

−→
Ox〉ẽxOn regroupe les patches par ER :

E(a, x) =

n∑

j=1

nj∑

J=1

aCJj
e
i 2π

λ
〈−−−→ONJj

,
−→
Ox〉

ẽx

E(a, x) =

n∑

j=1

aj(

nj∑

J=1

e
i 2π

λ
〈
−−−−−−−→
ONJj

,
−→
Ox〉

=E1

︸ ︷︷ ︸
ẽxOn calcule la contribution d'un ER :

E1 =

nj∑

J=1

ei
2π
λ
〈−−−→OMJ+

−−−−→
MJNJ ,

−→
Ox〉

E1 = ei
2π
λ
〈−−−→OMJ ,

−→
Ox〉

nJ∑

J=1

ei
2π
λ
〈
−−−→
OÑJ ,

−→
Ox〉

︸ ︷︷ ︸
=E2avec ÑJ le centre d'un patch p par rapport cette fois au centre de l'ER j, on a

−−−−→
MJNJ =

−−−→
OÑJ . 325



ANNEXE A. CALCULS DE LA PREMIÈRE PARTIEOn renumérote les ÑJ en ÑJ1J2 car nj = QjPj.
E2 =

Qj∑

J1=1

Pj∑

J2=1

ei
2π
λ
〈
−−−−−→
OÑJ1J2

,
−→
Ox〉

E2 =

Qj∑

J1=1

Pj∑

J2=1

ei
2π
λ
〈
−−−−→
OÑ1,1+

−−−−−−→
Ñ1ÑJ1J2

,
−→
Ox〉

E2 = ei
2π
λ
〈
−−−−→
OÑ1,1,

−→
Ox〉

Qj∑

J1=1

Pj∑

J2=1

ei
2π
λ
〈
−−−−−−→
Ñ1ÑJ1J2

,
−→
Ox〉On passe aux coordonnées des vecteurs et on pose

−−−−−→
Ñ1ÑJ1J2 =

(
x̃J2

ỹJ1

)
=

(
(J2 − 1)d

−(J1 − 1)d

)et
−−−→
OÑ1,1 =

(
xÑ1

yÑ1

)
=

(
−Pj

2 d+ d
2

Qj

2 d− d
2

)
=

(
(−PJ + 1)d2
( QJ − 1)d2

)

E2 = ei
2π
λ

(x̃1u+ỹ1v)

Qj∑

J1=1

Pj∑

J2=1

ei
2π
λ

(x̃J2
u+ỹJ1

v)

E2 = ei
2π
λ
ỹ1v

Qj∑

J1=1

ei
2π
λ
ỹJ1

v (ei
2π
λ
x̃1u

Pj∑

J2=1

ei
2π
λ
x̃J2

u)

︸ ︷︷ ︸
=Ex̃

Ex̃ = ei
2π
λ

(−(PJ+1) d
2
u)

Pj∑

J2=1

ei
2π
λ

(J2−1)duOn pose J ′
2 = J2 − 1 et ψu = πdu

λ

Ex̃ = eiψu(−PJ+1)

Pj−1∑

J ′

2=0

(ei2ψu)J
′

2On obtient une série géométrique de raison r = i2ψu et la simpli�cation fondamen-tale de la formule avec ∑N
k=0 r

k = rN+1−1
r−1

Ex̃ = eiψu(−PJ+1) e
i2ψuPj − 1

ei2ψu − 1

Ex̃ = eiψu(−PJ+1) e
i2ψuPj − 1

ei2ψu − 1326



2. CALCUL DE LA DIRECTIVITÉ DE L'ANTENNE D̃(A,X)

Ex̃ = eiψu(−PJ+1) e
iψuPj

eiψu︸ ︷︷ ︸
=ei0=1

2i sin(ψuPJ)

2i sin(ψu)

Ex̃ =
sin(ψuPj)

sin(ψu)En faisant le même type de calcul, on trouve
Eỹ =

sin(ψvQj)

sin(ψv)Finalement, on trouve :Diagramme de réseau de l'antenne :
E(a, x) =




n∑

j=1

aj e
i 2π

λ
〈−−−→OMj ,

−→
Ox〉 sin(ψuPj)

sin(ψu)

sin(ψvQj)

sin(ψv)


 ẽ(x)avec

ψu =
πdu

λ
et ψv =

πdv

λ2.1.3 Calcul du champ rayonné par un patchOn utilise le passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes pourcalculer θ :
(
θ
ϕ

)
=

(
arctan

(√
u2+v2

w

)

arctan
(
v
u

)
)

avec w =
√

1 − (u2 + v2)2.1.4 Calcul d'une intégrale de surfaceSoit le calcul d'une intégrale de surface de variable x =

(
u
v

) :
Ĩ =

∫ ∫

Φ
f(x) dudvPour calculer la valeur numérique, il faut discrétiser l'intégrale sur les points xk dumaillage Terre contenus dans le domaine de dé�nition Φ :� On découpe le domaine Φ en zones élémentaires dΛk , k = 1 . . . p de manièreà ce que

p∑

k=1

dΛk = Φ327



ANNEXE A. CALCULS DE LA PREMIÈRE PARTIE� Dans chaque zone élémentaire dΛk, on choisit un point xk en lequel on évalue
f .� L'intégrale est transformée en somme discrète, et notée I :

I =
∑

xk∈ Φ

f(xk) dΛk −→k→∞ Ĩ2.1.5 Calcul de la puissanceDans le cas de l'intégrale qui mesure la puissance de rayonnement :
P̃ =

∫ ∫

Ω
|Ea(x)|2 sin θ dθdϕ avec x =

(
u
v

)
=

(
sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

)� On e�ectue d'abord un changement de variables pour passer des coordonnéespolaires utilisées dans les dé�nitions, au coordonnées cartésiennes utilisées dansles calculs.On obtient :
P̃ =

∫ ∫

Ω
|Ea(x)|2

1

w
dudv avec w =

√
1 − (u2 + v2)� On discrétise avec :� xk =

(
uk
vk

)
k = {1 . . . p} l'ensemble des sommets du maillage Terre

Mesp.� wk =
√

1 − (u2
k + v2

k)� dΛk : poids surfacique associé au point xk, son aire, donc sa contributionau calcul de l'intégrale, va dépendre du maillage :Soit ah l'aire d'un hexagone de la zone de couverture de rayon Rsp :� si xk ∈Mcs, alors dΛk = ah
3� si xk ∈Mt, alors dΛk = ahOn obtient :

P =

p∑

k=1

|Ea(xk)|2
1

wk
dΩk� Notation :Dans le code on note P = intE2 328



2. CALCUL DE LA DIRECTIVITÉ DE L'ANTENNE D̃(A,X)2.1.6 Idée clé : dériver F dans R par rapport à partie réelle et partieimaginairePour l'algorithme d'optimisation, il faudra calculer la dériver de F .On rappelle qu'on considère la variable a en partie réelle et partie imaginaire, a�nde pouvoir dériver dans R.On note par la suite : a = (xa1 . . . xanya1 . . . yan) ∈ R
2navec ∀j aj = xaj

+ i yaj
et a = (a1 . . . an) ∈ C

nLa dérivée de F va alors s'écrire :
DF (a) =




∂F1(a)
∂xa1

. . . ∂F1(a)
∂xan

∂F1(a)
∂ya1 . . . ∂F1(a)

∂yan... ... ... ...
∂Fp(a)
∂xa1

. . .
∂Fp(a)
∂xan

∂Fp(a)
∂ya1 . . .

∂Fp(a)
∂yan


 et DF (a) :: R

2n −→ R
p2.1.7 Calcul de DFOn rencontre plusieurs cas :� pour les sommets où les contraintes sont véri�ées ou dans Ω0

∀xj Fj(a) = 0 donc DF (a) = 0� pour les sommets hors Terre où les contraintes ne sont pas véri�ées
∀xj ∈ Ω4\Ω3 Fj(a) = g4(a, xj) =

∫∫
Ω4\Ω3

D̃(a, x) dudv
∫∫

Ω D̃(a, x) dudv
− 0.10donc DFj(a) = D

(
k1(a)

k2(a)

)
=
Dk1(a)k2(a) − k1(a)Dk2(a)

k2
2(a)avec� k1(a) =

∫∫
Ω4\Ω3

D̃(a, x) dudv� k2(a) =
∫∫

Ω D̃(a, x) dudvComme la fonction D̃ est su�samment régulière, on peut intervertir la dérivéeet l'intégrale :
Dki(a) = D

∫

Ωi

D̃(a) dudv =

∫

Ωi

DD̃(a) dudv i = 1, 2� pour les tous les autres sommets où les contraintes ne sont pas véri�ées
Fj(a) = g+

Ij
(a, xj) = D̃(a) +K où K est une constantedonc DFj(a) = DD̃(a, xj)On se ramène donc au calcul de DD̃(a, xj) dans tous les cas.329



ANNEXE A. CALCULS DE LA PREMIÈRE PARTIE2.1.8 Calcul de DD̃(a)� On calcule en un sommet X =

(
u
v

) �xé.� Notations :On note� D̃(a,X) = D̃(a) et E(a,X) = E(a) par la suite.�
D =

(
∂

∂xa1
. . .

∂

∂xan

... ∂

∂ya1
. . .

∂

∂yan

)� On pose
D̃(a) = 4π

B1(a)

B2(a)avec� B1(a) = |E(a)|2 et B1 : R
2n −→ R� B2(a) =

∫∫
Ω D̃(a,X) dudv et B2 : R

2n −→ RLa dérivée de D̃ s'écrit alors :
DD̃(a) =

4π(DB1(a)B2(a) −B1(a)DB2(a))

B2
2(a)Les calculs de DB1(a) et DB1(a) sont présentés dans la suite.2.2 Calcul de la dérivée de la directivité DD̃(a, x)La dérivée de D̃ s'écrit :

DD̃(a) =
4π(DB1(a)B2(a) −B1(a)DB2(a))

B2
2(a)2.2.1 Calcul de DB1(a) :On simpli�e d'abord l'expression.

|E(a)|2 =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

aj e
i 2π

λ
〈−−−→OMj ,

−−→
OX〉 Ej

∣∣∣∣∣∣

2

|E(a)|2 =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

(xaj
+ iyaj

) (cos(expoj) + i sin(expoj))Ej

∣∣∣∣∣∣

2en posant 330



2. CALCUL DE LA DIRECTIVITÉ DE L'ANTENNE D̃(A,X)� expoj :=
(

2π
λ
〈−−−→OMj,

−−→
OX〉

)

|E(a)|2 =

∣∣∣∣∣∣




n∑

j=1

[
xaj

cos(expoj) − yaj
sin(expoj)

]
+ i

[
xaj

sin(expoj) + yaj
cos(expoj)

]

Ej

∣∣∣∣∣∣

2

|E(a)|2 =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

(C1(aj)Ej + i C2(aj)Ej)

∣∣∣∣∣∣

2en posant� C2(aj) :=
(
xaj

sin(expoj) + yaj
cos(expoj)

)� C1(aj) :=
(
xaj

cos(expoj) − yaj
sin(expoj)

)

|E(a)|2 =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

C1(aj)Ej + i

n∑

j=1

C2(aj)Ej

∣∣∣∣∣∣

2

|E(a)|2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




n∑

j=1

C1(aj)Ej




︸ ︷︷ ︸
∈R

+i




n∑

j=1

C2(aj)Ej




︸ ︷︷ ︸
∈R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

|E(a)|2 =




n∑

j=1

C1(aj)Ej




2

+




n∑

j=1

C2(aj)Ej




2On dérive l'expression précédente.
DB1(a) = D

(
|E(a)|2

)
= D






n∑

j=1

C1(aj)Ej




2
+ D






n∑

j=1

C2(aj)Ej




2


DB1(a) = 2




n∑

j=1

C1(aj)Ej


D




n∑

j=1

C1(aj)Ej


+ 2




n∑

j=1

C2(aj)Ej


D




n∑

j=1

C1(aj)Ej




DB1(a) = 2




n∑

j=1

C1(aj)Ej






n∑

j=1

DC1(aj) Ej


+ 2




n∑

j=1

C2(aj)Ej






n∑

j=1

DC2(aj) Ej


avec 331



ANNEXE A. CALCULS DE LA PREMIÈRE PARTIE� C1(aj) =
(
xaj

cos(expoj) − yaj
sin(expoj)

)�
DC1(aj) =

(
∂

∂xa1
. . .

∂

∂xan

... ∂

∂ya1
. . .

∂

∂yan

)
C1(aj)donc DC1(aj) = (. . . 0 . . . cos(expoj)︸ ︷︷ ︸indice i . . . 0 . . .

... . . . 0 . . .− sin(expoj)︸ ︷︷ ︸indice n+i

. . . 0 . . .)� de même DC2(aj) = (. . . 0 . . . sin(expoj)︸ ︷︷ ︸indice i . . . 0 . . .
... . . . 0 . . . cos(expoj)︸ ︷︷ ︸indice n+i

. . . 0 . . .)Finalement on obtient :
DB1(a) =

2




n∑

j=1

C1(aj)Ej



(
cos(expo1)E1 . . . cos(expon)En

...− sin(expo1)E1 . . .− sin(expon)En

)

+ 2




n∑

j=1

DC2(aj) Ej



(
sin(expo1)E1 . . . sin(expon)En

...− cos(expo1)E1 . . . − cos(expon)En

)

2.2.2 Calcul de DB2(a) :Comme la fonction D̃ est su�samment régulière, on peut intervertir l'intégrale et ladérivée :
DB2(a) = D

∫ ∫

Ω
D̃(a,X) dudv =

∫ ∫

Ω
DD̃(a,X) dudvOn retrouve le calcul de DD̃(a), il faudra ensuite discrétiser l'intégrale de la mêmemanière que pour pour le calcul de la puissance (voir Calcul de la puissance auChapitre 2).
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