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Introduction générale

Processus d’optimisation

Une multitude de problémes (conception, planification, contréle de processus, ana-
lyse de risque,...) dans de nombreux domaines de I'ingénierie demandent une modé-
lisation numérique et un traitement sous forme d’optimisation.

L’optimisation est ici définie comme le moyen de trouver la meilleure solution
soumise aux conditions du probléme et on peut considérer que le processus
s’effectue en trois étapes.

Premiére étape
Elle consiste a analyser le probléme en opérant un certain nombre de choix :

. les parameétres intéressants a faire varier, ou variables du probléme (comme
la forme, les conditions, les matériaux,...),

. les limites pour leurs variations, ou espace de recherche, car la plupart du
temps ces parameétres sont soumis a des contraintes de conception (physiques,
économiques, techniques,...) ou de modélisation (implémentation),

. les critéres numériques du probléme, & maximiser (profit, qualité, rigidité,...)
ou minimiser (cott, pertes, risque, poids, consommation,...) par rapport aux
variables.

Deuxiéme étape

Il faut ensuite écrire une formulation mathématique, ou modélisation du probléme.

On construit une fonction coit (ou fonction objectif) qui doit exprimer la perti-
nence des solutions par rapport aux désirs de 'utilisateur.

Sa définition peut étre simplement analytique, mais souvent elle fait appel & un
modéle numérique du dispositif étudié.

On obtient alors un probléme d’optimisation globale sous contraintes, et il
reste a choisir une bonne méthode mathématique pour le résoudre.

Souvent, ’objectif est de trouver une bonne solution admissible, et dans 1’idéal, on
cherche la meilleure solution admissible, c’est & dire la solution optimale globale.

La modélisation de systémes complexes rend généralement le probléme d’optimisa-
tion de la fonction cott tres difficile :



. Ces modeéles sont non linéaires, souvent bruités, et avec un grand nombre de
variables.

Ils engendrent de nombreux minima locaux : or les méthodes mathématiques
d’optimisation les plus efficaces soit concernent des problémes plus réguliers,
soit convergent vers le premier minimum local.

. Les évaluations de la fonction sont coliteuses en ressources : cela écarte les
méthodes d’ordre zéro (sans gradient) qui nécessitent un nombre élevé d’éva-
luations.

. La fonction est non différentiable (ou le calcul du gradient est difficile & mettre
en oeuvre) : or les autres méthodes d’optimisation utilisent le gradient.

Troisiéme étape

Il reste & synthétiser les solutions proposées qui sont évaluées, puis éventuelle-
ment éliminées, jusqu’a obtention d’une solution ou d’'une méthode acceptable.

Le coeur de notre travail concerne la deuxiéme étape, les autres demandant
Iexpertise et le jugement des ingénieurs qui posent le probléme initial.

Organisation de la thése

D’autre part, cette thése se compose de deux études indépendantes, avec deux
approches différentes des problémes d’optimisation.

Premiére partie

Elle est issue d’une collaboration industrielle qui porte sur la conception d’une
antenne spatiale réseau active.

Le premier probléme est de calculer les lois d’alimentation optimales : nous
disposons d’'une fonction de rayonnement explicite, et donc des gradients.

La difficulté provient ici du grand nombre de minima locaux : nous reformu-
lons le probléme par convexification afin d’obtenir un seul minimum global,
qui peut étre trouvé avec une méthode efficace.

Le deuxiéme probléme consiste & réduire le nombre d’éléments rayonnants
tout en conservant les performances de ’antenne : ¢’est un probléme d’optimisation
topologique.

La difficulté réside ici dans la modélisation du probléme : il faut trouver un critére
a optimiser.

Nous construisons une fonction coit aprés avoir extrait une information de
I’ensemble des lois optimales : un algorithme de type gradient topologique
décide les regroupements entre éléments rayonnants élémentaires.




Deuxiéme partie

Elle porte sur une simulation de dispersion de produit dans ’environnement :
nous effectuons une étude de fiabilité et de sensibilité.

Le premier probléme est le calcul de probabilités de défaillance.

Le deuxiéme probléme est la recherche du point de conception, qui est un
probléme d’optimisation.

Le troisiéme probléme est la détermination des paramétres influents.

On recherche ici une méthode valable pour un grand nombre de parameétres incer-
tains et pour une fonction définie par une suite de programmes fonctionnant en boite
noire.

La difficulté provient du cotit de calcul en grande dimension et du fait que le
gradient n’est pas disponible.

Nous utilisons I'approche par approximation du modéle (méthode de surface de
réponse), en comparant les résultats numériques :

. pour une méthode d’apprentissage régularisé de réseau de neurones,
. et pour une méthode d’interpolation sur grille éparse (sparse grid) avec algo-
rithme adaptatif.

Nous améliorons les résultats en grande dimension grace a une méthode d’approximations
successives et une autre de seuillage des données.







Premiére partie

Controle et optimisation
topologique d’antennes spatiales






Introduction

Le travail de 'ingénieur consiste souvent & trouver la meilleure performance de son
produit avec le souci du colit minimum : c’est une illustration du concept d’opti-
misation, dans le sens de chercher la meilleure solution a un probléme technique en
tenant compte des contraintes industrielles.

Au laboratoire MIP (pour Mathématiques pour I'Industrie et la Physique) de 'IMT
(pour Institut de Mathématiques de Toulouse), sous la direction de Mohamed Mas-
moudi et Didier Auroux, notre role a été d’apporter une expertise en résolution de
problémes d’optimisation mathématique au service d’un projet de recherche indus-
triel en collaboration avec l'entreprise Thalés Alenia Space (ex Alcatel).

Cette étude a été retenue par 'ANR (pour Agence Nationale de la Recherche),
section RNRT (pour Réseau National de la Recherche Telecom), dans le cadre d’un
projet nommé OTOP (pour Optimisation Topologique pour les équipements clé des
téléecommunications du futur).

Nous avons participé a la partie "Antennes" du projet, les autres partenaires princi-
paux pour la partie "Composants" sont la société France Telecom et le CNES (pour
Centre National des Etudes Spatiales).

Le projet porte sur la conception d’une antenne réseau spatiale active :
I’objectif est de trouver une méthode permettant de calculer une géomeétrie d’antenne
qui minimise le nombre d’éléments rayonnants pour des raisons de coit, tout en
satisfaisant des performances de rayonnement. Pour une antenne donnée, il faut
aussi savoir calculer les lois d’alimentation des éléments rayonnants qui permettent
d’obtenir ces performances.

Dans cette étude, nous avons mobilisé des connaissances dans le domaine de ’op-
timisation numérique et de l'optimisation topologique (dans les deux cas nous nous
sommes ramenés a la minimisation d’une fonction coiit).

La premiére partie de ce manuscrit est organisée de la maniére suivante :

. Introduction générale

Nous présentons d’abord les concepts liés aux antennes étudiées, qui sont
utilisées pour des missions multimedia par satellite.

Leur structure est un réseau régulier d’éléments rayonnants controlés
en amplitude et en phase qui permet de dépointer le faisceau succes-
sivement sur une série de spots sur la Terre qui forment la couverture de
I’antenne : ’alimentation de ’antenne peut étre reconfigurée & chaque instant
pour changer de zone.



Les contraintes de rayonnement exigées sont présentées : elles induisent un
nombre excessif d’éléments qu’il faut réduire le plus possible tout en conservant
les performances de ’antenne de départ.

La modélisation compléte du probléme est ensuite présentée.

Puis nous rappelons des méthodes générales de 'optimisation numérique afin
d’éclairer le choix de 'algorithme de utilisé pour le calcul des lois d’alimenta-
tion.

Enfin nous exposons les méthodes de ’optimisation topologique qui ont guidé
le choix de 'algorithme de calcul de la nouvelle géométrie de I’antenne.

. Optimisation des lois d’alimentation

Pour une géométrie d’antenne et un spot donnés, nous détaillons la formulation
mathématique du probléme de calcul des lois optimales : il faut vérifier des
contraintes de rayonnement et une contrainte sur les modules.

C’est un probléme d’optimisation difficile, connu pour avoir un grand nombre
de minima locaux.

Notre approche comporte deux idées fondamentales :

. La premiére est de réduire la non-linéarité du probléme en choisissant
comme variables d’optimisation la partie réelle et imaginaire des
composantes de ’alimentation complexe au lieu de prendre classiquement
le module et la phase.

Pour la méme raison, nous ne convertissons pas en décibels les données
du probléme.

. La deuxiéme consiste & formuler un probléme numériquement équi-
valent plus simple car convexe : sa solution unique est le mini-
mum global du probléme initial.

Nous exposons ensuite la construction de la fonction cott et algorithme de
minimisation de type Levenberg-Marquardt utilisé : nous disposons ici d'une
fonction explicite et de son gradient.

Cette méthode de calcul des lois d’alimentation, inédite, constitue un
algorithme rapide et robuste.

Les résultats de tests numériques sont présentés pour deux études différentes.

Optimisation topologique de ’antenne :

Il n’existe pas de méthode générale pour réduire le nombre de sources
d’une antenne réseau active.

Pour construire la nouvelle géométrie, I'idée de départ est de regrouper les
éléments rayonnants identiques du réseau initial et former un réseau irré-
gulier avec moins d’éléments.

Chaque regroupement est relié & un seul dispositif électronique de controle : la
diminution du nombre de sources constitue ainsi une amélioration de conception
cruciale.

Les difficultés de ce probléme de design sont :




. gérer agencement d’un nombre limité de formes de regroupements pour
des raisons industrielles,

. trouver une géométrie unique qui conserve des performances similaires &
celles de antenne initiale, et valables pour ’ensemble des spots (& chaque
spot correspond une loi d’alimentation différente), avec moins de degrés
de liberté.

Nous avons appliqué deux idées majeures :

. La premiére est de calculer les lois d’alimentations optimales pour ’an-
tenne initiale et pour ’ensemble des spots en supprimant la contrainte
sur les modules : cela permet d’avoir un degré de liberté supplémen-
taire pour respecter les contraintes de rayonnement avec de la marge.
Une technique de réduction de données, la décomposition en valeurs
singuliéres, nous permet ensuite d’extraire un résumé des modules op-
timaux précédents.

. La deuxiéme est d’obtenir la nouvelle géomeétrie lors d’un processus
itératif, ol les regroupements successifs font diminuer une fonction
colit construite & partir de l'information précédente, avec un algorithme
de type gradient topologique.

Nous appliquons ensuite la méthode a une étude correspondant & une mission
satellite classique : le nombre d’éléments de 'antenne initiale a été divisé
par deux pour des performances équivalentes, ce qui constitue un résul-
tat nouveau et satisfaisant.

Dans le cadre du projet ANR, ces algorithmes ont donné lieu a la création du
logiciel opérationnel OTOP (coopération avec la société Ansys).
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Introduction au probléme
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3.1 Méthodes globales . . . . . .. ... .. ... ...

3.2 Idée clé : reformulation en un probléme convexe

3.3 Méthodes de descente . . . . . . .. ... ... ..
4 Optimisation topologique . . . . . . .. ... ........

4.1 Formulation . . . . . .. . . .. ... ...
4.2 Méthodes de distribution de matiére . . . . . . . .. .. ..

4.3 Méthodes utilisant un gradient de forme . . . . . . . .. ..

1 Motivation

Télécommunications Une antenne est un dispositif capable de transmettre ou de
recevoir des signaux par des ondes électromagnétiques. Les premiéres études datent
du XIXe siécle, avec Hertz et Marconi qui ont réalisé des transmissions radio en

application des équations de Maxwell.

Un avancement significatif dans le développement des antennes s’est produit durant
la seconde guerre mondiale & cause de leur importance militaire stratégique dans le

domaine des radars et des télécommunications.

Le secteur des télécommunications connait & partir de ce moment l& une expansion

continue :

. Dans les années soixante commence 1’ére spatiale avec les communications té-
léphoniques et la diffusion de la télévision intercontinentale par satellite.
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CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLEME

. Dans les années soixante-dix, la numérisation permet de véhiculer simultané-
ment plusieurs communications sur une méme ligne, et assure également 'in-
tégration des services, en transmettant des informations de nature différente :
voix, images, écrits, données.

. Les années quatre-vingt voient la naissance de la téléphonie mobile et de 'in-
ternet.

Le rythme de l'innovation s’est alors accéléré : il a provoqué la convergence des
télécommunications, de I'informatique et de 1’audiovisuel, pour parler aujourd’hui
des NTC (pour Nouvelles Technologies de la Communication) et de I’avénement de
la société de 'information.

Ce secteur concerne plusieurs domaines scientifiques complémentaires :

. les mathématiques avec le traitement du signal, la cryptographie, la théorie de
I'information et la modélisation numérique,

. la physique avec l’électromagnétisme, les semi-conducteurs, 1’électronique et
I'opto-électronique,

. l'informatique avec le génie logiciel et la diffusion de la micro-informatique.

Les progres technologiques ont fait baisser les cotits et entrainé la démocratisation
de leur usage : aujourd’hui, ces techniques ont pénétré notre espace professionnel
et notre espace privé, et on cherche & communiquer toutes sorte de données depuis
n’importe quel endroit avec un débit de transmission toujours plus élevé pour garantir
I'interactivité des applications.

Pour faire face a 'augmentation du nombre des utilisateurs et des débits, les futurs
réseaux de communications devront mettre en oeuvre des techniques de plus en plus
évoluées.

Antennes satellitaires Parmi les approches possibles, les communications par
satellite sont actuellement essentielles pour permettre cette grande circulation d’in-
formations & I’échelle planétaire.

Les principales qualités pour un systéme efficace, du point de vue de l'antenne
satellitaire, sont :

. Une haute performance : ’objectif est de concentrer I’énergie rayonnée dans une
direction précise de I’espace, ce qui est fondamental pour la communication &
longue distance.

. Une aire de couverture bien définie : pour éviter des interférences avec les aires
voisines.

. La robustesse : le systéme doit fonctionner pendant une quinzaine d’années
(durée de vie moyenne d’un satellite commercial) sans possibilité d’intervenir
en cas de panne.

. La reconfigurabilité : c’est-a-dire la capacité de modifier le diagramme de rayon-
nement en intervenant sur l’alimentation.

12



2. ANTENNES

Les antennes réseaux actives (ou antennes intelligentes) sont une solution : elles
allient performance, avec une amélioration de la capacité et de la qualité de trans-
mission, et souplesse. Leur principe est de combiner un réseau (linéaire, circulaire,
plan,...) d’éléments rayonnants et un dispositif électronique de controle.

Un logiciel, qui peut étre apte & répondre de maniére dynamique aux spécifica-
tions désirées, modifie I'alimentation et donc le rayonnement. Pour cela, on utilise
un processeur numérique de traitement du signal, qui en combinant les signaux de
I’ensemble des sources élémentaires, permet de former un ou plusieurs diagrammes
de rayonnement. Pour le controle et la formation de ces diagrammes, il faut appli-
quer une loi d’alimentation électrique sur les éléments rayonnants correspondant aux
critéres fixés (maximisation du gain dans une direction donnée, maitrise du niveau
des lobes secondaires,...).

Les algorithmes de formation de faisceaux vont permettre d’émettre dans des di-
rections particuliéres avec un gain maximum (voir par exemple [HT02]), ce qui est
lobjectif.

Cette reconfiguration facile du diagramme de rayonnement conduit en contrepartie
a des cotits plus élevés de montage, & un controle plus difficile et & un poids plus
élevé du systéme (voir [Bal97]).

Or dans la conception du produit, le cott de fabrication est un critére fondamental
a optimiser pour l'industriel (par exemple le poids de I'antenne satellitaire doit étre
le plus faible possible en raison du cott élévé du lancement).

Collaboration industrielle Notre collaboration avec Thalés porte sur une an-
tenne réseau active pour des applications multimedia par satellite : les performances
exigées impliquent un trés grand nombre de sources (plusieurs centaines). La cou-
verture est multispot et demande de nombreux dépointages du faisceau (plusieurs
dizaines) : il faut d’abord trouver un algorithme de recherche des lois d’alimenta-
tions efficace en grande dimension.

Pour concevoir 'antenne optimale, il faut ensuite pour des raisons de cott cruciales
réduire le plus possible le nombre de sources tout en conservant les performances :
cette réduction s’accompagnera du passage d’un réseau régulier a un réseau irrégulier,
ce qui permettra d’abaisser les lobes de réseau.

L’objectif est de disposer d’un algorithme permettant la création d’un logiciel de
conception.

2 Antennes

2.1 Antennes spatiales
2.1.1 Satellites de communication

Présentation Les satellites de communication permettent depuis les années soixante
de développer les formes de communication modernes (téléphonie, radio, télévision)
en relayant les signaux a l’échelle planétaire.

Ils ont connu une expansion trés importante (nombre estimé & un millier) & cause
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CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLEME

de I'importance du développement des communications et applications multimedia
dans notre société de 'information.

Le satellite est équipé d’une antenne qui recoit le signal d’une station terrestre :
elle 'amplifie et le transmet & une station réceptrice en utilisant une autre longueur

d’onde.

Le satellite peut étre placé dans ’espace dans les situations suivantes :

. Il peut évoluer sur une orbite géostationnaire : il fait le tour de la Terre en 24
heures, & vitesse constante, & 36 000 km & la verticale de I’équateur et parait
immobile pour un observateur au sol.

Les antennes au sol, qui doivent étre pointées vers le satellite, peuvent ainsi
fonctionner sans étre équipées d’un systéme cotiteux de poursuite des mouve-
ments du satellite, et un seul satellite permet de couvrir une zone importante.

. Il peut évoluer sur une orbite basse : la mise en orbite et le satellite (qui
demande une puissance de signal moins importante) sont moins cotteux, mais
il bouge rapidement pour un observateur au sol.

Un grand nombre de satellites est alors nécessaire (constellation satellitaire)
pour assurer une connectivité permanente. On les utilise pour les systémes de
télédection, positionnement (systémes GPS et Galileo) et téléphone satellitaire.

De plus, les satellites de communication améliorent les possibilités des moyens tra-
ditionnels (fibre optique, couverture radio) grace aux avantages suivants :

. possibilité de relier facilement les continents entre eux,

. diminution du cotut d’installation et de maintenance d’un réseau terrestre, qui
augmente avec sa longueur.

Ils présentent ainsi une vocation d’utilisation & ’échelle mondiale, particuliérement
adaptée aux zones géographiques isolées ou trés vastes, pour lesquelles I'installation
d’un réseau terrestre serait trop coiiteuse : ils permettent de réduire la fracture
numérique en permettant ’accés du plus grand nombre aux services multimédia.

La figure 1.1 présente I’exemple d’une constellation de satellites pour une couverture
multimedia mondiale (société Intelsat).

Antennes satellitaires De nos jours, le développement des moyens de communi-
cations interactifs (internet a réponse immédiate, vidéoconférence, télémédecine, télé-
enseignement,...) passe en priorité par I'utilisation d’une antenne satellitaire émettant
dans la bande dite Ka (20-30 GHz).

Pour couvrir la zone terrestre souhaitée, 'antenne doit constamment étre reposi-
tionnée : la méthode traditionnelle consiste a utiliser un mécanisme commandé par
des moteurs électriques, mais dans le domaine spatial, on préfére éviter les solutions
mécaniques, pour des raisons de fiabilité.

Les systémes hyperfréquence du futur utiliseront donc, de maniére générale, des
antennes & balayage électronique, dont le fonctionnement est expliqué dans la section
suivante.
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FiG. I.1 — Constellation de satellites Intelsat

Un besoin grandissant de ce type d’antennes apparait, de plus elles présentent de
nombreuses qualités :

. baisse des cotits des satellites (contrainte primordiale),

. performances accrues de ces antennes en terme de fiabilité, grace a la possibilité
de recalculer I'alimentation de ’antenne en cas de panne de certaines sources,

. totale flexibilité pour la formation des faisceaux (tant a I’émission qu’a la ré-
ception) et leur reconfiguration : le changement de direction est instantané,

. fonctionnement en mode multi-faisceaux,

. intégration des antennes dans les structures (antennes conformes).

2.1.2 Antennes réseaux actives

Eléments rayonnants (ER) Une source de rayonnement (un cornet trés com-
pact ou un ensemble de patches) est un dispositif électronique alimenté, ou controlé,
uniformément en amplitude et phase et qui émet un champ électromagnétique.

Ces éléments rayonnants seront appelés dans la suite ER.

Réseau Nous nous intéressons aux antennes réseaux a rayonnement direct (DRA,
pour Direct Radiating Array), ou antennes réseaux actives, constituées d’un ensemble
d’ER disposés en réseau (voir figure 1.2).

Les géométries les plus utilisées sont les réseaux linéaires et plans pour pouvoir
concentrer la puissance, et les réseaux circulaires pour l'indifférence de leur orienta-
tion.
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CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLEME

Le nombre d’ER varie entre deux et plusieurs milliers, leurs dimensions et espace-
ments (typiquement % pour un réseau régulier, avec A la longueur d’onde) varient

avec la fréquence et 'application concernée (radio, radar, sonar, barrettes d’échogra-
phie,...).

=
=
1=
=

L -0 0000 00000000000

SISO EEEEEE

IO aEEEEEE

SRS NEENEEEEEENEEEE

AEENEEE@ AR EEEEEEME
®

Fic. 1.2 — Exemples d’antennes réseaux planes

Les contraintes technologiques actuelles imposent les antennes de type émission a
réseau plan pour les applications de télécommunications multimedia par satellite,
nous considérons uniquement ces antennes dans la suite.

Une solution classique pour les antennes multimedia satellitaires consiste a utiliser
un grand réseau plan d’ER a maille réguliere comme celui de la figure 1.3. Nous
considérons ce cas dans la suite.

2.1.3 Caractéristiques

Nous renvoyons le lecteur & [ Tho90]| ou [Dra86] pour des explications plus détaillées
sur les caractéristiques des antennes.
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F1G. 1.3 — Antenne réseau d’émission

Loi d’alimentation ¢ La loi d’alimentation de l'antenne notée a est le vecteur
complexe composé des alimentations de tous les ER du réseau.

Principe de Huygens Aux fréquences trés élevées, il devient possible de grouper
les ER afin que les interférences entre les champs rayonnés concentrent 1’énergie dans
une direction choisie.

En effet, d’apres le principe de Huygens

. les rayonnements des ER se combinent et forment un faisceau,

. si 'alimentation est uniforme sur I'ensemble des ER, la direction du faisceau
est perpendiculaire & la surface du support,

. pour dépointer le faisceau, il suffit de jouer sur les phases : on controle ainsi le
rayonnement émis.

Champ F Le champ électromagnétique noté E émis par le réseau s’obtient comme
combinaison linéaire des champs des ER et se calcule en une direction de I’espace.

Energie |E|?> L’énergie, ou puissance, rayonnée par le réseau est |E|? le module du
champ au carré.
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Directivité D La directivité notée D , ou gain de I'antenne, est le quotient de la
puissance rayonnée dans une direction par la puissance totale :

elle mesure la capacité a concentrer 1’énergie rayonnée dans une certaine
direction.

La directivité est égale a ’énergie & un facteur prés. Elle peut s’exprimer en décibels
(dB) : c’est une échelle logarithmique qui permet de comparer des valeurs d’ordres
de grandeur trés différents

En dépit de propriétés spécifiques bien particuliéres, une antenne réseau suit la
régle simple selon laquelle la directivité est d’autant plus élevée que sa dimension est
grande par rapport a la longueur d’onde.

Ainsi, on affecte des ondes longues aux applications pour lesquelles la directivité n’est
pas essentielle et, inversement, des ondes courtes lorsque, par souci d’économie ou de
discrétion, une certaine directivité est souhaitable.

Diagramme de rayonnement Le diagramme de rayonnement est la fonction qui
caractérise la répartition du champ électrique. Dans la suite, nous nous plagons dans
le cas ou le diagramme de rayonnement désigne la directivité.

Représentations graphiques Pour visualiser le diagramme de rayonnement en
dB, on peut utiliser les représentations de la figure 1.4 :

. vue en 3 dimensions,
. vue en deux dimensions avec courbes iso-niveaux,

. coupe suivant une direction.

Dans cette étude, nous utiliserons la deuxiéme représentation.

Lobes de rayonnement La direction du maximum de rayonnement fait appa-
raitre un lobe principal qui contient la quasi-totalité de I’énergie rayonnée.

De part et d’autre de celui-ci apparaissent des lobes secondaires qu’on s’efforce sou-
vent de réduire.

2.1.4 Conservation de ’énergie

Une relation fondamentale entre la loi d’alimentation a et le diagramme de rayon-
nement (dans un milieu supposé non absorbant) est la conservation de I’énergie.

Pour une puissance d’alimentation des ER constante, quand on modifie la loi d’ali-
mentation, la puissance globale rayonnée est conservée. La réduction de la puissance
dans certaines directions entraine son augmentation dans d’autres et inversement.

2.2 Conception
2.2.1 Contraintes de rayonnement

Zones de gain, d’isolation, de couverture On définit sur la Terre deux types
de zones pour les contraintes de rayonnement :
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Vue 3D

Directivité (en dB) d’'une antenne réseau (440 ER) pour une alimentation constante
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Fig. 1.4 — Vues 3D, 2D, 1D du diagramme de rayonnement d’une antenne réseau

(440 ER) pour une alimentation constante

. La zone de gain : dans cette zone, le niveau de puissance rayonnée, ou

de directivité, doit étre le plus fort.

Elle correspond a la partie utile du rayonnement, le lobe principal.

. La zone d’isolation : dans cette zone, le niveau de puissance rayonnée

doit étre faible.
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Elle correspond a la région ou on ne veut pas émettre (par souci de confi-
dentialité, pour une économie d’énergie, pour éviter les interférences...) et ou
apparaissent les lobes secondaires qu’on veut abaisser.

La zone de couverture est la région ol on veut dépointer le faisceau de l’antenne
sur plusieurs zones de gain successives, c’est la zone destinée au rayonnement
principal de ’antenne, et elle peut étre :

. simple : elle est constituée d’un ensemble de spots circulaires ou elliptiques
adjacents,

. formeée : les zones de gain épousent alors une zone géographique dont le contour
est complexe, comme un pays par exemple.

Gabarit Le gabarit décrit la forme souhaitée du diagramme de rayonnement dans
les diverses directions de I'espace, ou points sur la Terre.

On le donne sous forme de valeurs de directivité a respecter sur les zones de
gain et d’isolation.

Probléme de synthése de réseau La synthése de réseau consiste a calculer la
loi d’alimentation d’une antenne réseau de fagon a respecter un gabarit donné.
On trouve les formes suivantes :

. Syntheése fixe : on veut déterminer un certain nombre de diagrammes de rayon-
nement, le temps de calcul n’est pas essentiel et on peut utiliser des méthodes
complexes.

. Synthése adaptative : la loi d’alimentation d’une antenne adaptative est mise a
jour de facon permanente pour s’adapter au milieu, et les algorithmes doivent
étre tres rapides.

Dans la suite nous nous placons dans le premier cas.

On trouve ensuite trois types de synthéses :

. Synthése en amplitude seulement : elle permet de réaliser des lobes directifs
symétriques mais les applications sont limitées.

. Synthése en amplitude et en phase : elle permet de réaliser des lobes directifs
avec des lobes secondaires fortement controélables. L’inconvénient est que sa
mise en oeuvre s’effectue avec des composants cotiteux.

. Synthése en phase seulement : elle permet de réaliser des lobes directifs avec
des lobes secondaires moins controlables que la précédente. Mais sa mise en
oeuvre nécessite des déphaseurs d’un cott plus faible, et cette méthode semble
un bon compromis.

2.2.2 Contraintes techniques

Contraintes de fabrication Selon le type d’antenne, on peut avoir des contraintes
physiques sur ses éléments, par exemple la taille et la forme des ER.
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Contraintes d’alimentation En ce qui concerne ’alimentation complexe de ’an-
tenne :

. Les phases sont libres : elles servent a dépointer le signal.

. Les modules sont généralement soumis & des contraintes techniques.
Par exemple on doit respecter pour I'amplitude des modules :

. soit une valeur maximum (fonctionnement des amplificateurs),

. ou un écart maximum (pour minimiser les effets de couplage, c’est-a-dire les
interférences de rayonnement entre les ER)

. ou une valeur fixée.

2.2.3 Programme de conception

Définition  Le probléme de conception d’une antenne réseau active se pose sous
la forme suivante :

"Soit un gabarit, c¢’est-a-dire une fonction diagramme de rayonnement désiré D,
quelles sont la géomeétrie du réseau et la loi d’alimentation optimales qui permettent
d’approcher D 7",

Le cycle général de conception est alors :

1. choix des caractéristiques physiques des ER : taille, forme, (et par exemple
nature et épaisseur du substrat diélectrique,...),

2. choix de la géométrie du réseau : c’est-a-dire nombre et position des ER,
3. calcul des lois d’alimentation optimales,

4. validation expérimentale.

Détaillons les étapes 2 et 3 du cycle de conception précédent.

Géomeétrie de antenne : optimisation topologique On veut donc trouver la
meilleure géométrie du réseau qui réalise les performances attendues.

Synthése de réseau : optimisation de la loi d’alimentation Etant donné
une antenne & géométrie fixée et un gabarit, effectuer la synthése de réseau consiste
a calculer la loi d’alimentation des ER, dite loi d’alimentation optimale, respectant
les contraintes de gabarit et d’alimentation.

Découplage des problémes Quelques méthodes de synthése effectuent les étapes
2 et 3 du cycle de conception & la fois : la synthése du réseau en jouant non seulement
sur la loi d’alimentation mais aussi sur la géométrie du réseau (disposition des ER
dans le cas de la méthode des perturbations dans [Che7l1]). Mais la plupart des
meéthodes se déroulent & géométrie du réseau fixée.

Dans la suite, nous découplons les problémes et nous traitons les deux problémes
d’optimisation (des lois et de la géométrie) séparément.
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2.3 Collaboration industrielle
Introduction Cette étude est basée sur une collaboration entre ’entreprise Thalés
Alenia Space et le laboratoire MIP de I'IMT.

Les ingénieurs du secteur recherche amont de Thalés pour les antennes satellitaires
ont soumis au MIP deux études d’optimisation d’antenne :

. une étude de faisabilité sur cas test pour dégager une méthode originale,

. une étude industrielle pour mettre la méthode en pratique sur un cas de mission
réaliste et concevoir un logiciel.

Nous détaillons dans la suite plus précisément le contexte de cette collaboration.

Thalés Alenia Space La société Thalés Alenia Space s’est constituée en 2007 par
I’apport & Thales des activités spatiales d’Alcatel.

Thalés Alenia Space est une référence mondiale dans le développement de techno-
logies spatiales dans des domaines comme les télécommunications, la navigation, la
météorologie, la gestion de I'environnement, la défense et ’observation.

L’entreprise est devenue en 2006 le leader mondial en terme de commandes et le
premier constructeur en Europe dans le domaine des satellites.

En 2007, Thalés Alenia Space emploie 7200 personnes dans onze sites industriels
dans quatre pays (France, Italie, Espagne, Belgique), et nous pouvons citer quelques
grands programmes :

. les satellites de communication de la famille Spacebus dont Syracuse 3 (télé-
communications militaires),

. les satellites en orbite basse de la famille Proteus (applications scientifiques
avec le CNES),

. Galileo (navigation),
. Météosat seconde génération (météorologie),
. Helios (observation militaire)

. télescope spatial Herschel et satellite Planck (pour I’Agence spatiale euro-
péenne),...

2.3.1 Mission satellite

La figure 1.5 représente une couverture typique d’une antenne dédiée multimédia
par satellite, constituée ici de plusieurs dizaines de spots circulaires.

Cette couverture nécessite dans ’exemple 44 spots, pour deux raisons :
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FiG. I.5 — Couverture multimédia de I’Europe par satellite

. Les bandes Ka (30/20 GHz pour les liaisons montante/descendante), réservées

pour cette application pour leur large disponibilité fréquentielle, sont découpées
chacune en 4 sous-bandes F'1, F'2, F'3, F4, attribuées aux divers faisceaux selon
un motif régulier (dans ’exemple un cercle).

Cela permet de réutiliser 44/4 = 11 fois chacune des sous-bandes et le systéme
peut ainsi transmettre simultanément 11 fois plus de trafic.

Le gain en directivité (inversement proportionnelle a la surface de son empreinte
utile) de l’antenne augmente d’environ 10 log(44) > 16 dB.

Ceci permet d’assurer, malgré la forte atténuation atmosphérique en cas de
pluie, une émission compatible avec de petites antennes usagers.

L’antenne doit former des faisceaux qui concentrent ’énergie du rayonnement émis
alternativement sur chaque spot de la zone de couverture.

Nombre de sources
pour les missions précédentes :

Les antennes réseaux actives sont une solution intéressante
I'utilisation d’un dispositif électronique appelé ré-

partiteur BFN (pour Beamforming Network, c’est-a-dire réseau de formation de
faisceaux) permet d’appliquer la loi de phase adaptée pour générer le rayon-
nement désiré.

Cette utilisation a été validée sur le satellite expérimental Stentor (entiérement
mesuré au sol, méme si ’échec au lancement d’Ariane 5 n’a pas permis de le faire en
vol) congu pour des applications moyen débit en bande dite Ku (10-12 GHz pour la

télévision numérique par exemple).

Mais ce type d’antenne entraine des contraintes :
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. Avec 'apparition de nouveaux systémes géostationnaires multispots, 'antenne
devient de plus en plus grande (environ 1 m de diameétre) afin d’assurer les
contraintes de rayonnement requises avec des faisceaux fins.

. De plus, les lobes secondaires résultent de la périodicité du réseau (voir figure

[.6), et la nécessité de les rejeter en dehors de la Terre dans notre cas implique
de choisir une distance plus petite entre les sources.

Ces contraintes engendrent un trés grand nombre (plusieurs centaines) de sources :

. ce nombre excéde la dimension habituelle de recherche des lois d’alimentation
(synthése de réseau),

. et il faut construire autant de controéles, qui sont des dispositifs électroniques
coliteux.

Le cott d’une telle antenne devient excessif.

DEG (EST)
=10.80 0 10,00

S8 ' , .
g S Faisoeaux nominaux
Sha (1 sous-bande sur 4)
Iy
Q

o

o

o

s

T

Lobes de réseau

FiG. 1.6 — Lobes de réseau

Objectif L’objectif de la collaboration est de minimiser le nombre de sources sans
détériorer les performances de I’antenne : il faut optimiser le maillage du réseau qui
deviendra irrégulier.

La méthode devra étre automatisée au maximum afin d’aboutir & la création d’un
logiciel.
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2.3.2 Etudes Thalés précédentes

L’antenne de départ consiste en un réseau plan régulier d’ER, et lors de la minimi-
sation du nombre d’ER, on veut briser la périodicité du réseau pour supprimer les
lobes de réseau.

Nous présentons ici deux solutions testées par Thalés pour réduire le nombre de
sources dans ce sens.

Antenne réseau raréfié¢ La méthode consiste a désactiver certaines sources : on
effectue des trous dans la grille de départ.

Cette variante, rapportée dans de vieilles publications sur les antennes radar, a été
évaluée par Thales.

Pour un niveau de lobes secondaires similaire, donc des performances équivalentes
d’isolation entre faisceaux réutilisant la méme sous-bande de fréquence, elle a permis
de réduire le nombre d’ER de 253 a 189 (cela représente 75% du nombre d’ER de
départ), selon la figure 1.7, tout en augmentant un peu le diamétre de ’antenne.

Panneau rayonnant:
Nombre de sous-réseaux : 189 (25 % inférieur)

Diameétre du panneau: 1,350 m
Maille hexagonale

Dimension en X du sous-réseau : 75 mm

Dimension en Y du sous-réseau : 65 mm

F1G. 1.7 — Antenne réseau raréfié

Cette réduction est obtenue en optimisant la place des trous : & maille du réseau
égale, les lobes de réseau sont légérement abaissés, parce que l'antenne n’est plus
purement périodique.

Comme autre avantage, la densité des trous augmente du centre vers la périphérie :
ceci réalise une répartition d’énergie apodisée sur ’antenne (nécessaire pour réduire
les niveaux des premiers lobes secondaires), tout en utilisant des amplificateurs a
puissance identique derriére chaque ER. On maximise ainsi la puissance rayonnée, le
rendement énergétique des amplificateurs, et on réduit le colt par effet de série.

Un autre test est présenté dans|Gui07] et [CCGT07] : pour un spot visé donné, une
fonction cott est définie & partir des contraintes de rayonnement et minimisée avec
deux algorithmes.

L’antenne de départ est composée d’un réseau régulier & maille triangulaire de 511
sources. Pour des performances similaires & I’antenne initiale, on obtient les résultats
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suivants pour le spot n° 38, situé vers le centre de la zone de couverture (voir figure
1.8) :

. en utilisant un algorithme génétique, le nombre final d’ER est 74% de celui de
départ,

. en utilisant un algorithme de recuit-simulé, le nombre final d’ER est 58% de
celui de départ.

F1a. 1.8 — Antenne réseau raréfiée
A gauche : antenne de départ & 511 ER (réseau régulier)
A droite : antenne optimale pour le spot n°38 (algorithme de recuit-simulé)

Mais cette solution présente l'inconvénient de réduire le gain total de ’antenne.

Antenne réseau avec regroupements d’ER  Une deuxiéme solution a été éva-
luée avec le méme réseau de départ : regrouper des sources voisines avec la méme
puissance d’alimentation.

La figure 1.9 montre un exemple trés simplifié, simulé par Thalés (études prépa-
ratoires pour le satellite Syracuse 3) : pour constituer un ER, les patches de base
étaient regroupés par 8 dans la partie centrale, par 16 ailleurs.

Dans le test avec le réseau de 511 ER (| | et | |), algorithme de recuit-
simulé ayant donné de meilleurs résultats pour la méthode de réseau raréfié, il a été
utilisé ici pour la minimisation de la fonction cofit.

On obtient un nombre d’ER égal a 47% de celui de départ pour des performances
similaires sur le spot n°38 (voir figure 1.10).

Cette solution semble meilleure puisque celle-ci remplit entiérement la surface rayon-
nante (efficacité maximale au niveau du gain) et assure la répartition de puissance
par une densité accrue d’ER au centre par rapport a l'extérieur.
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896 mm

sous-réseau
28 x28)2
16 patches

sous-réseau
28 x14\2
v 8 patches

FiG. 1.9 — Antenne de transmission : réseau a maille irréguliere

2.3.3 Objectif de I’étude

Les deux solutions précédentes permettent de réduire le nombre d’ER de maniére
conséquente, avec ’avantage au niveau du coit de fabrication d’utiliser un seul type
d’amplificateur (dans la deuxiéme méthode, chaque regroupement d’ER est relié a
un seul controle). Le regroupement d’ER permet d’obtenir une antenne finale avec
moins de sources que le réseau raréfié.

Mais ces méthodes possédent des défauts :

. L’optimisation du maillage du réseau est réalisée séparément pour chaque spot,
et on ne sait pas réaliser une antenne optimale pour 'ensemble des spots.

. Dansla méthode de regroupement d’ER, on n’a pas tenu compte des contraintes
industrielles de fabrication, et les géométries d’ER de 'antenne optimale ne sont
pas toutes réalisables.

Le but de la collaboration entre Thalés et MIP est de mettre au point une méthode
originale de conception : le point de départ est une antenne & réseau régulier et on
veut utiliser la méthode du regroupement d’ER.

Il faudra s’affranchir des défauts précédents :

. On souhaite un algorithme qui définit une antenne optimale pour ’ensemble
des spots, avec une méthode analytique qui trouve un minimum global dans
un probléme difficile ou les nombreux minima locaux font échouer a priori les
méthodes classiques de gradient.
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F1a. 1.10 — Antenne réseau a maille irréguliére optimale pour le spot n°38
(les ER marqués avec le méme symbole peuvent étre regroupés)

. Les formes d’ER regroupés seront limitées, et il faudra augmenter le nombre de
formes différentes d’ER, toujours de taille croissante du centre au bord, tout
en résolvant les problémes de géométrie associés (emboitement des ER).

L’objectif est de concevoir un algorithme entiérement automatique.

2.3.4 Meéthodes couramment utilisées

Synthése de réseau Il existe de nombreuses formulations différentes d’un pro-
bléme de synthése d’une antenne réseau, et nous renvoyons le lecteur aux références
[BEMPO4], [CheTl] et aux travaux de [Man89], [Roq98], [Fad05] pour une présenta-
tion plus détaillée de ces classes de méthodes.

Méthodes analytiques Dans cette catégorie, on déduit la loi d’alimentation
par des formules.

Voici quelques exemples d’application :
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. Dans [Che71] on trouve une synthése en amplitude et phase pour une antenne
réseau linéaire : la maximisation de la directivité est exprimée comme rapport
de formes quadratiques.

. Dans dautres travaux, le diagramme est approché par une somme trigonomé-
trique ou de polynéomes de Chebishev (voir [Dol46] parmi les premiers travaux
sur la synthése de réseaux).

. Dans la méthode variationnelle, un développement analytique permet de dé-
terminer une condition (sous forme de systéme carré d’équations non linéaires)
pour qu’une variation des coefficients n’entraine pas de variation du critére
(voir [Mang9]).

Beaucoup de ces méthodes ne s’appliquent qu’a des cas particuliers, par exemple :

. pour un type de gabarit ou de réseau précis,

. sans contraintes sur les parameétres.

Nous souhaitons disposer d’'une méthode plus générale pour pouvoir 'appliquer a
des antennes et des gabarits quelconques.

Méthodes d’optimisation globale Les probleémes de recherche d’une loi d’ali-
mentation optimale peuvent se raméner & la minimisation d’une fonction cott, définie
comme ’erreur entre le diagramme de rayonnement et le gabarit, sous des contraintes
techniques. Mais ce probléme admet généralement de nombreux minima locaux,
comme le soulignent les auteurs de [Cap06].

Des algorithmes d’optimisation globale, basés sur une exploration du domaine de
définition (comme les algorithmes génétiques, ou de recuit-simulé), sont alors utilisés
pour trouver la solution (voir une application dans [DA96]).

Dans cette catégorie, on trouve par exemple la méthode des perturbations : on part
d’une alimentation initiale, et lors d’un processus itératif, on retient les perturbations
de la loi d’alimentation qui apportent une diminution de la fonction erreur, jusqu’a
ce qu’on ne puisse plus 'améliorer (voir [KKM97]). On utilise ce type d’algorithme
lorsqu’on ne dispose pas du gradient, sinon des méthodes plus efficaces existent.

Comme nous le verrons dans la section 2.3.3 du chapitre II, dans une synthése de
réseau, selon le type de norme choisie pour la fonction erreur, on doit résoudre un
des problémes d’optimisation suivants.

Problémes de type minimax Le probléme de type minimax admet diverses for-
mulations, nous le notons :

min (13 : > = min Jy(z) (1.1)
) <0,

1=1...m
avec f; : R — R.

Meme si nous supposons les f; différentiables, ¢’est un probléme d’optimisation non
différentiable a cause du critére "max".
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On peut reformuler le probléme et se ramener aux méthodes classiques d’optimisa-
tion différentiable. D’apres [PM85], on peut donner les exemples suivants de synthéses
de réseau :

. On remplace le gradient de J; par un gradient généralisé (par exemple le gra-
dient généralisé de Clarke).

. On approche J; par une fonction différentiable (par exemple au sens de la
norme LP ou en linéarisant les f; comme dans la méthode de Madsen, voir
[SINT6]). Le principe est d’effectuer une succession d’approximations :

. A l'itération k, on cherche le pas de descente hy.
. Pour cela on résoud un probléme de programmation linéaire : JF(hy) =

”}13”13 (Jf(h)) avec JF(h) une approximation linéaire de Ji(zy + h).
SAE

. On construit ainsi la suite g1 = zp + hg qui fait diminuer la fonction
erreur et converge vers la solution.

Problémes de type moindre carrés Le probléme de type moindre carrés est un
probléme d’optimisation différentiable, on peut donc utiliser les méthodes classiques
utilisant le calcul du gradient :

min (Z fi(x)2> = min J(2) (1.2)
gi(x) <ZT)T i=1...m.

On trouve comme exemples d’applications a la synthése de réseau :

. les méthodes duales utilisant les multiplicateurs de Lagrange dans [NV95],

. des méthodes de type projection utilisant la SVD (pour Singular Value Decom-
position) comme dans [MP93].

Dans la plupart des cas, ’algorithme utilise des propriétés du diagramme de rayon-
nement liées & un type de réseau particulier.

Par exemple dans [BEFT97], dans le cas d’un réseau plan régulier, la méthode utilise
les propriétés quadratiques du diagramme pour mettre en place une stratégie de
sortie des "puits" constitués par les minima locaux.

Géométrie de 'antenne Dans notre étude, nous voulons optimiser la géométrie
de ’antenne suivant le critére de réduction du nombre d’ER, en faisant varier leur
taille et leur forme.

La géométrie d’une antenne réseau dépend le plus souvent de contraintes matérielles
de réalisation, et on trouve peu de travaux publiés concernant 'optimisation d’une
géomeétrie.

Certains concernent cependant la recherche de la position des éléments rayonnants
(ER) pour obtenir un diagramme fixé.

Ainsi, expliquée dans |[Che71], la méthode des perturbations est utilisée dans le
travail de [Lam93]
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. Soit X} le vecteur a l'itération k qui définit la position des ER sur ’antenne et
0, (X) Derreur sur le vecteur Gy, qui définit le gabarit,

. On part d’un systéme simple avec un gabarit de départ Gy réalisable, c¢’est-a-
dire qu’on sait calculer Xy qui définit une géomeétrie des ER de départ donnant
le minimum global de o¢(X),

. On provoque une suite de perturbations du gabarit notées Gy, ..., G, : chaque
perturbation doit étre assez petite pour qu’en partant de la solution X du
systeme au rang k, on obtienne la solution globale du systéme au rang k + 1
avec 'algorithme d’optimisation choisi.

. On obtient une géométrie finale X, correspondant au gabarit Gy qui est celui
que l'on veut finalement satisfaire.

L’auteur souligne que des configurations de réseau trés différentes peuvent toutes
produire des diagrammes de rayonnement proches du gabarit, car dans tous les cas
la valeur du minimum local trouvé est proche de celle du minimum global.

Il applique alors une phase de recherche globale aléatoire : on essaye de passer d’un
minimum local & autre en estimant pour chacun par des coupes la dimension de la
zone d’attraction et la valeur du minimum.

Dans ce cas, on choisit une fonction erreur qui présente le moins de minima locaux
possibles, et la stratégie suivante est préconisée :

. Dans un premier temps, quitte & faire une approximation ou on privilégie cer-
taines directions, on déplace fortement les ER pour satisfaire un gabarit sim-
plifié.

. Dans un deuxiéme temps, on déplace les ER relativement a la solution obtenue
pour essayer de satisfaire le gabarit dans toutes les directions.

Choix d’une méthode Pour nous guider dans le choix d’une méthode, nous pré-
sentons dans la suite :

. les méthodes mathématiques d’optimisation globale classiques dans la section
3, car elles sont utilisées pour résoudre le probléme de synthese de réseau et
7

méme le probléme de géomeétrie (voir par exemple [Guil7]),

. les méthodes mathématiques d’optimisation topologique dans la section 4.

3 Optimisation sous contraintes

Nous présentons ici les méthodes mathématiques d’optimisation sous contraintes
classiques : pour les problémes difficiles, qui possédent de nombreux minima locaux,
des méthodes globales sont généralement utilisées, mais en pratique on est rarement
assuré de trouver le minimum global.

Un probléme d’optimisation convexe posséde un unique minimum global, et des
méthodes locales performantes permettent de le trouver. Nous finissons la section avec
I’algorithme de Levenberg-Marquardt, que nous utiliserons pour la recherche
des lois d’alimentation optimales aprés avoir transformé le probléme pour le rendre
convexe.
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3.1 Meéthodes globales
3.1.1 Formulation

La recherche de minimum global sous contraintes est un probléme difficile, et il
n’existe pas d’algorithme pour le résoudre dans un cas quelconque.

De plus la complexité du probleme augmente avec la taille de ’espace de recherche.
Le cotit de calcul de l'algorithme, lié au nombre d’évaluations de la fonctionnelle, et
le nombre de minima locaux augmentent. Certaines méthodes ont ainsi de bonnes
performances si on travaille avec quelques variables mais deviennent impraticables
quand on passe a plusieurs dizaines.

Voici une formulation de ce type de probléme : on dispose de parameétres x & opti-
miser dans un espace de conception {2 de dimension n, mais souvent la physique du
probléme impose des solutions admissibles dans un domaine A plus petit que §2.

Cette information est introduite sous forme de m contraintes sur les parametres a
optimiser :
A={zeR"; g(z)<0,i=1...m} (1.3)

avec g; : R" — R.

On formule alors la minimisation de la fonction cotit J (par exemple une fonction
erreur) par rapport a la variable x sous les contraintes g; :

min J(z

gz'(ﬂfK%, i=1...m (I.4)

min J(z) = {
xEA

avec J : R" — R.

Cependant, la difficulté du probléme dépend en partie des propriétés topologiques
de A, donc il n’est pas toujours pertinent d’augmenter la complexité de A en injectant
toutes les informations disponibles sous forme de contraintes.

3.1.2 Probléme d’optimisation convexe

Certaines hypothéses plus ou moins fortes sur J et A peuvent assurer 1’existence
d’un minimum global, mais il est difficile de caractériser la classe de problémes d’op-
timisation sous contraintes qui ont un minimum global unique.

Le cas le plus favorable est celui d’une fonction coit J convexe sur un domaine de
contraintes A convexe : tout minimum local est alors global, et la convergence des
méthodes de descente est assurée (voir [HHL93]).

3.1.3 Classification

On peut présenter une classification générale des algorithmes d’optimisation globale
avec le schéma de la figure I.11. Pour un exposé plus complet, le lecteur peut consulter
[BGLS03], [Cia98], [Min83], [DPST03].

Suivant ce shéma, on distingue d’abord les problémes d’optimisation :
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Minimisation T e e :
e Identification Caractérisation Probléme inverse

d'un coat

v

OPTIMISATION

> Variables CONTINUES

|
v v

Méthode
APPROCHEE NON LINEAIRE LINEAIRE

Programmation

i linéaire

Méthode
LOCALE

Variables DISCRETES

Méthode
EXACTE
(spécialisée)

Méthode
GLOBALE

sans
gradients

avec
gradients

spécialisée avec gradlent

éb

Classique
HEURISTIQUE > METAHEURISTIQ@ (souvent

Méthode
HYBRIDE

simple complexe

FiG. I.11 — Classification des méthodes d’optimisation (extrait de |




CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLEME

. A variables discrétes avec comme exemples : le probléme du voyageur de com-
merce, d’ordonnancement,... De nombreuses heuristiques ont été développpées,
mais souvent elles ont été congues pour pour un probléme spécifique (heuris-
tiques spécialisées).

. A variables continues avec comme exemples : la minimisation d’une fonction
coiit, le probléme des valeurs & affecter aux paramétres d’un modéle numeérique
pour qu’il reproduise au mieux un comportement réel observé, les problémes
de moindres carrés...

Pour l'optimisation continue, qui concerne la synthése de réseau,on distingue
alors :

. L’optimisation linéaire : elle concerne une fonction cott linéaire sous contraintes
linéaires, la programmation linéaire permet de résoudre le probléeme.

. L'optimisation non linéaire dans les autres cas :

. On peut utiliser I'application répétée d’une méthode locale, qui est
conc¢ue pour trouver un minimum local d’'un probléme d’optimisation sans
contrainte.

On exploite ou non les gradients de la fonction cotit, car quand celle-ci
n’est pas connue analytiquement, le calcul des gradients est difficile.

Cependant, les méthodes les plus performantes sont les méthodes de
descente, utilisant le gradient (méthode de quasi-Newton, gradient conju-

gué,...) se trouvent dans cette catégorie : leur inconvénient est de converger
vers le premier minimum local trouvé.

. Si le nombre de minima locaux est trés important, le recours & une mé-
thode globale s’impose.

Remarque On rencontre aussi des problémes mixtes, qui comportent a la fois des
variables discrétes et continues, on adapte alors les méthodes décrites.

Parmi les méthodes globales, on trouve les catégories suivantes.

Méthodes classiques Ce sont des algorithmes déterministes qui exigent des pro-
priétés de régularité pour la fonctionnelle et le domaine des contraintes.

Elles permettent alors de disposer de méthodes robustes avec ’assurance de trouver
le minimum global (par exemple I'optimisation convexe).

Métaheuristiques Elles sont souvent utilisées quand le probléme est trop compli-
qué.

Ces méthodes comportent une partie stochastique qui permet de faire face a 'ex-
plosion combinatoire des possibilités. Elles sont généralement d’origine discréte mais

s’adaptent aux problémes continus, et elles sont souvent directes (c’est-a-dire qu’elles
ne recourent pas au calcul souvent problématique des gradients).

Elles sont inspirées par des analogies avec la physique ou la biologie, et partagent
les mémes inconvénients :
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. difficultés de réglage des parameétres de la méthode,
. temps de calcul élevé (parfois prohibitif),

. manque de garantie d’obtenir la solution globale.
On trouve dans cette catégorie :

. les algorithmes génétiques ou évolutionnaires, colonies de fourmis,

. l'algorithme du recuit-simulé.
On peut encore différencier les métaheuristiques entre elles :

. ""de voisinage", qui font progresser une seule solution a la fois (recuit simulé,...),

. "distribuées", qui manipulent en paralléle toute une population de solutions
(algorithmes génétiques,...).

Méthodes hybrides Elles peuvent combiner plusieurs des algorithmes ci-dessus,
s’efforcant de tirer parti des avantages spécifiques d’approches différentes.

Souvent elles associent une métaheuristique et une méthode locale.

Cette coopération peut prendre la forme d’un passage de relais entre la métaheu-
ristique qui représente la phase globale d’exploration, et la méthode locale chargée
dans une deuxiéme phase d’affiner la solution. On peut aussi avoir les deux approches
entremélées de maniére plus complexe.

3.1.4 Approches globales

Les méthodes d’optimisation globale qui utilisent des stratégies pour se dégager du
piége des minima locaux se déroulent souvent en deux phases :

. phase locale : recherche d’un point qui améliore la fonction coft,

. phase globale : recherche d’une meilleure estimation de la solution globale et
d’un nouveau point de départ pour la phase locale.

On peut par exemple autoriser de temps en temps des mouvements de remontée,
c’est-a-dire une dégradation temporaire de la situation, avec un mécanisme de
contrdle qui permet d’éviter la divergence du procédé. Il devient alors possible
de s’extraire du "puits" constitué par un minimum local pour repartir explorer
une autre zone.

On trouve dans cette catégorie les métaheuristiques et les méthodes hybrides évo-
quées précédemment.

35



CHAPITRE I. INTRODUCTION AU PROBLEME

Stratégies mixtes On peut utiliser plusieurs approches précédentes conjointe-
ment.

Par exemple, on peut ici aussi travailler en deux phases :

. phase globale par méthode d’approximation : on applique une méthode globale
a un modele simplifié, qui donne un premier point solution,

. phase locale : & partir du point trouvé, on applique une méthode locale au
modéle non simplifié.

Suivant la configuration, ou le point de départ choisi, I’algorithme converge vers un
minimum local qui est la meilleure des solutions accessibles compte tenu de I’hypotése
initiale, qui n’est généralement pas la solution globale espérée. Dans la pratique, on
se contente d’améliorer une solution existante.

On peut appliquer 'algorithme de recherche locale plusieurs fois avec des conditions
initiales différentes pour explorer les solutions obtenues, mais souvent le nombre de
minima locaux augmente de fagon exponentielle avec le nombre de parameétres a
optimiser, et cette stratégie devient inefficace.

3.1.5 Stratégies d’approximation

On peut considérer qu’il y a deux approches basées sur des approximations pour
résoudre numériquement un probléme d’optimisation.

Reformulation du probléme Une reformulation du probléme, quitte a simplifier
le modele, peut nous permettre de travailler avec une fonction coit et des contraintes
régulieres, et ainsi d’utiliser une méthode classique avec les hypothéses adéquates.

Par exemple on peut rendre le probléme convexe : alors dans ce cas précis tout mi-
nimum local est global, et les algorithmes d’optimisation de type descente convergent
vers la solution.

Bien que théoriquement tout probléme d’optimisation non convexe puisse se rame-
ner & un probléme convexe en considérant ’enveloppe convexe, cette transformation
est souvent difficile (et méme si la fonction est convexe mais si A n’est pas convexe,
le probléeme peut étre difficile), voir [HHLI3] pour plus de détails.

De plus, on ne peut pas toujours effectuer des simplifications sur le modeéle car la
fonction cotit peut étre trop compliquée ou bien parce qu’on dégrade trop la solution.

Approximation du modéle Si la fonction de modélisation ne fournit pas le
gradient, ou est fortement non linéaire, on peut utiliser & sa place une approximation
réguliére pour laquelle le gradient est disponible et appliquer ensuite une méthode
de descente, plus performante que les méthodes sans gradient.

Pour approcher la fonction de modélisation, on peut recourir aux méthodes de
surface de réponse ou d’interpolation (réseaux de neurones, splines, sparse grids,...)
qui s’adaptent le mieux au probléme. Dans cette catégorie, on peut citer le travail
de [VGO4] au laboratoire MIP et de [Fad05] concernant la synthése de réseau.

Pour des problémes difficiles d’optimisation globale, on peut combiner les deux
stratégies précédentes.
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3.1.6 Conclusion

Actuellement, il est difficile de prévoir D'efficacité d’une de ces méthodes donnée,
appliquée & un probléme donné.

La plupart des heuristiques utilisent des parameétres : le choix de ces paramétres est
simple et donne de bons résultats avec des problémes tests, ou bien la théorie peut
préconiser des valeurs de réglage optimal, mais ’application a une fonctionnelle issue
d’un cas réel est souvent difficile.

Ainsi, lors de I'implémentation de ces algorithmes sur des cas industriels, le réglage
de la méthode fait souvent appel a ’expérience de I'utilisateur.

3.2 Idée clé : reformulation en un probléme convexe
3.2.1 Choix d’une méthode d’optimisation

Critéres de sélection Face & un probléme d’optimisation concret, la principale
difficulté est le choix d’une méthode capable de produire une solution acceptable
au prix d’un temps de calcul raisonnable. La théorie n’est pas toujours d’un grand
secours car on ne dispose pas généralement de théorémes de convergence.

Ainsi, comme pour le réglage des parameétres d’une heuristique, le choix d’une bonne
méthode d’optimisation fait appel au savoir faire de 'utilisateur.

La détermination de la méthode de synthése de réseau repose donc sur le choix :

. de la fonction d’erreur,
. des contraintes sur les paramétres,
. de lalgorithme d’optimisation en fonction de critéres de performance :

. stabilité (faible sensibilité aux erreurs et aux variations des conditions
initiales),

. temps de calcul (comportement de la méthode quand le nombre de sources
est grand, ici plusieurs centaines).

Idée clé : reformuler le probléme pour le rendre convexe En ce qui concerne
la synthése de réseau, dans notre étude, la directivité qui est donnée sous forme
analytique, donc nous disposons facilement du gradient de la fonction cott, et nous
avons décidé d’utiliser une méthode de type gradient pour bénéficier de son efficacité :
I’inconvénient est qu’elle trouvera le minimum local le plus proche du point de départ,
et pas forcément le minimum global qui est celui recherché.

L’idée clé est alors de transformer le probléme en un probléme convexe numé-
riquement équivalent.

On remplace alors un probléme difficile (synthése d’un réseau de plusieurs centaines
de sources) avec un grand nombre de minima locaux par un probléme convexe : le mi-
nimum global unique du probléme transformé peut étre trouvé en appliquant
une méthode de descente, et il est la solution du probléme initial.
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Comme il n’y a pas de méthode générale pour tranformer le probléme, le lecteur se
reportera aux sections présentant les tests numériques pour savoir dans chaque cas
comment nous avons procédé.

En ce qui concerne la méthode de descente, nous avons choisi 'algorithme de
Levenberg-Marquardt, qui est une méthode de quasi-Newton appliquée & un pro-
bléme de moindres carrés, pour le bon compromis entre efficacité et cott de calcul
qu’elle nous semble présenter dans notre cas.

3.3 Meéthodes de descente

Nous détaillons dans la suite les méthodes d’optimisation de type descente, jusqu’au
rappel de ’algorithme de Levenberg-Marquardt.

3.3.1 Introduction

On veut résoudre le probléme de minimisation sans contrainte avec une méthode
itérative :

(Pn) minJ) (15)

avec J : R” — R que ’on suppose suffisamment réguliére.

Direction et pas de descente Une direction de descente dj € R™ est caractérisée
par
It e R J(.’L‘k +1 dk) < J(.’L‘k)

ou encore

dF v.J(zy) < 0.

Généralement on calcule une direction de descente dj et on cherche le pas sous la
forme

pp =1t dp ,tp €RTH

de fagon & assurer de diminuer localement la valeur de J avec J(zx + pr) < J(xg).

Cela permet d’obtenir une suite de points qui converge vers le minimum local le
plus proche de zg avec
Tk41 = Tk + Pk

Recherche linéaire Une recherche linéaire consiste & calculer £; en minimisant la
fonction réelle ¢ suivante :

t — q(t) = J(zp +t dy). (1.6)
Cela revient & minimiser J dans la direction de descente dj pour trouver le pas de
descente py =ty dy,.

Remarque : ¢ est une fonction décroissante au voisinage de 0 (¢/(t) = di. VJ(zy, +
t dy) donc ¢'(0) = dl VJ(X}) < 0 car dj est une direction de descente).
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Principe L’algorithme d’une méthode de descente est alors :

. initialisation : xp = g € R"
. tant que le test d’arrét est non vérifié

. calculer une direction de descente dj € R"

. calculer un pas de descente py, = t, d, t, € RT*

3.3.2 Meéthodes classiques

Algorithme de la plus forte pente La méthode la plus élémentaire consiste a
choisir dans 'algorithme précédent comme direction de descente ’opposé du gradient

VJ(zg)

dp = ————"
PV ()]

Algorithme du gradient conjugué La méthode du gradient conjugué s’applique
a une fonction quadratique, et ses caractéristiques sont :

. A chaque étape k la direction dj est obtenue comme combinaison linéaire du
gradient courant et de la direction précédente dy, = — VJ(zx) + Br di—1-

. Le calcul du pas optimal p; est exact.

. Les coefficients (3 sont choisis de telle maniére que dj soit conjuguée avec
toutes les directions précédentes, ce qui permet la convergence en n itérations.

La méthode de Fletcher-Reeves est une extension du gradient conjugué pour une
fonction quelconque, les différences sont :

. Une autre formule pour le calcul des coefficients 8 qui permettent d’obtenir
la direction dj.

. Le calcul du pas py s’effectue par recherche linéaire.

. Un test d’arrét est nécessaire.

Cette méthode est intéressante car elle ne nécéssite pas de stocker une matrice et
sa vitesse de convergence est trés supérieure a celle de la méthode du gradient.

Méthode de Newton Nous détaillons ici un algorithme fondamental parmi les
méthodes de descente.

~Soit zr, € R" le point courant, on va remplacer J par son approximation quadratique
J, approximation valable au voisinage de x, en considérant le développement de
Taylor a ’ordre 2 :

J(h) = J() + BT VI (@) + % W 2T (a) b~ J (g + h) (L7)

avec
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. VJ(zr) € R™*! le gradient de J en xy,

. V2J () € R™™ la hessienne de J en xy.
Pour trouver zj 1, on calcule le minimum de Papproximation .J(h) :

. Si V2J(z1) est définie positive, alors ce minimum existe et est unique.

. Il est donné par le point critique solution de :

VJ(h) = VJ(z) + V23 (xp) h=0< V2J(2) h = — VJ(x). (1.8)

On résoud le systéme linéaire précédent et la solution hy est la direction de Newton,
qui est une direction de descente si V2.J(zy) définie positive.

L’intérét de cette méthode est que la suite des itérés converge de maniére quadra-
tique, mais uniquement si le point de départ est proche de la solution, ce qui en limite
I'intérét. Il faut d’autre part calculer la hessienne, ce qui est souvent prohibitif en
terme de cott de calcul.

3.3.3 Algorithme de Levenberg-Marquardt

Méthodes de quasi-Newton Le principe d’'une méthode de quasi-Newton (voir
par exemple [BGLS03]) est de remplacer V2J(x;) par une approximation moins
cotiteuse Gy,.

On obtient une direction dj, en résolvant le systéme linéaire

Gy di, = — VJ(z). (1.9)

La condition pour assurer une direction de descente est : G}, matrice définie positive
(en effet, on a alors df V.J(Xy) = — dE Gy, dy, < 0).

Suivant la stratégie de construction de G on obtient des algorithmes dont les plus
connus sont 'algorithme DFP (pour Davidon, Fletcher, Powel) et I'algorithme BFGS
(pour Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno).

Méthode de Gauss-Newton On considére ici f(z) == (fi(z)... fo(z))T avec f; :
R™ — R une fonction erreur par exemple, et on veut résoudre le systéme d’équations
non linéaires f(x) = 0 au sens des moindres carrés.

On construit a cet effet une fonction coiit & minimiser

J@)i= 5 IS@IB = 5 F@T F@) =5 D f@P. (1.10)

La méthode de Gauss-Newton est une méthode de quasi-Newton appliquée a la
minimisation de J.

Le gradient et la hessienne prennent ici des formes particuliéres :
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VJ(zk) D" (xr) f(xx)

>h_y filek) Vi)

(L11)
V2J(xr) = DfT(Xy) Df(Xk)+ 25 fi(xr) V2 fj(an).

Dans le calcul de V2J(x), & proximité de la solution les f; sont petits, et en
négligeant alors le deuxiéme terme on définit la matrice de Gauss-Newton

P
Gr = Df"(xp) Df(xx) = > _ Vfilar) Vilar) = V2 (). (L12)

j=1
Cette matrice G posséde une propriété intéressante : elle est symétrique semi-
définie positive.

La vitesse de convergence au voisinage d'un minimum de cette méthode dépend de
combien le terme D f7(x},) D f(x;,) domine le deuxiéme terme négligé de la hessienne
V2J(zg) (voir [NW99]) : dans les cas favorables, elle est de l'ordre de celle de la
méthode de Newton (quadratique), pour un coit de calcul trés inférieur .

Méthode de Levenberg-Marquardt On modifie la méthode précédente : on doit
résoudre le systéme linéaire Gy, dy, = — VJ(zy).

On pose -
G,=Gr+p I, (I.13)

avec . p€ RT*,
. I, la matrice identité.

L’idée de l'algorithme de Levenberg-Marquardt (initialement [Lev44| et [Mar63])
est d’apporter une correction a (G} qui ne perturbe pas la solution et qui permet :

. de rendre G aussi proche que possible d’une matrice définie positive, de ma-
niére & assurer une direction de descente et accélérer la convergence,

. de conserver la propriété de symétrie de Gj.
Pour résoudre le systéme linéaire, on peut utiliser :

. si le rang Gy est maximal, une méthode classique pour inverser G,

. sinon, une méthode de gradient conjugué préconditionné.

Finalement, le systéme linéaire a résoudre pour trouver la direction de descente dj
au rang k est

p p
S OViar) V@) + pIn | de=— > filzr) Vj(aw). (1.14)

J=1 J=1

La vitesse de convergence locale de cette méthode est similaire & celle de Gauss-
Newton (voir [Kel99]). En pratique, dans de nombreux cas la convergence est rapide,
ce qui fait de ’algorithme de Levenberg-Marquardt une méthode efficace avec un
cott de calcul réduit.
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4 Optimisation topologique

Dans notre étude, nous voulons optimiser la géométrie de I’antenne en minimisant
le nombre d’ER.

Nous présentons dans la suite les méthodes de 'optimisation topologique, présentées
dans [B503] : nous finissons par les méthodes utilisant la notion de gradient topo-
logique, car nous utiliserons une version simplifiée de ce concept dans l'algorithme
de conception de ’antenne.

4.1 Formulation

L’industrie (aéorospatiale, automobile,...) utilise ’optimisation topologique pour la
conception des structures mécaniques ou éléments électromagnétiques (par exemple

[Cal04]).

Un probléme d’optimisation de forme d’un objet est défini avec :

. Des paramétres de conception x = (x1,. .., x,) soumis & d’éventuelles contraintes
gi(x) <0,i=1...m.

Ces parameétres définissent ici une forme w, ouvert borné dans un domaine de
réference Q € R%, d = 2,3 de I’espace. On note dans la suite w pour .

. Un modéle dont la solution u permet d’évaluer le comportement (mécanique,
électromagnétique,...) de l'objet.

Le cas le plus courant consiste a résoudre une équation d’état F(u(w),w) =0
avec une méthode d’éléments finis.

. Un critére ou fonction cotit que I'on cherche & minimiser
J: R* — R. (I.15)

La formulation mathématique la plus générale du probléme d’optimisation topolo-
gique est alors

{ min J (u(w), w) (1.16)

gi(u(w),w) <0, i=1...m.

Dans la suite on note de maniére plus simple

weN (117)
gilw) <0, i=1...m.

{ min J(w)

Remarques

. En pratique, les fonctions J et g; sont la masse, ou le déplacement, ou la
compliance qui mesure la rigidité,...

. La topologie de I'objet en dimension deux est caractérisée par le nombre de
"trous".
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4.1.1 Meéthodes

Selon la nature des paramétres employés et par ordre croissant de complexité, on
distingue les méthodes suivantes, avec une illustration sur la figure 1.12.

Forme initiale

Optimisation de

Optimisation de Optimisation
dimensionnement forme topologique
\ \/ |

——

FiG. 1.12 — Les méthodes de "optimisation topologique

Optimisation de dimensionnement Les paramétres sont les longueurs, les sec-
tions, les épaisseurs,... Les parties fixes sont la géométrie et la topologie.

Avec l'optimisation de dimensionnement , on limite considérablement la variété des
formes possibles.

Optimisation de forme (ou géométrique) Les parameétres sont les contours ou
les surfaces (c’est-a-dire la géométrie). La partie fixe est la topologie.

La limitation vient ici du fait que le résultat dépend fortement de la forme initiale :
on part & priori d’une forme connue, on obtient des formes successives au cours des
itérations en faisant varier continuement les frontiéres de I'objet.

C’est la méthode employée par les logiciels d’optimisation classiques dans les bu-
reaux d’études, qui ont remplacé la conception par essais successifs. Elle s’applique
a des modéles et fonctions colt quelconques, mais elle peut étre cotiteuse a cause
du remaillage si le modeéle est une équation résolue numériquement On obtient sou-
vent de nombreux minima locaux, et la forme finale reste alors dans des schémas
classiques.

Optimisation topologique Le parameétre est la topologie, il n’y a pas ici de res-
trictions sur la forme.
On s’autorise ici a créer ou faire disparaitre de la matiére (trous, changements de

connexion,...), cela permet en phase de préconception de remettre en question la
forme habituelle.
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Dans la pratique, si la forme trouvée ne répond pas aux contraintes techniques
ou physiques, on peut ajouter une phase optimisation de forme aprés l’optimisa-
tion topologique, dont le role est alors de donner les caractéristiques générales de la
structure.

Mise en oeuvre Les algorithmes en optimisation de forme et topologique consistent
a partir d’une forme de départ wop, et par itérations successives, trouver des formes
wy, qui améliorent la fonction cott J jusqu’a la forme optimale.

Pour I'initialisation, on peut prendre comme forme initiale :

. En optimisation de forme : une forme connue (une solution existante).
. En optimisation topologique :
. Une forme pleine, par exemple tout le domaine €2 : on va enlever de la
matiere lors des itérations.

. Une forme vide : on va ajouter de la matiére.

. Une forme intermédiaire : on peut fixer certaines parties du domaine
comme vides ou pleines, cela revient & restreindre I’ensemble des formes
admissibles.

Dans les sections suivantes, nous présentons les grandes méthodes d’optimisation
topologique.

4.2 Meéthodes de distribution de matiére

On trouvera un exposé sur les méthodes suivantes dans [Ben89].

4.2.1 Paramétrisation de la forme

Le probléme d’optimisation topologique consiste a répartir un matériau dans le
domaine €2 pour créer une forme.

La forme w(z, p(x)) est paramétrisée ici par un point x du domaine et la densité de
matiére p en ce point :

. une forme classique par une densité de matiére discréte, c’est-a-dire une fonction
caractéristique notée y
x: @ — {01}
xr 0 si x ¢ w absence de matériau (trou)
— 1 si € w présence de matériau

. une forme généralisée par une densité de matiére continue p
p: Q — [0,1]
r 0 six ¢ w
— a>0 sirzecw

Ici, la présence de matériau avec une densité intermédiaire doit étre interprétée par
la méthode (par exemple comme un matériau composite).
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4.2.2 Discrétisation

Le probléme (I.17) est continu en espace (parameétre x), pour le résoudre numeéri-
quement, une idée naturelle est de discrétiser.

On crée un maillage de conception, qui peut étre différent d’'un éventuel maillage
éléments finis, et on distribue le matériau sur chaque élément de ce mailage. On
obtient un probléme d’optimisation discréte.

Limitations

. Si le maillage de conception n’est pas grossier, ¢’est un probléme de grande
taille, or comme l'optimisation discréte est cotiteuse en calcul, on ne connait
pas d’algorithme efficace.

. C’est un probléme mal posé, la solution présente une dépendance au maillage :

si on résoud une suite de problémes avec des maillages de conception de plus en
plus fins, la suite des solutions ne converge pas. Quand on raffine le maillage,
on obtient des formes avec de plus en plus de trous de petite taille au lieu
d’obtenir une représentation plus précise d’'une méme structure optimale.

4.2.3 Relaxation : méthodes d’homogénéisation et SIMP

Une autre stratégie consiste & travailler avec une forme généralisée, définie dans la
section 4.2.1 avec une densité continue entre 0 (pas de matiére) et 1 (de la matiére) :
on autorise une infinité de matériaux, on dit qu’on a relaxé le probléme.

En élargissant I'espace des formes admissibles, la relaxation rend les problémes bien
posés.

D’un point de vue mécanique, on considére un matériau dont il est nécessaire de
définir les propriétés macroscopiques notées A, pour les densités intermédiaires entre
0 et 1, qui interviennent dans les calculs.

On peut utiliser pour cela les méthodes :

. d’homogénéisation (voir [BK&8| | [All01]) : le matériau est défini comme com-
posite avec une microstructure particuliere qui permet de déduire les propriétés
macroscopiques et donc de fixer A,.

On obtient la solution comme une forme généralisée constituée de densités in-
termédiaires, non fabricable. Pour obtenir une forme non composite constituée
de plein (p = 1) et de vide (p = 0), on applique une étape de pénalisation :
on effectue quelques itérations supplémentaires ou on force la densité & prendre
des valeurs proches de 0 et 1.

. SIMP (pour Solid Isotropic Material with Penalization, voir [Ben89]) : on utilise
un matériau fictif en fixant arbitrairement A,. Elle est plus simple car on n’a
plus besoin de définir de microstructure associée.

Pour la large classe de problémes consistant & minimiser la masse en maximi-
sant la rigidité, I’étape de pénalisation n’est pas nécessaire car elle est implicite :
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AU PROBLEME

dans la formulation de la méthode, les grandes valeurs d’un paramétre p aménent
les densités intermédiaires & prendre naturellement lors de I'optimisation les va-

leurs 0 ou 1.

Cependant, si on choisit une valeur de p trop grande, on obtient des minima
locaux et donc une solution sensible au choix de la forme de départ. Dans la
pratique, on applique plusieurs fois ’algorithme en augmentant lentement la

valeur de p.

On a alors les caractéristiques :

. avantage : on peut utiliser des algorithmes d’optimisation continue efficaces,

. inconvénient : méthode limitée pour 'instant au cas de I’élasticité linéaire.

Les deux schémas des figures 1.13 et [.14 illustrent le principe des méthodes précé-

dentes.

Forme paramétrée par p

Matériau parameétré par x

Méthode d'homogénéisation )

Méthode SIMP

Forme — continue

Matériau — discret

DISCRETISATION
— parametre x

RELAXATION
— parametre p

Forme
— discrets
Matériau

TTTTTITIIIITTTITII LI 2

Forme

Matériau

} — continus

PENALISATION
— parameétre p

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIlIIIIlIlIIIIlIlIIIIlIlIIlIlII>

DISCRETISATION
— parametre x

Forme — discréte

Matériau — continu

Fic. [.13 — Méthodes de relaxation : principe

4.3 Meéthodes utilisant un gradient de forme

Pour un exposé des méthodes de cette section, le lecteur peut se référer a [SZ92].

4.3.1 Paramétrisation de la forme

La forme w est paramétrisée ici par sa frontiére notée dw.
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Densité . p=1
de matiere [ | 0<p<1

| e=0
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[ o [ [ o
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LWL B 3 3 0 LB B I
LU )
EE e
i mainls
. |10
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RELAXATION PENALISATION
— parametre p — parameétre p
DISCRETISATION
— parameétre x
-
|
n|
| | | 1
[ ] LN
LELLCDN
L LLLLLDN
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Fic. I.14 — Méthodes de relaxation : illustration

On cherche alors I'influence des variations de la frontiére de w sur la fonction cott
J.
Définition Avec les notations de la section 4.1, on considére
« wo un domaine de départ,
. w=(Id+ 0)(wp), avec § € C*(R? R?), le domaine déformeé.
Le gradient de forme de J en wq est la différentielle (au sens de Fréchet) notée
DpJ(wp) de la fonction 6 — J((Id + 6)(wp)) en 0, c’est-a-dire :
J((Id+ 0)(wo)) = J(wo) + DrpJ(wo)(0) + o(0). (L.18)

Son expression est connue pour des fonctions particuliéres (comme la compliance)
mais peut étre difficile & calculer.
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4.3.2 Meéthode de lignes de niveaux

Cette méthode est présentée dans [ADGJT05] : on capture une forme w C ) sur
un maillage fixe de €2 comme une ligne de niveau

UV:Q—-R avec ¥Y(x)=0 < zx€dw
U(zr) <0 ©rew
U(zr) >0 erdw

Au cours des itérations, la forme w(t) va évoluer selon un temps ¢ avec une vitesse
V(z,t) -
pour améliorer w, c’est-a-dire faire décroitre .J, on va transporter sa frontiére, c’est
a dire la ligne de niveau W = 0, suivant la direction opposée au gradient de forme, ¢
joue le role de pas de descente.

Cette méthode est classée dans I'optimisation topologique car elle permet la dispa-
rition ou fusion de trous existants.

On a alors les caractéristiques :

. avantage : pas de remaillage de la forme nécessaire au cours des itérations,

. inconvénient : l'algorithme conduit généralement & un minimum local, donc la
solution dépend fortement de la forme de départ.

Pour créer de nouveaux trous, on peut utiliser cette méthode couplée avec celle du
gradient topologique (voir section suivante), qui donne l'information nécessaire.

4.3.3 Gradient topologique

Connue au départ sous le nom de "bubble method" définie par Schumacher (voir
[EIXS94] ), cette méthode consiste & introduire un trou de petite taille dans le domaine
et a ’agrandir avec une méthode d’optimisation de forme classique.

La justification mathématique a été apportée par Sokolowski (voir [SZ99]).

Définition Données :

. wCR? d=2 31la forme,
. 8 C R% un trou contenant l'origine,
s g Ew, p>0

. w,=w \ 0, avec §, = x9 + p J, le domaine perforé.
On dit que la fonction J :  — R admet un développement asymptotique topolo-
gique si

J(wp) = J(w) + p? DrJ(x0) + o(p?h). (1.19)

alors DpJ(zg) est appelé le gradient topologique de J au point xg.
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Intérét Le gradient topologique donne une information sur opportunité de faire
apparitre un trou & un endroit de la structure :
soit J & minimiser, si DpJ(zg) < 0 alors créer un trou en xzq fait décroitre J.

Calcul Le professeur Masmoudi, du laboratoire MIP, a développé une méthode ad-
jointe qui permet de calculer ’expression du gradient topologique pour des fonctions
cotts générales (voir [MasO1], [GGMOL]).

Pour cela, on utilise :

. la méthode du lagrangien généralisé,
. la troncature de domaine.
Cette méthode est en général peu cotiteuse, mais le calcul du gradient topologique
peut étre difficile; on peut utiliser dans ce cas une approximation.

On connait son expression dans le cas de I’élasticité linéaire ou en électromagnétisme
pour les équations de Maxwell (voir [CGGMO0], [Sam04], ).

Utilisation Exemple d’algorithme :

. Initialisation : forme wy = wyp
. Tant que le test d’arrét est non satisfait

. calculer uy et pg solutions directes et adjointes de I’équation d’état
. calculer le gradient topologique Dé‘iJ (z) pour tout x € wy

. wpr1 = {z € Qx; DEJ(2) > 0}

k=k+1

En pratique, on discrétise en espace selon le paramétre x, on dispose donc d’un
maillage de conception.
Ses éléments sont classés suivant la valeur du gradient topologique obtenue, ¢’est-a-
dire suivant leur sensibilité a la présence de matiére : les éléments de valeur négative
ou la plus faible sont supprimés.

Reésultat complémentaire Soit J de la forme

J:LYw) - R ,d=1,2.
On définit :

. La forme linéaire g associée a J'(c) par J'(c) dc = [, g dc,
et on suppose que g est réguliére.
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. Une perturbation topologique dans une boule centrée en zy par

[ & dansB(xo,e)
0ce _{ 0 ailleurs. (1.20)

. La mesure de la boule p(e) = mes(B(xg,€)).

Sous ces conditions, on a

J(c+dce) = J(c) + g(xo) 6 p(e) + o(p(e)). (L.21)

On en déduit que dans ce cas le gradient topologique Dr.J coincide avec le gradient
classique J'.
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1 Introduction

En vertu du principe de découplage des problémes, (voir section 2.2.3 du chapitre
I page 21) nous allons d’abord résoudre le probléeme de synthése de réseau, ou

optimisation des lois d’alimentations.

Nous cherchons la loi d’alimentation d’'une antenne réseau, c’est-a-dire un vecteur
complexe qui indique la phase et le module qui seront appliqués a chaque
ER, et qui permet de vérifier le gabarit demandé, c’est-a-dire les contraintes de

rayonnement (voir en section 2.2.1 page 18).

La méthode générale consiste a définir une fonction qui mesure 'erreur entre le
rayonnement de 'antenne pour une alimentation donnée et le gabarit : il faut alors

minimiser cette fonction coft.
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Le rayonnement est une fonction explicite de type quadratique : nous pouvons
ainsi facilement calculer son gradient et utiliser des méthodes d’optimisation per-
formantes.

Cependant, ce probléme d’optimisation est difficile, avec un grand nombre de
minima locaux (voir [Dub97| et [DA9T]). En effet, la dimension de I'espace de
recherche est élevée par rapport aux problémes de synthése de réseau classiques,
puisque I'antenne de départ comporte plusieurs centaines d’ER.

Nous avons choisi I’approche suivante :

. Il est naturel pour un ingénieur de travailler avec le module et la phase de
I’alimentation : cependant, la phase introduit une forte non-linéarité & cause
de 'exponentielle complexe.

Pour réduire cette non-linéarité, nous prenons alors comme variables d’op-
timisation les parties réelle et imaginaire des composantes de ’alimenta-
tion.

De la méme facon, la conversion en décibels est fortement non-linéaire & cause
du logarithme, nous travaillerons donc avant cette conversion.

. L'idée fondamentale suivante est de reformuler le probléme sous forme
simple avant d’appliquer l’algorithme d’optimisation : nous utilisons le prin-
cipe de conservation de I’énergie pour modifier les contraintes de
rayonnement et rendre le probléme convexe.

La solution unique du probléme transformé est alors le minimum global
du probléme initial.

2  Description du probléme

2.1 Données

Eléments rayonnants élémentaires : ERel L’antenne de départ (voir figure
I1.1) est constituée d’un réseau plan régulier de n éléments rayonnants élémentaires,
notés ERel dans la suite, remplissant un disque.

Eléments rayonnants : ER  Les ERel sont considérés comme des briques carrées
de taille fixe servant a former des éléments rayonnants rectangulaires, notés ER dans
la suite, par regroupements.

Nous obtenons alors une antenne a réseau plan irrégulier de n ER (voir figure 11.2).

Alimentation a Les ERel ou les ER sont controlés chacun avec un module et
une phase, et l'alimentation de I’antenne est notée a = (a1,...,a,)’ € C", avec
a; = Aj e .

Directivité D La superposition des champs rayonnés par les ER nous donne le
rayonnement global de I’antenne, évalué par la directivité notée D qui est calculable
en tout point de la Terre.
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Antenne: n éléments rayonnants ER j

FiG. I1.1 — Antenne réseau a maille réguliére

A

4x4 patches

- 2x4 patches
. 2x2 patches

Sy

(Xn,Yn,0)

L e e

Fi1G. I1.2 — Antenne réseau a maille réguliére (trois motifs d’ER différents) dans son
repére cartésien

Discrétisation de la Terre On considére qu’on discrétise I’ensemble des direc-
tions de rayonnement, et on note x; = (zj,v;), 7 € J, = {1...p} les points de
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discrétisation (ou de maillage) sur la Terre associés, appelées stations.

2.2 Contraintes de rayonnement
La directivité de I’antenne D doit vérifier un certain nombre de contraintes en chaque
point de maillage de la Terre (voir figure I1.7) afin de controler le rayonnement émis.

Ces contraintes définissent le gabarit de 'antenne, et consistent en un niveau mini-
mum et/ou maximum de directivité dans chaque zone.

2.2.1 Zones de gain et d’isolation

Dans la zone de gain, on cherche & augmenter le rayonnement utile (lobe principal).

Dans la zone d’isolation au contraire, on cherche a diminuer le rayonnement (lobes
secondaires).

On note :

« JGain €t Jrsor les indices des points de maillage respectivement de la zone de
gain et d’isolation,

« Gaain et Grsor les valeurs de rayonnement désirées respectivement sur la zone
de gain et d’isolation.

Remarque On peut aussi introduire une zone d’interférence, qui est traitée comme
une deuxiéme zone d’isolation avec une valeur de rayonnement désiré différente.

2.2.2 Modélisation des contraintes

On note D(a,z;), ou Dj(a) , la fonction de rayonnement associée a l’alimentation
a et au point x; du maillage Terre.

Sur chaque point de maillage x;, le niveau de rayonnement désiré est donné par
deux valeurs notées

. G}” pour le niveau de rayonnement minimum souhaité,

. G;-W pour le niveau de rayonnement maximum souhaité.

On note c¢;j(a) la contrainte de gabarit, différence entre le rayonnement calculé D;
et celui souhaité G; (on écrit cette différence pour qu’elle soit négative quand la
contrainte est respectée).

Gabarit de type intervalle Le gabarit est ici 'intervalle des valeurs admissibles
pour le rayonnement, définies en chaque point de maillage Terre.

Mathématiquement, on veut résoudre le probléme :

calculer la loi d’alimentation a telle que

o4



2. DESCRIPTION DU PROBLEME

- m . ¢j(a) =GT" —Djla) <0
Vi€J, GJ'<Djla)<GY <= Vjel, { ’ D]]-(a)—]G;V <0,

cj(a)
(IL.1)

C’est a dire le rayonnement D vérifie le gabarit en tout point du maillage Terre.

On peut représenter ce gabarit & valeurs dans des intervalles par exemple par la
figure IL.3.

GM [TRLREINT Gabants A D|reCt|V|té
t (en dB)

G™ %Y type intervalle

0

4 IIIIIIIAU[

Direction du
rayonnement
(radians)

Zone dé GAIN ?

(lobe principal)

Zone d'ISOLATION
(lobes secondaires)

FiG. I1.3 — Gabarit a valeurs dans des intervalles

Gabarit de type minimum-maximum Dans ces cas 13, le gabarit peut se pré-
senter avec une seule contrainte de type inégalité par point de maillage Terre, et le
probléme s’écrit :

calculer la loi d’alimentation a tel que

{ vj € JGain cj(a) = GGain - Dj(a’) <0 (II 2)
Vi € Jrsol cj(a) = Dj(a) —Grsat <0 -

avec
. V) € Jp Gain = G,
. Vj e Jp Gisol := Gé\/[

On peut représenter un gabarit & valeurs minimum ou maximum par exemple par
la figure 11.4.

95



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

GMmnnnn - Gabarits
type A Directivite
maximum (en dB)
Gmt ou minimum

IRV RRRRINY]

i IIIIIIIAUl

RN R LR RN R RN ARRRIRRRILARRRILIN

C JUERRE NN NN RN RN RN RNy

0
Zone de GAIN \g
(lobe principal)
Zone d'ISOLATION
(lobes secondaires)

FiG. I1.4 — Gabarit & valeurs minimum ou maximum

2.3 Probléme d’optimisation
2.3.1 Erreur locale

En un point de maillage x; fixé, on définit 'erreur locale o; par

oj = cjla)* - Sj(a) :i ZEZ% i 8. (IL.3)

Ainsi, lerreur locale

. Teste strictement positive si la contrainte de gabarit n’est pas vérifiée en x;,

. est nulle si la contrainte de gabarit est vérifiée en x;.

2.3.2 Erreur globale : fonction cott

On peut alors définir 'erreur globale o & partir de ’ensemble des erreurs locales
o(a) :=|[(o1,...,0p)| ,o05€Jp (I1.4)

avec ||.|| une norme usuelle de R™. On choisira la formulation adaptée selon le gabarit
proposé et le contexte du probléme a résoudre.

Ainsi, 'erreur globale

. est strictement positive si la contrainte de gabarit n’est pas vérifiée en tout x;,

. est nulle si la contrainte de gabarit est vérifiée partout.
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Remarque On peut définir de maniére analogue :

. Perreur sur zone de gain ogain(a) = ||(01, .-, Tpguin )l 505 € JGain,

. Perreur sur zone d’isolation ors0(a) := ||(o1,...,0p,.,)| 05 € Jrsol-

2.3.3 Formulation

On choisit o(a) comme fonction cott pour obtenir un probléme d’optimisation : si
on minimise sa valeur jusqu’a zéro, on résoud le probleme de synthése de réseau.

min o (a)
a€C (IL5)

sous des contraintes éventuelles sur a.

Parmi les formulations possibles selon la norme choisie pour 'erreur globale, on
peut citer les suivantes.

Probléme de type minmax

acCn <?§f 73 > (IL.6)

sous des contraintes éventuelles sur a.

On controle au mieux le rayonnement car on maitrise le maximum de I’écart entre
les diagrammes calculé et souhaité. Mais la fonction cotit n’est pas différentiable.

Probléme de type moindres carrés

. 2
min E o
acCn | J (I1.7)
Je€dp
sous des contraintes éventuelles sur a.

Dans certains cas, le rayonnement peut osciller car on ne maitrise pas forcément
les écarts importants qui peuvent apparaitre dans certaines directions. Mais ici la
fonction cott est différentiable : nous pourrons utiliser des méthodes d’optimisation
efficaces.

Pondération On peut chaque fois que 'on considére plusieurs critéres d’erreur a
minimiser, au niveau local avec o; ou au niveau des zones avec 0gqin €t 0rso, leur
associer des poids ou coefficients de pondération, qui sont des constantes positives.

On peut ainsi augmenter la contribution de I'un des critéres d’erreur & la fonction
colt en choisissant un poids plus important que les autres, et ainsi privilégier la
satisfaction de la contrainte associée.

Exemple o0(a) = a1 0gain + a2 01s0p  avec (ay,as) € RT* x R

En choisissant «; grand par rapport a asg, on cherchera a satisfaire en priorité la
contrainte sur la zone de gain.
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2.3.4 Reésolution

Dans le cas général d’une synthése de réseau, quand on a tranformé les contraintes
de gabarit en une fonction coit, on doit résoudre un probléme d’optimisation globale
éventuellement sous contraintes.

En fonction des caractéristiques du probléme & résoudre, on choisit alors une des
méthodes présentées dans la section 3 du chapitre 1.

C’est ce que nous allons faire pour les deux études présentées dans la suite.
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3. ETUDE PRELIMINAIRE

3 Etude préliminaire

3.1 Introduction

Thalés a d’abord fourni au laboratoire MIP une étude de faisabilité sur un cas test
que nous allons présenter dans cette section.

L’objectif était de vérifier si une méthode algorithmique pouvait réduire significa-
tivement le nombre de controles utilisés dans ’antenne en regroupant des éléments
rayonnants, tout en continuant a satisfaire au mieux les contraintes.

Ce cas test nous a permis d’établir la méthode de calcul des lois d’alimentation
optimales.

Ici, la formule explicite de la directivité D comme quotient permet d’éviter une
contrainte sur l'alimentation a : pour obtenir une alimentation physiquement réali-
sable, il suffit de normer la solution obtenue.

Seules les contraintes de rayonnement sont & respecter.

L’idée majeure est de transformer, grace au principe de conservation de l’énergie,
un probléme difficile de maximisation de la directivité en un probléme convexe de
minimisation : au lieu maximiser le rayonnement a l'intérieur de la zone utile, qui
est un spot fin, nous allons le minimiser & ’extérieur.

3.2 Données

Nous présentons maintenant les hypothéses du probléeme physique a traiter.

3.2.1 Antenne

L’antenne est définie par un réseau de n ER rectangulaires qui remplissent un disque
de diametre Dgp;.

Pour chaque ER d’indice j (voir figure I1.5) :
. son centre par rapport au centre O de l'antenne est noté M,
. il est constitué de sources élémentaires appelées patchs :

. (Q; patches en hauteur,
. Pj patches en longueur,
. Q; et P; des puissances de deux,

. la distance entre deux patchs est d = 0.9 - )\, avec A la longueur d’onde.

L’antenne de départ est une antenne formée d’un réseau a maille réguliere d’ERel
carreés.

3.2.2 Directivité

Alimentation  On associe & chaque ER j € 1,...,n un module A; et une phase
¥j

La loi d’alimentation de P’antenne est notée a = (ay,...,a,)T € C", avec a; =
Ajel¥i.

J
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patch d=0.9 . A

FiG. I1.5 — Exemple d’ER 4x2 patches

Champ d 'un ER  On note x € R? un point de la Terre :

. o = (u,v)T les coordonnées cartésiennes utilisées pour les calculs,

. x = (r,0,p) les coordonnées sphériques utilisées pour les définitions,

. (0, ) est la direction correspondante & Oz (voir figure 11.2).

Le champ rayonné par un patch est donné par

e(z) = cos <%>a (I1.8)

Le champ rayonné par I'ER j est donné par

sin(v, P;) sin(v, Q)

E;(z) = (o) sin(o) e(z) (11.9)
avec
Yy = &;u et iy = mdv (I1.10)

-
Ces formules sont déduites des équations de Maxwell qui régissent les phénomeénes

de propagation des ondes électromagnétiques (voir | D).

Intéractions entre sources Nous utilisons un hypothése de travail fondamentale :
les intéractions entre sources sont négligées.
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Champ duréseau Dans ce cadre, on peut appliquer un théoréme de superposition
des champs (voir [ Tho90]) & ’ensemble des sources élémentaires, qui sont les patches,
pour calculer le champ F, ou diagramme de rayonnement, du réseau en fonction de

e(z) :
E(a,x) = a; eiT(ON’“E”>e(x). (IT.11)

avec

. n; = P; x Q; le nombre de patches constituant I'ER 7,

. N le centre du patch k£ dans I'ER j.

Apres les calculs présentés en annexe 2, la formule se simplifie et on obtient I'ex-
pression suivante :

e

E(a,z) = Z aj et’x (OM;,0x) Ej(z). (I1.12)
j=1

On peut donc exprimer le champ total comme une combinaison linéaire a coefficients
complexes des champs des ER.

On obtient la fonction champ
E:C"'xR? — C

(a,z) +— E(a,z)= Z a; E;(:L.) (I1.13)
j=1

Directivité Nous rappelons qu’on calcule la directivité en prenant l’énergie (ou
puissance) rayonnée dans une direction divisée par 1’énergie totale.

La directivité de 'antenne est donnée par la fonction
D: C"xR> — R

|E(a, z)[? (IL.14)
[Jo, |E(a,z)[2sin 6 dfde’

(a,z) +— D(a,z)=4nr
Exprimée en décibels, nous la noterons D := 10.log;o(D) = 10 %.

La fonction directivité intervient dans la fonction cofiit, et nous pouvons calculer
explpicitement son gradient (voir calcul en annexe 2).
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Normalisation en puissance La directivité D vérifie la propriété suivante : comme
le champ FE est linéaire en a, D est constante par homothétie

YAER DX a)=D(a). (IL.15)

Or ’alimentation recherchée est physiquement réalisable pour une puissance donnée,
par exemple [|a| = 1.

Chaque composante de a correspond & un dispositif électronique de controle branché
derriére chaque ER, et la puissance est ensuite répartie sur chaque controle, et définit
ainsi les modules de a.

Nous pouvons donc ici travailler sans contrainte sur a, il suffit de normaliser ’ali-
mentation a la fin du processus d’optimisation.

Propriété quadratique convexe L’énergie totale rayonnée par I’antenne est constante
pour une alimentation a de norme (ou puissance) fixée.

Dans 'expression précédente, le dénominateur est constant, et nous obtenons

2

D(a,z) = K |B(a,2)? = K |Y a; Ej(x) (11.16)
j=1

avec K constante réelle.

La directivité D(a) s’écrit donc comme un module au carré, et si nous exprimons
aj = (:raj , ya].) sous forme de partie réelle et imaginaire, nous obtenons une fonction
de type quadratique et convexe par rapport aux composantes de a.

3.2.3 Zones sur la Terre

On définit les zones suivantes pour les contraintes de rayonnement (voir tableau I1.1
et figure I1.6) :

avec (R, Ry, Ry, Re, Ryp) € (RT*)? des constantes données.

La zone de couverture est une ellipse, et son centre (U, V1) est la direction dans
laquelle pointe ’antenne.

Ces zones seront discrétisées par un maillage qui n’est pas imposé & priori. Il sera
composé des points notés zy = (u,vx)’, k€ J, = {1,...,p}.

3.2.4 Contraintes de rayonnement

Le gabarit est défini par les contraintes suivantes (tableau I1.2) pour un spot k fixé :

Les zones de gabarit sont disjointes, ainsi & un point quelconque sur la Terre on
associe une unique contrainte de gabarit.

Les contraintes de gabarit s’écrivent alors :
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Zone Notation | Définition

pour x = (u,v)”
Spot k O (u—up)? + (v —vp)® < RZ,
Couronne autour du spot k | ®; Rgp < (u—up)?+ (v — vp)?

U 2 Vi 2

Zone de couverture Dy (“I_%ul) + (”I_%vl) <1
Terre O3 (u* +v?) < R?
Espace total Dy

TAB. II.1 — Zones sur la Terre pour les contraintes

Zone de gabarit

Notation

Objectif

Zone utile

Zone d’isolation

Hors Terre

Zone d’interférence

00

P,y \ ((I)Q U (131)

O3\ o

Dy \ O3

Puissance maximale
Isolation entre spots

Eviter les remontées
de lobes de réseaux

Eviter les pertes
par débordement

TaB. 1.2 — Contraintes de rayonnement
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[ ]®,Espace
[ ]®, Terre
B ©, Zone de couverture

%>> (U|‘V1)

B2 o, Couronne
B o, Spot utile

Fi1G. I1.6 — Domaines sur la Terre

Vz € ¥ 9o < D(a,z) < go + do
Vo € (1)2\((I>OU(I>1) D(a,az) < 90 _(il (II 17)
Vo € @3\ o D(a,x) < go — da '

[fop 0, Dla,2) do < {5 [fy, Dla,z) da.

Les valeurs g~o,d~o,d~1,d~2 € (R**)* positives et données en décibels définissent le
gabarit, qui doit correspondre aux capacités de ’antenne pour pouvoir étre réalisé.

La premiére contrainte signifie qu’on veut une puissance de rayonnement maximale
dans la zone de gain, qui est le spot ®g.

Les deux contraintes suivantes signifient qu’on veut abaisser la puissance respecti-
vement

. dans la zone d’interférence, qui est la zone de couverture, hors spot ®( entouré
de la couronne &1,

. dans la zone d’isolation, qui est la Terre hors zone de couverture.

La derniére contrainte ne dépend pas de x et signifie qu’on veut la puissance hors
Terre inférieure & 10% de la puissance totale.

3.3 Modélisation et idées clés
3.3.1 Idée clé : réduire la non linéarité

Conversion en décibels La conversion de la directivité en décibels afin d’appli-
quer les contraintes de gabarit définissant le probléme, permet d’obtenir des valeurs
plus facilement interprétables, qui varient sur une plus petite échelle.
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Mais du point de vue des propriétés mathématiques de la fonction directivité D qui
deéfinit la fonction cott, on applique a l'expression de D (voir section 3.2.2) un loga-
rithme, qui est une application non linéaire, et qui va donc faire perdre la propriété
quadratique en a : or une fonction de type quadratique a de bonnes propriétés en
vue d’une minimisation.

L’idée est donc de ne convertir en décibels qu’a la fin de I'algorithme d’optimisation,
uniquement pour comparer avec les valeurs d’origine du gabarit données en décibels.

On note

. D la directivité exprimée en dB, utilisée pour vérification et affichage des ré-
sultats,

. D la directivité avant la conversion en dB, utilisée pour les calculs.

Inl
— eD(a) 10

On applique ﬁ(a) o pour retrouver D & partir de D.

De méme pour les valeurs de gabarit utilisées dans les calculs, on change les valeurs
données en leur apliquant la transformation inverse de la conversion en décibels.

On note :
~ In10
« go = e90 o

d~_ln10

cdj=ebT0, j=0,1,2

Alimentation a en partie réelle, partie imaginaire D’un point de vue phy-
sique, il est naturel d’exprimer le vecteur alimentation en fonction du module et de
la phase de chaque ER :

ca= (A et ... A, etvn) e Cn,
coua=(Ay,..., A, o1...,0,) € R,

Nous utiliserons ces formes pour vérification et affichage sous forme de cartes des
résultats.

Mais I'exponentielle complexe, de la forme e’ 9% = cos(py) + 14 sin(ypy), introduit
avec les fonctions trigonomeétriques une partie fortement non linéaire par rapport a
la phase ¢, dans l'expression de la directivité.

D’un point de vue mathématique, pour conserver la propriété quadratique de D
comme précédemment, il vaut mieux travailler pour les calculs d’optimisation avec
le vecteur alimentation en partie réelle et partie imaginaire, sous la forme a =

. 2n — ;
(Tayy s Tap * Yars- -+ Yan) € RT" avec aj = xq; +1 Yo,

Dans la partie optimisation topologique, nous utiliserons les modules des compo-
santes de a : nous effectuerons cette conversion non linéaire du type |a;| = a:gj + ygj
aprées 'algorithme d’optimisation.
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Conclusion On peut résumer l'idée clé de réduire la non linéarité du probléme par

le schéma suivant :

module et phase en dB
a=(...Aje% ..) — OPTIMISATION CLASSIQUE —  D(a)
! 7
NON LINEAIRE NON LINEAIRE
1 T
a=(..Ta; +1Ya;--.) — QUADRATIQUE — |E(a)]?> — D(a)
partie réelle avant
et imaginaire CONVersion

OPTIMISATION avec REDUCTION de la NON LINEARITE

3.3.2 Définition des contraintes

Comme dans la section 2.2.2, on modélise les contraintes de gabarit sous forme
d’inégalités.

Premiére formulation Pour une antenne a géométrie donnée (n ER) et pour un
spot k fixé, le probléme a résoudre est :

trouver a € C™ tel que

Ve d ci(a,z) = —D(a,z)+ go
YV x e dg co(a,z) =D(a,z)— go—do
<7/?\0) Vaoedy\ (PgUPy) c3(a,x) =D(a,z)—go+dy
Ve d;\ Py cy(a,z) =7D(a,x) — go+da
c5(a) = ff%\% (a,z) dz — % ff<I>4 D(a,x) dx

(11.18)

Modification de la contrainte globale La contrainte ¢ est la seule qui soit
de nature globale, nous la transformons en contrainte locale c5 appliquée aux points
hors Terre pour I'exprimer de la méme maniére que c3 et cy.

Nous prenons par exemple pour limiter le rayonnement & I'extérieur de la Terre
90
10
Il restera & vérifier a la fin de l'algorithme que la contrainte globale c5 est respectée.

Vaeedy\Ps cs(a,z) =D(a,z) — =— <0. (I1.19)

Deuxiéme formulation Pour une antenne & géométrie donnée (n ER) et pour
un spot k fixé, le probléme s’écrit avec la modification de la contrainte globale :

trouver a € C™ tel que

Ve d c1(a,z) = —D(a,z)+ go <0
Vo ed co(a,x) =Dl(a,x) —go—dy <0
(Po) Vaoedy\ (PoUPy) c3(a,z) =D(a,z)—go+di <0 (I1.20)
Ve dsg\ Py ca(a,z) =D(a,x) —go+da <0
Vaedy\ P cs(a,r) =D(a,x) — <0.

<0
<0
<0
<0
<0.
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3.3.3 Reformulation : maximisation sous contraintes

La contrainte co n’est pas essentielle, car si la solution dépasse la valeur gg + dy
dans le spot en vérifiant les autres contraintes, elle est acceptable.

Le probléme revient donc & maximiser le rayonnement a l'intérieur du spot ®g
(contrainte c1) sous les contraintes cz a cs.

Pour un point = donné, on note ¢;,(a,x), iy € {1,...,5} la contrainte associée
parmi les cinq précédentes, selon la zone a laquelle appartient x.

On peut maintenant énoncer le probléme sous la forme d’un probléme de maximi-
sation sous contraintes :
max min D(a,x)

aeCn zedg
(P1) (I1.21)

Vee®\ P ¢, (a,x)<0.

3.3.4 Idée clé : conservation de I’énergie

Le probléme précédent est difficile, avec un nombre de minima locaux estimé a 2"
car la maximisation d'une fonction de type quadratique convexe n’a pas de bonnes
propriétés.

L’idée est de tranformer ainsi le probléme précédent en un probléme plus simple.

Or d’aprés le principe de conservation de I’énergie, si on arrive a baisser la valeur
du rayonnement partout hors du spot, il va alors se concentrer & 'intérieur de ce
dernier.

Maximiser le minimum du rayonnement D a l’intérieur du spot ®( revient
donc & minimiser le maximum du rayonnement D a ’extérieur du spot P,
et ce dernier probléme est convexe (voir annexe 1), car D est quadratique convexe.

3.3.5 Idée clé : reformulation sous forme de minimisation convexe

D’apres l'idée précédente, le probléme de maximisation (P;) peut alors aussi s’énon-
cer sous la forme du probléme de minimisation sous contraintes (Ps) :
min max D(a,x)

aeCn IEE@\‘I’Q
(P2) (I1.22)

Vee®\ P ¢, (a,x)<0.

La minimisation d’une fonction de type quadratique convexe est un pro-
bléme convexe qui admet une seul minimum : ’'unique solution de (P,) est le
minimum global recherché en (Py).

3.3.6 Reformulation des contraintes

Nous allons associer des contraintes locales au probléme de minimisation (P3), pour
revenir & une forme similaire a la premiére formulation (Py) de la section 3.3.2, pour
laquelle nous savons construire une fonction cotit & minimiser.
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Avec (P3), la contrainte de maximisation dans le spot ¢; de (Py) disparait, et la
minimisation du maximum du rayonnement correspond aux contraintes de minimi-
sation hors du spot c3 a cs.

Le probléeme devient :

trouver a € C™ tel que

Vaoedy\ (PgUDPy) c3(a,x) =D(a,z)—go+dy <0
(Qo) Ve ds\ Py ca(a,z) =D(a,z) —go+da <0 (I1.23)
Ve d,\ P cs(a,z) =D(a,z) — <0.

Le probléeme (Qg) et le probléme de départ (Pp) ne sont pas strictement équivalents
d’un point de vue mathématique, mais leurs solutions sont numériquement proches.

(Qp) présente I'avantage d’étre plus simple a résoudre que (Py), car la fonction cotit
associée présente de meilleures propriétés pour la minimisation.

3.3.7 Mise en oeuvre

Controle du rayonnement autour du spot Avec les contraintes précédentes,
le rayonnement n’est pas controlé dans le spot et la couronne autour de celui-ci. Or
lors des premiers test numériques, cette zone a ’extérieur du spot est apparue trop
large pour concentrer correctement le rayonnement a l'intérieur du spot.

Nous rajoutons donc une contrainte de type isolation, ce qui ne change pas la nature
du probléme (Qp) a résoudre. Nous imposons une valeur inférieure a gy c’est-a-dire
go — ep comme valeur maximum pour les points autour du spot ®g :

Ve d D(a,z) < go — €o (I1.24)

avec

. 51 la couronne autour du spot utilisée pour controler le rayonnement (moins
large que ®; la couronne du gabarit, voir figure I1.7),

. eg € RT une valeur équivalente a deux ou trois dB.

Aprés minimisation, on veut cette contrainte saturée, c’est-a-dire

Vaed, Dla,z)=gy— e (I1.25)

Comme on aura "écrasé" le rayonnement partout & l'extérieur, il va naturellement
se concentrer dans la zone ou on n’avait pas imposé de contraintes, c’est-a-dire a
Iintérieur du spot ®g, et sa valeur sera supérieure a celle atteinte sur la couronne @4
qui définit le bord de ®.

On obtient alors la valeur minimale demandée gy dans Py.

68



3. ETUDE PRELIMINAIRE

Contraintes finales

En ajoutant la contrainte précédente sur la couronne de

controle, et en renommant les contraintes Cj, le probléme s’écrit finalement :

trouver a € C™ tel que

Veev; Cila,z) =D(a,x)—go+e <0
@) VISV Glon Spen-mia <o 0
VoeeWy Cylax) =D(a,z)—-% <0
avec les notations pour les nouvelles zones ou s’appliquent les contraintes (voir figure
I1.7)
Uy = Cffl la couronne de controéle autour du spot,
. Uy =Py \ (P U D) la zone d’interférence,
. U3:= &3\ Py la zone d’isolation,
. Uy :=®y\ P3 la zone hors Terre.

D02 &

D03

[}

]

= 0,
LK

@ O\NOUD)
Q@ <1>3\<1>2

Zone sans contraintes

Couronne (gabarit)

FiG. II.7 — Maillage des domaines pour les nouvelles contraintes

3.3.8 Fonction coft

Evaluation des contraintes par discrétisation On définit une fonction F
R?" — R? qui évalue les contraintes de gabarit, en utilisant le maillage des points
sur la Terre pour discrétiser le probléme en x :
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Fi(a) Ci (a,21)*
F(a) = : = : (I1.27)
Fy(a) Ci,(a.2g)*
avec
. Les ¢ composantes correspondent aux points {z1,...,z,} du maillage Terre a

I’extérieur du spot k.

. Chaque point x; appartient & un des quatre domaines disjoints ¥; associés aux
contraintes Cj, i € {1,...,4} : on note i; € {1,...,4} l'indice correspondant.

Ci; est la contrainte qu’on veut vérifier au point z;,
.  — 2T = max(z,0) la fonction partie positive.
Ainsi pour chaque composante de F:
. F j > 0 quand la contrainte C;; en x; n’est pas vérifice,

. F 5 = 0 quand la contrainte C;; en z; est vérifiée.

Pondération  Nous allons affecter un poids \; € R différent a chaque contrainte,
avec l'intérét de pouvoir les considérer comme des parameétres de la fonction cott
qu’on peut faire varier pour ajuster les résultats :

. Sil’algorithme n’arrive pas a satisfaire certaines contraintes, on peut augmenter
les poids correspondants, on augmente alors la contribution de ces contraintes
a la fonction coit, et la priorité de 'algorithme sera de minimiser celles-1a.

. Dans notre cas, les poids permettent aussi de mettre a la méme échelle de
valeurs les différentes contraintes.

Exemple En effet, si on écrit les contraintes avant la conversion en décibels, avec
par exemple go = 40 dB et d; = 27 dB, on obtient :

. go = 905" ~ 10000,

In10

. gvo—c:lvl:13dBetgo—al1:e27 0~ 20.

Ainsi au niveau des contraintes :
. Ci(a,z;) =D(a,xj) — go ~ D(a,x;) — 10000,
. et Cy(a,xj) = D(a,x;) — go + di ~ D(a,z;) — 20.
Donc au cours des itérations, si d; et do ne sont pas respectées respectivement

en deux points x1 et xy, avec par exemple D(a,z1) = D(a,x2) = 0, leurs valeurs
présentent une différence de 10000 — 20 = 10000.

Mais on peut mettre la contribution des points x1 et 22 & la méme échelle en prenant
)\1 =1et )\2 = 104.

Nous choisirons donc les poids sur les contraintes en suivant la méme idée, adaptée
aux valeurs de gabarit des cas tests.
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Formulation Aprés pondération des contraintes, nous obtenons

Fi(a) Ai, Fi(a)
Fl(a) = : = : (11.28)

FQ(a) A qu(a)

q

avec les poids \;; € R™ qui prennent une des quatre valeurs qu’on associe a une des
contraintes Cj, 7 € {1,...,4}.

Cette fonction ne dépend plus que de a et permet de controler le rayonnement en
chaque sommet du maillage Terre hors spot utile : les composantes de F' sont toutes
nulles quand les contraintes C;; sont satisfaites pour tous les points ;.

Fonction a4 minimiser La fonction coiit J : R?® — R¥ est alors définie par la
norme au carré de la fonction précédente :

Ja) = 5 IF@|? = 5 F"(a) Fla). (11.29)

Si on 'exprime en fonction des contraintes on obtient

J(a) =

N[
7=
3
—~
)
=
o

(I1.30)

q
=3 Z [Cij (a7$j)+]2

Ainsi, J est positive et vaut zéro quand les contraintes c; sont satisfaites
sur tous les points du maillage Terre : minimiser J revient a chercher la loi
d’alimentation solution du probléme transformeé (Q;), et il faudra vérifier qu’elle
est aussi solution du probléme de départ (Pp).

3.3.9 Algorithme d’optimisation

Nous avons construit J de maniére a avoir une fonction coit numériquement diffé-
rentiable.

De plus la directivité D qui intervient dans I’expression des composantes de F' est
connue sous forme analytique : nous pouvons calculer son gradient par rapport

aux parties réelles et imaginaires des composantes de a = (g, ..., %a,,, Yays--- > Yan) €
R2™ avec aj = Ta; + 1 Ya;-

Le gradient de J est ainsi disponible pour un cotlit négligeable, et nous pouvons
choisir de minimiser avec une méthode de descente : nous avons choisi un algorithme
de Levenberg-Marquardt (voir section 3.3.3 du chapitre I page 40).

Le principe est de calculer une direction de descente en approchant la hessienne de
F par DFTDF : cela rend la méthode performante car on bénéficie d’une meilleure
précision que les méthodes d’ordre un qui n’utilisent que le gradient.
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De plus, aprés avoir reformulé le probléme, qui revient & minimiser la directivité de
type quadratique en a, nous avons un probléme d’optimisation convexe avec
un seul minimum, vers lequel converge une méthode de descente quel que
soit le point de départ.

La méthode donne le systéme linéaire suivant a résoudre pour trouver la direction
de descente dj, (voir section 3.3.3 du chapitre I page 41) :

p p
SOV V@) + p L | de=— > filak) Vijilaw). (11.31)

Jj=1 Jj=1

L’algorithme utilisé pour calculer une loi d’alimentation optimale a est présenté
dans le tableau I1.3.

Nous appliquons une loi physiquement réalisable en normalisant le résultat agp; :=

”ZZZ” (voir explication en section 3.2.2 page 62).

3.3.10 Affichages

Nous détaillons ici les affichages qui apparaissent dans les résultats des tests numé-
riques.

Cartes de module et phase L’alimentation optimale de ’antenne est calculée
sous la forme partie réelle et partie imaginaire, mais elle est donnée en sortie sous
forme d’un vecteur de C".

Or un moyen simple de visualiser la loi obtenue est de représenter pour chaque ERel
d’une part le module, d’autre part la phase.

Les affichages sont obtenus a ’aide d’une échelle de couleurs, voir par exemple la
figure I1.19 page 83 :

. Pour les modules, I’échelle varie entre 0 et 0.1 (pour indication, pour une an-

ter)lne avec 500 ERel, la valeur cible est \/ﬁ ~ 0.044, voir section 4.2.3 page
89),

. Pour les phases, 1’échelle varie entre —7 et 7.

Nous donnons la méme couleur & —m et & 7, car la phase est définie modulo
2.

Fonction cotit Nous affichons la fonction coit normalisée avec la valeur de départ
‘}—’5 en fonction des itérations, pour pouvoir comparer des pondérations différentes des

composantes de I’ : voir par exemple la figure I1.13 page 80.

Niveaux de directivité Pour une alimentation donnée, nous affichons les niveaux
de directivité de 'antenne sur le maillage de la Terre avec des courbes d’isovaleurs :
voir par exemple la figure 11.26 page 99.

Cela permet de visualiser la largeur et la régularité du lobe principal, ou les remon-
tées des lobes de réseau.
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/Algorithme 1 : Optimisation d’une loi d’alimentation \

> Initialisation

. € précision souhaitée,
. a; = ag point de départ,

. itpy nombre maximal d’itérations,

> Mise a jour des variables

. Iy = F(ay)

. Jy = 3FF,

. DJ, = DF(a3,)" F(ay,)

« My = DF(a,)" DF (ag) +p I,

> Boucle d’optimisation

it =0
Jo=Jg
. Tant que (it < ityr) et (‘}—’5 > ¢)
. résolution de My, dp, = —DJ}.
par la méthode du gradient conjugué
. t;, obtenu par recherche linéaire
. ay = ap +ty dg
. mise a jour des variables
it =at+1

> Sortie

\ « Qopt := aj, alimentation optimale

TaB. I1.3 — Algorithme d’optimisation d’une loi d’alimentation
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Les valeurs d’iso-niveaux correspondant aux seuils de directivité & respecter sont
marquées sur la figure, par exemple pour le premier cas test :

. 40 dB pour les points de la zone utile,
. 13 dB pour les points de la zone d’interférence,

. 20 dB pour les points de la zone d’isolation.

Remarque La grille utilisée pour tracer les courbes d’iso-niveaux est générée par
le logiciel (on peut calculer la directivité en un point quelconque grace a la formule
analytique) et est différente du maillage utilisé par Ialgorithme. Il peut y avoir des
zones ou le rayonnement remonte au-dessus des valeurs données par la sortie de
I’algorithme, sur des points extérieurs au maillage, mais 'affichage reste pertinent
pour visualiser le résultat.

Performances de I’antenne Les lois d’alimentation sont calculées pour I’en-
semble des spots de la zone de couverture, on affiche alors un graphique permettant
de visualiser si les contraintes de gabarit sont respectées pour ’ensemble des spots et
éventuellement pour lesquels 'algorithme est défaillant : voir par exemple la figure
I1.12 page 79.

Les trois valeurs de gabarit & respecter sont représentées par trois droites horizon-
tales et on affiche pour chaque spot trois valeurs de directivité en décibels :

. la valeur minimum sur zone utile,
. la valeur maximum sur zone d’interférence,

. la valeur maximum sur zone d’isolation.

3.4 Reésultats numériques
3.4.1 Paramétres d’entrée

Dans le cadre de cette étude, on dispose des paramétres d’entrée suivants :

Antenne de départ

. nombre d’ERel n = 440,

. Pj=Q; =4 (ER 4 x 4 patches).
Directivité

. longueur d’onde A = 15mm,

. o =3.48023 et 0y = .
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Zones sur la Terre

. rayon de la Terre R; = 97,

. zone de couverture elliptique R, = 4" et R, = 2°,
. rayon d’un spot R, = 0.47,

. rayon d’une couronne R, = %Rsp,

. test "Centre" : (U1, V1) = (0,0) le centre de la Terre.

Les dimensions précédentes, en coordonnées sphériques, sont converties en coordon-
nées cartésiennes pour étre utilisées dans les calculs.

On note par exemple R; = sin (71%5)

La zone de couverture est constituée de 45 spots adjacents (voir figure I1.7).

Gabarit

. go = 40 dB valeur minimum sur spot utile,

. niveaux de recoupement

. dy=4dB
. CE = 27 dB donc gy — c;lvl = 13 dB valeur minimum sur la zone d’interfé-
rence,

. CE = 20 dB donc gy — c:lvg = 20 dB valeur minimum sur la zone d’isolation.

3.4.2 Modélisation

Les parameétres d’entrée sont utilisés avec les données de la section 2.1 : on utilise
dans ce cas test uniquement des formules pour modéliser le probléeme.

Pour pouvoir développer rapidement un code opérationnel, nous avons utilisé le
langage de programmation du logiciel MATLAB.

Antenne L’antenne est représentée par une matrice

7] Ty,
yl xl
Mer=| 7} no| e R (I1.32)
R
Y1 Ln

avec

. (z},y}) premier coin (en haut & gauche) de 'ER de centre M;,

. (z2,9?) quatriéme coin (en bas a droite) de 'ER.

Les coordonnées sont calculées de telle maniére que les 440 ER remplissent la surface
de l'antenne de diameétre 1.35 m : voir figure I1.8.
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casAnt= Ant0 nombre ER= 440

=
N
T

=
[N
T

-
© O
L

P OFRP NWRMOODO N
T

Fia. I1.8 — Antenne de départ : 440 ER

Maillage Terre Le maillage des zones sur la Terre ne fait pas partie des spécifica-
tions (voir figures I11.9 et I1.10) :

. Nous avons choisi de modéliser la Terre par un maillage & motif hexagonal, ceci
pour pouvoir mailler et controler le mieux possible le bord des spots circulaires
avec le moins de points possible,

. Nous définissons le pas du maillage de la zone de couverture afin que les som-
mets d'un hexagone soient situés sur le bord d’un spot, et nous maillons un peu
au dela de la zone de couverture pour avoir des points de controle également
sur les couronnes des spots situés au bord.

. Le pas du maillage hors zone de couverture est plus grand que le précédent
pour ne pas avoir trop de points au total.

Le maillage hors zone de couverture est une extension du précédent maillage
avec des hexagones trois fois plus grands.

. On obtient p ~ 1200 points de maillage.

Ce maillage est représenté par une matrice

Megp = ( Ut e tp > € R2xP, (11.33)

v ... Up

Dans ce test, la zone de couverture est centrée au centre de la Terre (voir figure
I1.9).
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sommets Terre=1253 sommets Zone de couverture=163

T

0.15

0.1f

005F

-0.05 v

_0.1_ .

-0.15

I I
-0.25 -0.2

0.2 0.25

Fic. I1.9 — Maillage Terre

Performances On lance ’algorithme en prenant successivement comme spot utile
chacun des 45 spots.

On utilise les paramétres suivants :
. poids fixes sur les contraintes : A = 1, Ao = 102, A3 = 102, \;, = 103,
. eg telle que sa valeur exprimée en dB soit ey = 3 dB,

. nombre maximum d’itérations : ity = 20,

. alimentation initiale ag vecteur constant : elle produit un lobe principal dans
la direction ou pointe ’antenne, c’est-a-dire au centre de la zone de couverture
(voir figure I1.11).

Les performances sur tous les spots sont présentées dans la figure 11.12 .

Analyse Nous obtenons les résultats suivants :

. L’algorithme a réussi & faire descendre pour la plupart des spots la fonction
colit jusqu’a zéro.
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sommets Terre=1253 sommets Zone de couverture=163

001

~0.02f -,

-0.03—

0.06 yr

0.04 - ’
0.02 I‘.

0.02 ‘
0.04} ‘ .

AN

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

-0.06

FiG. I1.11 — Spot n°1 : courbes iso-niveaux de la directivité pour ’alimentation initiale

Les contraintes spécifiées sont vérifiées exactement et 'algorithme s’arréte avant
le nombre maximal d’itérations (20) : 'algorithme d’optimisation des alimen-
tations est performant et robuste.

. Les critéres ne sont pas satisfaits pour deux spots : n°18 et 28.
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Directivité en dB ——> Gabarit
45—

35—

~——®— Zone Utile :MIN(D) > 40 dB
= Zone d'Interférence: MAX(D) < 13 dB
—A— Zone d'Isolation  : MAX(D) <20 dB

25—

DIRECTIVITE en DB sur Zone GABARIT

|so_AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA./\.A‘AAAAA‘AAAAA‘AA

10 | | | 1 | 1 | 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
indice de SPOT

FiG. I1.12 — Performances : antenne de départ

Obervons les résultats sur un exemple o le gabarit est satisfait, nous présentons
pour le spot n°1

. en fonction des itérations dans la figure 11.13

. la valeur de la fonction cotit normalisée ‘5—’3,

. les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit,
. en ce qui concerne |’alimentation optimale

. dans la figure I1.14 les niveaux de rayonnement,

. dans la figure I1.15 les cartes de modules et phases.

On observe que la fonction cotit diminue réguliérement :

. apres 4 itérations, le lobe principal est dépointé dans le spot utile (la directivité
est supérieure & 40 dB dans la zone de gain),

. les itérations suivantes servent a abaisser les lobes secondaires sur les zones
d’interférence et d’isolation.
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Fonction co(t normalisée en fonction des itérations:
Echelle logarithmique - spot 1

12|

T T 1

I 1 1 1 1 1 1 L {

1
4 6 8 10 12 14 16 18 20 C | | I 1 1 I

|
P 0 2 3 5 s 10 12 14
Itération k terations

Fic. IL13 - Spot n°l

A gauche : fonction coit normalisée ‘5—5 en fonction des itérations

A droite : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérations

Pondération initiale | Pondération améliorée
A =1 A =1
Ao = 10? Ao = 10*
A3 =102 A3 =103
Ay =103 Ay =102

TAB. II.4 — Pondération des contraintes

Pondération améliorée Nous allons essayer d’améliorer les résultats sur les deux
spots pour lesquels les critéres ne sont pas satisfaits : ils sont situés aux deux ex-
trémités horizontales de la zone de couverture. Ils correspondent aux cas ol on doit
dépointer le plus le faisceau par rapport au centre de la zone de couverture.

Nous observons les résultats pour le spot 18 avec la pondération initiale sur les
figures associées.

Nous voyons sur la figure 11.16 de gauche que la fonction cotit diminue au cours
des cing premiéres itérations, quand le lobe principal est dépointé du centre de la
zone de couverture vers le spot, ce que montre la courbe de directivité sur la zone
utile sur la figure I1.17 de gauche. Puis la fonction colt ne diminue plus, ce qui
traduit la difficulté de ’algorithme a abaisser le rayonnement, surtout dans la zone
d’interférence comme le montre la courbe de directivité sur la zone d’interférence sur
la figure I1.17 de gauche, qui présente plusieurs phases de croissance.

Nous allons agir sur la pondération des contraintes en augmentant fortement le
poids Ay associé a la contrainte sur la zone d’interférence et en augmentant aussi le
poids A3 associé & la contrainte sur la zone d’isolation (voir tableau II.4).

Nous présentons pour le spot n°18 en fonction des itérations et pour les deux pon-
dérations
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Sp1 Iter=19|maxD(a)= 47dB|Ant0 Cent Dom2 | DSP=40 |G2DIF=27 |G3DIF=20 |nesp=1253 |ner=440|PG2-->PG4= 223

FiG. I1.14 — Spot n’1 : courbes iso-niveaux de la directivité pour ’alimentation op-
timale

module(Vay,) phase(Vag,,)

45

40

35

30

25

20

0.1

FiG. I1.15 — Spot n’1 : alimentation optimale
A gauche : carte des modules
A droite : carte des phases

. la valeur de la fonction cott normalisée % dans la figure I1.16,

81

-1

-2



o

Directivité D en dB

CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

. les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit dans la figure 11.17.

Fonction ot normalisée en fonction des itérations:

Fonction ot normalisée en fonction des itérations:
Echelle logarithmique — spot 18

Echelle logarithmique — spot 18

T T 10° T T
\ \
\ \
L < 107 <
\ \
\ \
L \
L e - 102k \“ -
\
\
b - 107 E
—
"*771,,,,‘7;7\'777 107
L 4 b 4
E E 107 E
~
L ] Wl \ ]
7777‘\"” —-—
ol i 100k **4\.7 4
. | | | i | | | | o | | | i | | | |
o z . s 0 0 [ s ® 8 2 o z . s 0 0 [ s ® s 2
Heration k Heration k
: ~ PRRPUN | . . .
FiG. I1.16 — Spot 18 : fonction colt normalisée J—’S en fonction des itérations
A gauche : pondération initiale
A droite : pondération améliorée
Directivité D sur zones de gabarit: Directivité D sur zones de gabarit:
spot 18 spot 18
5 45
F r\ El P
UTE40 - *———o UTE:40 — —o o a0 O
s [ 35 L
—®— Zone Utile : MIN(D) 2 40 dB —@— Zone Utile : MIN(D) 2 40 dB
—A— Zone d'Interférence: MAX(D) < 13 dB) @ —&— Zone d'Interférence: MAX(D) < 13 dB)|
0 | —®— Zone d'Isolation  : MAX(D) < 20 dB T 3 —®— Zone d'lsolation  : MAX(D) < 20 dB
o
@
£
25 8 25
a
A A
1S0:20 —u—; 1S0:20 _\ —— A A A 4 A A
L L .
15 15 '\-% :
INT:13 INT:13 il B S SRR
10 L ? i i i i i i i | i 10 L ]‘ i i i i i i i i | i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Itérations Itérations

F1G. I1.17 - Spot 18 : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérations
A gauche : pondération initiale
A droite : pondération améliorée

Avec la deuxiéme pondération, la fonction cott diminue tout au long des itérations,
et les trois courbes de directivité convergent vers les valeurs demandées.

On observe dans la figure [1.18 des courbes iso-niveaux de directivité que le rayonne-
ment est mieux concentré dans le spot avec la deuxiéme pondération, mais l’énergie
maximale obtenue dans le spot est inférieure & celle obtenue dans le cas du spot 1,
car ici on dépointe le signal plus loin.

Nous présentons a présent pour le spot n°18 & propos de ’alimentation optimale et
pour les deux pondérations
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. dans la figure I1.18 les niveaux de rayonnement,

. dans les figures 11.19 et I1.20 les cartes de modules et phases.

Sp18 lter=20{maxD(a)= 47dBJAntO Cent Dom2 | DSP=40 [G2DIF=27 |G3DIF=20 [nesp=1253 |ner=440|PG2—->PGd= 223 Sp18 lter=20{maxD(a)= 450BJAntO Cent Dom2 | DSP=40 [G2DIF=27 |G3DIF=20 [nesp=1253 |ner=440|PG2—->PGd= 432

FiG. I1.18 — Spot 18 : courbes iso-niveaux de la directivité pour ’alimentation opti-
male

A gauche : pondération initiale

A droite : pondération améliorée

module(Vag,,) module(Vag,,)

FiG. I1.19 — Spot n°18 : alimentation optimale
A gauche : carte des modules avec la pondération initiale
A droite : carte des modules avec la pondération améliorée

Nous constatons que le rayonnement est mieux concentré dans le spot, et cela se
traduit par une carte des modules plus symétrique et une carte des phases avec des
bandes plus régulieéres.

Nous obtenons des résultats similaires pour le spot n” 28.
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phase(Vag,) phase(Vag,)
T

FiG. I1.20 — Spot n°18 : alimentation optimale
A gauche : carte des phases avec la pondération initiale
A droite : carte des phases avec la pondération améliorée

Conclusion En modifiant la pondération des contraintes pour deux spots, nous
obtenons finalement les lois d’alimentation optimales qui vérifient le gabarit spécifié
pour tous les spots.

Ce cas test nous a permis de tester la validité de ’algorithme de calcul des lois
optimales : il s’est avéré performant.

Nous avons aussi commencé & mettre en place la méthode de regroupement d’ER
qui ne constituait pas encore un algorithme (une antenne optimale a été construite
manuellement, ce résultat n’est pas présenté ici car la méthode n’était pas automa-
tique).
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

4 Etude industrielle : projet OTOP

4.1 Introduction

L’étude de faisabilité précédente ayant donné des résultats encourageants, Thalés
a fourni ensuite au laboratoire MIP un cas test industriel dans le cadre du projet
OTOP (pour Optimisation Topologique des équipements-clé des télécommunications
du futur) : coordonné par le laboratoire MIP, ce projet a été retenu par ’ANR-RNRT.

L’objectif est de trouver une méthode pour calculer la géométrie du réseau utilisant
le moins possible ’ER tout en continuant & vérifier les contraintes de gabarit.

Il faut un algorithme robuste et une méthode entiérement automatisée, car dans le
cadre du projet il faut livrer un logiciel pour un utilisateur non expert en optimisation.

Dans cette étude, la directivité est donnée par une formule explicite quadratique
par rapport a ’alimentation a, mais pour des raisons industrielles, on souhaite ici
contrdler uniquement la phase : les modules de a sont fixés.

Dans le probléme de recherche des phases optimales de a € C™ :

. la dimension de ’espace de travail est n,

. il n’y a pas de contrainte sur a.
Cependant, notre approche est différente :

. Nous préférons utiliser comme variables de calcul les parties réelle et
imaginaire des composantes de a pour réduire la non-linéarité introduite
par la phase, quitte

. a travailler en dimension 2n,

. et & avoir une contrainte supplémentaire sur a pour respecter les valeurs
fixes de modules.

. De plus, dans 'objectif de disposer d’un critére pour effectuer les regrou-
pements d’ER dans 'optimisation topologique, nous aurons besoin de
récupérer le degré de liberté sur les modules, méme si cela ne correspond
pas a l'alimentation souhaitée (cas dit "relaxé").

Pour reformuler le probléme sous forme convexe comme précédemment :

. Nous allons ici transformer la contrainte d’égalité sur les modules en
contrainte d’inégalité pour rendre l’ensemble admissible convexe (a l'opti-
mum les contraintes saturées vérifierons 1’égalité demandée),

. Les zones de controle du rayonnement ont changé par rapport a I’étude préli-
minaire, nous adaptons l'idée issue de la conservation de I’énergie :

au lieu de maximiser le rayonnement a l'intérieur de la zone utile, nous allons
imposer une valeur de champ au centre du spot et obtenir un probléme
de minimisation convexe.
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Nous présentons ensuite les performances de 'antenne de départ avec les lois opti-
males, pour ’ensemble des spots utiles de la zone de couverture, dans le cas relaxé
des contraintes sur les modules : celui dont nous avons besoin pour l'optimisation
topologique.

Les lois optimales dans le cas non relaxé que 'on veut appliquer seront calculées
avec 'antenne finale, optimisée par regroupements d’ER.

4.2 Données
4.2.1 Introduction

Les données de ce cas test de type industriel ont été générées par le logiciel com-
mercial de calcul du rayonnement GRASP (développé par la société Ticra), utilisé
par Thales. Ce logiciel sert & modéliser des antennes réseaux, & calculer leurs lois
d’alimentation optimales, mais ne permet pas de créer une antenne optimisée, ni ce
calculer les lois optimales pour une antenne a réseau irrégulier.

Les données ont été fournies sous forme de fichiers au format standardisé pour le
logiciel GRASP.

Les hypotheses sont en partie les mémes que celles présentées en section 2.1 pour
I’étude préliminaire, nous présentons dans la suite les différences apportées dans cette
deuxieéme étude.

4.2.2 Paramétres d’entrée

Nous avons codé des procédures pour pouvoir lire les fichiers de données fournis par
Thalés et les transformer en matrices (variables MATLAB).

Antenne de départ Anty La description de 'antenne de départ, notée Antg, est
fournie dans un fichier ".isp" qui contient les coordonnées des ER :

. no = 529 ERel (voir figure 11.21),

. chaque ERel est un carré de 54 mm.

Zones sur la Terre Le maillage de la Terre est fourni dans un fichier ".sta" qui
contient les coordonnées de p=>5748 points.

Contrairement a ’étude préliminaire, on ne dispose pas de points de maillage dans
'espace hors Terre (voir figure 11.22).

La zone de couverture est composée de 44 spots de taille 0.8".

Gabarit Ce fichier contient aussi les valeurs de gabarit données en décibels :

. go = 42 dB valeur minimum sur spot utile

. niveaux de recoupement

86



4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

ant-529 ER

600 -

400~

200~

—200—

—400

-600

-600 -400 -200 0 200 400 600

FiG. I1.21 — Antenne de départ : 529 ER

. cﬂ = 25 dB donc gg — cﬂ = 17 dB valeur maximum pour la zone d’inter-
férence,

. d~2 = 20 dB donc gg —d~2 = 22 dB valeur maximum pour la zone d’isolation.

Champ d’un ERel Le champ a été calculé par le logiciel de modélisation de Thales
avec 'antenne précédente, et les valeurs de champ notées E;(zy) sont fournies dans
un fichier ".grd" pour chaque ERel d’indice j et en chaque point du maillage Terre
Tl

Champ du réseau On obtient le champ du réseau pour une alimentation a en
un point x; par produit scalaire du vecteur a avec le vecteur des champs d’ERel en
Ty

E(a,xy) = Zo:ajEj(a:k). (I1.34)
j=1

Normalisation en puissance Les valeurs de champ des ERel fournies dans le
fichier sont normalisées pour obtenir une énergie rayonnée totale égale a 1W, c¢’est-
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a-dire

|E(a,z)* = 1. (I1.35)

ol
-
3

Directivité : propriété quadratique convexe La directivité D pour una ali-
mentation a en un point xp s’obtient avec la formule donnée en section 3.2.2 page
61 dans I’étude préliminaire. On obtient ici d’apres la normalisation en puissance
précédente :

2

D(a,zp) = [E(a,z)* = > a;Ej(a)| (11.36)
Jj=1

La propriété quadratique convexe de la directivité par rapport aux composantes en
partie réelle et partié imaginaire de a est conservée.

Zones sur la Terre On reprend les mémes notations que celles de la section 3.2.3
dans I’étude préliminaire : voir les tableaux II.1 et I1.2 pages 63 et 63.

Les différences avec I’étude précédente sont les suivantes :

. la couronne autour du spot n’est pas définie, car ici nous travaillons & une
fréquence donnée, et les spots de la zone de couverture associés ne sont plus
adjacents (voir figure I1.23 page 93),

. la zone hors Terre n’est pas définie, et la contrainte de pertes par débordement
n’existe plus (voir figure 11.22).

Les zones sont définies par le fichier des points de maillage Terre (voir figure 11.22)
et par le fichier de gabarit pour leurs caractéristiques (zones de gain ou d’isolation).

4.2.3 Contraintes

Contraintes de rayonnement Quatre fréquences F; sont données, et on associe
a chacune un sous-ensemble disjoint parmi les s spots qui définissent la zone de
couverture.

Quand on choisit un spot k noté ®3 comme zone utile, un sous-ensemble de spots
utilisant la méme fréquence lui est associé. La zone d’interférence toujours notée ®4
est le sous-ensemble de spots moins ®( (voir figure I1.23 page 93).

Pour un spot @ fixé, le gabarit est du type de celui présenté en 3.2.4 page 62 dans
I’étude préliminaire (sans la contrainte globale hors Terre) :

vijCI)o é]vogp(a,l')ﬁ@-l-do
V:L‘j € dy \ (o D(a,l‘) < g~0 —d (11.37)
Vo€ @3\ Py D(a,z) < go — do.

Les zones de contraintes sont disjointes, ainsi a tout point x de la Terre considéré
correspond une seule contrainte possible.
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Fig. 11.22 — Maillage sur la Terre (& droite quatre motifs pour quatre fréquences)
Cette puissance est distribuée uniformément sur chaque dispositif électronique de
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Les contraintes de rayonnement sont similaires a celles de 1’étude précédente, mais
ici nous ne pouvons pas utiliser le principe de conservation de 1’énergie de la méme
manieére.

Idée clé : réduire la non linéarité Nous reprenons l'idée de réduire la non
linéarité du probleme expliquée dans la section 3.3.2 page 66 de I’étude préliminaire.

Nous utilisons donc pour les calculs d’optimisation

. les valeurs de directivité avant la conversion en décibels,

. lalimentation a € R? ™ en partie réelle et partie imaginaire.

4.3.1 Formulation des contraintes

Pour une antenne a géomeétrie donnée (n ER) et pour un spot k fixé, le probléme a
résoudre est

(Po) trouver a € C™ tel que

Vo € O c1(a,z) = —D(a,z)+ go <0
Vr € (I)O CQ(CL,I‘) = D(a,x) — g0 — dO <0
Vo € &y \ cs(a,z) =D(a,z) —go+di <0
(Po) Vo € @3\ o ca(a,z) =D(a,x) —go+ds <O (11.40)
Vjie{l,....,no} ¢és(a;) = ‘%"2—% =0.

Il faut vérifier ici deux types de contraintes :

. les contraintes de type inégalité sur la directivité D, ou gabarit,

. les contraintes de type égalité sur les modules de I’alimentation complexe a.

4.3.2 Reformulation : maximisation sous contraintes

Comme en section 3.3.3 page 67, la contrainte co n’est pas indispensable, et la
contrainte ¢y qui consiste & maximiser I’énergie D & lintérieur du spot va définir
le probléme de maximisation. La contrainte ¢5 définit I’ensemble admissible pour la
variable d’optimisation a.

On rappelle que pour un point = donné, on note ¢;, (a,z) la contrainte associée
parmi les cinq précédentes, selon la zone a laquelle appartient x.

Le probléme (Py) se reformule sous la forme du probléme d’optimisation sous
contraintes (Py) :

(max min D(a,z)

acA z€Po

(P) ) A={zecmivje 1, ..o} Gla)=lasP -5 =0} (L4

no

Vee ®\ Py ¢, (a,x)<0.
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Cela revient & maximiser une fonction de type quadratique, or nous avons vu que
ce probléme est tres difficile.

De plus, le domaine admissible A défini par la contrainte sur les modules ¢; n’est
pas non plus convexe.

4.3.3 1Idée clé : reformulation sous forme de minimisation convexe

Idée clé : conservation de I’énergie Nous ne pouvons plus reformuler le pro-
bléme comme en section 3.3.3 page 67, car ici certaines directions en dehors du spot
ne sont soumises a aucune contrainte.

Si nous utilisons la méme stratégie que dans 1’étude préliminaire, en "écrasant" le
rayonnement partout hors du spot utile :

. I'absence de contraintes dans la zone hors Terre aménera une partie de I’énergie
a se dissiper dans l'espace (voir figure 11.22 page 89),

. 'absence de contraintes dans la couronnne autour du spot va empécher le
rayonnement de se concentrer a l'intérieur du spot (voir figure I1.23 page 93).

Mais en rajoutant une contrainte linéaire notée ¢y au centre du spot, nous
pouvons a la fois

. concentrer le rayonnement & l'intérieur du spot,

. transformer le probléme de maximisation en un probléme de minimisation,

En effet, & Poptimum, le rayonnement doit atteindre son maximum au centre du
spot noté Pg.

Donc, si en plus des contraintes d’isolation, nous imposons a la valeur du champ F
en ¢ d’étre trés supérieure au minimum requis dans le spot, en vertu du principe de
conservation de ’énergie, comme nous "écrasons" le rayonnement a ’extérieur
du spot la o1 nous disposons de points de controdle, et nous le "tirons"
au centre du spot vers une valeur assez grande, nous forgons 1’énergie a se

concentrer dans le spot.

Idée clé : contrainte convexe sur les modules Si de plus, nous écrivons la
contrainte des modules sous forme de I’inégalité c5(a;) := ¢5(a;) < 0, nous
définissons un ensemble admissible convexe A pour la variable d’optimi-
sation a.

Nous espérons obtenir la saturation de la contrainte sur les modules a I’op-
timum, car les modules vont avoir tendance a étre forts pour vérifier le
gabarit, c’est-a-dire nous espérons obtenir ’égalité c5(a;) = 0 & 'optimum.
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Formulation Ainsi, le probléme de maximisation (P;) se reformule en un probléme
de minimisation sous contraintes (Ps) :

Le probléme de minimisation s’écrit alors

min max D(a,x)
acA zed\Py

(P2) A= {z € Cm; Vi e {l,...,n0} cs5(a;) = laj* - nLO < O} (11.42)

co(a) = E(a,z0) — (9o + €0) =0
Ve e @\ Py ¢, (a,z) <0

avec

. xg le centre du spot,

. eg € RT constante telle que Gy := go + ep est supérieur au minimum requis
(valeurs avant conversion en dB) par le gabarit dans le spot (voir figure 11.23
page 93).

Nous devons minimiser a présent une fonction de type quadratique convexe
sur un domaine de recherche convexe : nous obtenons un probléme de type
optimisation convexe plus simple que le probléme initial. Il posséde une solution
unique qui correspond au minimum global du probléme initial.

4.3.4 Reformulation des contraintes

Nous associons des contraintes locales au probléme de minimisation (P;) comme
dans la section 3.3.6 page 67.

La contrainte de maximisation a l'intérieur du spot ¢; de (Py) est remplacée par
la contrainte d’égalité ¢y au centre du spot, et la minimisation du maximum du
rayonnement correspond aux contraintes de minimisation hors du spot c3 et ¢4 sous
la contrainte de la variable d’optimisation cs.

Nous obtenons le probléme reformulé (Qp) :

trouver a € C™ tel que

co(a) = E(a,z0) — (90 +e0) =0
Ve e &\ &g  c3(a,z) =D(a,x) —go+dy <0

(Qo)R Yz e 3\ Py  cu(a,z) =D(a,x)—go+ds <0 (I1.43)
Viel,...,ng cs(aj) :|aj|2—% < 0.

4.3.5 Mise en oeuvre

Contréle au bord du spot Comme dans I’étude préliminaire, lors des tests
numériques, il est apparu qu’il est nécessaire de controler le rayonnement au bord du
spot pour atteindre la valeur minimale sur zone utile pour des spots trés excentrés.
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Mais fixer une valeur constante s’est révélé ne pas étre assez efficace, nous imposons
plutdt une valeur qui sera mise & jour & chaque itération.

Nous rajoutons donc la contrainte d’égalité suivante qui ne change pas la nature du

probléme (méme type de contrainte que cp) :

Yz € 09

avec

E(a,x)

G (11.44)

. 09 les points du bord du spot ®¢ (voir figure 11.23),

. G, est la moyenne des valeurs {E(a, x),

x € 0Py} a l'itération précédente.

Ainsi la valeur G, imposée au bord du spot 9Py augmente au fur et & mesure
que le rayonnement est dépointé dans le spot, et tire vers le haut les valeurs du
rayonnement sur 0®q. Cela permet de controler correctement le rayonnement au
cours des itérations malgré 1’absence de points de maillage autour du spot (voir

figure 11.23).

Stations: Fréguence 1

002 =

0o~

sty
3 s et

ool = =

-0.02

CDZ\Q)O Zone d'interférence

—» D(ax)<g,-d

a¢0 Bord du spot
—» E(ax)=G_

= = o= o= om o= omom o
M 2 a2 & 2 2 & & & &'
= = = o= o= o= o= o= omom

005 -

®\d Zonedisolationl , , ., . . . 4 4w 4w
3 2

x0 Centre du spot
—» E(ax) =G,

—» D(ax)=g,-d,

Fic. I1.23 — Domaines pour les

contraintes modifiées

Il est en fait délicat d’imposer la méme valeur du champ E égale a G, sur tout le
bord du spot, mais dans notre cas les résultats numériques sont corrects : grace a la
faible taille du spot et & la symétrie par rapport a son centre, la loi est localement

symétrique.

Pour des spots plus larges ou de forme irréguliére, il faudra améliorer cette contrainte
sur le bord (voir la proposition (III1.21) dans la conclusion).
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Contraintes finales Pour une antenne a géométrie donnée (n ER) et pour un spot
k fixé, le probléme reformulé final & résoudre avec les contraintes renommeées C; est :

trouver a € C™ tel que

( Ci(a) = E(a,20) — (g0 +e) =0
Vo € 09 Cy(a,x) = E(a,z) — Gp, =0
v‘TE(I)Q\q)O 03(a7x) :D(aax)_go+dl <O

(Ql) Vo € @3 \ (1)2 04((17:1;) — D((I,.’L‘) — g0+ d2 <0 (1145)
Viel, ..., ng C5((1j) :|aj|2_n%) <0.

4.3.6 Fonction cotut

Nous procédons de maniére analogue a ’é¢tude préliminaire en section 3.3.8 page
69.

Evaluation des contraintes par discrétisation Nous définissons une fonction
F :R?M0 — RIT qui évalue les contraintes. Nous discrétisons le probléme en 2 en
utilisant le maillage donné.

Par rapport a I’étude précédente, nous intégrons en plus la contrainte sur les modules
par pénalisation de chacune de ses composantes sur les n ER.

Nous obtenons :

~

Ci, (a,z1)

_ Fi(a) Ci, (6'% p)

s Fow ) | G (11.46)
5 (an

~

Ci,(a,x;) = Cj;(a, ;) ou C, (a,x;)"

avec

. Les composantes correspondent aux p points du maillage Terre sur lesquels on
a défini des contraintes, et aux n valeurs de module de 'alimentation a.

. Chaque point z; appartient & un des quatre domaines disjoints associés aux
contraintes C; :

on note i; € {1,...,4} l'indice correspondant et C;; est la contrainte qu’on
veut vérifier au point ;.

. En ce qui concerne les contraintes de gabarit :

. sii; =1 ou 2, c’est-a-dire x; est au centre ou sur le bord du spot utile, on

~

doit vérifier en x; une contrainte d’égalité (C1 ou Cs), alors Cj, (a, ;) =
Oij (CL, ﬂj‘j),
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

. sii; = 3 ou 4, on doit vérifier en ; une contrainte d’inégalité (Cs ou Cy),
alors Cj, (a,z) = Cy, (a,x;)".

Ainsi dans tous les cas, pour chaque composante de F:

. F 5 > 0 quand la contrainte C;; correspondante n’est pas vérifiée,

. F 5 = 0 quand la contrainte C;; correspondante est vérifice.

Pondération Nous construisons la fonction F' en pondérant les composantes de

F -

)\7;1 ﬁl(a)

Fi(a) Xi, Fp(a)

F(a) = : = ... (I1.47)
Fyin(a) As Fpia(a)
A5 Fpin(a)
avec
. cing poids \; € RT, chacun associé & une des contraintes Cj, j € {1,...,5}.

Fonction 4 minimiser On définit la fonction cott & minimiser J : R2 ™0 — R+
en prenant la norme au carré de F' :

p no
J(a):% Z[@j(a,xj)}z+ Cs(a;)*]” | - (11.48)
j=1

Jj=1

Minimiser J revient a chercher la loi d’alimentation solution du probléme transformé
(Q1). Le probléme initial et le probléme reformulé ne sont pas strictement équivalents
du point de vue mathématique, mais leurs solutions numériques sont numériquement
trés proches. Il faut ainsi vérifier a posteriori que la solution trouvée est aussi solution
du probléeme (Pp).

4.3.7 Algorithme

Nous conservons le méme algorithme d’optimisation que dans 1’étude préliminaire
(voir section 3.3.9 page 71).

Alimentation optimale : cas non relaxé A la fin de l'algorithme d’optimi-
sation, nous obtenons l'alimentation optimale que nous désignons par le "cas non
relaxé", ou la contrainte sur les modules doit étre respectée.
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Alimentation optimale : cas non relaxé projeté Nous rappelons que les va-
riables d’optimisation sont les parties réelles et imaginaires, on ne peut donc pas
avec cette approche fixer les modules & leur valeur cible et optimiser uniquement par
rapport aux phases.

Concernant ’alimentation optimale trouvée, les contraintes d’égalité sur les modules
|aj| ne sont peut étre pas toutes respectées, ou avec une certaine marge. En effet, nous
utilisons une méthode d’optimisation sans contraintes, les inégalités (ou contraintes
de gabarit) et la contrainte sur les modules du probléeme de synthése de réseau sont
intégrées par pénalisation a la fonction cott. L’algorithme travaille alors dans un
espace de recherche plus large que le domaine admissible, et la solution trouvée ne
respecte strictement les contraintes de gabarit et de module que si la fonction cotit
vaut 0 (cas difficile & obtenir en pratique).

Or la contrainte sur les modules a pour origine une contrainte physique sur l’ali-
mentation qu’on veut appliquer & I’antenne lors de I'utilisation : nous devons fournir
un résultat qui la respecte exactement.

Pour ces raisons, a la fin de l'algorithme, quand nous convertissons le vecteur des
) )
parties réelles et imaginaires en vecteur des modules et phases :

. nous projetons les modules de 'alimentation obtenue sur les valeurs cibles,

. et nous gardons les phases optimales.

Nous dirons de cette alimentation qu’elle correspond au "cas non relaxé projeté".

Alimentation optimale : cas relaxé Nous allons appliquer l'algorithme lors des
tests en ignorant la contrainte sur les modules afin de disposer d’un degré de liberté
supplémentaire dans ’espace de recherche. Dans ce cas nous désignons ’alimentation
obtenue par le "cas relaxé".

Ces alimentations serviront a définir un critére pour construire la fonction cott du
probléme d’optimisation topologique.

Remarque Le cas relaxé correspond & la modélisation d’une antenne pour laquelle
le dispositif électronique branché sur chaque ER permet de controler a la fois le
module et la phase d’alimentation.

Le cas non relaxé correspond & la modélisation d’une antenne pour laquelle le dis-
positif électronique branché sur chaque ER permet de controler uniquement la phase
d’alimentation : cette approche, moins cotiteuse au niveau de la fabrication, est celle
souhaitée par Thalés pour concevoir ’antenne.

4.3.8 Affichages

Les affichages sont les mémes que dans la section 3.3.10 page 72.
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

Niveaux de directivité  Nous donnons une précision sur ’échelle de couleurs
qui permet ici de séparer les trois valeurs de gabarit. Le gabarit est respecté si a
Paffichage :

. tous les points de la zone utile sont dans une zone rouge (couleur en haut de
léchelle),

. aucun point de la zone d’interférence n’est dans une zone verte (couleur au
milieu de I’échelle),

. aucun point de la zone d’isolation n’est dans une zone bleue (couleur en bas de
léchelle).

4.4 Reésultats numériques
4.4.1 Cas non relaxé

Nous effectuons la recherche des lois d’alimentations optimales pour les 44 spots de
la zone de couverture.

Les parametres d’entrée de ’algorithme sont :

. poids fixes sur les contraintes : A\; = 10, j = 1...4 pour les contraintes de
gabarit et A5 = 10* pour les contraintes de module,

. nombre maximum d’itérations : 20,

. alimentation initiale ag vecteur constant.

Performances La figure [1.24 présente les résultats dans le cas non relaxé pour
I’ensemble des spots, avant et aprés projection sur les valeurs cibles.

Directivite en dB —> Gabarit: ant-0 | cas NR - Directivits en dB —-> Gabarit ani-0 | cas NR,foj

.
v V- e o o3 - AR T o

w0

DIRECTIVITE en DB sur Zone GABARIT
T

A //\‘ \/\ /\ A

Y

\/_/:\“,/\ A /f\
S \x _{f\/j R Y AN

z
3
CrT T T T T T T T 1T

L L L L L L |

SR NIARATRAAA

10 15 20 25
indice de SPOT

FiG. 11.24 — Performances pour I'antenne de départ Antg
A gauche dans le cas non relaxé
A droite dans le cas non relaxé projeté

Les alimentations trouvées ne respectent pas les contraintes de gabarit sur tous les
spots, et le résultat est dégradé apres projection des modules sur les valeurs cibles.
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CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Analyse Prenons par exemple 'alimentation optimale du spot n°l, et nous affi-
chons pour l'alimentation optimale dans le cas non relaxé :

. les niveaux de directivité dans la figure I1.26,

. les cartes de module et de phase dans la figure I1.25.

Nous constatons que la puissance n’est pas concentrée dans le spot : des remontées
du rayonnement apparaissent dans la zone proche autour du spot.

La carte des modules est uniforme puisque ce sont les valeurs cibles, mais on voit que
quelques ER au centre ont une valeur trop importante. La carte des phases pésente
des bandes parallelles moins nettes que dans I’étude préliminaire.

Alimentation en MODULE: max= 0.0566 min= 0.0436 Alimentation en PHASE
0.1

= =007

= -0.05

= =0.04

0

Fia. I1.25 — Spot n°1 : alimentation optimale pour Anty dans le cas non relaxé
A gauche : carte des modules
A droite : carte des phases

Toujours pour le spot n°l, nous visualisons en fonction des itérations dans la figure
11.27 :

. la valeur de la fonction cotit normalisée §—§ ,

. les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit.

Nous observons que le gabarit est respecté aprés dix itérations, mais ensuite la
valeur de la directivité remonte sur la zone d’interférence pour dépasser la valeur du
gabarit (22 dB valeur maximum), pourtant la fonction cott diminue tout au long des
itérations. Cela n’est pas contradictoire, car la composante de F' correspondant a la
contrainte sur les modules n’est pas affichée ici. Or 'algorithme fait d’abord tendre
vers 0 les erreurs liées aux trois zones de gabarit, puis ensuite il diminue ’erreur liée
aux modules, mais il le fait au détriment d’une des erreurs précédentes (sur la zone
d’interférence), si bien que globalement J continue de diminuer.
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F1$8p1 Dir 0= 45.6 min(Dir,ti)= 41.9 max(Dir,nt)= 20.2 max(Dir;s0)= 22.6 en dB

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Fia. 11.26 — Spot n°1 : alimentation optimale pour Antgy dans le cas non relaxé
Courbes iso-niveaux de la directivité

Fonction cot normaliseée en fonction des térations:
Echelle logarithmique ~ spot 1 Deecivl D ur 20ns de abark:

—@— Zone Utie MIN(D) > 42 0B
—A— Zone dnterférence: MAX(D) < 22 dB)
@ Zonedlisolation _: MAX(D)< 178,

Directivité D en 0B

Y
T
—

Fia. I1.27 — Spot n°1 pour Antg dans le cas non relaxé
A gauche : fonction coiit normalisée ﬁ—’; en fonction des itérations

A droite : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérations

Pour le spot n°1, nous affichons les cartes de module et de phase dans la figure 11.28
pour lalimentation dans le cas non relaxé au bout de 10 itérations (contre 20 pour
l’alimentation optimale).
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Alimentation en MODULE: max= 0.0674 min= 0.0436 Alimentation en PHASE
0.1

[ =0.07

= =0.05

‘4ILVIJ
l
\

= -0.04

0

Fia. 11.28 — Spot n°1 : alimentation au bout de 10 itérations pour Anty dans le cas
non relaxé

A gauche : carte des modules

A droite : carte des phases

Nous observons beaucoup plus de valeurs de module au-dessus de la valeur cible
que pour l'alimentation apres 20 itérations.

4.4.2 Cas relaxé

La contrainte sur les modules ne permet pas d’atteindre les performances demandées
en jouant uniquement sur les phases, et nous avons vu que vérifier la contrainte sur
les modules dégrade les performances. Nous allons relacher cette contrainte et voir
comment se comporte I'algorithme dans ce cas.

Les parametres d’entrée de ’algorithme sont :

. poids fixes sur les contraintes : A\; = 10, j7 = 1...4 pour les contraintes de
gabarit et A5 = 0 pour la relaxation des contraintes de module,

. nombre maximum d’itérations : 20,

. alimentation initiale ag vecteur constant.

Performances La figure 11.29 présente les résultats dans le cas relaxé pour ’en-
semble des spots.

Analyse Cette fois, une dizaine d’itérations sont suffisantes pour trouver les ali-
mentations optimales respectant le gabarit dans tous les cas.

Nous comparons les résultats avec le cas précédent sur le spot n°l en affichant pour
I’alimentation optimale dans le cas relaxé
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Directivité en dB ——> Gabarit: ant-0 | cas R
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indice de SPOT

Fia. 11.29 — Performances pour Anty dans le cas relaxé

. dans la figure I1.31 les niveaux de rayonnement,

. dans la figure 11.30 les cartes de modules et phases.

Le degré de liberté supplémentaire est utilisé par ’algorithme qui place des valeurs
de module plus fortes au centre de ’antenne et sur quelques ERel du bord , et des
valeurs trés faibles sur une couronne d’ERel ; de plus les phases pésentent des bandes
paralléles beaucoup plus réguliéres.

La puissance est beaucoup plus concentrée a I'intérieur du spot que dans le cas non
relaxé : le maximum est ici de 47dB contre 45 dB. En valeurs avant la conversion en
décibels (utilisées par 'algorithme), cela représente un maximum de 'ordre de 5.10%
contre 3.10% et la valeur minimum & atteindre est 1,5.10%.

Nous présentons a présent en fonction des itérations dans la figure 11.32

. la valeur de la fonction cotit normalisée ‘5—’3 ,

. les niveaux de directivité D sur les zones de gabarit,

Les alimentations optimales trouvées dans le cas des contraintes de module relaxées
respectent le gabarit avec de la marge, contrairement au cas non relaxé.

101



CHAPITRE II. OPTIMISATION DES LOIS D’ALIMENTATION

Alimentation en MODULE: max= 0.1201 min= 0.0074 Alimentation en PHASE
0.1

F1G. I1.30 — Spot n°1 : alimentation optimale pour Antg dans le cas relaxeé
A gauche : carte des modules
A droite : carte des phases

Conclusion Nous allons exploiter ce résultat dans la partie ot nous allons cher-
cher a grouper les ERel tout en essayant de conserver les performances : il faudra
extraire 'information donnée par les modules relaxés et 'utiliser pour décider les
regroupements.
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4. ETUDE INDUSTRIELLE : PROJET OTOP

F18p1 Dir 0= 46.2 min(Dirti)= 42.9 max(Dir,nt)= 14.2 max(Dir;s0)= 19.1 en dB

-0.06 -0.04 -0.02 ) 0 0.02 0.04 0.06

FiG. I1.31 — Spot n°1 : : alimentation optimale pour Anty dans le cas rrelaxé
Courbes iso-niveaux de la directivité pour I'alimentation optimale

Fonction coft normalisée en fonction des térations:
Echelle logarithmique - spot 1

Directivit D sur zones de gabarit:
spot 1

—®—ZoneUtle  :MIN(D)>4208
—A— Zone dinterférence: MAX(D) < 22 dB)|
8 Zone disolation _: MAX(D) < 17 98

Directivité D en 0B

FiG. I1.32 — Spot n°1
A gauche : fonction coiit normalisée j—’(‘)’ en fonction des itérations
A droite : directivité D (dB) sur zones de gabarit en fonction des itérations
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Chapitre III

Optimisation topologique de
I’antenne
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1 Introduction
Le probleme consiste a chercher une nouvelle géométrie pour I’antenne qui doit :

. présenter un nombre de sources (ou ER) le plus inférieur possible a celui de
I’antenne de départ,

. respecter les contraintes de gabarit et sur les modules définies dans le probléme
du chapitre précédent en section 4.2.3 page 88.
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Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre ce probléeme (voir [CCGT07]) :

plusieurs approches sont envisageables (voir section 2.3.2 page 25), mais dans tous
les cas, les algorithmes envisagés ne permettent pas de définir une géométrie valable
pour ’ensemble des spots utiles.

Le parti pris est ici le suivant : 'antenne de départ a une maille fine et réguliére
avec de nombreux ERel, permettant de satisfaire au mieux le gabarit, et la nouvelle
géométrie de antenne finale sera obtenue par regroupement de ces ERel.

Le maillage des ER qui est régulier au départ deviendra irrégulier pour 'antenne
optimisée : casser la régularité du réseau permettra d’abaisser les lobes de réseau.

L’idée majeure est de calculer d’abord les lois optimales pour tous les spots utiles
avec 'antenne initiale dans le cas des contraintes sur les modules relaxées. Nous
obtenons ensuite un résumé de ces modules optimaux en appliquant une technique
de réduction de données au résultat (décomposition en valeurs singuliéres).

Nous construisons la nouvelle géométrie lors d’un processus itératif.

Pour les antennes avec regroupements, nous simulons une alimentation de calcul ou
les controles sont répartis sur I’ensemble des éléments de départ sous-jacents (ERel) :
le critére & optimiser est I’erreur entre les valeurs de contrainte sur les modules de
I’antenne regroupée, qui dépend de la géométrie, et les modules optimaux obtenus
sur les ERel.

C’est une méthode de type gradient topologique : on regroupe les ERel aux endroits
ou l'erreur est la plus forte pour faire diminuer le critére.

Ainsi, le degré de liberté perdu lors de I'application de ’alimentation finale res-
pectant la contrainte sur les modules (cas non relaxé) est alors compensé par le fait
que les valeurs a imposer sont proches des valeurs souhaitées pour les meilleures
performances possibles.

Nous présentons alors 'antenne optimisée obtenue aprés 'application de cette mé-
thode puis la validation de ses performances (voir aussi [TA08]).

Dans la suite nous considérons les hypothéses de I’étude industrielle (voir section 2.1
du chapitre précédent page 52), concernant le calcul de la directivité et les contrainte
d’alimentation.

2 Regroupement d’ERel

2.1 Panel de motifs d’ER

Les ER peuvent étre fabriqués industriellement avec des cotts de fabrication modé-
rés pour certain nombre de motifs standards. Nous avons alors décidé de nous limiter
a priori & un panel de motifs défini en concertation avec Thalés, c’est-a-dire de les
intégrer comme des contraintes de 1’étude.

Le panel est le suivant (voir figure III1.1) :

. des ER carrés et rectangles constitués de 2,3 ou 4 ERel,

. des ER en forme de coudes constitués de 3 ERel.
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FiG. III.1 — Panel des motifs d’ER réalisables

2.2 Antenne regroupée
2.2.1 Alimentation sur les ERel

Soit I'antenne de départ Anty constituée d’un réseau régulier de ng ERel. On re-
groupe certains ERel voisins pour former une nouvelle antenne Ant; constituée d’un
nombre n < ng d’ER.

On définit pour Anty, :

. le vecteur alimentation a € C" avec pour un indice ’ER j € {1,...,n} a; =
Aj e¥i,

. le vecteur alimentation sur les ERel @ € C™ avec la régle suivante :
soit ¢ € {1,...,n0} lindice d'un ERel sous-jacent dans Anty, et soit j €
{1,...,n} lindice correspondant de 'ER (regroupé ou pas) auquel il appar-
tient, alors le module et la phase sont égaux.

C’est a dire si a;j = A; e'%i alors a; = A; e'%

Cette propriété est illustrée par un exemple dans la figure I11.2 avec des regroupe-
ments d’ERel par 2 et par 4.

2.2.2 Calcul de la directivité

Nous pouvons définir deux vecteurs champ :

. E(mk) = (E1(z), .-, Eng(x1))T € C™ les valeurs de champ pour les ng ERel
de départ au point x; fournies par le fichier de données,

. E(x) = (E1(z1),...,Ey(z))T € C" le vecteur champ obtenu & partir des
valeurs du vecteur champ précédent avec la régle suivante :

soit 7 € {1,...,n} un indice I’ER dans Anty, composé d’un regroupement
de r; ERel, 1 < 7; < 4, et {i1,... i} € {1,...,n0} les indice des ERel
correspondants,

i

alors Ej(zy) = >2,2, Ej(x).
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FiG. I11.2 — Alimentation d’une antenne avec regroupements Anty & n ER
A gauche : alimentation @ € C™ sur les ERel sous-jacents
A droite : alimentation a € C" sur les ER

En effet, ainsi nous obtenons le champ rayonné total en xj pour une antenne avec
regroupements de deux maniéres :

. en utilisant D'alimentation sur les ERel @ € C™ avec E(zy),

. ou bien en utilisant ’alimentation sur les ER a € C" avec E(xy).

Nous obtenons alors d’aprés la définition de @ vue précédemment :

n

E(a,x1) = Y a; Bj(x)

7=1
n i"j
7=1 =11
n tr; N
7=1 \i=1i1
n i7'j
= > 1> @i B (wy,)
Jj=1 \i=11
10

= > @ Ei(z).
i=1

Nous rappelons que la directivité en un point xj pour l'alimentation a € C™ se
calcule comme le module du champ F au carré (voir section 2.1 page 52 du chapitre

II) :
2

D(a,zp) = [E(a,z)” = > a;Ej(a)| (I11.2)
j=1
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2.2.3 Calcul des lois optimales

Avec la formule précédente de calcul de la directivité, nous pouvons alors appliquer
directement ’algorithme du chapitre précédent afin de calculer les lois d’alimentations
optimales a € C" de Anty.

2.2.4 Contrainte sur les modules : valeurs cibles

Nous rappelons que les valeurs cibles sont les valeurs de contrainte pour les modules,
ce qui pour l'alimentation a € C™ de Antg se traduit par

1

Cette contrainte est issue de la contrainte physique selon laquelle la puissance totale
d’alimentation est égale a un.

Cela s’écrit ici pour Anty et son alimentation sur les ERel a € C™°
no
> @)= 1. (I11.4)
i=1

Dans Anty, un seul dispositif électronique de controle est relié a chaque ER re-
groupé, et la puissance d’alimentation est répartie uniformément sur chacun; on
obtient la contrainte suivante :

1
NGO
avec comme précédemment : 1 < r; < 4 est le nombre d’ERel qui forment 'ER
regroupé auquel appartient 'ERel d’indice ¢ € {1...ng}.

Vi=1,...,n0 |@|= (IIL5)

En effet, ainsi la relation de puissance totale (I11.4) est vérifiée avec @ car le module
et la phase sont égaux sur un ER et sur les ERel sous-jacents :

x it = 3 ()

3=

_ zn: il (LLL6)

|
S
(7=

—

S e

Nous obtenons finalement les valeurs cibles a respecter pour I'alimentation a € C™
de Anty,

Vi=1,....,n |aj| = (II1.7)

VIV
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Nous vérifions & nouveau la relation (I11.3) avec a cette fois, sachant que la puissance
sur un ER regroupé est proportionnelle aux nombre d’ERel le composant :

n n 1 2
|(1/|2 = ri | ———=
B z":l (IIL.8)
N - n
7=1
= 1

Nous proposons un exemple avec un détail de 'antenne de départ Anty puis d’une
antenne Anty, obtenue avec certains regroupements (par 2 ou par 4), les valeurs cibles
correspondantes dans les figures [11.3 et II1.4 .

Fic. II1.3 — Antenne Antgy, ng ERel : valeurs cibles

Nous utiliserons dans la suite les valeurs cibles :

. pour a dans le calcul des lois optimales (contrainte a respecter sur les modules,
voir section 4.3.6 page 94 du chapitre précédent),

. pour a dans le calcul de la fonction cott de I'optimisation topologique (voir
section 3.3 page 115).

3 Meéthode

3.1 Idée clé : relaxation de la contrainte sur les modules

On suppose que le nombre d’ER de Anty est n avec ’hypothése

% <n < np. (IIL.9)
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1 1
c=—F C,=—F——

Fic. II1.4 — Antenne Anty, n ER
A gauche : valeurs cibles sur les ERel
A droite : alimentation respectant les valeurs cibles (cas non relaxé)

On en déduit

‘ -

1 1
< 1111
Vo y/no T /n (IIL.10)

D’aprés la section précédente, les valeurs cibles de l’alimentation sur les ERel de

Anty, auront les propriétés suivantes par rapport a la valeur cible ﬁ de "antenne

N =

ﬁ

de départ Antg (voir figure I11.5) :

. pour les ERel non regroupés : la valeur cible % augmente,

. pour les ERel faisant partie d’un regroupement : la valeur cible

1
V2yn

1 1
Vayn O B

diminue.

ou

Or, si nous calculons les alimentations optimales de Anty en relachant la contrainte
sur les modules, dit cas relaxé, nous introduisons un degré de liberté supplémen-
taire par rapport au calcul qui respecte la contrainte, dit cas non relaxé : ’antenne
va vérifier le gabarit avec plus de marge qu’auparavant (voir les performances de
Antg a la section 4.4.2 page 100 du chapitre précédent). Nous pouvons alors calculer
une alimentation qui concentre plus de puissance dans le spot visé : bien qu’elle ne
corresponde pas & une alimentation qui pourra étre appliquée réellement a ’antenne,
elle va étre utile pour résoudre notre probléme.

En effet, nous faisons apparaitre une information supplémentaire pour chaque ERel :
la valeur de module souhaitée pour obtenir la meilleure performance sur le spot
visé.
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ER élémentaires ER élémentaires regroupés

Fi1a. I11.5 — Contrainte sur les modules : antenne initiale (& gauche) et antenne avec
regroupements (& droite)

L’idée est alors d’effectuer les regroupements d’ERel en fonction de cette
information : nous allons rapprocher les valeurs cibles de Ant; des valeurs
souhaitées données par l’alimentation optimale dans le cas relaxé pour
Anto.

Ainsi, les performance de Anty seront dégradées car on dispose de moins de degrés
de liberté dans l'espace des phases & cause des regroupements des ERel. Mais cette
dégradation sera compensée dans le cas non relaxé : les valeurs cibles seront plus
proches des valeurs de modules souhaitées pour les meilleures performances, et cette
fois grace aux regroupements, la contrainte sur les modules sera plus facile a respectée.

D’apres ce qui précéde, pour un ERel de Antg :

. si la valeur de module souhaitée est supérieure & ——, on le laisse non regroupé
/1o’

1

dans Anty, pour faire augmenter sa valeur cible NG

. si la valeur de module souhaitée est inférieure & ——, on essaie de regrouper cet

VTR
< 4.

ERel dans Anty, , pour faire diminuer sa valeur cible ﬁ, 1<

3.2 Idée clé : technique de réduction de données
3.2.1 Introduction

Il reste un obstacle pour expoiter I'idée précédente : la valeur de module souhaitée
pour un ERel donné n’est pas la méme suivant le spot choisi pour le calcul de ’ali-
mentation optimale dans le cas relaxé. Il nous faut donc une méthode de réduction
de données pour obtenir la valeur qui soit le meilleur compromis entre les valeurs
trouvées sur I’ensemble des spots : nous avons choisi d’utiliser la décomposition en
valeurs singuliéres (SVD pour Singular Value Decomposition dans la suite).
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3.2.2 Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

La méthode SVD permet de décomposer une matrice A sous la forme :

A=USV* (IIL.11)

avec

. S est une matrice diagonale carrée telle que
g1 (0)
S = e RS, (IT1.12)
(0) O

. Les éléments diagonaux sont les valeurs singuliéres {o;, j =1...s} de A,
positives et rangées par ordre décroissant.

Généralement, elles décroissent trés vite.

. {0]2-, j=1...5} est le spectre de AA*.

. U est une matrice rectangulaire telle que
U= U ... Us e R, (IT1.13)

. U est une matrice unitaire : UU* = [, (idem pour V) : les vecteurs
colonnes {U;, j =1...s} forment une base orthonormeée.

. {Uj, j=1...s} sont les vecteurs propres de AA*.

La décomposition de AA* dans la base de vecteurs propres {U;, j = 1...s} est
AA* = (USV*)(VS*U*) = USS*U* car V est unitaire, ¢’est-a-dire

2
07

AA* =U U*. (IT1.14)

On peut alors reconstruire A a partir de U :
. En effet, on écrit A comme somme de matrices de rang 1 d’aprés le produit
A=USV*

A= "o, U; V} (IT1.15)
j=1

avec Uj et V;, j = 1...s les vecteurs colonnes de U et V.
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. On peut alors approcher A par en prenant un nombre 7 petit devant s de
valeurs singuliéres et vecteurs de U correspondants. La matrice reconstruite A
est :

T
A= Zaj U; Vi avecr < s. (IT1.16)

j=1

. On peut montrer (voir |[GVLI6]) que erreur entre la matrice initiale et la
matrice reconstruite s’écrit avec les valeurs singuliéres négligées :

A= AP =02y +...+ 02

avec ||.|| la norme de Frobenius.

Ainsi, approximation A « A est justifiée car si les valeurs singuliéres dé-
croissent vite, ’erreur précédente est négligeable.

Plus une valeur singuliére est grande, plus le vecteur colonne de U correspon-
dant participe a la reconstruction de A.

3.2.3 Exemple d’utilisation de la SVD avec une image

L’exemple suivant illustre comment l'information stockée dans une matrice peut
étre contenue dans trés peu de vecteurs.

RlGOOX 100

. On construit une matrice rectangulaire A., € , avec la représentation

suivante en niveaux de couleurs.

. On effectue la SVD sur Ae;, on obtient U, et V.

La décroissance des valeurs singuliéres est trés rapide : la troisieme est déja
négligeable.

. On représente la matrice reconstruite avec la premiére valeur singuliére :

Apecr = 01 UL, Vi3, (IT1.17)

. On représente la matrice reconstruite avec les deux premiéres valeurs singu-
lieres :
1 * 2 *
Apecs = 01 Uz Verl 02 U2, Vers. (III.IS)

Les deux premiéres valeurs singuliéres nous ont permis de reconstruire A : les
deux premiers vecteurs colonnes de U, contiennent I’essentiel de I'information
stockée dans Agz.

3.2.4 Mise en oeuvre : matrice des alimentations

Apres avoir calculé les alimentations optimales de Antg dans le cas relaxé pour
I’ensemble des s spots, on range en colonnes les modules et on obtient une matrice
A de taille ng x s.

On applique la SVD & cette matrice, on espére une décroissance trés rapide des
valeurs singuliéres afin d’utiliser dans le meilleur des cas un seul vecteur propre de
taille ng, qui donnera alors une seule valeur de module souhaitée pour chaque ERel.
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s -
Eléments de la matrice A en niveaux de couleur 12 x10 Val‘eurs smgtﬁlleres de »‘Aex
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FiG. II1.6 — Exemple d’utilisation de la SVD :
En haut : matrice de départ A, (& gauche) et valeurs singuliéres (& droite)
En bas : matrices reconstruites A,e.; (& gauche) et Ayeco (2 droite)

3.3 Fonction coft

L’antenne de départ Anty est constituée d'un réseau régulier de ng d’ERel, et selon la
topologie choisie en définissant des regroupements a l'itération k, nous allons obtenir
des antennes successives Anty.

Pour une antenne regroupée Anti formée de n ER, nous avons pour les indices
d’ERel sous-jacents i € {1...ng} de l'alimentation sur les ERel :

. les valeurs cibles, notées c}' = avec 1 < r; < 4 le nombre d’ERel qui

1
forment 'ER regroupé auquel appartient I’ERel d’indice 1.

Elles varient suivant les regroupements effectués et le nombre total d’ER n,

. les valeurs souhaitées, notées m;, issues de la SVD.
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Elles sont fixes car elles sont issues des calculs effectués avec Anty.

Nous construisons une fonction codt & minimiser qui mesure pour Ant; ’erreur
entre les valeurs cibles et les valeurs de module souhaitées sur les ERel
sous-jacents :

T = (e —ma,.. g —mo)l?
no (111.19)
= D —mi)
=1

La valeur de départ est Jy calculée avec Antg, pour la faire diminuer il faut effectuer
des regroupements.

Si la valeur de Jj est proche de zéro, les valeurs cibles de Antj; sont proches des
valeurs souhaitées, et le calcul des alimentations optimales dans le cas non relaxé
sera facilité au niveau des modules avec un nombre total ’ER qui aura diminué.

4 Construction de ’antenne optimisée

4.1 Algorithme de choix de la topologie initiale

Lors des tests, nous avons obtenu un meilleur résultat en initialisant ’antenne avec
une géométrie qui présente des regroupements qui diminuent la fonction coit. On
peut considérer que le but est de trouver un minimum global de la fonction cortit
J, mais on ne sait pas s’il est unique : on choisit alors un point de départ de 1’al-
gorithme (c’est-a-dire une géométrie d’antenne) qu’on pense proche de la solution
qu’on veut obtenir. Ainsi, méme si 'algorithme trouve un minimum local, la solution
sera, satisfaisante.

Soit Anty 'antenne de départ composée d’un réseau de ng ERel, pour chaque taille
k=1,...,4 IER, on commence par définir les zones d’ERel notées Zj, susceptibles
de convenir pour les regroupements de taille k.

Pour cela, nous allons estimer le nombre total d’ERel nq de ’antenne Ant; que nous
voulons obtenir. Nous avons ainsi pour les ER de taille k& de Ant; la valeur cible

1
vk /i
valeur cible le plus proche possible de la valeur de module souhaitée issue de la SVD
des lois optimales pour Antg. Nous choisissons alors un intervalle de valeurs centré
autour de ¢y, et nous définissons Z; comme ’ensemble des ERel de Antg, dont la
valeur de module souhaitée est dans cet intervalle.

cp = des ERel sous-jacents. Nous voulons pour ’antenne optimale cette

Pour obtenir une partition des ERel de Antg, nous choisissons les intervalles autour
des valeurs c¢; de fagon & avoir une partition de l'intervalle des valeurs souhaitées.

L’algorithme pour le choix des zones d’ERel candidates Z;, aux regroupements de
taille k est présenté dans le tableau III.1.

Nous avons besoin a présent de choisir une géométrie a partir des zones de regrou-
pement candidates Zj, afin de définir Ant;.
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/Algorithme 1-a : Calcul de la zone candidate Zj \

\_

> Entrées

. Antg antenne de départ a ng ERel

« (my,...,mp,) € C™ le vecteur des valeurs de module souhaitées
issues de la SVD

. ke {2,...,4} les tailles d’ER regroupés pour I'antenne finale

> Initialisation

. On pose n; = % ng estimation du nombre d’ER de ’antenne

initiale Antq qu’on veut construire

. Soit ¢ = , ke {l,...,4} les valeurs cibles pour Anty

1
VE
« Soit [, upr] Vintervalle des valeurs de modules souhaitées,

avec U, := min m; et ups := max m;

i=1...ng i=1...ng

> Choix des zones

. Découper lintervalle [u,,,ups] en une partition de 4 intervalles
I, chacun contenant une des valeurs cibles ¢, k € {1,...,4}

. Pour chaque intervalle Iy, k € {2,...,4},
associer une zone d’ERel Z; dont les valeurs de modules souhai-
tées appartiennent a Ij.
Ces ERel constituent les candidats a un regroupement de taille &k
(voir figure II1.10 page 125) et ces zones définissent une partition
de ’ensemble des ERel de ’antenne de départ. /

TaB. III.1 — Algorithme de calcul de la zone candidate
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Pour une taille de regroupement k& € {2,...,4} et une zone Zj fixée, nous de-
vons d’abord travailler dans les zones connexes de Z; dans lesquelles nous pouvons
emboiter les ER regroupés en laissant le moins possible d’ERel non regroupés.

Comme les zones connexes comportent un nombre faible d’ERel (voir figure I111.10
page 125), nous pouvons essayer toutes les combinaisons de regroupements possibles
dans chacune d’entre elles (on utilise pour cela une boucle récursive) et choisir la
géométrie qui maximise le nombre de regroupements, c’est-a-dire qui minimise le
nombre d’ER.

Nous obtenons Ant; en appliquant tous les regroupements choisis a I’étape précé-
dente.

L’algorithme pour le calcul de I'antenne initiale nommée Ant; est alors présenté
dans le tableau ITI.2.
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/Algorithme 1 : choix de la topologie initiale \

> Entrées
. Anty antenne de départ a ng ERel

. U € C™ vecteur des valeurs de module souhaitées issues de la SVD

« k={2,...,4} les tailles d’ER regroupés pour l'antenne finale
> Choix des regroupements
. Pour k£ =2,...,4 les tailles de regroupements possibles

. Algorithme 1-a : calcul de la zone Zj des ERel candidats aux regroupements
de taille £

. Calcul des Ny, zones connexes Zj ; ,j € {1... N} composant Zj,
. Pour j =1... N; chaque zone connexe
> Calcul de tous les regroupement de taille £ dans Z; ;

. Soit L la liste des ERel constituant Z ;
. Boucle récursive : Si L n’est pas vide

. Soit le plus petit indice d’ERel igpp € L

. Effectuer tous les regroupements possibles de taille k£ avec les ERel
voisins de igRr

. Pour chaque regroupement, soit J la liste d’ERel le définissant
.L=L\J
. Récursivité : retour au début de la boucle parcourant L
Sinon conserver la géométrie obtenue sur Zy, ;.

. Choisir la géométrie précédente qui minimise le nombre d’ER dans Zj, ;
> Sortie

— Anty est la géométrie obtenue avec les regroupements choisis dans la boucle
précédente.

\_ /

TaB. II1.2 — Algorithme de choix de la topologie initiale
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4.2 Algorithme d’optimisation topologique

Nous partons de ’antenne initiale Antq, et pour construire 'antenne finale opti-
misée, nous voulons diminuer 1’écart ou erreur entre les valeurs cibles et les valeurs
de modules souhaitées issues de la SVD. Nous utilisons pour cela la fonction cortit
Jj définie en section 3.3 page 115 qui somme les erreurs au carré sur tous les ERel
sous-jacents de Anty.

L’espace de recherche pour cette fonction est 'ensemble des géométries admissibles
de regroupements des ERel de Anty, avec les contraintes de taille, de forme et de
géomeétrie pour la juxtaposition des ER regroupés.

Nous utilisons un algorithme inspiré par la méthode du gradient topologique pour
minimiser la fonction coftit : soit 'ERel qui correspond a ’erreur la plus grande, nous
avons intérét & modifier la topologie & cet endroit la. Ici, au lieu de faire un trou
comme dans la méthode du gradient toplogique, nous effectuons un regroupement :
il ne reste plus qu’a choisir le meilleur regroupement avec les ERel voisins.

L’algorithme pour construire "antenne optimisée est présenté dans le tableau I11.3.

4.3 Validation

Notre méthode induit qu’il faut valider a posteriori les performances de "antenne
obtenue Ant ;.

On applique alors pour I’ensemble des spots ’algorithme de recherche des lois op-
timales dans le cas non relaxé des contraintes de module, et on vérifie que le gabarit
est toujours respecté.
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/Algorithme 2 : optimisation topologique \

> Entrées
. Antq antenne issue de algorithme 1 : choix de la topologie initiale

. U € C™ vecteur des valeurs de module souhaitées issues de la SVD
« k={2,...,4} les tailles I’ER regroupés pour I'antenne finale

. les formes d’ER regroupés admissibles
> Initialisation

. Ant,, = Anty

I, =1y =1,...,n laliste des ERel de ’antenne initiale
no

. Calculer la fonction cott J = z:(c;1 —m)*=Jo
i=1

> Boucle d’optimisation

. Tant que J; diminue

. Dans la liste Iy, calculer I'indice d’ERel ij; pour lequel 'erreur
(¢ —m;)? est maximale

. Effectuer tous les regroupements admissibles de 'ERel i; avec ses
ERel voisins : on s’autorise a casser les regroupements existants
pour réaliser le regroupement & tester.

Pour chaque nouvelle antenne Ant; obtenue,
calculer la valeur de Jj, associée

. Choisir la nouvelle topologie Antj parmi les précédentes pour que
Ji. soit minimale

. Ik:Ik\iM

> Sortie

. Antop = Anty,

N /

TaB. II1.3 — Algorithme d’optimisation topologique
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5 Etude industrielle

5.1 Matrice des alimentations

Nous reprenons ’étude OTOP avec les résultats d’optimisation des lois d’alimenta-
tion dans le cas relaxé (voir section 4.4.2 du chapitre IT page 100) pour I'antenne de
départ Antg a 529 ERel (voir figure I1.21 dans la section 4.2.2 page 87).

Nous formons une matrice A de taille 529 x 44 en rangeant en colonnes les modules
des alimentations optimales pour I'ensemble des 44 spots.

5.2 Résultat de la SVD
5.2.1 Valeurs singuliéres

Nous effectuons la SVD sur la matrice A, nous obtenons les matrices S et U.
Nous affichons dans la figure I11.7 la décroissance des valeurs singuliéres obtenues.

Valeurs singulieres de A

8 | \

990099009000 090900000

10 15 20 25 30 35 40

FiG. II1.7 — Valeurs singuliéres de la matrice des modules des alimentations optimales
relaxées de Antg

Comme on s’y attendait, la premiére valeur singuliére est prépondérante par rapport
aux suivantes, donc le premier vecteur de la base définie par les colonnes de U contient
I’essentiel de 'information sur les ng valeurs de module optimales pour ’ensemble
des spots.
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5. ETUDE INDUSTRIELLE

5.2.2 Carte des modules souhaités

Nous utilisons donc le premier vecteur colonne de la matrice U qui donne les valeurs
de modules souhaitées pour obtenir les meilleures performances sur tous les spots, et
la carte obtenue est affichée dans la figure II1.8.

Vecteur alimentation de U n°1

0.09
0.08

0.07

] — — - -10.06

|l - 70.05

0.04

ﬁ . 0.03

0.02

0.01

FiG. I11.8 — Carte de module : premier vecteur colonne de U

5.2.3 Interprétation

Quand on observe la carte des modules souhaités précédente, on retrouve la tendance

qu’on pouvait visualiser sur les cartes des modules des alimentations optimales dans
le cas relaxé :

. des valeurs fortes au centre et sur les bords de 'antenne,

. une ou deux couronnes successives autour du centre avec des valeurs qui dimi-
nuent.
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L’algorithme va donc essayer de regrouper des ERel dans les couronnes ot les valeurs
de module souhaitées sont faibles.

5.3 Contraintes géométriques sur les ER

Les motifs du panel présenté en section 2.1 page 106 provoquent des difficultés
géométriques lors de la juxtaposition des ER. Afin de limiter cet inconvénient, et
connaissant la forme de la zone ou s’effectuerons les regroupements (une couronne),
nous avons choisi de partager 'antenne en neuf zones et de réduire la liste des ER
admissibles par zone.

Dans le panel de motifs, nous avons défini les formes réalisables industriellement.
Ici, nous choisissons cette fois par région la forme et 'orientation des ER admissibles
afin de pouvoir former des arcs de cercle plus facilement : voir la figure I11.9 pour les
ER admissibles.

|| | 1 ] Zone 3

Zone 7 1 Zone 8 Z()ne9‘
| _ BHEmE® BE

| I |
Ll

3

H &

Zone 7 [ Zone |
e i lprpiins

3

— L]

1111 | |
’ Zone 2 ’Zone8 ‘ ‘ Zone 4 ‘ ‘Zone() ‘

Zone 1 - Zone 2 H1 Z()ne3( EE:] H
LI 11 \
1 ] [ - H H :

FiG. II1.9 — ER admissibles et zones de ’antenne associées
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5.4 Antenne optimale

5.4.1 Antenne initiale Ant;

Afin de trouver une antenne initiale pour 'algorithme d’optimisation (voir section
4.1 page 116), a partir de la carte des modules souhaités nous définissons des in-
tervalles de valeurs de modules et des zones d’ERel candidats aux regroupements

associées : voir les figures I11.10 et ITI.11.

Rapport valewrs de module: valewrs svd sur valeurs cibles de Anfy

|:| Pas de regroupement
- ER de type 2
B ER detype3
|:| ER de type 4

FiG. II1.10 — Carte présentant le rapport entre les valeurs de modules souhaitées
issues de la SVD et les valeurs cibles de 'antenne objectif initiale Anty : intervalles

pour la définition des zones Zy ,k € {1,...,4}

Nous appliquons 'algorithme 1 (voir page 119), et nous obtenons I’antenne initiale

Anty a 390 ER : voir figure I11.12.
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Zones pour regroupements initiaux

8001 [ ER type 2
] ERtype 3
[ ERtype 4
400 -
200
0
-200
-400 -
-600
1 1 1 1 1 1
-800 -400 -200 0 200 400 600

FiG. I11.11 — Zones candidates aux regroupements de taille 2, 3 ou 4

ant-390 ER

600
L[ 1 L[ |

200

-200

400 — I

-600 | | | | |

1 L 1 1 1 1
-600 -400 -200 0 200 400 600

FiG. II1.12 — Antenne inititiale Ant; : 390 ER
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5.4.2 Résultat de I'algorithme d’optimisation topologique : Ant,,;

A présent, nous appliquons l'optimisation topologique, c¢’est-a-dire I'algorithme 2
(voir page 121), avec I’antenne initiale Ant; comme point de départ.

La décroissance de la fonction cott J, qui mesure ’écart aux valeurs de modules
souhaitées, est présentée dans la figure I11.13, avec les valeurs suivantes :

. Jo = 0.1417 pour Anty,
. J1 =0.1038 pour Ant; (point de départ, itération 0),
. Jj, pour Anty, les antennes successives trouvées au cours des itérations suivantes,

« Jopt = 0.0612 pour Ant,,; 'antenne optimisée.

Jk en fonction des itérations

: i )

0.14 -
@ J,pour Ant,
W J, pour Ant,
0.13
012
011
5
8
<
S
S
2
L
ey
0.06LL I I I I I i \ T
0 50 100 150 200 250 300 350 400

itérations

F1G. I11.13 — Décroissance de la fonction cout J

L’antenne Antq a été construite pour se rapprocher de la topologie qui minimise J,
et la valeur de Jy (73% de Jp) est bien inférieure & celle de Jy .
L’algorithme fait ensuite diminuer la valeur de J jusqu’a Jop: (43% de Jp).

L’algorithme parcourt successivement tous les indices d’ERel dont la valeur de mo-
dule souhaitée est inférieure a la valeur cible de départ : les 100 premiéres itérations
permettent d’effectuer chacune un regroupement qui fait diminuer J. Mais sur les
itérations restantes, on teste des indices d’ERel qui sont sont déja regroupés ou voi-
sins de regroupements et il est plus difficile de trouver une solution qui diminue J :
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la courbe de décroissance est alors presque horizontale et la géométrie n’est prati-
quement plus modifiée.

L’antenne optimale Ant,,; obtenue & la fin de I'algorithme d’optimisation topolo-
gique est présentée dans la figure I11.14 : ellle est constituée de 284 ER, ce qui
réprésente 54% du nombre d’ER de I'antenne de départ.

ant-284 ER

=T II||II

400 -

—200-

—400|

ol L[] L[]
1 1 1 |_| 1 1 1

-600 -400 -200 0 200 400 600

FiG. II1.14 — Antenne optimale Ant,,; : 284 ER

5.4.3 Amélioration : Ant,,_;

Heuristique : regroupements sur le bord A la présentation de 'antenne op-
timisée, les ingénieurs de recherche de Thalés ont proposé de diminuer encore le
nombre d’ER & ’aide d’une heuristique : en effet, ’expérience de construction de ce
type d’antennes montre que la densité de sources est décroissante du centre vers le
bord. Or sur notre solution, une couronne d’ERel sur le bord extérieur de l’antenne
n’a pas été regroupée, conformément aux informations issues de la SVD. Cela signifie
que ’on doit pouvoir regrouper ces ERel avec les ER regoupés voisins sans dégrader
les performances de 'antenne.

Pour intégrer cette information a l’algorithme d’optimisation topologique, il faudrait
modifier 'algorithme de recherche des lois optimales afin de controler et contraindre
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le rayonnement d’une maniére différente et qu’en conséquence les valeurs de modules
calculées dans le cas relaxé ne soit pas aussi fortes sur le bord extérieur de 'antenne.

Dans notre cas, cette heuristique va avoir pour effet de diminuer le nombre total
d’ER mais il ne faut plus calculer la fonction colt J associée puisqu’on n’utilise
plus les valeurs de modules issues de la SVD dans cette partie, et J va au contraire
augmenter.

Le principe est le suivant : on regroupe les ERel de Ant,; situés sur le bord avec ses
voisins (des ERel ou des ER déja regroupés) de maniére a obtenir des ER admissibles.
On s’autorise & casser les regroupements existants.

L’antenne finale Ant,,_; obtenue apres les regroupements sur le bord est pré-
sentée dans la figure IT1.15 : elle est constituée de 250 ER, ce qui réprésente 47% du
nombre d’ER de 'antenne de départ.

ant-250 ER

600 - |

400 -

200~

—200-

-400 - S = —

-600 -
1 1 1 |_| 1 1 1

-600 -400 -200 0 200 400 600

Fi1G. IIL.15 — Antenne optimale avec regroupements sur le bord Ant,,_— : 250 ER
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5.4.4 Validation

Performances Il faut & présent valider a posteriori les performances de ’antenne
Antop—p obtenue : nous utilisons 'algorithme d’optimisation des alimentations dans
le cas non relaxé sur ’ensemble des spots.

Cependant il existe a la fin de l'algorithme un écart entre les valeurs de module
calculées et les valeurs cibles car la norme de leur différence n’est pas diminuée
exactement jusqu’a zéro.

Pour avoir une solution conforme aux exigences définies par 'utilisateur, nous rap-
pelons l'alimentation finale dans le cas non relaxé projeté (voir section 4.3.7 page
96) :

. on impose comme modules les valeurs cibles correspondant a la géométrie de
I’antenne optimisée,

. on garde les phases optimales issues du cas non relaxé.

Exemple Nous affichons les niveaux de directivité, et les cartes de module et de
phase, pour 'alimentation optimale du spot n°l dans les figures I11.16 et II1.17.

La carte des modules projetés ne comporte que les quatre valeurs cibles correspon-
dant aux cas de regroupements (non regroupé, ou regroupé dans un ER de taille
2,3 ou 4), et la carte des phases présente des bandes parallélles similaires a celles
rencontrées pour Anty dans le cas relaxé.

Alimentation en MODULE: max= 0.0636 min= 0.0316 Alimentation en PHASE

FiGg. II1.16 — Cartes de module et phase de l’alimentation optimale du spot n’l
Antop—p, cas non relaxé

Analyse Les performances pour Ant,,;_; dans le cas non relaxé, puis dans le cas
projeté sont présentées dans la figure I11.18.
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DIRECTIVITE en DB sur Zone GABARIT
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F1 8p1 Dir 0= 45.7 min(Dir ti)= 42.4 max(Dir,nt)= 16 max(Dir;so)= 20.8 en dB
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F1G. II1.17 — Niveaux de directivité de ’alimentation optimale du spot n°1 : Ant,,; s,

cas non relaxé

Directivité en dB ——> Gabarit: ant-250--nR

A gauche : cas non relaxé
A droite : cas non relaxé projeté
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FiG. II1.18 - Performances
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Si nous comparons avec les performances de Anty dans le cas relaxé (voir figure
11.29 page 101), nous constatons que les valeurs sont légérement dégradées sur les
zones d’interférence et d’isolation, mais pour une antenne optimisée Ant,y_, dont
le nombre d’ER et donc de controles a été réduit de moitié, et pour laquelle on ne
contrdle que les phases (au lieu des modules et des phases pour Anty).

5.4.5 Bilan

Pour constituer 'antenne finale optimisée Ant,y—p (figure 111.15), les éléments
rayonnants élémentaires de départ ont été regroupés en cing types seulement
d’éléments (trois types rectangulaires un type carré et un type "coude"), formant un
réseau irrégulier.

Le cotit induit par la fabrication de ces nouveaux types d’éléments est largement
compensé par les deux points suivants :

. le nombre d’éléments a été réduit de moitié (moins 53%) par rapport au
nombre initial,

. les performances de I’antenne finale dans le cas non relaxé sont équi-
valentes a celles de 'antenne de départ dans le cas relaxé.

Cela signifie :

. dans le cas de 'antenne initiale, la structure de réseau régulier produit des
lobes non désirés qui doivent étre compensés par le controle des modules
(cas relaxé) pour respecter les contraintes de rayonnement,

. dans le cas de 'antenne optimisée, la structure de réseau irrégulier ne
produit pas les lobes non désirés, et on peut se contenter de controler les
phases (cas non relaxé) pour dépointer le faisceau.

Ainsi, dans 'antenne finale respectant la contrainte sur les modules, un seul
type d’amplificateur générant la méme puissance (ou module) pour chaque élé-
ment rayonant (regroupé ou pas), sera fabriqué, ce qui représente une solution
industrielle économique.
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Conclusion

Bilan

Les algorithmes décrits dans ce document ont répondu avec succés au probléme
industriel posé par Thalés Alenia Space :

. La méthode d’optimisation des lois d’alimentation, avec ou sans controle
des modules, pour une antenne réseau & géométrie quelconque, est robuste
et rapide (20 itérations pour trouver 'optimum lors du cas test).

Nous avons proposé une nouvelle technique permettant de rendre le pro-
bléme convexe :

. d’une part en relaxant la contrainte d’égalité sur les modules par
une contrainte d’inégalité,

. d’autre part en évitant de maximiser I’énergie & 'intérieur du spot. En

effet, 'énergie est une fonction de type quadratique, et sa maximisation
engendre de nombreux minima locaux.

A cet effet nous avons
. soit utilisé le principe de conservation de 1’énergie pour minimi-
ser a I’extérieur du spot,
. soit imposé une valeur du champ rayonné au centre du spot.

. La méthode d’optimisation topologique originale que nous avons proposée
a permis de concevoir sur un cas test une antenne optimale : elle a été obtenue
par regroupements des éléments rayonnants élémentaires de départ,
sur un critére de modules optimaux donnés par la méthode précédente.

Le nombre d’éléments a été réduit de moitié, et 'antenne finale & ré-
seau irrégulier présente des performances de rayonnement similaires a
I’antenne initiale.

De plus, ces performances sont atteintes avec le controle des phases unique-
ment : ¢’est un avantage industriel, car on peut fabriquer un seul type d’am-
plificateur délivrant une puissance unique pour chaque élément.

Création du logiciel OTOP

Cette étude a abouti a la création du logiciel OTOP (du nom du projet ANR
retenu) sous MATLAB de design optimal d’antennes réseaux actives : la méthode
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a été implémentée de maniére & obtenir une optimisation topologique entiérement
automatisée.

Le logiciel a été adapté aux normes spécifiées par Thalés par la société Ansys France.

Perspectives

La méthode doit étre encore validée sur des cas tests représentatifs de couvertures
multi-faisceaux typiques de futurs systémes satellites.

Par exemple, la figure I11.19 présente une couverture pour laquelle les spots ne sont
plus circulaires mais dont la forme épouse les contours d’une zone linguistique.

L’algorithme d’optimisation des lois d’alimentation, basé sur ’hypothése de spots
fins et circulaires devra étre adapté a cet effet.

On peut proposer une méthode de controle du champ E sur le bord d’'un spot
irrégulier :

> N Ela,z) =d
i€ty (I11.20)

doa=1

JEL
avec
. xj, j € I, les points sur le bord du spot,

. d € RT constante correspondant & la valeur de champ souhaitée sur le bord.

Une méthode de type Usawa permet de mettre & jour a chaque itération k les
coefficents \; afin d’augmenter dans la somme } .., A; E(a,z;) la contribution des
points x; pour lesquels la valeur de champ est la plus éloignée de la valeur souhaitée
d (\; augmente quand E(a®, z;) < d) :

AFFD L \BR) (d— E(a(k),xj))+

J J
I11.21
e (111.21)
J AR
)

De plus, afin d’obtenir une réduction plus forte du nombre d’éléments, un axe de
recherche pourrait étre développé concernant 1’algorithme topologique :

. on pourrait utiliser plus de formes admissibles et mieux prendre en compte
les contraintes géométriques de regroupement, pour voir si on obtient un gain
supplémentaire,

. une amélioration de la fonction cotit pourrait inclure un terme supplémen-
taire permettant de minimiser le nombre total d’éléments, ou de minimimer le
nombre de formes admissibles .
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Fic. II1.19 — Exemple de couverture linguistique de I’'Europe
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Deuxiéme partie

Etude de fiabilité et de sensibilité
dans une modélisation d’accident
chimique
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Introduction

Dans de nombreux domaines de l'ingénierie, la simulation numérique a pris une
place prépondérante. Au fur et & mesure de la progression des moyens informatiques
de calcul et des méthodes numériques associées a la résolution des équations, les
modeéles numériques permettent de simuler les essais et les expériences, avec un gain
considérable en temps et en cofit.

On est aujourd’hui en mesure de modéliser des systémes ou des phénomeénes de
plus en plus complexes, et ’enjeu issu de ces simulations devient de plus en plus
important.

Ainsi se pose naturellement la question majeure de la qualité du modeéle et de la
validité des résultats, pour savoir dans quelle mesure on peut faire confiance a la
réponse de la simulation.

L’exécution d’'un modele s’accompagne de plusieurs sources d’incertitudes et d’er-
reurs, et ’analyse d’incertitude consiste a s’efforcer de les quantifier.

On utilise a cet effet souvent des méthodes stochastiques, qui étudient les effets
aléatoires par modélisation probabiliste.

La fiabilité, domaine de l'ingénieur, consiste plus généralement & évaluer les risques
de maniere a ce qu’ils restent acceptables.

En effet, toute prise de décision est accompagnée de l'acceptation d’un risque plus
ou moins bien évalué. La gestion des incertitudes devient ainsi un outil d’aide & la
décision en contribuant & mieux quantifier les risques.

Dans le cadre d’une collaboration avec le CEG (pour Centre d’Etudes de Gramat,
de la DGA, pour Délégation Générale pour ’Armement), nous avons contribué a
I’étude des conséquences d’'un accident de type chimique : le logiciel CEGAP a
été créé sur deux premiers cas tests a 9 et 30 paramétres incertains. Ce logiciel est
en cours d’implémentation avec les logiciels de simulation du CEG, et sera amené a
évoluer afin de traiter des modélisations de plus en plus réalistes.

La deuxiéme partie de ce manuscrit est organisée de la maniére suivante :

. Calculs de fiabilité : nous exposons les sources d’incertitudes lors d’une mo-
délisation numérique, et les approches possibles.

Des lois de probabilité définissent les paramétres incertains, une fonction de
modélisation G est définie, et nous devons répondre aux questions suivantes :
. Quelle est la probabilité pour G de dépasser un seuil donné?

. Quelles sont les conditions les plus probables sur les paramétres qui
permettent d’atteindre ce seuil 7
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. Quels sont les paramétres les plus influents ?
Les hypotheéses et la formulation mathématique des problémes sont posées :

. le calcul de probabilités est un probléme de quadrature,

. le calcul du point du domaine de défaillance le plus probable (ou point de
conception) est un probléme d’optimisation sous contraintes,

. le classement des paramétres importants est traité a l’aide d’un calcul de
gradients.

Nous exposons alors les méthodes de ’analyse de fiabilité et de sensibilité qui
permettent de résoudre les problémes précédents.

. Méthodes d’approximation : la fonction de modélisation étudiée est de type
boite noire, nous ne disposons pas du gradient.

Notre choix se porte sur la construction d’'une approximation qui sera uti-
lisée a la place du modéle initial, nous présentons alors les méthodes d’ap-
proximation classiques.

Nous détaillons les deux méthodes qui seront implémentées :

. Les réseaux de neurones : un plan d’expérience de type hypercube
latin permet d’obtenir les données d’apprentissage autour du point le plus
probable et des techniques de régularisation sont employées.

. L’interpolation par la technique des sparse grids : la sélection d’une
partie seulement des fonctions de base (celles qui contribuent le plus a
Papproximation) permet de travailler avec des grilles éparses qui réduisent
fortement le cotit de calcul normalement associé a ces méthodes.

La construction de type hiérarchique et un mode adaptatif permettant
de concentrer le cott de calcul dans les directions importantes en font un
outil d’approximation puissant pour les problémes en grande dimension.

. Applications numériques : nous présentons les cas tests fournis par le CEG
et leur étude.
Les cas tests sont définis par
. une chaine de logiciels modélisant le rejet d’un produit toxique, sa disper-
sion et les conséquences sur la population,
. des scénarios, donnant le nombre (9 puis 30) de paramétres incertains,
leurs intervalles de variation, et les lois de probabilité associées.

Nous présentons la méthode d’approximation globale retenue pour I’étude :

. calcul de probabilités avec une méthode de Monte-Carlo,
. calcul du point de conception avec une méthode classique de descente,
. classement des parameétres avec une représentation de la distribution

des gradients selon tirage de type carré latin.

Nous comparons alors les résultats obtenus avec les réseaux de neurones et les
sparse grids sur le cas test a 9 parametres.
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La technique des sparse grids présentant de meilleures perspectives relative-
ment au cotit de calcul, nous la retenons pour le cas test a 30 paramétres :
nous proposons alors des améliorations de la méthode globale qui s’avére insuf-
fisante en grande dimension.

En ce qui concerne le calcul de probabilités, deux méthodes sont testées :
. Un déplacement de la grille avec changement de variable est ef-

fectué afin de placer les points de grille dans les zones d’intérét, et
d’améliorer ’approximation.

. Pour un seuil fixé, le seuillage des données permet d’obtenir une fonc-
tion plus facile a approcher.

Pour trouver le point de conception, une méthode par approximations suc-
cessives est proposeée.
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Chapitre IV

Calculs de fiabilité

Sommaire
1 Traitement des incertitudes . . . ... ... ........ 143
1.1 Introduction . . . . . ... ..o Lo 143
1.2 Sources d’incertitudes . . . . . ... oo o L. 144
1.3 Approches possibles . . .. ..o 0oL 148
2 Introduction du probléme .. ... ............. 152
2.1 Données . . . . . . . ..o 152
2.2 Problémes a résoudre . . . . .. ... ... L. 156
3 Méthodes de calcul des probabilités de défaillance p, . . 158
3.1 Formules de quadrature . . ... .. ... ... ....... 159
3.2 Méthodes de simulation . . ... ... ... ......... 159
3.3 Méthodes spectrales : décompositionde G . . . . . . . ... 162
34 Méthodes FORM/SORM . ... ... . ... ........ 164
4 Méthodes de calcul des points de conception . . . . . .. 167
4.1 Optimisation sous contraintes . . . . . . . . . ... ... .. 167
4.2 Méthodes de surfaces de réponse . . . . . .. ... ... .. 171
5 Méthodes pour déterminer les paramétres importants . 172
5.1 Analyse de sensibilité . . . ... ... 172
5.2 Sensibilité locale . . . .. .. oL o Lo 172
5.3 Sensibilité globale . . . . . ... .. L 174
5.4 Plans d’expérience . . . . . .. . . ... ... ... 176

1 Traitement des incertitudes

1.1 Introduction

Actuellement pour des raisons d’économie de temps et de moyens, ’étude de sys-
téemes physiques passe le plus souvent par une modélisation mathématique, puis par
la simulation numérique. On réduit ainsi la durée du cycle de conception ou le nombre
d’expériences a réaliser et donc les cofits de développement d’un produit.
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CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITE

Les méthodes numériques développées ces derniéres années dans de nombreux do-
maines (mécanique des structures, mécanique des fluides, électromagnétisme,...) ap-
portent une aide précieuse pour la compréhension des systémes complexes modélisés.

Ces modéles servent souvent de prototype virtuel afin d’obtenir les meilleures carac-
téristiques du systéme. Pour les utiliser comme outil de design optimal, on définit des
fonctions objectif & minimiser (poids, coit économique, ...) qui évaluent les perfor-
mances du systéme. Certaines de ces performances peuvent avoir des valeurs limites
ou critiques & ne pas dépasser (température, vibrations, ...).

L’utilisateur veut connaitre généralement le meilleur design, mais aussi l'interpré-
tation des résultats :

. il a besoin de savoir si la solution trouvée est robuste, et quels sont les para-
meétres les plus influents sur la réponse,

. il veut savoir dans quelle mesure il peut faire confiance & la réponse du modéle,
a cause des incertitudes liées au modéle et aux calculs.

Les méthodes d’analyse de sensibilité et d’analyse d’incertitude ont été développées
pour répondre a ces attentes et développer des modeéles fiables : ’enjeu pour les
ingénieurs est de pouvoir s’appuyer plus stirement sur les modeéles numériques dans
leurs recherches.

De plus, au fur et & mesure que la puissance de calcul permet de développer des
modeéles de plus en plus complexes et proches de la réalité, le nombre de parameétres
d’entrée devient trés grand : 'utilisateur se trouve alors confronté & la limite du cotit
de calcul en grande dimension, dont les méthodes doivent tenir compte pour étre
utilisables en pratique.

Nous détaillons dans la suite plus précisément les différentes sources d’incertitude
qui peuvent intervenir, en s’appuyant sur [WEF " 01] et [[su99].

1.2 Sources d’incertitudes

Un modéle est ici I’ensemble des équations gouvernant I’état d’un systeme et 1’al-
gorithme permettant de calculer le résultat.

Nous considérons pour notre étude une modélisation numeérique : on fixe les
valeurs numériques d’un certain nombre de parameétres d’entrée, et on obtient un
résultat, nommeé aussi réponse ou sortie du modéle, grace a un code de calcul.

Incertitude naturelle Certains systémes physiques ou biologiques sont considé-
rés comme stochastiques (séismes, inondations,...), et d’autres comportent de fagon
inhérente des aspects stochastiques : ces caractéristiques aléatoires doivent alors étre
intégrées dans la modélisation.

On appelle cette incertitude naturelle ou aléatoire.

Certains parameétres sont alors considérés par définition aléatoires (la turbulence
de 'atmosphére par exemple), mais d’autres, bien que mesurables précisément, sont
aussi modélisés comme des paramétres aléatoires pour des raisons pratiques (pour
limiter le cott lié & leur évaluation précise par exemple, comme pour les émissions
d’une source dans I’atmospheére).
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1. TRAITEMENT DES INCERTITUDES

Incertitude décisionnelle Notre connaissance d’un systéme physique est néces-
sairement limitée, ainsi que 'information que ’on peut en retirer.

Les modéles mathématiques sont ainsi nécessairement une représentation simplifiée
du phénomeéne étudié, et la construction du modéle repose sur le choix judicieux
des hypotheéses : un bon modéle apporte un compromis entre la simplification et la
correcte évaluation des résultats du phénomeéne.

Ainsi, le choix du modéle apporte une incertitude dite décisionnelle, avec les aspects
suivants, difficiles & appréhender dans ’analyse d’incertitude :

. Les hypothéses peuvent étre simplifiées ou idéalisées : des paramétres sont
parfois négligés pour des raisons d’efficacité (paramétres négligeables), ou par
manque d’information (phénoméne peu étudié, trop complexe,...). Le modéle
ne décrit pas alors le comportement véritable du systéme.

. Le modele peut étre basé sur des ajustements empiriques & des expériences ou
a des comportements observés, mais l'utilisateur peut hésiter entre plusieurs
modeéles concurrents.

Pour un phénomeéne donné, si plusieurs hypothéses entrainant des modeéles différents
sont susceptibles de le représenter, il faut s’assurer qu’ils donnent des résultats simi-
laires, sinon il faut préciser davantage les hypothéses afin de trouver une modélisation
robuste.

Incertitude du modéle Une fois le modéle choisi, ce dernier n’est valide que dans
une région de l'espace des paramétres d’entrée définie par des frontiéres (limites en
espace et en temps), et ses résultats dépendent de la résolution choisie pour chacune
des discrétisations : une grille trop grossiére introduit des résultats erronés.

On recherche ici aussi un compromis entre cotit de calcul lié¢ au pas de discrétisation
et précision du résultat (dans certains cas, baisser la résolution n’entraine pas une
ameélioration de la précision).

Les algorithmes de calcul entrainent également des approximations (arrondis et
propagation d’erreurs) sur le résultat final.

L’incertitude de modéle est souvent évaluée en comparant la réponse du modeéle
a des résultats d’expériences, mais cette approche comporte des limitations, car les
expériences sont elles mémes entachées d’incertitude (conditions aux limites, erreurs
de mesure, ...).

Incertitude des paramétres d’entrée Les valeurs des paramétres d’entrée du
modele, ou celles de certaines constantes, sont établies généralement par mesure ou
calibrage avec des données expérimentales. Ces données sont soit issues du tirage
d’un échantillon puis évaluation, soit issues d’expériences non choisies.

Quand I'utilisateur doit fixer ces valeurs, il se trouve confronté en pratique a des
difficultés pour les déterminer avec précision :

. erreurs de mesure, liées aux appareils ou aux conditions de mesure,

. échantillon non représentatif & cause de limitations en coit, non valide,...
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. manque d’information : les outils employés pour prévoir la valeur recherchée
n’incorporent pas tous les mécanismes qui expliquent la variabilité des para-
metres.

Ainsi, l'incertitude des paramétres d’entrée provient du fait que méme si on peut
les mesurer théoriquement avec la précision voulue, et & fortiori pour les autres, leur
codage numérique entraine des erreurs : celles-ci se propagent lors des évaluations du
modele et peuvent générer des erreurs importantes sur le résultat.

Conclusion Les grandes catégories d’incertitudes et leurs recoupements sont illus-
trés par le schéma de la figure I'V.1.

Evaluation Data Uncertainty
Natural Uncertainty

Model Uncertainty

Input Data Uncertainty

F1G. IV.1 - Catégories d’incertitude lors d’une modélisation (figure extraite de [Lsu99])

L’incertitude du modéle et des parameétres d’entrée, nommeée aussi incertitude épis-
témique, comporte les deux aspects suivants :

. L’incertitude dite irréductible : les fluctuations du résultat sont intrinséques
au probléme étudié (par exemple la turbulence).

Elle provient souvent de l'incertitude naturelle qui est encore présente, et ne
peut étre réduite que quand de nouvelles théories prenant en compte le phéno-
meéne de maniére plus fine voient le jour.

. L'incertitude dite réductible : elle provient du fait que I'information concer-
nant le systéme est toujours incompléte (faible nombre d’évaluations quand
le modeéle est cotteux, manque d’information sur une partie du systéme phy-
sique,...), et que le modéle, en tant qu’approximation, ne décrit pas exactement
la réalité.

Elle peut étre réduite, dans une certaine mesure, en agissant aux différentes
étapes du processus de modélisation :
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. au niveau du modéle avec

. des équations ou des hypothéses plus précises,

. des moyens de calcul plus performants permettant de pousser la ré-
solution,

. des schémas numeériques plus efficaces, ...
. au niveau des parameétres d’entrée avec

. amélioration des mesures,

. le recours & l’assimilation des données,...

Mais dans certains cas, il est plus judicieux de prendre en compte une incerti-
tude réductible sous forme de bruit que d’essayer de la réduire au prix d’une
augmentation du coiit de calcul excessive.

L’exploitation des résultats de modeles complexes rattachés & des systémes phy-
siques doit donc de préférence s’accompagner d’une évaluation des incertitudes asso-
ciées : tous les aspects sont importants, mais certains sont plus difficile & prendre en
compte (incertitude naturelle et incertitude du modeéle). L'incertitude sur le résul-
tat provient ainsi des choix effectués & chaque étape de la modélisation et du calcul
numeérique.

Nous nous intéressons a la prise en compte de I'incertitude irréductible, en observant
les points suivants :

. caractérisation de l'incertitude des parameétres d’entrée du modéle définis comme
des variables aléatoires,

. étude de la propagation de ’incertitude au cours des calculs : le résultat
est une variable aléatoire dont on calcule des mesures de probabilité comme
I’'espérance, la variance, ou la fonction de répartition,...

. validation par I’étude du systéme par comparaison des résultats de simulation
avec des expériences réelles.

Nous nous limitons dans cette étude au deuxiéme point, en prenant comme hypo-
theses pour la suite :

. un modeéle de systéme physique, de type "boite noire" (nous n’avons pas
accés aux équations), est donné sous forme de code numérique,

. les lois de probabilité des paramétres d’entrée sont données,

. la sortie ou réponse du modeéle est un critére qui décrit le systéme, et son éva-
luation est considérée comme trés cotiteuse car le nombre de parameétres
est grand.

Remarque : couplage modéle-données Dans le cadre de l'incertitude irréduc-
tible, les erreurs non modélisables peuvent étre prises en compte en couplant le modéle
avec les données, ou mesures d’entrée.

Cette approche est notamment utilisée dans la modélisation météorologique, et dans
le domaine plus large de ’assimilation de données.
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1.3 Approches possibles
1.3.1 Introduction

Les différentes approches dépendent des hypothéses effectuées sur la modélisation
de lincertitude :

. L'approche probabiliste est la plus répandue : elle consiste & modéliser les
incertitudes sur les paramétres d’entrée par des variables aléatoires.

L’objectif est alors d’estimer les caractéristiques de variabilité de la
réponse (espérance, variance,...) qui est aussi une variable aléatoire.

Elle nécessite néanmoins de disposer d’information sur les parameétres d’entrée
afin de choisir la densité de probabilité la mieux adaptée & leurs variations.

Nous détaillons cette approche en section 1.3.2, car c’est celle que nous utilise-
rons dans le cadre de notre étude.

. Quand on ne dispose pas d’information suffisante, on se donne uniquement des
bornes sur les variations des paramétres d’entrée, et on cherche a établir des
bornes sur la réponse du modéle : c’est le domaine de ’analyse de robustesse.

On utilise alors des calculs d’arithmétique par intervalles (voir par exemple
[Moo79]) pour étudier la propagation des incertitudes jusqu’au résultat.

Cette approche posséde un défaut majeur : elle peut étre trés pessimiste.

. L’introduction de la logique floue (ou fuzzy logic) permet l'incorporation de
concepts différents issus de la théorie de 'information.

On étudie la propagation d’ensembles flous modélisant l'incertitude avec de
nouveaux parameétres d’entrée comme le jugement subjectif et ’opinion experte
(exclus dans l'approche probabiliste).

1.3.2 Approche probabiliste

Cette approche est la plus habituelle car elle repose sur la théorie des probabilités,
développée depuis longtemps, et adaptée a la modélisation des effets du hasard et
donc aux incertitudes.

On se donne un modéle probabiliste : chaque paramétre d’entrée incertain
est modélisé par une variable aléatoire (voir [D)N96]) sous forme de la densité
de probabilité la plus adéquate.

Choix de la densité de probabilité Choisir la densité de probabilité adaptée est
une étape importante de la modélisation stochastique, car les résultats de ’analyse
qui s’en suit dépendent fortement de la qualité des données.

En pratique, la densité de probabilité d’un paramétre est estimée :

. A laide des fréquences observées avec des données déja disponibles ou en gé-
nérant un échantillon représentatif : on peut estimer les moments statistiques
(moyenne, variance).

On peut ensuite ajuster une densité de probabilité a l’aide d’un test statistique
ou grace a des familles de densités déja évaluées.
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. Ou a partir de Pexpérience de l'ingénieur dans la modélisation du systéme
étudieé.

La loi normale est souvent utilisée grace a ses bonnes propriétés mathématiques
(additivité et théoreme central limite).

Etude des incertitudes FEnsuite, on étudie la propagation de l'incertitude par
I’analyse de la réponse du modéle qui est aussi une variable aléatoire.

En mécanique par exemple, cette approche a été féconde, et donné lieu & une branche
appelée mécanique stochastique (voir [Sch01] ou [DIKP&6]).

On peut distinguer les objectifs complémentaires suivants :

. L’analyse de sensibilité (ou analyse des moments) cherche & estimer la den-
sité de probabilité du résultat (par exemple en calculant sa moyenne et sa
variance si on considére que la réponse suit une loi normale).

On peut aussi établir des intervalles de confiance sur les paramétres d’entrée
et on obtient alors un intervalle de confiance sur la réponse.

Par exemple dans [Sch06], des quantiles de la réponse, qui est une production
de pétrole, sont calculés pour prendre des décisions dans un contexte incertain.

En mécanique, cette analyse est en général conduite autour du point moyen
de fonctionnement, et permet de déterminer si la variabilité d’un paramétre
est amortie ou au contraire amplifiée par le modéle : dans ce dernier cas appa-
raissent les risques d’instabilité.

. L’analyse de fiabilité cherche & étudier les conditions et les risques de dé-
faillance du systéme modélisé.

Dans la suite nous nous placons dans le cadre de ’approche probabiliste.

1.3.3 Analyse de sensibilité

Le lecteur trouvera un exposé complet sur les méthodes suivantes dans [STCMO4]
et [SCS00].

Définition Nous considérons

. les variations du modéle, qui correspondent aux variations de la fonction
associant les entrées a la sortie,

. la variabilité du modéle, qui correspond dans le cadre de "approche proba-
biliste aux mesures de dispersion comme la variance de la sortie.

Dans la suite, sauf précision, nous utiliserons le terme de "variations" au sens large,
en sous-entendant aussi la variabilité.

[’analyse de sensibilité consiste a effectuer ’évaluation, qualitative ou quan-
titative, des variations ou de la variabilité de la réponse du modéle a partir
de la variation ou de la variabilité des paramétres d’entrée.

149



CHAPITRE IV. CALCULS DE FIABILITE

Objectifs Les objectifs dépendent de I'utilisateur du modéle :

. Pour le spécialiste qui veut explorer un systéme ou processus cotteux en dé-
finissant un modéle numérique, ’analyse de sensibilité apporte une évaluation
de la confiance que I'on peut accorder au modéle.

On peut calculer 'incertitude propagée au résultat a partir des erreurs ou
incertitudes estimées sur les parameétres.

. Pour l'ingénieur, I’objectif est souvent de trouver un compromis entre compor-
tement du systéme, qu’on veut optimal (par exemple la production maximale
d’un puits comme dans [Sch06]) et le niveau d’incertitude sur le résultat, qu’on
veut minimal. On veut déterminer les paramétres influents, afin d’optimiser le
systéme étudié.

Par exemple dans le domaine du design elle sert & identifier les parameétres sur
lesquels agir pour trouver la forme optimale.

. Pour un chimiste, 'analyse de sensibilité permet de mesurer la force de la
relation entre les entrées et les sorties d’une réaction.

. Pour un économiste, elle permet de quantifier la stabilité des coefficients d’un
modele de régression (analyse de robustesse) ...

Le principe commun est d’étudier 'effet des parameétres d’entrée :

. déterminer les parameétres influents, ceux dont une faible variation engendre
une grande variation de la réponse, et dont 1’étude est la plus importante,

. déterminer les parametres négligeables, ceux qui n’affectent pas les variations
de la réponse,

. identifier si une région de ’espace des paramétres correspond aux variations
maximales de la réponse,

. éventuellement déceler comment les parameétres interagissent entre eux.

L’utilisateur peut alors quantifier les incertitudes sur les paramétres les plus in-
fluents : si les risques sont importants, il peut améliorer leur traitement par une
plus grande précision (nouvelles mesures pour affiner les valeurs des paramétres dé-
ficients).

En ce qui concerne une étude en grande dimension, la possibilité d’identifier les
parameétres négligeables est primordiale, pour les éliminer du modeéle final. On peut
ainsi réduire la dimension du probléme, car la prise en compte de variables non
significatives augmente la complexité et le cott de calcul sans forcément améliorer
les conclusions.

Nous détaillons certaines méthodes d’analyse de sensibilité dans la section 5.1.
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1.3.4 Etude de fiabilité

Comme expliqué précédemment :

. la modélisation ne peut étre parfaite, et il parait raisonnable de dire qu’il
existera toujours un écart non modélisable avec la réalité physique,

. de plus, le hasard intervient dans le processus, et il faut le prendre en compte,

. de petites perturbations de I’état initial peuvent conduire & des solutions trés
différentes, et il faut essayer de maitriser ces phénomeénes d’instabilité.

L’objet de la fiabilité est de s’assurer que la maitrise de 'incertitude est suffisante
pour que les risques soient bien évalués et restent acceptables.

La définition de la fiabilité donnée par TAFNOR (pour Association Francaise de
Normalisation, qui édite les normes NF) est : "Aptitude d’un dispositif & accomplir
une fonction requise dans des conditions données, pendant une durée donnée... le
terme est aussi utilisé comme caractéristique désignant une probabilité de succés ou
un pourcentage de succes".

La définition précédente oriente 1’étude vers ’aproche probabiliste, qui n’est pas la
seule, mais qui s’est ainsi fortement développée, accompagnée par les connaissances
en probabilités et en statistiques, et s’est étendue a d’autres domaines (conception
des systémes électroniques par exemple).

Définition Une étude de fiabilité consiste a analyser les conditions de défaillance
du systéme ou processus modélisé afin d’apporter une aide & la décision ou a la
conception : on calcule les probabilités des états de défaillance et le point de
défaillance le plus probable.

Mécanique des structures On trouve des applications du calcul de fiabilité no-
tamment dans le domaine du calcul de structures. Les techniques de calcul de fiabilité
dans le domaine de la mécanique sont par exemple présentées dans [Lem05].

En effet, les constructions d’ouvrages ou de machines nouvelles se sont toujours
accompagnées du souci d’intégrer le risque de la destruction d’une partie, aux consé-
quences potentiellement catastrophiques.

L’ingénieur, dans un souci de conception optimale, doit s’assurer de construire au
meilleur coiit un systéme : I’évaluation des cofits ou des conséquences d’une panne ou
d’une destruction, c¢’est-a-dire une mesure de la gravité de la défaillance, associées
au calcul d’'une probabilité de défaillance, permettent de déterminer le risque
encouru avec la relation suivante (voir [Lem05])

Risque = Probabilité x Gravité

Les domaines d’applications industrielles sont nombreux : la fiabilité des structures
marines offshore, 'identification des gisements de pétrole ou de minerais par étude
d’incertitudes (voir [Sch06] et section 1.5.3 page 199 du chapitre suivant), les normes
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de fiabilité des constructions, la maintenance par controle des défaillances des stuc-
tures (pieces de moteur,...).

Avec la progression de la connaissance des lois mécaniques, le travail des ingénieurs
a permis des modélisations de plus en plus proches de la réalité. Les outils de calcul
en mécanique des structures ont ainsi atteint rapidement une grande maturité, ce
qui a poussé les chercheurs a explorer deux nouvelles directions :

. la conception,

. le calcul des incertitudes.

2 Introduction du probléme

2.1 Données

Nous allons donner les notations qui forment le cadre de notre étude, puis présenter
les méthodes de calculs de fiabilité, en nous appuyant sur |Yar03], [Lem05], [MIKLS6].

2.1.1 Fonction de modélisation

Nous étudions une fonction de modélisation notée G du type suivant :

G: QCR” — R

X = (21,....20) — G(X). (Iv.1)

Nous cherchons & obtenir des informations sur les incertitudes liées au phénoméne
modélisé par G en étudiant le comportement de cette fonction : G représente un code
de calcul.

Nous nous placons donc dans le cadre d’expériences déterministes simulées :

. les variables x; sont appelées paramétres d’entrée : leurs valeurs varient dans
n
un intervalle [m;, M;] et le domaine d’étude est le pavé Q = H [, M;].
i=1

. la réponse, ou sortie G(X) est calculée pour un point X quand les valeurs
des parameétres sont fixées.

Nous considérons alors les hypothéses suivantes, qui guideront le choix de la mé-
thode :

. Nous travaillons dans le contexte de la grande dimension : le nombre de
parameétres n est de ’ordre de plusieurs dizaines.

. La fonction G n’est connue que par des simulations, nous n’avons pas accés
aux équations du modeéle (modele type boite noire). Le gradient de G n’est pas
disponible (sauf si on calcule une approximation).

. Chaque simulation est cotiteuse en temps (c’est le cas de la plupart des codes
industriels).
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Ces hypothéses correspondent & la problématique rencontrée dans de nombreux
domaines de la simulation numérique : code d’éléments finis pour évaluer les perfor-
mances d’une structure, code de la dynamique des fluides pour un calcul aérodyna-
mique,... En mécanique des structures par exemple, le critére qui définit G peut étre
une mesure des déplacements, des déformations, des contraintes,...

Si le modele posséde plusieurs sorties (voir figure IV.2), il faut faire une étude
différente pour chaque sortie définissant une fonction G du type ci-dessus.

Remarque Si 'utilisateur n’a pas a sa disposition un code de modélisation, il ne
peut effectuer que des expériences réelles non reproductibles et pas toujours réali-
sables ou ne dispose que d'un tableau de données issues d’expériences non choisies.
On ne peut pas alors définir de fonction de modélisation au sens ci-dessus, qui im-
plique 'utilisation de méthodes différentes.

2.1.2 Lois de probabilité des paramétres

Nous supposons que l'incertitude sur la valeur des parameétres d’entrée est repré-
sentée par des lois de probabilité données au départ (voir section 1.3.2 et pour plus
de précisions, voir par exemple [Gar83]).

Nous présenterons les parameétres utilisés dans notre étude dans la section des ré-
sultats numériques. En mécanique des structures par exemple, ces parameétres sont
la géométrie du systéme, les propriétés des matériaux, le chargement,...

Notations Nous nous placons dans la suite dans le cadre suivant :

. X = (X1,...,Xn) est un vecteur aléatoire de R" définissant les parameétres
d’entrée,

. p(X) est la densité de probabilité jointe de X, avec
. p(X) = p(x1)...p(xn) car les variables aléatoires xj, j = 1...n sont

supposées indépendantes,

. comme les paramétres sont définis sur des intervalles, les lois a support
dans R sont tronquées,

. p(X € D) = [, p(X)dX la probabilité d’appartenir au domaine D C R".

Le point le plus probable de I’espace des paramétres est appelé point nominal.

2.1.3 Loi de probabilité de la réponse

On peut calculer, pour une réalisation X € R™ du vecteur aléatoire X, la valeur
G(X) : on obtient ainsi une variable aléatoire G(X) : Q C R" — R, qui
représente l'incertitude sur le résultat.

L’étude des caractéristiques de la densité de probabilité de G(X) nous donne l'in-
certitude de la réponse du modele (voir pour illustration la figure IV.2).

Dans la suite, nous notons Fg(s) = p(G(X) < s) la fonction de répartition
associée a G(X).
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FiG. IV.2 — Propagation des incertitudes dans un modéle (image extraite de [Isu99])

2.1.4 Seuil de défaillance s

On définit s € R un seuil de défaillance, qui correspond en pratique au seuil d’une
grandeur physique (tension, puissance totale regue,...) au-dela duquel on observe une
défaillance, ou un dysfonctionnement du systéme modélisé par G.

2.1.5 Domaine de défaillance Dy

On définit le domaine de défaillance noté D, associé au seuil s par

D, ={X eR"; s < G(X).} (IV.2)

Le domaine de défaillance correspond aux valeurs des parameétres d’entrée dont
I'image par G est supérieure au seuil de défaillance : en pratique, il définit une zone
critique.

Remarque En mécanique des structures par exemple, on définit G : R® — R de
facon a ce que le domaine de défaillance soit défini par les valeurs négatives de G,
c’est-a-dire :
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. D={X eR", G(X) <0} est le domaine de défaillance,

. {X € R"; G(X) = 0} est la surface limite,

. {X € R"; G(X) > 0} le domaine de sireté (il correspond aux valeurs des
parameétres qui assurent un comportement normal de la structure).

Nous conservons la notation associée & s car nous voulons obtenir des résultats pour

un seuil s variable.

2.1.6 Transformation isoprobabiliste

Espace gaussien standard Un vecteur aléatoire U appartient a 'espace dit gaus-

sien standard si ses composantes u; :

. suivent toutes une loi gaussienne centrée réduite (écart-type unitaire),

. sont indépendantes deux a deux.

Dans cet espace représenté en dimension deux, les courbes d’iso-probabilité sont des

cercles centrés a l'origine O, qui est le point le plus probable.

Transformation 7' La transformation isoprobabiliste 7" (voir figure IV.3 pour
une illustration) permet de passer d’un espace de lois de probabilités quelconques,

dit espace physique, a I’espace gaussien standard :

A

* W A i)

" sawy, lels
[\ | Z

A
R ! i R s
N _,,:;j; & |} ‘C:——‘i‘?;/
A e

- r - —
s e SE—
1 " F o

a) Espace physique b} Espace normale-corrélée

©) Espace slandard
(normale-incorrélée)

FiG. IV.3 — Hlustration de la transformation de Rosenblatt pour deux paramétres

(IV.3)
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Remarques

. Quand les variables de I’espace physique x; suivent une loi gaussienne d’espé-
rance p; et d’écart type o; et sont indépendantes, T désigne 'opération affine

de réduction et centrage

R — R
- (Iv.4)

X [
J o

. La densité de probabilité d’une loi normale centrée réduite est

p: R — [0,1]
—a2 V.5
X — plxp) = et ()

. Suivant la quantité d’information disponible a propos des variables x;, plusieurs
transformations sont possibles.

La transformation la plus connue est celle de Rosenblatt (introduite dans
[Ros52], voir aussi [HL74]) :
. elle demande de connaitre la densité de probabilité jointe p(X) (ce qui est
parfois difficile en pratique),

. elle a une écriture unique et simplifiée dans le cas de variables aléatoires
x; indépendantes deux a deux,

. elle n’est en général pas connue analytiquement (il faut I’évaluer numeéri-
quement) et pas unique.
En général, on ne dispose que des densités de probabilités p(x;) marginales et
des coefficients de corrélation, qui ne permettent pas de déduire p(X).

Des techniques approchées comme la transformation de Nataf (voir [Nat62] et
[DICP86]) permettent alors d’effectuer le changement de variables.

2.2 Problémes a résoudre

Nous nous plagons dans le cadre des hypotheses précédentes. Nous considérons une
fonction de modélisation G et un seuil s donnés, et le domaine de défaillance Dy
associé.

Nous nous donnons comme objectif de résoudre les problémes suivants.

2.2.1 (P,) Probabilité de défaillance p;

Le but du calcul de fiabilité est de calculer la probabilité des états de défaillance,
c’est-a-dire d’appartenir au domaine de défaillance, ou encore la probabilité de
dépasser un seuil s, définie par

(P1)  ps:=p(s < G(X)) = p(X € Dy). (IV.6)

En introduisant la densité de probabilité p(X), cette probabilité se rameéne a un
probléme de calcul d’intégrale multiple en grande dimension

pe = / p(X)dX = [ p(x1)... p(xa)dx1 ... dxn. (IV.7)
s Ds
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Caluler pg revient a estimer la fonction de répartition Fg, et donc p(X), car ps =
1 — Fg(s).

Espérance Dans les méthodes classiques d’analyse d’incertitude, on estime la loi de
probabilité de la réponse G(X) en donnant une estimation de sa densité de probabilité
ou les principaux moments associés (espérance, variance,...).

Le calcul de I'espérance de G(X) se rameéne aussi au calcul d’une intégrale avec

E[G(X)] = / G(X) p(X)dX. (IV.8)

A Tinverse, le calcul de la probabilité de défaillance s’écrit comme un calcul d’es-
pérance car
| px0ax = [ 15, X)p(X)ax (IV.9)
s R™

donc
ps = Ellp, (X)] (IV.10)

1 siXeDs;es<GEX)

0 siX¢D,s>GX) la fonction indicatrice sur Dj.

avec Ip, (X) = {

2.2.2 (P,) Points de conception (MPP)

Le ou les points de conception, sont définis comme les points P* du domaine
de défaillance les plus probables (appelés aussi MPP pour Most Probable Point).

Probléme d’optimisation Nous travaillons dans I'espace gaussien standard (voir
section 2.1.6 pour la transformation T) : comme le point le plus probable est l'origine
O, le point de conception est le point du domaine de défaillance dont la distance a
O est minimum.

Cela ameéne la formulation du probléme d’optimisation sous contrainte suivant

() P*= min |U|3 = min U'U (IV.11)

UeD;s UeDs

avec le domaine de défaillance dans l'espace gaussien standard
Dy :={U €R™ s< H(U)} en posant H := Go T L.

Pour avoir les coordonnées de P* dans l’espace physique, on calcule T—1(P*).

Une illustration de point de conception avec deux variables aléatoires x; et x5 dans
I’espace gaussien standard est présentée dans la figure IV.5 page 166.

Remarque La dénomination de point de conception vient de la mécanique, ou G
modélise le critére de conception d’une structure.

Dans notre étude, les points de conception correspondent aux valeurs de parameétres
que nous voulons éviter (car donnant un résultat critique), les plus susceptibles d’ap-
paraitre.
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2.2.3 (P3;) Paramétres importants

L’expérience des études de phénomeénes dépendant d’'un grand nombre de para-
métres montre que la plupart du temps, seul un petit nombre parmi ceux-ci sont
significatifs.

Un paramétre z; est important, ou influent, si ses variations ont une in-
fluence prépondérante sur la variation du résultat G(X).

Nous voulons un critére qui permet de savoir quels parameétres sont importants,
et si d’autres au contraire sont négligeables : leurs variations n’influencent pas la
réponse.

D’un autre point de vue, on cherche & connaitre la part d’incertitude de chaque
parametre z; sur U'incertitude de la réponse G(X) du modéle. On peut répondre &
cette question grace & ’analyse de sensibilité, présentée en section 5.1 page 172.

Utilité : réduction de modéle Cela donne une information importante sur le
modele étudié : il faudra alors surveiller en priorité la variation des parameétres im-
portants (par exemple par des controles de qualité en mécanique), ce qui permet de
mieux maitriser son comportement.

L’analyse de sensibilité nous informe sur les parameétres dont I'influence est amplifiée
ou au contraire atténuée.

Cette approche permet ensuite de réduire la taille du probléme, car on peut alors
restreindre I’étude de fiabilité aux paramétres importants, considérés comme les seuls
véritablement source d’incertitude, et négliger ou faire une approximation sur les
parametres restants.

C’est une facon de répondre a la difficulté du cotit de calcul en trés grande dimension
en simplifiant le probléme.

2.2.4 Objectifs

Nous devons présenter une méthode efficace, car le but de I’étude est de livrer un
logiciel d’aide a la décision, qui doit pouvoir étre utilisé avec un temps de calcul
modéré : cette contrainte est essentielle pour guider notre choix.

Les autres éléments & considérer sont :

. la méthode doit pouvoir fonctionner en grande dimension pour une implémen-
tation ultérieure (une centaine de paramétres),

. elle doit permettre de résoudre les trois problémes précédents.

3 Meéthodes de calcul des probabilités de défaillance p;

Nous voulons résoudre le probléme (P;) de quadrature en grande dimension (voir
section 2.2.1).
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Principe L’évaluation par intégration directe ne peut pas s’effectuer en pratique,
sauf dans le cas de systémes simples pour lesquels la fonction de modélisation est
connue analytiquement.

Il faut alors utiliser une méthode d’évaluation numeérique, dite de quadrature : dans
la suite, nous présentons les différentes méthodes d’intégration numérique.

3.1 Formules de quadrature

Les formules de quadrature de Gauss permettent de calculer la valeur approchée
d’une intégrale en dimension un. Elles se généralisent par produit tensoriel au cal-
cul des intégrales multi-dimensionnelles : le résultat est une combinaison linéaire
d’évaluations de la fonction en des points appelés noeuds.

Pour une quadrature en dimension d, avec m noeuds dans chaque direction, on doit
évaluer la fonction sur une grille de m? noeuds : ce nombre croit de facon exponentielle
avec la dimension, et cette approche devient impraticable quand d est grand.

3.2 Meéthodes de simulation

Ce sont des méthodes de tirage qui utilisent un échantillonnage du vecteur aléatoire
X : on utilise alors des critéres statistiques sur les évaluations de ’échantillon par G.

3.2.1 Meéthode de Monte-Carlo

Estimateurs Dans le cas du vecteur aléatoire G(X) et de la probabilité de dé-
faillance py :

. on effectue N tirages indépendants (ou N réalisations) {X;, i = 1,...,N}
suivant la loi de probabilité de X,

. on leur applique la fonction de modélisation et on obtient les réalisations
{G(X;), i=1,...,N}.

_En appliquant la moyenne empirique, on obtient les estimateurs respectivement
Eqgy de lespérance de G(X) et py de la probabilité de défaillance ps (voir
formules (IV.9) et (IV.10)) :

N
oy =5 d.0(X) ~ FEX), (1v.12)
=1
1 N
by = Y In(Xi) =~ Ellp,(X)]=ps (IV.13)
i=1
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Remarque En pratique, on effectue les tirages avec un code qui géneére des
nombres de maniére déterministe : ces nombres sont dits pseudo-aléatoires.

Ces estimateurs sont sans biais, et la loi des grands nombres assure qu’ils convergent
presque stirement, c’est-a-dire respectivement pour py

E(pn)=ps et lim Py =ps. (IV.14)

Erreur Etant donné son caractére stochastique, la méthode de Monte-Carlo ne
fournit qu’une estimation d’erreur probabiliste.

Quand N — +o0, la loi de I'estimateur py devient une loi Gaussienne : l'erreur, ou
précision, de la méthode est alors donnée par une estimation de ’écart-type de py
(voir [Fis96] ou [LPS98]).

On calcule la variance de py avec

Var(py) = Var

1 N

.0
i=1

N

zwxz-)]

=1

1 N
= Y Var[Ip, (X;)]
i=1

1
:mVar

1
= WN Var [Ip,(X;)]

=+ Var[Ip, (X))

car les réalisations de Ip,(X;) sont indépendantes et identiquement distribuées.

Or, comme I}, = Ip, alors E[lp,(X)?] = E[lp,(X)], et le calcul de la variance
devient

Ainsi lerreur est de 'ordre de 'écart-type

Gy = /Var(n) = \/% Vo =po). (IV.15)

On peut calculer alors une approximation de oy en remplacant ps par py

N %ﬁ NTET) (1V.16)

Q)
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Cela permet d’écrire une estimation de l’intervalle de confiance & 95% pour
pn sous la forme
[Pn — 1.96 P, v + 1.96 ] . (IV.17)

Utilisation pratique La méthode de Monte-Carlo présente les avantages suivants :

. la simplicité de mise en oeuvre : il suffit de générer des tirages aléatoires,

. la robustesse : elle s’applique a n’importe quel type de fonctions, méme non
régulieres,

. Verreur d’estimation est indépendante de la taille du probléme, c’est-a-dire du
nombre de parameétres d’entrée.

Cela explique I'usage trés répandu dans de nombreux domaines de cette méthode
pour résoudre des problémes de quadrature numeérique.

Mais elle présente également un inconvénient majeur : comme le montre la formule
(IV.15), la vitesse de convergence est lente, de l'ordre de LN La méthode requiert
un nombre excessif d’appels a la fonction d’évaluation G' pour obtenir une précision
croissante de l'estimateur.

Par exemple, si on écrit le coefficient de variation sous la forme

ci=— = ~ (IV.18)

quand p; est petit.

Alors par exemple pour un coefficient de variation ¢ = 0.1 et une probabilité p, =
107", le nombre d’évaluations est N = 10"+2,

Dans le cas d'un probléeme en grande dimension, ou pour un modéle couteux a
évaluer, cette méthode devient impraticable & cause du cotit de calcul.

Généralement, quand le seuil est trés grand, alors le domaine de défaillance est
petit (ce qui est le cas quand on calcule une probabilité treés faible d'un événement
rare, comme la rupture d’une piéce) : la difficulté réside dans le fait d’accéder a
Iinformation utile. Le générateur de nombres pseudo-aléatoires ne parvient pas a
placer des tirages dans la zone de défaillance qui est peu probable, c’est pourquoi la
méthode de Monte-Carlo présente alors des erreurs importantes.

3.2.2 Meéthodes de quasi Monte-Carlo : réduction de variance

Des améliorations de la méthode de Monte-Carlo ont été apportées : on cherche a
réduire la variance de l'estimateur, c’est-a-dire augmenter sa précision et accélérer la
convergence, grace a un meilleur échantillonnage que le tirage aléatoire simple.

L’idée est de réduire variance de ’estimateur en augmentant la densité des tirages
dans les régions intéressantes : a cet effet, on privilégie les régions qui contribuent le
plus & l'estimation, c¢’est-a-dire qui apportent le plus d’information.

En effet, le caractére aléatoire des nombres générés a moins d’importance que leur
distribution uniforme. L’idée dans les méthodes de quasi Monte-Carlo est alors de
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remplacer les suites de nombres aléatoires par des suites de nombres déterministes
avec une meilleure distribution : ces suites sont dites quasi-aléatoires ou a faible
discrépance.

Le comportement asymptotique est meilleur que pour Monte-Carlo : on réduit le
nombre de tirages nécessaires pour atteindre une précision donnée.

Les méthodes suivantes sont utilisées (voir [Bje88]) :

. la simulation directionnelle ou DS : mais la qualité des résultats se dégrade si
la géométrie du domaine d’intégration est différente d’une hyperspheére,

. les tirages d’importance ou IS (pour Importance Sampling) permettent de pri-
vilégier les directions susceptibles d’apporter le maximum d’informations.

3.2.3 Tirage hypercube latin (LHS)

La méthode de tirage hypercube latin, dite LHS (pour Latin Hypercube Sampling),
fait partie des méthodes de stratification (ou Stratified Sampling).

Pour effectuer N tirages, le principe est le suivant :

. l'intervalle de variation de chaque variable aléatoire x; est partagé en N seg-
ments équiprobables,

. on tire aléatoirement une valeur dans chacun de ces segments,

. pour une direction x; donnée, on répartit les coordonnées des N tirages dans
chacun des segments.

Une illustration est proposée avec la figure [V.4 pour deux lois normales centrées
réduites (o = 1) : les cercles isovaleurs & o = 1,2,3 sont représentés. A gauche on
voit un tirage de Monte-Carlo et & droite un tirage hypercube latin, avec la structure
stratifiée en pointillés.

Le tirage hypercube latin assure une entiére couverture du domaine de variation de
X, c’est-a-dire que méme des valeurs peu probables seront représentées, ce qui n’est
pas assuré avec la méthode de Monte-Carlo, surtout si N n’est pas trés grand. Le
nombre de tirages requis est alors bien plus faible que pour la méthode de Monte-
Carlo pour un niveau de convergence identique.

Il impose aussi un certain écart entre les points et assure une bonne répartition des
tirages selon chaque direction x;.

Dans le cas de lois uniformes, on retrouve le plan d’expérience dit carré latin, qui
optimise un critére géométrique (voir la section 1.3.6 page 192).

3.3 Meéthodes spectrales : décomposition de GG

L’idée des méthodes spectrales est de décomposer la fonction de modélisation sous
la forme d’un développement qui prend en compte l’effet des variables sous forme
hiérarchique.

162



3. METHODES DE CALCUL DES PROBABILITES DE DEFAILLANCE Ps

Tirage MC: 15 points
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FiGg. IV.4 — Comparaison tirages Monte-Carlo et Hypercube Latin en dimension 2
(lois normales)

La méthode HDMR (pour High-Dimensional Model Representation, voir [RASS99])
représente la fonction G sous la forme

G(X)=Go + > Gj(z;) + Y Gijlwiz;) +... +Gro.n(X)  (IV.19)

j=1 1<i<j<n
avec
. G € R D'effet moyen ou d’ordre 0,
. G correspond a l'effet de la variable isolée x;,

. Gil,,,ip correspond & l'effet des combinaisons des variables x;, ... xi,.
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Cette décomposition est exacte et finie, mais pour la mise en oeuvre, il faut choisir
une base de fonctions et calculer les coefficients qui permettent de décomposer les
termes de la somme HDMR dans cette base : ce développement est alors infini, et
on obtient une approximation de la fonction de modélisation G en choisissant un
nombre fini de fonctions de base.

Le nombre d’évaluations du modéle nécessaires augmente cependant fortement avec
la taille du probléme (voir [Bou04]), & cause du nombre de coefficients a calculer. Se
pose alors la question de la troncature de la décomposition. Il faut a la fois limiter
le cotit de calcul, mais aussi prendre assez de termes pour expliquer I’essentiel des
variations de G. En pratique 'ordre 2 est souvent utilisé.

On peut éventuellement vérifier que 'approximation est satisfaisante a posteriori
en calculant une erreur d’approximation.

Ensuite, on peut indiquer deux utilisations :

. Le modeéle approché sert & effectuer une analyse statistique qui donne une
estimation de la densité de probabilité de la sortie G(X) ou les moments prin-
cipaux : la démarche est similaire a celle des méthodes a surface de réponse
dans l'approche probabiliste (voir section 4.2 page 171).

. En définissant des lois de probabilités pour les paramétres d’entrée, la variable
aléatoire G(X) se décompose de la méme maniére que la fonction de modélisa-
tion.

Généralement, on travaille dans ’espace gaussien standard, et on utilise une
base de polynomes orthogonaux (Legendre, Laguerre, Hermite,...) : ce dévelop-
pement est dit en "polyndomes de chaos".

L’orthogonalité permet alors de décomposer la variance totale Var|G(X)] et d’es-
timer facilement la contribution de chaque parameétre ou de combinaisons de ceux-ci
(voir section 5.3.2 page 175).

Plusieurs algorithmes se proposent de calculer les coefficients du développement a
colt réduit :

. DEMM (pour Deterministic Equivalent Modeling Method, voir [Tat95] et [Bou04]),
. SRSM (pour Stochastic Response Surface Method, voir [lsu99]).
Comme application de cette approche, on peut citer les éléments finis stochastiques

ou SFEM (pour Stochastic Finite Elements Method, voir [GP91]) dans le domaine de
la mécanique.

3.4 Meéthodes FORM/SORM

Le lecteur peut se référer a [HMO0|, [DMOI6], [Bre84] ou |MKLS6| & propos des
méthodes présentées dans cette section.

Les méthodes FORM (pour First Order Reliability Method) et SORM (pour Second
Order Reliability Method) ont été définies et sont principalement utilisées dans le
domaine du calcul des structures. Elles ont été développées pour I'étude des petites
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probabilités (inférieures a 1072) : nous avons vu que pour des domaines critiques de
faible probabilité, les méthodes de tirage ne sont plus adaptées & cause du nombre
de tirages nécessaires pour accéder a I'information dans cette zone.

Nous détaillons dans la suite le principe de ces méthodes, qui utilisent une approxi-
mation de GG au voisinage du point de conception P* pour déterminer le domaine de
défaillance Dg.

3.4.1 Indice de fiabilité

Point de conception La premiére étape consiste a effectuer la transformation
isoprobabiliste 7" pour travailler dans ’espace gaussien standard (voir section 2.1.6
page 155).

La deuxiéme étape consiste a trouver un point de conception P* en résolvant le
probléme d’optimisation sous contrainte (IV.11) (voir page 157) que nous rappelons.

(P) P*= Unngg utu. (IV.20)

Dans la section 4 sont présentées des méthodes pour résoudre le probléme précédent.

Indice de fiabilité Ensuite on calcule 'indice de fiabilité dit de Hasofer et Lind
(voir [HL74] pour la premiére définition).

Dans l’espace gaussien standard, l'indice de fiabilité 3 est défini comme la distance
du point de conception & l’origine ou point nominal. On a donc

B = |loP*. (IV.21)

Remarques

. Cet indice fournit une mesure de fiabilité comparative, intégrant 'incertitude
des données sous une forme approximative, c’est-a-dire sans devoir compléte-
ment connaitre leur distribution de probabilité mais seulement quelques unes
de ses caractéristiques (typiquement, la moyenne et 1’écart-type).

. Géométriquement, il correspond a la distance la plus petite entre Iorigine et
la zone de défaillance.

. Par convention, [ est positif si 'origine O appartient au domaine de streté
(c’est la cas habituel, voir section 2.1.5 page 154), sinon (3 est négatif.

La figure IV.5 représente une illustration du point de conception suivant deux di-
rections dans l'espace gaussien standard, dans le cas d’un indice de fiabilité faible
(6 < 3), c’est-a-dire un domaine de défaillance proche du point nominal :

. la zone avec des hachures horizontales représente les points de distance infé-
rieure & 3 o de origine : ce support représente 99% de probabilité de réalisa-
tions de la loi gaussienne centrée réduite de densité ® et écart-type o =1,
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. la zone avec des hachures verticales représente la zone de défaillance D, associée
au seuil s,

. la probabilité ps de dépasser le seuil s se calcule comme 'intégrale de la densité
de probabilité ® sur 'intersection de son support avec Dy,

. la zone avec des hachures dans les deux sens représente donc le domaine contri-
buant & ’essentiel de la valeur de ps.

O

O Point nominal Ds Domaine de défaillance

P* Point de conception e Iso-densité loi N(0,1)

Zone contribuant le plus au calcul de
la probabilité de dépasser le seuil s

FiG. IV.5 — Point de conception, indice de fiabilité et probabilité de défaillance pour
deux parameétres

Probabilité de défaillance : FORM et SORM Dans l'espace gaussien stan-

dard, soit le domaine de défaillance D := {U € R"; s < H(U)} ne contenant pas
0.

Le principe des méthodes FORM et SORM est d’exploiter 1’idée suivante :

. La densité de probabilité notée p de la loi gaussienne centrée réduite décroit
rapidement lorsque on s’éloigne de l'origine.
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Cependant, cette propriété est de moins en moins vérifiée quand le nombre de
parameétres augmente.

. P* est le point de densité de probabilité maximale, et la contribution des autres
points du domaine de défaillance Dy est inférieure a celle de P*.

Ainsi,comme la probabilité de défaillance ps & calculer est 'intégrale de p sur D,
on ne commet pas une grande erreur en remplacant autour de P* la fonction H par

une

approximation.

On obtient les relations suivantes (voir [Rac79]) :

. Pour la méthode FORM : on utilise une approximation de H du premier ordre,
c’est-a-dire on la remplace par son hyperplan tangent au point P* (voir figure
IV.6).

La probabilité de défaillance sur le domaine approché se calcule trés simplement
et on obtient

ps = B(—4) = 1 — B(3) (1v.22)
42

avec ®(z) = \/%—W [Foez dt

la fonction de répartition d’une loi gaussienne centrée réduite.

Dans [Z099] est précisé que la méthode FORM n’est précise que dans le cas
ot le rayon de courbure de G est trés grand et GG définie par un petit nombre
de parameétres aléatoires.

. Pour la méthode SORM : on utilise une approximation de G du second ordre.

On approche la géométrie de G au voisinage de P* par une surface contenant
plus d’information : cela permet de dépasser les limitations de la méthode
FORM.

On obtient la formule suivante pour p;

n

1
Ps = (I)(_ﬁ) | |
i1 V14 ﬁfﬁi

avec K; les courbures principales de GG au point P*.

(IV.23)

Remarque Dans le cas ou la transformation isoprobabiliste 7" n’est pas unique,
le choix conduit & des indices de fiabilité différents mais & la méme probabilité de

défaillance.

4 Méthodes de calcul des points de conception
4.1 Optimisation sous contraintes

4.1.1 Formulation

La recherche du point de conception (voir formule (IV.11) page 157) est un probléme
d’optimisation, que ’on peut formuler aussi sous contrainte d’inégalité classique :
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O Point nominal Ds Domaine de défaillance

P* Pointde conception e Iso-densité loi N(0,1)

Zone contribuant le plus au calcul de
la probabilité de dépasser le seuil s

FiGg. IV.6 — Méthode FORM : point de conception, indice de fiabilité et probabilité
de défaillance pour deux parameétres

* : T
(P2) { P=mnb U (IV.24)

s < G(T~Y(U)).

Le point optimal sans contrainte est 1'origine O, donc dans le cas habituel ou O
n’appartient pas au domaine de défaillance (sinon la solution est trivialement O),
la contrainte d’inégalité est toujours active, c’est-a-dire s = G(T~1(P*)). On peut
alors, pour utiliser des méthodes d’optimisation sous contrainte d’égalité, formuler
aussi le probléme

(IV.25)

P* =minUTU
{ s=G(T~Y)).

4.1.2 Mise en oeuvre

Minima locaux Quand la géométrie du domaine de défaillance implique 1’exis-
tence de plusieurs minima, locaux, il n’existe pas de méthode robuste et efficace pour
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trouver la solution, car 'optimisation globale est un probléme en général difficile.

Dans ce cas, il faut trouver des stratégies pour se dégager d’un minimum local et
trouver les autres minima ou le minimum global.

Par exemple dans | | est proposée une méthode de perturbation illustrée par
la figure IV.7 et les étapes suivantes :

. trouver un minimum P} en résolvant le probléme (P») du point de conception,
. appliquer une perturbation a G de maniere a éloigner P de l'origine O,
. trouver un autre minimum Pj par résolution du probléme perturbé,

. répéter la perturbation en P35 et recommencer le processus.

Si on converge vers un minimum dont la distance & O est supérieure a celles
des points P;* précédents, c’est un minimum artificiel a rejeter et on arréte.

u, w,

i 1
‘\
b
uf
Etat limite initial Etat limite distordu
(détection du premier minimum) (détection du deuxiéme minimum)

FiGg. IV.7 — Méthode des perturbations pour plusieurs points de conception (figure
extraite de [ D

Difficultés La fonction & minimiser est élémentaire, mais le domaine de contrainte
définissant les points admissibles est le domaine de défaillance Dy := {X € R"; s <
G(X)}, qui est défini de maniére implicite.

Ainsi ce probléme devient difficile quand la fonction de modélisation G présente
une des caractéristiques suivantes :

. G n’est pas connue analytiquement mais est définie par un code de calcul,
. G n’est pas différentiable (cas précédent),

. G n’est pas réguliére (par exemple elle présente des défauts de convexité).
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Algorithmes Pour la recherche du point de conception, les algorithmes d’optimi-
sation sous contraintes utilisés en pratique sont des méthodes itératives, et se classent
de la maniére suivante (voir [BGLS03], [Min&3], [Lem05]) :

. Les méthodes d’ordre zéro ne font appel qu’a la fonction de modélisation
G
. méthode de Powell (& base de dichotomies unidimensionnelles),

. méthode de Nelder-Mead (ou polytopes mouvants).
. Les méthodes d’ordre un font appel & G et a son gradient VG :

. méthode du gradient projeté,
. méthodes des pénalités,
. méthodes de points intérieurs,
. méthodes du Lagrangien augmenté.
L’algorithme HLRF (pour Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler, voir [Rac79]), est

une adaptation spécifique a la recherche du point de conception d’une méthode
d’ordre un.

. Les méthodes d’ordre deux font appel a G, & VG, et a la hessienne V2G

. méthodes de Newton,
. méthode SQP pour programmation quadratique séquentielle.

. Les méthodes d’ordre deux avec approximation de la hessienne, car le cott
de calcul de la hessienne est souvent prohibitif

. méthodes de quasi-Newton (Gauss-Newton, ...),

. méthodes DFP (pour Davidon-Fletcher-Powell) et BFGS (pour Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno).

Il est difficile de choisir la bonne méthode d’optimisation, car il faut prendre en
compte plusieurs facteurs :

. type de fonction G (linéaire, quadratique, non réguliére,...),
. possibilité de calculer le gradient ou la hessienne simplement,

. coiit de calcul (lié au nombre de paramétres, au cott d'une évaluation de G,
aux moyens de calcul,...).

Plus 'ordre de la méthode est élevé, plus la méthode est performante, c’est-a-dire
qu’on diminue le nombre d’itérations nécessaires; en contrepartie, le cotit de calcul
de chaque itération est augmenté.

Les méthodes d’ordre zéro ne sont utilisées que quand on ne peut pas faire autrement
a cause de leur convergence tres lente.

Les méthodes utilisant le gradient font partie des méthodes de descente, dont le
principe est de calculer une direction de descente, puis le pas de descente optimal
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dans cette direction pour passer du point Xj au point X1 en faisant décroitre la
fonction cotit & minimiser.

Les méthodes d’ordre un sont plus performantes, et les méthodes d’ordre deux
sont les plus efficaces, méme si elles sont moins robustes (leur convergence n’est pas
assurée), mais en pratique on peut rarement effectuer le calcul de la hessienne.

Les méthodes avec approximation de la hessienne semblent un bon compromis puis-
qu’elles intégrent une partie de l'information des dérivées secondes & moindre cotit.

Des méthodes hybrides combinent plusieurs méthodes différentes pour essayer de
bénéficier des avantages de chacune.

En général, on n’est pas assuré d’avoir trouvé le bon optimum car l’algorithme
converge vers un point critique (gradient nul) qui peut étre un minimum local, et il
faut souvent faire appel a ’expertise de 'utilisateur pour valider le caractére global
ou non de la solution.

4.2 Meéthodes de surfaces de réponse

Cette classe de méthodes, dites RSM (pour Response Surface Method) consiste a
construire une approximation, ou surface de réponse, notée g, de la fonction de
modélisation GG définie en section 2.1.1.

Ensuite, g est utilisée & la place de G avec les avantages suivants :

. Le temps de calcul des réponses par g est a présent négligeable.

Une fois la surface de réponse construite, 'utilisateur peut évaluer le modele
approché sans se soucier du cott de calcul, et envisager d’utiliser des méthodes
qui étaient écartées pour cette raison.

. Le gradient est ici disponible, et permet d’appliquer des méthodes d’optimi-
sation efficaces utilisant cette information.

Généralement, avec G non connue analytiquement, on peut calculer le gradient
par différences finies ou différenciation automatique, mais on est confronté &
des difficultés numériques ou & un cott prohibitif.

4.2.1 Approche choisie

Etant donné notre objectif, nous avons choisi d’utiliser la méthode de surfaces de
réponse.

En effet, une fois I’approximation g construite, grace aux deux avantages fondamen-
taux du cotit de calcul négligeable et de la disponibilité du gradient, nous pouvons
résoudre les trois problemes (F;), i = 1,2,3 a la fois :

. nous pouvons appliquer des méthodes de tirage pour calculer les probabilités
de défaillance de (P),

. nous pouvons utiliser les algorithmes de descente (nécessitant le gradient) pour
loptimisation de (P),
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. le gradient nous donne une information essentielle pour ’analyse de sensibilité
de (Pg)

Ainsi, le résultat de notre étude dépendra de la qualité de notre approximation : le
probléme est difficile car nous voulons une méthode valable en grande dimension.

Le cotit de calcul et la difficulté sont ainsi concentrés dans la construction de g, et
nous devrons nous assurer de sa validité pour garantir la résolution de (F;), ¢ = 1,2,3
dans de bonnes conditions.

Il nous reste a choisir la méthode d’approximation appropriée : nous détaillons en
section V les grandes classes de méthodes.

5 Meéthodes pour déterminer les paramétres importants

5.1 Analyse de sensibilité

Comme indiqué dans la section 1.3.3 page 149, I'objectif de ’analyse de sensibilité
est d’étudier :

. soit I'influence des variations des paramétres sur les variations de la ré-
ponse : la mesure de variation locale est alors de type gradient,

. soit 'influence de la variabilité des parameétres incertains, auxquels on as-
socie ici une loi de probabilité, sur la variabilité de la réponse : une mesure de
variabilité est la variance.

Le choix dépend du probléme et de la notion de paramétre important que définit
I'utilisateur du modéle. Dans les deux cas, ’analyse de sensibilité permet de déter-
miner les paramétres influents.

Méthodes De nombreuses techniques existent, le choix dépend du type de pro-
bléme, des caractéristiques du modele étudié, du coit de calcul autorisé (voir [SCS00]).

Une méthode d’analyse de sensibilité est basée sur la mesure de sensibilité choisie :

. Une méthode locale se donne pour objectif de calculer une dérivée partielle
évaluée en un point. On étudie D'effet sur la réponse de petites variations sur
un paramétre incertain en gardant les autres parameétres fixés.

. Une méthode globale mesure les critéres présentés précédemment dans ’analyse
de robustesse ou ’approche probabiliste.

5.2 Sensibilité locale

La sensibilité locale mesure 'influence locale des parameétres.

Cette approche porte sur le comportement de GG sans prendre en compte les lois
de probabilités des paramétres incertains (sauf si on calcule le gradient au point le
plus probable). Cependant, dans le cas de modéles non linéaires avec un nombre
important de parameétres, une méthode de sensibilité globale est mieux adaptée.
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Principe On 'utilise par exemple en faisant varier chaque paramétre dans un petit
intervalle autour d’un point. On suppose en général une dépendance linéaire entre la
sortie et les entrées du modeéle, et on choisit des amplitudes de variations égales (par
exemple +/ — 10% autour du point).

En général on calcule des indices & partir du gradient en certains points considérés
comme stratégiques par l'utilisateur, comme par exemple le point le plus probable.

Remarque Dans le domaine de la mécanique, des mesures spécifiques, dites "in-
dices de sensibilité fiabiliste", ont été développées pour évaluer les effets des variations
des parameétres sur la défaillance de la structure, donnée par l'indice de fiabilité
(voir section 3.4.1 page 165) au point de conception.

5.2.1 Gradient

Dans le cas ou le gradient VG(X) est calculable, il mesure la sensibilité s; de G par
rapport aux variations des parameétres x; :
0G(X)

S (IV.26)

Normalisation La valeur d’une dérivée partielle V;G(X) dépend des grandeurs
numériques issues de l'intervalle de définition du parameétre z;.

Afin de comparer les dérivées dans les différentes directions, il apparait ainsi néces-
saire de normaliser le résultat.

Par exemple on calcule 'indice §; sous la forme

YT Tor GX)

(IV.27)

On peut aussi normaliser l'intervalle de définition [a;, b;] de chaque parameétre avec
le changement de variable

[ai7 bl] - e in—ai (IV28)
T — Ti= gy

et calculer les gradients de la fonction normalisée G(X) définie sur [0, 1]™.

Calcul pratique Plusieurs techniques permettent de calculer des dérivées par-
tielles de la foncion de modélisation :

. la différenciation du probléme continu peut s’effectuer
. de maniére analytique : cette méthode ne s’applique qu’a des modeéles
simples,

. par approximation avec les différences finies : cette approche est colteuse
et sujette & des instabilités numeériques,
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. la différenciation du probléme discret peut étre menée de maniére automatique :
I’algorithme travaille sur le code source du modéle, dit code direct, et géneére
automatiquement un code dit dérivé qui permet le calcul du gradient en un
point.

Cette méthode permet de calculer des dérivées sans besoin d’avoir accés aux
équations mais avec une plus grande efficacité que I'approximation par diffé-
rences finies.

Plusieurs logiciels de différenciation automatique existent, tels ODYSSEE (voir
[FP98]) ou ADIFOR (voir [BCCT92]).

Nous utiliserons une implémentation de différenciation algorithmique (le code
source est dérivé en écrivant les instructions directement dans le code) dans le
cadre des réseaux de neurones (voir section 2.3.4 page 215 du chapitre suivant).

5.2.2 Screening

La technique du screening est un cas particulier de sensibilité locale, adaptée aux
modeles coiiteux ou en grande dimension : elle consiste & effectuer des évaluations
numériques du modeéle a partir d’un plan d’expériences.

Souvent, elle est utilisée comme étude préliminaire afin d’identifier les paramétres
importants : cette approche est présentée dans la section 5.4.2 sur les plans d’expé-
rience, mais elle souffre du cotit de calcul.

Exemple d’utilisation Une méthode dans un cas de grande dimension n a été
proposée dans [Mor91] : le cout est alors proportionnel & n.

Le principe est de définir un effet élémentaire noté d;(X) suivant une direction z; au
point X comme un taux d’accroissement qui nécessite deux évaluations de la fonction
de modélisation G.

Apreés un tirage aléatoire {Xy,k = 1... N}, une distribution d’effets élémentaires
F; :={d;(Xy),k =1... N} suivant x; est calculée.

La caractérisation de F; par sa moyenne et sa variance empiriques donnent alors
une indication sur l'influence du paramétre x;.

5.3 Sensibilité globale

Cette approche se propose d’estimer la part d’incertitude de chaque parameétre sur
I'incertitude totale en étudiant le comportement de la réponse a ’aide des densités
de probabilités des parameétres d’entrée : elle est fondée sur le calcul d’indices re-
présentant la contribution relative d’un ou plusieurs paramétre & la variance de la
réponse G(X).

Contrairement a ’approche précédente, on évalue I'effet d’un parameétre x;

. avec des variations sur ’ensemble de l'intervalle de définition,

. alors que les autres parameétres varient aussi.
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5.3.1 Meéthodes de tirage

Dans cette catégorie apparaissent les méthodes de tirage vues en section 3.2 qui
permettent d’estimer la moyenne et la variance de la réponse.

5.3.2 Meéthodes de mesure d’importance : indices de Sobol

Cette classe de méthodes se propose d’estimer la quantité suivante

Varg, [E(G(X) | xi = 2;)]

 ar (GO (IV.29)

avec

. BE(G(X) | x; = x;) Pespérance de G(X) conditionnellement & une valeur fixée
de xi,

. Vary, la variance sur toutes les valeurs possibles de x;.

Cette mesure est une variance conditionnelle qui estime la part du parameétre x;
dans la variance totale.

Elle peut manquer de robustesse et d’autres mesures d’importance ont été proposées
(voir par exemple |[[H90]).

Les indices de Sobol (voir [Sob93]) sont basés sur la décomposition de la fonction
de modélisation G dans une base de fonctions orthogonales : par exemple sous forme
de "chaos polynomial" (voir section 3.3 page 162).

L’orthogonalité implique la décomposition de la variance de G(X), notée V¢, sous
la forme des sommes des variances des fonctions de base

n
Va=YVi+ > Vij+.. +Viza (IV.30)

J=1 1<i<j<n
avec n le nombre de variables de la fonction.

On définit ensuite les indices de sensibilité de Sobol

. au premier ordre avec

Vi
Si =, V.31
o (v31)
. & un ordre supérieur avec
Si1i2...ip = %- (IV32)

La somme de tous les indices vaut un, et chaque indice représente ainsi une fraction
de la variance de la réponse

. S; mesure la part expliquée par le paramétre z; (premier ordre), et constitue
une estimation de la mesure d’importance (IV.29) ci-dessus.
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« Siiy...i, mesure la part expliquée par la combinaison des paramétres correspon-
dants x;, 4, ... x;, (ordre supérieur).

Le nombre de termes dans la somme (IV.30) est égal & 2™, mais habituellement on
se restreint aux termes d’ordre inférieur pour des fonctions de modélisation qui ne
présentent que de faibles intéractions entre les variables.

Chaque terme S;,;,..;, peut étre calculé

. & partir d’une intégrale multidimensionnelle, il faut alors utiliser une méthode
de quadrature numeérique (par exemple la méthode de Monte-Carlo),

. par une relation simple avec le coefficient correspondant de la décomposition
de G, qui a été calculé auparavant avec une méthode spécifique (voir section
3.3 page 162).

Cette approche permet une analyse plus fine des effets conjugués de plusieurs para-
métres, mais une limitation de cette approche est le cott de calcul élevé, notamment
pour des modeéles non linéaires pour lesquels il faut prendre en compte des indices
d’ordre élevé.

La méthode FAST (pour Fourier Amplitude Sensitivity Test, voir |CLS78]) permet
de calculer les indices de Sobol du premier ordre avec un coiit réduit.

5.4 Plans d’expérience

Les plans d’expérience (voir leur présentation en section 1.3) peuvent étre utilisés
directement pour une analyse de sensibilité sans avoir recours au gradient.

5.4.1 Plans a deux niveaux

Ces plans faisant intervenir deux niveaux servent & évaluer 'amplitude de la réponse
par exemple pour un parameétre entre ses bornes inférieure et supérieure.

Dans le plan factoriel complet & deux niveaux, toutes les valeurs extrémes (bornes
-1 et 1) interviennent, mais le nombre d’expériences 2" croit de maniére exponentielle
avec la dimension.

Des plans factoriels fractionnaires permettent de réduire le coiit, mais ces méthodes
deviennent aussi impraticables quand la dimension n du probléme augmente.

5.4.2 One parameter at a time

Comme son nom l'indique, cette approche consiste & faire varier un seul parameétre
a la fois (par exemple dans [DHV92]) et est utilisée dans le cadre du screening (voir
section 5.1 page 172) afin d’identifier les paramétres importants :

. on considére trois niveaux pour tous les parameétres (par exemple le milieu de
leur intervalle de définition, et les deux bornes),

. on fixe la valeur de tous les parameétres sauf un, par exemple au deuxiéme
niveau (le milieu),
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. on évalue le parametre libre aux trois niveaux pour connaitre les variations de
la réponse.

Cette méthode revient & utiliser un plan d’expérience a trois niveaux : elle suppose
implicitement que les paramétres n’entrent pas en intéraction les uns par rapport
aux autres et permet d’évaluer les effets dits principaux (sans intéraction).

En utilisant des plans factoriels, on peut évaluer les effets du premier ordre (avec
intéractions), mais le nombre de niveaux augmente, et le nombre de points nécessaires
devient excessif en grande dimension.
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Chapitre V

Méthodes d’approximation
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1 Introduction

1.1 Hypothéses

Nous reprenons les notations de la section 2.1 page 152 du chapitre précédent, et
nous posons ici les hypothéses pour la suite de notre étude.

1.1.1 Approximation
Nous voulons construire une fonction g, approximation du modéle initial G

g: QCR* — R. (V.1)

Pour utiliser g a la place de G et résoudre plus facilement le probléme initial, g
posséde les propriétés suivantes :
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. g est une fonction analytique dont 1’évaluation est peu cotiteuse,

. le gradient de g est facilement calculable (ainsi on peut utiliser g pour un
probléme d’optimisation).

Dans notre travail, nous appellerons g approximation ou modéle approché (on
trouve aussi le terme de surface de réponse).

Pour le probléme de construction de I'approximation, on trouve aussi le terme de
probléme d’estimation, et en statistique de modélisation de données.

1.1.2 Données

Nous disposons de données :

. un échantillon de points noté D := {Xq,..., Xy} C Q de 'espace des para-
métres de départ,

. le modele est évalué pour obtenir les valeurs {G(X1),...,G(Xn)} CR.

Nous considérons que nous pouvons choisir le nombre (dans la mesure d’un coit
raisonnable) et 'emplacement de ces données, dites données de construction, car
elles servent a calculer g.

Si un processus itératif est ensuite utilisé pour construire g, on les appelle aussi
données d’apprentissage.

Remarque : cadre non déterministe Ainsi, travailler avec un code de simulation
procure un avantage important par rapport aux modeéles basés sur des expériences
réelles. En effet dans ce dernier cas, les données non seulement peuvent étre brui-
tées (deux expériences avec les mémes paramétres peuvent produire deux résultats
différents), mais des contraintes multiples peuvent aussi avoir pour conséquence des
données limitées en nombre, ou des expériences interdites, ce qui rend le probléme
plus difficile.

Dans cette approche, on recueille des données qui correspondent uniquement a des
mesures ou a des expériences d’un systéme sans disposer de modéle initial, avec

. Un ensemble de points {Xi,..., Xy} C Q : il peut étre choisi avec un plan
d’expérience ou imposé par la nature du probléme.

. Les mesures {y1,...,yn} C R associées aux X; et correspondant a un critére
du systéme étudié : ici ces mesures ne sont pas des simulations, elles sont non
déterministes et donc souvent entachées d’erreurs (ou bruit).

On suppose alors qu’il existe une relation qu’on peut décrire sous forme mathé-
matique g(X) entre les variables X et les mesures y : on cherche & construire un
modeéle d’approximation g qui rend au mieux compte du phénoméne, sans étudier
les équations du systéme (on peut étre dans I'impossibilité de le faire), uniquement
avec 'information fournie par les donnnées dont on dispose.
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On parle alors de "lissage", ou "modélisation boite noire", par opposition aux mo-
déles mathématiques établis aprés une analyse physique, économique,... suivant le
cas.

En adoptant une approche statistique, pour un point Xy donné, la valeur g(Xy)
cherchée correspond au calcul de la moyenne sur un trés grand nombre de mesures
yo (la mesure de 'expérience est vue comme une variable aléatoire) associées a X :
c’est 'espérance de yg pour la valeur X, et la fonction g s’apelle "fonction de
régression" (voir section 1.2.4 page 185)

Dans 'approche boite noire et statistique, g est appelé simplement "modéle".

Erreur et résidus Nous appelons vecteur des résidus noté R, défini par les
écarts entre le modéle G et I’approximation ¢ sur les données de construction D :

R:= (G(X1) — g(X1),...,G(Xn) — g(Xn))T. (V.2)

Nous définissons I'erreur d’approximation ep comme la mesure des résidus
ep = ||R|| (V.3)

avec ||.|| une certaine norme a préciser.

En prenant les résidus sur un autre ensemble que les données de construction, on
définit un autre type d’erreur, dite erreur de vérification.

Qualité de prédiction A partir des informations fournies par les données, g doit
assurer une prédiction des valeurs de G sur l’ensemble du domaine €2, c’est-a-dire
pour des points hors des données de construction

VX €Q G(X)~g(X). (V.4)

Cette propriété, appelée qualité de prédiction, ou de généralisation (en statis-
tique on trouve le terme d’"inférence"), est fondamentale pour pouvoir commettre
des erreurs négligeables ou faibles lors de 1'utilisation de g en substitution de G, car
une approximation qui généralise mal n’est pas représentative du modeéle initial.

Nous nous plagons donc dans le cadre de ’'approximation globale d’une fonction,
d’autres techniques servent & construire une approximation locale, valable unique-
ment au voisinage d’un point (développement en série de Taylor par exemple).

1.1.3 Objectif

La stratégie de remplacer un modele cotiteux par un modéle approché analytique
non coflteux a évidemment de nombreuses applications dans tous les domaines du
calcul numeérique.

En effet, malgré la progression constante de la puissance de calcul, le cotit de calcul
d’une simulation numérique d’un phénomeéne complexe reste élevé (de quelques heures
a plusieurs dizaines d’heures pour le calcul des effets d’un crash automobile ou du
profil aérodynamique d'un avion). Et dans la plupart des cas, le recours direct au
modeéle n’est pas envisageable pour I'analyse : design, optimisation, fiabilité,...
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L’idée est alors de construire une approximation mathématique simplifiée et peu
coliteuse pour l'utiliser en remplacement du modéle. Cette approche se rencontre
sous les termes de "metamodel", " surrogate model", ...

Il existe ainsi de nombreuses méthodes d’approximation disponibles dans ce cadre.

Dans notre cas, notre choix est guidé par la contrainte d’un grand nombre de pa-
rameétres d’entrée incertains, et le fait que nous n’avons aucune information & priori
sur la régularité de la fonction G. La méthode de construction de g doit ainsi tenir
compte des exigences suivantes :

. un nombre réduit d’évaluations de G a cause de la grande dimension,

. g doit permettre de prédire la réponse du modele G pour des points non encore
évalués de I’ensemble du domaine de définition des paramétres,

. la méthode doit s’appliquer & des fonctions non régulieres.

1.2 Construction de ’approximation
1.2.1 Principe

Construire une approximation g d’'un modéle numérique implique généralement les
étapes suivantes (voir par exemple [SBGT02]) :

. choix des données de construction, c¢’est-a-dire ’ensemble des points ot le mo-
déle sera évalué pour apporter de I'information,

. choix de la nature de g,
. construction de g par ajustement avec les données,

. validation de g par le calcul d’une erreur sur des données de vérification.

Les deux premiers choix sont liés, et ['utilisateur doit chercher un compromis entre
la meilleure précision pour son approximation et le cott de calcul déterminé par le
nombre de points de construction et la méthode de calcul de g.

1.2.2 Choix des données de construction

Le choix des données est extrémement important dans la construction de g, d’une
part car il faut économiser le nombre d’évaluations du modéle, et d’autre part car la
répartition des points a une influence importante sur la précision de ’approximation.

Elles peuvent provenir selon la méthode choisie

. D’un ensemble de points fixé & 'avance de maniére déterministe (par exemple
formules de quadrature pour I'interpolation polynomiale).
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. D’un plan d’expériences, qui consiste & placer de maniére efficace les donnés
dans l'espace des parameétres (voir section 1.3).

L’utilisateur choisit parmi les plans existants ceux qui sont recommandés en
fonction de lobjectif poursuivi (nombre de points, nature de 'approxima-
tion,...).

Les plans d’expériences utilisés dans le cadre de la simulation numérique pour
contruire une approximation s’appelllent "space filling designs" : ils sont de
type carré latin, uniforme, minimax et maximin,...

1.2.3 Choix de la nature de ¢

Le choix de la nature de g dépend de ’objectif poursuivi, des hypotheses de régu-
larité sur G, et détermine la méthode & mettre en oeuvre.

Le lecteur trouvera dans [MM95] un exposé de la méthode des surfaces de réponse.

En termes mathématiques, on cherche & minimiser la distance entre les fonctions G
et g : le théoréme de projection orthogonale nous donne l'existence de g qui réalise
la plus courte distance de G au sous-espace A auquel appartient g

VGefdge A ||G—g| =min|G—-nh V.
9 [ il helAH | (V.5)
avec

. & espace fonctionnel normé de dimension infinie,

. A sous-espace vectoriel de dimension finie,

||| une norme a préciser.

L’unicité de 'approximation ¢ est généralement un probléme difficile, mais si £ est
un espace de Hilbert, alors 'unicité de g est assurée.

Exemple Le théoréme précédent s’applique par exemple en dimension un avec

. £ ={C([a,b])} les fonctions continues sur le segment [a, b],
. A= P, les polynomes de degré inférieur ou égal a n sur [a, b],

. (f,9) = fff(:z:) g(z) dx le produit scalaire et la norme Ly associée.

On a aussi le développement en série de Fourier des fonctions périodiques.

Trouver la meilleure approximation dépend alors de la topologie des espaces mis en
oeuvre (choix de la norme et choix de A).

L’approximation s’obtient donc par projection sur une base finie de fonctions
qui peuvent étre :

. des polyndmes,

. des fonctions radiales,
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. des ondelettes, ...

Si la base de I’espace d’approximation A est W = {wy,...,wp} alors la projection
g s’écrit sous la forme trés générale

P
g(X) = b wi(X) (V.6)
i=1
avec les coefficients B = (b1, ..., b,) & déterminer.

On cherche aussi a obtenir des résultats

. de convergence : l'erreur ||G — g|| tend vers 0 quand le nombre de fonctions
de base tend vers l'infini, et selon la norme choisie on obtient la convergence
uniforme, quadratique,...

. et de majoration d’erreur, qui permettent de controler la qualité de I’approxi-
mation.

1.2.4 Construction de g

Une fois la nature de ’approximation g choisie, g est définie a I’aide d’un certain
nombre de coefficients B € RP et nous noterons g(X, B) quand les coefficients doivent
étre calculés.

On utilise I'information fournie par les données afin de calculer B de telle facon que
les réponses de G et de g soient proches : c’est la phase d’ajustement.

Dans la suite, on présente les différentes approches utilisées.

Minimisation de I’erreur On peut minimiser la norme de l'erreur de ’approxi-
mation : l'ajustement se raméne alors au probléme d’optimisation

min ||Rp| (V.7)

avec Rp = (G(X1) —g(X1,B),...,G(XN) —9(Xn, B)) le vecteur des résidus sur les
données de construction.

Cette méthode est trés générale et s’applique a tout type d’approximation :

. Avec la norme infinie, on calcule une approximation dite uniforme,

. Avec la norme euclidienne, on calcule une approximation dite des moindres
carrés.

C’est la méthode la plus courante, qui consiste donc & résoudre

N
min » (G(X;) - g(X;, B))°. (V.8)
=1
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Interpolation L’interpolation consiste & faire passer 'approximation par les don-
nées :

Vi=1,...,N g(Xi,B)=G(X)). (V.9)

Cette méthode s’applique généralement & 'approximation par polyndmes sur un
ensemble de points (ou noeuds) définis analytiquement : on n’utilise pas de plan
d’expérience (voir section 1.4.2).

Les sparse grids constituent une forme d’interpolation multivariée présentée dans
la section 3.

Krigeage Le krigeage sert & construire une approximation avec une estimation de
la variance de l'erreur.

Plusieurs variantes existent, les plus connues interpolent les données, mais d’autres
servent a lisser des données bruitées sans les interpoler (voir section 1.5.3).

Régression On trouve le terme de régression quand la réponse notée ici 'Y du
modeéle est une variable aléatoire : pour un point X donné de I’espace des parameétres
d’entrée, Y (X) se répartit suivant une certaine distribution.

Nous sommes dans le cadre d’un modéle non déterministe, dont la réponse est issue
de mesures bruitées : les expériences sont non reproductibles.

La fonction ou modéle de régression ¢g(X, B) donnant une réponse unique pour toute
valeur de X, sa prédiction est donc entachée d’erreur.

Le probleme s’écrit alors
Y =g(X,B) +¢ (V.10)

avec € une variable aléatoire définissant I’erreur entre ’approximation et le modele,
telle que E(e) = 0 : en général, les méthodes de régression utilisent I’hypothése
simplificatrice que la variance de € ne dépend pas de X (homoscédasticité).

La fonction de régression g est celle qui, pour tout échantillon {X7,..., Xy} de X
produit la valeur moyenne de Y (X). Ainsi g matérialise I’espérance de Y condition-
nellement & X

9(X,B) = E(Y|X). (V.11)

Généralement, on utilise un polynéme de degré un ou deux pour g (la régression li-
néaire repose sur 'hypotheése la plus simple, selon laquelle g est une fonction linéaire),
mais on peut aussi choisir des fonctions de type splines, réseaux de neurones...

Ensuite, il existe deux méthodes principales pour ajuster les coefficients B aux
données :

. La méthode des moindres carrés (voir ci-dessus) : B minimise la somme des
carrés des erreurs de prédiction sur les données disponibles (ou norme au carré
des résidus), c’est-a-dire

N 2
> j=15j-
Dans la méthode des "moindres carrés linéaires", on considére la linéarité par
rapport aux coefficients B, et non par rapport aux variables (ainsi pour un
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modéle de régression polynomial y = by + by  + bo 2+ .+ b, 2P linéaire
par rapport aux b;) : on résoud alors un systéme linéaire.

L’utilisation d’'un modeéle de régression non linéaire par rapport & B, méthode
des "moindres carrés non linéaires", produit un systéme d’équations non li-
néaires que 1’on résoud par une méthode d’optimisation.

. La méthode du "maximum de vraisemblance" : B rend maximale la vraisem-
blance, qui est une mesure de 'adéquation entre une distribution et un échan-
tillon. Ici elle quantifie 'erreur entre la distribution des données G(X;) et de
Papproximation g(X;, B).

1.2.5 Qualité de prédiction

Sur-ajustement On demande & ’approximation de posséder une bonne qualité
de prédiction, or la cause la plus fréquente de mauvaise généralisation est le sur-
ajustement : cette erreur de conception consiste & construire une approximation in-
corporant un trop grand nombre de coefficients par rapport aux données.

On rencontre ce probléme en statistique sous le terme de "dilemne biais-variance",
nous le présentons sous forme d’exemple.

Soit une distribution de données fortement non linéaire,

. Un polynome de faible degré n’aura pas le nombre de degrés de liberté né-
cessaires pour s’ajuster a la forme générale de la distribution des données :
Papproximation commet des erreurs de prédictions importantes (biais impor-
tant).

Cependant, en raison méme de cette rigidité, les prédictions du modéle vont
dépendre peu du choix des données de construction (faible variance).

. Un polynome de degré élevé parviendra & ajuster beaucoup mieux les données :
Perreur sur ’échantillon de construction est faible (faible biais).

Mais 'approximation obtenue devient instable par rapport au choix des don-
nées : avec un échantillon différent, afin de réduire 'erreur sur les résidus, le
polyndme de degré élevé va s’ajuster aux nouvelles données avec des coefficients
tres différents, et les prédictions seront complétement différentes (variance im-
portante).

Dans le cas des réseaux de neurones, on parle de "sur-apprentissage" pour ce phé-
nomene (voir section 2.2.1 page 2.2.1).

Probléme mal posé Le phénomeéne de sur-ajustement vient du fait que le pro-
bléme d’approximation fait partie des problémes mal posés (voir [[Kir96]) : en général,
il ne peut pas étre résolu de maniére unique avec les données en nombre fini dont on
dispose.

Par exemple, il existe une infinité d’approximations passant par un ensemble de
points donnés (voir illustration avec linterpolation en dimension un dans la figure

V.1).
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22 T T T T T

FiGg. V.1 — En dimension un, une infinité de courbes passent par un ensemble de
données

Si on ajoute des conditions, en précisant la nature de I'approximation (polynome
d’un certain degré par exemple), le probléme peut devenir bien poseé, si le nombre de
données est adapté a la taille du vecteur des coefficients B & calculer.

En pratique, la plupart du temps le nombre de données est trés supérieur aux
nombre de coefficients a déterminer : le probléme est sur-déterminé.

Pour remédier & ce probléme

. on essaie de respecter la propriété de parcimonie (voir ci-dessous),

. et on fait appel a des techniques de régularisation (voir section 1.5.2 page 198).

Parcimonie La construction de la meilleure approximation requiert la recherche
de sa complexité optimale :

. Une approximation avec peu de coefficients a une faible capacité de prédiction
en raison de son biais important (pas assez de degrés de liberté).

. Une approximation avec trop de coefficients a une faible capacité de prédiction
en raison de sa variance importante (trop grande sensibilité aux choix des
données de construction et instabilité numérique).

On trouve aussi ’expression de parcimonie pour indiquer que l'on cherche a ce
que le nombre de coefficients de 'approximation & ajuster soit le plus faible possible
(voir [DMST02]).

On montre (voir [Bar93]) que pour une précision donnée, le nombre de coefficients
croit
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. de maniére exponentielle avec le nombre de variables si "approximation est
linéaire par rapport & ses coefficients B :

par exemple les polynomes ou les projections sur des fonctions de base sont des
approximations peu parcimonieuses,

. de maniére linéaire avec le nombre de variables si 'approximation est non
linéaire par rapport a ses coefficients B :

par exemple les réseaux de neurones sont plutdt parcimonieux.

Ainsi le critére de parcimonie est fondamental pour réaliser une approximation &
moindre coit en grande dimension :

. pour une précision donnée, le nombre de simulations a réaliser sera plus petit,

. ou pour un nombre d’expériences donné, ’approximation obtenue sera plus
précise.

Il est plus facile d’éviter le phénomeéne de sur-ajustement avec une approximation
parcimonieuse.

1.2.6 Validation de g

Une fois I'approximation construite, il faut la valider pour étre assuré qu’on peut
I'utiliser pour remplacer le modéle initial. On voit d’apres ce qui précéde qu’il faut
accorder une grande importance & cette phase en testant la capacité de prédiction.

Une fois I’approximation g calculée avec les données de construction, il faut calculer
un critére global pour juger les performances de g.

Cette validation est basée sur 'analyse des résidus sur des données de validation
(différentes des données de construction).

Dans [JCS01] est présentée une étude de plusieurs métriques permettant de com-
parer les approximations suivant les critéres de qualité souhaités

. la qualité de prédiction, ou de généralisation, est généralement I'objectif prin-
cipal recherché,

. Defficacité : elle dépend du coiit requis pour construire ’approximation,

. la robustesse : la capacité d’obtenir une bonne précision pour différents pro-
blémes ou taille de données,

. la simplicité de mise en oeuvre,...

Nous nous intéressons dans cette étude a la qualité de prédiction.

Données de validation On effectue donc un tirage noté V := {Y7,..., Yy} sur
lequel on évalue le modéle G pour obtenir des données de validation, différentes
des données de construction.

On peut utiliser un plan d’expérience.
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Critéres de validation Les critéres usuels de performance sont alors

. Uerreur quadratique moyenne

M
1
=\ DG — o) (v.12)
i=1
. le critere R
| M
R =1 = 3 (G(Y) - g(%)? (v.13)
9 =1
avec
M
TR ﬁ Z g(Y;) la moyenne empirique de g sur les données de validation,
i=1

M

. Oy = Z(G(YZ) — 9)? la variance empirique de G sur les données de
i=1
validation.

Le numérateur est la norme euclidienne au carré des résidus et le dénominateur
mesure irrégularité de G.

Plus R? est proche de 1, plus I'approximation est précise.

. L’erreur absolue relative

Ra= ﬁ g G(Y) — g(¥i)]. (V.14)

Plus R4 est proche de 0, plus 'approximation est précise.

. Lerreur maximum relative

Ry = oy |G(Y;) — 9(Y3)]. (V.15)

Ce critére est moins important, car un Rjs grand indique une erreur importante
sur une zone locale, alors que les deux critéres précédents R et R, indiquent
une erreur globale sur 'ensemble des données de validation.

Validation en pratique Si nous choisissons par exemple le premier critére d’erreur
quadratique moyenne E, nous pouvons ’appliquer aux deux ensembles de données :

. nous notons F¢ quand nous calculons F avec les données de construction,

. nous notons Ey quand nous calculons E avec les données de validation.

Le choix de la bonne approximation peut étre alors donné par : trouver l’approxi-
mation avec des erreurs Eco et Fy du méme ordre de grandeur et le plus petites
possibles.

Dans le cas de données bruitées, le meilleur résultat possible est une erreur de I’ordre
de la précision, c’est-a-dire de I’écart-type du bruit.

189



CHAPITRE V. METHODES D’APPROXIMATION

1.3 Plans d’expériences

Etant donné leur importance pour le choix des données de construction (hormis les
méthodes d’interpolation), et de validation, nous présentons dans la suite la métho-
dologie des plans d’expériences, avant d’introduire les grandes classes de méthodes
d’approximation.

1.3.1 Introduction

Les plans d’expériences sont utilisés dans de nombreux contextes car leur objectif
est d’apporter le plus d’information possible au meilleur coft, en planifiant
et le nombre et I’emplacement des points qu’on doit évaluer.

Pour une vue exhaustive, le lecteur peut se référer a [DFGI7], [Gou99], [Gou9o).

1.3.2 Applications

Les plans d’expérience sont utilisés dans tous les domaines de l'ingénieur (agricul-
ture, chimie, biologie, électronique,...) et dans les contextes suivants.

Méthode des surfaces de réponse Nous considérons un modéle, noté G, issu de
I’étude d’un systéme ou d’un phénomeéne, et décrit

. Par des expérimentations réelles :

Souvent les expériences sont extrémement cotteuses, et il apparait nécessaire
d’utiliser les plans d’expériences pour réduire leur nombre.

Historiquement, les plans d’expérience se sont développés dans ce domaine.

En général, les expériences sont non reproductibles, et leur résultat est entaché
d’erreurs de mesure. Cela entraine des spécificités comme la répétition d’une
expérience pour réduire la variabilité, I'utilisation de propriétés de symeétrie.

. Ou par des simulations numériques :

Au contraire des expérience physiques, les simulations numériques ne néces-
sitent pas des exigences liées aux erreurs de mesure ou au bruit (ce sont des
expériences déterministes).

La plupart des méthodes d’approximation numeérique (régressions, réseaux de
neurones,...) s’appuient sur la méthodologie des plans d’expériences pour ré-
duire le nombre de points & évaluer tout en assurant une information suffisante
pour obtenir une approximation de qualité.

La technique des plans d’expériences va servir alors a fournir les informations pour
construire un modeéle approché ou approximation de G : ¢’est la méthode des surfaces
de réponse ou RSM (pour Response Surface Methodology).

Historiquement, les plans d’expérience ont beaucoup servi a créer des approxima-
tions polynomiales : le placement des points du plan est alors optimisé afin de conférer
les meilleures propriétés possibles a ces surfaces de réponse.

Cependant, le recours a des modeéles approchés non polynomiaux est possible : dans
cette étude, nous utiliserons les réseaux de neurones (voir section 2).

190



1. INTRODUCTION

Analyse de sensibilité On cherche ici & déterminer de maniére quantitative les
variations de la réponse du modeéle par rapport aux facteurs.

Nous renvoyons a la section 5.1 page 172 du chapitre précédent pour l'utilisation
des plans d’expériences dans ce domaine.

1.3.3 Notations et hypothéses
Avec la terminologie des plans d’expérience

. Les facteurs sont les variables du modéle :

ils peuvent étre continus, discrets ou méme qualitatifs.

. Les niveaux sont les valeurs discrétes que prennent les facteurs dans le plan
d’expériences.

Généralement chaque facteur varie dans un intervalle, et le domaine expérimental
est un pavé de R™ (mais parfois les expériences ne sont réalisables que dans une
partie du domaine d’étude).

On normalise alors les valeurs sur un intervalle [—1, 1] pour travailler sans dimen-
sions : le domaine de départ est alors 'hypercube unitaire [—1,1]" de R".

1.3.4 Principe

Un plan d’expériences est représenté par une matrice :

. les n colonnes correspondent aux facteurs,

. les p lignes correspondent aux niveaux choisis pour les facteurs.

Ainsi, les lignes de cette matrice donnent les coordonnées des point du plan d’ex-
périence.

Le nombre d’évaluations du modéle (par expérience ou simulation) définit le cott
de calcul du plan et est égal a p le nombre de lignes de la matrice.

L’utilisation d’une grille compléte (ou plan complet), pour une analyse du modéle
avec une discrétisation de p points par dimension (p niveaux par facteur) conduit a
une matrice impliquant p" évaluations : ce nombre croit de fagon exponentielle avec
la dimension, et devient impraticable en grande dimension.

C’est pourquoi 'objectif des plans d’expériences est de réduire les points d’évalua-
tion en optimisant des critéres adaptés au but de ’analyse :

. des critéres statistiques (D-optimalité, entropie,...),

. des critéres géométriques (distance entre les points, carrés latins,...) : on les
appelle space filling designs.

Nous détaillons dans la suite quelques plans utilisant des critéres géométriques car
ils sont adaptés a notre problématiques (voir [SLCO1] pour une étude comparative).
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1.3.5 Plans de distance maximin

Ces plans ont été proposés dans [JMI0] pour des expériences simulées.

Un plan maximin maximise la distance minimale entre deux points : les points sont
distants les uns des autres et couvrent tout le domaine d’étude.

Dans le cas de la distance euclidienne, I’idée est de remplir le domaine avec sphéres
dont le centre est un des points du plan, et de maximiser le rayon des spheéres (les

sphéres peuvent sortir du domaine mais pas les points) : voir illustration sur la figure
V.2.
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FIG. V.2 — Plan maximin pour N=7 points dans [—1, 1]?

L’inconvénient est que les points ont tendance & se concentrer sur les frontiéres du

domaine, et si on effectue une projection suivant une direction, les points ne sont pas
forcément bien répartis.

1.3.6 Carré latin

Le plan de type carré latin a été introduit dans [MBC79], parmi les premiers a
utiliser les plans d’expériences pour des expériences déterministes. Ils ont été utilisés
ensuite pour la planification et ’analyse de simulations (voir [SWMW&9]).

Les carrés latins sont un cas particulier des tirages hypercubes latins qui ont été

présentés en section 3.2.3 du chapitre précédent pour améliorer les tirages aléatoires
simples.

Ils utilisent une méthode de stratification, afin d’estimer la distribution d’une ré-
ponse fonction de paramétres incertains suivant une distribution donnée.
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11 suffit de considérer que les paramétres suivent des lois uniformes, et pour un plan
de p points, I'intervalle de variation est alors partagé réguliérement en p niveaux, et
la matrice de plan d’expérience d’un hypercube latin est alors de la forme :

. chaque colonne contient les p niveaux permutés aléatoirement,

. les colonnes sont permutées aléatoirement.
Ces propriétés assurent que chaque niveau est représenté une fois par paramétre,

les points sont bien répartis et on évite les inconvénients du plan maximin : voir une
illustration sur la figure V.3.

FiGg. V.3 — Carré latin pour deux parameétres et 9 expériences

1.3.7 Autres plans

Nous signalons l'existence d’autres plans adaptés pour générer des données de
construction d’approximations :

. les plans orthogonaux,
. les plans a discrépance réduite,

. les plans uniformes.

1.3.8 Conclusion

Notre objectif est une analyse d’incertitude, effectuée avec des paramétres définis
par des lois de probabilités.

Nous envisageons d’utiliser un plan d’expérience adapté & la construction d’une
approximation pour un modéle dont on ne connait pas la régularité, afin de résoudre
les trois problémes (F;) de la section 2.2 du chapitre précédent (voir page 156) :

. (P1) probabilités de défaillance,
. (P,) points de conception,

. (P3) paramétres influents.
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Le tirage hypercube latin semble bien adapté grace aux propriétés suivantes :

. on contodle le nombre de points,

. une bonne distribution suivant chaque direction est assurée, ce qui favorise
la détection d’irrégularités et la détection des paramétres influents : par rap-
port & d’autres plans d’expériences, un nombre minimum de points est placé a
I'intérieur du domaine d’étude.

. échantillon respecte la loi de probabilité des paramétres, mais répartit les
coordonnées dans toutes les zones d’équiprobabilité, ce qui permet d’obtenir
des évaluations, c’est-a-dire l'information, dans des zones contribuant a des
faibles probabilités de défaillance.

1.4 Approximations classiques
1.4.1 Approximation polynomiale
Les polyndmes multivariés sont couramment utilisés comme modéle approché, sou-

vent & 'ordre un ou deux.

Dans 'approximation polynomiale, on utilise la méthode des moindres carrés pour
I’ajustement.

Approximation linéaire Dans cette approche, on cherche g sous la forme d’un
polynome du premier degré

g(X,B) =by+ BT X (V.16)

avec B = (by,...,b,) € R" et by € R les coefficients du modeéle a estimer & partir des
des données simulées.

Approximation quadratique Afin de rendre compte de comportements non li-
néaires, on cherche g sous la forme d’un polynéme de degré deux

gX,B)=by+B" X+ XT CX (V.17)

avec C € R™*n,

Cette approximation, dite quadratique, qui prend mieux en compte la géométrie de
la fonction de modélisation G, est souvent utilisée dans la pratique.

Les plans classiquement utilisés pour un modele polynomial de degré deux sont les
plans composites centrés ou les plans de Box-Behnken (voir [Gou99]).

Le développement s’écrit en fonction des monémes et linéairement par rapport a B

g(X,B) =bo+ Y biXi+ > buXP+> > by XiX;. (V.18)
i=1 i=1 i=1 j<i
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Approximation d’ordre supérieur Si on choisit un polynéme de degré supé-
rieur, on écrit alors sous une forme plus générale

g(X,B) = BT r(X) (V.19)

avec

. B € RP les coefficients du développement (généralisation du développement
quadratique selon les monomes précédent) a calculer,

(X)) = (1,71 (X),...,rp-1(X))T € RP le vecteur des monomes.

Généralement, on ne prend pas en compte tous les mondmes, et on tronque plus
ou moins le développement complet : sinon le calcul devient beaucoup plus com-
plexe et couteux (le nombre de données pour calculer tous les coefficents devient
trés important), avec des comportements non désirées entre les données (instabilités
numériques).

Ajustement Pour calculer les coefficients B qui déterminent g(X, B) = BT r(X),
la méthode la plus utilisée est celle des moindre carrés, dits linéaires, car g est linéaire
par rapport & B (et non par rapport a X).

Cette méthode est trés simple & mettre en oeuvre car les coefficients b sont directe-
ment donnés par la résolution du systéme linéaire

RTRB=RT y (V.20)

avec

cy = (G(X1),...,G(XN))T € RY le vecteur dit des observations pour G (on
prendra N > p),

. R:=(r;(X;))ij € RV*P la matrice des observations pour les monomes.

Conclusion  Les approximations linéaires ou quadratiques sont souvent valides
méme pour approcher des fonctions complexes mais plutdot au niveau local, au voisi-
nage d’un point.

Elles supposent une dépendance entre les paramétres d’ordre un ou deux pour la
fonction de modélisation G, or en pratique pour un modeéle décrivant un systéme
complexe avec de nombreux paramétres d’entrée, ce n’est pas le cas, et ces approxi-
mations ne peuvent pas rendre compte de toutes les tendances (méme pas approcher
toutes les données).

Augmenter le degré des polyndémes de I'approximation donne plus de degrés de
libertés, et répond & cette attente, mais au prix d'une plus grande complexité et
d’instabilités de 'approximation, partiellement résolues par une méthode de régula-
risation (voir section 1.5.2 page 198).
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1.4.2 Interpolation polynomiale

Dans l'interpolation on fait coincider sur les données la valeur de la fonction G et
de 'approximation g.

En dimension un, il existe un unique polyndéme de degré inférieur ou égal & N — 1
passant par N données différentes.

La convergence globale mesurée par |G — g|| n’est pas toujours assurée, et on ren-
contre par exemple en dimension un le phénoméne de Runge : des oscillations de plus
en plus grandes apparaissent quand le degré du polynome augmente.

Splines L’interpolation spline évite les problémes d’oscillations précédents, car elle
permet d’utiliser sur chaque segment un polynéme de degré plus faible.

Une courbe spline en dimension un est une famille de polynomes de dimension
donnée définis sur des segments [z;,2;41[ formant une partition de lintervalle de
définition et de courbure minimale : les polynémes sont raccordés aux points x; ainsi
que leur dérivées jusqu’a un certain ordre pour obtenir une approximation réguliére.

Grande dimension Ces techniques s’étendent aux dimensions supérieures (avec
la méthode MARS pour Multivariate Adaptive Regression Splines par exemple).

Cependant les méthodes d’interpolation classiques sont basées sur un nombre de
points trop important pour étre utilisées en grande dimension, mais ce probléme est
en partie résolu par la technique des sparse grids (voir section 3) que nous mettrons
en oeuvre dans la suite.

Eléments finis Cette méthode trés connue est une méthode d’interpolation : elle
permet de résoudre des équations aux dérivées partielles de maniére numérique. On
cherche une solution approchée g € V), de la solution G € V sur un domaine compact
avec des conditions au bord pour assurer I’existence et 'unicité de la solution.

Le domaine est discrétisé par un maillage {X1,..., Xy} dont les sommets sont les
noeuds : souvent on travaille en dimension deux et les éléments sont des triangles,
mais ils peuvent étre aussi des polyédres.

On associe au maillage des fonctions de base w; pour définir V), :

. Généralement on définit une fonction de base w; par noeud X;, qui vaut un au
noeud X; et zéro ailleurs

. Les fonctions de base sont par exemple des fonctions continues et affines par
morceaux sur les éléments du maillage.

La dimension de V}, est alors N, et dans ce cas g est déterminée par les valeurs de
G aux noeuds du maillage avec

9(X) = Z G(X;) wi(X). (V.22)
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La méthode des éléments finis se généralise & une dimension quelconque, mais en
pratique on résoud des problémes de dimension inférieure ou égale & trois : si elle
permet de disposer de théoréemes de convergence et de controle d’erreur, son incon-
vénient est le cotit de calcul, induit par le nombre important de noeuds du maillage
qu’il faut définir.

Remarque En pratique, dans le cas de données expérimentales entachées de bruit,
Iinterpolation n’est pas adaptée : il est clair que l'utilisateur qui travaille avec 100
points presque alignés préfére la droite passant au mieux entre les points (moindres
carrés) que le polynome de degré 99 passant par tous les points (interpolation).

1.5 Approches complémentaires
1.5.1 Reéduction de modéle

Pour des problémes dont la dimension n est trés grande (de 'ordre du millier de
variables), aucune méthode d’approximation directe n’est efficace a cause du cott de
calcul.

De plus, 'expérience montre qu’un nombre réduit de ces variables est susceptible
de contenir ’essentiel des variations de la réponse GG du modeéle : si le systéme mo-
délisé est d’origine physique, seules quelques grandes forces expliquent en général le
phénomeéne observé.

Il apparait alors utile d’utiliser des techniques dites de réduction de modéle, qui
consistent a négliger certaines variables pour réduire la dimension de I’es-
pace de travail : dans ce cas, on construit g comme une fonction de m parameétres,
avec m < n, parmi les parameétres initiaux.

La réduction de modéle peut s’appliquer

. a partir de considérations physiques (avis d’expert),

. aprés une étude préalable (comme une analyse de sensibilité, voir section 5.1 du
chapitre précédent page 172), qui permet d’identifier les paramétres importants
et négligeables,

. & partir de méthodes de projection (voir [ASS01]) telles que

. les méthodes basées sur une décomposition SVD (pour Singular Value
Decomposition) afin de trouver une base réduite : la méthode POD (pour
Proper Orthogonal Decomposition), ’analyse en composantes principales,

. la méthode des sous-espaces de Krylov.

Cette approche est essentielle car dans le cas de modéles en grande dimension,
confronté & une limite en cott de calcul, ['utilisateur peut choisir une approximation
simple (par exemple un polynome du second degré) avec peu de degrés de liberté qui
géneére peu de calculs de construction, mais qui aura une faible capacité de générali-
sation.

Il vaut mieux alors consacrer une partie du cott de calcul & effectuer une réduction
de modele : la construction d’une approximation plus sophistiquée (par exemple un
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réseau de neurones) portant uniquement sur les variables les plus importantes sera
possible car moins cotiteuse, et la capacité de généralisation sur le modéle initial sera
plus importante.

1.5.2 Régularisation

Dans ’approche par minimisation de l'erreur, soit J(B) la fonction coiit & minimiser
pour trouver les coefficients B.

Par exemple dans le cadre des moindres carrés pour un polynéme

N
J(B) = S[G(X) — b (X2 (V.23)

i=1

L’ajustement n’est pas l'objectif principal de la construction de I'approximation,
c’est la qualité de prédiction, or la premiére propriété n’implique pas la deuxiéme :
l'ajustement peut étre parfait (J(b) = 0) et la généralisation médiocre.

Par exemple en ce qui concerne une approximation polynomiale de degré p, le
nombre de termes croit trés rapidement avec la dimension (un développement complet

comporte Cp,,, termes).

Or un nombre grand de coefficients a estimer conduit souvent a un probléme mal
posé et a des instabilités numériques : des oscillations non désirées apparaissent quand

le degré du polynome s’accroit (phénomeéne de sur-ajustement, voir section 1.2.5 page
186).

La régularisation est une méthode classique pour rendre un probléme bien posé :
le principe est d’ajouter des contraintes supplémentaires afin de rendre la solution
unique, ou réduire ’ensemble des solutions en écartant les solutions non désirées,
comme celles qui présentent des instabilités numériques dues au sur-ajustement.

Plusieurs techniques existent, nous les utiliserons notamment dans le cadre de ’ap-
proximation par réseaux de neurones (voir section 2.3.5 page 215 pour la mise en
oeuvre).

Régularisation de Tikhonov Une solution classique est la régularisation de Ti-
khonov : on incorpore & la fonction cotit un terme supplémentaire, dont la minimi-
sation apporte les propriétés désirées pour la solution.

Le probleme régularisé s’écrit alors par exemple
Jx(B) = J(B) + K | B|? (V.24)
avec K € RT une constante.

Ainsi, suivant la valeur plus ou moins grande donnée & K, la minimisation de Jg
effectue un compromis entre la minimisation des deux termes :

. faire correspondre les valeurs du modéle et de approximation sur les données
en minimisant J(B),

. et pénaliser les grandes valeurs des coefficients B pour éviter les instabilités :
garder une norme de B petite permet de réduire les oscillations.
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1.5.3 Krigeage et modéle composite

Introduction Le krigeage, ou kriging, est une méthode d’estimation d’un modéle
défini par une fonction aléatoire : il prend en compte la variabilité des phénomeénes
étudiés dans le résultat de 'approximation, et contrairement aux méthodes précé-
dentes, permet une quantification des erreurs. C’est aussi une méthode optimale
d’estimation, au sens statistique du terme.

Cette méthode entre dans le cadre de la modélisation ou les données sont issues
de mesures bruitées, mais nous verrons ci-dessous qu’elle aussi utilisée dans le cadre
déterministe pour approcher une fonction de modélisation.

Cette méthode est dite aussi "géostatistique", et on rencontre le terme de "méthode
d’interpolation de Gauss-Markov" en statistique.

Cette technique a été introduite dans [Mat63], qui a utilisé le formalisme des va-
riables aléatoires pour ’estimation de phénoménes naturels : les termes "géostatis-
tique" et "krigeage" proviennent des travaux d’un ingénieur, D.G. Krige dans les
années 50, pour des problémes d’exploitation miniére (il fallait déterminer au mieux
la distribution spatiale de minerais a partir d'un échantillon de prélévement du sous-
sol). Cette technique a été développée a la méme époque dans le domaine de la
meétéorologie dans [Gan65] et un peu plus tard dans le domaine de 'océanographie
dans [BDET76].

De maniére naturelle, le krigeage a été largement utilisé dans le domaine de la
géologie, limité a des problémes en dimension trois. La méthode se généralise & une
dimension quelconque, mais son apparition dans d’autres domaines est récente : voir
par exemple [B592] et [SWMW8&9]| pour 'application & des simulations numériques.

Le krigeage est actuellement appliqué par exemple pour des analyses de risques en
ingénierie pétroliére (voir [Sch06]) et de maniére plus générale pour des estimations,
surtout dans les domaines de ’environnement (planification des mines et des gise-
ments, cartographie météorologique, estimation de la biomasse et de sa localisation
pour la péche, mais aussi analyse et caractérisation d’images,...).

Nous présentons ici le principe du krigeage, le lecteur intéressé par un exposé plus
complet pourra consulter [D.JO6].

Hypothéses Soit 2 C R"™ lespace de travail (généralement n = 2 ou 3), nous
considérons ici un modéle Z a prédire, mais contrairement a ce qui précéde avec la
fonction de modélisation G, en tout point X € Q, Z(X) est ici défini comme une
variable aléatoire a valeurs dans R.

Nous appelons alors fonction aléatoire Z ’ensemble des variables aléatoires {Z(X), X €
Q. On dit que les variables aléatoires sont régionalisées, c¢’est-a-dire qu’elles dépendent
de leur localisation X.

_Le krigeage cherche alors en tout point X a estimer Z (X) par une valeur notée
Z(X), et Z caractérise Z globalement.

On définit Uerreur d’estimation e par

e(X) = Z(X) - Z(X). (V.25)
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La variance de l'estimation V' (e) s’écrit alors

Vie(X)] = V[Z(X)] + V[Z(X)] — 2 cov|Z(X), Z(X)]. (V.26)

Nous disposons de N données (ou observations) {Z(X;), ¢ = 1,..., N} comme
information pour prédire les valeurs de Z : généralement une seule observation en
chacun des N points.

Variogramme La différence entre les valeurs prises par Z en deux points X et
X + H est la variable aléatoire Z(X) — Z(X + H) : on veut alors que sa variance
soit plus petite quand les points sont proches, c’est-a-dire ||H|| petit, que quand ils
sont éloignés (car les valeurs se ressemblent plus en moyenne).

On définit alors le "variogramme" ~y, qui est une statistique d’ordre deux décrivant
la continuité spatiale du phénomeéne

M2(X1), Z2(Xa)] := 5 (VIZ(X1) - Z2(X2)]). (V.27)

DN =

Si I'on considére N localisations différentes X7q,..., Xy, la meilleure description
des N variables aléatoires Z(X1),...,Z(Xn) est de calculer la densité de probabilité
jointe : ce n’est pas possible car on ne dispose pas d’une information suffisante.

On cherchera a estimer plus simplement les deux premiers moments (moyenne,
variance, covariance) des Z(X;) prises deux a deux, et les hypotheéses suivantes, qui
supposent une certaine régularité, ou homogeénéité, sont alors nécessaires.

On suppose la "stationnarité du second ordre" (on peut formuler des hypothéses
moins restrictives avec des résultats différents), ¢’est-a-dire

. L’espérance de Z est constante sur le domaine

VX €Q E[Z(X)] =m. (V.28)
. La covariance de Z est constante par translation
VHeR"VX € Q C(H):=cow[Z(X),Z(X + H)|. (V.29)
On peut écrire donc que la variance de Z est constante sur le domaine avec

VX €Q V[Z(X)] = C(0). (V.30)

Cela implique que le variogramme aussi ne dépend que de ’écart H entre les points,
v : R" — R, et se simplifie avec 'hypothése de stationnarité

VHER"VX €Q ~(H) =3VI[Z(X+H)—Z(X)]
=1 E(Z(X+H) - Z(X))Y (V.31)
= C(0) — C(H)
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Estimation du variogramme Chaque phénoméne posséde un variogramme qui
lui est propre, il est donc nécessaire de ’estimer & partir des données.

La méthode est la suivante :

« Soit H := X; — X; I'écart entre deux points des données, on détermine toutes
les valeurs Hy,..., H,, possibles : en pratique, on s’accorde une tolérance sur
H afin d’avoir suffisamment de paires d’observations pour chaque H.

. On calcule une estimation du variogramme pour les valeur Hy,..., H,,, c’est
le variogramme dit "expérimental"

LS ) - 2%y (v.32)
b=l

N =

v(H;) =

avec n; le nombre de paires de points { X, )?2} qui vérifient H; := X; — X;.

On obtient donc une série de points expérimentaux.

. On ajuste alors une fonction analytique pour obtenir ’estimation du vario-
gramme pour H quelconque.

Il existe différents modeles de variogrammes utilisés en pratique (sphérique,
cubique, gaussien, ...).

La détermination du modéle du variogramme influe sur I'approximation finale :
pour une illustration en dimension un, voir la figure V.4.

Principe L’idée a la base du krigeage est la suivante : deux observations situées
I'une prés de 'autre devraient, en moyenne, se ressembler davantage que deux obser-
vations éloignées.

Toutes les méthodes d’estimation ou d’approximation reposent sur ce concept plus
ou moins défini, plus ou moins implicite de "continuité" entre les données : avec le
krigeage, on cherche a quantifier cette continuité préalablement & tout calcul, grace
au variogramme.

L’avantage du krigeage est qu’il permet de calculer en tout point X une estimation
Z(X) et la variance associée V]e(X)], qui mesure l'erreur de prédiction.

Krigeage ordinaire Le krigeage dit "ordinaire" est plus fréquemment utilisé, et
ne suppose pas la moyenne m du phénomeéne connue.

L’estimation notée Z de Z en un point Xy non observé, utilise une combinaison
linéaire des données

N

Z(Xo) =Y w! Z(X;) (V.33)
=1

=wl z (V.34)

avec
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* Données
Modéle linéaire Modéle gaussien (a=10)
10 : . 10

:

2t
0
0 5 10
X X
Modele sphérique (C0=25%, a=10) Effet de pépite pur
10 : - 10 :
8 8
6 £ o
A
Z 4 - # =
2t
0 0
0 5 10 0 5 10
X X

FiG. V.4 — Exemple de krigeage 1D avec différents modéles de variogramme

. WOT = (w?, e ,w?\,) les coefficients ou poids a calculer, qui dépendent du point

X07

. ZT = (Z(X1),...,Z(XnN)) les données.

Pour que cet estimateur soit sans biais, on impose
b=
W =1, (V.35)

Le krigeage ordinaire est un estimateur linéaire prenant en compte la covariance
spatiale des données : pour déterminer les poids Wy, on va minimiser la variance
d’estimation V' (e(Xy)).

En substituant Z par son expression (V.33) comme combinaison linéaire des don-
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nées, on obtient

N N N
Vie(Xo)] = V[Z(Xo)]—i-z Z w?w? cov|Z(X;), Z(X;)] -2 Z w?w? cov[Z(Xo), Z(X;)].
i=1 j=1 i=1
(V.36)

Les coefficients Wy s’obtiennent en résolvant le probléme de minimisation d’une
fonction quadratique sous contrainte d’égalité

nglei]gf\’ J(Wo) := Vl]e(Xo)]

N
D im1 wzo =1

(V.37)

L’expression V]e(Xp)] peut s’exprimer en fonction du variogramme ~(H ), et aprés
avoir écrit le Lagrangien, la condition d’optimalité s’écrit comme un systéme linéaire
a résoudre qui s’écrit en fonction du variogrammime

{ Vi=1,....N Nl y[Z(X0). Z(X))] + u = 7[2(X0), Z(X;)]
25\41 w? =1

avec
. 1 le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’égalité.

Une fois les poids w? calculés, nous pouvons écrire une estimation Z (Xo) de la
valeur de Z(Xj) avec la relation (V.33), puis une estimation de lerreur V[e(Xy)],
qui s’écrit en fonction des valeurs trouvées; on peut aussi donner le résultat avec un
intervalle de confiance.

Utilisation dans le cadre déterministe Le krigeage, qui & 'origine permet ’ap-
proximation de processus spatiaux avec des mesures bruitées, est aussi utilisé pour
traiter des problémes d’approximation ot les données sont simulées, donc détermi-
nistes.

Le principe a été proposé dans [SWNMNWE9], et est utilisé sous les termes de "kriging
metamodel" ou "modeéle composite" dans [Sch06] par exemple.

Soit G(X), la fonction de modélisation déterministe, on décompose ainsi I’approxi-
mation

g(X) = f(X) + Z(X) (V.38)

avec

. f(X) une approximation globale, souvent un polynéme d’ordre 1 ou 2,

« Z(X) est défini en tout point X comme la réalisation d’un processus aléatoire
d’espérance nulle et de variance constante o2.

L’approximation g est ainsi composée de deux termes
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. [ est la partie déterministe, qui modélise les tendances moyennes de la fonction
a approcher.

f est déterminée avec une régression par moindres carrés sur les données.

.« Z est un terme correcteur, qui permet des déviations locales de ’approximation,
de facon a ce que Z interpole les résidus, et donc g interpole les données.

Z présente une structure de corrélation entre les données, la covariance est alors

donnée par
cov[Z(X;), Z(X;)] = 0* ¢|Z(X;), Z(X;))] (V.39)

avec ¢ la corrélation, qui est choisie parmi une classe de fonctions de corrélation
usuelles.

Ce choix quantifie la maniére plus ou moins "lisse" (avec des variations rapides ou
non) avec laquelle g va passer d’un point a un autre et donc interpoler les données.
En simulation numérique, la plus utilisée est la corrélation gaussienne proposée dans
[SWMW89].

Le terme correcteur Z est déterminé par krigeage : soient les données {X;, i =

~ ~

1,....,N},et Z := (Z(Xl),...,Z(XN))T = (G(Xy) - f(Xq1),...,G(XN) —f(XN))T
le vecteur des résidus.

En un point Xy quelconque, on estime le résidu G(Xg) — f(Xp) par une combinaison
linéaire des observations

Z(Xo) =M z (V.40)

avec A8 = (A) T, ... AQT)T les coefficients a calculer.

Aprés minimisation de la variance de 'erreur en X et simplification par 2, on

obtient

~

Z(Xo)=r(Xo)l R Z (V.41)

avec

. 7(Xo) := (c(Xo, X1),...,c(Xo, Xn))T le vecteur de corrélation entre le point &
estimer et les données,

. Ri=0? ((X4,X;)) v} la matrice de corrélation entre les données.

7’7]6{17
Finalement, I’approximation par modéle composite en X s’écrit

§(Xo) = f(Xo) + Z(Xo) =~ G(Xo). (V42)
Cette méthode présente les avantages

. d’étre souple : on peut choisir des fonctions de corrélation qui donnent des
approximations différentes,

. d’estimer ’erreur hors des données simulées.

Mais elle peut étre complexe a mettre en oeuvre et coliteuse, car par exemple
dans le cas de la corrélation gaussienne, déterminer les paramétres de la corrélation
par maximum de vraisemblance nécessite la résolution d’un probléme d’optimisation
colteux.
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2 Reéseaux neuronaux

2.1 Principe
2.1.1 Introduction

Un réseau de neurones est une fonction obtenue & partir d’une combinaison de
fonctions de base, appelées neurones car leur fonctionnement présente des similitudes
avec les éléments a la base du systéme nerveux.

Comme dans le cerveau, le réseau est déterminé par les connexions entre ses neu-
rones, qui transmettent 'information.

Les applications sont nombreuses
. lapproximation de fonctions (pour 'optimisation, le controle,...),
. la classification (reconnaissance de formes,systémes radar,...),

. la fouille de données ou data mining (applications financiéres, diagnostic mé-
dical,...).

Le lecteur trouvera un exposé complet sur le sujet dans [Hay99] ou [DMST02].

2.1.2 Neurone formel

Un neurone formel est une fonction de la forme
N : R4 — R

avec

« b= (bp,b1,...,bg) un vecteur de coefficients appelés poids,

. f:R — R un fonction dite d’activation ou de transfert.
On peut effectuer une analogie avec le neurone biologique (voir figure V.5)

. les variables d’entrée (X1,...,Xy) correspondent aux signaux électriques qui
transmettent 'information en provenance d’autres neurones biologiques,

. les poids b; sont appliqués aux entrées, et leur sommation pondérée constitue
I'influx nerveux regu par le neurone biologique a travers les connexions synap-
tiques(un poids positif aura donc un effet excitateur, et négatif aura un effet
inhibiteur),

. le neurone biologique est activé quand un certain seuil d’influx nerveux est
atteint : il transmet alors & son tour une certaine quantité d’information aux
neurones avec lesquels il est relié.

La somme pondérée des entrées constitue la partie linéaire du neurone, en choisissant
une fonction d’activation non linéaire, le neurone formel est une fonction non linéaire
bornée.
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X 1
X2
— o}z
W
% :
1

Fi1G. V.5 — Principe du neurone formel

2.1.3 Fonction d’activation sigmoide

Généralement, les fonctions d’activation sont a valeur dans [0, 1] ou [—1, 1] et selon
leur nature, elles limitent plus ou moins la sortie du neurone.

Une classe de fonctions tres utilisée en pratique car d’usage recommandé est celle
des fonctions sigmoides, c’est-a-dire des fonctions avec une forme de "s".

Plusieurs formulations existent, (par exemple la tangente hyperbolique ou Arctan-
gente), nous prenons la suivante

fa: R — [0,1]
p o faln) = (V-4

avec o € RT.

Comme on le voit sur la figure V.6, la valeur du parameétre o conditionne la pente
de la sigmoide et donc son effet sur 'entrée

. Lorsque « est proche de zéro, la sigmoide se rapproche d’une fonction linéaire,

. lorsque a est grand, la sigmoide se rapproche d’une fonction de type signe,
avec deux valeurs de seuil : f,(z) = —1 pour les valeurs de x les plus petites
et fo(z) = 1 pour les valeurs de z les plus grandes.

De la vient 'analogie avec le seuil & partir duquel le neurone biologique transmet
I'information.

Remarque On trouve aussi des neurones dont le fonctionnement différe du modéle
de neurone présenté précédemment : il n’y pas de somme pondérée des entrées, les
coefficients qui déterminent la fonction du neurone interviennent directement dans
sa définition.

Les fonction utilisées ici peuvent étre
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FiG. V.6 — Fonction sigmoide pour différentes valeurs du parameétre «

. des fonctions radiales, dites RBF (pour Radial Basis Functions) : leur sortie
ne dépend que de la distance & un point ¢ appelé centre

f(@) = f(=l), (V.45)
. ou des ondelettes.

La sortie d’'un neurone RBF en choisissant une fonction gaussienne est par exemple

d xi—b;)2
N(x) = exp (- =250 (V 46)
avec b = (bo, b1, ...,bq) le vecteur des coefficients, avec

.« bg 'écart-type de la gaussienne,

« (b1,...,bq) les coordonnées du centre de la gaussienne.

La différence avec le type de neurone précédent est que les fonctions RBF ou onde-
lettes utilisées ici ont des non-linéarités locales, qui tendent vers zéro dans toutes les
directions. Leur zone d’influence est donc limitée dans 'espace des entrées, contrai-
rement aux neurones avec fonction d’activation sigmoide.

2.1.4 Types de réseau de neurones

Le réseau de neurones est constitué par un ensemble de neurones reliés par des
connexions décrites précédemment : on peut ainsi construire une fonction de R™ &
valeurs dans RP comme combinaison de fonctions de base (les neurones formels).
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La structure du réseau, ou architecture, peut étre décrite par un graphe repré-
sentant les entrées, les connexions, et les sorties.

Différentes architectures ont été définies, associant généralement plusieurs couches
de neurones entre elles. Elles se différencient par la maniére dont les neurones sont
disposés et sont connectés entre eux.

. Un réseau bouclé, ou récurrent ou dynamique, présente un graphe avec des
cycles (des chemins composés de connexions qui reviennent au point de départ).

La notion de temps est ici prise en compte en affectant un coefficient appelé
retard aux connexions : tout cycle du graphe du réseau doit avoir un retard
non nul pour que le réseau définisse une fonction.

Ce type de réseau est utilisé pour identifier des systémes dynamiques non li-

néaires.

. Un réseau non bouclé, ou statique, présente un graphe sans cycle : I'infor-
mation se propage de la couche d’entrée vers la couche de sortie sans retour en
arriere.

Généralement, les neurones sont alors organisés par couches successives et les
connexions s’établissent entre les couches.

Ce type de réseau est utilisé pour appprocher des fonctions non linéaires.

Le perceptron multicouches est sans doute le plus simple et aussi le plus utilisé,
nous le décrivons en détail dans la section suivante.

2.1.5 Perceptron multicouches

La structure du perceptron multicouches, ou MLP pour Multi Layer Perceptron, est
définie par

. une couche d’entrée, qui n’est pas constituée de neurones, mais des compo-
santes du vecteur des entrées,

. une ou plusieurs couches dites cachées, avec un nombre de neurones a déter-
miner selon le probléme & résoudre.

. une couche de sortie, avec un neurone pour chaque composante de la variable
de sortie du réseau.

On choisit la méme fonction d’activation pour chaque couche du réseau : les neurones
de la couche cachée utilisent une sigmoide.

Réseau neuronal & deux couches Nous allons décrire la fonction définie par un
perceptron a une seule couche cachée, qui est ’architecture retenue dans le code que
nous utiliserons.

Le réseau neuronal présente un seul neurone de sortie, car dans le cadre de notre
étude la fonction de modélisation est a valeurs dans R, et un biais dans la couche
d’entrée (cela implique une entrée supplémentaire constante égale a 1).

Le graphe de la figure V.7 décrit son fonctionnement.
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Couche Couche Couche
d'entrée cachée de sortie

F1G. V.7 — Architecture et fonctionnement d’un réseau neuronal & deux couches

Ecrivons d’abord la réponse g(X) du réseau neuronal en fonction de la sortie de la
couche précédente

9(X) = fo (X7 d; vi(X))
(V.47)
= fo(d" V(X))
avec
. m le nombre de neurones de la couche cachée,
. d € R™ le vecteur des poids entre la couche cachée et la couche de sortie,

. Y(X) € R™ le vecteur obtenu aprés application de la couche cachée,

. f2 la fonction d’activation appliquée a la sortie.

On obtient la relation entre les entrées et la sortie :

9(X) =/ [Z}n:l dj fi(coy+ >0 i Xi)]
(V .48)
= f2 [dT f]_(C(] + CT X)]

avec

« X € R"” le vecteur des entrées,
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. C € R™™ la matrice des poids entre les entrées x; et la couche cachée, et
co € R™ le vecteur des poids pour le biais,

. f1 la fonction d’activation appliquée a la couche cachée, avec un abus de nota-
tion dans ’écriture matricielle, car f1 s’applique alors & toutes les composantes
du vecteur Y (X) = ¢+ CT X.

2.1.6 Propriété d’approximation universelle

On a montré dans [Hor89] que les réseaux de neurones sont des approximateurs
universels, au sens ol toute fonction a valeurs réelles bornée suffisamment réguliére
peut étre approchée, avec une précision fixée, par un réseau de neurones non bouclé,
pourvu que celui-ci possede une architecture appropriée :

. une couche cachée avec un nombre suffisant de neurones possédant la méme
fonction d’activation,

. un neurone de sortie linéaire.

Les perceptrons et les réseaux de neurones de type RBF ou a ondelettes posseédent
cette propriété, mais en pratique, les perceptrons sont beaucoup plus utilisés car plus
simples & mettre en oeuvre.

De plus la non-linéarité locale des RBF et ondelettes ne posséde pas de bonnes
propriétés en vue d’une utilisation pour 'optimisation.

2.2 Apprentissage

Pour le type de réseau neuronal que nous avons choisi, le processus appellé ap-
prentissage cherche & obtenir la meilleure approximation du modéle G & partir de
I'information fournie par les données et consiste

. 4 ajuster les poids,

. et déterminer le nombre de neurones de la couche cachée.

2.2.1 Sur-apprentissage

On montre (voir [Bar93]) que I’écart entre 'approximation du réseau neuronal et
la fonction de modélisation est inversement proportionnel au nombre de neurones
cachés.

Cette propriété n’est pas constructive, et il n’existe pas de résultat théorique pour
prévoir le nombre de neurones cachés : il faut mettre en oeuvre une procédure nu-
mérique.

Ainsi, il ne faut pas fixer une précision sur les résidus des données d’apprentissage
trop petite, sinon le nombre de neurones cachés augmente considérabement et on ren-
contre le probléme du sur-apprentissage (voir section 1.2.5 page 186 pour le probléme
plus général du sur-ajustement).
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En effet, pour un méme ensemble de données, si on augmente le nombre de neurones
de la couche cachée, 'erreur sur les données d’apprentissage se réduit car le réseau
neuronal est plus riche, par contre l'erreur de généralisation augmente a cause de
variations dépourvues de signification entre les données (phénomeéne d’oscillations).

2.2.2 Couples d’apprentissage
Les données de construction, ou d’apprentissage, sont définies par :

. un ensemble de points {X7,..., Xy} issu d'un plan d’expériences,

. les évaluations correspondantes {G(X1),...,G(Xn)}, appelées cibles.

Les couples (X;, G(X;)) sont appelés couples d’apprentissage.

2.2.3 Apprentissage supervisé

Principe Le schéma de la figure V.8 présente le principe de ’apprentissage su-
pervisé pour un nombre de neurones cachés fixé.

Fonction G Initialisation des poids: b,

réseau de neurones g(X,bo )

Cibles G(X)),...,G(X,) Sorties g(X,,b,),....g(X,.b, )

Critere de comparaison @ Ajustement des poids: bk
satisfait

réseau g(X,b )

Réseau final g(X ,b)

FiG. V.8 — Principe de 'apprentissage supervisé

Le principe consiste a suivre le processus itératif suivant :
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. on se donne une tolérance r > 0,
. les poids b € RP sont initialisés avec b* = by,

. on calcule I'écart e, entre le réseau neuronal g(., b%) et le modéle sur les données
d’apprentissage :

. si e, > 7, on ajuste les poids b¥ et on revient a I’étape précédente,

. sie, <r,onposeb="0bFet g(.,b) est le réseau neuronal finalement obtenu.

Remarque 1l existe aussi un apprentissage non supervisé, utilisé en analyse des-
criptive de données, quand on ne dispose pas de modeéle pour calculer les couples
d’apprentissage.

On cherche & regrouper de grands ensembles de données selon des critéres de res-
semblance ou proximité inconnus a priori (méthode "d’agrégation" ou "clustering"
en statistiques). Les réseaux de neurones de type "cartes de Kohonen" s’organisent
lors de la phase d’apprentissage pour donner une représentation dans un espace de
petite dimension (typiquement deux) qui conserve les proximités entre données.

Le réseau neuronal 4 deux couches : une combinaison linéaire de fonctions
de base Pour un nombre m de neurones cachés fixé, nous définissons le vecteur
des poids b := (¢,d) € RP avec

. ¢ € Rt m 1o yecteur regroupant les poids entre les entrées z; et la couche
cachée,

. d € R™ le vecteur regroupant les poids entre la couche cachée et la couche de
sortie,

. p:= (n+2). m le nombre total de poids & ajuster.

D’aprés la formulation g(z) = f2 [d7 Y (X)] avec Y (X) le vecteur de sortie de la
couche cachée (voir section 2.1.5 page 208), comme fy est une fonction d’activation
linéaire, en fait on peut considérer que g(X) s’écrit comme une combinaison linéaire

des Y;(X) :

g(z) = d; Yi(X) (V.49)
=1

avec Y;(X) = k; Y;(X) un multiple de la sortie du neurone caché n‘i.

On peut donc considérer que le vecteur ¢ permet la définition d’autant de fonctions
Y;(X) que de neurones cachés. On peut interpréter cette relation dans le sens que
les Y;, non linéaires en X et en ¢, jouent le role de fonctions de base, et la sortie
du réseau neuronal est une combinaison linéaire de ces fonctions de base avec pour
coefficients les poids d;.
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Probléme d’optimisation Nous allons détailler 'apprentissage supervisé dans le
cadre du réseau neuronal a deux couches présenté en section 2.1.5 (voir page 208) en
reprenant les mémes notations.

Nous avons vu qu’en plus des poids il nécessaire d’ajuster aussi le nombre de neu-
rones cachés.

Dans la phase d’apprentissage, les poids sont des variables, ainsi le réseau neuronal
est une fonction qui s’écrit

g: R"xRP —s R

(X,b) —  g(X,b) (V.50)

avec b = (c d)” Pensemble des poids du réseau neuronal i déterminer.

Le critére qui mesure I'écart entre le réseau de neurones g et le modéle G sur les
données d’apprentissage (Xi,...,Xx) est celui des moindres carrés :

N
D llg(Xi,b) — G(X5)| 1% (V.51)
=1

On veut faire diminuer le critére en ajustant b, cela revient a résoudre le probléme
d’optimisation avec la fonction coiit & minimiser :

N
min J(0) := %g lg(Xi,b) — G| (V.52)

C’est un probléme d’optimisation d’une fonction non linéaire, on va chercher a le
résoudre avec les méthodes performantes de type gradient : il vaut mieux choisir des
fonctions d’activation dérivables.

Le gradient de la fonction cott se calcule & partir de celui du réseau neuronal g :

. directement par application des formules de dérivation de fonctions composées,

. de maniére plus économique avec I'algorithme "de rétropropagation", qui consiste
simplement & organiser le calcul différemment, en parcourant le graphe des
connexions de la sortie vers I’entrée.

2.3 Mise en oeuvre
2.3.1 Logiciel GAP

Nous allons détailler le principe de fonctionnement du code de réseau de neurones
que nous avons utilisé.

Il provient du travail de [VG04] sous la direction de M. Masmoudi et S. Jan au
laboratoire MIP (pour Mathématiques pour I'Industrie et la Physique) de I'IMT
(pour Institut de Mathématiques de Toulouse), qui a débouché sur un logiciel nommé
GAP :

. La structure d’un réseau neuronal a deux couches, qui posséde la propriété
d’approximation universelle, est celle qui a été retenue.
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. L’apprentissage utilise la méthode d’optimisation de Levenberg-Marquardt
(méthode de Gauss-Newton avec conditionnement).

. Le code a été appliqué avec succes a des cas tests industriels pour des problémes
d’optimisation.

2.3.2 Fonctions sigmoide

Les fonctions d’activation sont

. une fonction linéaire pour le neurone de sortie,

. une fonction sigmoide modifiée afin que les poids ne deviennent pas trop grands,
pour les neurones cachés.

2.3.3 Algorithme d’optimisation

L’algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt a été présenté en section 3.3.3
de la premiére partie : c’est une méthode de descente dérivée de la méthode de
Newton.

Nous rappelons le principe de cet algorithme.
Nous notons le probleme d’optimisation
1
in J(b) := = | R(D)|? :
min J(b) := S| R(b)l] (V.53)

avec la fonction vectorielle des résidus

R: RF — RY

b B) = (g(X0,b) — G(X1), . g(Xnob) — G(Xy)). (VY

L’algorithme de Newton est une méthode itérative : il consiste a résoudre le systéme
suivant pour trouver la direction de descente dj avec 'itéré courant by

V2J(by) di = — V.J(by). (V.55)

Or le gradient de J prend la forme
VJ(b) = DR(b)T R(b) (V.56)

avec DR(b) € RNXP la matrice jacobienne de R en b.

Et la hessienne s’écrit

N
V2J(b) = DR(b)" DR(b) + > _ Ri(b) V>Ri(b). (V.57)
=1

La méthode de Gauss-Newton consiste & considérer une approximation de la hes-
sienne de la fonction cott J : le second terme de la derniére expression étant coiiteux,
on garde le premier terme plus simple & calculer (de plus 'approximation est justifiée
a proximité de la solution car alors les R; sont petits).
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On obtient au rang k en remplacant la hessienne dans le systéme (V.55)

DR(b;)T DR(by,) dj, = — DR(b,)T R(by,). (V.58)

Etant donné que la matrice DR(by)? DR(by) est parfois mal conditionnée, 1'al-
gorithme de Levenberg-Marquardt apporte une correction en remplacant la matrice
précédente par

DR(bp)" DR(b) +p Iy (V.59)

avec p € RT* qui permet de rendre le systéme linéaire plus stable sans changer la
solution de (V.55).

Finalement, on est conduit & résoudre le systéme suivant pour trouver la direction
de descente dy,

(DR(by)" DR(by) + p In) dr, = — DR(bg)" R(by,). (V.60)

La matrice du membre de gauche est symétrique, et le systéme linéaire est résolu
par la méthode du gradient conjugué (voir par exemple [BGLS03]).

Cette méthode comporte ’avantage de ne nécessiter que la connaissance du produit
de la matrice par un vecteur : lors de I'implémentation, on évite de stocker la matrice
DR(b;,)T DR(by,) de grande taille, ce qui améliore Iefficacité de 1’algorithme.

2.3.4 Différenciation algorithmique

Le calcul du produit DR(b)T DR(b) dj, s'effectue donc sans calculer les matrices
jacobiennes, et en utilisant la différenciation algorithmique : cette technique a été
introduite pour calculer de maniére efficace des dérivées dans le cas d’une fonction
définie par un code de calcul (voir |[Gri00]).

Le principe est de dériver chaque ligne du code en utilisant les régles de dérivation
des fonctions composées

. soit du début a la fin pour la dérivation dite en mode direct, adaptée pour
dériver une fonction vectorielle par rapport & une seule variable,

. soit de la fin au début pour la dérivation dite en mode indirect ou mode
inverse, adaptée pour dériver une fonction réelle par rapport a plusieurs va-
riables.

Ici on calcule
. 2:=DR(b) d = 0-R(b+¢,d)|-=¢ en mode direct,

. puis DR(b)" z = D (2" R(b)) en mode indirect.

2.3.5 Reégularisation

Motivation

215



CHAPITRE V. METHODES D’APPROXIMATION

Eviter les minima locaux et les petites variations Les modéles a approcher
sont parfois fortement non linéaires, 'idée de la régularisation, déja évoquée en section
1.5.2 (voir page 198) est de "lisser" les comportements de la fonction.

En effet, pour une utilisation ultérieure dans un probléme d’optimisation, la régu-
larisation appliquée au réseau neuronal permet d’éviter les minima locaux.

Une illustration de cette propriété est présentée dans la figure V.9 : un réseau de
neurones a été construit avec cette méthode pour approcher la fonction test Rastrigin
en dimension deux.

Cette fonction est une fonction carré "bruitée" : sa surface a l'allure générale de
la parabole de fonction carré mais posséde de nombreux minima locaux (surface
dessinée en transparence) qui piégent généralement les algorithmes qui cherchent le
minimum global.

Le réseau neuronal obtenu (3 neurones cachés et 12 expériences ont été nécessaires)
a éliminé ces variations indésirables (surface dessinée en couleur) et permet résoudre
facilement le probléme d’optimisation avec une méthode de descente.

Variable 2

Viariahla 1

FiGc. V.9 — Exemple de réseau de neurones approximation de la fonction Rastrigin

De plus, nous utiliserons le gradient du réseau neuronal pour estimer les parameétres
importants associés aux plus fortes variations globales de la fonction de modélisa-
tion. Dans cet objectif, il est souhaitable que 'approximation g ne "capture pas" les
variations locales, ce que permet la régularisation.

Qualité de ’apprentissage La difficulté de 'apprentissage va venir du fait qu’il
ne faut pas trop enrichir le réseau neuronal avec un nombre trop important de neu-
rones cachés pour éviter le sur-apprentissage (voir section 2.2.1 page 210), et que
I'objectif est d’obtenir une bonne qualité de prédiction.

216



2. RESEAUX NEURONAUX

Il faut trouver le compromis entre un bon apprentissage mesuré par le critére
d’erreur sur les données d’apprentissage et une bonne généralisation mesurée par
le critére d’erreur sur les données de validation.

Techniques usuelles Dans le cadre du probléme de minimisation des résidus pour
I’apprentissage d’'un réseau de neurones, nous présentons les techniques usuelles de
régularisation.

Régularisation par Gauss-Newton L’algorithme d’optimisation utilise la mé-
thode de Gauss-Newton : cette méthode calcule des perturbations de norme mi-
nimale (voir [Mas87]), ce qui entraine une régularisation de fait.

Ainsi, en initialisant les coefficients ¢ de la premiére couche, qui définissent les
fonctions de base Y; du réseau neuronal (voir section 2.2.3 page 212), avec une petite
norme, nous choisissons des fonctions Y; réguliéres. La méthode de Gauss-Newton
permet de garder la norme de ¢ petite, donc aussi la régularité des Y;.

Régularisation par réduction du nombre de neurones cachés Sile nombre
de neurones cachés est trop important, le sur-apprentissage peut se produire malgré
I’application de techniques de régularisation.

Si le nombre de neurones cachés est trop faible, le réseau neuronal ne pourra pas
approcher correctement la fonction de modélisation.

En pratique, la qualité de parcimonie (voir section 1.2.5 page 187) est donc es-
sentielle, et choisir le nombre minimum de neurones cachés nécessaires peut étre vu
comme une technique de régularisation.

L’algorithme d’apprentissage utilisera donc un nombre initial de neurones cachés
petit, puis on augmentera ce nombre jusqu’a obtenir un réseau neuronal assez riche
en fonctions de base pour produire une approximation correcte.

Régularisation par arrét des itérations Poursuivre trop loin le processus de
minimisation des résidus sur le lot d’apprentissage peut dégrader la qualité de pré-
diction & cause du sur-apprentissage : la technique de régularisation consiste alors a
arréter le processus d’apprentissage avant que n’apparaissent les oscillations (stopped
training method, voir [CLGO0]).

En pratique, au fur et & mesure des itérations, 'erreur sur le lot d’apprentissage
diminue, puis se stabilise, alors que l'erreur sur le lot de vérification diminue, puis
augmente quand apparait le sur-apprentissage : il faut arréter le processus quand
cette derniére erreur commence a augmenter.

Régularisation de Tikhonov Cette technique, qui consiste & ajouter un terme
a la fonction cott des résidus a minimiser, a été présentée en section 1.5.2 (voir page
198).

Dans le cas du code de réseau de neurones utilisé, le terme est la norme des coeffi-
cients définissant les fonctions de base, notés ¢, (voir section 2.2.3 page 212).
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L’idée est la méme que pour la régularisation par Gauss-Newton précédente : garder
la norme de ¢ petite afin d’éviter de construire des fonctions de base trop raides, qui
entrainent des oscillations de "approximation.

La fonction cotit régularisée s’écrit
Jr(b) = J(b) + o lclf? (V.61)

avec

. ¢ les poids entre les entrées et la couche cachée,

N
. J(b) = %Z (9(X;,b) — G(X;))? la norme au carré des résidus sur le lot d’ap-
i=1
prentissage (voir section 2.3.3 page 214),

. 0 € Rt une constante.

La régularisation n’est pas effectuée sur les poids notés d entre la couche cachée et
la couche de sortie.

On obtient alors le systéme linéaire associé a la fonction coiit régularisée pour
trouver la direction de descente d = (dy d2)” au rang k :

DR(bx)" DR(b) +p Iy +0o ( é 8 >] ( Z; > = — DR(by)" R(b)—0o ( CO’“ > .
(V.62)

2.3.6 Algorithme

Les techniques de régularisation précédentes ont été implémentées dans le logiciel
GAP (voir [VGO4]).

L’apprentissage suit alors ’algorithme présenté page 219.
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/Algorithme de construction du réseau de neurones \

> Entrées
. le scénario étudié, avec les parameétres incertains et les lois de probabilité asso-
ciées,
. N le nombre de données de construction du réseau neuronal, qui mesure le coit
de calcul associé a la construction de "approximation.

. la tolérance 7 définissant la précision.
> Construction des données

. Construction des trois lots de données L; = {X1,...,Xn,}, i = 1,2, 3, obtenus
par trois tirages de type hypercube latin indépendants, avec

. pour L, le lot d’apprentissage et Lo le premier lot de vérification, N1+ Ny :=

N.
Nous fixons une proportion par rapport & N, par exemple N; = 80% N et
Ny =20% N .

. L3 est le deuxiéme lot de vérification, que nous fixons unique pour tous les
réseaux neuronaux construits, de taille N3 = 1000 par exemple.
Cela permet de calculer un seul tirage, et de comparer les erreurs de vérifi-
cation des différents réseaux neuronaux sur les mémes données.

. Calcul des cibles G(X;) associées aux données précédentes.

> Premier apprentissage : calcul du nombre m de neurones cachés

. 0 =0 (pas de régularisation)
. initialisation du nombre de neurones cachés : k =1
. initialisation des poids : b* := by
. Tant que ||R(V*)|| > T
Ny
. minimiser sur le lot Ly : J(b) := %Z (9(X:,b) — G(X;))?, on obtient, bk

i=1
k=k+1

> Régularisation Avec m le nombre de neurones cachés déterminé a la phase précé-
dente :
. minimiser sur le lot Ly : J,.(b) = J(b) + o ||b]|* avec plusieurs valeurs de o,

. choisir la wvaleur de o qui minimise les résidus sur le lot Lo
N>
2
) (9(Xi,b) — G(X3))
i=1

> Deuxiéme apprentissage

. initialiser b avec les poids obtenus & la fin de I’apprentissage de la phase précé-
dente qui a permis de fixer o le coefficient de régularisation,
N1+N2
. minimiser sur les lots Ly U Ly : J(b) := 1 Z (9(X;,b) — G(Xy))>.
i=1

> Valisation

K Calculer les erreurs sur le lot de vérification Ls pour valider le réseau neuronal obtenuj

TaB. V.1 — Algorithme de construction du réseau de neurones
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3 Sparse grids

3.1 Principe
3.1.1 Introduction

La méthode d’interpolation dite sparse grid utilise des fonctions bases (linéaires
par morceaux ou polynomiales) hiérarchiques, définies sur les points d’une grille
éparse (nombre de points réduit par rapport aux méthodes d’interpolation clas-
siques).

Les sparse grids entrent ainsi dans la catégorie des méthodes d’approximation par-
cimonieuses, adaptées aux problémes en grande dimension.

Le principe des sparse grids est d’étendre au cas multivarié les formules d’interpo-
lation connues en dimension un.

L’interpolation sparse grid utilise la construction de Smolyak (voir [Smo63]). Elle
permet de sélectionner une partie seulement des produits tensoriels qui définissent
les fonctions de base multivariées : on définit une approche hiérarchique, dans la-
quelle les fonctions de base qui ont un support petit, donc qui contribuent peu a la
représentation de la fonction & approcher, sont négligées.

Selon les caractéristiques de la fonction, des choix différents des fonctions de base
et des points de grille associés sont possibles.

Nous utiliserons un code d’interpolation sparse grid (voir [KIi05]), qui présente
I’avantage de proposer une option "adaptative" qui permet de travailler en dimension
supérieure par rapport a l'algorithme classique.

L’idée est la suivante :

. la grille de départ est grossiere,
. lalgorithme détecte les directions importantes,

. il raffine automatiquement uniquement dans ces directions.

Applications Cette méthode d’interpolation a été appliquée avec succés a la ré-
solution d’équations différentielles (voir [Zen91], [Gri9l], [Ach03]), au traitement
d’images, & la compression de données, a la classification (data mining), a linté-
gration numeérique (voir [F'HP96]) ou aux problémes d’approximation (voir |GIC00]).

Approximation unique Ici les données sont déterminées de maniére analytique
(les méthodes d’interpolations n’utilisent pas de plans d’expérience) : pour un modéle
G fixé, 'approximation g obtenue est déterminée de maniére unique.

Dans le cas des réseaux de neurones, pour un modéle et des données d’apprentissage
fixées, selon le résultat de 'optimisation de la phase d’apprentissage, I’approximation
obtenue est différente.

Le détail des propriétés sur les sparse grids est exposé dans [[<1i05], [BGO4], [BNROO].
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3.1.2 Code utilisé

Le code utilisé pour générer les sparse grids dans notre étude provient de Klimke
(voir [I<1i05]), sous la forme d'une toolboz pour Matlab.

3.2 Meéthode d’interpolation
3.2.1 Dimension un

Formule d’interpolation Nous considérons une fonction de modélisation
G: [0,]] — R (V.63)
et son approximation par interpolation g.
La formule d’interpolation en dimension un s’écrit
= > d .Gz} (V.64)
rieX!
avec

. 9i(G) l'interpolation de niveau i de la fonction G, notée g; quand il n’y a pas
de confusion possible,

Xt = {:13; €[0,1], 5 =1,...,m;} 'ensemble des points d’interpolation ou
noeuds,

. {ag- € C([0,1]), j = 1,...,m;} les fonctions de base associées aux noeuds,
telles que

Ve d{l,...,mi} a]( =1,
V(L k) € {1, m )P ]#k:aé(azi):O.

Chaque fonction de base a§- vaut un au noeud ac; associé, et zéro aux autres noeuds.
Cette propriété assure le principe de l'interpolation : la fonction et son interpolée
sont égales sur les noeuds

vzl € X' gi(a}) = G(2)). (V.65)

Approche hiérarchique On calcule la différence notée A? entre I'interpolation de
niveau ¢ et celle de niveau ¢ — 1 (avec les notations de la formule (V.64)).

On fait intervenir la propriété ¢g;—1(G) = gi(gi—1(G)), vraie pour les fonctions de
base utilisées dans la suite, et on obtient

= 9i(G) — gi- 1( )

za» CY gl

Le Xt :CJEXZ

— aj- . (G(a;;) —g¢—1($§))-
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Nous supposons a présent que nous utilisons des fonctions de base vérifiant la pro-
priété suivante, essentielle pour permettre de définir les fonctions de base hiérar-
chiques : les noeuds d’un niveau sont inclus dans ceux du niveau supérieur,
ce qui s’écrit

Xt cXxt, (V.66)

Comme de plus d’aprés le principe d’interpolation, pour tout xé e X1 G(a:;) —

gi_l(m;'-) = 0, alors on simplifie I'expression A’ :

A= )" dl . (Gah) — gioa(ah)) (V.67)

SN

avec

X, = XNX =1 les nouveaux noeuds rajoutés par le niveau 4 au niveau pré-
cédent,

. miA = m; — m;i_1 est le nombre d’éléments de XiA.

Aprés avoir numéroté les z’; et les a} pour avoir le j"°

peut finalement écrire

élément de XZ noté a:é-, on
i _ i
Al = Z ai . w) (V.68)
zieXy
avec wj- = G(xz) - gi_l(ajg-) le surplus hiérarchique, calculé au noeud ac; comme
la différence entre G et l'interpolation g;—1 de niveau ¢ — 1.

Ainsi, pour obtenir A’, on utilise seulement les évaluations sur les noeuds
n’appartenant pas aux niveaux précédents afin de calculer les surplus hiérar-
chiques (voir illustration dans les figures V.10, V.11 et V.12).

Finalement, en utilisant le principe de somme télescopique, avec gy = 0 et A? :=
gi — gi—1, on peut exprimer g; en fonction des A’

gi =y A~ (V.69)
k=1

Fonctions de base Pour la construction d’une sparse grid, nous utiliserons des
fonctions de base

. de type linéaire par morceaux ("Clenshaw-Curtis"),

. ou de type polynome ("Chebyshev)".

Type Clenshaw-Curtis Les fonctions de base Clenshaw-Curtis sont définies en
dimension un par

ai(z)

al(xz)

mi—l pouri>1letj=1,...,m,.

(V.70)

1
1—(mi—1)\m—m§-| si\m—x§-|<#
0 sinon
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14 4
a? aj ar a2 az -
! 5 5 % 5 Ta
5 1 2
{11 2
aa i
1
1 1
0 0 ' : -
¥ Y ¥ - 3 1 3 2
3 3 3 3 3
X X X3 X, X, X X Xy X, X,

F1G. V.10 - Fonctions de base type Clenshaw-Curtis (dimension 1 - niveau 3)
A gauche : fonctions de base classiques pour grille pleine
A droite : fonctions de base hiérarchiques pour sparse grid

La figure V.10 présente les fonctions de base de niveau 3 associées & une grille pleine
et des fonctions de base hiérarchiques pour la sparse grid.

Les noeuds de type Clenshaw-Curtis sont définis en dimension un par

- 0.5 our j =1letsim; =1
pep— pour j =1,...,m;sim; > 1
avec
1 sii=1
m“_{%4+1sm>L (V.72)

Type Chebyshev Les fonctions de base Chebyshev sont des polynémes de Che-
byshev, définis en dimension un par

aj(z) =1 |
at(z) =TI, T pouri > let j=1,...,m;. (V.73)
kg Tk

La figure V.11 présente les fonctions de base de niveau 3 associées a une grille pleine
et des foncions de base hiérarchiques pour la sparse grid.

Les fonctions de base de type Chebyshev sont de degré supérieur & celles de type
Clenshaw-Curtis, on peut les utiliser pour obtenir une plus grande précision.

Les noeuds de type Chebyshev sont définis en dimension un par

‘ 05 pour j =1letm; =1
o — : 74
T % (-Cos (Wnil_ll) —I—l) pourj=1,...,m; (V.74)
avec comme précédemment
1 sii=1
mr_{74+1sM>L (V.75)
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F1G. V.11 - Fonctions de base type Chebyshev (dimension 1 - niveau 3)
A gauche : fonctions de base classiques pour grille pleine
A droite : fonctions de base hiérarchiques pour sparse grid

Niveau 1 2
Nombre de noeuds | 1 3

3 4
5 9

TaB. V.2 — Fonctions de base type Clenshaw-Curtis ou Chebyshev : nombre de
noeuds dans une direction en fonction du niveau

Illustration Le tableau V.2 donne le nombre de noeuds utilisés par les fonctions
de base type Clenshaw-Curtis ou type Chebyshev dans une direction en fonction du
niveau.

La figure V.12 présente une illustration du principe d’interpolation hiérarchique des
sparse grids avec les fonctions de base type Clenshaw-Curtis de niveau 3 :

. Dans le cas de l'interpolation classique, on utilise les cinq fonctions de base
classiques :
3

en chaque noeud on calcule directement les coefficients G(z7) associé aux fonc-

tions de base correspondant aux noeuds z;.

. Dans le cas de l'interpolation sparse grid, on utilise les cing fonctions de base
hiérarchiques :

. on commence par calculer le coefficient notés wi du premier niveau (ici
pour la fonction de base constante associée a 1),

. puis on passe aux coefficients du deuxiéme niveau (ici pour les deux fonc-
tions de base associées a x? et x3) :
on ne calcule que les surplus, c¢’est-a-dire la différence entre 'interpolation
de niveau un et G, notés w? et w3,

. on continue le processus avec les coefficients des fonctions de base des
niveaux supérieurs.

Les surplus hiérarchiques tendent vers zéro quand le niveau de la sparse grid
tend vers l'infini, ils sont utilisés pour ’estimation et le controle de ’erreur
d’interpolation.
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(b)

F1G. V.12 - Principe de 'interpolation (type Clenshaw-Curtis - dimension 1 - niveau
3)

A gauche : fonctions de base classiques pour grille pleine

A droite : fonctions de base hiérarchiques pour sparse grid

3.2.2 Dimension d

Nous considérons une fonction de modélisation
G: [0,1]" — R (V.76)

et son approximation par interpolation g.

Produit tensoriel Dans le cas de d fonctions a une variable réelles fi,... fg, le
produit tensoriel est ’opération suivante qui permet de construire une fonction f de
d variables réelle

f=hH®..®f (V.77)
avec f(X) = f(z1,...zq) == [[12y fi(a)).

Fonctions de bases en dimension supérieure La figure V.13 montre un exemple
de fonction de base linéaire par morceaux en dimension deux, obtenue comme produit
tensoriel de deux fonctions de base en dimension un.

En dimension supérieure, le principe est le méme : on obtient également les fonctions
de base comme produit tensoriel des fonctions de base en dimension un.

Chaque point, ou noeud, de la grille d’interpolation est associé & une
fonction de base différente dont il est le sommet.

Formule d’interpolation La formule d’interpolation en dimension d s’obtient en
appliquant un produit tensoriel & la formule (V.64) (voir page 221), en supposant que
nous pouvons avoir des résolutions différentes suivant chaque direction, c’est-a-dire
des X' différents

=00 ®...Qg, = Y ... Y, (df®..®dl). G, . i) (V.78)

i1 i1 id iq
T eX T eX
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Fi1G. V.13 — Exemple de fonction de base en dimension 2 (type Clenshaw-Curtis)

L’interpolation classique est donc définie pour des noeuds remplissant une grille
pleine de m;, X ... X m;, points : ce nombre augmente de facon exponentielle avec
la dimension d et devient rapidement impraticable en pratique.

Vecteurs d’indices Nous notons

. i=(i1,...,iq) € N un vecteur d’indices représentant la résolution de la grille,
d
i = E iy sa norme L1,
k=1
v |ijoo := max{iy,...,iq} sa norme L.

Ecriture hiérarchique En utilisant ’approche hiérarchique (V.69) (voir page
222), cette formule s’écrit en fonction des A’

mil TrLid

g=>_ ... (A"@... @A) (V.79)

=1 ig=1
avec A; := ¢g; — gi—1 et go = 0.
Construction de Smolyak Pour définir les fonctions de base hiérarchiques uti-

lisées par la sparse grid, on utilise la construction de Smolyak (voir [Smo63]) qui
permet sélectionner une partie seulement de tous les produits tensoriels.
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Formule d’interpolation sparse grid La fonction d’interpolation sparse grid
gn de rang n s’écrit cette fois

gni= Y (A ®...0A;) (V.80)
li|1 <d+n

avec

«neNtelqued<d+n<m +...+m,

-« Aji=gi—gi—1 et go=0.

En gardant dans la somme (V.79) uniquement les produits tensoriels correspondant
aux indices verifiant |i|; < d + n, la construction de Smolyak élimine les produits
tensoriels des fonctions de base avec les supports les plus petits (voir illustration
suivante) : pour réduire le nombre de points de grille en détériorant le moins possible
la précision, on néglige les contributions a la construction de I'approximation les plus
faibles.

Ilustration La figure V.14 représente une grille pleine de rang 3 (correspondant
a m; = mg = 9 dans chaque direction) en dimension deux (81 points pour le type
Clenshaw-Curtis).

Produit tensoriel complet: 9 fonctions de base
(niveau 3)

/

Grille compléte: 81 points

N
A A
AN A
A A _//

.

F1G. V.14 - Grille pleine (type Clenshaw-Curtis - dimension 2 - rang 3)

On visualise ensuite la sparse grid correspondante (rang 3 en dimension deux : 29
points) :

. Sur la figure V.15 sont représentées les fonctions de bases en dimension un, les
produits tensoriels non sélectionnés en pointillés, et les sommets et supports
des fonctions de base.

. Sur la figure V.16 sont représentées les mémes fonctions de base hiérarchiques
sous forme de graphes.
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Dans le cas ot un méme pas de discrétisation est utilisé dans toutes les directions,
une grille pleine correspond a l'utilisation de la norme L., dans la somme (V.79)

ge= Y, (A @.. @A) (V.81)

[i]co<n+1

Produit tensoriel: sélection des fonctions de base hiérarchiques (niveau 3)

VARV AVANNAIY

\

Sparse Grid: 29 points

ANV AVANER VS

F1G. V.15 — Sparse grid, fonctions de base hiérarchiques : supports et sommets (type
Clenshaw-Curtis - dimension 2 - rang 3)

Construire la sparse grid consiste a passer de la norme L, a la norme Ly, ce qui se
traduit par ’élimination dans la figure V.15 des fonctions de base représentées dans
le triangle inférieur droit, correspondant aux fonctions de base & petit support.
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Produit tensoriel: sélection des fonctions de base hiérarchiques (niveau 3)

Sparse Grid: 29 points

F1G. V.16 — Sparse grid, fonctions de base hiérarchiques : graphes (type Clenshaw-
Curtis - dimension 2 - rang 3)
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3.2.3 Autres types de sparse grid

Il existe d’autres types de sparse grids, construites avec des fonctions de base diffé-
rentes : le nombre de points de grille et leur répartition varie (voir [BGO4], [Sprog]).

La figure V.17 montre les quatre types de sparse grids proposées par le code utilisé :

. celles de type Clenshaw-Curtis, " Mazimum Norm" et "No Boundary" utilisent
des fonctions de base linéaires par morceaux,

. celle de type Chebyshev est la seule a utiliser des fonctions de base non linéaires
(polynomes).

Selon les caractéristiques de la fonction & approcher, un certain type de sparse grid
peut étre plus performant.

Le nombre de points de grille associé aux sparse grids de type Mazimum Norm et
No Boundary est plus important, et la précision pour approcher des fonctions non
linéaires est meilleure en utilisant les fonctions de base de type polyndémes : dans
notre étude, nous utiliserons donc les types Clenshaw-Curtis et Chebyshev.

3.3 Mise en oeuvre
3.3.1 Propriété clé : qualité de parcimonie

Les propriétés suivantes découlent de la construction de Smolyak et font apparaitre
I'idée fondamentale des sparse grids : elles possédent la qualité de parcimonie néces-
saire (voir section 1.2.5 page 187) pour un travail en grande dimension.

Approche hiérarchique La formulation précédente (V.80) (voir page 227) permet
d’écrire l'interpolation de rang n en fonction des interpolations de rang inférieur

In = gn-1 + Agn. (V.82)

Le surplus noté Ag, est calculé sur les nouveaux noeuds apportés par le rang n

Agn = > (A ®...0A;)
\i|1:d+n

_ i
= 2 g

liji=d+n j

(V.83)

avec

e =01, vja) tel queVE € {1,...,d} jp=1,...,m>

ig)

. al :zaﬁ@...@a”

J Jd’
. w} = G(m?l,...,x;‘;) - gn_l(:réi,...,x;‘;).

On peut construire ainsi approximation & partir du rang n = 0 en rajoutant les
surplus jusqu’a atteindre le rang désiré

9n =90+ Agay1 + ... 4+ Agayn. (V.84)
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Maximum-norm-based grid

Mo-boundary-nodes grid
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Points: 145, Level: 5 Points: 145, Level: 5

FiG. V.17 — Quatre types de sparse grid

Sparse grid En ce qui concerne les points de grille, on obtient la définition sui-
vante de la sparse grid de rang n notée H, comme I’ensemble des noeuds de R avec
lesquels on construit g, ; d’apres (V.80) (voir page 227) et (V.82), on a

H, = U (XiAlx...xXZd)
li|1 <d+n (V.85)
= anl U AHTL

avec
C X = XX
e AH, = Upjj,—gin (X2 x oo x XK.

Ainsi la sparse grid est construite de fagon hiérarchique : pour atteindre une préci-
sion donnée, on augmente le rang de la sparse grid en gardant les données précédentes,
c’est-a-dire les évaluations de la fonction G sur les points des grilles de rang inférieur.
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Une grille de rang donné est incluse dans une grille de rang supérieur (voir figure
V.18 avec la comparaison de grilles de rang 3 et 4 en dimension deux).
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F1G. V.18 — Comparaison des grilles de rang 4 et 5 (type Clenshaw-Curtis - dimension
2)

Nombre de points de grille La méthode sparse grid permet de travailler avec
une grille réduite, dont le nombre de points (ou nombre de fonctions de base), est
trés inférieur & celui d’une grille compléte pour 'interpolation classique.

Grilles réguliéres Soit N le nombre de noeuds, et hy = 2~ (V=1 Ia distance
entre deux noeuds, dans une direction.

Nous considérons ici une grille réguliére, avec la méme résolution dans toutes les
directions, c’est-a-dire avec les notations de la section 3.2.1 (voir page 221)

Vk=1,...,d m; =N. (V.86)

Nous apellerons N ou hy la résolution de la grille.

Pour comparer une grille pleine et une sparse grid de type Clenshaw-Curtis,

. Le tableau V.3 montre la comparaison du nombre de points de grille, pour une
résolution fixée & N =5 et quelques dimensions différentes (d = 2,10, 100),

La colonne d = 100 montre qu’en grande dimension le nombre de points de la
sparse grid est nettement inférieur.
. Le tableau V.4 donne le nombre de points de grille selon la résolution N.

Le nombre de points de la sparse grid augmente de fagon beaucoup moins
rapide en fonction de la dimension d, car le facteur élevé a la puissance d ou
d — 1 est log(N) au lieu de N.
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Reésolution N =5 Méthode Dimension
d=2 | d=10 | d=100
Nombre de points || Grille pleine | 52 = 25 | 510 ~ 107 | 5% ~ 7. 10°
de grille Sparse grid 13 221 20201

TAB. V.3 — Nombre de points selon la dimension d (N = 5) : grille compléte et sparse
grid (type Clenshaw-Curtis)

‘ Résolution N H Nombre de points de grille ‘ Erreur |G — ¢g||2 ‘
Grille pleine N O(N—2)
Sparse grid O(N log(N)4-1) O(N~2 log(N)?1)

TAB. V.4 — Nombre de points et erreur d’interpolation : grille compléte et sparse grid
(type Clenshaw-Curtis)

3.3.2 Erreur d’interpolation

Avec les notations précédentes, nous présentons 'erreur d’interpolation (norme Lo
de G—g) en fonction de la résolution pour une interpolation classique (grille pleine) et
la méthode sparse grid dans le tableau V.4 (voir [BG04]) : la fonction G est supposée
suffisamment réguliére, dans ce cas G appartient & 1’espace de Sobolev H? (norme
des dérivées secondes bornée).

La décroissance asymptotique de l’erreur quadratique de l'interpolation sur une
grille pleine est conservée a un facteur logarithmique prés pour les sparse grids.

Erreur estimée Les surplus hiérarchiques corrigent & chaque rang n la sparse grid
de rang précédent g,_1 et permettent de mettre a jour l'approximation : pour des
fonctions réguliéres, ils tendent vers zéro quand n tend vers linfini.

La mesure des valeurs des surplus hiérarchiques constituent donc un critére naturel
pour estimer 'erreur courante et controler ’algorithme.

On définit ainsi respectivement l'erreur estimée absolue e, . et l'erreur estimée
3 n
relative e, par

Caps = max |uj

lili=d+n , ]

eTL

n o o.__
“rel T M

avec

. M= max G(zj),
lili<d+n, j

. m:= min G(7}).
i1 <d+n, j
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3.3.3 Propriété clé : algorithme adaptatif

Qualité de parcimonie Quand la dimension du probléme devient grande (une
centaine de parameétres), le nombre de points de la sparse grid augmente moins vite
que pour une grille pleine, mais on se retrouve quand méme confronté a la limitation
du cotit de calcul pour interpoler une fonction de modélisation.

De plus, 'expérience de ’étude des fonctions en grande dimension montre qu’en
pratique, seulement une partie des directions est prépondérante et explique le com-
portement de la fonction : dans ce cas, il est raisonnable de concentrer le cott de
calcul dans ces directions. Le probléme est qu’en pratique on connait rarement ces
directions, et il faut effectuer une étude de sensibilité préliminaire afin d’éliminer
certaines directions.

Pour résoudre ces difficulté, un mode adaptatif a été proposé (voir [GGO3]) et
implémenté dans le code de Klimke :

. l'algorithme détecte automatiquement les directions difficiles a4 appro-
cher pendant le processus de construction de la sparse grid et raffine, c’est-
a-dire continue & placer des points de grille, dans ces directions,

. l'algorithme arréte de placer des points dans les autres directions, qui sont
faciles & apprendre.

On obtient alors a la fin de la construction de la sparse grid

. des niveaux élevés pour les directions importantes,

. des niveaux peu élevés pour les directions négligeables.

La qualité de parcimonie des sparse grids est ainsi nettement améliorée grace au
mode adaptatif pour 'approximation en grande dimension.

Principe Le principe du mode adaptatif (voir [GGO3] et [KIi05]) est de choisir a
chaque itération de l'algorithme un vecteur d’indices contenant les indices précédents
de maniére a effectuer la plus grande réduction possible de ’erreur d’approximation.

Notations Soit S € N¢ un ensemble de vecteurs d’indices, S est dit" admissible"
si

VieSVli<j<d i—ee€f (V.87)
avec ej = (0,...,1,... ,0)T 1e jime vecteur uniteé.

L’ensemble des vecteurs d’indices dits "voisins" de i et noté V; est

Vi={i+e;j=1,...,d}. (V.88)
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Erreur L’erreur notée e; et associée a un vecteur d’indices i := (i1, ...,44) est
1 i
e 1= — E (|| (V.89)
avec

. w} I’ensemble des surplus hiérarchiques de la sous-grille X; := (XZ, . ,de),

. ny = card(X;),
. IiA =A{j:= 1,1 7d); jkzl,...,mé }

Comme Uerreur estimée de la sparse grid, Uerreur e; est basé sur les surplus hiérar-
chiques wj.

Algorithme On initialise l’algorithme adaptatif avec ’ensemble de vecteurs d’in-
dices S1 :={(1,...,1)}

A Titération k avec ’ensemble de vecteurs d’indices Sj définissant la sparse grid
courante, on ajoute tous les indices voisins qui définissent ’ensemble noté Vg, , et on
calcule les erreurs associées aux nouveaux indices.

Par exemple Vg, :={(2,1,...,1),(1,2,...,1),...(1,...,1,2)}.

On choisit alors le vecteur d’indices i, € Vg, pour lequel l'erreur e;, est maximale,
et on obtient la sparse grid a l'itération k + 1 associée a Ski1 := Sk U ix.

On continue le processus jusqu’a ce que lerreur estimée globale de la sparse grid soit
inférieure & une tolérance donnée en entrée, ou jusqu’a ce qu’'un nombre maximum
de points de grille donné en entrée soit atteint.
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Chapitre VI

Applications numériques

Sommaire
1 Présentation des cas tests . . .. ... ... ... ..... 237
1.1 Centre d’Etudes de Gramat . . . . . .. ... . ... .... 237
1.2 Modélisation d’un accident chimique . . . . . .. ... ... 239
2 Méthode par approximation globale . . ... .... ... 243
2.1 Rappel des problémes & résoudre et objectif . . . . . . . .. 243
2.2 Principe général . . . . .. ... ... oL 244
2.3 Approximation par réseau de neurones . . . . . . .. .. .. 245
24 Approximation par sparse grid . . . .. ... .. ... 252
2.5 Méthode retenue pour (Py) . .. . ... ... ... ... .. 253
2.6 Méthode retenue pour (Ps) . . . . ... ... 253
2.7 Méthode retenue pour (P3) . . . ... ... ... .. .... 254
3 Castest a9 paramétres. . . . . . v v v v v v v v v v v v v 258
3.1 Hypothéses . . . . . . . . . .. .o 258
3.2 Réseaux de neurones . . . . . . . ... ..o 258
3.3 Sparse grids . . . . ... Lo 266
3.4 Conclusion . . . . . . ... 275
4 Cas test a 30 paramétres : sparse grids . . . . . . .. .. 276
4.1 Hypothéses . . . . . .. . . .. . 276
4.2 Approche globale . . . . . . ... o oo oo 277
4.3 Améliorations . . . . . . ... 280
4.4 Méthode des approximations successives . . . . . . . . . . . 285
4.5 Résultats numériques : fonction test . . . .. .. .. .. .. 286
4.6 Conclusion . . . . . ... . 305

1 Présentation des cas tests

1.1

Centre d’Etudes de Gramat

1.1.1 Présentation

Le CEG (pour Centre d’Etudes de Gramat) est un centre de recherche de la DGA
(pour Délégation Générale pour I’Armement) situé dans le Lot, dédié a I’analyse de la
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vulnérabilité ou la protection de systémes complets (batiments, véhicules, avions,...).

Le centre utilise des moyens expérimentaux et numériques importants pour la si-
mulation des effets des armements, et a développé une expertise dans la modélisation
numeérique.

Collaboration La collaboration entre le CEG et le laboratoire MIP (pour Mathé-
matiques pour 'Industrie et la Physique) ,de PIMT (pour Institut de Mathématiques
de Toulouse), porte sur I’étude des conséquences d'un accident de type chimique.

Nous supposons que survient un accident faisant intervenir une substance toxique
qui se répand dans "atmosphére. Une population est présente au voisinage de l'ac-
cident, et selon la maniére dont le nuage toxique se disperse, il peut y avoir des
victimes.

La prédiction du nombre de victimes, ainsi que la fiabilité de cette prédiction, est
d’une importance cruciale pour les décisions & prendre de la part des autorités qui
doivent gérer cette situation d’urgence (sécurité civile, armée,...).

L’objectif a long terme est

. construire un modele le plus précis possible de la dispersion du produit (ce
n’est pas le but de cette étude),

. disposer d’un logiciel d’aide & la décision qui analyse les conséquences de 1’ac-
cident : c’est la partie qui concerne ce travail.

Comme outil d’aide & la décision, la méthode devra étre le plus automatisée
possible.

On peut envisager deux utilisations :

. en prévention : des scénarios d’accident sont étudiés a ’avance pour établir
des régles de sécurité,

. en urgence : si un accident réel survient, on peut

. soit utiliser un scénario déja analysé se rapprochant des conditions de
I’accident,

. soit analyser les conséquences a l'aide du logiciel avec une contrainte
de temps de calcul trés forte car on veut obtenir des résultats trés
rapidement.

Les ingénieurs du CEG sont chargés de concevoir un outil permettant de répondre a
des questions que se posent les décideurs qui commandent ’analyse de I'accident. Le
laboratoire MIP apporte son expertise en méthodes mathématiques qui permettent
de quantifier la réponse a ces questions et de présenter des résultats numeériques qui
décrivent les conséquences.

Nous présentons a présent les questions & résoudre pour faire le lien avec les pro-
blémes rencontrés classiquement en calcul de fiabilité, et définis en section 2.2 du
premier chapitre (voir page 156) :

. En mode prévention :
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. Quels sont les paramétres qui font varier le plus le nombre de
victimes final ?
C’est le probléme (P3) des paramétres influents, qui nécessite une analyse
de sensibilité.

. Quelles sont les conditions pour lesquelles le nombre de victimes
dépasse un certain seuil ?

Cela correspond au probléme (P,) de recherche des points de conception :
les conditions sont définies par les valeurs des paramétres appartenant au
domaine de défaillance, et le point de conception correspond aux condi-
tions les plus probables.

. En mode urgence :

. Quelle est la probabilité d’atteindre un nombre de victimes su-
périeur a un certain seuil 7

C’est le probléme (P;) de calcul de probabilité de défaillance.

1.2 Modélisation d’un accident chimique

Nous présentons a présent la fonction de modélisation G sur laquelle nous effec-
tuons 'analyse d’incertitude, et précisons les hypothéses et objectifs du probléme.

Nous disposons d’un modéle simplifié de I’accident chimique sous forme d’une chaine
de logiciels

. un logiciel de dispersion permet de calculer, en fonction de parameétres dé-
finissant les conditions du rejet, le taux du produit au sol,

. un logiciel de conséquences calcule en fonction du taux précédent le nombre
de victimes de ’accident.

1.2.1 Logiciel de dispersion SCIPUFF

Le logiciel SCIPUFF est développé par la société TITAN (Etats-Unis, voir [SPHT98])
il calcule la dispersion d’un produit apres un rejet.

Nous avons utilisé la version mise & disposition du public sur le site de la société
sous forme d’exécutable (pas d’accés au code ni aux équations de modélisation) :
c’est donc une modélisation de type boite noire. La version ne comporte pas toutes les
fonctionnalités du logiciel commercial mais le modéle proposé nous permet néanmoins
de tester nos méthodes.

Entrées Le logiciel prend en entrée de nombreuses paramétres qui déterminent
les conditions de la dispersion et sont normalement choisis & ’aide d’une interface
graphique :

. parameétres concernant la nature et les propriétés du produit (taille des gouttes,...),

. parameétres de rejet (coordonnées, durée, hauteur,..),
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. parameétres définissant les conditions naturelles :

. météorologie (présence nuageuse, de pluie, de vent,...),

. environnement(présence de végétation,...).

. parameétres de calcul (pas de discrétisation, temps de calcul,...).

Sortie Le logiciel donne en sortie plusieurs résultats sur la dispersion du produit,
mais celui qui nous concerne est le taux du produit au sol, calculé sur une grille de
discrétisation.

1.2.2 Logiciel de conséquences

Ce logiciel a été développé en fortran au CEG et est aussi fourni sous forme d’exé-
cutable.

Il modélise de maniére tres simple des lieux d’habitation par trois rectangles avec
des densités d’habitation différente et utilise un modéle de létalité simplifié afin de
calculer le nombre de victimes en fonction du taux de produit dans la zone de popu-
lation (voir figure VI.1).

Entrée Le logiciel prend en entrée la sortie du logiciel de dispersion, c’est-a-dire le
taux du produit dispersé.

Sortie Le logiciel donne en sortie un nombre entier : le nombre de victimes de
l’accident.

1.2.3 Interfacage

Nous avons interfacé les deux logiciels précédents avec des appels définis dans des
fichiers batchs qui permettent d’effectuer les calculs sans passer par l'interface gra-
phique du logiciel de dispersion, condition obligatoire pour 'utilisation sous forme
de fonction de modélisation.

La modification des paramétres d’entrée s’effectue en écrivant directement dans les
fichiers SCIPUFF qui les incorporent.

La figure VI.1 présente une capture d’écran qui représente la dispersion du produit
obtenue avec le logiciel SCIPUFF : on voit 'origine du rejet et le nuage obtenu. Nous
avons ajouté les zones de population prises en compte par le logiciel de conséquences :
ici le rectangle horizontal est atteint, il y aura vraisemblablement des victimes, mais
si les conditions de rejet sont différentes, on voit qu’il peut n’y avoir aucune victime.

1.2.4 Fonction de modélisation

La chaine de logiciels précédente représentée dans la figure V1.2 définit une fonction
de modélisation correspondant aux hypothéses formulées quand nous avons posé le
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Fia. VI.1 — Apercu du logiciel de calcul de dispersion SCIPUFF avec les zones de
population

probléme dans la section 2.1 du premier chapitre (voir page 152) : nous reprenons
les mémes notations et nous avons ici

G : QCR? — R*
X = (21,...,00) — G(X) (VL.1)
avec "
Q= H[ai, bz] (VI.Z)
i=1

car la plage des valeurs autorisées dans le logiciel de dispersion est bornée pour tous
les parameétres.

Nous supposons que le coiit d’une évaluation du modeéle GG est important : la partie
cotiteuse est le calcul de dispersion.

Dans le cadre de cette étude, le modele simplifié fourni par SCIPUFF nous permet
d’effectuer une évaluation en quelques secondes, mais la méthode doit s’appliquer &
des modeéles plus réalistes dont le cotit sera de ’ordre de plusieurs minutes.

1.2.5 Paramétres incertains et scénarios

Lors de la modélisation d’un accident, on peut considérer que la majorité des para-
metres sont incertains car on envisage un événement suceptible de se produire dans
I’avenir : on ne connait pas & 'avance les caractéristiques exactes du rejet et des
conditions naturelles.
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Parametres de rejet
et de conditions naturelles

Entrées

!

Logiciel Scipuff
modele de dispersion

!

Sortie

Nombre de victimes

Entrée

!

Logiciel de conséquences
modele de 1étalité

!

Sortie Nombre de victimes

Fia. VI.2 — Chaine de logiciels

Ces parameétres seront définis a l'aide d’une loi de probabilité : les hypothéses sur
la distribution peuvent provenir de données disponibles (par exemple des relevés
météorologiques dans un lieu donné) ou de la connaissance d’un expert.

On peut d’autre part décider de fixer des parameétres & des valeurs constantes pour
pouvoir tester des configurations précises : le rejet d'un produit donné, une explosion
située exactement & tel endroit,...

Le choix des paramétres fixes et des distributions de probabilité des parameétres
incertains est effectué par le CEG qui définit ainsi un scénario d’accident & évaluer.

Lois de probabilité Soit le vecteur des parameétres incertains X = (x1,...,Xn),
dans cette étude nous supposerons chaque x; est une variable aléatoire régie

. soit par une loi uniforme,

. soit par une loi gaussienne de moyenne m; et d’écat-type o;, notée N(mj, ;).

Nous notons X; une réalisation de X.

Nous cherchons & connaitre les caractéristiques de la variable aléatoire G(X).
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Remarque Nous avons vu précédemment que les parameétres sont définis sur des
intervalles bornés, or normalement les lois gaussiennes sont définies sur R.

Dans l'implémentation, suivant la valeur des écarts-types, les lois gaussiennes sont
donc tronquées : pour un tirage aléatoire de taille N & réaliser, les points hors de
I'intervalle de définition ne sont pas pris en compte, et on effectue de nouveaux tirages
jusqu’a obtenir N points dans l'intervalle.

Nous notons

« Iy les indices des lois uniformes,

. Iy les indices des lois gaussiennes.

2 Meéthode par approximation globale

2.1 Rappel des problémes a résoudre et objectif

Nous rappelons briévement les problémes a résoudre, déja introduits en section 2.1,
et "objectif poursuivi.
2.1.1 (P,) Probabilité de défaillance p;

Pour un seuil donné s € R™, nous cherchons la probabilité de dépasser ce seuil

(P1) ps =p(s<GX))
p(G(X) € Dy)

VI.3
=, p(X)dxX (VL.3)
= [p, p(X1) ... p(Xn)dxX1 ... dxXn
avec Dy = {X € R"; s < G(X)} le domaine de défaillance.
2.1.2 (P,) Points de conception
Avec le changement de variable y; = =% pour i € Iy, les parameétres de loi

7

gaussienne suivent une loi centrée réduite N(0,1).

La recherche des points du domaine de défaillance les plus probables, dits
points de conception P* | s’écrit sous la forme du probléme d’optimisation sous
contrainte

e (VL4)
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2.1.3 (P;) Paramétres influents

Nous cherchons un moyen de quantifier ’influence des paramétres sur la
réponse G(X) pour déterminer les plus importants. L’idée est d’utiliser éven-
tuellement cette information pour réduire la taille du probléme : on effectue
I’étude de G uniquement pour ces paramétres influents, en fixant la valeur des autres
parametres.

Nous considérons un parameétre x; comme influent, ou important, si les variations
de z; sur son intervalle de définition [a;,b;] entrainent des variations significatives
sur la réponse G(X).

2.1.4 Objectif : cotit de calcul

Nous voulons effectuer une étude de fiabilité, consistant & résoudre les trois pro-
blémes (P;) précédents, pour une fonction de modélisation G supposée coiiteuse, et
en vue d’une application possible en grande dimension (n ~ 100).

Quelles que soient la méthode d’approximation, puis les méthodes de résolution des
problémes (P;) choisies, nous considérons que le cotit de calcul lié aux appels a la
fonction G est prépondérant.

Un critere important pour évaluer les résultats sera donc le nombre d’évaluations
de la fonction G, c¢’est-a-dire le nombre de données nécessaires a la construction de
I’approximation g.

Dans les cas tests présentés, le modele utilisé est simple et donc peu coiteux (une
évaluation de l'ordre de quelques secondes), mais il faudra obtenir des résultats sa-
tisfaisants avec le moins de simulations possible.

2.2 Principe général
Les étapes de la méthode que nous appliquons sont :

. Construire une approximation g de GG, deux types d’approximation sont
retenues
. par réseau de neurones,
. par interpolation sparse grid.
Les principes de ces deux méthodes ont été présentés en section 2 (voir page

205) et en section 3 (voir page 220) du chapitre précédent, et nous discuterons
leur mise en oeuvre dans les sections 3 (voir page 258) et 4 (voir page 276).

Cette étape est cruciale, car de la qualité de 'approximation g vont dépendre
les résultats de I'étude de G.

Les propriétés les plus importantes de 'approximation g sont

. un cout d’évaluation négligeable,

. la possibilité d’utiliser le gradient.

. Utiliser g pour résoudre les problémes
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. (P1) calcul des probabilités de dépasser un seuil,
. (P,) calcul des points de conception (optimisation sous contraintes),

. (P3) analyse de sensibilité.

2.3 Approximation par réseau de neurones
2.3.1 Caractéristiques de ’apprentissage

La méthode de réseau de neurones présente une phase délicate, celle de I’apprentis-
sage.

En effet, selon le plan d’expériences choisi pour les données (nombre et disposition)
et les valeurs des paramétres de lalgorithme (critéres d’arrét, nombre de neurones
cachés, forme de régularisation,...), on obtient une approximation de qualité diffé-
rente.

Paramétres de ’algorithme Dans notre cas, le nombre de neurones cachés aug-
mente automatiquement jusqu’a ce que le réseau neuronal atteigne une certaine pré-
cision, et les parametres de 1’algorithme les plus sensibles sont

. le nombre de données noté NV,

. la tolérance notée 7 : elle définit la précision souhaitée.

Dans lalgorithme, elle est utilisée sous la forme suivante :

. soit le lot noté {X1,..., Xn, } des données pour la phase dite de I’appren-
tissage par coeur,

. on pose 13 := 7 * V(C) avec V(C) la variance empirique du vecteur des
cibles C = (G(X4),...,G(X1)T
Ny
. soit r:= N% Z (G(X;) — g(X;))? lerreur quadratique moyenne au carré,
i=1

. le critére d’arrét est alors r < 7.

Exemples simples Nous présentons 'influence des deux parameétres de 'algo-
rithme précédent sur des exemples de fonctions tests en dimension deux.

Dans les figures suivantes, les données d’apprentissage sont marquées dans le do-
maine de départ (plan horizontal), la fonction est représentée par une surface trans-
parente et ’approximation du réseau de neurones est représentée par une surface
pleine.

Nous utilisons un nombre N = N; + Ny de données d’apprentissage : Ny pour la
phase d’apprentissage par coeur et No pour la phase de régularisation.
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Tolérance grande Si la tolérance 7 est grande, le réseau neuronal ne va pas cher-
cher & passer exactement par les cibles, et il va devenir une approximation simplifiée
de la fonction.

Cette propriété est illustrée avec la figure V1.3, avec 7 = 5 1071 et la fonction carré :

. avec N = 10, le réseau neuronal obtenu est une constante, égale a la moyenne
des valeurs apprises (figure VI1.3(a)).

. Si on augmente le nombre de données, avec N = 70, le réseau neuronal reste
une approximation d’ordre zéro (constante), qui converge vers l'espérance de
la fonction carré sur le domaine considéré [—2,2]? (figure VL.3(b)).

- 2 4 - 27
Variable 2 2 Ve Variable 2 2 2 Variable 1

(a) N=10 (b) N=70

FiG. VI.3 — Réseau neuronal avec 7 = 0.5 pour la fonction carré

Tolérance petite Si on prend une tolérance plus petite, le réseau neuronal sera
plus proche de la fonction.

Sur la figure V1.4, avec la fonction carré :

avec N = 10 et 7 = 5 1072, le réseau neuronal devient non linéaire, mais
lapproximation n’est pas satisfaisante (figure VI.4(a)).

On obtient une bonne approximation en trouvant le compromis entre :

. augmenter le nombre de données,

. et diminuer la tolérance.

. Si on diminue la tolérance & données fixées, avec N = 10 et 7 = 5 1073,
lapproximation est & présent satisfaisante (figure VI.4(b)).

. Si on augmente le nombre de données avec une tolérance plus grande, avec
N =30 et 7 =10"1, on obtient la méme qualité (figure VI.4(c)).
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Variable 2 2 2 Variabis A Variable 2 2 2 Variable 1

(a) N=10 et 7 = 10-2 (b) N=10 et 7 = 10~3

|

N O A N O N s O ®

01 2. pls@eneral.
1 prent.

Variable 2 2 2 Variable 1

(c) N=30et 7=10"1

FiG. V1.4 — Réseau neuronal avec différentes valeurs de N et 7 pour la fonction carré

Conclusion Plus le nombre de points d’apprentissage est grand et plus la tolé-
rance est petite, de meilleure précision sera ’approximation obtenue.

Pour des fonctions plus difficiles & apprendre, c’est-a-dire non réguliéres, il faut
choisir un nombre assez grand de points d’apprentissage, sinon le réseau neuronal
n’arrive pas a apprendre malgré une tolérance petite.

Mais si on prend un grand nombre de données, il ne faut pas choisir une tolérance
trop petite, sinon le réseau neuronal n’arrive pas a passer précisément par tous les
points et donne une mauvaise approximation, l’algorithme est mis en échec.

Cette propriété est illustrée sur la figure VI.5 avec la fonction sinus décalé en di-
mension deux. Avec N = 50, on obtient
. avec 7 =5.1071 (figure VI.5(a)) et 7 = 1071 (figure VL.5(b)), la précision du

réseau neuronal augmente,

. avec 7 = 1073, la précision est tres dégradée.
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i -10 - ; K
Variable 2 10 Variable 1 Variable 2 101y Variable 1

(a) 7=5.10"1 (b) 7=10"1

s Apprent.
Variable 2 A0 =10 Variable 1

FiG. VI.5 — Réseau neuronal avec différentes valeurs de N et 7 pour la fonction carré

2.3.2 Validation du réseau neuronal

Nous présentons ici I’affichage qui permet de vérifier la qualité d’un réseau neuronal.

Pour valider ’approximation obtenue, nous considérons trois lots de données :

«un lot (Xy,...,Xx) généré par deux hypercubes latins pour la phase d’ap-
prentissage (un pour le lot d’apprentissage par coeur et 'autre pour le lot de
régularisation),

. un lot (X7y,...,Xn,) généré par un tirage de type carré latin pour la phase de
vérification.

Graphique de validation Les cibles et les valeurs correspondantes sont représen-
tées pour 'ensemble des données (lots d’apprentissage par coeur, de régularisation,
et de verification) sur le graphique de validation par les points (G(X;),G(X;)) et
(G(X5), 9(X;))-
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Les cibles sont donc disposées sur la droite y = x et on visualise ’écart avec 1’ap-
proximation sur la méme abscisse.

Coefficient de corrélation En considérant g et G comme deux variables aléa-
toires dont les réalisations sur un lot de données sont les vecteurs g = (g9(X1), ..., 9(Xn))
et G = (G(X1),...,G(XnN)), on peut calculer le coefficient de corrélation

~

cov(d, @)
O@ Ué

Cor = (VIL.5)

avec cov la covariance et o ’écart-type des vecteurs considérés.

Ce coefﬁci/e\nt, compris dans notre cas entre 0 et 1 mesure la dépendance linéaire
entre g et GG : plus il est proche de 1, plus la dépendance linéaire entre les deux
vecteurs est forte, ce qui normalement signifie que les valeurs g(X;) sont proche de
la droite y = = et donc des cibles G(X;).

Il est calculé sur le lot d’apprentissage, noté CorA, puis sur le lot de vérification,
noté CorV.

Erreur quadratique moyenne L’erreur quadratique moyenne relative, notée
EQM, sur un lot {X1,..., XN} est calculée par

1 1 & )
EQM = ——— | = ) (9(Xi) — G(Xy)) (VL6)
(Mg —ma) \| N ; g

avec
« Mg = X
¢ = Iy ),

' ma = I, GO

Elle est calculée sur le lot d’apprentissage et notée FQM A puis sur le lot de vérifi-
cation et notée FQMYV .

Pour valider un réseau neuronal, le principe est d’avoir un coefficient de corrélation
Clor le plus proche de un possible et une erreur EQM la plus proche de zéro possible.

En pratique, pour sélectionner un réseau neuronal approchant une fonction donnée,
on vérifie qu’on obtient des ordres de grandeur équivalents sur les lots d’apprentissage
et de vérification pour Cor et EQM, puis on compare les valeurs de Cor et EQM
avec celles d’autres réseaux neuronaux pour dégager le meilleur.

2.3.3 Sigmoide en sortie

La fonction de modélisation présente la caractéristique de donner une réponse égale
a zéro sur une grande partie du domaine de définition.

Du point de vue du phénomeéne modélisé, cela est di au fait que les conditions pour
que le nuage toxique parvienne sur les zones de population ne sont réunies que pour
certaines valeurs des parameétres d’entrée.

249



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMERIQUES

‘ ‘ Lot d’apprentissage | Neurones cachés ‘ EQMA ‘ EQMV ‘

Jlin 1000 21 0.052 0.099
Jsig 1000 4 0.064 0.062
JiinF 1000 21 0.049 0.092

TAB. VI.1 — Erreurs sur lot d’apprentissage FQM A et vérification EQMYV pour les
réseaux Neuronaux §in, Jsig €t Jiink

Le réseau neuronal a alors tendance a extrapoler les valeurs nulles par des valeurs
négatives : une idée pour ameéliorer le comportement du réseau neuronal est de rem-
placer la fonction d’activation linéaire du neurone de sortie par la méme
fonction d’activation sigmoide que celle de la couche cachée.

Avec une méme tolérance et un méme lot de données de 1000 points, nous construi-
sons :

. un réseau neuronal g, avec la fonction d’activation linéaire,
. un réseau neuronal gs;, avec la fonction sigmoide,

. un réseau neuronal gj;,r en appliquant un filtre f(x) = maz(z,0) a la sortie
de gy, ; nous notons gyinr = f o gin 'approximation.

Le lot de validation est de 100 points.
Le tableau VI.1 présente les résultats.

En comparant gj,r et gy : Uerreur d’apprentissage et de vérification ne diminuent
que trés légeérement, cette approche n’est donc pas suffisante.

En comparant gg4 et giin :

. L’erreur sur le lot d’apprentissage est légerement dégradée pour gsiy, mais il
utilise aussi beaucoup moins de neurones cachés (4 pour g, contre 21 pour
Jiin), ce qui montre une meilleure qualité de parcimonie.

. Par contre, I'erreur sur le lot de vérification diminue significativement avec gg;q,
ce qui montre une meilleure qualité de prédiction.

Nous voyons sur la figure V1.6 des coupes suivant un parameétre qui montrent com-
ment le comportement du réseau neuronal est ameélioré.
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(b) Réseau neuronal ggiq

F1G. VI.6 — Coupes des réseaux g;;, et gsig suivant le parametre n°3
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2.4 Approximation par sparse grid
2.4.1 Caractéristiques

La méthode des sparse grids est basée sur une interpolation sur grille éparse,
dont les coordonnées sont déterminées et fixées selon le type de fonction de base
choisi.

Ainsi, pour une fonction & approcher sur un domaine, et pour un type de fonction de
base donnés, nous obtenons une unique approximation sparse grid (contrairement
a la méthode des réseaux de neurones, dont le résultat dépend de apprentissage).

Paramétres de l’algorithme Les paramétres sont ici plus simples a fixer que
pour la méthode précédente : en effet, ’algorithme s’arréte

. si lerreur estimée devient inférieure a une tolérance donnée en entrée,

. ou si un nombre maximum de points de grille est atteint.

Etant donné que le cotit de calcul est un critére que nous voulons maitriser, nous
donnerons en entrée une tolérance assez basse pour qu’elle ne stoppe pas 1’algorithme,
et nous indiquerons seulement le nombre de points de grille souhaité, correspondant
au nombre d’évaluations de la fonction de modélisation.

2.4.2 Validation de la sparse grid

Comme c’est une méthode d’interpolation, I'erreur sur les données de construction,
constituées par les points de la grille, est égale & zéro (de lordre de la précision
machine lors des calculs).

L’algorithme donne en sortie une erreur relative Ep estimée, qui permet d’appré-
cier la précision de "approximation. Si nous notons wy les surplus du dernier niveau
calculé (voir section 3.2.1 page 221 du chapitre précédent), Er est définie comme le
maximum des surplus normalisé sur les données

max |wg|

Jnax G(XG)

Ep = (VLT)

Nous verrons dans les tests numériques que l'erreur Er n’est pas suffisante pour
valider la sparse grid.

Donc, pour comparer les approximations, nous calculons aussi I’erreur quadratique
EQMYV sur un tirage de vérification de type carré latin (nous n’utilisons pas les lois
de probabilité du scénario) commun & toutes les sparse grids calculées.

La validation est ici différente par rapport aux réseaux de neurones : puisque pour un
colit donné nous obtenons une seule sparse grid, si ’erreur estimée est trop grande ou
si les résultats ne sont pas satisfaisants, nous n’avons que la possibilité d’augmenter
le nombre de points (si ¢’est possible) pour améliorer ’approximation.
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2.5 Meéthode retenue pour (P;)

Pour calculer les probabilités de défaillance pg, étant donné que le cott de calcul
n’est plus un obstacle, nous utilisons une méthode de Monte-Carlo avec g pour la
simplicité de sa mise en oeuvre (voir section 3.2 page 159 du premier chapitre).

2.5.1 Graphique du calcul des probabilités

Le résultat des probabilités de défaillance est représenté par un graphique que nous
détaillons ici (voir par exemple la figure VI.8 page 260).

Pour valider le résultat, nous avons aussi utilisé la méthode de Monte-Carlo
appliquée a G avec un tirage aléatoire de 10* points : c’est un calcul coiiteux qui
n’est possible ici que parce que le modeéle utilisé est trés simple (une évaluation en
quelques secondes) et dont le but est uniquement de disposer de valeurs de probabilité
de référence pour comparaison avec notre méthode.

Nous appliquons ensuite la méthode de Monte-Carlo & 'approximation g avec un
tirage de 10* ou 10° pour points (peu cotiteux).

Nous affichons les résultats suivants dans le graphique :

. en abscisses sont portés les seuils de victimes s obtenus par discrétisation de
I'intervalle [0, mq], avec mg le maximum de victimes défini par le maximum
de G sur les données de construction,

. en ordonnées est portée la probabilité de dépasser chaque seuil

. pour la fonction de modélisation G par des symboles "[1", et ’estima-
tion de l'intervalle de confiance & 95% de la méthode de Monte-Carlo est
représentée par des pointillés,

. pour 'approximation g par des symboles "+".

2.6 Méthode retenue pour (P)

Le probléme d’optimisation sous contraintes associé a la recherche des points
de conception en utilisant ’approximation g s’écrit (voir formule (VI.4) page
243) :

2
o * . Ly — My
1IN

avec Dy = {X €R" s <g(X)} ~ D,={X€eR" s<G(X)}
le domaine "approché" de défaillance.
Pour résoudre le probléme d’optimisation, nous utilisons un algorithme classique de

descente, qui intégre les contraintes par pénalisation, appliqué a g dont on connait
le gradient.

Nous langons alors I’algorithme avec un choix de points de départ aléatoires, et nous
retenons les cinq premiers résultats de convergence.
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2.6.1 Sortie de la recherche des points de conception

Le résultat de la recherche est donné sous la forme d’un fichier texte (voir par
exemple le tableau VI.5 page 261) avec :

. le seuil s de victimes auquel est associé le domaine de défaillance Dy,

. les indices des paramétres sur lesquels on effectue 'optimisation avec les lois
associées

. la fonction colt est définie uniquement par rapport & ceux qui suivent une
loi gaussienne,

. mais le domaine des contraintes D, est défini & partir de tous les para-
metres.

. pour chaque convergence vers un point de conception P*

. le résidu de la fonction cott a la fin de lalgorithme (la distance a zéro
OP* dans l’espace des lois centrées réduites),

. les coordonnées de P*,

. les images g(P*) et G(P*) pour vérifier si P* est au bord du véritable
domaine de défaillance D;.

2.7 Méthode retenue pour (P;)

Nous voulons utiliser 'avantage que nous procure le gradient de ’approximation de
g pour déterminer les paramétres les plus influents.

2.7.1 I1dée clé : distribution des gradients

Gradient et variations Le gradient de g évalué en un point X donne une infor-
mation locale sur les variations de g autour du point Xj.

Nous supposons que ’approximation g est réguliére et "lisse" les comportements de
la fonction G.

Ce comportement a été constaté pour les réseaux de neurones grace a ’emploi de
techniques de régularisation (voir ’exemple en section 2.3.5 page 215 du chapitre
précédent).

Nous supposons ainsi que si un parameétre négligeable produit des variations locales
de G de type bruit et pas de variations globales significatives, alors g "élimine les
variations parasites" et ne conserve que l'allure générale et la variation globale de
G. Le gradient de G suivant un tel paramétre aura une valeur importante pour de
nombreux points, mais le gradient de g aura une valeur faible partout.

Donc les directions dans lesquelles les variations de g sont les plus fortes localement,
détectées par le gradient, indiquent que ces directions correspondent & des parameétres
influents, car une fonction lisse prolonge la variation locale et on obtient les variations
globales significatives de g, correspondant & celles de G si 'approximation a une
bonne qualité de prédiction.
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Cas des sparse grids Le comportement d’approximation réguliére n’est par contre
pas assuré pour les sparse grids, d’autant plus qu’avec une méthode d’interpolation,
les oscillations apparaissent facilement : il faudrait leur appliquer aussi des tech-
niques de régularisation pour obtenir une approximation lissée, qui ne serait plus
une interpolation.

Pour valider la méthode de distribution des gradients avec les sparse grids, nous
pouvons comparer le classement des parameétres influents avec celui obtenu gréce
aux indices du mode adaptatif (voir section 2.7.4 page 257).

Principe Ici nous faisons intervenir les variations des parameétres sur leur intervalle
de définition : c’est une mesure de sensibilité globale, avec une notion de parameétre
influent qui ne dépend pas des lois de probabilité associées.

L’idée est d’évaluer le gradient de g en de nombreux points bien répartis
dans le domaine : nous utilisons un tirage de type carré latin de p points (nous
ne faisons donc pas intervenir les lois de probabilité).

Nous formons la matrice A avec la valeur absolue de ces gradients en colonnes.

Chaque ligne L de A représente les valeurs absolues des dérivées partielles de g
suivant parameétre xj évaluées sur le plan d’expériences : les parameétres influents
sont ceux pour lesquels ces valeurs sont les plus fortes.

Il nous faut & présent extraire cette information de la matrice A.

Si nous prenons la norme des vecteurs lignes Ly, nous aurons un critére simple de
classement de l'influence des parameétres puisque il suffit de comparer les n valeurs
entre elles.

Mais nous avons choisi de représenter la distribution des valeurs des lignes
Ly, avec les diagrammes en boites, qui permettent de visualiser une information
plus riche : ce diagramme permet la représentation synthétique des caractéristiques
des observations avec leurs intervalles interquartiles (voir [Sap06]), afin de comparer
facilement des sous-groupes de données.

2.7.2 Algorithme de recherche des paramétres importants

D’apres ce qui précéde, nous proposons l’algorithme suivant, qui peut étre utilisé
avec une approximation par réseau de neurones ou par sparse grid, présenté page
256.

Si nous voulons automatiser le classement des parameétres, nous pouvons choisir par
exemple le troisieme quartile dans la derniére étape de l'algorithme et comparer les
parametres entre eux uniquement par rapport a ce critére.

2.7.3 Graphique de recherche des paramétres importants

Le résultat de la recherche des parameétres principaux est donné par un graphique
dans lequel, pour chaque paramétre xj, sont représentées les caractérisques des va-
leurs des gradients dans un diagramme en boite (ou "boite & moustaches") vertical,
dont nous détaillons le principe (voir par exemple la figure VI.9 page 263) :
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\_

/Algorithme 1 : Recherche des paramétres importants \
> Entrées
« X = (x1,...,2y) les parameétres d’entrée de la fonction G,

. [ai,bi] ;i =1...n les intervalles de définition des x;,

. g lapproximation de G.
> Calcul des gradients

. Normaliser les intervalles [a;, b;] pour effectuer I’étude sur [0, 1] pour
chaque parameétre,

. Générer un plan d’expériences de type carré latin (sans les lois de pro-
babilités), on obtient les points {X1,..., X},

. Evaluer le gradient en ces points, on obtient {Vg(X;) ,i=1...p},

. Former la matrice de la valeur absolue des gradients
A= ([Vg(X1)|...[Vg(Xp)]) (VL.9)
de taille n x p.
> Visualisation et classement des paramétres

. Représenter la distribution des valeurs des n lignes

Lk = ( 99 (%)

8xk

dg
8—M(Xp)

> (VL.10)

par des diagrammes en boites.

. Suivant les valeurs de dérivées partielles les plus fortes (par exemple en
comparant les troisiémes quartiles), déterminer un classement des
parameétres avec les catégories

. parameétres principaux,
. parameétres secondaires,

. paramétres négligeables.

/

TAB. VI.2 — Algorithme de recherche des paramétres importants
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. la boite contient la moitié des valeurs :
. la partie inférieure de la boite contient les valeurs comprises entre le pre-
mier quartile () et la médiane (ou deuxiéme quartile @Q2),
. la partie supérieure contient les valeurs comprises entre la médiane et le
troisiéme quartile Q3.

. les moustaches s’étendent

. vers le bas jusqu’a la valeur la plus proche de @1 — 1.5 (Q3 — Q1),
. vers le haut jusqu’a la valeur la plus proche de Q3 + 1.5 (Q3 — Q1).

. les valeurs au-deld des moustaches sont repérées par des points.

2.7.4 Utilisation des sparse grids en mode adaptatif

L’algorithme sparse grid adaptatif présente un intérét trés important : il détecte
au fur et & mesure, donc sans cott de calcul supplémentaire, les directions im-
portantes. Dans une direction donnée, I'algorithme raffine en placant des points
supplémentaires jusqu’a ce qu’il estime que la fonction est connue dans cette direc-
tion, et il continue & augmenter les niveaux dans les directions difficiles & approcher.

Les directions ou l'algorithme raffine le plus correspondent aux directions qui pré-
sentent des variations plus importantes que pour les autres : le critére du niveau
obtenu a la fin dans chaque direction sert a effectuer un classement des paramétres
par ordre d’importance :

. niveau 1 : le parameétre est considéré négligeable,

. puis on compare les niveaux supérieurs & 1 entre eux pour éventuellement
classer les parameétres en principaux et secondaires.

Les niveaux étant des nombres entiers petits, le classement est nécessairement moins
fin que quand on compare la distribution des gradients. En particulier, les paramétres
auront souvent le méme niveau a 'intérieur d’'une méme catégorie.

Le résultat de cette méthode est une sortie texte que nous présenterons sous forme
de tableaux (voir par exemple tableau VI.12 page 273).
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Parameétre | Nom Caractéristique Intervalle | Loi de

de définition | probabilité
D h-cnp hauteur de canopée [0;10] Uniforme
P2 cloud-cover | couverture nuageuse [0;1] Uniforme
D3 wind-speed | vitesse du vent [1;10] Uniforme
D4 wind-dir direction du vent [240;300] | Uniforme
D5 z-rel hauteur de rejet [0;1] Uniforme
D6 C-mass masse de produit [10;300] Uniforme
7 W-mom vitesse de rejet [200;800] N(500,100)
D8 buoy température de rejet | [400;1000] | N(700,100)
D9 sltrop échelle de turbulence [10;50] N(30,7)

TaB. VI.3 — Cas test & 9 parameétres : scénario

3 Cas test 4 9 paramétres

3.1 Hypotheéses

Nous présentons dans le tableau VI.3 le scénario associé au cas test ou 9 parameétres
sont considérés incertains, défini par

. le nom et la nature des paramétres dans le logiciel SCIPUFF,
. leur intervalle de définition,

. la loi de probabilité associée a leur incertitude.

3.2 Reéseaux de neurones
3.2.1 Mise en oeuvre

Nous précisons ici les paramétres de construction du réseau neuronal.

Nous avons vu que dans le cas de I'algorithme utilisé, (voir page 219), les deux para-
meétres de construction du réseau neuronal qui ont une influence sur "approximation
sont :

. la tolérance 7 (qui est un coefficient utilisé dans I'algorithme pour déterminer
le critére d’arrét pour la norme des résidus entre G et g),

. et le nombre de données d’apprentissage.

Comme nous voulons réduire le plus possible le cott lié aux appels a G, nous
avons fixé plusieurs tailles de lots d’apprentissage, et pour chacune nous avons testé
plusieurs valeurs de tolérance pour obtenir le meilleur réseau neuronal, en comparant
les erreurs sur le méme lot de vérification, obtenu par un tirage de type carré latin
de 1000 points.
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‘ ‘ Lot d’apprentissage ‘ Neurones cachés ‘ CorA ‘ CorV ‘ EQMA ‘ EQMV ‘
| gr—500 | 500 \ 12 | 096 [ 0.88 | 0.035 | 0.120 |

TAB. VI.4 — Réseau neuronal gr—_500 : erreurs de validation (lot de vérification : 1000
points)

3.2.2 Reéseau de neurones obtenu

Nous avons obtenu une bonne approximation avec un tirage de 500 points d’appren-
tissage, avec 7 = 1072, le graphique de validation du réseau neuronal noté gr_son
est présenté dans la figure VI.7.

RESCTQPLHSOOtOIO—OlmZdGh10—56
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FiG. VI.7 — Réseau neuronal gr_50p : graphique de validation

Le nombre de neurones cachés et les critéres de validation sont présentés aussi dans
le tableau VI.4.

Les coefficients de corrélation montrent un bon apprentissage et une qualité de
prédiction inférieure.

Mais comme 2° = 512, avec un nombre de données de 500 points en dimension 9,
nous avons pour la construction du réseau neuronal I’équivalent de deux points par
direction, et la généralisation ne peut pas étre aussi précise que ’apprentissage.

L’amplitude du nombre de victimes sur le lot d’apprentissage varie entre 0 et 4816.
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3.2.3 Probabilités

Le graphique du calcul des probabilités est présenté dans la figure VI.8 : la courbe
obtenue avec gr_soo reste presque entiérement dans l'intervalle de confiance de la
courbe de référence, le résultat est trés satisfaisant.

Probabilité
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Fi1a. VI.8 — Réseau neuronal gr_5gp : courbe des probabilités de dépasser un seuil
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Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Lois: U U U U U U N N N
Moyenne (LN): 0 0 O O 0 0500700 30

Résidus fonction cofit:
1e-008 2e-006 1e-007 4e-008 1e-007

Px1 Px2 Px3 Px4 Px5
p-1 3.38 2.43 .96 9.20 7.55
p-2 0.13 0.53 1.00 0.18 0.37
p_3 3.51 3.66 7.54 3.24 9.72
p-4 266.80 298.89 279.96  247.92  262.37
p_5 0.74 0.47 0.10 0.39 0.23
p_6 86.70 247.59 107.50 186.75 232.76
p_7 500.01 500.05 499.98 500.01 499.97
p-8 699.99 700.12 700.02 700.02 699.98
p_9 30.00 30.00 30.00 30.00 30.00
g(Px)= 50 50 50 50 50
G(Px)= 59 73 39 60 208

Succés optim.: 50%

TAB. V1.5 — Réseau neuronal gr_s500 : points de conception pour s=50

3.2.4 Points de conception

Seuil s = 50 Nous recherchons les points de conception pour un seuil bas s = 50,
ce qui dans le cadre de notre étude semble naturel (la réponse étant un nombre de
victimes d’accident) : le résultat est présenté dans le tableau VIL.5.

Les points sont bien au bord du domaine de défailllance associé a ’approximation
g, car g(P*) = 50, mais pas toujours au bord du domaine de défaillance D associé

a G, car G(P7) # 50.
Nous remarquons en ce qui concerne les coordonnées des points de conception trou-
veés :
. elles différent pour les paramétres de loi uniforme,

. par contre elles sont égales pour les parameétres de loi gaussienne, et valent la
moyenne correspondante.

Nous trouvons ainsi plusieurs points, et I'interprétation des résultats est difficile.

Seuil s = 50, lois gaussiennes Nous gardons le méme seuil, et le méme réseau
neuronal, mais pour trouver un seul point de conception, nous changeons le
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Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Lois: N N N N N N N N N
Moyenne (LN): 5 1 6270 1 155 500 700 30

Résidus fonction coiit:
8e+000 8e+000 8e+000 8e+000 8e+000

Px1 Px2 P*3 Px4 Px5
p-1 4.92 4.92 4.92 4.92 4.92
p-2 0.57 0.57 0.57 0.57 0.57
p_3 3.65 3.65 3.65 3.65 3.65
p_4 253.33 253.34 253.33 253.33 253.33
p_5 0.56 0.56 0.56 0.56 0.56
p_6 141.19 141.23 141.19 141.17 141.19
p_7 488.75 489.81 488.75 488.27 488.75
p-8 692.23 692.14 692.23 692.26 692.23
p-9 29.32 29.32 29.32 29.32 29.32
g(Px)= 50 50 50 50 50
G(Px)= 53 7 53 63 53

Succés optim.:  100%

TaB. VI.6 — Réseau neuronal gr_590 : points de conception pour s=>50, lois gaus-
siennes

scénario en appliquant des lois gaussiennes pour tous les paramétres, comme
indiqué dans les résultats présentés dans le tableau VIL.6..

Les résidus de la fonction cott & la fin de algorithme ont augmenté (les points
trouvés sont moins probables), mas cette fois, les points de conception trouvés ont
des coordonnées trés proches quelque soit le point de départ de "optimisation.

Cependant, nous constatons aussi avec les valeurs G(P;) qu’une treés faible variation
de certaines coordonnées entraine des réponses tres différentes. Parmi les cing points
trouvés, P = Py = Py est le point le plus proche du bord du véritable domaine de
deéfaillance avec G(P;) = 53.
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Parametres
principaux secondaires négligeables
ps direction du vent | pg  masse de produit pg  échelle de turbulence
p3  vitesse du vent | p; hauteur de canopée | ps hauteur de rejet
P2 couverture nuageuse
p7 vitesse de rejet

ps  température de rejet

TAB. VI.7 — Réseau neuronal gr_500 : classement des paramétres

3.2.5 Parameétres importants

Nous appliquons I’algorithme présenté page 256 : la distribution des gradients cal-
culés avec gr_500 sur un tirage de type carré latin de 1000 points est affichée dans la
figure VL.9.
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FiG. VI.9 — Réseau neuronal gr_5qo : distribution des gradients pour classement des
parametres

D’apreés la distribution des gradients, nous pouvons classer les parametres par ordre
d’importance : nous avons choisi de les placer dans trois catégories (principaux, secon-
daires et négligeables), et par ordre d’importance a l'intérieur de chaque catégorie :
le résultat est présenté dans le tableau VI.7.

Le classement par ordre d’importance est un résultat objectif de la méthode, mais
la distinction entre les trois catégories est en partie subjective. Ainsi, le paramétre
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pe de masse de produit, troisiéme par ordre d’importance, pourrait étre placé dans
la catégorie "parameétres principaux", apres ps et ps.

Interprétation physique Le classement est cohérent avec la physique du pro-
bléme.

En effet, étant donné la distribution de la population dans deux rectangles, le
nombre de victimes sera différent de zéro si le nuage toxique atteint ces rectangles.

Or la forme du nuage est déterminée essentiellement dans notre scénario, par ordre
d’importance, par les variations de la direction py4 et de la vitesse p3 du vent (para-
meétres principaux).

Ensuite (parameétres secondaires), une fois que les conditions pour que le nuage
arrive sur la population sont présentes, il est normal que la masse de produit pg
influe sur le nombre de victimes.

Une hauteur de canopée po importante doit retenir une partie des retombées toxiques
sur le sl et limiter ainsi le nombre de victimes par rapport & une hauteur de canopée
faible.

Les paramétres restants du scénario (négligeables) sont d’interprétation physique
plus délicate.

Coupes 1D Nous présentons dans la figure VI.10 les coupes de G et du réseau
neuronal suivant chaque direction en un point ol le nombre de victimes est élevé.

Ces coupes permettent de vérifier sur un exemple le comportement de GG décrit pré-
cédemment : les variations les plus importantes correspondent bien aux parameétres
principaux et secondaires détectés.

On vérifie aussi la propriété qui justifiait le recours au gradient de g pour estimer
les variations de G : I’approximation ¢ lisse le comportement de G en effacant les
petites variations locales.

L’approximation gr_s500 n’est pas toujours précise car 'information est insuffisante
(le nombre de données est faible par rapport a la dimension) pour espérer approcher
correctement GG sur tout le domaine, mais le réseau neuronal capture au moins les
tendances globales, qui suffisent pour déterminer les parameétres importants.
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Coupe en X = (0.1 0.8 6.8 274.2 0.5 251.3 526.7 667.9 29.8)

Coupe en X = (0.1 0.8 6.8 274.2 0.5 251.3 526.7 667.9 29.8 )

Parametre x9 = Sitrop

FiG. VI.10 — Réseau neuronal gr_509 et G : coupes 1D
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Niveau ‘ Type ‘ Nombre de points ‘ Er ‘ EQMV ‘
2 Clenshaw-Curtis 181 0.5207 | 0.1247
Chebyshev 181 0.5207 | 0.1504
3 Clenshaw-Curtis 1177 0.5687 | 0.1176
Chebyshev 1177 0.5687 | 0.1570

TAB. VI.8 — Cas non adaptatif : erreurs sur les sparse grids

3.3 Sparse grids
3.3.1 Mise en oeuvre

La construction d’une sparse grid présente 'avantage de la simplicité : nous défi-
nissons seulement le nombre de points de grille désiré.

L’erreur relative estimée par l'algorithme est notée Ep, et l'erreur quadratique
EQMYV est calculée sur un tirage carré latin de vérification de 1000 points (voir
section 2.4.2 page 252).

3.3.2 Mode non adaptatif

Nous présentons d’abord le cas non adaptatif : nous fixons le niveau de grille qui
détermine le nombre de points, de facon & obtenir un nombre d’évaluations de G
proche de la taille des données, égale & 500 dans le cas du réseau de neurones gr—s500
obtenu pour le méme cas test.

Nous présentons dans le tableau VI.8 les différentes sparse grids et les erreurs as-
sociées obtenues : nous avons utilisé les niveaux 2 et 3, qui donnent un nombre de
points respectivement inférieur et supérieur a 500.

Du point de vue de la courbe des probabilités, le meilleur résultat est obtenu avec
la sparse grid qui présente U'erreur EQMYV la plus petite, c’est-a-dire la sparse grid
de type Clenshaw-Curtis de niveau 3 & 1177 points, notée gg, (voir figure VI.11).

Nous remarquons ici que Uerreur FEQMV sur un lot de vérification semble étre un
critére de précision meilleur que l'erreur Er détectée par les surplus, puisque cette
derniére augmente quand l'erreur de vérification diminue.

3.3.3 Mode adaptatif

Sparse grids obtenues Nous allons utiliser le cas adaptatif de ’algorithme qui
devrait nous donner un résultat similaire au précédent pour un cotit moindre, avec
I’avantage de nous présenter aussi les directions importantes.

Ici nous fixons le nombre maximum de points de grille, noté Np,q.. Si nous fixons
une tolérance trés basse qui ne sera pas atteinte, ’algorithme choisit adaptativement
des niveaux différents suivant les directions (élevés pour les directions importantes)
jusqu’a atteindre ce nombre maximum (le nombre de points de grille finalement
obtenu différe légérement de 1'ordre de 10 & 50 points par rapport & Nyez)-
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FiG. VI.11 - Sparse grid gs, : courbe des probabilités de dépasser un seuil

Nous présentons les sparse grids et les erreurs obtenues en choisissant Ny,q. =
100, 300, 500 dans le tableau VI.9 avec le méme tirage de vérification que dans le cas
non adaptatif.

Nous constatons que le cas adaptatif permet d’améliorer I’erreur de vérification pour
un coit inférieur.

Probabilités Nous remarquons ici que la précision de la courbe de probabilités
n’est pas directement liée a ’erreur de la sparse grid.

En effet, sur la figure VI.12(a), la courbe de la sparse grid de type Chebyshev avec
500 points est plus proche de la courbe de référence que celle de Clenshaw-Curtis
avec 500 points sur VI.12(b) et avec 300 points sur VI.12(c), alors que les erreurs
sont similaires.

D’autre part, sur la figure VI.12(d), la courbe de probabilités de la sparse grid de
type Chebyshev est de méme précision pour 100 points que pour 500.

Conclusion Le cas adaptatif permet donc d’obtenir le méme résultat avec 100
points en ce qui concerne les probabilités que le cas non adaptatif avec 1177 points,
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| Nonaa | Type | Ep | EQMV |
100 | Clenshaw-Curtis | 0.2313 | 0.1209
Chebyshev 0.2678 | 0.1101
300 | Clenshaw-Curtis | 0.0901 | 0.1020
Chebyshev 0.2964 | 0.1324
500 | Clenshaw-Curtis | 0.1239 | 0.0855
Chebyshev 0.3106 | 0.0961

TAB. V1.9 — Sparse grids - cas adaptatif : erreurs de validation

SPG_T P41 H,_2d14h10-50 | EQUV= 9.61e-002
cT,P : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 242 Moy. G =323

SPG_T,P.09_C,_2d14h10-48 | EQUV= 8.55¢-002
cT,P : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 444 Moy. G =323
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4000

SPG_T,P,01_C,_2d20n19-58 | EQUV= 1.02¢-001
cT,P : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 380 Moy. G =323
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I I
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o 1e+004 MC G
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(b) Type Clenshaw-Curtis, 500 points

4000

SPG_T,P,00_H,_2d14h10-29 | EQUV= 1.10e-001
cT,P : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 217 Moy. G =323

o 1e+004 MC G
= + = 1e+004 MC SPG.

(c¢) Type Clenshaw-Curtis, 300 points (d) Type Chebyshev, 100 points

Fic. VI.12 — Sparse grids -
seuil

cas adaptatif :

ce qui représente un gain considérable.

courbe des probabilités de dépasser un

Les meilleurs résultats sont obtenus avec les fonctions de base polynomiales (type
Chebyshev) que les fonctions de base linéaires par morceaux (type Clenshaw-Curtis) :
elles semblent mieux adaptées a 'approximation d’une fonction non réguliére comme

celle du cas test.

Dans la suite, nous utilisons les sparse grids précédentes les plus parcimonieuses
qui ont donné des résultats corrects pour le calcul de probabilités pour essayer de
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retrouver les résultats obtenus avec le réseau neuronal gr_500-

Nous notons donc gs.. ,00 €t 9Scw_ 100 165 sparse grids adaptatives a 100 points
respectivement de type Clenshaw-Curtis et Chebyshev.

Remarque : probabilités faibles Dans les courbes précédentes, les probabilités
calculées avec le réseau neuronal gr_s509 sont meilleures que celles calculées avec les
sparse grids gsae 100 €6 9Son 100 SUL les seuils bas (probabilités importantes).

Par contre, commme le montrent les courbes de la figure VI.13 les sparse grids
donnent de meilleurs résultats pour les seuils hauts (probabilités faibles).

La disposition dans le domaine de définition des données d’apprentissage est en
effet trés différente dans les deux méthodes, ce qui peut expliquer des performances
différentes des approximations :

. Pour le réseau neuronal, les données sont issues d’un tirage de type hypercube
latin qui concentre 'information autour du point nominal (point d’intersection
des moyennes des lois gaussiennes). Dans ce cas test, le point nominal est au
centre du domaine.

. Pour les sparse grids, les donnnées sont concentrées sur quelques axes passant
par le centre mais aussi vers les bords du domaine.
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RES TP, H00,0l,-01, 2d6n10-56 SPG_TyP,00 H, 2d14h10-29 | EQMV= 1.10e-001
CT,P : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. App.= 340 Moy. Sci.=323 TP : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 217 Moy. G =323

0015\ i et
~~~~~ [ = + = 100000 MC RES,

0.015R;

g 001f g 001
0.005- 0.005
OF i i i i 0
2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
Seuil de victimes Seuil de victimes
(a) Réseau neuronal gr—_s500 (b) Sparse grid gs.c_ o0

SPG,_TyP41 H, 2d14h10-51 | EQMV=4.05+002
CT,P : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 238 Moy. G =323

PR 5 1e+004MC G
0.015 = + = 1e+005 MC SPG.

Probabilit

0,005}

Cy L T n
2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
Seuil de victimes

(C) Sparse grid 9Scr—100

Fic. VI.13 — Comparaison des probabilités faibles pour le réseau neuronal et les
sparse grids
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Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Lois: N N N N N N N N N
Moyenne (LN): 5 1 6270 1 155 500 700 30

Résidus fonction cofit:
2e+000 1e+000 1e+000 2e+000 1e+000

Px1 Px2 P*3 Px4 Px5
p-1 5.28 5.27 5.27 5.28 5.27
p-2 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55
p_3 6.52 6.31 6.30 6.52 6.31
p-4 274.10 264.80 264.80 274.10 264.80
p_5 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55
p_6 126.81 132.49 132.48 126.81 132.49
p_7 500.00 500.02 502.19 502.76 500.01
p-8 699.75 699.95 698.09 700.00 699.98
p_9 29.91 29.93 29.94 29.91 29.96
g(Px)= 50 50 50 50 50
G(P*)= 134 152 160 132 151

Succés optim.: 15%

TAB. VI.10 — Sparse grid gs.._,,, : points de conception pour s—=>50, lois gaussiennes
Points de conception

Seuil s =50 Nous reprenons le seuil s = 50 utilisé avec le réseau de neurones, et
nous appliquons le méme algorithme de recherche de points de conception pour des
lois gaussiennes sur tous les paramétres aux sparse grids gs.c 100 €t 95cn 100

Dans le cas de la sparse grid gs.. o, Présenté dans le tableau VI.10, ’algorithme
trouve des points tous différents dont les coordonnées sont voisines, mais le taux de
succes des optimisations est faible (15%).

Dans le cas de la sparse grid gs.,; .., présenté dans le tableau VI.11, deux points
différents mais voisins ont été trouvés, avec un taux de succeés des optimisations
plus satisfaisant (71%). Nous pouvons retenir comme point de conception celui qui
correspond au résidu le plus petit (c’est aussi celui qui est trouveé le plus souvent par
'algorithme).

Etant donné la différence entre les taux de succes et le nombre de points de concep-
tion trouvés pour gs o 100 €t 9Soi_ 100, 1OUS constatons de nouveau que les fonctions
de base de type Chebyshev sont mieux adaptées dans le cadre de notre étude.

Conclusion Dans tous les cas les résidus sont inférieurs & ceux associés aux points
de conception trouvés avec le réseau neuronal gr_500 (voir section 3.2.4 page 261),
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Param. Princ.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Lois: N N N N N N N N N
Moyenne (LN): 5 1 6270 1 155 500 700 30

Résidus fonction cofit:
1e+000 3e+000 1e+000 1e+000 1e+000

Px1 Px*2 P*3 Px4 Px5

p-1 5.57 5.97 5.57 5.57 5.57
p-2 0.54 0.53 0.54 0.54 0.54
p_3 5.53 5.71 5.53 5.53 5.53
p_4 262.75 280.18 262.75 262.75 262.75
p_5 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55
p_6 133.65 120.40 133.66 133.65 133.66
p_7 502.42 504.97 502.62 502.50 502.84
p_8 697.94 696.72 697.97 698.05 698.49
p_9 29.73 29.51 29.73 29.73 29.73
g(Px)= 50 50 50 50 50

G(P*)= 140 129 140 140 140

Succés optim.: 71%

TaB. VI.11 - Sparse grid gs., o, : points de conception pour s—50, lois gaussiennes
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Parameétres | p1 | p2 | s | pa|ps | ps | pr | ps | o]
Niveaux 2 1 2 3 1 2 1 1 1
3 2 4 3 1 2 1 1 1

9ScH—100

9Sc 500

TaB. VI.12 — Sparse grids : niveaux dans chaque direction obtenus par le mode
adaptatif

ce qui indique que les points de conception trouvés avec la sparse grid gs., ., sont
plus probabless.

Mais d’autre part, I'image par G des points de conception les plus probables (tous
sauf Py), égale a 140, est beaucoup plus éloignée du seuil de 50 que pour le réseau
neuronal : les résultats sont moins satisfaisants, et ne sont pas améliorés si on utilise
des sparse grids a 500 points, ils sont méme dégradés.

Paramétres importants

Niveaux du mode adaptatif Les niveaux obtenus sont présentés dans le tableau
VI.12 : avec la sparse grid gs., o, nous avons aussi affiché les niveaux obtenus avec
la sparse grid de type Chebyshev & 500 points notée gs., s0-

Le classement que ’on obtient est présenté dans le tableau VI.13 pour gs., ., €t
dans le tableau VI.14 pour gs.; su-

Les résultats sont similaires & ceux du tableau VI.7 pour la méthode des gradients
avec le réseau neuronal : la sparse grid gs., ,,, permet d’obtenir presque le méme
classement en trois catégories, mais sans pouvoir classer plus finement les parameétres
comme évoqué dans la section 2.7.4 (voir page 257).

Nous pouvons souligner les différences suivantes :

. la vitesse du vent ps, paramétre princicipal d’aprés les gradients du réseau
neuronal, est classée comme secondaire par la sparse grid a 100 points, mais
on retrouve le classement en principal si on passe & 500 points,

. la hauteur de canopée p1, parametre secondaire d’apres les gradients du réseau
neuronal, est classée comme principale par la sparse grid a 500 points,

. la couverture nuageuse pa, paramétre négligeable d’apreés les gradients du réseau
neuronal, est classée comme secondaire par la sparse grid & 500 points.

Nous constatons que si on augmente le nombre de points de la sparse grid (ici de
100 & 500), les niveaux augmentent forcément dans certaines directions, importantes
ou secondaires, ce qui peut modifier le classement des parameétres.

Distribution des gradients Nous pouvons aussi appliquer la méthode des gra-
dients pour un cott de calcul négligeable avec les sparse grids calculées : cela permet
d’obtenir une information plus riche que les seuls niveaux de grille, et de valider le
classement des parameétres en croisant les résultats.
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Parametres
principaux secondaires négligeables
ps direction du vent | ps vitesse du vent pg  échelle de turbulence
pg  masse de produit 5 hauteur de rejet
p1  hauteur de canopée | po  couverture nuageuse
p7 vitesse de rejet
ps  température de rejet
TAB. VI.13 — Sparse grid gs., ., : classement des paramétres
Parameétres
principaux secondaires ‘ négligeables
P3 vitesse du vent Pe masse de produit pg  échelle de turbulence
ps  direction du vent | pa  couverture nuageuse | ps hauteur de rejet
p1  hauteur de canopée D7 vitesse de rejet
ps  température de rejet

TAB. VI.14 — Sparse grid gs., s, : classement des paramétres

SPGCTQPIOOCHm2d14h10—29

Distribution des composantes de la matrice des GRADIENTS NORMALISES
T

T T T T T
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Fic. VI.14 — Sparse grid gs.; 100
parametres

. distribution des gradients pour classement des

La figure VI.14 présente la distribution des gradients pour la sparse grid gs.,; -

Nous retrouvons exactement le méme classement que celui donné par les niveaux
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9Sow 100 dans le tableau VI.13, mais avec ’avantage de pouvoir ici classer tous les
parametres entre eux.

3.4 Conclusion

Dans le cadre de ce cas test en dimension n = 9, nous avons utilisé une approxima-
tion globale du modéle initial :

. L’approximation par réseau de neurones donne des résultats corrects pour
les trois problémes (P;) a résoudre, pour un cotit global de 500 évaluations de
la fonction de modélisation par rapport a la dimension (pour une grille pleine
de méme taille, cela correspond a deux points dans chaque direction).

Cette technique présente ’avantage de pouvoir placer les données de construc-
tion avec un plan d’expériences dans les zones d’intérét, mais la phase d’appren-
tissage peut s’avérer délicate, et nous obtenons des approximations légérement
différentes a chaque fois.

. L'utilisation des sparse grids en mode adaptatif donne aussi des résultats
satisfaisants pour un cotit de calcul réduit.

Avec 100 évaluations au total seulement, les résultats obtenus avec la sparse
grid gsq 10 SONt similaires a ceux obtenus avec le réseau neuronal gr_500 en
ce qui concerne les probabilités et les directions importantes.

En ce qui concerne les points de conception, ’algorithme d’optimisation semble
cependant rencontrer des minima locaux qui 'empéchent de converger vers le
point de conception correct : il faudrait appliquer des techniques de régulari-
sation aux sparse grids utilisées afin de passer d’une interpolation des données
& approximation plus "lisse" et améliorer les résultats.

Dans l'objectif de traiter des problémes en grande dimension, nous choisissons
d’appliquer la technique des sparse grids : grace a leur mode adaptatif, elles
permettent d’acquérir 'information nécessaire a la résolution de nos problémes &
colt tres réduit, en concentrant les évaluations dans les directions difficiles
a approcher.

Ainsi pour le cas test suivant en dimension n = 30, nous laissons de c6té I'approxi-
mation par réseau de neurones pour nous concentrer sur les perspectives encoura-
geantes des sparse grids en ce qui concerne le colt de calcul.

Comme cette technique est émergente, elle nécessite peut étre des améliorations
pour donner des résultats corrects dans le cadre de notre étude (comme dans le cas
des points de conception).
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Parameétre | Nom Intervalle Loi de
de définition | probabilité

D1 Zrel [0.5;10] Uniforme
D2 Cmass [10;100] Uniforme
D3 Size [5;10] Uniforme
P4 Tdur [5.1074;0.001] | Uniforme
D5 Wmom [5;50] Uniforme
De Buoy [20 ;500 Uniforme
D7 Uu-ensm [0;50] Uniforme
P8 Zimin [30;70] N(50,5)
Do Zimax [500;1500] | N(1000,150)
P10 Hconst [0;10] N(5,1)
P11 Hdiur 30 ;70] N(50,5)
P12 Henp [0;15] N(7,2)
P13 Albedo [0;1] N(0.16,0.05)
p1a Bowen 10:1] N(0.6,0.1)
P15 Cloud-cover [0;1] Uniforme
P16 Alpha-max 10.5:2] N(1,0.15)
p17 Alpha-min [1074;0.01] | N(0.001,3.10~%)
pis Ac-eps 0.001;0.1] | N(0.01,0.003)
P19 P-eps [1076;1074] | N(107°,3.1079)
D20 Tbin-met [600;36000] | Uniforme
P21 Cmin [0;10] N(2,0.6)
D22 Delmin [0;5] Uniforme
P23 Wwtrop [0.001;0.1] N(0.01,0.003)
P24 Epstrop [1077;0.001] | N(4.107%,107%)
P25 Sltrop 15 :20] N(10,1.5)
P26 Uu-calm [0.2;0.3] N(0.25,0.01)
P27 Sl-calm [500 ;1500 N(1000,150)
P28 Grdmin [0;2] N(0.25,0.07)
D29 Z-dosage [0.8;2] N(1.5,0.15)
P30 Density [1;7] N(3,0.6)

TaB. VI.15 — Cas test a 30 paramétres :

scénario

4 Cas test a 30 paramétres : sparse grids

4.1 Hypotheéses

Nous présentons dans le tableau VI.15 le scénario associé au deuxiéme cas test o
30 paramétres sont considérés incertains, défini par

. le nom des parameétres dans le logiciel SCIPUFF,
. leur intervalle de définition,

. la loi de probabilité associée a leur incertitude.

La dimension du probléme a augmenté : avec le bon comportement des sparse grids,
et surtout leur avantage au niveau du cott de calcul dans le cas test précédent, nous
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avons retenu uniquement cette méthode pour la suite.

4.2 Approche globale

Nous utilisons les sparse grids en mode adaptatif en définissant le nombre de points
de grille désiré pour construire une approximation globale g de la fonction de modé-
lisation G pour 'utiliser a sa place pour ’étude de fiabilité.

Les résultats suivants ont été obtenus avec un nombre maximum de 3000 points de
grille comme parameétre d’entrée de 1’algorithme, nous appellons g3go0 1’approxima-
tion obtenue.

4.2.1 Reésultats numériques

Probabilités La figure VI.15 nous montre :

. Papproximation globale ne donne pas une courbe de probabilités satisfaisante,

. les fonctions de base de type Chebyshev montrent de meilleurs résultats.

Le fait d’augmenter le nombre de points de grille n’améliore pas la courbe de proba-
bilités, et & partir d'un certain nombre de points, les résultats sont méme dégradés :
nous retrouvons ici les phénomeénes d’instabilités rencontrés dans le cadre de l'interpo-
lation, le processus d’approximation ne converge pas avec la fonction de modélisation
de notre étude.

Dans la suite nous utiliserons des fonctions de base de type Chebyshev.

SPG,T,0P,111.C, 3d11h23-17 | EQMV= 0.00e+000 SPG,T,0P,015 H_ 3012h0-2 | EQMV= 0.00e+000
CTSOP : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 125 Moy. G =181 CTSOP : PROBABILITES de dépasser un seuil | Moy. g = 207 Moy. G =181

[ = 1ew004mce : [ = 1ev004mce
- + - 1e+004 MC SPG 035 - + - 1e+004 MC SPG

0.25 0.25

Probabilité
Probabilité

L N i =Y i —
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Seul de victimes Seul de victimes

(a) Type Clenshaw-Curtis (b) Type Chebyshev

Fic. VI.15 — Sparse grid gsono : courbes des probabilités de dépasser un seuil

Points de conception En ce qui concerne les points de conception, la résolution
du probléme d’optimisation en dimension 30 avec des lois gaussiennes pour tous les
parameétres s’avére impraticable : aucun point de conception n’est trouvé.
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Paramétres importants Les niveaux maximums dans chaque direction du mode
adaptatif donnent les mémes parametres importants que la méthode des gradients
dont les résultats sont présentés dans la figure VI.16.

Seulement trois paramétres importants sur 30 sont détectés : les parameétres n'13,
n'14 et n°21. Les gradients sont nuls dans les autres directions, ce qui montre que
Palgorithme a détecté quelques directions suivant lesquelles la fonction G est difficile
a interpoler, et a épuisé le nombre de points de grille dans ces directions pour essayer
de diminuer la précision, en laissant les autres directions avec une approximation
constante.

Les trés grandes valeurs de gradient obtenues suivant les trois parameétres impor-
tants montrent également que ’approximation obtenue présente de fortes oscillations.
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FiGc. VI.16 — Sparse grid gsoo0 : distribution des gradients pour classement des pa-
rametres

Irrégularité de la fonction de modélisation En observant les coupes en une
dimension de la fonction de modélisation G, on remarque de fortes irrégularités (voir
figure VI.17).

La chaine de logiciels semble comporter un défaut qui provoque des réponses in-
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stables : la fonction qui en résulte est difficile & approcher, d’autant plus si on utilise
une méthode d’interpolation comme les sparse grids, ce qui explique les résultats
précédents.

Coupe en X = (7.6 77.58.8038.8 380 37.560 1250 7.5 60 11.3 0.8 0.8 0.8 1.6 00.1 0 27150 7.53.8 0.1 0163 0.3 1250 1.5 1.7 5 Coupe en X = (7.6 77.58.8 0 38.8 380 37.5 60 1250 7.5 60 11.3 0.8 0.8 0.8 1.6 00.1 0 27150 7.53.8 0.1 0163 0.3 1250 1.5 1.7 5
1000 . ! . 1000 . B B .

Nombre de VICTIMES
8

Nombre de VICTIMES
8

- L . " . - B - -
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Parametre x14 = Bowen Parametre x23 = Wwtrop

(a) Paramétre n"14 : Bowen (b) Parameétre n"23 : Wwtrop

Fia. VI.17 — Coupes en une dimension de la fonction G

4.2.2 Conclusion
Ce nouveau cas test nous montre les limites de 'approche globale quand le nombre
de dimensions du probléme augmente.

De plus, la fonction de modélisation & approcher se montre particuliérement irré-
guliére, ce qui rend le probleéme tres difficile.

Nous allons présenter des changements destinés & améliorer les résultats de ’ap-
proche globale.
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4.3 Améliorations
4.3.1 Probabilités : méthode avec déplacement autour du point nominal

Idée clé : déplacement de la grille La figure VI.18(a) présente une illlustration
de la zone contribuant de maniére prépondérante au calcul de la probabilité ps dans
l’espace gaussien standard (voir aussi section 3.4.1 page 165) : l'intersection du do-
maine de défaillance Dy et du support a 99% de probabilité de réalisation (hachure),
défini par les points de distance inférieure & 3 o, avec 0 = 1 I'écart-type de la loi
gaussienne centrée réduite.

Si lon note [c1,d;] et [cg,ds] les intervalles de variation des paramétres uj et ug
dans cet espace, la figure indique comment les points de grille seront placés : cette
sparse grid présente des points essentiellement sur les deux axes perpendiculaires qui
se croisent au centre du pavé [cq,d;] X [cg, da].

L’information dans la zone contribuant au calcul de probabilité est alors pauvre
relativement & la zone proche des deux axes, notamment & leur intersection.

L’idée est donc, dans le but de calculer les probabilités, de déplacer la grille pour
avoir pour centre le point nominal, et de réduire les intervalles de définition
de la grille a [-3 0,3 o] dans chaque direction : on ne dispose plus d’information
au-deld de cette zone, ce qui rend le calcul des probabilités trés faibles moins bon,
mais les autres probabilités devraient étre améliorées.

Dans le cas ou l'intervalle [-3 0,3 o] déborde 'intervalle de définition [¢;, d;], nous
sommes obligés de tronquer, et le centre de la grille n’est plus le point nominal.

Nous proposons d’effectuer alors un déplacement des points de grille qui ne sont
pas au bord par homothétie de telle maniére que les deux axes se croisent cette fois
au point nominal : voir la figure VI.19 avec la grille tronquée en cs.

Ainsi, méme en grande dimension et avec peu de points de grille dans certaines
directions, nous sommes assurés que le centre de la grille est le point nominal, afin
d’avoir de l'information pour que la sparse grid soit précise autour de ce point im-
portant pour le calcul.

Meéthode

. Prendre [-3 0,3 0] comme domaine de définition de la sparse grid autour du
point nominal dans l'espace gaussien standard,

. Déplacer éventuellement & 1’aide d’un changement de variables les points in-
térieurs de la grille, de fagon a obtenir I'intersection des axes centraux sur le
point nominal,

. Construire approximation globale sparse grid g de G,

. Calculer la courbe des probabilités de dépasser un seuil avec la méthode de
Monte-Carlo appliquée a g.
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FiGc. VI.18 — Déplacement des points de grille autour du point nominal
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FiGg. VI.19 — Déplacement des points de grille dans le cas tronqué

Résultats Nous construisons avec la méthode précédente une sparse grid en mode
adaptatif & 3000 points maximum, et la courbe de probabilités obtenue de la figure

VI.20 montre une nette amélioration par rapport a celle de la figure VI.15 (voir page
277)

Cependant, le résultat n’est dans le cadre de ce cas test pas encore totalement
satisfaisant, et nous présentons dans la suite une approche complémentaire.
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Fic. VI.20 — Sparse grid a 3000 points avec déplacement des points de grille vers le
point nominal : courbe des probabilités de dépasser un seuil

4.3.2 Probabilités : seuillage des données

Pour avoir des résultats de probabilités plus précis, nous proposons de construire
une approximation adaptée au calcul pour un seuil s donné. Cela implique que nous
ne pourrons plus calculer la probabilité de dépasser n’importe quel seuil comme avec
la méthode globale précédente, ce qui revient & estimer la densité de probabilité de
la réponse G(X), mais seulement pour le seuil choisi, comme dans les méthodes de
type FORM/SORM.

Idée clé : seuillage L’idée est d’appliquer une fonction sigmoide Sig; a la
sortie G, de maniére a séparer les valeurs de sortie entre celles qui sont
inférieures au seuil s et celles qui sont supérieures (voir aussi la section 2.1.3
page 206 du chapitre précédent).

Nous notons Sigs la sigmoide définie par

1
Sigs a(r) = ——— (VI.11)

Tr—Ss
1+e-a
avec
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. s € RT le seuil choisi,

. et a € RT le coefficient qui détermine la pente de la sigmoide.

Fonction sigmoide: y = 1./(1.+exp((x — s)./(-a)) | s= 60 o= [5;100]

Fia. VI.21 - Sigmoides associée au seuil s=60 : différentes pentes «

Nous obtenons une nouvelle fonction Sigs o G a interpoler, dont les valeurs sont
comprises entre 0 et 1 :

. Sigs o G(X) > 0.5 pour les points X € Dy, c’est-a-dire tels que G(X) > s,

. Sigs o G(X) < 0.5 sinon.

Gréce aux propriétés de la fonction sigmoide, Sigs o G présente "avantage de "lis-
ser" les comportements de la fonction dans les zones éloignées de la ligne de niveau
associée au seuil s : ainsi, I'interpolation de la nouvelle fonction sera plus facile. Une
illustration de ce principe est proposée dans la figure VI.22.

Meéthode Pour un seuil s donné,

. créer une sparse grid notée gs en mode adaptatif avec déplacement vers le point
nominal qui interpole Sigs o G,

. calculer la probabilité de dépasser 0.5 avec une tirage de Monte-Carlo appliqué
a gs : c’est une estimation de la probabilité de dépasser le seuil s avec G.
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FiG. VI.22 — Seuillage des données : illustration du lissage des données

4.3.3 Point de conception : déplacements successifs

La recherche du point de conception dans ce cas test n’aboutit pas avec la méthode
globale utilisée jusqu’ici : le processus d’optimisation ne converge pas.

Ce mauvais résultat s’explique en partie par la non régularité trés importante de la
fonction de modélisation, mais aussi parce que la dimension du probléme a augmenté.

L’idée pour améliorer la recherche du point de conception P* en grande dimension
est

. restreindre le probléme d’optimisation aux paramétres importants,
afin de réduire la dimension du probléme.

. rendre ’approximation plus précise dans la zone qui correspond a la
localisation de P*.

Avec les données du probléme, nous n’avons pas d’indication sur la localisation de
P* : nous pouvons construire une premiére approximation g; en déplagant les points
de grille autour du point nominal, ce point ayant plus de raisons de se trouver proche
du point de conception que le centre du domaine de définition.

Nous pouvons alors utiliser g; pour calculer la courbe des probabilités, et calculer
une premiére approximation P; du point de conception. En ce qui concerne les pa-
rametres importants, nous modifions ’algorithme : ’approximation n’est valable &
présent qu’autour du point nominal, or dans le cas test précédent, 1’échantillon de
points ot est évalué le gradient était issu d’un tirage carré latin ne tenant pas compte
des lois de probabilités. A présent, nous utiliserons un tirage hypercube latin suivant
les lois de probabilités : les points restent bien répartis mais dans un domaine centré
sur le point nominal.

Nous détectons donc les parameétres influents au voisinage du point nominal : la
notion de paramétre important est ici liée au choix du scénario (elle dépend des lois
de probabilités choisies).

Ainsi, nous pouvons calculer une nouvelle approximation en prenant comme centre
de la grille P;, avec une amplitude de 30 de part et d’autre du centre comme pour
le déplacement autour du point nominal.

Nous pouvons également & présent nous restreindre aux paramétres importants.
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/Algorithme 2 : approximations successives pour une étude de fiabilité \

> Données
Soit une fonction de modélisation G : 2 C R™ — R et un scénario associé définissant
les lois de probabilité sur le domaine de définition de G.
> Premiére approximation
. Construire une sparse grid g; approximation de G avec déplacement de la
grille autour du point nominal M,
. Utiliser g; pour
. calculer la courbe des probabilités de dépasser un seuil,
. calculer une premiére approximation P; du point de conception,
. déterminer les paramétres importants et négligeables (notion liée au
scénario).

> Approximations successives

e Gk—1:= g1, Pro1:= P1, By = |G(P1) — g1(P1)], Nk, := |[M — P+
. Tant que Ej, ou Ny sont grands ou la limite du cott de calcul n’est pas atteinte
. construire une sparse grid g approximation de G avec déplacement

de la grille autour de P;_; en conservant uniquement les paramétres
importants,

. utiliser g; pour calculer une approximation Py du point de conception,
« By = |G(Pr) — gk (Pr)], Ni == [|Px — Pr—|

\_ /

TaB. VI.16 — Algorithme des approximations successives

Le processus peut étre poursuivi jusqu’a atteindre

. une convergence par stabilité du point trouvé,

. ou une convergence vers la ligne de niveau associée au seuil s, c’est-a-dire

9(Py) = G(P) = s
. ou la limite de cotit de calcul autorisée.
4.4 Meéthode des approximations successives
D’aprés les améliorations précédentes, nous pouvons proposer la méthode générale

suivante, dite des approximations successives, pour l’é¢tude de fiabilité en grande
dimension et présentée dans le tableau VI.16.
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4.5 Reésultats numériques : fonction test
4.5.1 Fonction test analytique G

Dans ce cas test a 30 parametres, la fonction de modélisation semble trop irréguliére :
nous l'avons vu pour les probabilités, mais la recherche de points de conception
également se heurte & de nombreux minima locaux, et les résultats numeériques sont
difficiles & interpréter.

Dans la suite, il nous parait donc préférable de valider les algorithmes avec une
fonction test analytique, que nous appellerons aussi Gy, utilisée comme G sous la
forme d’une boite noire.

La forme analytique de Gy est la suivante :

Gy: [-10,10° — RT

X - Gy(X) = (Z —(a:i—6)2> + 30 ) |wj—6] + b
iel jeJ

(VL12)

avec

. b=3,3.10% et  — 27 := maxz(z,0) la partie positive,

< T ={1;2;3;25;26;27; 28;29; 30} les 9 indices de parametres qui présentent des
variations importantes, car ils apparaissent sous la forme d’un carré,

. J = {4;5;6;15;16;17;18;19; 20; 21;22;23; 24} les 13 indices des parameétres
qui présentent des variations secondaires, car ils apparaissent dans une racine
carrée,

. les 8 paramétres restants sont négligeables puisqu’ils n’apparaissent pas dans
I’expression.

Scénario En ce qui concerne 'incertitude des parameétres, les lois de probabilités
sont toutes gaussiennes, 3 lois différentes sont définies, et sont données dans le tableau
VI.17.

Ce scénario présente des caractéristiques communes avec celui du cas test associé a

G :

. Gy est & valeurs dans R,

. pour € ~ 0, € > 0, la probabilité p(G¢(X) > €) est voisine de 0.5, comme
constaté dans les résultats précédents avec GG, ce qui donne une courbe des
probabilités discontinue en 0.

Les tests suivants le montrent, le cas ou la fonction de modélisation est valeurs po-
sitives avec une courbe des probabilités de dépasser un seuil s associée discontinue en
s = 0, rend le probléme d’approximation difficile (sinon I’approximation sparse grid
converge quand on augmente le nombre de points). Il nous apparait donc judicieux
de tester la méthode avec ce type de fonction, ce qui explique la formule choisie pour
définir Gy.
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Parameétre Intervalle Loi de
de définition | probabilité

p1 [-10;10] | N(3,3)
P [10;10] | N(3,3)
Ps F10:20] | N(3.3)
P [10;10] | N(3,3)
Ps F10:20] | N(3.3)
Ps [10;10] | N(3,3)
pr F10:20] | N(3.3)
Ps [10;10] | N(33)
Py [10;10] | N(3,3)
P10 [-10;10] N(3,3)
P11 [-10;10] N(6,1)
P12 [-10;10] | N(6,1)
P [10310] | N(6,1)
P4 [-10;10] | N(6,1)
P15 [-10;10] N(6,1)
P16 [-10;10] N(6,1)
P17 [10310] | N(6,1)
pis [-10;10] N(6,1)
P [10310] | N(6,1)
P20 [-10;10] N(6,1)
P21 [—10 ,10] N(-3,05)
P22 [—10 ;10] N(—3,0.5)
D23 [—10 ,10] N(-3,05)
P24 [—10 ;10] N(—3,0.5)
P25 [—10 ,10] N(-3,05)
P26 [—10 ;10] N(—3,0.5)
P27 [—10 ,10] N(-3,05)
P28 [—10 ;10] N(—3,0.5)
P29 [—10 ,10] N(-3,05)
P30 [—10 ;10] N(—3,0.5)

TAB. VI.17 — Scénario associé a la fonction test G}
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4.5.2 Méthode globale

Nous appliquons la méthode globale utilisée dans le cas test & 9 paramétres (voir
section 2.5 page 253) a I’étude du scénario associé a la fonction test G.

Cas de convergence : a; Si nous modifions le parameétre b de la fonction test, en
prenant b = 5 . 102, nous obtenons une autre fonction test notée Gy, proche de Gy.

Mais pour € ~ 0, € > 0, la probabilité p(G¢(X) > €) est voisine de 1 : la courbe des
probabilités est cette fois continue en 0.

Nous conservons le scénario du tableau VI.17.

Si nous construisons des sparse grids en mode adaptatif en augmentant le nombre
maximum de points de grille : le processus d’approximation converge, ce qui implique
que la courbe de probabilités converge aussi (nous n’effectuons pas le reste de I'étude
de fiabilité).

Les résultats sont présentés dans la figure VI.23 :

. L’erreur de vérification en fonction du nombre de points maximum souhaités
(figure VI.23(a)), est calculée sur un tirage commun de type carré latin de 103
points.

C’est une courbe décroissante, et 'erreur est stabilisée & partir de 3000 points.
En effet, si le nombre de points maximum demandé est supérieur a 5000, le
nombre de points de grille reste égal a 4300 car le mode adaptatif a convergé
(les courbes de probabilités ne sont plus améliorées).

. Sur les figures VI.23(b), VI.23(c) et VI.23(d), les sparse grids a 111, 1029 et
3009 points montrent une courbe de probabilités qui converge vers la courbe
de référence.

Dans le cas de la fonction test a; pour le calcul des probabilités dans le cadre de
la méthode globale :

. avec 1000 points de grille, nous obtenons des résultats corrects,

. avec 3000 points de grille, nous obtenons des résultats précis.

Le nombre d’évaluations se rapproche du nombre de tirages (10000) de la courbe
de référence. Mais contrairement & la méthode de Monte-Carlo appliquée & CNJt,
avec l'approximation obtenue et avec un coiit supplémentaire négligeable, nous
pouvons obtenir une étude des paramétres importants et une estimation du
point de conception.

Cas de non convergence : G; Nous construisons ici des sparse grids approxi-
mations de G; en mode adaptatif en augmentant le nombre maximum de points
de grille : en comparant avec le cas précédent, nous constatons que le processus ne
converge plus.

En effet, en examinant les résultats présentés dans la figure VI.24 :
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courbe des (d) Sparse grid a 3000 points : courbe des

probabilités

¢) Sparse grid & 1000 points :
(c) Sparse g p
probabilités

Fia. VI.23 — Sparse grids globales sans déplacement (@;) : courbes des probabilités
de dépasser un seuil et erreurs de vérification

. La courbe de erreur de vérification (figure VI.24(d)), calculée comme précé-
demment, présente une allure différente : I’erreur augmente puis ne décroit qu’a
partir de 10000 points, et reste supérieure a l'erreur de départ pour une grille
de 50 points.

L’erreur ne se stabilise pas, et "approximation ne converge pas.

. Sur les figures VI.24(a), VI.24(b) et VI.24(c), les sparse grids a 111, 503 et
23825 points montrent une courbe de probabilités qui s’éloigne de la courbe de
référence.

De plus, la derniére sparse grid calculée n’a pas utilisé le nombre maximum
de points (30000), donc l'erreur estimée par 1’algorithme est devenue petite :
méme en augmentant le nombre de points de grille désiré, I’algorithme adaptatif
s’arrétera au méme niveau, et le résultat des probabilités ne sera plus amélioré.

La courbe de probabilités obtenue avec 100 points reste meilleure que celle de
la derniére sparse grid a 30000 points.
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(c) Sparse grid & 500 points : courbe des (d) Sparse grid & 30000 points : courbe des
probabilités probabilités

F1G. V1.24 - Sparse grids globales sans déplacement (G;) : courbes des probabilités
de dépasser un seuil et erreurs de vérification

Les caractéristiques du scénario et de la fonction test Gy, dont la courbe de proba-
bilités présente un saut en 0, rendent le probléme d’approximation par sparse grid
beaucoup plus difficile. L’étude de fiabilité en dimension 30 justifie les améliorations
proposées & la méthode globale, que nous testons dans la section suivante.

Sparse grid go : approximation globale Nous choisissons la sparse grid a 503
points précédente qui présente les meilleurs résultats de probabilités possibles au
moindre cotlit : nous appelons gg cette approximation par méthode globale, et nous
présentons ici les autres résultats de I'étude de fiabilité de Gy :

. Aucun point de conception n’est trouvé avec go (de méme que pour le cas test
associé & ) : la convergence échoue pour tous les points initiaux choisis au
hasard, ce qui semble correspondre & une approximation avec de nombreux
minima locaux.

. Le résultat des parameétres influents par la méthode des gradients est présenté
dans la figure VI.25 : tous les paramétres importants (9) et tous les paramétres
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secondaires (13) sont détectés correctement, et apparaissent avec exactement
le méme niveau d’importance, ce qui correspond bien & I’expression analytique.

Le classement par ordre d’importance est présenté dans le tableau VI.18.
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FiGg. VI.25 — Sparse grid go : distribution des gradients pour classement des para-

meétres (indépendant du scénario)

Analyse L’approximation gy a bien identifié I'importance des parameétres, mais
obtient de mauvais résultats concernant les probabilités et le point de conception :
la méthode globale montre donc ici ses limites pour une fonction de modélisation &
support petit (G¢), de méme que pour une fonction trop bruitée (fonction de modé-

lisation G du cas test & 30 paramétres).

La disposition des points de grille ne semble pas appropriée pour permettre
de détecter correctement certaines zones de variations de Gy, ce que va corriger

la méthode des approximations successives.
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Paramétres
principaux | secondaires | négligeables
P P4 pr
P2 Ps yzs
p3 Pe P9
P25 P15 P1o
P26 P16 P11
p27 b7 P12
P28 P1s P13
P29 P19 P14
P30 P20

P21
P22
Dp23
P24

TAB. VI.18 — Sparse grid go : classement des paramétres (indépendant du scénario)
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4.5.3 Méthode des approximations successives : application a G;

Nous appliquons ici la méthode des approximations successives décrite en section
4.4 (voir page page 285) a Gy avec le scénario associé.

Nous efectuons d’abord les mémes tests de convergence sur le calcul de probabilités
que prédédemment avec des sparse grids en mode adaptatif avec déplacement vers
le point nominal, en augmentant le nombre maximum de points de grille.

Dans le scénario associé a la fonction test Gy, les dix premiers paramétres suivent
une loi gaussienne N(m = 3,0 = 3) sur un intervalle de définition [—10,10] : quand
nous centrons la grille sur le point nominal avec un écart de 3 o, U'intervalle devient
[—6,12] et nous sommes obligés de tronquer la grille sur I'intervalle [—6, 10].

Nous pouvons ainsi d’abord examiner I’amélioration éventuelle apportée par le chan-
gement de variable par homothétie portant sur les points de grille intérieurs de ma-
niére & avoir l'intersection des axes centraux sur le point nominal (voir section 4.3.1

page 280).

Probabilités : déplacement sans transformation des points intérieurs Si
nous effectuons d’abord le déplacement vers le point nominal mais sans tranformer
les points de grille intérieurs par homothétie, nous obtenons les résultats de la figure
VI.26 :

. Lerreur de vérification (figure VI.26(a)) reste stable : si on fait un zoom elle
décroit trés légeérement jusqu’au nombre 10000 de points de grille maximum,
puis pour 30000 points elle devient trés grande.

L’approximation utilise ici tous les points de grille souhaités.

. Les sparse grids a 111, 10031 et 30003 points (figures VI.26(b) a VI.26(d)),
et celles avec le nombre de points intermédiaires non présentées ici, montrent
une courbe de probabilités qui reste la méme jusqu’a la derniére sparse grid a
30000 points.

Pour la sparse grid & 30003 points, I’écart avec la courbe de référence se réduit
nettement pour les seuils supérieurs a s = 30 mais augmente pour les seuils
inférieurs & s = 30. L’erreur de vérification grande doit correspondre ainsi au
nombreux points X du domaine pour lesquels G¢(X) est égal a zéro ou est
petit.

Analyse Nous constatons 'amélioration apportée au calcul des probabilités par
le simple décalage vers le point nominal, mais les résultats ne sont pas encore assez
précis. De plus le processus ne converge pas au vu du comportement de l'erreur de
vérification.

Probabilités : déplacement avec transformation des points intérieurs Cette
fois, nous effectuons a la fois le déplacement vers le point nominal et la tranformation
des points de grille intérieurs par homothétie, nous obtenons les résultats de la figure
VI.27 :
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(b) Sparse grid & 100 points : courbe des

probabilités
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(d) Sparse g P
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courbe des

FiG. VI.26 — Sparse grids avec déplacement vers le point nominal, sans trans-

formation des points intérieurs :
erreurs de vérification

courbes des probabilités de dépasser un seuil et

. L’erreur de vérification (figure VI.27(a)) décroit pour atteindre un minimum
pour 300 et 500 points, puis augmente a nouveau.

. Les sparse grids a 111, 303 et 3033 points (figures VI1.27(b) & V1.27(d)) montrent
I’évolution de la courbe de probabilités.

Elle commence par croiser la courbe de référence, avec un écart important sur
les seuils bas, puis avec 300 points I'écart est nettement réduit pour les seuils
supérieurs a s = 30 et légérement réduit pour les seuils bas.

Puis a partir de 3000 points de grille, I’écart se réduit sur les seuils proches de
zéro mais mais augmente pour les autres. Si on pousse jusqu’a 30057 points
(non affiché), la courbe reste sensiblement la méme.

Analyse Le changement de variable sur les points de grille intérieurs apporte
une précision supplémentaire sensible dans le cas d’un scénario pour lequel I’écart
type de certaines variables importantes suivant une loi N(m, o) implique que le
support [m — 3 o,m + 3 o] n’est pas inclus dans leur intervalle de définition.
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(c) Sparse grid & 300 points : courbe des (d) Sparse grid a 3000 points : courbe des
probabilités probabilités

FiG. VI.27 — Sparse grids avec déplacement vers le point nominal (avec trans-
formation des points intérieurs) : courbes des probabilités de dépasser un seuil et
erreurs de vérification

Meéme si on peut travailler avec des scénarios dans lesquels ce cas de figure n’apparait
pas (et le changement de variable par homothétie devient inutile), ces résultats font
apparaitre la nécéssité de placer les points de grille dans les zones d’intérét
pour le calcul.

Sparse grid g, : premiére approximation Dans le cas de la fonction test Gy
et le calcul des probabilités, 'approximation & 300 points avec déplacement et
homothétie des points de grille nous donne un résultat correct (voir figure VI.27(c)) :
nous appelons g1 cette sparse grid, qui correspond & la premiére approximation
de la méthode des approximations successives.

11 faut 3000 points de grille pour obtenir une amélioration significative sur les ré-
sultats de probabilité : or avec g; nous allons obtenir les mémes résultats que pour
3000 points concernant les parameétres importants et le point de conception.
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Point de conception Nous appliquons la recherche des points de conception P*
a g1 : nous présentons la méthode avec un seuil s = 60, car dans ce cas, la premiére
approximation de P* doit étre améliorée, cette condition est requise pour tester les
approximations successives (pour d’autres valeurs de seuil, g; donne directement un
point trés proche de P*).

Les résultats sont donnés dans le tableau VI.19.

i r u imisation converge, nou nons un seu

Analyse Cette fois, le processus d’optimisation converge, nous obtenons seul

point appelé P; : ses coordonnées sont différentes des moyennes des lois gaussiennes

pour les 9 parameétres principaux, mais également pour certains parameétres secon-
daires.

Le point obtenu n’est cependant pas au bord du domaine de défaillance associé a
Gy et au seuil s = 60 puisque G¢(P;) = 56.30.

Améliorations successives Pour obtenir un résultat plus précis nous construisons
une autre sparse grid g centrée sur Pp, puis nous relancons la recherche du point
de conception : nous avons obtenus de bons résultats avec 100 points de grille au
maximum.

Les résultats sont présentés dans le tableau VI.20 :

. Nous obtenons un seul point appelé P, qui est beaucoup plus proche du bord
du domaine de défaillance puisque cette fois G¢(P) = 58.71 ~ 60.

. Le résidu a un peu diminué et vaut 1.98, ce qui signifie que la deuxiéme ap-
proximation P» du point de conception est un peu plus proche du point nominal
que Pi.

. Les coordonnées de Ps différent légérement de celles de P; uniquement pour
les parameétres qui avaient déja pris une valeur différente de la moyenne.

Si nous relangons le processus avec une nouvelle sparse grid gs & 100 points de grille
centrée sur P», les coordonnées sont encore légérement modifiées et nous obtenons
un unique point Ps qui vérifie G¢(P3) = 60.09 avec un résidu égal a 2.11 (résultats
non affichés).

Une derniére approximation g4 a 100 points de grille trouve un point de conception
Py qui est au bord du domaine de défaillance avec G¢(Py) = 60.01, et les coordonnées
de Py et P3 sont quasiment les mémes (résultats non affichés).

Analyse Nous pouvons considérer que dans le cas considéré la méthode a convergeé
en Pj3, et nous trouvons déja avec P» une bonne approximation du point de concep-
tion.

De plus le cotlit supplémentaire exigé par les approximations successives apparait
trés raisonnable, puisque dans le cas présenté, nous pouvons nous contenter dun
nombre réduit & 100 de points de grille supplémentaires avec gs.
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Résultats du calcul des points de CONCEPTION:

Seuil de victimes: 60

Résidus fonction cofit:

2.04 2.04 2.04 2.04 2.04
COORDONNEES des points de CONCEPTION Px
Px1 Px*2 Px*3 Px4 Px*5

p_1 3.94 3.94 3.94 3.94 3.94
p_2 3.26 3.26 3.26 3.26 3.26
p_3 3.26 3.26 3.26 3.26 3.26
p_4 2.78 2.78 2.78 2.78 2.78
p_5 2.78 2.78 2.78 2.78 2.78
p_6 2.78 2.78 2.78 2.78 2.78
p_7 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_8 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_9 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_10 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_11 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_12 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_13 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_14 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_15 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_16 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_17 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_18 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_19 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_20 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_21 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_22 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_23 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_24 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_25 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73
p_26 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73
p_27 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73
p_28 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73
p_29 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73
p_30 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73 -2.73
g(Px)= 60 60 60 60 60
G(Px)=  56.30 56.30 56.30 56.30 56.30

Succés optim.: 100

TaB. VI.19 — Sparse grid g1 : points de conception pour s=60

297



CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMERIQUES

Résultats du calcul des points de CONCEPTION:

Seuil de victimes: 60

Résidus fonction cofit:

1.98 1.98 1.98 1.98 1.98
COORDONNEES des points de CONCEPTION Px
Px1 Px*2 Px*3 Px4 Px*5

p_1 3.95 3.95 3.95 3.95 3.95
p_2 3.98 3.98 3.98 3.98 3.98
p_3 3.98 3.98 3.98 3.98 3.98
p_4 2.77 2.77 2.77 2.77 2.77
p_5 2.77 2.77 2.77 2.77 2.77
p_6 2.77 2.77 2.77 2.77 2.77
p_7 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_8 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_9 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_10 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
p_11 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_12 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_13 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_14 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_15 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_16 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_17 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_18 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_19 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_20 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00
p_21 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_22 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_23 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_24 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03 -3.03
p_25 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78
p_26 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78
p_27 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78
p_28 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76
p_29 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78 -2.78
p_30 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76 -2.76
g(Px)= 60 60 60 60 60
G(Px)= 58.71 58.71 58.71 58.71 58.71

Succés optim.: 100

TaB. VI.20 — Sparse grid gs : points de conception pour s=60
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Paramétres

principaux | secondaires | négligeables
P P25 P4 | P15 | P21 pr
P2 P26 Ps | P16 | P22 ps
p3 bar Pe | P17 | P23 P9
P28 P18 | P24 P10
P29 P19 P11
P30 P20 P12
p13
P14

TaB. VI.21 — Sparse grid g1 : classement des paramétres au voisinage du point
nominal, par ordre d’importance de gauche & droite

Paramétres importants La méthode des gradients appliquée & g; est illustrée
dans la figure VI.28.

Les parameétres principaux et secondaires apparaissent comme dans le cas sans dé-
placement avec gg, mais avec des niveaux d’importance différents cette fois, puisque
lapproximation g; n’est pas valable sur tout le domaine (mais autour du point no-
minal).

Le classement par ordre d’importance est présenté dans le tableau VI.21, avec des
sous-catégories par ordre d'importance de gauche a droite.

Ainsi nous pouvons affiner le résultat par rapport & celui obtenu avec gg, en disant
ici : au voisinage du point le plus probable,

. les paramétres les plus influents sont d’abord {p1, p2, p3}, puis {pas, P26, P27, P28, P29, P30},

. les paramétres secondaires sont d’abord {pq4, ps, pe}, puis {p15, P16, P17, P18, P19, P20},
et enfin {po1,poa2, P23, P24},

. les parametres négligeables sont {p7,ps, 9, P10, P11, P12, P13, P14}

Analyse L’information sur 'importance des parameétres est ici complémentaire, et
permet une interprétation différente du classement des paramétres (comparer
les tableaux VI.18 page 292 et VI.21) si l'utilisateur s’intéresse a leur influence au
voisinage du point nominal plutot que de maniére indépendante du scénario.

Les niveaux atteints par le mode adaptatif permettent de détecter les parameétres
principaux, mais pas de les classer entre eux autour du point nominal, et ne per-
mettent pas de détecter tous les paramétres secondaires : la méthode de distribution
des gradients est plus riche en informations.
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FiGg. VI.28 — Sparse grid gy : distribution des gradients pour classement des para-
metres autour du point nominal
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Probabilités : seuillage des données

Affichage La courbe de probabilités obtenue avec g; n’est pas trés proche de la
courbe de référence pour tous les seuils, nous testons ici la méthode du seuillage des
données, afin d’améliorer ces résultats.

Nous allons effectuer le calcul pour différentes valeurs de la pente o de la sigmoide
de seuillage (voir section 4.3.2 page 282) pour étudier I'influence de ce coefficient.

Nous calculons aussi une erreur de vérification pour chaque sparse grid sur un méme
tirage de type hypercube latin (tenant compte des lois de probabilité) de 1000 points.

Sur les graphiques de probabilités suivants apparaissent donc

. la pente a de la sigmoide en abcisses :

pour des valeurs inférieures & 5 la sigmoide est raide et pour des valeurs supé-
rieures & 50 la sigmoide est plutot de type linéaire,

. les probabilités en ordonnées, avec :

. le résultat de référence : la méthode de Monte-Carlo avec un échantillon
de 10* points représenté par un symbole "[" et I'intervalle de confiance
a 95% estimé en pointillés,

. le résultat de la méthode de Monte-Carlo avec 100 points, afin de compa-
rer avec la méthode du seuillage pour lequel nous utiliserons environ ce
nombre d’évaluations.

Comme le nombre de points est ici faible, la méthode présente ici des va-
riations de résultat importantes et I’estimation de I'intervalle de confiance
utilisée pour 10* points n’est plus fiable.

Nous calculons alors un intervalle de confiance a 95% en appliquant 10?
fois la méthode et en étudiant la répartition des résultats : il est représenté
avec des pointillés fins.

. le résultat obtenu avec la sparse grid g1 (méthode globale), représenté par
le symbole "o",

. les résultats du seuillage représentés par des symboles "A".

Résultats Nous avons choisi trois seuils correspondant a trois ordres de grandeurs
de probabilités différents :

. s = 6 correspondant a une probabilité de 'ordre de 0.5,
. s = 60 correspondant & une probabilité de ’ordre de 0.07,

. s = 90 correspondant a une probabilité de 'ordre de 0.007.

Apres chaque seuillage de données, nous calculons une sparse grid avec déplacement
vers le point nominal (sinon les résultats ne sont pas satisfaisants), en donnant un
nombre de points de grille maximum de 50 ou 100 : ici une approximation différente
est calculée pour chaque seuil choisi et ne peut étre utilisée que pour 'estimation de
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la probabilité associée a ce seuil, la méthode ne doit donc utiliser qu’un nombre trés
réduit de points.

Nous n’affichons pas I’erreur de vérification, car les probabilités issues du seuillage ne
dépendent pas directement de la qualité de I'approximation, qui doit simplement bien
séparer les valeurs autour de 0.5 pour les données seuillées. Les meilleurs résultats
ne correspondent effectivement pas aux erreurs les plus petites.

Méthode de seuillage des données: seuil s= 6

©

0751 3 3 SRR o G:mc 10t
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07k s ) —©— g (303 pts): méth. globale
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0.35F

03[

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5
PENTE a de la SIGMOIDE du seuillage

FiG. VI.29 — Sparse grids a 61 points avec seuillage : probabilités de dépasser le seuil
s = 6 en fonction de la pente de la sigmoide

En ce qui concerne le seuil s = 6, avec 61 points nous obtenons des probabilités,
présentées dans la figure VI.29, de la méme précision que le résultat de référence
obtenu avec 10* points, pour des valeurs de « inférieures a un.

La courbe des probabilités obtenue pour g; avec 300 points et la méthode globale
présentait un écart important avec la référence pour les seuils bas : dans ce cas s = 6,
le gain en cofit et en précision est significatif.

Pour les seuils supérieurs a s = 30, les probabilités obtenues avec g; sont trés
précises : nous ne pouvons pas espérer les améliorer, mais nous pouvons essayer de
trouver des résultats similaires avec un nombre de points inférieur.

Pour le seuil s = 60, la probabilité calculée avec 61 points (figure VI.30(a)) se
rapproche de celle de référence pour des valeurs de seuil beaucoup plus grandes, a
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Méthode de seuillage des données: seuil s= 60 Méthode de seuillage des données: seuil s= 60
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Méthode de seuillage des données: seuil s= 60
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(c) Sparse grids a 223 points

Fic. VI.30 — Sparse grids avec seuillage : probabilités de dépasser le seuil s = 60 en
fonction de la pente de la sigmoide

partir de @ = 50 : elle est cependant du méme ordre que la borne inférieure de
I'intervalle de confiance associé au tirage de Monte-Carlo & 100 points, et pas aussi
précise que la probabilité issue de g;.

Avec un nombre légérement supérieur de 111 points (figure VI.30(b)), les probabili-
tés calculées se rapprochent nettement de la référence, pour un cott inférieur a celui
de g1 : le résultat est plus précis que celui de la méthode de Monte-Carlo avec 100
points.

Si nous augmentons encore le nombre de points, avec 223 points (figure VI.30(c)),
le résultat du seuillage est du méme ordre de précision que pour g; pour un coiit un
peu inférieur.

Pour le seuil s = 90 (figure VI.31), le résultat des sparse grids avec seuillage a 111
points, pour des valeurs de « supérieures & 100, sont encore ici plus précises que la
méthode de Monte-Carlo pour un coiit similaire, et presque autant que g; pour un
cout inférieur.

Analyse Nous constatons des comportements différents par rapport au coefficient
de la pente « de la sigmoide de seuillage des données. La méthode est satisfaisante
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Méthode de seuillage des données: seuil s= 90
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Fic. VI.31 — Sparse grids & 111 points avec seuillage : probabilités de dépasser le
seuil s = 90

. pour « compris entre 0.1 et 5, c’est-a-dire des sigmoides raides, quand le seuil
choisi est bas (s = 6),

. pour « supérieur a 50, c’est-a-dire des sigmoides de type linéaire, quand le seuil
choisi est haut (s = 60 et s = 90).

Pour ces ordres de grandeur de seuil différents, nous avons vu que la méthode du
seuillage des données donne

. soit un résultat beaucoup plus précis que la méthode globale pour un
coiit inférieur quand celle-ci n’est pas proche de la référence,

. soit un résultat presque aussi précis pour un cotit légérement inférieur.

Comume les sparse grids ne semblent pas trés adaptées a ’approximation de fonc-
tions raides (voir [I<1i05]), il serait intéressant de tester la méthode de seuillage des
données avec d’autres techniques d’approximation plus adaptées a ce cas, ou avec
des techniques de classification.

11 faudrait aussi vérifier si le gain en cotit de calcul apporté par le seuillage augmente
avec la dimension du probléme, ce qui en ferait une méthode trés intéressante.
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4.6 Conclusion

Pour le cas test en dimension n = 30 avec la fonction test G a valeurs positives de
facon & ce que la courbe des probabilités de dépasser un seuil s soit non continue en
s =0 (cas difficile) :

. La méthode d’approximation globale est mise en défaut : la sparse grid go
ne donne pas de résultats satisfaisants pour les probabilités et ne trouve pas de
point de conception (voir section 4.5.2 page 290).

Elle détecte correctement les directions importantes en appliquant la
méthode de distribution des gradients (voir section 2.7.1 page 254).

Il semble que la disposition fixe des points de grille, malgré le mode adaptatif
qui place plus de points dans les directions difficiles & apprendre, ne soit pas
adaptée & tous les types de fonctions & approcher.

De plus, quand on augmente le nombre de points de grille, les résultats ne sont
pas améliorés, voire méme dégradés pour les trois problémes & résoudre (voir
section 4.2.1 page 277) : approximation ne converge pas.

Comme les sparse grids sont basées sur l'interpolation, la non-convergence
doit provenir des instabilités numériques propres a cette méthode (voir sec-
tion 1.5.2 page 198).

. Nous avons alors effectué I’étude en appliquant les améliorations basées sur la
méthode des approximations successives (voir section 4.4 page 285).

. La premiére approximation sparse grid g; a 300 points de grille est
obtenue en placant l'intersection des axes centraux de la grille sur le point
nominal (translation de la grille puis homothétie des points intérieurs, voir
section 4.3.1 page 280).

La courbe des probabilités obtenue est a présent correcte, et une
approximation P; du point de conception est trouvé, dont I’évaluation
par Gy est assez proche du bord du domaine de défaillance (voir section
4.5.3 page 295).

Un classement des paramétres importants est effectué, il est légérement
différent du classement déduit de la formule analytique de G car il est
valable au voisinage du point nominal.

On peut noter qu’avec le décalage vers le point nominal mais sans 1’ho-
mothétie sur les points intérieurs, les résultats sur les probabilités sont
ameéliorés mais ne sont pas encore satisfaisants (voir section 4.5.3 page
293) : la disposition des données de construction, représentée ici
par les axes centraux de la grille, est donc primordiale pour obtenir des
résultats précis.

Grace aux améliorations apportées, nous avons donc une étude de fia-
bilité correcte pour un cotit de 300 points en dimension 30, pour
une fonction Gy non bruitée mais difficile a approcher.

. La deuxiéme approximation sparse grid go & 100 points de grille est obte-
nue par déplacement de la grille vers le point P;.

Elle permet pour un cotit supplémentaire faible de trouver une ap-
proximation P, du point de conception qui améliore le résultat. Avec des
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déplacement supplémentaires et les sparse grids gs et g4 a 100 points as-
sociées, le processus converge vers le point de conception.
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Conclusion

Bilan

Nous avons effectué une analyse de fiabilité et de sensibilité pour plusieurs fonctions
de modélisation de type boite noire, avec :

. calcul des probabilités de dépasser un seuil,
. recherche du point de conception,

. détermination des paramétres importants.

Approximation globale

La premiére méthode consiste & construire une approximation globale du modéle
initial, avec un objectif de cout total réduit, et de l'utiliser pour effectuer I’analyse :
le principal avantage est de disposer du gradient.

Les résultats sont obtenus

. pour les probabilités avec une méthode de Monte-Carlo,

. pour le point de conception avec une méthode classique de descente avec
pénalisation de la contrainte,

. pour les paramétres importants avec la représentation statistique d’une
distribution des gradients évalués sur un tirage de type carré latin.

Pour le cas test avec 9 paramétres incertains et la fonction de modélisation
du CEG simulant un accident chimique, deux techniques d’approximation ont été
utilisées :

. lesréseaux de neurones, basés sur une disposition des données de construc-
tion respectant les distributions de probabilités des paramétres incertains par
tirage hypercube latin et sur un apprentissage par moindres carrés utilisant
des méthodes de régularisation.

. les sparse grids, qui consistent en une interpolation sur grille éparse a caractére
hiérarchique, basées sur un algorithme adaptatif qui place les points de
grille dans les directions difficiles a apprendre.
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Les deux techniques ont donné des résultats similaires et satisfaisants :

. avec un cott de 500 points pour le réseau de neurones,

. avec un cott de 100 points pour la sparse grid, mais la recherche du point de
conception n’aboutit pas dans ce cas la.

La technique des sparse grids s’est avérée plus performante dans le cadre d’une
utilisation en grande dimension grace a la capacité de son algorithme adaptatif &
concentrer les évaluations dans des directions privilégiées.

Approximations successives et seuillage des données

Pour le cas test avec 30 paramétres incertains et une fonction de modélisation
non bruitée mais difficile & approcher, la méthode d’approximation globale a montré
ses limites.

Nous avons alors appliqué une méthode d’approximations successives aux sparse
grids, qui dispose les données de construction dans la zone d’intérét (par
déplacement des points de grille et éventuellement changement de variable).

Cette méthode a permis d’obtenir des résultats satisfaisants avec un cotit de 300
points pour les probabilités et les directions importantes. Avec un cotit sup-
plémentaire de 100 points par nouvelle approximation, le processus converge
en deux ou trois itérations vers le point de conception.

Pour améliorer la précision du calcul des probabilités pour certains seuils, nous
avons appliqué une méthode de seuillage des données : on construit une approxi-
mation associée a un seuil donné, en séparant les données de construction
par application d’une sigmoide entre celles qui appartiennent au domaine de
défaillance et les autres.

L’utilisation de cette méthode avec les sparse grids s’est avérée pertinente, avec
des résultats pour les probabilités améliorés pour certains seuils, avec un cott réduit
d’une centaine de points pour chaque approximation.

La qualité de la réponse dépend cependant fortement de la pente de la sigmoide
appliquée, et la validation du résultat est délicate.

Création du logiciel CEGAP

Cette étude a donné lieu a la création d’un logiciel appelé CEGAP sous Matlab
utilisant les méthodes décrites dans ce document.

Ce logiciel est opérationnel et des scéances de formation ont permis de présenter le
logiciel a divers personnels du CEG : deux illustrations sont présentées dans la figure
VI.32.
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Cuittet

Fia. VI.32 — Captures d’écran du logiciel livré au CEG

Objectifs

L’objectif est & présent d’enrichir le code avec des recherches en cours au laboratoire
MIP dans le cadre de la poursuite de la collaboration avec le CEG, de maniére &

309




CHAPITRE VI. APPLICATIONS NUMERIQUES

améliorer la méthode d’étude de fiabilité par approximation sparse grid.

Le logiciel CEGAP sera intégré aux logiciels de simulation d’accident chimique
utilisés actuellement au CEG. Ils forment une chaine de logiciels :

. le premier module constitue une modélisation 3D d’un site physique comportant
un terrain naturel, des lieux d’habitation, et un site industriel contenant le
produit toxique,

. le deuxiéme module simule 'explosion du conteneur de produit toxique et la
génération du "terme source", qui décrit I’état du produit juste avant la dis-
persion,

. le troisiéme module est le logiciel SCIPUFF (utilisé dans notre étude) qui cal-
cule la dispersion.

Les sorties des deux premiers modules deviennent ensuite la partie des entrées du
logiciel SCIPUFF qui décrit I’état du produit et les parameétres de ’explosion, "autre
partie étant lie aux conditions naturelles (météorologiques,...).

La prochaine phase va consister a faire varier les nouveaux paramétres incertains
liés aux deux premiers modules et effectuer I'étude de fiabilité sur des sorties inter-
médiaires (masse de produit éjecté, vitesse,...) et des sorties finales (& seuil de produit
donné, surface «létale », rayon minimum et maximum de cette surface).

A plus long terme, la méthode d’approximation pourrait s’appliquer a d’autres
domaines d’études du CEG utilisant des codes de simulation.

Perspectives

Il reste & confirmer les résultats de la méthode en dimension encore supérieure.

L’interpolation sparse grid posséde de trés bonnes propriétés pour traiter les pro-
blémes en grande dimension, grace & son approche de type hiérarchique et son mode
adaptatif.

(C’est une technique émergente, qui n’est pas encore utilisée dans le cadre des études
de fiabilité, et qui présente des perspectives prometteuses.

Régularisation

Nous avons constaté cependant des problemes de convergence dans le cas de la
méthode globale sans déplacement des points de grille : quand la taille de la grille
augmente, la précision de I'approximation se détériore.

Ce phénomeéne est connu dans le domaine de I'interpolation : des oscillations appa-
raissent quand on augmente le nombre de points, et la qualité de prédiction se dégrade
car certains coefficients affectés aux fonctions de base deviennent trop grands.

Un premier axe de recherche consiste donc a appliquer une technique de
régularisation lors de la création de la sparse grid g.

Si on note B = (by,...,b,) € R" les coefficients et {¢1,..., ¢} les fonctions de
base alors g = Z?:l bj ¢;. On peut ajuster les coefficients calculés a un niveau de
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grille donné, en appliquant une méthode de moindres carrés régularisés, c’est a dire
en minimisant par rapport a B & la fois :

. la semi-norme H; de g, qui mesure ses variations, pour rendre plus petits ceux
qui ont tendance & trop augmenter,

. ’écart au sens des moindres carrés entre ’approximation et la fonction de modé-
lisation sur les points d’interpolation (cet écart vaut zéro avant régularisation).

Démarche adaptative

Nous avons constaté aussi I'importance en grande dimension de disposer une dé-
marche adaptative : & cause de la limitation du colt de calcul, on ne peut espérer
obtenir une approximation globalement précise.

Il faut construire ’approximation en disposant les données d’évaluations, c’est a
dire 'information, dans les zones importantes pour le calcul :

. le mode adaptatif des sparse grids qui concentre le cott de calcul dans les
directions importantes détectées au fur et & mesure adopte ce point de vue,

. la technique du seuillage filtre les informations pour ne conserver qu’une ver-
sion simplifiée (au-dessus ou au-dessous du seuil) mais suffisante pour le but
recherché du calcul de probabilité,

. Iapproche par approximations successives utilise 'information apportée sur
le point de conception par une premiére approximation afin de converger vers
celui-ci.

Dans le cas de la méthode des réseaux de neurones, I’avantage était de pouvoir
disposer les données d’apprentissage selon un tirage respectant les lois de probabilité
du scénario, mais cette possibilité n’existe pas avec la grille fixe des sparse grids.

Le déplacement des points de grille vers le point nominal améliore ’approche glo-
bale, mais présente 'inconvénient de pas étre valable au-dela du domaine de taille
3 o dans chaque direction : au-dela la sparse grid n’est pas définie et une partie du
domaine est absente de I’approximation.

Un deuxiéme axe de recherche serait par exemple d’effectuer un changement de
variable sur la fonction de modélisation pour transformer les lois gaussiennes en lois
uniformes afin que ’apprentissage de la sparse grid s’effectue sur des données
mieux réparties autour du point nominal sans la restriction précédente.

Décomposition de la variance

Etant donné que les polyndémes de Chebyshev utilisés dans les sparse grids sont
orthogonaux, un troisiéme axe de recherche consisterait & adapter la méthode
de décomposition de la variance basée sur le développement en polynémes de
chaos (voir sections 3.3 page 162 et 5.3.2 page 175), afin d’enrichir les mesures de
sensibilité par le calcul d’indices de type Sobol.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons participé a deux projets de recherche, abordant divers
aspects des problémes d’optimisation.

Probléme de conception d’une antenne spatiale

Dans la collaboration avec Thalés Alenia Space, nous avons modélisé une antenne
spatiale réseau active, et notre contribution a porté sur les points suivants :

. Synthése du réseau

En reformulant de maniére adaptée le probléme d’optimisation afin
de le simplifier, nous avons construit une méthode efficace pour calculer les
lois d’alimentation avec un algorithme de descente.

. Optimisation topologique

En utilisant une décomposition en valeurs singuliéres des lois optimales
couplé & un algorithme d’optimisation géométrique de type gradient
topologique, nous avons regroupé les sources élémentaires et obtenu une an-
tenne satisfaisant les contraintes industrielles spécifiées.

Cette approche originale a donné de bons résultats, et a permis de mettre au point
un logiciel d’aide a la conception de ce type d’antennes.

Analyse des conséquences de la dispersion d’un produit

Dans la collaboration avec le Centre d’Etudes de Gramat, nous avons utilisé un
code de calcul de dispersion d’un produit dans I’environnement.

Nous avons modélisé un scénario d’accident de type chimique, défini par
un grand nombre de paramétres incertains, et notre contribution a porté sur les
points suivants :

. Etude de fiabilité et de sensibilité

En contruisant un modéle approché de la fonction de modélisation, nous
avons pu utiliser les gradients de 1’approximation afin de calculer un point
de conception et déterminer les parameétres influents.
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. Méthodes d’approximation

Nous avons comparé une approximation par réseau de neurones et une in-
terpolation sur grille éparse (sparse grid).

Les sparse grids ont permis d’obtenir de meilleurs résultats grace a leur carac-
tére hiérarchique et & un algorithme adaptatif.
. Grande dimension
En grande dimension, avec le cas d’une fonction difficile & approcher globa-
lement, nous avons utilisé les sparse grids
. avec un algorithme d’approximations successives qui permet de conver-
ger vers le point de conception,

. avec un algorithme de seuillage des données qui permet de diminuer le
cotit de calcul des probabilités.

Cette méthode a été implémentée dans un logiciel d’aide a la décision qui effec-
tue une étude de fiabilité (probabilités de défaillance et point de conception) et de
sensibilité (parameétres influents) pour un cotit de calcul raisonnable.
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Annexe A

Calculs de la premiére partie

1 Minimiser le maximum est convexe

1.1 Lemme

— Soient g1,g2 : RY — R, et A\j, Ay >0

alors

m)?X()\lgl (X) + A2g2(X)) <\ m)?x(gl (X)) + Az m)?x(gz(X))

1.2 Proposition

— Soient f:R?" x R? — R une fonction convexe par rapport a a
(a, z) — f(a,z)
et Q un domaine de R?,
alors ¢ : R?” — R est convexe.

a+— g(a) = maxzcq f(a,x)

— Conséquence :

Appliqué a la directivité D(a, z), si on note Qg 'intérieur du spot, on obtient :

a — min | max D(a,x) | est convexe
a (EEQ\QQ

donc admet un unique minimum ag.

— Preuve :

f convexe en a
& Va,b € R™ VYae[0,1] VreQ
f(aa + (1 - Oé)b,i‘) < ozf(a,x) + (1 - Oé)f(b,l‘)
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ANNEXE A. CALCULS DE LA PREMIERE PARTIE

& Va, b€ R™ VYae[0,1] VreQ

flaa+ (1= a)b,w) < max(af (o) + (1= a)f (b))

& Va,b € R™ VYae[0,1] VreQ on utilise le lemme

flaa+ (1 - a)b,z) < amax(f(a,2)) + (1 - a) max(f(b,2))

= Va,b € R Va € |0,1]

max(f(aa + (1 - a)b,z)) < amax(f(a,2)) + (1 - a) max(f(b,z))

= Va,b e R Va € [0,1]

glaa + (1 — a)b) < ag(a) + (1 — a)g(b)

g convexe en a
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2. CALCUL DE LA DIRECTIVITE DE L’ANTENNE 15(A,X)

2 Calcul de la directivité de Pantenne D(a, z)

2.1 Calcul du diagramme de rayonnement de ’antenne E(a, )

2.1.1 Données

— Soit une antenne constituée de n ER rectangulaires disposés en réseau plan.

— Chaque ER rectangulaire de centre M; par rapport au centre de I'antenne est
constitué de (); patches en hauteur et P; patches en longueur.

On a donc M; x Q; = nj patches pour cet ER.
On note NN; le centre d'un patch p de 'ER j.

— X est la longueur d’onde.
— d est la distance entre deux patches.

— L’alimentation est uniforme sur les patches du méme ER, et le rayonnement
d’une source ou patch est é(z).

2.1.2 Calcul

On applique le théoréme de superposition & I’ensemble des sources élémentaires de
I’antenne, qui sont les patches, pour calculer le diagramme de rayonnement :

TLXTLJ

Za RE ONJ,Or>

On regroupe les patches par ER. :

n nj
i2(ON,. 7O:z: ~
E(a,x) - a(CJj “ ( Ji ) T
j=1J=1
.
. - (ON;,,0x)
E(a,x) = a](z e_p, €
J=1 J=1
On calcule la contribution d’un ER :
nj
Z e Tﬂ- OMJ+MJNJ,O:C>
J=1
B, = 6227“(OMJ,O@ e TW(ONJ,Or)
J=1
=Fy

avec ]VJ le centre d’un patch p par rapport cette fois au centre de I’'ER j, on a
N —
MjyNy;=ONy.
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= Q; P

On renumérote les N en Ny, 5, car n;

Q;, Pj
=2 Z 5OV 07
Ji=1 Jo=1

_
2“ (ON; 1+N1NJ1J2,O$>

ZZ@
Ji=1 Jo=1

e

- Q; B
E2 — e ONl 1,0IE Z Z Tﬂ— NINJ1J27O"E>

On passe aux coordonnées des vecteurs et on pose

Wil = ( éf > - < —(31_—11))3 )

et
L1 = N - Qig_d L (Q _1)2
Ny 2% 2 J 2
, @ B
E2 — eZTﬂ-(CElu-f‘yl’U Z Z eiTﬂ-(iJQU-i-ngv)
Ji=1 Ja2=1
Qj P;
E2 _ 67,27“3/111 Z e v (ez%ilu eiQTﬂCEJQU)
Ji=1 Jo=1
=F;
P
Tr d
Ef — T PJ+1 U Z 6 (JQ 1
Jo=1
/
On pose Jy = Jo — 1 et tp, = &
P;—1
. . !
E;E — el’d}u(—PJ—i—l) Z (622'¢)u)J2
J5=0

On obtient une série geometrlque de raison r = 12, et la simplification fondamen-

tale de la formule avec Zk:o rk=r :11 !
12 P
B, — atu(-Prn el — 1
T — ei2wu -1
ei20uP; _ 1

__ Su(=Py+)E T T 2
E; =¢ 7 T

326



2. CALCUL DE LA DIRECTIVITE DE L’ANTENNE 15(A,X)

i (—Py+1) €Y1 20 sin(y, Py)
eu 24 sin(1y,)

=ei0=1

Egc:e

B sin (e, Pj)
 sin(y)

En faisant le méme type de calcul, on trouve

B — sin(1,Q;)

sin(¢y )

Finalement, on trouve :

Diagramme de réseau de ’antenne :

_ [N~ izmoar.om sin(uBy) sin(,Q;) |
Fo = {2 e () sy | O

avec
dv

T
Yy = —— et 1/’1;—7

2.1.3 Calcul du champ rayonné par un patch

On utilise le passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes pour
calculer 6 :

Vu24o?
<0>:<arctan( w )) avec w = /1 — (u? + v2)

2 arctan (%)
2.1.4 Calcul d’une intégrale de surface

Soit le calcul d’une intégrale de surface de variable z = < :j > :

f:/[}f(m) dudv

Pour calculer la valeur numérique, il faut discrétiser 'intégrale sur les points xx du
maillage Terre contenus dans le domaine de définition P :

— On découpe le domaine ¢ en zones élémentaires dAy , £ = 1...p de maniére
a ce que




ANNEXE A. CALCULS DE LA PREMIERE PARTIE

— Dans chaque zone élémentaire dAj, on choisit un point x; en lequel on évalue

f.
— L’intégrale est transformée en somme discréte, et notée 7 :

7= Z flag) Ay — oo T
e

2.1.5 Calcul de la puissance

Dans le cas de l'intégrale qui mesure la puissance de rayonnement :

5 2 . [ uw\ [ sinfcosyp
P—//Q|Ea(a:)| sin @ dfdy avec T = ( ; ) = ( in 0'sin >

— On effectue d’abord un changement de variables pour passer des coordonnées
polaires utilisées dans les définitions, au coordonnées cartésiennes utilisées dans
les calculs.

On obtient :

~ 1
P = // |Eq ()= dudv avec w = /1 — (u? +v2)
0 w
— On discrétise avec :

-z = < Zk > k = {1...p} Pensemble des sommets du maillage Terre
k

—wg = /1 — (u +0v3)

— dAyj : poids surfacique associé au point x, son aire, donc sa contribution
au calcul de l'intégrale, va dépendre du maillage :
Soit ah l'aire d’un hexagone de la zone de couverture de rayon Ry, :

— si xp € Mecs, alors dAy, = “3—h

— si x € Mt, alors dAy = ah

On obtient :

bS]

1
P=3" |Ea(:1:k)|2w—k Sy,
k=1

— Notation :

Dans le code on note P = intE?2
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2. CALCUL DE LA DIRECTIVITE DE L’ANTENNE 15(A,X)

2.1.6 Idée clé : dériver F' dans R par rapport a partie réelle et partie
imaginaire
Pour 'algorithme d’optimisation, il faudra calculer la dériver de F.

On rappelle qu’on considére la variable a en partie réelle et partie imaginaire, afin
de pouvoir dériver dans R.

On note par la suite : @ = (24, - - - Ta, Ya; - - - Ya,,) € R*"
avec Vj aj = Tq; +1Ya; €t a=(ar...a,) €C”

La dérivée de F va alors s’écrire :

OF(a) OFi(a) OFi(a) OF(a)
W T Ota, dyal t dyan
DF(a) = : : : : et DF(a):: R — RP
OFp(a) OFp(a)  OFp(a) 0Fp(a)
O0za, T OTan, dyal t dyan

2.1.7 Calcul de DF
On rencontre plusieurs cas :

— pour les sommets ol les contraintes sont vérifiées ou dans Q0
Vz; Fj(a) =0 donc DF(a)=0

— pour les sommets hors Terre oul les contraintes ne sont pas vérifiées

Va; € Q\Q3  Fj(a) = ga(a, z;) = U})}\Q ¥ C;Udv —0.10
0 udv
k‘l (a) N Dkl(a)k‘g(a) — kl(a)Dk‘Q(a)
done. DIa) =D (1) = )
— ki(a) fo \Q ) dudv
~ kz(a) = [[,D(a,z) dudv

Comme la fonction D est suffisamment réguliére, on peut intervertir la dérivée
et l'intégrale :

Dk;(a) = D/ D(a) dudv :/ DD(a) dudv i=1,2

— pour les tous les autres sommets ot les contraintes ne sont pas vérifiées

Fj(a) = g;;(a,xj) =D(a) + K ou K est une constante
donc DF}j(a) = Dﬁ(a,xj)

On se raméne donc au calcul de Dﬁ(a, x;) dans tous les cas.
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2.1.8 Calcul de DD(a)

— On calcule en un sommet X = < Z > fixe.

— Notations :

On note

— D(a,X) = D(a) et E(a, X) = E(a) par la suite.

0 o . 0 0
D = c. : o
<8ma1 0%q, OYa, Wa, >

— On pose

D(a) = 47

avec

— Bj(a) = |E(a )|2 et B;:R —R
fBga:fo ) dudv et By:R" R

La dérivée de D s’écrit alors :

47T(DB1 ((I)Bg(a) — B1 (a)DBQ(a))
B3(a)

DD(a) =
Les calculs de DBj(a) et DBj(a) sont présentés dans la suite.

2.2 Calcul de la dérivée de la directivité DD(a, z)

La dérivée de D s’écrit :
Am(DBi(a)Bs(a) — Bi(a)DBy(a))
B3(a)

DD(a) =

2.2.1 Calcul de DB(a) :

On simplifie d’abord ’expression.
Za] X ON;,0%) E;

Z Ta; +1Ya;) (cos(expoj) + i sin(expo;)) Ej

en posant
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2. CALCUL DE LA DIRECTIVITE DE L’ANTENNE 5(A,X)

 capoy = (500, 0%)

2

n
(Z [24; cos(expoj) — ya, sin(expo;)| + i [xa, sin(expo;) + ya, cos(empoj)]) E;
7=1

2

|B(a)]? =

> (Ci(a))E; +i Ca(a;) Ey)
j=1

en posant

— Cy(aj) := (zq, sin(expoj) + ya, cos(expo;))

— Ci(aj) := (zq, cos(expoj) — ya, sin(expo;))

ch a;)E; +i ZCQ a;)E

|E(a)” = (ch(aj)E]) +i (ch(aj)Ej)
=1 =1

eR SN

2 2
= (ch(aj)Ej) + (ch(aj)Ej)
j=1 Jj=1

On dérive I'expression précédente.

DBy(a) = D (|E(a) [(ch (aj) ) ] + D [(icg(aj)Ej) ]
+2 (ZCQ (a;) )
DBji(a) =2 (i Ci(aj) ) (Z DC(ay) )—1—2 (Z Cs(aj) ) (Z DCs(ay) )

avec

DBl(CL) =2 (Z C’l(aj)E ) |:Z Cl CL]
j=1

> Cl(aj)Ej]
j=1
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— Ci(aj) = (wq, cos(expo;) — ya, sin(expo;))

) o . d )
Y et e

DC(a;) = < > Ci(a;)

donc DC4(a;) = (...0...cos(expo;)...0...:...0... —sin(expo;)...0...)
—_——— —_——
indice ¢ indice n+i
— de méme DC5(a;) = (...0...sin(expo;j)...0...:...0...cos(expoj)...0...)
—_———— —_—
indice % indice n+i

Finalement on obtient :

DBl(a) =

n
2 Z Ci(a;)E; <cos(empol)E1 ...cos(expoy)Ey: — sin(expor)E; ... — sz’n(empon)En>
j=1

n
+2 Z DCs(a;) E; <Sin(eajp01)E1 ... sin(expoy)Epn: — cos(expor)Ey ... — cos(e:cpon)En>
j=1

2.2.2 Calcul de DBs(a) :

Comme la fonction D est sufisamment réguliére, on peut intervertir 'intégrale et la
dérivée :

DBsy(a) =D / /Q D(a, X) dudv = / /Q DD(a, X) dudv

On retrouve le calcul de Dﬁ(a), il faudra ensuite discrétiser 'intégrale de la méme
maniére que pour pour le calcul de la puissance (voir Calcul de la puissance au
Chapitre 2).
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dont I'optimum est le minimum global du probléme initial, en utilisant le principe de conservation de
'énergie.

Nous résolvons ensuite un probléme d'optimisation topologique: il faut réduire le nombre d'éléments
rayonnants (ER). Nous appliquons une décomposition en valeurs singulicres a I'ensemble des modules
optimaux relaxés, puis un algorithme de type gradient topologique décide les regroupements entre ER
¢élémentaires.

La deuxiéme partie porte sur une simulation type boite noire d'un accident chimique.

Nous effectuons une étude de fiabilité et de sensibilité suivant un grand nombre de parametres (probabilités
de défaillance, point de conception, et parametres influents). Sans disposer du gradient, nous utilisons un
modele réduit.

Dans un premier cas test nous avons comparé les réseaux neuronaux et la méthode d'interpolation sur grille
éparse Sparse Grid (SG). Les SG sont une technique émergente: grace a leur caractére hiérarchique et un
algorithme adaptatif, elles deviennent particulicrement efficaces pour les problémes réels (peu de variables
influentes).

Elles sont appliquées a un cas test en plus grande dimension avec des améliorations spécifiques
(approximations successives et seuillage des données).

Dans les deux cas, les algorithmes ont donné lieu a des logiciels opérationnels.
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Fiabilité - Sensibilité - Probabilités de défaillance - Point de conception - Réseaux de neurones - Sparse
Grids
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Abstract:

This work is composed of two parts, issued from different industrial applications.

The first one is about an active array antenna.

First, we have to calculate the optimal excitations in order to comply with the radiated power requirements.
We transform a problem with numerous local minima into a convex optimization one, whose optimum is the
global minimum of the initial problem, by using the energy conservation principle.

Then we solve a topological optimization problem: we have to reduce the number of Radiating Elements
(RE). We apply a singular value decomposition to all relaxed optimal modulus, and a topological gradient
algorithm decides gatherings of elementary RE.

The second part is about a chemical accident black box modelling.

We perform a reliability and sensitivity analysis of a large number of parameters (failure probabilities,
design point, and influent parameters). Without the gradient, we use a reduced model.

In a first test case, we compare the neural networks and the Sparse Grids (SG) interpolation method. The SG
are an emergent tool: thanks to their hierarchical structure and an adaptive algorithm, they become
particularly efficient for real problems (few influent variables).

We apply them to a test case in larger dimension with specific improvements (successive approximations and
data thresholds). In both cases, algorithms have lead to operative software.

Key-words: Active array antenna - Convex optimization - Topological optimization
Reliability - Sensitivity - Failure probabilities - Design point - Neural networks - Sparse Grids



