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CHAPITRE 1

Introduction : La topologie tautologique n’est pas une
tautologie topologique

Dans le langage courant, le tautologie mot est connoté péjorativement. Il est
synonyme de truisme ou de lapalissade. Pourtant son étymologie grecque est plus
neutre : TovTo "le méme” | et Adoyos, "le discours”.

Les mathématiciens, et plus particulierement les topologues et les géometres, se
singularisent en employant I’adjectif ”tautologique” pour qualifier des structures qui
émergent, naturellement et sans ajout supplémentaire, de la définition de certains
objets. L’exemple pertinent ici est la I-forme tautologique de l'espace cotangent
d’une variété (connue aussi sous le nom de 1-forme de Liouville), dont la définition
est rappelée en 2.2.1 ci-dessous. En tant que variété différentielle, I’espace cotangent
n’est pas différent de 'espace tangent. Et pourtant il se distingue de celui-ci en
ce qu’il porte cette 1-forme canonique. Ce fait, loin d’étre une tautologie, est le
point de départ de développements tres riches, a commencer par l'interprétation
hamiltonienne de la mécanique classique.

L’essentiel des travaux que je veux présenter ici concerne cette 1-forme tautolo-
gique ou plus précisément ses proches cousines que sont la 1-forme de contact natu-
relle sur I'espace des 1-jets de fonctions sur une variété, et la structure de contact
naturelle sur la variété des éléments de contact d’une variété donnée. Les définitions
de ces objets sont rappelées au chapitre 2 ci-dessous. Je ne me lasse pas de la richesse
de ces structures "tautologiques”, et en ce sens, je me considere autant comme un
tautologologue que comme un symplectologue.

La topologie symplectique et de contact a fait des progres tres importants depuis
20 ans, en particulier grace a I'introduction de techniques d’analyse (courbes pseudo-
holomorphes, homologie de Floer), qui culminent aujourd’hui avec la théorie sym-
plectique des champs [EGH]. Cependant, les variétés symplectiques ou de contact
intervenant naturellement en mécanique, en thermodynamique ou dans d’autres ap-
plications classiques comme la théorie des EDP du premier ordre, sont bien sou-
vent des cotangents ou des espaces de jets, ou bien dérivent de ceux-ci par divers
procédés de réduction. Dans ces cas particuliers mais importants, ’aspect ”tau-
tologique” mentionné ci-dessus donne lieu a des constructions spécifiques et tres
naturelles, dont certaines sont décrites dans ce texte. Elle permettent d’attaquer les
questions classiques de topologie symplectique (conjectures d’Arnold, classification
des plongements lagrangiens ou legendriens, etc...) sous un angle original.
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Il existe une longue tradition francaise et russe dans le développement de ces tech-
niques (voir, par exemple, la bibliographie du gros article synthétique de Eliashberg
et Gromov [EG]).- C’est dans cette optique que je place les articles [5],[7], [8] et
[10], alors que [4] releve de le géométrie différentielle. Les articles [1], [2],[3], [6] et
[9] concernent eux aussi les mémes objets, mais n’utilisent que des raisonnements
combinatoires ("topologie de dimension 2”). Les notes combinatoires [11] et [12]
sont indépendantes, bien qu’initialement motivées par des questions de topologie.

Ce texte est organisé comme suit : Le chapitre 2 introduit de maniere aussi
élémentaire que possible les structures qui seront discutées ensuite. Le chapitre 3
mentionne quelques conjectures et problemes généraux qui motivent les résultats,
qui eux sont exposés au chapitre 4. La longue bibliographie qui termine ce texte
introductif n’est certainement pas complete. Mais elle devrait suffire en tant que
point de départ vers toutes les autres sources.

La plupart de mes articles sont disponibles sur ma page web :
http ://math.jussieu.fr/ ferrand/

Remarque. Dans ce texte, les références numérotées ([1], [2],.. ., [12] ) concernent
mes travaux. Les autres références utilisent des lettres (par exemple, [AG]).



CHAPITRE 2

Tautologie de contact

Je vais tenter de décrire de maniere aussi élémentaire que possible I'univers tauto-
logique évoqué plus haut, a savoir cet ensemble d’objets et de structures qui forment,
entre autres, le cadre mathématique naturel de la mécanique, de la thermodyna-
mique, de I'étude de la propagation des ondes dans I'approximation des hautes
fréquences ou encore de la théorie géométrique des EDP du premier ordre. Outre les
définitions importantes, je vais rappeler une liste de faits plus ou moins élémentaires,
plus ou moins connus et folkloriques, qui se trouvent dans l'intersection des travaux
que je veux présenter ensuite. Les avoir en téte sera utile pour aller directement a
I’essentiel.

A Texception de quelques points de géométrie symplectique élémentaire, que I'on
pourra ignorer au premier abord et que j’ai choisi de ne pas traiter pour préserver
la légereté de ce texte, les prérequis pour comprendre le chapitre qui va suivre et le
suivant se réduisent au calcul différentiel (variétés, sous-variétés, espace tangent et
cotangent, formes différentielles), et aux rudiments de la théorie de Morse. Ces no-
tions sont présentées de maniere élémentaire dans, par exemple, [Va0]. On trouvera
dans [AG] une discussion plus détaillée des notions mal définies et des affirmations
non démontrées exposées informellement ci-dessous.

2.1. Notations et conventions

On ne considere dans ce texte que des variétés lisses, c’est-a-dire de classe C™, et
des fonctions de méme classe définies sur ces variétés. Les lettres M, N désigneront
des variétés (souvent compactes), les lettres ¢ et () des points dans de telles variétés,
ou bien, par abus de notation, des coordonnées locales ¢ = (q1,...,qq). La lettre
p désignera le plus souvent un covecteur, alors que P sera réservée pour l’espace
projectif réel. J'utiliserai aussi souvent la notation abusive (g, p) pour désigner un
point dans un cotangent. La sphere standard de dimension d est désignée par S¢,
et on utilisera parfois sa réalisation comme sphere unité de ’espace euclidien R*+!,
avec les propriétés ”euclidiennes” qui en découlent.

2.2. Structures tautologiques

Soit donc M une variété de dimension m, et T*M son fibré cotangent.

2.2.1. La 1-forme de Liouville. Soit 7 : T*M — M la projection naturelle.
Soit x un point de T*M, et X un vecteur tangent & T*M en z. Puisque D, (X)
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est un vecteur tangent a M en 7(z), on peut lui appliquer le covecteur x. On pose
AMX) = 2(Dmp(X)).

Cette 1-forme différentielle A définie sur T*M est la 1—forme tautologique, aussi
appelée I1-forme de Liouville. Elle vérifie n*\ = 7, pour toute section n de =
T*M — M, (c’est-a-dire pour toute 1-forme n sur M).

A tout atlas de M, on peut canoniquement associer un atlas de T%M . Autrement
dit, & tout systeme de coordonnées locales ¢ = (qi, ..., ¢mn) sur M, on peut associer
des coordonnées (¢,p) = (q1, - -, @m, P1, - - -, Pm), dites coordonnées canoniques. Dans
ces coordonnées, A s’écrit pdg = Y, pidg;.

2.2.2. Sous-variétés lagrangiennes. La différentielle w = d\, qui s’exprime
donc localement dans des coordonnées canoniques par w = > | dp; Adg; est une 2-
forme fermée, partout non-dégénérée. C’est la forme symplectique standard de T* M .
Les sous-variétés de T*M de dimension n sur lesquelles la restriction de w s’annule
sont dites lagrangiennes. Celles pour qui la restriction de A est de surcroit exacte
sont dites lagrangiennes exactes. Le graphe d'une 1-forme fermée est une sous-variété
lagrangienne de T*M . Le graphe de la différentielle d'une fonction sur M est une
lagrangienne exacte, et réciproquement toutes les lagrangiennes exactes qui de plus
sont des graphes sont de ce type. Etant donné une sous-variété N immergée dans
M, le fibré conormal de N, c’est-a-dire ’ensemble des covecteurs qui s’annulent sur
'espace tangent de N, est une sous-variété lagrangienne exacte (immergée) de T* M.
La forme A est en fait nulle sur une telle sous-variété.

Une sous-variété lagrangienne exacte compacte plongée dans 7%S! n’est pas autre
chose qu'une courbe lisse plongée qui délimite avec la section nulle une région d’aire
algébrique nulle. On voit ainsi que de tels objets sont relativement flexibles : on peut
les déformer facilement, bien qu’il y ait une une contrainte globale d’aire a respecter.
En dimension supérieure, la contrainte est plus subtile. Ce mélange de flexibilité et
de rigidité est un trait typique de la topologie symplectique.

2.2.3. Les éléments de contact. Un élément de contact de M est la donnée
d’un point de M, et d’un hyperplan tangent a M en ce point. Autrement dit,
I’ensemble de tous les éléments de contact s’identifie avec PT*M , la projectivisation
fibre a fibre de T* M. L’ensemble des éléments de contact coorientés s’identifie quant
a lui avec ST*M, la sphérisation fibre a fibre de T M.

Notons 7 la projection naturelle 7 : PT*M — M. En tout point x de PT*M,
on définit un hyperplan tangent (, par la formule "tautologique” (, = 7*x. En
effet, puisque x peut aussi eétre considéré comme hyperplan dans Ty, M, on peut
le tirer en arriere par 7 (voir fig. 2.1). Ce champ d’hyperplans (, appelé structure
de contact naturelle de la variété des éléments de contact de M, n’est autre que
I'image du champ des noyaux de la forme de Liouville A apres projectivisation. Les
sous-variétés de dimension m — 1 partout tangentes a de ce champ d’hyperplans
sont dites legendriennes. On peut montrer que m — 1 est la dimension maximale des
sous-variétés intégrales de (.
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Fia. 2.1. Le champ de contact tautologique.

Etant donné une sous-variété immergée N dans M, la projectivisation du co-
normal de N s’identifie a I’ensemble des éléments de contact tangents a N. C’est,
par construction, une sous-variété legendrienne de PT*M, le relevé legendrien de
N. Jexplique dans [7], théoreme A, comment construire un large éventail de sous-
variétés legendriennes de PT*M en généralisant quelque peu cette construction.

Tout ceci peut se répéter dans le cadre ”coorienté” : Notons encore m la pro-
jection naturelle w : ST*M — M. Une construction analogue a la précédente
permet de définir un champ d’hyperplans ”tautologique” ¢ sur ST*M . L’hyperplan
de contact est cette fois-ci naturellement coorienté. Il existe donc une 1-forme définie
globalement sur ST*M dont ( est le champ des noyaux. Choisissons une métrique
riemannienne arbitraire sur M, afin d’identifier les espaces tangent et cotangent. On
obtient ainsi une métrique sur chaque fibre du 7*M , et si I’on note ||p|| la norme d'un
covecteur, on voit que ST*M peut s’identifier avec ’ensemble des (co)vecteurs de
norme 1. Le champ d’hyperplans coorientés ( s’identifie alors au champ des noyaux
de la 1-forme A restreinte a '’hypersurface ||p|| = 1. On peut montrer qu'il existe un
unique champ de vecteurs R sur ST*M, (le champ de Reeb de la forme \), dont le
flot préserve la structure de contact et qui de plus vérifie dA(R,-) =0 et \(R) = 1.
Le flot de R est précisément le flot géodésique de la métrique riemannienne choisie.
La structure de contact ( est préservée par ce flot.

2.2.4. Relevés legendriens et coorientation. Dans ce contexte coorienté,
chaque sous-variété N immergée dans M possede encore un relevé legendrien dans
ST*M. Si N est une hypersurface coorientable de M, alors le relevé possede deux
composantes connexes. Si de plus on précise explicitement que I’hypersurface est co-
orientée, alors, par convention, on n’appellera "relevé legendrien” que la composante
connexe correspondant a cette coorientation. Notons aussi que si NV est un noeud dans
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Fic. 2.2. Equidistantes d'une ellipse.

M = S3, le relevé legendrien est un tore plongé dans la variété de dimension ST*S3.
Une isotopie de N dans S? se reléve en une isotopie des relevés. Ainsi tout invariant
des tores legendriens dans ST*S? se tirera en arriere en un invariant d’isotopie des
nceuds (Cette idée vient d’étre mise en pratique de maniere fructueuse par Lenny
Ng [Ng1]).

2.2.5. Fronts d’onde. La description ci-dessus du flot géodésique en termes
de géométrie de contact montre que les équidistantes dans M d’une sous-variété
N de M, c’est-a-dire les points de M obtenus comme extrémités des segments
géodésiques normaux a N et de longueur fixée, sont les projections de I'image du
relevé legendrien de N dans ST*M par le flot géodésique (ces équidistantes sont
en général des hypersurfaces singulieres, voir fig. 2.2). Ceci justifie l'utilisation du
terme front d’onde (ou plus simplement du mot front) pour désigner I'image d’une
sous-variété legendrienne par la projection # : ST*M — M.

2.2.6. Variétés de contact. On pourrait définir les variétés de contact comme
les variétés munies d'un champ d’hyperplans localement modelées sur les variétés
d’éléments de contact et leur champ d’hyperplans tautologique. Mais on s’expose-
rait a quelques inconvénients en procédant ainsi et je me cantonne a la définition
traditionnelle. Etant donné une 1-forme « générique sur une variété de dimension
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2m+ 1, la forme de degré maximal a A (da)™ sera non-nulle hors d’un ensemble de
codimension 1. C’est la cas ou cet ensemble est vide qui nous interessera : On appelle
structure de contact sur une variété de dimension impaire un champ d’hyperplans
qui doit pouvoir partout étre décrit localement comme le champ de noyaux d’une
1-forme « vérifiant a A (do)™ # 0. La non-annulation de a A (da)™ implique que le
champ d’hyperplans se comporte a 'inverse d’'un champ intégrable (pour lequel on
aurait o A da = 0). Une structure de contact est mazimalement non-intégrable, au
sens ou les variétés intégrales sont de dimension au plus m. Les variétés intégrales
de dimension maximale sont dites legendriennes.

Fort heureusement, un calcul montre que les variétés d’éléments de contact définies
précédement sont des variétés de contact au sens de la définition ci-dessus. En fait,
d’apres un théoreme dit "de Darboux”, toutes les structures de contact en dimen-
sion donnée sont localement équivalentes. Par ailleurs, toute variété de contact se
plonge contactomorphiquement dans sa variété des éléments de contact. C’est une
conséquence de la propriété tautologique de ( : pour tout champ d’hyperplans &
sur M, c’est-a-dire pour toute section de PT*M — M, on a £*( = £. Si de plus
¢ est une structure de contact, la formule précédente indique que M, identifée a
I'image de la section &, peut se voir comme une sous-variété ”de contact” de PT*M .
Cette vue ”extrinseque” sur les variétés de contact ”abstraites” est une motivation
supplémentaire pour I’étude des variétés d’éléments de contact.

2.2.7. Les espaces de jets et leurs sous-variétés legendriennes. On ap-
pelle J1(M,R) le produit RxT*M , qui s’identifie & 'ensemble des 1-jets de fonctions
sur M. Si 'on note u la coordonnée correspondant au facteur R, cette variété de
dimension impaire est munie de la forme de contact standard o = du — A. Comme
il se doit, le champ des noyaux de cette 1-forme est une structure de contact.

A toute fonction f sur M, on peut associer son I-graphe, qui est la sous-variété
de dimension n de J'(M,R) définie par

i f ={(u,p,q) € J'(M,R) tels que ¢ € M,p =9, f(q),u = f(q)}.
Par construction, la 1-forme « s’annule sur j!f, qui est donc une sous-variété le-
gendrienne. De maniere générale, les sous-variétés lagrangiennes exactes immergées

dans T*M sont précisément les lagrangiennes qui se relevent en des immersions
legendriennes dans J'(M,R).

JY(M,R) peut se voir comme Pouvert dans PT*(R x M) formé des éléments
de contact de R x M transverses a la direction R. Le 1-graphe d’une fonction f
s’'identifie alors au relevé legendrien du graphe de f.

2.2.8. Fronts d’onde, diagrammes de Cerf et familles génératrices.
La projection o : JY(M,R) — J°(M,R) = R x M, est, comme la projection
7 :ST*M — M (ou m : PT*M — M) une projection dont les fibres sont legen-
driennes. A T'aide d’une variation sur le théoreme de Darboux évoqué plus haut,
on peut montrer que les feuilleutages legendriens en dimension donnée n’ont pas
d’invariants locaux, ils sont tous localement contactomorphes. Il en résulte que les
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F1G. 2.3. Diagramme de Cerf de la famille f(¢,z) = z* + (1 — t?)x.

t

singularités des projections de sous-variétés legendriennes sur la base d’une fibration
legendrienne sont localement équivalentes a celle d'un front d’onde (voir 2.2.5). On
utilise donc aussi le terme front pour désigner I'image d’'une legendrienne par une fi-
bration legendrienne, et en particulier 'image par ¢ d’une sous-variété legendrienne
de J'(M,R). Ainsi les singularités locales des fronts sont indépendantes du contexte
(PT*M, ST*M ou J'(M,R)) dans lequel ce mot est utilisé.

Etant donné une famille générique & 1 parametre {f;, ¢t € [0,1]} de fonctions
définies sur une variété compacte W, 'ensemble de valeurs de t pour lesquelles les
fonctions f; ne sont pas de Morse avec toutes leurs valeurs critiques distinctes est fini.
Pour ces instants isolés, deux valeurs critiques peuvent naitre, mourir, ou bien se
croiser (voir par exemple [Va0]). Dans les deux premiers cas, la fonction, a I'instant
de naissance/mort, n’est pas de Morse. Lorsque 1'on suit en fonction de ¢ (représenté
par un axe horizontal) les valeurs critiques des fonctions f; (représentées sur ’axe
vertical au-dessus de t), on obtient le diagramme de Cerfde la famille { f;,t € [0, 1]}
(voir les exemples des figures 2.3 et 2.4).

Ce diagramme comprend des points de rebroussement de premiere espece, qui
correspondent aux naissances/morts, et des croisements normaux. Ce sont les sin-
gularités génériques des fronts de dimension 1. Ce n’est pas un hasard, car il existe
bien un nceud legendrien dans J*([0, 1], R) qui se projette sur le diagramme de Cerf,
ainsi que le montre la construction ci-dessous.

Il s’agit de la construction des familles génératrices, tres importante pour la suite,
et qui réalise un lien fondamental entre la théorie de Morse et la topologie de contact.
Etant donné une variété auxiliaire quelconque W et une fonction F' définie sur le
produit M x W, on considere le sous ensemble Lp de J'(M,R) défini comme suit :

Ly ={(u,p,q)|F3w e W tel que 0,F(q,w) =0,u= F(q,w),p=0,F(¢q,w)}

Cette construction s’étend au cas d'une fonction F' définie sur 'espace total d’un
fibré de base M, mais cette généralité n’est pas utilisée dans la suite. Les exemples
2.3 et 2.4 rentrent bien dans ce cadre si ’'on identifie g et t, et w et x.

Il se trouve (voir la discussion en termes de réduction ci-dessous) que l’ensemble
L ainsi défini est génériquement une sous variété legendrienne plongée dans J' (M, R)
(et dans la suite je vais abusivement qualifier toutes les Lr que I'on rencontrera de

14



Fi1G. 2.4. Le diagramme de Cerf est le contour apparent du graphe.

sous-variétés legendriennes). Le front de Lp décrit les bifurcations des valeurs cri-
tiques de la famille de fonctions F(q,-) : W — R, paramétrée par ¢ € M. On
peut aussi montrer que toute sous-variété legendrienne de J'(M,R) s’identifie, au
voisinage de chacun de ses points, a une variété de type Lp, avec F' bien choisie.
Ainsi I’étude locale des sous-variétés legendriennes se ramene a 1’étude de familles
de fonctions. Cette remarque est le point de départ de tout un chapitre, initié par
Arnold, de la théorie des singularités (voir [AGV]).

2.2.9. Réduction de contact. Soit maintenant N une sous-variété de co-
dimension 1 dans M. La restriction des fonctions de M a N induit une sorte
de "restriction” des sous-variétés legendriennes de J'(M,R) & celles de J'(N,R),
qui, du point de vue des fronts dans J°(M,R), s’interprete réellement comme la
généralisation de la restriction des graphes de fonctions au-dessus d’une sous-variété.

Soit C' la restriction au-dessus de N du fibré J'(M,R) — M. L’espace total de
C C JY(M,R) est de codimension égale a celle de N dans M. 1l existe une projection
naturelle R : C' — J'(N,R), et si une legendrienne L C J*(M,R) est transverse &
C', on voit que 'intersection LNC' est de dimension égale a celle de N, c’est-a-dire de
la dimension des legendriennes dans J!(N,R). Le fait fondamental est que sous cette
hypothese de transversalité, R(L N C) est une sous-variété legendrienne immergée
dans J'(N,R). Cette variété "réduite” est méme plongée quitte a, éventuellement,
perturber un peu L.
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Fi1G. 2.5. Une tranche de front d’onde, a proximité d'une queue d’aronde.

Si N est le bord de M, on peut considérer J'(N,R) comme le ”bord de contact”
de JY(M,R) (le véritable bord de J'(M,R), qui est de dimension paire, n’est pas
une variété de contact). C’est le point de vue adopté par Arnold pour développer sa
théorie des cobordismes legendriens [Val].

Ce cas particulier de réduction de contact est particulierement visuel. Au niveau
des fronts d’onde, cela ne revient qu’a prendre la banale trace au dessus de N.

Par exemple, la queue d’aronde (fig. 2.5) est une singularité typique des fronts de
dimension 2. Une "tranche” de queue d’aronde présente bien les singularités typiques
des fronts de dimension 1 (points de rebroussements de premiere espece, croisements
normaux).

Cette idée de restriction au dessus de de la sous-variété N se généralise au cas
ou cette derniere est de codimention quelconque. Voyons maintenant comment la
construction des familles génératrices (2.2.8) s’interprete comme une telle réduction
de contact.

Supposons un instant que M = R™ et que N soit un sous-espace vectoriel R™ C
R™. Soit W un supplémentaire de N dans M. Notons (¢, w), ¢ € N,w € W les
points de M et (p,v), p € N*,v € W* les covecteurs de M*. L’application

¢ ((Lwap?Uau) - (Q7Uap> —w,u — 'UUJ)

est un contactomorphisme de J'(M,R) (c’est une transformation de Legendre par-
tielle, voir 2.2.10.4). Elle envoie C, qui ici s’identifie au sous-espace w = 0, sur le
sous-espace v = 0. Etant donné une fonction F' : N x W — R comme en 2.2.8,
l'ensemble Lp C J'(N,R) n’est autre que la réduction au-dessus de N de I'image
par ® du 1-graphe j'F C J'(M,R) de F.
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2.2.10. La dualité projective et ses avatars. La transformation de Le-
gendre évoquée au paragraphe précédent est une des multiples incarnations de la
dualité projective.

2.2.10.1. Le contactomorphisme d’Arnold. Soit P l'espace projectif réel de di-
mension d et PV I'espace projectif dual. P est la projectivisation de R4*!, PV est la
projectivisation de I'espace vectoriel dual (R?1)*. Un point de PV s’identifie donc
naturellement avec un hyperplan projectif dans P et, réciproquement, P = (PV)V.

Un élément de contact de P est un couple (¢, H), ou H est un hyperplan tangent
a P en ¢. L’hyperplan tangent H détermine un hyperplan projectif Q¥ contenant
q. Réciproquement, un élément de contact de PV s’identifie & un couple (QV,q), ol
q € P = (PY)" désigne un hyperplan projectif dans P" passant par Q.

L’interprétation de la dualité projective popularisée par Arnold [Ar4| peut se
résumer ainsi : L’identification (q, Q) < (QV,q) entre PT*P et PT*P" induit un
contactomorphisme entre les structures de contact naturelles de ces deux espaces.

La variété de contact PT*P est donc munie de deux fibrations legendriennes
7w : PT*P — P et n¥ : PT*P — PVY. L’hyperplan de contact en un point
x € PT*P est engendré par la somme directe des espaces tangents des fibres de 7 et
de 7" passant par x. L’hypersurface (en générale singuliere) duale d’une sous-variété
N C P au sens traditionnel du terme n’est autre que le front 7V(Ly) de son relevé
legendrien Ly .

2.2.10.2. Dualité sphérique. La version coorientée de la dualité projective, elle
aussi contactisée de maniere harmonieuse par Arnold [Ar5], est la suivante : pour
simplifier, considérons la sphere euclidienne de dimension 2. L’espace ST*S? s’iden-
tifie naturellement avec SQOj3, étant donné qu'un hyperplan coorienté tangent en un
point & S? détermine de maniére univoque un repere direct de R3. Si I'on remonte
sur S% (revétement double de SO3) la structure de contact de ST*S?, on obtient
la structure de contact standard de S® (définie plus traditionnellement comme le
champ de plans tracé sur S* C C? par les droites complexes).

Le flot ¢ géodésique de la métrique euclidienne de S? est périodique de période 27.
Soit ¢z ce flot considéré au temps 3. Soit 7 : ST*S? — S? la projection naturelle,
et 7V =mo ¢=z. Sil'on considere une courbe coorientée y sur S 2 elle se releve en un
neeud legendrien L. dans ST*S? et vV = 7V(L,) peut légitimement étre qualifié
de front dual de ~. En effet, si 'on identifie chaque grand cercle coorienté avec le
pole de ’hémisphere désigné par la coorientation, vV représente bien I’ensemble des

équateurs coorientés tangents a .

La structure de contact est ici encore engendrée par la somme directe des espaces
tangents aux fibres de deux fibrations legendriennes, 7 : ST*S? — S, et la fibration
7 au-dessus de l'espace S? des équateurs coorientés, et dont la fibre au-dessus d’un
point est le relevé legendrien de 1’équateur coorienté en question.
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Fi1G. 2.6. En haut : Une courbe plane immergée et sa courbe duale.
En bas : Déformation d’une droite projective, et sa courbe duale,
projection de la déformation d’une fibre de #V : PT*P — PV.

2.2.10.3. Transformation dite de [’hodographe, coordonnées d’Fuler, fonctions
support. Considérons ’hémisphere nord de S?, que I'on identifie avec R? par pro-
jection centrale sur le plan tangent & S? au pole nord. Ainsi ST*R? peut s’identifier
a un ouvert U de ST*S?. L’'image ¢g(U ) de cet ouvert par ¢z est ensemble des
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éléments de contact du cylindre S* \ {poles} qui sont transverses aux longitudes,
et dont la coorientation pointe vers le sud. Si 'on identifie la sphere privée de ses
poles & R x S1 par projection centrale sur le cylindre tangent & la sphere le long de
Iéquateur, on voit que ¢=(U) s'identifie avec J'(S*, R).

Ce contactomorphisme entre ST*R? et J!'(S',R), qui se généralise facilement
en un contactomorphisme entre ST*R™ et J'(S" 1 R), est sous-jacent & plusieurs
transformations astucieuses, telles la paramétrisation d’Euler des courbes planes et
la transformation de I’hodographe (paramétrisation des trajectoires dans le plan en
fonction de la direction du vecteur vitesse), ou encore la théorie des fonctions support
des corps convezes. Soient (qi,q,0) les coordonnées naturelles de ST*R? ((q1,q2)
désigne un point de R? et # € S* un angle). La forme de contact standard du tangent
unitaire du plan est cos(6)dq; + sin(6)dg,. Notons du — pdf la forme de contact
standard de J'(S!,R) (notations de 2.2.7). Le contactomorphisme s’explicite alors
par :

(CI1,Q2,0) - (U = <97 (Q1,Q2)>,P = (Q1,Q2)¢9,9)7

ou { -, - ) désigne le produit scalaire euclidien standard, et X 4 la projection
du vecteur X sur I'hyperplan orthogonal au vecteur unitaire 6. L’image par ce
contactomorphisme du relevé legendrien d’une courbe lisse, bordant un domaine
strictement convexe du plan et coorientée vers l'extérieur, est le 1-graphe d’une
fonction définie sur le cercle. C’est la fonction support du convexe.

2.2.10.4. Transformation de Legendre. Soit maintenant V louvert de ST*R?
constitué par les éléments de contact coorientés de R? qui sont positivement trans-
verses a une direction donnée, par exemple la direction verticale a%' Si I'on note
r la pente d'un de ces éléments de contact, la structure de contact de V est in-
duite par la forme dg, — rdq;, ce qui donne une identification naturelle de V'
avec J'(R,R). Par ailleurs I'image de V par le contactomorphisme précédent est
JY(0,7[,R) c J'(S', R). Quitte a identifier ]0, 1] avec R et a renommer correc-
tement les variables, le contactomorphisme précédent devient la transformation de
Legendre de J'(R,R) dans lui-méme, qui au triplet (q,p,u) associe (—p, q,u — pq).

Appliquée au 1-graphe d’une fonction convexe f de la variable ¢, elle renvoie le 1-
graphe de la fonction convexe ”duale” f: Q — min,(¢@ + f(¢)). La transformation
de Legendre est d’ordre 4, comme la transformation de Fourier, dont elle est une
sorte de version ”classique”. Cette derniere assertion prend un sens précis de deux
manieres au moins. La premiere provient de la théorie de 'oscillateur harmonique.
La transformation de Legendre releve a J!' (R, R) la rotation d’angle 5 dans 'espace
T*R. Cette rotation s’obtient en intégrant jusqu’au temps 7 le flot hamiltonien de
la fonction 3(p* + ¢*), qui représente la somme de I'énergie cinétique et de I'énergie
potentielle de 'oscillateur harmonique. La version quantique du flot hamiltonien est
une famille a un parametre d’opérateurs différentiels, et la transformation de Fourier
apparait naturellement dans le cas de 1'oscillateur harmonique. L’autre point de vue
est celui de Maslov [LM], qui montre que la transformation de Legendre est la
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transformation de Fourier pour les fonctions a valeurs dans la déquantification du
corps des réels, le semi-anneau idempotent (R, maz, +).

2.2.10.5. Dualité projective et géométrie extrinséque des courbes et des surfaces.
Pour clore ce chapitre ”tautologique”, je ne résiste pas a I’envie d’évoquer brievement
la géométrie différentielle extrinseque des courbes et des surfaces. Un certain nombre
de notions classiques, souvent considérées comme vieillottes et calculatoires, trouvent
en effet dans ce cadre une explication ”tautologique”.

La dualité projective entre les fronts du plan échange points d’inflexions et points
de rebroussement de premiere espece. La dualité entre fronts bidimensionnels dans
I’espace projectif de dimension 3 échange les lignes de points de rebroussement avec
les lignes paraboliques (le lieu des points de “courbure nulle”, c’est-a-dire ou la
surface n’a localement pas une tangence quadratique non-dégénérée avec son plan
tangent en ce point) et les queues d’arondes avec les ”godrons” de Thom [BT].
(Voir aussi [Ar6], [Ur3|,[Pa3]). Il existe dans ce cadre lisse et réel des analogues
des formules de Pliicker en géométrie algébrique (voir, par exemple, [3]).

Un cas méconnu et tres utile est celui de la géométrie des courbes spatiales.
Etant donné un plongement ~ : S — R3, ensemble des vecteurs vitesse normalisés
dessine une courbe I sur la sphere S2. Cette courbe est lisse pourvu que la courbure
de v soit partout non nulle (ce qui est une condition générique). Le lieu sur S? de la
binormale (le vecteur unitaire du triedre de Frenet normal au plan osculateur) n’est
autre que dual de I" dans S?. C’est un front en général singulier, dont les points
de rebroussement correspondent aux points de v ou la torsion est nulle. La courbe
dans SOs = ST*S? formée par les triédres de Frenet est une courbe legendrienne,
génériquement plongée.
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CHAPITRE 3

Problemes et conjectures

Dans ce chapitre, je veux rappeler certaines des grandes questions qui motivent
mes travaux.

3.1. Conjectures d’Arnold

Dans sa version originale (prouvée dans des cas particuliers importants par Conley-
Zehnder [CZ] et Chaperon [Cha0], puis en toute généralité par Hofer, Laudenbach
et Sikorav [Ho], [LS]), la conjecture est la suivante :

3.1.1. La conjecture d’Arnold dans les cotangents. Soit M une variété
compacte et L une sous-variété lagrangienne exacte de 7™M hamiltoniennement
isotope a la section nulle Oy, C T*M. Alors le nombre d’intersections (comptées

avec multiplicité) entre L et Oy, est au moins égal a la somme des nombres de Betti
de M.

Y

Dans cet énoncé, ” L hamiltoniennement isotope a O,,;” signifie que I'on peut
joindre L et Oy; par un chemin lisse de sous-variétés lagrangiennes exactes plongées.
Lorsque L est proche de Oy, c’est un graphe et ce graphe est celui de la différentielle
d'une fonction sur M. Les intersections entre L et O); correspondent alors aux
points critiques de cette fonction (et les intersections transverses aux points de
Morse). La conjecture se réduit alors a I'inégalité de Morse totale pour cette fonction.
La question d’Arnold est donc de savoir si ces intersections, nécessaires pour les
petites déformations de Oj; parmi les Lagrangiennes exactes, persistent pour les
grandes déformations.

3.1.2. FGQI. Un des outils fondamentaux développés par les précurseurs cités
ci-dessus pour attaquer ce probleme est la notion de famille génératrice quadratique
a Uinfini (FGQI). Il s’agit de familles génératrices au sens de 2.2.8, pour lesquelles
la variété auxiliaire W est un espace vectoriel de dimension paire 2d, et telles que
F(q,w) s’identifie hors d'un compact avec une forme quadratique d’indice d de la
variable vectorielle. Sikorav [Si2] montre que, sous les hypotheses de la conjecture,
L se releve dans J'(M,R) en une legendrienne Lz, ot F est une FGQI. Les inter-
sections de L avec Oy sont en correspondance bi-univoque avec les points critiques
de F. L’hypothese ”quadratrique a l'infini” assure, par un argument standard de
théorie de Morse, qu'une FGQI possede le nombre requis de points critiques.
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3.1.3. Remarques. La borne inférieure sur le nombre d’intersections ainsi ob-
tenue dans le cas transverse est le nombre de Morse stable de M, c’est-a-dire le
minimum du nombre de points critiques des FGQI de Morse, qui majore la somme
des nombres de Betti. On ne sait pas si, dans cette estimation, on peut remplacer le
nombre de Morse stable par le nombre de Morse de M, (le minimum du nombre de
points critiques des fonctions de Morse sur M, qui est parfois strictement supérieur
au nombre de Morse stable de M [Da]).

Les applications des familles génératrices en géométrie symplectique ne se limitent
pas a la conjecture d’Arnold. Voir par exemple [Vil] et [Vi2]. Enfin, cette mani-
festation des familles génératrices suggere d’interpréter la conjecture d’Arnold en
termes de géométrie de contact.

3.2. Version contact de la conjecture d’Arnold

Une isotopie hamiltonienne dans T*M se releve en une famille a un parametre
de sous-variétés legendriennes plongées (la projection dans T*M d’une legendrienne
plongée est en général une lagrangienne exacte seulement immergée). Deux sous-
variétés legendriennes dans une variété de contact seront dites Legendre-isotopes ou
encore legendriennement équivalentes si elles sont les extrémités d’une famille lisse
a un parametre de plongements legendriens. Dans cette section, M est toujours une
variété compacte.

3.2.1. Théoréme de Chekanov. ([Chel], voir aussi [Chal]) L’ensemble des
legendriennes de type Lg, ou F' est une FGQI, est clos par isotopie legendrienne :
Soient F' une FGQI et L une sous-variété legendrienne de J'(M, R) legendre-isotope
a Lp. Alors il existe une FGQI G telle que L = Lg.

Ainsi la projection dans T*M d’une legendrienne legendre-isotope & 510 possede-
t-elle un nombre d’intersections avec Oy, (comptées avec multiplicité) au moins égal
au nombre de Morse stable de M. Cette généralisation de la conjecture d’Arnold
est subtile : Dans le cas ot M est le cercle S!, la conjecture "hamiltonienne” est
immédiate puisqu’alors les lagrangiennes exactes compactes ne sont que les courbes
plongées délimitant une aire algébrique nulle avec la section nulle. Elle se doivent
d’intersecter celle-ci. Par contre il existe des immersions lagrangiennes exactes dans
T*S! sans intersection avec la section nulle, mais homotopes a celle-ci parmi les
immersions lagrangiennes exactes. On peut d’ailleurs déduire [We2] de ce cas par-
ticulier que, pour toute variété compacte M dont la caractéristique d’Euler est
nulle!, il est possible de disjoindre O;; d’elle-méme parmi les immersions lagran-
giennes exactes. D’apres le théoreme de Chekanov, lors d’une telle homotopie, on
doit trouver au moins un instant pour lequel le relevement legendrien de I'immersion
lagrangienne exacte n’est pas plongé dans J'(M,R).

!Dans [We2] on suppose de plus que la dimension de M différente de 3.
22



3.2.2. Un principe général d’Arnold. Cette version contact de la conjecture
d’Arnold est 'exemple le plus frappant d’un type de résultat dont nous allons ren-
contrer dans la suite plusieurs occurrences (en particulier les théorémes principaux
de [5] [7], [8] et [10]), et qui sont tous modelés sur le méme principe :

On s’intéresse a une propriété de type ”coexistence globale de singularités”,
vérifiée ou non par des objets géométriques d’une certaine classe : existence de
singularités sur les fronts d’onde, intersection des immersions lagrangiennes avec la
section nulle, complexité du domaine hyperbolique sur une surface immergée dans
I’espace euclidien, etc.... On est dans une situation ou 'on peut plus ou moins cano-
niquement associer une sous-variété legendrienne a nos objets. On démontre (ou on
conjecture) que la propriété considérée est vérifiée par un objet si la legendrienne
associée appartient a une certaine classe d’isotopie legendrienne.

3.2.3. Théoréme de Givental. Il s’agit de la contactisation par Givental
[Giv] du théoréme de Fortune-Weinstein? [FoWe]. Soit £ C ST*S? l'union des
relevés legendriens de tous les paralleles a un équateur donné, a laquelle on ajoute
les relevés legendriens des deux paralleles dégénérés que sont les poles (autrement
dit on ajoute les fibres au-dessus de ces poles). Ainsi £ est un tore dans ST*S?,
feuilleté par des cercles legendriens (le relevé legendrien de chaque parallele fournit
deux cercles, ces deux familles de cercles se recollent au-dessus des poles). Soit L
un neceud legendrien dans la classe d’isotopie legendrienne de I'un de ces cercles. Gi-
vental montre que L intersecte £ en au moins deux points distincts, alors que I'on
peut disjoindre L de £ par une déformation parmi les immersions legendriennes.

3.2.4. Contactisation du théoreme de Mobius sur les inflexions. D’apres
un théoreme Mobius [Moe] toute courbe plongée dans le plan projectif réel P? dans
la classe d’homotopie d’une droite projective possede au moins trois points d’in-
flexion. Il existe des courbes immergées dans la méme classe d’homotopie n’ayant
qu’un unique point d’inflexion. Pour faire disparaitre deux des inflexions, il a fallu
qu’a un moment lors de I’homotopie la courbe présente une auto-tangence (cela arrive
au moment ou 'on sort de la classe des courbes plongées). En termes de relevé le-
gendrien dans PT*P?, cette auto-tangence s’interpréte comme une auto-intersection
du noeud legendrien.

D’apres 2.2.10.1, on a I'image "duale” suivante : Une petite déformation générique
L d’une fibre de 7 : PT*P? — P? doit étre telle que 7, possede au moins trois
points de rebroussement de premiere espece (voir fig. 7; c’est le théoreme de Mobius
appliqué a 7V(L)). Une singularité au moins est nécessaire pour des raisons topo-
logiques, et, on I'a vu, il est aisé de faire mourir ensemble deux rebroussements en
déformant la fibre parmi les immersions legendriennes. Arnold a demandé ([Ar0],
probleme 1994-18) si I'on peut réduire a une le nombre de singularités sans changer

2Théoreme qui est trivial dans le cas particulier de la dimension 2 auquel je me limite dans ce
paragraphe, alors que sa généralisation par Givental est aussi difficile dans ce cas particulier que
dans le cas général.
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le type d’isotopie legendrienne. Ce probleme est, semble-t-il, encore ouvert a ce jour
(voir [Pal)).

Arnold suggere aussi des analogues de cette question en dimension supérieure :
estimer la complexité des courbes paraboliques (nombre de telles courbes, nombre de
godrons) sur des déformations du plongement standard du plan projectif réel dans
I'espace projectif réel de dimension 3 [Ar6] [Pa2]. Avant méme de prouver une
version bidimensionnelle du théoreme de Mobius et de contactiser cette derniere, le
premier probléme consiste ici a formuler la conjecture (quelle est la maniere naturelle
de mesurer la complexité de la courbe parabolique 7).

3.2.5. Courbure totale des immersions. Voici un exemple élémentaire. Soit
~ une courbe que 1’on suppose étre le bord connexe d’une surface S de genre g > 0
immergée dans plan. On peut montrer que sa courbure totale (I'intégrale sur v de la
valeur absolue de la courbure géodésique) est supérieure a 27(1 4 2g). Or on peut
aussi montrer que 'indice de Whitney de v (I'intégrale de la courbure, divisée par
27) est égal, au signe pres, a x(S) =1 — 2g, ou x(5) est la caractéristique d’Euler
dela surface. Cet indice classifie a lui seul les immersions [Wh], et donc 7 est isotope
parmi les immersions du cercle a une courbe standard localement conveze v,(sy dont
la courbure totale est 2mw(2g — 1).

Lors d’une homotopie générique d’immersions du cercle, on peut observer des
moments isolés d’auto-tangence ou des points triples. Tant que [’on déforme v sans
procéder a une auto-tangence, on peut suivre la déformation de la courbe par une
déformation de I'immersion de la surface a bord, et la courbure totale de ~ restera
minorée par 27(2g + 1). De plus, étant donné que l'intégrale de la courbure est
27x(S), deux points d’inflexion sont nécessaires. Bien entendu, les auto-tangences
de la courbe s’interpretent comme un changement de la classe d’isotopie legendrienne
de son relevé dans PT*R?. Un tel changement est nécessaire pour faire disparaitre
les deux inflexions.

Ces considérations élémentaires sur la courbure totale peuvent se généraliser de
maniere non-triviale au cas coorienté, ainsi qu’aux immersions de variétés de dimen-
sion supérieure dans les espaces de courbure constante, quitte a choisir la bonne
notion de courbure totale.

3.2.6. Nceuds de Frenet. On a vu en 2.2.10.4 qu’a tout nceud ~ dans R3
dont la courbure géodésique ne s’annule pas (c’est une condition générique), on
peut associer un noeud legendrien L dans ST*S? = SOs, I'ensemble de ses triedres
de Frenet, qui se projette sur le lieu I' C S? des vecteurs vitesse (la courbe duale
IV etant le lieu des binormales). Si le nceud de départ est un cercle contenu dans
un plan, I' est un grand cercle et T'V est réduit & un point.

Lorsqu’on déforme un peu ce cercle parmi les courbes a courbure partout non-
nulle, la déformation induite du nceud legendrien associé L n’est pas arbitraire : I'
doit impérativement intersecter tout grand cercle (sinon v ne se refermerait pas). On
peut montrer [Ar5] que la courbe I' doit alors avoir au moins 4 inflexions sphériques
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Fi1Gc. 3.1. Le bord d’'une surface planaire de genre 2. Pour faire dis-
paraitre ses deux inflexions, il faut la déformer jusqu’a changer le type
de noeud legendrien associé.

(comptées avec multiplicité), autrement dit une petite déformation générique du
cercle plat posséde au moins 4 points ou la torsion s’annule (voir [Ar8] pour une
généralisation aux courbes dans les espaces euclidiens de dimension supérieure).

La question est de savoir jusqu’ou il faut déformer + pour faire disparaitre ces
singularités de la torsion. La conjecture (ouverte a ce jour) de R. Uribe [Url] [Ur2]
a ce sujet est que au moins 4 inflexions (comptées avec multiplicité) persistent tant
que le type disotopie legendrienne du neud de Frenet associé n’est pas changé.

3.2.7. Singularités inévitables pour retourner le cercle. Les problemes
3.2.3, 3.2.4 et 3.2.6 qui précedent partent tous d’'une situation géométrique tres non-
générique (par exemple, pour ce qui est de compter les inflexions, le plongement de
St dans P? sous la forme d’une droite projective est completement dégénéré). On la
déforme et on se demande quel est le nombre minimal de singularités inamovibles,
rendues globalement nécessaires par la topologie (de contact). Le probleme suivant
est aussi de ce type, méme s’il ne rentre pas completement dans le cadre du principe
3.2.2.

Lorsque 'on considere les équidistantes d’un cercle coorienté (vers I'intérieur, par
exemple), c’est-a-dire que 'on fait évoluer ce front circulaire par le flot géodésique
de la métrique euclidienne du plan, on observe une famille de cercles qui se contracte
sur un point, puis qui réapparait avec la coorientation opposée. Lorsqu’on déforme
cette situation tres non-générique, c’est-a-dire que I'on remplace les cercles par des
ellipses, on observe le phénomene suivant : toute ellipse (non circulaire) possede
une équidistante avec 4 points de rebroussement (voir fig. 2.2). Arnold a conjec-
turé en 1993 ([Ar0], probleme 1993-9) que toute isotopie legendrienne générique
{L;,t € 0,1]} dans ST*R? reliant les deux composantes (correspondant aux deux
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coorientations possibles) du relevé legendrien dans ST*R? d’un cercle plongé dans
R? est telle qu’il existe un instant ¢ €]0, 1] tel que le front 7(L;) posséde au moins
4 points de rebroussement.

Il existe des familles dtmmersions legendriennes reliant les deux composantes
du relevé d'un cercle et dont les fronts ont au plus deux points de rebroussement.
En 2002, Pushkar et Chekanov [ChP] ont montré que ceci est impossible si 'on
se limite aux familles de plongements legendriens, démontrant ainsi la conjecture
d’Arnold. La preuve, relativement longue et technique, a motivé 'introduction d’un
invariant d’isotopie legendrienne inspiré de la théorie des familles génératrices (”les
décompositions des fronts d’ondes”), que nous retrouverons en 3.3.3.

3.3. Classification des nceuds legendriens

3.3.1. Il s’agit du probleme de la classification modulo isotopie legendrienne des
sous-variétés legendriennes d'une variété de contact. Les immersions legendriennes
vérifient un h-principe (voir, par exemple, [EM]) et leur classification se rameéne donc
a une question d’algebre. La classification, plus fine, modulo isotopie legendrienne
reste encore largement mystérieuse, méme dans le cas le plus étudié, celui des noeuds
legendriens dans les variétés de contact de dimension 3.

Si ’on suppose ce probleme algébrique résolu, il subsiste une obstruction évidente
a ce que deux legendriennes soient legendriennement isotopes : il faut avant tout qu’il
n’y ait pas d’obstruction topologique, c’est-a-dire qu’elle soient isotopes parmi les
plongements lisses. Si la variété ambiante est de dimension 3, et si de plus la structure
de contact est coorientée, alors un noeud legendrien hérite d’une trivialisation de son
fibré normal (c’est un nceud framé). On dit alors que deux noeuds legendriens ont les
meémes tnvariants classiques s’ils sont dans la méme composante connexe de 1’espace
des immersions legendriennes, et si de plus ils sont équivalents en tant que noeuds
framés. Le probleme est donc le suivant : étant donné deux neuds legendriens ayant
les mémes invariants classiques, sont-ils legendriennement isotopes ¢

La réponse est en général négative. Ce raffinement de la théorie des nceuds a
attiré beaucoup d’attention. Les techniques de topologie de contact en dimension 3
développées par Giroux [Gil] permettent de classifier les représentants legendriens
de certains types topologiques simples [EH]|. Historiquement, le premier exemple
de deux nceuds legendriens ayant les mémes invariants classiques mais néanmoins
legendriennement distincts a été donné en 1995 [Tr] en raisonnant sur des familles
génératrices, la variété ambiante étant J'(S',R) (voir aussi [0, chap. 1] et 4.2.2
pour un exemple de deux nceuds legendriennement non-équivalents dans le tore
T3 = ST*T?, bien qu'ayant les mémes invariants classiques).

3.3.2. Digression. Dans ces deux exemples anciens, les noeuds ne sont pas
contenus dans des boules plongées. Ce détail prend un sens particulier a la lumiere
de la digression suivante. En dimension 3, les variétés de contact se divisent en deux
classes, en fonction des propriétés de leurs boules plongées. Une structure de contact
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sur une variété de dimension 3 est dite tendue® si toute boule plongée se laisse isoto-
per par une isotopie de contact dans l'intérieur de tout autre boule ouverte plongée.
La structure est dite tordue si elle n’est pas tendue. Dans une structure tendue, toute
boule plongée est contactomorphe & une boule dans J!(R, R), puisque les structures
de contact de dimension fixée sont toute localement équivalentes. Dans une struc-
ture tendue, les boules plongées quelconques possedent donc des coordonnées ”de
Darboux”, alors que ceci n’est vrai que pour les "petites” boules dans les variétés
tordues. Dans les structures tordues, il existe des nceuds legendriens non-locauz,
c’est-a-dire qu’on ne peut les déformer jusqu’a les inclure dans une boule arbitraire-
ment petite par une isotopie legendrienne, sans qu’il n’y ait d’obstruction a le faire
par une isotopie générale. Cette situation évoque le cas des variétés de dimension 3
contractiles et non-homéomorphes a la boule standard, dans lesquelles il existe des
nceuds non locaux, au sens ou ils ne sont équivalents a aucun nceud contenu dans
des petites boules standard (ou des ouverts de carte). Par définition, J!'(R,R) est
tendue. On peut montrer que, pour toute surface M, ST*M est tendue.

Pour illustrer ces notions, on peut faire I'observation suivante : Etant donné une
fonction F' : S' x W — R, ot W est une variété compacte ou bien un espace
euclidien, auquel cas on exige de plus que F' soit quadratique a l'infini au sens de
3.1.2, alors la sous-variété legendrienne Lp C J'(S',R) n'est pas contenue dans
une boule plongée. En effet, si ¢’était le cas, on pourrait isotoper legendriennement
Lr dans une boule arbitrairement petite, J'(S1, R) étant tendue. Cependant, une
variation sur le théoreme de Chekanov (voir 3.2.1) assure que 'image de Ly par
cette isotopie est de la forme Lg, pour une fonction G : S' x W x R??, égale &
une forme quadratique de la variable vectorielle hors d’un compact. Pour chaque
6 € S, la fonction G(6,-) : W x R* — R possede des points critiques. Ainsi Lg
doit intersecter chaque fibre R x T; S et ne peut donc pas étre contenue dans une
boule trop petite (fin de la digression).

3.3.3. Classification dans R3. Il se trouve que le probléme consistant a ex-
hiber des exemples de couples de noeuds legendriens distincts ayant les mémes in-
variants classiques est étrangement beaucoup plus compliqué lorsque la variété de
contact ambiante est la plus simple possible, ¢’est-a-dire ’espace euclidien tridimen-
sionnel J'(R,R).

Dans J!'(R,R), les immersions legendriennes du cercle (orienté) sont classifiées
par un unique entier : le plan de contact est transverse aux fibres de la projec-
tion J'(R,R) — T*R. Etant donné un noeud legendrien orienté, sa projection dans
T*R est donc une courbe orientée immergée. L'indice de Whitney de cette immer-
sion, c’est-a-dire le nombre de tours effectué par son vecteur vitesse lorsqu’on la
parcourt une fois, qui classifie cette immersion a homotopie réguliere pres dans le

3La définition traditionnelle est différente mais coincide avec celle donnée ci-dessus (qui
présente l'avantage de ne pas étre spécifique a la dimension 3), d’apres les résultats combinés
de Giroux et Eliashberg [Gi0] [Gil] sur la classification des structures de contact en dimension 3
(voir [Co]).
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plan (théoreme de Whitney [Wh]), suffit a la classifier en tant qu’immersion lagran-
gienne exacte. Ce degré est appelé indice de Maslov de I'immersion legendrienne
sous jacente.

Une isotopie legendrienne est un cas particulier de ce qu’en théorie des noeuds,
on appelle une isotopie réguliére. Si ’on choisit une décomposition de R? en produit
R? x R — R?, un nceud dans R3 générique est non-vertical, c’est-a-dire transverse
a la fibre de la projection choisie. A un nceud (orienté) non-vertical, on peut as-
socier I'indice de Whitney de 'immersion sur laquelle il se projette dans le plan,
ainsi que son auto-enlacement vis-a-vis de la direction de projection?. Deux nceuds
non-verticaux sont dit régulierement isotopes s’ils sont isotopes parmi les noeud non-
verticaux. Cela a lieu si et seulement si ils sont isotopes au sens traditionnel, et s’ils
ont méme indice de Whitney et méme auto-enlacement. Une isotopie legendrienne
est en particulier une isotopie réguliére vis-a-vis de la projection J'(R,R) — T*R,
puisque la direction 6% est transverse au plan de contact. Nous avons vu que l'indice
de Whitney s’appelle indice de Maslov dans notre contexte. L’autre invariant d’iso-
topie réguliere, 'auto-enlacement, est l’invariant de Bennequin [Be| de notre nceud
legendrien. Dire que deux noeuds ont mémes invariants classiques, c’est donc dire
qu’ils ont le méme type de noeuds topologique, le méme invariant de Bennequin, et

le méme indice de Maslov.

En 1997, Chekanov [Che2] a mis au point un invariant combinatoire des nceuds
legendriens inspiré de [’homologie de contact relative de Eliashberg, Givental et Hofer
([EGH]) qui lui a permis d’exhiber un couple de nceuds legendriens dans J'(R,R)
legendriennement distincts, mais ayant les mémes invariants classiques (voir aussi
[Ngl], [Sal], [NT], [ENS], [EFM] pour la postérité de cette version combinatoire
de I'homologie de contact). Peu apres, une autre construction (la décomposition des
fronts) [ChP], [Che3], inspirée par la théorie des familles génératrices, a permis
d’aboutir a la méme conclusion. Des liens ont ensuite été trouvés entre les deux
procédés [Ful,[F1], [Sa2], qui expérimentalement distinguent les mémes neceuds.

En dimension supérieure, les techniques de familles génératrices restent aussi
efficaces pour distinguer des sous-variétés legendriennes. Dans cet ordre d’idées, les
résultats de [5], [7],[8] et [10], qui garantissent que certaines propriétés globales
des fronts sont des invariants d’isotopie legendrienne, peuvent étre utilisés ”en sens
inverse”, pour distinguer des noeuds legendriens. L’homologie de contact relative
est maintenant bien définie dans le cas des sous-variétés legendriennes de J*(R™, R)
[EES1]|, [EES2|, mais reste difficilement calculable en I'absence d’une description
combinatoire analogue a celle proposée par Chekanov en dimension 3.

3.3.4. Réalisibilité. Une autre question importante (détaillée en 4.5) consiste
a déterminer les valeurs prises par les invariants classiques. En effet, I'un des résultats
fondamentaux de la topologie de contact [Be] est qu’il n'est pas possible de réaliser

] faut porter une attention particuliere & la compatibilité des choix d’orientation lorsqu’on
manipule véritablement ces nombres.
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toutes les classes d’isotopie réguliere de neeuds dans J'(R,R) par des neuds le-
gendriens. S’il est aisé de construire des nceuds legendriens de n’importe quel type
topologique et réalisant n’importe quelle valeur de 'indice de Maslov, I'invariant
de Bennequin est contraint par différentes inégalités (voir par exemple [6] et 4.5)
faisant intervenir des invariants purement topologiques.

Dans le méme ordre d’idées, on peut se demander quelles sont les sous-variétés
legendriennes de J'(M,R) réalisables par des familles génératrices quadratiques
a l'infini, ou bien quelles sont les classes d’isotopies legendriennes de PT*M qui
contiennent des relevés legendriens d’'immersions dans M .
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CHAPITRE 4

Résultats

4.1. Contours

L’article [7] est le résultat de ma lente digestion (débutée avec [5]) de la théorie
des familles génératrices et du théoreme de Chekanov (voir 3.2.1). Historiquement
la théorie fut développée en France par Chaperon, Laudenbach, Sikorav, Viterbo,
Théret, ainsi que par I’école russe : Givental, Chekanov, Pushkar. Les contributions
de ces auteurs sont reprises dans un gros article de Eliashberg et Gromov [EG],
auquel je renvoie pour une bibliographie plus complete!, et dans lequel cette théorie
est portée a un tres haut degré de généralité.

4.1.1. Familles génératrices et contours apparents. La preuve du théoreme
de Chekanov que j’ai proposée dans [5] n’est pas éloignée conceptuellement des
preuves classiques, ni méme de celle de la version symplectique du théoreme ([LS]).
Mais elle fait apparaitre un certain nombre de formules, qui possedent une in-
terprétation géométrique en termes d’enveloppes. Si I'on garde en mémoire que le
diagramme de Cerf d’une famille de fonctions est un contour apparent (voir 2.2.8 et
fig. 2.4), cela suggere une version ”éléments de contact”, ” géométrique”, du théoreme
de Chekanov. Cette piste, dont la possibilité est brievement mentionnée a la fin de
[5], fait I'objet de [7]. Pour formuler cette version géométrique, quelques précisions
sur la notion de contour apparent sont nécessaires.

4.1.2. Contours apparents. Soient M et N deux variétés, et ¢ une applica-
tion lisse de N dans M. Un point critique de ¢ est un point de N ou la différentielle
de ¢ n’est pas surjective. Une valeur critique est 'image par ¢ d’un point critique.
Le contour de ¢ est I’ensemble des valeurs critiques de ¢. Cette terminologie abusive
provient du cas particulier o N est une surface (par exemple un relief montagneux)
immergée dans R x R?, que I'on regarde dans la direction du facteur R. L’ensemble
des valeurs critiques est la projection sur le plan R? de ’ensemble des points ol le
plan tangent a la surface N contient la direction de projection. Le contour que 1’'on
observe est une partie du contour défini plus haut, a moins que /N ne soit translucide,
auquel cas les deux notions coincident.

Si dim(M) > dim(N), tout point est critique et le contour coincide avec I'image
de ¢ en entier. Si dim(M) = dim(N) = 2, on peut montrer (c’est encore un théoreme
de Whitney, voir [AGV]) que, génériquement, ¢ sera un difféomorphisme local dans
le complémentaire d'une courbe lisse, le long de laquelle ¢ réalisera un pli, sauf en

Mais voici déja de quoi lire : [Cha0][Cha1][La][LS][Si1] [Si2][Vil][Vi2] [Giv] [Chel].
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quelques points isolés ol ¢ réalisera une fronce de Whitney. L'image dans M de cette
courbe lisse sera une courbe immergée hors des fronces, ot I’on observera des points
de rebroussement. Cette situation est celle illustrée par la figure 2.4 du chapitre 2,
ce qui n’est pas un hasard, puisque les diagrammes de Cerf sont des exemples de
contours (dans les notations de 2.2.8, la variété source est N = M x W, la variété
but est J°(M,R) = Rx M, 'application ¢ associe (u = f(q,w),q) au couple (q,w)).

4.1.3. Contours et réduction. L’exemple des diagrammes de Cerf conduit a
généraliser la notion de fonction génératrice comme suit. A une application ¢ telle
que précédemment, on associe le sous-ensemble [, C PT* M défini par :

Ly ={(q,[p]) € PT*M tels que 3z € N tel que ¢ = ¢(z) et po D¢ = 0}.

Ici [p] désigne la classe projective du covecteur p, de sorte que (g, [p]) correspond
bien a un élément de contact.

Un élément de contact (g, [p]) est dans Ly si et seulement si son point base ¢
est dans I'image de ¢ et si de plus I'image de la différentielle de ¢ en x antécédent
de ¢ est incluse dans I'hyperplan tangent & M en ¢ spécifié par [p]. Cette derniere
condition impose que ¢ soit une valeur critique de ¢. Ainsi, par construction, le front
m(Ly) s’identifie au contour de ¢.

Cette sous-variété Ly s’interprete naturellement en termes de réduction de contact
(voir 2.2.9). Soit en effet G C N x M le graphe de ¢. Le point € N est critique pour
¢ si et seulement si l'espace tangent au graphe G en (z, ¢(x)) n’est pas transverse
aux fibres de la projection N x M — M. Cette situation arrive si et seulement
si cet espace tangent est inclus dans un hyperplan de T, 4(2)) (/N x M) contenant
aussi ’espace tangent a la fibre de la projection. Au-dessus d’un tel point du graphe,
le relevé legendrien Lo de G dans PT*(N x M) intersecte donc I'ensemble C des
éléments de contact de N x M contenant ’espace tangent aux fibres. Or il existe
une application naturelle R de C vers PT*M. On peut montrer (c’est une situation
analogue a celle de 2.2.9) que si une legendrienne £ de PT*(N x M) est transverse
a C, alors son image R(CNL) est une sous-variété legendrienne immergée de PT* M
(et méme plongée, quitte a perturber £). L’ensemble L, défini ci-dessus n’est autre
que R(CN Lg).

En général, L, n’est pas lisse. Mais [7, théoreme A] implique que génériquement
Ly est une sous-variété legendrienne plongée dans PT*M. D’apres la discussion
précédente, il suffit de montrer que ’'on peut réaliser la condition de transversalité
en restant dans la classe des relevés legendriens de graphes dans PT*(N x M).

A aucun moment ce théoreme A n’affirme quoi que ce soit sur la position relative
de la variété réduite R(C N L) par rapport aux fibres de # : PT*M — M. En fait
la variété réduite n’a pas de raison de se trouver en position générale vis-a-vis de
cette projection. Pour bien saisir cette subtilité, il faut considérer I'exemple (local)
du parapluie de Whitney paramétré : Soit N un disque ouvert de dimension 2, et
¢ : N — R? la paramétrisation du parapluie de Whitney. L’ensemble L, est bien
une legendrienne plongée dans PT*R? (hors du point singulier, ¢ est une immersion
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F1a. 4.1. Deux contours de tores, ou de bouteilles de Klein.

Fi1G. 4.2. Le contour d’une sphere.

et au-dessus de ce domaine, Ly est le relevé legendrien de cette immersion). Au-
dessus du point singulier, il y a par contre tout un P! correspondant aux éléments
de contact contenant 1'image (ici de dimension 1) de la différentielle. Le parapluie de
Whitney n’est pas une singularité typique des fronts d’onde dans R3, et une légere
perturbation® de L, produit une approximation du parapluie par un assemblage de
queues d’aronde. Le fibré conormal du parapluie de Whitney est une lagrangienne
horriblement singuliere dans 7*R3. Mais les singularités se trouvent sur la section
nulle. Apres projectivisation, on obtient un Ly lisse.

Il existe une grande variété de fronts réalisables comme des contours. Par exemple
le front a gauche de la figure 4.1 peut se réaliser comme, au choix, le contour d’une
bouteille de Klein immergée dans R x R? ou d'un tore immergé dans le méme
espace. Le front a droite de la figure 4.1 peut lui aussi se réaliser comme contour
d’immersions des mémes objets dans R x R?, mais c’est plus délicat & voir dans le
cas du tore. Le front de la figure 4.2 provient d’'une application de la sphere S? dans
le plan, mais n’est pas le contour d’une sphére immergée dans R x R2. La figure 4.4
est une perturbation du contour d’'une célebre immersion de P? dans R x R2.

4.1.4. Le théoréme principal de [7]. 1l s’agit d’un résultat dans l’esprit du
principe d’Arnold 3.2.2 : La propriété pour un front d’onde de 'espace projectif réel
d’étre un contour est stable par isotopie legendrienne : Soit P ’espace projectif réel
de dimension m. Etant donné une variété compacte N, une application différentiable

2Qui ne peut étre le relevé d’une légere perturbation de ¢.

33



¢ : N — P, et une legendrienne L C PT*P Legendre-isotope a Ly, il existe une
variété compacte N et une application ® : N — P™ telle que L = Lg.

Dans ce théoreme, toutes les variétés sources sont compactes®. La preuve est
constructive et permet de controler la topologie de N'. La variété but est restreinte
a l'espace projectif réel, en raison d’un jeu de ping-pong avec la dualité projective,
qui intervient de maniere cruciale a un certain point de la preuve. On peut imaginer
une généralisation a des variétés buts quelconques?, mais en contrepartie, on perdra
I’aspect tres naturel et surtout tres géométrique de la construction.

4.1.5. L’image d’une fibre. La preuve est enrobage technique de ce qui se
passe dans le cas tres particulier ou N est réduite a un point, ou ¢ est 'inclusion
de ce point dans P, et ou de plus L n’est qu'une petite déformation de Ly.

Dans les notations de 2.2.10.4, 7¥(Ly) est un hyperplan dans PV. Si elle est
suffisamment petite, la déformation L de Ly restera transverse aux fibres de 7",
/(L) sera une hypersurface lisse de P, et donc L s’identifiera avec Lg, ot ®
N = L — PV est la restriction de #¥ & L (I'identification d’Arnold 2.2.10.4 entre
PT*P et PT*PY est invoquée implicitement ici).

On a ainsi bien réalisé L comme un Lg, mais avec une application ® qui ne
tombe pas dans le bon espace, a savoir PV au lieu de P. Je montre dans [7] comment
retomber dans 'espace voulu. Le ping-pong avec la dualité projective évoqué plus
haut est ici. L’hypothese de petitesse de la déformation s’évacue avec des arguments
standard déja présents dans toutes les autres approches des familles génératrices.

3A la différence du théoreme de Chekanov ot les fonctions sont définies sur des variétés ouvertes
et doivent étre controlées a ’'infini.
4Bien que pour cela il reste des difficultés techniques que je n’ai pas encore traitées.
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4.2. Familles génératrices et géométrie extrinseque des sous-variétés et
des fronts d’onde

Dans cette section, je passe brievement en revue les articles [3, 4, 5] issus de ma
these [0], qui ont en commun de faire intervenir la géométrie extrinseque des fronts

d’onde.

4.2.1. Diameétres. Comme mentionné précédemment, les calculs de [5] et le
théoreme de Chekanov peuvent a posteriori s’interpréter comme une version locale
du théoreme détaillé dans la section précédente. Outre cela, [5] contient des varia-
tions sur le theme de la dualité ”de 'hodographe” (double fibration de 2.2.10.3, qui
sera aussi a I’honneur dans la suite, voir 4.3.4).

Cette identification entre ST*R"™ et J*(S"~!,R) permet de voir 7*5"~! comme
I'espace des droites affines orientées de R™ (voir les formules de 2.2.10.3). Etant
donné une sous-variété de R™, la sphérisation de son cotangent est une legendrienne
dans ST*R™, dont la projection dans T*S™!, qui est une sous-variété lagrangienne
immergée, s’interprete comme 'ensemble des droites normales a la sous-variété ini-
tiale. L’étude des auto-intersections de cette lagrangienne conduit naturellement a
des estimations sur le nombre de droites doublement normales (”diametres”) & une
sous-variété ou un front d’onde de l'espace euclidien. Les estimations de [5, th. 11]
sont moins perfectionnées que celle obtenues depuis par Pushkar [Pu2].

4.2.2. Inégalités de Morse pour les fronts et applications. Etant donné
une sous-variété compacte M immergée dans R" et une famille d’hyperplans pa-
ralleles, ou plus généralement d’hypersurfaces de niveau d’une fonction, la théorie
de Morse traditionnelle donne une estimation du nombre de points de tangence
entres les hypersurfaces et la variété compacte M (cette observation est aussi le
point départ de 4.4). Je montre dans [5] comment une manipulation des familles
génératrices permet de généraliser ces estimations de Morse aux fronts d’onde de
sous-variétés legendriennes legendre-isotopes au relevé legendrien de M (on peut
parler de tangence a une front d’onde générique, qui est une hypersurface a priori
singuliere mais possédant néanmoins un plan tangent bien défini en chaque point).

Par exemple une legendrienne de ST*R™ ou de PT*R"™ dont le front d’onde est
transverse a tous les hyperplans orthogonaux a une direction donnée n’est jamais
legendre-isotope au relevé legendrien® d’une immersion.

Ce critere peut étre utilisé pour distinguer des classes d’isotopies legendriennes
(voir une application en 4.3.6 et dans [2]).

Une version de ce critere ot R" est remplacé par le cylindre S' x R permet de
construire I'exemple suivant [0, chap. 1]° qui illustre bien la problématique de la
classification des nceuds legendriens, (voir 3.3) : Considérons le tore 72 = St x S1,
et soit L C T = ST*T? la sphérisation du conormal de 'un des facteurs S* C T?.

5Attention & la convention expliquée en 2.2.4.
6Construction non-publiée ailleurs que dans ma these [0], car tres proche de 'idée de [Tr].
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F1G. 4.3. Pour faire disparaitre les tangences entre une immersion et
les niveaux d’une fonction (ici représentés par la direction verticale)
par une déformation parmi les fronts, il faut nécessairement passer
par une autotangence (i.e. changer le type d’isotopie legendrienne du
neeud legendrien correspondant dans PT*R2.

Notons LT et L~ les deux composantes connexes de L. Elles sont envoyées 1'une
sur 'autre par le contactomorphisme ”qui renverse la coorientation”. Ce contacto-
morphisme est isotope a l'identité parmi les difféomorphismes, mais pas parmi les
contactomorphismes”).

Les inégalités de type Morse pour les fronts permettent de montrer que LT et
L~ ne sont pas legendriennement isotopes dans T® = ST*T?, bien que topologique-
ment isotopes en tant que neuds muni d’une trivialisation du fibré normal (pour la
trivialisation induite par la structure de contact). On vérifie par ailleurs que l'on
peut joindre Lt et L™ parmi les immersions legendriennes. Lt et L™ ont donc les
meémes invariants classiques, au sens de 3.3.

4.2.3. Géométrie des courbes planes. Ces ingrédients (double fibration,
tangence avec des hyperplans, diametres,...) sont aussi ceux de [3], dont 'idée essen-
tielle est la suivante : Etant donné une immersion générique du cercle dans le plan,
une formule classique (due a F. Fabricius-Bjerre et B. Halpern [FB, Hal) relie le
nombre de droites doublement tangentes a cette immersion, son indice de Whitney,
le nombre de ses points doubles et celui de ses points d’inflexion (comptés avec des
signes adéquats).

Je montre dans [3] comment calculer U'invariant J* d’Arnold (une version de
I'invariant de Bennequin) du relevé legendrien de cette courbe plane en fonction
de ces mémes ingrédients géométriques, et ce de plusieurs manieres différentes. La
formule de Fabricius-Bjerre Halpern est obtenue en identifiant deux de ces écritures
de JT.

4.2.4. Variétés de Hadamard. Remarquons aussi que, d’apres [4], beaucoup
des conséquences géométriques de la théorie des familles génératrices se généralisent
aux sous-variétés et aux fronts d’onde des variétés de Hadamard (variétés de cour-
bure négative simplement connexes). En effet, on trouve dans [4] un difféomorphisme
explicite entre le fibré tangent unitaire d’une variété de Hadamard de dimension n

"En fait il change le signe de la forme de contact standard.
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et JL(S" L, R) = ST*R", qui a la propriété de conjuguer les formes de contact
standard de ces deux espaces.

Rappelons que le champ de Reeb de la forme de contact standard du fibré tan-
gent unitaire d’une variété induit le flot géodésique. En particulier, [’espace des
géodésiques orientées d’une variété de Hadamard de dimension n est une variété
lisse, difféomorphe a la variété des droites orientées de l'espace euclidien, c’est a
dire T*S™~ 1. Ces quotients étant obtenus par réduction symplectique, ils sont cha-
cun munis d’'une structure symplectique naturelle. Ce qui précede implique qu’ils ne
sont pas exotiques.
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4.3. Coexistence globale de singularités

De cette thématique relevent [2] ainsi que [8], travail en commun avec Petr Pu-
shkar, olt nous résolvons le probleme [Ar0, 1995-10] posé par Arnold.

4.3.1. Le résultat principal de [8]. Il s’agit du théoréme suivant : Il existe
des classes d’isotopies legendriennes dans ST*R™ dont tous les représentants ont un
front singulier, mais telles que ces singularités soient éliminables par déformation
parmi les immersions legendriennes. Cette présence obligatoire de singularités est
un invariant d’isotopie legendrienne non-trivial.

Un résultat équivalent a été obtenu® via une approche différente par Misha Entov
[En1| [En2]. Je me limite ci-dessous a la discussion du cas n = 2, afin de préserver la
simplicité des explications. Le généralisation pour n quelconque n’est qu’un enrobage
technique des idées " visuelles” de le dimension 2 (mis a part la proposition C de [8],
qui est propre au cas n > 3). Quant aux résultats de [2], il sont spécifiques a cette
dimension.

4.3.2. Réalisabilité. Il est démontré dans [ShO], [CGM] et [2], qu’étant donné
une surface orientable M, tout type topologique de nceud dans ST*M peut étre
réalisé comme relevé legendrien d’une courbe immergée coorientée? dans M.

De plus un résultat de [2] montre que si 'on peut éliminer les singularités du
front par déformation parmi les immersion legendriennes, alors elles sont éliminables
par isotopie legendrienne, modulo une opération de stabilisation, qui ne change pas
le type topologique du neud ni le type d’immersion legendrienne (mais qui change
I'auto-enlacement du nceud legendrien, et donc sa classe d’isotopie legendrienne).
D’apres [8], cette opération de stabilisation est en général inévitable.

4.3.3. Structure de la preuve du résultat principal de [8]. La preuve se
divise en deux grandes étapes. La premiere exploite la structure de double fibra-
tion legendrienne (voir 2.2.10.3) pour réduire le probléme & une question portant
sur les familles génératrices. La seconde, qui est d'un intérét propre, consiste en la
construction explicite de familles génératrices dont la variété auxiliaire est compacte
et telles que la legendrienne engendrée soit connezxe.

Soit W une variété compacte, et F : S' x W — R une fonction telle que la
sous-variété legendrienne associée Lp C J'(S',R) soit connexe. La topologie de
W impose (inégalités de Morse) que, pour chaque ¢ € S', Lp intersecte la fibre
R x T;S" un grand nombre de fois (comptées avec multiplicité). Pour assurer que
le front de Lp dans J°(S',R) soit bien I'image d’une courbe connexe, il est clair
qu'un grand nombre de points de rebroussement vont étre nécessaires. D’apres le
théoreme de Chekanov (voir 3.2.1) la méme conclusion reste valable pour le front de
toute legendrienne Legendre-isotope a L.

8concomitamment et indépendamment de [8bis], note aux CRAS dont [8] contient une version
détaillée augmentée de constructions supplémentaires.

9Attention & la convention de 2.2.4.
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4.3.4. Modulo la question de la connexité de L, il est donc aisé de construire
des classes d’isotopies legendriennes dont tous les représentants ont un front dans
JO(S',R) tres singulier. Si 'on se souvient de la double fibration de 2.2.10.3

R? &0 ST*R? = JH(SY R) % JO(SYR),

on voit que ces classes d’isotopie legendriennes auront des représentants tous dotés
d'un front (dans R? cette fois-ci) riche en inflexions.

Il existe une fonction localement constante et surjective a valeurs entieres dans
{0,...,dim(W)} naturellement définie sur le complémentaire dans Lz du lieu (qui
génériquement est de codimension 1, i.e. composé de points isolés) des tangences
avec les fibres de o. Il s’agit de 'indice de Morse du point critique de F(¢,-) qui
paramétrise le point de Lp considéré (chaque branche du diagramme de Cerf privé
des points de rebroussement est naturellement décorée par l'indice de Morse du
point critique correspondant a la valeur critique suivie le long de cette branche).
Cette fonction est surjective a cause de I’hypothese de connexité.

Il existe par ailleurs une fonction localement constante naturellement définie sur
le complémentaire R dans Ly du lieu des tangences avec les fibres de 7 et de o :
La projection 7 immerge chaque composante connexe de R de maniere convexe ou
concave par rapport a la coorientation de m(Lp). La fonction cherchée prendra pour
valeur 0 sur les parties convexes, et 1 sur les parties concaves. Pour F' générique,
les segments convexes et concaves alternent le long de 7(Lg), et la valeur de cette
fonction ”saute” au passage de chaque rebroussement et de chaque inflexion du front.

Le point clef est qu’'une étude locale montre qu’au passage d’une inflexion, ces
deux fonctions ont le méme saut. Or, au passage d'un rebroussement, seule la seconde
varie. Ainsi, des que W est de dimension supérieure ou égale a 2, des rebroussements
sont inévitables dans le 7(Lg) (pour F' générique). Tout ceci peut s’interpréter en
termes cohomologiques, et c¢’est ce point de vue qui conduit a une preuve valable en
toutes dimensions.

4.3.5. Il reste donc a trouver des variétés W de dimension 2 ou plus et des
fonctions F' : S' x W — R telles que les sous-variétés legendriennes Ly soient
connezes. Dans [8] nous donnons plusieurs constructions indépendantes. L'une d’elle
est tres visuelle et peut étre expliquée dans les termes suivants :

Nous avons vu en 4.1 comment associer a une application différentiable générique
¢ : W — R? une legendrienne L, dans PT*R2. Soit L, la pré-image de Ly par le
revétement double ST*R? — PT*R2. Un calcul montre que Ly, considérée comme
sous-variété legendrienne de J!'(S' R), s’identifie & Lp, ou F' : S? x W — R est la
famille génératrice définie par

F(0, w) = (0, ¢(w)).

Pour résoudre la question posée, on peut donc chercher une variété W de dimen-
sion au moins 2, ainsi qu'une application ¢ : W — R" telle que L, soit connexe.
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Fi1G. 4.4. Légere perturbation du contour apparent de la surface de Boy.

Il se trouve qu’une telle application est décrite par Boy [Bo]| : considérons I'immer-
sion de Boy de l'espace projectif réel de dimension 2, noté ici W, dans R*. Soit
¢ : W — R? la restriction & W de la projection sur le plan selon I’axe de symétrie
de cette immersion. Le contour apparent (dessiné par Boy en 1903) possede lui aussi
cette symétrie d’ordre 3, et en poussant légerement Ly par le flot géodésique de
R2, on obtient une legendrienne dont le front est dessiné sur la figure 4.4, qui en
particulier est bien connexe.

On peut construire beaucoup d’autres exemples du méme style a ’aide d’immer-
sions de surfaces non-orientable dans R?. Il existe [Mi] une tres belle application v
de P? dans R? telle que L, est connexe et dont le front m(L,) possede le nombre
minimal de rebroussements possible!® (voir aussi [Hae] [Le]).

4.3.6. Un autre résultat sur la nécessité de singularités. Outre les résultats
de réalisabilité et d’élimination des singularités mentionnés plus haut en 4.3.2, [2]
contient un résultat sur la nécessité de singularités dans le contexte non coorienté.

La projectivisation du conormal d’une courbe immergée dans le plan n’est jamais
contenue dans une boule plongée dans PT*R2.

"Etre contenu dans une boule plongée” est une propriété de la classe d’isotopie
toute entiere. Ainsi tous les représentants d’une telle classe devront avoir un front
singulier.

Bien entendu, cette approche n’est intéressante que s’il n’y a pas d’obstruction
a €liminer les singularités par déformation parmi les immersions legendriennes. De

1OL’image 7T(I~/¢) possede un rebroussement, mais est revétue deux fois par Ew, de sorte que
L, possede deux singularités (qui seront donc inamovibles par isotopie legendrienne, d’apres la

preuve du théoréme principal).
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nombreux exemples de ce type existent, le plus simple étant donné par la figure 4.3,
qui, lue a I'envers, explique comment éliminer les deux rebroussements des ”levres”.

Ce résultat est d’'une nature tres différente de celui obtenu dans le cas coorienté
[8]. J'utilise pour le montrer le fait que PT*R? est une variété de contact tendue
au sens de 3.3.2 : toute boule plongée est contactomorphe a une boule plongée dans
JYR,R). Ce point repose sur les travaux fondamentaux de Eliashberg et Giroux
[Gi0, Gil]. On peut en déduire que toute boule plongée dans PT*R? se laisse
isotoper a l'intérieur d’une boule arbitrairement petite, disons un voisinage d’un
élément de contact fixé.

Une legendrienne contenue dans un tel voisinage possede un front dont les tan-
gentes sont tres proche de 1’élément de contact fixé. Ce front sera donc transverse
aux niveaux d’une fonction ”hauteur” bien choisie. D’apres [5] (voir 4.2.2), ceci est
impossible si la legendrienne de départ est le relevé d’une immersion.

Pourquoi ce raisonnement n’est-il pas généralisable au contexte coorienté? C’est
qu’alors "avoir un front immergé” est une propriété différente de ”étre le relevé
legendrien d’une immersion”. Le relevé d’une immersion du cercle possede deux
composantes connexes. Les inégalités de 4.2.2 portent bien sur 'union de ces deux
composantes. Un tel entrelacs legendrien n’est donc jamais plongé dans une boule.
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F1G. 4.5. Tangences entre une variété compacte et une famille & un
parametre d’hypersurfaces.

4.4. Balayages de variétés compactes

Il s’agit d’'un travail [10] élaboré en commun avec Petr Pushkar, ou 'on généralise
I'inégalité de Morse totale bornant inférieurement le nombre de points critiques d'une
fonction lisse sur une variété compacte. Il ne s’agit pas de géométrie de contact
stricto-sensu, les méthodes employées se limitant au calcul différentiel élémentaire
et a la théorie de Morse classique. Néanmoins, nous verrons qu’il s’agit bien d'une
manifestation originale du principe d’Arnold (3.2.2).

4.4.1. Toute fonction sur une variété compacte M peut se réaliser comme une
"fonction hauteur”, c’est-a-dire comme projection sur I'un des axes de coordonnée
(axe "vertical”) pour un certain plongement de M dans un espace Euclidien R™. Les
points critiques de f correspondent aux points de tangence entre M et les hyperplans
"horizontaux”. L’inégalité totale de Morse est donc une estimation du nombre de
tangences entre une variété compacte et les membres d'une famille d’hyperplans
paralleles.

On peut se demander ce qu’il advient du nombre de telles tangences lorsqu’on
déforme cette famille d’hyperplans en une famille a un parametre d’hypersurfaces.
A priori une telle famille n’a aucune raison d’étre identifiable avec les niveaux d’une
fonction.

Revenons un instant sur la famille des hyperplans paralleles. Ils s’intersectent
tous a l'infini autour d’un sous-espace de codimension 2. Si 'on ramene cet ”axe”
dans le domaine affine, mais loin de M, la famille d’hyperplans se comporte comme
les niveaux d’une fonction au voisinage de M, et I'on conserve une inégalité de
type Morse pour le nombre de tangences (voir fig. 4.5). Si 'on rapproche cet axe
suffissamment pres de M pour qu’il intersecte cette derniere, alors on peut espérer
diminuer le nombre de tangences.

4.4.2. Balayages. Nous allons voir comment interpréter cette situation dans le
sens du principe d’Arnold (3.2.2). Un balayage est une famille lisse d’hypersurfaces
non-singulieres, paramétrée par une angle ¢t € S'. On représentera chaque hypersur-
face de maniere implicite par une équation {z € R"|h;(z) = 0}, et on utilisera cette
fonction A : R" x S' — R pour désigner le balayage. Un balayage est dit standard
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F1c. 4.6. Un balayage typique et son enveloppe.

par rapport a M si de plus hq est positive sur M et h, négative sur M. Cette condi-
tion assure qu’un balayage standard balaye M deuz fois. La famille d’hyperplans de
la fig 4.5, gauche, ou plus généralement les niveaux d’une fonction hauteur, peuvent
se refermer en un balayage standard. Dans ce cas le nombre de tangences (comptées
avec multiplicités) est au moins égal a deux fois le nombre de Morse de M.

Soit Ly le relevé legendrien de M dans ST*R™ (voir 2.2.4). A un balayage h, on
peut associer un sous-ensemble L;, C ST*R"™ par la construction suivante :

Oh Oh

E(x’t) =0,p= a_x(x>t>}

Ici, [p] désigne la classe du covecteur p modulo homothéties positives. Cet ensemble
n’est pas nécessairement lisse, bien qu’il le soit pour un h générique (c’est alors
une sous-variété legendrienne). Par ailleurs, cet ensemble n’est pas nécessairement
compact. En effet, son front 7(Lj,) (notations de 2.2.3) n’est autre que

E ={z € R" tels que 3t € S" tel que h(z,t) =0, g(x,t) = 0},
c’est-a-~dire l’enveloppe, au sens traditionnel du terme [Au], de la famille d’hyper-
surfaces implicitement définie par h.

Ly = {(x,[p]) € ST*R" tels que Jt € S* tel que h(x,t) =0,

Le théoreme principal de [10] est une manifestation du principe d’Arnold : Soit
M une variété compacte. St l'on déforme un balayage standard par rapport a M
parmi les balayages de sorte que la legendrienne associée au balayage n’intersecte
Ly a aucun moment de la déformation, alors une inégalité de type Morse reste
valide : le nombre de tangences (comptées avec multiplicité) entre M et les feuilles
du balayage est supérieur au double de la somme des nombres de Betti de M.
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FiGc. 4.7. Le front de [}, lorsque h est un balayage standard.

La preuve ne fait intervenir que le calcul différentiel et la théorie de Morse tra-
ditionnelle. Le vocabulaire ”contact” n’intervient que pour interpréter I’hypothese
du théoreme, qui d’ailleurs se ”visualise” dans R"™ en disant que, a aucun moment,
I’enveloppe de la famille d’hyperplans n’est tangente a M .

La conclusion du théoreme ressemble a celle du théoreme de Givental [Giv] (voir
3.2.3). Les tangences dont nous cherchons a estimer le nombre sont en correspon-
dance bi-univoque avec les intersections entre Lj; et 'union de tous les relevés
legendriens des hypersurfaces qui composent le balayage, coorientées par le gradient
de h.

Cette méme conclusion peut étrangement étre interprétée comme une estimation
du nombre d’intersections entre deux fronts dans J°(S', R). En effet, étant donné un
balayage h, les tangences que nous recherchons correspondent aux couples (g,t) €
M x S! tels que ¢ est un point critique de la fonction A(t,-) : M — R dont la
valeur critique est 0. Autrement dit, nous voulons compter les intersections entre la
section nulle de J°(S1,R) et le front de la sous-variété [, C J'(S',R) définie par
la fonction h, considérée comme une famille génératrice (voir 2.2.8) dont la variété
auxiliaire serait M. La figure 4.7 représente ce front dans le cas d'un balayage
standard typique. Je ne sais pas transformer cette remarque (qui pourtant évoque
certaines considérations de [Giv] et de [EG]) en une preuve alternative du théoreme.
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4.5. Inégalités de type Bennequin

L’article [6] traite du probleme de la réalisabilité des invariants classiques déja
évoqué au paragraphe 3.3.4. Avertissement : la manipulation des invariants dont il
est question ci-dessous (polynémes des nceuds, auto-enlacement, indice de Maslov)
nécessite de porter une attention particuliere aux questions d’orientation et de nor-
malisation, ce dont je vais me dispenser dans cette exposition informelle. Les choix
de [6] sont corrects, mais différents de ceux de [Mo, Ng2, Rut].

4.5.1. L’inégalité de Bennequin et sa postérité, premiere partie. En
1983, Bennequin [Be| a montré que tous les types d’isotopie réguliere ne sont pas
réalisables par des nceuds legendriens dans J'(R,R). Plus précisément, il montre
que l'indice de Maslov p et ’auto-enlacement tb avec la direction de la projection
JYR,R) — T*M sont contraints par l'inégalité

ol g3 est un invariant topologique du nceud considéré, le minimum des genres des
surfaces lisses orientables plongées dans R? dont le bord est le noeud.

Par exemple, pour un neceud trivial (g3 = 0), tb vaut au plus —1. Cette inégalité
est utilisée par Bennequin pour mettre en évidence une structure de contact exotique
sur R?. En 1985, peu apres la découverte des invariants polynomiaux des noeuds
(le polynéme de Jones, et ses cousins le polynome HOMFLY et le polynéme de
Kauffman), Morton [Mo] et Franks-Williams [FW] montrent une inégalité du méme
type :

th+ || < ep,
ou e, est un invariant topologique du nceud, le degré minimal d’une certaine variable
dans le polynome HOMFLY. Le genre g3 est un invariant tres simple a définir, mais
difficile a calculer. Pour ep, c’est le contraire : la définition est assez obscure, mais
il se calcule facilement par des procédés combinatoires (topologie diagrammatique
en dimension 2).

Une autre inégalité,
tb < ey,

ou ey est le degré minimal d'une des deux variables du polynome de Kauffman a été
découverte sous des formes plus ou moins diverses par Rudolph, Fuchs-Tabachnikov,
Chmutov-Goryunov-Murakami [Ru2],[FT],[Tal],|/CGM],[Tan]. Voir [6] pour un
historique plus précis.

Enfin, suite a [KM1], Rudolph & montré [Ru6] 1'inégalité de Bennequin forte

o g4 (le genre "slice”) est le minimum des genres des surfaces lisses plongées dans
JYR,R) x [0, +00[, et dont le bord est le nceud considéré dans J' (R, R) x {0}. Cette
derniere inégalité, conjecturée par Bennequin, implique la conjecture de Milnor sur
le genre g4 des noeuds toriques.
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4.5.2. Résultats de [6]. Dans la liste des inégalités ci-dessus, celle qui fait
intervenir le polynome de Kauffman est singuliere. Toutes les autres partagent
avec l'inégalité originelle de Bennequin une interprétation en termes de tresses,
et possedent une version pour les nceuds transverses a la structure de contact.
L’inégalité tb < ey est, elle, spécifique auxr neuds legendriens. L’absence du fac-
teur || dans le terme de gauche empéche d’en déduire une conséquence pour les
noeuds transverses ou pour les tresses, selon le chemin bien balisé de [Be].

Dans [6], je montre comment 'inégalité tb < ey découle de 'inégalité (mieux com-
prise) tb+ |p| < ep, appliquée non pas au nceud lui-méme, mais a toute une famille
de nceuds obtenus en découpant certains croisements de son front dans J°(R, R). Le
point clef est une formule due a Frangois Jaeger [Kau] qui exprime le polynéme de
Kauffman d’un noeud comme une ”"somme d’états” portant sur des noeuds obtenus
en découpant un certain diagramme du noceud considéré.

Le front dans J°(R,R) d’un nceud legendrien générique dans J*(R,R) détermine
completement le noeud en question, et peut s’interpréter comme une sorte de dia-
gramme de noeud. On obtient d’ailleurs un diagramme au sens traditionnel du terme
en faisant subir a ce front une petite perturbation, appelée morsification dans [6].
Grace a cette gymnastique, on peut exprimer les quantités qui apparaissent dans
la somme de Jaeger uniquement en fonction des invariants HOMFLY, tb et p de
nceuds dont les fronts sont obtenus en découpant celui du nceud initial en certains
croisements. Un petit miracle calculatoire se produit alors, et I'inégalité cherchée
apparait tout naturellement.

4.5.3. Mathématiques expérimentales. L’autre résultat de [6] est de nature
expérimentale. Il est naturel de vouloir comparer les 3 inégalités tb + |u| < 2g4,
th+ |u| < ep et th < ey, la premiere étant un résultat difficile, alors que la seconde
et la troisieme sont au contraire élémentaires. La conclusion a tirer de ces exemples
est qu’aucune d’entre elle n’est optimale (voir [6] pour un historique des autres
résultats de non-optimalité [Ep], [Ru3], [Kan| [EH], [Ng2]).

Il se trouve que, lorsqu’on considere les tables présentant les invariants des noeuds
les plus simples, on observe que le seconde est toujours plus forte que la premiere (i.e ,
ep < 2¢g4). En cherchant mieux, on trouve un contre-exemple, mais parmi les noeuds
ne se laissant pas représenter par un diagramme ayant moins de 10 croisements. On
peut en fait construire des exemples de noeuds tels que la différence ep — 2¢4 soit
arbitrairement négative ou positive. En ce sens, les deux premieres inégalités sont
indépendantes.

Il est clair que g3 > g4. On pourrait donc imaginer que ep < 2g3. Morton avait
posé la question de la validité de cette inégalité des 1986 [Mo]. A. Stoimenow 1'a
vérifiée pour tous les nceuds possédant un diagramme ayant moins de 17 croise-
ments, et a trouvé un contre-exemple possédant un diagramme avec 21 croisements

[St1][St2].
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Pour ce qui est d’estimer tb et non pas tb + |u|, la troisieme inégalité semble
expérimentalement plus forte. Un exploitation informatique des tables les plus four-
nies [HT] montre que parmi les noeuds possédant un diagramme ayant moins de
16 croisements (il y en plus de 60000), il existe tout de méme 22 contre-exemples a
I'inégalité ey < ep. Aucun de ces contre-exemples ne possede de diagramme alterné,
j’ai donc posé la question : est-il vrai que ey < ep pour tous les neuds alternés 1.

Cette question est restée ouverte jusqu’en novembre 2005, date a laquelle Dan
Rutherford [Rut] en a donné une preuve, corollaire de résultats portant sur les
décompositions des fronts d’ondes, notion introduite par Pushkar et Chekanov [ChP],
inspirée par la théorie des familles génératrices. La preuve de Rutherford s’appuie
en outre sur une construction non triviale établie par Lenny Ng [Ng4| entre les
noeuds alternés et les décompositions des fronts d’onde. Ce détour par la topolo-
gie de contact pour prouver un résultat relevant de la théorie des noeuds la plus
traditionnelle est tout a fait remarquable.

4.5.4. Postérité de I’inégalité de Bennequin, suite. Au début de ce travail,
les tables m’ont laissé un temps le fol espoir que ep < 2¢g4. Une telle inégalité aurait
eu pour conséquence une preuve de l'inégalité de Bennequin forte et des résultats
de [KM1], j’ai donc vite réalisé sa fausseté. Je pensais a 1’époque qu’une preuve
combinatoire, diagrammatique et bidimensionnelle de tb + |u| < 2g4 était illusoire.

Une telle preuve existe pourtant aujourd’hui. Khovanov [Kh1] associe des groupes
d’homologie (gradués) aux diagrammes des nceuds (voir aussi [Vir2]). Les dimen-
sions de ces groupes sont des invariants du noeud, la caractéristique d’Euler (graduée)
de cette homologie est le polynome de Jones. Le polynome HOMFLY vient de rece-
voir le méme traitement [KR]. Rasmussen [Ra] montre comment extraire de I'homo-
logie de Khovanov un invariant s, qui est un morphisme du groupe de concordance
a valeurs dans 7Z vérifiant

tb+ |,U| < S S 2g4
L. Ng [Ng4], H. Wu [Wu], A. Shumakovitch [Shl] et O. Plamenevskaya [P11],
viennent de proposer plusieurs estimations de tb et de tb + |u| qui sont autant de
variations sur ce theme. Toute cette activité autour de I'homologie de Khovanov se
double de résultats analogues obtenus via ’homologie de Oszvath-Szabo (voir, par
exemple, [P12]).

HNi ep, ni ey ne sont formellement définis dans ce texte. Leur définition précise dépend de
choix de normalisation qui varient selon les auteurs classiques, et de choix d’orientation (voir [6]).
Ce sont néanmoins des quantités facile a extraire des polynomes HOMFLY et de Kauffman.
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Fi1G. 4.8. Le procédé de lissage.

4.6. Configurations de courbes planes, et cobordisme de fronts d’onde

L’article [9] est une remarque suscitée par l'article [Virl| de Oleg Viro. L’article
[1] concerne une problématique similaire.

4.6.1. La problématique est la suivante : La théorie des invariants de type fini
s’est popularisée essentiellement en théorie des nceuds, mais le point de vue origi-
nal de Vassiliev [Va2] s’applique a bien d’autres contextes. On peut, par dualité
d’Alexander, obtenir des informations sur les éléments génériques d’un espace fonc-
tionnel (par exemple les nceuds dans l'espace des immersions de S' dans R3) en
étudiant la topologie de I'espace fonctionnel ambiant et celle du discriminant, 1'en-
semble des objets non-génériques dans cet espace.

En suivant Arnold [Ar3], on peut considérer le cas de I'espace F des immersions
de S! dans le plan R? (le cas des applications S* — R étant lui aussi intéressant).
Une immersion est génériquement dénuée de points triples et d’auto-tangences,
phénomene que I'on observe en codimension 1. Sil’on prend en compte 1'orientation
du cercle, on peut distinguer deux types d’auto-tangences selon que les vecteurs
vitesse en ce point pointent dans la méme direction (auto-tangence positive) ou non
(auto-tangence négative). Soit A (resp. A7) la cloture de 'ensemble des immersions
orientées ayant une auto-tangence positive (resp. négative). Soit A la cloture de
I’ensemble des immersions ayant un point triple. Ces trois hypersurfaces singulieres
possedent des coorientations naturelles. Une traversée de la strate générique de A*
ou de A~ sera dite positive si le nombre de points doubles de 'immersion augmente
apres lauto-tangence (la coorientation de A" est plus subtile). Aux hypersurfaces
singulieres coorientées AT, A~ A%t Arnold associe par dualité des 1-cobords, qui
s’averent étre exacts. On obtient ainsi trois invariants de degré 1, i.e, trois fonctions
J*t, J~ et St localement constantes, respectivement, sur F\ AT, F\ A~ F\ A,

Les composantes connexes de F sont classifiées par I'indice de Whitney [Wh]
(noté i dans la suite). Une courbe orientée immergée dans le plan orienté hérite
d'une coorientation naturelle. Le type d’isotopie legendrienne du relevé legendrien'?
correspondant dans ST*R? ne change que si 'immersion traverse A™. La classi-
fication des composantes connexes de F \ AT hérite donc directement de tous les

1213 courbe étant ici coorientée, ce relevé est connexe, d’apres la convention de 2.2.4.
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Fi1c. 4.9. La chirurgie triangulaire.

invariants des nceuds legendriens dans ST*R?, et J* s’identifie & une version de 'in-
variant de Bennequin (voir, par exemple, [Po]). La classification des composantes
connexes de F \ A% est un sujet a part que je ne considere pas ici (Cette question
gagne pourtant a étre connue, voir par exemple [Ta2], [Kaz|, [KhO0]).

La classification des composantes connexes de F\ A~ est quant-a elle reliée a celle
des entrelacs legendriens dans ST*R? par l'observation suivante. Un chemin parmi
les immersions traverse A~ si et seulement si les deux composantes connexes des
relevés legendriens dans ST*R? s’intersectent!®. Il s’avere que l'invariant d’Arnold

J~ s’interprete comme une sorte d’enlacement!® entre ces deux composantes.

Dans [Virl], Viro donne une formule permettant de calculer la valeur de J~
sur un immersion générique en fonction de la configuration de courbes de Jordan
emboitées (terminologie abrégée en “configuration” dans la suite) naturellement as-
sociée a I'immersion par le procédé de lissage (voir fig. 4.8).

On constate que lorsqu’une immersion traverse A™, la configuration ne change
pas, a isotopie du plan pres. Lorsqu’on traverse A%, la configuration peut ou non
se modifier, suivant les orientations respectives des trois branches du point triple.
Si c’est le cas, alors la modification prend la forme de la chirurgie triangulaire de la
figure 4.9. Une traversée positive du discriminant ”interdit” A~ implique quant a
elle une chirurgie de la configuration associée décrite sur la figure 4.10.

4.6.2. Classification des configurations. Ainsi, a chaque composante connexe
de F\ A7, on peut associer une classe d’équivalence de configurations modulo iso-
topie du plan et chirurgie triangulaire. Dans [9] je pose le probleme de cette clas-
sification, j’observe que les invariants ¢ et J— descendent en des invariants de ces
classes d’équivalence de configurations. Je montre que ¢ et J~ engendrent tous les
invariants additifs pour la somme disjointe des configurations (i.e. la juxtaposition
de deux configurations dans deux demi-plans complémentaires). Je montre en fait

13Au moment de Pauto-tangence, les deux composantes connexes n’en forment plus qu’une.
1Qui doit étre précisément défini dans la variété non simplement connexe ST*R.
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F1c. 4.10. La chirurgie interdite.

T D
O @

Fi1G. 4.11. Ces deux configurations sont-elles équivalentes ?

que i et J= classifient les configurations a stabilisation pres. L’opération de stabi-
lisation consiste ici a faire la somme disjointe avec une paire de courbes de Jordan
d’orientations opposées, non imbriquées.

Cette classification stable est donc remarquablement simple. La classification
complete semble elle plutot compliquée (voir par exemple la figure 4.11, pour une
question a laquelle je ne sais pas répondre). Il existe une notion naturelle d’invariant
de type fini dans ce contexte combinatoire, inspirée du fait que la chirurgie interdite
de la figure 4.10 est une opération de dénouage : i est I'unique invariant des confi-
gurations modulo chirurgie interdite. Je montre que la situation est alors analogue a
celle des noeuds legendriens décrite dans [F'T] : les invariants de type fini ne peuvent
distinguer des configurations stablement équivalentes.

Il existe d’autres situations ou les invariants de type fini ne classifient pas. Mais la
classification des configurations donne un exemple simple, une sorte de ”toy model”,
ol l'on peut observer ce phénomene. Savoir si les invariants de type fini classifient ou
non les nceuds dans R? est un probleme ouvert. L’hypothése de Poincaré est vraie si

les invariants de type fini classifient les nceuds dans toutes les spheres d’homotopie
[Ei].

4.6.3. Cobordismes de fronts d’onde. Il est naturel de citer ici [1], article
qui fait apparaitre une combinatoire proche de celle introduite ci-dessus et dans
lequel je reprends une idée d’Arnold [Ar3] sur la classification des courbes planes

génériques, adaptée aux courbes singulieres que sont les fronts d’onde de nceuds
legendriens dans ST*R2.

L’idée est la suivante : affaiblir la relation d’équivalence ”étre dans la méme
composante connexe du complémentaire du discriminant”, dans 1’espoir d’aboutir a
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Fi1G. 4.12. Cobordisme élémentaire de front d’onde.

une classification ” calculable”, mais néanmoins non-triviale. Arnold classifie donc les
immersions du cercle dans le plan modulo des ”cobordismes restreints” : en plus des
chemins dans le complémentaire du discriminant, on s’autorise a modifier la courbe
par des chirurgies de Morse. Suivant le discriminant considéré (A*, A=, A5t A~ U
ASt...) on obtient des groupes ou des semi-groupes plus ou moins compliqués (la
loi d’addition étant la somme disjointe), et, parfois, des invariants intéressants.

Dans [1], je considere le probleme analogue ot les courbes sont remplacées par
des fronts d’onde orientés et coorientés dans le plan, et la chirurgie de Morse par le
modele local (voir Fig. 4.12) induit par le cobordisme de neuds legendriens [Val].
J’ai considéré deux cas pour le discriminant que les fronts doivent éviter. Le plus
important est celui des auto-tangences ot les coorientations des deux branches en
contact coincident. Ceci correspond a une auto-intersection du nceud legendrien sous-
jacent. Un cobordisme legendrien avec cette restriction induit donc un cobordisme
de neuds topologiques.

Le résultat est plutot négatif : on peut contourner cette restriction. Dans le lan-
gage des nceuds legendriens, le résultat, valable pour les nceuds dans une variété de
contact de dimension 3 quelconque, peut se formuler ainsi :

Deux neuds legendriens sont legendre-cobordants avec cette restriction (pas d’auto-
intersection) si et seulement si ils sont legendre-cobordants (au sens traditionnel). De
plus, tout cobordisme topologique entre deux neceuds legendriens legendre-cobordants
peut étre induit par un cobordisme legendrien restreint.

Le second discriminant que j’ai considéré est celui des auto-tangences ”inverses”,
ou les coorientations des deux branches en contact different. Il n’y a plus alors de
bonne interprétation ”tridimensionnelle” en terme de nceuds legendriens. Le résultat
de la classification fait apparaitre un invariant des fronts d’onde sans auto-tangence
"inverses”, qui étend aux fronts l'invariant J~ d’Arnold des courbes planes discuté
plus haut.
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4.7. Triangologie

Je regroupe dans cette section quelques commentaires sur les notes [11] et [12],
qui sont suffisamment courtes et élémentaires pour qu’il soit inutile de les résumer.

4.7.1. Coefficients du bindéme généralisés. Mon intérét pour les astuces a
base d’entiers quantiques en théorie combinatoire de noeuds (voir, par exemple, [Po])
m’a conduit a faire les observations suivantes.

Tout d’abord, il n’est pas anodin que, étant donné deux nombres entiers n et m,
la fraction (") = [[;2, 2= soit un nombre entier. C’est un théoréme (profond)
que l'on apprend au lycée, et que I'on peut montrer par récurrence, d’apres Pascal,
ou bien en donnant une interprétation combinatoire a cette quantité, ou encore en

examinant la décomposition en facteurs premiers du numérateur et du dénominateur.

On peut, en suivant Knuth et Wilf [KW], se demander quelles suites d’entiers
(ou de polynomes a coefficients entiers) {x,,n € N} sont telles que si I'on remplace
les entiers par les x,,, la fraction correspondante

m
(n) o H Tn—i+1

m x

e =1
reste un entier. De telles suites sont considérées au moins depuis Carmichael [Car]|,
qui a observé qu’une version a deux variables de la suite des entiers quantiques

_ an—b" ) . s . .

(2, = ﬁ) est un exemple d’'une suite ayant cette propriété. Les entiers quantiques
”classiques” correspondant au cas particulier a = 1, b = ¢ (voir [CK] pour une

introduction au quantum calculus).

Dans [11], je considere la suite {z,,n € N} définie en itérant un polynome
générique P a partir de la valeur 0 : 29 = 0, 2,41 = P(x,). Je montre qu’elle possede
la propriété de Knuth et Wilf. Cette construction contient les entiers quantiques
comme cas particulier (prendre P(X) =1+ ¢X).

Je montre par ailleurs que la suite {z,,n € N} de polynémes de la variable
X a coefficients dans {0,1} et égaux a (1 + X)™ modulo 2 est aussi de ce type.
Contrairement aux exemples discutés précédemment, cette derniere suite n’est pas
un morphisme pour le pged.

4.7.2. Suite de Thue-Morse-Fibonacci. La suite de Thue-Morse est un ob-
jet récurrent dans de nombreux domaines des mathématiques (voir, par exemple,
[Ma] [AS]). Son nom fait référence & Marston Morse [Mor], déja a I'honneur dans
les parties précédentes, qui I’a redécouverte pour construire un exemple en géométrie
hyperbolique.

L’une des multiples définitions équivalentes de la suite de Thue-Morse est la
suivante : c’est la suite {t,,n € N} a coefficients dans {0, 1} vérifiant

to == O,tgn = tn et t2n+1 =1- tn
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Ainsi t() = O7 tl = ]_, tg = 1, t3 = 0. Le mot
0110100110010110. . .,

écrit dans 'alphabet a deux caracteres{0, 1} et composé de tous les termes de cette
suite, jouit de nombreuses propriétés dynamiques, combinatoires et statistiques. Un
autre mot écrit dans le méme alphabet et souvent considéré en combinatoire des
mots, est le mot de Fibonacci

101101011011010110101 .. .,

qui est la limite de la suite de mots finis F,,, n € N définie par la récurrence Fy = 0,
Fy =1, F,y1 = F,#F, 1, ou # désigne la concaténation des mots. Il se trouve
que le mot de Thue-Morse possede une définition du méme type : C’est la limite
de la suite de mots finis 7T,,, n € N définis par la récurrence suivante : 77 = 0,
Thi1 =1, n#T_n, ou w désigne le mot obtenu en échangeant les 1 et les 0 dans w.

Dans [12], je mélange ces deux récurrences : j'introduis la suite de mots Z,,, n €
N, définie par la récurrence Zy = 0, Z; = 01, Z,11 = Z,#7Z,_1. Le mot limite est
donc

011101001000110001011 .. .,

qui semble étre inconnu de [OEIS].

Le théoreme principal de [12] montre qu'une certaine propriété de la suite de
Thue-Morse, découverte par Bacher et Chapman dans [BC], se généralise joliement
a la suite Z définie ci-dessus. Le premier intérét de [12] est de montrer que tout se
passe harmonieusement et donc que les objets introduits (la suite Z, et deux familles
de matrices ”auto-similaires”) sont "bons”.

Une observation simple tirée de [12], mais qui mérite d’étre signalée est que la
matrice “de Sierpinski™® (dont le coefficient L;; € {0,1} est égal a (;) mod 2)
posséde un logarithme (resp. un inverse) dans les matrices a coefficients dans {0, 1}
(resp. {—1,0,1} ). Ce n’est pas une coincidence : le logarithme et l'inverse de L
possedent une interprétation combinatoire naturelle en termes d’ensembles partiel-
lement ordonnés.

Pour conclure cette partie, je veux mentionner le fait que les rares matrices a
coefficients entiers ayant un logarithme a coefficients entiers (dont fait donc partie
la matrice de Sierpinski) jouissent de propriétés remarquables. Citons par exemple
le fait (laissé en exercice) que si deux matrices a et A dans M, (Z) sont telles que
Id + A = e%, alors elles sont toutes deux nilpotentes, et, pour tout £ € N, on a
HAF € M, (Z), on k? = [T, (1), avec r(I) égal au produit des facteurs premiers
distincts de [ (ainsi 17 =1, 27 =2, 37 =6, 47 = 12, 57 = 60, ... ). On vérifie que

15Ainsi nommée & cause de ses propriétés auto-similaires, qui en font une version matricielle
du naperon de Sierpinski.
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k divise k 7, et donc, dans la série

(_1)k+1 k
a=In(Id+ A) = — A",
aay =3 Y
k>0
dont la somme est par hypothese a coefficients entiers, chacun des termes est déja
a coefficients entiers. Lorsque A + Id est la matrice de Sierpinski, on peut montrer

que, en fait, ﬁAk est a coefficients entiers pour tout k.
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CHAPITRE 5

Conclusion en forme de programme de recherches

La topologie symplectique est restée longtemps un domaine distinct, certes pas-
sionnant, mais avec sa problématique propre et sans grandes retombées sur les ques-
tions classiques de topologie. Mais depuis quelques années, des connections intimes
apparaissent entre la topologie en petite dimension et des phénomenes symplec-
tiques. On a vu que l'inégalité de Bennequin forte [KM1] [Ru6], qui implique la
conjecture de Milnor sur les noeuds toriques, découle maintenant de constructions
de topologie diagrammatique de dimension 2 [Ra] [P11] [Ng4|, constructions qui
elles-mémes regoivent une interprétation symplectique (encore conjecturale) [SeSm)],
[Man]. Les invariants polynomiaux des noeuds (Jones, Homfly, Kauffman) , long-
temps considérés comme des constructions combinatoires ou algébriques, trouvent en
ce moment a la fois leur généralisation (catégorification [Kh1]) et leur interprétation
topologique (symplectique). Citons aussi les invariants de Ng [Ng3] (invariants to-
pologiques des nceuds tirés de I'’homologie de contact relative).

La preuve donnée par Rutherford [Rut]| de I'inégalité concernant les nceuds al-
ternés conjecturée dans [6] vient s’inscrire dans ce tableau. Elle repose de maniere
fondamentale sur la notion de ”décomposition des fronts d’onde” [ChP], inspirée de
la théorie des familles génératrices. C’est ce jeu entre ce type de techniques ” contact”
et des questions de pure topologie de petite dimension que je souhaite explorer plus
avant.
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