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Avant-propos

The story of a ladybird
To Ingrid

Once upon the time, on a sunny may day a little ladybird came out into the light. She,
because it was a girl ladybird, didn’t know either her father or her mother. This is the way the
ladybirds’ life begins : they don’t exist for a long time and suddenly they spread out their wings
and fly to discover the world.

The ladybirds don’t go to school since school education is longer than the may month, hence
longer than their short life. So, the ladybirds start life knowing nothing about it. They don’t
know even the must usual common sense, for instance that without parents and education one
is a lost bug.

Coming back to the little new born ladybird let us see how the open minded enriched the
world by her smooth presence. First of all, she enjoyed the sun light. She played with it by hiding
herself behind a punched leaf and showering in the rays.

When clouds covered the sun the ladybird looked around herself. She wondered other bugs,
flying or sliding, that all seem to have something important to accomplish in their life. And
the little ladybird wondered how they knew what they had to do and first of all how to do it ?
Perhaps she also had a small job to do in her short life and she would fail at it since she never
knew what it was.

After these kind of thoughts she was frightened of the unknown. Why should she have a goal
in life ? What for ? Is it bad if she had none ? Where to find one ? And thinking about these
complex problems the ladybird flew over a beehive. The bees were coming in and out without
crossing or talking to each other and flew straight to a mysterious place to return subsequently
having loaded legs. The bees didn’t speak to the ladybird. They were too busy and she was too
small. Only one bee turned her head when the ladybird asked her for directions and said “Waste
of time !”. Her answer confused the ladybird. Was the “Waste of time !” really her direction ? Was
that the reason why all the bees were flying in one direction, to waste their time ? And especially
was that the aim of a bees life, to waste time ? A thousand other questions invaded her small
head. Eventually, she understood from the bees that organized jobs executed in a big team have
the goal of keeping one busy, so that time goes on and, to the end of one’s life, everybody is
fulfilled.

However the ladybird didn’t like the bees lifestyle very much and went on her discovery trip.
She flew over a man’s house and saw the cats. The cats didn’t speak to her either but she stopped
for a while to observe them. They played, and ate and slept over and over again. Definitely they
didn’t have any time problems and apparently neither any goal. Sometimes, for a short while,
they paid attention to some singing bird but they came back fast to their soothing sleep. And
the ladybird understood that not all living beans might have a goal in their life.

Perhaps to have a goal in life is not so important, she told herself. Tired already from all the
thinking, she decided to follow the singing birds and to stop thinking. Finally, the small open
minded ladybird was soon eaten by a bird.
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Notations

1 Notations mathématiques

Symbole Dénomination

x ∈ R+ x ∈ R et x ≥ 0.
A ∈ Rn×m A est une matrice contenant des nombres réels avec n lignes et m colonnes.
V ∈ Rn V est un vecteur contenant des nombres réels avec n lignes.
Ai,j Élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice A.
Vi Élément de la ligne i du vecteur V .
1 ∈ Rn Vecteur constant contenant des 1.
0 ∈ Rn×n Matrice constante des 0.
V, Y ∈ Rn, V ≤ Y Vi ≤ Yi pour i = 1, . . . , n.
A ≻ 0, A ≺ 0 Matrice A définie positive, respectivement négative.
A º 0, A ¹ 0 Matrice A semi-définie positive, respectivement semi-définie négative.
convA Enveloppe convexe de l’ensemble A.
H(F, c) Hyperplan de vecteur F et de constante c.
H(F ) Hyperplan de vecteur F et de constante 1.
L(F, C) Polyèdre de matrice F et de vecteur constant C.
L(F ) Polyèdre de matrice F et de vecteur constant 1.
P(Sommets) Polytope de matrice Sommets.
ε(P, v) Ellipsoïde de matrice P et de centre v.
ε(P ) Ellipsoïde de matrice P centré à l’origine.
In ∈ Rn×n Matrice unité dans Rn×n.
tr(P ) Trace de P , somme des valeurs diagonales de la matrice P ∈ Rn×n.
det(P ) Déterminant de la matrice P ∈ Rn×n.
λmax(P ) Valeur propre maximale de la matrice P ∈ Rn×n.
℘(E) Ensemble contenant tous les sous-ensembles de l’ensemble E.
∂E Ensemble contenant tous les éléments de la frontière

de l’ensemble convexe et compact E.
∇h(x) Gradient de la fonction h(x).
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Notations

2 Notations véhicule

Symbole Dénomination

v1, v2 ∈ Rn, v1 × v2 Produit vectoriel de v1 et v2.
v̇(t) Dérivée dans un repère fixe.
v̌(t) Dérivée dans un repère mobile.
(v)g Vecteur v projeté dans le repère Rg.
θ Angle de tangage.
φ Angle de roulis.
ψ Angle de lacet.
Ra : OaXaYaZa Repère absolu considéré galiléen.
Rc : OcXcYcZc Repère lié à la caisse du véhicule.
Rv : OvXvYvZv Repère véhicule.
Ri : OiXiYiZi Repère intermédiaire.
m Masse du véhicule.
Iz Moment d’inertie de lacet du véhicule.
lf Distance du centre de gravité à l’essieu avant.
lr Distance du centre de gravité à l’essieu arrière.
a Longueur des essieux.
ηt Chasse géométrique.
RS Rapport de réduction de la direction.
ψL Angle de cap relatif.
ρref Courbure de la route.
lS Distance de visée.
v Vitesse longitudinale du véhicule.
µ Coefficient d’adhérence.
IS Moment d’inertie de la colonne de direction.
BS Coefficient d’amortissement de la colonne de direction.
c0
r Coefficient de raideur des roues arrières pour ν = 1.

c0
f Coefficient de raideur des roues avant pour ν = 1.

cr Coefficient de raideur des roues arrières.
cf Coefficient de raideur des roues avant.
Cmax Couple maximal d’assistance fourni par le moteur électrique.
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3. Notations loi de commande

3 Notations loi de commande

Symbole Dénomination

Ca Couple d’assistance fourni par le moteur électrique.
Cc Couple exercé par le conducteur sur le volant.
σ1 Seuil pour le couple exercé par le conducteur sur le volant

en dessous duquel le conducteur est supposé avoir des capacités de conduite dégradées.
σ2 Seuil pour le couple exercé par le conducteur sur le volant

au dessus duquel le conducteur est supposé être dans une situation d’urgence.

4 Acronymes

Symbole Dénomination

LMI Linear Matrix Inequalities
BMI Bilinear Matrix Inequalities
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1.1 Contexte du sujet

Les accidents par sortie involontaire de voie continuent à représenter une part importante
de l’accidentologie. Le rapport d’accidentologie pour 2006 aux États-Unis révèle que 28.5% des
accidents mortels sont la conséquence d’une erreur de guidage latéral du véhicule sur la voie
de circulation ou d’une sortie de route [NHT07]. Les conducteurs inattentifs, occupés par une
conversation ou en train de manger, comptent pour 7.9% des décès alors que l’assoupissement, la
fatigue, le malaise ou la maladie ont causé 2.6% des accidents mortels. Les études réalisées dans
d’autres pays offrent moins de détails sur ces mêmes causes d’accident. Néanmoins, les collisions
avec un obstacle fixe, situé hors de la voie, peuvent facilement être attribuées à des sorties
involontaires de voie. Ainsi on dénombre pour l’année 2007 au Québec (Canada), 61 accidents
mortels, 211 accidents graves et 2275 accidents légers par collision sur obstacle fixe [SAA08]. De
même, des statistiques publiées récemment en France montrent que 30% des accidents corporels
et 16% des accidents mortels ont eu lieu par la collision latérale des deux véhicules [ONS08].

Les améliorations apportées par les constructeurs automobiles pour renforcer la sécurité des
passagers en réalisant des véhicules de plus en plus résistants aux chocs et absorbant la grande
majorité de l’énergie due à l’impact semblent aujourd’hui être arrivées à maturité. Une nouvelle
dimension pourrait offrir un potentiel prometteur : la prévention active des accidents. Le véhicule
est devenu capable d’évaluer sa dynamique et de reconnaître son environnement afin de disposer
d’une mesure de risque associé à la situation. Des actions peuvent alors être entreprises automa-
tiquement ou en partage avec le conducteur afin de maintenir le véhicule dans une enveloppe de
sécurité.

Grâce aux progrès technologiques des capteurs et des actionneurs, ces fonctions actives sont
intégrées progressivement dans les véhicules. Les systèmes de localisation GPS et les cartogra-
phies permettent de localiser le véhicule avec précision et de faire l’adéquation avec les carac-
téristiques de l’infrastructure contenues sur une carte numérique embarquée dans le véhicule.
Prochainement, la coordination et l’information étendues entre les véhicules et entre les véhi-
cules et l’infrastructure deviendront possibles grâce aux communications généralisées.
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Chapitre 1. Motivations

Ces nouvelles fonctions, dont le nombre va crescendo, agissent en transparence dans les cas
limites ou assistent le conducteur en lui apportant une aide à la décision ou une facilité dans la
réalisation des actions de conduite. Les fonctions préventives sont particulièrement importantes
dans ce dernier cas. Elles devraient être capables d’évaluer l’état de vigilance du conducteur et
ses capacités à conduire. Elle pourraient, alors, prendre momentanément le contrôle du véhicule
jusqu’au recouvrement de l’attention du conducteur.

1.2 Objectifs et contributions

L’objectif principal de ce travail de thèse est le développement et l’implantation d’une assis-
tance active pour l’évitement des sorties involontaires de la voie de circulation. Les caractéris-
tiques de cette assistance se déclinent en plusieurs sous-objectifs énumérés ci-dessous :

1. Intervention dans les moments d’inactivité du conducteur alors que la sortie de voie devient
imminente et rétablissement de la situation de maintien de voie.

2. Action partagée avec le conducteur sur la direction du véhicule.

3. Fonctionnement sur des routes à faible et à forte courbure.

4. Efficacité quelle que soit la qualité de la route, à forte ou à faible adhérence.

Comme nous le verrons tout au long de ce mémoire, tous les objectifs énoncés précédemment
ont été traités et atteints.

La démarche adoptée est celle qui devrait être naturelle pour tout problème d’automatique. Le
cahier des charges est formalisé en utilisant les outils et les concepts offerts par les mathématiques,
la géométrie et l’automatique. L’optimisation convexe linéaire et bilinéaire permet de trouver une
solution au problème posé. Par la suite, la commande ainsi synthétisée est implantée sur véhicule
et on vérifie que les objectifs sont bien atteints.

Plusieurs approches de synthèse seront présentées, privilégiant à chaque fois l’un des objectifs
sans pour autant négliger les autres. Les principales contributions de cette thèse peuvent être
résumées comme suit :

1. Gestion de l’interaction avec le conducteur par des stratégies de commutation. Le choix a
été porté dès le départ sur le cas usuel d’une commande du braquage des roues par l’in-
termédiaire d’un moteur électrique monté sur la colonne de direction. Le conducteur et le
contrôleur interagissent alors au niveau de la colonne de direction et donc du volant, ce qui
peut provoquer des actions antagonistes. Un premier enjeu a donc été de définir une pro-
cédure de partage du contrôle de la direction du véhicule entre la commande automatique
et le conducteur. La solution retenue consiste à limiter l’intervention de l’assistance aux
seules situations dangereuses, caractérisées par une perte d’attention du conducteur et par
l’imminence de la sortie de voie. L’assistance est désactivée dès que le conducteur manifeste
l’action de reprendre la conduite. D’un point de vue formel, le système dynamique résultant
est caractérisé par des commutations correspondant à l’activation et à la désactivation de
la commande. Il est modélisé comme un système hybride dont la stabilité a été analysée
grâce à la théorie de Lyapunov et des ensembles invariants. La limitation des trajectoires
du système commuté a ainsi pu être établie.

2. Gestion de la trajectoire du véhicule sur la voie et garanties a priori sur les excursions
latérales limites. Le deuxième enjeu réside dans la maîtrise de la trajectoire du véhicule,
une fois l’assistance activée et ceci plus particulièrement lorsque l’activation a lieu dans
une zone éloignée de l’état stationnaire souhaité pour le véhicule. En effet, l’activation
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peut engendrer des dépassements considérables qui peuvent se traduire par le franchis-
sement des marquages de délimitation des bords de voie dans le régime transitoire. Les
lois de commande synthétisées assurent un dépassement minimal de la position d’activa-
tion tout en utilisant un effort de commande borné. Celles-ci résultent de l’application de
l’approche théorique de la synthèse d’une loi commande par retour d’état avec états et
entrées contraints, approche fondée sur des méthodes d’optimisation LMI (« Linear Matrix
Inequalities ») et BMI (« Bilineaire Matrix Inequalities »). Le maintien des roues avant du
véhicule dans les limites d’une zone centrée sur la voie est traduit dans l’espace d’état par
une contrainte de confinement entre deux hyperplans parallèles.

3. Validité de l’assistance pour une large plage de la courbure de la route. La troisième dif-
ficulté a porté sur la réalisation d’une assistance ayant de bonnes performances de suivi
de voie à la fois sur des routes à faible courbure mais aussi sur celles à forte courbure.
Trois cas ont été traités : route à très faible courbure, route à courbure importante et non
accessible à la mesure ou route à courbure importante et accessible à la mesure. Les lois
de commande développées pour des routes à courbure négligeable ont montré de bonnes
propriétés de robustesse, y compris sur routes à courbure importante. Dans le deuxième
cas, la commande est calculée de sorte à minimiser l’effet de la courbure, considérée comme
une entrée exogène, sur l’erreur de positionnement. Lorsque l’information de courbure est
disponible, un terme de préfiltrage a été calculé. Les techniques de synthèse développées
utilisent les ensembles invariants, la minimisation de l’espace d’état atteignable et les mé-
thodes d’optimisation BMI.

4. Une assistance pour le cas des forces de contact pneumatique-chaussée saturées. Les com-
mandes ayant été synthétisées, dans un premier temps, pour le cas d’une adhérence nomi-
nale, le quatrième enjeu a consisté à tenir compte des diverses conditions de la route qui
entraînent une sollicitation des pneumatiques au-delà du domaine linéaire. L’effet non li-
néaire apparaissant sur ces forces a été traité par une modélisation paramétrique de chacune
d’elles. Il a été prouvé que les lois de commande développées garantissent les performances
souhaitées pour une large plage de variation de ces paramètres. Les méthodes d’optimisa-
tion LMI et BMI ont également été utilisées.

5. Validation pratique des résultats théoriques obtenus. Les différentes lois d’assistance et les
stratégies de commutation développées au cours de cette thèse ont été testées en pratique
sur des véhicules prototypes. Les nombreux essais réalisés sur piste d’essais ont donné
entière satisfaction : les relevés sur véhicules ont été conformes aux attentes théoriques et
tous les conducteurs qui ont pu tester ces stratégies ont confirmé leur bonne ergonomie.

1.3 Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en quatre parties principales et quatre annexes.
Une premiere partie (Partie I, « Introduction ») contient le présent chapitre qui précise les

motivations et les principales contributions de ce travail de thèse et un second chapitre (Chapitre
2) qui dresse un état de l’art des systèmes intelligents de transport, des principaux projets dans
ce domaine et des aspects théoriques et pratiques des aides actives au maintien de voie.

La deuxième partie (Partie II, « Outils pour la modélisation et la commande du véhicule ») se
compose aussi de deux chapitres. Un premier, Chapitre 3, fournit les rappels mathématiques sur
les principaux concepts de l’automatique, les définitions et les théorèmes qui seront utilisés par
la suite. Le Chapitre 4, consacré à la modélisation des véhicules, expose les différentes étapes qui
aboutissent au modèle « bicyclette » du véhicule dans le repère lié à la voie de circulation. La fin

5



Chapitre 1. Motivations

de ce chapitre est dédiée à un exposé général sur l’instrumentation des véhicules expérimentaux
utilisés pour le contrôle latéral et plus spécifiquement sur la description du véhicule prototype
CARLLA du LIVIC, utilisé lors des essais présentés dans ce mémoire.

La Partie III, « Contribution : loi d’assistance au maintien de voie », représente le cœur
de mon travail de recherche. Elle contient quatre chapitres décrivant la synthèse et le test de
l’assistance à la conduite développée. Le Chapitre 5 fixe les hypothèses ainsi que l’architecture
générale de cette assistance. Le deuxième chapitre, Chapitre 6, traite un cas simplifié dans lequel
la route est supposée rectiligne et présentant des conditions d’adhérence nominale. Le Chapitre
7 fournit une extension aux routes à faible et forte courbure alors que le Chapitre 8 explore
la synthèse d’une assistance assurant les mêmes objectifs de performance y compris pour des
cas de saturation des forces de contact qui pourraient êtres dus, par exemple, à une réduction
d’adhérence.

La quatrième et dernière partie de ce mémoire, « Conclusions », donne une synthèse des
principaux résultats obtenus. Les développements déjà identifiés, mais qui n’ont pas pu être
traités, ainsi que des directions futures de recherche sont donnés en perspective.
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2.1 Systèmes intelligents de transport

2.1.1 Généralités

Sans avoir une définition unifiée, les systèmes intelligents de transport (ITS, « Intelligent
Transportations Systems ») désignent les recherches et les technologies appliquées au transport
pour le rendre plus sûr, plus efficace ou plus écologique. Il y a quatre paramètres de base dans le
développement et l’utilisation des systèmes intelligents de transport : le conducteur, le véhicule,
l’environment et les pouvoirs publics.

Le conducteur

La présence du conducteur dans le système constitue une des principales raisons de la mise en
place des systèmes intelligents de transport. L’informer sur son véhicule et son environnement,
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l’avertir des dangers potentiels et l’assister dans le processus de décision et des ses tâches de
conduite constituent autant d’applications différentes dans le cadre de l’amélioration de la sécurité
routière.

Deux aspects soulèvent aujourd’hui des incertitudes ; d’une part l’accommodation du conduc-
teur à ces systèmes et les effets pervers que cela peut engendrer, et d’autre part, le partage et
le transfert de responsabilité. Les dispositifs, embarqués aujourd’hui sur les véhicules, assistent
mais ne remplacent pas le conducteur qui continue à garder la responsabilité de la conduite.

Le véhicule

Le véhicule a beaucoup évolué au cours des deux dernières décennies. C’est aujourd’hui un
système mécatronique complexe qui rassemble des composants mécaniques, électriques, électro-
niques et informatiques. Les équipements électroniques qui renforcent la sécurité des occupants
sont catégorisés en systèmes de sécurité passive ou active.

Les premiers ont pour rôle de diminuer les conséquences d’un accident lorsque celui-ci n’a
pu être évité. À titre d’exemple, lors d’un choc, les ceintures de sécurité à prétensionnement
retiennent le passager mais limitent l’effort exercé sur le thorax et réduisent ainsi le risque de
fracture.

Les équipements de sécurité active influencent la dynamique du véhicule avant l’apparition
de la situation dangereuse pouvant amener à l’accident. C’est le cas du système anti-blocage des
roues au freinage ABS1, qui permet d’optimiser la distance de freinage et préserve la contrôlabilité
du véhicule, ou encore du système qui contrôle le mouvement de rotation de lacet du véhicule
grâce au freinage différentiel des roues ESP2 ou ESC3. De même, un système d’aide au freinage
d’urgence amplifie la pression de freinage du conducteur pour réduire la distance d’arrêt.

Si les systèmes de sécurité passive sont arrivés à maturité, l’enjeux actuel est de rendre les
dispositifs de sécurité active suffisamment sûrs et performants pour renforcer leur déploiement
[Njo06]. Une autre perspective de développement est l’intégration du véhicule avec son environne-
ment, constitué par les autres véhicules et l’infrastructure, l’objectif étant d’augmenter l’efficacité
des systèmes par une perception étendue.

L’environnement

Un environnement intelligent se compose d’une infrastructure dotée en moyens de commu-
nication et de véhicules capables de recevoir, interpréter et transmettre des informations. Par
d’exemple, un véhicule équipé avec des moyens de diagnostic et de communication pourrait
envoyer des informations sur son état en cas d’accident ou de passage dans une zone dange-
reuse. Cette dimension de progrès dans les transports, impliquant l’infrastructure, nécessite des
initiatives à long terme et un engagement fort des pouvoirs publics. Néanmoins, l’équipement
des véhicules avec des technologies de perception permettant de caractériser leur environnement
pourrait la suppléer à court terme.

Les pouvoirs publics

Les pouvoirs publics n’ont pas seulement la tâche de s’impliquer dans le développement et le
déploiement des systèmes intelligents de transport, mais aussi le devoir de réglementer l’usage
de ces équipements. À cet égard, la question de la responsabilité pour les systèmes de sécurité

1« Anti-lock Braking System, »
2« Electronic Stability Program »
3« Electronic Stability Control »
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active est encore ouverte. Le déploiement rapide des systèmes peut être soutenu par la législation,
comme ce fût le cas avec l’ABS qui est devenu obligatoire en première monte sur les véhicules
vendus en Europe.

2.1.2 La recherche menée dans le cadre des projets

D’un point de vue historique, les systèmes intelligents de transport ont suivi quatre phases de
développement relativement distinctes [Yng99]. Dans les décennies 60 - 70, des premières études
et travaux de recherche ont été menés dans l’esprit de démontrer l’aptitude des systèmes à ac-
croître la sécurité et les performances du transport routier. Bien que certains aient débouché sur
des applications pratiques, comme par exemple le bus à guidage latéral en Allemagne [Kan87]
(voir Section 2.2.1), la plupart des systèmes mis en œuvre nécessitaient des équipements lourds
(ordinateurs volumineux) ou des applications complémentaires inexistantes à l’époque. En consé-
quence, nombre de ces études sont restées au stade du concept, comme par exemple le système
de guidage communicant ALI4 [Kuh05].

Dans les années 80 - 95, des investissements forts dans l’information routière embarquée ont
été réalisés. Des projets ambitieux, comme PROMETHEUS5 (1986-1995) en Europe, PATH6

(lancé en 1986) aux États-Unis ou RACS7 et ASV8 au Japon, visaient principalement les systèmes
avancés de gestion du trafic et d’information aux voyageurs et aux conducteurs.

La période 1995-2000 a vu les recherches s’orienter fortement vers la réalisation de l’autoroute
automatisée. En août 1997, le consortium américain public-privé NAHSC9 a organisé à San Diego
une grande démonstration autour des résultats obtenus dans le projet AHS10 à laquelle avaient
participé plus de 4000 visiteurs [Ste98]. Avant même d’attendre la tenue de cette démonstration,
qui fût par ailleurs une grande réussite, USDOT11, qui soutenait financièrement la plupart de ces
recherches, demanda quelques mois auparavant la réorientation des recherches vers des projets
qui pourraient déboucher à court terme sur des bénéfices pour la sécurité. En 1998, USDOT
décidait de mettre fin aux activités du consortium NAHSC.

Dans la période récente, 2000-2008, les aspects de la mobilité durable, de la multimodalité et
surtout de la sécurité routière ont été renforcés. Mentionnons que le découpage temporel présenté
ne peut pas rendre compte de toute la réalité des développements dans le cadre des systèmes
intelligents de transport. Pour illustrer cet aspect, signalons que le projet PROMETHEUS traitait
déjà la conduite automatisée et ses bénéfices ainsi que les gains sur la sécurité grâce à l’équipement
électronique des véhicules.

Les développements dans le domaine des transports intelligents ont suivi approximativement
le même parcours partout dans le monde. L’état actuel dans les transports intelligents au Japon
est résumé par les auteurs de [Bru05]. Une synthèse comparative des systèmes intelligents de
transport aux États-Unis et au Japon a été réalisée dans [ADI03]. Cette synthèse évoque les vi-
sions nationales et l’intégration de ces systèmes à l’environnement socio-économique, les facteurs
de blocage et les leviers à l’innovation aussi bien que les processus d’émergence technologique na-
tionaux. Les technologies clefs de l’innovation en transport pour le futur en Europe sont dévoilées
dans [The05].

4« Autofahrer Leit und Information System »
5« PROgramme for European Traffic with Highest Efficiency and Unprecedented Safety »
6« Partners For Advanced Transit And Highways »
7« Road Automobile Communication System »
8« Advanced Safety Vehicle »
9« National Automated Highway System Consortium »

10« Automated Highway System »
11« U.S. Department of Transportation »
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Comme mentionné précédemment, nombre de projet de recherche ont ciblé soit la conception
de technologies de transport intelligents, soit l’évaluation de systèmes déjà existants. Quelques
projets seront présentés succinctement dans la suite, l’objectif étant de donner une image synop-
tique des orientations des recherches dans ce domaine. Nous serons plus attentifs aux développe-
ments impliquant le conducteur et le véhicule sachant que les aspects portant sur l’environnement
et les politiques de transport seront traités de manière secondaire. Les développements réalisés
dans le cadre de l’aide au maintien dans la voie, seront repris plus en détail dans la Section 2.2.

PROMETHEUS

PROMETHEUS a été un projet précurseur à l’échelle mondiale, dans le domaine des systèmes
intelligents de transport. Il reste aussi, le projet le plus ambitieux mené à ce jour, avec un budget
total de 749 Me. Mené entre 1987 et 1995 sous l’égide de l’Union Européenne, PROMETHEUS a
réuni des constructeurs automobiles (en Angleterre : BL, Rolls Royce, en France : Matra, Peugeot
S.A., Renault, en Allemagne : BMW, Daimler-Benz, Porsche, Volkswagen/Audi, en Italie : Alfa
Romeo, Fiat, en Suède : Saab Scania, Volvo, etc.), des équipementiers (Siemens Automotive S.A.,
TRW, Valeo Electrical Systems, Knorr Bremse etc.) et des centres de recherche et des universités
(Linköping University, Université Di Roma « La Sapienza », École Nationale Supérieure des
Mines De Paris, Deutsche Luftraum Technick, etc).

Le but déclaré de ce projet a été la création de concepts et de solutions qui vont ouvrir le
chemin vers un système de trafic routier économiquement plus efficace et ayant un impact réduit
sur l’environnement tout en assurant un degré élevé de sécurité [Eur08]. La vision de ce projet
est représentée sur la Figure 2.1.

Fig. 2.1 – Vision PROMETHEUS d’un trafic futur sûr et efficace [PRe08].

Les travaux de recherche et développement dans PROMETHEUS ont été scindés en deux
volets, industriel et fondamental [Kan87]. Plusieurs véhicules prototypes ont été construits durant
ce projet :

– CED-3, véhicule experimental pour l’évitement des collisions [Mat94],
– VITA II, véhicule prototype de Daimler-Benz intégrant la détection d’environnement par

la vision, le suivi automatique de voie, la détection d’obstacles, l’analyse du trafic et la
reconnaissance des panneaux de circulation [Pri94],
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– Pro-Lab II a intégré les résultats des partenaires français du sous-projet Pro-Art [Has95],
[Tra96], [Fra92]. Il intégrait cinq fonctions [Fra92] : les trois fonctions « localisation du
véhicule », « détection de l’environnement » et « état du véhicule » fournissaient des infor-
mations relatives à l’environnement et à la dynamique du véhicule à une quatrième fonction
« co-pilot ». La cinquième fonction traitait les aspects de communication entre le système
et le conducteur. La fonction « co-pilot » distinguait déjà quatre activités :

1. Superviseur des autres activités du « co-pilote », qui assurait le lien avec l’interface
homme-machine et activait les activités du « co-pilot » si nécessaire.

2. Interface de perception qui assurait le lien avec les trois premières fonctions de Pro-
Lab II.

3. Contrôle longitudinal de la vitesse du véhicule.

4. Contrôle latéral du véhicule pour le maintenir entre les marquages latéraux.

Le véhicule Pro-Lab II a été présenté lors des démonstrations organisées par les construc-
teurs français PSA et Renault en octobre 1994 pour la manifestation clôturant le pro-
gramme PROMETHEUS.

Malgré ces achèvements exceptionnels, les résultats obtenus dans PROMETHEUS n’ont pas
débouché sur des produits commerciaux. Ceci est principalement dû à l’état de faible avancée
technologique des techniques de calcul embarqué et à l’absence des composants clefs à des prix
compétitifs pour l’industrie automobile comme, par exemple, les composants capteurs bas coût.
Néanmoins, ce projet a ouvert le chemin à d’autres projets sur les systèmes intelligents de trans-
port, qui ont bénéficié des meilleures dispositions technologiques, notamment le projet européen
PReVENT [PRe08].

PATH

California PATH est un programme pluridisciplinaire lancé en 1986 aux États-Unis et qui se
poursuit encore aujourd’hui. Il est géré par l’institut des études sur les transports de l’université
de Berkeley, en collaboration avec le ministère californien des transports Caltrans. Mis en place
pour proposer des solutions aux problèmes de transport de surface en Californie, PATH privi-
légie les directions de recherche offrant un potentiel de changement radical dans le système de
transport. Quatre orientations de recherche ont été définies :

1. Recherches sur les politiques et sur le comportement (« Policy and Behavioral Research »),

2. Recherches sur la sécurité dans les transports (« Research Transportation Safety »),

3. Recherches sur la gestion du trafic (« Research Traffic Operations »),

4. Recherches sur le fret (« Transit Operations Research »).

Les recherches sur la sécurité ont abordé différents volets de la modélisation et du contrôle
des véhicules et du conducteur :

– La modélisation des véhicules légers, bus et poids lourds [Pen90], [Tai98],
– La modélisation du conducteur [Pro00], [Del01],
– L’équipement du véhicule pour le contrôle latéral et longitudinal [Pro98], [Far02], [Cha03],
– Le contrôle autonome longitudinal et latéral de véhicule et de peloton de véhicules [Gul97],

[Pen90], [Tom90], [Swa99],
– Les situations de défaillance des capteurs et du contrôle [Tsa97], [Pat94], [Tal04].
Les travaux récents ou encore en cours dans le cadre de PATH sont détaillés dans le rapport

annuel 2006 [PAT07]. L’orientation sur la sécurité en transport a visé en 2006 quatre domaines.
Les développements sur les systèmes coopératifs ont porté sur la gestion des interdistances et
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la réduction du nombre d’accidents avec un tiers en virage dans le cas de recouvrement de
trajectoire. Pour ce qui est de la modélisation du comportement des conducteurs, ces derniers
ont été observés depuis l’extérieur, pour des manœuvres de changement de voie, de suivi de
véhicules, de croisement d’intersection et ont été observé de l’intérieur pendant la conduite, pour
les chauffeurs professionnels. En troisième lieu, la sécurité des vulnérables (piétons, deux-roues) a
été étudiée et des outils d’amélioration ont été développés. Finalement, la sécurité et la viabilité
du système de transport dans sa globalité, a été abordée par l’étude et la conception de méthodes
pour détecter les endroits à risque élevé de collision et les critères d’occurrence des accidents pour
des routes mouillées.

ARCOS

Le projet français ARCOS (Action de Recherche pour la COnduite Sécurisée), d’une durée
de 3 ans, 2001-2004, a fait partie des travaux de recherche conduits dans le cadre du PREDIT
II (Programme de Recherche et d’Innovation dans les Transports Terrestres). Ce projet financé
à hauteur de 15 Me, a réuni une soixantaine de partenaires dont : des instituts de recherche
publiques (INRETS, INRIA, LCPC), des laboratoires CNRS (IRCCyN, LAAS, LAMIH, LAS-
MEA), des laboratoires des Universités (Supélec, Université de Haute Bretagne, LAUREPS,
Université La Rochelle, Laboratoire Informatique et Imagerie Industrielle, Université Techno-
logique de Belfort-Montbéliard, ERCO, Université Technologique de Troyes, LM2S, Université
Versailles-Saint Quentin, LRV) et des industriels (EADS /MATRA Systèmes et Information,
PSA, Renault, Renault Véhicules Industriels, SAGEM, Valeo, Vectra). Ce projet a été piloté par
le LIVIC, unité de recherche mixte INRETS et LCPC.

Les travaux du projet ARCOS ont été menés autour de quatre fonctions génériques : la gestion
des interdistances entre véhicules, la prévention des collisions, la prévention des sorties de route
et l’alerte des véhicules en amont d’accidents ou d’incidents [ARC04]. Onze thèmes techniques
ont permis de traiter les composants nécessaires à la réalisation de ces fonctions :

1. Amélioration de la perception de l’environnement du véhicule. Deux types de recherches
ont été conduits : la détection des objets et des obstacles sur la route [Lab04(a)], [Lab03]
et la détection de la route qui permet de fournir la position et l’évolution de la trajectoire
du véhicule par rapport aux voies de circulation [Lab04(b)].

2. Visibilité [Hau05] et adhérence [Ste04(a)], [Ste04(b)].

3. Traitement de l’information et élaboration de l’action. Quatres tâches ont été accomplies
dans ce thème [Rah04(a)], [Mam04], [Net03], [Mar04] : la construction des bases de données
géolocalisées pour les aides à la conduite, la localisation précise et robuste du véhicule et
des obstacles, le calcul des trajectoires et la sécurisation des trajectoires par une conduite
partagée qui empêche les sorties de routes à travers plusieurs modes, modes qui seront
exposés dans la Section 2.2.1.

4. Systèmes de télécommunications. Trois sous-projets ont été ciblés : analyse des besoins,
communication véhicule-véhicule et communication véhicule-infrastructure [Rob03].

5. Accidentologie, simulation [Bar02].

6. Systèmes homme-machine [Anc03], [Hoc03].

7. Acceptabilité sociale, questions juridiques.

8. Aspects économiques.

9. Expérimentation et intégration.

10. Analyse fonctionnelle.
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2.1. Systèmes intelligents de transport

11. Poids lourds. Ce sujet a porté sur la perte de contrôle du véhicule lorsqu’elle est engendrée
par un des facteurs suivants : ses caractéristiques mécaniques, celles de l’infrastructure, la
défaillance du véhicule et la défaillance du conducteur [ElH03].

PReVENT-IP

Le projet PReVENT-IP12, du 6ème PCRDT, a réuni pendant quatre années (2004-2007)
55 partenaires issus de 10 pays dans 15 sous-projets et ce pour un budget total de 55 Me
[PRe08]. Parmi les partenaires et sans faire une énumération complète, signalons la présence
des constructeurs automobiles et des équipementiers : DaimlerChrysler AG, Audi AG, BMW
AG, Ford Forschungszentrum Aachen GmbH, Peugeot Citroën Automobiles SA, REGIENOV-
Renault Recherche Innovation, Volvo Car Corporation, Volkswagen AG, Robert Bosch GmbH,
Delphi Delco Electronics Europe GmbH, Siemens AG, Sagem Défense Sécurité Groupe SAFRAN,
des instituts de recherche et laboratoires : Fraunhofer-Gesellschaft, Netherlands Organisation For
Applied Scientific Research, Centre National De La Recherche Scientifique - Ile De France Est,
INRIA, INRETS, des universités : Universität Passau, Universita Degli Studi di Parma, National
Technical University of Athens, Lunds Universitet et des associations EUCAR13, CLEPA14 et
ERTICO (communauté ITS).

La vision du projet PReVENT-IP portait sur la création d’une région de sécurité électronique
autour du véhicule par le développement, l’intégration et la démonstration d’une collection de
fonctions complémentaires de sécurité centrées sur l’information et l’assistance au conducteur
(voir Figure 2.2) [PRe08]. Dans l’enveloppe conducteur-véhicule-environnement, les technologies
avancées étaient censées assister le conducteur en le maintenant au maximum dans la boucle. Le
conducteur était intégré dans le système véhicule intelligent et non remplacé par celui-ci.

Le rapport final du projet, publié en 2008, donne une synthèse des fonctions, des activités et
des résultats obtenus [PRe08]. Rappelons que le projet avait été structuré en quatre fonctions
verticales de développement des applications indépendantes pour concevoir la région de sécurité
autour de véhicule et en quatre activités horizontales de support pour la convergence des fonctions
verticales.

– Fonctions verticales.

1. Fonction d’assistance au contrôle longitudinal. Deux sous-projets ont été conduits
pour la réalisation de cette fonction : SASPENCE et WILLWARN. SASPENCE a
introduit la limitation de la vitesse en fonction de la situation de trafic et le contrôle
de la distance par rapport aux objets sur la voie afin de diminuer le risque de collision
avant et arrière. L’assistance WILLWARN soutient le conducteur via une communi-
cation véhicule-véhicule et l’avertit des dangers en fonction de la géolocalisation du
véhicule.

2. Fonction d’assistance au contrôle latéral. Cette fonction a fait l’objet de deux sous-
projets : LATERALSAFE et SAFELANE. Le premier a permis de développer des
applications pour l’amélioration de la perception par le conducteur autour du véhicule.
Celui-ci est assisté dans les manœuvres de changement de voie et il est averti en cas
de risque de collision. SAFELANE a été consacré au développement d’assistances
au maintien de voie pour remédier aux dégradations des capacités de conduite du
conducteur.

12« Preventive and Active Safety Applications Integrated Project »
13« European Council for Automotive R& D »
14« European Association for Automotive Suppliers »
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Fig. 2.2 – Vision PReVENT d’une zone de sécurité autour du véhicule réalisée à travers des
fonctions complémentaires de sécurité [PRe08].

3. Fonction pour la sécurité en intersection. Cette fonction a été traitée par le dévelop-
pement d’un système d’avertissement dans le sous-projet INTERSAFE. Ce système
est basé sur une communication bi-directionnelle véhicule-infrastructure et sur la pré-
diction de la trajectoire des véhicules concernés.

4. Fonction de protection des vulnérables et mitigation des collisions (« collision mitiga-
tion »). Trois sous-projets ont été consacrés à cette fonction : APALACI, COMPOSE
et USERCAMS. Tous les trois ont développé des applications pour l’amélioration de
la perception dans le voisinage proche du véhicule. Une fonction de freinage d’urgence
a été implantée.

– Activités horizontales. Elles avaient pour rôle de faciliter l’intégration des fonctions de
sécurité au sein du projet et d’en évaluer l’impact. Un code de bonnes pratiques (« Code
of Practice ») a été développé. Il donne aux industriels de l’automobile la démarche à
suivre pour mettre sur le marché des produits innovants pour la sécurité, lesquels, après
certification, ne feront plus l’objet d’incertitudes juridiques (voir Section 2.4.1 pour plus
de détails).

Souvent comparé à PROMOTHEUS pour son ampleur, le projet PReVENT s’est efforcé de
se placer dans le segment précompétitif afin de favoriser l’émergence rapide des systèmes et des
technologies développés sous son égide. Les composants utilisés dans les différents sous-projets
sont tous disponibles dans le commerce et pourraient être produits à terme en grandes séries.
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AKTIV

Lancé en septembre 2006 pour une durée de 4 ans, AKTIV15 est actuellement le projet phare
de l’industrie automobile allemande. L’objectif affiché est de réaliser des assistances à la conduite
et des systèmes de gestion du trafic qui :

1. Améliorent la sécurité de l’ensemble des acteurs de la mobilité.

2. Allègent les tâches de conduite et aident le conducteur à atteindre sa destination en sécurité.

3. Évitent les congestions par une meilleure gestion du trafic et du réseau.

4. Soient rentables, écologiques et respectent le cadre légal.

5. Soient acceptées par la société et par les utilisateurs.

AKTIV est porté par 29 partenaires de l’industrie de l’automobiles (Audi, BMW, DaimlerChrys-
ler, Ford, Opel, MAN, VW, etc.), de l’électronique (Bosch, Siemens, etc.), de télécommunication
(Ericsson, etc.) et de logiciel. Il est également soutenu par des instituts de recherche et univer-
sités (Uni Hannovre, Uni Kassel, TU Munich, Hochschule Saarland, etc.). Le projet AKTIV a
un budget total de 60 Me financé en partie par le ministère allemand de l’économie et de la
technologie (27 Me) [AKT08(a)], [AKT06].

La sécurité active est traitée au travers de cinq sous-projets [Kre07] :

1. Le freinage automatique pour l’évitement de la collision fait l’objet d’un premier sous-
projet. Par rapport à l’aide au freinage d’urgence actuelle, la fonction développée anticipe
et s’adapte à la situation de circulation. Elle nécessite la reconnaissance et l’interprétation
de l’environnement ainsi qu’un système de décision évolué. Le concept prévoit un système
en trois phases : avertissement, freinage et freinage d’urgence avec prise en compte de
l’attention du conducteur.

2. Le sous-projet sur l’assistance latérale intégrée développe une aide au maintien de voie ca-
pable également d’effectuer des changements de voie pour un domaine de vitesses de 0km/h
à 180km/h. Des tests intensifs sont actuellement menés sur l’acceptabilité du concept, qui
sera par ailleurs détaillé dans la Section 2.2.4.

3. L’assistance aux intersections (avertissement et intervention active) fait l’objet d’un sous-
projet et utilise des capteurs embarqués (radar, lidar, caméra), des systèmes de communi-
cation coopératifs et des algorithmes de localisation avec cartographie.

4. Le projet étudie toute une stratégie d’évitement de collision avec les piétons et les cyclistes.
En cas de collision imminente (à 2 secondes), le conducteur est alerté par des alarmes sonore,
visuelle et haptique et le piéton ou le cycliste par un appel de phare et le klaxon. Dans
l’intervalle de une à deux secondes avant la collision, les freins sont armés et le freinage total
est déclenché à une seconde. À 0.5 seconde avant la collision, une manœuvre d’évitement
est engagée ; le véhicule est mis en condition pour la collision par des mesures réversibles
(action du capot et du pare choc) et irréversibles (déclenchement d’un airbag extérieur).

5. Un sous-projet est aussi dédié à l’étude de l’attention du conducteur. Il aborde les points
suivants : estimation de l’attention du conducteur, intégration de l’attention du conducteur
dans les assistances développées, conception des scénarios de test pour les algorithmes
conçus et évaluation des effets à court et long termes des assistances sur le conducteur.

15« Adaptive und Kooperative Technologien für den Intelligenten Verkehr »
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Les autres projets et recherche

LaRA (La Route Automatisée) réunit les efforts de recherche des équipes de INRIA et de
l’École de Mines de Paris. LaRA a été mise en place voila maintenant 10 ans pour développer,
intégrer et expérimenter des Technologies sur l’Information et la Communication (TIC) ainsi
que pour améliorer le transport routier [LaR08]. À long terme, l’objectif est de remplacer le
conducteur par un système de conduite automatisée, tout au moins dans les environnements
appropriés à ce type d’application, comme cela pourrait être le cas pour les déplacements urbains
à basse vitesse.

CarSense16 est un projet européen du 5ème PCRD (2000-2002) [Car00]. Il avait pour objectif
la mise au point d’un système de perception multi-capteurs pouvant être embarqué sur un véhicule
particulier. Les participants était des industriels européens du secteur de l’automobile (Renault,
BMW, Lucas Varity, Thomson Detexys, Ibeo, etc.) et des instituts de recherche (INRIA, INRETS,
LIVIC).

Le projet LAVIA17 a étudié l’usage et l’acceptabilité du limiteur de vitesse, ainsi que son
impact sur la sécurité routière [LAV06]. Ce projet qui s’est déroulé de 2001 à 2006, s’est conclu par
une expérimentation à grande échelle impliquant 22 véhicules de marques Peugeot et Renault. Ces
véhicules ont été équipés d’un système d’enregistrement de données et d’un limiteur s’adaptant
à la vitesse autorisée lue sur une cartographie embarquée. Le système a pu être testé durant
un mois par chacun des 110 conducteurs. Les données enregistrées ont fait l’objet d’une analyse
qualitative et quantitative effectuée par des ergonomes, des psychologues de la conduite et des
statisticiens.

Évolution de la recherche dans le domaine des systèmes intelligents de transport

La recherche dans le domaine des systèmes intelligents de transport a connu plusieurs ré-
orientations au cours de ces vingt dernières années. Le premier changement a eu lieu autour des
années 95, le centre d’intérêt est passé des applications macroscopiques, reposant sur une in-
frastructure fortement instrumentée, vers le véhicule et le conducteur. En suivant cette nouvelle
tendance, vers la fin des années 90 le véhicule totalement automatisé est devenu moins prioritaire
face aux assistances à la conduite centrées sur le conducteur et ses besoins. Les visions à très long
terme ont été remplacées par la nécessité de disposer d’applications à court et moyen termes,
celles-ci étant plus faciles à réaliser à l’échelle du véhicule que de l’infrastructure. Cette tendance
s’est d’ailleurs confirmée par l’accumulation des équipements sur les véhicules commercialisés et
présentés dans la Section 2.4.

2.2 L’aide active au maintien dans la voie

Passons maintenant en revue les systèmes d’aide active au maintien dans la voie ainsi que
les méthodes théoriques et pratiques mises en œuvre. Deux concepts d’assistance intégrant aussi
des logiques d’interaction avec le conducteur compléteront cette section.

2.2.1 Progression de l’intrusion de l’aide au guidage latéral

Le guidage latéral automatique du véhicule a toujours constitué un point d’intérêt dès le
début des systèmes intelligents de transport. Vers la fin des années 70, le ministère allemand

16« Sensing of Car Environment at Low Speed Driving »
17« Limiteur s’Adaptant à la VItesse Autorisée »
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de la recherche et de la technologie initiait un projet pour l’amélioration des performances du
réseau de transport en commun dans les grandes villes [Kan87]. Le résultat qui en découla est
le système « 0-Bahn », qui rassemblait les avantages des transports ferré et routier. Des bus ont
été conçus pour circuler sur des voies étroites spécialement aménagées. Cependant, pour rouler
dans ces voies les bus avaient besoin d’un contrôle de la direction de grande précision. Ceci a
été réalisé via un câble électrique noyé au millieu de la voie. Une antenne embarquée permettait
de mesurer les déviations du bus par rapport au câble et un dispositif de braquage automatique
réalisait le contrôle automatique du bus le long du câble. L’idée d’utiliser un câble électrique a,
par ailleurs, été explorée par de nombreux auteurs. Les études ont démontré qu’une précision du
contrôle de l’ordre de 2cm pouvait être atteinte [Fen76], [Gar60] et [Car70].

Les années qui suivirent ont vu le développement de la recherche sur l’automatisation totale
des véhicules combinant le contrôle longitudinal et latéral. Les premiers concepts d’autoroute
automatisée ont été le fait du projet PATH ([Tsa96], [Lyg97]). Les recherches dans le cadre de
LaRA ont abouti à la proposition de quatre scénarios de route automatisée associant des véhicules
autonomes ou en pelotons.

Vers la fin des années 90 les recherches mettent davantage l’accent sur le conducteur qu’on
ne cherche plus à remplacer, mais à aider dans ses tâches de conduite. C’est le concept du « co-
pilote » intelligent qui informe, avertit et qui au final agit en cas de défaillance du conducteur
qui s’impose [Fra92]. Cinq niveaux d’assistance ont été proposés par [Kop94], puis utilisés dans le
contexte de la conduite automatisée par [Yuh98] (voir Figure 2.3) : (1) information, (2) conseil,
(3) avertissement, (4) assistance et (5) intervention. Dans les premiers niveaux - information,
conseil et avertissement - il s’agit d’une aide passive, qui peut influencer le conducteur, mais
pas directement la dynamique du véhicule, tandis que dans les suivants modes d’assistance et
d’intervention des actionneurs sont prévus pour agir sur la dynamique du véhicule (aide active).
À titre d’exemple, le projet ARCOS a défini les modes d’assistance suivants [Mam05] :

– Mode instrumenté : le conducteur est informé. Les informations primaires peuvent être
fournies par des capteurs ou reconstituées par des observateurs. L’information peut se faire
par affichage direct ou après traitement.

– Mode avertissement : le conducteur est averti en cas de risque. L’information est associée
à une mesure de risque. Les mesures de risque de sortie de voie peuvent être l’accélération
latérale, la vitesse de lacet, la vitesse latérale, l’écart latéral, l’angle de cap par rapport à
l’axe de la voie ou le temps à sortie de voie (TLC, [Mam06]).

– Mode limite : les actions du conducteur sont limitées pour diminuer la croissance d’une
mesure de risque.

– Mode médiatisé : le conducteur a l’initiative de l’action, mais le système de sécurité amplifie
cette action pour réduire le risque d’accident.

– Mode régulé : le conducteur et l’assistance contrôlent simultanément le véhicule.
– Mode automatisé : le véhicule est contrôlé automatiquement et les actions du conducteur

sont inhibées.
Tous ces modes utilisent des applications embarquées qui fournissent le positionement du véhicule
par rapport à sa voie de circulation et calculent les indicateurs de risque.

Dans ce contexte, l’aide active au maintien de voie demeure difficile à réaliser car l’interaction
avec le conducteur, notamment par l’intermédiaire du volant, est problématique pour différentes
raisons :

– Comment estimer dans quelle mesure le conducteur a besoin d’assistance ?
– Comment estimer les objectifs de guidage du conducteur ?
– Comment réaliser l’assistance de telle sorte que le conducteur demeure seul responsable de

la trajectoire du véhicule ?
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– Comment gérer le compromis entre le confort et l’agrément de conduite du conducteur et
la fonction de sécurité de l’aide ?

Toutes ces questions ont suscité de nombreux travaux dont certains tentent d’intégrer l’inter-
action avec le conducteur dans les phases de synthèse. À titre d’exemple, les auteurs de [Can05]
proposent une approche formelle d’intégration des contraintes du conducteur en termes de confort
et de sécurité dans la synthèse.

Il faut aussi noter que la technologie choisie pour la réalisation de l’assistance peut permettre
de répondre partiellement à certaines de ces questions.

Fig. 2.3 – Niveaux d’assistance.

2.2.2 Méthodes d’action sur la dynamique latérale du véhicule

Le composant primordial d’une assistance active au contrôle latéral est l’actionneur utilisé
pour agir sur la dynamique latérale. Trois principes d’assistance seront présentés : par freinage
différentiel des roues, par intervention sur une colonne de direction avec lien mécanique et par
une colonne de direction filo-commandée (« steer by wire »).

Le freinage différentiel

Le freinage différentiel des roues induit un moment de lacet du véhicule qui modifie sa direc-
tion de déplacement [Raj06]. Cet effet est généralement utilisé pour contrecarrer un mouvement
de lacet du véhicule pouvant engendrer une instabilité dynamique. Cela est le cas sur le système
de sécurité ESP [Bos00] ou ESC qui supprime les tendances au survirage ou sousvirage et rétablit
la vitesse de lacet désirée. Cependant, ce système n’a pas l’objectif de maintenir le véhicule dans
sa voie de circulation, mais uniquement de conserver la stabilité dynamique de celui-ci. Le suivi
d’une trajectoire stable sur la voie est uniquement un effet secondaire partant de l’hypothèse que
le conducteur suit l’axe de la voie.

Quoi qu’il en soit l’utilisation du freinage différentiel pour le guidage latéral a été explorée
par [LeB96] et [Pil95]. Le concept global de cette assistance sera détaillé dans la Section 2.2.4.
L’avantage fondamental avancé à l’époque de sa conception est la facilité de mise en œuvre
du fait de la dissociation des actions du contrôle et du conducteur pour le guidage latéral, le
conducteur gardant ainsi l’entière responsabilité de la conduite. Néanmoins, l’action de braquage
par freinage différentiel reste limitée aux régions de stabilité dynamique du véhicule. Ces régions
sont déterminées par les forces de contact des pneus et dépendent de l’adhérence, de l’angle de
braquage et de la vitesse longitudinale du véhicule. Un autre aspect mitigé de cette approche
est la décélération subie par le véhicule lors de l’intervention de l’assistance. Ainsi, la vitesse
décroît de près de −2.5m/s pour une correction vers l’axe de la voie à partir d’un écart latéral
d’un mètre et avec une décélération maximale de −0.15g, où g est l’accélération gravitationnelle.
Les auteurs de [Pil95] suggérèrent que cette réduction de la vitesse pourrait servir de signal
d’avertissement au conducteur, elle peut cependant constituer un facteur de mécontentement de
celui-ci. Ce système a été breveté dans [Pil00].
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Actionneur sur une colonne de direction avec lien mécanique

Une solution couramment adoptée dans ce cas consiste à ajouter un actionneur électrique
[Tai01], [Shi02], [Net06] ou hydraulique [Pen92], [Cho00] sur la colonne de direction avec lien
mécanique. Notons que le véhicule est généralement déjà pourvu d’une assistance à l’effort de
braquage qui peut être soit électrique (voir Figure 2.4, http ://www.trw.de), soit hydraulique ou
encore hybride, électrique et hydraulique (voir Figure 2.5, http ://www.zf.com). En conséquence,
l’action du moteur électrique pour réaliser l’aide active au maintien dans la voie vient s’addi-
tionner à l’action de l’assistance d’origine. Dans le cas des directions à assistance entièrement
électrique, les deux tâches sont accomplies par un seul et même moteur [Poh03], [Hat03].

Fig. 2.4 – Colonne de direction à moteur d’assistance électrique, développée par TRW .

Fig. 2.5 – Assistance électro-hydraulique développée par ZF Group (1) Mesure de vitesse élec-
tronique, (2) Unité électronique de contrôle, (3) Transducteur électro-hydraulique, (4) Engrenage
pignon-crémaillère, (5) Pompe de braquage, (6) Réservoir d’huile avec filtre, (7) Tuyau expansible
anti-vibration, (8) Colonne de direction ajustable.

Il existe une différence notable entre les aides à la conduite réalisées à l’aide d’un moteur
d’assistance électrique et celles qui utilisent au moins une composante hydraulique. Ces derniers
deviennent complexe à modéliser et le couple délivré pour réaliser le braquage des roues directrices
est difficilement mesurable. Par conséquent, les lois de contrôle latéral pour une direction assistée
électrique sont généralement synthétisées en couple de braquage, tandis que ceux destinés aux
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actionneurs hydrauliques sont réalisés directement en angle. Une étude comparative entre les
commandes pour le guidage latéral du véhicule en angle de braquage et en couple de braquage
est présentée dans [Nag02]. Elle sera reprise dans une prochaine Section 2.2.3.

Colonne de direction filo-commandée

La direction filo-commandée, « steer by wire », consiste à éliminer le lien mécanique entre
le volant et les roues directrices et à installer deux actionneurs, généralement des moteurs élec-
triques, dont l’un gère directement le braquage des roues directrices et l’autre fournit le retour
d’effort au volant (voir Figure 2.6, http ://www.zf.com). Cette technologie présente de nombreux
avantages pour la réalisation des aides actives à la conduite. Il s’agit principalement de l’inter-
action avec le conducteur qui peut être modélisée de façon séparée et qui n’est plus contrainte
par la superposition physique de l’action du conducteur et de l’action de l’assistance. Réalisée
ou en étude avancée chez plusieurs équipementiers de l’automobile (ZF Group, Jtekt, Renault
[Gui07]), les systèmes de direction filo-commandée sont autorisés à la vente en Europe depuis
2005 [ECE05]. Cependant, cette technologie soulève par ailleurs d’autres enjeux théoriques et
techniques, notamment ceux liés à la stabilité du système de direction dans sa globalité et à la
restitution des forces de contact pneu-chaussée au conducteur, qui ici fournit une perception de
la route très utile.

Fig. 2.6 – Système de direction « steer by wire » développé par ZF Group.

La commande de ces systèmes peut se faire de façon unilatérale, bilatérale ou mixte [Cou07].
Dans le premier cas, le découplage entre les roues directrices et le volant est complet. Le dispositif
de braquage des roues est asservi en fonction de la position du volant et le conducteur reçoit
un retour d’effort, calculé, par exemple, à l’aide d’une cartographie [Oh04] ou via une fonction
qui dépend de la vitesse et de l’angle [Seg01]. La structure de commande bilatérale renvoie une
image des forces de contact au niveau du volant, image qui se veut être soit la plus fidèle possible
à la réalité (système « transparent ») [Swi06], [Can05], soit optimisée pour assurer l’agrément
de conduite [Yao06]. Finalement, la stratégie mixte a l’objectif d’utiliser selon le cas l’une des
structures de commande, en fonction notamment de la nécessité de restituer l’effort à la surface
de contact, notamment pour des adhérences réduites.

La commande de guidage latéral vient donc s’ajouter aux contrôles du système filo-commandé
lui-même. Un état des lieux des travaux récents dans le domaine du contrôle de ce type de
direction et de la synthèse d’assistances les utilisant peut être trouvé dans [Swi06], [Can05],
[Cou05], [Cou07], [Pan06].
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2.2.3 Contrôle latéral du véhicule

Cette section dresse un état des lieux des méthodes de contrôle de la direction par braquage
des roues directrices pour des véhicules équipés d’une colonne de direction avec ou sans lien
mécanique. La commande de la direction du véhicule par freinage différentiel n’y sera pas traitée.

Les lois de commande pour le contrôle latéral peuvent être conçues dans un objectif d’automa-
tisation ou d’assistance pour le maintien du véhicule au centre de la voie. La prise en compte du
conducteur dans les étapes de synthèse est relativement récente et suscite beaucoup d’attention
ces dernières années. Il est généralement convenu, qu’une commande en couple de braquage est
plus naturelle dans le cas d’une direction conventionnelle. Il en est de même pour la commande
en angle des roues dans le cas des directions filo-commandées. Cette constatation est corroborée
par les arguments fournis dans [Nag02], où les auteurs ont comparé les deux approches (couple
ou angle) sur un véhicule équipé d’une colonne de direction conventionnelle. En utilisant un mo-
dèle « bicyclette » de véhicule et des lois de commande par retour statique d’état calculées via
l’approche d’optimisation linéaire-quadratique, ils concluent que la différence fondamentale entre
ces approches provient du couple d’auto-alignement et du couple conducteur qui s’exercent sur
la colonne de direction. Alors que ces couples sont modélisés de façon explicite pour la synthèse
d’une commande en couple, ils apparaissent comme des perturbations dans le cas d’un contrôle
en angle de braquage. Cette perturbation est alors rejetée dans la boucle supplémentaire d’asser-
vissement de l’angle de braquage sur la valeur de consigne. Même si cette boucle supplémentaire
rend la loi de commande en angle plus robuste par rapport à celle en couple, un observateur
implanté pour compenser la perturbation par préfiltrage, risque de rejeter non seulement la per-
turbation de couple d’auto-alignement, mais aussi le couple du conducteur. C’est pour cette
raison que les auteurs de [Nag02] concluent que la commande en couple est plus appropriée pour
cohabiter avec la commande conducteur pour ce type de direction. Cependant, ils ne détaillent
pas comment traiter l’influence de cette entrée conducteur qui représente aussi une perturbation
pour la commande en couple .

La prise en compte de l’interaction avec le conducteur dès les étapes de synthèse de loi de
commande demeure un problème ouvert. Plusieurs approches de synthèse de loi de commande
pour le contrôle latéral en angle ou en couple de braquage sont maintenant passées en revue.

Méthodes de synthèse de loi de commande robuste et optimale

Les méthodes de synthèse de loi de commande robuste et optimale LQ18, LQG19, H2 et H∞

ont été utilisées par [Pen94], [Mou99], [Shi02], [Rah04(b)], [Lee02] et [Koe01].
Les auteurs de [Pen94] ont développé dans le cadre du projet PATH une loi de commande

pour le contrôle latéral en tenant compte du confort des passagers via une approche FSLQ20.
Cette approche permet d’inclure dans la fonction de coût des signaux filtrés représentatifs d’une
mesure de confort. Le problème FSLQ peut être transformé par une augmentation du vecteur
d’état en un problème LQ. La mesure de la courbure, considérée comme une perturbation, est
rendue possible par l’utilisation d’aimants codés et sert de terme de compensation par préfiltrage.

Dans [Mou99] la courbure de la route a été considérée d’abord comme mesurable et un contrôle
vers un point d’équilibre différent de l’origine a été synthétisé par la théorie de la commande
linéaire quadratique (LQ). Quand celle-ci n’est plus accessible à la mesure, elle est modélisée
comme la sortie d’un filtre formant du premier ordre et une nouvelle loi de commande LQ est

18Linéaire Quadratic
19Linéaire Quadratic Gaussian
20« Frequency-Shaped-Linear-Quadratic »
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synthétisée.
Une loi de commande en couple de braquage sur la colonne de direction a été synthétisée

dans [Shi02]. Pour cela, la colonne de direction a été modélisée comme un système mécanique du
deuxième ordre ayant comme entrées : le couple d’assistance fourni par un moteur électrique, le
couple d’auto-alignement et le couple du conducteur. La courbure de la route est une entrée du
système véhicule lié à la voie. Le couple du conducteur et la courbure ont été modélisés par des
équations différentielles linéaires avec un bruit blanc en entrée qui sont par la suite intégrées au
vecteur d’état. Seul l’écart latéral en avant du véhicule et l’angle de braquage ont été considérés
accessibles à la mesure. Les autres variables ont été estimées en même temps que la synthèse de
la loi de commande. Celle-ci a été calculée en minimisant la norme H2 de la fonction de transfert
du système en boucle fermée du bruit blanc et du bruit de mesure vers le positionnement par
rapport à l’axe de la voie. Une analyse de robustesse par « µ-analyse » pour différentes variations
de paramètres (coefficients de raideurs des pneus avant et arrière, puissance du moteur électrique,
masse) et par rapport aux perturbations (vent latéral, courbure de la route) a été ensuite réalisée.

Les auteurs de [Lee02] ont adopté une approche similaire à celle de [Shi02]. Une commande en
couple de type LQ a été développée, elle est associée à un filtre de Kalman pour l’estimation de la
courbure de la voie. Cette fois, le conducteur est pris en compte via un modèle de conducteur qui
inclut un temps mort, un retard physique inhérent, et un paramètre décrivant l’effet kinesthésique
de l’assistance sur le couple du conducteur.

La méthode de synthèse H∞ a été employée par [Rah04(b)]. Il s’agit d’une loi de commande
en couple sur la colonne de direction qui utilise un modèle du deuxième ordre pour la colonne
de direction mécanique et un modèle de conducteur. Seuls l’écart latéral en avant du véhicule
et l’angle de cap relatif sont considérés comme mesurables. La loi de commande dynamique
est synthétisée en minimisant la norme H∞ des fonctions de transfert de la perturbation (vent
latéral) vers la sortie (l’écart latéral) et l’entrée (couple d’assistance). Une analyse de robustesse
par « µ-analyse » a ensuite été effectuée par rapport aux variations de la vitesse longitudinale
et du coefficient d’adhérence.

Méthodes de synthèse utilisant les méthodes d’optimisation LMI et BMI

L’optimisation LMI21 est récemment devenue un outil très utilisé pour la synthèse des lois
de commande pour le contrôle latéral des véhicules. Mentionnons que la plupart des lois de com-
mande résumées précédemment utilisent ou peuvent utiliser les inégalités matricielles linéaires
comme méthode de calcul (synthèse par H∞, « µ-analyse », contrôle LQ). Par la suite, deux
références d’utilisation des méthodes d’optimisation LMI et BMI dans la synthèse de contrôle
latéral seront ajoutées.

Les auteurs de [Li05] ont construit un problème d’optimisation à objectifs multiples pour cal-
culer une loi de commande en angle de braquage par retour d’état statique, qui simultanément
stabilise le système, rejette la perturbation (courbure de la route et vent latéral), prend en compte
la saturation de l’actionneur et le retard introduit par des observateurs. En plus, une contrainte
de limitation en valeur crête de l’écart latéral durant la période de convergence a été introduite.
Celle-ci est réalisée à travers une condition sur la norme L1 des fonctions de transfert des per-
turbations, supposées persistantes (bornées en valeur absolue), vers l’écart latéral. Finalement,
un contrôleur robuste L1/H∞ est obtenu comme le résultat d’une série d’inégalités matricielles
linéaires. Cependant, l’analyse du problème permet de constater qu’il admet difficilement une
solution, car il est, en réalité, qu’une forme simplifiée d’un système d’inégalités matricielles non
pas linéaires mais bi-linéaires (BMI).

21« Linear Matrix Inequalities »
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Une loi de commande en angle de braquage par retour de sortie statique a été conçue dans
[Ben05]. Dans un premier temps, une expression linéaire à paramètres variants est adoptée pour
les forces de contact latérales. La variation de ces paramètres correspond à une saturation des
forces latérales. Ces expressions linéaires permettent alors d’exprimer le modèle « bicyclette »
de véhicule comme un système linéaire variant dans le temps (LTV, « Linear Time Varying »).
Par la suite, la synthèse du contrôle par retour de sortie est écrite sous la forme d’inégalités
matricielles bilinéaires (BMIs). La satisfaction des inégalités matricielles bilinéaires aux limites
des intervalles des paramètres est suffisante pour conclure de leur validité sur tout l’intervalle,
car ces inégalités sont elles-mêmes linéaires par rapport aux paramètres des forces latérales. La
loi de commande qui en résulte est alors robuste vis-à-vis de la saturation des forces latérales.
Les auteurs avaient alors proposé une résolution itérative du système de BMIs, sachant que des
solveurs de problèmes d’optimisation BMI fiables sont maintenant disponibles.

Méthodes de synthèse par l’approche du champ de potentiel et fonction de Lyapunov

L’approche du contrôle latéral, fondée sur le champ de potentiel, provient de la théorie de
déplacement des robots. Les véhicules, comme les robots, sont amenés à suivre soit des trajectoires
de consigne définies à travers des coordonnées cartésiennes qui, par exemple, évitent les obstacles
[Vil07], soit des chemins à énergie potentielle minimale. Dans cette dernière approche, la voie
de circulation est caractérisée par un champ de potentiel à énergie nulle sur l’axe de la voie
et croissante quand on se déplace vers ses bords. Les obstacles et les autres véhicules, présents
sur la voie, peuvent aussi être intégrés au modèle, ils sont représentés comme des sommets du
champ de potentiel. Cette approche a été intensivement étudiée par l’équipe de Dynamic Design
Laboratory (DDL) de l’Université de Stanford aux États-Unis avec l’objectif de concevoir une
assistance à la conduite qui partage le contrôle de la direction avec le conducteur [Ros03], [Ros04],
[Ger01], [Swi06].

Dans la thèse de doctorat de [Ros03] une loi de commande en angle de braquage a été réalisée
et testée sur un véhicule prototype à direction de type « steer by wire ». Une commande par
braquage et freinage différentiel simultanés a été d’abord étudiée en utilisant une force virtuelle
équivalente appliquée sur l’axe du véhicule et calculée à partir d’un champ de potentiel qua-
dratique fondé sur l’écart latéral et l’angle de cap relatif. Les propriétés du système commandé
par la force virtuelle ont été explorées pour différentes variations de paramètres : le point d’ap-
plication de la force virtuelle, la vitesse longitudinale et le comportement sousvireur/survireur
du véhicule. Il en a résulté que pour assurer la stabilité du véhicule, la force virtuelle doit être
appliquée en avant du centre de gravité pour un véhicule de comportement neutre. De plus, à
haute vitesse (30m/s), cette force virtuelle doit utiliser un écart latéral mesuré bien en avant du
véhicule (30m). L’ajout d’amortisement au contrôleur a été fait par l’ajout d’un bouclage des
variables d’état correspondant à la vitesse de variation de l’écart latéral et de l’erreur de cap.
L’implantation d’un retour d’état complet présente l’avantage d’autoriser un emplacement libre
des pôles du système en boucle fermée, mais rend le contrôle difficilement annulable au centre
de la voie. Ce dernier comportement risque alors de gêner le conducteur. De plus, une fonc-
tion de Lyapunov fondée sur un sous-ensemble d’énergie du système facilite le calcul des bornes
pour l’écart latéral du véhicule pendant l’activation de l’assistance. Cette loi de commande a été
implantée sur un véhicule avec la direction filo-commandée, les tests ont démontré de bonnes
performances de suivi de voie.

Finalement, un dispositif de contrôle de la direction filo-commandée du véhicule prototype
incorporant la restitution d’effort a été conçu dans une autre thèse de doctorat [Swi06] pour
tester les capacités de partage du contrôle de cette assistance avec le conducteur. Les résultats
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obtenus ne sont pas concluants et la stabilité globale du système avec l’intervention du conducteur
demeure un domaine de recherche de l’équipe du DDL.

Comparaisons des approches de synthèse de loi de commande

Une étude comparative des trois stratégies de contrôle latéral, correction par avance de phase
(« lead-lag control »), contrôle par retour d’état statique et contrôle par linéarisation, utilisant
un positionnement du véhicule par rapport à la voie de circulation via une caméra en vision
frontale a été réalisée par [Tay99]. Dans un premier temps, l’influence des trois paramètres du
modèle « bicyclette » de véhicule est analysée : la vitesse longitudinale, la distance de mesure de
l’écart latéral en avant du véhicule et le retard introduit par le traitement d’image. Notons que
l’analyse de l’effet de la distance de mesure de l’écart latéral a aussi été traitée dans [Gul97] pour
le projet PATH. Les conclusions de ces études sont les suivantes : l’augmentation de la vitesse
longitudinale déplace les pôles et les zéros de la fonction de transfert, de l’angle de braquage vers
l’écart latéral, sur la droite du plan imaginaire et rend le système moins stable. Une extension
de la distance en avant du véhicule agit sur les zéros de la même fonction de transfert et les
rapproche de l’axe réel. En conséquence, le système devient mieux amorti. Le retard dû au
traitement d’image diminue considérablement la marge de phase. Ces trois effets apparaissent
simultanément et peuvent se compenser mutuellement. Par exemple, une augmentation de la
distance de mesure en avant du véhicule peut assurer une marge de phase non-nulle malgré le
retard, mais jusqu’à une certaine limite. Après avoir synthétisé et implanté les trois contrôleurs
en angle de braquage, des tests sur un véhicule prototype ont été conduits sur un trajet en oval.
La loi de commande à avance de phase a les meilleures performances de suivi de voie, elle est
secondée par le contrôle obtenu par linéarisation entrée-sortie. La loi de commande par retour
d’état statique provoque un dépassement notable pendant les transitions des courbes vers les
lignes droites. L’ajout d’un terme de compensation en préfiltrage (terme statique obtenu pour le
régime permanent en virage) de la courbure de la trajectoire de référence conserve la hiérarchie
établie précédemment. La courbure est calculée via un observateur en partant de l’écart latéral
et de l’angle de cap relatif fournis par la vision.

[Cha04] a réalisé une comparaison de quatre lois de commande en angle de braquage syn-
thétisées pour le modèle « bicyclette » de véhicule : il s’agit d’une commande adaptative, une
commande H∞, un contrôleur par logique floue et un contrôleur proportionnel. Le contrôle adap-
tatif utilise uniquement la mesure de l’écart latéral en avant du véhicule. Tous les paramètres du
véhicule (parmi ceux-ci, citons la masse et le moment d’inertie, les raideurs des pneus, l’adhé-
rence de la surface de contact et la vitesse longitudinale) sont supposés inconnus, mais bornés
à l’intérieur d’un ensemble compact. La commande adaptative en angle de braquage s’est faite
par l’estimation et l’adaptation continue de ces paramètres. La deuxième loi de commande, par
synthèse H∞, contrôle simultanément l’écart latéral et l’angle de cap relatif et fait accroître par
un pré et un post filtrage la marge de gain de 26%. Le contrôle synthétisé par la logique floue
utilise un tableau de règles à deux entrées, la vitesse longitudinale et l’écart latéral, quantifiées
par cinq classes. L’appartenance à ces classes est donnée par des fonctions triangle, l’inférence
est faite par la méthode de la somme et produit, et le contrôle en angle de braquage s’obtient par
la méthode du barycentre. La commande proportionnelle agit sur les erreurs de l’écart latéral et
de l’angle de cap. Les quatre commandes ont été simulées dans le mode conduite automatique,
le long d’un circuit incluant des virages. Trois situations ont été testées en simulation : variation
du coefficient d’adhérence, variation de la vitesse longitudinale et introduction d’un vent latéral.
Dans tous les cas, le contrôleur proportionnel a eu les plus grands dépassements et le contrôleur
adaptatif le meilleur comportement. L’évolution du système contrôlé par la commande H∞ est
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très proche de celle par logique floue.
Un problème spécifique, portant sur la commande automatique d’un bus sur une voie très

étroite, a été traité dans [Ack95]. Les spécifications très précises pour l’écart latéral (maximum
0.15m en régime transitoire) et pour l’accélération latérale (inférieure à 2m/s2) ont été abordées
via une loi de commande linéaire dynamique et une loi de commande par modes glissants. Deux
commandes en angle de braquage ont été synthétisées par les deux méthodes avec retour de
l’écart latéral et de la vitesse en lacet. La robustesse vis-à-vis de la variation des paramètres de
masse et de vitesse longitudinale du bus a été prise en compte par itération sur le calcul des lois
de commande jusqu’à la satisfaction des spécifications. Finalement, les deux contrôleurs obtenus
avaient des performances comparables, la seule différence concerne la loi de commande par modes
glissants qui maintenait l’écart latéral plus faible, mais au prix d’oscillations sur l’accélération
latérale et l’angle de braquage.

2.2.4 Systèmes intégrés d’assistance active au contrôle latéral du véhicule

Le concept CAPC

Un résultat concret du projet CAPC22 est l’implantation pratique d’une unité d’avertissement
de sortie de voie présentée dans [LeB96]. Cette unité constituait la première étape à la réalisation
d’une assistance à la conduite plus complexe à objectifs multiples :

1. Anticiper les départs de la voie de circulation.

2. Avertir le conducteur du danger de sortie de voie.

3. Intervenir activement, si nécessaire, par un contrôle additionnel de la direction du véhicule
pour éviter la sortie de voie.

Fig. 2.7 – Le concept de l’assistance à la conduite du projet CAPC [LeB96].

Contrairement au contrôle totalement automatisé du véhicule, cette assistance a été dévelop-
pée pour servir de « co-pilote » vigilant. Le schéma de partage des tâches avec le conducteur est
représenté sur la Figure 2.7. Les fonctions à travers lesquelles l’assistance remplit ses tâches sont
les suivantes (voir Figure 2.8) :

1. Estimation de l’état du véhicule et de la géométrie de la route. Cette fonction est réalisée
par l’intermédiaire d’une seule caméra montée en vision frontale et capable de détecter
les marquages latéraux à une distance, en avant du véhicule, allant de 6m à 100m. Deux

22« Crewman’s Associate for Path Control »
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filtres de Kalman sont utilisés ; un premier filtre fournit l’écart latéral, l’erreur de cap et
la courbure de la route à partir des images proches et un second utilise des données des
images éloignées (20m-100m) ainsi que les estimations du premier filtre de Kalman pour
reconstruire la géométrie de la route à distance.

2. Calcul du temps à sortie de voie (TLC, « Time to Lane Crossing »). Le temps à sortie de
voie est défini comme le temps qui sera écoulé jusqu’au moment où le centre de gravité du
véhicule croisera un des bords de la voie, sous les conditions que la vitesse longitudinale et
l’angle de braquage restent constants. Il est calculé en projetant la trajectoire du véhicule
via un modèle « bicyclette » (intégration numérique), sur l’estimation de la trajectoire de
route fournie par le filtre de Kalman. Les conditions initiales sont quant à elles données
par les mesures des variables d’état.

3. Unité de décision pour initier l’avertissement ou l’intervention. Deux seuils sur le TLC
ont été choisis pour déclencher l’assistance : un seuil haut à 2s pour l’avertissement et un
seuil bas à 1s pour l’intervention. Ces valeurs ont été fixées après simulation et tests, elles
tiennent compte de la contrainte d’une part de minimiser le nombre de fausses activations
et d’autres part d’activer l’assistance suffisamment tôt pour empêcher les sorties de voie.

4. Surveillance de l’état du conducteur (non-implantée).

5. Intervention active par freinage différentiel (non-implantée). L’implantation de cette fonc-
tion était envisagée à partir de la solution décrite dans [LeB96(a)]. Rappelons qu’elle offre
l’avantage de ne pas partager le même actionneur de direction avec le conducteur, mais
présente l’inconvenient d’une efficacité réduite, comme évoqué dans la Section 2.2.2.

Fig. 2.8 – Concept et fonctions de l’assistance à la conduite dans le projet CAPC [LeB96].

Les expérimentations ont visé principalement le test des trois premières fonctions pour avertir
le conducteur sur le danger de sortie de voie. Elles ont permis de conclure que la fonction de
TLC implantée est utilisable pour plusieurs type de conduite, sans générer un nombre de fausses
alarmes excessif. Cependant, les seuils choisis ont été perçus différemment selon les conducteurs
qui ont trouvé l’intervention de l’assistance plus ou moins agréable.

Le concept du projet AKTIV

Un autre concept intégré d’assistance au maintien dans la voie est en cours de développement
dans le sous-projet sur l’assistance latérale du volet Sécurité Active dans le projet AKTIV (voir
Section 2.1.2). Cette assistance à la conduite a comme objectifs [Kre07] :
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1. Le développement d’une assistance latérale avec superposition continue du couple d’assis-
tance, qui allège la tâche de guidage latérale du véhicule mais ne remplace pas le conducteur.
Il est d’ailleurs prévu que le conducteur doive maintenir ses mains sur le volant.

2. Le fonctionnement de l’assistance pour une grande plage de vitesses allant de 0km/h à
180km/h et pour des environnements et des situations de trafic très différentes : autoroutes,
routes départementales, routes congestionnées ou zones des travaux.

3. Le comportement de l’assistance doit être adaptable. L’assistance utilise plusieurs moyens
de perception : stereo caméra et radars montés en frontal, en latéral et à l’arrière. Cet
équipement est combiné à une cartographie couplée à un système de localisation.

Fig. 2.9 – Les états de l’assistance latérale intégrée développée dans le projet AKTIV.

Dans [Kre07], les états discrets de fonctionnement de cette assistance sont brièvement pré-
sentés comme sur la Figure 2.9.

– Dans l’état Éteinte l’assistance est déconnectée par le conducteur, elle ne peut pas s’activer
quelle que soit la situation de conduite.

– Dans l’état Désactivée l’assistance ne peut pas s’activer automatiquement, mais le conduc-
teur peut l’activer.

– Dans l’état Activée l’assistance est active et agit d’une manière continue, tant que le
système se trouve à l’intérieure des bornes définies pour son fonctionnement.

– Dans l’état Passive l’assistance n’agit pas, et peut se réactiver automatiquement ou passer
dans l’état Désactivée.

Les transitions décrites dans [Kre07] ont lieu selon la stratégie suivante :

– La transition (c) a lieu après une activation de l’assistance par le conducteur.
– La transition (f) a lieu si les bornes définies pour le fonctionnement de l’assistance sont

dépassées ou si le conducteur intervient d’une façon limitée.
– La transition (e) a lieu pour une réactivation après l’intervention du conducteur ou si le

système est revenu dans les bornes définies pour son fonctionnement.
– La transition (g) a lieu pour une désactivation automatique si les limites d’adaptation à

la situation ont été dépassées. Ces limites d’adaptation sont par exemple la durée d’action
de l’assistance et le nombre de dépassements des bornes défini pour le fonctionnement de
l’assistance.

Cette stratégie d’activation/désactivation peut entraîner une certaine confusion vis-à-vis du
conducteur ; la passivité temporaire de l’assistance pourrait lui paraître peu comprehensible.
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2.3 Le conducteur et l’assistance au maintien dans la voie

2.3.1 Prise en compte du conducteur par l’assistance

La prise en compte du conducteur constitue une composante fondamentale de la conception
des assistances à la conduite. Elle peut se faire par différents biais : dans la synthèse des lois de
commande pour l’assistance, dans la logique d’interaction de la loi d’assistance avec le conducteur
ou par des interfaces de communication avec celui-ci.

Loi de commande automatique et conducteur

L’intégration de la prise en compte du conducteur lors de la synthèse d’une loi de commande
est un enjeu non encore totalement résolu. Bien que le conducteur et la loi d’assistance latérale
interagissent au niveau de la colonne de direction avec ou sans lien mécanique, ils se perçoivent
mutuellement comme des perturbations. Sans aucune modélisation de la perturbation « entrée
conducteur » la solution consiste à synthétiser des lois de commande robustes, comme c’est le cas
dans [Li05], mais un modèle peut aussi être considéré en espérant que ce modèle reste fidèle aux
actions du conducteur humain une fois l’assistance activée. Pour pallier les éventuelles différences,
la robustesse du système en boucle fermée doit être renforcée par la loi de commande [Lee02],
[Rah04(a)].

La prise en compte du conducteur peut aussi se faire simplement par l’intermédiaire de
limitations sur des variables représentant le confort de conduite. À titre d’exemple, pour le
contrôle latéral d’un bus, les auteurs de [Ack95] exigent une accélération latérale de moins de
2m/s2 avec une limite haute à 4m/s2 et une fréquence de résonance inférieure à 1.2Hz. Une
variable supplémentaire, importante pour le confort, est le « jerk » qui représente la vitesse de
variation de l’accélération. Le « jerk » doit rester inférieur à 2m/s3 [Can05].

Identification et surveillance de l’état du conducteur

L’identification et la surveillance de l’état du conducteur a pour but d’une part de faciliter les
conditions d’activation et de réduire les interventions non-souhaitées et, d’autre part, d’adapter
l’action de l’assistance à l’état de conducteur.

Différentes techniques peuvent être utilisées :
– Des capteurs mesurent la dynamique du véhicule relative à la voie de circulation. Ces

mesures alimentent un modèle conducteur dont les sorties sont comparées aux actions
actuelles sur les organes de commande du véhicule [Pil99],[Che01].

– Le conducteur est directement observé par une caméra et son état est caractérisé par
traitement d’images [Toc96], [Bul05]. Il est aussi possible de combiner cette technique avec
la précédente [Pet05].

L’étude [Esk07] fournit une revue détaillée de la littérature sur le sujet, dont : les facteurs
contribuant à la fatigue causant des accidents, les méthodes pour détecter l’état de fatigue des
conducteurs et les stratégies d’avertissement. Certains aspects concernant la caractérisation des
capacités de conduite dégradées et la caractérisation de la situation de conduite normale seront
repris en détail dans la Section 5.1.2 du Chapitre 5, Partie III.

L’interface homme-machine

Contrairement à d’autres domaines, comme l’aéronautique ou les processus industriels, pour
lesquels l’automatisation joue un rôle important depuis bien longtemps, l’automatisation des
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tâches de conduite est relativement nouvelle et souffre du manque d’approche dédiée aux in-
terfaces homme-machine (IHM). Une perspective historique sur l’évolution des IHM pour les
systèmes d’aide à la conduite est fournie par [Wal01].

Dans le cas des assistances au maintien dans la voie, le volant constitue bien entendu une
interface naturelle pour le retour d’information sur l’alerte : vibrations, suggestion d’action,
correction. Ces modes de communication ont notamment été mis en œuvre dans les différents
modes d’assistance développés dans le projet ARCOS [ARC04] (voir Section 2.2.1).

L’information au travers de la colonne de direction peut être complétée par un signal sonore.
Les auteurs de [LeB96] ont proposé pour le projet CAPC deux sons différents pour accompagner
l’aide au conducteur : un son pour l’avertissement et un son pour l’activation de la fonction
d’évitement actif de sortie de voie.

Des interfaces visuelles peuvent aussi être couplées aux systèmes d’assistance. Elles prennent
la forme de voyants sur le tableau de bord. Cette solution est par exemple adoptée dans le
système de maintien de voie développé par Nissan « Lane Keeping Assistance » (LKA) [Kaw01].
Le fonctionnement du système est symbolisé par un voyant lumineux « LANE ». De plus, si
l’assistance est activée et que le véhicule suit automatiquement l’axe de la voie, un voyant avec
les marquages latéraux est alors visible. Un autre exemple est l’interface de Volkswagen Passat
CC détaillée dans la Section 2.4.2.

2.3.2 Acceptabilité des assistances à la conduite et adaptation au comporte-
ment

Acceptabilité

Les systèmes d’assistance au maintien de voie étant encore faiblement répandus sur les véhi-
cules, les études sur l’acceptabilité des assistances à la conduite par les conducteurs sont encore
rares. De plus, comme toutes les études qui impliquent des tests sur des humains, elles sont dif-
ficiles à concevoir d’une manière objective et à mettre en œuvre. Deux études seront présentées
par la suite, elle concernent les systèmes Volvo et Toyota.

Dans le cadre d’un accord de coopération entre le département des transports des États-
Unis (USDOT), Volvo Trucks North America et US Xpress, une évaluation indépendante du
projet Volvo Intelligent Vehicle Initiative (IVI) Field Operational Test (FOT) a été conduite
par le bureau d’étude Battelle [Vol07]. Trois fonctions d’assistance à la conduite sur camions
ont été évalués : l’alerte de collision (« Collision Warning System », CWS), le régulateur de
vitesse et d’interdistance (« Adaptive Cruise Control », ACC) et un système de freinage avancé
(« Advanced Braking System », AdvBS). L’évaluation a été conduite sous trois angles : gains en
sécurité, acceptabilité par les conducteurs et bénéfices économiques. L’analyse d’acceptabilité a
été menée avec la participation de 204 conducteurs, selon les critères suivants :

1. Facilité d’usage. La moitié des conducteurs ont déclaré avoir été formés au CWS, mais moins
qu’un quart ont eu un apprentissage sur ACC et AdvBS. Les conducteurs ont déclaré avoir
bien assimilé le fonctionnement de CWS, mais la signification des sons associés aux signaux
visuels et les distances de déclenchement n’étaient pas claires.

2. Charge de conduite et stress. La plupart des conducteurs ont déclaré que les avertisse-
ments de CWS ne perturbent pas la tâche de conduite. La moitié des conducteurs ont
déclaré que la conduite avec CWS était beaucoup moins stressante bien que la moitié des
déclenchements du système CWS paraissaient non justifiés.

3. L’impact sur la conduite. Le constat général des conducteurs était que ces systèmes d’as-
sistance rendent la conduite plus sûre. Plus que 80% des conducteurs questionnés souhai-
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teraient disposer de camions équipés avec CWS et plus de 90% avec AdvBS. Les opinions
concernant ACC sont mitigées : la moitié des conducteurs ont affirmé que le système ACC
les avait aidés à garder une interdistance sûre alors que l’autre moitié se sont sentis gênés
par la perte du contrôle longitudinal du véhicule.

4. Qualité perçue Les conducteurs ont été, en majorité, satisfaits des performances des trois
systèmes. 39% de conducteurs ont reporté des problèmes de performance de CWS, 21% de
ACC et 19% de AdvBS.

Le rapport final du projet néerlandais « The Assisted Driver » présente une évaluation de l’ac-
ceptabilité par les conducteurs des systèmes avancées d’aide à la conduite [Alk07]. Quatre types
de systèmes ont été mis à l’épreuve : un système d’avertissement à partir de l’interdistance par
rapport au véhicule qui précède (« Headway Monitoring and Warning », HMW), un régulateur
de vitesse et d’interdistance (« Adaptive Cruise Control », ACC), un système d’avertissement en
cas de dérive latérale importante (« Lane Departure Warning », LDW) et un système d’aide ac-
tive au maintien de voie (« Lane Keeping System », LKS et « Lane Keeping Assistance », LKA).
Ces systèmes ont d’abord été testés sur simulateur de conduite puis en situation réelle de trafic
par des conducteurs travaillant sur le projet. Les systèmes LDW et HMW ont été implantés sur
des mini-bus faisant le trajet domicile-bureau, 19 personnes ont conduit, pendant 6 mois, une
Volkswagen Passat équipée en LDW et ACC et 7 d’entre eux ont conduit pendant trois jours
une Toyota Lexus équipée en LKA et LDW.

L’étude a révèle que les systèmes actifs étaient mieux appréciés que les systèmes passifs.
Le LDW a aussi la faveur par rapport au système HMW. Tous les participants ayant testé
LDW et LKA considérèrent que LKA représentait une amélioration de LDW. La conduite avec
deux systèmes actifs simultanément (ACC et LKA) n’a pas été jugée excessive, au contraire ces
systèmes sont jugés comme complémentaires.

Deux systèmes particuliers ont été évalués sur Toyota Lexus : un système d’avertissement au
départ de voie (LDW) qui ajoute une action corrective dans le sens du retour vers l’axe de la
voie et un système de maintien de voie qui se déclenche uniquement si le véhicule dérive de la
voie (LKA). Cinq des sept conducteurs ont mentionné que les performances du système LKA
ont dépassé leurs attentes, deux autres les ont vues se confirmer. Les aspects positifs évoqués
sont : la douceur de la correction qui ne crée aucune gêne (une personne), le système maintient
le véhicule entre les marquages de la voie via corrections actives (trois personnes) et améliore le
niveau de comfort et de sécurité (deux personnes). Les aspects négatifs reporté sont les suivants :

– le temps d’accommodation au système (deux personnes),
– le sentiment de rester écarté de l’axe de la voie pendant la conduite automatique (deux

personnes),
– la sensation de vent latéral dans le volant (deux personnes),
– la tendance à la dérive si le conducteur intervient trop tard (une personne),
– la dérive pour une correction prolongée sans intervention (une personne),
– le risque de perdre la concentration (une personne).

Adaptation

Un revue de littérature sur les problèmes dus à l’adaptation comportementale induite par
différentes aides à la conduite a été réalisée dans [AID04]. Ces problèmes de comportement
peuvent apparaître :

– Dans l’activité du conducteur. Mentionnons le partage de l’attention entre l’environnement
routier et les nouvelles sources d’information, le changement de stratégie de conduite et la
délégation de la tâche de contrôle du véhicule au système d’assistance.
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– Dans l’interaction du conducteur avec les autres participants au trafic. Il s’agit par exemple
de la compréhension des activités du conducteur assisté par les autres participants au trafic.

– Dans la situation générale de trafic. Comme conséquence des changements précédents, la
vitesse globale et la stabilité du flux routier peuvent être modifiées.

Il est alors important de déterminer la nature et l’ampleur de ces changements, car finalement
ce sont eux qui vont influencer les gains en sécurité routière dus à l’introduction des aides à la
conduite.

2.4 Les systèmes sur le marché

Cette section évoque des systèmes d’aide à la conduite, plus spécifiquement d’aide active
au maintien de voie, qui sont disponibles sur les véhicules commercialisés ou en passe de l’être.
L’introduction de ces systèmes sur le marché a pris du retard à cause des limites techniques,
difficiles à surmonter, et des questions, encore ouvertes, sur la responsabilité légale liée à leur
usage. Quelques éléments sur l’état actuel de la législation sont d’abord abordés.

2.4.1 Responsabilité juridique

La circulation routière est actuellement régie par la « Convention sur la circulation routière »
qui a été signée à Vienne en 1968 ratifiée par la suite par 63 états. Cette convention précise les
points suivants dans l’Article 8 :

« 1. Tout véhicule en mouvement ou tout ensemble de véhicules en mouvement doit avoir un
conducteur. »

« 3. Tout conducteur doit posséder les qualités physiques et psychiques nécessaires et être en
état physique et mental de conduire. »

« 5. Tout conducteur doit constamment avoir le contrôle de son véhicule ou pouvoir guider
ses animaux. ».

Ces dispositions seraient donc en contradiction avec le mode de fonctionnement des nou-
veaux systèmes actifs d’aide à la conduite dont le rôle est justement de suppléer les carences
du conducteur. Pour pallier cette contradiction, apparue suite au progrès technologique, la com-
mission européenne et l’industrie automobile ont lancé un ensemble de projets (RESPONSE 1,
RESPONSE 2 et RESPONSE 3) traitant le sujet. Le projet RESPONSE 3 a été intégré au projet
PReVENT en tant qu’activité horizontale afin d’encourager les autres sous-projets techniques à
adopter rapidement les résultats obtenus dans RESPONSE 3.

L’objectif principal du projet RESPONSE 3 était de transférer les résultats des éditions
précédentes dans une série de recommandations appelée « Code of Practice ». Des aspects traités
par ce « Code of Practice » seront mentionnés par la suite [PRe08], [Sch07].

Dans en premier temps, les systèmes d’aide à la conduite ont été classées pour différencier la
responsabilité juridique :

1. Systèmes d’information et d’avertissement. Ces systèmes informent ou alertent le conduc-
teur mais n’interviennent pas activement dans le processus de conduite. Le conducteur reste
donc entièrement responsable. Si une défaillance du système se produit, la responsabilité
du constructeur ou du distributeur serait engagée.

2. Systèmes actifs pouvant être désactivés à tout moment par le conducteur. Pour ces systèmes
la responsabilité légale sera décidée au cas par cas. Les facteurs de décision seront d’une
part les limites du système et leur compréhension par le conducteur et d’autre part le
comportement raisonnable du conducteur pour désactiver ces systèmes afin d’éviter les
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situations critiques de trafic, mais les défaillances du système engagent la responsabilité du
constructeur ou du distributeur.

3. Systèmes actifs non-désactivables par le conducteur par conception ou à cause du temps de
réaction. Dans ce cas, l’entière responsabilité du constructeur ou du distributeur est très
probable.

Parmi les thèmes abordés dans RESPONSE 3, mentionnons :
– La possibilité de désactiver à tout instant l’assistance et responsabilité. Ce thème a suscité

beaucoup de questions mais peu de réponses : Pour les systèmes conçus pour s’activer en
situation d’urgence, le constructeur doit-il être tenu pour responsable si le véhicule est dans
en état dangereux et que le système ne s’active pas à cause des limitations des capteurs ?
Comment traiter le cas d’une activation injustifiée, avec accident ? Il est, par exemple,
possible d’activer les freins parce que le conducteur traverse une intersection malgré le
feu rouge ? Pour répondre à ces questions, on considère que le conducteur est censé bien
connaître son véhicule et le fonctionnement de ses équipements. Néanmoins, le scénario de
location du véhicule rend une telle hypothèse infondée.

– Fiabilité du système. Il est bien connu qu’aucun système technique ne peut être totalement
fiable, il ne peut donc qu’être de même pour les systèmes d’aide à la conduite. Un bon
principe de développement serait en conséquence d’essayer d’élargir les situations où la
plausibilité des capteurs assure le bon fonctionnement du système.

Comme suite à ces efforts de définition et de régulation des systèmes avancés d’aide à la
conduite, La Commission Économique des Nations Unies a élaboré un accord portant sur l’adop-
tion des systèmes d’aide à la conduite et les exigences à satisfaire pour la mise en vente des
assistances pour la direction du véhicule [ECE05]. Ce texte discerne entre :

– Systèmes de braquage autonomes. Ces systèmes englobent une fonction qui à travers une
électronique de contrôle complexe et des informations recueilles sur l’environnement du
véhicule le détermine à suivre une trajectoire de référence. Le conducteur ne sera pas
nécessairement en charge du contrôle du véhicule.

– Systèmes avancés d’aide au contrôle de la direction du véhicule. Ces systèmes ajoutent
au système de direction du véhicule une aide complémentaire au contrôle du braquage
des roues directrices, mais le conducteur reste en permanence en charge du contrôle du
véhicule. Ces systèmes contiennent au moins une des fonctions suivantes :

1. Direction commandée d’une manière automatique. C’est une fonction de contrôle de
la direction du véhicule qui est fondée sur des informations des capteurs embarquées
couplées éventuellement aux informations passives de l’infrastructure instrumentée.
Elle fournit une action continue pour assister le conducteur à suivre une trajectoire
de référence à basse vitesse, notamment pour des manœuvres de parking.

2. Correction automatique de la direction. Cette fonction de contrôle agit de manière
discontinue pour une durée limitée. Elle provoque des changements dans la direction
du véhicule après l’évaluation par l’intermédiaire de capteurs embarqués de la nécessite
de maintenir la trajectoire souhaitée du véhicule ou d’influencer la dynamique du
véhicule.

Conformément à ce texte, l’usage des « Systèmes de braquage autonomes » n’est pas autorisé tant
que les questions de responsabilité ne seront pas clarifiées. L’usage des « Systèmes avancés d’aide
au contrôle de la direction du véhicule » est accepté à condition que ces systèmes ne changent
pas le fonctionnement de base du système de direction et que le conducteur puisse à tout moment
vaincre le système et reprendre le contrôle total de la direction par une action délibérée. De plus,
chaque fois que la fonction de « direction commandée automatique » devient opérationnelle, cella
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doit être indiqué au conducteur. Son action doit être désactivée automatiquement si le véhicule
dépasse de plus de 20% la limite établie, ou de plus de 10km/h, ou si les signaux d’entrée ne
sont plus reçus. La fin d’intervention doit être signalée au conducteur par un signal acoustique
ou haptique.

Malgré ces questions de responsabilité juridique et de spécifications pas encore complètement
standardisées, plusieurs constructeurs et équipementiers ont développé et mis en œuvre des sys-
tèmes actifs d’aide à la conduite et notamment d’aide au maintien de voie. La section suivante
fournit des éléments sur l’état du marché dans ce domaine.

2.4.2 Systèmes de prévention active de sortie de voie disponibles sur le mar-
ché

Il existe deux types de systèmes commercialisés fournissant une aide active au conducteur afin
d’éviter une sortie de voie involontaire. Le premier type de systèmes, dit de confort, a pour objectif
de diminuer les fréquentes corrections mineures du conducteur pour se maintenir au voisinage
de l’axe de la voie. Cependant, l’assistance ne remplace pas le conducteur elle est désactivée
dès qu’une absence prolongée d’activité de celui-ci est détectée. Ces systèmes sont appelés LKS
(« Lane Keeping Support ») ou LKA (« Lane Keeping Assist »). Ils sont actuellement les plus
fréquents. Le second type correspond aux systèmes qui interviennent quand le véhicule s’est
déjà écarté de l’axe de la voie, ils corrigent alors brièvement sa trajectoire. Ceux-ci sont connus
plutôt comme des avertissements actifs (« Lane Departure Warning », LDW ou « Lane Departure
Avoidance », LDA).

La mise en vente de véhicules équipés d’une assistance active en maintien de voie a débuté
au Japon par le système proposé par Nissan en 2001 [IVs01(b)]. Ce pays a été encore une fois un
pionnier dans le domaine des systèmes intelligents de transport. Dans une perspective historique,
les auteurs de [Bru05] mentionnent que la première application mondiale du régulateur de vitesse
et d’interdistance AAC a également eu lieu au Japon en 1995.

Le concept Nissan

Les concepts d’assistance latérale active proposée par Nissan en 2001 sont décrits dans
[IVs01(a)]. Il s’agit d’une aide automatique au maintien de voie (« Lane Keeping Support »,
LKS) et d’une assistance pour éviter les sorties de voie involontaires (« Lane Departure Avoi-
dance », LDA).

Le système LKS a été introduit au Japon sur le modèle CIMA. Il a été conçu pour fonctionner
sur des autoroutes à très faible courbure. Ce système agit sur la direction du véhicule en même
temps que le conducteur, son action diminue graduellement si le conducteur est inactif. Il n’y a
donc pas de délégation totale de la conduite. Il utilise une caméra CCD pour détecter les lignes
blanches, un actionneur de braquage et une unité logique de contrôle. La géométrie de la route
et la position du véhicule sont estimées et constituent avec la vitesse longitudinale et l’angle de
braquage des entrées pour le calcul du couple nécessaire pour maintenir le véhicule sur l’axe. Le
couple d’assistance maximal est fixé très bas, la correction ajoutée est plutôt destinée à rejeter
des perturbations comme le vent latéral et les imperfections lors que le véhicule est au voisinage
de l’axe de la voie. Elle est donc mineure et n’interfère pas avec la volonté du conducteur, sachant
que le système LKS peut, de plus, être désactivé dès que le conducteur contre-braque ou actionne
un interrupteur sur le tableau de bord.

Le système LDA se comporte quant à lui comme un co-pilote qui se manifeste quand le
véhicule est en train de sortir de la voie. Il intervient par un braquage automatique qui corrige
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vers le centre de la voie et se transforme en signal d’avertissement haptique (vibrations au volant)
et sonore. De même que le système LKS, si le conducteur n’intervient pas, l’action du système
LDA est réduite graduellement, un accident par sortie de voie reste donc toujours possible.
L’équipement du véhicule diffère peu de celui du système précédent.

Honda Accord

Une assistance au maintien de voie (« Lane Keep Assist System », LKAS), associée à un
régulateur de vitesse et interdistance (ACC), a été proposée par Honda sur le modèle Accord en
2004. Cette assistance avait pour objectif de réduire la charge du conducteur sur les longs trajets
via un couple d’assistance sur la colonne de direction qui représente 80% du couple nécessaire
au braquage, le reste étant toujours fourni par le conducteur. Le concept de fonctionnement de
cette assistance est décrit dans [Iih04], il est représenté sur la Figure 2.10. Une caméra installée
en position frontale, au niveau du rétroviseur intérieur, détecte les marquages latéraux de voie
et positionne le véhicule sur la voie. La trajectoire optimale est ensuite calculée et le couple
de braquage nécessaire pour suivre cette trajectoire est appliqué dans les proportions indiquées
précédemment. L’action finale est réalisée par un moteur électrique monté sur la colonne de
direction.

Fig. 2.10 – Concept LKAS sur Honda Accord [Iih04].

Le principe de partage du contrôle latéral avec le conducteur est visible sur la Figure 2.11.
Le couple exercé par le conducteur sur le volant est mesuré en permanence et s’il indique un
manque d’activité du conducteur, l’assistance est désactivée automatiquement.

Les autres limitations de fonctionnement, valables au Japon, pour ce système concernent la
vitesse longitudinale (entre 65km/h − 100km/h), l’accélération latérale (inférieure à 0.2g, g est
l’accélération gravitationnelle) et le rayon de courbure de la route (supérieur à 230m) [Iih04].

Toyota Lexus

La Toyota Lexus est aujourd’hui au sommet de la technologie automobile. Sa conception
remonte à 1983, quand les ingénieurs de Toyota se sont proposés de réaliser la plus luxueuse
voiture au monde « The best luxury car in the world » [Yam07]. Après plusieurs essais, la
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Fig. 2.11 – Interaction avec le conducteur dans le concept LKAS sur Honda Accord [Iih04].

marque Lexus a été lancée en 1989. En 2007, Toyota a présenté la Lexus LS 460 équipée de neuf
nouveautés absolues dans l’équipement automobile. Parmi celles-ci, citons la boite de vitesse
automatique à huit rapports, un système de sécurité de pré-collision, un système de détection
de vigilance du conducteur, une assistance au braquage d’urgence et un système avancé de
détection d’obstacles. Sept autres nouveautés dans son segment ont de plus été mises en œuvre :
l’assistance au parking automatique, l’assistance au maintien de voie, le rapport de transmission
variable entre l’angle volant et l’angle des roues directrices ainsi que d’autres applications de
pointe (freinage contrôlé électroniquement, suspensions pilotées en fonction de la posture du
véhicule). Après avoir été mise sur le marché au Japon et au Royaume-Uni, elle est maintenant
disponible dans toute l’Europe.

La LS 460 dispose de deux systèmes d’assistance au maintien dans la voie utilisant une caméra
montée au niveau du rétroviseur intérieur [Alk07], [Per07]. Un premier système est plutôt orienté
vers l’avertissement : un avertissement sonore est émis et une brève correction de la trajectoire
est effectuée quand le véhicule s’approche dangereusement des marquages latéraux (LDW). Le
deuxième système facilite le maintien de voie : le système corrige automatiquement la trajectoire
quand le véhicule s’écarte du centre de la voie (LKA).

Volkswagen Passat CC

Volkswagen AG a activement participé à plusieurs projets, européens ou allemand, sur les
véhicules intelligents, dont notamment le projet AKTIV encore en cours. Ceci lui a permis de
proposer cette année une assistance au maintien dans la voie « Lane Assist » sur le véhicule
Passat CC [Vol08]. Cette assistance est réalisée par l’intermédiaire d’une colonne de direction
assistée électrique.

Si le système est activé par le conducteur (voir Figure 2.12 (a), http ://www.volkswagen.de),
l’assistance intervient automatiquement au dessus de 65km/h. Une caméra montée à l’intérieur
du véhicule au niveau du rétroviseur détecte les marquages latéraux et évalue la position du
véhicule, comme présenté sur la Figure 2.12 (b). L’assistance corrige la trajectoire si le véhicule
dérive vers les bords de la voie. Si l’action corrective est jugée insuffisante pour maintenir le
véhicule dans la voie de circulation, ou si la vitesse devient inférieure à 60km/h, l’assistance
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avertit le conducteur par des vibrations dans le volant. Il revient alors au conducteur de corriger
la trajectoire.

L’activation de l’assistance est indiquée sur le tableau de bord par un voyant représenté sur
la Figure 2.12 (c). Le voyant devient vert, une fois que les marquages latéraux sont détectés
par la caméra ; le système est alors opérationnel. Si le véhicule s’écarte de la trajectoire idéale,
l’assistance corrige en douceur la trajectoire. De même, si le conducteur ôte ses mains du volant,
il est alerté par un message sonore et un message écrit l’invite à reprendre la conduite. Le système
se désactive automatiquement, après huit secondes, si le conducteur n’intervient pas.

L’action corrective de l’assistance est facile à contrecarrer par le conducteur. De plus, elle se
désactive si le conducteur sort de la voie après avoir indiqué son intention avec le clignotant.

(a) (b) (c)

Fig. 2.12 – Système d’assistance au maintien de voie développé par Volkswagen AG (a) activa-
tion, (b) détection des marquages latéraux par caméra, (c) voyant d’activation sur le tableau de
bord.

2.4.3 Gains en sécurité des systèmes commercialisés

Les systèmes d’assistance active au guidage latéral ont été introduits très récemment sur le
marché et généralement que sur des véhicules haut de gamme. Les études statistiques sur leur
capacité d’accroître la sécurité routière sont encore du domaine du futur. Toutefois, un autre
système d’aide active à la conduite a connu une diffusion très large et son émergence sur le
marche est maintenant arrivée à la maturité. Il s’agit du système de stabilité dynamique appelé
« Electronic Stability Control », ESC ou encore ESP.

Une étude statistique sur les bénéfices pour la sécurité routière de ce système vient de pa-
raître [NHT07]. La méthode utilisée sera résumée par la suite, car elle pourrait être utilisée pour
les assistances au maintien de voie. Les raisons pour lesquelles l’ESC pourrait accroître la sécu-
rité routière sont l’anticipation des situations de perte de contrôle dynamique du véhicule et la
capacité d’intervenir pendant l’accident pour diminuer ses conséquences.

L’étude [NHT07] a été conduite aux États-Unis sur des données d’accidentologie des années
1997-2004. Les accidents pris en compte ont été scindés en deux groupes selon l’importance du
système ESC : un groupe pour lequel l’équipement du véhicule en ESC n’aurait pas eu d’incidence
sur l’accident et un groupe pour lequel le système ESC aurait pu faire une différence. Le premier
groupe (groupe de réponse) rassemble les cas suivants :

1. Véhicule à l’arrêt, garé, reculant, entrant ou sortant d’un parking avant que l’accident se
produise,

2. Véhicule à moins de 10m/h avant l’accident,

3. Véhicule percuté à l’arrière,
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4. Véhicule non responsable, impliqué dans un accident avec plusieurs véhicules sur une route
mouillée.

Le deuxième groupe (groupe de contrôle) est constitué par :

1. Véhicule seul avec sortie de voie suivi d’une collision avec un obstacle fixe ou tête à queue.

2. Véhicule responsable, impliqué dans un accident avec plusieurs véhicules sur une route
mouillée.

3. Collision avec piétons, cyclistes ou animaux.

Les auteurs de [NHT07] ont tenté de faire une comparaison en partant de mêmes types de
véhicules, d’une part équipés avec ESC et d’autre part non-équipés avec ESC. Comme ceci n’était
pas possible, ils ont retenu trois solutions :

1. Considérer les mêmes types de véhicule présents dans les groupes avec et sans ESC. À titre
d’exemple, mentionnons la Toyota Accura, non-équipée entre 1997 et 1999 et équipée entre
2000 et 2004, la BMW 740I, non-équipée en 1997 et équipée entre 1998 et 2001 ainsi que
la Chevrolet Corvette, non-équipée en 1997 et équipée entre 2001 et 2004.

2. Prendre en compte des modèles similaires comme l’Audi A4 (1.8l), non-équipée en 2000 et
équipée entre 2002 et 2004.

3. Prendre en compte des modèles d’un même constructeur qui, à partir d’un certain moment,
a équipé l’ensemble de sa gamme avec ESC : Mercedes-Benz a standardisé l’équipement
ESC en 2000.

Tab. 2.1 – Tableau d’analyse de l’efficacité du système ESC [NHT07].

Relevance Véhicules Véhicules Total
de l’accident équipés avec ESC non-équipés avec ESC

Groupe de contrôle a b a+b
Groupe de réponse c d c+d

Total a+c b+d a+b+c+d=N

Les classifications ci-dessous ont été résumées dans le Tableau 2.1. Pour analyser du point de
vue statistique si l’équipement en ESC est efficace, l’hypothèse nulle a été considérée et testée
que le rapport d/c et le même que le rapport b/a. Pour calculer l’efficacité du système ESC,
les rapports des accidents du groupe de réponse sur les accidents du groupe de contrôle ont été
d’abord calculés pour les véhicules équipés et non-équipés. Le pourcentage de réduction entre le
rapport pour les véhicules équipés et le rapport pour les véhicules non-équipés a été calculé par
la suite :

Efficacité(%) = {1 − (d/c)

(b/a)
} × 100. (2.1)

La significance statistique de l’efficacité a été testée par une statistique du χ2.
Les résultats de cette étude ont mis en évidence que les systèmes ESC sont extrêmement

efficaces dans la réduction du nombre d’accidents. À titre d’exemple, les accidents mortels des
voitures particulières impliquant un seul véhicule peuvent être réduits de 36% et les accidents
non-mortels de 26%. De même, les accidents mortels par sortie de voie seraient diminués de 36%
par l’utilisation de l’ESC et les accidents non-mortels de 45% pour les voitures particulières.
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2.5 Conclusion

Les systèmes intelligents de transport apparus à la fin des années 60 ont pris de l’envergure
au début des années ’80 avec le lancement de grands projets comme PROMETHEUS en Europe,
PATH aux États-Unis et ASV au Japon. Une vision à long terme a d’abord été privilégiée
avec la volonté d’assurer des meilleurs flux de circulation. Le véhicule autonome et l’autoroute
automatisée ont suscité notamment, jusqu’aux années 95, énormément d’intérêt et des efforts de
recherche soutenus. Un changement de cap radical a été opéré à la même époque pour passer de
l’infrastructure intelligente vers un véhicule intelligent et plus autonome. Le concept de véhicule
robotisé a progressivement évolué vers le véhicule assisté avec une volonté d’applications à court
terme.

Le véhicule s’est enrichi en conséquence de plusieurs applications destinées à accroître la
sécurité routière : le système ABS s’est généralisé à la fin des années 80, le premier ACC est
introduit en 1995 au Japon et équipe, en option, plusieurs modèles commercialisés. Le système
ESP-ESC a commencé à être commercialisé en 1997 et est devenu une option courante sur tous les
modèles. Les années 2000 ont vu le franchissement d’un cap : les premiers systèmes d’assistance
active au contrôle latéral du véhicule avec positionnement par rapport à la voie de circulation, ont
été introduits au Japon. Pour ce type d’assistance, l’interaction avec le conducteur est gérée soit
par un contrôle permanent faible, qui interfère au minimum avec celui-ci, soit par une surveillance
de l’état de vigilance du conducteur. Toutefois, l’exigence fondamentale de ces systèmes est d’agir
en partage avec le conducteur tout en lui laissant l’entière responsabilité de la tâche de conduite.

Les systèmes d’aide au maintien de voie s’activent soit lorsque le véhicule est encore proche
de l’axe de la voie - ils maintiennent alors cette position (contrôle latéral en boucle fermée) -
soit quand le véhicule est en train de sortir de la voie, ils fournissent alors une correction brève
(contrôle latéral en boucle ouverte). Une assistance qui s’active loin du centre de la voie, qui
laisse plus de liberté de manœuvre au conducteur et qui évite ensuite la sortie de voie tout en
maintenant le véhicule sur l’axe de celle-là (contrôle latéral en boucle fermée) n’est pas encore
disponible sur le marché. Elle représenterait une combinaison des systèmes d’avertissement actif
et des systèmes de maintien au centre de la voie déjà présents sur le marché automobile japonais
et qui émergent aujourd’hui en Europe.

Le déploiement futur de ces systèmes, comme option ou équipement standard sur les véhicules,
pourra répondre aux trois questions encore ouvertes :

1. Quel sera le gain sur la sécurité routière grâce à l’émergence des assistances au contrôle
latéral de véhicule ?

2. Quelle sera l’acceptabilité des conducteurs vis à vis de ces systèmes et comment influeront-
ils sur leur comportement ?

3. Quels bénéfices complémentaires de tels systèmes apporteront-ils en termes de mobilité des
personnes, d’écologie et d’environnement, de gains économiques et de marchés ?
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Définition 3.0.1 (Système dynamique continu) Un système dynamique continu est carac-
térisé par une équation différentielle

{

ẋ(t) = f(x(t), v(t)),
y(t) = g(x(t), v(t)), t ∈ T ⊂ R+.

(3.1)

où x ∈ Rn représente le vecteur des variables d’état, v(t) ∈ Rr représente le vecteur des entrées
du système et f : Rn+r → Rn est un champ de vecteurs continus. y ∈ Rk décrit le vecteur
des sorties du système et g : Rn+r → Rk est un champ de vecteurs continus. Le vecteur v(t)
est équivalent à v(t) = [uT (t), wT (t)]T , où u(t) ∈ Rm et w(t) ∈ Rp, m + p = r. Le vecteur
u(t) représente les entrées de commande. En fonction du problème à modéliser, le vecteur w(t)
peut représenter soit une perturbation, soit une entrée de référence, soit un bruit qui affecte le
système.

Définition 3.0.2 (Trajectoire du système dynamique continu) Une trajectoire du système
dynamique continu (3.1) est une fonction continue ξx : T → Rn, telle que ξx est une solution de
l’équation (3.1) pour la condition initiale x(t0) = x0 et pour v(t) ∈ Rr connu.

La fonction f est supposée à vérifier la condition de Lipschitz en x et v, pour tout x ∈ Rn et
tout v ∈ Rr, ce qui garantit, pour chaque condition initiale x0, l’existence d’une solution unique
globale du système (3.1). On dit alors que le système dynamique (3.1) est déterministe dans le
sens où pour un état initial en x0 et une entrée connue v(t), il génère une trajectoire unique.

La plupart des systèmes considérés dans le cadre de cette thèse sont des systèmes dynamiques
linéaires continus.

Définition 3.0.3 (Système dynamique linéaire continu) Un système dynamique linéaire con-
tinu est un système dynamique de la forme :

{

ẋ(t) = A(t)x(t) + Bu(t)u(t) + Bw(t)w(t)
y(t) = C(t)x(t) + Du(t)u(t) + Dw(t)w(t), t ∈ T ⊂ R+,

(3.2)

où A(t) ∈ Rn×n est la matrice de la dynamique du système, Bu(t) ∈ Rn×m est la matrice de
commande, Bw(t) ∈ Rn×p est la matrice de perturbation ou de référence, y(t) ∈ Rk est le vecteur
des mesures, C(t) ∈ Rk×n est la matrice d’observation et Du(t) ∈ Rk×m et Dw(t) ∈ Rk×p sont
des matrices de transfert des entrées de commande et de perturbation vers les sorties.

Si les matrices A(t), Bu(t), Bw(t), C(t), Du(t) et Dw(t) sont constantes, elles seront notées par
A, Bu, Bw, C, Du et Dw, et nous parlons alors d’un système linéaire invariant dans le temps :

{

ẋ = Ax + Buu + Bww
y = Cx + Duu + Dww, t ∈ R+.

(3.3)

Pour alléger les notations, les vecteurs x(t), u(t), y(t) et w(t) seront notés par la suite x, u, y et
w, sans pour autant induire une constance temporelle, sauf indication contraire.

3.1 Les inégalités matricielles linéaires et bilinéaires

Synthétiser une loi de commande consiste à trouver des entrées u qui satisfont au mieux le
cahier des charges. Ce dernier peut imposer aussi bien des objectifs à atteindre (poursuite asymp-
totique de la référence), que des contraintes à vérifier pendant le processus de régulation (temps
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de réponse maximal ou commande de l’actionneur en deçà d’une saturation). En conséquence,
les problèmes d’optimisation sous contraintes sont apparus naturellement dans la théorie de la
commande.

D’un point de vue mathématique, il apparaît que de nombreuses contraintes peuvent être
exprimées par des inégalités linéaires matricielles (LMI). Leur origine remonte à l’inégalité de
Lyapunov AT P + PA ¹ 0 introduite dans les années 1890, qui établit la stabilité des systèmes
continus linéaires. Dans un premier temps résolues de manière analytique pour les systèmes
d’ordre faible, les équations matricielles linéaires seront utilisées en automatique par Lur’e, Ya-
kubovich, Popov et Kalman dans les années soixante. Ensuite, une fois le « Lemme Borné Réel »
établi [Boy94], les solutions ont été trouvées par des méthodes graphiques.

Ce n’est que vers la fin des années 1960 que la résolution d’une classe de LMI s’est avérée
théoriquement possible. Elles étaient résolues par les équations algébriques de Ricatti. Dans les
années 1980, [Pya82] fait l’observation que les problèmes d’optimisation avec contraintes LMI
peuvent être formulés sous la forme de problèmes d’optimisation convexe et donc résolus par des
algorithmes numériques de faible complexité, voire polynômiaux.

Le fait de reconnaître ou de formuler un problème d’optimisation comme convexe présente de
grands avantages. L’avantage fondamental est que si une fonction convexe est minimisée sur un
ensemble de contraintes convexes, chaque optimum local trouvé est en fait l’optimum global. De
plus, pour trouver la solution, il existe des algorithmes de faible complexité (par exemple la mé-
thode de l’ellipsoïde [Nem83] ou les méthodes du point intérieur [Nes94]) qui sont de complexité
polynomiale pour des problèmes standards. Leur convergence pour approcher la solution est
prouvée mathématiquement quelle que soit la précision souhaitée. La formulation du problème
sous la forme d’une optimisation convexe permet également d’exprimer son problème dual. Ceci
apporte également des interprétations supplémentaires et facilite la résolution numérique.

Les sections suivantes introduisent brièvement les principales notions de convexité. Par la
suite, nous présenterons la définition d’un problème d’optimisation convexe sous contraintes LMI.
Les problèmes d’optimisation BMI (« Bilinear Matrix Inequalities ») représentent une extension
non-convexe des problèmes LMI. Cette extension est nécessaire dans la théorie du contrôle pour
exprimer une gamme plus large de problèmes d’optimisation, problèmes qui ne sont plus linéaires,
mais bilinéaires.

3.1.1 Ensemble convexe, fonction convexe et problème d’optimisation convexe

La plupart des définitions introduites dans cette section sont reprises de [Boy06] avec des
compléments de [Bla08]. Si d’autres sources sont utilisées, elles seront mentionnées au cours
du document. Par ailleurs, nous avons modifié les notations de [Boy06] et de [Bla08] pour les
harmoniser avec nos propres notations.

Ensemble convexe

Définition 3.1.1 (Ensemble convexe) Un ensemble A est dit convexe si pour tous points
v1 ∈ A et v2 ∈ A la condition suivante est vérifiée :

v , γv1 + (1 − γ)v2 ∈ A, ∀ γ ∈ [0, 1]. (3.4)

Cette définition des ensembles convexes signifie que le segment de droite qui réunit deux
points intérieurs de l’ensemble appartient à cet ensemble (voir Figure 3.1 (a)). Une autre propriété
importante des ensembles convexes est que leur intersection est aussi un ensemble convexe.
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(a) (b)

Fig. 3.1 – (a) Ensemble convexe. (b) Enveloppe convexe.

Propriété 3.1.1 (Intersection des ensembles convexes) La convexité est préservée par l’in-
tersection : étant donnés A1 et A2 deux ensembles convexes, A1∩A2 est également convexe. Cette
propriété peut être étendue pour un nombre infini d’ensembles convexes.

Définition 3.1.2 (Enveloppe convexe) L’enveloppe convexe d’un ensemble A, notée convA,
est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments de A :

convA , {γ1v1 + γ2v2 + . . . + γqvq : vi ∈ A, γi ≥ 0, i = 1, . . . , q, γ1 + γ2 + . . . + γq = 1}. (3.5)

Sur la Figure 3.1 (b) est représentée l’enveloppe convexe de l’ensemble A = A1 ∪A2. L’enve-
loppe convexe d’un ensemble est toujours un ensemble convexe. De plus, convA est le plus petit
ensemble convexe contenant A.

Propriété 3.1.2 Si A1 est un ensemble convexe qui contient A2, alors convA2 ⊂ A1.

Contraintes sur les variables d’état : hyperplan et ellipsoïde

Dans cette section nous allons introduire les définitions et quelques propriétés des ensembles
convexes les plus utilisés dans la théorie du contrôle : l’hyperplan et l’ellipsoïde.

Parce que les propriétés des systèmes dynamiques sont rarement valables sur l’espace d’état
entier, il est nécessaire de délimiter des régions d’intérêt. Les ensembles convexes représentent
une solution très attractive du point de vue du calcul analytique et numérique pour réaliser cette
délimitation. L’hyperplan et ses dérivés (polyèdre, hypercube, polytope) permettent de formali-
ser des contraintes linéaires sur l’espace d’état. L’ellipsoïde offre en complément une approche
quadratique.

Définition 3.1.3 (Hyperplan) Un hyperplan est un ensemble tel que :

H(F, c) , {x ∈ R
n : Fx = c}, (3.6)

où F ∈ R1×n et c ∈ R.

Sans perte de généralité, on peut considérer que c = 1. Dans ce cas, une représentation
alternative pour l’hyperplan est donnée par :

H(F ) , {x ∈ R
n : Fx = 1}, (3.7)
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où H(F,1) est une notation réduite de H(F ).
L’interprétation analytique de l’hyperplan est donnée par la solution de l’équation linéaire

Fx = c. D’un point de vue géométrique, l’hyperplan est caractérisé par un vecteur normal F T

et par un décalage par rapport à l’origine c (voir Figure 3.2 (a) ).
Un hyperplan partage l’espace d’états en deux sous-espaces (voir Figure 3.2 (a) ).

Définition 3.1.4 (Sous-espace fermé) Un sous-espace fermé est un ensemble défini par

L(F, c) , {x ∈ R
n : Fx ≤ c}, (3.8)

où F ∈ R1×n et c ∈ R.

(a) (b)

Fig. 3.2 – (a) Hyperplan et les sous-espaces fermés définis dans R2. (b) Polytope dans R2.

Un ensemble polyédrique, appelé aussi polyèdre, est obtenu par l’intersection de plusieurs
sous-espaces fermés.

Définition 3.1.5 (Polyèdre) Un polyèdre est un ensemble défini par

L(F, C) , {x ∈ R
n : Fx ≤ C}, (3.9)

où F ∈ Rq×n et C ∈ Rq.

Lorsqu’en particulier les coordonnées du vecteur C sont toutes unitaires, une représentation
alternative pour le polyèdre est donnée par :

L(F ) , {x ∈ R
n : Fx ≤ 1}. (3.10)

La notation L(F,1) a été allégée et réduite à L(F ).
L’ensemble polyédrique L(F, C) contient l’origine comme point intérieur si et seulement si

C > 0. Un ensemble polyédrique symétrique par rapport à l’origine est représenté par

L(F,C) , {x ∈ R
n : −C ≤ Fx ≤ C}, C > 0, ou (3.11)

L(F ) , {x ∈ R
n : −1 ≤ Fx ≤ 1}. (3.12)

Nous remarquons que les ensembles polyédriques peuvent être infinis, comme c’est le cas
pour l’espace entre deux hyperplans parallèles, ou finis, comme l’intérieur d’un rectangle. Les
polyèdres finis sont connus sous l’appellation de polytopes (voir Figure 3.2 (b)).
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Définition 3.1.6 (Polytope) Un ensemble polyédrique fini est appelé polytope. Une des repré-
sentations du polytope est la suivante

P(Sommets) , {x ∈ R
n : x =

g
∑

i=1

viγi,

g
∑

i=1

γi = 1, γi ≥ 0, i = 1, . . . , g.}, (3.13)

où vi ∈ Rn, i = 1, . . . , g sont les points d’intersection des hyperplans délimitant le polyèdre fini.
La matrice Sommets = [v1, . . . , vg] contient sur ses colonnes les vecteurs des angles du polytope.

Avant de définir l’ellipsoïde, nous présentons une propriété des matrices particulièrement
importante dans notre contexte : la définition positive/négative d’une matrice.

Définition 3.1.7 (Matrice définie positive) Considérons une matrice A ∈ Rn×n. Cette ma-
trice est définie positive et notée A ≻ 0 si vT Av > 0 pour tous v ∈ Rn. Si l’inégalité n’est pas
stricte (vT Av ≥ 0) la matrice est semi-définie positive et notée A º 0.

La matrice A ∈ Rn×n est définie négative si −A est définie positive. La matrice A ∈ Rn×n

est semi-définie négative si −A est semi-définie positive.

Définition 3.1.8 (Ellipsoïde) Considérons un vecteur v ∈ Rn et une matrice P ∈ Rn×n,
symétrique (P = P T ) et définie positive. Un ensemble ellipsoïdal ou ellipsoïde, de centre v ∈ Rn,
est défini par :

ε(P, v) , {x ∈ R
n : (x − v)T P (x − v) ≤ 1}. (3.14)

Pour alléger les notations, un ellipsoïde centré à l’origine sera noté par ε(P ) :

ε(P ) , {x ∈ R
n : xT Px ≤ 1}. (3.15)

Pour caractériser un ellipsoïde du point de vue géométrique, il faut regarder les valeurs
propres de la matrice Q = P−1. Les racines carrées des valeurs propres de la matrice Q,

√
λi,

i = 1, . . . , n, sont les longueurs des demi-axes de l’ellipsoïde ε(P, v) (voir Figure 3.3 (a)). Les
vecteurs propres de la matrice Q, vi, i = 1, . . . , n, donnent les orientations des demi-axes. Le
volume d’un ellipsoïde ε(P, v) est :

vol(ε(P, v)) = vol(Shn)det(Q) = vol(Shn)
n

∏

i=1

λi, (3.16)

où vol(Shn) est le volume de la sphère de rayon unité en Rn.
Nous remarquons que pour réduire/agrandir la taille d’un ellipsoïde nous pouvons agir sur :

1. la plus grande/la plus petite des valeurs propres de la matrice Q,

2. le déterminant de la matrice Q,

3. la trace trace(Q) =
∑n

i=1 λi.

Pour montrer les propriétés d’une loi de commande décrite dans la Section 3.5 , nous devons
introduire le théorème suivant :

Théorème 3.1.1 [Fir64] Si P1 ∈ Rn×n, P1 = P T
1 et P2 ∈ Rn×n, P2 = P T

2 sont deux matrices
définies positives, l’inégalité suivante est satisfaite pour tout γ ∈ R, 0 ≤ γ ≤ 1 :

(1 − γ)P1 + γP2 º [(1 − γ)P−1
1 + γP−1

2 ]−1. (3.17)

Cette inégalité signifie aussi que

ε([(1 − γ)P1 + γP2]) ⊆ ε([(1 − γ)P−1
1 + γP−1

2 ]−1). (3.18)
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(a) (b)

Fig. 3.3 – (a) Ellipsoïde dans R2. (b) Hyperplan tangent à un ellipsoïde dans R2.

Dans le contexte de cette thèse une autre définition tout aussi importante est la définition de
la distance entre un hyperplan et un ellipsoïde. Cette distance permet de discerner qu’elle est la
relation entre un polyèdre et un ellipsoïde : intersection, inclusion ou disjonction.

Définition 3.1.9 (Distance d’un ellipsoïde à un hyperplan) [Kur06] Considérons un el-
lipsoïde ε(P, v) et un hyperplan H(F, C) dans Rn. La distance algébrique de l’ellipsoïde ε(P, v) à
l’hyperplan H(F, c) est définie par :

dist(ε(P, v),H(F, c)) =
|c − Fv| −

√
FP−1F T

FF T
. (3.19)

Si dist(ε(P, v),H(F, c)) > 0, l’ellipsoïde ε(P, v) et l’hyperplan H(F, c) n’ont aucun point com-
mun. Si dist(ε(P, v),H(F, c)) < 0, l’ellipsoïde ε(P, v) et l’hyperplan H(F, c) se croisent. Leur
intersection est un ellipsoïde. Si dist(ε(P, v),H(F, c)) = 0, l’hyperplan H(F, c) est tangent à
l’ellipsoïde ε(P, v).

Précisons que pour un ellipsoïde ε(P ) centré à l’origine et pour un hyperplan H(F ) avec
c = 1, la relation (3.19) devient :

dist(ε(P ),H(F )) =
1 −

√
FP−1F T

FF T
. (3.20)

Si dist(ε(P ),H(F )) = 0 (voir Figure 3.3 (b)), le point tangent de l’hyperplan et de l’ellipsoïde
est décrit par [Hu01] :

x∗ = P−1F T . (3.21)

Fonction convexe

Définition 3.1.10 (Fonction convexe) Une fonction h : Dh → Ch, Dh ⊂ Rn et Ch ⊂ R, est
dite convexe si Dh est un ensemble convexe et si pour tous v1 ∈ Dh, v2 ∈ Dh et γ ∈ R, 0 ≤ γ ≤ 1
la condition suivante est vérifiée :

h(γv1 + (1 − γ)v2) ≤ γh(v1) + (1 − γ)h(v2). (3.22)
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(a) (b)

Fig. 3.4 – (a) Fonction convexe. (b) Condition du premier ordre pour la convexité.

D’un point de vue géométrique, l’équation (3.22) signifie que chaque segment de droite reliant
les deux points de coordonnées (v1; h(v1)) et (v2; h(v2)) est au-dessus du graphe de la fonction h
sur le domaine [v1, v2] (voir Figure 3.4 (a)).

Définition 3.1.11 (Fonction affine) Une fonction h : Dh → Ch, Dh ⊂ Rn et Ch ⊂ R, est
affine si pour tous v1 ∈ Dh, v2 ∈ Dh et γ ∈ R la condition suivante est vérifiée :

h(γv1 + (1 − γ)v2) = γh(v1) + (1 − γ)h(v2). (3.23)

Remarque 3.1.1 (Convexité des fonctions affines) L’équation (3.22) est toujours vérifiée
pour des fonctions affines. Ces fonctions (dont une partie sont des fonctions linéaires) sont en
conséquence des fonctions convexes.

Théorème 3.1.2 (Condition de premier ordre pour la convexité) Considérons la fonc-
tion h : Dh → Ch, Dh ⊂ Rn et Ch ⊂ R, différentiable. La fonction h est convexe si et seulement
si l’ensemble Dh est convexe et si la condition suivante est vérifiée pour tous v1 ∈ Dh, v ∈ Dh :

h(v) ≥ h(v1) + ∇h(v1)
T (v − v1). (3.24)

L’interprétation géométrique du Théorème 3.1.2 est donnée sur la Figure 3.4 (b). Chaque
hyperplan tangent à une fonction convexe sépare l’espace en deux sous-espaces, l’un des deux
contenant toutes les valeurs de la fonction.

Définition 3.1.12 (Courbe de niveau) Étant donnée la fonction convexe h : Dh → Ch, Dh ⊂
Rn et Ch ⊂ R, une courbe de niveau S(α) est un ensemble défini par :

S(α) , {x ∈ Dh : h(x) ≤ α}. (3.25)

Toutes les courbes de niveau d’une fonction convexe sont convexes pour toutes les valeurs
de α ∈ R. Nous remarquons qu’une courbe de niveau d’une fonction quadratique h : Rn → R,
h(x) = xT Px, P = P T ∈ Rn×n, P ≻ 0, définit un ellipsoïde ε( 1

α
P ) pour tout α > 0 :

ε(
1

α
P ) = {x ∈ R

n : xT (
1

α
P )x ≤ 1}. (3.26)

Problème d’optimisation convexe

Après avoir introduit les définitions d’un ensemble convexe et d’une fonction convexe, nous
allons présenter le problème d’optimisation convexe.
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Définition 3.1.13 (Problème d’optimisation convexe) Considérons la fonction h : Rn →
R. La formulation

minimiser h(x)
contraint par f i(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m,

gj(x) = 0, j = 1, . . . , p,
(3.27)

signifie qu’il faut rechercher l’argument x qui minimise la fonction h(x) parmi tous les x satis-
faisant les contraintes (3.27). x ∈ Rn est appelé la variable d’optimisation. f(x) et g(x) sont les
fonctions de coût. Les fonctions f i : Rn → R décrivent les contraintes d’inégalité et gj : Rn → R

décrivent les contraintes d’égalité. Si toutes les fonctions h, f i, i = 1, . . . , m, et gj, j = 1, . . . , p,
sont convexes, le problème formulé ci-dessus est un problème d’optimisation convexe.

Grâce à la propriété de convexité des courbes de niveau, propriété valable pour les fonctions
convexes, l’ensemble des contraintes défini par

{x ∈ R
n : f i(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, gj(x) = 0, j = 1, . . . , p} (3.28)

est un ensemble convexe. Nous minimisons alors une fonction convexe sur un ensemble convexe.
Résoudre un problème d’optimisation convexe suppose que l’intersection de toutes les con-

traintes exprimées en (3.27) soit non-vide. Un problème de faisabilité est défini par la recherche
d’un point satisfaisant ces contraintes.

Définition 3.1.14 (Problème de faisabilité) La formulation

trouver x
contraint par f i(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m,

gj(x) = 0, j = 1, . . . , p,
(3.29)

signifie la recherche d’au moins un x qui satisfait les contraintes (3.29). Si ce problème admet au
moins une solution, il est faisable. Dans ce cas, l’ensemble faisable est l’ensemble des solutions
au problème (3.29).

Une propriété très puissante des problèmes d’optimisation convexe est qu’ils n’ont pas de mi-
nimum local, qui pourrait bloquer la recherche du minimum global sur l’ensemble des contraintes.
S’il y a une solution, alors soit elle est unique, soit elle fait partie d’un ensemble convexe de valeurs
donnant la même valeur pour la fonction de coût.

Propriété 3.1.3 (Solution d’un problème d’optimisation convexe) Chaque solution loca-
le d’un problème d’optimisation convexe est aussi globale.

Nous allons introduire un exemple pour résoudre de manière analytique un problème d’op-
timisation convexe. Cet exemple revient à calculer le point tangent entre un hyperplan et un
ellipsoïde (voir équation (3.19)).

Enoncé exemple 3.1.1 (Hyperplan tangent à un ellipsoïde) Il s’agit de connaître la va-
leur maximale d’une fonction linéaire h : Rn → R, h(x) = vT x, v ∈ Rn sur un ellipsoïde ε(P ).
Ceci revient à minimiser son opposé :

minimiser −vT x
contraint par xT Px ≤ 1.

(3.30)

Développement exemple 3.1.1 (Hyperplan tangent à un ellipsoïde)
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1. Nous commençons par résoudre un sous-problème énoncé de la manière suivante :

minimiser −h(x) = −vT x
contraint par xT Px = c, c ∈ (0, 1], fixé.

(3.31)

Montrerons ensuite que le maximum s’obtient pour c = 1.

2. La solution du problème d’optimisation convexe (3.31) est :

hc(x
∗) =

√
cvT P−1v. (3.32)

Preuve 3.1.1 Nous utilisons la méthode des multiplicateurs de Lagrange à travers la fonc-
tion Φ : Rn → R, Φ(x, λ) = −vT x+λ(xT Px−c). Nous appliquons la condition d’annulation
de la dérivée de la fonction Φ aux points extrêmes :

{

∂Φ(x,λ)
∂x

= 0
∂Φ(x,λ)

∂λ
= 0

⇔
{

−v + 2λPx = 0
xT Px − c = 0.

⇔

{

x∗ = (2λ)−1P−1v

λ∗ =
√

vT P−1v(
√

4c)−1 ⇔
{

x∗ = (
√

vT P−1v)−1√cP−1v

λ∗ =
√

vT P−1v(
√

4c)−1
(3.33)

Par conséquent, la valeur de la fonction hc(x) pour la valeur extrême trouvée x∗ est :

hc(x
∗) = vT x∗ =

√
cvT P−1v. (3.34)

3. Puisque la fonction hc(x
∗) est croissante en c, le maximum pour c ∈ (0, 1] s’obtient alors

pour c = 1 :

h(x∗) =
√

vT P−1v. (3.35)

Un usage possible du résultat exposé dans cet exemple est de calculer les valeurs maximales
d’un ellipsoïde ε(P ) sur des axes, par exemple pour vT = [1, 0, . . . , 0]T . La fonction de coût
devient h(x) = x1 (x1 dénote le premier élément du vecteur x) et le problème de la valeur
maximale est décrit par :

minimiser −x1

contraint par xT Px ≤ 1.
(3.36)

La solution s’obtient comme suit :

x∗
1 =

√

[1, 0, . . . , 0]P−1[1, 0, . . . , 0]T =
√

q11, où Q = P−1. (3.37)

Nous remarquons que pour les autres axes le résultat est x∗
i =

√
qii, pour i = 1, . . . , n.

Dans l’exemple traité ci-dessus nous avons abouti à une solution analytique du problème
d’optimisation convexe. Pour beaucoup d’applications cela n’est pas nécessaire ou bien n’est
pas possible, une solution numérique étant suffisante. Par la suite, nous exposerons un sous-
ensemble des problèmes d’optimisation convexe, sous-ensemble caractérisé par des contraintes
matricielles linéaires. Pour ce sous-ensemble, des algorithmes puissants de calcul de la solution
ont été développés.

60



3.1. Les inégalités matricielles linéaires et bilinéaires

3.1.2 Problème d’optimisation convexe sous contraintes LMI

La formulation de contraintes pour des systèmes dynamiques linéaires conduit aux inégalités
qui dépendent des matrices : A, Bu, Bw, C. Le cas fondamental provient de la description de
la stabilité des systèmes dynamiques au sens de Lyapunov, cas qui sera repris en détail dans la
Section 3.3. Mise à part la contrainte de stabilité, d’autres contraintes sur les entrées ou sur les
états des systèmes dynamiques (3.2) peuvent être également exprimées en fonction des matrices.
Par exemple, une contrainte de

√
c sur la valeur maximale des entrées est décrite par :

vT
Inv ≤ c, (3.38)

où In dénote la matrice identité dans Rn×n.
Parmi les contraintes qui incluent des matrices, les contraintes matricielles linéaires présentent

un très fort avantage : elles sont convexes. Grâce à cette propriété, de nombreux problèmes de
contrôle avec des contraintes matricielles et avec des fonctions de coût convexes peuvent être
résolus comme des problèmes d’optimisation convexe. De plus, la linéarité facilite la tâche de
résolution.

Cette section contient la définition des inégalités matricielles linéaires ainsi que des lemmes
importants et quelques propriétés les caractérisant. Nous définirons le problème d’optimisation
convexe sous contraintes LMI, à partir du problème d’optimisation convexe. Les définitions et
les notions exposées dans cette section se retrouvent pour la plupart dans [Boy94]. Les autres
sources utilisées seront citées tout au long de la section.

Définition 3.1.15 (Inégalité matricielle affine stricte (LMI)) Une contrainte LMI est une
contrainte d’Inégalité Matricielle Affine de la forme :

F (l) , F0 +
m

∑

i=1

liFi ≻ 0, où (3.39)

– l = (l1, l2, · · · , lm)T ∈ Rm est le vecteur des variables appelées de décision,
– F0, F1,. . . , Fm ∈ Rn×n sont des matrices symétriques Fj = F T

j , j = 0, . . . ,m.

Une inégalité matricielle affine non-stricte s’obtient en remplaçant l’inégalité matricielle (3.39)
par F (l) º 0. Une contrainte LMI est convexe en l. Autrement dit, l’ensemble

{l ∈ R
m : F (l) ≻ 0} (3.40)

est un ensemble convexe.
Un ensemble de plusieurs LMI F 1(l), F 2(l), . . . , F g(l) peut être exprimé comme étant une

seule LMI, formée par une matrice diagonale avec les contraintes LMI sur la diagonale principale
et des éléments nuls pour le reste de la matrice :











F 1(l) 0 . . . 0
0 F 2(l) . . . 0
...

. . .
...

0 0 0 F g(l)











≻ 0. (3.41)

Les variables de décision des contraintes LMI peuvent ainsi être exprimées sous une forme
matricielle. Prenons comme exemple l’inégalité matricielle de Lyapunov AT P + PA ≺ 0, qui
a comme inconnue la matrice P = P T . La matrice P ∈ Rn×n est un élément d’un espace des
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matrices, dont une des bases est {P 1, P 2, . . . , P g}, g = n(n + 1)/2 et P j = (P j)T pour j =
1, . . . , g. La matrice P s’écrit alors comme une combinaison linéaire : P = l0P

0+l1P
1+. . .+lgP

g,
où P 0 = 0.

Les problèmes d’optimisation convexe sous contraintes LMI sont alors de la forme suivante :

Définition 3.1.16 (Problème d’optimisation convexe sous contraintes LMI)
Considérons la fonction h : Rm → R convexe. La formulation

minimiser h(l)
contraint par F0 +

∑m
i=1 liFi ≻ 0,

(3.42)

représente un problème d’optimisation convexe sous contraintes LMI.

Nous introduirons dans les paragraphes suivants un lemme et des méthodes qui facilitent
l’écriture des inégalités matricielles sous forme de LMI.

Le lemme de Schur permet de transformer des inégalités matricielles non-linéaires en inégalités
matricielles linéaires.

Lemme 3.1.1 (Lemme de Schur) La contrainte LMI
(

Q(l) S(l)
S(l)T R(l)

)

º 0 (3.43)

où Q(l) = Q(l)T , R(l) = R(l)T et S(l) est affine en l, est équivalente à

R(l) ≻ 0, Q(l) − S(l)R(l)−1S(l)T ≻ 0. (3.44)

Afin de tester la faisabilité des contraintes quadratiques convexes, il est possible de résoudre
des problèmes d’intersection de ce type d’ensemble comme des problèmes de faisabilité sous
contraintes LMI. Pour exprimer les contraintes quadratiques sous forme de LMI, la S-procédure
est utilisée.

Lemme 3.1.2 (S-procédure) Considérons des fonctions quadratiques h(x)0, h(x)1, . . . h(x)g,
hi(x) : Rn → R telles que

hi(x) , xT P ix + 2(vi)T x + ci, i = 0, . . . , g, P i ∈ R
n×n, P i = (P i)T , vi ∈ R

n, ci ∈ R. (3.45)

S’il existe τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0, . . . , τg ≥ 0 tels que

h0(x) −
p

∑

i=1

τih
i(x) ≥ 0, ∀x ∈ R

n, alors (3.46)

h0(x) ≥ 0 ∀x tel que hi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , g. (3.47)

Il existe des cas pour lesquels les inégalités matricielles ne sont pas linéaires, mais bilinéaires,
comme dans l’exemple qui suit. Dans certains cas il est possible toutefois d’effectuer un change-
ment de variable matricielle pour restaurer la linéarité.

Enoncé exemple 3.1.2 (Changement de variable matricielle) Considérons les contraintes
suivantes :

{

P ≻ 0
(A + BK)T P + P (A + BK) ≺ 0,

(3.48)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, K ∈ Rm×n, P ∈ Rn×n et P , K sont des variables de décision
matricielles. Ce problème décrit la recherche d’une loi de commande par retour d’état linéaire. Il
peut être transformé en une contrainte LMI.
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Développement exemple 3.1.2 (Changement de variable matricielle)

1. Pour cet exemple nous pouvons retrouver une inégalité matricielle linéaire en faisant un
changement de variable z = P−1x, ce qui conduit à :

{

P−1 ≻ 0
AP−1 + P−1AT + P−1KT BT + BKP−1 ≺ 0,

(3.49)

2. Les inégalités matricielles obtenues ne sont pas linéaires, mais elles peuvent être transfor-
mées en LMI en posant Q = P−1 ∈ Rn×n et Y = KP−1 ∈ Rm×n :

{

Q ≻ 0
AQ + QAT + Y T BT + BY ≺ 0,

(3.50)

3. Ce changement de variable est possible car la fonction qui relie (P, K) à (Q,Y ) est bijective.

La méthode que nous avons exposée dans l’exemple précédent n’est pas toujours possible.
Puisque beaucoup de problèmes de contrôle peuvent être exprimés sous la forme d’inégalités
matricielles bilinéaires et non linéarisables, des méthodes spécifiques pour celles-ci ont été déve-
loppées. Un bref aperçu en est donné dans la section suivante.

3.1.3 Problème d’optimisation sous contraintes BMI

Contrairement aux problèmes LMI, les problèmes de type BMI sont des problèmes difficiles
à résoudre, car ils sont d’une manière générale non convexes. Par conséquent, le développement
d’algorithmes de résolution pour les problèmes BMI a tardé, même si des méthodes de résolution
ont été proposées, comme par exemple [Ber97]. L’intérêt pour ce domaine est toujours grandis-
sant. Récemment, un premier solveur pour le problème BMI, nommé PENBMI, a été publié.
Ce solveur repose sur la méthode de Lagrange augmentée et sur des fonctions de pénalisation
[Koc03]. La convergence vers un minimum local qui garantit la condition d’optimalité de premier
ordre est assurée [Sti05].

Nous donnons ci-dessous la définition d’un problème BMI.

Définition 3.1.17 (Problème d’optimisation BMI) La formulation

minimiser vT x
contraint par F0 +

∑m
i=1 liFi +

∑q
j=1 pjHj +

∑m
i=1

∑q
j=1 lipjFiHj ≻ 0,

(3.51)

est la recherche de l ∈ Rm et p ∈ Rq parmi tous les l et p qui satisfont les contraintes (3.51)
tel que vT x soit minimisée. vT x est la fonction de coût et v ∈ Rn. Les matrices Fi ∈ Rn×n,
i = 0, . . . , m et Hj ∈ Rn×n, j = 1, . . . , q sont telles que Fi = F T

i et Hi = HT
i .

3.2 Ensemble atteignable et ensemble invariant

3.2.1 Ensemble atteignable

Deux questions fondamentales apparaissent dans l’analyse des systèmes dynamiques et dans
la synthèse des lois de commande. La première question est « Où les trajectoires d’un système
dynamique arriveront en partant d’un état initial connu, ou en partant d’un ensemble d’états
initiaux connus, sous l’influence des entrées ? ». Dans ce cas, on étudie par exemple le pire ef-
fet qu’une perturbation bornée peut avoir sur les performances d’un système dynamique. Pour
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répondre à cette question, l’ensemble atteignable du système est à rechercher pour l’entrée consi-
dérée.

La deuxième question est de savoir si les trajectoires d’un système dynamique resteront dans
l’ensemble souhaité. Sinon, comment faire pour les garder dans cet ensemble via des entrées de
commande ? Par exemple, on peut étudier si les trajectoires resteront dans les limites souhaitées.
Une réponse à cette question est fournie par la théorie des ensembles invariants. Les définitions
d’un ensemble atteignable et d’un ensemble invariant seront introduites par la suite.

Définition 3.2.1 (Ensemble atteignable [Kur97]) L’ensemble atteignable χ(t, t0, χ
0) d’un

système dynamique décrit dans l’équation (3.1) est défini par

χ(t, t0, χ
0) , ∪{x(t, t0, x

0) : x0 ∈ χ0, v(t) ∈ Υ(t), t ∈ T ⊂ R
+}, (3.52)

où x(t, t0, x
0) est une trajectoire du système (3.1), χ0 est un ensemble convexe et compact des

états initiaux dans Rn et Υ(t) est un ensemble convexe et compact des contraintes Υ(t) : T → Rr.

L’ensemble atteignable d’un système dynamique pourrait être calculé à partir de la totalité de
ces trajectoires. Pour étudier cette alternative, regardons d’abord plus en détail une trajectoire
isolée d’un système dynamique.

Le comportement d’un système dynamique est décrit d’une manière analytique exacte par
la solution de l’équation différentielle (3.1) pour un état initial x(t0) = x0 et pour une entrée
v(t) ∈ Rr. Cette solution est représentée pour les systèmes dynamiques linéaires par :

x(t, t0, x
0) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

eτABv(τ)dτ, (3.53)

où B = [Bu, Bw], v = [uT , wT ]T .
Dans la plupart des cas pratiques l’état initial du système x0 n’est pas connu. En revanche,

nous pouvons presque toujours supposer qu’il appartient à un ensemble χ0 convexe et compact.
De plus, si l’entrée de commande u est normalement prédéterminée dans les applications de
contrôle, les entrées de perturbations ou le bruit w ne sont généralement pas connus de manière
analytique. La connaissance des perturbations peut se limiter à des propriétés les caractérisant,
notamment l’énergie, le domaine fréquentiel, ou des limites des valeurs temporelles. De plus,
en supposant qu’on connaît la valeur x0 et les fonctions u(t) et w(t) d’une manière analytique,
la résolution de l’équation (3.53) s’avère difficile, spécialement pour des systèmes d’ordre élevé.
Celle-ci est fournie par des calculs numériques.

En effet, l’ensemble atteignable est difficilement calculable à partir des trajectoires isolées.
L’ensemble atteignable est estimé dans la littérature à travers des ensembles intérieurs ou ex-
térieurs à l’ensemble atteignable recherché. Pour les systèmes discrets dans le temps, plusieurs
algorithmes ont été établis, comme ceux de [Mot53], [Kva04]. Pour la théorie des systèmes conti-
nus dans le temps les résultats sont récents, comme par exemple l’approximation par des polyèdres
orthogonaux [Dan00] ou des ellipsoïdes [Kur97], [Kur06]. Dans les paragraphes suivants, l’une des
solutions pour estimer les ensembles atteignables, en l’occurrence par des ensembles invariants,
est décrite.

3.2.2 Ensemble invariant

Dans ce paragraphe, plusieurs définitions de l’invariance des ensembles seront introduites.
Considérons d’abord le système (3.1) sans aucune entrée (r = 0) avec T = R+ :

ẋ(t) = f(x(t)), t ≥ 0. (3.54)
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Pour ce type de système, l’ensemble positivement invariant est défini comme suit :

Définition 3.2.2 (Ensemble positivement invariant [Bla08]) Un ensemble S ⊂ χ0 est dit
positivement invariant, ou invariant, par rapport aux dynamiques du système (3.54) si toutes les
trajectoires de (3.54) ayant des états initiaux x0 ∈ S sont telles que x(t, t0, x

0) ∈ S pour t > t0.

Si la propriété ci-dessus n’est pas vérifiée pour toutes les trajectoires commençant dans l’en-
semble S, nous parlons d’un ensemble positivement invariant faible.

Définition 3.2.3 (Ensemble positivement invariant faible [Bla08]) Un ensemble S ⊆ χ0

est dit positivement invariant faible par rapport aux dynamiques du système (3.54) si parmi toutes
les trajectoires de (3.54) ayant des états initiaux x0 ∈ S, il en existe au moins une, telle que
x(t, t0, x

0) ∈ S pour t > t0.

Pour des systèmes caractérisés par des entrées v = [uT , wT ]T , nous parlons d’un ensemble
positivement invariant robuste vis-à-vis de l’entrée de perturbation w :

ẋ(t) = f(x(t), w(t)), t ≥ 0, (3.55)

et d’un ensemble positivement invariant contrôlé d’une manière robuste vis-à-vis de l’entrée de
commande u pour les systèmes suivants :

ẋ(t) = f(x(t), u(t), w(t)), t ≥ 0. (3.56)

Définition 3.2.4 (Ensemble positivement invariant robuste [Bla08]) L’ensemble S ⊆ χ0

est positivement invariant robuste par rapport aux dynamiques du système (3.55), si pour tout
x0 ∈ S et pour tout w(t) ∈ W, la condition x(t, t0, x

0) ∈ S est vérifiée pour t > t0.

L’ensemble W est un ensemble convexe et compact qui contient toutes les variations possibles
du signal inconnu mais borné, w(t). Celui-ci peut être une perturbation, du bruit ou un signal
de référence.

Définition 3.2.5 (Ensemble positivement invariant contrôlé robuste [Bla08]) L’ensem-
ble S ⊆ χ0 est positivement invariant contrôlé robuste par rapport aux dynamiques du système
(3.56), s’il existe une loi de commande de classe C (assurant l’existence et l’unicité des solutions
de l’équation (3.56) en boucle fermée) telle que pour tout x0 ∈ S et pour tout w(t) ∈ W, la
condition x(t, t0, x

0) ∈ S est vérifiée pour t > t0.

3.2.3 Approximation des ensembles atteignables par des ensembles invariants

Les ensembles atteignables sont utiles, par exemple, pour décrire les effets d’une perturbation
bornée ou l’efficacité d’une loi de commande bornée sur un système dynamique continu. Mal-
heureusement, leur résolution reste difficile. Si une connaissance exacte de l’ensemble atteignable
n’est pas nécessaire, et si une approximation suffit, celle-ci peut être fournie par un ensemble
invariant.

Considérons le système dynamique (3.55), l’ensemble des états initiaux ς0 ⊂ χ0 et une entrée
de perturbation bornée w(t) ∈ W. Nous remarquons qu’un ensemble positivement invariant
robuste S incluant ς0 contient également l’ensemble atteignable χ(t, t0, ς

0) (voir Figure 3.5).
En effet, quelle que soit la trajectoire x(t, t0, x

0) commençant à l’intérieur de l’ensemble
ς0, celle-ci, par définition, ne dépassera pas l’ensemble positivement invariant robuste S, quelle
que soit l’entrée w(t) ∈ W. Cette affirmation reste valable indépendamment de l’instant t, car
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Fig. 3.5 – Ensemble des états initiaux ς0, ensemble atteignable χ(t, t0, ς
0) et ensemble positive-

ment invariant robuste S.

l’ensemble S est positivement invariant robuste pour tous t > t0. En même temps, x(t, t0, x
0)

appartient à l’ensemble atteignable χ(t, t0, ς
0). Puisque l’ensemble atteignable χ(t, t0, ς

0) est dé-
fini par la réunion de toutes les trajectoires x(t, t0, x

0) (voir l’équation (3.52)) et puisque chaque
trajectoire x(t, t0, x

0) est incluse dans S, l’ensemble atteignable χ(t, t0, ς
0) est inclus dans S.

Par conséquent, une approximation intérieure de l’ensemble atteignable χ(t, t0, ς
0) est assurée

par l’ensemble des états initiaux ς0 et une approximation extérieure est fournie par l’ensemble
invariant S. En cherchant un ensemble invariant S contenant ς0 et proche de celui-ci, il est
possible de trouver une approximation raisonnable de l’ensemble atteignable χ(t, t0, ς

0).
Dans la prochaine section, nous introduirons des notions de stabilité des systèmes dyna-

miques au sens de Lyapunov et des ensembles invariants d’une forme particulière : les ensembles
invariants ellipsoïdaux.

3.3 Fonction de Lyapunov

La stabilité est une propriété essentielle des systèmes dynamiques. Cette propriété signifie
de façon intuitive que les trajectoires d’un système dynamique restent bornées pour une période
indéfiniment longue. La stabilité asymptotique, notamment exponentielle ou quadratique, assure
en plus que les trajectoires d’un système dynamique convergent vers un point d’équilibre.

Lyapunov a apporté vers la fin du dix-neuvième siècle une contribution fondamentale à la
théorie de stabilité des systèmes dynamiques : une méthode prouvant la stabilité via une fonction
décroissante le long des trajectoires du système.

Un rappel de ce résultat sera présenté, en mettant l’accent sur trois aspects qui résultent de
l’existence d’une fonction de Lyapunov :

1. la garantie de la stabilité du système dynamique,

2. la garantie de l’existence des ensembles invariants,

3. la garantie de l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique pour les systèmes li-
néaires stables.

Les définitions et les théorèmes présentés ci-dessous sont détaillés dans [Kha2002] et [Bla08].
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3.3. Fonction de Lyapunov

3.3.1 La stabilité au sens de Lyapunov

Nous considérerons d’abord la définition d’un point d’équilibre et celle de sa stabilité pour
un système autonome représenté dans l’équation (3.54).

Définition 3.3.1 (Point d’équilibre) Un point x = x∗ ∈ Rn est un point d’équilibre du sys-
tème (3.54) si pour un état initial x(t0) = x∗, la trajectoire du système reste constante ξx(t) = x∗

pour t ∈ [t0,∞). Pour les systèmes autonomes, les points d’équilibres sont les solutions de l’équa-
tion f(x) = 0.

La solution de l’équation f(x) = 0 peut contenir un point isolé, ou bien un continuum de
points d’équilibre. Considérons x∗, un point d’équilibre isolé du système (3.54). Si x∗ 6= 0, le
système dynamique (3.54) peut toujours être représenté par un système dynamique équivalent,
obtenu après le changement de variable z = x − x∗ :

ż = f(x) = f(z + x∗) , g(z). (3.57)

Le système dynamique obtenu (3.57) a un point d’équilibre nul. Nous ne traiterons donc dans
cette section que des points d’équilibre nuls, sachant que les notions exposées restent également
valables pour des points d’équilibre non nuls. Nous introduirons dans la suite la définition de la
stabilité d’un point d’équilibre.

Définition 3.3.2 (Stabilité d’un point d’équilibre) Un point d’équilibre de (3.54) x∗ = 0
est :

– stable, si pour tout ǫ > 0, il existe δ(ǫ) > 0, tel que

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ǫ, ∀ t ≥ 0, (3.58)

– instable s’il n’est pas stable,
– asymptotiquement stable, s’il est stable et si δ peut être choisi tel que :

‖x(0)‖ < δ ⇒ lim
t→∞

(x(t)) = 0. (3.59)

En étudiant les systèmes mécaniques, Lyapunov a remarqué qu’un bon indicateur pour recher-
cher la stabilité d’un point d’équilibre était l’énergie du système. Par exemple, l’énergie cinétique
d’un ressort excité, puis laissé libre, diminue par frottement avec l’air avant de revenir au point
d’équilibre. Dans l’espace d’état, ce système dynamique converge vers le point d’équilibre avec
une énergie décroissante le long des trajectoires. Lyapunov a fait le constat que des fonctions,
autres que la fonction d’énergie, peuvent prouver la stabilité des systèmes dynamiques sous la
condition que leurs dérivées le long des trajectoires du système soient définies négatives.

Considérons la fonction continûment différentiable V : DV → R, où DV ∈ Rn contient
l’origine. La dérivée de la fonction V le long des trajectoires du système (3.54) est décrite par :

V̇ (x) =
(

∂V
∂x1

, ∂V
∂x2

, . . . , ∂V
∂xn

)











f1(x)
f2(x)

...
fn(x)











=
∂V

∂x
f(x). (3.60)

Le théorème suivant énonce les conditions qu’une fonction V reliée à un système dynamique,
(3.54), doit vérifier pour garantir la stabilité du système à l’origine de l’espace d’état.
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Théorème 3.3.1 (Théorème de stabilité de Lyapunov) Considérons x∗ = 0 un point d’équi-
libre isolé du système (3.54) et DV ∈ Rn un ensemble contenant l’origine. V : DV → R est une
fonction continûment différentiable telle que :

V (0) = 0 et V (x) > 0, ∀x ∈ DV − {0}
V̇ (x) ≤ 0, ∀x ∈ DV .

(3.61)

Alors, x∗ = 0 est un point d’équilibre stable. De plus, si

V̇ (x) < 0, ∀x ∈ DV − {0} (3.62)

alors x∗ = 0 est un point d’équilibre asympotiquement stable.

La fonction V (x) satisfaisant les conditions (3.61) est appelée fonction de Lyapunov. Nous
remarquons que les conditions exprimées dans le Théorème 3.3.1 sont des conditions suffisantes,
mais pas nécessaires. La construction des fonctions de Lyapunov pour les systèmes dynamiques
non-linéaires reste un enjeu de la recherche qui n’est pas encore totalement résolu.

3.3.2 Fonction de Lyapunov et ensembles invariants

L’ensemble S(α) = {x ∈ DV : V (x) ≤ α} est une courbe de niveau de la fonction de
Lyapunov V : DV → R. Nous verrons que l’ensemble S(α) possède une propriété importante
décrite en Section 3.2.2 : il est positivement invariant.

En effet, considérant V (x(t1)) = α1 et V (x(t2)) = α2 pour t2 ≥ t1, deux instants de temps
quelconques, nous obtenons α2 ≤ α1 grâce à la décroissance de la fonction V (x(t)). Par consé-
quent, S(α2) ⊆ S(α1) et donc x(t2) ∈ S(α1) pour t2 ≥ t1. Cela signifie que chaque trajectoire
commençant à l’intérieur de l’ensemble S(α1) y restera pour t → ∞.

Les courbes de niveau S(α1), S(α2), . . . ,S(αn) obtenues pour des instants de temps consé-
cutifs t1 < t2 < . . . < tn sont concentriques et se contractent vers le point d’équilibre dans le cas
de la stabilité asymptotique, tn → ∞ (voir Figure 3.6). S(α1), S(α2), . . .S(αn) représentent des
ensembles positivement invariants.

Fig. 3.6 – Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov.

Les ensembles positivement invariants assurés par des fonctions de Lyapunov peuvent être
finis ou infinis. Pour étendre la stabilité au niveau global, les propriétés du Théorème 3.3.1 doivent
être vérifiées sur l’ensemble DV = Rn.

68



3.4. Fonction de Lyapunov quadratique et inégalités matricielles

La stabilité globale impose une propriété supplémentaire. La fonction de Lyapunov doit être
radialement non-bornée. Cela signifie que les courbes de niveau S(α) restent des ensembles bornés
pour des états x bornés, tendant respectivement uniquement vers l’infini pour ‖x‖ → ∞. Cette
propriété est assurée si la fonction de Lyapunov est telle que :

V (x) → ∞ seulement pour ‖x‖ → ∞. (3.63)

Théorème 3.3.2 (Théorème de stabilité globale de Lyapunov) Considérons x∗ = 0 un
point d’équilibre isolé du système (3.54). V : Rn → R est une fonction continûment différentiable
telle que :

V (0) = 0 et V (x) > 0, ∀x 6= 0,

‖x‖ → ∞ ⇒ V (x) → ∞,

V̇ (x) < 0, ∀x 6= 0.

(3.64)

Alors, x∗ = 0 est un point d’équilibre globalement asympotiquement stable.

3.4 Fonction de Lyapunov quadratique et inégalités matricielles

Nous allons porter notre attention dans les paragraphes suivants sur une classe particulière
de fonctions de Lyapunov : les fonctions de Lyapunov quadratiques. Dans un premier temps, les
propriétés de ces fonctions seront mises en valeur pour des systèmes linéaires invariants dans le
temps. Dans un deuxième temps, les systèmes linéaires à paramètres variants seront abordés.
Les systèmes linéaires considérés dans les sections suivantes possèdent un seul point d’équilibre :
l’origine.

Nous ferons en même temps le lien entre la stabilité des systèmes linéaires et les inégalités ma-
tricielles linéaires pour les fonctions quadratiques. De cette manière, nous aborderons la synthèse
des lois de commande par retour d’état à travers des fonctions de Lyapunov et des problèmes
d’optimisation LMI.

Considérons le système dynamique invariant décrit dans (3.3) dont l’intégralité du vecteur
d’état est supposée accessible à la mesure : y = x :

{

ẋ = Ax + Buu + Bww
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rp.

(3.65)

Définition 3.4.1 (Fonction quadratique définie positive) La fonction V : Rn → R est une
fonction quadratique définie positive si :

V (x) = xT Px et P ∈ R
n×n, P = P T , P ≻ 0. (3.66)

Premièrement, puisque la matrice P est définie positive, nous remarquons que la fonction
V (x) est définie positive et radialement non-bornée pour tout x ∈ Rn. Elle est donc une très
bonne candidate pour une fonction de Lyapunov. Les courbes de niveau de cette fonction sont
décrites par des ellipsoïdes :

ε(
1

α
P ) = {x ∈ R

n : xT Px ≤ α}. (3.67)

Deuxièmement, nous considérerons la seconde condition pour obtenir une fonction de Lyapu-
nov. La fonction V (x) de (3.66) doit satisfaire cette condition vis-à-vis du système (3.65). Plus
précisément, elle doit avoir sa dérivée négative le long des trajectoires du système (3.65) :
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V̇ (x(t)) ≤ 0 ⇔ ẋT Px + xT Pẋ ≤ 0 ⇔

⇔ (Ax + Buu + Bww)T Px + xT P (Ax + Buu + Bww) ≤ 0 ⇔

⇔ xT (AT P + PA)x + uT BT
u Px + xT PBuu + wT BT

wPx + xT PBww ≤ 0.

(3.68)

3.4.1 Système dynamique linéaire invariant autonome

Pour les systèmes linéaires invariants autonomes (u = 0, w = 0) :

{

ẋ = Ax
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn.

(3.69)

l’équation (3.68) se traduit par une inégalité matricielle linéaire :

xT (AT P + PA)x ≤ 0, ∀x ∈ R
n ⇔ AT P + PA ¹ 0. (3.70)

Remarque 3.4.1 S’il existe une fonction V : Rn → R, V (x) = xT Px, P = P T , P ≻ 0 et
AT P + PA ¹ 0, le système ẋ = Ax est alors globalement stable.

Pour les systèmes de type : ẋ = Ax, l’existence de la fonction de Lyapunov quadratique s’est
avérée non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour prouver la stabilité.

Lemme 3.4.1 (Existence d’une fonction de Lyapunov quadratique) [Rug93]
Considérons le système dynamique linéaire invariant ẋ = Ax, x ∈ Rn, A ∈ Rn×n. Si la

matrice A a toutes ses valeurs propres à partie réelle négative, il existe une solution unique à
l’équation de Lyapunov

AT P + PA = −Q (3.71)

et cette solution et décrite par

P =

∫

∞

0
eAT τQeAτdτ. (3.72)

De plus, si la matrice Q est définie positive, la matrice P est définie positive.

Le Lemme 3.4.1 garantit la faisabilité du problème LMI AT P + PA ¹ 0 pour une matrice A
ayant des valeurs propres à partie réelle négative.

3.4.2 Système dynamique linéaire invariant commandé par retour d’état

Considérons dans ce paragraphe un système dynamique linéaire invariant avec des entrées de
commande, mais sans entrée de perturbation :

{

ẋ = Ax + Buu
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, u ∈ Rm.

(3.73)

L’objectif fondamental de la synthèse d’une loi de commande u(x) est de rendre le système
(3.73) stable, ou bien, si le système est déjà stable, de ne pas altérer sa stabilité. Pour une loi de
commande par retour d’état constant u(x) = Kx, K ∈ Rm×n, cet objectif peut être atteint en
cherchant simultanément une fonction de Lyapunov quadratique et le vecteur de retour d’état
K en résolvant un problème de faisabilité LMI.
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Pour u = Kx et w = 0, l’équation (3.68) s’écrit sous la forme :

xT (AT P + PA + KT BT
u P + PBuK)x ≤ 0 ∀x ∈ Rn ⇔

AT P + PA + KT BT
u P + PBuK ¹ 0.

(3.74)

Nous avons montré dans l’Exemple 3.1.2 qu’en faisant le changement de variable Q = P−1

et Y = KP−1 dans (3.74) nous obtenions pour la synthèse de la loi de commande le problème
de faisabilité LMI suivant :

{

Q ≻ 0
AQ + QAT + Y T BT + BY ¹ 0.

(3.75)

Afin d’étendre la synthèse de la loi de commande à d’autres objectifs que la stabilité, le pro-
blème de faisabilité LMI (3.75) peut être adjoint de contraintes ou transformé en un problème
d’optimisation LMI en ajoutant une fonction de coût. Nous allons exposer quelques exemples de
problèmes de faisabilité LMI et d’optimisation LMI prenant en compte des exigences supplémen-
taires par rapport à la stabilité lors de la synthèse de la loi de commande. Les exemples présentés
ci-dessous reposent sur la propriété d’invariance positive des courbes de niveau de la fonction de
Lyapunov et également sur leur convexité.

Pour les exemples suivants nous utiliserons un ensemble d’états initiaux χ0 ∈ Rn qui est
décrit par le polytope :

χ0 = {x ∈ R
n : x =

g
∑

i=1

viγi,

g
∑

i=1

γi = 1, γi ≥ 0, i = 1, . . . , g.}, (3.76)

où vi ∈ Rn, i = 1, . . . , g, sont les vecteurs des sommets du polytope.

Enoncé exemple 3.4.1 (Minimiser l’ensemble atteignable) [Boy94] L’objectif de cet ex-
emple est de trouver des contraintes LMI et, si nécessaire, une fonction de coût, pour synthétiser
par un problème d’optimisation LMI la loi de commande u = Kx, telle que :

1. le système (3.73) soit stable,

2. l’ensemble atteignable χ(∞, t0, χ
0) soit réduit au minimum quand χ0 est décrit par (3.76).

Développement exemple 3.4.1 (Minimiser l’ensemble atteignable)

1. La stabilité du système (3.73) est assurée par les contraintes LMI (3.75), V (x) = xT Px
étant une fonction de Lyapunov. Par conséquent, ε(P ) représente un ensemble invariant
du système (3.73) avec la commande u(x) = Kx.

2. Nous rappelons dans un premier temps la remarque faite dans la Section 3.2.3 : si un
ensemble des états initiaux est inclus dans un ensemble invariant, l’ensemble atteignable
afférent est également inclus dans l’ensemble invariant. Ainsi, nous étudierons d’abord l’in-
clusion de l’ensemble χ0 dans ε(P ) (voir Figure 3.7).

3. Un polytope est inclus dans un ensemble convexe si tous ses sommets y sont inclus. En
conséquence, χ0 est inclus dans ε(P ) si vi ∈ ε(P ), i = 1, . . . , g. Cela revient, selon la
définition d’un ellipsoïde, à :

vT
i Pvi ≤ 1, i = 1, . . . , g ⇔ 1 − vT

i Pvi ≤ 0, i = 1, . . . , g. (3.77)

En appliquant le Lemme de Schur dans l’équation (3.77), nous obtenons :
(

1 vT
i

vi P−1

)

º 0, i = 1, . . . , g ⇔
(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g. (3.78)
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4. Pour minimiser la taille de l’ellipsoïde ε(P ) nous pouvons soit minimiser la trace tr(Q),
soit minimiser le déterminant det(Q) ou la valeur propre maximale de Q, λmax(Q).

5. Le problème d’optimisation LMI, dont la solution fournit la loi de commande u(x) = Kx,
s’écrit donc de la manière suivante :

minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0,

AQ + QAT + Y T BT + BY ¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g.

(3.79)

Les variables matricielles sont Q = P−1 et Y = KP−1.

6. Nous remarquons que l’ensemble ε(P ) ne reste qu’une approximation extérieure de l’en-
semble atteignable χ pour u(x) = Kx. Cette méthode représente également un bon moyen
de prendre en compte l’ensemble atteignable lors de la synthèse de la loi de commande.

Fig. 3.7 – Minimisation de l’ensemble atteignable.

Enoncé exemple 3.4.2 (Borner la valeur de l’entrée de commande) [Boy94] L’objectif de
cet exemple est de trouver des contraintes LMI et, si nécessaire, une fonction de coût, pour syn-
thétiser par un problème d’optimisation LMI la loi de commande u(x) = Kx, telle que

1. le système (3.73) ayant une seule entrée (m = 1) soit stable,

2. la loi de commande u(x) = Kx reste bornée à Umax en valeur absolue pour tout x0 ∈ χ0

décrit par (3.76) et pour t0 = 0.

Développement exemple 3.4.2 (Borner la valeur de l’entrée de commande)

1. La stabilité est assurée par les contraintes LMI (3.75), V (x) = xT Px étant une fonction
de Lyapunov. Par conséquent, ε(P ) représente un ensemble invariant du système (3.73) en
boucle fermée (u(x) = Kx).
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2. La condition |u(x)| = |Kx| ≤ Umax pour x ∈ Rn s’écrit comme étant un ensemble poly-
édrique (voir Figure 3.8) :

L(
1

Umax
K) = {x ∈ R

n : | 1

Umax
Kx| ≤ 1}. (3.80)

3. Si χ0 ⊆ ε(P ) ⊆ L( 1
Umax

K) les trajectoires du système (3.73) ne vont pas dépasser l’ensemble
invariant ε(P ) et resteront en plus à l’intérieur de l’ensemble L( 1

Umax
K) pour tout x0 ∈ χ0

et t ≥ 0. Dans ce cas, l’entrée de commande restera donc bornée à Umax pour tout x0 ∈ χ0

et t ≥ 0.

4. La relation d’inclusion χ0 ⊆ ε(P ) est décrite dans l’équation (3.78).

5. La relation d’inclusion ε(P ) ⊆ L( 1
Umax

K) est équivalente à la contrainte suivante (voir
Définition 3.1.9, Distance d’un ellipsoïde à un hyperplan) :

( 1
Umax

K)T P−1( 1
Umax

K) ≤ 1 ⇔

1 − ( 1
Umax

K)T P−1PP−1( 1
Umax

K) ≥ 0.
(3.81)

En appliquant le Lemme de Schur dans l’équation (3.81) nous obtenons la contrainte ma-
tricielle suivante :

(

1 1
Umax

(KP−1)
1

Umax
(KP−1)T P−1

)

º 0 ⇔
(

1 1
Umax

(KQ)
1

Umax
(KQ)T Q

)

º 0.

(3.82)

6. En conséquence, la recherche de la loi de commande bornée s’écrit comme un problème de
faisabilité LMI :

trouver Y, Q

contraint par Q ≻ 0,

AQ + QAT + Y T BT + BY ¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g,

(

1 1
Umax

Y

( 1
Umax

Y )T Q

)

º 0.

(3.83)

Les variables matricielles sont Q = P−1 et Y = KP−1.

7. Nous remarquons que l’inclusion de l’ellipsoïde ε(P ) dans le polyèdre L( 1
Umax

K) peut en-
gendrer une contrainte forte sur la synthèse de la loi de commande. De plus, l’ellipsoïde ne
représente qu’une approximation de l’ensemble atteignable χ(∞, t0, χ

0).

3.4.3 Système dynamique linéaire invariant commandé par retour d’état avec
perturbations

Nous prendrons en compte dans cette section un système dynamique linéaire avec entrées de
commande u et de perturbation w :

{

ẋ = Ax + Buu + Bww
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, u ∈ R1, w ∈ Rp.

(3.84)
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Fig. 3.8 – Limitation de la commande du système dynamique.

En poursuivant la série d’exemples d’utilisation de l’optimisation LMI lors de la synthèse de
la loi de commande, nous montrerons comment calculer un retour d’état linéaire u = Kx qui
tient compte des perturbations w. Dans une première approche, la perturbation w sera considérée
non-mesurable. Dans un deuxième temps, nous aborderons la synthèse d’une loi de commande
pour des perturbations mesurables.

Dans l’Exemple 3.4.3, la perturbation w est supposée non-mesurable. En revanche, elle est
supposée avoir une amplitude bornée wT w ≤ 1. Ce problème a été étudié parmi d’autres par
[Boy94], [Nag94], [Naz07], [Pol06]. Il est connu comme étant l’approximation des ensembles attei-
gnables des systèmes dynamiques linéaires ayant des entrées d’amplitudes crête à crête unitaires.

Enoncé exemple 3.4.3 (Minimiser l’ensemble atteignable malgré des perturbations)
[Boy94]

L’objectif de cet exemple est de trouver des contraintes LMI et, si nécessaire, une fonction de
coût, pour synthétiser par un problème d’optimisation LMI la loi de commande u(x) = Kx, telle
que :

1. le système (3.84) soit stable,

2. l’ensemble atteignable χ(∞, t0, χ
0) soit réduit au minimum quand wT w < 1 et χ0 est décrit

par (3.76).

3. la loi de commande u(x) = Kx reste bornée à Umax en valeur absolue pour tout x0 ∈ χ0 et
pour t0 = 0.

Développement exemple 3.4.3 (
Minimiser l’ensemble atteignable malgré des
perturbations

)

1. D’après les constats de la Section 3.2.3, l’inclusion de l’ensemble des états initiaux χ0 dans
un ensemble invariant équivaut à l’inclusion de l’ensemble atteignable χ(∞, t0, χ

0) dans
l’ensemble invariant. Nous cherchons un ensemble invariant ellipsoïdal ε(P ), avec P ≻ 0,
P = P T qui provient d’une fonction quadratique V (x) = xT Px.

2. Les contraintes LMI pour l’inclusion χ0 ⊆ ε(P ) sont décrites par :

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g, Q = P−1. (3.85)

Cela engendre χ(∞, t0, χ
0) ⊆ ε(P ).
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3. L’ensemble ε(P ) est invariant vis-à-vis des dynamiques du système (3.84) si

V̇ (x) ≤ 0 (3.86)

pour tout x ∈ Rn tel que V (x) ≥ 1 et pour tout w ∈ Rp tel que wT w ≤ 1.
L’équation (8.34) est équivalente à

xT (AT
bfP + PAbf )x + xT PBww + wT BT

wPx ≤ 0,

∀x ∈ Rn et ∀w ∈ Rp tels que wT w ≤ 1 et xT Px ≥ 1,
(3.87)

où Abf = A + BK.
En appliquant la S-procédure, la condition de l’équation (3.87) est vraie s’il existe α > 0 et
β > 0 tels que :

xT (AT
bfP + PAbf )x + xT PBww + wT BT

wPx ≤ β(wT w − 1) + α(1 − xT Px). (3.88)

Ceci correspond à l’existence de α > 0 et de β > 0 tels que :





x
w
1





T 



AT
bfP + PAbf + αP PBw 0

BT
wP −βI 0
0 0 β − α









x
w
1



 ≤ 0. (3.89)

En supposant sans perte de généralité que α = β, l’équation matricielle (8.37) s’écrit alors
comme :

(

AT
bfP + PAbf + αP PBw

BT
wP −αI

)

¹ 0 ⇔ (3.90)

(

AT P + KT BT
u P + PA + PBuK + αP PBw

BT
wP −αI

)

¹ 0. (3.91)

Par la suite les notations Q = P−1 et Y = KP−1 seront utilisées. En multipliant l’équation
(8.38) à droite et à gauche par une matrice diagonale par blocs et définie positive, l’inégalité
(8.38) reste valable :

(

Q 0
0 I

)(

AT P + KT BT
u P + PA + PBuK + αP PBw

BT
wP −αI

)(

Q 0
0 I

)

¹ 0 ⇔
(3.92)

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ Bw

BT
w −αI

)

¹ 0. (3.93)

4. La loi de commande u(x) = Kx reste bornée à Umax en valeur absolue pour tout x0 ∈ χ0

si en plus de χ0 ⊆ ε(P ), nous avons ε(P ) ⊂ L( 1
Umax

K). Ceci est vrai, si la contrainte LMI
suivante est satisfaite (voir Exemple 3.4.2) :

(

1 1
Umax

Y

( 1
Umax

Y )T Q

)

º 0. (3.94)

5. Pour minimiser l’ensemble atteignable χ(∞, t0, χ
0) une minimisation de l’ensemble exté-

rieur ε(P ) est à effectuer. Ceci peut être atteint par la minimisation de la trace tr(Q), du
déterminant det(Q) ou de la valeur propre maximale de Q, λmax(Q).
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6. Si α > 0, une constante réelle, est supposée connue, la recherche de la loi de commande
u = Kx qui minimise l’ensemble atteignable χ(t, t0, χ

0) pour w ∈ Rp, wT w ≤ 1 s’écrit
comme un problème d’optimisation LMI :

minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ Bw

BT
w −αI

)

¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g,

(

1 1
Umax

Y

( 1
Umax

Y )T Q

)

º 0.

(3.95)

Les variables matricielles sont Q = P−1 et Y = KP−1.

7. Nous remarquons qu’en l’absence de perturbation (w = 0), le système dynamique (3.84) est
asymptotiquement stable. Les équations (3.95) assurent que V (x) = xT Px est une fonction
de Lyapunov car :

{

Q ≻ 0,
QAT + Y T BT

u + AQ + BuY ¹ −αQ.
(3.96)

8. Si la constante positive α est supposée inconnue (elle est donc une variable de décision), le
problème d’optimisation LMI (3.95) se transforme en un problème d’optimisation BMI :

minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par α ≻ 0,

Q ≻ 0,

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ Bw

BT
w −αI

)

¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g,

(

1 1
Umax

Y

( 1
Umax

Y )T Q

)

º 0.

(3.97)

Les variables de décision sont α, Q = P−1 et Y = KP−1.

Dans le second Exemple 3.4.4, nous prendrons en compte une perturbation mesurable. La
perturbation w est considérée avoir également une valeur maximale bornée, wT w ≤ 1. Une
approche connue pour ce cas consiste à atténuer l’effet de la perturbation via un terme de
préfiltrage : u(x) = Kx + Ffw, où Ff ∈ R1×p.

Le terme Ff est généralement calculé de manière analytique, en appliquant le Théorème de
la Valeur Finale à l’arrivée du système dans l’état stationnaire [Kwa72]. L’expression analytique
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de l’état stationnaire du système dynamique est annulée. Ensuite, le terme Ff est calculé comme
une fonction de la perturbation : Ff = Ff (w) en supposant que la perturbation reste constante.
Cette approche n’est pas toujours possible, car le système d’équations résultant n’est pas systé-
matiquement compatible. Nous proposerons dans l’exemple suivant une alternative pour calculer
le terme Ff par un problème d’optimisation BMI.

Enoncé exemple 3.4.4 (
Minimiser l’ensemble atteignable
malgré des perturbations via un terme de préfiltrage

)

L’objectif de cet exemple est de trouver des contraintes LMI et, si nécessaire, une fonction de
coût, pour synthétiser via un problème d’optimisation LMI la loi de commande u = Kx + Ffw,
telle que :

1. le système (3.84) soit stable en l’absence de perturbation (w = 0) ,

2. l’ensemble atteignable χ(∞, t0, χ
0) soit aussi petit que possible pour wT w < 1 et pour χ0

décrit par (3.76),

3. la loi de commande u(x) = Kx + Ffw reste bornée à Umax en valeur absolue pour tout
x0 ∈ χ0, pour tout w ∈ Rp tel que wT w ≤ 1 et pour t ≥ 0.

Développement exemple 3.4.4 (
Minimiser l’ensemble atteignable malgré
des perturbations via un terme de préfiltrage

)

1. Nous reformulons d’abord le système dynamique (3.84) pour u = Kx + Ffw :

{

ẋ = Ax + BuKx + BuFfw + Bww
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, w ∈ Rp,

⇔ (3.98)

{

ẋ = Ax + BuKx + B̄ww
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, w ∈ Rp,

⇔ (3.99)

{

ẋ = Ax + Buū + B̄ww
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, w ∈ Rp,

(3.100)

où ū = Kx et B̄w = BuFf + Bw.

2. Nous remarquons que le système (3.100) est équivalent au système (3.84) les notations de
ū et B̄w mises à part. Par conséquent, le problème exposé ici équivaut au problème exposé
dans l’Exemple 3.4.3. Évidemment, la solution de la recherche de ū = Kx satisfaisant
les conditions de stabilité et de minimisation de l’ensemble atteignable est décrite par le
problème d’optimisation BMI suivant :

minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0,

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ B̄w

B̄T
w −αI

)

¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g.

⇔ (3.101)
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minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ BuFf + Bw

(BuFf + Bw)T −αI

)

¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g.

(3.102)

Les variables de décision sont α, Ff , Q = P−1 et Y = KP−1.

3. La commande peut être bornée à Umax assurant l’inclusion de l’ellipsoïde ε(P ) dans l’en-
semble L( 1

Umax
(K, Ff )), où :

ε(P ) ⊂ L(
1

Umax
(K,Ff )) = {x ∈ R

n, w ∈ R
p : |Kx + Ffw| ≤ Umax, ∀ wT w ≤ 1}. (3.103)

(K,Ff ) ∈ R1×(n+p) dénote le vecteur formé par la concaténation des vecteurs K et Ff .
Cette inclusion peut être formulée de la façon suivante :

{

−Kx − Ffw + Umax ≥ 0
Kx + Ffw + Umax ≥ 0,

∀x ∈ R
n, xT Px ≤ 1, ∀w ∈ R

p, wT w ≤ 1 ⇔ (3.104)















−
(

K Ff

)

(

x
w

)

+ Umax ≥ 0

(

K Ff

)

(

x
w

)

+ Umax ≥ 0
∀x ∈ R

n, xT Px ≤ 1, ∀w ∈ R
p, wT w ≤ 1 ⇔

(3.105)































(

xT wT 1
)





0 0 −1
2KT

0 0 −1
2F T

f

−1
2K −1

2Ff Umax









x
w
1



 ≥ 0

(

xT wT 1
)





0 0 1
2KT

0 0 1
2F T

f
1
2K 1

2Ff Umax









x
w
1



 ≥ 0

∀x ∈ R
n, ∀w ∈ R

p tels que

(3.106)































(

xT wT 1
)





−P 0 0
0 0p 0
0 0 1









x
w
1



 ≥ 0

(

xT wT 1
)





0 0 0
0 −Ip 0
0 0 1









x
w
1



 ≥ 0

(3.107)

En utilisant la S-procédure, la condition décrite précédemment est vraie s’il existe τ1, τ2, τ3

et τ4, quatre scalaires positifs, tels que les contraintes suivantes soient satisfaites :
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

































0 0 −1
2KT

0 0 −1
2F T

f

−1
2K −1

2Ff Umax



 º τ1





−P 0 0
0 0p 0
0 0 1



 + τ2





0n 0 0
0 −Ip 0
0 0 1



 ,





0 0 1
2KT

0 0 1
2F T

f
1
2K 1

2Ff Umax



 º τ3





−P 0 0
0 0p 0
0 0 1



 + τ4





0n 0 0
0 −Ip 0
0 0 1



 .

(3.108)

En multipliant à droite et à gauche par la matrice




Q 0 0
0 Ip 0
0 0 1



 , (3.109)

et avec la notation Y = KQ, nous obtenons :


































0 0 −1
2Y T

0 0 −1
2F T

f

−1
2Y −1

2Ff Umax



 º τ1





−Q 0 0
0 0p 0
0 0 1



 + τ2





0n 0 0
0 −Ip 0
0 0 1



 ,





0 0 1
2Y T

0 0 1
2F T

f
1
2Y 1

2Ff Umax



 º τ3





−Q 0 0
0 0p 0
0 0 1



 + τ4





0n 0 0
0 −Ip 0
0 0 1



 .

(3.110)

4. Le problème BMI, dont la résolution fournit le vecteur de retour d’état K ainsi que le
facteur de préfiltrage Ff satisfaisant les trois conditions de l’énoncé de l’exemple, s’écrit
donc de la manière suivante :

minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0

α ≻ 0

τj ≻ 0, j = 1, . . . , 4,

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ BuFf + Bw

(BuFf + Bw)T −αI

)

¹ 0,

(

1 vT
i

vi Q

)

º 0, i = 1, . . . , g,

(3.111)





0 0 −1
2Y T

0 0 −1
2Ff

−1
2Y −1

2F T
f Umax



 º τ1





−Q 0 0
0 0p 0
0 0 1



 + τ2





0n 0 0
0 −Ip 0
0 0 1



 ,





0 0 1
2Y T

0 0 1
2F T

f
1
2Y 1

2Ff Umax



 º τ3





−Q 0 0
0 0p 0
0 0 1



 + τ4





0n 0 0
0 −Ip 0
0 0 1



 .

Les variables de décisions sont τ1, τ2, τ3 et τ4, α, Ff , Q = P−1 et Y = KP−1.
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(3.112)

5. La recherche de Ff par le problème (3.111) offre plusieurs avantages par rapport au calcul
de Ff via le Théorème de la Valeur Finale :

(a) Ce calcul ne suppose pas une convergence vers l’état stationnaire à l’infini.

(b) Le terme Ff peut contribuer lors de la synthèse de la loi de commande à la minimi-
sation de l’ensemble atteignable dans le cas d’une perturbation bornée.

(c) Nous obtenons des garanties sur l’évolution des trajectoires et notamment sur la valeur
maximale de la loi de commande grâce à l’ensemble invariant ε(P ), garanties qui ne
sont pas fournies par le Théorème de la Valeur Finale.

3.4.4 Système dynamique linéaire à paramètres variants

Dans cette section nous nous focaliserons sur les systèmes dynamiques linéaires à paramètres
variant dans le temps. Nous présenterons des résultats pour prouver leur stabilité, résultats qui
reposent sur le Théorème de Lyapunov.

Dans ce but, considérons un système dynamique linéaire autonome, avec une matrice du
système A qui dépend du vecteur de paramètres δ(t) : R+ → Rg :

{

ẋ = A(δ(t))x
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn.

(3.113)

Nous présenterons un cas particulier des systèmes dynamiques à paramètres variants : le cas
des paramètres satisfaisant des contraintes polytopiques. Sans perte de généralité, nous suppose-
rons par la suite que la matrice A se trouve dans un polytope dont les sommets sont déterminés
par Ai ∈ Rn×n, i = 1, . . . , g :

A ∈ Ω , {A ∈ R
n×n : A(δ(t)) =

g
∑

i=1

Aiδi(t), Ai ∈ R
n×n, 0 ≤ δi(t) ≤ 1,

g
∑

i=1

δi(t) = 1}. (3.114)

Une condition suffisante pour la stabilité asymptotique du système (3.113) est l’existence
d’une fonction de Lyapunov quadratique V (x) = xT Px, P ≻ 0, P = P T décroissante le long des
trajectoires du système (3.113). Car la dérivée de la fonction de Lyapunov quadratique V (x) est
décrite par :

V̇ (x) = xT (A(t)T P + PA(t))x, (3.115)

les conditions nécéssaires et suffisantes pour la stabilité du système (3.113) sont :

P ≻ 0 et AT P + PA ≺ 0 ∀A ∈ Ω. (3.116)

Lemme 3.4.2 (Stabilité quadratique des systèmes linéaires polytopiques) [Boy94]
Les contraintes (3.116) sont équivalentes à

P ≻ 0 et (Ai)T P + PAi ≺ 0 ∀ i = 1, . . . , g. (3.117)

Par conséquent, l’étude de la stabilité quadratique du système dynamique (3.113) équivaut au
problème de faisabilité LMI (3.117) constitué de (g + 1) inégalités.
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3.5 Fonction de Lyapunov composée

Nous avons présenté dans les sections précédentes des ensembles invariants ellipsoïdaux qui
sont engendrés par des fonctions de Lyapunov quadratiques. Les ensembles ellipsoïdaux ne sont
pas toujours appropriés pour étudier et approcher les ensembles atteignables des systèmes dy-
namiques. Dans l’Exemple 3.4.1 l’ensemble des états initiaux est représenté par un polytope,
χ0. Même si le polytope χ0 est invariant, donc identique à l’ensemble atteignable χ(t, t0, χ

0)
dans ce cas (χ0 = χ(t, t, χ0)), l’ellipsoïde qui l’approchera restera toujours une approximation
conservatrice.

En effet, pour mieux approcher l’ensemble χ(t, t0, χ
0), nous aurions besoin d’un ensemble

invariant polyédrique, voir polytopique. Les méthodes pour développer des ensembles invariants
polyédriques présentent des avantages théoriques, mais elles restent en pratique difficiles à im-
plémenter, surtout pour les systèmes dynamiques continus [Bla08], [Bit95], [Vas89], [Cas93],
[Mes04].

Dans ce cas, les ensembles invariants fournis par les fonctions de Lyapunov composées re-
présentent un bon compromis. Introduites récemment par [Hu03], les fonctions de Lyapunov
composées sont utilisées pour élargir l’estimation du domaine d’attraction d’un point d’équi-
libre. Une des propriétés qui les rendent très intéressantes est l’invariance de l’enveloppe convexe
de plusieurs ellipsoïdes invariants. Par la suite, nous allons exposer la définition et les propriétés
les plus importantes des fonctions de Lyapunov composées, qui se trouvent dans [Hu03] et [Hu04].
Un théorème pour la synthèse d’une loi de commande via une fonction de Lyapunov composée
sera proposé.

3.5.1 Propriétés de la fonction quadratique composée

Considérons des matrices symétriques et définies positives P j = (P j)T , P j ≻ 0, P j ∈ Rn×n,
j = 1, . . . , N . L’ensemble Γ contient des vecteurs γ tels que :

Γ , {γ ∈ R
N :

N
∑

j=1

γj = 1, γj ≥ 0, j = 1, . . . , N}. (3.118)

Pour un vecteur γ ∈ RN nous définissons les matrices suivantes :

Q(γ) ,

N
∑

j=1

γjQ
j , P (γ) , Q−1(γ), (3.119)

où Qj = (P j)−1, j = 1, . . . , N . Puisque les matrices Qj sont symétriques et définies positives pour
j = 1, . . . , N (comme étant l’inverse d’une matrice symétrique et définie positive), les matrices
Q(γ) et P (γ) sont également symétriques et définies positives.

Remarque 3.5.1 Pour γ ∈ Γ, Γ défini par l’équation (3.118),

ε(
1

α
P (γ)) , {x ∈ R

n : xT P (γ)x ≤ α} (3.120)

est un ellipsoïde.

Définition 3.5.1 (Fonction quadratique composée) Une fonction Vc : Rn → R qui satis-
fait :

Vc(x) , min
γ∈Γ

xT P (γ)x (3.121)

est une fonction quadratique composée.
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Remarque 3.5.2 La fonction quadratique composée définie dans (3.121) est une fonction définie
positive.

La courbe de niveau de la fonction Vc(x) est décrite par :

SVc(α) = {x ∈ R
n : Vc(x) ≤ α}. (3.122)

La courbe de niveau SVc(α) est l’enveloppe convexe des ellipsoïdes composants : ε( 1
α
P j),

j = 1, . . . , N (voir Figure 3.9).

Fig. 3.9 – Courbe de niveau d’une fonction quadratique composée pour α = 1.

Théorème 3.5.1 (Courbe de niveau de la fonction quadratique composée) [Hu03]

SVc(α) = co{ε( 1

α
P j), j = 1, . . . , N} =

⋃

γ∈Γ

ε(
1

α
P (γ)). (3.123)

Nous remarquons qu’en créant l’enveloppe convexe de plusieurs ellipsoïdes de volumes dif-
férents et avec des orientations différentes par rapport aux axes, nous obtenons une forme géo-
métrique semblable à un polytope (voir Figure 3.9). Dans le cas extrême, quand les ellipsoïdes
composants sont dégénérés et réduits à un seul axe, la forme obtenue représente rigoureusement
un polytope.

Une propriété importante de la courbe de niveau SVc(α) est que chaque point situé sur cette
enveloppe convexe peut s’écrire comme une combinaison linéaire des points appartenant aux
ellipsoïdes couverts. De plus, le vecteur de la combinaison linéaire est fourni par la solution du
problème de minimisation calculé pour la fonction quadratique composée.

Lemme 3.5.1 [Hu04] Pour un x ∈ Rn fixé, soit γ∗ ∈ Γ une solution optimale telle que :

xT P (γ∗)x = min
γ∈Γ

xT P (γ)x = Vc(x). (3.124)

Notons xj = QjP (γ∗)x. Avec ces notations, x est une combinaison linéaire de xj, j = 1, . . . , N :

x =
N

∑

j=1

γ∗
j xj . (3.125)
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Notons h = P (γ∗)x et α = Vc(x). Si γ∗
j > 0, alors

xj ∈ ∂ε(
1

α
P j) où ∂ε(

1

α
P j) , {x ∈ R

n : xT P jx = α}. (3.126)

Pour calculer la valeur instantanée de la fonction quadratique composée, [Hu03] proposent
une méthode basée sur l’optimisation LMI. Une représentation équivalente de la valeur de la
fonction quadratique composée est donnée par :

Vc(x) = min
γ∈Γ

ω>0

{ω : ω ≥ xT P (γ)x}. (3.127)

La représentation (3.127) peut être tranformée par le Lemme de Schur en un problème d’opti-
misation LMI :

minimiser ω

contraint par ω ≻ 0,

γj ≻ 0, j = 1, . . . , N,

∑N
j=1 γj = 1,

(

ω xT

x
∑N

j=1 γjQ
j

)

º 0.

(3.128)

Les variables de décision sont ω et γj , j = 1, . . . , N . Notons la solution du problème LMI (3.128)
par ω∗ et γ∗

j , j = 1, . . . , N , soit γ∗ = (γ∗
1 , . . . , γ∗

N )T .
Bien évidemment, le problème d’optimisation LMI (3.128) est toujours faisable et a une

solution. Cependant, la solution n’est pas toujours unique. Le lemme suivant offre des conditions
dont la vérification garantit une solution unique au problème (3.128). De plus, si la solution γ∗

est unique pour un x ∈ Rn fixé, la continuité de la fonction γ∗ : Rn → RN est garantie, propriété
décrite dans le lemme ci-dessous.

Lemme 3.5.2 [Hu04]

1. Si pour tout x ∈ ∂SVc(1), il existe une représentation unique

x =

N
∑

j=1

γjx
j , xj ∈ ∂ε(P j), γ ∈ Γ, (3.129)

alors γ∗(x) est unique pour tout x ∈ Rn.

2. Si γ∗(x) est unique ∀x ∈ Rn, alors γ∗(x) est une fonction continue en x.

Une propriété analytique très importante de la fonction Vc(x) est la différentiabilité. La
fonction quadratique composée est une fonction continument différentiable par rapport à la
variable x.

Théorème 3.5.2 (Dérivabilité de la fonction quadratique composée) [Hu03] La fonction
Vc(x) est dérivable par rapport à x. Considérons γ∗(x) un γ optimal tel que xT P (γ∗(x))x =
min
γ∈Γ

xT P (γ)x. La dérivée de Vc(x) par rapport à x est décrite par :

∂Vc

∂x
= 2P (γ∗(x))x. (3.130)
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Nous avons décrit quelques propriétés très pertinentes de la fonction quadratique composée :
c’est une fonction définie positive, avec des courbes de niveau qui enveloppent des ellipsoïdes,
en approchant la forme d’un polytope. Cette fonction est notamment différentiable, avec une
dérivée continue par rapport à x.

Afin de rendre invariant ses courbes de niveau, la fonction Vc devrait satisfaire également la
deuxième condition des fonctions de Lyapunov : avoir les dérivées négatives le long des trajectoires
du système dynamique considéré. Nous proposons dans la section suivante un théorème pour
la synthèse d’une loi de commande qui stabilise un système linéaire et permet à la fonction
quadratique composée de vérifier les propriétés d’une fonction de Lyapunov.

3.5.2 Fonction de Lyapunov composée : stabilité et ensemble invariant

Considérons un système dynamique linéaire sans perturbation et à une seule entrée de com-
mande :

{

ẋ = Ax + Buu
y = x, t ∈ R+, x ∈ Rn, u ∈ R.

(3.131)

Nous proposons pour ce système (3.131) une loi de commande qui repose sur des retours
d’état linéaire Kj associés à des fonctions de Lyapunov quadratiques xT P jx, j = 1, . . . , N . Ce
théorème exige une valeur temporelle maximale pour la grandeur de commande : |u| ≤ Umax. Le
théorème ci-dessous est inspiré d’un théorème proposé par [Hu03] pour la synthèse d’une loi de
commande saturée. Néanmoins, il a été formulé et prouvé dans le cadre de cette thèse.

Théorème 3.5.3 (Fonction de Lyapunov composée) Considérons le système dynamique li-
néaire décrit par (3.131). Les matrices P j = (P j)T ∈ Rn×n, P j ≻ 0 et les vecteurs Kj ∈ R1×n,
j = 1, . . . , N , sont tels que :

(A + BuKj)T P j + P j(A + BuKj) ≺ 0, ∀x ∈ R
n (3.132)

et
|Kjx| ≤ Umax ∀x ∈ ε(P j), (3.133)

où Umax est une constante réelle positive. Notons Qj = (P j)−1 et Y j = KjQj pour j = 1, . . . , N .
Pour γ ∈ Γ défini par (3.118), nous définissons :

K(γ) , Y (γ)P (γ) (3.134)

où

Y (γ) =
N

∑

j=1

γjY
j , Q(γ) =

N
∑

j=1

γjQ
j , P (γ) = Q−1(γ). (3.135)

Considérons γ∗(x) tel que

Vc(x) = min
γ∈Γ

xT P (γ)x = xT P (γ∗(x))x.

1. Si la fonction γ∗(x) est continue, u(x) , K(γ∗(x))x est une loi de commande continue.

2. SVc(1) = {x ∈ Rn : Vc(x) ≤ 1} est contractif et invariant pour la loi de commande
u(x) = K(γ∗(x))x.

3. De plus, |K(γ∗(x))x| ≤ Umax ∀x ∈ SVc(1).
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Preuve 3.5.1 (Fonction de Lyapunov composée)

1. La loi de commande est définie par :

u(x) = K(γ∗(x))x = Y (γ∗(x))Q−1(γ∗(x))x, (3.136)

où
Y (γ∗(x)) =

∑N
j=1 γ∗

j (x)Y j ,

Q(γ∗(x)) =
∑N

j=1 γ∗
j (x)Qj .

(3.137)

Cette loi est donc équivalente à :

u(x) = (
N

∑

j=1

γ∗
j (x)Y j)(

N
∑

j=1

γ∗
j (x)Qj)−1x. (3.138)

Puisque la matrice Q(γ∗(x)) est une somme de matrices symétriques définies positives, elle
est également une matrice symétrique définie positive. En conséquence, la matrice inversée
Q(γ∗(x))−1 existe ∀x ∈ Rn. Ce fait engendre l’existence de la loi de commande u(x) ∀x ∈
Rn.

De plus, u(x) est exprimé en fonction de γ∗(x) et de x(t). Puisque x(t) est une fonction
continue, la continuité de la loi de commande u(x) est déterminée par la continuité de
γ∗(x).

2. Considérons x quelconque. γ∗(x) est la solution de min
γ∈Γ

xT P (γ)x = xT P (γ∗(x))x, où
∑N

j=1 γ∗
j (x) = 1, et γ∗

j (x) ≥ 0 pour j = 1, . . . , N .

Les inégalités matricielles suivantes proviennent des hypothèses du Théorème 3.5.3 :

(A + BuKj)T (Qj)−1 + (Qj)−1(A + BuKj) ≺ 0, j = 1, . . . , N ⇔
QjAT + Qj(Kj)T BT

u + AQj + BuKjQj ≺ 0, j = 1, . . . , N.
(3.139)

En posant Y j = KjQj, nous obtenons :

QjAT + (Y j)T BT
u + AQj + BuY j ≺ 0, j = 1, . . . , N. (3.140)

En multipliant chaque inégalité de (3.140) par γ∗
j (x) et en les additionnant pour j =

1, . . . , N , il résulte :

Q(γ∗(x))AT + Y T (γ∗(x))BT
u + AQ(γ∗(x)) + BuY (γ∗(x)) ≺ 0. (3.141)

Sous la condition d’une matrice non-singulière Q(γ∗(x)), nous multiplions à droite et à
gauche l’équation (3.141) par Q−1(γ∗(x)). Nous obtenons de cette façon :

AT Q(γ∗)−1 + Q(γ∗)−1Y T (γ∗)BT
u Q(γ∗)−1+

+Q(γ∗)−1A + Q(γ∗)−1BuY (γ∗)Q(γ∗)−1 ≺ 0.
(3.142)

Sachant que P (γ∗) = Q−1(γ∗) et que K(γ∗) = Y (γ∗)Q−1(γ∗), l’équation (3.142) est ré-
écrite comme suit :

(A + BuK(γ∗))T P (γ∗) + P (γ∗)(A + BuK(γ∗)) ≺ 0. (3.143)
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Nous construisons alors une fonction quadratique avec la variable x ∈ Rn :

xT [(A + BuK(γ∗))T P (γ∗) + P (γ∗)(A + BuK(γ∗))]x < 0 ⇔
xT [A + BuK(γ∗)]T P (γ∗)x + xT P (γ∗)[A + BuK(γ∗)]x < 0 ⇔
2xT [A + BuK(γ∗)]T P (γ∗)x < 0 ⇔
{[A + BuK(γ∗)]x}T 2P (γ∗)x < 0,⇔
ẋT 2P (γ∗)x < 0 ⇔
(2P (γ∗)x)T ẋ < 0.

(3.144)

D’après le Théorème 3.5.2, la fonction Vc(x) est différentiable d’une manière continue par
rapport à x, avec la dérivée :

∂Vc(x)

∂x
= 2P (γ∗(x))x. (3.145)

Sa dérivée temporelle est décrite par conséquent par :

∂Vc(x)

∂t
= (

∂Vc(x)

∂x
)T · ∂x

∂t
. (3.146)

Selon les résultats (3.144), (3.145) et (3.146) nous obtenons d’une part que la dérivée
temporelle de la fonction Vc(x) est négative pour la loi de commande u(x) = K(γ∗(x))x :

∂Vc(x)

∂t
< 0. (3.147)

et d’autre part, que la fonction Vc(x) = min
γ∈Γ

xT P (γ)x = xT P (γ∗)x est définie positive grâce

à la matrice symétrique définie positive P (γ∗).
En utilisant le Théorème de Lyapunov, nous concluons que Vc(x) est une fonction de Lya-
punov et par conséquent la courbe de niveau SVc(1) est invariante et contractive.

3. Considérons x ∈ SVc(1) et Vc(x) = min
γ∈Γ

xT P (γ)x = xT P (γ∗(x))x = α ≤ 1. Le Lemme

3.5.1 assure qu’il existe xj = QjP (γ∗)x tel que pour γ∗
j > 0 nous avons xj ∈ ∂ε( 1

α
P j) et

x =
∑N

j=1 γ∗
j xj.

En faisant l’hypothèse que x ∈ SVc(1), il résulte que α ≤ 1. Ceci implique ∂ε( 1
α
P j) ⊂ ε(P j).

Ainsi, pour γ∗
j > 0 nous avons xj ∈ ε(P j).

Par la suite nous considérerons l’hypothèse faite dans l’énoncé du Théorème 3.5.3 : |Kjx| ≤
Umax, ∀x ∈ ε(P j). Ceci implique |Kjxj | ≤ Umax pour tout xj = QjP (γ∗)x et γ∗

j > 0,
j = 1, . . . , N . Nous réécrivons cette relation et nous obtenons :

|KjQjP (γ∗)x| ≤ Umax, j = 1, . . . , N, γ∗
j > 0. (3.148)

En utilisant la notation Y j = KjQj, l’équation (3.148) devient :

|Y jP (γ∗)x| ≤ Umax, pour j = 1, . . . , N et γ∗
j > 0. (3.149)

Nous multiplions ensuite par γ∗
j > 0 et additionnons les équations (3.149) pour j = 1, . . . , N

et γ∗
j > 0. Le résultat ainsi obtenu est :

N
∑

j=1

γ∗

j >0

|γ∗
j Y jP (γ∗)x| ≤

N
∑

j=1

γ∗

j >0

γ∗
j Umax. (3.150)
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En considérant que γ∗
j ≥ 0 l’équation (3.150) est équivalente à :

N
∑

j=1

|γ∗
j Y jP (γ∗)x| ≤

N
∑

j=1

γ∗
j Umax, (3.151)

car si γ∗
j n’est pas strictement positif, alors il est nul.

En utilisant l’inégalité

|
N

∑

j=1

γ∗
j Y jP (γ∗)x| ≤

N
∑

j=1

|γ∗
j Y jP (γ∗)x| (3.152)

nous obtenons à partir des équations (3.151) et (3.152) :

|
N

∑

j=1

γ∗
j Y jP (γ∗)x| ≤ Umax. (3.153)

Selon la définition de la loi de commande, nous remarquons que
∑N

j=1 γ∗
j Y j = Y (γ∗) et

l’équation (3.153) devient alors :

|Y (γ∗)P (γ∗)| ≤ Umax. (3.154)

Nous remplaçons Y (γ∗)P (γ∗) par K(γ∗) dans l’équation (3.154) et nous obtenons

|K(γ∗)x| ≤ Umax, (3.155)

ou, autrement dit
|u(x)| ≤ Umax ∀x ∈ SVc(1). (3.156)

3.6 Systèmes hybrides avec des entrées et des sorties

Les systèmes qui possèdent une dynamique composée d’une partie discrète et d’une partie
continue peuvent être décrits par des automates hybrides. Ces systèmes évoluent selon des lois
physiques continues durant une période de temps. Dès qu’une condition sur le système est vérifiée,
il change de dynamique. Le système possède donc des états discrets auxquels correspond pour
chacun une évolution continue (décrite par la dynamique liée à cet état discret). Dans les sections
suivantes nous introduirons les systèmes hybrides avec des entrées et sorties, en présentant les
théorèmes et les définitions les plus importants. Une description détaillée de ces concepts est
exposée dans [Lyg98], [Lyn03], [Lyg96] et [Liu99].

Un exemple d’automate hybride est un système avec deux bassins d’eau et un seul robinet
représenté sur la Figure 3.10. Le robinet a un flux constant d’eau w. Il peut être commuté entre
les deux bassins. Par ailleurs, les bassins ont des volumes x1 et x2 et évacuent l’eau avec des flux
constants v1 et v2. Les niveaux d’eau dans les deux bassins ne doivent pas descendre en-dessous
des seuils r1 et r2.

Tant que le flux du robinet est dirigé vers l’un des deux bassins, la dynamique du système
est continue. Le système a donc deux états discrets différents q1 et q2, qui correspondent au
robinet dirigé soit vers le bassin 1, soit vers le bassin 2. La dynamique discrète intervient lorsque
le robinet commute entre les deux bassins, c’est-à-dire à chaque fois que le niveau d’eau dans
l’un des deux bassins passe en-dessous du seuil ri. Par conséquent, les conditions de changement
d’état discret sont x1 ≤ r1 (pour passer du bassin 2 au bassin 1) et x2 ≤ r2 (pour passer du
bassin 1 au bassin 2). Par symétrie, les conditions pour garder le même état discret sont x1 ≥ r1

(pour garder le robinet dans le bassin 2) et x2 ≥ r2 (pour garder le robinet dans le bassin 1).
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Fig. 3.10 – Exemple d’automate hybride : deux bassins avec un seul robinet d’alimentation.

3.6.1 Représentation

Les automates hybrides peuvent être représentés par des graphes orientés, comme celui de la
Figure 3.11 pour l’exemple avec les deux bassins.

Fig. 3.11 – Graphe orienté de l’automate hybride du système avec deux bassins et un seul robinet.

Chaque nœud du graphe est caractérisé par un état discret q ∈ {q1, q2} et par une évolution
des variables continues x ∈ R2, donnée par le champ de vecteurs f(q, x, w, v1, v2). S’ajoute à la
description du nœud l’ensemble Init(q, x), qui est l’ensemble des valeurs initiales possibles pour
l’état discret q et pour l’état continu x. Le flux w et les volumes évacués v1 et v2 représentent
les entrées du système hybride.

Les flèches du graphe correspondent aux changements d’état q ∈ {q1, q2}. Plus précisément,
à chaque flèche e ∈ E , {(q1, q2), (q2, q1)} correspond une condition de garde qui précise pour
quelles valeurs des variables continues x le changement d’état est possible. Si le changement
d’état a été effectué, une fonction d’initialisation R fournit la valeur initiale de la variable x.

3.6.2 Définitions

Dans cette section le concept des automates hybrides avec des entrées et sorties est formalisé.

Définition 3.6.1 (Automate hybride ouvert) Un automate hybride ouvert est une collec-
tion de 11 variables et ensembles H , (Q,X,U, Y, Init, f, h, Inv, E, G, R) qui vérifie :

– Q est un ensemble fini d’états discrets. Il représente la dynamique discrète de H.
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– X = {x1, x2, ..., xn} ∈ Rn, est un ensemble fini de variables réelles continues. Il représente
la dynamique continue de H.

– U = {u1, u2, ..., um} ∪ {ud
1, ud

2, ..., u
d
md} ∈ Rm+md

, est un ensemble fini de m variables
d’entrée réelles continues et md variables d’entrée réelles discrètes.

– Y = {y1, y2, ..., yk}∪{yd
1 , yd

2 , ..., yd
kd} ∈ Rk+kd

, est un ensemble fini de k variables de sortie
réelles continues et kd variables de sortie réelles discrètes.

– Init ⊆ Q × X est l’ensemble des états initiaux possibles
(

q0, x0
)

de l’automate hybride
H. q0 ∈ Q est l’état initial discret, x0 ∈ Rn est la valeur initiale de la variable continue
vectorielle x.

– f : Q×X ×U → Rn est un champ de vecteurs. Il décrit, à travers l’équation différentielle
ẋ = f(q, x, u) , le flux continu pour chaque état discret q ∈ Q.

– h : Q × X × U → Rk+kd
est la fonction des sorties.

– Inv : Q → ℘(X × U) est l’ensemble des conditions invariantes de H.
– E ⊂ Q × Q est l’ensemble des transitions.
– G : E → ℘(X × U) est une condition de garde qui attribue à chaque (qi, qj) ∈ E une

condition exprimée en fonction des variables x et u.
– R : E×X ×U → ℘(X) est une application d’initialisation (reset). Si la condition de garde

G((qi, qj)) est satisfaite, alors le système H va passer de l’état qi à l’état qj et la valeur
d’initialisation pour x sera R((qi, qj), x, u).

Définition 3.6.2 (Trajectoire temporisée des automates hybrides) Une trajectoire tem-
porisée k d’un automate hybride H est une suite finie ou infinie d’intervalles de temps k , {Ii}N

i=0

telle que :
– Ii = [τi, τ ′

i ], ∀ i < N ,
– si N < ∞ alors IN = [τN , τ ′

N ], ou IN = [τN , τ ′
N ),

– τi ≤ τ ′
i = τi+1 pour ∀ i < N .

Définition 3.6.3 (Préfixe d’une trajectoire temporisée) [Lyg03] k = {Ii}N
i=0 est un pré-

fixe de k′ = {Ji}M
i=0 et noté par k ⊑ k′ si, ou bien, ces trajectoires sont identiques, ou bien k est

fini, N ≤ M , Ii = Ji pour tout i = 1, . . . , N − 1 et IN ⊆ JN .

Un automate hybride garde son état discret pendant un intervalle de temps, Ii = [τi,τ
′
i ]. La

fin d’un intervalle τ ′
i coïncide avec le début d’un autre intervalle τi+1. À l’instant τ ′

i = τi+1 a lieu
un changement d’état discret. Des intervalles de temps nuls τi = τ ′

i = τi+1 = τ ′
i+1 sont également

possibles.

Définition 3.6.4 (Exécution de l’automate hybride ouvert) L’exécution d’un automate hy-
bride ouvert H est une collection (τ, ς, x, u) avec τ ∈ k = {[τi, τ

′
i ]}T

i=0, ς : τ → Q, x : τ → X, et
u : τ → U tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

– Condition initiale : (ς(τ0), x(τ0)) ∈ Init ;
– Évolution discrète : ∀ i, soit (ς(τ ′

i), x(τ ′
i)) = (ς(τi+1), x(τi+1)) soit ei = (ς(τ ′

i), ς(τi+1)) ∈ E,
(x(τ ′

i), u(τ ′
i)) ∈ G(ei) et x(τi+1) ∈ R(ei, x(τ ′

i), u(τ ′
i)) ;

– Évolution continue : ∀ i avec τi < τ ′
i , ς, x et u sont continues pour [τi, τ

′
i ] et ∀ t ∈ [τi, τ

′
i),

(x(t), u(t)) ∈ Inv(ς(t)) et ẋ(t) = f(ς(t), x(t), u(t)) ;
– Évolution des sorties : ∀ t ∈ τ , y(t) = h(q(t), x(t), u(t)).

L’existence et l’unicité des exécutions ne sont généralement pas garanties pour les automates
hybrides. Un problème potentiel réside dans le blocage dans un état discret, quand l’évolution
continue n’est plus possible, mais néanmoins aucune condition de garde n’est satisfaite. Par
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ailleurs, l’automate hybride peut être non-déterministe. Ceci signifie que plusieurs transitions
sont possibles au même instant. Les exécutions Zeno sont caractérisées par un nombre infini de
transitions exécutées en temps fini, ce qui constitue un autre problème.

3.7 Utilisation de ces outils théoriques dans le contexte de la
thèse

Dans cette thèse nous avons proposé une solution au problème suivant : concevoir une as-
sistance à la conduite qui empêche les sorties de voie involontaires. Le développement de cette
solution est divisé en plusieurs étapes.

La première étape était de trouver un formalisme mathématique pour décrire les interactions
entre les acteurs principaux du système : le véhicule, le conducteur et l’assistance. Le conducteur
et l’assistance représentent les deux actionneurs de haut niveau sur la direction du véhicule. Nous
avons opté pour une conduite alternative du véhicule par le conducteur ou l’assistance, suivant
des conditions de commutations. Par conséquent, ce formalisme mathématique a été représenté
par les systèmes hybrides ouverts (voir Figure 3.12). Cette phase de modélisation est décrite dans
le Chapitre 5, Partie III.

Fig. 3.12 – Véhicule-conducteur-assistance : Système hybride ouvert

Si le véhicule contrôlé par le conducteur représente un système de type boîte noire, le com-
portement du véhicule contrôlé par l’assistance restait à concevoir. La deuxième étape était la
conception de la loi de commande qui gère la direction du véhicule pendant les moments d’in-
attention du conducteur. Afin de satisfaire le cahier des charges de l’assistance à la conduite,
nous avons pris en compte plusieurs aspects (voir Figure 3.13). Les contraintes sur les variables
d’états et sur l’entrée de commande du véhicule ont été exprimées comme des polyèdres ou des
polytopes. Les exigences sur la trajectoire du véhicule durant l’action de l’assistance ont été
prises en compte en partant des ensembles atteignables et des ensembles invariants. En plus de
ces ensembles invariants il est nécessaire d’obtenir la stabilité asymptotique en boucle fermée.
Ces aspects seront exposés dans le Chapitre 6 et le Chapitre 7 de la Partie III.

Une troisième étape, transversale aux deux étapes énoncées précédemment, consistait à assu-
rer un comportement borné des trajectoires du système commuté véhicule-conducteur-assistance.

Toutes ces contraintes et exigences ont été satisfaites grâce à deux outils fondamentaux. Le
premier outil est le Théorème de Stabilité de Lyapunov, qui a été utilisé pour des fonctions
quadratiques et composées (voir Figure 3.14). Le deuxième outil est représenté par les méthodes
d’optimisation LMI et BMI. Ces méthodes d’optimisation ont permis de calculer les lois de
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Fig. 3.13 – Outils théoriques utilisés pour la conception de l’assistance à la conduite.

commande et les fonctions de Lyapunov souhaitées.

Fig. 3.14 – Interdépendance entre les outils théoriques utilisés pour la conception de l’assistance
à la conduite.
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4

Modèle du véhicule pour le suivi de
voie et instrumentation
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4.1 Modèle « bicyclette » du véhicule

Cette section est consacrée à la présentation du modèle de véhicule utilisé pour la synthèse
de l’assistance. L’exposé sera centré sur les principes essentiels de la dynamique latérale et suivra
le cheminement des études réalisées dans [Mam01] et dans [Bag01].

Les lois fondamentales de la dynamique seront d’abord formulées pour le véhicule considéré
comme un corps rigide qui ne subit aucune déformation. Des simplifications permettront de
retenir les seuls mouvements de lacet et de dérive.

Une fois les forces extérieures, notamment les forces de contact pneumatique-chaussée, et les
moments dynamiques extérieurs identifiés, quelques simplifications supplémentaires permettront
d’aboutir aux équations du modèle « bicyclette ».
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4.1.1 Repères et mouvements du véhicule

Le véhicule considéré comme un corps rigide présente six degrés de liberté : trois mouvements
de rotation et trois mouvements de translation. Ces mouvements sont réunis dans la Figure 4.1.
Les mouvements de translations s’effectuent selon trois axes :

1. un axe longitudinal, parallèle à l’axe de symétrie de la caisse, l’axe OX ;

2. un axe transversal, perpendiculaire à l’axe de symétrie de la caisse, l’axe OY ;

3. et un axe orthogonal aux deux axes précédents, l’axe OZ.

Les mouvements de rotation s’effectuent selon les axes mentionnés précédemment et portent
chacun un nom bien spécifique :

1. la rotation autour de l’axe longitudinal OX, caractérisée par l’angle de roulis φ est appelée
mouvement de roulis ;

2. la rotation autour de l’axe transversal OY , caractérisée par l’angle de tangage θ est appelée
mouvement de tangage ;

3. la rotation autour de l’axe vertical OZ, caractérisée par l’angle de lacet ψ est appelée
mouvement de lacet.

Fig. 4.1 – Les différents mouvements du véhicule.

Définition des repères

Plusieurs repères peuvent être utilisés pour décrire les mouvements du véhicule. Il sera fait
usage ici de deux repères particuliers : un repère absolu, supposé galiléen et noté Ra, et un
repère lié à la caisse du véhicule, noté Rc. Le passage entre ces deux repères utilisera deux
repères intermédiaires : un repère dit véhicule Rv et un repère dit intermédiaire Ri.

Les passages entre les différents repères se décomposent de la manière suivante :
– Le repère véhicule Rv subit une translation OaOv et une rotation de lacet d’angle ψ autour

de l’axe OaZa par rapport au repère absolu Ra (voir Fig. 4.2 (a)).
– Le repère intermédiaire Ri subit une rotation de tangage d’angle θ autour de l’axe OvYv

par rapport au repère véhicule Rv (voir Fig. 4.2 (b)).
– Le repère caisse Rc a une rotation de roulis d’angle φ autour de l’axe OiXi par rapport au

repère intermédiaire Ri (voir Fig. 4.2 (c)).
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(a) (b) (c)

Fig. 4.2 – (a) Repère absolu-repère véhicule. (b) Repère véhicule-repère intermédiaire. (c) Repère
intermédiaire-repère caisse.

Changement de repère

Les transformations de coordonnées entre les repères nécessitent de tenir compte des transla-
tions et des rotations effectuées. Considérons pour cela un point P dans l’espace et calculons les
transformations des coordonnées du point P , ((xP )a, (yP )a, (zP )a)T , du repère absolu Ra vers
les repères Rv, Ri et Rc. Le vecteur (OaP )a sera donc projeté sur chacun de repères Rv, Ri et
Rc. Les coordonnées dans ces repères seront respectivement notées (OaP )v, (OaP )i et (OaP )c.

1. Le passage de Ra vers Rv se compose
– d’une translation (OaOv)

v

– et d’une rotation d’angle ψ autour de l’axe OaZa :






(xP )v = (xP )a cos ψ + (yP )a sinψ
(yP )v = −(xP )a sinψ + (yP )a cos ψ
(zP )v = (zP )a

⇔ (4.1)





xP

yP

zP





v

= Rψ





xP

yP

zP





a

, Rψ =





cos ψ sinψ 0
− sinψ cos ψ 0

0 0 1



 . (4.2)

La composition de la translation avec la rotation donne :

(OaP )v = (OaOv)
v + Rψ(OaP )a. (4.3)

2. Le passage de Rv vers Ri se compose
– d’une rotation d’angle θ autour d’axe OvYv







(xP )i = (xP )v cos θ − (zP )v sin θ
(yP )i = (yP )v

(zP )i = (xP )v sin θ + (zP )v cos θ
⇔ (4.4)





xP

yP

zP





i

= Rθ





xP

yP

zP





v

, Rθ =





cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ



 . (4.5)
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Le vecteur OaP a pour coordonnées dans ce repère :

(OaP )i = Rθ(OaP )v. (4.6)

3. Le passage de Ri vers Rc se compose
– d’une rotation d’angle φ autour d’axe OiXi







(xP )c = (xP )i

(yP )c = (yP )i cos φ + (zP )i sinφ
(zP )c = −(yP )i sinφ + (zP )i cos φ

⇔ (4.7)





xP

yP

zP





c

= Rφ





xP

yP

zP





i

, Rφ =





1 0 0
0 cos φ sinφ
0 − sinφ cos φ



 . (4.8)

Le vecteur OaP a pour coordonnées dans ce repère :

(OaP )c = Rφ(OaP )i. (4.9)

Il faut maintenant pouvoir exprimer les formules de passage du repère Ra au repère Rc pour les
vitesses du point Oc. On considère pour cela qu’à l’origine du temps Oa ≡ Ov ≡ Oi ≡ Oc. Les
notations suivantes seront utiles :

η1 =





xOc

yOc

zOc





a

: coordonnées du point Oc dans le repère Ra,

η2 =





φ
θ
ψ





a

: angles de rotation du repère Rc vis-à-vis du repère Ra,

ν1 =





v
u
w





c

: le vecteur vitesse du point Oc dans le repère Rc,

ν2 =





p
q
r





c

: le vecteur vitesse de rotation du point Oc dans le repère Rc.

(4.10)

Les égalités (4.3), (4.6) et (4.9) conduisent à :

(OaOc)
c = RφRθRψ(OaOc)

a ⇒ ν1 = R1(η2)η̇1, où R1(η2) = RφRθRψ, (4.11)

R1(η2) =





cosψ cos θ sinψ cos θ − sin θ
cos ψ sin θ sinφ − sinψ cos φ sinψ sin θ sinφ + cos ψ cos φ cos θ sinφ
cos ψ sin θ cos φ + sinψ sinφ sinψ sin θ cos φ − cos ψ sinφ cos θ cos φ



 .

(4.12)
Ce résultat peut également être utilisé sous la forme réciproque :

η̇1 = R−1
1 (η2)ν1. (4.13)

Les transformations des vitesses de rotation s’écrivent sous la forme suivante :

ν2 =





φ̇
0
0



 + Rφ









0

θ̇
0



 + Rθ





0
0

ψ̇







 ⇒ (4.14)
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ν2 =





1 0 −sinθ
0 cosφ cosθsinφ
0 −sinφ cosθcosφ



 · η̇2 = R2(η2)η̇2. (4.15)

Comme précédemment, la transformation des vitesses de rotation peut également être utilisée
pour obtenir les formules de passage du repère Rc au repère Ra :

η̇2 = R−1
2 (η2)ν2. (4.16)

Précisons que la matrice R1(η2) étant orthogonale, son inverse est donné par sa transposée :
R−1

1 (η2) = RT
1 (η2). L’inverse de la matrice R2(η2) est quant à elle donnée par :

R−1
2 (η2) =





1 sinφ tan θ cos φ tan θ
0 cos φ − sinφ
0 sinφ/ cos θ cos φ/ cos θ



 . (4.17)

Nous pouvons finalement conclure que les transformations de vitesses de translation et de
rotation du repère lié à la caisse vers le repère absolu se réduisent à des opérations de multi-
plication par des matrices de transformation. Pour des raisons de simplicité, les équations de
la dynamique du véhicule seront donc exprimées dans le repère lié à la caisse, il sera toujours
possible d’opérer une transformation pour établir les équations du mouvement dans le repère
absolu.

4.1.2 Application des lois fondamentales de la dynamique

Rappelons que le véhicule est assimilé à un corps rigide en mouvement dans un repère à 3
dimensions. Des hypothèses simplificatrices seront faites tout au long de l’exposé. Avant l’énoncé
des lois fondamentales de la dynamique, il est nécessaire de calculer l’accélération et le moment
dynamique du véhicule, calculs pour lesquels il sera fait usage du théorème de la dérivation dans
un repère mobile.

Théorème 4.1.1 (Dérivation et changement de référentiel) Considérons Ra un repère fixe
et Rm un repère mobile. Le vecteur des vitesses de rotation du repère Rm vis-à-vis du repère Ra

est décrit par Ω. Si v ∈ R3 est un vecteur, sa dérivée par rapport au repère fixe Ra est liée à la
dérivée par rapport au repère mobile Rm par l’équation suivante :

(
dv

dt
)a , (

dv

dt
)m + Ω × (v). (4.18)

Les notations (dv
dt

)a = ˙(v) et (dv
dt

)m = v̌ seront utilisées par la suite. De même, pour alléger les
notations, le vecteur ν2 sera noté Ω .

Calcul de l’accélération d’un point situé sur la caisse du véhicule

Soit P un point de la caisse du véhicule. Les vecteurs formés par P avec l’origine du repère
absolu Ra et l’origine du repère lié à la caisse Rc sont notés respectivement OaP et OcP (voir
Fig. 4.3). Le vecteur OaOc relie les origines des deux repères. La relation de composition entre
les trois vecteurs, écrite dans le repère caisse est donnée par :

(OaP )c = (OaOc)
c + (OcP )c. (4.19)
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Fig. 4.3 – Point sur la caisse du véhicule dans le repère absolu et dans le repère lié à la caisse.

La vitesse absolue du point P , par rapport au repère Ra, doit maintenant être exprimée dans
le repère caisse Rc. Il faut donc dériver l’égalité (4.19) par rapport au repère absolu :

˙(OaP )
c
= ˙(OaOc)

c
+ ˙(OcP )

c ⇔
˙(OaP )

c
= ˙(OaOc)c + ( ˇOcP )c + Ω × (OcP )c ⇔

(vP )c = ˙(OaOc)c + ( ˇOcP )c + Ω × (OcP )c, où (vP )c = ˙(OaP )c.

(4.20)

L’accélération du point P est obtenue en dérivant une nouvelle fois l’expression obtenue
précédemment pour la vitesse (4.20) :

¨(OaP )
c
= ¨(OaOc)c + ( ˙̌OcP )c + Ω̇ × (OcP )c + Ω × ( ˙OcP )c ⇔

¨(OaP )
c
= ( ˇ̇OaOc)

c + Ω × ˙(OaOc)c + ( ˇ̌OcP )c + Ω × ( ˇOcP )c+

+Ω̇ × (OcP )c + Ω × (( ˇOcP )c + Ω × (OcP )c) ⇔

¨(OaP )
c
= ( ˇ̇OaOc)

c + Ω × ˙(OaOc)c + ( ˇ̌OcP )c + Ω × ( ˇOcP )c+

+Ω̇ × (OcP )c + Ω × ( ˇOcP )c + Ω × (Ω × (OcP )c) ⇔

(4.21)

(ΓP )c = ( ˇ̌OcP )c + 2Ω × ( ˇOcP )c+

+( ˇ̇OaOc)
c + Ω × ˙(OaOc)

c
+ Ω̇ × (OcP )c + Ω × (Ω × (OcP )c),

où (ΓP )c = ¨(OaP )c.

(4.22)

Cette expression permet d’identifier aisément les composantes usuelles d’une accélération,
calculée par rapport à un repère fixe et exprimée dans un repère mobile :

1. l’accélération relative ( ˇ̌OcP )c,

2. l’accélération d’entraînement ( ˇ̇OaOc)
c + Ω × ˙(OaOc)

c
+ Ω̇ × (OcP )c + Ω × (Ω × (OcP )c),

3. et l’accélération de Coriolis 2Ω × ( ˇOcP )c.
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Calcul du moment dynamique

Nous nous intéressons maintenant aux mouvements de rotation de la caisse du véhicule.
Dans un premier temps, des résultats généraux sur les mouvements de rotation seront fournis,
rappelons que le moment dynamique d’un corps dans l’espace dépend de son volume et de la
répartition de sa masse. Considérons donc un élément de volume dV de la caisse situé autour
d’un point M (voir Fig. 4.4). v est la vitesse de cet élément volumique par rapport au repère lié
à la caisse et ρs représente sa masse volumique. CG est le centre de gravité du véhicule.

Fig. 4.4 – Élément volumique et centre de gravité du véhicule dans le repère lié à la caisse.

Définition 4.1.1 (Centre de gravité) La position du centre de gravité CG s’obtient par une
intégrale sur l’ensemble du volume V du corps considéré, soit :

(OcCG)c ,
1

m

∫

V

(OcM)cρsdV. (4.23)

Par dérivation de l’équation (4.23) on obtient :

m(OcCG)c =
∫

V
(OcM)cρsdV ⇒ m( ˙OcCG)c =

∫

V
( ˙OcM)cρsdV ⇒

∫

V
( ˙OcM)cρsdV = m(( ˇOcCG)c + Ω × (OcCG)c).

(4.24)

Ce calcul interviendra dans la recherche du moment dynamique.
Le tenseur d’inertie d’un corps non ponctuel intervient dans le calcul du moment cinétique

qui permet d’aboutir par dérivation au moment dynamique. CG étant le centre de gravité du
corps considéré, le tenseur d’inertie est défini comme suit :

Définition 4.1.2 (Tenseur d’inertie) Le tenseur d’inertie d’un corps rigide est défini par le
produit entre sa matrice d’inertie et le vecteur de ses vitesses de rotation. En considérant un
élément volumique dV et le centre de gravité CG, il se calcule par l’intégrale volumique :

I0Ω ,

∫

V

ρS [(OcCG)c × (Ω × (OcCG)c)]dV. (4.25)

La matrice d’inertie I0 de l’équation (4.25) est symétrique, définie positive et de la forme :

I0 =





Ix −Ixy −Ixz

−Iyx Iy −Iyz

−Izx −Izy Iz



 . (4.26)
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où les indices (x, y, z)T de l’équation (4.26) sont des notations abrégées pour les directions OcXc,
OcYc et OcZc. Cette matrice est constante dans le référentiel lié à la caisse.

Le moment cinétique est représentatif de la quantité de mouvement qui contribue à une
rotation, calculée par rapport à un point de référence. En choisissant comme point de référence
l’origine du repère lié à la caisse du véhicule, le moment cinétique est décrit plus précisément par
une intégrale volumique.

Définition 4.1.3 (Moment cinétique par rapport au point Oc) Le moment cinétique du
véhicule par rapport à l’origine du repère lié à la caisse est décrit par :

σ0 ,

∫

V

((OcM)c × v)ρSdV = m(OcCG)c × ( ˙OaOc)
c + I0 × Ω. (4.27)

Le moment dynamique d’un corps rigide par rapport à un point de référence décrit l’effet de
rotation autour de ce point, effet qui est provoqué par les forces agissant sur ce corps rigide.

Définition 4.1.4 (Moment dynamique par rapport au point Oc) Le moment dynamique
du véhicule par rapport à l’origine du repère lié à la caisse est décrit par :

H0 ,

∫

V

((OcM)c × v̇)ρSdV. (4.28)

À ce stade, l’ensemble des quantités nécessaires à l’application d’un des théorèmes fondamentaux
de la mécanique des corps rigides a été réunit, à savoir : le moment dynamique d’un corps rigide
par rapport à un point s’obtient par la dérivation du moment cinétique par rapport à ce même
point. En effet, nous remarquons que :

σ̇0 =

∫

V

(( ˙OcM)c × v)ρSdV +

∫

V

((OcM)c × v̇)ρSdV = H0 +

∫

V

(( ˙OcM)c × v)ρSdV. (4.29)

Par ailleurs, la dérivée de σ0 peut être calculée en dérivant l’expression (4.27) :

σ̇0 = m[( ˇOcCG)c+Ω×(OcCG)c]×( ˙OaOc)
c+m(OcCG)c×[( ˇ̇OaOc)

c+Ω×( ˙OaOc)
c]+I0Ω̌+Ω×(I0Ω).

(4.30)
En tenant compte des relations (4.24), (4.29) et (4.30) nous obtenons pour le moment dyna-

mique après les calculs intermédiaires :

H0 = σ̇0 −
∫

V

( ˙OcM)c × v)ρSdV ⇔ (4.31)

H0 = I0Ω̌ + Ω × (I0Ω) + m(OcCG)c × [ ˇ̇OaO
c
c + Ω × ( ˙OaOc)

c]. (4.32)

Équations globales des forces d’inertie et du moment dynamique

Après avoir établi les expressions de l’accélération d’un point appartenant à la caisse du
véhicule et du moment dynamique du véhicule par rapport à l’origine du repère Rc, les équations
de mouvement au centre de gravité (P ≡ CG) peuvent être écrites :

{

m(ΓCG)c =
∑

(Fext)
c,

H0 =
∑

(Mext)
c,

(4.33)

où
∑

(Fext)
c et

∑

(Mext)
c sont les résultantes des forces et des moments extérieurs agissant sur

le véhicule.
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En utilisant les équations (4.22) et (4.32), les lois de la dynamique de l’équation (4.33)
deviennent :











m[( ˇ̌OcCG)c + 2Ω × ( ˇOcCG)c+

+( ˇ̇OaOc)
c + Ω × ˙(OaOc)

c
+ Ω̇ × (OcCG)c + Ω × (Ω × (OcCG)c)] =

∑

(Fext)
c,

I0Ω̌ + Ω × (I0Ω) + m(OcCG)c × [ ˇ̇OaO
c
c + Ω × ( ˙OaOc)

c] =
∑

(Mext)
c.

(4.34)

Les équations générales précédentes se simplifient grandement grâce à quelques hypothèses qui
seront introduites dans la suite.

Hypothèse 4.1.1 (Hypothèse de véhicule en un seul corps rigide) L’ensemble masse non-
suspendue/masse suspendue (caisse) constitue un seul même corps rigide.

Cette hypothèse consiste à négliger les déformations et les mouvements relatifs de la caisse
qui sont engendrés par les éléments de suspension. La conséquence en est que la vitesse et
implicitement l’accélération du centre de gravité CG par rapport à l’origine du repère lié à la
caisse, Oc, sont nulles ( ˇOcCG)c = 0 et ( ˇ̌OcCG)c = 0. Les équations (4.34) deviennent alors :

{

m[( ˇ̇OaOc)
c + Ω × ˙(OaOc)

c
+ Ω̇ × (OcCG)c + Ω × (Ω × (OcCG)c)] =

∑

(Fext)
c,

I0Ω̌ + Ω × (I0Ω) + m(OcCG)c × [ ˇ̇OaO
c
c + Ω × ( ˙OaOc)

c] =
∑

(Mext)
c.

(4.35)

Hypothèse 4.1.2 (Référentiel lié à la caisse avec pour origine le centre de gravité) Le
référentiel lié à la caisse Rc a son origine au centre de gravité du véhicule : Oc ≡ CG.

Le vecteur OcCG étant nul dans ce cas, les équations (4.35) se réduisent à :

{

m[( ˇ̇OaOc)
c + Ω × ˙(OaOc)

c
] =

∑

(Fext)
c,

I0Ω̌ + Ω × (I0Ω) =
∑

(Mext)
c.

(4.36)

Rappelons que la vitesse du point Oc, et donc du centre de gravité CG, par rapport au repère
absolu est notée ν1 = (v, u, w)T . Ceci implique ( ˙OaOc)

c = ν1 et Ω = ν2. Les équations (4.36)
deviennent ainsi :

{

m[(ν̌1)
c + ν2 × ν1] =

∑

(Fext)
c,

I0ν̌2 + ν2 × (I0ν2) =
∑

(Mext)
c.

(4.37)

Réduction au modèle « lacet-dérive »

L’hypothèse supplémentaire concerne cette fois-ci les mouvements du véhicule. Pour étudier
le mouvement latéral, il est possible de ne considérer que la translation dans le plan OaXaYa et
la rotation en lacet autour de l’axe OaZa. Les mouvements de tangage, de roulis et de pompage
sont donc considérés comme nuls. Cette hypothèse conduira dans les sections suivantes au modèle
« bicyclette » du véhicule, largement utilisé pour la commande de la dynamique latérale.

Hypothèse 4.1.3 (Absence de mouvements de tangage, roulis et pompage) Le mouve-
ment du véhicule est restreint aux translations dans le plan horizontal OaXaYa et à la rotation
autour de l’axe vertical OaZa.
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Sous cette hypothèse, le repère lié à la caisse Rc coïncide avec le repère véhicule Rv. La
conséquence directe est que le vecteur des vitesses de translation ν1 devient ν1 = (v, u, 0)T et le
vecteur des vitesses de rotation devient ν2 = (0, 0, r)T . Ces nouvelles expressions injectées dans
l’équation (4.37), permettent d’écrire :







m(v̌ − ru) =
∑

(Fext)
c
x,

m(ǔ + rv) =
∑

(Fext)
c
y,

Iz ř =
∑

(Mext)
c
z.

(4.38)

Les indices (x, y, z)T de l’équation (4.38) sont des notations abrégées pour les directions OcXc,
OcYc et OcZc.

Une dernière simplification est nécessaire pour pouvoir établir par la suite le modèle « bicy-
clette » à vitesse constante.

Hypothèse 4.1.4 (Vitesse longitudinale constante) La vitesse longitudinale du véhicule v
selon l’axe OcXc reste constante.

L’Hypothèse 4.1.4 implique que v̌ est nul. De plus, la vitesse transversale u peut maintenant
être exprimée en fonction de la vitesse longitudinale v et d’un angle β : u = v sinβ. L’angle β
sera appelé par la suite angle de dérive au centre de gravité du véhicule. Cet angle de dérive
demeure faible pour les situations de conduite normale et la formule approchée u ∼= vβ pourra
alors être utilisée.

En ne gardant dans les équations de l’équilibre dynamique que celles qui sont liées au mou-
vement transversal, selon l’axe OcYc, et au mouvement de lacet autour de l’axe OcZc, le modèle
« lacet-dérive » peut être établi :

{

mv(β̌ + r) =
∑

(Fext)
c
y,

Iz ř =
∑

(Mext)
c
z.

(4.39)

4.1.3 Étude des forces et des moments extérieurs pour la dynamique latérale

L’interaction du véhicule avec son environnement se fait principalement par l’intermédiaire
de la surface de contact entre les roues et la chaussée. Le véhicule étant un corps solide de volume
non-négligeable, d’autres phénomènes comme l’interaction aérodynamique jouent également un
rôle important dans le mouvement du véhicule. Nous porterons la discussion dans les paragraphes
suivants sur les forces et les moments dynamiques induits par l’interaction pneumatique-chaussée.

Forces et moments du contact pneumatique chaussée

Le contact du véhicule avec sa surface d’évolution est réalisé au niveau de ses quatre roues.
Les actions et les réactions qui s’exercent entre le sol et le véhicule dépendent de la nature du
contact, ainsi que de la force normale sur la surface de contact.

La nature du contact pneumatique-chaussée résulte de l’état et du type des deux surfaces qui
interagissent : le sol et l’enveloppe de la roue. L’état du sol n’est pas généralement connu avec
exactitude. De même, l’enveloppe a un comportement difficile à décrire de manière analytique,
qui dépend de sa composition, de sa structure, de ses déformations mais aussi de son état d’usure.
Le résultat de ce contact est décrit par le coefficient de frottement, définit par le rapport de la
force solicitant la roue dans la surface de contact et la force normale [Rei01]. Le coefficient de
frottement dépend de la vitesse et a des valeurs entre 1 pour une route sèche et 0.2 pour une route
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mouillée ou verglacée. Les efforts verticaux sur la surface de contact sont aussi variables. Leurs
variations dépendent notamment de report de charge dû à l’accélération latérale ou longitudinale.

Pour approcher les effets dynamiques générés par le contact du pneumatique avec la chaussée,
considérons une roue isolée sur le sol. Un repère lié à la roue OrXrYrZr est positionné au centre
de cette roue, avec l’axe OrZr normal au sol. La roue est de plus considérée comme un élément
solide qui subit des déformations pendant son mouvement : la déformation de l’enveloppe et
également la déformation de la chape de caoutchouc. Ces déformations sont généralement prises
en compte par la réduction du rayon de la roue sous l’effet de la force normale. Le rayon est
alors noté R̄e (voir Fig. 4.5 (b)). De même, l’écrasement du pneumatique conduit à une surface
de contact non nulle qui est modélisée sous la forme d’un rectangle, appelée région de contact
(voir Fig. 4.5 (a)).

Cinématique de la roue

Une première conséquence de la déformation du pneumatique est que le vecteur vitesse au
centre de rotation de la roue n’est plus dans le plan de rotation longitudinal OrXrZr (voir Fig.
4.5 (a)). Une deuxième conséquence est que la vitesse longitudinale au centre de rotation (vx)r

(voir Fig. 4.5 (b)) est différente de la vitesse linéaire au point du contact.

(a) (b)

Fig. 4.5 – (a) Roue vue dans le plan OrYrXr. (b) Roue vue dans le plan OrXrZr.

La terminologie suivante est souvent utilisée [Sve07].
– La vitesse au centre de rotation de la roue, notée (v)r, fait un angle α avec l’axe OrXr.

L’angle α est appelé angle de dérive du pneumatique. La vitesse (v)r se décompose en une
vitesse latérale (vy)

r et une vitesse longitudinale notée (vx)r.
– La vitesse périphérique de la roue dans la direction OrXr, dû au mouvement de rotation

de la roue, serait pour une roue non déformée de rayon Re : (vc)
r = (ω)r(Re)

r.
– La vitesse de dérive de la roue se définit sur l’axe longitudinal OrXr par la différence entre la

vitesse (vx)r et la vitesse (vc)
r et sur l’axe transversal OrYr par (vy)

r : (vs)r = (vx−vc, vy)
r.

1. Taux de glissement. Le taux de glissement représente le rapport entre la vitesse de
glissement et la vitesse de la roue. Selon la vitesse de la roue pour laquelle il est calculé,
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nous retrouvons les formules suivantes [Sve07] :

σ = (σx, σy) ,
(vs)r

(vc)r
, κ = (κx, κy) ,

(vs)r

(vx)r
, s = (sx, sy) ,

(vs)r

(v)r
. (4.40)

La deuxième formulation, qui est la plus utilisée dans la littérature, se transforme en :

κ , (λ, tanα) =

{

((Reω
vx

)r − 1, tanα), si (vx)r > (Re)
r(ω)r (freinage),

(1 − (Reω
vx

)r, tanα), si (vx)r < (Re)
r(ω)r (accélération),

(4.41)

selon que la roue soit en situation de freinage ou d’accélération.

2. Les angles de dérive des roues. Les angles de dérive des roues peuvent être obtenus en
partant de la vitesse du véhicule au centre de gravité puis en effectuant les transformations
nécessaires jusqu’à l’obtention de la vitesse au niveau de la roue. Ils dépendent de ce fait de
la vitesse de rotation en lacet et pour les roues directrices de l’angle de braquage [Kie05].
Les roues du véhicule étant respectivement, dans le sens horaire, R1, R2, R3 et R4 (voir
Figure 4.6), le calcul sera développé pour la roue avant gauche, notée R1 sur la Figure 4.6.
Cette roue directrice forme avec l’axe longitudinal du véhicule un l’angle de braquage δf .
Cet angle de braquage sera supposé identique pour les deux roues avant du véhicule.

Fig. 4.6 – Angle de dérive de la roue avant gauche.

Le calcul de l’angle de dérive α1, nécessite de déterminer dans un premier temps la vitesse
au point R1 par rapport au repère absolu Ra, notée (vR1

)v et de l’exprimer dans le repère
véhicule Rv (voir Figure 4.7) :

(vR1
)v = ˙(OaR1)v = ( ˙OaCG)v + ( ˙CG R1)

v = (vCG)v + ( ˇCGR1)
v + Ω × (CG R1)

v

( ˇCG R1)
v = 0

}

⇒

(4.42)
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(vR1
)v = (vCG)v + Ω × (CG R1)

v. (4.43)

Rappelons que la vitesse du centre de gravité CG est donnée par : (vCG)v = ν1 =
(v, u, 0)T = (v, v sinβ, 0)T . La vitesse de rotation Ω se réduit avec l’hypothèse du seul
mouvement de rotation de « lacet » à Ω = (0, 0, r)T . En poursuivant le calcul de l’équation
(4.43), on établit :

(vR1
)v =





v
vβ
0



+





0
0
r



×





lf
a
2
0



 =





v
vβ
0



+





−a
2r

rlf
0



 =





v − a
2r

vβ + rlf
0



 . (4.44)

Fig. 4.7 – Vitesse au point R1, (vR1
)v, par rapport au repère absolu Ra.

L’équation précédente associée à la Figure 4.7 permet d’écrire l’égalité ci-dessous :

tan(δf − α1) =
(vy

R1
)v

(vx
R1

)v
=

vβ + rlf
v − a

2r
. (4.45)

On obtient finalement l’angle de dérive α1 de la roue avant :

α1 = δf − arctan
(vy

R1
)v

(vx
R1

)v
= δf − arctan

vβ + rlf
v − a

2r
. (4.46)

Les angles de dérive des trois autres roues R2, R3 et R4 s’obtiennent de la même manière :

α2 = δf − arctan
vβ+rlf
v+a

2
r

,

α3 = − arctan vβ−rlr
v+a

2
r

,

α4 = − arctan vβ−rlr
v−a

2
r

.

(4.47)
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Ces expressions se simplifient et deviennent linéaires si on considère que les rapports
(vy

Ri
)v

(vx
Ri

)v ,

i = 1, . . . , 4, sont très faibles et que |a2r| ≪ v :

α1 = α2 = δf − β − rlf
v

,

α3 = α4 = −β + rlr
v

.
(4.48)

Dynamique de la roue

Les forces et les moments qui s’exercent sur la roue sont représentés dans la Figure 4.8. Notons
que le plan de la roue, n’est pas dans le plan vertical, il fait un angle γ avec le plan OrXrZr,
appelé angle de carrossage. Sur la Figure 4.8 sont représentées les trois forces : longitudinale
(Fx)r, transversale (Fy)

r et normale (Fz)
r. De même, les trois moments qui s’exercent sur la

roue sont le moment résistant Mz autour de l’axe OrZr appelé moment d’auto-alignement qui
tend à la ramener dans l’axe du véhicule, le moment de résistance au roulement My autour de
l’axe OrYr et le moment de résistance Mx autour de l’axe OrXr.

Dans la suite de ce chapitre, l’exposé sera restreint à la modélisation des forces de contact
pneumatique-chaussée (Fx)r et (Fy)

r dans les deux directions de translation longitudinale et
transversale. Ces forces résultent de phénomènes de friction complexes à caractériser. Fortement
non-linéaires, ces forces sont généralement approchées par des méthodes empiriques ou des mé-
thodes analytiques décrivant les phénomènes mis en jeu. Quatre méthodes seront présentées
brièvement [Sve07].

Fig. 4.8 – Forces et moments s’exerçant sur la roue.

1. Modèles statiques linéaires.
Ces modèles statiques expriment les forces de contact en fonction de paramètres comme
par exemple l’adhérence, la vitesse ou la charge, en partant des relevés expérimentaux.
L’objectif est de reproduire au mieux les phénomènes observés.
Les relevés expérimentaux de la force (Fx)r en fonction de la dérive longitudinale λ et de
la force (Fy)

r en fonction de l’angle de dérive α, ont le profil de la courbe de la Figure 4.9.
Cette courbe appelle les remarques suivantes :
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4.1. Modèle « bicyclette » du véhicule

Fig. 4.9 – Force longitudinale et force latérale en fonction de la dérive.

– Les forces sont quasi-linéaires et croissantes pour des faibles solicitations (zone de pseudo-
glissement). Elles peuvent être approchées dans ce cas par leurs tangentes à l’origine :

(Fx)r =
(

∂(Fx)r

∂λ

)

λ=0
· λ = cxλ,

(Fy)
r =

(

∂(Fy)r

∂α

)

α=0
· α = cyα,

(4.49)

où cx et cy sont les coefficients de raideur du pneumatique.
– Elles sont non-linéaires avec une tendance à la saturation pour des solicitations à la

limite de l’adhérence dans laquelle le véhicule reste toujours contrôlable (zone de pseudo-
glissement et glissement),

– Elles reprennent une forme quasi-linéaire, décroissante une fois la saturation dépassée et
qu’on atteint la zone de glissement sans roulement.

Si les situations de conduite n’entraînent pas de saturation des forces de contact, la force
latérale (Fy)

r se situe dans le domaine linéaire de pseudo-glissement de la Figure 4.9. Elle
peut être reformulée sous la forme :

(Fy)
r = cyα = c0

yµα, (4.50)

où c0
y est le coefficient de raideur pour une adhérence parfaite correspondant à µ = 1.

Pour approcher au mieux les relevés expérimentaux, comme celui de la Figure 4.9, les
auteurs de [Bak87] ont proposé une formule analytique applicable aux deux forces longitu-
dinale et latérale ainsi qu’au moment d’auto-alignement :

y(x) = D sin[C arctan[(1 − E)x +
E

B
arctan(Bx)]]. (4.51)

L’équation (4.51) est plus connue sous l’appellation « Formule magique de Pacejka », le
couple (x, y) doit être remplacé, selon le cas, par (λ, (Fx)r), (α, (Fy)

r) ou (α, Mz). Les
quatre coefficients C, D, B et E sont différents pour chaque (Fx)r, (Fy)

r ou Mz et sont
fonction de la charge normale (Fz)

r sur le pneumatique. Le modèle a connu plusieurs
extensions et paramétrages pour décrire les propriétés d’intérêt du pneumatique [Pac02].
Il contient à présent environ 85 paramètres qui sont adaptables en fonction des données
expérimentales. Un des points d’intérêt de la « Formule magique de Pacejka » est qu’elle
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peut tenir compte des interdépendances entre les solicitations longitudinales et latérales.
Ces interactions seront abordées par la suite.

2. Modèle semi-empirique : Ellipse de friction.
Les phénomènes de friction sont décrits par les lois de frottement de Coulomb. On parle
de frottement statique ou dynamique selon l’absence ou pas de mouvement relatif entre les
deux corps en contact. Pour passer du frottement statique au frottement dynamique, la
force de frottement statique est augmentée jusqu’à ce que les résistances (par exemple des
aspérités) sur la surface de contact soient vaincues. Une première loi de Coulomb affirme
que la force maximale de frottement demeure inférieure à la limite (Fmax)r = µs(Fz)

r, où
µs est le coefficient de frottement statique. Selon la deuxième loi de Coulomb, une fois le
phénomène de glissement en place, la force de frottement est opposée à la direction du
mouvement et est proportionnelle à la vitesse relative.
La résultante des forces transversale et longitudinale est toujours bornée par un maximum,
qui dépend du coefficient de frottement et de la force normale :

((Fx)r)2 + ((Fy)
r)2 ≤ (µs(Fz)

r)2 ⇔ (
(Fx)r

(Fz)r
)2 + (

(Fy)
r

(Fz)r
)2 ≤ (µs)

2. (4.52)

L’équation (4.52) est l’équation d’un cercle. La forme obtenue par les relevés expérimentaux
sont plutôt des ellipses. En dehors des points extrémaux, les deux forces sont couplées et
dépendent simultanément de λ et de α : (Fx)r = (Fx)r(λ, α), (Fy)

r = (Fy)
r(λ, α).

Les modèles semi-empiriques reposent sur des modèles physiques, comme celui de l’ellipse de
friction présenté ci-dessus. Ils utilisent des paramètres déterminés sous certaines conditions,
puis leur validité est testée pour d’autres conditions.

3. Modèles dynamiques.
Il est admis que les forces de frottement à la surface de contact pneumatique-chaussée ne
se développent pas instantanément mais nécessitent un certain temps pour atteindre les
valeurs stationnaires. Ce comportement transitoire peut être modélisé par des équations
différentielles plus ou moins complexes, mais on adopte le plus souvent un filtre du premier
ordre de la forme [Raj06] :

τlḞ l
y + F l

y = (Fy)
r. (4.53)

Dans l’équation (4.53) F l
y est appelée force latérale dynamique et τl est la constante de

temps.

4. Modèles à éléments finis.
Les modèles à éléments finis sont de plus en plus utilisés grâce à l’augmentation de la
puissance des calculateurs. Ces modèles réalisent un maillage du pneumatique en des élé-
ments de faibles dimensions. Le comportement physique de chaque élément est alors décrit
par des équations différentielles. Les éléments sont connectés par des surfaces de frontière,
sur lesquelles ces éléments interagissent. L’équilibre dynamique des forces et des moments
s’écrit en tenant compte de chaque élément. La résolution des équations différentielles pour
chaque élément permet par la suite d’aboutir aux forces globales.

Après avoir passé en revue quelques approches pour la modélisation des forces de contact
pneumatique-chaussée, nous attirons l’attention sur le point d’application de ces forces, plus
particulièrement celui de la force latérale qui présente un intérêt pour cette thèse. Sur la Figure
4.5, les forces sont représentées comme agissant au milieu de la bande de roulement. Cette
représentation, suffisamment précise pour des calculs cinématiques, doit être reformulée dans le
cadre de l’étude de la dynamique.
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4.1. Modèle « bicyclette » du véhicule

Remarque 4.1.1 (Point d’application des forces de contact) [Rei01] Le point d’applica-
tion des forces de contact longitudinale et transversale ne coïncide pas avec la projection du centre
de la roue sur la bande de roulement. Il est généralement en retrait d’une distance appelée chasse
géométrique.

(a) (b)

Fig. 4.10 – (a) La chasse géométrique due à la déformation du pneumatique. (b) La chasse
géométrique due à l’axe de rotation de la roue.

Ce déplacement du point d’application est dû aux différentes déformations de la roue pendant
le roulement et le braquage (voir Figure 4.10 (a)). Pour la force latérale, ce déplacement, noté η1

t

sur la Figure 4.10 (a), est une des causes du couple d’auto-alignement. L’autre cause du couple
d’auto-alignement est l’écart η2

t , entre le point M et le point C (voir Figure 4.10 (b)). Le point
M représente l’intersection de l’axe de braquage de la roue avec la surface de contact. Le point
C est la projection du centre de la roue Or sur la surface de contact.

La chasse géométrique est la somme de η1
t et η2

t [Rei01] :

ηt = η1
t + η2

t . (4.54)

La chasse géométrique représente le bras de levier pour la force latérale (Fy)
r qui engendre le

moment Mz d’auto-alignement de la roue :

Mz = ηt · (Fy)
r. (4.55)

4.1.4 Modèle « bicyclette » du véhicule

Cette section utilisera le modèle linéaire des forces latérales de contact pneumatique chaussée
présenté précédemment. Ces forces permettront d’écrire l’équilibre dynamique des forces et des
moments intérieurs dans le cas du modèle de véhicule restreint aux mouvements de lacet et de
dérive latérale : le modèle « bicyclette ».

Dans ce modèle, le repère véhicule Rv coïncide avec le repère caisse Rc après avoir fait les
Hypothèses 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4, les dérivées seront donc exprimées par rapport au repère
caisse. En remplaçant ǎ par ȧ, les équations (4.39) décrivant l’équilibre dynamique deviennent :
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{

mv(β̇ + r) =
∑

(Fext)
v
y,

Iz ṙ =
∑

(Mext)
v
z .

(4.56)

Le modèle « bicyclette » représente les deux roues avant et les deux roues arrières du véhicule
par une seule roue (voir Figure 4.11) au milieu de chaque essieu. La roue résultante à l’avant sera
notée Rf et à l’arrière Rr. Les vitesses des roues seront notées (vRf

)v, respectivement (vRr)
v, et

les angles de dérive αf , respectivement αr. Les forces latérales seront quant à elles notées Ff et
Fr. En utilisant le modèle linéaire de l’équation (4.50), ces forces sont décrites par :

Ff = 2cfαf , Fr = 2crαr. (4.57)

En remplaçant les angles de dérive (4.48) par leurs expressions respectives, on obtient :

Ff = 2cf (δf − β − r lf
v

), Fr = 2cr(−β +
r lr
v

). (4.58)

Les forces Ff et Fr sont maintenant projetées sur l’axe OvYv sous l’hypothèse d’un faible angle
de braquage δf . On obtient :

(Ff )y = Ff cos δf
∼= Ff , (Fr)y = Fr. (4.59)

Les équations de l’équilibre dynamique (4.56) s’écrivent alors sous la forme :
{

mv(β̇ + r) = (Ff )y + (Fr)y,
Iz ṙ = (Ff )y · lf − (Fr)y · lr,

⇔ (4.60)

{

mv(β̇ + r) = 2cf (δf − β − r lf
v

) + 2cr(−β + r lr
v

),

Iz ṙ = 2cf lf (δf − β − r lf
v

) − 2crlr(−β + r lr
v

),
⇔ (4.61)

{

β̇ = −2(cf+cr)
mv

β + (
2(crlr−cf lf )

mv2 − 1)r +
2cf

mv
δf ,

ṙ =
2(−cf lf+crlr)

Iz
β +

2(−cf l2
f
−crl2r)

vIz
r +

2lf cf

Iz
δf .

(4.62)

Et finalement la représentation d’état du modèle « bicyclette » est obtenue :
(

β̇

ṙ

)

=





−2(cf+cr)
mv

(
2(crlr−cf lf )

mv2 − 1)

2(−cf lf+crlr)
Iz

2(−cf l2
f
−crl2r)

vIz





(

β

r

)

+

( 2cf

mv

2lf cf

Iz

)

δf . (4.63)

4.2 Modèle de la colonne de direction assistée électrique

Comme nous le verrons dans les prochains chapitres, les commandes développées seront im-
plantées sur un véhicule équipé d’une colonne de direction classique mais mue par un moteur
électrique. La colonne de direction est donc au final le système qui transforme un angle de bra-
quage du volant ou du moteur, dans le mode assistance active, en un angle de braquage des
roues. Nous supposerons donc l’existence d’un lien mécanique entre le volant et les roues avant
directrices. Dans cette section, quelques éléments et principes de fonctionnement et de modé-
lisation de la colonne de direction assistée électrique seront fournis. Un modèle simplifié de la
colonne sera présenté.

Le conducteur se sert de la colonne de direction pour imposer un cap à son véhicule, no-
tamment pour suivre la voie de circulation. Cependant, la relation entre l’angle de braquage
au volant et le changement de cap du véhicule n’est pas linéaire. La succession d’actions et de
réactions, qui aboutit à un rebouclage sur l’action de conducteur, est la suivante [Rei01] :
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Fig. 4.11 – Modèle « bicyclette » du véhicule.

– le conducteur braque le volant et son mouvement est transmis à la crémaillère par la
colonne,

– l’angle des roues directrices change,
– des forces latérales de contact pneumatique-chaussée se créent et créent un couple d’au-

toalignement,
– l’orientation du véhicule est modifiée et le conducteur perçoit grâce au couple d’autoali-

gnement, un couple résistant sur le volant.

Ce processus d’action-réaction nécessite donc de la part du conducteur une adaptation perma-
nente de l’angle de braquage, en fonction non seulement de la position perçue visuellement, mais
aussi en fonction des retours haptiques sur le volant et sur l’ensemble du corps, notamment causés
par le devers de la route et l’accélération latérale.

La réalisation technique des directions des véhicules a une longue histoire qui a commencé
au XIXème siècle [Bro06]. Repris des chariots, le système à un essieu directeur à l’avant et des
roues fixes, solidaires de celui-ci, s’est avéré difficilement contrôlable sous l’effet des perturbations
sur la voie. Pour pallier ce problème, Ackermann a proposé et a breveté en 1817 un système de
braquage trapézoïdal qui assure le même angle de braquage aux deux roues directrices. Par contre,
ce système ne convenait pas en virage car, pour une bonne conduite, les roues avant évoluant sur
des cercles de rayons différents doivent avoir des angles de braquage différents. Quelques années
plus tard, Jeantaud a éliminé ce problème ; il a conçu une technique de braquage, qui réalise, en
plus de l’invention de Ackermann, une intersection au même point, le centre de rotation, des axes
orthogonaux aux roues avant braquées et des axes orthogonaux aux roues arrières (voir Figure
4.12). Ce système est encore utilisé dans toutes les colonnes de direction des véhicules actuels.
Aujourd’hui, le mouvement de rotation du volant est transmis à la crémaillère via des arbres.
Ensuite, un pignon transforme le mouvement de rotation en un mouvement de translation de la
crémaillère.

La direction assistée est montée sur la plupart des véhicules sur le marché. Ce système est
ajouté à la colonne de direction manuelle. Cela présente l’avantage, qu’en cas de défaillance de
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Fig. 4.12 – Modèle du mécanisme de la direction de Jeantaud.

l’assistance, le véhicule reste manœuvrable. Pour son fonctionnement, le couple exercé par le
conducteur sur le volant est mesuré. Ensuite, une force ou un couple est ajouté sur la colonne
de direction pour soutenir les efforts du conducteur. L’assistance est réalisée soit par un système
hydraulique, soit par un moteur électrique. La combinaison des deux est également possible. Les
systèmes hydrauliques ont l’avantage d’offrir un grand couple d’assistance, mais ils doivent rester
en permanence sous pression, même quand le conducteur n’a pas besoin d’être aidé. Cependant,
les assistances réalisées par les moteurs électriques ne consomment de l’énergie que lorsque cela
est nécessaire. Elles ne peuvent pas par contre soutenir des charges importantes et sont soumises
au risque d’échauffement. Le véhicule prototype utilisé pour la partie expérimentale de cette
thèse est équipé d’une direction à assistance électrique.

Fig. 4.13 – Modèle de la colonne de direction.

Nous présenterons dans ce qui suit les équations dynamiques qui décrivent la transformation
de l’angle de braquage du volant en un déplacement de la crémaillère. La colonne de direction
qui équipe le véhicule prototype est composée de trois arbres reliés par des joints de cardan (voir
Figure 4.13) : l’arbre supérieur AC solidaire du volant, l’arbre médian CD et l’arbre inférieur
DE lié par un pignon à la crémaillère. Les joints de cardan ont les rendements ξ1 et ξ2. L’arbre
AC forme un angle π1 avec l’arbre CD et l’arbre CD forme un angle π2 avec l’arbre DE (voir
Figure 4.16). Le moteur électrique est positionné dans le prolongement du volant, au niveau du
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point B sur la Figure 4.13. Il est relié par un engrenage à roues dentées à l’arbre AC.
Un repère fixe par rapport au repère caisse Rc sera associé à chacun des trois arbres et

à la crémaillère. Ils sont notés OsXsYsZs, OmXmYmZm, OinXinYinZin et OcrXcrYcrZcr. Ces
repères sont représentés sur les Figures 4.14 et 4.15. Les repères Os1Xs1Ys1Zs1, Om1Xm1Ym1Zm1,
Oin1Xin1Yin1Zin1 et Ocr1Xcr1Ycr1Zcr1 sont des repères mobiles qui ont un axe confondu avec les
repères fixes, comme indiqué sur les Figures 4.14 et 4.15.

(a) (b)

Fig. 4.14 – (a) Modèle de la colonne supérieure. (b) Modèle de la colonne médiane.

(a) (b)

Fig. 4.15 – (a) Modèle de la colonne inférieure. (b) Modèle de la crémaillère.

Nous écrivons maintenant les équations dynamiques qui relient le couple exercé par le conduc-
teur sur le volant au déplacement de la crémaillère, en passant par chaque élément composant
la colonne de direction [Ram07] :

1. Colonne supérieure :
Icsδ̈v + Bcsδ̇v = Cc + Ca − CR1

. (4.64)

2. Colonne médiane :
Imδ̈CM + Bmδ̇CM = ξ1CR1

− CR2
,

δCM = arctan(cosπ1 tan δv).
(4.65)

3. Colonne inférieure :
Iinδ̈CI + Binδ̇CI = ξ2CR2

− CR3
,

δCI = arctan(cosπ2 tan δCM ).
(4.66)
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4. Crémaillère :

OcrOcr1 = −RcrδCI ,

FR =
CR3

Rcr ,

mcr
¨(OcrOcr1) + Bcr

˙(OcrOcr1) = FR − FD − FG.

(4.67)

Dans les équations (4.64), (4.65), (4.66) et (4.67) l’angle δv représente l’angle de braquage du
volant par rapport au repère fixe OSXSYSZS . Les paramètres Ics, Im et Iin sont les moments
d’inertie des trois arbres autour des axes OX. Les paramètres Bcs, Bm et Bin sont les coefficients
d’amortissement. Rcr est le rayon primitif du pignon de la crémaillère.

(a) (b)

Fig. 4.16 – (a) Angle formé par la colonne supérieure et la colonne médiane. (b) Angle formé
par la colonne médiane et la colonne inférieure.

Les équations (4.64), (4.65), (4.66) et (4.67) montrent le caractère fortement non-linéaire de
la relation entre l’effort exercé sur la colonne de direction et le déplacement de la crémaillère et
par conséquent l’angle de braquage des roues avant. De plus, les inerties et les amortissements
des trois arbres sont des paramètres inconnus et difficiles à estimer.

Le modèle utilisé pour la synthèse de la loi de commande peut être plus simple. À titre
d’exemple, nous pouvons considérer, comme sur la Figure 4.17, que la colonne de direction est
composée d’un arbre unique. Cette hypothèse permet de formuler la dynamique de la colonne
comme un système linéaire du second ordre schématisé sur la Figure 4.18.

Fig. 4.17 – Modèle réduit de la colonne de direction.
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La représentation d’état de ce modèle est la suivante :

(

δ̇v

δ̈v

)

=

(

0 1

0 −BS

IS

)(

δv

δ̇v

)

+

(

0 0 0
1
IS

1
IS

− 1
IS

)





Ca

Cc

Cat



 ,

δf =
(

1
RS

0
)

(

δv

δ̇v

)

.

(4.68)

Les entrées de ce modèle sont le couple conducteur Cc, le couple d’assistance Ca et le couple
d’auto-alignement Cat. Le couple d’auto-alignement peut être modélisé comme le produit de la
chasse géométrique ηt et de la force latérale sur les roues avant Ff = 2cf (δf − β − r lf

v
) (voir

équations (4.55) et (4.58)). L’expression obtenue au niveau du volant est :

Cat = −TSββ − TSrr +
2cf ηt

RS
δf , où

TSβ =
2cf ηt

RS
, TSr =

2cf lf ηt

RSv
.

(4.69)

Dans les équations (4.69), le paramètre RS est le rapport de réduction de la direction et IS

représente le moment d’inertie de la colonne de direction.

Fig. 4.18 – Modèle de la colonne de direction pour la synthèse des lois de commande.

4.3 Positionnement du véhicule sur la voie

Les deux sections précédentes ont permis d’obtenir des modèles simplifiés du mouvement plan
du véhicule, supposé sur une surface infinie et du mécanisme de direction qui transforme l’effort
du conducteur sur le volant en un angle de braquage des roues.

Cette section est dédiée à la formulation mathématique de la position du véhicule par rapport
à la voie de circulation. Dans un premier temps, le modèle « bicyclette » permettra de déterminer
la position du centre de gravité du véhicule par rapport au centre de la voie ainsi que l’angle de
cap de l’axe de symétrie du véhicule vis-à-vis de la tangente à la voie. Dans un deuxième temps,
le véhicule sera considéré comme étant un corps dans le plan, avec une longueur et une largeur
non-négligeables. Ceci permettra de calculer la position de l’avant du véhicule par rapport aux
bords de la voie.

4.3.1 Écart latéral, angle de cap relatif et courbure de la voie

Le conducteur contrôle la direction du véhicule pour suivre la voie de circulation en se ré-
férant constamment à celle-ci et en réduisant les erreurs vis-à-vis de la trajectoire qu’il désire
suivre. De même, dans le cas du contrôle de la trajectoire par un automate, deux variables sont
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Fig. 4.19 – Position du modèle « bicyclette » du véhicule par rapport au repère tangent à la
voie.

particulièrement essentielles : l’écart latéral entre le centre de gravité du véhicule et le centre de
la voie et l’angle de cap relatif. Ces variables seront définies par la suite.

La position du centre de gravité s’obtient comme étant la distance minimale instantanée entre
le point CG et la ligne médiane de la voie dans le plan OaXaYa (voir Figure 4.19). À chaque
instant, on obtient cette distance par l’intersection entre la droite qui relie le centre instantané
de rotation de la voie avec le point CG et la ligne médiane de la voie.

Notons ce point d’intersection Ot et définissons le repère mobile Rt : OtXtYtZt, tangent à la
médiane de la voie (voir Figure 4.19). Le plan OtXtYt est confondu avec le plan OaXaYa et l’axe
OtXt est tangent à la médiane de la voie. Le repère Rt est caractérisé par un angle de rotation
ψd par rapport au repère Ra. La matrice de passage du repère absolu Ra au repère Rt, pour
Oa ≡ Ot, est donnée par :

Rψd
=





cos ψd sinψd 0
− sinψd cos ψd 0

0 0 1



 . (4.70)

Le passage du repère véhicule au repère tangent à la trace du centre de la voie s’effectue par
l’angle ψL = ψ − ψd, appelé angle de cap relatif. La dynamique de l’angle de cap relatif est
décrite par :

ψ̇L = ψ̇ − ψ̇d = r − vρref , (4.71)

où ρref est la courbure de la route, ρref = 1
R

avec R son rayon de courbure. L’égalité ψ̇d = vρref

a été utilisée dans l’équation (4.71). Cette formulation ne représente qu’une approximation, car
la vitesse du point Ot le long de l’axe OtXt, (vx

Ot
)t, est la même que la vitesse (vx

CG)v le long de
l’axe OvXv, à cos ψL prêt : (vx

Ot
)t = (vx

CG)v cos ψL. Si l’angle ψL est faible, son cosinus peut être
assimilé à 1 et donc (vx

Ot
)t ∼= (vx

CG)v = v.
Pour calculer maintenant la vitesse relative du centre de gravité du véhicule par rapport

à l’origine du repère Rt, exprimée dans le repère Rt, la courbure de la route sera supposée
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constante : ρref .

( ˙OaCG)t = ( ˙OaOt)
t + ( ˙OtCG)t, (4.72)

L’équation (4.72) équivaut à :

(vCG)t =





v
v sin(β + ψL)

0





t

=





v
0
0





t

+





( ˙OtCG)x

( ˙OtCG)y

( ˙OtCG)z





t

⇔ (4.73)

(( ˙OtCG)y)
t = v sin(β + ψL). (4.74)

Les quantités (OtCG)y et ( ˙OtCG)y seront notées par la suite respectivement yCG
L et ẏCG

L .
Dans ce cas, la vitesse de déplacement du centre de gravité du véhicule par rapport à la tangente
au centre de la voie s’exprime sous la forme :

ẏCG
L = v sin(β + ψL). (4.75)

Pour un angle β + ψL faible, l’approximation ẏCG
L

∼= v(β + ψL) est par ailleurs toujours valable.

Fig. 4.20 – Position du modèle « bicyclette » du véhicule par rapport au repère tangent à la
voie en avant du véhicule.

Remarque 4.3.1 (Convention de signe pour l’écart latéral et pour l’angle de cap relatif)
L’écart latéral yCG

L est considéré comme étant positif si le centre de gravité du véhicule se trouve
sur la gauche de l’axe OtXt, et négatif sinon. L’angle de cap relatif ψL est positif si ψ > ψd

et négatif sinon. Nous considérons donc l’angle ψL positif pour une rotation trigonométrique de
l’axe CG Xv autour de point CG, rotation partant d’une position parallèle à l’axe OtXt.
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Les dispositifs de mesure de la position du véhicule par rapport au centre ou aux bords de
la voie ne fournissent pas toujours l’écart latéral au niveau du centre de gravité, mais le plus
souvent à l’avant du véhicule et ce à une distance de visée lS (voir Figure 4.20). La projection
de l’écart latéral en avant du véhicule peut se faire selon plusieurs approches [Tse05]. Il est par
exemple possible de considérer la direction du vecteur vitesse comme la direction d’avancement
du véhicule, et de calculer l’écart de celle-ci, en avant du véhicule, par rapport au centre de la
voie .

Pour une distance de visée faible, ou pour des rayons de courbure faibles ou modérés, nous
pouvons approcher l’écart latéral yL en avant du véhicule par (voir Figure 4.20) :

yL = yCG
L + lS sin(ψ − ψd) = yCG

L + lS sinψL. (4.76)

Si l’angle de cap relatif est faible, l’écart latéral en avant du véhicule devient [Pen90] :

yL
∼= yCG

L + lSψL. (4.77)

La dérivation de l’équation précédente permet d’obtenir la variation de l’écart latéral en avant
du véhicule :

ẏL = v(β + ψL) + lSr. (4.78)

4.3.2 Modèle « bicyclette » du véhicule lié à la voie

Dans la section précédente nous avons établi le comportement dynamique du modèle « bicy-
clette » dans un repère lié au véhicule. Pour obtenir la dynamique transversale par rapport à la
voie de circulation, on ajoute à l’équation (4.63), les équations différentielles de l’écart latéral en
avant du véhicule (4.78) et de l’angle de cap relatif (4.71) :













β̇

ṙ

ψ̇L

ẏL













=















−2(cf+cr)
mv

−1 +
2(crlr−cf lf )

mv2 0 0

−2(lf cf−lrcr)
Iz

−2(l2
f
cf+l2rcr)

vIz
0 0

0 1 0 0

v lS v 0



























β

r

ψL

yL













+















2cf

mv

2lf cf

Iz

0

0















δf+













0

0

−v

0













ρref .

(4.79)
En notant : xv = (β, r, ψL, yL)T ,

Av =















−2(cf+cr)
mv

−1 +
2(crlr−cf lf )

mv2 0 0

−2(lf cf−lrcr)
Iz

−2(l2
f
cf+l2rcr)

vIz
0 0

0 1 0 0

v lS v 0















, Bv
u =















2cf

mv

2lf cf

Iz

0

0















, Bv
ρ =













0

0

−v

0













,

l’équation (4.79) devient :
ẋv = Avxv + Bv

uδf + Bv
ρρref . (4.80)

4.3.3 Modèle « bicyclette » équivalent du véhicule sur la voie

Le modèle « bicyclette » de l’équation (4.79) admet pour les deux premières variables d’état
l’angle de dérive et la vitesse de rotation en lacet. Dans la littérature traitant du contrôle latéral
des véhicules, un modèle « bicyclette » du véhicule ayant le vecteur d’état x̃ = (ẏCG

L , ψ̇L, yCG
L , ψL)T
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est plus généralement utilisé [Pen90], [Pen91], [Swi06]. Ce modèle qui sera utilisé dans le Chapitre
8, Partie III de cette thèse, s’obtient facilement du modèle « bicyclette » de l’équation (4.79).

Pour cela, rappelons que le vecteur des vitesses de translation du centre de gravité du véhicule
est ν1 = (v, u, 0)T et que la vitesse longitudinale v est constante. Ce vecteur simplifié est le
résultat des hypothèses faites pour arriver à la réduction des équations au modèle « lacet-dérive »
(Hypothèse 4.1.1, Hypothèse 4.1.2, Hypothèse 4.1.3 et Hypothèse 4.1.4).

De même, les forces latérales de contact pneumatique-chaussée peuvent être écrites en partant
des équations (4.48) et (4.57) :

Ff = 2cf (δf − u + r · lf
v

) = CF (δf − u + r · lf
v

), Fr = 2cr
−u + r · lr

v
= CR

−u + r · lr
v

, (4.81)

où les notations CF = 2cf et CR = 2cr ont été utilisées. Par ailleurs, en utilisant le vecteur
vitesse ν1, l’équation (4.60) s’écrit :

{

mu̇ + mvr = (Ff )y + (Fr)y,
Iz ṙ = (Ff )y · lf − (Fr)y · lr,

(4.82)

expression qui devient, après introduction des expressions des forces de l’équation (4.81) :
{

u̇ = 1
mv

(−CF − CR)u + 1
mv

(−CF lf + CRlr − mv2)r + CF δf ,
ṙ = 1

vIz
(−CF lf + CRlr)u + 1

vIz
(−CF l2f − CRl2r)r + CF lfδf .

(4.83)

D’autre part, si on remplace l’angle de dérive β par la vitesse latérale u, les équations de l’écart
latéral au centre de gravité (4.75) et de l’angle de cap relatif (4.71) sont équivalentes à :

{

ẏCG
L = u + v · ψL,

ψ̇L = r − v · ρref .
(4.84)

En dérivant les équations (4.84), puis en utilisant les expressions des dérivées de u̇ et de ṙ
données par les équations (4.83), on obtient les équations linéaires de la dynamique transversale
en fonction de ẏCG

L , ψ̇L, yCG
L et ψL :



































ÿCG
L = 1

mv
(−CF − CR)ẏCG

L + 1
mv

(CRlr − CF lf )ψ̇L + 1
m

(CF + CR)ψL+

+ 1
m

(−lfCF + lrCR − mv2)ρref + 1
m

CF δf ,

ψ̈L = 1
Izv

(−CF lf + CRlr)ẏ
CG
L + 1

vIz
(−CF l2f − CRl2r)ψ̇L + 1

Iz
(CF lf − CRlr)ψL+

+ 1
Iz

(−CF l2f − CRl2r)ρref − vρ̇ref + 1
Iz

CF lfδf .

(4.85)

Ces équations prennent alors la forme de la représentation d’état suivante :













ÿCG
L

ψ̈L

ẏCG
L

ψ̇L













=















−CF +CR

mv

CRlr−CF lf
mv

0 CF +CR

m

−Cf lf+Crlr
vIz

−CF l2
f
+CRl2r

vIz
0

CF lf−CRlr
Iz

1 0 0 0

0 1 0 0



























ẏCG
L

ψ̇L

yCG
L

ψL













+ (4.86)

+















CF

m

CF lf
Iz

0

0















δf +















1
m

(−CF lf + CRlr − mv2)

−CF l2
f
−CRl2r

Iz

0

0















ρref +













0

−v

0

0













ρ̇ref .
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En définissant les matrices et vecteurs :

Ã =















−CF +CR

mv

CRlr−CF lf
mv

0 CF +CR

m

−CF lf+CRlr
vIz

−CF l2
f
+CRl2r

vIz
0

CF lf−CRlr
Iz

1 0 0 0

0 1 0 0















, B̃u =















CF

m

CF lf
Iz

0

0















, (4.87)

B̃ρ =















1
m

(−CF lf + CRlr − mv2)

−CF l2
f
−CRl2r

Iz

0

0















, B̃ρ̇ =













0

−v

0

0













,

l’équation (4.86) devient :

˙̃x = Ãx̃ + B̃uδf + B̃ρρref + B̃ρ̇ρ̇ref . (4.88)

4.3.4 Coordonnées sur la voie des roues avant du véhicule

Le véhicule sera considéré dans cette section comme un rectangle de longueur lr + lf et
de largeur égale à la longueur des essieux a. Nous exprimerons des conditions mathématiques,
portant sur l’écart latéral et l’angle de cap relatif, permettant de garder l’avant du véhicule dans
les limites de la voie. Ces conditions seront d’abord établies pour une route à faible courbure
puis pour une route à virages significatifs.

Route à faible courbure

Dans les paragraphes suivants, les positions latérales des roues avant du véhicule gauche et
droite, yg et yd, seront calculées par rapport au centre de la voie, sous l’hypothèse que ρref

∼= 0
(voir Figure 4.21). yg et yd sont aussi les coordonnées des roues avant du véhicule sur deux axes
orthogonaux à la médiane de la voie. Ces deux axes sont positifs à gauche du centre de la voie.

Dans un premier temps, nous considérons le véhicule avec un angle de cap relatif ψCG
L et un

écart latéral yCG
L au centre de gravité (voir Figure 4.21). Sous l’hypothèse que ψCG

L est faible, yg

et yd s’écrivent :
yg = yCG

L + lfψCG
L + a

2 , yd = yCG
L + lfψCG

L − a
2 . (4.89)

Nous considérerons maintenant une bande de largeur 2d, centrée sur la voie de circulation,
notée (±d). Les deux roues avant du véhicule se trouvent simultanément à l’intérieur de cette
zone, si la condition suivante est satisfaite (voir Figure 4.21) :

{

yg ≤ d,
yd ≥ −d.

⇔ (4.90)

−2d − a

2
≤ yCG

L + lfψCG
L ≤ 2d − a

2
. (4.91)

Considérons maintenant que la mesure de l’écart latéral yL est prise à l’avant du véhicule, à
une distance de visé lS > 0 (voir Figure 4.22). Pour les voies à faible courbure, l’angle de cap relatif
en avant du véhicule coïncide avec la mesure au centre de gravité du véhicule (ψL = ψCG

L ). Avec la
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Fig. 4.21 – Position des roues avant du véhicule par rapport au centre de la voie (route à faible
courbure).

même hypothèse des petits angles que précédemment, nous pouvons écrire que yCG
L

∼= yL−ψL ·lS .
En introduisant cette relation dans l’équation (4.89), il résulte :

yg = yL + (lf − lS)ψL + a
2 , yd = yL + (lf − lS)ψL − a

2 . (4.92)

Les roues avant du véhicule se trouvent donc à l’intérieur de la zone ±d, si la condition suivante
est vérifiée :

−2d − a

2
≤ yL + (lf − lS)ψL ≤ 2d − a

2
. (4.93)

Fig. 4.22 – Position des roues avant du véhicule par rapport au centre de la voie (route à faible
courbure), écart latéral à l’avant du véhicule.

Route à courbure significative

Nous considérons maintenant le cas d’une route de courbure non-négligeable |ρref | > 0. Par
convention, ρref est positive pour un virage à gauche (ρref > 0) et négative pour un virage à
droite (ρref < 0). Sur les Figures 4.23 et 4.24, la route est supposée avoir un rayon de courbure
constant et toujours positif : R = |1/ρref |.

123



Chapitre 4. Modèle du véhicule pour le suivi de voie et instrumentation

Sur cette figure, xx et yy sont les positions transversales des roues avant gauche et droite
par rapport aux bords gauche respectivement droit de la voie. Elles se trouvent sur deux axes
reliant la roue gauche, respectivement la roue droite, au centre instantané de rotation de la voie
(voir Figures 4.23 et 4.24). Les deux axes ont leurs origines sur les bords de la voie. xx et yy
sont positifs si les roues sont à l’intérieur de la voie et négatifs sinon.

Sur les Figures 4.23 et 4.24, b est une constante du véhicule, facilement calculable par b =
√

l2f + (a
2 )2. L’angle α est également constant et vaut α = arctan( a

2lf
).

Fig. 4.23 – Coordonnées des roues avant du véhicule, pour un virage à gauche de courbure
significative.

Par la suite, les positions transversales des roues avant du véhicule seront calculées pour les
virages de courbure positive et négative.

1. Virage à courbure positive (ρref ≥ 0, voir Figure 4.23) : Pour calculer xx, on applique le
théorème de Pythagore généralisé au △AO(CG). L’angle θ vaut23 θ = π

2 − α − ψCG
L . On

obtient :

(R + xx)2 = b2 + (R +
L

2
− yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
− yCG

L ) cos θ ⇒ (4.94)

xx =

√

b2 + (R +
L

2
− yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
− yCG

L ) cos(
π

2
− α − ψCG

L ) − R. (4.95)

Pour calculer yy le théorème de Pythagore généralisé est appliqué au △BO(CG). L’angle
ϕ vaut ϕ = α − ψCG

L . On obtient de même :

(R + L − yy)2 = b2 + (R +
L

2
− yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
− yCG

L ) cos(
π

2
+ ϕ) ⇒ (4.96)

23L’angle ψCG
L peut être positif ou négatif, la formule restera valable indépendamment du signe.

124



4.3. Positionnement du véhicule sur la voie

Fig. 4.24 – Coordonnées des roues avant du véhicule, pour un virage à droite de courbure
significative.

yy = −
√

b2 + (R +
L

2
− yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
− yCG

L ) cos(
π

2
+ α − ψCG

L ) + R + L. (4.97)

2. Virage à courbure négative (ρref < 0, voir Figure 4.24) :
Pour calculer xx, le théorème de Pythagore est appliqué cette fois ci au △AO(CG). Les
angles ϕ et θ ont pour valeurs : ϕ = α − ψCG

L et θ = π
2 − ϕ = π

2 − α + ψCG
L . On obtient :

(R + L − xx)2 = b2 + (R +
L

2
+ yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
+ yCG

L ) cos(θ + 2α) ⇒ (4.98)

xx = −
√

b2 + (R +
L

2
+ yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
+ yCG

L ) cos(
π

2
+ α + ψCG

L ) + R + L. (4.99)

Pour calculer yy on procède de même avec le △BO(CG) :

(R + yy)2 = b2 + (R +
L

2
+ yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
+ yCG

L ) cos θ ⇒ (4.100)

yy =

√

b2 + (R +
L

2
+ yCG

L )2 − 2b(R +
L

2
+ yCG

L ) cos(
π

2
− α + ψCG

L ) − R. (4.101)

Ensuite, nous garderons les deux axes définis pour xx et pour yy, mais nous changerons les
origines vers le centre de la voie, avec des orientations similaires au cas de la voie sans courbure
(ρref = 0) (voir Figure 4.21). Par conséquent, pour des virages à rayon de courbure non nulle,
les coordonnées des roues avant du véhicule, par rapport au centre de la voie, s’écrivent :

yg =
L

2
− xx et yd = −L

2
+ yy, (4.102)
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où xx est donné par les équations (4.95) et (4.99) et yy est donné par les équations (4.97) et
(4.101). Ces quatre équations sont résumées dans le Tableau 4.1.

Tab. 4.1 – Formules de xx et de yy.

ρref > 0

△AO(CG) : xx =
√

b2 + (R + L
2 − yCG

L )2 − 2b(R + L
2 − yCG

L )cos(π
2 − α − ψCG

L ) − R

△BO(CG) : yy = −
√

b2 + (R + L
2 − yCG

L )2 − 2b(R + L
2 − yCG

L )cos(π
2 + α − ψCG

L ) + R + L

ρref < 0

△AO(CG) : xx = −
√

b2 + (R + L
2 + yCG

L )2 − 2b(R + L
2 + yCG

L )cos(π
2 + α + ψCG

L ) + R + L

△BO(CG) : yy =
√

b2 + (R + L
2 + yCG

L )2 − 2b(R + L
2 + yCG

L )cos(π
2 − α + ψCG

L ) − R

Dans le cas où l’écart latéral et l’angle de cap relatif ne sont pas mesurés au centre de
gravité du véhicule, mais à l’avant, à une distance lS , des transformations peuvent être effectuées
pour calculer yCG

L et ψCG
L en fonction de yL et ψL. Sur la Figure 4.25 (a) sont représentées

les constructions géométriques nécessaires aux transformations pour un virage à gauche. En
appliquant le théorème de Pythagore généralisé dans le triangle △OD(CG), on obtient :

{

(R + L
2 − yCG

L )2 = l2S + (R + L
2 − yL)2 − 2lS(R + L

2 − yL) cos(π
2 + ψL),

(R + L
2 − yL)2 = l2S + (R + L

2 − yCG
L )2 − 2lS(R + L

2 − yCG
L ) cos(π

2 − ψCG
L ),

⇒ (4.103)
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
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
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yCG
L = −

√
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2 − yL)2 − 2lS(R + L

2 − yL) cos(π
2 + ψL) + R + L

2 ,

ψCG
L = − arccos(

l2S+(R+L
2
−yCG

L )2−(R+L
2
−yL)2

2lS(R+L
2
−yCG

L
)

) + π
2 .

(4.104)

De même la Figure 4.25 (b) pour un virage à droite et le théorème de Pythagore généralisé
appliqué au triangle △OD(CG), permet d’établir :

{

(R + L
2 + yCG

L )2 = l2S + (R + L
2 + yL)2 − 2lS(R + L

2 + yL)cos(π
2 − ψL),

(R + L
2 + yL)2 = l2S + (R + L

2 + yCG
L )2 − 2lS(R + L

2 + yCG
L )cos(π

2 + ψCG
L ),

⇒ (4.105)
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2 + yL)cos(π
2 − ψL) − R − L

2 ,

ψCG
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2
+yCG

L )2−(R+L
2
+yL)2

2lS(R+L
2
+yCG

L
)

) − π
2 .

(4.106)

Formules approchées

Des différences significatives apparaissent dans les formules des coordonnées des roues avant,
entre le cas d’une route à faible courbure et le cas d’une route avec des virages prononcés. Ces
différences sont d’une part la non linéarité du second cas par rapport à ψCG

L et yCG
L et d’autre

part la dépendance avec le rayon R du virage, qui doit alors être accessible à la mesure. Ces deux
aspects sont limitant pour la synthèse de l’assistance, mais, l’approximation d’une route avec
des virages par les équations d’une route à faible courbure se révèle en pratique suffisamment
précise.
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(a) (b)

Fig. 4.25 – (a) Transformation de l’écart latéral et de l’angle de cap relatif au centre de gravité
(virage à gauche). (b) Transformation de l’écart latéral et de l’angle de cap relatif au centre de
gravité (virage à droite).

Sur la Figure 4.26 (a) sont représentées les erreurs absolues entre les coordonnées des roues
avant calculées à partir des équations (4.92) (route à faibles courbures) et des équations (4.102)
(route sinueuse), lors d’un trajet test effectué avec le véhicule prototype. La courbure de la voie a
été mesurée par traitement d’images utilisant une caméra montée en vision frontale (voir Figure
4.26 (b)). L’erreur maximale est de l’ordre de 10−3m et l’erreur moyenne de d’ordre 10−4m. À
la vue de ces résultats, il a été décidé de négliger la courbure dans le calcul des coordonnées des
roues avant et de toujours utiliser les formules linéaires des équations (4.92).

(a) (b)

Fig. 4.26 – Conduite en slalom (a) Erreur entre les coordonnées des roues avant calculées d’une
façon exacte et approchée ; (b) La courbure de la voie.

127



Chapitre 4. Modèle du véhicule pour le suivi de voie et instrumentation

4.4 Modèle « bicyclette » intégrant la colonne de direction et le
positionnement sur la voie

L’application des lois de la dynamique au cas des mouvements de lacet et de dérive ont
conduit, dans la première section de ce chapitre, au modèle « bicyclette » du véhicule. Il s’en
est suivi la présentation du mécanisme de direction qui transforme un couple exercé par le
conducteur sur le volant en un angle de braquage des roues. Finalement, le calcul de la position
du véhicule par rapport à la voie de circulation a constitué le sujet de la troisième section de
ce chapitre. Ces équations ((4.63), (4.71) et (4.78), (4.68) et (4.69)) peuvent être réunies dans
une seule représentation d’état intégrant l’ensemble des dynamiques et ayant pour vecteur d’état
x = (β, r, ψL, yL, δf , δ̇f )T et pour entrées u = Cc + Ca et la courbure de la voie ρref :

{

ẋ = Ax + Buu + Bρρref ,
z = x

où (4.107)
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Bu =
(
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)T

, (4.109)

Bρ =
(
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, (4.110)
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(4.111)

La sortie est l’état entier du système.

4.5 Capteurs et actionneurs pour le contrôle latéral

Dans le cadre de cette thèse, le modèle « bicyclette » du véhicule décrit ci-dessus sert à
synthétiser et à réaliser en pratique le contrôle latéral du véhicule. L’efficacité et la faisabilité des
lois de commande synthétisées peuvent être vérifiées par des tests sur des véhicules prototypes.
Cette étape de test, indispensable, précède les phases de développement des systèmes finalisés
et leur mise en série. Les moyens nécessaires à la mise en œuvre de ces tests de contrôle latéral
seront développés ultérieurement.

Les systèmes de contrôle latéral du véhicule se servent principalement de capteurs extérocep-
tifs qui positionnent le véhicule par rapport à sa voie de circulation, de capteurs proprioceptifs
qui mesurent la dynamique du véhicule, ainsi que d’actionneurs agissant sur le braquage des
roues directrices.
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4.5. Capteurs et actionneurs pour le contrôle latéral

Pour positionner le véhicule dans son environnement, plusieurs solutions ont été retenues
dans la littérature :

1. Le cable rayonnant. Ce système a été le premier moyen utilisé pour localiser le véhicule par
rapport à l’axe de la voie. Il a été employé, par exemple, pour le guidage latéral avec une
grande précision d’un bus en conduite automatique en Allemagne vers la fin des années
’70 [Kan87]. Le principe de fonctionnement est fondé sur un câble posé au sol le long de
la trajectoire à suivre, dans lequel circule un courant électrique et le véhicule détecte le
champ magnétique ainsi rayonné.

2. Le système des magnétomètres et des plots magnétiques. Les systèmes de positionnement
magnétiques se composent d’aimants enterrés (plots) le long de l’axe de la voie de circulation
et d’un ou plusieurs magnétomètres installés principalement sous les pare-chocs avant et
arrière. Le champ magnétique est détecté par les magnétomètres et l’écart latéral est déduit
à partir de l’intensité du champ émit par chaque plot. Le changement de la géométrie de la
route est anticipé à travers le codage magnétique des plots. Les projet PATH aux États-Unis
et AHSRA au Japon ont utilisé intensivement cette méthode de positionnement [Tan01].
Le principal avantage de cette méthode est sa robustesse aux conditions atmosphériques ou
à la luminosité. Cependant, les manœuvres de changement de voie posent des problèmes
pour le repérage par rapport au centre de la voie. Il est également possible d’ajouter à la
détection par l’intermédiaire des magnétomètres et des plots magnétiques des informations
d’une centrale inertielle et d’un système GPS (« Global Positioning System ») pour réaliser
un positionnement plus robuste [Far01], [Her03].

3. Le GPS différentiel. Le GPS (« Global Positioning System ») est un système de positio-
nement par satellite, à vocation militaire, initialement déployé par le Département de la
Défense des États-Unis et qui est devenu récemment très répandu dans les applications rou-
tières. Il fonctionne par un système d’émission-réception entre des satellites et le récepteur
dont la position a besoin d’être identifiée. La précision du GPS est d’approximativement
10m. Le GPS différentiel (DGPS) se sert d’un récepteur GPS relié à une antenne fixe dont
la position précise est connue. Il est alors possible de connaître localement les erreurs de po-
sitionnement. En transmettant ces erreurs à un récepteur GPS embarqué dans un véhicule,
la précision sur la localisation de celui-ci s’accroît considérablement (erreur de l’ordre de
quelques centimètres). Il existe plusieurs travaux de contrôle latéral qui ont été développés
à partir de l’écart latéral et de l’angle de cap mesurés par l’intermédiaire d’un DGPS. À
titre d’exemple, citons les recherches du Dynamic Design Laboratory de l’Université de
Stanford [Tal05], [Ros04], [Ros03].

4. Le capteur vidéo. Les monocaméras en vision frontale sont peut-être les plus utilisées dans
la détection de marquages latéraux, donc dans le positionnement du véhicule par rapport à
sa voie de circulation. Récemment, elles se sont imposées pour plusieurs applications d’as-
sistance latérale commercialisées, comme par exemple sur Volkswagen Passat CC [Vol08],
Honda Accord [Iih04] ou Toyota Lexus [Yam07]. À travers la détection des marquages la-
téraux, l’écart latéral à l’avant du véhicule, l’angle de cap relatif par rapport à la voie et la
courbure de la route sont calculés. Ayant des vitesses d’acquisition allant jusqu’à 30 images
par seconde, les capteurs vidéos ont aussi de très bonnes précisions de positionnement, de
l’ordre du centimètre. Cependant, ce type de capteur reste inutilisable pour des routes sans
marquages ou avec des marquages effacés ou très dégradés.

Les capteurs proprioceptifs complètent les informations nécéssaires pour réaliser le contrôle
latéral du véhicule.
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1. La centrale inertielle embarquée à bord du véhicule mesure la vitesse de lacet du véhicule
ainsi que les accélérations selon les trois axes. La centrale inertielle peut être remplacée par
un gyroscope et des accéléromètres.

2. L’angle de braquage du volant est mesuré par des capteurs montés sur la colonne de di-
rection du véhicule qui s’incrémentent suivant les tours du volant. Ces capteurs peuvent
fonctionner à base de potentiomètre [Pen92], d’accéléromètre [Swi06] ou sur un principe
optique.

3. La vitesse longitudinale du véhicule peut être mesurée par un odomètre spécifique, ou bien,
directement avec les signaux du système ABS déjà existant sur la plupart des véhicules.

4. L’angle de dérive du vecteur vitesse par rapport à l’axe de la voiture est une variable
difficilement mesurable par un capteur, elle est en général estimée à partir de mesures
fournies par d’autres capteurs. Toutefois, un système basé sur du DGPS fonctionnant avec
trois antennes embarquées a été proposé par les auteurs de [Tal05]. Une nouvelle approche
pour l’estimation des vitesses longitudinale et latérale au centre de gravité du véhicule
est décrite dans [Vil08]. Le résultat des auteurs de [Vil08] est fondé sur des méthodes
algébriques d’estimation des dérivées. Un capteur encore cher, mais très utilisé, du moins
pour la validation des estimateurs, est le CORREVIT. Ce capteur mesure les vitesses selon
deux axes horizontaux par un balayage de route avec un faisceau laser.

Les actionneurs sur le système de direction sont des moteurs électriques ou hydrauliques
montés sur les arbres supérieurs de la colonne mécanique ou sur la crémaillère. Les systèmes de
direction filo-commandés disposent, non seulement d’actionneurs sur les roues directrices, mais
aussi, d’actionneurs pour la restitution de l’effort au volant, comme décrit dans la Section 2.2.2
du Chapitre 2, Partie I.

4.6 Équipement du véhicule prototype, CARLLA

Fig. 4.27 – Véhicule expérimental CARLLA.
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4.6.1 Fonctionalités du véhicule prototype CARLLA

Les tests pratiques de cette thèse ont utilisé le véhicule expérimental CARLLA équipé et
instrumenté par l’unité de recherche LIVIC24 des laboratoires LCPC25 et INRETS26. Le véhicule
expérimental CARLLA (Contrôleur d’Assistance Routière Longitudinale et Latérale) présenté
sur la Figure 4.27 est un véhicule Peugeot de type 307 SW qui a été modifié pour le test des
assistances à la conduite [Dup07]. Il est instrumenté pour l’information et l’avertissement du
conducteur et pour le contrôle longitudinal et latéral. Les applications implantées actuellement
sur ce véhicule sont :

– SAVV (Système d’Avertissement de Vitesse excessive en approche de Virage) en mode
informatif et actif.

– Les assistances latérales à la conduite : vibrations du volant, oscillations avec suggestions
d’action du volant, interventions sur la colonne de direction pour éviter les sorties de voie,
contrôle latéral automatisé.

– La détection d’obstacles par stéréovion et laser avec freinage d’urgence.
– Le contrôle longitudinal à basse vitesse.

Les équipements du véhicule pour le contrôle latéral peuvent être classés dans les catégories
suivantes :

1. Capteurs extéroceptifs : caméra placée en position frontale, GPS RTK couplé à une carto-
graphie précise.

2. Capteurs proprioceptifs : centrale inertielle, capteur de distance parcourue et de vitesse,
capteur d’angle de braquage du volant, capteur de couple conducteur, CORREVIT.

3. Actionneur : colonne de direction électrique prototype (sans assistance hydraulique) réalisée
en collaboration avec la société CERMA.

4. Moyens de calcul : 2 PC, l’un dédié au traitement d’image et l’autre dédié aux algorithmes
de commande et à l’interface homme-machine.

La Figure 4.28 présente l’architecture des capteurs et du moteur électrique de la colonne de
direction. Le module de commande de la direction, DIR et le PC qui lui envoie des consignes,
CTRL/CDE communiquent par un bus CAN au format CAN-A. Les identifiants des messages
sont donc codés sur 11 bits. Une couche applicative CanFestival2 développée par le LIVIC a été
ajoutée. Celle-ci respecte la norme CANOpen DS301 v.4.02. CTRL/CDE est donc équipé de
cette couche applicative, dont le rôle est de gérer le réseau : initialiser les noeuds, les connecter,
les reconnecter en cas de défaut. Tout ceci est réalisé à partir d’un fichier de configuration écrit
en XML qui décrit le réseau.

4.6.2 Équipement

1. Caméra

La caméra CCD utilisable de jour comme de nuit est un modèle CNB WK-ZS260IR. Cette
caméra fournit une image avec une échelle de gris sur 8 bits et une résolution de 752(H)
x 582(V) pixels. Sa fréquence est de 25 images par seconde. Cette caméra est installée en
vision frontale, à la place du rétroviseur intérieur (voir Figure 4.29 (a)).

Des algorithmes de traitement d’image fournissent la détection des marquages routiers
latéraux [Lab06]. D’autres variables sont également calculées : la courbure de la route,

24Laboratoire sur les Interactions Véhicules-Infrastructure-Conducteurs
25Laboratoire Central des Ponts et Chaussées
26Institut National de Recherche sur les Transports et leur Sécurité
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Fig. 4.28 – Architecture de réseau [Dup07].
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l’écart latéral du véhicule par rapport au centre de la voie, l’angle de cap relatif du véhicule
par rapport à l’axe de la voie. Ces deux derniers sont calculés à l’aplomb de la caméra.

Le véhicule est équipé d’un écran présentant les résultats du traitement d’image (voir Figure
4.29 (b)). L’indice de confiance est représenté sur une échelle allant du rouge (mauvaise
détection) au vert (détection satisfaisante) sur la partie latérale gauche de l’affichage. La
ligne orange représente l’estimation de l’axe de la voie et la courbe verticale rouge la
trajectoire future du véhicule calculée à partir de l’angle de braquage du volant.

(a) (b)

Fig. 4.29 – (a) Caméra en vision frontale. (b) Interface graphique.

2. Centrale Inertielle

Le véhicule est équipé d’une centrale inertielle trois axes Crossbow VG400 (voir Figure
4.30) qui communique par une liaison RS232 avec le PC de commande. Celle-ci fournit les
accélérations et les vitesses de rotations selon les trois axes (roulis, tangage et lacet).

Fig. 4.30 – Centrale inertielle.

3. Capteur GPS RTK et cartographie

Le système GPS RTK 27 est un Thalès SAGITTA 02 avec une précision centrimètrique
(voir Figure 4.31).

Les essais réalisés durant cette thèse se sont déroulés sur la piste d’essai Routière locali-
sée à Satory sur la commune de Versailles. Cette piste possède des virages et des lignes
droites ; elle est proche de la configuration d’une route départementale (voir Figure 4.32).
Une cartographie 3D des marquages avec une précision centimétrique est disponible. Les
caractéristiques de courbure, d’altitude et de dévers gauche et droit sont représentées sur
la Figure 4.33 en fonction de l’abscisse curviligne.

27« Global Positioning System Real Time Kinetic »
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(a) (b)

Fig. 4.31 – Système GPS RTK : antenne (a) et récepteur (b).

L’utilisation du GPS couplé à la cartographie via un algorithme de map-matching, permet
d’avoir accès à des variables non mesurables ou à des variables de meilleure précision et
moins bruitées (par exemple la courbure).

(a) (b)

Fig. 4.32 – Pistes de Satory, (a) vue d’ensemble. (b) détail.

4. CORREVIT

Un capteur optique CORREVIT de type 2 axes S-400 (voir Figure 4.34) fournit les mesures
des vitesses selon les directions Xv et Yv et une estimation de l’angle de dérive du vecteur
vitesse par l’intermédiaire d’un filtre de Kalman interne. Ce capteur utilise un système
optique de traitement du défilement de la surface de la route sous le véhicule. Les mesures
se font à l’aplomb du capteur, une translation vers le centre de gravité du véhicule est donc
nécessaire. Un algorithme de reconstruction de l’angle de dérive, à partir des capteurs ABS,
de l’angle de braquage et de la centrale inertielle a également été utilisé pour pouvoir se
dispenser de ce capteur qui demeure très coûteux.

5. Odométrie

Un odomètre délivre une impulsion périodique dont la durée est inversement proportion-
nelle à la vitesse du véhicule. C’est la mesure de cette durée qui est transmise au module
de commande de la direction et ensuite inversée pour calculer la vitesse longitudinale du
véhicule.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.33 – (a) Courbure. (b) Altitude relative. (c) Dévers droit. (d) Dévers gauche.

Fig. 4.34 – Système de mesure de l’angle de dérive du vecteur vitesse CORREVIT.
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6. PC de traitement d’image et PC de commande

Les PC installés sur CARLLA sont utilisés pour le traitement d’images et les contrôles lon-
gitudinal et latéral. Ils servent également à gérer l’interface homme-machine et à enregistrer
les données pour l’évaluation à posteriori. Ces PC sont chacun équipés de 2 processeurs
AMD Opteron 2.2 GHz et de 1GB de mémoire RAM. L’ensemble des programmes utilisés
fonctionnent sous le logiciel RTMaps développé par la société Intempora. Ce logiciel permet
l’acquisition de données issues de différentes sources (ports série, bus CAN, vidéo, etc.),
leur horodatage, leur enregistrement et leur rejeu. Les modules de traitement d’images et
de commande, développés en C++, sont intégrés à RTMaps grâce à un environnement de
développement intégré au logiciel Microsoft Visual Studio.

7. Actionneur sur la colonne de direction

Le laboratoire LIVIC a sous-traité à la société CERMA le remplacement de la colonne de
direction du véhicule Peugeot 307. L’assistance hydraulique a été supprimée pour éliminer
le couple non-maîtrisé de l’assistance de série. À la place, un moteur électrique contrôlé
par un micro-contrôleur de type PIC a été modifié pour piloter la colonne de direction.

La nouvelle assistance électrique peut fonctionner selon deux modes [Dup07] :

(a) Le mode assistance classique pour la route : le micro-contrôleur du moteur assure une
direction assistée électrique standard.

(b) Le mode expérimentation : le micro-contrôleur reçoit les consignes en couple du PC
installé dans la voiture. Il vérifie que ces signaux sont valides, assure la sécurité du
système et fournit le contrôle de bas niveau pour suivre les consignes de couple.

Fig. 4.35 – Système de direction [Dup07].

La nouvelle colonne de direction est équipée de trois capteurs [Dup07] (voir Figures 4.35
et 4.36) :

(a) Un capteur optique d’angle produit par BEI IDEACOD de type CHM 510-13BT-002
pour la mesure de l’angle volant a été installé au niveau de l’engrenage du volant sur
l’arbre supérieur de la colonne de direction. La valeur de l’angle est codée sur 13 bits,
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soit 8192 valeurs et un bit codeur correspond à une variation d’angle de 0.1266◦. Ce
capteur donne également le braquage des roues puisqu’il y a continuité mécanique
entre le volant et les roues.

(b) Le couple conducteur est fourni par un capteur d’effort SCAIME de type ZF qui relie
le volant à la colonne de direction. Compte tenu de ses caractéristiques et des bras de
levier, il fournit une mesure entre −31.5Nm et +31.5Nm codée sur 12 bits, soit 4096
valeurs. 1 bit codeur correspond donc à une variation de couple 0.0154Nm.

(c) Le couple transmis aux roues est fourni par un capteur SCAIME de type DR2513
placé sur la colonne de direction sous le pignon d’entraînement du moteur électrique.
Il est d’une grande précision, classe 0.25%. Il fournit une mesure entre −50Nm et
+50Nm codée sur 12 bits, soit 4096 valeurs. 1 bit codeur correspond donc à une
variation de couple 0.0244Nm.

(a) (b)

Fig. 4.36 – Moteur électrique installé sur la colonne de direction [Dup07] (a) vision sans volant,
(b) vision avec volant.

8. Interface homme-machine

Les interactions entre le conducteur et le système se font principalement au niveau du
volant. En fait, le conducteur ressent l’ensemble des couples qui s’exercent sur la colonne
de direction (contacts roues-sol, action du moteur de direction, couple d’auto-alignement).
Il est alors possible en jouant sur la consigne de couple du moteur sur la colonne de direction
de faire ressentir au conducteur certains signaux, comme des vibrations, des oscillations ou
des mouvements du volant. Cependant, le véhicule ayant une continuité mécanique entre
les roues et le volant, l’intensité des signaux et leur forme résulte d’un compromis entre le
braquage des roues et le ressentit du conducteur.

L’autre moyen utilisé pour interagir avec le conducteur est un système audio qui permet
d’émettre tous types de sons dans l’habitacle. L’émission des signaux sonores peut être
latéralisée en fonction des besoins (niveaux du volume gauche et du volume droit ajustables
indépendamment).

Les paramètres du véhicule CARRLA ont été en partie mesurés et en partie estimés à partir
des paramètres des véhicules similaires (voir Tableau 4.2).
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Chapitre 4. Modèle du véhicule pour le suivi de voie et instrumentation

Tab. 4.2 – Nomenclature et valeurs numériques du véhicule d’essai
Dénomination Valeur

BS coefficient d’amortissement de la colonne 15

cf0 coefficient de raideur des pneus avant 40000 N·rad−1

cr0 coefficient de raideur des pneus arrière 35000 N·rad−1

IS moment d’inertie du système de direction 0.05kg·m2

J moment d’inertie de lacet du véhicule 2454 kg·m2

lf distance du centre
de gravité à l’essieu avant 1.22 m

lr distance du centre de
gravité à l’essieu arrière 1.44 m

ls distance de visée 0.98 m

m masse totale 1600 kg

RS rapport de réduction de la direction 16

a longueur des essieux 1.5m

v vitesse longitudinale 15 m · s−1

ηt largeur de contact du pneu 0.13m

ν adhérence 1

ξ coefficient d’amortisement 0.707

L largeur de la voie 3.5m

KP gain de direction manuelle 1
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5.1 Caractérisation des situations de conduite

Ce chapitre est consacré à la description du champ d’action de l’assistance à la conduite qui
sera développée dans les chapitres suivants de cette partie.

Rappelons que l’objectif fondamental de cette thèse est de développer une assistance active
qui empêche les sorties de voie involontaires.

Les activations, c’est-à-dire les interventions de cette assistance, sont donc ponctuelles et
n’ont lieu que lorsque le conducteur est jugé défaillant et qu’il y a un risque de sortir de la voie.
La haute variabilité de ces deux grandeurs entraîne une large palette d’états initiaux possibles
pour la loi de commande en boucle fermée.

Par ailleurs, la défaillance du conducteur peut être brève, elle peut aussi durer plusieurs
secondes, voir quelques dizaines de secondes. Il est donc nécessaire que l’assistance en boucle
fermée, soit capable de maintenir le véhicule sur la voie pendant cette période.
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5.1.1 Capacité de conduite dégradée

Description de l’état du conducteur

Il existe plusieurs raisons pour lesquelles la réaction du conducteur n’est pas toujours adaptée
à la situation de conduite et peut alors entraîner une sortie de voie involontaire. Parmi toutes
ces raisons, nous considérerons celles qui sont uniquement liées à l’état du conducteur et qui
apparaissent de manière ponctuelle durant le processus de conduite. Ainsi, l’environnement du
véhicule ou les lacunes de conduite (connaissances insuffisantes) ne seront pas prises en compte.

Définition 5.1.1 (Capacité de conduite dégradée) [Bar02] Une capacité de conduite dé-
gradée, ou une sous-activité pendant le processus de conduite, correspond dans le contexte de
cette thèse, par exemple, à une activité annexe à la conduite, à une hypovigilance, à un malaise,
à un endormissement, à un assoupissement, à une alcoolisation ou à une prise de médicaments
qui dégradent les capacités d’attention.

Les accidents faisant suite à un état de conduite dégradé ne sont généralement pas recensés
dans les statistiques d’accidentologie, exception faite de l’alcoolisation. À ce jour, un seul rapport
[TRF06] qui résume les données des accidents aux États-Unis en 2006 mentionne des nombres
relatifs aux sorties de voie involontaires. Relatant les facteurs à l’origine des accidents mortels (un
total de 57 695 accidents), [TRF06] dénombre 1 480 accidents provoqués par l’assoupissement, la
somnolence, la fatigue, la maladie ou l’évanouissement (2.6%). 4 560 accidents résultent d’une
inattention (manger ou discuter) (7.9%). De plus, 16 470 accidents mortels ont été causés par
une erreur de guidage entraînant la sortie de voie (28.5%). Les trois facteurs mentionnés précé-
demment sont considérés comme distincts dans le rapport [TRF06]. Comme notre étude porte
uniquement sur les sorties de voie causées par un état de conduite dégradé, cette distinction n’est
pas faite dans les données de [TRF06].

Dans le système d’agrégation de données de [TRF06], les accidents sont recencés comme
étant causés par la somnolence sur la base des déclarations des conducteurs dans un formulaire
complété après l’accident. Pour dépister d’autres accidents provoqués par un état de somnolence
du conducteur, les auteurs de [Kni95] ont revu les données d’accidentologie aux États-Unis pour
l’année 1993. Les auteurs de [Kni95] ont repris pour cette année tous les accidents déclarés comme
étant provoqués par la somnolence. Ils ont, de plus, considéré l’ensemble des accidents semblables
à ceux provoqués par la somnolence. À ce titre, ils ont pris en compte les sorties de voie qui ne
font pas suite à une manœuvre ou à un facteur bien identifiés, comme le dépassement, l’évitement
d’un obstacle ou la vitesse excessive. Les manœuvres qui précédaient la sortie de voie ont alors
été étudiées pour tous les cas non-déclarés, afin de les qualifier comme étant « certainemment »,
« probablement » ou « peut-être » dues à la somnolence. Le résultat des analyses se trouve dans
le Tableau 5.1.

Dans le Tableau 5.1, les sorties de voie ont été scindées en deux classes : les sorties de voie
« pures » et les autres. Les sorties de voie « pures » doivent satisfaire plusieurs critères : aucune
manœuvre avant la sortie, conducteur seul, aucune référence à l’alcool ou à des médicaments,
vitesse entre 72.5 et 105km/h, aucune violation des règles de conduite qui impliquerait un conduc-
teur alerte, route sèche, beau temps et aucune défaillance du véhicule. Les résultats montrent
que le nombre d’accidents causés par la somnolence et non déclarés comme tel après l’accident
est significatif. Pour les accidents par sortie de voie « pures », en plus des 9 000 accidents décla-
rés, 6 000 accidents non-déclarés sont « certainement » dus à la somnolence et 4 000 accidents
non-déclarés sont aussi « probablement » ou « peut-être » dus à la somnolence.
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Tab. 5.1 – Nombre revu d’accidents causés par la somnolence [Kni95].

Nombre total Somnolence Supposition de somnolence
d’accidents 6.3 millions déclarée (cas non-déclarés)

« probablement » total cas
Catégorie d’accident « certainemment » « peut-être » non-déclarés

Sortie de voie « pure » 9 000 6 000 4 000 62 000
Autres sorties de voie 31 000 11 000 13 000 832 000

Autres accidents 16 000 6 000 7 000 5 350 000

Le couple conducteur, un indicateur de son état

Plusieurs méthodes d’identification de l’état de sous-activité du conducteur ont été dévelop-
pées dans le cadre des systèmes d’avertissement. Une première possibilité consiste à concevoir
et à identifier un modèle du conducteur et de le faire évoluer pendant le processus de conduite.
Deux approches de ce type se trouvent dans [Pil99] et [Pom99]. Les aspects pratiques de cette
approche seront détaillés dans la Section 5.1.2. Une deuxième approche repose sur la surveillance
directe du conducteur par l’intermédiaire de caméras associées à des algorithmes de vision. Dans
[Tac96], l’état de fatigue du conducteur est déterminé par un système de suivi des yeux qui étudie
l’ouverture des paupières et la fréquence de clignement. De même, les mouvements des bras du
conducteur peuvent être détectés et suivis par une caméra [Bul05].

Dans notre étude nous avons considéré le couple exercé par le conducteur sur le volant comme
un indicateur de l’état de vigilance de celui-ci. Cette idée n’est pas nouvelle, elle avait été proposée
sous une autre forme par [Pom99] qui a considéré qu’un angle de braquage constant correspondait
à un état d’inattention. Dans [Poh03], les auteurs ont développé un système pour mesurer les
actions du conducteur sur le volant. Le but était de concevoir un système d’aide à la conduite
qui assiste le conducteur pour retrouver la bonne trajectoire, mais qui ne le remplace pas. Pour
cela, un filtre de Kalman, qui détecte si le conducteur est actif ou non selon ses actions sur le
volant, a été conçu.

Dans notre cas, la caractérisation de l’état d’inattention est relativement rudimentaire. Nous
avons supposé que pour un couple inférieur à un seuil prédéfini (|Cc| ≤ σ1), le conducteur est
dans un état de sous-activité. Dans le cas contraire, le conducteur est supposé être en capacité
de conduire (|Cc| > σ1). Pour les besoins de désactivation de l’assistance, nous avons de plus
un second comportement de conduite : la situation d’urgence. Celle-ci est caractérisée par une
action forte du conducteur sur le volant pour, par exemple, éviter un obstacle. Dans ce cas, nous
avons supposé que |Cc| > σ2, où évidemment σ1 < σ2.

Néanmoins, précisons dès maintenant que l’architecture et le développement de l’assistance
à la conduite restent indépendants de la mesure utilisée pour caractériser l’état du conducteur.
Seuls compte les trois états prédéfinis : « conducteur en bonne capacité de conduite », « conduc-
teur en sous-activité » et « situation d’urgence ».

5.1.2 Situation de « conduite normale »

Afin de spécifier l’état initial du système au moment du déclenchement de l’assistance, nous
procédons à l’étude d’une des situations de conduite les plus fréquentes sur les routes hors
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agglomération, à savoir le suivi de voie. Cette situation sera dénommée situation de « conduite
normale ».

Définition 5.1.2 (Situation de « conduite normale ») Une situation de « conduite normale »
correspond à un état de suivi de voie pendant lequel le conducteur n’entreprend aucune manœuvre
particulière comme un dépassement, un changement de voie ou un changement de direction.

Dans la section précédente, quelques causes et effets de la détérioration de l’état physique
ou psychique du conducteur sur sa capacité de conduite ont été exposés. À cette occasion, nous
avons remarqué un lien fort entre l’état du conducteur et sa dynamique de conduite. Par ailleurs,
nous supposons, que les valeurs des variables décrivant la dynamique du véhicule sont également
dépendantes du type de conducteur ou conducteur lui même.

En conséquence, spécifier un ensemble pour l’état initial du système se révèle être une tâche
difficile à accomplir, même pour une situation de suivi de voie. Le même trajet peut être parcouru
de façons distinctes par deux conducteurs, ou par le même conducteur dans des circonstances
différentes. Néanmoins, nous pouvons considérer qu’il existe des bornes entre lesquelles l’état du
système varie pendant une telle situation de conduite. Malheureusement, il y a peu d’études dis-
ponibles sur ce sujet et seules quelques unes ont ciblé des aspects complémentaires (par exemple,
l’identification d’un modèle de conducteur). Nous considérerons par la suite deux types d’études
qui contiennent des données statistiques partielles caractérisant une situation de « conduite nor-
male ».

Identification d’un modèle de conducteur pour le suivi de voie

Les systèmes d’aide à la conduite qui préviennent les sorties involontaires de voie par aver-
tissement ont également besoin d’un système de décision pour déclencher l’alerte. Dans ce but,
des modèles de conducteur ont été développés. Ces modèles sont censés reproduire une conduite
appropriée à la situation de trafic. L’activation de l’assistance se fait par comparaison entre la
sortie du modèle avec l’état et la position du véhicule.

Le paramétrage de ces modèles nécessite des enregistrements sur des sujets réels. Nous pré-
senterons plus particulièrement ceux de études publiées dans [Pil99] et [Pom99].

Nous ferons d’abord référence à l’étude de [Pil99] pour l’identification de l’état du conducteur
dans le but d’implanter une assistance à la conduite. L’objectif était de générer un algorithme
d’identification en temps réel du niveau d’attention du conducteur en partant de l’écart latéral
pendant une situation de suivi de voie.

L’expérimentation a été réalisée sur le simulateur de conduite, Ford Driving Simulator (FDS),
dans les laboratoires Ford Research Labs, à Dearborn, MI. Douze sujets y ont participé, neuf
hommes et trois femmes, âgés de 27 à 40 ans. L’état de fatigue des participants a été accentué en
leur demandant de réduire la veille leur durée habituelle de sommeil d’une heure. De plus, le test
a été conduit pendant la période journalière de baisse d’activité cérébrale ; il a débuté à 13h30 et
a duré deux heures. Pendant ce test, les sujets ont eu à parcourir une section d’autoroute à deux
voies dans chaque sens. Les conducteurs avaient pour consigne d’accélérer jusqu’à une vitesse
comprise entre 95 et 110km/h puis de maintenir cette vitesse en suivant le centre de la voie,
comme pour leur conduite habituelle. Les données ont été recueillies à une fréquence de 20Hz.

Plusieurs variables caractéristiques de la dynamique du véhicule ont été enregistrées, mais
seul l’écart latéral a été analysé dans [Pil99]. La valeur moyenne de l’écart latéral pour chacun
des douze conducteurs est de l’ordre de ±0.5m. Néanmoins, la distribution générale qui inclut
tous les conducteurs a la forme d’une distribution normale centrée à l’origine.
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L’écart type individuel de l’écart latéral a beaucoup varié entre les participants. Dans tous
les cas, il est resté en dessous de 0.5m. Cet écart type a aussi montré des variations temporelles :
si au début du test il était d’environ 0.2m pour tous les participants, il s’est accru graduellement
au cours du temps et en fonction du participant.

Nous allons maintenant résumer les résultats de l’expérience effectuée par les auteurs de
[Pom99] sur un segment d’autoroute et un segment de route nationale représentatifs. Ces seg-
ments incluent des lignes droites, un virage serré à gauche (de courbure 1

499m−1 pour l’autoroute
et de 1

291m−1 pour la route nationale) et un virage large à droite (de courbure − 1
1191m−1 pour

l’autoroute et − 1
873m−1 pour la nationale). Les conducteurs ont conduit une Chrysler Concorde

fabriquée en 1996. 37 conducteurs, âgés de 18 à 74 ans, 19 femmes et 18 hommes, ont participé à
l’expérience. La position du véhicule sur la voie a été mesurée via deux caméras videos montées
à l’arrière du véhicule. Chaque caméra a suivi un des marquages latéraux. Les données ont été
recueillies avec une fréquence de 30Hz puis filtrées et moyennées pour obtenir une mesure tous
les 6.1m.

Pour interpréter les résultats, chaque segment d’autoroute ou de route nationale a été ana-
lysé séparément. Les valeurs extrémales, les médianes et les moyennes de l’écart latéral ont été
calculées. Ces valeurs se trouvent dans le Tableau 5.2 (voir Remarque 4.3.1, Partie II pour la
convention des signes).

Tab. 5.2 – Valeurs minimales, médianes et maximales de l’écart latéral [Pom99].

Ligne Ligne Virage Virage Virage Virage
droite droite large large serré serré

autoroute nationale autoroute nationale autoroute nationale
médiane (m) 0 -0.3 -0.3 -0.05 -0.3 0.15

min (m) -1.22 -0.61 -0.64 -0.36 -1.12 -0.85
max (m) 0.61 0.06 0.83 0.3 0.91 0.61

La différence la plus importante apparaît entre les comportements de suivi de voie sur auto-
route et route nationale. Les conducteurs se permettent des dérives beaucoup plus importantes
sur autoroutes. De plus, l’écart entre les valeurs minimales et maximales pour tous les segments
d’autoroute montre de grandes variations de comportements de conduite entre les conducteurs.
Le comportement en virage a été aussi inégal entre les conducteurs. Pour des virages larges à
droite, que ce soit sur l’autoroute ou sur nationale, les conducteurs ont eu tendance à couper
le virage à l’intérieur. Cependant, pour les virages serrés à gauche, la médiane montre une ten-
dance de conduite à l’intérieur du virage sur route nationale et une conduite à l’extérieur sur
l’autoroute.

Les sorties de voie involontaires

Une deuxième étude, qui nous a été utile pour spécifier les limites de la situation de « conduite
normale », a été réalisée dans le cadre du projet national ARCOS [Bar02]. Le but était de
construire une typologie des mécanismes accidentogènes pour les sorties de voie involontaires.
L’événement initiateur de la situation d’accident a été analysé sur un échantillon de 115 accidents.
À ce titre, nous pouvons citer : l’origine du déport, la contrôlabilité du véhicule lors de la sortie
de voie, l’éventuelle réaction du conducteur et le retour ou non du véhicule dans sa voie.
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Les résultats de ces études ont été utilisés comme suit : à partir de l’échantillon de départ, 50
accidents, hors agglomérations, ayant des scénarios qui s’approchent d’une situation de « conduite
normale » avec des capacité de conduite du conducteur dégradées ont été retenus. Les variables
de la dynamique du véhicule lors du premier déport constituent alors les états initiaux potentiels
pour l’activation de l’assistance à la conduite.

Signalons que les auteurs de [Bar02] différencient l’événement initiateur de l’accident en
distinguant le guidage sur la voie et la perte de contrôle du véhicule au sens dynamique (par
exemple perte de contrôle en longitudinal due à un blocage des roues suite à un freinage). Il
va de soi que seuls les accidents ayant pour origine un défaut de guidage sur la voie ont été
retenus, les autres étant hors du champ de l’assistance développée dans cette thèse. Les capacités
dégradées de conduite dans 54 accidents (dont 50 accidents se sont produits hors agglomérations)
concernent : l’hypovigilance (9 cas), l’activité annexe (19 cas), le malaise (6 cas), l’alcool (6 cas),
l’inattention (3 cas), l’erreur de suivi (3 cas), l’humeur (1 cas) et des causes inconnues (7 cas).

Le Tableau 5.3 donne une image synoptique des valeurs moyennes des variables d’intérêt et
leurs écarts types. Nous pouvons admettre à partir de ces valeurs que l’angle de dérive au moment
du déport reste inférieur à 3.5◦ (0.061rad) et que la vitesse en lacet ne dépasse pas en général
10◦/s (0.174rad/s). Rappelons que ces valeurs ne représentent que des ordres de grandeur d’une
situation de « conduite normale ».

Tab. 5.3 – Sorties de voie involontaires (valeurs moyennes avec les écarts types à l’exponent).

Nombre Vitesse Accélération Angle Vitesse
d’accidents (km/h) transversale (m/s2) de dérive (◦) en lacet (◦/s)

8 82±24 0.3±0.3 0.9±1 2.0±3

2 64±12 1.7±1.8 2.0±1.3 6.7±3.7

15 91±12 0.7±0.6 0.7±0.9 2.2±3.5

25 92±18 1.3±0.9 1.5±1.3 5.6±3.4

Hypercube d’une situation de « conduite normale »

Pour les autres variables décrivant la dynamique du véhicule, par exemple l’angle de cap
relatif, l’angle de braquage ou encore sa dérivée, il n’existe aucune étude pouvant donner des
indications sur leurs valeurs nominales dans une situation de « conduite normale ». La seule
solution de repli a été d’analyser les enregistrements effectués avec un véhicule instrumenté sur
la piste d’essai de Satory dans des situations de suivi de voie. Les résultats montrent que l’angle de
cap relatif reste faible, inférieur à 5◦. C’est également le cas pour l’angle de braquage, qui demeure
en dessous de 2◦. La dérivée de l’angle de braquage est, quant à elle, supposée extrêmement faible
au moment du déport, car la réaction du conducteur est supposée quasi inexistante.

Pour conclure cette analyse, la situation de « conduite normale » sera donc caractérisée une
dynamique du véhicule bornée, les bornes étant notées de la manière suivante : |β| ≤ βN , |r| ≤ rN ,
|ψL| ≤ ψN

L , |yL| ≤ yN
L , |δf | ≤ δN

f et |δ̇f | ≤ δ̇N
f . Les valeurs numériques des bornes peuvent être

choisies en accord avec les valeurs discutées dans les scénarios d’étude décrits précédemment ;
par exemple βN = 3.5◦, rN = 10◦/s, ψN

L = 5◦, yN
L = 0.5m, δN

f = 2◦ et δ̇N
f = 1◦/s. Il va de soi

que l’approche adoptée ici permet uniquement de fixer des bornes cohérentes aux différentes va-
riables. Une étude statistique de caractérisation de la situation de « conduite normale » demeure,
quoi qu’il en soit, nécessaire pour choisir au mieux ces valeurs. Notons que les algorithmes de
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développement de l’assistance à la conduite reposent sur l’existence des telles bornes et non pas
sur les valeurs numériques retenues. Les valeurs choisies présentent l’intérêt de nous permettre
de conduire une première évaluation pratique de l’assistance. Cet aspect sera repris à différents
moments de l’exposé.

Définition 5.1.3 (Hypercube de « conduite normale ») Au cours de la situation de « con-
duite normale » l’état du système de l’équation (4.107) du Chapitre 4, Partie II, reste borné dans
un ensemble polyédrique de la forme d’un hypercube L(ZN ), défini par :

x ∈ L(ZN ) , {x ∈ R
6 : |ZNx| ≤ 1}, (5.1)

où ZN ∈ R6×6 est une matrice diagonale de la forme suivante :

ZN ,



















(βN )−1 0 0 0 0 0
0 (rN )−1 0 0 0 0
0 0 (ψN

L )−1 0 0 0
0 0 0 (yN

L )−1 0 0
0 0 0 0 (δN

f )−1 0

0 0 0 0 0 (δ̇N
f )−1



















. (5.2)

Polytope de situation de « conduite normale »

Dans cette section nous caractériserons la situation de « conduite normale » avec un attribut
supplémentaire : la position sur la voie des roues avant du véhicule.

Pour commencer, nous reconsidérons les conditions des équations (4.93) du Chapitre 4, Partie
II, pour que l’avant du véhicule reste à l’intérieur d’une zone de largeur 2d sur la voie (voir Figure
5.1). Cette fois-ci, nous utiliserons la description de l’état du système, du modèle « bicyclette »
du véhicule sur la voie.

Définition 5.1.4 (Polyèdre d’une zone centrée sur la voie) Les roues avant du véhicule
se trouvent dans une zone de largeur 2d sur une voie de circulation de faible courbure ρref

∼= 0,
si l’état x du système (4.107) du Chapitre 4, Partie II, se trouve à l’intérieur du polyèdre infini
L(F ), où

x ∈ L(F ) , {x ∈ R
6 : |Fx| ≤ 1}, avec F = (0, 0,

2(lf − lS)

2d − a
,

2

2d − a
, 0, 0). (5.3)

Puisque les formules des coordonnées des roues avant pour une route sinueuse peuvent être
approchées par les formules d’une route à faible courbure (voir Section 4.3.4 du Chapitre 4, Partie
II), la condition de l’équation (5.3) sera utilisée dans les deux cas.

Du point de vue géométrique, la condition de l’équation (5.3) représente l’espace entre deux
hyperplans parallèles. Autrement dit, la zone centrée sur la voie de largeur 2d correspond dans
l’espace d’état à une région symétrique par rapport à l’origine comme cela apparaît sur la Figure
5.1 (b).

Nous supposerons que, durant la situation de « conduite normale », l’avant du véhicule,
implicitement les deux roues avant, reste dans une zone de largeur 2d sur la voie. Encore une
fois, la valeur du paramètre d dépend de la taille du véhicule, du conducteur et de son état. Elle
doit être déterminée par des études statistiques. Néanmoins, nous avons constaté lors des essais
avec le véhicule prototype, dont la longueur de l’essieu avant a = 1.5m, que pour une conduite
au centre de la voie cette valeur reste inférieure à d = 1.3m.

En réunissant les conditions sur la dynamique du véhicule et sa position sur la voie, on aboutit
finalement à un polytope de « conduite normale » (voir Fig. 5.2).
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(a) (b)

Fig. 5.1 – La zone centrale ±d représentée sur la voie (a) et dans l’espace d’état en deux
dimensions ψL et yL (b).

Définition 5.1.5 (Région polytopique de « conduite normale ») Pour une situation de
« conduite normale » l’état du système (4.107) du Chapitre 4, Partie II, reste borné dans une
région polyédrique de la forme d’un polytope, définie par :

x ∈ L(ZN ) ∩ L(F ), (5.4)

avec L(ZN ) défini dans l’équation (5.1) et L(F ) dans l’équation (5.3).

Fig. 5.2 – L’intersection de l’hypercube de « conduite normale » et du polyèdre d’une zone
centrée sur la voie en deux dimensions ψL et yL.

5.2 Automate hybride d’assistance à la conduite

Nous donnerons au début de cette section un aperçu de la démarche suivie pour la conception
de l’assistance à la conduite et des hypothèses faites. Le véhicule, muni de l’assistance, sera alors
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formalisé sous la forme d’un système hybride avec entrées et sorties. Quatre aspects fondamentaux
seront abordés : l’évolution dynamique continue dans chaque état discret, les conditions logiques
des transitions entre les états discrets, le cahier des charges pour la loi de commande automatique
et la stabilité du système hybride. La discussion sur ces sujets restera au niveau qualitatif, car
l’automate hybride sera défini tout au long de l’exposé par des lois de commande et des transitions
concrètes, qui satisferont les lignes générales décrites dans ce chapitre.

5.2.1 Démarche et hypothèse

La réalisation d’assistances au maintien de voie pour les véhicules équipés d’une colonne de
direction classique à liaison mécanique s’avère difficile en pratique. L’utilisation simultanée de
la colonne de direction par le conducteur et par l’assistance peut conduire à des situations de
conflits se traduisant par des sensations désagréables pour le conducteur. Par exemple, dans
l’étude d’un tel système sur des sujets dans [Alk07], ceux-ci ont mentionné une sensation de vent
latéral.

En supprimant la continuité mécanique entre les roues et le volant et en assurant au conduc-
teur un retour haptique, une action simultanée du conducteur et de l’assistance est envisageable
[Ros04]. Cependant, de nombreux aspects restent ouverts, comme par exemple la façon de traiter
l’action du conducteur sur le volant pendant l’intervention de l’assistance, le retour de force à
fournir pendant cette intervention et la stabilité du système [Swi06].

Dans ce contexte, nous proposons un contrôle alterné de la direction du véhicule entre le
conducteur et l’assistance. L’assistance n’intervient que lorsque les capacités du conducteur sont
réduites et qu’une sortie de voie est imminente. Elle prend alors totalement le contrôle de la
direction et le véhicule passe en mode automatique. De même, elle est désactivée dès que le
conducteur est apte à reprendre la conduite. La mise en œuvre de cette assistance a nécessité de
répondre à deux questions primordiales :

1. Comment gérer l’interaction entre le conducteur et l’assistance qui s’active et se désactive ?

2. Quelle loi de contrôle automatique faut-il développer pour éviter les sorties de voie ?

L’adoption du formalisme des systèmes hybrides avec des entrées et des sorties permet de
répondre à la première question. Ce formalisme offre la possibilité de modéliser et d’analyser des
systèmes physiques caractérisés par des commutations et une évolution continue intermittente
(véhicule contrôlé par le conducteur et véhicule contrôlé par l’assistance).

Néanmoins, ce formalisme nous a confronté à un aspect délicat : Comment assurer la sta-
bilité du système commuté ? La solution retenue pour répondre à cette question fait appel aux
ensembles invariants en exigeant que les commutations aient lieu à l’intérieur de ces ensembles.
Ces ensembles garantissent en effet que toute trajectoire qui commence à l’intérieur d’un en-
semble y reste durant toute son évolution. Les trajectoires du système hybride resteront donc
bornées.

Bien que le conducteur représente une loi de commande pour ce le système véhicule, il est
considéré dans le cadre de ce formalisme comme une entrée inconnue. Il est donc difficile, voir
impossible de prouver l’existence d’ensembles invariants pour cette partie du système hybride.
À ce stade, nous avons fait une hypothèse en partant des Définitions 5.1.1, 5.1.3 et 5.1.5.

Hypothèse 5.2.1 (« Conduite normale » lors de l’apparition des capacités dégradées)
Nous supposerons que la diminution des capacités de conduite du conducteur intervient alors que
le véhicule se trouve encore dans une situation de « conduite normale ». L’état du système à cet
instant est par conséquent borné à l’ensemble L(ZN ) ou à l’ensemble L(ZN ) ∩ L(F ).
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Pour ce qui est de la loi de commande en mode assistance, celle-ci doit avant tout garantir
des ensembles invariants convenables pendant son activation. La théorie de Lyapunov offre la
possibilité de concevoir de façon simultanée des lois de commandes avec des ensembles invariants
appropriés. Les exigences pour la loi de commande seront discutées en détail dans la Section
5.2.4.

Pour résumer, l’idée principale a consisté à synthétiser une loi de commande garantissant un
ensemble invariant qui contient la région de « conduite normale ». Nous avons imposé ensuite que
les commutations aient lieu dans la région de « conduite normale » et implicitement dans l’en-
semble invariant construit. De cette façon, les trajectoires du système commuté restent bornées
à l’ensemble invariant.

5.2.2 Définition de l’automate hybride

Afin de rendre l’assistance à la conduite proche d’une implantation pratique, nous avons
introduit une entrée supplémentaire Inhibée et une variable d’état Activée, qui est commandée
par cette entrée. Inhibée et Activée prennent les valeurs binaires {0, 1}, elles sont constantes
et continues par morceaux. Inhibée est mise à un si le conducteur ne souhaite pas être assisté.
Dans ce cas, l’état Activée = 0 reflète la non autorisation de l’assistance à la conduite. Sinon,
Inhibée est mise à 0 et la variable Activée = 1 valide l’autorisation de l’assistance à la conduite.

Par la suite, nous intégrerons au vecteur des variables d’état du modèle véhicule (équations
(4.107), Partie II) la variable d’état Activée : ϑ = [xT , Activée]T = [β, r, ψL, yL, δf , δ̇f , Activée]T .
Ainsi, la nouvelle description du système véhicule devient :

ϑ̇ = Ā · ϑ + B̄u · (Cc + Ca) + B̄ρ · ρref où (5.5)

Ā =

(

A 0
0 0

)

, B̄u =

(

B
0

)

, B̄ρ =

(

Bρ

0

)

. (5.6)

Le système hybride comporte trois systèmes continus dans le temps. Le premier système
noté Σ1, équation (5.7), décrit le véhicule contrôlé par le conducteur alors que l’assistance est
autorisée (Activée = 1). Le deuxième système, Σ2 dans l’équation (5.8), décrit la dynamique du
véhicule pendant l’intervention de l’assistance. Finalement, dans le système Σ3, équation (5.9),
l’intervention de l’assistance n’est pas autorisée.

Σ1 : ϑ̇ = Ā · ϑ + B̄u · Cc + B̄ρ · ρref , Activée = 1, (5.7)

Σ2 : ϑ̇ = Ā · ϑ + B̄u · Ca + B̄ρ · ρref , Activée = 1, (5.8)

Σ3 : ϑ̇ = Ā · ϑ + B̄u · Cc + B̄ρ · ρref , Activée = 0. (5.9)

À tout instant, le système dynamique véhicule-conducteur-assistance a une description unique
donnée par l’une des équations (5.7), (5.8) et (5.9). Les transitions entre les trois états discrets
sont supposées instantanées et l’état du système véhicule x reste inchangé à l’issue des transitions.
L’ensemble des trois états discrets Σ1, Σ2 et Σ3, des évolutions continues dans les trois états
discrets et des transitions entre les états discrets forment un automate hybride (voir Fig. 5.3). Cet
automate hybride présente deux entrées exogènes : le couple exercé par le conducteur sur le volant
et l’entrée Inhibée qu’il positionne. L’état entier du système véhicule-conducteur-assistance est
considéré comme la sortie du système. ϑ = [β, r, ψL, yL, δf , δ̇f , Activée]T .
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Fig. 5.3 – Système hybride.

5.2.3 Transitions du système commuté

Les transitions entre les trois états discrets dépendent de deux facteurs : la capacité de
conduite du conducteur et le risque de sortir de voie. Ces transitions sont notées T 12

r , T 21
r , T 23

r ,
T 13

r et T 31
r (Fig. 5.3). Les conditions associées seront d’abord exposées de manière générique. Elle

seront précisées au cours des chapitres suivants, en fonction de la façon de prendre en compte le
risque de sortie de voie.

La transition T 12
r est franchie si les trois conditions suivantes sont vraies : les capacités de

conduite du conducteur sont jugées dégradées alors que le véhicule est dans une « conduite
normale », le risque de sortie de voie est imminent et l’entrée Inhibée est à 0.

La transition T 21
r est franchie dès que les conditions suivantes sont vérifiées : l’activité du

conducteur est jugée suffisante alors que le véhicule se trouve à nouveau dans une situation de
« conduite normale » la désactivation de l’assistance n’est pas exigée par une situation d’urgence
ou par l’entrée Inhibée mise à 1.

La transition T 23
r est franchie dans les situations d’urgence lorsque, par exemple, le conduc-

teur exerce un fort couple sur le volant, ou encore, lorsqu’il souhaite la désactivation totale de
l’assistance en mettant Inhibée à 1. Après cette transition, l’assistance n’est plus autorisée afin
de laisser la liberté de manœuvre au conducteur, en conséquence, la variable d’état Activée est
mise à zéro.

Les transitions T 13
r et T 31

r décrivent l’autorisation et l’interdiction de l’assistance à la conduite
(Inhibée = 0, Inhibée = 1).

5.2.4 Cahier des charges pour la loi de commande

Nous aborderons dans les paragraphes suivants le cahier des charges de la loi l’assistance
active dans l’état Σ2 (voir Fig. 5.3). Nous rappelons que son objectif principal est de prendre le
relais du conducteur afin d’éviter la sortie de voie. Elle assure alors la fonction de suivi de voie
automatique jusqu’au moment de la reprise en main par celui-ci.

La loi de commande doit répondre à deux types d’exigences, celles associées à l’existence
de commutations et celles propres à l’état discret Σ2 et portant sur l’évolution dynamique du
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système véhicule contrôlé. Plus précisément :

1. Pour les exigences portant sur l’existence des commutations.

(a) La loi de commande doit garantir au moins un ensemble invariant qui contient la région
de « conduite normale ». Ceci permettra de maintenir les trajectoires du système
hybride bornées.

(b) Le laps de temps pendant lequel l’état du système contrôlé se trouve à l’extérieur
de la région de « conduite normale » doit être le plus court possible. Cette exigence
minimise la durée durant laquelle le conducteur ne peut reprendre le contrôle du
véhicule autrement que par un couple fort exercé sur le volant, ou un mettant Inhibée
à 1, ce qui entraîne une invalidation de l’assistance.

2. Pour celles en lien avec l’évolution de la dynamique du véhicule contrôlé.

(a) La baisse d’attention du conducteur n’est pas seulement momentanée, elle peut du-
rer quelques secondes ; une loi de commande en boucle fermée est donc nécessaire.
Cette loi de commande doit ramener le véhicule vers le centre de la voie et maintenir
cette position jusqu’à la reprise en main par le conducteur. La trajectoire du véhicule
contrôlé doit donc être asymptotiquement stable.

(b) Outre les performances de suivi de voie, la commande doit assurer un bon niveau de
confort et de sécurité pendant toute la durée de l’activation. Ces nouvelles exigences
sont traduisibles sur l’état du véhicule qui doit rester confiné à l’intérieur de bornes
prédéfinies. À titre d’exemple, [Li07] donne les recommandations suivantes pour une
loi de commande synthétisée à partir du modèle « bicyclette » : l’angle de braquage
doit rester inférieur à |δf | ≤ 40◦ avec une dérivée |δ̇f | ≤ 28◦/s. De plus, l’accélération
latérale doit rester inférieure à aL = 2m/s2 ou à aL = 4m/s2 pour un cas extrême.
Eu égard à la vitesse longitudinale du véhicule, ces valeurs donnent des indices sur
les valeurs maximales de la vitesse de rotation en lacet via l’approximation aL

∼= v · r.
Par exemple, pour v = 18m/s et aL = 4m/s2, on aboutit à r = 12.73◦/s.

De même les limites de confort et de sécurité imposent que l’angle de dérive β doit cor-
respondre à des valeurs d’angles de dérive des pneumatiques dans le domaine linéaire
des forces de contact (voir équation (4.48) du Chapitre 4, Partie II). Par exemple,
pour αf = 1◦, r = 12.73◦/s, δf = 10◦ et v = 18m/s on obtient β ∼= 8◦.

Les valeurs maximales des variables de positionnement par rapport à l’axe de la voie
ψL et yL sont liées à l’excursion latérale maximale autorisée du véhicule. En consi-
dérant d’une part la Définition 5.1.4 du polyèdre associé à une zone centrée sur la
voie, et en fixant d’autre part un dépassement maximal des roues avant sur la voie,
par exemple d = L/2, l’ensemble des valeurs admissibles pour ψL et yL, tel que
x ∈ L(F (d)) sont finalement obtenues.

Les valeurs maximales pour les variables d’état sont notées βM , rM , ψM
L , yM

L , δM
f et

δ̇M
f . On définit alors une région de sécurité pour l’état du véhicule contrôlé, similaire

à l’hypercube de « conduite normale » :

Définition 5.2.1 (Région hypercube de sécurité)

x ∈ L(ZM ) , {x ∈ R
6 : |ZMx| ≤ 1}, (5.10)
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où ZM ∈ R6×6 est une matrice diagonale de la forme suivante :

ZM ,
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






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. (5.11)

Évidemment, l’ensemble L(ZM ) est plus large que l’ensemble L(ZN ) et inclut ce der-
nier. La loi de commande doit être conçue de sorte que l’état x du système reste à
l’intérieur de l’ensemble L(ZM ) pour un état initial appartenant à L(ZN ). Mention-
nons encore une fois que les valeurs précises des bornes pour L(ZM ) ne sont utiles
que dans la phase de calcul numérique et d’implantation de la loi de commande. Pour
la phase de développement, seule la possibilité de prendre en compte de telles bornes
est nécessaire.

(c) La grandeur de commande est un couple d’assistance fourni par un moteur électrique
sur la colonne de direction. Ce couple est limité à Cmax = 40Nm de par la puissance
du moteur. En conséquence, le couple d’assistance doit rester inférieur à cette valeur
pendant toute la durée d’activation de l’assistance.

Le principe de fonctionnement de l’assistance peut être finalement résumé comme suit : la
loi de commande s’active pour une perte d’attention du conducteur qui a lieu à l’intérieur de
l’ensemble L(ZN ), elle contrôle la trajectoire du véhicule vers le centre de la voie sans dépasser
l’ensemble L(ZM ), tout en respectant les contraintes sur la commande.

La solution adoptée se fonde sur la synthèse de lois de commande qui assurent des ensembles
invariants contenant l’ensemble L(ZN ) et contenus dans l’ensemble L(ZM ). Des optimisations
supplémentaires, nécessaires d’une part pour rapprocher les ensembles invariants de l’ensemble
L(ZN ) et d’autre part pour respecter la limitation sur l’entrée de commande ont été mise en place.
Le rapprochement des ensembles invariants de l’ensemble L(ZN ) sert à minimiser le dépassement
et le temps passé à l’extérieur de L(ZN ). Les lois de commande synthétisées seront exposées dans
les Chapitres 6, 7 et 8 Partie III.

5.2.5 Stabilité de l’automate hybride

L’automate hybride d’assistance présente des entrées : le couple exercé par le conducteur sur
le volant et la variable discrète de permission de l’activation de l’assistance Inhibée. L’état du
système hybride, composé de l’état du véhicule et de la variable discrète d’activation Activée,
peut être considéré comme la sortie. La stabilité de ce type de système a été peu traitée dans la
littérature spécialisée. [Vu07] a abordé ce sujet pour des systèmes commutés, qui représentent une
sous-classe des systèmes hybrides, pour lesquelles les commutations sont exclusivement faites en
fonction des variables d’état (voir Annexe A, Définition A.1.1 [Vu07], [Son95]). [Vu07] a démontré
qu’un système commuté dont tous les états discrets sont caractérisés par une stabilité « entrée
bornée - états bornés » est globalement stable selon la définition « entrée bornée - états bornés »,
si le temps passé dans chaque état discret est suffisamment long (voir l’Annexe A.2.1 pour la
définition de la stabilité « entrée bornée - états bornés »). Ces résultats ne sont pas applicables
dans notre cas, car nous avons à étudier un système hybride dont les transitions dépendent
également des entrées. De plus, nous ne pouvons pas exiger qu’un état discret soit gardé pendant
une période de temps prédéfinie.
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Néanmoins, la stabilité de l’automate hybride peut être analysée en supposant les entrées
bornées et en étudiant si les sorties sont également bornées. Dans notre cas, les entrées repré-
sentent les commandes conducteur et les sorties sont identiques avec l’état du système. Ces
entrées peuvent provoquer la divergence de la sortie dans un des états discrets Σ1 et Σ2, ou lors
des transitions entre les états Σ1, Σ2 et Σ3.

Sortie bornée dans les états discrets

Nous supposons l’existence d’une loi de commande asymptotiquement stable en Σ2. L’auto-
mate hybride décrit précédemment peut demeurer un temps infini dans un des états discrets Σ1

et Σ3. Le couple conducteur est l’entrée de commande dans ces états.
Le système véhicule « dérive - lacet » (équations (4.63) Partie II) est asymptotiquement

stable et satisfait le critère de stabilité « entrée bornée - sortie bornée », si crlr > cf lf [Bag01].
Cette condition est satisfaite sur la plupart des véhicules d’aujourd’hui. Cependant, le système
véhicule lié à la route (équation (4.107) Partie II) a deux pôles à l’origine, sa stabilité dépend
alors de l’entrée de commande. Autrement dit, l’écart latéral peut tendre vers l’infini si, par
exemple, le conducteur n’intervient pas.

De plus, le modèle (équation (4.107) Partie II) n’est valable que dans le domaine linéaire des
forces de contact pneumatique-chaussée. En dépassant ces limites, les forces latérales de contact
pneumatique-chaussée risquent de se saturer et d’entraîner un plus fort glissement latéral du
véhicule. Afin d’écarter cette possibilité et de garder une dynamique bornée du système véhicule
lié à la voie, nous supposerons que le conducteur n’essaie pas d’entraîner une instabilité du
véhicule dans les états Σ1 et Σ3. Cette hypothèse est déjà contenue dans l’Hypothèse 5.2.1
d’une « conduite normale ». Nous ajouterons une hypothèse supplémentaire qui suppose que le
conducteur a en général une conduite apaisée et qu’il exécute toutes les manœuvres nécessaires à
la conduite, par exemple le dépassement ou le changement de direction, sur une voie de circulation
ou en restant proche de celle-ci.

Hypothèse 5.2.2 (Conduite rationnelle) Nous supposerons dans ce travail que le conducteur
n’engendre pas de manière volontaire ou involontaire d’instabilité dynamique du véhicule et qu’il
respecte la réglementation.

Cette hypothèse peut se traduire par des bornes sur le couple exercé sur le volant mais aussi
par des bornes sur la dynamique du véhicule et sur sa position dans la voie. De façon analogue
aux définitions de la région de sécurité hypercube et de la région de « conduite normale », nous
définissons un hypercube qui caractérise cette situation de conduite :

Définition 5.2.2 (Région hypercube de conduite rationnelle)

x ∈ L(ZA) , {x ∈ R
6 : |ZAx| ≤ 1}, (5.12)

où ZA ∈ R6×6 est une matrice diagonale de la forme :

ZA ,



















(βA)−1 0 0 0 0 0
0 (rA)−1 0 0 0 0
0 0 (ψA

L )−1 0 0 0
0 0 0 (yA

L )−1 0 0
0 0 0 0 (δA

f )−1 0

0 0 0 0 0 (δ̇A
f )−1



















. (5.13)
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Ce nouvel hypercube L(ZA) est supposé assez étendu de sorte qu’il inclut les valeurs maximales
requises pendant l’intervention du contrôle automatique : L(ZM ) ⊂ L(ZA).

En conclusion, en faisant l’Hypothèse 5.2.2 d’une conduite rationnelle et en supposant l’exis-
tence d’une loi de commande asymptotiquement stable en Σ2, l’automate hybride est stable au
sens « entrée bornée - sortie bornée » dans chaque état discret.

Sortie bornée en dépit des commutations

Les transitions entre tous les états sont déterminées par le couple conducteur et la variable
Inhibée. Pour un état initial en Σ1, les trajectoires cycliques complètes qui ne sont pas des
préfixes d’autres trajectoires, sont (Σ1, Σ3), (Σ1, Σ2) et (Σ1, Σ2, Σ3). Chacune de ces trajectoires
sera étudiée pour examiner la possibilité de l’existence de sorties non-bornées pour des entrées
bornées.

On remarque immédiatement que les transitions entre les états Σ1 et Σ3 ne peuvent pas
générer de sorties non-bornées, car seule la variable virtuelle Activée diffère entre les deux états.

Considérons maintenant le domaine de fonctionnement nominal de l’assistance à la conduite,
entre les états Σ1 et Σ2 (voir Fig. 5.4). Ce domaine est défini comme suit :

Définition 5.2.3 (Domaine de fonctionnement nominal de l’assistance) Le domaine de
fonctionnement nominale de l’assistance contient les états Σ1 et Σ2 et les transitions T 12

r et T 21
r .

Ce domaine de fonctionnement s’opère sous les hypothèses suivantes :

1. Le conducteur autorise en permanence l’assistance à la conduite (Inhibée = 0).

2. Le véhicule se trouve dans une situation de « conduite normale » (x ∈ L(ZN ) où x ∈
L(ZN ) ∩ L(F )) avant le moment de la dégradation des capacités de conduite.

3. Aucune situation d’urgence pouvant entraîner la désactivation totale de l’assistance par un
couple fort du conducteur sur le volant ne va survenir. Dans tous les cas, la situation de
conduite demeure dans l’hypercube de conduite rationnelle.

Fig. 5.4 – Système hybride réduit aux états Σ1 et Σ2.

Pour ce domaine de fonctionnement, nous pouvons affirmer que les trajectoires du système
hybride ne dépasseront pas l’hypercube de conduite rationnelle L(ZA) pour toutes les commuta-
tions possibles entre les états Σ1 et Σ2. En effet, en notant par S l’ensemble invariant garanti par
la loi de commande automatique en Σ2 nous obtenons les inclusions suivantes (voir Fig. 5.5) :

L(ZN ) ⊂ S ⊂ L(ZM ) ⊂ L(ZA). (5.14)
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Les mêmes inférences restent valables pour la région de « conduite normale » définie par x ∈
L(ZN ) ∩ L(F ).

Chaque trajectoire du système hybride, contrôlée par le conducteur, commençant dans L(ZA),
pour un état initial en Σ1, évolue, par hypothèse, jusqu’à ce qu’elle arrive dans l’ensemble L(ZN ).
Si à cet instant, la loi de commande automatique reprend le contrôle, elle gardera cette trajectoire
à l’intérieur de l’ensemble invariant S jusqu’au moment de la reprise en main par le conducteur.
De plus, la reprise par le conducteur ne peut avoir lieu qu’à l’intérieur de l’ensemble L(ZN ). Les
commutations entre les états Σ1 et Σ2 garderont en conséquence la dynamique du véhicule bornée.
Ce principe de trajectoire débutant dans un ensemble invariant au moment d’une transition est
le fondement de la conception de cette assistance à la conduite. Il restera valable pour toutes les
lois de commande et pour toutes les transitions qui seront définies par la suite.

Fig. 5.5 – Commutation entre les états Σ1 et Σ2. La trajectoire du véhicule contrôlé par son
conducteur est représentée en ligne continue. La trajectoire du véhicule contrôlé par la loi de
commande est marquée en ligne discontinue.

La dernière série de transitions T 12
r , T 23

r et T 31
r entre les états Σ1, Σ2 et Σ3 est maintenant

étudiée (voir Fig. 5.6).

Fig. 5.6 – Système hybride réduit aux transitions T 12
r , T 23

r et T 31
r .

Sur la Figure 5.7, une trajectoire commence en Σ1, elle est suivie d’une transition vers la loi
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de commande automatique en Σ2 et se poursuit par la transition vers l’état Σ3. Le conducteur
intervient en Σ2 pendant le contrôle automatique, avant que l’état du système soit reconduit
en L(ZN ), pour par exemple éviter un obstacle, comme peuvent le suggérer les augmentations
de l’angle de cap relatif et de l’écart latéral. La trajectoire du système se trouve au moment de
la reprise à l’intérieur de l’ensemble invariant S. Le conducteur reprend le contrôle du véhicule
soit par un couple fort sur le volant, soit en mettant l’entrée Inhibée sur 1. Il désactive de ce
fait totalement l’assistance à la conduite (Activée = 0). Pour autoriser à nouveau l’assistance et
pouvoir recommencer le cycle Σ1, Σ2, Σ3 il doit remettre l’entrée Inhibée sur 0. À tout moment de
ce cycle, la trajectoire du système hybride reste soit dans l’ensemble L(ZA), pendant le contrôle
du conducteur, ou encore dans l’ensemble S pendant le contrôle automatique.

Fig. 5.7 – Commutation entre les états Σ1, Σ2 et Σ3. La trajectoire du véhicule contrôlé par
son conducteur est représentée en ligne continue. La trajectoire du véhicule contrôlé par la loi
de commande est marquée en ligne discontinue.

Les quelques analyses qualitatives présentées dans cette section permettent de conclure que
pour une situation de conduite rationnelle, une loi de commande automatique qui satisfait les
exigences du cahier des charges permet d’assurer que l’état du système hybride reste borné pour
toutes les transitions du système et toutes les valeurs des entrées.
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Ce chapitre est dédié à la conception et à l’implantation pratique de l’assistance à la conduite
pour le cas des routes à faibles courbures. Seul le domaine de fonctionnement nominal de l’assis-
tance sera traité. On se basera pour cela sur le système hybride défini dans le Chapitre 5, Section
5.2, qui formalise son comportement. Ce domaine de fonctionnement contient les états Σ1 et Σ2

et les transitions entre eux.
La restriction au cas nominal est volontaire afin de donner précisément l’aspect quantitatif

des éléments spécifiés de manière qualitative dans le chapitre précédent. Ces éléments concernent
les conditions d’activation et de désactivation de l’assistance ainsi que les conditions générales
de fonctionnement de la loi de commande qui assure le contrôle automatique du véhicule dans
l’état Σ2.
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6.1 Synthèse de la loi de commande

La loi de commande doit respecter les spécifications du cahier des charges défini dans le Cha-
pitre 5, Section 5.2.4. Elle doit notamment assurer un ensemble invariant contenant la région de
« conduite normale » et qui soit lui-même inclus dans la région de sécurité. Cette loi de com-
mande doit de plus minimiser, durant toute la durée de la correction, l’excursion des trajectoires
en dehors de la région de « conduite normale » et ce avec, selon le cas, un couple d’assistance
ou un angle de braquage inférieurs aux limites du moteur électrique monté sur la colonne de
direction, ou bien à l’angle de braquage maximal des roues directrices.

Les trois lois de commande qui seront proposées dans cette section reposent sur la théorie de
Lyapunov et satisfont toutes les spécifications énoncées ci-dessus (voir Tableau 6.1). La première
et la troisième lois de commande, dans l’ordre de présentation du Tableau 6.1, utilisent une
fonction de Lyapunov quadratique tandis qu’une fonction de Lyapunov composée est utilisée
pour la deuxième. La région de « conduite normale » est prise en compte dans la synthèse des
deux premières commandes sous la forme d’un hypercube, selon la Définition 5.1.3 du Chapitre
5, Section 5.1.2. Dans le cas de la troisième loi celle-ci est modélisée sous la forme d’un polytope,
issu de la définition 5.1.5 du Chapitre 5, Section 5.1.2.

La première et la troisième loi de commande ont été synthétisées pour une entrée de com-
mande en couple. Le système véhicule de synthèse est alors celui de l’équation (4.107) du Chapitre
4, Partie II pour ρref = 0 :

{

ẋ = Ax + Bu(Ca + Cc),
z = x.

(6.1)

La deuxième loi de commande quant à elle a été synthétisée pour une entrée de commande en
angle. Le modèle véhicule dans ce cas est décrit par l’équation (4.80) du Chapitre 4, Partie II
pour ρref = 0 :

{

ẋv = Avxv + Bv
uδf ,

zv = xv.
(6.2)

Tab. 6.1 – Lois de commande synthétisées pour une route à faible courbure.

Système véhicule Région de Fonction de Lyapunov
(équation) « conduite normale »

1ère loi de commande (6.1) Définition 5.1.3 quadratique
2ème loi de commande (6.2) Définition 5.1.3 composée
3ème loi de commande (6.1) Définition 5.1.5 quadratique

6.1.1 Fonction de Lyapunov quadratique pour une région hypercube de « con-
duite normale » : 1ère loi de commande

Dans cette section nous considérerons une région de « conduite normale » L(ZN ) de la forme
d’un hypercube (Définition 5.1.3 du Chapitre 5). Le système dynamique de l’équation (6.1) sera
utilisé pour la synthèse. La loi de commande en couple retenue est de type retour d’état statique
associé à un terme de compensation du couple conducteur : Ca = Kx − Cc.
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Remarque 6.1.1 Si le couple |Kx| reste inférieur à Cmax−σ2, alors l’inégalité |Ca| ≤ Cmax sera
toujours vérifiée, car dans l’état Σ2 de l’automate hybride défini dans le Chapitre 5, Section 5.2,
le couple exercé par le conducteur sur le volant reste inférieur à σ2 en valeur absolue (|Cc| ≤ σ2).

Le système en boucle fermée s’écrit donc :

{

ẋ = (A + BuK)x,
z = x.

(6.3)

La synthèse du retour d’état sera conduite de telle sorte que la fonction quadratique V (x) =
xT Px, avec P une matrice symétrique définie positive soit une fonction de Lyapunov pour le
système en boucle fermée, donné par l’équation (6.3). Les différentes inclusions de régions seront
prises en compte en recherchant une fonction de Lyapunov dont la courbe de niveau ellipsoïdale
SV (1) = {x ∈ R6 : xT Px ≤ 1} est située à l’extérieur, mais la plus proche possible, de l’ensemble
L(ZN ) et simultanément située à l’intérieur de l’ensemble L(ZM ). Cet objectif a été atteint par
l’algorithme suivant en 6 étapes :

Algorithme 6.1.1 (Synthèse de la 1ère loi de commande)

1. Recherche simultanée de K et d’une fonction de Lyapunov optimale xT Poptx

Dans un premier temps, la détermination du vecteur de retour d’état K et de la fonction
de Lyapunov quadratique dont la courbe de niveau 1 est le plus petit ellipsoïde contenant
l’hypercube L(ZN ) sont conduites simultanément. Ce plus petit ellipsoïde est symétrique
par rapport aux axes. Notons Popt la matrice diagonale caractérisant cet ellipsoïde. Cette
recherche de K et de Popt a été formulée comme un problème d’optimisation convexe de la
façon suivante :

minimiser h(l)

contraint par (A + BuK)T Popt + Popt(A + BuK) ≺ 0

1 − (zN
i )T Poptz

N
i ≥ 0, i = 1, . . . , 26

2 = 25,

(6.4)

où h(l) = trace(Qopt) ou h(l) = λmax(Qopt) ou h(l) = logdet(Qopt), Qopt = P−1
opt et zN

i

sont les sommets de l’hypercube L(ZN ). L(ZN ) a 26 sommets. L’hypercube et l’ellipsoïde
étant tous deux symétriques par rapport à l’origine, il suffit de considérer uniquement la
moitié des sommets.

En introduisant le changement de variable Y = KQopt dans la première contrainte et en
appliquant le Lemme de Schur dans la deuxième, on aboutit à :

minimiser h(l)

contraint par AQopt + QoptA
T + Y T BT

u + BuY ≺ 0

(

1 (zN
i )T

zN
i Qopt

)

º 0, i = 1, . . . , 26

2 = 25.

(6.5)

Ce problème s’est révélé infaisable pour une matrice Popt diagonale. Pour le contourner,
une matrice Popt a pu être calculée par la résolution du même problème d’optimisation
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Fig. 6.1 – La région de « conduite normale » L(ZN ), la région de sécurité L(ZM ) et les ensembles
ellipsoïdaux invariants ε(P ), εopt(Popt) et εext(

1
Vext

P ) représentés en deux dimensions, ψL et yL.

convexe, dont on exclut la première contrainte. Cette matrice permet de définir l’ellipsoïde
εopt(Popt) par (voir Fig. 6.1) :

εopt(Popt) , {x ∈ R
6 : xT Poptx ≤ 1}. (6.6)

2. Choix de K

Dans un deuxième temps, le vecteur de retour d’état K a été calculé par une méthode de
placement de pôles du système en boucle fermée. Le choix des pôles a été arrêté de telle sorte
que le couple d’assistance demeure significativement inférieur au seuil Cmax − σ2 lorsque
le système est à l’intérieur de la région de « conduite normale ».

3. Calcul de la fonction de Lyapunov V (x) = xT Px

L’idée est maintenant d’associer au système en boucle fermée (6.3) une fonction de Lya-
punov V (x) = xT Px, P = P T , P ≻ 0, qui ait un ensemble invariant SV (1) très proche
de εopt. L’ellipsoïde ε(P ), identique à l’ensemble invariant SV (1), est défini par (voir Fig.
6.1) :

ε(P ) , {x ∈ R
6 : xT Px ≤ 1}. (6.7)

La détermination de cette fonction de Lyapunov a été formulée sous la forme d’un problème
d’optimisation LMI avec une fonction de coût linéaire. En définissant Q = P−1 et H =
Qopt −Q, la somme des carrés des différences de Qopt et Q a pu être exprimée en utilisant
la trace de la matrice HT H :

6
∑

i=1,j=1

(qoptij − qij)
2 = trace(HT H), (6.8)

où qopt,ij et qij sont des éléments des matrices Qopt et Q.
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Le problème d’optimisation qui permet le calcul de la matrice H et donc de la matrice Q
s’écrit sous la forme suivante :

minimiser γ

contraint par trace(HT H) ≺ γ,

H ≺ Qopt,

Qopt(A
T + KT BT

u ) + (A + BuK)Qopt ≺ H(AT + KT BT
u ) + (A + BuK)H.

(6.9)
En utilisant le Lemme de Schur, le problème d’optimisation (6.9) devient :

minimiser γ

contraint par











γ (HU1)T . . . (HU6)T

HU1

... I36

HU6











≻ 0,

H ≺ Qopt,

Qopt(A
T + KT BT

u ) + (A + BuK)Qopt ≺ H(AT + KT BT
u ) + (A + BuK)H,

(6.10)
où U j = (0, . . . , 1, . . . , 0)T ∈ R6, j = 1, . . . , 6, sont des vecteurs qui ont 1 à l’indice j et 0
sinon.

4. Test d’inclusion de L(ZN ) et extension de la courbe de niveau de la fonction de

Lyapunov V (x) = xT Px

Après avoir calculé la fonction de Lyapunov V (x) = xT Px, il est nécessaire de vérifier que
la région de « conduite normale » est bien incluse dans ε(P ). Autrement dit, il faut vérifier
que tous les sommets de l’hypercube L(ZN ) sont contenus dans ε(P ). Dans le cas contraire,
une autre courbe de niveau doit être choisie de manière à satisfaire la condition suivante :

εext(
1

Vext
P ) , {x ∈ R

6 : xT Px ≤ Vext}, (6.11)

où Vext = max
i=1,...,64

(zN
i )T PzN

i et zN
i sont les sommets de L(ZN ). εext(

1
Vext

P ) contient par

définition tous les sommets de l’hypercube L(ZN ), et donc il contient l’hypercube L(ZN )
grâce aux propriétés des ensembles convexes des courbes de niveau.

5. Test d’inclusion de εext(
1

Vext
P ) dans L(ZM )

L’ensemble εext(
1

Vext
P ) doit à son tour être inclus dans la région de sécurité L(ZM ). Ceci

est vérifié en faisant les projections de l’ellipsoïde εext(
1

Vext
P ) sur les six axes (β, r, ψL,

yL, δf , δ̇f ) et en les comparant avec les bornes de l’hypercube L(ZM ) (βM , rM , ψM
L ,

yM
L , δM

f , δ̇M
f ). Ces projections sont données par : βmax =

√
Vext

√
q11, rmax =

√
Vext

√
q22,

ψmax
L =

√
Vext

√
q33, ymax

L =
√

Vext
√

q44, δmax
f =

√
Vext

√
q55 et δ̇max

f =
√

Vext
√

q66, où qjj

sont les éléments de la diagonale de Q = P−1, j = 1, . . . , 6 (voir équation (3.36), Partie
II).
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Si cette condition d’inclusion n’est pas satisfaite, l’algorithme doit être repris au niveau de
sa deuxième étape en procédant à un autre choix des pôles du système en boucle fermée.
De même, la phase préparatoire précédant la synthèse de la loi de commande peut être
reconsidérée. Cette phase fixe la région de « conduite normale », qui influence par la suite
la quatrième étape de l’algorithme.

6. Test du couple maximal nécessaire à l’assistance

Le couple d’assistance maximal nécessaire durant l’intervention de la loi de commande
est donné par le maximum de la fonction |Kx| sur l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ). Ce problème
d’optimisation convexe est résolu dans l’Exemple 3.1.1 de la Section 3.1.1, Partie II. Le
couple maximal vaut donc :

Cmax
εext

=
√

VextKP−1KT . (6.12)

Pour satisfaire au cahier des charges de la loi de commande, Cmax
εext

doit rester inférieur à
Cmax − σ2. Si cette condition n’est pas satisfaite, les mêmes conclusions que celles du test
d’inclusion de l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) dans L(ZM ) restent applicables.

L’algorithme proposé a pour objectif de synthétiser une loi de commande qui satisfasse toutes
les exigences du cahier des charges. Néanmoins, sa mise en œuvre peut être laborieuse notamment
pour assurer l’inclusion de l’ensemble invariant ellipsoïdal εext(

1
Vext

P ) dans la région hypercube
de sécurité L(ZM ). Pour satisfaire cette condition en même temps que la contrainte sur le couple
d’assistance, plusieurs itérations ont été nécessaires.

Cette difficulté est principalement liée à l’impossibilité mathématique d’assurer de bonnes
approximations ellipsoïdales pour des ensembles polyèdriques. En pratique, la différence entre
la région de « conduite normale » et son approximation ellipsoïdale peut se traduire par une
trajectoire du véhicule qui dépasse d’une manière significative cette région, le danger de dépasser
les bords de la voie subsiste donc. D’autre part, le temps de régulation et de retour dans la
région de « conduite normale » peut devenir gênant pour le conducteur qui ne peut désactiver
l’assistance qu’en utilisant un couple fort |Cc| > σ2 ou en mettant l’entrée Inhibe sur 1. Il ne
peut pas désactiver l’assistance en dehors de la région de « conduite normale » avec un couple
faible σ1 ≤ |Cc| ≤ σ2. Il sera tenu compte de ces inconvénients lors de la synthèse d’une autre
loi de commande dans la section suivante.

6.1.2 Fonction de Lyapunov composée pour une région hypercube de « con-
duite normale » : 2ème loi de commande

L’objectif de la loi de commande proposée dans cette section est de réduire la taille de
l’ensemble invariant qui approche par l’extérieur la région de « conduite normale », L(ZN ). La
solution idéale pour ce problème serait un ensemble invariant polyédrique, identique à L(ZN ).
Cela signifierait que pour une activation au bord de la région de « conduite normale » L(ZN ) le
dépassement de cette région serait nul. Cette solution n’est pas envisageable, car physiquement
irréalisable par le véhicule. Par exemple, pour un angle de cap relatif, un écart latéral et un
angle de braquage qui sont positifs et situés aux limites de la région de « conduite normale » il
faudrait aussi avoir une décroissance instantanée de l’écart latéral pour reconduire le véhicule
vers le centre de la voie sans dépassement de L(ZN ). Ceci n’est bien entendu pas possible et
toute loi d’assistance augmentera à court terme la valeur de l’écart latéral.

Une approximation moins conservatrice de la région L(ZN ) peut être fournie par l’enveloppe
convexe de plusieurs ellipsoïdes. Si chaque diagonale principale de l’hypercube L(ZN ) est un
axe d’un ellipsoïde, pour lequel tous les autres axes sont réduits au minimum (idéalement nuls),
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l’enveloppe convexe de tous les ellipsoïdes correspondant à toutes les diagonales principales est
très proche de l’ensemble L(ZN ) et idéalement identique à L(ZN ).

Cette idée fondamentale et le Théorème 3.5.3 du Chapitre 3, Partie II ont été utilisés pour
la synthèse d’une nouvelle loi de commande, en angle de braquage. Le choix d’une commande en
angle de braquage est justifié par la dimension réduite du problème numérique à résoudre pour la
synthèse de la commande. La procédure de synthèse d’une commande en couple est exactement
similaire, exception faite de la dimension du système dynamique qui passe de 4 à 6.

Les ensembles L(ZN ) et L(ZM ) sont de ce fait définis par les quatre variables d’état β,
r, ψL et yL. Cependant et par souci de simplicité, les mêmes notations L(ZN ) et L(ZM ) ont
été utilisées. L’exigence précédente portant sur un couple d’assistance borné se traduit par une
exigence sur la limitation de l’angle de braquage notée |δf | ≤ δmax

f .
Une entrée de commande en angle de braquage suppose que la colonne de direction du

véhicule est de technologie « steer by wire ». L’assistance est capable d’analyser la consigne en
angle de braquage du conducteur et d’imposer l’angle de braquage adéquat au niveau des roues.
La consigne conducteur étant dans tous les cas traitée et jamais directement transmise aux roues,
celle-ci ne sera pas prise en compte dans la suite. En conséquence, δf = δa

f .
Le système dynamique utilisé pour la synthèse est donné par l’équation (6.2). La loi de

commande par retour d’état s’écrit : δa
f = K(xv)xv, où le gain K(xv) ∈ R1×4. Le système en

boucle fermée est donné par :

{

ẋv = (Av + Bv
uK(xv))xv,

zv = xv.
(6.13)

Algorithme 6.1.2 (Synthèse de la 2ème loi de commande)
La synthèse de la 2ème loi de commande a été décomposée en 3 étapes.

1. Calcul des vecteurs de retour d’état F j et des fonctions de Lyapunov corres-

pondantes (xv)T P jxv

Premièrement, l’hypercube L(ZN ) a été approché par l’enveloppe convexe de huit ellipsoïdes,
ε(P j), j = 1, . . . , 8. Le nombre d’ellipsoïdes est choisi en accord avec le nombre de diago-
nales principales de l’hypercube, diagonales dont les extrémités définissent les sommets de
cet hypercube. Ce nombre est donné par 2n−1 = 24−1 = 8. Notons que dans le cas d’un
rectangle, l’enveloppe convexe de ses deux diagonales (22−1 = 2) coïncide avec le rectangle
considéré (voir Fig. 6.2).

Rappelons maintenant qu’une fonction quadratique composée est définie par la Définition
3.5.1 du Chapitre 3 Partie II :

Vc(x
v) , min

γ∈Γ
(xv)T P (γ)xv, P (γ) , Q−1(γ), Q(γ) ,

N
∑

j=1

γjQ
j , (6.14)

où Qj = (P j)−1, j = 1, . . . , N et γ ∈ {γ ∈ RN :
∑N

j=1 γj = 1, γj ≥ 0, j = 1, . . . , N}. Sa
courbe de niveau SVc(1) = {xv ∈ R4 : Vc(x

v) ≤ 1} est l’enveloppe convexe des ellipsoïdes
ε(P j).

Le Théorème 3.5.3 du Chapitre 3, Partie II fournit une loi de commande qui rend l’ensemble
SVc(1) invariant. Afin de satisfaire les hypothèses et de pouvoir appliquer ce théorème, les
ellipsoïdes ε(P j) et les vecteurs de retour d’état Kj pour j = 1, . . . , 8 sont déterminés via
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le problème d’optimisation LMI suivant :

minimiser trace(Qj)

contraint par Qj ≻ 0,

(Y j)T (Bv
u)T + Qj(Av)T + AvQj + Bv

uY j ≺ 0,

Qjvj = λjvj ,

(

1 1
δmax
f

Y j

1
δmax
f

(Y j)T Qj

)

º 0.

(6.15)

où Qj = (P j)−1 et Y j = KjQj, j = 1, . . . , 8,

Dans ce problème, la minimisation de la trace des matrices Qj a été retenue afin de réduire
l’amplitude des demi-axes non pertinents (voir Fig 6.2). La deuxième contrainte LMI assure
que ces ellipsoïdes sont des courbes de niveau des fonctions de Lyapunov pour des vecteurs
de retour d’état Kj. Pour la troisième contrainte LMI des vecteurs vj et des scalaires λj

ont d’abord été définis à partir des diagonales de l’hypercube L(ZN ) (voir Fig. 6.2). Cette
contrainte exige donc que chaque matrice Qj ait vj comme vecteur propre et λj comme
valeur propre associée. En d’autres termes, cette contrainte tend à orienter les ellipsoïdes
ε(P j) sur les diagonales de L(ZN ). Pour finir, la quatrième LMI permet de borner l’effort
de commande de telle sorte que |δa

f | ≤ δmax
f pour chaque Kj. Ceci est réalisé en assurant

l’inclusion des ellipsoïdes ε(P j) dans les polyèdres L( 1
δmax
f

Kj) = {xv ∈ R4 : |Kjxv| ≤
δmax
f }.

Fig. 6.2 – Ellipsoïdes et hypercubes représentés en deux dimensions pour les variables ψL et yL.

Après avoir calculé les vecteurs de retour d’état Kj et les matrices P j symétriques et
définies positives via les problèmes d’optimisation LMI (6.15) pour j = 1, . . . 8, toutes les
hypothèses du Théorème 3.5.3 du Chapitre 3, Partie II ont été satisfaites. En conclusion,
l’ensemble SVc(1) = {xv ∈ R4 : Vc(x

v) ≤ 1} est invariant et se rétracte pour la loi de
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commande δa
f (xv) = K(γ∗(xv))xv, où

Vc(x
v) = min

γ∈Γ
(xv)T P (γ)xv, (6.16)

K(γ∗) = Y (γ∗)P (γ∗) = (
8

∑

j=1

γ∗
j Y j)(

8
∑

j=1

γ∗
j Qj)−1 (6.17)

et γ∗(xv) est la solution du problème de minimisation de l’équation (6.16). De plus, le
Théorème 3.5.3 garantit que l’entrée de commande δa

f (xv) = K(γ∗)xv est bornée à δmax
f

pour toute activation à l’intérieur de SVc(1).

2. Test d’inclusion de SVc(1) dans L(ZM )

L’étape de synthèse précédente assure que tous les sommets de la région de « conduite
normale » L(ZN ), et donc la région de « conduite normale », sont inclus dans l’ensemble
invariant SVc(1). Par la suite, l’inclusion de l’ensemble invariant SVc(1) dans L(ZM ) doit
être vérifiée.

Les projections de l’ensemble SVc(1) sur les quatre axes (β, r, ψL, yL) ne dépassent pas
les projections de ε(P j), j = 1, . . . , 8 sur ces mêmes axes (Propriété 1 de [Hu04]). D’autre
part, les valeurs maximales des projections des ellipsoïdes ε(P j) sur les axes (β, r, ψL, yL)
sont décrites par : βj =

√

(q11)j, rj =
√

(q22)j, (ψL)j =
√

(q33)j et (yL)j =
√

(q44)j, où
(q11)

j, (q22)
j, (q33)

j et (q44)
j sont les éléments diagonaux des matrices Qj (équation (3.36)

du Chapitre 3, Partie II). Par conséquent, les bornes des projections de l’ensemble SVc(1)
sur les quatre axes (β, r, ψL, yL) sont les suivantes :

βmax = max
j=1,...,8

βj , rmax = max
j=1,...,8

rj , ψmax
L = max

j=1,...,8
(ψL)j , ymax

L = max
j=1,...,8

(yL)j .

(6.18)

Il reste alors à vérifier que les valeurs βmax, rmax, ψmax
L et ymax sont inférieures aux

valeurs βM , rM , ψM
L et yM

L pour conclure que l’ensemble invariant SVc(1) est inclus dans
la région de sécurité L(ZM ).

Si cette condition n’est pas satisfaite, la seule possibilité est de reprendre l’algorithme depuis
la première étape en modifiant les limites de la région de « conduite normale » L(ZN ). Une
diminution de l’écart latéral de la région de « conduite normale » en faveur d’une vitesse
de rotation en lacet plus élevée pourrait accroître la rapidité de la réaction de la loi de
commande et aider à garder l’ensemble invariant SVc(1) étroit.

3. Calcul de la solution au problème de minimisation de la fonction de Lyapunov

composée

Pour calculer la solution optimale γ∗(xv) qui définit la fonction de Lyapunov composée de
l’équation (6.14), [Hu03] a proposé une approche reposant sur l’optimisation LMI. Dans un
premier temps, la fonction quadratique composée Vc(x

v) est écrite sous la forme :

Vc(x
v) = min{ω : ω ≥ (xv)T P (γ)xv, γ ∈ Γ}. (6.19)

Puis le problème de minimisation (6.19) est transformé en problème LMI en utilisant le
Lemme de Schur :
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minimiser ω

contraint par
(

ω (xv)T

xv
∑8

j=1 γjQ
j

)

º 0,

∑8
j=1 γj = 1,

γj º 0.

(6.20)

Les variables de décision sont les paramètres γj, j = 1, . . . 8, et le nombre réel positif ω. Ce
problème doit être résolu pour chaque valeur de xv. La valeur optimale γ∗ obtenue permet
alors de calculer le vecteur de retour d’état

K(γ∗) = (
8

∑

j=1

γ∗
j Y j)(

8
∑

j=1

γ∗
j Qj)−1. (6.21)

La loi de commande synthétisée par l’Algorithme 6.1.2 satisfait toutes les contraintes du
cahier des charges. De plus, elle assure un dépassement très limité de la région de « conduite
normale ». Ce dépassement se traduit non seulement par une trajectoire du véhicule proche des
valeurs des variables d’état au moment de l’activation, mais aussi par un temps de convergence
vers la région de « conduite normale » qui peut être extrêmement bref.

Cependant, un aspect important n’a pas été pris en compte lors de la synthèse des deux der-
nières lois de commande. En effet, l’évolution du véhicule sur la voie de circulation est considérée
à travers les bornes sur les deux variables de positionnement qui sont l’écart latéral et l’angle
de cap relatif. En réalité, ces deux variables, combinées à la géométrie du véhicule, déterminent
l’élément important qui est la position de l’avant du véhicule sur la voie. La prochaine section
fournira l’algorithme de la synthèse d’une loi de commande qui tient compte de cet aspect dans
les contraintes.

6.1.3 Fonction de Lyapunov quadratique pour une région polytopique de
« conduite normale » : 3ème loi de commande

Pour tenir compte de la position de l’avant du véhicule par rapport aux bords de la voie, la
région de « conduite normale » prend la forme d’un polytope L(ZN ) ∩ L(F ) (Définition 5.1.5
du Chapitre 5, Partie III). Rappelons que la région de « conduite normale » de la forme d’un
polytope inclut à la fois des contraintes sur la valeur absolue des variables d’état et sur la position
des roues avant du véhicule. Plus spécifiquement, dans une situation de « conduite normale » les
roues avant du véhicule sont supposées rester dans une zone centrée sur la voie et de largeur 2d.

Le système dynamique de l’équation (6.1) sera utilisé pour la synthèse d’une loi de commande
en couple par retour linéaire d’état et avec un terme de compensation pour le couple du conduc-
teur : Ca = Kx − Cc. Le système dynamique en boucle fermée est alors décrit par l’équation
(6.3). La Remarque 6.1.1 demeure valable aussi dans ce cas.

L’idée principale de cette approche est de trouver une loi de commande qui assure un dé-
passement minimal de la zone de largeur 2d, pour un état initial dans L(ZN ) ∩ L(F ). Pour
atteindre cet objectif, le vecteur de retour d’état K et une fonction de Lyapunov quadratique
seront recherchés de telle sorte que la courbe de niveau 1 soit située simultanément à l’intérieur
de L(ZN ) ∩ L(F ) et la plus proche possible des deux hyperplans |Fx| = 1. Par la suite, une
courbe de niveau étendue a été calculée, telle qu’elle contienne les régions de l’espace d’état
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L(ZN ) ∩ {x ∈ R6 : |Fx| = 1}. Ce choix sera justifié en détail dans la Section 6.2. Il s’agit
d’avoir une activation de la loi de commande dans la région de « conduite normale », quand
une des deux roues avant croise la zone centrée de largeur 2d (|Fx| = 1). Rappelons aussi que
la courbe de niveau étendue est un ensemble invariant pour le système en boucle fermée. Cette
courbe fournira des valeurs maximales pour l’état du système pendant la régulation, ainsi que
des bornes pour le déplacement des roues avant sur la voie.

Algorithme 6.1.3 (Synthèse de la 3ème loi de commande)
La synthèse de cette 3ème loi de commande a été décomposée en 4 étapes.

1. Calcul du vecteur de retour d’état K et de la fonction de Lyapunov correspon-

dante V (x) = xT Px

Dans un premier temps, le vecteur de retour d’état K et la fonction de Lyapunov qua-
dratique V (x) = xT Px ont été calculés comme résultats du problème d’optimisation LMI
(6.22)) ayant pour variables de décision : Q = P−1, Y = KQ et α :

minimiser −α

contraint par AQ + QAT + Y T BT
u + BuY ≺ 0,

(

1 (zN
i )T

zN
i Q

)

º 0, i = 1, . . . , 26

2 = 25,

α ¹ FQF T ,

FQF T ¹ 1,

(

1 1
Cmax

ε
Y

1
Cmax

ε
Y T Q

)

º 0,

(6.22)

où ZN ∈ R6×6 est une matrice diagonale définie par l’équation (5.2) du Chapitre 5,
zN
i sont la moitié des sommets de l’hypercube L(ZN ), i = 1, . . . , 32, et le vecteur F =

(0, 0,
2(lf−lS)

2d−a
, 2

2d−a
, 0, 0) est définit selon la Définition 5.1.4 du Chapitre 5.

La première contrainte LMI de (6.22)) assure que le système en boucle fermée, décrit par
l’équation (6.3) est asymptotiquement stable.

Les 2ème et 4ème contraintes LMI de l’équation (6.22)) exigent que la courbe de niveau
1 de la fonction V (x) = xT Px se trouve à l’intérieur de la région L(ZN ) ∩ L(F ). Cette
courbe de niveau, qui correspond à un ellipsoïde, est définie de façon similaire à l’équation
(6.7), elle est notée par ε(P ) (voir Fig. 6.3).

La 3ème contrainte, associée à la fonction de coût a pour objectif de rapprocher au maximum
ε(P ) des hyperplans |Fx| = 1.

Pour finir, la limitation du couple d’assistance est prise en compte par l’intermédiaire de
la 5ème contrainte LMI de l’équation (6.22)). Cette contrainte impose que l’ellipsoïde ε
soit inclus dans un polyèdre {x ∈ R6 : |Kx| ≤ Cmax

ε }. Néanmoins, la valeur limite pour le
couple a été choisie telle que Cmax

ε ≪ Cmax − σ2. Par ce choix, on anticipe l’extension de
ε(P ) et donc l’augmentation du couple maximal nécessaire pour l’assistance.

2. Extension de la courbe de niveau de la fonction de Lyapunov V (x) = xT Px
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Dans un deuxième temps, l’ellipsoïde ε(P ) est étendu vers l’ellipsoïde εext(
1

Vext
P ) (équation

(6.11)), tel que εext(
1

Vext
P ) inclut la région de l’espace d’état L(ZN )∩{x ∈ R6 : |Fx| = 1}

(voir Fig. 6.3). Ce problème est un problème d’optimisation d’une fonction de coût non-
linéaire sous contraintes linéaires :

maximiser Vext = xT Px

contraint par ZNx ≤ 1,

Fx = 1.

(6.23)

Fig. 6.3 – Ellipsoïdes ε(P ) et εext(
1

Vext
P ) et région polytope de « conduite normale » L(ZN ) ∩

L(F ) représentés en deux dimensions pour les variables ψL et yL.

3. Test d’inclusion de εext(
1

Vext
P ) dans L(ZM )

Cette étape est analogue à la 5ème étape de l’Algorithme 6.1.1 pour la synthèse de la 1ère loi
de commande. Si la condition d’inclusion n’est pas satisfaite, la phase préparatoire de l’al-
gorithme doit être reprise et notamment la définition des limites de la région de « conduite
normale » qui influencent directement la première et la deuxième étape de l’algorithme.

4. Test du couple maximal nécessaire à l’assistance

Cette étape est analogue à la 6ème étape de l’Algorithme 6.1.1 pour la synthèse de la 1ère
loi de commande. Si la condition de couple maximal sur l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) n’est pas
satisfaite, la phase préparatoire doit aussi être reprise en modifiant par exemple le seuil de
couple maximal permis à l’intérieur de l’ellipsoïde ε(P ), couple noté par Cmax

ε ou encore
les limites de la région de « conduite normale ». Encore une fois, ces éléments influencent
la première et la deuxième étape de l’algorithme.

La synthèse de cette 3ème loi de commande tient compte de toutes les spécifications du cahier
des charges avec notamment le déplacement latéral de l’avant du véhicule sur la voie. Pour une
activation dans la région L(ZN )∩{x ∈ R6 : |Fx| = 1}, cette commande minimise le dépassement
des roues avant par rapport à la zone centrée sur l’axe de la voie et de largeur 2d. Ceci est dû,
en particulier, à l’expansion minimale de ε(P ) vers εext(

1
Vext

P ). Cette expansion minimale est
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assurée par le rapprochement de ε(P ) vers {x ∈ R6 : |Fx| = 1}, lors de l’optimisation LMI
décrite par les équations (6.22).

L’algorithme 6.1.3 peut être adapté pour une prise en compte directe des variations de la
vitesse longitudinale du véhicule dans les limites v ∈ [vmin; vmax].

Il faut pour cela définir un paramètre ξv ∈ [−1; 1], un paramètre qui décrit la variation de v
entre vmin et vmax [Rah04] :

1
v

= 1
v0

+ 1
v1

ξv, v ∼= v0(1 − v0

v1
ξv),

1
v2

∼= 1
v2

0

(1 + 2v0

v1
ξv). (6.24)

Les deux constantes v0 et v1 sont calculées en posant ξv = −1 pour v = vmin et ξv = 1 pour
v = vmax. On obtient alors :

v0 = 2vminvmax

vmax+vmin , v1 = − 2vminvmax

vmax−vmin . (6.25)

Les expressions linéaires obtenues pour v, 1/v et 1/v2 en fonction de ξv, permettent d’écrire la
matrice A du système véhicule qui intervient dans le système d’inégalités décrit dans l’équation
(6.22) sous la forme A = A∗ + A∗∗ξv (voir équations (4.108) et (4.111) du Chapitre 4, Partie II).
La matrice A(v) est donc aussi une fonction linéaire du paramètre ξv.

Comme seule la matrice A dépend du paramètre ξv et comme cette dépendance est affine,
il suffit que les conditions de stabilité soient vérifiées aux bornes. En conséquence, la première
contrainte du système d’inégalités (6.22) est remplacée par les inégalités suivantes :

(A∗ ± A∗∗)Q + Q(A∗ ± A∗∗)T + Y T BT
u + BuY ≺ 0. (6.26)

Les solutions obtenues assurent la stabilité pour toute vitesse longitudinale variable v ∈
[vmin, vmax]. Ce résultat est fondé sur le Lemme 3.4.2 énoncé dans Chapitre 3, Partie II.

6.1.4 Ensemble invariant et déplacement latéral des roues avant du véhicule

Dans la section précédente trois algorithmes de synthèse de lois d’assistance ont été exposés.
La méthode adoptée assure pour toutes les lois d’assistancel’existence d’ensembles invariants
pour la boucle fermée. Cependant, seule la troisième loi de commande tient compte explicite-
ment du déplacement latéral de l’avant du véhicule. Il sera montré dans ce qui suit que tous
les ensembles invariants garantissent quand même un déplacement latéral maximal de l’avant
du véhicule durant la régulation. Cette analyse sera faite séparément pour les deux types d’en-
sembles invariants considérés : l’ensemble invariant ellipsoïdal et l’ensemble invariant sous forme
d’enveloppe convexe d’ellipsoïdes.

Ensemble invariant ellipsoïdal et déplacement latéral des roues avant

Considérons un ensemble invariant ellipsoïdal εext(
1

Vext
P ) comme celui décrit par l’équation

(6.11). Chaque trajectoire qui commence à l’intérieur de εext(
1

Vext
P ) est assurée d’y demeurer

pendant toute la durée de la régulation. Par ailleurs, les coordonnées des roues avant du vé-
hicule sont des fonctions linéaires des variables d’état (équations (4.89) du Chapitre 4, Partie
II). Le déplacement latéral maximal des roues avant peut alors s’obtenir en calculant la valeur
maximale de ces fonctions sur l’ensemble εext(

1
Vext

P ). En notant dext cette valeur, le problème
d’optimisation associé est le suivant :
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maximiser yg = yL + (lf − lS)ψL + a
2

contraint par x ∈ εext(
1

Vext
P ).

⇔
maximiser (yg − a

2 ) = fx

contraint par x ∈ εext(
1

Vext
P ),

(6.27)

où f ∈ R1×6, f = (0, 0, (lf − lS), 1, 0, 0), x = (β, r, ψL, yL, δf , δ̇f )T .
Le problème d’optimisation précédent a été formulé pour la roue gauche. Pour la roue droite,

l’énoncé est similaire mais porte sur la variable yd :

minimiser (yd + a
2 ) = fx

contraint par x ∈ εext(
1

Vext
P ),

⇔
maximiser (−yd − a

2 ) = −fx

contraint par x ∈ εext(
1

Vext
P ).

(6.28)

D’après l’Exemple 3.1.1 (Section 3.1.1, Partie II), les deux problèmes de maximisation ont
leurs solutions x∗

g et x∗
d sur le bord de l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) : x∗
g et x∗

d ∈ ∂εext(
1

Vext
P ). De ce

fait, les valeurs maximales des fonctions coût sont :

(yg −
a

2
)∗ = f · x∗

g et (−yd −
a

2
)∗ = −f · x∗

d ⇔ (6.29)

(yg −
a

2
)∗ =

√

fVextP−1fT et (−yd −
a

2
)∗ =

√

fVextP−1fT ⇔ (6.30)

(yg)
∗ =

√

fVextP−1fT +
a

2
et (yd)

∗ = −
√

fVextP−1fT − a

2
. (6.31)

Ce qui permet d’obtenir le déplacement latéral maximal des deux roues avant pour une activation
à l’intérieur de l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) :

dext =
√

fVextP−1fT +
a

2
. (6.32)

On constate de plus que :

2

2dext − a
fx∗

g = 1 et
2

2dext − a
fx∗

d = −1. (6.33)

En conséquence, le polyèdre défini par :

L(Fext) , {x ∈ R
6 : |Fextx| ≤ 1}, Fext =

2

2dext − a
f =

2

2dext − a
(0, 0, (lf − lS), 1, 0, 0)

(6.34)
contient l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) et est tangent à celui-ci aux points x∗
g et x∗

d. Les hyperplans
{x ∈ R6 : |Fextx| = 1} sont parallèles aux hyperplans {x ∈ R6 : |Fx| = 1}, car F = 2

2d−a
f . La

transposition du déplacement maximal dext de l’espace d’état vers la voie est représentée sur la
Figure 6.4.

Remarque 6.1.2 (Déplacement potentiel maximal à partir de x
0) Nous remarquons que

pour un état initial x0 ∈ R6 quelconque, qui détermine l’ellipsoïde {x ∈ R6 : xT Px ≤ (x0)T Px0},
le déplacement latéral maximal des roues avant sur la voie dépend de x0 de la manière suivante :

dmax(x0) =
√

(x0)T Px0
√

fP−1fT +
a

2
. (6.35)
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(a) (b)

Fig. 6.4 – Les zones centrées 2dext et 2d représentées (a) dans l’espace d’état en deux dimensions
ψL et yL et (b) sur la voie.

Les résultats établis précédemment permettent de conclure que pour chaque trajectoire du
véhicule contrôlé, qui commence à l’intérieur de l’ensemble invariant εext(

1
Vext

P ), l’avant du
véhicule restera à l’intérieur d’une zone centrée sur la voie de largeur 2dext. À l’exception de la
3ème loi de commande, la valeur de dext n’est pas une spécification prise en compte dans les
étapes de synthèse. Néanmoins, sa valeur peut être calculée et vérifiée à l’issue de la synthèse et
une fois la fonction de Lyapunov connue. Si dext est supérieure à une valeur seuil, par exemple
une demi-largeur de voie, l’algorithme peut être repris avec des nouvelles spécifications pour la
région de « conduite normale ».

Ensemble invariant enveloppe convexe d’ellipsoïdes et déplacement latéral des roues
avant

Afin de déterminer la valeur du déplacement latéral maximal sur la voie dext pour le cas d’un
ensemble invariant de la forme d’une enveloppe convexe d’ellipsoïdes, considérons un état du
véhicule contrôlé xv ∈ SVc(1). À un instant donné, la fonction de Lyapunov composée représente
pour un xv, une courbe de niveau qui fournit un ellipsoïde invariant dans l’espace d’état Vc(x

v) =
(xv)T P (γ∗)xv (voir Fig. 6.5). Calculons pour cet ellipsoïde les hyperplans tangents |F (xv)xv| = 1,
F (xv) = 2

2d(xv)−a
f , où

d(xv) =
√

Vc(xv)
√

fP (γ∗)−1fT +
a

2
. (6.36)

En remplaçant P (γ∗)−1 par son expression
∑8

j=1 γ∗
j Qj , l’équation (6.36) devient :

d(xv) =
√

Vc(xv)

√

√

√

√

8
∑

j=1

γ∗
j fQjfT +

a

2
. (6.37)

En notant cj = fQjfT , cmax = max
j=1,...,8

{cj} et cmin = min
j=1,...,8

{cj}, les limites inférieure et
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Fig. 6.5 – Ellipsoïde instantané de la fonction de Lyapunov composée Vc(x
v).

supérieure de d(xv) sont les suivantes :

√

Vc(xv)
√

cmin +
1

2
a ≤ d(xv) ≤

√

Vc(xv)
√

cmax +
1

2
a. (6.38)

L’équation (6.38) signifie que pour tous xv ∈ R4 avec Vc(x
v) = α ou encore pour tout ensemble

invariant SVc(α), l’inégalité suivante est vérifiée :

√
α
√

cmin +
1

2
a ≤ d(xv) ≤

√
α
√

cmax +
1

2
a. (6.39)

Par conséquent, le déplacement latéral maximal des roues avant, pour un état initial xv donné,
s’écrit :

dmax(xv) =
√

α
√

cmax +
1

2
a. (6.40)

De plus, dmax(xv(t)) est décroissant au cours de temps car Vc(x
v(t)) est une fonction décroissante

dans le temps.
D’une façon analogue, pour chaque trajectoire du véhicule contrôlé commençant dans SVc(1)

la loi d’assistance garantit de maintenir l’avant du véhicule dans une zone centrée sur la voie de
largeur 2dext, où

dext =
√

cmax +
1

2
a. (6.41)

6.2 Stratégies de commutation

Après avoir introduit trois algorithmes de synthèse de lois d’assistance, quatre stratégies
d’activation et de désactivation sont maintenant examinées.

Ces stratégies doivent tenir compte de l’attention de conducteur, du risque de sortie de voie
et du danger d’engendrer une instabilité du fait même des commutations entre le conducteur et
le contrôle automatique. Elles reposent sur l’hypothèse de l’existence de lois de commande qui
assurent des ensembles invariants de forme connue, telles que celles synthétisées dans la section

178



6.2. Stratégies de commutation

précédente. C’est par l’intermédiaire de cette propriété que le danger d’entraîner une instabilité
et, en partie, le risque de sortie de voie seront pris en compte. Plus spécifiquement, le point
clé de la méthode consiste à activer et à désactiver le contrôle automatique à l’intérieur d’un
ensemble invariant convenable de telle sorte que les dynamiques globales du système commuté
restent bornées.

Le danger de sortie de voie a fait l’objet de nombreuses études dans lesquelles des indicateurs
de risque ont été proposés, comme par exemple le temps à sortie de voie TLC (Time to Line Cros-
sing) [Mam06]. La difficulté consiste à trouver une bonne adéquation entre le risque instantané
perçu par le conducteur et l’évaluation du risque par le système muni de capteurs. Les stratégies
de commutation proposées dans cette thèse considéreront les deux approches : le risque perçu
par le conducteur ou la combinaison entre un danger potentiel ressenti par le conducteur et une
évaluation du risque fournie par le système.

Pour mémoire, seul le domaine de fonctionnement nominal de l’assistance sera traité, domaine
qui concerne uniquement les transitions T 12

r et T 21
r . Le conducteur est par ailleurs supposé

autoriser en permanence l’activation de l’assistance à la conduite (Inhibe = 0).

6.2.1 Stratégie de commutation à partir du risque instantané de sortie de
voie

Une mesure du risque instantané de sortie voie, tel qu’il pourrait être perçu par le conducteur,
est fournie par la position du véhicule sur la voie. Plus précisément, cette position peut se traduire
par l’écart latéral et l’angle de cap relatif (1ère stratégie de commutation), ou encore par les
coordonnées des roues avant du véhicule (2ème stratégie de commutation).

1ère stratégie de commutation

– Activation
Dans cette stratégie, la règle d’activation est la suivante : L’assistance s’active si les ca-
pacités de conduite du conducteur sont dégradées (couple conducteur faible) alors que le
véhicule est encore dans une situation de « conduite normale » (x ∈ L(ZN )) et si l’écart
latéral et l’angle de cap relatif ont le même signe. En résumant, la condition logique de la
transition T 12

r est la suivante :

T 12
r : (|Cc| ≤ σ1) ∧ (x ∈ L(ZN )) ∧ (ψLyL > 0) ∧ (Inhibée = 0). (6.42)

– Désactivation
La désactivation de l’assistance a lieu dès que le conducteur recouvre la capacité de conduire
(couple conducteur supérieur à un seuil) et que le véhicule est à nouveau dans la région de
« conduite normale ». La condition de la transition T 21

r s’écrit :

T 21
r : (σ1 < |Cc| ≤ σ2) ∧ (x ∈ L(ZN )) ∧ (Inhibée = 0). (6.43)

2ème stratégie de commutation

– Activation
La condition d’activation est similaire à la condition d’activation de la 1ère stratégie de
commutation. De plus, une condition sur la position des roues avant du véhicule a été
ajoutée. L’assistance est enclenchée pour une sous-activité du conducteur pendant une
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situation de « conduite normale » (x ∈ L(ZN ) ∩ L(F )) sous la condition qu’une des deux
roues avant dépasse la zone centrée sur la voie de largeur 2d qui délimite le polyédre L(F ) :

T 12
r : (|Cc| ≤ σ1)∧(x ∈ L(ZN )∩L(F ))∧(ψL·yL > 0)∧((yg = d)∨(yd = −d))∧(Inhibée = 0).

(6.44)
– Désactivation

Le conducteur reprend la conduite sous les mêmes contraintes que pour la 1ère stratégie
de commutation :

T 21
r : (σ1 < |Cc| ≤ σ2) ∧ (x ∈ L(ZN ) ∩ L(F )) ∧ (Inhibée = 0). (6.45)

6.2.2 Stratégie de commutation à partir du risque instantané et du risque
évalué par l’assistance

Le risque instantané est identique aux cas précédents. L’évaluation du risque par l’assistance
correspond au déplacement maximal potentiel des roues avant sur la voie si l’assistance est
activée. Notons dmax(x0) ce déplacement latéral maximal pour un état initial x0. Sa valeur est
donnée par l’équation (6.35) pour une loi de commande fondée sur une fonction de Lyapunov
quadratique et par l’équation (6.40) pour une loi de commande fondée sur une fonction de
Lyapunov composée.

3ème stratégie de commutation

Cette troisième stratégie de commutation autorise l’activation de l’assistance dans une région
qui peut être plus étendue que la région de « conduite normale ». Cette région porte sur le
franchissement, par l’une des roues avant du véhicule, des bornes d’une zone centrée sur la voie
et de largeur ±d. Cette condition s’écrit par :

|Fx| = 1. (6.46)

Nous rappelons que le vecteur F est défini dans l’équation (5.3) du Chapitre 5 et prend la forme :

F = (0, 0,
2(lf − lS)

2d − a
,

2

2d − a
, 0, 0). (6.47)

De plus, une fois l’assistance activée, le déplacement maximum anticipé des roues avant en partant
de l’état x0 ne doit pas excéder une limite Dmax. De cette façon, l’appartenance de l’état du
véhicule à l’ensemble invariant ellipsoïdal tangent aux hyperplans définis ci-dessous (voir Figures
6.4 et 6.5) est garanti au moment de la commutation :

yL + (lf − lS)ψL = ±2Dmax − a

2
. (6.48)

– Activation
L’assistance est activée si les conditions suivantes sont vérifiées : les capacités du conducteur
sont dégradées, l’état du véhicule est dans le polyédre L(F ) correspondant à la zone centrée
sur la voie de largeur 2d, une des deux roues avant croise cette zone avec un angle de cap
relatif et un écart latéral de même signe et le déplacement maximal anticipé reste inférieur
au seuil Dmax. La condition logique associée à la transition T 12

r est :

T 12
r : (|Cc| ≤ σ1) ∧ (x ∈ L(F )) ∧ (ψL · yL > 0) ∧ ((yg = d) ∨ (yd = −d))∧

∧(dmax(x) ≤ Dmax) ∧ (Inhibée = 0).
(6.49)
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– Désactivation
La désactivation de l’assistance a lieu dans les mêmes conditions que la 2ème stratégie
(équation (6.45)).

4ème stratégie de commutation

Cette stratégie de commutation autorise l’activation de l’assistance dans un ellipsoïde inva-
riant εext(

1
Vext

P ) défini par :

εext(
1

Vext
P ) , {x ∈ R

6 : xT Px ≤ Vext}, Vext =
1

fP−1fT
(
L − a

2
)2. (6.50)

Défini de cette façon, l’ellipsoïde εext(
1

Vext
P ) est inclus dans le polyèdre {x ∈ R6 : | 2

L−a
fx| ≤ 1}

et est tangent à celui-ci. Rappelons que f est toujours le vecteur f = (0, 0, (lf − lS), 1, 0, 0) et L
dénote la largeur de la voie de circulation. Ce polyèdre correspond exactement aux coordonnées
sur la voie des deux roues avant du véhicule. Autrement dit, chaque trajectoire initiée dans
l’ensemble invariant εext(

1
Vext

P ) aura un déplacement des roues avant d’une demi-largeur de voie
au maximum. Nous remarquons que les ellipsoïdes tangents aux hyperplans correspondants aux
zones de largeur 2d, d < L

2 , plus étroites que la largeur de la voie, sont inclus dans εext(
1

Vext
P ),

car Vext > 1
fP−1fT (2d−a

2 )2.
– Activation

La stratégie d’activation impose toujours la dégradation des capacités du conducteur, l’ap-
partenance de l’état à l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) et finalement que le déplacement maximal
anticipé ne dépasse pas une demi-largeur de voie. La condition logique s’écrit :

T 12
r : (|Cc| ≤ σ1) ∧ (xT Px ≤ Vext) ∧ (|dmax(x)| =

L

2
) ∧ (Inhibée = 0). (6.51)

– Désactivation
La désactivation de l’assistance s’opère selon la condition suivante :

T 21
r : (σ1 < |Cc| ≤ σ2) ∧ (xT Px ≤ Vext) ∧ (Inhibée = 0). (6.52)

6.2.3 Stratégies de commutation : avantages et inconvénients

Dans cette section, nous allons donner un aperçu sur les avantages et les inconvénients des
différentes stratégies de commutation. Ces aspects seront repris dans la Section 6.3 sur l’implan-
tation pratique des lois de commande qui seront couplées aux stratégies de commutations.

L’avantage majeur de la première stratégie est le lien direct entre la situation de « conduite
normale » et l’activation de l’assistance. Rappelons que la situation « conduite normale » assure
une dynamique du véhicule bornée. Cependant, cette stratégie peut s’avérer d’une utilité très
limitée car si cette région est trop réduite, l’assistance aura peu d’occasions pour s’activer. Cela a
d’ailleurs été constaté en pratique et c’est pourquoi les résultats de l’implantation sur véhicule ne
seront pas exposés. De même, les conditions d’activation ou de non-activation sont difficilement
discernables par le conducteur, qui aurait potentiellement du mal à interpréter une non-activation
malgré un angle de cap relatif élevé.

La deuxième stratégie résout en partie ce problème car l’activation de l’assistance est soumise
au franchissement des deux roues avant du véhicule des limites de la zone centrée sur la voie
et de largeur ±d. Cependant, ces franchissements peuvent avoir lieu en dehors de l’hypercube
de « conduite normale » L(ZN ) et n’engendrent pas dans ce cas d’activation. Sur la Figure
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6.6 x0 représente l’état du véhicule au moment de la dégradation des capacités de conduite du
conducteur et x l’état au moment où l’une des deux roues avant franchit une des limites ±d.
Dans cet exemple, l’assistance ne se sera pas activée, car x n’appartient pas à L(ZN ).

Fig. 6.6 – Exemple d’absence d’activation pour la deuxième stratégie de commutation.

La troisième stratégie élimine la contrainte de l’hypercube de « conduite normale » L(ZN ).
Ceci peut aussi bien être un avantage qu’un inconvenient. Dans l’exemple de la Figure 6.7,
x0 représente l’état du véhicule au moment de la dégradation des capacités de conduite du
conducteur. x est l’état du véhicule au moment où l’une des deux roues avant franchit une des
limites ±d. À ce moment, le déplacement maximal anticipé dmax(x) est calculé et comparé à
Dmax. Si l’ellipsoïde correspondant à dmax(x) (trait discontinu sur la Figure 6.7) est inclus dans
l’ellipsoïde correspondant à Dmax (trait continu sur la Figure 6.7), la condition de déclenchement
de l’assistance est satisfaite. L’avantage est, que du point de vue de la position des roues avant
du véhicule, l’assistance est systématiquement déclenchée au même endroit. L’inconvénient reste
que le moment de l’activation n’est que fonction du positionnement du véhicule sur la voie. De
plus, des défauts d’activation peuvent toujours apparaître si l’ellipsoïde correspondant à Dmax

(trait continu sur la Figure 6.7) a déjà été dépassé au moment du croisement des limites ±d.

Dans la quatrième stratégie, la condition de croisement des hyperplans, correspondant à la
zone centrée sur la voie de largeur 2d, pour l’activation de l’assistance est également éliminée. Plus
spécifiquement, l’assistance est activée au moment où l’ellipsoïde lié au déplacement maximum
Dmax est dépassé (voir Figure 6.8). Sur la Figure 6.8, x0 est l’état du véhicule au moment
de la perte de capacité du conducteur et x est l’état du véhicule au moment de l’activation
de l’assistance. Dans cette stratégie, Dmax est aussi une demi-largeur de voie : Dmax = L

2 .
L’avantage majeur de ce procédé est une grande réactivité de l’assistance pour éviter les sorties
de voie, tout en laissant la liberté de manœuvre au conducteur : les sorties lentes engendrent
des activations tardives alors que les sorties rapides engendrent des activations plus proches du
centre de la voie. L’inconvénient de ce type d’activation est son caractère non-prévisible qui peut
être gênant pour le conducteur et créer des situations d’inconfort.
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Fig. 6.7 – Exemple d’activation pour la troisième stratégie de commutation.

6.3 Implantation pratique et résultats

Plusieurs lois d’assistance et stratégies de commutation ont été exposées dans les deux sections
précédentes. Présentées séparément, il convient d’associer une loi d’assistance et une stratégie
de commutation afin de finaliser une stratégie d’assistance. On aboutit alors à un automate
hybride tel que décrit dans le Chapitre 5, Section 5.2. Même si cela ne transparaît pas forcément,
les développements des lois d’assistance et des stratégies de commutation ont été conduits de
manière complémentaire. Pour cette raison, certaines lois de d’assistance sont plus appropriées à
certaines stratégies de commutations et inversement. La composition des assistances qui ont été
implantées en pratique sur le véhicule prototype est décrite dans le Tableau 6.2. Chacune de ces
assistances ainsi que les résultats obtenus seront décrits dans le détail.

Tab. 6.2 – Lois de commande implantées pour une route à faible courbure.

Assistance à la conduite Loi d’assistance

Stratégie de commutation 1ère 2ème 3ème
1ère
2ème X

3ème X X

4ème X X

6.3.1 Implantation de la 1ère loi d’assistance

Cette première loi de d’assistance n’a pas été portée sur le véhicule d’essai à cause des faibles
performances garanties pendant la phase de synthèse. Néanmoins, nous présenterons brièvement
quelques résultats numériques, afin d’avoir un point de comparaison pour les autres lois de
commande.
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Fig. 6.8 – Exemple d’activation pour la quatrième stratégie de commutation.

L’Algorithme d’optimisation 6.1.1 a été appliqué plusieurs fois afin d’aboutir à une loi d’assis-
tance, qui pour une région de « conduite normale » L(ZN ) la plus large possible, assure l’inclusion
de l’ensemble invariant εext(

1
Vext

P ) contenant la région de « conduite normale » dans une région
de sécurité L(ZM ) la plus étroite possible. Ceci permet de maintenir l’état du véhicule, pendant
la période d’activation, le plus proche possible de la région de « conduite normale ». Une grande
variété d’états initiaux a été examinée. Les meilleurs résultats obtenus se trouvent regroupés dans
les Tableaux 6.3 et 6.4. La plus petite région de sécurité non-dépassée pendant l’intervention de
l’assistance coïncide avec les limites des projections de l’ellipsoïde εext(

1
Vext

P ) sur les axes (β, r,

ψL, yL, δf , δ̇f ). La vitesse longitudinale utilisée était de 20m/s.

Tab. 6.3 – Limites de la région de « conduite normale » L(ZN ) pour le 1ère loi d’assistance.

βN rN ψN
L yN

L δN
f δ̇N

f

0.0044rad 0.015rad/s 0.0087rad 0.20m 0.002rad 0.0087rad/s

0.25◦ 0.85◦/s 0.5◦ 0.20m 0.11◦ 0.5◦/s

Tab. 6.4 – Limites de la région de sécurité L(ZM ).

βM rM ψM
L yM

L δM
f δ̇M

f

0.0159rad 0.0716rad/s 0.0232rad 0.91m 0.0079rad 0.0436rad/s

0.91◦ 4.10◦/s 1.32◦ 0.91m 0.45◦ 2.49◦/s

Remarquons que malgré des activations proches de l’axe de la voie (20cm), l’excursion en ce
qui concerne l’écart latéral atteint les 90cm, il y a donc presque dépassement de voie. La 2ème
loi d’assistance qui garantit des ensembles invariants quasi polyèdriques permettrait de remédier
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à cet inconvénient.

6.3.2 Implantation de la 2ème loi d’assistance

Cette loi d’assistance est le résultat de l’Algorithme 6.1.2. Rappelons qu’elle est décrite par
une fonction non-linéaire donnée par les équations (6.16) et (6.17) dans laquelle interviennent :

1. Les fonctions de Lyapunov, xT P jx, j = 1, . . . 8, calculées a priori, à partir des problèmes
d’optimisation (6.15),

2. La valeur optimale du vecteur γ, notée γ∗, calculée en temps réel à partir du problème
d’optimisation (6.20).

Calcul des fonctions de Lyapunov

Les limites de la région hypercube de « conduite normale » ont été fixées avant de procéder
au calcul des fonctions de Lyapunov. Les limites choisies dans un premier temps sont données
dans le Tableau 6.5. La valeur maximale de l’angle de braquage autorisé pendant l’activation de
l’assistance a été choisie à δmax

f = 2◦ et la vitesse longitudinale a été fixée à 18m/s.

Tab. 6.5 – Limites de la région de « conduite normale » L(ZN ) pour la 2ème loi d’assistance.

βN rN ψN
L yN

L

0.005rad 0.087rad/s 0.017rad 0.1m

0.3◦ 5◦/s 1◦ 0.1m

Les vecteurs propres vj , j = 1, . . . , 8, du problème d’optimisation (6.15) s’obtiennent à partir
des sommets de l’hypercube L(ZN ), en faisant l’ensemble des combinaisons (βN , ±rN , ±ψN

L ,±yN
L )T .

Ces vecteurs propres ne sont pas normés, mais dans ce contexte cela n’est pas nécessaire. Les
valeurs propres λj , j = 1, . . . , 8, s’obtiennent en prenant le carré des distances des sommets de
L(ZN ) par rapport à l’origine : λj = (‖vj‖)2.

Les limites de la région hypercube de sécurité L(ZM ) sont présentées dans le Tableau 6.6. Ce
choix particulier de valeurs numériques a été arrêté de la manière suivante : l’accélération latérale
maximale souhaitée a d’abord été fixée à 4g. Cette valeur permet alors d’avoir une estimation
de la valeur maximale de la vitesse de lacet qui a été fixée à rM = 0.222rad/s pour une vitesse
longitudinale v = 18m/s. Pour trouver les valeurs maximales de l’angle de cap relatif et de l’écart
latéral, on utilise la condition que les deux roues avant du véhicule doivent rester sur la voie.
L’inégalité (4.93) du Chapitre 4, Partie II a été adaptée pour une zone centrée de largeur 2d
superposée à la voie de circulation, d = L

2 , où L est la largeur de la voie :

−L − a

2
≤ yL + (lf − lS)ψL ≤ L − a

2
. (6.53)

Pour |yL| ≤ yM
L = 0.5m et |ψL| ≤ ψM

L = 0.14rad l’inégalité (6.53) est satisfaite, et par conséquent
les roues avant du véhicule ne dépassent pas la voie de circulation. Finalement, l’angle de dérive
maximal βM a été estimé à partir de l’équation (4.48) du Chapitre 4, Partie II en prenant
δf = 10◦, α1 = 1◦ et r = rM . L’angle de dérive obtenu est βM = 8◦. La faible valeur choisie pour
α1 signifie que les forces latérales sont dans le domaine linéaire.
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Tab. 6.6 – Limites de la région de sécurité L(ZM ).

βM rM ψM
L yM

L

0.142rad 0.222rad/s 0.139rad 0.5m

8.13◦ 12.71◦/s 8◦ 0.5m

Après avoir calculé les matrices Qj et les vecteurs de retour d’état Kj , j = 1, . . . , 8, via le
problème d’optimisation (6.15), l’inclusion de l’ensemble invariant SVc(1) = {xv ∈ R4 : Vc(x

v) ≤
1} dans la région hypercube de sécurité L(ZM ) doit être vérifiée. Les valeurs maximales d’état
xv, atteignables à l’intérieur de l’ensemble SVc(1), sont décrites dans l’équation (6.18) et sont
données dans le Tableau 6.7. On remarque que l’ellipsoïde SVc(1) est inclus dans L(ZM ), et qu’il
est assez éloigné des limites fixées par celui-ci, exception faite de la vitesse de rotation en lacet
qui a une valeur double par rapport à la valeur de la région de « conduite normale » L(ZN ). Cet
effet est une conséquence de l’estimation très étroite de la région de « conduite normale » par la
courbe de niveau de la fonction de Lyapunov composée. Ceci impose une réaction rapide afin de
limiter le dépassement de l’état initial. Cette constatation a permis d’envisager d’élargir la région
hypercube de « conduite normale » L(ZN ), avec comme objectif de laisser plus de latitude au
conducteur avant l’intervention de l’assistance.

Tab. 6.7 – Projections de l’ensemble SVc(1) sur les quatre axes.

βmax rmax ψmax
L ymax

L

0.018rad 0.177rad/s 0.035rad 0.166m

1.03◦ 10.14◦/s 2.00◦ 0.166m

Remarque 6.3.1 (Extension ou contraction de l’hypercube L(ZN)) Si la région de « con-
duite normale » L(ZN ) est étendue ou contractée d’un facteur

√
α, l’ensemble invariant de la

nouvelle fonction de Lyapunov composée, fonction notée V̄c(x
v) et obtenue à partir de L((

√
α)−1ZN ),

est décrit par :

SV̄c
(1) = {xv ∈ R

4 : V̄c(x) ≤ 1}. (6.54)

et satisfait la relation

SV̄c
(1) = SVc(α) = {xv ∈ R

4 : Vc(x) ≤ α}. (6.55)

La relation précédente s’obtient en partant des sommets de l’hypercube élargi L((
√

α)−1ZN ),
qui sont maintenant caractérisés par :

√
α(±βN , ±rN , ±ψN

L ,±yN
L )T . Les vecteur propres restent

inchangés mais les nouvelles valeurs propres sont données par λ̄j = αλj , j = 1, . . . , 8. Comme
toutes les matrices de la forme Q̄j = αQj , j = 1, . . . , 8, satisfont toujours les trois premières
conditions du problème d’optimisation (6.15), la nouvelle fonction de Lyapunov composée est
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donnée par :
V̄c(x

v) = (xv)T P̄ (γ∗)xv = (xv)T (Q̄(γ∗))−1xv =

= (xv)T (
∑8

j=1 γ∗
j Q̄j)−1xv =

= (xv)T (
∑8

j=1 γ∗
j αQj)−1xv =

= (xv)T ( 1
α
)P (γ∗)xv = ( 1

α
)Vc(x

v).

(6.56)

L’équation (6.56) montre que V̄c(x
v) ≤ 1 conduit à Vc(x

v) ≤ α et en conséquence, la relation de
l’équation (6.55) est vérifiée.

Remarquons maintenant qu’en multipliant les trois premières contraintes du problème d’op-
timisation (6.15) par α, les vecteurs de retour d’état K̄j , j = 1, . . . , 8, obtenus après la résolution
de l’optimisation sont les mêmes que Kj , j = 1, . . . , 8. En conséquence, le retour d’état non-
linéaire, après modification de la région de « conduite normale » à L((

√
α)−1ZN ), est décrit

par :
|δa

f (xv)| = |K̄(γ∗)xv| = |Ȳ (γ∗)P̄ (γ∗)xv| = |(∑8
j=1 K̄jQ̄jγ∗

j )P̄ (γ∗)xv| =

= |(∑8
j=1 KjαQjγ∗

j ) 1
α
P (γ∗)xv| = |(∑8

j=1 KjQjγ∗
j )P (γ∗)xv|. (6.57)

L’expression de la loi de commande ne change donc pas par rapport au problème initial.
La quatrième condition du problème d’optimisation (6.15) contient la limitation de l’angle

de braquage à δmax
f pour des activations de l’assistance à l’intérieur de SVc(1). Cette contrainte

n’est plus respectée pour une activation de l’assistance à l’intérieur de SVc(α). Cependant, la
nouvelle limitation sur l’angle d’assistance peut être calculée en considérant le vecteur de retour
d’état K̄(γ∗), pour un état xv au bord de l’ensemble SVc(α), xv ∈ ∂SVc(α).

Le Lemme 3.5.1 du Chapitre 3, Partie II sera utilisé par la suite. Il assure pour chaque élément
xv de l’ensemble ∂SVc(α) = ∂SV̄c

(1), l’existence des éléments xj ∈ R4 appartenant aux ensembles
∂ε( 1

α
P j) = ∂ε(P̄ j), j = 1, . . . , 8, tels que :

xj = Q̄jP̄ (γ∗)xv = αQj 1
α
P (γ∗)xv = QjP (γ∗)xv

et xj ∈ ∂ε( 1
α
P j), j = 1, . . . , 8, xv ∈ ∂SVc(α).

(6.58)

En réécrivant l’équation (6.57), on obtient :

|δa
f (xv)| = |K̄(γ∗)xv| = |

8
∑

j=1

γ∗
j Kj(QjP (γ∗)xv)| = |

8
∑

j=1

γ∗
j Kjxj | ≤

8
∑

j=1

γ∗
j |Kjxj |. (6.59)

Notons par mj le maximum de la fonction Kjxj au bord de l’ensemble ε( 1
α
P j), xj ∈ ∂ε( 1

α
P j),

j = 1, . . . , 8. Ce maximum est obtenu, comme dans l’Exemple 3.1.1 du Chapitre 3, Partie II ,
par la maximisation d’une fonction linéaire sur un ensemble convexe :

mj = max
xj∈∂ε( 1

α
P j)

Kjxj = Kj(
1

α
P j)−1(Kj)T = αKjQj(Kj)T . (6.60)

Il est alors possible de borner en valeur absolue l’angle de braquage δa
f (xv) :

|δa
f (xv)| = |K̄(γ∗)xv| ≤ max

j=1,...,8
mj ⇒ |δa

f (xv)| ≤ max
j=1,...,8

α|KjQj(Kj)T |, ∀xv ∈ ∂SVc(α).

(6.61)
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Si la condition précédente est satisfaite au bord de SVc(α), elle le sera également pour tout
xv ∈ SVc(α), car les valeurs mj sont atteintes pour xj sur le bord de ε( 1

α
P j) (voir les équations

6.59 et 6.60).

À la lumière des précédents développements, nous concluons que les valeurs qui définissent la
région de « conduite normale » L(ZN ) restent une contrainte flexible et adaptable à différentes
situations de conduite. Une fois les vecteurs de retour d’état et que les fonctions de Lyapunov
calculés pour une région L(ZN ) donnée, ceux-ci restent valables par homothétie sur la région.
La contrainte sur l’angle de braquage peut être considérée comme un facteur d’adaptation de la
région de « conduite normale ».

La loi d’assistance exposée dans cette section a été implantée sur le véhicule prototype avec
une valeur de

√
α = 2.5. Cette valeur a été choisie à partir du calcul de α = Vc(x

v) en exigeant
un déplacement maximal anticipé des roues avant d’une demi largeur de voie (Dmax = L

2 ), pour
des états initiaux (xv)0 ∈ SVc(α) (voir équation (6.40)). Il faut aussi noter que les projections
de SVc(α) sur les quatre axes augmentent d’un facteur

√
α si les matrices Qj augmentent d’un

facteur α.

Cette manière de procéder à permis de connaître dans quelle mesure on peut élargir la région
de « conduite normale » L(ZN ) sans qu’il n’y ait de conséquence sur le dépassement de la voie de
circulation pendant la durée d’activation. La région de « conduite normale », L((2.5)−1ZN ) est
décrite dans le Tableau 6.8. Le nouvel ensemble invariant est SVc(2.52), ses projections maximales
sur les quatre axes sont présentées dans le Tableau 6.9. Remarquons que l’ensemble invariant
SVc(2.5

2) n’est plus contenu dans la région de sécurité L(ZM ), car la vitesse de rotation en lacet
est supérieure à la limite exigée. Ceci peut signifier que l’exigence sur le déplacement maximum
des roues avant d’une demi-largeur de voie nécessite une accélération latérale supérieure à la limite
de 4m/s2, considérée pour calculer rM de L(ZM ). Effectivement, la vitesse de rotation maximale
r̄max = 0.44rad/s implique, pour une vitesse longitudinale v = 18m/s, une accélération latérale
de 7.92m/s2. Si cette valeur est atteinte, le pneu ne sera peut-être plus dans son domaine de
fonctionnement linéaire. Cependant, les résultats pratiques ont démontré que la vitesse de lacet
reste inférieure à cette limite. Ces résultats seront décrits plus loin dans cette section.

Tab. 6.8 – Limites de la nouvelle région de « conduite normale » L(2.5−1ZN ).

β̄N r̄N ψ̄N
L ȳN

L

0.012rad 0.217rad/s 0.042rad 0.25m

0.71◦ 12.46◦/s 2.43◦ 0.25m

Tab. 6.9 – Projections de l’ensemble SVc(2.5
2) sur les quatre axes.

β̄max r̄max ψ̄max
L ȳmax

L

0.045rad 0.44rad/s 0.087rad 0.41m

2.57◦ 25.35◦/s 5.01◦ 0.41m
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Implantation sur le véhicule et résolution du problème d’optimisation en ligne

Rappelons que la loi d’assistance fondée sur l’approche de fonction de Lyapunov composée
doit être recalculée à chaque pas d’échantillonnage du processus de contrôle. Le seul facteur qui
influe sur la variation de la loi de commande est le vecteur γ∗, qui détermine la contribution
optimale de chacun des gains Kj , j = 1, . . . , 8 à la commande. Le critère d’optimisation est une
minimisation décrite par l’équation (6.20) et qui détermine aussi l’ensemble SVc(α), enveloppe
convexe des ellipsoïdes composants. Ce problème d’optimisation est toujours faisable, car pour
des xv, Qj , j = 1, . . . , 8 et γ fixés, il existe toujours un ω > 0 tel que ω > (xv)T P (γ)xv.

Le schéma d’implantation sur le véhicule est présenté sur la Figure 6.9. Les entrées pour
le calcul du vecteur optimal γ∗ sont le vecteur d’état xv et les matrices calculées a priori Qj ,
j = 1, . . . , 8. Nous avons considéré comme point initial pour la recherche, γ∗

0 , la valeur optimale
de γ∗ déterminée au pas précédent d’optimisation. Le vecteur γ∗ sert par la suite à calculer le
vecteur de retour d’état K(γ∗(xv)) et la commande en angle de braquage.

Fig. 6.9 – Schéma d’implantation de la loi de commande reposant sur une fonction de Lyapunov
composée.

L’enjeu principal de l’implantation a été d’aboutir à un temps de résolution du problème
d’optimisation qui soit inférieur à la période d’échantillonnage qui est de 0.01s. Cet objectif a été
atteint grâce au logiciel SDPA (SemiDefinite Programming Algorithm) [SDP08]. SDPA résout
des problèmes d’optimisation semi-définis (semidefinite programs, SDPs). Il calcule la solution
de SDPs de forme standard et également de forme dual. Libre d’accès, il est implanté en C++
et utilise la bibliothèque standard LAPACK [LAP99] pour le calcul des matrices. En utilisant
ce logiciel, le temps maximum de calcul sur le PC équipant le véhicule est de 0.003s, avec une
moyenne de 0.0011s et un écart type de 0.00024s pour un contrôle d’une trajectoire d’une durée
de 150s. Le temps nécessaire pour les autres opérations effectuées pour le calcul de la loi de
commande, opérations présentées sur la Figure 6.9, est négligeable. Le calcul de cette loi de
commande en angle de braquage représente une charge processeur inférieure à 3%. Pour rappel,
le véhicule est équipé d’un PC avec deux processeurs AMD Opteron cadencés à 2GHz.

Une fois la consigne en angle de braquage calculée, un correcteur proportionnel intégral réalise
le pilotage en couple du moteur électrique monté sur la colonne de direction afin de réaliser
l’asservissement en angle.

Deux types de tests ont été réalisés. Le premier porte sur l’activation de l’assistance et le
suivi de voie pour des routes à faibles courbures, pour les stratégies d’activation décrites dans la
Section 6.2.2 (troisième et quatrième stratégies d’activation). Le deuxième porte sur le suivi de
voie sur des virages à courbures prononcées afin de vérifier la robustesse de la loi proposée.
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Résultats des tests pratiques pour des routes à faibles courbures

La loi de commande testée a été conçue pour des routes à très faibles courbures. Elle est
couplée à la troisième puis à la quatrième stratégie de commutation. Pour forcer l’activation de
l’assistance, le conducteur a simulé pour ces tests une perte d’attention en ôtant ses mains du
volant.

Troisième stratégie de commutation

Les valeurs numériques adoptées pour l’implantation de cette stratégie sont les suivantes :
– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 1.5Nm) ∧ (xv ∈ L(F )) ∧ (ψL · yL > 0) ∧ ((yg = 1.3m) ∨ (yd = −1.3m))∧

∧(1.75m − 0.1m ≤ dmax(xv) ≤ 1.75m + 0.1m) ∧ (Inhibée = 0).
(6.62)

– Désactivation

T 21
r : (1.5Nm < |Cc| ≤ 4Nm) ∧ (xv ∈ L(ZN ) ∩ L(F )) ∧ (Inhibée = 0). (6.63)

Fig. 6.10 – Position latérale des roues avant du véhicule (yg et yd) et déplacement maximal
anticipé (2ème loi d’assistance, 3ème stratégie de commutation).

Les résultats de ce test sont présentés sur les Figures 6.10 à 6.18. Sur chacune d’elles, l’acti-
vation du système est représentée par une courbe noire binaire en haut de la figure : à la valeur
haute le conducteur conduit et à la valeur basse l’assistance est activée. Pour une meilleure
lisibilité, la valeur haute et la valeur basse sont en fonction de l’échelle des autres courbes.
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Fig. 6.11 – Consigne d’angle de braquage et angle de braquage mesuré (2ème loi d’assistance,
3ème stratégie de commutation).

La Figure 6.10 montre en trait noir les trajectoires des roues avant sur la voie et en trait rouge
le déplacement maximal anticipé dmax(xv), dans l’éventualité d’une activation de l’assistance.
Nous remarquons que l’assistance s’active toujours quand une des trajectoires des roues avant
dépasse 1.3m par rapport au centre de la voie, sous la condition que dmax(xv) soit inférieur à
une demi-largeur de voie, plus ou moins 0.1m (voir t = 32s, t = 58s, t = 106s).

(a) (b)

Fig. 6.12 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
1 . (b) γ∗

2 (2ème loi d’assis-
tance, 3ème stratégie de commutation).

La principale conclusion de cet essai est que le déplacement anticipé des roues avant (trait
rouge) reste extrêmement proche des trajectoires instantanées (trait noir). Ceci valide dans la
pratique les spécifications imposées à la loi de commande pendant l’étape de synthèse : déplace-
ment minimal par rapport à l’état initial pour éviter les sorties de voie. Les valeurs maximales
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(a) (b)

Fig. 6.13 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
3 . (b) γ∗

4 (2ème loi d’assis-
tance, 3ème stratégie de commutation).

effectives enregistrées pour dmax(xv) restent inférieures à 1.5m. Par conséquent, la condition
dmax(xv) ≤ 1.75m ± 0.1m pour l’activation de l’assistance est très large dans ce cas.

Après une activation, le véhicule est de plus ramené rapidement vers le centre de la voie et
y est maintenu jusqu’à ce que le conducteur intervienne. Sur l’exemple considéré, le temps de
convergence vers l’état stationnaire de suivi de voie est inférieur 2s.

Les angles de braquage sont présentés sur la Figure 6.11. Le trait rouge est l’angle de braquage
calculé et le trait noir est l’angle de braquage mesuré. On remarque une différence due au filtrage
des hautes fréquences par la colonne de direction. Si le retard semble négligeable, la réponse de
la colonne de direction coupe les fréquences supérieures à 7Hz. Ce phénomène a d’ailleurs été
constaté lors des essais sur véhicule avec l’injection de signaux à fréquence variable sur la colonne
de direction.

Rappelons que la loi de commande est le résultat d’un processus d’optimisation effectué en
ligne pour calculer γ∗. Les contributions des retours d’état Kj , j = 1, . . . , 8 à la loi de commande
sont décidées par le vecteur γ∗, dont les composantes sont présentées sur les Figures 6.12 à 6.15.
On remarquera que les contributions de ces retours d’état varient dans le temps, exception faite
du retour d’état K7, dont la contribution est quasi nulle (voir Figure 6.15 (a)).

L’évolution de l’état du véhicule pendant l’essai de l’assistance est présentée sur les Figures
6.16 et 6.17. L’angle de dérive reste sur tout le parcours de test inférieur à 0.02rad (1.15◦), ce qui
est très faible (voir Figure 6.16 (a)). La vitesse de rotation en lacet présente des amplitudes de
0.4rad/s (22.91◦/s) aux moments d’activation de l’assistance et décroît ensuite rapidement pour
se stabiliser autour de 0.07rad/s (4◦/s) (voir Figure 6.16 (b)). L’angle de cap relatif maximal
après activation est de 0.04rad (2.29◦) ; il décroît vers 0.01rad (0.57◦) (Figure 6.17 (a)). Ceci est
un indicateur des très bonnes performances du suivi de voie. Ce fait est confirmé par les valeurs
de l’écart latéral qui restent inférieures à 0.7m au moment de l’activation et qui décroissent
rapidement à 0.15m (Figure 6.17 (b)).

Il est à noter que les valeurs maximales enregistrées pour les variables d’état pendant l’ac-
tivation de l’assistance sont toutes inférieures aux valeurs maximales anticipées du Tableau 6.9,
exception faite de l’écart latéral qui dépasse au moment de l’activation de l’assistance la valeur
maximale prévue de 0.41m. Ceci pourrait s’expliquer par l’intervalle de tolérance de ±0.10m
admis sur dmax(xv) pour l’activation de la loi de commande. De plus, l’asservissement sur l’angle
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(a) (b)

Fig. 6.14 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
5 . (b) γ∗

6 (2ème loi d’assis-
tance, 3ème stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 6.15 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
7 . (b) γ∗

8 (2ème loi d’assis-
tance, 3ème stratégie de commutation).
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de braquage fait que la commande calculée n’est pas appliquée immédiatement au niveau des
roues.

(a) (b)

Fig. 6.16 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (2ème loi d’assistance, 3ème
stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 6.17 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (2ème loi d’assistance, 3ème stratégie de
commutation).

Cet essai avait été réalisé pour une vitesse longitudinale maintenue par le conducteur autour
de 16m/s (Figure 6.18). Pour cette vitesse, l’accélération latérale enregistrée pendant l’activation
de l’assistance n’a pas dépassé 0.4m/s2, ce qui reste acceptable pour le confort (voir Figure 6.18
(b)). Notons que le maximum est chaque fois atteint aux instants d’activation.

Quatrième stratégie de commutation

La quatrième stratégie de commutation a été implantée sur le véhicule prototype pour les
valeurs numériques suivantes :

– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 1.5Nm) ∧ ((xv)T Pxv ≤ 2.52)∧

∧(1.6m − 0.1m ≤ dmax(xv) ≤ 1.6m + 0.1m) ∧ (Inhibée = 0).
(6.64)

– Désactivation

T 21
r : (1.5Nm < |Cc| ≤ 4Nm) ∧ ((xv)T Pxv ≤ 2.52) ∧ (Inhibée = 0). (6.65)
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(a) (b)

Fig. 6.18 – (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (2ème loi d’assistance, 3ème
stratégie de commutation).

La différence fondamentale entre les deux stratégies testées porte sur la position du véhicule
au moment de l’activation. Pour l’activation de la troisième stratégie l’une des roues avant du
véhicule doit se trouver sur un des bords de la zone centrale de largeur ±d = ±1.3m. Cependant,
l’activation basée sur la quatrième stratégie peut se déclencher pour n’importe quelle position
des roues avant sur la voie. À titre d’exemple, si la vitesse de rotation en lacet est très élevée, et
fait accroître brusquement la valeur de la fonction de Lyapunov (donc le déplacement maximum
anticipé des roues avant, dmax(xv), jusqu’à 1.6m±0.1m), l’assistance s’active même si le véhicule
se trouve au centre de la voie. De même, pour des sorties plus lentes, la valeur Dmax = 1.6m ±
0.1m sera franchie plus tard, par conséquent, l’activation de l’assistance sera retardée. Ceci est
équivalent à une position du véhicule proche des bords de la voie.

Les coordonnées des roues avant du véhicule (trait noir) ainsi que leur déplacement maximal
anticipé (trait rouge) sont présentés sur la Figure 6.19. L’activation de l’assistance se produit dans
cet exemple toujours pour dmax(xv) autour de 1.5m. La sortie qui se produit à t = 32s est une
sortie lente, par conséquent, la roue avant gauche du véhicule arrive à proximité du bord gauche
de la voie avant l’activation. Par contre, les sorties de voie à t = 66s et à t = 91s sont des sorties
rapides qui impliquent une activation prompte de l’assistance. En effet, les valeurs maximales
enregistrées pour le déplacement latéral des roues avant restent entre 1.45m et 1.58m. Ceci met
en évidence aussi un très léger dépassement, de maximum 0.08m par rapport à la valeur anticipée.
Comme précédemment, ces différences seraient aussi à imputer à la différence entre l’angle de
braquage de consigne exigé et celui réellement appliqué aux roues. L’angle de braquage reste aux
moments de l’activation à la moitié de la valeur de consigne et suit après avec une atténuation
la valeur de consigne (Figure 6.20).

L’évolution des variables d’état du véhicule est présentée sur les Figures 6.21 et 6.22. Les
valeurs obtenues sont similaires à celles de l’essai exposé précédemment pour la troisième stratégie
d’activation.

La vitesse longitudinale est aussi maintenue comme précédemment autour de 16m/s (voir
Figure 6.23). Une nouvelle fois, l’accélération latérale montre un bon confort de conduite, car elle
reste inférieure à 0.4g pendant toute la durée de l’essai, y compris pour les moments d’activation
de l’assistance et pour les deux types de sorties de voie, lente et rapide.
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Fig. 6.19 – Position latérale des roues avant du véhicule (yg et yd) et déplacement maximal
anticipé (2ème loi d’assistance, 4ème stratégie de commutation).

Fig. 6.20 – Angle de braquage de consigne et angle de braquage mesuré (2ème loi d’assistance,
4ème stratégie de commutation).
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(a) (b)

Fig. 6.21 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (2ème loi d’assistance, 4ème
stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 6.22 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (2ème loi d’assistance, 4ème stratégie de
commutation).

(a) (b)

Fig. 6.23 – (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (2ème loi d’assistance, 4ème
stratégie de commutation).

197



Chapitre 6. Assistance à la conduite pour des routes à faibles courbures

Résultats des essais sur routes à virages prononcés

Ces essais portent donc sur des conditions autres que celles des hypothèses de synthèse de
la loi d’assistance. La route supposée sans virage présente maintenant des virages importants.
Plusieurs rayons de courbures sont considérés. La vitesse longitudinale est quant à elle maintenue
autour de 16m/s (Figure 6.29 (a)).

Le premier essai, dont les résultats sont présentés sur les Figures 6.24 à 6.29, a été effectué
sur un segment de la piste avec une courbure ρref allant jusqu’à 0.01m−1 (100m de rayon), voir
Figure 6.25.

La loi de commande a montré des très bonnes performances dans ces conditions. Les tra-
jectoires des roues avant du véhicule (Figure 6.24) montrent un bon comportement : aucune
erreur persistante après les virages n’est apparue, le véhicule rejoint bien le centre de la voie. Les
déplacements latéraux des roues avant sont autour de a

2 ± 0.5m et s’atténuent rapidement.

Fig. 6.24 – Position latérale des roues avant du véhicule (yg et yd) et déplacement maximum
anticipé (2ème loi d’assistance, virages importants).

L’angle de braquage de la loi de commande reste inférieur à 0.1rad, soit 6◦ (voir Figure
6.26). L’état du véhicule a gardé des faibles valeurs pendant le contrôle automatique : l’angle
de dérive reste inférieur à 0.03rad (1.71◦) (Figure 6.27 (a)), la vitesse de rotation en lacet reste
inférieure à 0.4rad/s (22.91◦/s) (Figure 6.27 (b)), l’angle de cap relatif est inférieur à 0.05rad
(2.86◦) (Figure 6.28 (a)) et l’écart latéral est en dessous de 0.6m (Figure 6.28 (b)). L’accélération
latérale, représentée sur la Figure 6.29 (b), reste tout au long de l’essai à moins de 0.3g, ce qui
préserve les conditions de confort pendant la conduite automatique.

Afin de s’assurer des performances de la loi d’assistance synthétisée, les essais ont été pour-
suivis pour un cas extrême : un suivi de voie en conduite automatique pour une route avec un
rayon de courbure de 50m (courbure de 0.02m−1) (voir Figures 6.30 et 6.31). Les trajectoires des
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Fig. 6.25 – Courbure de la voie (2ème loi d’assistance, virages importants).

Fig. 6.26 – Consigne d’angle de braquage et angle de braquage mesuré (2ème loi d’assistance,
virages importants).
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(a) (b)

Fig. 6.27 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (2ème loi d’assistance, virages
importants).

(a) (b)

Fig. 6.28 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (2ème loi d’assistance, virages importants).

(a) (b)

Fig. 6.29 – (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (2ème loi d’assistance, virages
importants).
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roues avant montrent des oscillations, mais le véhicule continue à suivre la voie sans dépasser ses
bords. La vitesse longitudinale était dans ce cas particulier autour de 14m/s.

Fig. 6.30 – Position latérale des roues avant du véhicule (yg et yd) et déplacement maximal
anticipé (2ème loi d’assistance, virages très serrés).

La commande en angle de braquage de ce dernier essai est présentée sur la Figure 6.32.
L’évolution temporelle des coefficients γ∗, qui est très différente de celle pour la ligne droite,
permet de mettre en évidence une sorte d’adaptation de la commande pour rejeter la perturbation
de courbure (voir Figures 6.33 à 6.36). La contribution de certains gains, comme par exemple K1,
K3 et K8, est favorisée par rapport aux autres, qui sont plus utiles pendant un fonctionnement
nominal.

6.3.3 Implantation de la 3ème loi d’assistance

La troisième loi d’assistance a été calculée d’après l’Algorithme 6.1.3. Rappelons que cette
loi fournit une entrée de consigne en couple appliqué sur la colonne de direction. Les essais
ont été conduits en couplant cette loi avec les deuxième, troisième et la quatrième stratégie de
commutation. Les avantages et les inconvénients de chaque couplage ont été analysés et comparés.

Calcul de la loi d’assistance et de la fonction de Lyapunov

La région de « conduite normale » utilisée dans l’Algorithme 6.1.3 est définie comme l’inté-
rieur du polytope L(ZN )∩L(F ) suivant la Définition 5.1.5 du Chapitre 5. Par conséquent, avant
de calculer la loi d’assistance, les valeurs numériques de βN , rN , ψN

L , yN
L , δN

f et δ̇N
f ainsi que

la valeur de d pour la zone centrée sur la voie de largeur 2d doivent être choisies. L’hypercube
L(ZN ) a été choisi avec les limites données dans le Tableau 6.10. Les limites sur la voie pour
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Fig. 6.31 – Courbure de la voie (2ème loi d’assistance, virages très serrés).

Fig. 6.32 – Consigne d’angle de braquage et angle de braquage mesuré (2ème loi d’assistance,
virages très serrés).
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(a) (b)

Fig. 6.33 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
1 . (b) γ∗

2 (2ème loi d’assis-
tance, virages très serrés).

(a) (b)

Fig. 6.34 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
3 . (b) γ∗

4 (2ème loi d’assis-
tance, virages très serrés).

(a) (b)

Fig. 6.35 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
5 . (b) γ∗

6 (2ème loi d’assis-
tance, virages très serrés).
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(a) (b)

Fig. 6.36 – Loi d’assistance à fonction de Lyapunov composée : (a) γ∗
7 . (b) γ∗

8 (2ème loi d’assis-
tance, virages très serrés).

le déplacement des roues avant du véhicule pendant une situation « conduite normale » ont été
fixées à d = ±1.1m. Toutes ces valeurs, définissent complètement les ensembles L(ZN ) et L(F ).
La vitesse est quant à elle supposée variable dans l’intervalle v ∈ [18m/s; 22m/s].

Tab. 6.10 – Limites de l’hypercube de « conduite normale » L(ZN ).

βN rN ψN
L yN

L δN
f δ̇N

f

0.01rad 0.104rad/s 0.034rad 0.8m 0.026rad 0.209rad/s

0.5◦ 6◦/s 2◦ 0.8m 1.5◦ 12◦/s

Le vecteur K résultant de l’Algorithme 6.1.3 est :

K = [−198.5, −69.3, −355.9, −17.7, −409.9, 5.5]. (6.66)

Les pôles du système véhicule en boucle fermée ont été calculés pour toutes les vitesses
v ∈ [18m/s; 22m/s]. Ce système a deux pôles réels et deux paires de pôles complexes conjugués.
Tous les pôles ont leurs parties réelles inférieures à −0.6. L’amortissement des pôles reste en
dessous de 1.18 et montre de bonnes propriétés de robustesse.

Tab. 6.11 – Limites de la région de sécurité L(ZM ).

βM rM ψM
L yM

L δM
f δ̇M

f

0.0297rad 0.2789rad/s 0.08rad 1.02m 0.058rad 0.57rad/s

1.7◦ 16◦/s 4.58◦ 1.02m 3.32◦ 32.67◦/s

Les trajectoires du véhicule contrôlé sont garanties de rester dans l’ellipsoïde εext(
1

Vext
P ),

représenté sur la Figure 6.3, pour des activations dans la région de « conduite normale » L(ZN )∩
L(F ). Ceci implique le respect d’une région de sécurité L(ZM ) telle que décrite par les valeurs du
Tableau 6.11. De plus, le couple maximal d’assistance est assuré de rester inférieur à 26.22Nm à
l’intérieur de εext(

1
Vext

P ). Dans les mêmes conditions, le déplacement latéral maximal des roues
avant doit rester inférieur à dext = 1.76m, valeur qui a été calculée d’après l’équation (6.32).
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Résultats des essais

Deuxième stratégie de commutation

La deuxième stratégie de commutation a été programmée comme suit :
– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 2Nm) ∧ (x ∈ L(ZN ) ∩ L(F ))∧

∧(ψL · yL > 0) ∧ ((yg = 1.1m) ∨ (yd = −1.1m)) ∧ (Inhibée = 0).
(6.67)

– Désactivation

T 21
r : (2Nm < |Cc| ≤ 6Nm) ∧ (x ∈ L(ZN ) ∩ L(F )) ∧ (Inhibée = 0). (6.68)

Les résultats du couplage de cette stratégie de commutation avec la deuxième loi d’assistance
sont présentés sur les Figures 6.37 à 6.42.

Sur la Figure 6.37 les trajectoires des roues avant sur la voie sont représentées en trait
continu. En trait continu sont représentées également les limites de la zone centrée sur la voie de
largeur ±1.1m. Les bords de la voie de circulation sont marqués en traits pointillés à ±1.75m.
Les activations de l’assistance ont lieu aux instants t = 31.9s, t = 50.7s, t = 70.4s, t = 82.6s,
t = 96.4 et t = 100.5s. Chaque activation est due à un couple faible du conducteur sur le volant
(voir Fig. 6.38), quand l’une des deux roues avant franchit les limites de la zone centrée sur la
voie de largeur ±1.1m et que l’état du véhicule se trouve dans l’hypercube L(ZN ). Les limites
de l’hypercube L(ZN ) sont représentées par un trait pointillé pour chaque variable d’état sur les
Figures 6.39 à 6.41.

Fig. 6.37 – Positions latérales des roues avant du véhicule (yg et yd pour la 3ème loi d’assistance,
2ème stratégie de commutation).

Après l’activation de l’assistance, les roues avant dépassent légèrement les limites de ±1.1m,
mais elles restent toujours à l’intérieur de la voie (voir Figure 6.37). La conduite automatique au
centre de la voie est stable. Elle montre des oscillations à faible fréquence autour du centre de la
voie avec une amplitude inférieure à 0.3m à l’état stationnaire.
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Fig. 6.38 – Couple exercé par le conducteur sur le volant en trait continu et couple d’assistance
en trait pointillé (3ème loi d’assistance, 2ème stratégie de commutation).

Le couple conducteur et le couple d’assistance sont présentés sur la Figure 6.38. Le couple
d’assistance vérifie les spécifications du calcul théorique et reste en dessous de 26.22Nm. Notons
que la moyenne du couple d’assistance est positive à certains moments du suivi de voie. Cela
correspond en réalité à la compensation du devers prononcé des pistes d’essai.

Les variables d’état présentées sur les Figures 6.39 à 6.41 ont des évolutions très proches des
limites de l’hypercube L(ZN ), et sont, dans la plupart des cas, à l’intérieur de celui-ci. Elles
restent, sur la totalité du parcours de test, très éloignées des limites de la région de sécurité
L(ZM ), marquées sur les Figures 6.39 à 6.41 en trait point-trait. La vitesse longitudinale du
véhicule a varié pendant ce test entre 18m/s et 22m/s, satisfaisant les spécifications de la phase
de synthèse de la loi de commande (Figure 6.42 (a)). L’accélération latérale, inférieure à 0.15g,
même aux moments de l’activation de l’assistance, montre un bon confort (Figure 6.42 (b)).

(a) (b)

Fig. 6.39 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (3ème loi d’assistance, 2ème
stratégie de commutation).
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(a) (b)

Fig. 6.40 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (3ème loi d’assistance, 2ème stratégie de
commutation).

(a) (b)

Fig. 6.41 – (a) Angle de braquage. (b) Dérivée de l’angle de braquage (3ème loi d’assistance,
2ème stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 6.42 – (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (3ème loi d’assistance, 2ème
stratégie de commutation).
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Signalons aussi qu’à t = 111.7s, l’assistance à la conduite ne s’est pas déclenchée, malgré le
fait que les roues avant du véhicule étaient en train de dépasser la voie de circulation, pendant
une période d’activité réduite du conducteur (voir sur la Figure 6.37). Ceci est un cas pour
lequel l’état du véhicule est déjà en dehors de la région hypercube L(ZN ), quand une des deux
roues avant franchit une des limites ±1.1m. Dans cet exemple, l’angle de cap relatif dépasse
sa limite de « conduite normale », avant qu’une des roues franchise ±1.1m (voir Figure 6.40
(a), t = 111.7s). Plus spécifiquement, il s’agit d’une sortie brusque du véhicule de la voie de
circulation, qui n’est pas couverte par la deuxième stratégie de commutation de l’assistance.
Pour palier cet inconvénient, la troisième stratégie de commutation a été mise en place avec
cette loi d’assistance.

Troisième stratégie de commutation

L’essai de la loi d’assistance couplée avec la deuxième stratégie de commutation a montré
un grand écart entre la valeur maximale prédite pour le déplacement des roues avant (1.75m)
et le déplacement effectivement mesuré pendant l’essai (moins de 1.5m dans la plupart des cas
d’activation). D’autre part, les valeurs des variables d’état restent très inférieures aux valeurs
maximales garanties. Pour ces raisons, Dmax dans la troisième stratégie de commutation est
choisi à une valeur supérieure à la demi-largeur de la voie, soit Dmax = 2.5m. L’implantation de
la troisième stratégie de commutation prend donc la forme :

– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 2Nm) ∧ (x ∈ L(F )) ∧ (ψL · yL > 0) ∧ ((yg = 1.1m) ∨ (yd = −1.1m))∧

∧(dmax(x) ≤ 2.5m) ∧ (Inhibée = 0).
(6.69)

– Désactivation

T 21
r : (2Nm < |Cc| ≤ 6Nm) ∧ (x ∈ L(ZN ) ∩ L(F )) ∧ (Inhibée = 0). (6.70)

Si l’assistance à la conduite est déclenchée pour des déplacements anticipés des roues avant
inférieures à Dmax = 2.5m, l’ellipsoïde invariant correspondant aux hyperplans déterminés par
Dmax = 2.5m est :

ε̄ext(
1

V̄ext

) , {x ∈ R
6 : xT Px ≤ V̄ext}, (6.71)

où V̄ext est calculé à partir de l’équation (6.32) par :

V̄ext =
1

fP−1fT
(Dmax − a

2
)2, (6.72)

et f = (0, 0, (lf − lS), 1, 0, 0).
L’activation de l’assistance, conformément à la troisième stratégie de commutation, garantit

que l’état du véhicule est à l’intérieur de l’ellipsoïde ε̄ext(
1

V̄ext
) au moment de l’activation et durant

la période de contrôle automatique. En conséquence, la nouvelle région de sécurité garantie,
L(Z̄M ), s’obtient en faisant les projections sur les six axes de l’ellipsoïde ε̄ext(

1
V̄ext

). Les valeurs
numériques de ces projections sont données dans le Tableau 6.12

Pour cet essai, des sorties de voies rapides associées à des moments d’activité réduite du
conducteur ont été provoquées. Pour cela, le conducteur a exercé un couple fort et rapide sur le
volant puis a ôté aussitôt ses mains du volant. Les résultats obtenus se trouvent sur les Figures
6.43 à 6.48.
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Tab. 6.12 – Limites de l’hypercube de sécurité L(Z̄M ).

β̄M r̄M ψ̄L
M

ȳM
L δ̄M

f
˙̄δM
f

0.0507rad 0.475rad/s 0.136rad 1.73m 0.099rad 0.977rad/s

3◦ 24.8◦/s 7.82◦ 1.73m 5.67◦ 56◦/s

Les trajectoires des roues avant, présentées sur la Figure 6.43, indiquent un comportement
très favorable de cette combinaison stratégie de commutation - loi d’assistance. L’assistance est
activée promptement quand une des deux roues avant franchit la zone centrée de largeur ±1.1m,
elle ramène le véhicule vers le centre de la voie sans dépasser les marquages. Les déplacements
des roues avant restent très faibles et bien inférieurs à 2.5m par rapport au centre de la voie. Ces
valeurs confirment l’hypothèse que l’ensemble invariant ε̄ext(

1
V̄ext

) est fortement conservateur. Le
couple d’assistance, présenté avec le couple du conducteur sur la Figure 6.44, est peu différent
de celui de la deuxième stratégie de commutation. Il reste toujours inférieur à 20Nm.

Fig. 6.43 – Positions latérales des roues avant du véhicule (yg et yd pour la 3ème loi d’assistance,
3ème stratégie de commutation).

Les variables d’état, leurs limites dans la région de « conduite normale » hypercube L(ZN ) et
les valeurs de la nouvelle région de sécurité garantie L(Z̄M ) sont présentées sur les Figures 6.45
à 6.47 en ligne continue, discontinue et respectivement trait-point. On remarque à nouveau une
très grande différence entre les valeurs maximales mesurées et les valeurs maximales garanties.
De plus, l’état du véhicule reste, la plupart du temps, très proche, voire à l’intérieur, de L(ZN )
même si cette stratégie de commutation ne tient pas compte de L(ZN ). La vitesse longitudinale
du véhicule est restée pendant cet essai entre 18m/s et 22m/s (Figure 6.48 (a)). L’accélération
latérale inférieure à 0.2g démontre la préservation du confort durant l’intervention de l’assistance
(Figure 6.48 (b)).

Quatrième stratégie de commutation
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Fig. 6.44 – Couple exercé par le conducteur sur le volant en trait continu et couple d’assistance
en trait pointillé (3ème loi d’assistance, 3ème stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 6.45 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (3ème loi d’assistance, 3ème
stratégie de commutation).
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6.3. Implantation pratique et résultats

(a) (b)

Fig. 6.46 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (3ème loi d’assistance, 3ème stratégie de
commutation).

(a) (b)

Fig. 6.47 – (a) Angle de braquage. (b) Dérivée de l’angle de braquage (3ème loi d’assistance,
3ème stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 6.48 – (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (3ème loi d’assistance, 3ème
stratégie de commutation).
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La quatrième stratégie de commutation a pour objectif de traiter tous les types de sorties de
voie : lente ou rapide. Pour la tester, le conducteur exerce un couple faible ou fort sur le volant
et ôte aussitôt ses mains du volant.

Conformément à la quatrième stratégie de commutation, la loi d’assistance est activée juste
au bon moment pour que les roues puissent au maximum atteindre les bords de voie, sans les
dépasser. Les valeurs numériques adoptées pour ce test sont les suivantes :

– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 2.5Nm) ∧ (xT Px ≤ Vext)∧

∧(1.75m − 0.1m ≤ dmax(x) ≤ 1.75m + 0.1m) ∧ (Inhibée = 0).
(6.73)

– Désactivation

T 21
r : (2.5Nm < |Cc| ≤ 6Nm) ∧ (xT Px ≤ Vext) ∧ (Inhibée = 0). (6.74)

La valeurs de Vext est calculée à partir de l’équation (6.72) pour Dmax = 1.75m + 0.1m et
vaut 8.36. Sur la Figure 6.49 sont présentées les trajectoires des roues avant en trait noir continu,
la valeur instantanée du déplacement anticipé dmax(x) en trait rouge continu et les bords de
la voie à ±1.75m en trait pointillé avec une tolérance de ±0.1m. La loi d’assistance est activée
chaque fois que le déplacement maximal anticipé indique une sortie de voie potentielle pendant
une réduction de l’activité du conducteur (voir t = 59s, t = 73.2s, t = 87.2s, t = 102s sur la
Figure 6.49). Remarquons que l’assistance s’active pour différents déplacements des roues avant
par rapport au centre de la voie, par exemple à t = 73.2s yd = −1.05m et à t = 102s yg = 1.25m.
Le couple d’assistance, représenté en trait pointillé sur la Figure 6.50, reste dans ce cas en
dessous de 15Nm, valeur inférieure à la valeur maximale des deux stratégies de commutation
testées précédemment. Les variables d’état ont des évolutions très similaires à celles enregistrées
pendant le test de la troisième stratégie de commutation.

Fig. 6.49 – Positions latérales des roues avant du véhicule (yg et yd) et déplacement maximum
anticipé (3ème loi d’assistance, 4ème stratégie de commutation).
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6.3. Implantation pratique et résultats

Fig. 6.50 – Couple exercé par le conducteur sur le volant en trait continu et couple d’assistance
en trait pointillé (3ème loi d’assistance, 4ème stratégie de commutation).

Comparaison des stratégies de commutation

Le test de la 3ème loi d’assistance a été poursuivi par une comparaison pratique des deuxième,
troisième et quatrième stratégies de commutation en vérifiant notamment la fiabilité des acti-
vations. Pour effectuer cette comparaison, les données du scénario suivant ont été enregistrées :
Les assistances étant toutes inhibées, le conducteur a suivi la voie sur un segment de la piste à
très faible courbure, puis laisse le véhicule dériver sur la gauche ou sur la droite de la voie en
lâchant le volant. Le véhicule s’écarte alors du centre de la voie et dépasse le bord de la voie. Le
conducteur reprend le contrôle du véhicule à ce moment là.

Les données enregistrées ont été ensuite rejouées sous RTMaps avec les trois stratégies de
commutation agissant en parallèle. Les critères d’activation utilisés sont rappelés ci-dessous.
Comme le test portait sur la seule activation, la condition de désactivation de l’assistance a été
réduite à la détection d’un couple du conducteur supérieur à 2Nm, ce qui correspond à une
activité volontaire du conducteur.

– Activation de la 2ème stratégie de commutation

T 12
r : (|Cc| ≤ 2Nm) ∧ (x ∈ L(ZN ) ∩ L(F ))∧

∧(ψL · yL > 0) ∧ ((yg = 1.1m) ∨ (yd = −1.1m)) ∧ (Inhibée = 0).
(6.75)

– Activation de la 3ème stratégie de commutation

T 12
r : (|Cc| ≤ 2Nm) ∧ (x ∈ L(F )) ∧ (ψL · yL > 0) ∧ ((yg = 1.1m) ∨ (yd = −1.1m))∧

∧(dmax(x) ≤ 2.5m) ∧ (Inhibée = 0).
(6.76)

– Activation de la 4ème stratégie de commutation

T 12
r : (|Cc| ≤ 2.5Nm) ∧ (xT Px ≤ 8.36)∧

∧(1.75m − 0.1m ≤ dmax(x) ≤ 1.75m + 0.1m) ∧ (Inhibée = 0).
(6.77)

– Désactivation
T 21

r : (2Nm < |Cc| ≤ 6Nm). (6.78)
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Les trajectoires des roues avant, les bords de la voie de circulation et ainsi que trois signaux
décrivant l’activation des stratégies de commutation sont présentés sur la Figure 6.51. Le signal
marqué en noir correspond à la deuxième stratégie de commutation et indique une activation sur
la valeur basse 3. Le signal marqué en bleu correspond à la troisième stratégie de commutation et
indique une activation sur la valeur basse 4. Le signal marqué en rouge correspond à la quatrième
stratégie de commutation et indique une activation sur la valeur basse 5.

Les activations de la loi de commande ont lieu conformément aux trois stratégies de com-
mutation autour de t = 77.2s, t = 83s, t = 95s et t = 104s. Dans tous ces cas, le couple du
conducteur sur le volant est inférieur à 2Nm (Figure 6.52). Si la deuxième et la troisième stra-
tégie de commutation gênèrent chacune une activation de la loi de commande, alors celles-ci ont
lieu au même instant. Il s’agit du moment de croisement des limites de la zone centrée sur la
voie ±1.1m.

Fig. 6.51 – Positions latérales des roues avant du véhicule (yg et yd).

La première activation, autour de t = 77.2s, s’est produite uniquement pour la troisième et
la quatrième stratégie de commutation, car pour la deuxième stratégie de commutation l’état du
véhicule avait déjà dépassé la région L(ZN ). La deuxième activation, autour de t = 83s, est un
exemple de sortie de voie lente, pour laquelle la deuxième et la troisième stratégie de commutation
activent l’assistance simultanément, au moment du croisement des limites ±1.1m. Cependant, la
quatrième stratégie de commutation retarde son activation, car elle agira exactement au dernier
moment pour éviter une sortie de voie. Ceci est son grand avantage par rapport aux autres ;
elle laisse plus de liberté sur la voie au conducteur en fonction du danger réel de la situation de
dérive. Les activations autour de t = 95s et de t = 104s ont lieu simultanément pour la deuxième
et la troisième stratégie de commutation et légèrement en avance pour la quatrième. Ceci suggère
que les roues avant auraient dépassé les bords de voie pour des activations de la deuxième et de
la troisième stratégie, mais pas pour la quatrième.

L’activation selon la quatrième stratégie est présentée sur la Figure 6.53 avec le déplacement
maximal anticipé des roues avant, qui est marqué en trait rouge continu. Chaque fois que ce trait
rouge franchit les bords de la voie, l’assistance est activée.

En considérant les constatations précédentes, nous pourrions conclure que la quatrième stra-
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6.4. Conclusions

Fig. 6.52 – Couple exercé par le conducteur sur le volant.

tégie de commutation serait la plus efficace en terme d’activation de la loi d’assistance. Néan-
moins, il ne faut pas oublier que cette comparaison ne prend pas en compte l’avis de conducteur.
Nous pourrions supposer que le fait d’avoir une assistance à la conduite qui se déclenche pour
différentes positions du véhicule sur la voie peut générer des confusions et rendra l’assistance
peu prévisible. Des études approfondies sur l’acceptation de l’assistance à la conduite par les
conducteurs pourraient être décisives pour trancher sur la question de la meilleure stratégie de
commutation à adopter.

6.4 Conclusions

Ce chapitre a exposé le développement et l’implantation sur le véhicule prototype de diffé-
rentes assistances à la conduite pour éviter les sorties involontaires de voie pour des routes à
faibles courbures. Les lois d’assistance synthétisées ont porté sur des commandes en couple et
des commandes en angle de braquage appliquées sur la colonne de direction. Quatre stratégies
de commutation ont été aussi proposées.

L’implantation pratique des assistances, qui se composent à chaque fois d’une loi d’assistance
couplée à une stratégie de commutation, a été réalisée avec succès. Toutes les lois d’assistance ont
un comportement asymptotiquement stable et dirigent le véhicule vers le centre de la voie après
activation. Les garanties de non-dépassement de la voie de circulation ou d’une limite maximale
par rapport au centre de la voie, qui ont été exprimées par l’intermédiaire du déplacement
maximum des roues avant du véhicule, ont été vérifiées lors des essais. De plus, ces bornes
garanties se sont montrées conservatrices dans la plupart des cas. Pendant l’intervention de
l’assistance à la conduite, la dynamique du véhicule décrite à travers ses variables d’état, reste
bornée à la région de sécurité imposée lors de la synthèse de la loi d’assistance. La remarque de
sur-estimation des valeurs maximales garanties pendant le processus de régulation est également
valable pour la dynamique du véhicule.

La synthèse des lois d’assistance de ce chapitre a été réalisée pour des routes à faible courbure.
Pour cette raison, les performances de suivi de voie de ces lois de commande se sont montrées très
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Fig. 6.53 – Positions latérales des roues avant du véhicule (yg et yd) et déplacement maximal
anticipé.

faibles pour des segments de la piste d’essai à courbure significative (moins de 500m de rayon),
exception faite de la loi de commande fondée sur l’approche avec une fonction de Lyapunov
composée, qui conduit le véhicule proche de centre de la voie, même le long des virages à très
faible rayon de courbure (50m).

Cependant, mis à part le suivi de voie, un enjeu beaucoup plus important relevé sont les
activations/désactivations de l’assistance à la conduite en situations de prise de virage. Dans ce
cas, pour des virages importants, les ensembles ellipsoïdaux définis dans ce chapitre n’ont plus
la garantie de rester invariants, car les dérivées des fonctions de Lyapunov correspondantes ne
sont plus forcément négatives. Par conséquent, les résultats de stabilité « entrée bornée - sortie
bornée » du système véhicule commuté ne sont plus valables. De même, les garanties des limites
de déplacement des roues avant sur la voie de circulation, ou des limites pour la dynamique
globale du véhicule ne sont plus valides.

Le chapitre suivant tiendra compte de l’évolution du véhicule sur des routes à courbures
significatives lors de la synthèse des lois de commande. L’objectif sera d’assurer des ensembles
invariants malgré l’entrée de courbure, tel que les commutations conducteur - loi d’assistance
gardent bornées les trajectoires du système véhicule. Les performances de suivi de voie et éga-
lement le non-dépassement de la voie de circulation seront également des points principaux du
cahier des charges.
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Assistance à la conduite pour des
routes à courbure prononcée
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Ce chapitre est dédié à la conception est à l’implantation sur véhicule prototype de l’assistance
à la conduite pour le cas des routes à courbure prononcée. Nous traiterons uniquement le domaine
de fonctionnement nominal de l’assistance, en se basant sur le formalisme du système hybride
défini dans la Section 5.2 du Chapitre 5. Ce domaine de fonctionnement contient les états Σ1 et
Σ2 et les transitions de passage de l’un à l’autre.

7.1 Influence de la courbure sur le suivi de voie

Le cahier des charges spécifié dans le Chapitre 5, Section 5.2.4 reste valable également pour
les lois de commande développées pour le type de route traité ici. Ces lois doivent donc assurer
des ensembles invariants qui contiennent la région de « conduite normale » et qui sont contenus
dans la région de sécurité et ce malgré l’influence de la courbure de la route. Elles doivent de plus
minimiser l’excursion des trajectoires en dehors de la région de « conduite normale ». De même
que dans les spécifications précédentes, le couple fourni par le moteur, pendant l’intervention de
l’assistance doit respecter les limites physiques de cet actionneur.
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Chapitre 7. Assistance à la conduite pour des routes à courbure prononcée

Les lois d’assistances seront synthétisées sur le modèle de véhicule de l’équation (4.107) du
Chapitre 4, Partie II :

{

ẋ = Ax + Bu(Ca + Cc) + Bρρref ,
z = x.

(7.1)

La courbure ρref y intervient sous la forme d’une perturbation exogène. L’objectif de la
commande est alors d’atténuer son effet sur l’erreur de positionnement latéral du véhicule par
rapport à l’axe de la voie. Plusieurs solutions ont été étudiées dans la littérature. Si cette courbure
est accessible à la mesure à travers des algorithmes de vision ou d’une cartographie couplée à un
système GPS par exemple, un terme de préfiltrage (feedforward) peut être adjoint à la commande
pour compenser son effet en régime permanent. Notons que les valeurs de l’angle de dérive, de
la vitesse de lacet et de l’angle de cap relatif dans ce même régime ne dépendent ni du retour
d’état utilisé, ni du terme de préfiltrage. Par contre, la valeur de l’écart latéral peut être réduite
voire annulée par un choix judicieux de la commande et du terme de préfiltrage. La synthèse de
ce type de commande est décrite dans la Section 7.2.2 de ce chapitre.

Une deuxième solution, beaucoup moins contraignante et onéreuse, consiste à rejeter ou à
atténuer l’effet de cette perturbation considérée dans ce cas comme une entrée exogène non
mesurée. Cette solution nécessite uniquement des hypothèses sur le type de signal correspon-
dant. L’hypothèse de perturbation d’énergie finie, donc de norme L2 bornée, a largement été
utilisée dans la littérature facilitant énormément les développements. Elle peut être obtenue par
l’intermédiaire d’un filtre formant du premier ordre excité par un bruit blanc en entrée. Cette
approximation a été mise en œuvre avec un contrôleur LQG qui stabilise le système augmenté
dans [Mou99]. De même, la minimisation de norme L2 induite (contrôle H∞) constitue une bonne
stratégie de rejet robuste de la perturbation [Rah04]. Cependant, cette hypothèse n’est pas très
réaliste, elle exclut en particulier le cas des routes très sinueuses.

Une hypothèse beaucoup plus plausible consiste à supposer uniquement que l’amplitude de la
courbure est bornée. On raisonne alors sur la norme L∞ qui doit alors être finie. Cette hypothèse
est d’ailleurs toute naturelle et permet de traiter tous les types de routes : ligne droite (courbure
nulle), cercle (courbure constante) et clothoïde (courbure linéaire mais bornée par construction).
La prise en compte de ce type de perturbation, appelée aussi perturbation persistante, a été
traitée selon plusieurs approches. [Vid86] a défini le problème comme la recherche d’une loi
de commande qui minimise l’amplitude maximale de la réponse du système pour une entrée
de perturbation bornée. [Dah87] a recherché des lois de commande robustes, linéaires ou non-
linéaires, à travers une approche fondée sur des opérateurs et sur la programmation linéaire. La
norme « ∗ » a été introduite par [Nag94] pour minimiser une borne supérieure de la norme L∞,
borne représentée par un ellipsoïde invariant. Les méthodes LMI déjà établies dans [Boy94] ont
été employées pour approcher cet ellipsoïde. Les résultats de [Nag94] ont été étendus pour le cas
discret et complétés par des contraintes supplémentaires dans [Naz07].

Pour le contrôle latéral du véhicule, [Li05] a utilisé la minimisation de l’ellipsoïde invariant
pour la synthèse d’une loi de commande L1/H∞ qui tient compte du retard de l’estimation
des variables d’état non-mesurables (angle de dérive et angle de cap relatif) et qui stabilise
le système et rejette la perturbation avec une commande bornée. Cependant, le problème LMI
obtenu dans [Li05] est en réalité un problème BMI, dont une des variables est supposée constante.
Cette dernière hypothèse rend la résolution de ce problème LMI, avec les outils classiques, plus
difficile.

Dans cette thèse, l’hypothèse de perturbation de courbure persistante a été retenue. Les deux
cas de courbure non-mesurable et mesurable seront successivement traités. Les lois de contrôle
latéral qui seront synthétisées incluront l’objectif d’atténuation de l’effet de cette perturbation.
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7.2. Synthèse de la loi de commande

Elle seront obtenues par la résolution de problèmes d’optimisation BMI. L’approche de synthèse
est décrite en détail dans la Section 7.2 de ce chapitre.

Hypothèse 7.1.1 (Route à courbure bornée) La courbure de la route est bornée en valeur
absolue et a une valeur maximale connue a priori : |ρref | ≤ ρmax

ref , ρmax
ref ∈ R+.

Soit w ∈ R une variable de normalisation telle que |w| ≤ 1, il est alors possible de reparamètrer
l’entrée de courbure du système véhicule de l’équation (7.1) : ρref = ρmax

ref w où w =
ρref

ρmax
ref

. Ce

reparamètrage permet de réécrire l’équation (7.1) sous la forme :
{

ẋ = Ax + Bu(Cc + Ca) + Bww,
z = x

où (7.2)

Bw = ρmax
ref Bρ = ρmax

ref

(

0 0 0 −v 0 0
)T

. (7.3)

7.2 Synthèse de la loi de commande

7.2.1 Courbure non mesurable : Synthèse de la 4ème loi de commande par
rejet de perturbation

La commande doit respecter le cahier des charges malgré la présence de la courbure de la
route supposée non mesurable. Cependant, l’exigence de la stabilité asymptotique sera relaxée
comme décrit par la suite. L’idée principale utilisée ici pour la synthèse de la loi de commande
consiste à minimiser l’ensemble atteignable du système véhicule en boucle fermée pour tous les
états initiaux dans la région de « conduite normale ».

Cette région est représentée sous la forme d’un hypercube L(ZN ) (Définition 5.1.3 du Cha-
pitre 5). La représentation alternative, sous forme de polytope (Définition 5.1.5 du Chapitre 5),
peut être également utilisée dans cette approche, mais engendre cependant une augmentation de
la complexité numérique de l’algorithme de synthèse.

Fig. 7.1 – Ellipsoïde invariant ε(P ), ensemble atteignable χ(t, t0,L(ZN )) et région de « conduite
normale » L(ZN ).

De même, pour des raisons de simplicité de synthèse, le contrôleur de maintien de voie est
choisi à nouveau sous la forme d’une commande par retour d’état à coefficients constants. Le
couple conducteur est encore une fois compensé : Ca = Kx − Cc, K ∈ R1×6. La Remarque
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6.1.1 du Chapitre 6 est également valable pour cette approche de synthèse. Plus spécifiquement,
l’amplitude de l’entrée de commande doit être bornée à Cmax−σ2, pour vérifier les spécifications
du cahier des charges.

Une fois la commande insérée dans la boucle, le système véhicule-assistance de l’équation
(7.2) prend la forme :

{

ẋ = (A + BuK)x + Bww = Abfx + Bww,
z = x.

(7.4)

L’ensemble atteignable du système (7.4) pour des états initiaux dans L(ZN ), est défini par :

χ(t, t0,L(ZN )) , ∪{x(t, t0, x
0) : x0 ∈ L(ZN ), |w(t)| ≤ 1, t ∈ R

+}. (7.5)

La minimisation de cet ensemble est conduite par la minimisation d’un ensemble invariant
ellipsoïdal qui lui est extérieur et décrit par la courbe de niveau 1, SV (1), d’une fonction qua-
dratique V (x) = xT Px (ε(P ) = SV (1), P ∈ R6×6 est une matrice symétrique définie positive).
La fonction quadratique V (x) doit satisfaire la propriété :

dV (x)

dt
≤ 0, ∀x satisfaisant l’équation (7.4), pour V (x) ≥ 1, et pour ∀w ∈ R, tel que |w| ≤ 1.

(7.6)
Les développements théoriques de cette approche sont détaillés dans l’Exemple 3.4.3 du Chapitre
3, Partie II.

Algorithme 7.2.1 (Synthèse de la 4ème loi de commande)

La synthèse a été décomposée en deux étapes.

1. Calcul du vecteur de retour d’état K et de la fonction quadratique V (x) = xT Px

Cette première étape aboutit au calcul du vecteur de retour d’état K et de la matrice P de la
fonction quadratique V (x) = xT Px à partir du problème d’optimisation BMI (7.7)) ayant
pour variables de décision Q = P−1, Y = KQ et α. Les contraintes qui y apparaissent sont
obtenues comme suit :

La condition de l’équation (7.6) correspond à la troisième contrainte de (7.7).

La condition d’inclusion de l’hypercube L(ZN ) dans l’ensemble ε(P ) = SV (1), se traduit
simplement par la condition d’appartenance de ses sommets zi, i = 1, . . . , 64, à ce même
ensemble (quatrième contrainte du problème d’optimisation BMI (7.7)).

Le couple d’assistance doit rester borné à Cmax − σ2 pour tous les états de l’ensemble
atteignable χ(t, t0,L(ZN )). Pour ce faire, l’ensemble invariant ε(P ), contenant l’ensemble
atteignable, doit appartenir au polyèdre L( 1

Cmax−σ2
K) (cinquième contrainte du problème

d’optimisation BMI (7.7)).
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minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par α ≻ 0,

Q ≻ 0,

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ Bw

BT
w −α

)

¹ 0,

(

1 zT
i

zi Q

)

º 0, i = 1, . . . , 32,

(

1 1
Cmax−σ2

Y

( 1
Cmax−σ2

Y )T Q

)

º 0.

(7.7)

La fonction de coût du problème d’optimisation BMI (7.7) minimise la taille de l’ellipsoïde
invariant ε(P ) ce qui permet de réduire la taille de l’ensemble atteignable χ(t, t0,L(ZN ))
qui y est inclut .

2. Test d’inclusion de ε(P ) dans L(ZM )

Une fois l’ensemble invariant ε(P ) obtenu, son inclusion dans la région de sécurité L(ZM )
doit être vérifiée. Cela est réalisé en comparant les limites de l’hypercube L(ZM ) avec les
projections de ε(P ) sur les six axes (voir équation (3.36) du Chapitre 3, Partie II).
Le problème d’optimisation BMI de l’équation (7.7) peut s’avérer infaisable, de même, la
condition d’inclusion de ε(P ) dans L(ZM ) peut ne pas être vérifiée, il faut alors reprendre
l’algorithme en adoptant une valeur plus petite pour la courbure maximale ρmax

ref , ou encore
en modifiant les contours de la région de « conduite normale » L(ZN ).

L’approche adoptée peut nécessiter plusieurs essais puisqu’on recherche à minimiser l’en-
semble atteignable sous l’influence de la perturbation, jusqu’à ce que des bornes de sécurité
soient respectées. Notons que cette 4ème loi d’assistance tient compte de toutes les spécifications
du cahier des charges, mise à part la stabilité asymptotique. L’erreur de poursuite de l’axe de la
voie peut rester considérable en virage, car la stabilité asymptotique n’est pas garantie dans ce
cas. En revanche, pour des routes à très faibles courbures (ρref = 0), cette loi d’assistance assure
la stabilité asymptotique vers le centre de la voie grâce à la condition de la matrice semi-définie
négative QAT +Y T BT

u +AQ+BuY +αQ ¹ 0 pour α > 0. Cette condition est présente dans les
contraintes du problème BMI (7.7). Si cette condition est respectée, et s’il n’y a pas de pertur-
bation (w = 0), la fonction V (x) = xT Px est alors une fonction de Lyapunov pour le système
de l’équation (7.4).

7.2.2 Courbure mesurable : Synthèse de la 5ème loi de commande par com-
pensation en préfiltrage

Lorsque l’entrée de la courbure, respectivement la variable w, est accessible à la mesure, elle
peut être interprétée dans le système décrit par l’équation (7.2) comme une perturbation de
charge (load disturbance) à rejeter ou à atténuer.

D’une manière générale, une perturbation de ce type peut être réinjectée dans le système, au
niveau de l’entrée de commande, par l’intermédiaire d’un filtre. L’objectif est alors d’actionner
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en amont du système de telle sorte à compenser l’influence de la perturbation. Dans ce cas, une
très bonne connaissance du modèle du système est nécessaire, car le filtre consiste à inverser
le sous-système qui se trouve en amont du point d’application de la perturbation. Cependant,
même si un modèle précis du système est connu, l’inversion exacte peut exiger une dérivation
en temps réel (inversion d’un intégrateur) ou même une prédiction (inversion d’un retard), qui
sont difficilement réalisables en pratique. La solution est donc d’utiliser un filtre qui approche
au mieux la fonction inverse. Cette problématique de trouver une fonction de transfert qui soit
proche, selon une certaine métrique, à une autre fonction de transfert demeure un sujet important
de la recherche en automatique.

Dans certains cas, on préfère assurer uniquement la compensation de la perturbation en
régime statique, car dans ce cas, un simple gain de préfiltrage suffit.

Le problème de rejet de perturbation par retour d’état statique et compensation par pré-
filtrage statique peut être énoncé pour un système linéaire invariant dans le temps décrit par
l’équation (3.2) du Chapitre 3.3, Partie II pour D = 0 et Dw = 0 :

{

ẋ = Ax + Buu + Bww
y = Cx.

(7.8)

Définition 7.2.1 (Rejet de perturbation par retour d’état statique) [Lar07] Il faut trou-
ver, s’il existe, un retour d’état statique de la forme u(x) = Kx+Fw, tel que le système en boucle
fermée de l’équation (7.8) ait une matrice de transfert nulle de w vers y.

Définition 7.2.2 (Rejet de perturbation et stabilité interne) [Lar07] Il faut trouver, s’il
existe, un retour d’état statique de la forme u(x) = Kx + Fw, tel que le système en boucle
fermée de l’équation (7.8) ait une matrice de transfert nulle de w vers y. De plus, si elle existe,
la matrice K doit assurer la stabilité de la matrice (A + BK).

Mentionnons que si la perturbation n’est pas mesurable, les deux définitions précédentes s’énoncent
de la même façon, mais pour F = 0. L’existence de solutions au problème de rejet de perturba-
tion par retour d’état statique et l’existence de solutions assurant la stabilité interne ont suscité
beaucoup d’intérêt dans la littérature [Cam01], [Mal97], [Dio03]. La résolution de ces problèmes
a été exprimée en terme de rang des matrices de transfert de certains sous-systèmes du système
original structuré.

Si une solution au rejet total de la perturbation ne peut être obtenue, l’atténuation de son
effet sur la sortie est quand même envisageable. Elle peut se faire de manière optimale selon une
norme donnée. À titre d’exemple, [Giu99] ont développé des conditions LMI pour calculer un
préfiltrage dynamique de la perturbation, telle que la fonction de transfert de perturbation vers
la sortie ait une norme H∞ inférieure à un seuil exigé, malgré des incertitudes sur le système
contrôlé.

Dans le cadre de cette thèse, la compensation de la courbure a d’abord été considérée selon
la définition (7.2.2) sous l’hypothèse de la perturbation mesurable et bornée. Cette approche ne
permettant pas de satisfaire tous les objectifs du cahier des charges, une approche d’atténua-
tion a alors été développée par la minimisation de l’ensemble atteignable du système. La loi de
commande utilisée dans les deux cas prend la forme :

Ca = Kx + Ffρref − Cc = Kx + Ffρmax
ref w − Cc, (7.9)

où Ff ∈ R est un gain à déterminer, au même titre que le vecteur de retour d’état K. Le système
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véhicule-assistance en boucle fermée devient :

{

ẋ = Ax + Bu(Kx + Ffρmax
ref w) + Bww,

y = x,
⇔

{

ẋ = (A + BuK)x + (BuFfρmax
ref + Bw)w,

y = x,
⇔

(7.10)
{

ẋ = (A + BuK)x + B̄ww,
y = x,

où B̄w = BuFfρmax
ref + Bw. (7.11)

En considérant une entrée de courbure ρref constante (w =
ρref

ρmax
ref

constant), l’état stationnaire

du modèle véhicule-assistance décrit par l’équation (7.11) est :

xss = −(A + BuK)−1B̄ww. (7.12)

Son expression explicite est donnée dans l’équation (B.2) de l’Annexe B. Hormis le déplacement
latéral, les autres composantes de l’état en régime permanent du véhicule contrôlé en virage
sont non nulles et ne dépendent ni du vecteur du retour d’état K, ni du terme de préfiltrage
Ff . En conséquence, seul le déplacement latéral peut être annulé par un choix judicieux de Ff

en fonction des paramètres du véhicule et du vecteur K. En résumant, l’approche utilisée dans
ce cas pour synthétiser une loi de commande est de fixer d’abord le retour d’état K tel que le
système en boucle fermée soit stable, et de calculer ensuite le terme Ff afin d’annuler l’erreur
statique sur l’écart latéral [Raj06].

Cependant, dans notre cas, cette approche ne tient pas compte de certaines spécifications
importantes du cahier des charges énoncé dans le Chapitre 5, Section 5.2.4. D’une part, aucun
ensemble invariant n’est garanti par ce procédé, il serait nécessaire de les rechercher à-posteriori,
une fois la loi d’assistance synthétisée. D’autre part, la contrainte sur le couple d’assistance n’est
pas vérifiée.

Pour pallier ces inconvénients, l’approche considérée permet le calcul simultané du vecteur
de gains de retour d’état K et du terme de préfiltrage Ff . Pour cela il suffit de remarquer que
le système véhicule-assistance en boucle fermée de l’équation (7.11) est similaire à celui obtenu
pour une courbure bornée mais non-mesurable. La seule différence est que cette fois-ci, le gain Ff

est un paramètre de synthèse au même titre que le vecteur K. On recherche alors une fonction
quadratique V (x) = xT Px qui assure un ensemble invariant contenant l’ensemble atteignable du
véhicule pour des états initiaux situés dans la région de « conduite normale ». Rappelons que
celle-ci est définie sous la forme d’un hypercube L(ZN ) selon la Définition 5.1.3 du Chapitre 5.
L’ensemble invariant recherché doit également tenir compte des limitations imposées au couple
d’assistance. Les développements théoriques relatifs à cette approche se trouvent dans l’Exemple
3.4.4 du Chapitre 3, Partie II, l’algorithme mis en œuvre est maintenant détaillé.

Algorithme 7.2.2 (Synthèse de la 5ème loi de commande) L’algorithme est composé de
deux étapes principales.

1. Calcul conjoint du vecteur de retour d’état K, du terme de préfiltrage Ff et de

la fonction quadratique V (x) = xT Px

Le vecteur de retour d’état K, le terme de préfiltrage Ff et la fonction quadratique V (x) =
xT Px résultent du problème d’optimisation (7.13) dont les variables de décision sont Q =
P−1, Y = KQ, Ff , α et τj, j = 1, . . . , 4.
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minimiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0,

α ≻ 0,

τj ≻ 0, j = 1, . . . , 4,

(

QAT + Y T BT
u + AQ + BuY + αQ BuFfρmax

ref + Bw

(BuFfρmax
ref + Bw)T −α

)

¹ 0,

(

1 zT
i

zi Q

)

º 0, i = 1, . . . , 32,

(7.13)





0 0 −1
2Y T

0 0 −1
2Ffρmax

ref

−1
2Y −1

2Ffρmax
ref Cmax − σ2



 º τ1





−Q 0 0
0 0 0
0 0 1



 + τ2





0 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ,





0 0 1
2Y T

0 0 1
2Ffρmax

ref
1
2Y 1

2Ffρmax
ref Cmax − σ2



 º τ3





−Q 0 0
0 0 0
0 0 1



 + τ4





0 0 0
0 −1 0
0 0 1



 .

Les différentes contraintes du problème s’obtiennent comme suit :
La dérivée temporelle de V (x) le long des trajectoires du système (7.10) doit être négative
en dehors de la courbe de niveau ε(P ) = SV (1) (4ème contrainte BMI de l’équation (7.13)).
La courbe de niveau ε(P ) de la fonction V (x) = xT Px doit inclure la région L(ZN ) (5ème
contrainte LMI de l’équation (7.13)).
La limitation du couple d’assistance nécessite que la somme |Kx+Ffρmax

ref w| reste inférieure
à Cmax−σ2 pour |w| ≤ 1. Elle se traduit par les 6ème et 7ème contraintes LMI de l’équation
(7.13)).
La fonction de coût choisie permet de minimiser la taille de l’ellipsoïde invariant ε(P ) afin
de réduire l’ensemble atteignable intérieur à cet ellipsoïde pour des états initiaux apparte-
nant à L(ZN ). L’atténuation de l’effet de l’entrée de perturbation sur l’erreur de poursuite
de l’axe de la voie est ainsi réalisée.

2. Test d’inclusion de ε(P ) dans L(ZM )

L’étape précédente a permis d’obtenir l’ensemble invariant ε(P ) qui inclut l’ensemble attei-
gnable du système (7.11) à partir d’états initiaux situés dans la région de « conduite nor-
male ». Il faut maintenant vérifier que ε(P ) est lui-même inclus dans l’ensemble L(ZM )
représentant la région de sécurité. Ceci est vérifié en comparant les projections de l’ellip-
soïde ε(P ) sur les six axes (β, r, ψL, yL, δf , δ̇f ) aux bornes de l’hypercube L(ZM ) (βM , rM ,
ψM

L , yM
L , δM

f , δ̇M
f ). Ces projections sont calculées en utilisant l’équation (3.36) du Chapitre

3, Partie II.
Le problème d’optimisation BMI de l’équation (7.13) peut se révéler infaisable, de même
la vérification à posteriori de l’inclusion de ε(P ) dans L(ZM ) peut aussi échouer. Dans
ce cas, l’algorithme doit être réappliqué avec d’autres limites pour la région de « conduite
normale » ou une autre valeur de la courbure maximale admissible ρmax

ref .
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Cette cinquième loi d’assistance tient compte de toutes les spécifications du cahier des charges,
mise à part la stabilité asymptotique. Elle utilise un terme de préfiltrage qui suppose la courbure
mesurable. L’objectif de ce terme n’est pas d’annuler l’effet de cette courbure mais uniquement
de l’atténuer en maintenant le domaine atteignable à l’intérieur de la région de sécurité L(ZM ).

7.3 Stratégies de commutation

Deux stratégies de commutations sont proposées. Elles utilisent en particulier le déplacement
des roues avant du véhicule pour déclencher ou arrêter l’assistance. Il est en l’occurrence nécessaire
de calculer le déplacement latéral anticipé des roues avant sur la voie.

7.3.1 Ensemble invariant et déplacement latéral des roues avant du véhicule

L’objet de cette section est de déterminer le déplacement maximal des roues avant lorsque
l’état du véhicule évolue à l’intérieur de l’ensemble invariant ellipsoïdal ε(P ). Rappelons que ce
déplacement par rapport à l’axe de la voie est décrit par les coordonnées yd et yg des roues droite,
respectivement gauche, dont les expressions sont données par l’équation (4.92) du Chapitre 4,
Partie II.

Les formules établies dans la Section 6.1.4 du Chapitre 6 de cette Partie III pour un ensemble
ellipsoïdal invariant sont également valables dans ce cas. Plus spécifiquement dans ces formules,
pour tous les états x du système véhicule-assistance qui appartiennent à l’ensemble invariant

ε(
1

Vext
P ) = {x ∈ R

6 : xT Px ≤ Vext} (7.14)

les roues avant restent à l’intérieur d’une zone centrée sur l’axe de la voie et de largeur 2dext :

−dext ≤ yd, yg ≤ dext où dext =
√

VextfP−1fT +
a

2
et f = (0, 0, (lf − lS), 1, 0, 0). (7.15)

Par ailleurs, si pour un état initial x0, l’ellipsoïde

ε(
1

(x0)T Px0
P ) = {x ∈ R

6 : xT Px ≤ x0Px0} (7.16)

est invariant, alors le déplacement des roues avant du véhicule sera au maximum :

dmax(x0) =
√

(x0)T Px0
√

fP−1fT +
a

2
. (7.17)

Il est par ailleurs utile d’apporter quelques précisions sur l’invariance de l’ensemble ε( 1
Vext

P ) =
SV (Vext) dans le contexte de ce chapitre. Cet ensemble est uniquement invariant lorsque Vext ≥ 1,
car la dérivée de la fonction quadratique V (x) = xT Px est négative si x ∈ R6 tels que xT Px ≥ 1.
Par conséquent, le déplacement maximum anticipé garanti par la loi de commande pour des
états initiaux x0 ∈ ε(P ) doit être calculé à partir des hyperplans tangents à ε(P ), et non à
ε( 1

(x0)T Px0 P ). Ce déplacement est donné par :

dmax(x0) =
√

fP−1fT +
a

2
, x0 ∈ ε(P ). (7.18)

En revanche, si x0 est à l’extérieur de ε(P ), (x0)T Px0 ≥ 1, le déplacement maximum anticipé
est alors fourni par l’équation (7.17).
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7.3.2 Stratégies de commutation

Les principes mis en œuvre dans le développement des précédentes stratégies de commutation
dans la Section 6.2 du Chapitre 6 sont reprises ici. Les transitions d’activation de la loi d’assistance
doivent avoir lieu dans un ensemble invariant pour assurer une dynamique bornée du système
contrôlé hybride, de plus le danger de sortie de voie est géré durant toute la phase d’activation.
Rappelons de plus que le risque de sortie de voie instantané tel qu’il pourrait être perçu par le
conducteur n’est pas toujours en accord avec celui déterminé a priori par l’assistance. Finalement,
l’assistance doit être la moins intrusive possible pour le conducteur. Afin de s’allouer certaines
marges, l’activation et la désactivation de l’assistance se fera dans un domaine plus large que
celui de la région de « conduite normale ». Rappelons que ce choix n’entraîne aucun changement
sur les propriétés de limitation de la dynamique du système assisté du fait de l’invariance de
ε(P ).

Deux stratégies de commutation seront proposées pour le cas des routes à courbure impor-
tante. Celles-ci complètent les quatre précédentes stratégies exposées dans la Section 6.2 du
Chapitre 6. Elles seront uniquement étudiées dans le domaine de fonctionnement nominal de
l’assistance et en l’occurrence les deux transitions T 12

r et T 21
r de l’automate hybride (Section 5.2

du Chapitre 5) dont les réceptivités seront détaillées dans la suite. Il sera finalement admis que
le conducteur autorise en permanence l’activation de l’assistance à la conduite (Inhibée = 0).

Fig. 7.2 – Scénario relatif à la 5ème stratégie d’activation : ellipsoïde invariant ε(P ), région de
« conduite normale » L(ZN ) et hyperplans correspondant à une zone centrée sur la voie et de
largeur 2d. x0 représente l’état du véhicule au moment de la perte d’attention du conducteur et
x est l’état du véhicule au moment de l’activation de la loi d’assistance.

5ème stratégie de commutation

– Activation
Cette stratégie autorise l’activation de l’assistance lorsque l’état est à l’intérieur de l’ellip-
soïde invariant ε(P ) et que l’une des deux roues avant du véhicule a déjà dépassé les bords
d’une zone centrée sur la voie de largeur 2d (voir Figure 7.2).

T 12
r : (|Cc| ≤ σ1) ∧ (xT Px < 1) ∧ [(yg > d) ∨ (yd < −d)] ∧ (Inhibée = 0). (7.19)
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– Désactivation
La désactivation se produit lorsque le conducteur recouvre sa capacité à conduire et que
l’état du véhicule est dans la région ε(P ) :

T 21
r : (σ1 < |Cc| ≤ σ2) ∧ (xT Px ≤ 1) ∧ (Inhibée = 0). (7.20)

En utilisant la 5ème stratégie de commutation, le déplacement maximum qui peut être assuré
par la loi d’assistance pour des activations de l’assistance à l’intérieur de l’ellipsoïde ε( 1

(x)T Px
P ) ⊂

ε(P ) doit être déterminé à partir des hyperplans tangents à l’ellipsoïde ε(P ).

6ème stratégie de commutation

Cette stratégie est très semblable à la 4ème stratégie de commutation présentée dans la
Section 6.2.1 du Chapitre 6. Le déclenchement de l’assistance se produit au moment où l’ensemble
invariant ε(P ) est dépassé. Le déplacement latéral maximal anticipé dext est déterminé à partir
des hyperplans tangents à l’ellipsoïde ε(P ).

– Activation
Le conducteur étant dans un état de baisse d’attention, l’activation de la loi d’assistance
se produit quand l’état du véhicule est au bord de l’ensemble ε(P ) et que le déplacement
latéral anticipé atteint la valeur dext (voir Figure 7.3).

T 12
r : (|Cc| ≤ σ1) ∧ (xT Px ≤ 1) ∧ (dmax(x) = dext) ∧ (Inhibée = 0). (7.21)

– Désactivation
La désactivation se produit lorsque le conducteur est en capacité de conduire sous la condi-
tion que l’état du véhicule soit dans la région ε(P ) :

T 21
r : (σ1 < |Cc| ≤ σ2) ∧ (xT Px ≤ 1) ∧ (Inhibée = 0). (7.22)

Comme on peut le constater, la seule différence entre les deux stratégies de commutation
présentées réside dans la condition sur la position du véhicule lors de l’activation de la loi d’assis-
tance. La 5ème stratégie tient compte de la position instantanée du véhicule sur la voie alors que
la 6ème réagit sur la position anticipée. Cette dernière laisserait plus de liberté au conducteur
avant d’activer l’assistance pour des sorties lentes et réagit plus rapidement pour les sorties vio-
lentes. Ces deux stratégies ont été implantées sur le véhicule prototype avec les lois d’assistance
selon le Tableau 7.1.

Tab. 7.1 – Lois de commande implantées pour une route à courbure significative.

Assistance à la conduite Loi d’assistance

Stratégie de commutation 4ème 5ème
5ème X

6ème X
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Fig. 7.3 – Scénario relatif à la 6ème stratégie de commutation : ellipsoïde invariant ε(P ), région
de « conduite normale » L(ZN ) et hyperplans tangents à ε(P ). x0 représente l’état du véhicule
au moment de la perte d’attention par le conducteur et x est l’état du véhicule au moment de
l’activation de la loi d’assistance.

7.4 Implantation pratique et résultats

7.4.1 Implantation de la 4ème loi d’assistance

La 4ème loi de assistance traite la courbure de la route comme étant une perturbation non-
mesurable mais bornée, qui doit être rejetée. On minimise pour cela l’ensemble atteignable pour
des états initiaux dans la région de « conduite normale » L(ZN ).

Calcul de la loi d’assistance et de la fonction quadratique

Pour la synthèse, la courbure est supposée ne pas dépasser ρmax
ref = 0.008m−1, soit 120m de

rayon minimal. La vitesse longitudinale a été fixée à 15m/s. Les valeurs délimitant la région
de « conduite normale » ont été choisies supérieures à celles correspondant à l’état stationnaire
d’un véhicule qui négocie un virage de courbure ρmax

ref à une vitesse 15m/s. L’expression de l’état

stationnaire est décrite dans l’Annexe B, Équation (B.1). Les valeurs numériques associées se
trouvent dans le Tableau 7.2. Pour l’écart latéral et pour la dérivée de l’angle de braquage, les
valeurs limites d’une « conduite normale » ont été choisies en concordance avec les résultats
pratiques enregistrés sur la piste d’essai. Les limites de la région de « conduite normale » se
trouvent finalement rassemblées dans le Tableau 7.3. Le couple maximal du moteur électrique
d’assistance est limité à Cmax − σ2 = 40Nm.

Tab. 7.2 – État stationnaire du modèle « bicyclette » du véhicule pour v = 15m/s et ρref =
ρmax

ref = 0.008m−1.

βss rss (ψL)ss (δf )ss

−0.007rad 0.125rad/s 0.007rad 0.023rad

−0.4̊ 7.16̊ /s 0.4̊ 1.36̊
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Tab. 7.3 – Limites de l’hypercube de « conduite normale » L(ZN ) pour v = 15m/s et ρmax
ref =

0.008m−1.

βN rN ψN
L yN

L δN
f δ̇N

f

0.017rad 0.130rad/s 0.026rad 0.2m 0.033rad 0.071rad/s

1◦ 7.5◦/s 1.5◦ 0.2m 1.9◦ 4.1◦/s

Le calcul du vecteur de retour d’état K nécessite la résolution du problème d’optimisation
BMI de l’équation (7.7) selon l’étape 1 de l’Algorithme 7.2.1. Le logiciel d’optimisation PENBMI
mis à disposition par la société PENOPT GbR a été utilisé à cet effet [Koc03]. Les éléments
théoriques relatifs à la méthode de résolution utilisée sont disponibles dans [Sti05]. Le vecteur K
qui en résulte est :

K = (−219.88, −30.06, −349.00, −21.465, −369.34, −1.20). (7.23)

Le déplacement latéral des roues avant, garanti par la loi d’assistance, est alors calculé et vaut
dext = 2.67m(voir l’équation (7.15) pour Vext = 1). De plus, la loi d’assistance garantit des
valeurs maximales raisonnables pour les variables d’état, valeurs qui ont été d’ailleurs choisies
comme limites de la région de sécurité (Tableau 7.4).

Tab. 7.4 – Limites de la région de sécurité L(ZM ).

βM rM ψM
L yM

L δM
f δ̇M

f

0.089rad 0.593rad/s 0.240rad 1.81m 0.118rad 0.760rad/s

5.14◦ 34.03◦/s 13.78◦ 1.81m 6.79◦ 43.59◦/s

Résultats des tests sur véhicule prototype

La loi d’assistance développée a été évaluée sur trois types de tests. Les performances du
suivi de voie ont d’abord été vérifiées, puis des manœuvres de sortie de voie, pour des routes de
courbure maximale proche de celle utilisée lors de la synthèse, ont été réalisées. Finalement, les
mêmes monœuvres sont reprises sur des virages plus serrés et de courbure supérieure à la limite
fixée.

Performances en suivi de voie

Dans un premier temps l’assistance est activée afin de tester les performances en suivi de
voie. Le véhicule étant alors en mode automatique, on le laisse évoluer sur un segment de la piste
dont le profil de courbure est présenté sur la Figure 7.4.

Il apparaît que la loi de commande fait preuve d’une très bonne robustesse des performances.
Bien que l’assistance ait été conçue pour des routes avec des courbures au maximum de 0.008m−1,
le véhicule suit sans difficulté l’axe de la voie, y compris pour des virages de courbure de 0.025m−1

(voir Figures 7.5 et 7.4). Dans ce cas extrême, les roues avant du véhicule ne dépassent que
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Chapitre 7. Assistance à la conduite pour des routes à courbure prononcée

Fig. 7.4 – Test des performances en suivi de voie : Courbure de la route mesurée par l’algorithme
de vision (4ème loi d’assistance).

Fig. 7.5 – Test des performances en suivi de voie : Positions latérales des roues avant du véhicule
en noir (yg et yd) et déplacement maximal anticipé en rouge (4ème loi d’assistance).
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Fig. 7.6 – Erreur d’approximation pour le calcul des positions latérales des roues avant du
véhicule yg et yd par la formule linéaire qui ne tient pas compte de la courbure de la route (4ème
loi d’assistance).

Fig. 7.7 – Test des performances en suivi de voie : Couple d’assistance (4ème loi d’assistance).
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(a) (b)

Fig. 7.8 – Test des performances en suivi de voie : (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation
en lacet (4ème loi d’assistance).

(a) (b)

Fig. 7.9 – Test des performances en suivi de voie : (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral
(4ème loi d’assistance).
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(a) (b)

Fig. 7.10 – Test des performances en suivi de voie : (a) Angle de braquage. (b) Dérivée de l’angle
de braquage (4ème loi d’assistance).

légèrement les marquages des bords de voie. À la sortie des virages, le véhicule se restabilise
facilement au centre de la voie (voir Figure 7.5).

L’erreur absolue d’approximation des coordonnées des roues avant, yg et yd, calculée par la
formule linéaire (équation (4.92) du Chapitre 4 Partie II) à la place de la formule non-linéaire
qui tient compte de la courbure de la route (équation (4.102) du même chapitre) est de l’ordre
de 10−3m (voir Figure 7.6).

Les valeurs maximales enregistrées pour les variables d’état demeurent en dessous des valeurs
maximales prédites données dans le Tableau 7.4, en dépit d’une perturbation beaucoup plus
importante que celle utilisée lors du calcul de la loi d’assistance : angle de dérive 0.03rad, 1.71◦

(voir Figure 7.8 (a)), vitesse de lacet 0.5rad/s, 28.6◦s−1 (voir Figure 7.8 (b)), angle de cap relatif
0.1rad, 5.72◦ (voir Figure 7.8 (a)), écart latéral 1.5m (voir Figure 7.9 (b)), angle de braquage
0.08rad, 4.58◦ (voir Figure 7.10 (a)), dérivée de l’angle de braquage 0.1rad/s, 5.72◦s−1 (voir
Figure 7.10 (b)).

Le couple moteur requis pour le contrôle est inférieur à 25Nm (voir Figure 7.7). La vitesse
longitudinale a varié pendant l’essai entre 10m/s et 16m/s (voir Figure 7.11 (a)) sans que cela
ait une quelconque incidence sur les performances. L’accélération latérale enregistrée ne dépasse
pas 0.2g et révèle un bon confort de conduite (voir Fig. 7.11 (b)).

Performances pour des sorties de voie dans les conditions nominales par l’utilisation de la
cinquième stratégie de commutation

La 4ème loi d’assistance est maintenant associée à la 5ème stratégie de commutation. On
teste alors les activations et désactivations.

L’activation de l’assistance est avant tout assujettie à un faible effort du conducteur sur le
volant, un couple inférieur à 1.5Nm. La seconde condition est le risque de sortie de voie instantané
ou perçu par le conducteur, fixé à un dépassement de d = 1.3m par rapport au centre de la voie
par les roues avant. Ces valeurs ont été choisies après une phase de tests sur la piste ayant permis
d’éliminer les fausses activations. La troisième condition porte sur l’appartenance à l’ellipsoïde
ε(P ) et en conséquence sur le déplacement maximal anticipé des roues avant du véhicule.

Les valeurs des déplacements des roues avant et les variables d’état relevées pendant le test de
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(a) (b)

Fig. 7.11 – Test des performances en suivi de voie : (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération
latérale (4ème loi d’assistance).

suivi de voie exposé précédemment étaient bien inférieures aux valeurs maximales garanties par la
loi de commande. Ce fait traduit un certain conservatisme de ces marges et permet d’envisager
de réaliser des commutations y compris au-delà de l’ensemble invariant ε(P ). Finalement, on
s’impose un déplacement maximal garanti de d̄ext = 3m au moment de l’activation. Cette valeur
a été choisie supérieure à une demi-largeur de voie en considérant encore une fois le fait que
l’approximation ellipsoïdale de l’ensemble atteignable est conservatrice. L’ellipsoïde invariant
ε( 1

V̄ext
P ), tangent aux hyperplans correspondant à un déplacement d̄ext = 3m, est extérieur à

l’ellipsoïde ε(P ). ε( 1
V̄ext

P ) s’obtient par la formule suivante :

ε(
1

V̄ext

P ) = {x ∈ R
6|xT Px ≤ V̄ext, V̄ext =

(2d̄ext − a)2

fQfT
}, (7.24)

où f = (0, 0, 2(lf − lS), 2, 0, 0). La valeur associée à d̄ext = 3m est V̄ext = 1.20. Le couple
maximal mobilisable pour des états x à l’intérieur de ε( 1

V̄ext
P ) est donné par :

C̄max =

√

V̄extKQKT (7.25)

sa valeur numérique est de 43.94Nm. Les valeurs maximales garanties pour les variables d’état
en cas d’activation à l’intérieur de l’ellipsoïde ε( 1

V̄ext
P ) sont données dans le Tableau 7.5. Elles

constituent en même temps la nouvelle région de sécurité L(Z̄M ).

Tab. 7.5 – Limites de la région de sécurité L(Z̄M ).

β̄M r̄M ψ̄M
L ȳM

L δ̄M
f

˙̄δM
f

0.098rad 0.652rad/s 0.264rad 1.99m 0.130rad 0.835rad/s

5.65◦ 37.38◦/s 15.14◦ 1.99m 7.46◦ 43.89◦/s

La cinquième stratégie de commutation a finalement été implantée numériquement comme
suit :
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7.4. Implantation pratique et résultats

– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 1.5Nm) ∧ (xT Px < V̄ext) ∧ [(yg > 1.3m) ∨ (yd < −1.3m)] ∧ (Inhibée = 0).

(7.26)
– Désactivation

T 21
r : (1.5Nm < |Cc| ≤ 6Nm) ∧ (xT Px ≤ V̄ext) ∧ (Inhibée = 0). (7.27)

Le test de sortie a été conduit dans une situation proche des conditions utilisées pour la
synthèse. La courbure de la route est inférieure à 0.008m−1 aux moments d’activation de la loi
d’assistance (voir Figure 7.12) et la vitesse longitudinale est maintenue entre 12m/s et 15m/s
(voir Figure 7.19 (a)).

Fig. 7.12 – Courbure de la route mesurée par l’algorithme de vision (4ème loi d’assistance, 5ème
stratégie de commutation).

Le conducteur a simulé une perte d’attention en ôtant ses mains du volant à l’entrée du virage
choisi pour le test. L’assistance s’est activée à t = 26.6s et à t = 87.8s, dès que les roues avant
du véhicule ont franchi la distance de 1.3m par rapport au centre de la voie. Cette distance est
tracée en ligne discontinue sur la Figure 7.13. Cette figure montre que l’avant du véhicule est
resté à l’intérieur des marquages pour les deux activations de l’assistance.

On remarque que pour un déplacement maximum prédit de plus de 2m au moment de l’acti-
vation de l’assistance, le déplacement effectif est resté en réalité autour de 1.4m (t = 26.6s). Cette
remarque est valable aussi pour la deuxième activation, pour laquelle, le déplacement anticipé
vaut 2.5m alors que le déplacement effectif n’est que de 1.44m (t = 87.8s). Ce comportement
indique que l’approximation de l’ensemble atteignable par un ellipsoïde reste toujours conserva-
trice. Ce fait est également vérifié par l’intermédiaire du couple moteur maximal requis pendant
la correction (39Nm, Figure 7.15), qui est inférieur à la valeur prédite (43.9Nm). L’approxima-
tion des coordonnées des roues avant par la formule linéaire, qui n’est pas fonction du rayon de
courbure, est suffisamment précise, car l’erreur absolue calculée est de l’ordre 10−3 (voir Figure
7.14).

Les valeurs maximales atteintes par les variables d’état après l’activation de l’assistance sont
en dessous des valeurs maximales prédites, données dans le Tableau 7.5 : angle de dérive 0.02rad,
1.14◦ (Figure 7.16 (a)), vitesse de lacet 0.19rad/s, 10.88◦s−1 (Figure 7.16 (b)), angle de cap relatif
0.07rad, 4.01◦ (Figure 7.17 (a)), écart latéral 0.79m (Figure 7.17 (b)), angle de braquage 0.04rad,
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Fig. 7.13 – Test en sortie de voie : Positions latérales des roues avant du véhicule en noir
(yg et yd) et déplacement maximal anticipé en rouge (4ème loi d’assistance, 5ème stratégie de
commutation).

Fig. 7.14 – Test en sortie de voie : Erreur d’approximation pour le calcul des coordonnées des
roues avant du véhicule yg et yd par la formule linéaire qui ne tient pas compte de la courbure
de la route (4ème loi d’assistance, 5ème stratégie de commutation).
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Fig. 7.15 – Test en sortie de voie : Couple d’assistance (4ème loi d’assistance, 5ème stratégie de
commutation).

2.29◦ (Figure 7.18 (a)), dérivée de l’angle de braquage 0.29rad/s, 16.61◦s−1 (Figure 7.18 (b)). Le
confort des passagers est préservé, car l’accélération latérale reste autour de 0.2g pendant toute
la durée d’activation de l’assistance (Figure 7.19 (b)).

(a) (b)

Fig. 7.16 – Test en sortie de voie : (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (4ème
loi d’assistance, 5ème stratégie de commutation).

Performances hors conditions nominales

Ces tests ont pour objectif de vérifier la réponse en régime transitoire de l’assistance pour
des activations en dehors des conditions nominales de développement et plus particulièrement en
ce qui concerne la courbure. L’activation présentée ici a eu lieu dans un virage de 0.017m−1 de
courbure, donc deux fois plus élevée que la valeur maximale supposée pour la synthèse de la loi
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(a) (b)

Fig. 7.17 – Test en sortie de voie : (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (4ème loi d’assistance,
5ème stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 7.18 – Test en sortie de voie : (a) Angle de braquage. (b) Dérivée de l’angle de braquage
(4ème loi d’assistance, 5ème stratégie de commutation).
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(a) (b)

Fig. 7.19 – Test en sortie de voie : (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (4ème loi
d’assistance, 5ème stratégie de commutation).

d’assistance (voir Figure 7.20). Remarquons aussi que le segment de voie choisi se prolonge par
un virage plus prononcé.

Fig. 7.20 – Courbure de la route donnée par l’algorithme de vision (4ème loi d’assistance, virages
très serrés).

La conséquence directe d’une courbure supérieure à celles considérées lors de la synthèse de
la loi de commande est la perte de validité des ensembles invariants garantis. Ceci se répercute
sur les bornes du déplacement latéral des roues avant ou de l’état du véhicule, bornes qui ne sont
plus garanties. L’activation de la loi de commande n’est donc plus fondée sur l’anticipation du
risque de sortie de voie. Néanmoins, le comportement de l’assistance à la conduite dans une telle
situation d’activation non-conforme à la synthèse présente également un intérêt pour l’analyse
en fonctionnement dégradé.

Remarque 7.4.1 Les ensembles ε(P ) et ε( 1
V̄ext

P ) n’ont plus la garantie d’être invariants pour
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Fig. 7.21 – Test en sortie de voie hors conditions nominales : Positions latérales des roues avant
du véhicule en noir (yg et yd) et déplacement maximal anticipé en rouge (4ème loi d’assistance,
virages très serrés).

une entrée de perturbation ρref > ρmax
ref , ou, plus spécifiquement dans ce cas, ρref > 0.008m−1.

On remarque qu’après l’activation de l’assistance, les trajectoires des roues avant dépassent
légèrement les marquages latéraux (voir Figure 7.21 à t = 196s). Ensuite, le véhicule se stabilise
autour du centre de la voie. Dans le second virage, le véhicule maintien un dépassement latéral
mais suit sans difficulté la voie. Le couple moteur reste inférieur à 25Nm (voir Figure 7.22) et
l’accélération latérale dépasse légèrement 0.2g (voir Figure 7.23 (b)).

Malgré les conditions d’activation très sévères quant à la courbure de la route, les valeurs des
variables d’état restent toujours acceptables : angle de dérive 0.029rad, 1.66◦ (voir Figure C.1
de l’Annexe C), vitesse de lacet 0.48rad/s, 27.5◦s−1 (voir Figure C.1 (b)), angle de cap relatif
0.07rad, 4.01◦ (voir Fig. C.2 (a)), écart latéral 1.67m (voir Figure C.2 (b)), angle de braquage
0.07rad, 4.01◦ (voir Figure C.3 (a)), dérivée de l’angle de braquage 0.07rad/s, 4.01◦s−1 (voir
Figure C.3 (b)).

Pour conclure, l’ensemble de ces valeurs démontre à nouveaux une excellente robustesse de
la loi de commande développée.

7.4.2 Implantation de la 5ème loi d’assistance

La 5ème loi d’assistance tient compte de la courbure de la route, supposée accessible à la
mesure, en ajoutant un terme de préfiltrage permettant d’en atténuer l’effet sur les performances
de suivi de voie. La gestion des commutations est assurée par la 6ème stratégie de commutation.
Les performances de l’assistance ont été encore une fois éprouvées par des tests sur véhicule
prototype.
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Fig. 7.22 – Test en sortie de voie hors conditions nominales : Couple d’assistance (4ème loi
d’assistance, virages très serrés).

(a) (b)

Fig. 7.23 – Test en sortie de voie hors conditions nominales : (a) Vitesse longitudinale. (b)
Accélération latérale (4ème loi d’assistance, virages très serrés).
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Calcul de la loi d’assistance, du terme de préfiltrage et de la fonction quadratique

Les valeurs numériques utilisées pour la mise en œuvre de l’Algorithme 7.2.2 décrit dans
une section précédente sont les suivantes : la vitesse longitudinale est fixée à 15m/s, la cour-
bure est supposée être limitée à ρmax

ref = 0.01m−1, soit 100m de rayon minimal. Les limites de
la région de « conduite normale » ont été choisies de telle sorte à ce qu’elle inclut l’état sta-
tionnaire du véhicule en situation de suivi de voie dans le virage de courbure ρmax

ref = 0.01m−1.
Cet état est déterminé à partir de l’expression (B.1) de l’Annexe B, les valeurs correspondantes
sont regroupées dans le Tableau 7.6. Les limites de la région de « conduite normale », choisie en
conséquence, se trouvent dans le Tableau 7.7. Le couple d’assistance doit quant à lui rester infé-
rieur à Cmax −σ2 = 62Nm. Cette valeur est supérieure aux valeurs choisies pour les précédentes
lois d’assistance. La pratique montre que le couple reste quoi qu’il en soit bien inférieur à cette
valeur.

Tab. 7.6 – État stationnaire du modèle « bicyclette » du véhicule pour v = 15m/s et ρref =
ρmax

ref = 0.01m−1.

βss rss (ψL)ss (δf )ss

−0.009rad 0.15rad/s −0.0006rad 0.027rad

−0.52◦ 8.59◦/s −0.035◦ 1.56◦

Tab. 7.7 – Limites de l’hypercube de « conduite normale » L(ZN ) pour v = 15m/s et ρmax
ref =

0.01m−1.

βN rN ψN
L yN

L δN
f δ̇N

f

0.013rad 0.174rad/s 0.017rad 0.1m 0.027rad 0.052rad/s

0.8◦ 10◦/s 1◦ 0.1m 1.6◦ 3◦/s

La résolution du problème BMI (7.13) avec les valeurs numériques adoptées conduit au gain
de retour d’état suivant :

K = (−351.90, −68.37, −728.44, −56.69, −620.60, −1.81). (7.28)

La valeur obtenue pour le terme de préfiltrage est Ff = 472.90. À titre de comparaison, la
méthode de calcul du terme de préfiltrage par annulation de l’erreur statique fournit, pour le
même gain K, un gain approximativement 9 fois plus élevé (F̄f = 4166.18). Le couple maximal
d’assistance, dans ce cas à l’intérieur de l’ensemble invariant ε(P ), serait de :

|Kx+F̄fρmax
ref | ≤ |Kx|+|F̄fρmax

ref | ≤ | max
x∈ε(P )

Kx|+|F̄fρmax
ref | ≤

√

KQKT +|F̄fρmax
ref |, où Q = P−1.

(7.29)
En valeur numérique, l’équation (7.29) devient :

|Kx + F̄fρmax
ref | ≤ 57.27Nm + 41.66Nm ⇒ |Kx + F̄fρmax

ref | ≤ 98.93Nm. (7.30)

Valeur, qui est donc supérieure à la limite imposée. Même si cette valeur est aussi liée au choix de
K, elle indique cependant l’intérêt de prendre en compte la limitation en amplitude de l’entrée
dès la synthèse de la loi de commande.
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De plus, la loi de commande obtenue par l’Algorithme 7.2.2 assure un ensemble ellipsoïdal
invariant ε(P ), et donc un déplacement maximum garanti des roues avant sur la voie qui est
inférieur à dext = 2.05m (pour des états initiaux à l’intérieur de ε(P )). La dynamique du véhicule
à l’intérieur de ε(P ) est bornée aux limites indiquées dans le Tableau 7.8. Ces limites ont été
choisies pour fixer la région de sécurité L(ZM ).

Tab. 7.8 – Limites de la région de sécurité L(ZM ).

βM rM ψM
L yM

L δM
f δ̇M

f

0.104rad 0.702rad/s 0.240rad 1.37m 0.118rad 0.830rad/s

5.97◦ 40.25◦/s 13.78◦ 1.37m 6.78◦ 47.60◦/s

Résultats des tests sur véhicule prototype

La loi de commande ainsi obtenue a été testée dans deux situations particulières : le suivi de
voie en conduite automatique sur une portion de piste incluant des virages modérés et prononcés
et le déclenchement de l’assistance en virage conformément à la 6ème stratégie de commutation.

Performances en suivi de voie

Ce test a eu comme objectif de vérifier la capacité de la loi d’assistance à suivre l’axe de la
voie de circulation. Pour ce test, le conducteur a déclenché volontairement l’assistance et a laissé
le véhicule évoluer sur un segment de la piste d’essai dont le profil de courbure est présenté sur
la Figure 7.24. Ce segment inclut deux virages de moins de 0.01m−1 de courbure, deux virages
de moins de 0.02m−1 de courbure et un virage de plus de 0.02m−1 de courbure.

Fig. 7.24 – Performances en suivi de voie : Courbure de la route donnée par l’algorithme de
vision (5ème loi d’assistance).
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Fig. 7.25 – Performances en suivi de voie : Positions latérales des roues avant en noir (yg et yd)
et déplacement maximal anticipé en rouge (5ème loi d’assistance).

Fig. 7.26 – Performances en suivi de voie : Couple total d’assistance en noir et composante
provenant de la correction en préfiltrage en rouge (5ème loi d’assistance).
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Pour tous les virages considérés, le véhicule a pu suivre la voie de manière stable en mode
automatique, même si la loi de commande a été conçue pour des routes de courbure inférieure
à 0.01m−1. De plus, les roues avant n’ont dépassé que légèrement les marquages latéraux pour
le virage à courbure supérieure à 0.02m−1 (de t = 95s à t = 120s sur la Figure 7.25). Pour la
partie de la piste à très faible courbure, le véhicule est resté très proche du centre de la voie (voir
Figures 7.25 et 7.28 (b) de t = 50s à t = 65s).

Le couple d’assistance est composé du retour d’état linéaire qui représente la plus forte
composante et du terme de correction en fonction de la courbure, accessible à la mesure par
l’algorithme de vision et la caméra en vision frontale (voir Figure 7.26). Le supplément de couple
dû à ce terme est inférieur à 5Nm pour les virages à courbure de moins de 0.01m−1 (de t = 30s
à t = 50s sur Figure 7.26) et dépasse légèrement 10Nm pour le virage à courbure de plus de
0.02m−1 (de t = 95s à t = 120s sur Figure 7.26). Ceci ne constitue donc qu’une correction
modérée, ajoutée pour atténuer l’influence de la courbure sur le suivi de voie.

Les variables d’état du véhicule sont présentées sur les Figures de 7.27 à 7.29. Les maxima at-
teints pendant ce test sont : 0.04rad (2.29◦) pour l’angle de dérive du vecteur vitesse, 0.53rad s−1

(30.38◦s−1) pour la vitesse de rotation en lacet, 0.04rad (2.29◦) pour l’angle de cap relatif, 1.16m
pour l’écart latéral en avant du véhicule, 0.09rad (5.15◦) pour l’angle de braquage et 0.15rad s−1

(8.59◦s−1) pour la dérivée de l’angle de braquage. Toutes ces valeurs ont été atteintes pendant
le passage du virage le plus serré (courbure de 0.02m−1, de t = 95s à t = 120s sur Figure 7.24).
Elles confirment la très bonne robustesse de la loi d’assistance, ainsi que les bonnes performances
du suivi de voie. Le confort des passagers n’a pas été affecté pendant le contrôle automatique,
comme le montre l’accélération latérale qui est restée inférieure à 0.25g (Figure 7.30 (b)), pour
une vitesse longitudinale variant entre 10m/s et 15m/s (Figure 7.30 (a)).

(a) (b)

Fig. 7.27 – Performances en suivi de voie : (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet
(5ème loi d’assistance).

Performances pour des sorties de voie par l’utilisation de la 6ème stratégie de commutation

Une fois les bonnes performances en suivi de voie établies, la réponse transitoire de la 5ème loi
d’assistance a été testée pour des cas d’activation avec un état éloigné du régime permanent. La
stratégie d’activation/désactivation a été réalisée conformément à la 6ème stratégie de commu-
tation. En tenant compte du déplacement maximal des roues avant, assuré par la loi d’assistance
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(a) (b)

Fig. 7.28 – Performances en suivi de voie : (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (5ème loi
d’assistance).

(a) (b)

Fig. 7.29 – Performances en suivi de voie : (a) Angle de braquage. (b) Dérivée de l’angle de
braquage (5ème loi d’assistance).
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7.4. Implantation pratique et résultats

(a) (b)

Fig. 7.30 – Performances en suivi de voie : (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale
(5ème loi d’assistance).

pour des déclenchements à l’intérieur de l’ensemble invariant ε(P ), dext = 2.05m, l’implantation
de la 6ème stratégie de commutation prend la forme suivante :

– Activation

T 12
r : (|Cc| ≤ 1.5Nm) ∧ (xT Px ≤ 1)∧

∧(2.05m − 0.25m ≤ dmax(x) ≤ 2.05m + 0.25m) ∧ (Inhibée = 0).
(7.31)

– Désactivation

T 21
r : (1.5Nm < |Cc| ≤ 4Nm) ∧ (xT Px ≤ 1) ∧ (Inhibée = 0). (7.32)

Pour activer l’assistance à partir du déplacement maximum anticipé, nous avons considéré
un intervalle de ±25cm autour de la valeur dext = 2.05m. Rappelons que pour un état initial x0,
dmax(x0) représente la demi-largeur d’une zone centrée sur la voie correspondant à l’ellipsoïde :

ε(
1

(x0)T Px0
P ) = {x ∈ R

6 : xT Px ≤ (x0)T Px0}. (7.33)

L’ellipsoïde ε( 1
(x0)T Px0 P ) est invariant seulement si ε(P ) ⊂ ε( 1

(x0)T Px0 P ). Par conséquent, dmax(x0)

est un déplacement maximal assuré par l’intervention de l’assistance en x0, seulement si dmax(x0) ≥
dext, dext = 2.05m.

Le test de sortie a été mené sur deux activations en virages à courbures inférieures à ρmax
ref =

0.01m−1 (voir Figure 7.31 t = 27s et t = 40s) et une activation en virage de courbure deux fois
supérieure à ρmax

ref = 0.01m−1, utilisée dans la synthèse de la loi d’assistance (voir Figure 7.31
t = 65s).

Les deux premières activations ont eu lieu au moment où le déplacement maximal anticipé
dmax(x) a franchi 1.7m = 2.05m−0.25m. En réalité les déplacements des roues avant par rapport
à l’axe de la voie sont restés inférieurs à 1.4m (voir Figure 7.32 à t = 27s et à t = 40s). Le véhicule
revient rapidement au centre de la voie après l’enclenchement de la loi d’assistance et se stabilise
sans oscillations.

La troisième activation de l’assistance, à t = 65s, n’a plus aucune garantie pour le déplacement
maximum de roues avant, car la valeur de l’entrée de courbure est supérieure à celle utilisée lors
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Fig. 7.31 – Courbure de la route donnée par l’algorithme de vision (5ème loi d’assistance, 6ème
stratégie de commutation).

Fig. 7.32 – Positions latérales des roues avant du véhicule en noir (yg et yd) et déplacement
maximal anticipé en rouge (5ème loi d’assistance, 6ème stratégie de commutation).
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7.5. Conclusions

Fig. 7.33 – Couple total d’assistance en noir et composante provenant de la correction en préfil-
trage en rouge (5ème loi d’assistance, 6ème stratégie de commutation).

de la synthèse de la loi d’assistance (voir Figure 7.31). Cependant, les trajectoires des roues
avant ne dépassent que légèrement les marquages latéraux et la loi démontre une robustesse
remarquable (voir Figure 7.32 de t = 65s à t = 80s). Ce comportement est obtenu malgré le
fait que le virage serré où l’assistance a été activée soit suivi par un virage de même courbure
maximale, mais d’orientation opposée.

Le couple d’assistance utilisé pendant les activations en virages à courbure |ρref | ≤ ρmax
ref

(ρmax
ref = 0.01m−1) est inférieur à 44Nm (voir Figure 7.33 de t = 26s à t = 36s et de t = 40s à

t = 48s). Cette valeur est notablement inférieure à la limite imposée dans la phase de synthèse
(62Nm). La composante du couple d’assistance correspondant à la compensation de la courbure
est plutôt faible, en dessous de 10Nm durant cet essai (voir Figure 7.33)

L’évolution des variables d’état est présentée sur les Figures 7.34 à 7.36. Les maxima atteints
par celles-ci pendant l’usage de l’assistance dans son domaine de développement (de t = 20s à
t = 60s) sont : 0.03rad (1.7◦) pour l’angle de dérive du vecteur vitesse, 0.4rad/s (23◦/s) pour la
vitesse de lacet, 0.047rad (2.69◦) pour l’angle de cap relatif, 0.64m pour l’écart latéral, 0.056rad
(3.21◦) pour l’angle de braquage et 0.32rad/s (18.34◦/s) pour la dérivée de l’angle de braquage.
Toutes ces valeurs sont inférieures à celles garanties par la théorie et présentées dans le Tableau
7.8. De plus, l’accélération latérale, inférieure à 0.3g, même lors du passage du virage le plus serré,
confirme la préservation du confort des passagers (voir Figure 7.37 (b)). La vitesse longitudinale
a varié pendant ce test entre 12m/s et 15m/s (voir Figure 7.37 (a)), sans aucune incidence sur
le fonctionnement.

7.5 Conclusions

Ce chapitre a mis en œuvre deux méthodes de synthèse d’assistances à la conduite pour
le maintien de voie, utilisables sur routes à courbure prononcée. Seule l’hypothèse de courbure
bornée est nécessaire à la synthèse. La première méthode suppose la courbure non accessible à
la mesure. La seconde méthode est fondée sur une mesure en temps réel de celle-ci.
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(a) (b)

Fig. 7.34 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet (5ème loi d’assistance, 6ème
stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 7.35 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral (5ème loi d’assistance, 6ème stratégie de
commutation).
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(a) (b)

Fig. 7.36 – (a) Angle de braquage. (b) Dérivée de l’angle de braquage (5ème loi d’assistance,
6ème stratégie de commutation).

(a) (b)

Fig. 7.37 – (a) Vitesse longitudinale. (b) Accélération latérale (5ème loi d’assistance, 6ème
stratégie de commutation).
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Cette différence mise à part, les deux assistances à la conduite ont des lois de commande
très semblables dans le principe. L’atténuation de l’effet d’une perturbation (non-mesurable ou
bien mesurable) par la minimisation de l’ensemble atteignable du système en boucle fermée sous
l’influence de la perturbation, pour des états initiaux de la région de « conduite normale », a
constitué l’objectif principal dans les deux cas. Une fonction quadratique a été cherchée simul-
tanément avec un vecteur de retour d’état pour circonscrire cet ensemble atteignable dans un
ensemble invariant, qui est ensuite minimisé. Dans les deux méthodes de synthèse, l’ensemble
invariant, et en conséquence, l’ensemble atteignable, a été contraint à appartenir à un ensemble
dont les états sont caractérisés par un couple d’assistance borné.

Les deux lois de commande qui en résultent ont une caractéristique importante : bien que n’as-
surant pas l’annulation de l’erreur de poursuite en régime permanent, les deux lois de commande
ont montré des bonnes performances pour un suivi de voie. Cependant, des bornes maximales
pour la trajectoire du véhicule sur la voie sont garanties.

Concernant le comportement des assistances à la conduite vis-à-vis des commutations, une
dynamique bornée est assurée grâce aux ensembles invariants établis et aux stratégies de com-
mutation. Ces ensembles invariants ont dans notre cas un rôle double : ils servent, d’une part, à
minimiser les ensembles atteignables et d’autre part à maintenir limitée la dynamique du véhicule
assisté représenté sous forme d’un automate hybride.

Les deux assistances développées ont été testées sur le véhicule prototype sur différents types
de scénarios :

– Le suivi de voie en mode automatique dans les conditions nominales, sur des segments de
piste avec des virages à courbure maximale égale à la courbure de la synthèse.

– Le test hors conditions nominales avec l’évaluation des performances du suivi de voie pour
des virages à forte courbure. Le véhicule a un comportement stable et a démontré la très
bonne robustesse des lois de commande.

– Le test des commutations et notamment les activations en virage qui constituent un des
enjeux difficiles des assistances. Les limites théoriques ont été totalement confirmées par la
pratique.

Cependant, certains aspects importants n’ont pas été pris en compte dans ce chapitre, c’est
le cas notamment de la perte de la linéarité de la dynamique latérale du véhicule. Les lois d’as-
sistances, des deux derniers chapitres, ont été développées sur la base d’un modèle « bicyclette »
linéaire et invariant du véhicule, qui évolue dans le domaine de linéarité du pneu. Cette linéarité
peut devenir une hypothèse difficile à vérifier en pratique, surtout pour la conduite en virage à
haute vitesse, où les accélérations latérales deviennent importantes. Le chapitre suivant est consa-
cré au passage vers le domaine de saturation du pneumatique et vers un modèle du véhicule dont
certains paramètres varient dans le temps.
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8

Prise en compte de la saturation des
forces de contact
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Ce chapitre est consacré à la conception et aux tests pratiques d’une assistance à la conduite
qui prend en compte la saturation potentielle des forces de contact pneumatiques-chaussée. Seul
le domaine de fonctionnement nominal de l’assistance qui correspond aux états discrets Σ1 et
Σ2, sera traité. De même, les transitions d’activation/désactivation ne seront pas abordées, mais
tous les prémisses seront satisfaites pour associer aux lois d’assistance conçues une des stratégies
de commutation proposées dans les Chapitres 6 et 7 selon le formalisme du système hybride
défini dans le Chapitre 5, Section 5.2. Il sera donc considéré par la suite, que le couple véhicule-
assistance est continuellement dans l’état discret Σ2.

La conception des lois de commande pour l’état discret Σ2 assurera a priori le respect des
spécifications du cahier de charges (Section 5.2.4 du Chapitre 5) pour un large spectre de forces
de contact et pour une route supposée rectiligne. Par la suite, les bornes de la dynamique latérale
du véhicule contrôlé seront calculées en considérant une courbure et une dérivée de la courbure
à valeurs crêtes limitées.

Le travail présenté dans ce chapitre est le fruit d’une collaboration avec le Dynamic Design
Laboratory de l’Université de Stanford (États-Unis). Il a été réalisé au cours d’un séjour de 3
mois au sein de ce laboratoire, en très étroite collaboration avec Kirstin L. R. Talvala, doctorante,
et le Professeur Christian J. Gerdes, directeur du DDL.

257



Chapitre 8. Prise en compte de la saturation des forces de contact

8.1 Modèle de force de contact avec prise en compte de la satu-
ration

L’hypothèse fondamentale utilisée dans cette thèse pour la conception de l’assistance suppose
que le véhicule se trouve dans une situation de « conduite normale » au moment de la dégradation
des capacités du conducteur (Hypothèse 5.2.1 du Chapitre 5). Cette hypothèse suppose aussi
implicitement que la dynamique du véhicule reste éloignée des limites physiques qui exigent
de fortes sollicitations latérales des pneumatiques, que l’adhérence de la route ne subit pas de
dégradation particulière et que les sorties de voie sont uniquement dues à un défaut de guidage,
suite, par exemple, à un endormissement du conducteur et non pas à une perte de stabilité au
sens de la dynamique véhicule.

Tout en gardant cette hypothèse, nous considérons dans ce chapitre une situation relativement
vraisemblable, qui n’était pas prise en compte lors de la conception de l’assistance dans les deux
chapitres précédents : l’assistance se déclenche, comme précédemment alors que le véhicule est
encore dans une situation de « conduite normale », mais, pendant son intervention, le véhicule
arrive sur une section de route à faible adhérence. Les performances de l’assistance, dans ce cas,
peuvent alors être fortement dégradées et les bornes sur la trajectoire du véhicule, calculées a
priori, ne sont plus valables, car l’hypothèse du modèle véhicule « bicyclette » à forces latérales
linéaires n’est plus vérifiée.

La cause principale de la dégradation des performances est la saturation des forces latérales.
En effet, initialement proportionnelles à l’angle de dérive, ces forces saturent au fur et à mesure
que le pneumatique est sollicité et que l’angle de dérive augmente. Au delà d’un certain seuil,
ces forces deviennent d’ailleurs quasiment constantes (glissement total). Notons aussi que la
saturation des forces, sur route à faible adhérence, intervient pour des valeurs d’angle de dérive
relativement faible, à 0.2g au lieu de 0.8g d’accélération pour une route d’adhérence nominale.
Les développements de ce chapitre concerneront principalement le cas des saturations dues à
une réduction de l’adhérence. L’autre situation, qui correspond au contrôle du véhicule pour la
saturation des forces latérales due à une forte accélération latérale, s’avéra être correctement
traité par l’assistance, même si cela n’a pas été pris explicitement en compte dans les objectifs.

Plusieurs modèles non-linéaires de forces latérales existent. Dans la Section 4.1.3 du Chapitre
4, Partie II) nous avions évoqué le modèle de Pacejka et [Swi06] utilise un autre modèle bien
établi dans la littérature, le modèle de Dugof, et exprime les forces latérales sous forme de non-
linéarités de type secteur. La stabilité de la loi de commande développée dans [Swi06] pour le
suivi de voie est garantie même si les forces saturent. À cet effet, une fonction de Lyapunov a été
trouvée par l’intermédiaire de l’approche « Positivstellensatz » pour un retour de sortie, formé
par l’écart latéral et par l’angle de cap relatif. Néanmoins, une approche fondée sur un modèle
analytique des forces de contact présente l’inconvenient de nécessiter la calibration précise des
paramètres du modèle de pneumatique choisi et conduit à une loi de commande dont la validité
est fortement liée à ce même modèle.

Une autre approche, beaucoup plus répandue, considère la saturation des forces latérales
et la variation du paramètre d’adhérence µ au travers des propriétés de robustesse de la loi de
commande. Ainsi [Li05] propose, via une approche fondée sur l’optimisation LMI, une loi de com-
mande pour le suivi de voie, robuste pour une large plage de variation du coefficient d’adhérence.
[Rah04] a effectué une analyse de robustesse par rapport au paramètre variant d’adhérence en
utilisant la méthode de la « µ-analyse » pour une loi de commande déjà synthétisée. Cependant,
la prise en compte de la variation du paramètre d’adhérence nous permet uniquement de rendre
compte d’un phénomène de dégradation de la force de contact que l’on peut alors assimiler à un
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phénomène de saturation.
L’objectif principal demeure donc de tenir compte de la saturation indépendamment du

phénomène mis en jeu. Pour cela, nous faisons appel dans ce chapitre à la paramétrisation des
forces latérales proposée par [Tal08] et [Ben05]. Les auteurs de [Tal08] et [Ben05] n’utilisent pas
de modèle particulier du pneu, la relation force de contact - angle de dérive est linéaire, mais le
facteur de proportionnalité est variant dans le temps. Pour un angle de dérive du pneu α ∈ R,
la force latérale est supposée varier entre ζminCα et ζmaxCα. [Tal08] définit ζmax = 1 et C qui
est une constante représentant le coefficient de proportionnalité maximal :

C = max
Fy valide

α∈R

Fy

α
. (8.1)

Il existe une correspondence précise entre cette représentation et les modèles issus des relevés
expérimentaux. Le maximum de l’équation (8.1) s’obtient à pleine adhérence, comme la tangente
à l’origine du diagramme donnant la force latérale en fonction de l’angle de dérive.

Fig. 8.1 – Courbes des forces latérales généralement obtenues pour des relevés expérimentaux
pour plusieurs valeurs du paramètre d’adhérence µ et les limites du secteur défini par ζminCα
et ζmaxCα.

Comme indiqué sur la Figure 8.1, la paramétrisation définit un secteur compris entre les deux
droites ζminCα et ζmaxCα. Selon l’ouverture du secteur, celui-ci peut englober, pour différentes
valeurs de l’adhérence, le domaine linéaire de la force latérale, la région de passage du domaine
linéaire au domaine de saturation et le domaine de saturation lui-même.

La force latérale dans le secteur (ζminCα; ζmaxCα) est donc décrite par :

Fy = ζCα, (8.2)

où ζ ∈ [ζmin, ζmax = 1] est un paramètre qui varie entre 1, quand le pneu à un comportement
parfaitement linéaire pour µ = 1, et ζmin quand le pneu est saturé. Notons que ζmin est un
paramètre toujours supérieur à zéro (voir Figure 8.2).
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Fig. 8.2 – Variation du paramètre ζ avec l’angle de dérive α pour plusieurs valeurs du paramètre
d’adhérence µ.

La paramétrisation fonctionne comme suit : l’évolution de la force latérale en fonction de
l’angle de dérive du pneu pour une adhérence constante (µ = const.) correspond à un ζ constant
dans le domaine linéaire puis à un ζ variable dès que la saturation apparaît comme la conséquence
d’une forte solicitation latérale. Pour des variations des conditions d’adhérence à solicitation
latérale constante, le paramètre ζ reste quasi-constant si la force latérale est dans le domaine
linéaire. De même, le paramètre ζ varie si une solicitation latérale provoque l’entrée dans le
domaine de saturation. En conclusion, la saturation des forces latérales correspond à une variation
du paramètre ζ, indépendamment de la cause de cette saturation. Le paramètre ζ englobe, en
effet, des non-linéarités provenant soit d’une surface de contact de faible adhérence, soit de limites
physiques du pneu pour des fortes sollicitations latérales en conditions de bonne adhérence.

Cette paramétrisation offre le double avantage de la simplicité et de la linéarité. Pour illustrer
ces aspects, reprenons le modèle du véhicule lié à la voie de l’équation (4.88), exposé dans la
Section 4.3.3 du Chapitre 4, Partie II :

˙̃x = Ãx̃ + B̃uδf + B̃ρρref + B̃ρ̇ρ̇ref . (8.3)

Le vecteur d’état vaut : x̃ = (ẏCG
L , ψ̇L, yCG

L , ψL)T . Les forces latérales qui agissent sur les
pneus avant et arrières sont écrites en fonction de deux paramètres ζF ∈ [ζmin

F , ζmax
F = 1] et

ζR ∈ [ζmin
R , ζmax

R = 1] :

(Ff )y = ζF CF αf , (Fr)y = ζRCRαr, (8.4)

où CF et CR sont deux constantes définies par la relation de l’équation (8.1).
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Les matrices apparaissant dans l’équation (8.3) prennent alors la forme suivante :

Ã =















− ζF CF +ζRCR

mv

ζRCRlr−ζF CF lf
mv

0 ζF CF +ζRCR

m

−ζF CF lf+ζRCRlr
vIz

− ζF CF l2
f
+ζRCRl2r

vIz
0

ζF CF lf−ζRCRlr
Iz

1 0 0 0

0 1 0 0















, B̃u =















ζF CF

m

ζF CF lf
Iz

0

0















(8.5)

B̃ρ =















1
m

(−ζF CF lf + ζRCRlr − mv2)

−ζF CF l2
f
−ζRCRl2r

Iz

0

0















, B̃ρ̇ =













0

−v

0

0













.

À la vue des expressions précédentes, l’intérêt pour cette paramétrisation est évident : le
modèle « bicyclette » du véhicule prend la forme d’un système linéaire à paramètres variants.
Les auteurs de [Tal08] et [Ben05] ont donc exprimé une non-linéarité par l’intermédiaire d’un
système linéaire avec deux paramètres variants à l’intérieur de deux intervalles. Chacune des
matrices Ã, B̃u, B̃ρ et B̃ρ̇ s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire de paramètres ζF et
ζR et de matrices constantes28 :

Ã = A0 + ζRA1 + ζF A2,

B̃u = ζF B2,

B̃ρ = Bρ0 + ζRBρ1 + ζF Bρ2,

B̃ρ̇ = Bρ̇0,

où (8.6)

A0 =









0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0









, A1 =









−CR/mv lrCR/mv 0 CR/m
lrCR/vIz −l2rCR/vIz 0 −lrCR/Iz

0 0 0 0
0 0 0 0









,

A2 =









−CF /mv −lfCF /mv 0 CF /m
−lfCF /vIz −l2fCF /vIz 0 lfCF /Iz

0 0 0 0
0 0 0 0









,

(8.7)

B2 =









CF /m
lfCF /Iz

0
0









, (8.8)

Bρ0 =









−v2

0
0
0









, Bρ1 =









lrCR/m
−l2rCR/Iz

0
0









, Bρ2 =









−lfCF /m
−l2fCF /Iz

0
0









, (8.9)

28Pour garder la simplicité des notations nous avons renoncé à transférer le « ∼ » dans les notations des matrices

A0, A1, A2, B2, Bρ0, Bρ1, Bρ2 et Bρ̇0.
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Bρ̇0 =









0
−v
0
0









. (8.10)

8.2 Synthèse des 6ème et 7ème lois de commande

Les lois d’assistance synthétisées dans cette section doivent respecter le cahier des charges
spécifié dans le Chapitre 5, Section 5.2.4 et ce même au delà du domaine linéaire des forces
latérales, à savoir :

– Assurer un ensemble invariant contenant la région de « conduite normale » et qui soit
inclus dans la région de sécurité.

– Minimiser l’excursion des trajectoires en dehors de la région de « conduite normale ».
– Utiliser une entrée de commande dont la limite est fixée lors de la synthèse.

Ces lois ont été synthétisées en angle de braquage, sur le modèle du véhicule lié à la voie présenté
dans les équations (8.3) et (8.5), en admettant que la route est rectiligne, soit ρref = ρ̇ref = 0 :

˙̃x = Ãx̃ + B̃uδf . (8.11)

Synthétisée d’abord sous la forme d’un retour d’état δf = δa
f = Kx̃, K ∈ R1×4, la loi d’assistance

est par la suite généralisée pour le cas d’un retour de sortie, la sortie étant définie par z̃ = C̃x̃,
et δa

f = Kz̃ = KC̃x̃ = K̃x̃ est également établie.
Notons que le véhicule expérimental de l’Université de Stanford, sur lequel ces lois ont été

mises en œuvre dispose d’une direction filo-commandée (« steer by wire »). L’angle de braquage
du conducteur ne sera donc pas pris en compte lors de la synthèse. Le système en boucle fermée
s’écrit :

˙̃x = (Ã + B̃uK)x̃, (8.12)

dans le cas d’une loi de commande par retour d’état et

˙̃x = (Ã + B̃uK̃)x̃ (8.13)

dans le cas d’une loi de commande par retour de sortie.
La procédure de synthèse est similaire à celle présentée dans le Chapitre 6, pour le cas des

forces latérales dans le domaine de linéarité. Elle aboutit, pour le retour d’état, à un problème
d’optimisation LMI et pour le retour de sortie à un problème d’optimisation BMI. Rappelons
que la procédure consiste à rechercher simultanément le vecteur de retour d’état ou de sortie
et une fonction de Lyapunov quadratique V (x) = xT Px, P ∈ R4×4, P = P T définie positive,
tels que la région de « conduite normale » formée par l’hypercube L(ZN ), ZN ∈ R4×4, soit
contenue dans une courbe de niveau convenable. La stabilité asymptotique est requise même en
cas de saturation des pneumatiques, c’est à dire pour toutes les valeurs des paramètres (ζF , ζR) ∈
[ζmin

F , ζmax
F = 1] × [ζmin

R , ζmax
R = 1].

L’algorithme de synthèse du retour d’état est comme suit :

Algorithme 8.2.1 (Synthèse de la 6ème loi de commande)
Il procède en deux étapes principales.

1. Calcul du vecteur de retour d’état K et de la fonction quadratique de Lyapunov

V (x) = xT Px
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8.2. Synthèse des 6ème et 7ème lois de commande

– Le vecteur de retour d’état K et la matrice P de la fonction quadratique V (x) = xT Px
sont déterminés sous la condition de la stabilité asymptotique du système de l’équation
(8.12). Cette condition conduit à une inégalité matricielle linéaire :

(A0Q + QAT
0 ) + ζR(A1Q + QAT

1 ) + ζF (A2Q + QAT
2 + B2Y + Y T BT

2 ) ≺ 0, (8.14)

où Q = P−1 et Y = KP−1. L’inégalité matricielle (8.14) est satisfaite pour (ζF , ζR) ∈
[ζmin

F , ζmax
F = 1] × [ζmin

R , ζmax
R = 1], si elle est satisfaite pour les limites du domaine de

définition des paramètres, soit (ζF , ζR) ∈ {ζmin
F , ζmax

F = 1} × {ζmin
R , ζmax

R = 1} (selon
le Lemme 3.4.2 du Chapitre 3, Partie II).
La prise en compte des variations de la vitesse longitudinale sur v ∈ [vmin, vmax] nécessite
une reparamétrisation et une reformulation de l’équation (8.14). À cet effet, les matrices
Â1, Ā1, Â2 et Ā2 doivent être utilisées, où :

A1 = Â1/v + Ā1,

A2 = Â2/v + Ā2,
(8.15)

et

Â1 =









−CR/m lrCR/m 0 0
lrCR/Iz −l2rCR/Iz 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









, Ā1 =









0 0 0 CR/m
0 0 0 −lrCR/Iz

0 0 0 0
0 0 0 0









, (8.16)

Â2 =









−CF /m −lfCF /m 0 0
−lfCF /Iz −l2fCF /Iz 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









, Ā2 =









0 0 0 CF /m
0 0 0 lfCF /Iz

0 0 0 0
0 0 0 0









. (8.17)

Les expressions ci-dessus permettent d’écrire la matrice Ã sous la forme :

Ã = A0 + ζRĀ1 + (ζR/v)Â1 + ζF Ā2 + (ζF /v)Â2. (8.18)

Une nouvelle paramétrisation est alors possible :

p1 = ζR/v, p2 = ζF /v. (8.19)

Cette paramétrisation présente l’avantage de rendre le système linéaire en les nouveaux
paramètres, cependant elle entraîne une augmentation du nombre de paramètres, ce qui
augmentera la complexité du problème d’optimisation. La matrice Ã prend finalement la
forme :

Ã = A0 + ζRĀ1 + p1Â1 + ζF Ā2 + p2Â2. (8.20)

L’inégalité matricielle de l’équation (8.14) devient alors :

(A0Q + QAT
0 ) + ζR(Ā1Q + QĀ1

T
) + p1(Â1Q + QÂ1

T
)+

+ζF (Ā2Q + QĀ2
T

+ B2Y + Y T BT
2 ) + p2(Â2Q + QÂ2

T
) ≺ 0.

(8.21)

L’inégalité matricielle (8.21) est satisfaite pour tout (ζR, ζF , p1, p2) ∈ [ζmin
R , 1]×[ζmin

F , 1]×
[pmin

1 , pmax
1 ]× [pmin

2 , pmax
2 ] si elle est satisfaite pour les sommets du domaine de définition
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des paramètres : ∀ (ζR, ζF , p1, p2) ∈ {ζmin
R , 1}× {ζmin

F , 1}× {pmin
1 , pmax

1 }× {pmin
2 , pmax

2 },
où les valeurs minimales et maximales des paramètres p1 et p2 sont données par :

pmin
1 =

ζmin
R

vmax , pmax
1 =

ζmax
R

vmin ,

pmin
2 =

ζmin
F

vmax , pmax
2 =

ζmax
F

vmin .
(8.22)

De plus, l’appartenance des paramètres (ζR, ζF , p1, p2) ∈ [ζmin
R , 1]×[ζmin

F , 1]×[pmin
1 , pmax

1 ]×
[pmin

2 , pmax
2 ] implique (ζR, ζF , v) ∈ [ζmin

R , 1]× [ζmin
F , 1]× [vmin, vmax]. En conséquence, si

l’inégalité (8.21) est satisfaite pour (ζR, ζF , p1, p2) ∈ [ζmin
R , 1]× [ζmin

F , 1]× [pmin
1 , pmax

1 ]×
[pmin

2 , pmax
2 ], elle est aussi satisfaite pour (ζR, ζF , v) ∈ [ζmin

R , 1]× [ζmin
F , 1]× [vmin, vmax].

La preuve est fournie dans l’annexe (D).
– La région de « conduite normale » devant être incluse dans l’ensemble invariant ε(P ) =

SV (1), ses sommets zi, i = 1, . . . , 16, doivent eux aussi appartenir à ε(P ) = SV (1). Cette
condition se traduit par la troisième contrainte du problème d’optimisation LMI (8.23).

– L’angle de braquage commandé doit demeurer inférieur à δmax
f pour tous les états de l’en-

semble ε(P ). Celui-ci doit donc appartenir au polyèdre L( 1
δmax
f

K) (quatrième contrainte

du problème d’optimisation LMI (8.23)).
– Les propriétés ci-dessus doivent être assurées pour des trajectoires du véhicule qui se

maintiennent sur la voie de circulation, ou proche de celle-ci. On exige pour cela que
l’ellipsoïde ε(P ) soit confiné dans un polyèdre L(h) = {x̃ ∈ R4 : |hx̃| ≤ 1}, où h =

(0, 0, 2
2Dmax−a

,
2lf

2Dmax−a
). Dmax peut être fixé soit à une demi-largeur de voie (L/2), soit

à la demi-largeur d’une zone centrée sur la voie, dans laquelle les roues avant du véhicule
doivent rester pendant toute la durée de l’intervention de l’assistance. Cette inclusion
prend la forme d’une inégalité matricielle représentée par la cinquième contrainte du
problème d’optimisation LMI (8.23).

Une fois rassemblées, les contraintes précédentes conduisent donc au problème d’optimisa-
tion LMI dont les variables de décision sont Q = P−1 et Y = KQ :

maximiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0,

(A0Q + QAT
0 ) + ζR(Ā1Q + QĀ1

T
) + p1(Â1Q + QÂ1

T
)+

+ζF (Ā2Q + QĀ2
T

+ B2Y + Y T BT
2 ) + p2(Â2Q + QÂ2

T
) ≺ 0,

∀ (ζR, ζF , p1, p2) ∈ {ζmin
R , 1} × {ζmin

F , 1} × {pmin
1 , pmax

1 } × {pmin
2 , pmax

2 },
(

1 zT
i

zi Q

)

º 0, i = 1, . . . , 8,

(

1 1
δmax
f

Y

( 1
δmax
f

Y )T Q

)

º 0,

hQhT − 1 ¹ 0.
(8.23)

La fonction de coût choisie dans le problème d’optimisation (8.23) permet de maximiser
la taille de l’ellipsoïde invariant ε(P ). Bien que ce choix entraîne de larges excursions du
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véhicule, avant de revenir dans le région de « conduite normale », il permet d’éviter une
réaction trop forte du système au moment de l’activation, réaction qui peut être particu-
lièrement néfaste si les forces de contact sont dans la zone de saturation. De plus, les
excursions des trajectoires en dehors de la région de « conduite normale » sont contraintes
à rester dans une zone centrée de largeur 2Dmax. Cette loi satisfait quoi qu’il en soit la
plupart des contraintes du cahier des charges, exception faite de l’objectif d’excursion mini-
male de la région de « conduite normale ». La priorité fixée à l’algorithme est d’assurer la
faisabilité du problème d’optimisation (8.23) pour une plage de variations des paramètres
(ζF , ζR) ∈ [ζmin

F , 1]× [ζmin
R , 1] la plus large possible, donc pour des forces de contact de plus

en plus saturées, en défaveur d’une dynamique proche à la région de « conduite normale ».

2. Test d’inclusion de ε(P ) dans L(ZM )

Une fois l’ensemble invariant ε(P ) obtenu, son inclusion dans la région de sécurité L(ZM )
doit être vérifiée. La région de sécurité L(ZM ) est définie par des limites sur les variables
d’état dont le dépassement est supposé désagréable pour les passagers (par exemple angle
de cap ou vitesse latérale très élevés). Par rapport à L(h), qui est une limite composée des
variables d’état, L(ZM ) tient compte de chaque composante du vecteur d’état. Précisons que
les limites de la région L(ZM ) peuvent être assez larges pour tenir compte d’une intervention
à la saturation des pneus.

Pour réaliser le test d’inclusion il suffit de comparer les limites de l’hypercube L(ZM ) avec
les projections de ε(P ) sur les quatre axes (voir équation (3.36) du Chapitre 3, Partie II).

Si le problème d’optimisation s’avère infaisable, ou si la condition d’inclusion dans la zone
de sécurité n’est pas vérifiée, l’algorithme doit être repris pour d’autres valeurs de Dmax ou
de δmax

f . Une modification des bornes délimitant la région de « conduite normale » L(ZN )
est également possible.

La synthèse d’une loi de commande par retour de sortie pour le système de l’équation (8.13)
nécessite d’apporter quelques changements mineurs à l’Algorithme de synthèse d’un retour d’état
8.2.1. Le vecteur de retour de sortie K intervient uniquement dans les deuxième et quatrième
contraintes du problème d’optimisation (8.23) (contraintes de stabilité et de limitation de l’angle
de braquage). Le remplacement dans ces contraintes du vecteur de retour d’état K par le produit
KC conduit à un problème d’optimisation sous contraintes matricielles bilinéaires, donc d’un
problème d’optimisation BMI. Un algorithme de résolution est proposé dans ce qui suit.

Algorithme 8.2.2 (Synthèse de la 7ème loi de commande)

La synthèse de la 7ème loi de commande est réalisée en deux étapes.

1. Calcul du vecteur de retour de sortie K et de la fonction de Lyapunov quadra-

tique V (x) = xT Px Le problème d’optimisation BMI (8.24) a pour variables de décision
Q = P−1 et K :
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maximiser tr(Q) ou det(Q) ou λmax(Q)

contraint par Q ≻ 0,

(A0Q + QAT
0 ) + ζR(Ā1Q + QĀ1

T
) + p1(Â1Q + QÂ1

T
)+

+ζF (Ā2Q + QĀ2
T

+ B2KC̃Q + QT C̃T KT BT
2 ) + p2(Â2Q + QÂ2

T
) ≺ 0,

∀ (ζR, ζF , p1, p2) ∈ {ζmin
R , 1} × {ζmin

F , 1} × {pmin
1 , pmax

1 } × {pmin
2 , pmax

2 },
(

1 zT
i

zi Q

)

º 0, i = 1, . . . , 8,

(

1 1
δmax
f

KC̃Q

( 1
δmax
f

KC̃Q)T Q

)

º 0,

hQhT − 1 ¹ 0.
(8.24)

Il est résolu grâce au logiciel PENBMI.

2. Test d’inclusion de ε(P ) dans L(ZM ) Le même type de test que pour l’Algorithme
8.2.1 doit être effectué. Les conditions de reprise de l’algorithme en cas d’échec sont aussi
identiques.

8.3 Implantation pratique et résultats

Comme souligné précédemment, les lois de commande synthétisées ont été implantées sur
un véhicule prototype équipé en « steer by wire ». Les performances de suivi de voie ont été
uniquement testées pour une réduction de l’adhérence.

8.3.1 Équipement du véhicule prototype « steer by wire »

Le véhicule prototype a été construit par l’Université de Stanford au Dynamic Design Labo-
ratory [Law05] (voir Figure 8.3). Les paramètres de ce véhicule sont connus avec précision, seuls
les éléments utiles pour le cadre de cette étude sont fournis dans le Tableau 8.1.

Le véhicule est équipé d’un système GPS NovAtel multi-antennes qui permet de mesurer
non seulement la position et la vitesse, mais aussi l’angle de cap relatif et l’angle de dérive du
vecteur vitesse [Bev02], [Ryu02]. Pour obtenir une mesure de position précise, deux récepteurs
GPS sont utilisés dans la configuration de GPS différentiel (Differential GPS, DGPS) : L’un de
ces récepteurs, couplé à une antenne de communication, sert de station de référence, l’autre étant
embarqué dans le véhicule communique avec le premier récepteur par liaison radio.

La mesure précise du cap utilise la technique de phase relative grâce à un récepteur NovAtel
BeeLine équipé de deux antennes placées de chaque côté du véhicule.

La période de rafraîchissement des données GPS étant plus lente par rapport à la dynamique
du véhicule, le système de positionnement est renforcé par des gyromètres et des accéléromètres
(Inertial Navigation System, INS). Les mesures provenant de l’INS sont fusionnées avec celles
du GPS à l’aide d’un filtre de Kalman qui fournit alors l’état du véhicule [Bev01], [Ryu04]. La
mesure de la dérive a été validée par une comparaison à un système de mesure de défilement
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Tab. 8.1 – Paramètres du véhicule « steer by wire ».

Paramètre Valeur

m 1724 kg
Iz 1300 N/m2

CF 53460 N/rad
CR 81972 N/rad
lf 1.35 m
lr 1.15 m
a 1.5 m

du sol par correlation optique (CORREVIT). Les résultats obtenus montrent une très bonne
précision du système GPS/INS utilisé [Tal05].

Les mesures de position et d’angle de cap sont comparées à une cartographie précise pour
calculer l’écart latéral au centre de gravité yCG

L et l’angle de cap relatif ψL par rapport à une
trajectoire prédéfinie. Les deux autres mesures nécessaires au contrôle, ẏCG

L et ψ̇L, sont calculées
à partir des relations de l’équation (4.84), Section 4.3.3 du Chapitre 4, Partie II. La trajectoire
de référence ρref est quant à elle fournie directement par la cartographie.

Fig. 8.3 – Véhicule expérimental « steer by wire » du laboratoire Dynamic Design Laboratory,
Université de Stanford.

Par ailleurs, le véhicule est équipé d’un système de contrôle automatique de la vitesse longitu-
dinale, qui permet d’accélérer jusqu’à une vitesse de consigne et de s’y maintenir. La vitesse pour
les essais présentés dans ce chapitre est fixée à 10m/s. Cette vitesse est amplement suffisante
pour atteindre la saturation des pneumatiques, car la piste d’essai est recouverte de gravier.

Bien que le véhicule « steer by wire » dispose d’un système de contrôle indépendant des
deux roues avant directrices, celui-ci n’a pas été utilisé. La bande passante élevée du mécanisme
permet néanmoins une plus grande facilité d’implantation de la loi d’assistance comparativement
à un véhicule muni d’une colonne de direction conventionnelle.

Des tests préliminaires ont permis de mettre en évidence le bruit sur la mesure de la vitesse
de rotation en lacet r. Ce bruit étant gênant pour le calcul de la dérivée de l’angle de cap relatif
ψ̇L, utilisée par la commande, celui-ci a pu être filtré par un filtre passe-bas réglé à 80 Hz.
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Tab. 8.2 – Bornes supérieures et inférieures des paramètres utilisés pour le calcul des lois d’as-
sistance par retour d’état et par retour de sortie.

Paramètre Valeur (retour d’état) Valeur (retour de sortie)

ζmin
F 0.25 0.2

ζmin
R 0.25 0.2

vmin 8 m/s 10m/s
vmax 12 m/s 10m/s
δmax
f 0.4 rad 0.4rad

Dmax 3.5 m 3.5 m

Une fois calculé, l’angle de commande δa
f est habituellement additionné à la consigne du

conducteur δc
f et la somme est transformée en un courant de consigne envoyé aux deux moteurs

électriques, moteurs qui réalisent le braquage des roues avants. L’objectif principal des essais
étant d’évaluer les performances de l’assistance en suivi automatique de voie en situations de
saturation des forces latérales, la consigne conducteur n’est pas transmise aux roues : δc

f = 0.
Dans ce cas, le véhicule est donc en mode automatisé, lorsque l’assistance est activée.

8.3.2 Implantation des deux lois d’assistance

Calcul des lois de commande et des fonctions de Lyapunov

Le calcul de la 6ème loi d’assistance par retour d’état par l’Algorithme 8.2.1 a été conduit
avec les paramètres des Tableaux 8.1, 8.2 et 8.3. La limite supérieure d’angle de braquage des
roues directrices est fixée à 0.4rad, soit 22◦, en accord avec les caractéristiques du véhicule
expérimental. Pour ce qui est du déplacement latéral des roues avant, la saturation des forces
latérales nous a orienté à privilégier la diminution de l’accélération latérale, donc à augmenter
le rayon de courbure de la trajectoire du véhicule, permettant ainsi des larges excursions par
rapport à l’axe de la voie. En conséquence, le déplacement maximal requis, Dmax, a été fixé à
3.5m tout en préservant la stabilité dynamique du véhicule.

La faisabilité du problème d’optimisation LMI de l’équation (8.23) est satisfaite pour des
valeurs très faibles des paramètres ζmin

F et ζmin
R . Ceci garantit la stabilité asymptotique pour un

large secteur des forces latérales qui inclut la région de saturation y compris pour de faibles valeurs
de l’adhérence. Il a été aussi vérifié que des variations de la vitesse longitudinale à l’intérieur de
l’intervalle allant de 8m/s à 12m/s n’affecte pas les performances de la commande par retour
d’état.

Le vecteur de retour d’état obtenu est :

K = (−0.0336, −0.1093, −0.0254, −1.2091). (8.25)

Les valeurs maximales des variables d’état assurées pour des activations de l’assistance à l’inté-
rieur de la courbe de niveau 1 de la fonction de Lyapunov calculée, ε(P ), ne sont pas élevées,
exception fait de la dérivée de l’angle de cap relatif (voir Tableau 8.4). Cependant, cette valeur
ψ̇M

L = 2.7rad/s demeure acceptable pour la région de sécurité, car pour des situations extrêmes,
une réaction très rapide des roues avant peut préserver la stabilité dynamique du véhicule.

La 7ème loi d’assistance, par retour de sortie, utilise uniquement les deux variables d’état
accessibles à la mesure sur la plupart des véhicules instrumentés pour le contrôle latéral : l’écart
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Tab. 8.3 – Limites de la région de « conduite normale » L(ZN ).

(ẏCG
L )N ψ̇N

L (yCG
L )N ψN

L

2 m/s2 0.3 rad/s 1 m 0.052 rad
2 m/s2 17.19◦/s 1 m 2.98◦

Tab. 8.4 – Limites de la région de sécurité L(ZM ).

(ẏCG
L )M ψ̇M

L (yCG
L )M ψM

L

3.03m/s2 2.70rad/s 2.77m 0.36rad
3.03m/s2 154.77◦/s 2.77m 20.63◦

latéral au centre de gravité et l’angle de cap relatif. La matrice C̃ est alors donnée par :

C̃ =

(

0 0 1 0
0 0 0 1

)

. (8.26)

L’Algorithme 8.2.2 est appliqué avec les paramètres des Tableaux 8.1 et 8.2. Le problème d’op-
timisation BMI de l’équation (8.24) a été résolu en utilisant le logiciel PENBMI fourni par la
société PENOPT GbR [Koc03]. La faisabilité du problème n’a pu être obtenue qu’au prix d’un
allégement du problème. La vitesse est considérée constante et le déplacement des roues avant
du véhicule sur la voie ainsi que la région de « conduite normale » ne sont pas pris en compte.
En conséquence, le problème d’optimisation BMI retenu contient uniquement les contraintes de
stabilité asymptotique et de limitation de l’angle de braquage :

maximise trace(Q)

contraint par Q ≻ 0,

(A0Q + QAT
0 ) + ζR(A1Q + QAT

1 )+
+ζF (A2Q + QAT

2 + B2KCQ + QCT KT BT
2 ) ≺ 0,

∀ (ζF , ζR) ∈ {ζmin
F , 1} × {ζmin

R , 1},
(

1 1
δmax
f

KC̃Q
1

δmax
f

QC̃T KT Q

)

º 0.

(8.27)

Le vecteur de retour de sortie qui en a résulté est :

K = (−0.0533, −1.0746). (8.28)

Même si aucune région de « conduite normale » n’a été prise en compte de manière explicite,
l’appartenance de l’état du véhicule à une région de sécurité peut être garantie grâce à l’ensemble
invariant ε(P ). Les projections de l’ellipsoïde ε(P ) sur les quatre axes, qui jouent aussi le rôle
de limites de la région de sécurité, se trouvent dans le Tableau 8.5. Mise à part l’angle de cap
relatif, ces limites sont près de deux fois plus faibles que celles assurées par la loi de commande
par retour d’état. Ceci ne conduit pas encore à conclure que la loi de commande par retour de
sortie aura de meilleures performances.
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Tab. 8.5 – Limites de la région de sécurité L(ZM ) dans le cas du retour de sortie.

(ẏCG
L )M ψ̇M

L yM
L ψM

L

1.62m/s2 1.67rad/s 1.43m 0.38rad
1.62m/s2 95.73◦/s 1.43m 21.78◦

Résultats des tests

Pour vérifier les performances des deux lois d’assistance, le véhicule « steer by wire » effectue à
la vitesse de consigne de 10m/s et en mode suivi automatique de voie deux tours d’une trajectoire
de référence formant une boucle. Comme signalé précédemment, l’adhérence a été dégradée par
l’utilisation de gravier.

La trajectoire de référence et les trajectoires réalisées par le véhicule sont présentées sur
la Figure 8.4. Les différences entre les trajectoires réalisées au premier et au second tour sont
principalement visibles dans le virage le plus serré. Elles sont dues au fait que le véhicule n’avait
pas encore atteint la vitesse de consigne 10m/s pendant le premier tour. Sur les sections de très
faible courbure le véhicule tend vers la trajectoire de référence, comme souhaité. Cependant, dans
les virages plus prononcés, la trajectoire du véhicule s’écarte de la référence. Ce comportement
est naturel, car les lois de commande ont été synthétisées en supposant des routes à courbure
nulle. La courbure de la trajectoire de référence agit comme une perturbation, dont l’influence
sera discutée dans la Section 8.4 de ce chapitre. On peut aussi noter que la loi d’assistance par
retour de sortie présente de meilleures performances pour le suivi de la trajectoire de référence
que la loi de commande par retour d’état. Pour le retour d’état, le véhicule s’éloigne davantage
de la référence dans les virages, et met par conséquent plus de temps pour la rejoindre dans les
sections rectilignes.

(a) (b)

Fig. 8.4 – Trajectoire de référence et trajectoire réalisée par le véhicule contrôlé latéralement
par (a) retour d’état, (b) retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).

La Figure 8.5 présente la vitesse longitudinale v, l’accélération latérale u̇ et la consigne en
angle de braquage δa

f pour une partie des essais. La ligne discontinue sur la figure de la consigne
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en angle de braquage représente la limite imposée à celui-ci : 23◦, soit 0.4rad. Nous remarquons
que cette limite n’est jamais atteinte pour les deux lois de commande, malgré les faibles rayons
de courbure de la trajectoire de référence. Ce fait indique que les solutions obtenues pour les lois
d’assistance après la résolution des problèmes d’optimisation LMI et BMI sont conservatrices.
En d’autres termes, la limite imposée pour l’angle de braquage lors de la synthèse a contraint
les trajectoires du système en boucle fermée dans des régions de l’espace d’état caractérisées par
des angles de braquage bien inférieurs à cette limite. Soulignons que pour les sections à courbure
non nulle aucune garantie de non-saturation de l’angle de braquage n’est assurée théoriquement
a priori.

L’accélération latérale atteint approximativement 4m/s2, 2m/s2 et 5m/s2 le long des dif-
férents virages de la trajectoire de référence (partie centrale de la Figure 8.5). Ces maxima
correspondent exactement aux passages dans les sections à forte courbure, fait indiqué par la
courbure de la trajectoire représentée sur la partie haute de la Figure 8.6. L’accélération latérale
observée pour le retour de sortie (partie droite de la Figure 8.5) est légèrement plus élevée que
dans le cas de retour d’état (partie gauche de la Figure 8.5).

(a) (b)

Fig. 8.5 – Vitesse longitudinale, accélération latérale et angle de braquage commandé par (a)
retour d’état, (b) retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).

La Figure 8.6 présente l’évolution des quatre variables d’état pour la section de test considérée.
La dérivée de l’angle de cap relatif est calculée à partir du signal filtré de la vitesse de rotation en
lacet r. Le long des sections à faible courbure de la trajectoire de référence, les variables d’état
tendent vers zéro, elles mettent en évidence la stabilité asymptotique des lois de commande.
Comparée à la loi de commande par retour d’état, la loi de commande par retour de sortie
confère un comportement sollicitant plus la dynamique du véhicule contrôlé. Le long du virage
le plus serré (partie droite de la Figure 8.6 à t = 51s pour le retour de sortie et la partie gauche
de la Figure 8.6 à t = 48s pour le retour d’état) le retour de sortie engendre une large erreur
dans la vitesse latérale ẏCG

L et dans l’angle de cap relatif ψL. Cependant, cette loi d’assistance
réduit l’erreur sur l’écart latéral à zéro pour les sections en ligne droite, ce que la commande par
retour d’état ne réussit pas. D’une manière générale et même pour les sections à forte courbure,
l’erreur sur l’écart latéral au centre de gravité est plus faible pour le retour de sortie que pour le
retour d’état.

Rappelons que les lois de commande ont été conçues pour satisfaire les exigences du cahier
des charges pour une large plage des paramètres ζF et ζR. Les courbes expérimentales des forces
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(a) (b)

Fig. 8.6 – Courbure de la trajectoire de référence et variables d’état pour (a) le retour d’état,
(b) le retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).
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latérales avant et arrière en fonction de l’angle de dérive sont visibles sur les Figures 8.7 et 8.8.
Les figures contiennent aussi les droites de pente ζC, où ζ est soit la valeur minimale, soit la
valeur maximale des paramètres ζF et ζR, valeurs pour lesquelles les lois d’assistance ont été
calculées.

Les valeurs des angles de dérive des pneus, αf et αr, ont été calculées à partir des données du
système GPS/INS qui fournit une mesure de l’état du véhicule. Les valeurs des forces latérales,
(Ff )y and (Fr)y ont été calculées à partir des équations en régime permanent en virage :

(Ff )y =
u̇(Ff )z

g
, (Fr)y =

u̇(Fr)z

g
, (8.29)

où u̇ est l’accélération latérale mesurée par le système GPS/INS, g est l’accélération gravita-
tionnelle, (Ff )z et (Fr)z sont les forces normales sur les essieux avant et arrière en négligeant le
transfert de charge entre essieux :

(Ff )z = mg
lr

lf + lr
, (Fr)z = mg

lf
lf + lr

. (8.30)

Les forces latérales ont été filtrées pour éliminer les hautes fréquences (plus de 15Hz), les ten-
dances des courbes sont par conséquent plus facilement observables. Précisons que les courbes
des forces latérales n’ont qu’une valeur indicative de la tendance de linéarité ou de saturation.
Elles résultent en effet de deux hypothèses difficiles à vérifier en pratique : le régime permanent
en virage et l’absence de transfert de charge.

Dans les courbes expérimentales des forces latérales en fonction de l’angle de dérive, les satu-
rations obtenues pour les deux lois de commande se trouvent dans les secteurs (ζminCα, ζmaxCα)
dans tous les cas. Ceci montre que les essais ont été effectués dans le domaine de validité des
deux lois de commande.

Pour les forces latérales agissant sur les pneus avant (Figure 8.7) les courbes expérimentales
s’aplatissent et montrent que les lois de commande ont opéré au delà du domaine linéaire du
pneu. La saturation est plus évidente dans le cas de retour de sortie, ce qui est en accord avec
l’accélération latérale qui est plus élevée dans ce cas. Les forces latérales agissant sur les pneus
arrières entrent elles aussi dans la zone de saturation, mais d’une façon moins prononcée (Figure
8.8).

Les Figures 8.9 et 8.10 présentent respectivement l’évolution des angles de dérive et des
forces latérales en fonction du temps. Les angles de dérive les plus élevés correspondent bien aux
passages par les sections à forte courbure.

Les essais conduits pour les deux lois d’assistance ont confirmé les excellentes performances
des lois d’assistance dans les conditions de saturation des forces latérales. Les deux lois de com-
mande assurent le suivi de la trajectoire de référence, malgré des perturbations importantes (la
courbure de la trajectoire référence) qui n’ont pas été prises en compte dans la phase de synthèse.
La loi d’assistance par retour de sortie assure un meilleur suivi de la trajectoire de référence que
la loi d’assistance par retour d’état. Plusieurs explications peuvent être avancées : cette loi de
commande a été conçue en imposant moins de contraintes, l’erreur à minimiser par régulation
est constituée des deux variables de bouclage : l’erreur sur l’écart latéral au centre de gravité et
l’erreur sur l’angle de cap relatif. Par conséquent, les dérivées de l’écart latéral et de l’angle de
cap relatif sont réduites de manière secondaire, grâce à la stabilité asymptotique du système en
boucle fermée.
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(a) (b)

Fig. 8.7 – Courbes expérimentales de la force latérale en fonction de l’angle de dérive pour les
pneus avant : (a) retour d’état, (b) retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).

(a) (b)

Fig. 8.8 – Courbes expérimentales de la force latérale en fonction de l’angle de dérive pour les
pneus arrières : (a) retour d’état, (b) retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).
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(a) (b)

Fig. 8.9 – Angle de dérive et force latérale des pneus avant pour : (a) le retour d’état, (b) le
retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).

(a) (b)

Fig. 8.10 – Angle de dérive et force latérale pour les pneus arrières pour (a) le retour d’état, (b)
le retour de sortie (6ème et 7ème lois d’assistance).
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8.3.3 Assistance au maintien de voie et contrôle du mouvement de lacet

Même si l’objectif principal des lois d’assistance synthétisées dans ce chapitre est le suivi
d’une trajectoire de référence, notamment assimilée au centre de la voie, et la correction de la
trajectoire lors d’une sortie de voie nous allons explorer dans cette section un aspect inattendu
des contrôleurs obtenus : leur capacité à réaliser également un contrôle de mouvement de lacet
du véhicule. Cette fonction est généralement réalisée par un système de type ESP (Electronic
Stability Programme) [Bos00], qui ne tient pas compte de la position du véhicule sur la voie.

Sans entrer dans les détails, mentionnons que les systèmes de type ESP :
– détectent le comportement effectif du véhicule à partir de la vitesse de lacet, de l’accéléra-

tion latérale, de l’angle de braquage et d’autres capteurs placés au niveau des roues,
– agissent soit via un moment de lacet obtenu par freinage différentiel, soit via un angle de

braquage [Oha08] ou une combinaison moment de lacet - angle de braquage [Nag02] pour
rapprocher le comportement du véhicule de celui souhaité par le conducteur en suivant un
modèle de consigne de vitesse de lacet, qui soit dynamiquement stable et qui reste dans les
limites physiques offertes par la surface de contact pneumatique-chaussée.

Dans cette thèse, les spécifications du cahier des charges ne présentaient aucune exigence sur
le suivi d’une référence de vitesse de lacet. Cependant, le critère de stabilité asymptotique du
véhicule vers une trajectoire de référence qui suit le centre de la voie entraîne la convergence de
la vitesse de lacet vers zéro en régime permanent pour une route à faible courbure. De plus, les
lois d’assistance ont été synthétisées pour satisfaire le cahier des charges pour une large plage des
paramètres ζF et ζR. On peut alors s’attendre à des propriétés induites de contrôle du mouvement
de lacet.

Pour explorer cette supposition, un essai a été effectué sur une surface d’adhérence réduite
par adjonction de gravier. Le régulateur de vitesse et la 6ème loi d’assistance ont été activés
pour réaliser un suivi d’une trajectoire de référence à courbure quasi-constante ρref = 0.03m−1

en conduite automatique. La vitesse longitudinale a été fixée à 12m/s. La situation de conduite
aux limites de la stabilité dynamique a été provoquée par un freinage brusque du véhicule. On
se sert du contrôle longitudinal et du positionnement par GPS pour enclencher le freinage au
même endroit pour tous les essais.

Deux tests ont été conduits de cette manière. Dans le premier test, le contrôle latéral est
désactivé au moment du freinage, tout en gardant un angle de braquage constant. Dans le
deuxième test, le contrôle latéral a été maintenu actif durant et après le moment de freinage. Le
comportement du véhicule dans les deux cas est radicalement différent : sans contrôle latéral, le
véhicule part en instabilité de type survireur, alors qu’avec le contrôle latéral, il suit la trajectoire
de référence temporairement, jusqu’à l’arrêt. Ce comportement est visible sur la Figure 8.11. Il
indique clairement une fonction de contrôle du mouvement de lacet de la loi d’assistance testée.

Le comportement dynamique du véhicule doit être observé durant la seconde qui suit l’ini-
tiation du freinage par le système automatique. Pendant cet intervalle de temps, le conducteur
n’a pas le temps de réagir, puisque son temps de réaction est de cet ordre. En conséquence, sans
loi d’assistance, on suppose que l’angle de braquage reste constant.

La vitesse longitudinale pour les deux tests est présentée sur la partie supérieure de la Figure
8.12. Dans les deux cas la vitesse chute de 12m/s à 9m/s. L’angle de braquage nécessaire pour
prévenir l’instabilité dynamique du véhicule a une allure remarquable (voir la partie inférieure à
droite de la Figure 8.12). L’amplitude de l’angle de braquage n’est que de 0.07rad, soit 4◦, et elle
est atteinte 0.7s après l’initiation du freinage. L’assistance réagit bien dans le temps de réaction
du conducteur.

L’effet de la loi d’assistance de maintien de voie sur la stabilité en lacet du véhicule est
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(a) (b)

Fig. 8.11 – Trajectoire de référence et trajectoire réalisée par le véhicule pour le freinage avec
(a) contrôle latéral désactivé, (b) contrôle latéral activé.

(a) (b)

Fig. 8.12 – Vitesse longitudinale, accélération latérale et angle de braquage pour le freinage avec
(a) contrôle latéral activé, (b) contrôle latéral désactivé.
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incontestable à la vue de l’évolution de l’angle de cap relatif, présentée en bas de la Figure 8.13.
Dans le cas non contrôlé latéralement, Figure 8.13 (a), l’angle de cap relatif atteint 0.4rad, soit
23◦, durant la première seconde qui suit le freinage, alors que le contrôle latéral maintient l’angle
de cap relatif à une valeur 10 fois plus faible, inférieure à 0.05rad, soit 2.8◦. La loi d’assistance
maintient également une dérivée de cap relatif inférieure à 0.15rad/s (8.5◦/s), valeur qui approche
l’état stationnaire obtenu avant le moment du freinage (voir Figure 8.13 (b) au milieu), alors
qu’elle atteint 1rad/s (57◦/s) pour le cas non contrôlé (voir Figure 8.13 (a) au milieu).

La vitesse de variation de l’écart latéral peut être considérée comme un indicateur du confort
des passagers. La loi de contrôle latéral proposée maintient un bon compromis entre la stabilité
en lacet du véhicule et la vitesse en latéral. La vitesse de variation de l’écart latéral est maintenue
presque constante avant, durant et après le freinage, si la loi d’assistance pour le contrôle latéral
reste activée (voir la figure en haut de la Figure 8.13 (b)). Cependant, pour une désactivation
de la loi de commande, ẏCG

L atteint 0.2m/s dans la première seconde qui suit le freinage (voir la
partie supérieure de la Figure 8.13 (a)).

(a) (b)

Fig. 8.13 – Vitesse de l’écart latéral, dérivée de l’angle de cap relatif et angle de cap relatif pour
le freinage avec : (a) contrôle latéral désactivé, (b) contrôle latéral activé.

Un autre aspect d’intérêt est l’évolution des angles de dérive avant et arrière, qui sont présen-
tés sur la Figure 8.14. Suite au freinage d’urgence, l’angle de dérive croît à 0.2rad (11◦) pour les
pneus avant et à 0.4rad (23◦) pour les pneus arrières si le contrôle latéral est désactivé (Figure
8.14 (a)). Ces valeurs correspondent à une saturation des pneus et indique une situation diffi-
cilement contrôlable par le conducteur. En revanche, le contrôle latéral, maintenu actif durant
et après le freinage d’urgence, limite les angles de dérive des pneus avant et arrière à 0.05rad
(2.86◦), respectivement 0.1rad (5.72◦) (Figure 8.14 (b)). Ces amplitudes indiquent que les forces
latérales se trouvent, dans ce cas, très probablement dans le domaine de linéarité, malgré le frei-
nage d’urgence sur une surface à adhérence réduite. La loi d’assistance conçue initialement pour
assurer le suivi d’une trajectoire de référence liée à la voie pourrait alors permettre au conducteur
de maintenir le contrôle en lacet du véhicule malgré son retard de réaction.
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(a) (b)

Fig. 8.14 – Angle de dérive des pneus arrières et avant pour : (a) contrôle latéral désactivé, (b)
contrôle latéral activé.

8.4 Robustesse des lois d’assistance vis-à-vis de l’entrée de per-
turbation due à la courbure

Les lois d’assistance ont été synthétisées sous l’hypothèse d’absence de courbure, soit ρref = 0.
Néanmoins, les essais pratiqués pour le suivi d’une trajectoire de référence à courbure modérée
et accentuée se sont conclus avec succès.

Il est quand même utile d’évaluer, avant implantation sur le véhicule, les limites de l’erreur
entre la trajectoire réalisée par le véhicule et la trajectoire de référence courbe, notamment
dans les conditions de saturation des forces latérales, sous l’effet de l’entrée de courbure. Cette
évaluation pour une vitesse longitudinale constante sera l’objet de cette section. Après l’exposé
de la méthode de calcul, les bornes déterminées numériquement seront comparées aux valeurs
obtenues durant les tests pratiques.

8.4.1 Approche théorique du calcul

Rappelons que le modèle du véhicule en boucle fermée, avec une entrée de courbure non-nulle,
résulte du modèle véhicule de l’équation (4.88) du Chapitre 4, Partie II :

˙̃x = Ãclx̃ + B̃ρρref + B̃ρ̇ρ̇ref , (8.31)

Dans cette équation, Ãcl = Ã + B̃uK, pour une loi d’assistance par retour d’état δa
f = Kx̃, et

Ãcl = Ã+B̃uKC̃ = Ã+B̃uK̃, pour une loi d’assistance par retour de sortie δa
f = KC̃x̃. Précisons

que le calcul des bornes sur la trajectoire du véhicule contrôlé ne dépend pas de la méthode de
synthèse des vecteurs de retour d’état ou de retour de sortie K. Ces vecteurs sont considérés
invariants, connus a priori et assurent des valeurs propres à partie réelle négative pour la matrice
Ãcl. Comme la forme algébrique obtenue pour le retour de sortie est similaire avec celle pour le
retour d’état, en remplaçant le vecteur K par le vecteur K̃ = KC̃, l’approche sera uniquement
détaillée pour le retour d’état.
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Les bornes de l’erreur de suivi de trajectoire sont déterminées à partir de l’estimation de
l’ensemble atteignable par le système en boucle fermée sous l’influence de la courbure, bornée en
amplitude et en vitesse de variation : |ρref | ≤ ρmax

ref et |ρ̇ref | ≤ ρ̇max
ref . Les limites de la courbure

et de sa dérivée sont supposées être connues a priori. Cette hypothèse est facilement vérifiable
pour des routes réelles.

Encore une fois, des variables de normalisation seront utilisées : w1 et w2, où w1 ∈ R, w2 ∈ R

et wT
1 w1 ≤ 1, wT

2 w2 ≤ 1 : ρref = ρmax
ref w1 et ρ̇ref = ρ̇max

ref w2. Avec ces notations, l’équation (8.31)
s’écrit :

˙̃x = Ãclx̃ + B̃ρρref + B̃ρ̇ρ̇ref = Ãclx̃ + B̃w1
w1 + B̃w2

w2, où

B̃w1
= B̃ρρ

max
ref , B̃w2

= B̃ρ̇ρ̇
max
ref .

(8.32)

Si les forces latérales sont exprimées en fonction des paramètres ζF et ζR, comme dans l’équation
(8.4), la forme paramétrique des matrices du système précédent résulte de l’équation (8.6) :

Ã = A0 + ζRA1 + ζF A2,

B̃u = ζF B2,

B̃w1
= ρmax

ref Bρ0 + ρmax
ref ζRBρ1 + ρmax

ref ζF Bρ2,

B̃w2
= ρ̇max

ref Bρ̇0.

(8.33)

L’approximation de l’ensemble atteignable du système de l’équation (8.32) sous l’effet de
perturbations bornées en valeur crête est réalisée à travers un ellipsoïde invariant extérieur à
l’ensemble atteignable calculé par des méthodes d’optimisation BMI [Boy94]. L’Exemple 3.4.1
du Chapitre 3, Partie II traite un cas plus complexe par cette méthode, où une loi d’assistance et
l’ellipsoïde invariant minima sont déterminés simultanément. Ce fut aussi le cas dans l’Algorithme
7.2.1 du Chapitre 7, où une loi de commande pour le suivi des routes avec des virages significatifs
a été synthétisée.

Dans le cas présent, la loi de commande par retour d’état est déjà connue et l’état initial
est supposé être à l’origine du système. L’objectif est donc de déterminer l’ellipsoïde invariant le
plus petit possible qui contient l’ensemble atteignable du véhicule.

Pour cela, on considère une fonction quadratique V (x̃) = x̃T Rx̃, avec R ∈ R4×4 une matrice
symétrique et définie positive. La courbe de niveau 1 de cette fonction représente un ellipsoïde,
SV (1) = ε(R). Cet ellipsoïde est invariant aux dynamiques du système de l’équation (8.32), et
contient en conséquence son ensemble atteignable, si

V̇ (x̃) ≤ 0 (8.34)

pour tout x̃ ∈ R4 tel que V (x̃) ≥ 1, pour tout w1 ∈ R tel que wT
1 w1 ≤ 1 et pour tout w2 ∈ R tel

que wT
2 w2 ≤ 1. L’équation (8.34) correspond à :

x̃T (ÃT
clR + RÃcl)x̃ + x̃T RB̃w1

w1 + wT
1 B̃T

w1
Rx̃ + x̃T RB̃w2

w2 + wT
2 B̃T

w2
Rx̃ ≤ 0,

(∀ x̃ ∈ R4 tel que x̃T Rx̃ ≥ 1) et
(∀w1 ∈ R tel que wT

1 w1 ≤ 1) et
(∀w2 ∈ R tel que wT

2 w2 ≤ 1).

(8.35)

En appliquant la S-procédure, la condition de l’équation (8.35) est vérifiée s’il existe α > 0, β > 0
et γ > 0 tels que :

x̃T (ÃT
clR + RÃcl)x̃ + x̃T RB̃w1

w1 + wT
1 B̃T

w1
Rx̃ + x̃T RB̃w2

w2 + wT
2 B̃T

w2
Rx̃ ≤

α(1 − x̃T Rx̃) + β(wT
1 w1 − 1) + γ(wT

2 w2 − 1).
(8.36)
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L’équation (8.36) est équivalente à l’existence de α > 0, β > 0 et γ > 0 tels que :









x̃
w1

w2

1









T 







ÃT
clR + RÃcl + αR RB̃w1

RB̃w2
0

B̃T
w1

R −β 0 0

B̃T
w2

R 0 −γ 0
0 0 0 β + γ − α

















x̃
w1

w2

1









≤ 0. (8.37)

L’inégalité (8.37) peut être développée et écrite comme une inégalité matricielle de la façon
suivante :









ÃT R + KT B̃T
u R + RÃ + RB̃uK + αR RB̃w1

RB̃w2
0

B̃T
w1

R −β 0 0

B̃T
w2

R 0 −γ 0
0 0 0 β + γ − α









¹ 0, (8.38)

où l’expression Ãcl = Ã + B̃uK a été utilisée.
En notant Z = R−1 et en multipliant l’équation (8.38) à droite et à gauche par la matrice

(

Z 0
0 I3

)

(8.39)

cette inégalité devient :









ZÃT + ZKT B̃T
u + ÃZ + B̃uKZ + αZ B̃w1

B̃w2
0

B̃T
w1

−β 0 0

B̃T
w2

0 −γ 0
0 0 β + γ − α









¹ 0. (8.40)

Rappelons que les limites recherchées dans cette section doivent aussi tenir compte de la
saturation des forces latérales. Cette saturation est prise en compte via l’appartenance des forces
aux secteurs [ζmin

F CF αf , CF αf ] et [ζmin
R CRαr, CRαr].

Le calcul d’un ensemble invariant ellipsoïdale qui couvre cette condition résulte du problème
de l’équation (8.40). Ceci est possible grâce à la linéarité de l’inégalité matricielle vis-à-vis les
paramètres ζF et ζR. En effet, le développement des expressions de matrices de l’équation (8.40)
permet d’obtenir :











ZAT
0 + A0Z + αZ ρmax

ref B̃ρ0 ρ̇max
ref B̃ρ̇0 0

ρmax
ref B̃T

ρ0 −β 0 0

ρ̇max
ref B̃T

ρ̇0 0 −γ 0

0 0 0 β + γ − α











+

+ζR









ZAT
1 + A1Z ρmax

ref Bρ1 0 0

ρmax
ref BT

ρ1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









+

+ζF









ZAT
2 + ZKT BT

2 + A2Z + B2KZ ρmax
ref Bρ2 0 0

ρmax
ref BT

ρ2 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









¹ 0.

(8.41)
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L’inégalité matricielle (8.41) étant linéaire en ζF et ζR, une fois la matrice Z = ZT , Z ≻ 0
calculée pour (ζF , ζR) ∈ {ζmin

F , 1} × {ζmin
R , 1}, elle sera vérifiée pour tout (ζF , ζR) ∈ [ζmin

F , 1] ×
[ζmin

R , 1].
Pour résumer, la recherche d’un ellipsoïde invariant de taille minimale qui contient l’ensemble

atteignable du système (8.31) résulte du problème d’optimisation BMI suivant :

minimiser trace(Z)
contraint par l’éq. (8.41) pour (ζF , ζR) ∈ {ζmin

F , 1} × {ζmin
R , 1}. (8.42)

Les variables de décisions sont les scalaires positifs α, β et γ et la matrice symétrique et définie
positive Z. Le problème d’optimisation BMI (8.42) minimise la trace de la matrice Z afin de
minimiser la taille de l’ellipsoïde ε(R). Les valeurs maximales des projections de cet ellipsoïde
sur les quatre axes (ẏCG

L , ψ̇L, yCG
L , ψL) sont données par les racines carrées des éléments de

la diagonale de la matrice Z. Elles représentent les limites recherchées pour la trajectoire du
véhicule contrôlé : (ẏCG

L )max =
√

z11, (ψ̇L)max =
√

z22, (yCG
L )max =

√
z33 et (ψL)max =

√
z44.

Afin de calculer ces limites de façon plus précise, le problème d’optimisation (8.42) a été
adapté comme suit :

minimiser (vj)T Zvj

contraint par l’éq. (8.41) pour (ζF , ζR) ∈ {ζmin
F , 1} × {ζmin

R , 1}, (8.43)

où j = 1, . . . , 4 et v1 = [1, 0, 0, 0]T , v2 = [0, 1, 0, 0]T , v3 = [0, 0, 1, 0]T et v4 = [0, 0, 0, 1]T .
Dans ce nouveau problème d’optimisation BMI, pour chaque j la fonction de coût a été formulée
pour minimiser zj,j autrement dit la limite de la variable d’état j. Les quatre ellipsoïdes obtenus
admettent l’ensemble atteignable comme leur intersection (Figure 8.15).

Fig. 8.15 – Approximation des limites réduites grâce aux différents ellipsoïdes invariants. Ceux
correspondent à la minimisation de yCG

L et ψL, ε(R3) et ε(R4), et contiennent l’ensemble attei-
gnable.

Remarque 8.4.1 (Généralité sur le problème d’estimation des bornes) Le problème d’op-
timisation BMI de l’équation (8.43) convient pour le calcul des bornes sur les variables d’état
lorsque les forces latérales saturent sur une route de courbure non-négligeable. Il peut être utilisé
indépendamment de la méthode de synthèse de la loi d’assistance et même si la saturation des
forces n’a pas été prise en compte lors de la synthèse.
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8.4.2 Limites assurées en fonction des bornes sur la courbure et des para-
mètres ζF et ζR liés aux forces de contact

Le problème d’optimisation BMI de l’équation (8.43) peut aussi être utilisé pour calculer des
bornes aux variables d’état pour différentes valeurs des paramètres ρmax

ref , ρ̇max
ref , ζmin

F et ζmin
R .

Les valeurs obtenues pour une vitesse longitudinale constante de v = 10m/s mettent en évidence
une sensibilité très réduite vis-à-vis de la valeur maximale de la dérivée de la courbure ρ̇max

ref , si
celle-là reste inférieure à 0.1(ms)−1. Au dessus de ce seuil, les bornes calculées deviennent très
larges, et donc non concluantes.

Les bornes ont aussi été calculées pour des valeurs des paramètres ζmin
F et ζmin

R fixés à 0.4, 0.5,
0.6, 0.7, 0.8, 0.9 et pour des courbures maximales de 0.066m−1 (R = 15m), 0.05m−1 (R = 20m),
0.04m−1 (R = 25m), 0.033m−1 (R = 30m) et 0.028m−1 (R = 35m), où R est le rayon de
courbure. La valeur de ρ̇max

ref est fixée à 0.05(ms)−1, elle correspond aux caractéristiques de la
trajectoire de référence utilisée pour les tests présentés dans la Section 8.3.2 de ce chapitre.
Les bornes obtenues pour les quatre variables d’état ẏCG

L , ψ̇L, yCG
L et ψL, pour les deux lois

d’assistance par retour d’état et retour de sortie sont présentées sur les Figures 8.16, 8.17, 8.18
et 8.19.

(a)

(b)

Fig. 8.16 – Bornes de la vitesse de l’écart latéral pour : (a) la 6ème loi d’assistance par retour
d’état, (b) la 7ème loi d’assistance par retour de sortie.

De manière générale, les bornes calculées diminuent quand la courbure maximale s’atténue
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ou que les valeurs de ζF et ζR augmentent. Ce résultat confirme que l’approche utilisée pour
le calcul des bornes est pertinente. Cependant, ces bornes sont probablement plus larges que
les limites réellement atteintes par les variables d’état et ce pour plusieurs raisons : la forme
ellipsoïdale retenue pour approcher les ensembles atteignables est connue pour être conservative,
la courbure et sa dérivée sont considérées comme des entrées distinctes ce qui sous entend que
les valeurs maximales sont atteintes simultanément et sont maintenues ainsi par la suite alors
que ce cas là ne peut pas se présenter dans la pratique. Si la courbure est constante, sa dérivée
est nulle.

(a)

(b)

Fig. 8.17 – Bornes de la vitesse de l’angle de cap relatif pour : (a) la 6ème loi d’assistance par
retour d’état, (b) la 7ème loi d’assistance par retour de sortie.

La variation des bornes pour la vitesse de l’écart latéral est présentée sur la Figure 8.16. Les
différences entre la 6ème loi d’assistance par retour d’état et la 7ème loi par retour de sortie sont
mineures. Dans les deux cas une limite haute à 6.5m/s est calculée pour le plus large secteur
des forces latérales incluant le domaine de saturation (ζmin

F = ζmin
R = 0.4) et pour le virage le

plus serré considéré à ρmax
ref = 0.066m−1. Cette limite diminue de 75% jusqu’à 1.5m/s pour une

courbure de la trajectoire de référence ρmax
ref = 0.028m−1 (rayon 35m) et pour des forces latérales

linéaires (ζmin
F = ζmin

R = 1).
Les limites pour la dérivée de l’angle de cap relatif sont différentes pour les deux lois d’as-

sistance (voir Figure 8.17). La limite la plus large dans le cas du retour d’état est de 3.4rad/s,
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tandis que cette limite n’est que de 2.8rad/s pour le retour de sortie. Pour ce qui est de la limite
la plus basse, le retour d’état assure 1.3rad/s, alors que le retour de sortie garantit une borne
de 0.9rad/s. Par conséquent, la loi d’assistance par retour de sortie serait plus performante que
celle par retour d’état, du moins en ce qui concerne la dérivée de l’angle de cap relatif.

(a)

(b)

Fig. 8.18 – Bornes de l’écart latéral pour : (a) la 6ème loi d’assistance par retour d’état, (b) la
7ème loi d’assistance par retour de sortie.

Un éloignement notable des limites assurées par la 6ème loi d’assistance par rapport à celles
de la 7ème loi d’assistance se confirme pour l’écart latéral présenté sur la Figure 8.18. Sur
cette figure nous pouvons remarquer que la 6ème loi garantit un écart latéral maximal de 15m
pour un faible rayon de courbure, 15m, et pour des forces latérales probablement très saturées
(ζmin

F = ζmin
R = 0.4). Cette borne décroît à 3.4m pour des virages plus larges, qui entraînent

une accélération latérale plus réduite et donc des forces latérales non saturées pour la vitesse
considérée (rayon minimum à 35m et ζmin

F = ζmin
R = 1). Bien qu’elles soient conservatives, ces

garanties ne sont pas du tout satisfaisantes eu égard de la largeur de la voie qui est de 3.5m.
La 7ème loi d’assistance garantit dans les mêmes conditions de meilleures performances avec des
limites de 7.4m et de 1.67m respectivement.

Les bornes calculées pour l’angle de cap relatif ont une allure semblable pour les deux lois
d’assistance (voir Figure 8.19). Elles sont quatre fois plus faibles pour une courbure faible et des
forces non saturées que pour un virage très serré et des forces latérales saturées (0.16rad par
rapport à 0.7rad).
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(a)

(b)

Fig. 8.19 – Bornes de l’angle de cap relatif pour : (a) la 6ème loi d’assistance par retour d’état,
(b) la 7ème loi d’assistance par retour de sortie.
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8.4.3 Vérification des bornes calculées lors des essais

Dans cette section, la capacité des 6ème et 7ème lois d’assistance à rejeter la perturbation
de l’entrée de courbure, même pour des forces latérales saturées, est mise à l’épreuve. Rappelons
que ces lois ont été conçues pour des trajectoires de références à courbure nulle. Des bornes ont
été calculées par la suite pour le système contrôlé sur la trajectoire de référence. On vérifie alors
le respect de ces bornes lors des essais pratiques présentés dans la Section 8.3.2.

La courbure d’une section de la trajectoire en boucle qui a été suivie durant les essais est
présentée sur la partie supérieure des Figures 8.20 et 8.21. Les variables d’état enregistrées se
trouvent sur la partie basse des Figures 8.20 et 8.21. Pour analyser le respect des bornes calculées
pour les variables d’état, les essais sont scindés en trois secteurs, en fonction de la courbure
maximale de la trajectoire de référence : pour le retour d’état sur la Figure 8.20, premier secteur
de t = 25s à t = 35s, deuxième secteur de t = 35s à t = 45s et troisième secteur de t = 45
à t = 55s, pour le retour de sortie sur la Figure 8.21, premier secteur de t = 25s à t = 40s,
deuxième secteur de t = 40s à t = 48s et troisième secteur de t = 48 à t = 60s.

La courbure maximale de la trajectoire de référence vaut ρmax
ref = 0.05m−1 (20m rayon) pour

le premier secteur, ρmax
ref = 0.028m−1 (35m rayon) pour le deuxième et 0.066m−1 (15m rayon)

pour le troisième. La vitesse de variation de la courbure de référence est inférieure à 0.05(ms)−1

sur l’ensemble des tests. Pour chaque secteur et pour les deux lois de commande les valeurs
minimales des paramètres ζmin

F et ζmin
R ont été estimées à partir des courbes expérimentales des

forces latérales en fonction de l’angle de dérive du pneu.
Les bornes pour les variables d’état ont été calculées pour les deux lois de commande et

avec les valeurs de ρmax
ref , ρ̇max

ref , ζmin
F et ζmin

F spécifiques à chaque secteur. Les bornes obtenues
se trouvent dans les Tableaux 8.6, 8.7 et 8.8 et sont représentées en lignes discontinues sur les
Figures 8.20 et 8.21. Les limites obtenues pour le retour de sortie sont généralement plus basses
que celles du retour d’état. La raison pourrait être que dans le premier cas les forces latérales
sont moins saturées (valeurs plus élevés pour ζmin

F et ζmin
R ) et le suivi de trajectoire est donc

meilleur (voir Tableaux 8.6 et 8.7).

Tab. 8.6 – Bornes calculées pour une trajectoire de référence à courbure maximale ρmax
ref =

0.05m−1 et ρ̇max
ref = 0.05(ms)−1.

(ẏCG
L )max ψ̇max

L (yCG
L )max ψmax

L

m/s rad/s m rad
6ème loi de commande par retour d’état,
ζmin
F = ζmin

R = 0.6 3.79 2.33 8.24 0.38

7ème loi de commande par retour de sortie,
ζmin
F = ζmin

R = 0.8 3 1.61 3.29 0.31

Avant de comparer les limites calculées et les valeurs maximales obtenues lors des essais,
deux précisions sont nécessaires. D’une part, les bornes présentées dans les Tableaux 8.6, 8.7 et
8.8 ont été calculées pour un état initial à l’origine du système. Cette condition n’a pas pu être
vérifiée lors des essais pratiques, car la succession des virages ne permet pas d’atteindre le régime
permanent du système. En conséquence, les valeurs des variables d’état peuvent donc dépasser
les valeurs calculées. De plus, le circuit en boucle avec des virages continuellement à gauche peut
engendrer une erreur statique difficile à atténuer pour toutes les variables d’état.

La première observation confirme quoi qu’il soit, que les variables d’état sont restées, dans tous
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Tab. 8.7 – Bornes calculées pour une trajectoire de référence à courbure maximale ρmax =
0.028m−1 et ρ̇max = 0.05(ms)−1.

(ẏCG
L )max ψ̇max

L (yCG
L )max ψmax

L

m/s rad/s m rad
6ème loi de commande par retour d’état,
ζmin
F = ηmin

R = 0.7 2.01 1.36 4.31 0.2

7ème loi de commande par retour de sortie,
ζmin
F = ηmin

R = 1 1.54 0.92 1.67 0.16

Tab. 8.8 – Bornes calculées pour une trajectoire de référence à courbure maximale ρmax =
0.066m−1 et ρ̇max = 0.05(ms)−1.

(ẏCG
L )max ψ̇max

L (yCG
L )max ψmax

L

m/s rad/s m rad
6ème loi de commande par retour d’état,
ζmin
F = ηmin

R = 0.5 5.62 3.15 12.51 0.56

7ème loi de commande par retour de sortie,
ζmin
F = ζmin

R = 0.5 5.33 2.43 6.15 0.57

les cas, inférieures aux limites calculées (voir Figures 8.20 et 8.21). Par ailleurs, si les variables
d’état pour la 6ème loi d’assistance restent à l’écart des limites calculées (voir Figure 8.20), pour
la 7ème loi, ces courbes approchent les bornes représentées en ligne discontinues (voir Figure
8.21). À titre d’exemple, la vitesse maximale de variation de l’écart latéral est autour de 1.5m/s
à t = 39s sur la Figure 8.21, par rapport à la limite calculée 1.54m/s. Cette valeur élevée peut
être provoquée par la large variation de la courbure de la trajectoire de référence qui a précédé
cet instant. Le même comportement est aussi observable pour l’angle de cap relatif et survient au
même moment : la valeur 0.13rad est dépassée, celle-ci étant proche à la limite calculée 0.16rad
(voir Figure 8.21). Aussi dans le cas de la 7ème loi de commande par retour de sortie, l’écart
latéral demeure assez faible sur le deuxième secteur du test, caractérisé par une faible courbure
et confirme la limite basse calculée de 1.67m (voir Figure 8.21).

8.5 Conclusions

L’accent a été mis dans ce chapitre sur le développement de lois d’assistance au contrôle
latéral, valides pour une large plage des forces latérales, y compris dans le domaine de saturation
de celles-ci. Cette saturation est prise en compte dans le modèle de véhicule par l’intermédiaire
d’une paramétrisation linéaire à paramètres variants. Cette façon de procéder permet d’inclure
aussi bien les saturations provenant d’une forte solicitation latérale sur une chaussée à bonne
adhérence et celles provoquées par une adhérence réduite de la route.

Deux lois d’assistance ont été synthétisées via cette paramétrisation : une loi de commande
par retour d’état, synthétisée comme le résultat d’un problème d’optimisation LMI, et une loi
de commande par retour de sortie, synthétisée comme la solution d’un problème d’optimisation
BMI. La première loi d’assistance assure la stabilité asymptotique du véhicule contrôlé pour une
plage de vitesses longitudinales et pour un secteur de forces latérales qui inclut des régions de
saturation. La deuxième loi d’assistance a été synthétisée en respectant les mêmes spécifications
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pour une vitesse longitudinale fixée. Ces lois ont été implantées sur un véhicule prototype « steer
by wire » et testées en pratique sur une surface de faible adhérence par adjonction de gravier.
Une fonctionnalité supplémentaire des lois d’assistance a pu être mise en évidence lors des essais
pratiques : elles assurent en plus un contrôle du mouvement de lacet en situation limite.

Les deux lois d’assistance ayant été développées pour des routes rectilignes, l’influence de la
courbure sur leurs performances a été étudiée par la suite. Une approche théorique par l’opti-
misation BMI a été développée pour calculer des bornes sur la trajectoire du véhicule contrôlé,
pour une trajectoire de référence à courbure et vitesse de variation de la courbure bornées et des
forces latérales allant jusqu’à saturation. Ces bornes ont pu être comparées aux limites observées
lors des tests pratiques sur véhicule, comparaisons qui ont confirmé leur pertinence.
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Fig. 8.20 – Courbure de la trajectoire de référence et limites pour les variables d’état pour la
6ème loi de commande par retour d’état.
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Fig. 8.21 – Courbure de la trajectoire de référence et limites pour les variables d’état pour la
7ème loi de commande par retour de sortie.
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Conclusions et perspectives
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9.1 Conclusions

Dans ce mémoire, nous avons proposé une assistance préventive à la sortie involontaire de voie
qui agit dès que les capacités à conduire du conducteur sont jugées insuffisantes et que le véhicule
dérive vers les bords de la voie. L’assistance intervient directement sur la colonne de direction par
l’intermédiaire d’un moteur électrique. Une fois enclenchée, elle rétablit la trajectoire du véhicule
sur l’axe de la voie, en tenant compte des actions du conducteur.

Les outils mathématiques, les méthodes de synthèse mises en œuvre ainsi que les résultats
d’implantation sur véhicule prototype ont été présentés dans les quatre parties constitutives de
ce document.

Après l’énoncé des motivations, la première partie s’est attachée à fixer les objectifs de ce
travail de recherche. Un état de l’art relativement exhaustif des systèmes intelligents de transport
et des assistances au contrôle latéral, a permis de prendre la mesure des enjeux de ce travail.
Nous pouvons affirmer que le concept mis en œuvre dans ce document est tout aussi novateur
sur le plan théorique que sur le plan pratique.

La deuxième partie a d’abord présenté les principaux outils théoriques utilisés pour la syn-
thèse de l’assistance. Deux notions clefs ont constitué le fondement de ce travail : les ensembles
invariants et les méthodes d’optimisation convexe linéaire LMI et bi-linéaire BMI. Les ensembles
invariants peuvent être obtenus comme des courbes de niveau de fonctions de Lyapunov qua-
dratiques ou de fonctions de Lyapunov quadratiques composées. Les problèmes de synthèse de
lois de commande par retour d’état et par retour de sortie ont pu être formulés comme des pro-
blèmes d’optimisation LMI et BMI. Ce formalisme a aussi permis d’associer à la synthèse des lois
de commande des contraintes sur l’état et sur la valeur maximale de la consigne. De même, la
synthèse d’une loi de commande qui atténue l’effet d’une perturbation persistante sur l’ensemble
atteignable de l’espace d’état a pu être exprimée sous la forme d’un problème d’optimisation
BMI.

Cette deuxième partie fournit également les principales étapes conduisant à l’écriture des
équations d’état du modèle « bicyclette » du véhicule, lié à la voie. Ce modèle a été utilisé pour
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la synthèse des différentes formes d’assistance. L’expression des coordonnées des roues avant du
véhicule en fonction de l’écart latéral au centre de gravité et de l’angle de cap relatif a permis
de reformuler l’appartenance à une zone de « conduite normale », centrée sur l’axe de la voie,
en une contrainte sur l’espace d’état. Cette contrainte correspond à l’espace d’état confiné entre
deux hyperplans. Une telle reformulation facilite la synthèse ultérieure des lois d’assistance.

La troisième partie de ce mémoire porte sur la synthèse de plusieurs lois d’assistance et
stratégies de commutation entre la loi de commande et le conducteur. Un automate hybride à
trois états discrets a été défini : un état nominal dans lequel le conducteur dispose de toutes
ses capacités à conduire et s’acquitte normalement des tâches de conduite, un état où la loi
d’assistance supplée le conducteur et évite la sortie de voie, et finalement un état où l’assistance
est volontairement désactivée par le conducteur. Par la suite, les lois de commande qui ont été
synthétisées pour le domaine nominal de fonctionnement de l’assistance, contenant le premier et
le deuxième état discret, seront évoquées.

L’approche théorique utilisée pour la synthèse de toutes les lois d’assistance se fonde sur
l’existence d’un ensemble invariant qui inclut la région de « conduite normale ». Cet ensemble
invariant garantit alors l’inclusion de l’ensemble atteignable par le système, pour des états au mo-
ment de l’activation de l’assistance à l’intérieur de cette région, et fournit des limites supérieures
prédéfinies pour l’excursion latérale du véhicule sur la voie. De même, la contrainte imposée à
cet ensemble invariant, d’être confiné entre deux hyperplans, permet d’imposer une limite, préa-
lablement choisie, à la commande. Partant de cette approche commune, trois cas d’application
de l’assistance ont été traités :

1. Le premier porte sur le cas d’une route rectiligne avec une adhérence nominale. Trois
lois d’assistance et quatre stratégies de commutation ont été synthétisées. Les ensembles
invariants ont été obtenus comme des courbes de niveau de fonctions de Lyapunov qua-
dratiques ou de fonctions de Lyapunov composées. La relation entre l’ensemble invariant
et le déplacement maximal des roues avant sur la voie a été établie dans les deux cas.
L’implantation sur véhicule des lois d’assistance par retour d’état statique associées aux
fonctions de Lyapunov quadratiques s’est avérée, dans sa réalisation, aisée. L’implantation
de la loi d’assistance synthétisée par la fonction de Lyapunov composée a nécessité le déve-
loppement d’un module d’optimisation LMI en ligne. Toutes les contraintes imposées lors
de la synthèse ont pu être vérifiées en pratique. Les performances obtenues sont en total
accord avec celles requises.

2. Dans le deuxième cas, pour une route à courbure prononcée, deux lois d’assistance ont
été mises en œuvre. Dans la première, la courbure est considérée comme une perturbation
non-mesurable et la loi d’assistance est calculée en minimisant l’ensemble atteignable dans
l’espace d’état, sous l’effet de cette perturbation. Dans la seconde, la courbure étant suppo-
sée accessible à la mesure, un terme de préfiltrage est calculé en même temps que le gain de
retour d’état. Encore une fois, les tests pratiques de ces lois ont démontré leur excellentes
performances en rejet ou en compensation de la perturbation de courbure.

3. Pour conclure cette partie, les principaux résultats de mon travail de recherche effectué
pendant mon séjour à l’université de Stanford ont été présentés. Ils portent sur le déve-
loppement d’une assistance qui tienne compte dans les étapes de synthèse de la saturation
des forces de contact pneumatiques-chaussée. En utilisant une modélisation par des forces
linéaires à paramètres variants, le modèle « bicyclette » du véhicule a été transformé en un
système dynamique linéaire à paramètres variants. Deux lois d’assistance ont alors été syn-
thétisées : la première par retour d’état statique et la seconde par retour de sortie statique.
Les tests effectués sur le véhicule filo-commandé de l’Université de Stranford ont permis
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de confirmer les bonnes performances pour le suivi de voie en situation de saturation des
forces latérales. Des tests étendus ont par ailleurs permis de révéler le bon fonctionnement
de l’assistance latérale en tant que système de stabilité en lacet alors que cette caracté-
ristique n’avait pas été requise lors de la synthèse. Cette assistance, bien que synthétisée
pour des routes rectilignes, garantit, sous l’influence de la courbure, des bornes à l’état du
véhicule. Les tests ont démontré que ces bornes sont largement satisfaisantes.

Nous pouvons maintenant dégager les points forts de ce travail, sous une forme un peu plus
synthétique :

– Le développement et la mise en œuvre d’une approche formelle de l’interaction loi d’assis-
tance - conducteur par l’intermédiaire d’un automate hybride.

– La garantie de trajectoires bornées par la conception de la loi d’assistance malgré la présence
des commutations.

– Les garanties offertes a priori dès la synthèse de l’assistance sur

1. le déplacement des roues avant du véhicule,

2. l’effort du signal de commande.

– Le fonctionnement sur routes à virages prononcés.
– Le fonctionnement sur routes à adhérence réduite.

Cette assistance présente, bien entendu, aussi quelques limitations :
– Le manque d’activation de certaines des stratégies de commutation si la perte d’attention

du conducteur a lieu pour un état du véhicule en dehors de l’ensemble invariant considéré.
– Les stratégies de commutation, relativement élémentaires, peuvent ne pas être comprises

par le conducteur.

9.2 Perspectives

De nombreuses études sont encore nécessaires sur cet aspect très spécifique de l’interaction
de l’assistance avec le conducteur. Elles peuvent être réparties en deux types :

– L’évaluation de l’assistance par une équipe d’ergonomes pour plusieurs situations.
– L’évaluation de l’acceptabilité par des tests pratiques sur un panel plus exhaustif de conduc-

teurs.
L’action simultanée du conducteur pendant la phase d’activation de l’assistance a été suppo-

sée négligeable ou du moins compensée par cette même assistance. Une meilleure prise en charge
de cette action est possible, y compris dans les étapes de synthèse afin de qualifier son influence
sur l’ensemble des trajectoires atteignables. Notons qu’une démarche similaire à celle utilisée
pour l’entrée de courbure est possible.

L’entrée de conducteur peut être également considérée comme une perturbation persistante
non-mesurable. Deux possibilités se distinguent : soit on considère une loi de commande par retour
d’état statique connue et on estime l’ensemble atteignable pour l’entrée conducteur (problème
d’optimisation BMI), soit on recherche une loi d’assistance qui minimise l’ensemble atteignable
du système véhicule sous l’influence d’actions bornées du conducteur (problème d’optimisation
BMI). La résolution de ces problèmes d’optimisation pourra apporter des éclaircissements sur la
satisfaction des spécifications de l’assistance y compris pour un conducteur actif.
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A

Définitions, lemmes et théorèmes

A.1 Système commuté

Définition A.1.1 (Système commuté) [Vu07] Considérons des systèmes dynamiques avec
l’état x ∈ Rn, l’entrée v ∈ Rm et

ẋ = fp(x, v), p ∈ P, P un ensemble des indices. (A.1)

Pour chaque p ∈ P la fonction fp est localement Lipschitz et fp(0, 0) = 0. Un système commuté
est généré par la famille des systèmes (A.1) et le signal de commutation σ :

ẋ = fσ(x, v), (A.2)

où σ : [0,∞) → P est une fonction constante par morceaux, précisant à tout instant l’indice du
système actif. L’entrée v ∈ V est une fonction mesurable v : [0,∞) → Rm.

Pour les systèmes commutés, les ensembles des conditions invariants caractérisant chaque
état discret sont disjoints. Autrement dit, pour un même état x, l’indice p ne peut pas avoir des
valeurs différentes.

A.2 Stabilité « entrée bornée - état borné »

Les notions suivantes ont été définies dans [Son95]. Considérons les systèmes dynamiques à
temps continu :

ẋ = f(x, u), (A.3)

où x(t) ∈ Rn et u(t) ∈ Rm. La fonction f : Rn×m → Rn est localement Lipschitz et vérifie
f(0) = 0. Les entrées sont des fonctions u : R+ → Rm, mesurables et essentiellement localement
bornées. Nous notons ‖u(t)‖∞ = (ess)sup{|u(t)|, t ≥ 0}.

La classe K contient toutes les fonctions γ : R+ → R+, continues, strictement croissantes et
qui satisfont γ(0) = 0.

La classe KL contient toutes les fonctions β(·, t) : R × R+ → R+ qui sont de classe K pour
tout t ≥ 0. β(s, t) tend vers 0, pour tout s > 0, quand t → ∞.

Définition A.2.1 (Stabilité « entrée bornée - état borné ») Le système A.3 est stable « en-
trée bornée - état borné » si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. L’application (x0, u) → x(·) est continue en (0, 0).
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2. Il existe un gain asymptotique non-linéaire γ ∈ K tel que :

lim
t→∞

|x(t, x0, u)| ≤ γ‖u‖∞. (A.4)

Théorème A.2.1 (Stabilité « entrée bornée - état borné ») Le système A.3 est stable « en-
trée bornée - état borné » si et seulement s’il existe une fonction β de classe KL et deux fonctions
γi et γ0 de classe K, telles que :

|x(t, ξ, u)| ≤ β(|ξ|, t) + γ0

∫ t

0
es−tγi(|u(s)|)ds, ∀ t ≥ 0. (A.5)
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B

État stationnaire en virage du véhicule
commandé

L’expression suivante fournit l’état stationnaire du système véhicule de l’équation (7.2) du
Chapitre 7 Partie III, commandé par retour d’état linéaire K = (k1, k2, k3, k4, k5, k6)

T : Ca =
Kx − Cc et x = (β, r, ψL, yL, δf , δ̇f )T .
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(B.1)

L’expression suivante contient l’état stationnaire du système véhicule de l’équation (7.11) du
Chapitre 7 Partie III, commandé par un retour d’état linéaire K = (k1, k2, k3, k4, k5, k6)

T et un
terme de préfiltrage Ff : Ca = Kx+Ffρref −Cc. Le vecteur d’état est x = (β, r, ψL, yL, δf , δ̇f )T .
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C

Figures issues du test de la quatrième
loi de commande

Cette Annexe contient des figures du test de la quatrième loi de commande qui rejette la
perturbation représentée par une courbure non-mesurable. Cette loi de commande est associée à
la cinquième stratégie de commutation qui active l’assistance pour un dépassement d’une zone
centrée sur la voie par les roues avant, mais seulement à l’intérieur d’un ellipsoïde invariant
(voir Section 7.4 du Chapitre 7 Partie III). Sur les figures ci-dessous il s’agit d’une activation à
l’intérieur d’un virage très serré.

(a) (b)

Fig. C.1 – (a) Angle de dérive. (b) Vitesse de rotation en lacet.
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(a) (b)

Fig. C.2 – (a) Angle de cap relatif. (b) Écart latéral.

(a) (b)

Fig. C.3 – (a) Angle de braquage. (b) Vitesse de l’angle de braquage.
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D

Domaine des paramètres

Nous allons montrer que pour des paramètres p1 et p2 définis par :

p1 = ζR/v, p2 = ζF /v, (D.1)

et pour des valeurs limites de p1 et p2 données par :

pmin
1 =

ζmin
R

vmax , pmax
1 =

ζmax
R

vmin ,
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l’appartenance des paramètres (ζF , ζR, p1, p2) ∈ [ζmin
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Soit p1 une valeur telle que p1 ∈ [pmin
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ce que est équivalent à
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L’inégalité double de l’équation (D.4) doit être valable pour tous ζR ∈ [ζmin
R , ζmax

R ], en consé-
quence
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or :
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D’où il résulte
vmin ≤ v ≤ vmax. (D.7)

Une démarche similaire peut être conduite pour le paramètre p2.

307


