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11RésuméL'ajustement géostrophique, proessus de relaxation d'une perturbation vers un étaten équilibre géostrophique, bien onnu dans un �uide in�ni est modi�é en présene deguides d'ondes. Les guides d'ondes dans l'atmosphère et l'oéan sont omniprésents : lestopographies (sous-marine / montagnes), les �tes, les fronts de densité. Ce travail de thèsea étudié les modi�ations au sénario d'ajustement géostrophique nonlinéaire en présenede quatre guides d'ondes : le guide d'onde �tier, le guide d'onde topographique, le guided'onde frontal aux moyennes latitudes, et le guide d'onde frontal à l'équateur. Nous avonsutilisé le modèle de l'eau peu profonde en rotation et une méthode numérique aux volumes�nis adaptée pour traiter les topographies et les inropping/outropping des fronts. Danstous les as, l'émission d'ondes piégées a lieu et l'évolution nonlinéaire des ondes piégéesdi�ère selon le aratère dispersif ou non de es ondes. Les ondes non dispersives ommel'onde de Kelvin �tière, en évoluant nonlinéairement vont déferler et ainsi ontribuer aumélange à petite éhelle. Les ondes dispersives telles que les ondes de Rossby topogra-phiques ou les ondes se propageant sur un guide d'onde frontal vont pouvoir former desreonnetions des lignes de ourant, modi�ant ainsi les propriétés de transport de l'éou-lement. Nous montrons que la séparation dynamique entre mouvements lent/équilibré etrapide/non-équilibré onnu dans le �uide libre est toujours e�etive en présene de esguides d'ondes.Mots lés :ajustement géostrophique ; guide d'ondes oéaniques et atmosphériques ; ondes nonli-néaires ; ondes piégées ; transport ; mélange.
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13Nonlinear gesotrophi adjustment in the presene of equatorial,oastal, topographi and frontal waveguides.AbstratGeostrophi adjustment, the proess of relaxation of a perturbation toward a stateof geostrophi equilibrium, well-known in an in�nite �uid, is modi�ed in the preseneof waveguides. Waveguides are ubiquitous in the oean and in the atmosphere : varyingtopography (marine / mountains), oasts and density fronts. We studied the modi�ationof the senario of geostrophi adjustment in the presene of four di�erent waveguides : theoastal waveguide, the topographi waveguide, the midlatitude frontal waveguide and theequatorial frontal waveguide. We used the rotating shallow water model and �nite volumenumerial methods adapted to treat the topography and the inropping/outropping offronts. In all ases, generation of trapped waves takes plae and the nonlinear evolutionof the trapped waves depend on the dispersive properties of the trapped waves. Non-dispersive waves like the oastal Kelvin wave, during their nonlinear evolution, break andso ontribute to the small sale mixing. Dispersive waves like the topographi Rossbywaves, or the waves propagating along the frontal waveguide, reonnet streamlines, alte-ring the transport properties of the �ow. We show that the dynamial splitting betweenslow/balaned and fast/unbalaned motions, known in free �ow, is always e�etive in thepresene of the waveguides.Keywords :geostrophi adjustment ; oeani and atmospheri waveguides ; nonlinear waves ; trap-ped waves ; transport ; mixing.
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Chapitre 1Introdution
1.1 Rappel sur l'équilibre géostrophique dans l'atmo-sphère et dans l'oéanLe temps qu'il fait est déterminé par les perturbations météorologiques, aux éhellessynoptiques (500 à 5000km) et se déplaçant à des vitesses de 1 à 50 ms−1 (Fig. 1.1).L'équivalent des perturbations météorologiques dans l'oéan sont les tourbillons de méso-éhelles, omme les anneaux du Gulf Stream (Fig. 1.2). Ils ont des éhelles typiques allantde 10 à 200km et se déplaent à des vitesse allant de 10m s−1 à 1m s−1. Leur taille dé�nitl'éhelle synoptique dans l'oéan.L'éhelle de temps intrinsèque pour l'évolution des �uides en rotation sur la terre estsimplement l'éhelle de temps assoiée à la rotation de la terre. Si l'on note Ω la vitessede rotation de la terre, le paramètre de Coriolis à la latitude φ s'érit f = 2 Ω sinφ (onnéglige la fore de Coriolis dûe à la omposante horizontale du veteur rotation de la terreen première approximation). L'éhelle de temps assoiée à la fore de Coriolis est don
TΩ = f−1. L'éhelle de temps advetive d'un mouvement de �uide se dé�nit à partir deson éhelle spatiale aratéristique et de sa vitesse aratéristique omme T = L/U . Lenombre de Rossby Ro de l'éoulement dé�ni omme Ro = TΩ

T
= U

fL
est le rapport del'éhelle de temps assoiée à la rotation de la terre à l'éhelle de temps du mouvement.Les mouvements de l'atmosphère et de l'oéan aux éhelles synoptiques sont assoiés àun nombre de Rossby petit (de l'ordre de 10−1 dans l'atmosphère et 10−2 dans l'oéan).Un nombre de Rossby petit orrespond à la balane de l'équilibre géostrophique, qui estaratérisée par une ompensation du gradient horizontal de pression par la fore de Co-riolis. L'éoulement observé aux éhelles synoptiques dans l'atmosphère et l'oéan a ettepartiularité que le gradient de la pression sur le plan horizontal a tendane à ompenserla fore de Coriolis [Cha48℄ (Fig. 1.3).D'autres mouvements omniprésents dans l'atmosphère et dans l'oéan sont dûs auxondes d'inertie-gravité (Fig. 1.4, 1.5), qui ne sont pas en équilibre géostrophique. Ils sontassoiés à des nombres de Rossby de l'ordre de l'unité, leur éhelle de temps est TIG ∼ TΩ.On voit que les mouvements lents et équilibrés ont une éhelle de temps di�érente deelle des mouvements rapides et non-équilibrés, et nous verrons qu'à ette propriété estlié une séparation dynamique entre es deux types de mouvements.Une autre éhelle temporelle aratéristique dans l'atmosphère et l'oéan est liée à19
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Fig. 1.1 � Image satellite (rayonnement visible) de l'Europe le 25 février 2008 (en haut,EUMETSAT) et pression de surfae le même jour (en bas, GFS Wetterzentrale, lignesblanhes). La bande nuageuse traversant la frane est assoiée à la dépression entrée surle Nord de la Finlande et la �virgule� nuageuse orrespond à la dépression entrée au Sudde l'Islande.
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Fig. 1.2 � Anomalie de la déviation de la surfae libre sur l'Atlantique Nord le 18 sep-tembre 2006, MODAS (Naval Researh Laboratory Stennis Spae Center).
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Fig. 1.3 � Cartes des pressions atmosphériques en surfae et vent à 850hPa le 25 février2008 donné par l'ECMWF. Le vent suit assez bien les isobares : l'éoulement est prohede l'équilibre géostrophique.
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Fig. 1.4 � Ondes de gravité atmosphériques entre l'Indonésie et l'Australie vues parsatellite : il s'agit d'une �impression� des ondes de gravité atmosphériques à la surfaede l'oéan . Les lignes sombres orrespondent aux reux des ondes atmosphériques etles lignes brillantes orrespondent aux rêtes. Des nuages sont visibles aux rêtes. (Je�Shmalz, NASA Terra/MODIS)
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Fig. 1.5 � Photo prise par l'équipage de la navette spatiale STS-98 le 19 février 2001 auouher du soleil sur l'ouest de la Méditerrannée. Deux paquets d'ondes internes généréespar la mare sont visibles : l'un anien (signalé apr la �èhe près de la légende �InternalWaves�) et l'autre venant de se former près du entre du détroit de Gibraltar (signalé parune autre �èhe) (NASA, Earth Siene and Image Analysis Laboratory, Johnson SpaeCenter).



1.2 Modèle de l'eau peu profonde en rotation et séparation dynamique desmouvements tourbillonnaires/lents et ondulatoires/rapides 25la strati�ation, qui permet l'existene des ondes internes d'inertie-gravité. La modélisa-tion la plus simple de la strati�ation est un modèle ave une seule isopyne, 'est-à-direave seulement une ouhe de �uide de densité uniforme à surfae libre. Il exlut l'exis-tene d'ondes internes d'inertie-gravité, en permettant uniquement l'existene des ondesd'inertie-gravité surfaiques. C'est ette modélisation que nous hoisirons par la suite dansla mesure où nous nous intéressons aux mouvements dans lesquels la strati�ation n'a pasde r�le fondamental.C'est dans l'oéan qu'une telle simpli�ation de la strati�ation est la plus réaliste, ene�et l'essentiel de la strati�ation oéanique est onentrée sur la thermoline qui sépareles eaux de surfae des eaux profondes où la strati�ation est beauoup moins intense.Par onséquent, bien que nous nous attaherons à étudier des problèmes pouvant se poserdans l'atmosphère et l'oéan, il sera souvent plus faile de trouver des exemples de leurréalisation dans l'oéan. Nous faisons don le hoix de partir des équations primitivesoéaniques dès le prohain paragraphe. Cependant un simple hangement de variablepermet de retrouver les équations atmosphériques (en remplaant l'équation d'évolutionde la densité par l'équation d'évolution de la température potentielle et en utilisant lesoordonnées pseudo-hauteur).1.2 Modèle de l'eau peu profonde en rotation et sépara-tion dynamique des mouvements tourbillonnaires/lentset ondulatoires/rapides1.2.1 Dérivation du modèle de l'eau peu profonde en rotationPour étudier les éoulements oéaniques et atmosphériques, on utilise les équations dumouvement pour un �uide strati�é en rotation. Les équations primitives hydrostatiquesave l'approximation de Boussinesq dans l'oéan sur le plan tangent s'érivent :
ut + uux + vuy + wuz − fv = − 1

ρ0

Px (1.1)
vt + uvx + vvy + wvz + fu = − 1

ρ0
Py (1.2)

Pz + ρg = 0 (1.3)
ρt + uρx + vρy + wρz = 0 (1.4)

ux + vy + wz = 0 (1.5)en notant en indies les dérivées partielles. Ci-dessus, ρ est la densité du �uide (ρ =
ρ0 + ρ1(x, y, z, t) où ρ0 = constante ), x est la oordonnée zonale dirigée vers l'Est, y estla oordonnée méridionale dirigée vers le Nord, z la oordonnée selon la vertiale loale,
u est la vitesse zonale, v est la vitesse méridionale, w est la vitesse vertiale, H(x, y) estla profondeur du �uide, P est la pression, g est l'aélération de la gravité et f est leparamètre de Coriolis, 'est-à-dire le double du taux de rotation de la terre à la latitudeonsidérée. On rappelle que pour la fore de Coriolis, on néglige sa omposante assoiéeaux projetions du veteur rotation sur le plan horizontal, ar es termes sont proportion-nels à w qui est généralement au moins deux ordres de grandeur plus petit que les vitesses



26 Introdutionhorizontales dans l'atmosphère et dans l'oéan. On néglige toute forme de dissipation enonsidérant le �uide omme parfait.L'atmosphère et l'oéan terrestre sont des �uides qui forment une ouhe mine : leurséhelles aratéristiques horizontales (plusieurs milliers de kilomètres pour l'atmosphèreet l'oéan) sont très grandes devant leurs éhelles aratéristiques vertiales (quelquesentaines de mètres à quelques kilomètres pour l'oéan et quelques dizaines de kilomètrespour l'atmosphère). Le modèle le plus simple d'une telle ouhe est le modèle de l'eau peuprofonde en rotation, dontla dérivation standard proède omme suit [Gil82, Ped87℄, sousles hypothèses suivantes :� le �uide est inompressible et ρ = 1,� l'éhelle vertiale est petite omparée à l'éhelle horizontale,� la vitesse vertiale est petite omparée aux vitesses horizontales,� l'éoulement est quasi-bidimensionnel : u = u(x, y, t) ; v = v(x, y, t).et ave les onditions aux limites :� le fond est plat : w(z = 0) = 0,� la surfae est libre : Ht + uHx + vHy = w en z = H ,� à la surfae, la pression est nulle : P (z = H) = 0.L'hydrostatisme (1.3) et la dernière ondition aux limites permettent d'érire le gra-dient horizontal de la pression en fontion du gradient horizontal de la profondeur du�uide dans (1.1 - 1.2). La quasi-bidimensionnalité du système permet d'annuler les termes
uz, vz dans (1.1 - 1.2). La densité étant onstante, l'équation (1.4) est identiquement véri-�ée. Et �nalement, en intégrant (1.5) selon z et en utilisant les deux premières onditionsau limites, on obtient l'équation de onservation de la masse. On arrive ainsi au systèmed'équations :

ut + uux + vuy − fv = −gHx (1.6)
vt + uvx + vvy + fu = −gHy (1.7)
Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0. (1.8)Ii dans l'approximation du plan tangent, le paramètre de Coriolis s'érit f = f0 + βy,où f0 est le paramètre de Coriolis à une latitude de référene. Notons que les régionséquatoriales sont un as partiulier : le paramètre f0 s'annule et f devient simplement

f = βy ave f positif dans l'hémisphère Nord, nul à l'équateur et négatif dans l'hémisphèreSud.Cette dérivation des équations de l'eau peu profonde a été faite pour un �uide homo-gène alors qu'une autre méthode de dérivation de es équations plus générale, proposée parJe�reys [Jef25℄ et Obukhov [Obu49℄, existe. La méthode (f [ZBM+07℄) onsiste à érireles équations (1.1-1.2) omme les équations d'évolutions de la quantité de mouvementgrâe à (1.4-1.5), en relahant même l'approximation de Boussinesq :
(ρu)t + (ρu2)x + (ρuv)y + (ρuw)z − fρ v = −Px, (1.9)
(ρv)t + (ρuv)x + (ρv2)y + (ρvw)z + fρ u = −Py (1.10)et à faire la moyenne sur la vertiale de es équations (1.9-1.10) et de l'équation résultantde la ombinaison de (1.4) et (1.5) :

∂t

∫ z2

z1

dz ρu+ ∂x

∫ z2

z1

dz ρu2 + ∂y

∫ z2

z1

dz ρuv − f
∫ z2

z1

dz fv = −∂x

∫ z2

z1

dz P −
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− ∂xz1P|z1 + ∂xz2P|z2

,(1.11)
∂t

∫ z2

z1

dz ρv + ∂x

∫ z2

z1

dz ρuv + ∂y

∫ z2

z1

dz ρv2 + f
∫ z2

z1

dz fu = −∂y

∫ z2

z1

dz P −

− ∂yz1P|z1 + ∂yz2P|z2
,(1.12)

∂t

∫ z2

z1

dz ρ+ ∂x

∫ z2

z1

dz ρu+ ∂y

∫ z2

z1

dz ρv = 0 (1.13)(en utilisant la formule ∫ z2

z1
dz Fx = ∂x

∫ z2

z1
dz F − ∂x z2F|z2

+ ∂x z1F|z1
valide pour toutefontion F), où z1 et z2 satisfont dzi

dt
= w|zi

, i = 1, 2.En dé�nissant la densité intégrée µ =
∫
dzρ, et la moyenne vertiale pondérée par ladensité pour une quantité A : < A >= 1

µ

∫
dzρA, on obtient les équations de la quantitéde mouvement et la ontinuité moyennées :

∂t(µ < u >) + ∂x(µ < u2 >) + ∂y(µ < uv >) − fµ < v > = −∂x

∫ z2

z1

dz P − ∂x z1 P|z1
+

+ ∂x z2 P|z2
(1.14)

∂t(µ < v >) + ∂x(µ < uv >) + ∂y(µ < v2 >) + fµ < u > = −∂y

∫ z2

z1

dz P − ∂y z1 P|z1
+

+ ∂y z2 P|z2
(1.15)

∂tµ+ ∂x(µ < u >) + ∂y(µ < v >) = 0 (1.16)En supposant que les variations de toutes les variables sont faibles dans la diretionvertiale (hypothèse de quasi-bidimensionnalité), les orrélations peuvent être déouplées :
< uv >≈< u >< v >, < u2 >≈< u >< u >, < v2 >≈< v >< v > . (1.17)En posant ρ̄ = 1

z2−z1

∫ z2

z1
dz ρ, µ = ρ̄(z2 − z1), et en omettant les rohets on arrive à

ρ̄(z2 − z1)(∂tvh + vh∇h.vh + f ẑ × vh) = −∇h(−gρ̄
(z2 − z1)

2

2
+ (z2 − z1) P|z1

) −
−∇hz1 P|z1

+ ∇hz2 P|z2
. (1.18)où vh est le veteur (u, v) et ∇h est l'opérateur gradient horizontal, en supposant que ρ̄est onstant. En onsidérant un fond plat en z1 = 0 et la surfae libre en z2 = h(x, y, t),on peut réérire (1.16) et (1.18) :

∂th + ∂x(hu) + ∂y(hv) = 0, (1.19)
∂tvh + vh.∇hvh + f ẑ × vh = −∇h(gh) (1.20)en supposant simplement que la pression à la surfae est nulle : P|z2

= 0.En présene d'une topographie z1 = Z(x, y) et on aboutit au système :
∂t(h− Z) + ∂x((h− Z)u) + ∂y((h− Z)v) = 0, (1.21)

∂tvh + vh.∇hvh + f ẑ × vh = −1

ρ̄
∇h(ρ̄gh) (1.22)En reprenant les notations de la dérivation standard (1.6-1.8), où H est l'épaisseur du�uide, le système (1.21-1.22) se réérit :

ut + uux + vuy − fv = −gHx − gZx, (1.23)
vt + uvx + vvy + fu = −gHy − gZy, (1.24)
Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0, (1.25)



28 IntrodutionC'est ette forme qu'on l'utilisera à partir du hapitre 2.On a don montré que les équations de l'eau peu profonde en rotation modélisentl'évolution d'un �uide inhomogène moyenné sur la vertiale, sous une seule hypothèse dequasi bidimensionnalité (les variations sont faibles dans la diretion vertiale).Ce modèle présente l'avantage d'être simple tout en ontenant tous les ingrédientsessentiels pour l'étude de la dynamique des �uides en rotation, il inlut notamment lese�ets non linéaires. L'intégration numérique est largement failitée, omparativement auxéquations primitives (1.1-1.5). Ce modèle est fréquemment utilisé pour des études onep-tuelles, notamment pour les études de stabilité sur le plan f [GKS82, PF03, PG97℄ etsur le plan β [Rip83℄, ou pour modéliser de façon simple la irulation atmosphérique[Gil80, Nee89℄.Il est important de garder à l'esprit les limites de e modèle : il ne permet pas dedérire les éoulements non hydrostatiques, il n'inlut pas de thermodynamique et sareprésentation de la strati�ation est rudimentaire. La dissipation peut être inorporée defaçon standard en ajoutant les termes visqueux aux équations de quantité de mouvement(1.23, 1.24).Ce modèle peut également être interprété omme le modèle d'un �uide à gravité réduiteà une ouhe et demie, 'est-à-dire un �uide à deux ouhes dans la limite où une des ouheest au repos et de profondeur in�nie. On obtient les équations du modèle à deux ouhesen partant de l'équation (1.18) qu'on applique alors au �uide ontenu entre un fond etun toit rigide. On hoisit une surfae matérielle z = z2(x, y, t) = h(x, y, t) à l'intérieur du�uide et on onsidère deux ouhes de �uide, l'une au-dessus et l'autre au-dessous de ettesurfae. La frontière inférieure de la ouhe du bas est z1 = 0, et la frontière supérieure dela ouhe du haut est Z3 = H . Partant de là, µ1 = ρ̄1 (z2 − z1) et µ2 = ρ̄2 (H − z2). Ave(1.16) on obtient les équations d'évolution de l'interfae entre les deux ouhes, tandis queles équations d'évolution de la quantité de mouvement s'obtiennent à partir de (1.18). Lemodèle de l'eau peu profonde en rotation à deux ouhes est don :
∂th+ ∇.(v1 h) = 0, (1.26)

∂t(H − h) + ∇.(v2(H − h)) = 0, (1.27)
∂tvi + vi.∇vi + f ẑ × vi +

1

ρ̄i
∇πi = 0, i = 1, 2 (1.28)

π1 = (ρ̄1 − ρ̄2)gh+ π2 (1.29)où les indies 1 (2) désignent la ouhe inférieure (supérieure) respetivement et Π2 estla valeur de la pression à la frontière supérieure. On obtient le modèle à gravité réduite àune ouhe et demie en prenant la limite v2 → 0 et h≪ H :
∂th + ∇(v h) = 0, (1.30)

∂tv + v.∇v + f ẑ × v + g′∇h = 0, (1.31)où g′ = ρ̄1−ρ̄2

ρ̄1
g est appelée la gravité réduite.C'est à dire que lorsqu'on onsidère un �uide à deux ouhes dont l'une est en mou-vement (de densité ρ1) et située au dessous de la seonde (de densité ρ2) supposée aurepos et de profondeur très grande devant la profondeur de la ouhe en mouvement, les



1.2 Modèle de l'eau peu profonde en rotation et séparation dynamique desmouvements tourbillonnaires/lents et ondulatoires/rapides 29équations dérivant le �uide dans la ouhe en mouvement sont elles de u modèle de l'eaupeu profonde en rotation ave la gravité g remplaée par la gravité réduite g′.De la même façon onsidérer la ouhe inférieure au repos et de profondeur très grandedevant la profondeur de la ouhe supérieure. On obtiendra alors pour la ouhe supérieureative le même système d'équations (1.30-1.31) ave la gravité réduite par g′′ = ρ̄1−ρ̄2

ρ̄2
g aulieu de g′.On voir don qu'on peut donner deux interprétations aux phénomènes étudiés dansle modèle de l'eau peu profonde en rotation. On peut par exemple transposer les résul-tats obtenus en eau peu profonde à la ouhe super�ielle de l'oéan en supposant que laouhe au repos est onstituée par le �uide se trouvant au dessous de la thermoline, eten modi�ant la valeur de g pour elle de g′′.1.2.2 Séparation dynamique des mouvements tourbillonnaires etondulatoiresUne loi de onservation lagrangienne est présente dans le modèle de l'eau peu profonde,qui est une aratéristique importante des systèmes strati�és en rotation. L'invariantlagrangien est la vortiité potentielle q = vx−uy+f

h
:

dq

dt
= 0. (1.32)où d

dt
= ∂

∂t
+ u ∂

∂x
+ v ∂

∂y
. Un inonvénient de la vortiité potentielle est qu'elle n'est pasnulle en l'absene de mouvement. On dé�nira don généralement l'anomalie de vortiitépotentielle en soustrayant à la vortiité potentielle omplète la vortiité potentielle del'état de repos. Ainsi la onservation de la vortiité potentielle nous donne une visionintuitive de la dynamique dans le modèle de l'eau peu profonde : des olonnes de �uidesde profondeur variable se déplaent horizontalement de sorte que haque hangement deprofondeur soit ompensé par un hangement de la vortiité absolue vx − uy + f (et vieversa).Nous allons nous plaer dans le adre de la version linéaire de e modèle pour mettreen évidene la séparation dynamique qui existe entre mouvements lents et équilibrés etmouvements rapides et non-équilibrés. Pour ela, on linéarise les équations (1.6)-(1.8)autour d'un état de repos : H = cte = H0, u = v = 0. On note u′, v′ et η les perturbationsde la vitesse zonale, de la vitesse méridienne et de la hauteur de �uide respetivement.Les équations linéarisées s'érivent :

u′t − fv′ = −gηx (1.33)
v′t + fu′ = −gηy (1.34)

ηt +H0u
′
x +H0v

′
y = 0. (1.35)En herhant des solutions de la forme (u′0, v
′
0, η0) expi(kx+ly−ωt) on obtient la onditionde solvabilité du système :

ω (ω2 − f 2 − gH0(k
2 + l2)) = 0. (1.36)Cette relation de dispersion a deux types de solutions :



30 Introdution� ω = ±
√
f 2 + gH0(k2 + l2)� ω = 0La vortiité potentielle linéarisée s'érit :

vx − uy + f

h

∣∣∣
lin

=
f

H0
+
v′x − u′y
H0

− f η

H2
0

(1.37)Le terme f
H0

existe quel que soit le mouvement, on dé�nira don l'anomalie de vortiitépotentielle omme qa = q|lin − f
H0
. Ii qa =

v′x−u′

y

H0
− f η

H2
0

.La première et la deuxième solution dérivent des ondes propagatives d'inertie-gravité :leurs fores de rappel sont la fore de Coriolis et la gravité. Elles sont dispersives et àdivergene non nulle. On remarque que pour es deux solutions l'anomalie de vortiitépotentielle est nulle : qa = 0. Cela signi�e que les ondes d'inertie-gravité ne portent pasde vortiité potentielle, dans le adre de e modéle linéaire.La dernière solution ne véri�e pas la même propriété d'annulation de l'anomalie dela vortiité potentielle linéarisée que les deux premières. Cette solution onstitue don lapartie vortiale de l'éoulement. La nullité de ω signi�e que la solution est stationnaire.Ainsi l'évolution de la partie vortiale de l'éoulement sera néessairement nonlinéaire.On voit don apparaitre la séparation dynamique entre les mouvements lents et lesmouvements rapides dans le modèle de l'eau peu profonde en rotation. La rotation estresponsable du trou spetral existant entre d'une part les mouvements vortiaux lents à
ω = 0 et d'autre part les ondes rapides, d'inertie-gravité, à ω2 = f 2 + gH0(k

2 + l2).La onnaissane de ette séparation dynamique permet de dériver des modèles sim-pli�és à partir des équations omplètes en se restreignant aux éhelles de temps longues.Un exemple d'un tel modèle est le modèle quasi-géostrophique (QG), qui est largementutilisé pour l'analyse de proessus partiuliers dans l'oéan ou dans l'atmosphère autantque pour l'étude globale de la dynamique du limat. En partiulier, la première prévisionmétéorologique réussie a été réalisée à l'aide de e modèle.Nous nous intéresserons par ontre au modèle de l'eau peu profonde en rotation ompletpour étudier à la fois la dynamique lente et la dynamique rapide, ainsi que l'éventuelleinteration. L'analyse linéaire i-dessus suggère que la solution du problème aux valeursinitiales ave une perturbation initiale loalisée onsistera dans e modèle, en général, endes ondes d'inertie-gravité s'éloignant de la perturbation initiale et laissant derrière ellesla omposante vortiale quasi-stationnaire. Il s'agit du proessus de relaxation vers l'étatd'équilibre géostrophique, nommé plus simplement ajustement géostrophique.1.3 Ajustement géostrophiqueUne propriété très spéi�que du modèle de l'eau peu profonde est l'existene d'uneéhelle de longueur interne qu'on appelle le rayon de déformation de Rossby : Rd =
√

gH0

f
.Pour les mouvements ayant une seule éhelle de vitesse U et une seule éhelle de longueur

L, les paramètres adimensionnés suivants peuvent être introduits :Ro =
U

f L
, Bu =

R2
d

L2
, (1.38)



1.3 Ajustement géostrophique 31qui sont les nombres de Rossby et de Burger, et le paramètre de nonlinéarité λ = ∆H
H0

où
∆H est le déplaement aratéristique de la surfae libre. Le temps aratéristique desmouvements vortiaux est T = L/U (temps de retournement d'un tourbillon) et ainsipour les mouvements lents le nombre de Rossby, qui est le rapport de la fréquene deretournement d'un tourbillon au double de la fréquene de rotation terrestre, est petit.Les équations de l'eau peu profonde en rotation adimensionnées pour un déplaementde la surfae libre η pour les mouvements d'éhelles aratéristiques L, T et U sont :Ro(ut + uux + vuy) − v = −λBuRo ηx (1.39)Ro(vt + uvx + vvy) + u = −λBuRo ηy (1.40)

ληt + ((1 + λη)u)x + ((1 + λη)v)y = 0. (1.41)Ainsi pour les nombres de Rossby petits, l'aélération de Coriolis domine dans lemembre de gauhe de (1.39)-(1.40). Pour équilibrer l'aélération de Coriolis il faut quela relation entre les paramètres, λBu = O(Ro), soit véri�ée. Dans e as, l'équilibregéostrophique
−fv = −gηx, (1.42)
+fu = −gηy (1.43)apparaît à l'ordre dominant en nombre de Rossby. Comme mentionné dans la partie1.1, les mouvements à l'éhelle synoptique dans l'atmosphère et l'oéan sont prohes del'équilibre géostrophique (1.42)-(1.43). Le méanisme physique amenant à et équilibre1est l'ajustement géostrophique, ave l'émission d'ondes d'inertie-gravité.Le proessus d'ajustement se déroule de la façon suivante [Blu72℄ : le �uide, une foisperturbé de son état d'équilibre, se réarrange rapidement (en quelques périodes inertielles)pour trouver un état d'équilibre. Au ours de e réarrangement, des ondes sont émises quise dispersent et se propagent en laissant derrière elles la partie ajustée de l'éoulement quiévolue lentement. Ce proessus, au moins pour les petits Ro, est universel et aompagela relaxation de toutes les perturbations.La première étude de l'ajustement géostrophique a été réalisée par Rossby [Ros37℄ dansle adre des équations de l'eau peu profonde en rotation. En onsidérant que le vent a misen mouvement la ouhe oéanique super�ielle, il a montré que des onditions initialesnon géostrophiques exitent des ondes d'inertie-gravité transitoires qui redistribuent lamasse et la quantité de mouvement pour établir �nalement un état stationnaire (pour unprobleme indépendant d'une oordonnée spatiale horizontale) en équilibre géostrophique.Des exemple de perturbations provoquant des ajustements géostrophiques sont� dans l'oéan : le forage des ouhes super�ielles de l'oéan par le vent [Ros37℄,notamment le passage d'un ylone au dessus d'un oéan [Gei70℄, des événementsde préipitations loalisés réant une anomalie de densité en surfae d'un plan d'eau,un hau�age inhomogène provoquant l'apparition d'un gradient de densité [Ou84℄,� en hydraulique : une rupture de barrage [HKP99, LSRZ04℄,� dans l'atmosphère : les épisodes de frontogenèse [BW95℄, les perturbations du jetstream [FL92℄ ou la réponse à un hau�age loalisé instantané [CB01℄.1Rappelons qu'un état équilibré d'un système est un état indépendant du temps et de l'histoire dusystème, qui sera atteint au ours d'une expériene si on attend su�samment longtemps



32 IntrodutionLe modèle linéaire de l'eau peu profonde en rotation permet de omprendre assezsimplement le déroulement de e proessus, et partiulièrement de mettre en évidenel'éhelle spatiale de l'ajustement : le rayon de déformation de Rossby Rd [Gil82℄.Mais, omme on l'a vu dans la partie 1.2, l'évolution de la omposante vortiale del'éoulement est néessairement nonlinéaire.L'ajustement nonlinéaire dans le modèle de l'eau peu profonde a été l'objet de nom-breuses études depuis les travaux de Rossby [Ros37℄, [Blu72℄ jusqu'à aujourd'hui. Lesétudes du proessus nonlinéaire ont d'abord montré que le temps d'ajustement néessairepour atteindre un état approhé de l'équilibre géostrophique est plus long que e qui estprévu par l'analyse linéaire [Blu67℄ et que pour une perturbation bornée horizontalement,la répartition de l'énergie au ours de l'ajustement est di�érente dans le proessus linéaireet dans le proessus nonlinéaire : pour une perturbation positive (négative) de la profon-deur initiale, l'état �nal nonlinéaire a plus (moins) d'énergie que l'état �nal linéaire [BT95℄.Kuo et Polvani [KP00℄ ont montré que l'ajustement géostrophique nonlinéaire onduità une asymétrie de l'état ajusté selon que la perturbation initiale est un ylone ou unantiylone. Ils ont également montré que l'ajustement géostrophique nonlinéaire peutdéformer irréversiblement les ontours de la vortiité potentielle : l'ajustement est donun méanisme permettant les hangements irréversibles de vortiité potentielle.Kuo et Polvani ont aussi étudié l'ajustement géostrophique nonlinéaire à une dimensiondans le modèle de l'eau peu profonde [KP97℄. Ils ont montré que des disontinuitiés seforment même en présene des e�ets dispersifs de la rotation, et ne sont pas simplementdes résultats de la disontinuité de la perturbation initiale. La ombinaison de la rotationet de la nonlinéarité produit des phénomènes qui ne sont pas présents en leur absene :la formation de hos multiples et leur délin subséquent. Pour répondre à la question desavoir ombien de temps dure le proessus d'ajustement, ils ont réalisé plusieurs mesurespour aboutir à la onlusion que l'anomalie de l'élévation de la surfae libre s'ajuste enquelques périodes inertielles et les vitesses, quant à elles mettent plus de temps.Zeiltin, Medvedev et Plougonven [ZMP03℄ ont donné dans e même adre (modèlede l'eau peu profonde à 1 dimension) une preuve de l'existene et de l'uniité de l'étatajusté pour des on�gurations où la vortiité potentielle initiale est non négative. Ilsont montré que pour des perturbations su�samment petites l'ajustement est toujoursomplet. Des expériene numériques [BLZ04℄ ont omplété e travail en montrant quepour des onditions initiales loalisées dans le domaine ouvert, un état ajusté est toujoursatteint. C'est le as même lorsque la vortiité potentielle n'est pas dé�nie positive, alorsqu'il n'y a auune preuve d'existene d'un état ajusté. L'ajustement de la partie vortialede l'éoulement est rapide, il se fait en quelques périodes inertielles. Les osillations quasi-inertielles, qui ne portent pas de vortiité potentielle perdurent longtemps au voisinagedu oeur du jet. Elles représentent une partie "onde longue" de la perturbation initialeet déroissent en t−1/2. Pour les ajustements dans des domaines ouverts et périodiques,ils montrent que la formation de hos est omniprésente. Les hos dissipent l'énergiee�aement, mais la distribution de vortiité potentielle n'est pas hangée au passage deshos dans le as d'éoulements stritement retilinéaires.La théorie de l'ajustement géostrophique non linéaire de perturbations loalisées ar-bitraires dans le modèle de l'eau peu profonde (2 dimensions) a été étudiée par Reznik,Zeiltin et Ben Jelloul [RZBJ01℄. Dans e papier, les seules hypothèses sont que l'éhelle



1.4 Ajustment géostrophique en présene de guides d'ondes 33de la perturbation soit bien dé�nie et que le nombre de Rossby Ro soit petit. En utili-sant un développement multi éhelle temporelles systématique pour la perturbation, ilsont montré que le hamp est séparé de faon unique en une omposante lente et uneomposante rapide. La omposante lente du mouvement n'est pas in�uenée par la om-posante rapide et reste prohe de l'équilibre géostrophique. Le sénario de l'ajustementdépend de l'éhelle aratéristique et / ou de l'élévation relative initiale de la surfae.Pour des petites élévations relatives (de l'ordre du nombre de Rossby), l'évolution de laomposante lente est régie par l'équation bien onnue de la vortiité potentielle géostro-phique sur les temps t ≤ (fRo)−1. La omposante rapide onsiste prinipalement en desondes d'inertie-gravité linéaires s'éloignant rapidement de la perturbation initiale. Pourdes grandes élévations relatives, le hamp lent est gouverné par l'équation de la dyna-mique frontale géostrophique. La omposante rapide dans e as est un paquet loaliséspatialement d'osillations inertielles ouplé à la omposante lente de l'éoulement. Sonenveloppe subit une modulation lente et obéit à une équation de modulation du type del'équation de Shrodinger dérivant l'advetion et la dispersion du paquet. En fontiondu pro�l de la omposante lente le piégeage des osillations inertielles peut avoir lieu.La raison physique pour la séparation lente / rapide est la onservation de la vortiitépotentielle, le fait que les ondes d'inertie-gravité ne portent pas de vortiité potentielle etle gap dans le spetre des petites perturbations dans l'eau peu profonde en rotation quien partiulier bloque la radiation de Lighthill d'ondes d'inertie-gravité.Des mesures quantitatives de la vortiité potentielle et de l'équilibre de l'éoulementaprès l'ajustement géostrophique ont été réalisées par Stegner et al [SBAP04℄ : le pro-�l de densité et l'énergie potentielle de l'état ajusté moyen observé dans les expérienessont en aord ave les préditions de la théorie de l'ajustement non dissipatif standard.L'énergie inétique de l'état ajusté et l'énergie transférée aux ondes d'inertie-gravité sontsigni�ativement réduits par les proessus dissipatif qui se produisent durant la premierepériode inertielle, au niveau du front de densité.Dans l'oéan et l'amosphère réels, le plan in�ni qui a été utilisé pour les études itéesi-dessus n'existe pas. Les �uides au ours de leur évolution renontrent des obstales àleur évolution "libre". Les obstales les plus répandus sont les �tes, les topographies et lesforts gradients de densité. La aratéristique ommune à es obstales est leur propriétéde guide d'ondes. Une nouvelle lasse de mouvement existe alors : les ondes piégées pares guides d'ondes. Dans ette thèse on se pose la question de savoir omment le proessusd'ajustement est modi�é lorsque des guides d'ondes sont présents, et don que des ondespiégées viennent ompléter l'ensemble des mouvements possibles.
1.4 Ajustment géostrophique en présene de guides d'ondesDi�érents guides d'ondes existent dans l'oéan et dans l'atmosphère. Nous allons ex-poser et illustrer par des exemples les piégeages qui sont étudiés dans e travail de thèse.Nous verrons alors pour haun de es méanismes de piégeage, omment ils peuventmodi�er le sénario onnu de l'ajustement géostrophique non linéaire.



34 Introdution1.4.1 Guide d'ondes frontalL'intersetion d'une surfae isopynale ave une interfae, un front de densité, onstitueun piège : le �uide est on�né entre la surfae isopynale et l'interfae. En l'absenede méanismes d'éhange de masse, de quantité de mouvement et d'énergie, le �uidese trouvant olus dans le volume dé�ni par l'ensemble "isopyne+interfae �uide" ou"isopyne+surfae solide" est piégé. Par onséquent, les fronts de densité sont les guidesd'ondes pouvant exister dans e �uide.Dans l'oéan, lorsqu'une isopyne intersete la surfae libre, on parle d'"outropping"et lorsqu'une isopyne intersete le fond oéanique on parle d'"inropping". Ces termesn'ayant pas d'équivalent onis en français, on les utilisera dans le texte. Un piège "iso-pynal" peut être l'ourene d'un outropping omplet (= la surfae isopynale s'appuieentierement sur la surfae libre), e qui arrive lorsqu'un �uide peu dense se trouve sur unesuper�ie limitée à la surfae de l'oéan, par exemple lors d'un épisode de préipitations,ou bien à grande éhelle, la langue d'eau haude de l'oéan Pai�que équatorial Ouest enjeu dans le méanisme El Nino est en situation d'outropping par rapport aux eaux plusfroides à l'Est [Phi89℄.L'ourene d'un inropping omplet (= la surfae isopynale s'appuie entièrement surle fond) onstitue au même titre un piège ispoynal. Cette situation est fréquente pour lesourants d'eau profonde, notamment au passage de détroits [Smi76℄. D'autres exemplessont les �laments denses qui se forment après que des masses d'eaux soit desendues lelong des pentes ontinentales vers l'oéan profond [Con95℄ et les bulles froides isolées surle fond oéanique. Ces dernières peuvent transporter des anomalies de températures surquelques milliers de kilomètres depuis leur origine [Nof83℄.La dynamique des ourants denses en situation d'inropping est importante pour letransport de haleur et de masse dans l'oéan. L'ajustement géostrophique nonlinéaired'une bulle froide en inropping, de profondeur onstante sur un disque, a été étudié nu-mériquement [MM00℄. Il a été mis en évidene que l'expansion radiale de l'éoulementdépend du taux de rotation et que la disontinuité de la profondeur du �uide etait rapi-dement remplaée par une transition doue jusqu'à la profondeur zéro.La prinipale ontrainte apportée par es pièges isopynaux est que, omme le �uide,les ondes sont emprisonnées et ne peuvent s'évauer omme dans le sénario lassiqued'ajustement géostrophique (setion 1.3) et don n'o�rent plus la possibilité d'évauerl'exédent d'énergie pour atteindre un état équilibré. C'est-à-dire que le �uide piégé nepeut interagir ave le �uide ambiant (par ontre, dans un modèle dont la représentationde la strati�ation est plus sophistiqué, le mouvement piégé et le mouvement dans le�uide ambiant pourront éhanger de l'énergie). On présume don que le sénario onnude l'ajustement géostrophique nonlinéaire sera modi�é. C'est la modi�ation apportéepar l'outropping ou l'inropping que nous souhaitons étudier en adressant les questionssuivantes :� Un état ajusté existe-t-il en situation d'inropping (ou outropping) omplet ?� Si oui, est-il stable ? En e�et Gri�ths, Killworth et Stern [GKS82℄ ont montré queles ourants équilibrés ave outropping omplets peuvent être instables et on peutse demander quel sera l'état �nal de l'ajustment si elui-i est instable ?� Comment vont évoluer les ondes d'inertie-gravité, étant donné qu'elles ne peuvents'évauer ? Vont elles déferler et ainsi agir sur le mélange ? Vont elles interagir avel'éoulement ajusté s'il existe ? Vont-elles ontribuer au transport ?



1.4 Ajustment géostrophique en présene de guides d'ondes 351.4.2 Guide d'ondes �tierLa présene d'une �te sur un référentiel en rotation joue un r�le prohe d'un guided'onde, en le sens qu'il permet l'existene et la propagation d'ondes on�nées spatialementontre la �te : les ondes de Kelvin �tières. Ce sont des ondes non dispersives qui sepropagent le long de la �te, et dont l'amplitude déroit exponentiellement en s'éloignantde la �te, et qui ne portent pas d'anomalie de vortiité potentielle. La présene desondes de Kelvin �tières détruit le trou spetral disuté dans la partie 1.2. En e�et, lesondes de Kelvin �tières ne sont bien séparées des ondes d'inertie-gravité que pour lespetits nombres d'ondes. Le hamp de vitesse et l'élévation de la surfae libre de l'onde deKelvin sont en équilibre géostrophique, par onséquent ette onde appartient à la lassedes mouvements équilibrés.Dans l'oéan, les �tes des ontinents jouent e r�le et dans l'atmosphère, les haînesmontagneuses ou la masse ontinentale �tière joue le r�le de �te pour l'éoulement at-mosphérique [Gil77℄.Lors du proessus d'ajustement géostrophique linéaire en présene de bords, loin desbords l'ajustement géostrophique se déroule omme dans un domaine libre [Gil76, Gil82℄.Les ondes d'inertie-gravité émises, lorsqu'elles renontreront le bord se ré�éhiront etdonneront naissane à une onde de Kelvin qui se propagera le long du bord (en gardantle bord sur sa droite dans l'hémisphère Nord).L'ajustement géostrophique nonlinéaire près d'un bord a été étudié théoriquement par[RG02℄ à l'aide d'un développement asymptotique multi-éhelles en nombre de Rossby(Ro = ǫ). Ils ont onsidéré des onditions initiales dont l'éhelle spatiale est de l'ordre durayon de déformation, soit périodiques, soit de type "marhe d'esalier", soit loalisées.Dans haque as la perturbation initiale se sépare d'une façon unique en omposanteslentes (éhelle f−1) et rapides (éhelles ǫf−1). La omposante lente n'est pas in�uenéepar la omposante rapide au moins pour les temps t ≤ (ǫf)−1 et reste prohe de l'équi-libre géostrophique. La partie rapide onsiste prinipalement en des ondes d'inertie-gravités'éloignant rapidement de la perturbation initiale et d'ondes de Kelvin on�nées près dubord. Au ours du temps le pro�l de l'onde de Kelvin se distort à ause d' auto-interationsnonlinéaires, la distortion étant dérite par une équation d'ondes simple. La présene del'onde de Kelvin n'empêhe pas la séparation entre omposante lente et rapide du mouve-ment, bien qu'auun trou spetral entre les ondes de Kelvin et le mouvement lent n'existe.Nous souhaitons prolonger l'étude de Reznik et Grimshaw [RG02℄ pour des nonlinéa-rités plus fortes : soit en étudiant l'ajustement de perturbations d'amplitudes plus impor-tantes, soit en étudiant l'évolution sur des éhelles de temps plus longues. On souhaiteapporter les réponses aux questions suivantes :� Comment l'ajustement se déroule-t-il sur des temps plus longs ?� Quelles seront les onséquenes du déferlement de l'onde de Kelvin �tière sur ladistribution de la vortiité potentielle ?� Comment l'onde de Kelvin �tière ontribuera-t-elle au mélange et au transport auours de son évolution nonlinéaire ?



36 Introdution1.4.3 Guide d'ondes topographiqueEn général, les pièges de type "guide d'onde" sont onstitués par la variation d'unepropriété du milieu ambiant permettant la propagation d'ondes qui serait impossible enl'absene de ette variation. A proximité de la zone de variation, des ondes évanesentesfont la jontion entre la zone où les ondes piégées peuvent exister et la zone où leurexistene est impossible. Les topographies loalisées, qui imposent à un �uide au reposune variation loalisée de son épaisseur sont des pièges de type "guide d'onde" [LM78℄.Les topographies oéaniques supportent la propagation des ondes appelées ondes deRossby topographiques. Les topographies oéaniques loalisées dans une diretion sont desguides d'ondes ar elles supportent la propagation des ondes de Rossby topographiquesalors que leur environnement prohe, qui est à fond plat, ne permet l'existene de es ondes.Ainsi les ondes de Rossby topographiques sont piégées par les topographies loalisées dansune diretion et es ondes piégées sont aussi appelées ondes de Kelvin doubles. Par la suiteon nommera es ondes simplement ondes topographiques piégées.Les ondes topographiques se propagent à f/h onstant pour obéir à la onservationde la vortiité potentielle, 'est-à-dire le long des lignes de profondeur onstante si on seplae sur le plan f . Elles ont été étudiées dans le modèle de l'eau peu profonde linéarisépar Longuet-Higgins, ave une topographie disontinue (type marhe d'esalier) [LH68b℄et ave une topographie ontinue (esarpement linéaire) [LH68a℄. L'amplitude des ondestopographiques piégées déroit exponentiellement quand on s'éloigne de la variation deprofondeur. C'est la déroissane exponentielle qui rappelle les ondes de Kelvin �tières(f setion 1.4.2) et qui justi�e l'appellation onde de Kelvin double. C'est pour ela quele piégeage néessite une topographie loalisée : si la topographie n'est pas loalisée, ellesupporte les ondes topographiques omme une omposante supplémentaire de mouvementmais ne présente pas une forme de piégeage. Les ondes topographiques piégées sont desondes lentes, en e sens que leur pulsation est toujours plus petite que f . La relation dedispersion des ondes topographiques linéaires est semblable à la relation de dispersion desondes de Rossby sur le plan β, e qui justi�e le nom d'ondes de Rossby topographiquessouvent utilisé (f Fig. 4).L'e�et de la topographie domine sur l'e�et β lorsque Ro
l
> 1 où Ro est le nombre deRossby et l est l'éhelle horizontale de variation de la topographie. Et omme 1

l
∼ |Hy|

H
,ela donne |Hy| > H

Ro
. Pour H ∼ 5 103m, Ro ∼ 106m, ela donne |Hy| ∼ 10−3. Cesarguments peuvent être étendus au as plus général où H = H(x, y). On onlut don quela topographie prédomine sur l'e�et β lorsque |∇hH| > 10−3. Il y a beauoup de régionsdans les oéans où la pente du fond est supérieure à 10−3 , don l'inlusion des variationsde la topographie dans l'étude des ondes barotropes planétaires est importante [LM78℄.A grande éhelle, les esarpements reliants les plateaux ontinentaux aux grandsfonds, les dorsales oéaniques et les esarpements perpendiulaires aux dorsales oéa-niques forment autant de guides d'ondes. Citons quelques exemples : l'esarpement Men-doino dans le Pai�que Nord Est [Mys69℄, l'esarpement Falkland dans l'Atlantique Sud[MNGH02℄ et l'esarpement entre le plateau ontinental et les grands fonds en Australieoù les premières ondes piégées par la topographie ont été mesurées tournant autour del'Australie [LM78℄. Des ondes topographiques piégées ont notamment été mises en évi-dene dans l'Atlantique Nord dans le travail de Wright et Xu [WX04℄.L'ajustement géostrophique linéaire en présene de topographie disontinue a été étu-dié par Gill et al [GDJL86℄. Ils ont montré que lorsque la marhe topographique est



1.4 Ajustment géostrophique en présene de guides d'ondes 37perpendiulaire à la disontinuité initiale de la surfae libre, l'ajustement donne naissaneà des ondes topographiques qui se propagent le long de la marhe et ainsi le jet géostro-phique qui se met en plae sur les régions à fond plat va être dévié le long de la marhe,pour se propager en gardant l'eau peu profonde sur sa droite dans l'hémisphère Nord. Ilse forme don une sorte de langue de �uide qui se propage le long de la topographie, et ilsont montré que derrière ette langue il n'y avait pas de �ux de masse à travers la marhe.L'ajustment géostrophique linéaire dans un �uide à 2 ouhes et en présene d'unesarpement a été étudié par Willmott et Johnson [WJ95℄. Ils ont montré que l'ajustementrapide inertiel n'est pas in�uené par la topographie et sur des éhelles de temps longues, ily a émission d'ondes de Rossby topographiques le long de la marhe. Un état stationnaireest atteint (omme dans [GDJL86℄) dans lequel le �uide est en équilibre géostrophique dansles deux ouhes, mais dans la ouhe inférieure le �uide ne traverse pas l'esarpement,par ontre le �uide dans la ouhe supérieure traverse la marhe et 'est là la nouveautépar rapport à [GDJL86℄ où auun �uide ne traversait la marhe.Par ailleurs les travaux de Johnson et Davey [JD90℄ onernant l'ajustement linéairesur une marhe d'esalier très peu profonde d'une perturbation de très petite amplitude enprésene d'une �te ont montré que si les ondes topographiques se propagent en s'éloignantde la �te, elui-i in�uera peu sur l'éoulement. A l'opposé si les ondes topographiquesse propagent en diretion de la �te, une ouhe limite se formera à la jontion entre lamarhe et la �te.L'ajustement géostrophique linéaire en présene d'un esarpement topographique àpro�l linéaire a été étudié par Allen [All96℄. Elle a onsidéré l'ajustement d'une dison-tinuité de la surfae libre perpendiulaire à l'esarpement topographique. La di�érenefondamentale ave la topographie disontinue [GDJL86℄ est que les ondes topographiquesii ont une struture modale à travers la pente et que es ondes-i peuvent propagerl'énergie dans les deux sens le long de la marhe. L'état stationnaire �nal est du mêmetype qu'ave la topographie disontinue : la pente sépare l'éoulement dans haune desrégions à fond plat. Elle a aussi dérit le mouvement transitoire à l'aide de simulationsnumériques linéaires.Nous souhaitons étendre le travail d'Allen [All96℄ en étudiant la dynamique non li-néaire du proessus d'ajustement géostrophique en présene d'un esarpement linéaire.Les questions qu'on pose sont les suivantes :� Quelle est l'éhelle de temps du proessus d'ajustement ?� Quelle est l'évolution non linéaire des ondes piégées ?� Quel r�le jouent-elles dans le mélange et le transport ?1.4.4 Guide d'ondes équatorialJusqu'à présent nous avons disuté de la dynamique dans l'approximation du plantangent dans les latitudes tempérées (plan f). Le paramètre de Coriolis est positif dansl'hémisphère Nord, négatif dans l'hémisphère Sud et s'annule à l'équateur. Dans la régionéquatoriale, pour prendre en ompte l'e�et de la fore de Coriolis, il faut faire l'approxi-mation du plan β, ar l'approximation du plan f ne donne plus que f = 0. Sur le plan
β, les ondes de Rossby, aussi appelées ondes planétaires, peuvent se propager. Dans l'ap-proximation du plan β équatorial, le paramètre de Coriolis s'érit f = βy. Cette formedu paramètre de Coriolis implique que les ondes équatoriales sont piégées à l'équateur



38 Introdutionave des déroissanes en e−y2 [Gil82℄. L'équateur agit omme un guide d'ondes. L'ajuste-ment géostrophique à l'équateur sera di�érent de l'ajustement sur le plan f aux moyenneslatitudes ar les ondes, et don l'énergie, ne peuvent s'évauer vers y → ±∞.Il est essentiel de remarquer qu'à l'équateur l'équilibre géostrophique ne peut avoir lieuque pour un éoulement dont l'éhelle zonale est très grande devant l'éhelle méridienne( f équations (1.42-1.43)).Le modèle de l'eau peu profonde en rotation sur le plan β équatorial s'érit :
ut + uux + vuy − β y v = −gHx (1.44)
vt + uvx + vvy + β y u = −gHy (1.45)
Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0. (1.46)et les ondes linéaires solution de es équations linéarisées autour de l'état de repos sont(voir Fig. 1.6) :� les ondes de Kelvin : e sont les solutions non dispersives (ω = k)à v = 0,� les ondes de Yanai : e sont les solutions dont la vitesse de groupe est toujourspositive, leur relation de dispersion est ω = k/2 ±

√
k2

4
+ 1� les ondes de Rossby et d'inertie-gravité ont leur relation de dispersion donnée par :

ω3 − (k2 + (2n + 1))ω − k = 0, elles sont dispersives. Les ondes de Rossby sont lesondes dont la vitesse de phase est toujours négative.
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Fig. 1.6 � Relation de dispersion des ondes équatoriales où l'unité de longueur est √√
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.L'ajustement géostrophique nonlinéaire à l'équateur a été étudié pour une perturba-tion loalisée dont le rapport d'aspet de l'éhelle méridionale à l'éhelle zonale est petit[LSRZ04℄. Ils proposent une théorie asymptotique pour les faibles nombres de Rossby,ave une lassi�ation des di�érents sénarios d'ajustement en fontion du rapport entrenombre de Rossby et rapport d'aspet de la perturbation. Le défèrlement des ondes deKelvin limite rapidement la validité de la théorie asymptotique, ils ont don utilisé dessimulations numériques pour étudier les e�ets nonlinéaires. Les simulations ont on�rmé



1.5 Questions 39les résultats de la théorie mais ont aussi mis en évidene d'autres e�ets, notamment la�ssion d'un paquet d'ondes de Rossby fortement nonlinéaire en une séquene de modonséquatoriaux, ou la formation d'un jet dans le sillage de l'onde de Kelvin qui déferle.Nous souhaitons étudier le proessus d'ajustement géostrophique à l'équateur d'uneperturbation d'un éoulement en situation d'outropping omplet, ar le r�le des ondesde Kelvin, Rossby et inertie-gravité dans ette situation ne sont pas onnus. Le piègeisopynal empêhera l'évauation de l'énergie par les ondes d'inertie-gravité qui serontelles aussi piégées. On pose don les questions suivantes :� Quelles sont les éhelles de temps assoiées au proessus d'ajustement ?� Quel est l'état �nal de l'ajustement ?� Un état ajusté stationnaire existe-t-il ?� Comment évolueront les ondes d'inertie-gravité ? Interagiront-elles la partie lente del'éoulement ? Partiiperont-elles au transport et au mélange ?1.5 QuestionsConnaissant le proessus d'ajustement géostrophique non linéaire en l'absene de mé-anisme de piégeage d'ondes, nous venons de passer en revue quatre types de piégesomniprésents dans la nature. Le proessus d'ajustement géostrophique sera modi�é par lepiégeage d'ondes.Les questions auxquelles nous souhaitons répondre dans e travail de thèse sont lessuivantes :Dans le proessus d'ajustement géostrophique en présene de méanisme de piégeage :� La séparation dynamique entre mouvement lent et mouvement rapide persiste-t-elle ?� Quel est l'état �nal de l'ajustement ?� Un état ajusté est il atteint ?� Quelle est le temps de relaxation ?Conernant les ondes piégées :� Quelle est leur évolution non linéaire ?� De quelle façon ontribuent-elles au transport et au mélange ?� Par exemple, déferleront-elles ?Les états ajustés en présene de piégeage, s'ils existent :� Sont-ils stables ?� Que se passe-t-il lorsque l'état ajusté est instable ? L'état ajusté est-il atteint ?Pour répondre à es questions, nous utiliserons le modèle de l'eau peu profonde, pré-senté dans la partie 1.2. Il permet d'introduire la topographie, l'outropping/inropping(représenté par le déssèhement) et les �tes. Nous pourrons utiliser des développementsasymptotiques multi-éhelles pour étudier les éoulements faiblement non linéaires. Pourles non linéarités plus fortes, nous utiliserons une méthode numérique aux volumes �nis. Ils'agit d'une lasse de shémas aux di�érenes �nies développées pour traiter le problème



40 Introdutionde Cauhy d'un système d'équations aux dérivées partielles hyperboliques omme elui dela dynamique des gaz ompressibles [Lev02℄. L'avantage prinipal de ette méthode estde tirer parti de l'existene d'une formulation onservative des équations (1.6-1.8) pourtraiter les disontinuités éventuelles (déferlements), et que les onditions aux limites setraitent simplement. Cette méthode nous permet de simuler le modèle de l'eau peu pro-fonde en rotation, ave les e�ets de la topographie et du déssèhement. Nous pourronsutiliser des onditions aux bords du type �éponge� ou bord solide, pour simuler soit l'eaulibre soit une �te. Pour les études de stabilité linéaires, nous utiliserons une méthodepseudo-spetrale de olloation.Nous présentons es méthodes numériques dans le hapitre suivant.



Chapitre 2Outils de modélisation numérique pourl'eau peu profonde en rotationPour l'ensemble des travaux qui seront présentés dans ette thèse, nous avons hoisid'utiliser le modèle de l'eau peu profonde en rotation sur le plan f (ou sur le plan β) quenous avons prèsenté dans la partie 1.2 et dont nous rappelons les équations i-dessous :





ut + uux + vuy − fv = −gHx − gZx

vt + uvx + vvy + fu = −gHy − gZy

Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0.
(2.1)On note en indies les dérivées partielles, x est la oordonnée zonale dirigée vers l'Est,

y est la oordonnée méridionale dirigée vers le Nord, u est la vitesse zonale, v est lavitesse méridionale, H(x, y) est la profondeur du �uide, Z(x, y) est la topographie, g estl'aélération de la gravité et f est le paramètre de Coriolis, 'est-à-dire le double du tauxde rotation de la terre à la latitude onsidérée. Les onditions aux limites dépendront duproblème traité : onditions périodiques, onditions de glissement sur une surfae solideou onditions 'éponge' simulant l'eau libre.Ce modèle ontient en e�et les ingrédients essentiels à notre étude : il inlut les e�etsde la rotation, les e�ets nonlinéaires et permet aussi d'inlure les e�ets de la topographieet les situations d'assèhement (inropping/outropping).Pour l'étude des problèmes de stabilité linéaire nous utilisons une méthode pseudos-petrale de olloation que nous présentons dans la partie 2.2.2.A�n d'étudier théoriquement les e�ets nonlinéaires, nous utilisons les développementsasymptotiques multi-éhelles lorsque l'éoulement est faiblement non linéaire. Pour étudierdes non linéarités plus fortes, ou simplement pour suivre l'évolution sur des temps longs deséoulements à non linéarités faibles, nous utilisons une méthode numérique aux volumes�nis que nous présentons i-dessous.2.1 Méthode aux volumes �nis pour les équations dif-férentielles hyperboliquesLe modèle de l'eau peu profonde s'insrit dans le adre des problèmes de propagation,régi par des équations quasilinéaires hyperboliques. Ces équations permettent à un hampinitiallement lisse de développer des hos, il est don néessaire d'utiliser une méthode41



42 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotationnumérique spéi�que. Nous présentons ii la méthode numérique que nous utilisons danse travail de thèse. Nous ommençons par présenter la méthode du premier ordre entemps et en espae pour la résolution des équations à une dimension, sans rotation nitopographie. Nous introduirons ensuite brièvement les méthodes utilisées pour résoudreles équations du modèle bidimensionnel, et obtenir un shéma à l'ordre deux en tempset en espae (partie 2.1.1,2.1.2). Dans la partie 2.1.3 nous introduirons en�n le shémaspéi�quement hoisi pour le traitement de la topographie, de la rotation et des situationsd'assèhement.2.1.1 Rappel sur les systèmes hyperboliquesUne équation di�érentielle du premier ordre est quasilinéaire si elle est linéaire en lapremière dérivée des variable dépendantes, ses oe�ients pouvant dépendre des variablesdépendantes. Par dé�nition, un système quasilinéaire à une dimension est de la forme :
qt + A(q) qx = 0, t > 0, x ∈ R. (2.2)où q(t, x) ∈ R

p est un veteur à p omposantes et A(q) est une matrie p× p dont haqueélément est une fontion lisse de q. Ce système est omplété par les onditions initiales
q(0, x) = q0(x). (2.3)Le système (2.2) est dit hyperbolique si pour n'importe quel q, A(q) est diagonalisable, queses valeurs propres sont toutes réelles et qu'elle possède un ensemble omplet de veteurspropres. Cette propriété est invariante lors d'un hangement de variables nonlinéaire.Une loi de onservation à une dimension s'érit :

qt(x, t) + f(q(x, t))x = 0 (2.4)
q est la quantité onservée, f(q) est la fontion �ux. Le système des équations de l'eau peuprofonde sans rotation et sans topographie à une dimension s'érit sous forme onservative(p = 2, q = (h, hu)) : {

∂th+ ∂x(hu) = 0,
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + 1
2
gh2) = 0.

(2.5)En présene d'une disontinuité en x de q, l'équation aux dérivées partielles (2.4) n'estplus valable et doit être remplaçée par :
d

dt

∫ x2

x1

q(x, t)dx = f(q(x1, t)) − f(q(x2, t)). (2.6)où l'on a intégré (2.4) de part et d'autre de la disontinuité. Les méthodes lassiques danslesquelles les dérivées sont approhées par des di�érenes �nies ne sont pas utilisables prèsdes disontinuités où l'équation di�érentielle n'est plus valable. Une méthode aux volumes�nis est basée sur la subdivision du domaine spatial en ellules et le maintien d'uneapproximation de l'intégrale de q sur haune de es ellules. Les valeurs de l'intégrale de
q sont modi�ées à haque pas de temps par les �ux à travers les bords des ellules selonla relation 2.6 et le problème primaire est de déterminer des fontions de �ux numériquesqui approximent les �ux orrets.



2.1 Méthode aux volumes �nis pour les équations di�érentielleshyperboliques 432.1.2 Desription de la méthode généraleLes shémas aux volumes �nis sont une lasse de shémas numériques développéespour traiter le problème de Cauhy d'un système d'équations aux dérivées partielles hy-perboliques, omme elui de la dynamique des gaz ompressibles (voir [Lev02℄ pour uneintrodution et un historique détaillés).Méthode de GodunovConsidérons une grille régulière de pas ∆x. On notera la i-ème ellule : Ci = (xi− 1

2
, xi+ 1

2
).On notera Qn

i la valeur approhée de la valeur moyenne sur la i-ème ellule au temps tn :
Qn

i ≈ 1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

q(x, tn)dx ≡ 1

∆x

∫

Ci

q(x, tn)dx (2.7)où ∆x = xi+ 1

2
− xi− 1

2
. La loi de onservation sous forme intégrale s'érit :
d

dt

∫

Ci

q(x, t)dx = f(q(xi− 1

2
, t)) − f(q(xi+ 1

2
, t)). (2.8)En intégrant (2.8) de tn à tn+1, on obtient :

∫

Ci

q(x, tn+1)dx−
∫

Ci

q(x, tn)dx =
∫ tn+1

tn
f(q(xi− 1

2
, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(q(xi+ 1

2
, t))dt (2.9)qui se réérit en divisant par ∆x :

1

∆x

∫

Ci

q(x, tn+1)dx =
1

∆x

∫

Ci

q(x, tn)dx− 1

∆x

[∫ tn+1

tn
f(q(xi− 1

2
, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(q(xi+ 1

2
, t))dt

](2.10)Cela nous indique omment la moyenne sur une ellule de q devrait évoluer en un pas detemps. Cependant, en général, on ne peut évaluer exatement l'intégrale temporelle duterme de droite, ar q(xi± 1

2
) varie ave le temps le long de haque bord de la ellule eton ne dispose pas de la solution exate. Mais ei suggère d'étudier le shéma numériquesuivant :
Qn+1

i = Qn
i − ∆t

∆x
(F n

i+ 1

2

− F n
i− 1

2

) (2.11)où F n
i− 1

2

est une approximation du �ux moyen le long de x = x1− 1

2
:

F n
i− 1

2

≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn
f(q(xi− 1

2
, t))dt. (2.12)Dans un problème hyperbolique l'information se propage à une vitesse �nie, il est paronséquent raisonnable de supposer qu'on peut obtenir F n

i− 1

2

à partir des valeurs de Qn
i−1et Qn

i , les moyennes sur les ellules de haque �té de l'interfae. On pourra alors utiliserune expression de la forme
F n

i− 1

2

= F(Qn
i−1, Q

n
i ) (2.13)où F est une fontion �ux numérique. La méthode (2.11) devient alors

Qn+1
i = Qn

i − ∆t

∆x

[
F(Qn

i , Q
n
i+1) −F(Qn

i−1, Q
n
i )
]
. (2.14)



44 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotationSi on somme ∆xQn+1
i dans (2.11), on obtient
∆x

J∑

i=I

Qn+1
i = ∆x

J∑

i=I

Qn
i − ∆t

∆x
(F n

J+1/2 − F n
I−1/2). (2.15)La somme des �ux s'annule partout sauf aux extrémités, où il faudra presrire les ondi-tions aux bords.Solveurs de RiemannMaintenant le problème est de onstruire la fontion de �ux F . Selon la méthode de Godu-nov, nous pouvons le faire en alulant exatement l'intégrale dans (2.12) en remplaçantla fontion q(x, t) par une fontion onstante par moreau dé�nie à partir de (2.7). Ainsion réduit le problème initial ontinu (2.4) à une suession de problèmes loaux indépen-dants. Un tel problème est appelé problème de Riemann : il s'agit du problème de Cauhyde ondition initiale :

q(x, 0) =

{
qg six<0
qd six>0Soit Qi et Qi+1 les moyennes sur deux ellules voisines sur une grille aux volumes �nis.En résolvant le problème de Riemann ave qg = Qi et qd = Qi+1, on peut alors aluler le�ux numérique (2.12) et mettre à jour les moyennes sur les ellules après un pas de temps.Pour les problèmes hyperboliques, la solution du problème de Riemann est typiquementune solution de similarité, une fontion de x

t
seul, et onsiste en un jeu �ni d'ondes se pro-pageant depuis l'origine ave des vitesses onstantes. Numériquement, la solution exatede Riemann est souvent trop oûteuse à aluler pour les problèmes nonlinéaires et dessolveurs de Riemann approximatifs sont utilisés. L'intérêt de l'approhe de Godunov estde garantir la onservativité du shéma (2.11).Nous devons hoisir un solveur de Riemann qui soit ohérent ave le système d'équa-tions original.Condition de ohéreneLe �ux numérique doit approximer l'intégrale dans (2.12). Si la fontion q(x, t) ≡ q̄ estonstante en x, alors q̄ ne va pas hanger au ours du temps et l'intégrale dans (2.12) seréduit à f(q̄). Par onséquent, si Qn

i−1 = Qn
i = q̄, on s'attend à e que la fontion �uxnumérique F se réduise à f(q̄), don on demande

F(q̄, q̄) = f(q̄) (2.16)pour toute valeur q̄. Lorsque ette relation est véri�ée on dit que le �ux numérique
F(Qg, Qd) est ohérent ave (2.4). On demande généralement aussi la ontinuité des �uxquand Qi−1 et Qi varient, de sorte que F(Qi−1, Qi) → f(q̄) quand Qi−1, Qi → q̄Deux autres propriétés du solveur de Riemann seront requises :� l'existene d'une relation d'entropie disrète, qui garantit la onvergene vers lessolutions faibles et qui est ii simplement la ondition de déroissane de l'énergietotale,� la positivité de h pour que les situations d'assèhement de h soient bient traitées.



2.1 Méthode aux volumes �nis pour les équations di�érentielleshyperboliques 45Condition CFLUne méthode numérique peut onverger seulement si son domaine de dépendane numé-rique ontient le domaine de dépendane de l'équation aux dérivées partielles, au moinsdans la limite où ∆t et ∆x tendent vers zéro. Le nombre CFL (pour Courant-Friedrihs-Lewy) est dé�ni omme suit et doit véri�er
ν ≡ ‖ ū∆t

∆x
‖ ≤ 1 (2.17)(où ū est une approximation de la vitesse de propagation, alulée en terme de Qi et Qi+1).Le nombre CFL mesure la fration d'une ellule dans laquelle l'information se propagependant un pas de temps. La relation (2.17) impose en pratique une limite supérieure aupas de temps ∆t, que l'on fait don varier au ours de la simulation en fontion de ū.Extension au as multidimensionnelLes méthodes dérites i-dessus peuvent aisément être adaptées au traitement du systèmebidimensionnel :

∂tQ+ ∂xf(Q) + ∂yg(Q) = 0 (2.18)où Q = (h, hu, hv) ave f(Q) = (hu, hu2 + 1
2
gh, huv) et g(Q) = (hv, huv, hv2 + 1

2
gh) àl'aide d'une méthode de séparation dimensionnelle : le problème multidimensionnel estsimplement séparé en une séquene de problème unidimensionnels (f [Lev02℄).Corretions d'ordre supérieurNous avons présenté le shéma numérique (2.11-2.13) de premier ordre en temps et enespae. On peut utiliser e shéma omme point de départ pour onstruire un shémad'ordre supérieur en temps et en espae.Ordre supérieur en tempsNous hoisissons la méthode de Heun (f [Bou04℄). Partons d'un shéma d'Euler du type(2.11) :

Qn+1 = Qn + ∆t φ(Qn) (2.19)où Qn désigne le veteur d'état au temps n et φ un opérateur nonlinéaire. Le shémad'ordre (∆t)2 de Heun s'érit alors :
Q̃n+1 = Qn + ∆t φ(Qn), (2.20)
Q̃n+2 = Q̃n+1 + ∆t φ(Q̃n+1), (2.21)
Qn+1 = (Qn + Q̃n+2)/2. (2.22)Ordre supérieur en espaeParmi les nombreuses approhes proposées pour obtenir des formulations d'ordre supérieuren espae pour les volumes �nis (PPM, ENO, WENO... f [Lev02℄), nous hoisissonsde nous restreindre au adre simple des reonstrutions d'ordre 2. Le but est d'obtenirun shéma d'ordre (∆x)2 à partir d'un shéma d'ordre ∆x. Nous adoptons la méthodedes limiteurs de pente. L'idée générale est de onstruire une approximation linéaire parmoreaux de la solution (au lieu d'une aproximation onstante par moreaux dans leshéma à l'ordre 1). Dans haque ellule, l'état onstant Qi est remplaé par deux sous-états Qi−1/4 et Qi+1/4 véri�ant :

Qi−1/4 = Qi −
∆x

2
δQi Qi+1/4 = Qi +

∆x

2
δQi (2.23)



46 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotationoù la pente δQi est alulée omme :
δQi = minmod(

Qi −Qi−1

∆x
,
Qi+1 −Qi

∆x
), (2.24)ave la fontion minmod omme limiteur de pente :

minmod(x, y) =






min(x, y) si x, y ≥ 0
max(x, y) si x, y ≤ 0

0 sinon.A haque itération on utilise le shéma (2.11) ave le �ux d'interfae
Fi+1/2 = F (Qn

i+1/4, Q
n
i+3/4) (2.25)Cette méthode fournit un shéma d'ordre (∆x)2 et garantit la onservativité.Shéma d'advetionOn pourra ajouter un module permettant de aluler l'advetion d'un hamp supplémen-taire, lorsqu'on souhaitera diagnostiquer le transport d'un traeur. Le traeur lagrangien

c véri�e :
∂tc + u∂xc = 0. (2.26)La quantité onservée est en fait C = ch : elle véri�e la loi de onservation

∂tC + ∂x(Cu) = 0. (2.27)qu'on va ajouter au système 2.5 et qui ne modi�era pas la solution des problèmes deRiemann (f [Lev02℄).2.1.3 Shéma pour l'eau peu profonde en rotation ave topogra-phie et assèhementNous présentons ii le solveur de Riemann hoisi et les méthodes retenues pour traiterla topographie et la rotation.Shéma de relaxationPour aluler les �ux numériques F , nous avons besoin de résoudre les problèmes deRiemann, à l'aide d'un solveur de Riemann approhé (moins oûteux numériquementqu'un solveur exat). Le solveur de Riemann est hoisi pour assurer la onvergene versles solutions faibles (solution du sytème onservatif présentant des disontinuités) et laonservation des états équilibrés. Nous utilisons un solveur de relaxation, dont le prinipeest le suivant (f [Bou04℄) : on remplae le système de loi de onservation nonlinéaire dedimension p par un système quasilinéaire hyperbolique de dimension s > p ave un termesoure de relaxation qui fore rapidement l'une des variables vers une valeur d'équilibre.Sous ertaines onditions, il est possible d'approher la solution du problème de Riemanninitial par la solution du problème de Riemann de la partie homogène du système relaxé.Se reporter au livre de Bouhut [Bou04℄ pour une desription détaillée du shéma derelaxation de Siliiu adapté pour le traitement des situations d'assèhements que nous



2.1 Méthode aux volumes �nis pour les équations di�érentielleshyperboliques 47utilisons, nous évitant de reourir à un solveur de Riemann nonlinéaire.Traitement des termes souresTopographieLe système de l'eau peu profonde en rotation ave topographie est un système quasilinéairehyperbolique. Il peut s'érire sous forme onservative. A une dimension il s'érit :
{
ht + (hu)x = 0,
(hu)t + (hu2 + gh2/2)x + hZx = 0,

(2.28)où Z(x)/g représente la topographie. Dans e système, les états stationnaires donnés par
u = 0, gh+Z = constante, jouent un r�le ruial. Un shéma qui onserve les états station-naires à un niveau disret est dit "bien équilibré". Depuis quelques années, beauoup detravaux ont été fait sur le problème de trouver des shémas bien équilibrés pour résoudrele système (2.28). Selon Bouhut [Bou04℄ de tels shémas peuvent s'érire (en onsidérantune grille régulière de pas ∆x et en notant la i-ème ellule : Ci = (xi− 1

2
, xi+ 1

2
)) :

Qn+1
i −Qn

i +
∆t

∆x
(Fi+1/2− − Fi−1/2+) = 0, (2.29)où Qn

i est une approximation pour Q = (h, hu) (la moyenne sur Ci au temps tn de lasolution Q que l'on souhaite approher), et les �ux numériques à gauhe (resp. droite)sont alulés omme
Fi+1/2− = Fg(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2), (2.30)
Fi−1/2+ = Fd(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2), (2.31)ave ∆Zi+1/2 = Zi+1 −Zi. Les �ux numériques Fg et Fd doivent satisfaire deux propriétésde ohérene. La première est la ohérene ave le terme onservatif,

Fg(Q,Q, 0) = Fd(Q,Q, 0) = F (Q) ≡ (hu, hu2 + gh2/2), (2.32)et la seonde est la ohérene ave la soure,
Fd(Qg, Qd,∆Z) − Fg(Qg, Qd,∆Z) = (0,−h∆Z) + o(∆Z), (2.33)quand Qg, Qd → Q et ∆Z → 0. Une propriété générale que nous requérons est la onser-vation de la masse,
F h

g (Qg, Qd,∆Z) = F h
d (Qg, Qd,∆Z) ≡ F h(Qg, Qd,∆Z). (2.34)La propriété pour que e shéma soit bien équilibré est que

Fi+1/2− = F (Qi), Fi+1/2+ = F (Qi+1) (2.35)lorsque
ui = ui+1 = 0, ghi+1 − ghi + ∆Zi+1/2 = 0. (2.36)Un shéma ohérent équilibré peu oûteux, apable de traiter les éoulement transsoniqueset les situations d'assèhement h = 0, et qui satisait une inégalité d'entropie disrète aété proposé réemment par Audusse et al. [ABB+04℄ :
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Fg(Qg, Qd,∆z) = F(Q∗
g, Q

∗
d) +

(
0

gh2
g/2 − gh2

g∗/2

)
,

Fd(Qg, Qd,∆z) = F(Q∗
g, Q

∗
d) +

(
0

gh2
d/2 − gh2

d∗/2

)
,où

Q∗
g = (hl∗ , hl∗ul), Q∗

r = (hr∗ , hr∗ur) (2.37)et
hl∗ = max(0, hl −max(0,∆Z/g)), hr∗ = max(0, hr −max(0,−∆Z/g)). (2.38)Ii, F est un �ux numérique ohérent satisfaisant une inégalité entropique pour le pro-blème homogène (i.e. ave Z = const) qui traite les situations d'assèhement. Notre hoixii est un solveur de relaxation dérit dans [Bou04℄, mais d'autres hoix peuvent donnerdes résultats similaires.RotationLa méthode de la topographie apparente introduite dans [BLZ04℄ est générale et peutêtre utilisée pour traiter des termes soures génériques. Considérons pour notre problèmeles système des équations de l'eau peu profonde en présene de topographie et de la forede Coriolis : 




ht + (hu)x = 0,
(hu)t + (hu2 + gh2/2)x + hZx − fhv = 0,
(hv)t + (huv)x + fhu = 0,

(2.39)où Z = Z(x) et f = f(x). Maintenant les solutions stationnaires sont données par u = 0,
fv = (gh + Z)x. L'idée est d'identi�er les deux premières équations dans (2.39) à (2.28)ave une nouvelle topographie Z + B, où Bx = −fv. Mais v dépend du temps alors que
B devrait être indépendant du temps, don nous prenons Bn

x = −fvn et résolvons (2.28)sur l'intervalle de temps (tn, tn+1) ave la topographie Z +Bn.Au niveau disret, nous proédons omme suit. On dé�nit
∆Bn

i+1/2 = −fi+1/2∆x
vn

i + vn
i+1

2
, (2.40)et on met à jour Q = (h, hu, hv) via

Qn+1
i −Qn

i +
∆t

∆x
(Fi+1/2− − Fi−1/2+) = 0, (2.41)ave

Fi+1/2− = (Fg(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2 + ∆Bn
i+1/2), F

hv
i+1/2−), (2.42)

Fi−1/2+ = (Fd(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2 + ∆Bn
i+1/2), F

hv
i+1/2+), (2.43)où les �ux numériques Fg, Fd sont eux assoiés au problème sans rotation vu préédem-ment. Le �ux de quantité de mouvement transverse a une disrétisation naturelle assoiéeà la loi de onservation équivalente (h(v + Ω))t + (hu(v + Ω))x = 0, ave Ωx = f , qui est



2.2 Méthode de olloation pour les problèmes de stabilité linéaire 49fortement liée à la loi de onservation de la vortiité potentielle. Cela donne la formulationnaturelle suivante :
(F hv

i+1/2−, F
hv
1+1/2+) =

{
(F h

i+1/2vi, F
h
i+1/2(vi − fi+1/2∆x)) si Fi+1/2 ≥ 0,

(F h
i+1/2(vi+1 + fi+1/2∆x), F

h
i+1/2vi+1) si Fi+1/2 ≥ 0,Ce shéma est ohérent ave (2.39), et bien équilibré : il préserve les états stationnairesdisrets satisfaisants ui = ui+1 = 0 et ghi+1−ghi+∆Z = fi+1/2∆x(vi+vi+1)/2. Le shémaonserve aussi la masse, il est apable de aluler les situations d'assèhement et satisfaitune inégalité d'entropie disrète.Conditions aux limitesLes onditions aux limites peuvent porter soit sur la solution elle-même, onditions detype Dirihlet, soit sur ses dérivées, onditions de type Neumann. Il est généralementnéessaire de dé�nir des points de grille �tifs, hors du domaine physique pour être enmesure de presrire les onditions aux limites. Nous utilisons un point de grille �tif àhaque extrémité de haque diretion. C'est-à-dire que si le domaine physique est de taille

N × N ellules, le domaine numérique devra s'étendre sur N + 1 × N + 1 ellules. Dansles travaux présentés dans les hapitres suivants, nous utilisons trois types de onditionsaux limites :� les onditions aux bords périodiques,� les onditions aux bords solides (ave glissement le long de la paroi solide),� les onditions de type éponge, simulant l'eau libre, qui laissent les ondes s'évauerdu domaine de alul. On presrit ette ondition en imposant que les valeurs deshamps dans les ellules �tives sont les mêmes que sur les ellules physiques adja-entes, sauf pour la vitesse normale à la frontière qui sera l'opposé de la vitesse dansla ellule physique adjaente. Notons ependant qu'ave la formulation simple hoi-sie ette évauation n'est jamais totale lorsque les ondes ont une inidene obliquesur la fontière, et une partie du mouvement sera ré�éhie, réant des interférenesave le mouvement à l'intérieur du domaine de alul par la suite.2.2 Méthode de olloation pour les problèmes de sta-bilité linéaire2.2.1 Equations aux valeurs propresLes problèmes de stabilité linéaires sont des problèmes aux valeurs propres de la fré-quene des perturbations qu'on peut noter omme
Aψ = λψ. (2.44)où A est un opérateur dans un espae de dimensionm, ψ est un veteur dans un espae dedimensionm et λ est une valeur propre. La stabilité linéaire est garantie lorsque les valeurspropres λ de la fréquene n'ont pas de partie imaginaire. La rèsolution des problèmes auxvaleurs propres néessite généralement d'avoir reours à une méthode numérique. Soit φla solution approhée de l'équation 2.44. L'erreur ||ψ−φ|| ne pouvant être déterminée, enpratique pour minimiser l'erreur il faut herher à minimiser le résidu

R(φ) = Aφ− λφ (2.45)



50 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotationqui est l'erreur faite quand la solution aprrohée ne véri�e pas l'équation résolue (2.45).On peut hoisir de ontraindre le résidu en minimisant le arre de la norme l2 du résidu, onpeut demander que le résidu soit orthogonal à toutes les fontions dans lesquelles on faitun développement (approximation Galerkin) ou bien on peut demander à e que le résidusoit exatement nul sur une grille disrète de points [Dur98℄. Cette dernière approheporte le nom de olloation.2.2.2 Méthode pseudospetrale de olloationLa méthode de olloation est une méthode pseudospetrale : une partie des opèrationss'e�etue dans l'espae physique et l'autre partie s'e�etue dans l'espae spetral. Ellerequiert que la solution approhée véri�e exatement les équations du système qu'onherhe à résoudre en un nombre �ni de points, qui sont appelés les points de olloation.On s'intéresse aux domaines bornés non-périodiques, on pourra don toujours se rame-ner à l'intervalle [−1, 1]. Déomposer la solution au problème herhé en fontions trigono-métriques nous expose au phénomène de Gibbs (osillations parasites de la solution, quise produisent lorsqu'on périodise une signal non périodique dé�ni sur un intervalle [a, b]et qui ne prend pas les mêmes valeurs en a et en b) étant donné que nous travaillons surun domaine non périodique. Il est plus approprié de déomposer la solution en polynomesalgébriques. Si l'on fait une interpolation ave des polynomes algébriques sur une grille depoints espaés uniformément sur l'intervalle [−1, 1], on s'expose alors au phénomène deRunge (osillations parasites de la solution qui s'intensi�ent lorsqu'on augmente le degrédu polynome utilisé pour l'interpolation). Pour éviter e phénomène, nous pouvons faireune interpolation polynomiale sur des points répartis de façon non uniforme. Plusieursjeux de points permettront d'utiliser et avantage, et ils ont tous en ommuns d'avoir leurdensité par unité de longueur : densité ∼ N

π
√

1 − x2
, (2.46)'est-à-dire que l'espaement moyen entre les points est en O(N−2) pour x ≈ ±1 et

O(N−1) à l'intérieur. L'exemple le plus simple des points véri�ant la propriété (2.46) estles points de Chebyshev :
xj = cos(

jπ

N
), j = 0, 1, . . . , N. (2.47)Ces points orrespondent aux projetions sur l'intervalle [−1, 1] de N + 1 points unifor-mément répartis sur le demi erle de rayon unité.L'opération de di�érentiation étant linéaire, on peut la représenter par une multipli-ation par une matrie de taille (N + 1) × (N + 1) qu'on notera DN . On peut alulerl'opérateur de di�érentiation DN sur les points de olloation de Chebyshev (2.47) en réa-lisant une interpolation polynomiale de degré N des valeurs de φ aux points de olloationet en alulant sa dérivée. Pour tout N > ge1, attribuons aux (N + 1) × (N + 1) ligneset olonnes de la matrie de di�érentiation DN les indies 0 à N . les éléments de ettematrie sont (f [Tre00℄ :

(DN)00 =
N2 + 1

6
, (DN)NN = −N

2 + 1

6
, (2.48)



2.2 Méthode de olloation pour les problèmes de stabilité linéaire 51
(DN)jj =

−xj

2(1 − x2
j )

, j = 1, . . . , N − 1, (2.49)
(DN)ij =

ci
cj

(−1)i+j

xi − xj
, i 6= i, j = 1, . . . , N − 1, (2.50)où

ci =

{
2 i = 0 ouN,

1 sinon.A e point, nous sommes en mesure de disrétiser une équation di�érentielle du premierordre sur les points de olloation de Chebyshev. On pourra utiliser omme opérateur dedi�érentiation seonde, le arré de la matrie DN diminué de deux lignes et deux olonnes,permettant de disrétiser des équations di�érentielles du seond ordre.Une fois notre problème aux valeurs propres (2.44) disrétisé, nous pourrons pro�terdes algorithmes puissants de aluls de valeurs propres proposé par exemple par le logiielMatlab ave eig qui utilise les routines de LAPACK (Linear Algebra PACKage, en for-tran 77). Ave des onditions aux bords de Dirihlet homogène, il est possible de presrirediretement les onditions aux bords lors de la disrétisation du problème pour traiterd'autres onditions aux bords, on pourra presrire des équations supplémentaires pourqu'elles soient véri�ées.L'avantage de la méthode pseudospetrale de olloation par rapport aux shémaslassiques aux di�érenes �nies est que si la solution est lisse, la méthode pseudospetraleest plus préise. L'inonvénient de la méthode pseudospetrale est qu'elle néessite plusde aluls qu'un shéma lassique aux di�érenes �nies quand les deux méthodes sontutilisées ave la même résolution. Les aluls supplémentaires peuvent être ompensés sila meilleure préision de la méthode pseudospetrale permet de faire les aluls sur unegrille plus grossière.Nous utilisons i-dessous ette méthode, qui a notamment été appliquée par Poulin etFlierl [PF03℄ à l'étude de stabilité linéaire du jet géostrophique de Bikley.



52 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotation



Chapitre 3Ajustement géostrophique en présened'un guide d'ondes topographique
3.1 IntrodutionKuo et Polvani [KP97℄ ont étudié l'ajustement géostrophique d'un front à une dimen-sion, e qui orrespond au problème lassique de rupture de barrage.Reznik et al [RZBJ01℄ ont établi la théorie de l'ajustement géostrophique non linéaired'une perturbation quelonque loalisée (i.e. à énergie �nie) dans le adre de la dynamiquede l'eau peu profonde en rotation sans dissipation, ave les hypothèses que l'éhelle dela perturbation est bien dé�nie et que le nombre de Rossby est petit. Ils ont montré laséparation des mouvements lents et rapides, qui évoluent ave les éhelles de temps ara-téristiques f−1

0 et (f0Ro)
−1 (au sujet de la séparation entre mouvements lents et rapidesse référer aux travaux : [EM96, BMN97℄). La omposante lente n'est pas in�uenée par laomposante rapide et reste prohe de l'équilibre géostrophique. Le sénario d'ajustementdépend de l'élévation relative initiale de la surfae libre. Pour des élévations relatives pe-tites, l'évolution des mouvements lents est gouvernée par l'équation de vortiité potentiellequasi-géostrophique pour les temps t ≤ (f0Ro)

−1, et par l'équation modi�ée de vortiitépotentielle quasi-géostrophique pour les temps t ≤ (f0Ro
2)−1 . La omposante rapideonsiste prinipalement en ondes d'inertie-gravité linéaires se propageant rapidement ens'éloignant de la perturbation initiale. Pour des élévations relatives grandes, la omposantelente est régie par l'équation de la dynamique frontale géostrophique. La omposante ra-pide est un paquet spatiallement loalisé d'ondes d'inertie-gravité ouplé à la omposantelente du mouvement. Son enveloppe a des modulations lentes et obéit à une équation demodulation du type de l'équation de Shrödinger, dérivant l'advetion et la dispersiondu paquet.Ces deux études onsidéraient un fond plat. Or, la relaxation d'une perturbation en pré-sene d'une topographie dans l'atmosphère ou l'oéan di�ère fondamentalement de l'ajus-tement sur un fond plat à ause de l'existene d'ondes piégées par la topographie. Ainsi,le senario d'ajustement géostrophique est modi�é en présene de topographie. Par onsé-quent, le problème hydraulique plus général de rupture de barrage est également modi�é.Longuet-Higgins a étudié le spetre des ondes linéaires existant dans un �uide homogèneen présene d'une marhe de topographie [LH68a℄ et d'une pente topographique [LH68b℄,dans le ontexte du modèle de l'eau peu profonde linéarisé en rotation sur le plan f . Il anommé les ondes piégées par la topographie "ondes de Kelvin double" en raison de leur53



54 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographiquedouble déroissane exponentielle. La déroissane exponentielle étant la aratéristiquedes ondes de Kelvin ommune ave es ondes topographiques. Elle sont aussi appeléesondes de Rossby topographiques ar leur relation de dispersion est du même type queelle des ondes de Rossby.La topographie peut jouer un r�le partiulièrement important dans les régions où seforment les eaux profondes (mer du Labrador, ommuniation personnelle, Julie Deshayes,WHOI) et dans les régions de mélange des eaux, par exemple le plateau et l'esarpmentFalkland (Arhan et al , 2002, [MNGH02℄) où les eaux de l'oéan Austral et de l'oéanAtlantique se mélangent. C'est pourquoi on s'intéresse partiulièrement aux propriétés demélange et de transport des ondes piégées par la topographie. Un méanisme permettantde générer des ondes topographiques piégées est le méanisme d'ajustement géostrophique,que nous allons étudier.On travaille ave le modèle de l'eau peu profonde en rotation sur le plan f , sansdissipation, ave une pente d'extension �nie reliant deux régions de profondeur onstantesdi�érentes. On suppose que la topographie ne varie que dans la diretion x et de faonmonotone. Dans e ontexte les équations s'érivent :
ut + uux + vuy − fv = −gηx (3.1)
vt + uvx + vvy + fu = −gηy (3.2)

ηt + ((H + η)u)x + ((H + η)v)y = 0 (3.3)
u est la vitesse zonale, v est la vitesse méridionale, H est la profondeur du �uide au repos(qui peut dépendre de x et y quand il y a une topographie), η est l'élévation de la surfaelibre, f est le paramètre de Coriolis supposé onstant.On pourra dans un premier temps étudier la version linéarisée de e système équationspuis étudier e système nonlinéaire tel quel à l'aide d'une méthode numérique. On simuleet ajustement à l'aide de la méthode numérique aux volumes �nis présentée dans la partie2.1.On réalise l'ajustment d'un front en présene de topographie. Initialement, on onsidèreune disontinuité de la surfae libre perpendiulaire à une pente topographique de lar-geur W reliant deux régions planes. Sur haune des deux régions planes, on s'attendau sénario lassique de l'ajustement géostrophique : émission d'ondes d'inertie-gravité etnaissane d'un jet géostrophique dans la diretion de la disontinuité initiale. En présenede topographie, les travaux de Longuet-Higgins (1968, [LH68b℄) et de Allen (1996, [All96℄)indiquent qu'il y aura émission et propagation d'ondes topographique piégées le long dela pente .Les questions auxquelles on répond dans e hapître sont :� Quelle est l'éhelle de temps du proessus d'ajustement ?� Quelle est l'évolution non linéaire des ondes piégées ?� Quel r�le jouent-elles dans le mélange et le transport ?



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 553.2 Ajustement géostrophique d'un front en présened'un esarpementLes résultats obtenus sur le problème de l'ajustement géostrophique en présene d'unesarpement topographique font l'objet d'une publiation dans Physis of Fluids et sontdon présentés en anglais dans e qui suit.



56 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographiqueNonlinear adjustment of a front over esarpmentF. Bouhut †, E. Sherer and V. Zeitlin 1Reeived 25 June 2007, aepted 20 Deember 2007, published online 29January 2008 in Phys.Fluids 20, 016602 (2008).We present results of fully nonlinear numerial simulations of the geostrophi adjust-ment of a pressure front over topography, represented by an esarpment with a linearslope. The results of earlier simulations in the linear regime are on�rmed and new essen-tially nonlinear e�ets are found. Topography in�uenes both fast and slow omponentsof motion. The fast unbalaned motion orresponds to inertia-gravity waves (IGW). TheIGW emitted during initial stages of adjustment break and form the loalized dissipationzones. Due to topography, the IGW ativity is enhaned in ertain diretions. The slowbalaned motion orresponds to topographi Rossby waves propagating along the esarp-ment. As shown, at large enough nonlinearities they may trap �uid/traer and arry iton. There are indiations that nonlinear topographi waves form a soliton train duringthe adjustment proess. If the oastal line is added to the esarpment at the shallow side(ontinental shelf), seondary fronts related to the propagation of the oastal Kelvin wavesappear. ©2008 Amerian Institute of Physis. [DOI :10.1063/1.2834731℄1 IntrodutionThe relaxation of a pressure front over topography (whih is represented by an es-arpment in a simplest, but pratially important situation, see below) in a rotating �uidis a lassial geophysial �uid dynamis problem. In the ase of abrupt (step-funtion)esarpment it was treated analytially, in the linear approximation, and by means of labo-ratory experiments in the pioneering paper by Gill, Davey, Johnson and Linden [GDJL86℄.Complete linear analysis of the problem was ahieved by Johnson and Davey [JD90℄ fora step-funtion esarpment of small amplitude in the unbounded domain and in the pre-sene of the oast. Numerial analysis of the linear relaxation problem in the ase ofesarpment with a linear slope was performed by Allen [All96℄. The standard frameworkfor studying the relaxation of the front is the rotating shallow water (RSW) model withtopography. In the general perspetive the problem belongs to the "dam-break" lass,well-known in hydraulis. A thorough study of suh proess in the presene of rotation,but without topography, was performed by Kuo and Polvani [KP97℄. In the geophysial�uid dynamis perspetive, the relaxation of a front is a geostrophi adjustment pro-blem, as the veloity and the pressure �elds should arrive to the geostrophially balanedstate by inertia-gravity wave emission. It is, thus, a natural generalization of a lassialRossby problem of the adjustment of a jet [Ros37℄. The geostrophi adjustment of jetsand fronts in RSW was extensively studied reently both analytially [ZMP03℄, and nu-merially [BLZ04℄. The use of the new generation of high-resolution �nite-volume odesfor shallow-water equations allowed to make substantial progress [KP97℄, [BLZ04℄.In the present paper we undertake a numerial study of the problem of fully nonlineargeostrophi adjustment of a pressure front over esarpment with a linear slope. Both the1LMD, Eole Normale Supérieure,24, rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, Frane
†DMA, Eole Normale Supérieure45, rue d'Ulm, 75230 Paris Cedex 05, Frane



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 57ases of an esarpment far from the oast, and lose to the oast will be onsidered. Unlikethe previous theoretial and numerial studies, we are able to treat arbitrary nonlinearities.We use in our study the high resolution, shok-apturing �nite-volume method by Bouhut[Bou04℄, [Bou07℄ (see [BLZ04℄ for a brief desription). The advantage of the ode is that itis well-balaned, i.e. it maintains the geostrophi equilibria in the presene of topography.The essene of the geostrophi adjustment proess is that the �ow starting from anyloalized initial ondition is split into balaned (vortex, jets) and unbalaned (inertia-gravity waves (IGW)) parts [RZBJ01℄. The IGW arry the exess of energy away fromthe loation of the initial perturbation while the balaned part slowly evolves, remaininglose to the geostrophi equilibrium. In the ase of initially plane-parallel jets/fronts, thebalaned state is just stationary [Ros37℄, [ZMP03℄. The new phenomena expeted in theproess of adjustment of the pressure front over esarpment are, �rst, related to the fatthat topography destroys the one-dimensionality of the problem (esarpment is perpendi-ular to the pressure gradient), and thus the emitted inertia-gravity waves have di�erentspeeds at the shallow and deep sides of the esarpment, and therefore the wave-fronts willbe urved. Besides, the attainability of the fully adjusted stationary state with a onstant�uid depth all along the esarpment [GDJL86℄ is questionable. Presumably, the nonsta-tionary intermediate balaned states should arise. Seond, the presene of topographiRossby (or double-Kelvin) waves introdues a ompletely new element in the problem,beause these waves an move only in the presribed along-esarpment diretion [LH68a℄.They are balaned, and thus may be part of just mentioned nonstationary balaned state.The wave-trapping phenomenon should modify the standard senario of adjustment, givenin [RZBJ01℄ and [ZMP03℄. In this respet, the adjustment of the front over topographybears resemblane with equatorial adjustment, f [LSRZ04℄. Both equator and topographyat as waveguides for some types of waves. It was demonstrated that nonlinear equatorialRossby waves an provide anomalous transport of traers [BLZ05℄. One an ask whethera similar phenomenon may take plae in the topographi waveguide. We will show thatthis is indeed the ase for nonlinear topographi waves whih form soliton-like strutureswith reirulation zones at strong enough nonlinearities.We present below the results of numerial simulations of the nonlinear adjustment ofa pressure front over topography for small and strong nonlinearities with and withoutadjaent oast line, with speial emphasis on the mixing and transport properties of theadjustment proess. We also disuss the e�ets of the steepness of the slope. Appendixontains a demonstration of existene of the solitons of topographially trapped waves ina ertain regime of parameters.2 The model and the numerial setupWe work in the framework of nonlinear rotating shallow water model on the f - planein the presene of topography. The equations of the model are :
ut + uux + vuy − fv = −gηx, (4)
vt + uvx + vvy + fu = −gηy, (5)

ηt + ((H + η)u)x + ((H + η)v)y = 0, (6)where u(x, y, t) is the zonal veloity, v(x, y, t) is the meridional veloity, H(x) is the �uiddepth at rest, η(x, y, t) is the free surfae elevation, f is the Coriolis parameter whih



58 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographiquewe assume to be onstant and positive. We onsider a simple bathymetry onsisting ofa linear slope of width 2W onneting two �at regions with a depth di�erene along the
x-axis : H− −H+ = ∆H , f Fig. 1.Using the maximum depth of the �uid at rest H+ as a vertial sale, the Rossbydeformation radius Rd =

√
gH+

f2 as a typial horizontal sale, the inverse Coriolis parameter
f−1 as a time sale, and introduing a typial veloity sale U and a typial value of theperturbation of the free surfae ∆η, we non-dimensionalize the dependent and independentvariables as follows :

x = x̃Rd, y = ỹRd, W = W̃ Rd, H = H̃ H+, ∆H = ∆H̃ H+, η = η̃∆η, (7)
u = ũU, v = ṽU, T = T̃ f−1, Hx = H̃x̃

∆H

W
= H̃x̃

∆H̃

W̃

H+

Rd
, (8)where the tilde variables are the nondimensionalized ones.The parameters governing the problem are : the Rossby (or Froude) number ǫ = U

fRd
,the relative elevation of the free surfae λ = ∆η

H+
, the ratio of the relative depth hange dueto the esarpment to the half-width of the slope σ = ∆H̃

W̃
. Under the assumption λ ∼ ǫ(whih is neessary in order to get the geostrophi equilibrium in the leading order in ǫ),the nondimensional equations beome, omitting the tildes :

ut + ǫ(uux + vuy) − fv = −ηx, (9)
vt + ǫ(uvx + vvy) + fu = −ηy, (10)

ληt + ǫH(ux + vy) + ǫ σHxu+ λǫ((uη)x + (vη)y) = 0. (11)This nondimensional form of the equations is used in the numerial simulations.As the initial ondition we take a perturbation of the free surfae in a form of stepfuntion along a straight line perpendiular to the esarpment. The perturbation is positivein the negative y domain and null elsewhere. This initial on�guration is purposely hosento be the same as the one used by Allen [All96℄, in order to benhmark our simulations. For

Fig. 1 � The side view of the esarpment. The non-perturbed free surfae is indiated bythe dashed line.fully nonlinear numerial simulations of this problem we apply the high- resolution shok-apturing �nite volume tehnique proposed in [Bou04℄. The method was �rst used andextensively tested in the front adjustment problem in [BLZ04℄. For a omplete desriptionof the proedure and disussion of its properties see [Bou07℄.



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 59We brie�y remind the main ingredients of the method. The shallow water equations inthe �ux-form are disretized on a regular grid within the framework of the �nite-volumeapproah. The �nite-volume sheme is then presribed by the hoie of the numerial �uxfuntion and the treatment of the remaining soure terms assoiated with the Coriolisfore. At eah time-step and in eah diretion, the Coriolis terms are reformulated fol-lowing the apparent topography method �rst introdued in [BLZ04℄. The numerial �uxfuntion is assoiated with a relaxation solver adapted to treat topography as proposedin [ABB+04℄. The hoie of the numerial �ux funtion allows to ompute solutions of theshallow water equations even in the ase of vanishing depth. The numerial sheme is in-visid, the numerial dissipation being extremely small exept for the shok loations. Thevariable time step is used in order to verify the Courant-Friedrihs-Lewy (CFL) ondi-tion. The numerial simulations disussed below are obtained with a typial resolution
∆x,∆y ∼ 0.1Rd. The omputations take few hours on a personal omputer at this re-solution. For steep topography the resolution was orrespondingly inreased. In order toavoid the returns of IGW emitted during adjustment the sponge layers are used at theboundaries (exept for the oast, if present, see below).
3 Expeted senario of the adjustment of the pressurefront and further questionsFrom the knowledge of the previous results on nonlinear adjustment of the pressurefront without topography [KP97℄, of the numerial results on linear adjustment withtopography [All96℄, and of the experimental and theoretial results with step-funtionesarpments [GDJL86℄, [JD90℄, we an expet the following proesses to take plae : onthe shortest time-sales the IGW are to be emitted, to propagate away from the initialdisontinuity, and to break at su�ient nonlinearities. Their propagation and breaking willbe modi�ed, with respet to the �at bottom situation, due to the fat that the phase speedof IGW varies with varying depth of the �uid. A jet will form along the initial disontinuity,in order to balane the pressure gradient. On longer time-sales, topographially trappedwaves (alled either double Kelvin waves, or topographi Rossby waves) should arise atthe intersetion of the initial front with the slope. The trapped waves propagate along theesarpment with shallower water on their right in the northern hemisphere [LM78℄. Thelong trapped waves will form a tongue propagating in this way, that will distort the jetand make it follow the ontour of the nose of the tongue. The group veloities of shortand long topographi waves are opposite (see below). A paket of short waves will be alsoemitted and will propagate in the opposite diretion with respet to the tongue, but withmuh slower veloity and, presumably, arrying not muh energy, as in the simulations byAllen [All96℄.One these preditions for initial stages of adjustment are heked, the main questionsthat the fully nonlinear numerial simulation should answer are the following :� How is the propagation and breaking of IGW modi�ed by topography ?� What is the long time evolution of the trapped waves ?� What are the mixing and transport properties of the adjustment proess ?



60 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographique4 The results of numerial simulations for the adjustmentof the front over topography far from the oastA. Small nonlinearityIn order to benhmark our simulations and ompare them with those in [All96℄ westart with a small nonlinearity (λ = ∆η
H+

= 0.1) 2We hoose the width of the slope equalto �ve Rossby deformation radii for the simulations in this and the following setions,and H+ = 2H−. We will disuss the e�ets of varying the parameters of the slope insetion 3.2. In all of the �gures below, the spatial oordinates are measured in Rd, sothat W = 2.5Rd, and the time is measured in f−1. Fig. 2 gives the time evolution of the
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Fig. 2 � The time evolution of the free surfae elevation in the (x, y) plane. The initialperturbation is equal to +∆η in the lower part of the domain (y < 0) and zero in theupper part (y > 0). The edges of the slope are marked with dashed lines, λ = 0.1, thedi�erene between the adjaent isolines of the free surfae height (isobars) is 0.02. Thesize of the alulation domain in y diretion is muh bigger than the displayed domain.free surfae elevation, the initial state being at rest u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = 0. A zoom ofthe last frame in Fig. 2 (at t = 150) with superimposed veloity �eld (arrows), and theorresponding three-dimensional snapshot of the free-surfae elevation are given in Fig 3.2Note, however, that the exat value of the amplitude of the perturbation is not given in [All96℄.



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 61Emission of the IGW takes plae at the initial stages of the evolution. The IGW frontsoriginating from the initial disontinuity start bending (f the seond frame of Fig. 2).The wave-pakets of IGW, apparently emitted at the loation of maximum urvature ofthe primary IGW fronts, are observed (f the third frame of Fig 2). The IGW fronts willbe disussed below in setion 3.2. The topographi Rossby waves in the form of loalized
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Fig. 3 � Zoom of the late (t = 150) stage of the evolution of the free-surfae elevationwith superimposed veloity �eld (arrows) � left panel, and the 3d view of the height �eldat the same time � right panel. Same experiment as in Fig. 2.height extrema along the slope that form a tongue appear at the later stages. The �gureshows learly that the topographi waves are lose to the geostrophi balane (�ow parallelto the isobars). They are, thus, a part of the slow balaned motion, like the "ordinary"Rossby waves on the beta-plane. The dispersion relation for the topographi Rossby waves3is also similar to that of ordinary Rossby waves [LH68a℄, see Fig. 4. Our simulations are,thus, in a good qualitative agreement with the results of [All96℄ : we on�rm the formationof an antiyloni vortiity region at the slope, the propagation of a tongue of �uid alongthe esarpment keeping the shallow water on its right and tending to separate the �ows onthe two sides of the slope. Apart from the jet going around the tongue, only a very smallamount of �uid is rossing the esarpment at the loation of the initial disontinuity.In order to better visualize the behavior of the topographi wave-paket we presentthe time- evolution of the �uid depth at the enter of the slope (x = 0) as a funtion of
y in Fig. 5. The amplitude of the topographi waves grows during approximatively ten ofinertial periods and then saturates, while seondary extrema are formed. It is to be notiedthat the amplitude of the �rst maximum grows higher than the initial perturbation (themaximum height is about 140% of the initial height). The topographi waves propagatewithout visible distortion, as seen in the Figure.To push the omparison further, we measured the speed of propagation along theesarpment of both the leading edge of the tongue, and of the prinipal height maximum.The former is obtained, as in [All96℄, by following the level at half-height of the initialperturbation, i.e. at h = 1.05 in Fig. 5. We thus get

vedge ≈ 0.08, vpeak ≈ 0.06, (12)3Due to their above-mentioned balaned harater, we �nd this name more appropriate than thedouble Kelvin waves.
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Fig. 4 � Dispersion urve, phase (cΦ) and group (cg) veloities of the topographi Rossbywaves, obtained by a straightforward numerial resolution of the linear eigenproblem forthe topographi Rossby waves by the shooting method (f [LH68a℄ ). The along-slopewavenumber is nondimensionalized by Rd, and the frequeny ω is nondimensionalized bythe inertial frequeny f .in terms of √
gH+. The obtained value of vedge is substantially larger than the valuefollowing from Fig. 8 in [All96℄ for the same esarpment.The di�erene between vedge and vpeak means that the topographi wave paket issubjet to dispersion. The typial wavelength of the topographi waves formed in theadjustment proess may be extrated from the simulations. It allows to estimate thephase and group veloity of the orresponding linear wave with the help of the Fig. 4.For instane, an estimate of the wavelength as a distane between the two maxima of theheight �eld, f, Fig. 5 gives k ≈ 0.92, cg ≈ 0.019, cφ ≈ 0.056. However, these �gureshange signi�antly if twie the width of the negative urvature region of the prinipalheight peak is taken as typial wavelength : k ≈ 0.56, cg ≈ 0.048, cφ ≈ 0.072. Thus, theidenti�ation of the measured propagation speed with the phase or group veloity of thelinear waves an not be done in a lear-ut way. We therefore measured the dispersivee�ets diretly by following the widening of the prinipal peak in h during the evolution.We thus obtain a widening of about 10 perent in 100f−1, whih is very low omparingwith the expeted widening due to the di�erene between the phase and the group veloityfor both estimates given above.The aross-slope pro�le of the �rst maximum of the �uid height is lose to the pro�leof the fundamental mode given by the linear theory, but some di�erenes appear whilesuperimposing them, as illustrated in Fig. 6. The linear modes shown in Fig. 6, as well asthe dispersion urves above are obtained by a straightforward numerial resolution of thelinear eigenvalue problem for the trapped modes by the shooting method. Fig. 4 agreeswith the dispersion obtained in [All96℄ for the same esarpment, e.g. zero cg is at k = 1.3.Note that in agreement with [LH68a℄ the maximum of the urves is shifted towards theshallower side of the slope.
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3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 67There are, however, some di�erenes between the two ases. The emission of inertia-gravity waves takes plae during a longer period of time (about 30f−1). The seondaryextrema of the height �eld are formed later : at t=200 there are 3 maxima and 2 minimain the pro�le of h at small nonlinearity, and only 2 maxima and 2 minima at strongnonlinearity (not shown).
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3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 69

t=0.0

y  

−4 −2 0 2 4
−10

0

10

20
t=1.0

−4 −2 0 2 4
−10

0

10

20
t=4.0

−4 −2 0 2 4
−10

0

10

20

t=9.0

y  

x
−4 −2 0 2 4

−10

0

10

20
t=18.0

x
−4 −2 0 2 4

−10

0

10

20
t=40.0

x
−4 −2 0 2 4

−10

0

10

20

Fig. 11 � The time - evolution of the free surfae elevation in the (x, y) plane. The initialperturbation is equal to +∆η in the lower part of the domain (y < 0) and zero in theupper part (y > 0). The edges of the slope are marked with dashed lines (W = 0.25),
λ = 0.1 and the height di�erene between the adjaent isolines of the free surfae height is
0.02. The length of the alulation domain in y diretion is muh bigger than the displayeddomain.



70 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographique

−4

−2

0

2

4

−10
0

10
20

30

1

1.05

1.1

1.15

x

y

x

y

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

−2

0

2

4

6

8

10

12

14

Fig. 12 � The late (t = 40) stage of the evolution of the free-surfae elevation withsuperimposed veloity �eld (arrows) � left panel, and the orresponding 3d view of theheight �eld � right panel. Same experiment as in Fig. 11. Note that the x sale here isdi�erent with respet to Figs. 2 and 7.the veloity of the main pressure peak is of the same order of magnitude as in the ase ofgentle topography :
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3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 71Fig. 13 gives the spatio-temporal evolution of the traer �eld during the adjusmentof the front with λ = 0.1 over the gentle topography W = 2.5Rd. In the last frame
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3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 73appearane of the strongly urved region at the emitted wave-front, see Fig. 16 below.The energy loss is very low during the rest of the simulation, whih amounts to the overallloss of energy of the order of one per thousand.
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Fig. 15 � Time evolution of the energy loss due to numerial dissipation of the �ow at
λ = 0.3. The relative energy loss per unit time ∆E

E0∆t
is alulated as deviation from theenergy balane in eah alulation ell, integrated over the whole alulation domain andnormalized by the total initial energy.Due to the di�erene in the phase speeds of waves on the left and on the right ofthe esarpment (IGW propagating faster in deeper �uid), the wave-fronts of the IGWemitted at the initial stage of adjustment should bend. This is a novel aspet of thedam-break problem in the presene of topography, whih should a�et the wave-breakingaompanying the propagation of suh wave-fronts [KP97℄, [BLZ04℄. By monitoring theloal dissipation rates we an identify the wave-breaking zones. The evolution of the loaldissipation rate in the alulation domain at the initial stages of the simulation with

λ = 0.3 is shown in Fig. 16. The dissipation rate is alulated as the deviation from theenergy onservation in eah omputation ell. The zones where the dissipation is prominentare loated �rst at the two wave-fronts propagating from the initial disontinuity in bothalong-slope diretions. After several of inertial periods, the maximum of dissipation isloalized at the spei� zones of the IGW wave-fronts propagating at the shallow sideof the esarpment. As seen from the �gures, the IGW wave-front intensity is dereased,exept for these preise loations whih ontinue to propagate as loalized wave-paketsat an angle whih is the same in simulations with di�erent front intensities.Obviously the highly idealized model annot pretend to orretly represent the dis-sipative phenomena in the real �ow (reall that the typial resolution is 0.1 Rd in thesimulations above). However it gives a good �rst guess about loations of enhaned dissi-pation and hene mixing in the real �ow in similar on�gurations.
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3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 755 The role of the oastIn the previous simulations the esarpment was situated in the "open oean". Let usbrie�y omment on the new e�ets introdued by an adjaent oast line. The e�ets ofthe oast perpendiular to the esarpment were disussed by Gill, Davey, Johnson andLinden [GDJL86℄ and Allen [All96℄. We repeated our simulations with W = 2.5Rd byplaing a rigid wall parallel to the esarpment at x = 10 at the shallow side in order tomodel a "ontinental shelf" on�guration. The results for the evolution of the height �eld,the dissipation, and the pro�le of the height �eld along the x = 9 setion are given in Fig.17, 18, 19, respetively.
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76 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographique

t=0.0

y  

−5 0 5

−10

0

10

20

30
t=2.0

−5 0 5

−10

0

10

20

30
t=6.0

−5 0 5

−10

0

10

20

30

t=8.0

y  

x
−5 0 5

−10

0

10

20

30
t=12.0

x
−5 0 5

−10

0

10

20

30
t=18.0

x
−5 0 5

−10

0

10

20

30

Fig. 18 � Joint evolution of the dissipation rate (blak ontours) and the free-surfaeelevation (gray ontours) in the (x, y) plane, at λ = 0.3.



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 77

−10 0 10 20 30

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
t=0.0

y
−10 0 10 20 30

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
t=2.0

y
−10 0 10 20 30

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
t=6.0

y

−10 0 10 20 30

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
t=8.0

y
−10 0 10 20 30

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
t=12.0

y
−10 0 10 20 30

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
t=18.0

yFig. 19 � Time evolution of the free-surfae elevation at x = 9 (lose to the wall), at
λ = 0.3.



78 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographique6 Conlusions and disussionWe have performed detailed fully nonlinear numerial simulations of the lassial pro-blem of the adjustment of a pressure front over topography. We on�rmed the results ofearlier investigations whih were performed previously in the linear regime and found newessentially nonlinear phenomena. The most important of them, in what onerns dyna-mis, is exitation of �nite-amplitude topographi waves propagating essentially withouthange of form for long times, and resembling the soliton trains known from the theory ofthe KdV equation. Nevertheless, the quantitative hek of the soliton hypothesis is yet tobe done. In what onerns transport and mixing, the most harateristi features are 1)formation of reirulation regions in the ores of topographi "solitons" with subsequentanomalous traer transport along the topography, and 2) appearane of spei� mixingzones related to the propagation of IGW, or of the boundary Kelvin waves in the preseneof the oast, emitted during the early stages of adjustment.Therefore, the geostrophi adjustment in the presene of the topographi waveguideis spei� and resembles that at the equator, as part of the initial perturbation projetsonto the waveguide modes. These waveguide modes form oherent strutures providing theanomalous transport along the waveguide. The waveguide modes belong to the balanedpart of the motion, as we on�rm by diret alulations. They evolve muh more slowlythan unbalaned IGW whih evauate the exess of energy at the early stages of theadjustment proess. The IGW are, however, also in�uened by topography whih leads tothe enhanement of dissipation/mixing in spei� loations.It is to be mentioned that fully nonlinear numerial simulations of the interation ofjets with topography using the rigid-lid on�guration are known in literature [CLSC+99℄.The rigid lid approximation orresponds formally to Rd → ∞, whih physially meansthat all typial sales, inluding the sale of the slope, are muh smaller than the deforma-tion radius. The steep topography ase in Setion 3.2 above is the only one approahingthis regime in the present study (suh sales are largely subgrid in the gentle slope ase).However, our simulations reveal the formation of the oherent strutures of the sale stillmuh larger than the width of the slope, whih was not the ase in the orresponding asesin [CLSC+99℄. The dipolar strutures orresponding to the higher topographi modes weretypially observed in [CLSC+99℄, while in our simulations the monopolar ones are domina-ting, although higher modes an appear on the late stages as suggested by the gentle-slopesimulations (f e.g. Fig. 8). It probably means that even with steep topographies the rigidlid regime is hard to reah in the full rotating shallow water model. This is also true forthe adjustment with the reversed jet (initial pressure anomaly of opposite sign) whih wasalso studied in [CLSC+99℄. We present in Fig. 20 the late stage of the evolution for strongnonlinearity λ = 0.3 in this ase, to be ompared with Fig. 8. The topology of the isobarsis globally the same althought it orresponds to a trough in Fig. 20 and to an elevation inFig. 8, with respet to the non-perturbed �uid surfae at rest. Some asymmetry, however,is observed in what onerns the intensity of the resulting balaned vortex (more intensein Fig. 20) and its position (at the shallower side of the slope for the yloni vortex, Fig.20, and at the deeper side for the antiyloni vortex, Fig. 8). Being more intense, thevortex/pressure extremum propagates faster in Fig. 20, althought the tip of the tonguehas pratially the same veloity in both ases.
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Fig. 20 � Same as in Fig. 8 but for the reversed initial anomaly. Isobars from h = 0.98down at step 0.05 are displayed.A. KdV solitons of modulated topographi wavesConsider the shallow-water equations with topography (4) - (6) on the f -plane.We use a slightly di�erent nondimensionalization with respet to (7)- (8) for the ho-rizontal sale, the vertial sale and the veloity, beause we want to allow for di�erentsales in the two horizontal diretions. Using the half-width of the slope W as a typialhorizontal sale in the x diretion, L a typial horizontal sale in the y diretion with theorresponding aspet ratio parameter δ = W/L supposed to be small, the mean depth ofthe �uid at rest H̄ = H++H−

2
as a vertial sale, and δU and U for the zonal and meridionalveloity respetively, we nondimensionalize the dependent and independent variables asfollows :

x = x̃W, y = ỹL, H = H̃H̄, ∆H = ∆H̃ H̄, η = η̃∆η, (1)
u = ũ δ U, v = ṽU, T = T̃ f−1, Hx = H̃x̃

∆H

W
= H̃x̃ ∆H̃

H̄

W
, (2)where the tilde variables are the nondimensionalized ones. The parameters governing theproblem, thus, are : the Rossby number ǫ = U

fW
, the relative elevation of the free surfae

λ = ∆η
H̄
, the Burger number γ = (Rd

W
)2, where the Rossby deformation radius is de�nedas Rd =

√
gH̄
f2 , and the relative depth hange due to the esarpment σ = ∆H̃ .We get the following non-dimensionalized set of equations :

δut + ǫ δ2 (uux + vuy) − v = −λγ
ǫ

ηx, (3)
vt + ǫ δ (uvx + vvy) + δ u = −δλγ

ǫ
ηy, (4)

λ ηt + ǫ δ H(ux + vy) + ǫ δ σHxu+ λ ǫ δ ((u η)x + (v η)y) = 0. (5)We are interested in slow motions lose to the geostrophi equilibrium. The latter isahieved at the leading order by the following hoie of parameters λγ
ǫ

∼ 1 whih isstandard in the quasi-geostrophi dynamis. The �ltering of the fast inertia-gravity waves



80 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographiqueis ahieved by using the hierarhy of the slow time-sales tn = δnt and supposing that allthe �elds are slow, i.e. do not depend on the fast time-sale t0. Finally, the nonlinearity, aswell as the Rossby number, are supposed to be small and we hoose the following relationamong the small parameters : λ ∼ ǫ ∼ δ2 ≪ 1, γ ∼ 1, meaning that the width of theesarpment is of the order of the Rossby radius. We thus get, omitting the numerialfators of the order one :
δ2 (ut1 + δut2 + δ2ut3 + ...) + δ4 (uux + vuy) − v = −ηx, (6)

(vt1 + δvt2 + δ2vt3 + ...) + δ2 (uvx + vvy) + u = −ηy, (7)
(ηt1 + δηt2 + δ2ηt3 + ...) +Hux +Hvy + σ Hx u+ δ2((uη)x + (vη)y) = 0. (8)The last hypothesis onsists in supposing the order one depth hange aross the esarp-ment, σ ∼ 1. All �elds are then expanded in asymptoti series in δ :

u = u(0) + δ u(1) + δ2 u(2) + ...,

v = v(0) + δ v(1) + δ2 v(2) + ...,

η = η(0) + δ η(1) + δ2 η(2) + ... .At the lowest order we get :
v(0) = η(0)

x , (9)
v

(0)
t1 + u(0) = −η(0)

y , (10)
η

(0)
t1 +Hu(0)

x +Hv(0)
y +Hx u

(0) = 0, (11)whih is equivalent to a single equation for η(0) :
∂t1(Hη

(0)
xx +Hxη

(0)
x − η(0)) +Hxη

(0)
y = 0. (12)Looking for a propagating in y solution with a given struture in x

η(0) = F (0)(x) Φ(0)(ky − ωt1, t2, t3, ...) (13)we get the following equation for the aross-esarpment struture funtions :
(
H F (0)

x

)

x
− F (0)(1 +

k

ω
Hx) = 0. (14)The solutions of this equation in the ase of linear topography are expressed in terms ofmodi�ed Bessel funtion of the �rst kind and of the seond kind.Due to the assumed saling this equation is the long-wave low-frequeny limit of theequation for the linear modes obtained by the straightforward linearization about the reststate of (4) - (6), and used earlier to get Fig. 4. It is easy to see that in order to getnontrivial eigenmodes F (0)

n (x) with eigenfrequenies ωn, it is is neessary that (1 + k
ω
Hx)hanges sign. Thus, for monotonous esarpment-like topography the well-known uniquediretion of propagation of the topographi waves whih keep shallower water on theirright in the Northern hemisphere [LM78℄ follows.Proeeding to the higher orders in δ will give, as usual in the asymptoti expansionsmethod, a series of inhomogeneous problems for higher orretions η(i), i = 1, 2, .. with ther.h.s. depending on the previous-order �elds. Again, aording to the standard rules, the



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présene d'un esarpement 81solutions of these problems may be obtained by removing the resonanes in the r.h.s., i.e.imposing the orthogonality ondition and introduing dependene on slower times. Thisgives nonlinear evolution equation for η(0). Proeeding in this way it is easy to see that itis su�ient to require that there is no t2 - dependene in the zero-order �elds to get ridof the resonanes at the �rst order in δ. At the order δ2 we have :
u

(0)
t1 − v(2) = −η(2)

x , (15)
v

(2)
t1 + v

(0)
t3 + u(0)v(0)

x + v(0)v(0)
y + u(2) = −η(2)

y , (16)
η

(2)
t1 + η

(0)
t3 +H(u(2)

x + v(2)
y ) + u(2)Hx + (u(0) η(0))x + (v(0) η(0))y = 0. (17)By expressing the veloity �eld in terms of the free-surfae elevation :

v(2) = η(2)
x − η

(0)
yt1 − η

(0)
xt1t1 (18)

u(2) = −η(2)
y − η

(2)
xt1 + η

(0)
yt1t1 + η

(0)
xt1t1t1 − η

(0)
xt3 − η(0)

x η(0)
xy

+(η(0)
y + η

(0)
xt1)η

(0)
xx (19)we get

−Hη(2)
xxt1 −Hx[η

(2)
xt1 + η(2)

y ] + η
(2)
t1 = −η(0)

t3 −H [η
(0)
xyt1t1 + η

(0)
xxt1t1t1 − η

(0)
xxt3 −

−η(0)
x η(0)

xxy + η
(0)
xxt1η

(0)
xx + η(0)

y η(0)
xxx

+η
(0)
xt1η

(0)
xxx − η

(0)
yyt1 − η

(0)
xyt1t1 ] (20)

−Hx[−η(0)
xt3 + η

(0)
yt1t1 + η

(0)
xt1t1t1 − η(0)

x η(0)
xy

+(η(0)
y + η

(0)
xt1)η

(0)
xx ] + η(0)η

(0)
xxt1 + η(0)

x η
(0)
xt1 .We look for a solution of this equation in the form η(2) = F (2)(x)Φ(2)(ky−ωt1, t3, ...). The

t1 derivatives should be replaed in (20) by the y-ones aording to the rule ∂y = − k
ω
∂t1onsistent with the unidiretional propagation of the topographi waves. We thus get thefollowing equation for F (2)(x) :

Φ
(2)
t1 [F (2) +Hx(

k

ω
F (2) − F (2)

x ) −HF (2)
xx ] = {r.h.s}, (21)where {r.h.s} stands for the r.h.s. of (20). By multiplying by F (0)(x) and integrating by

x we get the Korteweg - deVries equation for Φ(0) :
a Φ

(0)
t3 + b Φ(0)

yyy + c Φ(0)Φ(0)
y = 0, (22)where the oe�ients are given by

a =
∫ +∞

−∞
F (0)[−F (0) +HxF

(0)
x +HF (0)

xx ]dx, (23)
b =

∫ +∞

−∞
F (0)[−Hx(

ω2

k2
F (0) − ω3

k3
F (0)

x ) −H(−ω
3

k3
F (0)

xx +
ω

k
F (0))

]
dx, (24)

c =
∫ +∞

−∞
F (0)

[
−Hx(−F (0)

x F (0)
x + F (0)F (0)

xx − ω

k
F (0)

x F (0)
xx )

−H(F (0)
x F (0)

xx + F (0)F (0)
xxx −

ω

k
(F (0)

xx F
(0)
xx + F (0)

x F (0)
xxx))

−ω
k

(F (0)
x F (0)

x + F (0)F (0)
xx )]dx. (25)



82 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographiqueThe numerial values of a, b and c may be easily found for any linear esarpment.The appearane of KdV equation for slow evolution of weakly nonlinear long topogra-phi waves ould be expeted. Indeed, the dispersion of long unidiretionally propagatingtopographi waves is weak (f. the dispersion urve Fig. 4) and may be ompensated byweak nonlinearity to give solutions preserving their form - a typial situation where theKdV equation arises.Surprisingly, soliton-like strutures in topographi waves arise at strong nonlinearities,as our numerial simulation shows. In this respet, again, the situation is similar to thatobserved in simulations of the equatorial adjustment [LSRZ04℄ .



3.3 Conlusion 83Vortiité potentielleDans es travaux, nous avons visualisé le transport d'un traeur passif pour omprendrel'in�uene des ondes de Rossby topographiques sur le transport de masse. La vortiitépotentielle est une grandeur onservée de façon lagrangienne souvent utilisée en méaniquedes �uides géophysiques. Nous n'avons jusqu'ii pas utilisé ette variable puisque dans laon�guration de l'esarpement linéaire sa visualisation n'est pas aisée. En e�et, à l'instantinitial de l'expériene de l'ajustement de la �gure 2 de l'artile qui préède, par exemple,elle-i possède quatre valeurs onstantes sur les domaines à fond plat, et un ontinuumde valeurs sur l'esarpement lui-même.
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Fig. 3.21 � Evolution de la vortiité potentielle dans le plan (x,y) au ours de l'expérienede la �gure 2 page 60.On voit sur la �gure (3.21) que l'existene à l'instant initial de es nombreuses va-leurs di�érentes de vortiité potentielle rend la ompréhension du transport de vortiitépotentielle di�ile. On voit lairement un transport de la vortiité potentielle au niveaude l'intersetion entre l'esarpement et la disontinuité initiale de la surfae libre, maison peut di�ilement extraire d'autres informations de ette image. La visualisation de laonentration d'un traeur passif apporte davantage d'information, 'est pourquoi nousavons retenu ette visualisation dans les travaux présentés préédemment.3.3 ConlusionL'étude de l'ajustement géostrophique nonlinéaire en présene d'un guide d'ondes to-pographique a mené aux résultats suivants. Nous avons on�rmé les résultats onnus dansle régime linéaire et mis en évidene des e�ets nonlinéaires. Nous avons exité des ondestopographiques piégées d'amplitude �nie qui se propagent sans hanger de forme sur deséhelles de temps longues, ressemblant aux trains de solitons solutions de l'équation de



84 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes topographiqueKorteweg de Vries. Les ondes topographiques piégées reonnetent les lignes de ouranten formant des régions de reirulation au oeur des �solitons topographiques�. Les ondesd'inertie-gravité (et en présene de bord, les ondes de Kelvin �tières) générées lors del'ajustement au ours de leur propagation réent des régions spéi�ques où le mélangeà petite éhelle sera intensi�é. Une analyse à l'aide de développements asymptotiquespour une perturbation de pression loalisée a montré que l'enveloppe des ondes topogra-phiques obéit à l'équation Korteweg De Vries dans un régime de paramètre partiulier.La véri�ation quantitative de l'hypothèse �soliton� reste à faire.



Chapitre 4Ajustement géostrophique d'un frontdouble de densité
4.1 IntrodutionLa représentation simpli�ée standard des fronts de densité dans la litterature utilisele modèle de l'eau peu profonde en rotation à une [Kil83a, GKS82, RDB03, DRB04℄ou deux [PG90℄ ouhes et une on�guration du type inropping/outropping, ave les�uides de densité di�érentes séparés par une surfae isopynale en intersetion ave lefond/ouverle rigide. Par la suite nous allons nous limiter à une on�guration à uneouhe à gravité réduite (voir Fig. 4.1). Deux on�guration aratéristiques sont onsi-

h(x,y)

f/2

ρ1

ρ2

g’

Fig. 4.1 � Shéma de la on�guration pour le modèle à gravité réduite à une ouhe etdemie en rotation ave une ouhe ative (ave inropping) au dessous d'une ouhe aurepos de très grande profondeur.dérées dans la littérature dans e ontexte : les fronts ouplés, 'est -à-dire les bandesquasi-unidimensionnelles de �uide on�né à l'intérieur de la surfae isopynale [GKS82℄,et les lentilles de �uide on�né par une surfae isopynale à l'intérieur du domaine fermébidimensionnel [Kil83b, CR84, CR87, Rip87℄.Nous allons étudier i-dessous les fronts dedensité ouplés, quoique nous verrons que leur évolution mène à la formation de lentilles,dont l'évolution est brievement addressée dans l'Appendie B.1.Les fronts doubles retilignes en équilibre géostrophique representent les solutionsexates des équations de l'eau peu profonde en rotation à une dimension et demie (inva-riane dans la diretion y) :
ut + uux − fv = −gHx, (4.1)
vt + uvx + fu = 0, (4.2)85



86 Ajustement géostrophique d'un front double de densité
Ht + (Hu)x = 0. (4.3)L'éoulement orrespondant est stationnaire et véri�e l'équation de l'équilibre géostro-phique :

fv = gHx, (4.4)
u = 0. (4.5)L'éoulement de pro�l simple qui véri�e ette équation est :






h = H =

{
H0

2
(1 − ( x

L
)2), |x| ≤ L

0, |x| > L

u = 0

v = V =

{
g
f
Hx = −gH0

fL2 x, |x| ≤ L

0, |x| > L

(4.6)où H0 et L sont les éhelles vertiales et horizontales.Comme il suit de es expressions, le front double équilibré est néessairement assoié àun jet isaillé. L'ajustement géostrophique vers un tel état équilibré, par exemple à partird'un front/jet perturbé est, évidemment, di�érent de l'ajustement standard à ause duon�nement du �uide (terminaison de la surfae libre : déssèhement). Par onséquent lesondes engendrées par une perturbation sur le fond d'un front/jet équilibré ne peuvent pasêtre évauées. Elles sont piégées et ondamnées à se propager à l'intérieur du front, la seuleatténuation possible étant à ause des e�ets dissipatifs. Dans e ontexte, la stabilité desjets équilibrés devient ruiale pour le proessus de l'ajustement. En l'absene des modesinstables, le seul senario de l'ajustement est la propagation, ave éventuelle attenuationdissipative, de es modes sur le fond de l'éoulement équilibré stationnaire. Par ontre,les modes instables, s'ils existent, peuvent hanger radialement l'éoulement de base auours de leur évolution nonlinéaire en produisant les strutures ohérentes seondaires.Nous verrons par la suite que 'est le as.La stabilité des fronts ouplés dans le modèle à gravité réduite a été étudiée dansle papier lassique de Gri�ths, Killworth and Stern [GKS82℄ qui ont montré que l'in-stabilité par rapport aux perturbations de grandes longueurs d'onde est inhérente à detelles on�gurations. L'étude de [GKS82℄ a été ompletée ensuite par le travail de Pal-dor et Ghil [PG90℄ qui ont trouvé d'autres zones d'instabilité que elles identi�ées parGKS, pour les nombres d'ondes de perturbation plus élevée, mais ave des taux de rois-sane moindres. Dans les deux artiles uniquement les on�gurations à vortiité potentiellenulle (ou onstante) ont été onsidérées 1. Dans e qui suit, nous reproduisons es résul-tats lassiques, les détaillons et les généralisons pour les vortiités potentielles non-nullesnon-onstantes. L'utilisation de la méthode de olloation permet l'obtention rapide etéonomique en ressoures de alul de es résultats.Nous initialisons ensuite les simulations numériques diretes des fronts de densité ou-plés ave les perturbations instables ainsi retrouvées et observons l'évolution nonlinéaireonséutive ave la formation de strutures ohérentes. L'état �nal, quoi que (quasi-) équi-libré se trouve être non-stationnaire et très di�érent qualitativement et quantitativementpar rapport à l'état équilibré stationnaire de base.1Signalons les travaux de Balmforth [Bal99℄ sur l'instabilité de isaillement en eau peu profonde sansrotation



4.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts de densité géostrophiquesouplés 874.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts dedensité géostrophiques ouplésLes résultats sur l'instabilité et l'évolution nonlinéaire des fronts de densité géostro-phiques ouplés font l'objet d'un artile soumis à Journal of Fluid Mehanis. Ainsi nousles inluons en anglais.Instability of oupled geostrophi density fronts and its nonlinear evolutionE. Sherer and V. ZeitlinLaboratoire de Météorologie Dynamique, Eole Normale Supérieure, 24 rue Lhomond, 75231Paris Cedex 5, FraneSubmitted to Journal of Fluid Mehanis on Deember 19th 2007Aepted for publiation on June 30, 2008Instability of oupled density fronts, and its fully nonlinear evolution are studied wi-thin the idealized redued-gravity rotating shallow water model. By using the olloationmethod we benhmark the lassial stability results on zero potential vortiity (PV) frontsand generalize them to non-zero PV fronts. In both ases we �nd a series of instabilityzones intertwined with the stability regions along the along-front wavenumber axis, themost unstable modes being long-wave. We then study the nonlinear evolution of theunstable modes with the help of a high-resolution well-balaned �nite-volume numerialsheme by initializing it with the unstable modes found from the linear stability ana-lysis. The most unstable long-wave mode evolves as follows : after a ouple of inertialperiods, the oupled fronts are pinhed at some loation and a series of weakly onnetedo-rotating ellipti antiyloni vorties is formed, thus totally hanging the harater ofthe �ow. The harateristis of these vorties are lose to known rodon lens solutions. Theshorter-wave unstable modes from the next instability zones are strongly onentrated inthe frontal regions, have sharp gradients, and are saturated due to dissipation withouthanging qualitatively the �ow pattern.1 IntrodutionDensity fronts are ubiquitous in the oean [Gil82℄. Understanding their dynamis is ofobvious importane for omprehension of transport and mixing of mass and momentum. Apartiular but frequently observed ase orresponds to fronts with isopynals intersetingwith the free surfae or with the bottom, i.e. outropping or inropping fronts, respetively.A pair of adjaent outropping (inropping) fronts with density gradients of oppositesign isolate a �uid of partiular density from a surrounding �uid with a di�erent density[Smi76, HSB+82℄. We fous on outropping / inropping density fronts in the paper andwill all them simply fronts in what follows. Due to the presene of the Coriolis fore thedensity fronts should be aompanied by a orresponding veloity jet perpendiular tothe density gradients. In the geostrophially balaned (or simply geostrophi) fronts, theCoriolis fore and the pressure fore are in equilibrium. Suh fronts, if they are straight,are exat solutions of the equations of motions (see below). The question of stability ofthese solutions is of double importane. Besides the stability per se, it may be put in theontext of the fundamental in geophysial �uid dynamis geostrophi adjustment problem,



88 Ajustement géostrophique d'un front double de densitée.g. [RZBJ01℄. Namely, starting from a on�guration lose to an unstable solution, thequestion arises what will be the end state of the relaxation to the geostrophi equilibrium?A widely used idealized model for studying dynamis of density fronts is the redued-gravity rotating shallow water model, where the e�ets of density strati�ation are inor-porated in the modi�ed ("redued") gravity parameter, and the system is modelled bya single-layer �nite-depth onstant-density �uid. The front orresponds to the �uid ter-minating at the free streamline (e.g. [Kil83a℄), whih may be losed (a lens on�gurationmuh studied in the literature [Kil83b, Rip87, CR85℄). Coupled density fronts orrespondto a band of �uid between two free streamlines, f [GKS82℄ or more reent referenes likee.g. [RDB03℄. The outropping/inropping phenomenon is modelled by the �uid termina-ting at the free streamline with �nite slope of the free surfae. The model is well-suitedfor studying the basi dynamis. It obviously neglets the dissipative e�ets like Ekmanpumping, and oversimpli�es strati�ation. The former may be, in priniple, parametrized,for the sake of appliations, and the seond may be taken into aount by using e.g. atwo-layer model. In what follows we will, however, use the simplest version of the model,as in the lassial paper by Gri�ths, Killworth & Stern [GKS82℄ whih will allow us 1) toomplete their stability analysis and 2) to understand the nonlinear stage of instability.The simplest form of the depth pro�le of the oupled fronts is paraboli. It is easyto see, that the orresponding balaned jet has a linear horizontal shear. In what followswe will fous on this simplest on�guration, whih may be alled the free-streamlinerotating shallow water Couette �ow. The lassial plane-parallel Couette �ow is knownto be linearly stable to all in�nitesimal perturbations [DR81℄, whih is not the ase ofits (non-rotating) shallow water ounterpart [KK95℄ between the rigid boundaries. In thepresent ase we have in addition the e�ets of rotation and free boundaries.The linear stability of oupled density fronts with paraboli pro�le within one- andtwo-layer redued gravity models have been studied in the literature, espeially in thepartiular ase of zero potential vortiity (PV), whih allows for onsiderable tehnialsimpli�ations. As was shown by Gri�ths et al. [GKS82℄, the oupled fronts with zero-PVare linearly unstable to in�nitesimal perturbations with small but �nite wavenumbers.Later, [PG90℄ on�rmed this result and also found new unstable wavenumber intervalsseparated by the stability zones for zero-PV fronts. They however did not display thestruture of the new unstable modes. In both papers ad ho zero-PV methods were usedfor linear stability analysis. Gri�ths et al. [GKS82℄ also gave theoretial arguments forinstability of arbitrary (with non-zero PV) oupled density fronts with respet to linearisedperturbations with small wavenumbers. In their laboratory experiments, a irular urrentof buoyant �uid above a deep lower layer was observed to be always unstable forming asequene of vorties at the late stages of evolution. It should be noted also that thedi�erene between two-layer and one-layer stability results is mainly the appearane ofthe short-wave Kelvin-Helmholtz type instabilities in the former ase [PG90℄, withoutqualitative hanges of the long-wave part of the spetrum whih we will be interested inin what follows.Below, we present a detailed linear stability analysis of the oupled fronts withoutlimiting ourselves by the zero-PV assumption. We use the reent version of olloationmethod for linear stability analysis and we benhmark our method by reproduing ear-lier results on the position of the instability zones and growth rates. We also obtain thedetailed struture of the unstable modes for suessive instability zones. After having esta-blished the full stability diagram, and on�rmed the existene of multiple instability zones



4.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts de densité géostrophiquesouplés 89with their proper patterns of unstable modes, we perform fully nonlinear high-resolutionsimulations of the nonlinear stage of instability starting from the oupled fronts perturbedby the unstable mode. We �nd a spei� "barotropi" breaking, and a omplete spatio-temporal reorganization of the �ow during the nonlinear evolution of the most unstablelong-wave perturbations, while shorter-wave unstable modes from the next instabilityzones are saturated due to dissipation without hanging the harater of the �ow.The paper is organized as follows. After brie�y reminding the rotating shallow-watermodel and the olloation method in �4.2, we present the results of the linear stabilityanalysis in �4.2. The nonlinear evolution of the oupled geostrophi fronts perturbed bythe unstable modes is presented in �4.2. The results are summarized and disussed in�4.2. In the Appendix we brie�y present for omparison the results of linear and nonlinearanalysis of the frontal on�guration with smoothened outropping, i.e. �uid terminatingat the free boundary with zero slope of the free surfae.2 The model and the linear stability problem2.1 The modelThe equations of the rotating shallow water model on the f -plane are :
ut + uux + vuy − fv = −ghx (1)
vt + uvx + vvy + fu = −ghy (2)
ht + (hu)x + (hv)y = 0 (3)where u(x, y, t) is the zonal veloity, v(x, y, t) is the meridional veloity, h(x, y, t) is the�uid depth, f is the Coriolis parameter whih we assume to be onstant and positive,

g is the redued-gravity and the subsripts denote orresponding partial derivatives. Weneglet the e�ets of visosity and di�usion in the linear stability analysis. The PV isde�ned as q = (vx − uy + f) / h. It is a Lagrangian invariant of the model : d q
d t

= 0.The geostrophi balane orresponds to equilibrium between the Coriolis fore andthe pressure fore in (1a) and (2b). The straight balaned front, i.e. a geostrophiallybalaned on�guration without dependene on one of the oordinates (say y) is an exatstationary solution of (1), as it is easy to see.We study stability of a spei� geostrophially balaned jet with a paraboli pro�le :





h = H =

{
H0

2
(1 − ( x

L
)2), |x| ≤ L

0, |x| > L
u = 0

v = V =

{
g
f
Hx = −gH0

fL2 x, |x| ≤ L

0, |x| > L

(4)We thus have a free-boundary problem, the bounding streamlines at rest being situatedat x = −L and x = +L. The �uid terminates with a non-zero slope of the free sur-fae at the boundaries ("drying"), whih is a simple, but widely used model of outrop-pings/inroppings ourring in the real oean (f e.g. [GKS82℄ ; [Kil83a, Kil83b, RDB03℄).The basi on�guration is shematially presented in �gure 2.
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Fig. 2 � The redued gravity rotating shallow water on�guration whih models theinropping / outropping fronts : a layer of �uid of width L/2 and maximum depth H0/2on the rotating plane with Coriolis parameter f and the redued-gravity ~g.The PV of the �ow (4) is :
q =

Vx + f

H
=

−gH0

fL2 + f
H0

2
(1 − ( x

L
)2)
, (5)and vanishes when Vx = −f , i.e. gH0

fL2 = f . Note that in the opposite ase PV is neessarilysingular at the free streamlines. This however does not pose a problem, unless one usesPV as a dynamial variable whih is not the ase below.The general riteria of linear stability of the rotating shallow water �ows were esta-blished in the lassial paper by Ripa [Rip83℄ : the �ow is stable with respet to in�ni-tesimal perturbations if there exists a value of the parameter α suh that simultaneously
[V (x) − α] ∂xq(x) ≥ 0 and [V (x) − α]2 ≤ gH(x) for all x. It is easy to see that Ripa'sriteria are not satis�ed for the the �ow (4). The �rst riterion an be written as :

(−gH0

fL2
+ f)

4

H0L2(1 − (x/L)2)2
[ − αx− gH0

fL2
x2] ≥ 0, (6)and an be veri�ed only if α = 0 and gH0

f2L2 ≥ 1. The seond riterion in the ase α = 0beomes :
0 ≤ 1 −

(x
L

)2 − 2 gH0

f 2L4
x2, (7)and is never veri�ed on the interval : |x| ∈ ]L/(1 + 2gH0/(f

2L2))
1

2 , L
].We start with a linear stability analysis of the solution (4) by benhmarking the resultsof Gri�ths et al. [GKS82℄ and Paldor & Ghil [PG90℄ whih were obtained by the ad hozero-PV method, and then extend them to the non-zero-PV ase, where only the long-wavelimit was previously approahed ([GKS82℄) .We onsider small perturbations of the jet (4) :

h = H + h′, u = u′, v = V + v′, (8)and nondimensionalize the problem with a horizontal length sale L (the half width ofthe unpertubed jet), a vertial length sale H0 (the double of the maximum depth of theunperturbed jet), the inverse of the inertial frequeny as the time-sale, and the veloity
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ũt̃ + ũũx̃ + ṽũỹ − ṽ = −Bu h̃x̃ (9)
ṽt̃ + ũṽx̃ + ṽṽỹ + ũ = −Bu h̃ỹ (10)
h̃t̃ + (h̃ũ)x̃ + (h̃ṽ)ỹ = 0 (11)where Bu = g H0

f2 L2 is the Burger number, the only nondimensional parameter governingthe problem, and nondimensional quantities are denoted by a tilde. The bakground jetis given by : {
H̃(x̃) = 1

2
(1 − x̃2),

Ṽ (x̃) = −Bu x̃. (12)Thus, Bu = 1 orresponds to the zero-PV jet. We will omit the tildes and the primes inwhat follows when this does not lead to onfusion. Looking for solutions of the nondimen-sionalized linearised equations in the form (u, v, h) = (u0(x), v0(x), h0(x)) ei (k y−ω t), weget :
i (k V (x) − ω) u0 − v0 + Bu hx = 0, (13)

i (k V (x) − ω) v0 + (1 + V (x)x) u0 + Bu i k h0 = 0, (14)
i (k V (x) − ω) h0 + (u0 H(x))x + i k H(x) v0 = 0. (15)This is a free boundary eigenproblem for eigenvalues ω and eigenvetors (u0, v0, h0). Com-plex eigenvalues orrespond to instabilities.The boundary onditions are :

H(x) + h = 0, and dL±
dt

= u at x = L± = ±1 + λ±, (16)where ±1 are the loations of the free streamlines of the balaned jet and λ±(y, t) arethe perturbations of the free streamlines. Physially, they orrespond to the onditionsthat the �uid terminates at the boundaries whih are the material lines. The linearisedboundary onditions give :1. the relation between the perturbation of the positions of the free streamlines andthe value of the height perturbation :
λ± = − h0

Hx

∣∣∣∣∣
x=±1

, (17)2. the ontinuity equation (15) evaluated at x = ±1.Hene, the only onstraint to impose on the solutions of (13-14-15) is regularity of (u0, v0, h0)at x = ±1.The eigenproblem (13-14-15) is solved with the help of the olloation method, whihhas an advantage of allowing to treat any potential vortiity pro�le for the basi �owand perturbations with arbitrary wavenumber, while in the previous works Gri�ths etal. [GKS82℄ dealt only with small wavenumbers and Paldor & Ghil [PG90℄ analysed onlythe zero-PV ase. The disadvantage of the method is that it is not speially designed fortreating singular eigenproblems. Indeed, the eigenproblem (13-14-15) has a well knownritial layer singularity ourring whenever the real part of the eigen phase veloity ofthe perturbation c = ω/k equals the loal �ow veloity : c = V (x). Singularities give



92 Ajustement géostrophique d'un front double de densitérise to the stable singular eigenmodes whih form a ontinuous spetrum, f e.g. [Van98℄for a similar albeit simpler geophysial �uid dynamis problem with ritial layers. Thesemodes have Dira-delta or step-funtion behaviour (depending on the variable) being, infat distributions, not funtions. Disrete ounterparts of suh singular eigenmodes willbe retrieved by the straightforward olloation method. They may be, nevertheless, easilyidenti�ed by their singular pro�les and the fat that they aumulate with inreasing reso-lution (see below). As the non-dimensional veloity of the �ow (12) takes values between
−Bu and +Bu, ritial levels should appear in the interval c ∈ [−Bu,Bu]. A �lteringproedure based on gradient limiters was applied to eliminate these pseudo-modes.It should be noted that the olloation method was already applied by Le Sommer,Sherer & Zeitlin [LSSZ06℄ to the problem of stability of the oupled density fronts on theequatorial tangent plane. However, a substantial simpli�ation there was the onstant,and not sheared, pro�le of the bakground veloity due to vanishing of the Coriolis foreat the equator. Hene, only one ritial level appeared and was easy to deal with. Theresults obtained below demonstrate the e�ieny of the olloation method for problemswith ritial layers.2.2 A reminder on the olloation method for the eigenvalue pro-blemsIn order to solve the free boundary eigenproblem (13-14-15), we use the pseudospetralolloation method [Tre00℄ in the form whih was reently applied by Poulin & Flierl[PF03℄ and Le Sommer, Sherer & Zeitlin [LSSZ06℄. The system (13-14-15) on the interval
−1 ≤ x ≤ 1 is disretised on the irregular grid formed by the Chebyshev olloation points,whih are unevenly spaed to avoid the Runge phenomenon : xj = cos(jπ/N), j =
0, 1, ..., N . The Chebyshev di�erentiation matrix, whih will be denoted D, is used asdisrete di�erentiation. The disretised version of the system (13-14-15) thus follows :




kV −1 BuD
(−1 − Vx) kV Bu k

(−Hx −HD) kH kV






u00

v0

h0


 = ω



u00

v0

h0


 (18)where for onveniene we use u00 = iu0. A omplete solution of (18) with the standardMatlab routine "eig" is omputed in few seonds on a personal omputer.3 The results of the linear stability analysis3.1 Benhmark of the earlier results for �ows with zero potentialvortiity, Bu = 1We start with the analysis of the zero-PV ase. The real part of the eigen phase-veloities and the imaginary part of the eigenfrequenies (growth rates) as funtions ofthe wavenumber are presented in �gure 3. The gradient-limiter �ltering is applied in theupper panel of the �gure in order to eliminate the pseudo- modes (disrete analoguesof singular modes), whih �ll the band [0, 1] and aumulate with inreasing resolution(we present only the positive c = Re(ω)/k, Im (ω) part of the graphs, the full ones are
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Fig. 3 � The eigenvalues of the positive real part of the phase veloity c (upper panel) andthe growth rate (lower panel) as funtions of k for the zero-PV �ow Bu = 1. N = 400.In the c < 1 part of the upper panel the eigenvalues orresponding to the pseudo-modesassoiated with ritial levels are �ltered out. The instabilities in the lower panel areloated where a branh of the phase speed intersets another one, or when the real part ofthe phase speed vanishes at the upper panel. A zoom of the instability zone at k ≈ 4.575is given in the inset.
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Fig. 8 � Left panel : Stability diagram in the Bu− k plane. The isolines of Im(ω) at thevalues 0.05 up to 0.3 by step of 0.05 are shown. N = 200. Right panel : Growth rates inthe main instability zone as funtions of the wavenumber for Bu = 0.5, Bu = 1 (zero-PV�ow), and Bu = 1.5. For all values of Bu, the growth rate at k = 0 vanishes. When Buinreases, the maximum growth rate inreases and the wavenumber orresponding to themost unstable mode diminishes. 20 olloation points are su�ient to obtain the panel.wavenumber orresponding to the maximum growth rate diminishes. The growth rates fordi�erent values of the Burger number as funtions of the wavenumber are shown in theright panel of �gure 8. The real parts of the phase veloities display a similar behaviouras in the ase Bu = 1 (not shown).4 Nonlinear evolution of the instability4.1 Finite volume methods for the rotating shallow water modelReent progress in �nite-volume numerial shemes for shallow water equations al-lows for implementationally simple and quantitatively reliable high-resolution modellingof fully nonlinear dynamis. We use this tehnique for studying nonlinear evolution ofthe instabilities of oupled geostrophi density fronts. We apply the high resolution �nitevolume numerial method by Bouhut [Bou04, Bou07℄ whih has the following propertiesruial in the present ontext :1. it preserves the geostrophi equilibria (i.e. the stationary states in the ase of astraight front),2. it resolves wave breaking and shok formation,3. it allows to treat drying.No expliit dissipation is introdued in the numerial sheme. As was shown in previous ap-pliations [BLZ04, BLZ05℄ energy is extremely well-preserved, the only signi�ant energyloss events being assoiated with sharp gradient (shok or bore) formation [BLZ04℄, orwith reonnetion of the streamlines [barotropi Rossby wave breaking, BLZ05℄, whihprodue loalized dissipation zones.We brie�y remind the main ingredients of the method. The shallow water equationsare disretised in the �ux-form on a regular grid within the framework of the �nite-volumeapproah. The �nite-volume sheme is then fully presribed by the hoie of the numerial
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[0.1 , 0.2 , 0.3 , 0.4 , 0.5] are shown. The initial amplitude of the perturbation is 10% ofthe maximum depth of the balaned jet. While the instability develops, the jet breaks intoa series of antiyloni rotating lenses/vorties of ellipti shape. The alulation domainis periodi in the y diretion.�ux funtion and the treatment of the remaining soure terms assoiated with the Coriolisfore. At eah time-step and in eah diretion, the Coriolis terms are reformulated follo-wing the apparent topography method �rst introdued by Bouhut, Le Sommer & Zeitlin[BLZ04℄. The numerial �ux funtion is assoiated with a relaxation solver adapted totreat topography as proposed by Audusse et al [ABB+04℄. This hoie of the numerial�ux funtion ensures the ability of the numerial proedure to ompute solutions of theshallow water equations even in the ase of terminating depth. The advantage of thesheme is that orret Rankine-Hugoniot onditions guaranteeing the derease of energyaross the shoks are automatially satis�ed by the method, i.e. numerial visosity isindeed a dissipation. The numerial simulations presented hereafter were obtained withtypial resolution 0.05 L and last for a ouple of hours on a personal omputer.4.2 Nonlinear evolution of the most unstable modeWe simulate the fully nonlinear evolution of the instability orresponding to the mostunstable mode, with k = 1.116 at Bu = 1 (f �gure 5). The boundary onditions areperiodi in the meridional diretion, with period 2π/k (the results do not hange if theperiod is hanged, see below). The numerial method allows for drying, so we ompute thesolution on the [−5, 5] interval in the zonal diretion with sponge boundary onditions.The perturbation of amplitude about 10% of the maximum height of the unperturbedon�guration was superimposed on the bakground balaned jet. The evolution of theheight �eld in the (x, y) plane is shown in �gure 9. After only a few inertial periods,the instability develops. The jet is pinhed, at the same time the height of the �uiddiminishes and beomes very small at pinh loations. A reonnetion of the streamlinesat this loation follows (in other words the unstable boundary waves of �gure 6 break),and a series of o-rotating antiyloni vorties of ellipti shape, weakly onneted by



98 Ajustement géostrophique d'un front double de densité

x

y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−0.01

−0.008

−0.006

−0.004

−0.002

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

x

 

 
hu
hv

Fig. 10 � Left panel : A zoom of the isolines of the �uid depth in the (x, y) plane at
t = 36 orresponding to the simulation of �gure 9 : the ontours h = 0.01 to 0.5 at theinterval 0.02 are shown. Filaments of �uid onnet the two neighbouring vorties. Rightpanel : Mass �ux along the x-axis aross the setion y = 2.5 at t = 36.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

xFig. 11 � Setion aross y = 0.1 of the relative vortiity at t = 36, in �gure 10. We presentthe relative vortiity of the regions with h ≥ 0.01. For shallower h the disretization errorsstrongly a�et the vortiity whih is alulated using �nite di�erenes.the zones arrying a very small amount of �uid, results. A late stage of the evolutionis illustrated in the left panel of �gure 10 where it is seen that the vorties are in fatinteronneted by the �laments of �uid of small depth. The mass �ux aross the �lamentsat the same moment of time is shown in the right panel of �gure 10. The amplitude of themass �ux is negligible, and thus the overall �ow along initial density fronts is pratiallydisrupted. The vorties almost do not interat with eah other, apart from the periods oftime when they are aligned, with the major axis oriented along the diretion of the initialjet. However, even when the major axes are aligned we observe the values of the mass�ux an order of magnitude smaller than in the initial jet, though an order of magnitudegreater than the values presented in the right panel of �gure 10.A setion of the relative vortiity aross a vortex is shown in �gure 11. The relativevortiity in the vortex ore is onstant and equal to −1. Outside the ore, two zones ofnegative vortiity are learly related to the �laments onneting the vorties, f the leftpanel of �gure 10.The period of rotation of the vorties is about T = 60f−1. During the whole simulationone and a third of a full turn is aomplished. The rotating ellipti vorties resemble therodons, the exat isolated ellipti lens solutions with paraboloidal pro�le of h [Rip87℄. Wean make a omparison with the period of rotation of a rodon with the same relative vorti-ity (−1) and the same eentriity (≈ 2.174). Suh a rodon has a period of about 7.6f−1



4.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts de densité géostrophiquesouplés 99
x

y  

−4 −2 0 2 4

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

y  
−5 0 5
0

0.2

0.4

xFig. 12 � Left panel : A snapshot of the �uid depth distribution at t = 93, with thesame isolines as in �gure 10. Center panel : Along-stream setion at x = 0. Right panel :Aross-stream setion at y = 0. Both ross-setions are aurately �tted by the parabolipro�les for the main vortex part.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.92

0.94

0.96

0.98

1

t

E/E
0
         

Fig. 13 � Time evolution of the total energy, normalized by the initial total energy for theevolution of the main instability. The events of stronger derease orrespond to the timesat whih eah vortex interats with its neighbours when their major axes are aligned.or 36f−1 (there exist two families of the rodon solutions), whih gives substantially fasterrotation rates. The explanation of the di�erene is apparently related to the olletive andtransient harater of the vortex strutures resulting from our simulation, with rodon-likevorties onneted by the rolling up �uid �laments. The detailed struture of the vortexpattern at the late stage of the evolution is presented in �gure 12. It is seen that the mainvortex is indeed rodon-like with paraboli setions along the main axes, but the amountof �uid in (reonneting) �laments is still non-negligible.The time evolution of the total energy of the system is presented in �gure 13. Weshould remind that in the numerial sheme we are using, the numerial dissipation atsonly in the zones of high gradients (shoks). The slow derease of energy during the wholesimulation is explained by the presene of the drying zones ating as e�etive shoks, onthe one hand, and by the fat that it is easy to generate miro shoks ("shoklets") inthe shallow regions of the �uid lose to drying. The resulting energy loss is non negligibleduring the simulation, but stays su�iently small (less than 10%). At times t = 43 to 50and t = 73 to 81, events of stronger dissipation take plae at times when vorties enter inontat (i.e. when their major axes are aligned). The perturbation reated at the peripheryof the vortex due to this interation propagates then along the vortex boundary formingshoklets, and dissipates. A snapshot of the spatial distribution of the dissipation rate atthe moment of ontat between the neighbouring vorties is presented in the left panel of�gure 14. Dissipation due to shoklets is presented in the right panel of �gure 14 and showsthat the dissipation rate is ∼ 50% smaller than the dissipation rate due to reonnetionof �laments, but is of the same order of magnitude.
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Fig. 14 � Spatial distribution of the dissipation rate superimposed on the isolines of the�uid depth (from h=0.01 up by step of 0.05). Left panel : At t = 43, dissipation is dueto reonnetions, regions were values of the dissipation rate are between 0.01 and 0.0144(the maximum value) are shaded. Right panel : At t = 66, dissipation is due to shokdissipation, regions where values of the dissipation rate are between 0.004 and 0.0047(the maximum value) are shaded. Dissipation rate is alulated as the deviation from theenergy balane in eah ell per time-step, in nondimensional units.We performed similar experiments with domains of omputation of di�erent sizes inthe meridional diretion, and found that previous results are robust : the most unstablemode from the �rst instability zone, satisfying the periodiity ondition, develops in asimilar way.At Bu 6= 1, the proess is qualitatively similar. We performed simulations with highervalues of the maximum growth rate (Bu > 1) : the instability develops faster and therotation rate of the vorties is faster, but there are no signi�ant departures from thedesribed Bu = 1 senario. Simulations with lower values of the maximum growth rate(i.e. with Bu < 1) lead to a similar development of the instability as in the Bu = 1 asebut with a longer time sale and with a slower rotation rate of the vorties.5 Nonlinear evolution of the modes from the seond instabilityzoneWe then simulated the nonlinear stage of the instability orresponding to higher-wavenumber modes, like the mode presented in the left panel of �gure 7. It should beemphasized that this mode, as well as even higher-k unstable modes, f. right panel of�gure 7, has high gradients lose to the free streamlines, i.e. at the zones of vanishingdepth, and thus is likely to be damped due to dissipation (as already said the miroshoks, and hene dissipation, are expeted in the zone lose to the free streamlines).Indeed, we observed a rapid energy deay at the initial stage of the simulation, see �gure16 below, and had to start with onsiderable amplitudes of the perturbation ( ≈ .2 tobe ompared to ≈ .1 in the simulations of the most unstable mode above), in order toobserve notieable e�ets. We present in �gure 15 the nonlinear evolution of the mode ofthe left panel of �gure 7 superimposed on the balaned �ow. The boudary onditions are



4.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts de densité géostrophiquesouplés 101periodi in the meriodional diretion, with period 2π/2.77. One an see a drasti di�erenewith the previous ase of the main instability mode. No spatio-temporal reorganisation ofthe mean �ow takes plae due to the rapid dissipative saturation of the instability. Thedissymmetry of the unstable mode with its high gradients at the right boundary leads toalmost omplete disappearene of the perturbation at the right boundary, while at theleft one it survives at the initial level. The energy loss in the simulations presented in�gure 16 is muh more rapid than in the ase of the main instability mode, f �gure 13,happening mainly during the �rst 10 inertial periods, whih explains why the growth isalmost immediately arrested. Figure 17 shows the spatial distribution of the dissipation forthe initial stages of the evolution of the instability from the seond zone. The dissipationis onentrated in the rightmost and leftmost zones of high gradients of the unstable modewith pronouned left-right dissymmetry, whih explains the eventual disappearene of theperturbation at the right boundary. Note that pratially all of the dissipation takes plaein the highlighted regions. Similar piture is expeted for the unstable modes from thethird and fourth instability zones due to the similar spatial struture of the modes.Thus, shorter-wavelength modes from the seond, third and fourth zones of instability,if exited, are unable to hange the struture of the bakground �ow in ontradistintionwith the main instability mode. This means that in the ontext of long-time nonlinearevolution of the oupled fronts the only relevane of these modes is to provide a dissipativesink of energy.5 Summary and onlusionsWe thus revisited the linear stability of the geostrophially balaned oupled densityfronts in the redued gravity rotating shallow water model and extended the previouslyknown results to the ase of non zero-PV. The �ow does not satisfy the stability riteriaby Ripa [Rip83℄, and we have shown that at any Burger number it is unstable to pertur-bations in �nite intervals of wavenumbers starting from zero, whih are intertwined withstability zones. The wavenumber assoiated to the maximum growth rate of the insta-bility dereases as the Burger number inreases, while the maximum growth rate itselfinreases. The detailed struture of the unstable modes, important for understanding theirnonlinear evolution, was established. At the same time we demonstrated the apability ofthe olloation method to e�iently treat ompliated on�gurations with ontinuum ofritial levels.The nonlinear evolution of the unstable modes was then investigated with the help ofhigh-resolution numerial simulations, allowing to resolve the �ne-struture details of thedynamis. The main instability was shown to develop by pinhing the fronts and forminga row of lokwise rotating ellipti vorties with a paraboli form of the interfae similar tothe (isolated) exat rodon solutions. The vorties are interating weakly through the �uid�laments onneting them. Their interation is more pronouned when the major axes ofthe vorties are aligned in the diretion of the initial jet, leading to enhaned dissipationin the inter-vortex regions. The energy ontinues to slowly derease even after a hundredof inertial periods meaning that the relaxation towards the (still unknown) adjusted stateis very slow. It should be noted that formation of a sequene of ellipti vorties duringnonlinear evolution of zero-PV irular jet was reported in the experiments of Gri�ths etal. [GKS82℄. Yet, the high-resolution numerial simulations allow to add quantitative andqualitative details, like e.g. measures of �uxes, of vortiity, or position of the enhaned
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Fig. 15 � Isolines of the �uid depth in the (x, y) plane for nonlinear evolution of theinstability from the seond zone : the ontours h = [0.01 , 0.2 , 0.3 , 0.4 , 0.5] areshown. The initial amplitude of the perturbation is 20% of the maximum depth of thebalaned jet. The perturbation is wiped out by dissipation at the right free boundary,where the initial unstable mode had the strongest gradients, f left panel of 7. The growthis saturated due to the dissipation at the left boundary, leading to a dissymmetri patternyet lose to the initial on�guration without signi�ant hanges of the mass �ux arossthe �ow, unlike the ase of the most unstable mode. The alulation domain is periodiin the y diretion.
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Fig. 16 � Time evolution of the total energy for the instability from the seond zone,normalized by the initial total energy. The most signi�ant energy loss takes plae at �rst10 inertial periods.
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Fig. 17 � Spatial distribution of the dissipation rate (blak) superimposed onto the isolinesof the �uid depth (gray) for the initial stage of the simulation of �gure 15. Zones of thedissipation rate exeeding 6% of its maximum value are shown.



104 Ajustement géostrophique d'un front double de densitémixing zones.The seond-zone instabilities were shown to be subjet to the dissipative damping atthe initial stages of the evolution due to the spei� spatial struture of the orrespondingmodes with high gradients onentrated in the outropping regions. They annot thereforereorganize the �ow, unlike the main unstable mode.We also provide evidene (see Appendix), that although the struture of the mainunstable mode is sensible to the pro�le of the mean shear �ow, the growth rates andposition of the main instability zone on the wavenumber axis, as well as nonlinear evolutionof the instability are not. This result is onsistent with the general analysis of Gri�ths etal. [GKS82℄.Finally, it should be mentioned that linear stability results for zero-PV on�gurationsin the two-layer rotating shallow water model were obtained by Paldor & Ghil [PG90℄. Inthe most realisti in the oeani ontext ase of thik upper (lower) layer for outropping(inropping) fronts the instability zones and growth rates are lose to the one-layer onesdisussed above. Signi�ant di�erenes appear, however, at relatively thin seond layerswith appearane of short-wave instabilities having the growth rates higher than the "main"long-wave instability. They are presumably Kelvin-Helmholtz (KH) like, and their presenemay onsiderably hange the nonlinear evolution senario. It should be stressed thatalthough it is relatively easy to analyse linear stability by the olloation method in thisase, the nonlinear simulations in the presene of KH-like instabilities do pose a problembeause, as is well known, the two-layer shallow water equations hange type (hyperbolito ellipti, f e.g. [Zei07℄). We plan to give a thorough analysis of the two-layer aseelsewhere.Appendix A. A resumé of the linear and nonlinear ana-lysis of oupled fronts with smoothened outroppingFollowing a suggestion of an anonymous referee, we present below a brief aount oflinear and nonlinear analysis of a on�guration where the free boundaries are approahedat zero slope of the free surfae, to be ompared with �nite-slope outropping fronts. Theheight and veloity pro�les in nondimensional terms are hosen as follows in the interval
(−1, 1) : {

H̃(x̃) = 1
2

(1 + cosπx̃),

Ṽ (x̃) = −Buπ
2

sin πx̃,
(19)and are both zero outside this interval.As is easy to see, this pro�le is not stable aording to the Ripa's riterion. The linearstability analysis of this on�guration by the olloation method along the lines of themain text above gives the instability diagram for the most unstable modes presented in�gure 18. The typial shear was purposedly taken to be the same as for the paraboli �owat zero-PV, whih orresponds to Bu = 2/π in (19). Although the quantitative details aresomewhat di�erent, the resemblene with the main instability zone for the paraboli jet isstriking. The struture of the most unstable mode presented in �gure 19 is, unsurprisingly,di�erent from that for the paraboli pro�le. It has a more ompliated struture withmultiple extrema whih ompliates the �ltering of the pseudo-modes. However, if thismode is superimposed onto the basi �ow (19), the resulting nonlinear evolution displayedin �gure 20 is qualitatively and quantitatively lose to the one presented in �gure 9. This
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Fig. 18 � The main instability zone for the on�guration (19) as obtained by the olloa-tion method. Re(ω) = 0 throughout the zone.
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4.3 Conlusion 1074.3 ConlusionLes ondes piégées par les fronts de densité géostrophiques ouplés sont responsablesd'une instabilité qui se manifeste par la roissane des ondes piégées amenant les frontsde densité à se reonneter pour former une série de tourbillons quasiment indépendants.Ces tourbillons ont des aratéristiques ommunes ave les rodons, notamment leur pro�lparabolique en profondeur et linéaire en vitesse (voir Annexe B.1). L'état �nal de etajustement n'est pas l'état ajusté stationnaire initial auquel on avait imposé une pertur-bation. Le développement nonlinéaire de l'instabilité a omplètement réorganisé l'éoule-ment, pour atteindre un état non-stationnaire bien que quasiment équilibré (dans l'annexeB.1, nous présentons plus en détail les rodons, solutions non-stationnaires équilibrées deséquations nonlinéaires de l'eau peu profonde en rotation).
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Chapitre 5Ajustement géostrophique en présened'une �te
5.1 IntrodutionEn présene d'une �te, un éoulement en équilibre géostrophique doit obéir à la foisà la balane entre gradient de pression et fore de Coriolis et aux onditions aux bordsà la �te. Pour un �uide non visqueux, la seule ondition aux bords à imposer est laondition de non-pénétration du �uide dans le solide, 'est-à-dire que la vitesse normaleà la �te doit s'annuler à la �te. La présene de la �te entraîne l'existene d'un typed'onde supplémentaire : les ondes de Kelvin �tières. Ces ondes sont équilibrées, elles sedéplaent en gardant la �te sur leur droite dans l'hémisphère Nord (sur la gauhe dansl'hémisphère Sud) et leur amplitude déroît exponentiellement en s'éloignant de la �te.On rappelle la relation de dispersion des ondes d'inertie-gravité : ω2 = gH

−→
k

2
+ f 2 (fpartie 1.2).La relation de dispersion des ondes de Kelvin �tières est ω =

√
gHk (où H est la pro-fondeur du �uide dans lequel se propage l'onde de Kelvin) et les relations de polarisationdes ondes de Kelvin �tières sont lorsque la �te est au Sud :

{
u =

√
g
H
h,

v = 0.
(5.1)et la forme de l'onde de Kelvin adimensionnelle est :

(u, v, h) = (

√
g

H
K((x−

√
gH t), 0, K(x−

√
gH t)) e

−y√
gH/f (5.2)où K est une fontion réelle de x−√

gH t. Les relations de dispersion adimensionnées desondes d'inertie-gravité et des ondes de Kelvin �tières sont représentées sur la �gure 5.1.Les ondes de Kelvin �tières sont non dispersives, don elles existent à toutes lesfréquenes et peuvent par onséquent faire le lien entre les mouvements lents et les mou-vements rapides [Gil82℄. Reznik & Grimshaw [RG02℄ ont montré que la présene de l'ondede Kelvin �tière n'empêhe pas la séparation entre omposante lente et rapide du mouve-ment. Ils ont montré qu'au premier en ordre en nombre de Rossby, l'équation d'évolutionde l'onde de Kelvin est l'équation d'onde simple. L'onde simple déferle en temps �ni [Lig78℄don l'onde de Kelvin déferle en temps �ni. 109
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Fig. 5.1 � Relation de dispersion des ondes sur le plan f en présene d'une �te. En traitplein l'onde de Kelvin �tière et en pointillés les ondes d'inertie-gravité.
La formation de ho sera utilisée omme modèle du déferlement, en supposant queles e�ets dissipatifs de petite éhelle sont loalisés dans l'espae dans une ouhe d'éhellearatéristiques très inférieure aux éhelles de l'éoulement. Si un ho n'est pas retiligne,il lui est assoié un saut de vortiité potentielle (f annexe F de [LSRZ04℄), 'est-à-dire qu'àun ho ourbé est assoié un �ux non advetif de vortiité potentiel. Le Sommer, Reznik& Zeitlin [LSRZ04℄ ont mis en évidene que durant l'évolution nonlinéaire de l'onde deKelvin équatoriale (dont la déroissane méridienne est en e−y2) un ho ourbé se formeet rée un dépot de vortiité potentielle orrespondant à la formation d'un jet à l'arrièredu ho. On peut se demander si et e�et se retrouvera pour l'onde de Kelvin �tière.Cette question est importante notamment pour onnaître les e�ets des ondes de Kelvinsur le mélange, ar les déferlements sont assoiés à des zones de mélange à petite éhelle.Grâe à la méthode numérique aux volumes �nis présenté en partie 2.1, nous allonsréaliser une simulation nonlinéaire de l'ajustement géostrophique au voisinage d'une �te.Nous pourrons avoir une véri�ation de la séparation prédite par Reznik & Grimshaw[RG02℄ entre omposante lente et omposante rapide du mouvement. Nous pourrons alorsobserver si ette séparation est e�etive et se poursuit sur des temps longs. D'autre part,nous pourrons observer l'évolution sur des temps longs de l'onde de Kelvin �tière généréepar l'ajustement et ainsi observer son déferlement, et les onséquenes de e déferlementsur l'éoulement de base.



5.2 Ajustement géostrophique au voisinage de la �te 1115.2 Ajustement géostrophique au voisinage de la �teNous onsidérons l'ajustement géostrophique nonlinéaire d'une perturbation loaliséeau voisinage d'une �te. L'état de base est :





h = 1
u = 0
v = 0

(5.3)Nous onsidérons f−1 omme éhelle temporelle et le rayon de déformation de Rossby
Rd =

√
gh

f
omme éhelle spatiale. Nous allons utiliser la perturbation de la surfae libre :






h′ = 0.3 (1 − x2 − y2)
u′ = 0
v′ = 0

(5.4)pour perturber l'état de base. L'état




h = 1 + h′

u = 0
v = 0

(5.5)est l'état initial de l'éoulement pour lequel nous allons réaliser une simulation numériquede l'ajustement géostrophique au voisinage d'une �te (f présentation de la méthode dansla partie .2.1). Nous onsidérons une �te au Sud en y = −2.5 et la perturbation loaliséeest entrée en y = 0. Les onditions aux bords sont :� ondition de non pénétration du �uide dans le solide au Sud, 'est-à-dire v = 0 à la�te,� onditions de type éponge, imitant l'eau libre, au Nord,� onditions périodiques à l'Est et à l'Ouest.Nous présentons sur la �gure 5.2 et la �gure 5.3 les isolignes de la surfae libre (isobares)au ours de l'ajustement. Dans un premier temps, l'ajustement se déroule omme en l'ab-sene de �te, des ondes d'inertie-gravité sont émises et au lieu de la perturbation initialeun éoulement quasi-équilibré se met en plae. Vers t = 1.5, lorsque les ondes d'inertie-gravité atteignent la �te, elles-i vont d'une part se ré�ehir, et d'autre part générer uneonde de Kelvin de bord qui va se propager en garder la �te sur la droite du mouvement(f > 0). On observe ensuite la propagation de l'onde de Kelvin �tière, pendant que lesondes d'inertie-gravité ontinuent à se propager en s'éloignant de la perturbation initiale.A l'endroit de la perturbation intiale, se trouve un éoulement quasi-équilibré.Nous présentons sur la �gure 5.4, une image de la dissipation numérique à t = 4.5superposée aux isobares. Les zones où la dissipation numérique est importante sont leszones où des hos se forment : on voit plusieurs zones de dissipation. D'une part plusieurszones orrespondent aux endroits où le front intial d'ondes d'inertie-gravité et le frontré�éhi d'ondes d'inertie-gravité se reontrent, laissant penser à une interation entre esdeux fronts provoquant des déferlements. D'autre part, on observe une autre zone dedissipation importante au niveau de l'onde de Kelvin �tière, traduisant le déferlement deelle-i.Pour visualiser l'e�et du déferlement de l'onde de Kelvin �tière nous hoisissons, pourla larté de la présentation, de réaliser diretement la simulation de l'évolution non linéaired'une onde de Kelvin �tière loalisée.
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Fig. 5.2 � Ajustement géostrophique au voisinage d'une �te de la perturbation 5.4. Lesisolignes de la surfae libre (isobares) sont présentées de 0.001 par pas de 0.01. Les ouleursvarient du bleu pour les profondeurs les plus faibles, au rouge pour les profondeurs lesplus importantes.
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Fig. 5.3 � Suite de la �gure 5.2.



114 Ajustement géostrophique en présene d'une �te

x

y

t=4.5

−6 −4 −2 0 2 4 6

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Fig. 5.4 � Dissipation (en rouge) superposée aux isobares (en gris) à l'instant t = 4.5,dans l'expériene de la �gure 5.2. Les isolignes de dissipation à partir de 10% et par pasde 5% de la dissipation maximale sont représentées en rouge. (La dissipation est le tauxde variation de l'énergie en unités adimensionnées de �ux d'énergie. Auune dissipationn'étant inluse dans le modèle, les variations d'énergie ne peuvent avoir lieu que lors dela formation de hos.)



5.2 Ajustement géostrophique au voisinage de la �te 115On onsidère omme état initial la perturbation





h′ = 0.3 sin(x) e−y si x ∈ [0, π], 0 : ailleurs
u′ = h′

v′ = 0à l'état de base 5.3. Cette perturbation est une surpression. On utilise les mêmes onditionsaux bords que préédemment.Sur la �gure 5.5 sont présentés les isobares, qui orrespondent aux isolignes de lasurfae libre. L'onde de Kelvin loalisée se propage ave sa vitesse √
gH (ii H = 1).Dès t = 3 on voit un front ommener à se former à l'avant de l'onde de Kelvin. Cefront ontinue de s'intensi�er, il modi�e le pro�l zonal de l'onde de Kelvin. L'onde deKelvin ontinue à se propager durant toute la simulation (t = 30f−1). Sur la �gure 5.6, ladissipation numérique est représentée, elle se trouve loalisée à l'endroit du front et pointel'existene d'un déferlement à et endroit. Cette zone de dissipation se propage ave l'ondede Kelvin. Le front est ourbé, on s'attend don à e que de la vortiité potentielle soitrée [BLZ05℄. L'anomalie de la vortiité potentielle (vortiité potentielle totale à laquelleon a soustrait la vortiité potentielle de l'état de base 5.3) est représentée sur la �gure5.7. Notons que l'onde de Kelvin �tière ne porte pas d'anomalie de vortiité potentielle.Un dép�t de vortiité potentielle négative est visible à l'arrière du ho, par onséquente dépot doit orrespondre à un ourant qui se forme le long de la �te et se propageantvers l'Ouest.
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Fig. 5.5 � Déviation de la surfae libre pour une onde de Kelvin de surpression. Lesisobares sont représentées de à partir de 1.02 par pas de 0.02. La �te est au Sud.On réalise l'expériene symétrique en prenant une initialisant une onde de Kelvin�tière loalisée de dépression :




h′ = −0.3 sin(x) e−y si x ∈ [0, π], 0 ailleurs
u′ = h′

v′ = 0Sur la �gure 5.8, on voit l'onde de Kelvin �tière se propager à saa vitesse √gH (ii enore
H = 1). Dès t = 2 on voit qu'un front se forme à l'arrière de l'onde de Kelvin �tièreloalisée. Le pro�l de l'onde de Kelvin est modi�é par le ho, mais l'onde ontinue dese propager durant toute la simulation (t = 20f−1). La dissipation est représentée surla �gure 5.9. Rappelons que le modèle n'inlult auune dissipation et que la dissipationii orrespond à la variation d'énergie au ours de la simulation, qui ne peut se produireque lors de la formation d'un ho). On voit qu'une zone de dissipation orrespond à la



116 Ajustement géostrophique en présene d'une �te
t=0.0

y

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

t=1.5

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

t=3.0

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

t=9.0

x

y

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

t=21.0

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

t=30.0

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

1

2

3

4

Fig. 5.6 � Dissipation numérique pour une onde de Kelvin de surpression. La méthodenumérique n'inlut pas de dissipation physique, seule une dissipation numérique se produità l'endroit où des hos se forment. Les isolignes de dissipation à 10% et par pas de 10%de la dissipation maximale sont représentées, 'est-à-dire que e sont les zones entouréespar les isolignes sont les zones où la dissipation est signi�ative.
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5.3 Conlusion 117loalisation du ho tout au long de la simulation. La �gure 5.10 représente l'anomalie devortiité potentielle au ours de la simulation. On observe, omme pour l'onde de Kelvinde surpression, un dépot de vortiité potentielle à l'arrière du déferlement, mais ette foisl'anomalie de vortiité potentielle est positive. Ce dépot de vortiité potentielle doit aussiorrespondre à la mise en plae d'un ourant �tier, se propageant vers l'Est dans e as.
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Fig. 5.8 � Déviation de la surfae libre pour une onde de Kelvin de dépression. Les isobaressont représentées à partir de 0.98 et en diminuant par pas de 0.02.
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Fig. 5.9 � Dissipation numérique pour une onde de Kelvin de dépression. Les isolignes dedissipation à 10% et par pas de 5% de la dissipation maximale sont représentées, 'est-à-dire que e sont les zones entourées par les isolignes sont les zones où la dissipation estsigni�ative.5.3 ConlusionUne simulation nonlinéaire de l'ajustement géostrophique nonlinéaire d'une perturba-tion loalisée de pression a on�rmé le déroulement du proessus prévu par Reznik &Grimshaw [RG02℄. Nous avons observé le déferlement de l'onde de Kelvin �tière et avonsmis en évidene que l'onde de Kelvin �tière déferle en réant de la vortiité potentielle,négative/positive pour une onde de Kelvin de surpression/dépression, assoiée à un ou-rant �tier se formant à l'arrière du ho. Ces résultats indique le r�le que peut jouerl'onde de Kelvin �tière pour le mélange dans l'oéan : au lieu de son déferlement or-respond une zone de mélange intensi�é à petite éhelle. Ces résultats persistent ave uneonde de Kelvin �tière de dépression, à la di�érene que le déferlement se passe à l'arrièrede l'onde de Kelvin �tière loalisée, et que la vortiité potentielle déposée est du signeopposé.
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Chapitre 6Ajustement géostrophique en présened'un guide d'ondes frontal à l'équateur
6.1 IntrodutionDans e hapitre nous étudions les e�ets ombinés du on�nement équatorial et duon�nement dû aux fronts de densité sur l'ajustement géostrophique de perturbationsloalisées. L'ajustement de telles perturbations sans on�nement frontal sur le plan βéquatorial a été étudié dans [LSRZ04℄ où il a été démontré que la perturbation initiale(symétrique par rapport à l'équateur) produit deux types de strutures ohérentes dans leguide d'onde équatorial : les dipoles tourbillonnaires dans le seteur des ondes de Rossbyéquatoriales (propagation vers l'Ouest) et les fronts de Kelvin dans le seteur des ondes deKelvin équatoriales (propagation vers l'Est). La partie de la perturbation qui se projettesur les ondes d'inertie-gravité s'évaue lentement (il n'y avait pas de projetion sur lesondes de Yanai à ause de la symétrie du problème).Le on�nement frontal, qui orrespond, par exemple, à une lentille d'eau moins denseque l'eau environnante dans l'oéan tropial, apporte un phénomène nouveau : le piégagedes ondes d'inertie- gravité ave les onséquenes qui ont été déjà évoquées dans le hapitre4. La stabilité de l'état équilibré à des perturbations devient, don, de nouveau ruialdans e ontexte. Une di�ulté additionnelle est que les solutions ajustées loalisées deséquations du modèle de l'eau peu profonde à gravité réduite sur le plan β équatorial ne sontpas onnues (alors que sur le plan f , il s'agit des rodons). L'équilibre géostrophique surle plan β équatorial n'est bien dé�ni que pour les jets zonaux. Nous verrons par la suitequ'une perturbation loalisée à l'équateur ave un rapport d'aspet assez grand s'étaledans la diretion zonale et ainsi tente de retrouver et état équilibré. En proédant de lamême façon que dans le hapitre 4, nous étudions la stabilité des jets équilibrés équatoriauxet identi�ons les perturbations quasi-inertielles obsérvées dans les simulations numériquesdiretes à haute résolution omme les modes stables sur le jet zonal équilibré : un étatlimite d'évolution de la lentille initiale. Il est à noter que l'analyse de la stabilité du jetéquilibré sur le plan β équatorial se révèle plus simple que sur le plan f aux moyenneslatitudes, ar à ause de l'e�et β (et en l'absene de "l'e�et f"), un tel jet se trouvenon-isaillé et, don, le problème des niveaux ritiques ne se pose (presque) pas. Nousobserverons aussi les manifestations spéi�ques des di�érents types d'ondes équatorialesdans le ontexte de l'ajustement des lentilles : formation de dip�les de Rossby sur le �anouest de la lentille en évolution, et le front de Kelvin qui prend ii la forme d'un ourant119



120 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateurde gravité se propageant vers l'Est. Les ondes quasi-inertielles stables se propagent sur lefond de e ourant de densité. Les mouvements de e type, qui ont une période typiquede quelques jours si les paramètres du modèles sont ramenés à des valeurs typiques pourl'oéan tropial, peuvent être à l'origine de ertaines osillations obsérvées in situ.6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transi-toire d'une anomalie de densité dans l'oéan équa-torial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial OuestLes résultats sur les mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une ano-malie de densité dans l'oéan équatorial et leur appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial ouest font l'objet d'une publiation dans Journal of Physial Oeanography etsont don présentés en anglais dans e qui suit.



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'oéan équatorial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial Ouest 121Inertial motions during the transient adjustment of a density anomaly inthe equatorial oean with appliation to the western Pai� warm poolJ. Le Sommer, E. Sherer and V. ZeitlinJournal of Physial Oeanography 36, 2283-2295, Deember 2006.(Manusript reeived 24 January 2006, in �nal form 10 May 2006)The paper is foused on the spontaneous transient adjustment of a buoyant lens ofwater with uniform density, initially at rest in the viinity of the equator. For parameterstypial of the western Pai� warm pool, the adjustment is shown to generate �niteamplitude wave motions with period ∼ 8 days whih are not overed by the standardtheory of linear equatorial waves. This mehanism may be at the origin of inertial motionsat the early stages of ENSO events in the western Pai� oean.The lens adjustment is studied within the 11
2
-layer redued gravity approximationon the equatorial β-plane, using the high resolution �nite volume numerial methodswhih are speially designed to handle outropping isopynals. Under the redued gravityapproximation, a buoyant region of light water with outropping boundaries in the viinityof the equator is desribed by two parameters : the meridional to zonal sale aspet ratio

δ and the ratio γ of the Coriolis fore to the pressure fore on its meridional boundary.For realisti parameters (δ ∼ 10−1 ; γ ∼ 1), the lens, initially at rest, spreads eastwardin aord with non-rotating gravity urrent dynamis whereas its westward extrusion isarrested so that the western edge splits into two antiyloni vorties. Meanwhile �niteamplitude westward propagating inertial wave motions develop at the interfae betweenthe spreading urrent and the ambient �uid.The inertial wave struture is shown to be onsistent with the struture of stable wavemodes predited by linear analysis of small amplitude perturbations superimposed on azonally symmetri equatorial urrent with outropping isopynals. A WKBJ ray-trainganalysis indiates that the inertial wave is emitted during the early stage of the gravityurrent evolution and then dispersed on the spreading urrent.1 IntrodutionThe large sale (>500km), slow dynamis ( T >10 days) of the equatorial oeans wasan area of intense investigations over the past 25 years. The joint e�ort on observations,remote sensing and model studies has led to a omprehensive piture of the equatorialdynamis at these sales, espeially onerning the equatorial Pai�. Likewise, in-situobservations of miro-strutures and motions with time-sales less than one day in theequatorial oeans also attrated signi�ant interest [see e.g. MMH+92℄. On the ontrary,the intermediate frequeny motions (1 < T < 10 days) are less understood and wereonsidered to hardly interfere with the slow dynamis. In partiular, the inertial wave mo-tions with restoring fore due to the Coriolis e�et, were quite negleted in the equatorialdynamis literature.Nonetheless, reent works suggest that intermediate frequeny motions are likely toplay a signi�ant role in the equatorial dynamis and eology. On the one hand, it shouldbe emphasized that in the equatorial band a signi�ant part of the small sale mixing in thethermoline an be attributed to inertial motions [AG01℄. On the other hand, the modelstudies reveal that high frequeny wind foring, whih pumps a onsiderable amount of



122 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateurenergy into intermediate frequeny motions, is a ruial ingredient for modelling the earlystages of ENSO events in OGCMs (G. Made, personal ommuniation). In what onernsthe oupling of dynamis with biology, the vertial advetion assoiated with intermediatefrequeny motions is also known to modify substantially the primary prodution in themixed layer [FH01℄. So, it is worthwhile revisiting the intermediate frequeny motions inthe equatorial oeans.Most of our understanding of these motions in the equatorial oeans is based on the pi-ture drawn in the lassi paper by Wunsh and Gill [WG76℄. They proposed that the windstress is the main driving fore of suh motions and showed that the wind stress variationsan resonantly exite the free linear equatorial waves within the mixed layer. Althoughsuessfully applied, this approah annot aount for in situ observations olleted atthe beginning of 1992 ENSO event in the TOGA/COARE IOP array whih show that : i)the intermediate frequeny motions are not systematially onsistent with the free wavetheory [LCGM℄, and that ii) kineti energy peaks at intermediate frequeny in the mixedlayer do not systematially math the frequeny of wind energy peaks [UKIK98, UKIK00℄.Therefore, it is neessary to reonsider the hypotheses of the linear free wave theory andto �nd omplementary foring mehanisms in order to explain the intermediate frequenymotions in the equatorial Pai� at the beginning of ENSO events.At the beginning of ENSO events the wind and buoyany forings tend to shapea volume of warm (> 28◦C) and low salinity (< 35psu) waters known as the westernPai� warm pool [DDd+00℄ whih extends typially over 4000km long, 800km wide and60-100m deep. At its eastern edge, the warm pool is delimited by a sharp salinity front[VD98℄. The position of this front is subjet to strong interannual variations [MI00℄ relatedto ENSO events. Notably, the warm pool extrudes eastward at the beginning of ENSOevents onurrently with the hange in the trade winds [MHMT90℄.Our working hypothesis is that suh transient eastward extrusion is at the origin ofintermediate frequeny motions.In order to identify the basi mehanism generating suh motions, we will hoose thesimplest model whih retains the key ingredients : the presene of outropping isopynalsin loalized frontal strutures and nonlinear advetion. The redued gravity approxima-tion would therefore be used as a rude representation of horizontal and vertial densitystrati�ations. Foreseeable e�ets of ontinous strati�ation and entrainment within thepynoline are brie�y disussed in setion 6.Our approah is based on the notion of spontaneous adjustment. At the intermediatetime-sale of interest, negleting the feedbaks of the oean on the atmosphere, the Pai�warm pool is a dissipative system under the atmospheri foring (wind stress, heat andfresh water �uxes). Yet, a study of the initial-value problem usually reveals the inherentfeatures of the intrinsi dynamis of this system, important for the system's response toany foring. For this purpose we propose to study the response of a buoyant region oflight water after an impulsional modi�ation of the foring. We will thus investigate therelaxation (adjustment) of an idealized warm pool (a buoyant lens) initially at rest in theviinity of the equator. This will tentatively desribe the evolution of the Pai� warmpool after a swith o� of the trade winds.The main questions we address are : Do intermediate frequeny motions emerge duringthe adjustment of the lens after the trade winds swith o� ? What is their e�et on theslow dynamis ?The paper is organized as follows : in setion 2, we formulate the problem and introdue



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'oéan équatorial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial Ouest 123the harateristi sales and parameters. A typial adjustment senario of a buoyant lens isdesribed in setion 3 on the basis of high resolution numerial simulations. In setion 4, westudy the wave modes on a �titious parallel equatorial jet with outropping boundaries,and ompare them with those observed during the lens adjustment. The emission andpropagation of inertial waves on the developping equatorial gravity urrent is disussedin setion 5.The main results of the paper are summarized and put into perspetive in setion 6.2 Overview of the problemIn order to test the relevane of the onjetured wave emission mehanism, we use thesimplest model whih inludes the required dynamial ingredients, the �nite amplitudefrontal dynamis. We should emphasize that our purpose is not to reprodue the detaileddynamis of the equatorial Pai�, but rather to pinpoint the relevant dynamial proesses.Thus, as a �rst step, although the equatorial oean is strongly oupled to the atmosphereat all sales, we will model the evolution of the oean only. The thermohaline struture ofthe upper equatorial oean is represented as a two-layer �uid within the redued gravityapproximation. Following [Gil82℄, the motion of a thin ative lens of buoyant water abovea deep passive oean is desribed by the shallow water equations on the equatorial beta-plane :
∂t~u+ ~u · ∇~u+ g′∇h + βy~z × ~u = 0,

∂th+ ∇ · h~u = 0, (1)where (h, ~u) denote, respetively, the upper layer depth and the urrent in the upper layer,
g′ is the redued gravity, f = β y is twie the rotation rate at latitude y and ~z is pointingupward. The lens depth h may beome zero in the ase of outropping isopynals.It is also possible to inlude the foring terms on the right hand side so that the modeltakes into aount the wind stress [Gil82, p.435℄. Suh representation of the wind stressassumes that the passive layer is not a�eted by the wind. Nonetheless, it was foundto satisfatory desribe the evolution of the wind fored �ows even in ase of vanishingative layer depth [see e.g. MI00℄. Note that if the wind foring is supposed to be zonallysymmetri, then it enters the equations in the form of an apparent topography [see Gre85℄.In order to investigate the transient evolution of a buoyant region of light water after asudden modi�ation of the atmospheri forings, we onsider the relaxation of a lens whihis initially at rest at t = 0. Coneptually, one an imagine the lens to be in stationaryequilibrium with the wind stress for t < 0. Remind that on the equatorial β-plane, thereis no loalized stationary solutions to the system (1) without foring terms. Consideringthe high frequeny variability of the zonal wind during westerly wind bursts [BRP02℄,suh a trade wind swith-o� senario is not unrealisti. Having hosen the initial urrentto vanish in the lens, we impose a simple geometry for the isopynals with parametersbroadly onsistent with observations. A lens with paraboloidal isopynals is hosen withzonal extension Lx, meridional extension Ly and the maximum depth H , as presented inFig 1. We should stress that the evolution of the lens is not essentially sensitive to theparaboloidal shape of the lens.Notably, the length and time sales of the problem are not intrinsially given by themodel but rather related to the initial onditions. Indeed, for a given lens (Lx, Ly, H), the
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Fig. 1 � The lens at time t = 0. We emphasize that this study fouses on regimes suhthat Lx ≫ Ly.maximum lense depth H sets the veloity sale c0 =
√
g′H . Then the equatorial Rossbyradius assoiated with the lensRd =

√
c0/β is a typial spatial sale of the problem. Havingde�ned veloity and spae sales, one an introdue the advetive time-sale Ta = 1/

√
c0β.Note that c0, Rd and Ta all depend on the maximum depth of the lens H . In partiular,on the equatorial β-plane, there is no intrinsi time-sale in the model, whih is a ruialdi�erene with the f -plane ase. The lak of intrinsi time and spae sales in the modelis inherent for the 11

2
-layer redued gravity approximation. In the next setion, the resultsof numerial simulations are presented under onvention that Ta = 1, Rd = 1 and c0 = 1.In order to obtain dimensional values, some estimate for c0 based on the observationaldata should be used. For the Pai� warm pool, we hoose c0 ∼ 2.5 m.s−1 whih yields

Rd ∼ 330 km and Ta ∼ 1.5 days.To presribe the initial onditions (Lx, Ly, H), only two independent parameters areneeded. We hoose to use
δ = Ly/Lx and γ = L2

y/R
2
d, (2)whih denote, respetively, the aspet ratio (δ), and the ratio of Coriolis fore to pressurefore at the meridional boundary (γ). In what follows, we use this pair of parameters toset up the numerial experiments. Given the extension of the Pai� warm pool, we shouldfous on the parameter regime suh that δ ∼ 0.1 and γ ∼ 1.We should emphasize that the relaxation of a loalized, unbalaned buoyany anomalyan be onsidered as an equatorial ounterpart of the lassial Rossby adjustment problemwith non-uniform initial potential vortiity.3 Numerial simulations of the transient dynamisa. Overview of the numerial proedureThe numerial method we use is the same as in [BLZ05℄. This referene providesa omplete desription of the proedure and a disussion of its properties. The mainingredients of the method are the following. The shallow water equations are disretizedin the �ux-form on a regular grid within the framework of the �nite-volume approah. The�nite volume method is then fully presribed by the hoie of the numerial �ux funtionand the treatment of the remaining soure terms assoiated with the Coriolis fore. Ateah time-step and in eah diretion, the Coriolis terms are reformulated as apparenttopography, following the apparent topography method �rst introdued by [BLZ04℄. The



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'oéan équatorial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial Ouest 125numerial �ux funtion is assoiated with a relaxation solver adapted to treat topographyas proposed by [ABB+04℄. The hoie of the numerial �ux funtion insures an importantfeature of the numerial proedure, namely its ability to ompute solutions of the shallowwater equations in the ase of vanishing layer depth. The numerial simulations disussedbelow are obtained with typial resolution ∆x,∆y ∼ 0.05Rd and are omputed withintens of minutes on a personal omputer.b. The relevant physial mehanismsBefore proeeding with the desription of the numerial simulations, let us reall thee�et of the basi physial mehanisms at play in the adjustment proess in order toantiipate the adjustment senario. In the absene of the Earth rotation, a buoyant lenswithin the redued-gravity approximation would spread isotropially aording to theinvisid gravity urrent dynamis. Following [Ben68℄, in the ase of a deep layer within�nite depth and negleting entrainment, the nose of the gravity urrent would tend topropagate with the veloity c∞ =
√

2g′H. Moreover, at any moment the veloity pro�lein the diretion of propagation is linear in the position of the �uid element. The Earthrotation will substantially modify this piture as the Coriolis fore will tend to arrest themeridional propagation of the buoyany driven �ow. So, the planetary vortiity gradientwill guide the �ow in the viinity of the equator.A omplementary insight to the proess of equatorial adjustment is given by [LSRZ04℄who desribed the adjustment of a loalized density anomaly of depth ∆H superimposedon a steady pynoline with depth H in the equatorial oean. Their results show thatthe anomaly projets its energy onto the available wave modes of the system. The initialanomaly is split into an eastward propagating Kelvin wave paket, a westward propaga-ting Rossby wave paket and inertia-gravity waves propagating both ways. For zonallyelongated perturbations, [LSRZ04℄ showed that the three types of waves are dynamiallydeoupled as long as the amplitude of the nonlinear terms in (1) remain small. The ad-justment of a loalized lens disussed in the present paper is a limiting ase of the problemstudied by [LSRZ04℄ for ∆H/H → ∞. So, we an expet some degenerate forms of thethree types of waves to emerge during the adjustment. Still, two ruial distintions re-main. On the one hand, the homogeneous upper-layer whih an support the lassialwave motions is now absent. The only medium whih an support wave motion is now thelens itself. On the other hand, the amplitude of the nonlinear terms in (1) is now largenext to the edge of the lens. Thus, the expeted degenerate forms of the three types ofmotions would probably be oupled.. Desription of the adjustmentFig. 2 presents suessive snapshots of the depth ontours during the adjustment ofthe density anomaly with δ = 0.1 and γ = 1. We reall that the upper-layer depth is zeroout of the lens. As expeted, three types of motions emerge with inreasing time. The lensspreads eastward along the equator (the Kelvin-wave type behavior). The Coriolis forebeing zero at the equator, the gravity urrent pattern is free to develop. Indeed, the zonalveloity on the equator, whih is shown on Fig. 3, is onsistent with the one-dimensionalgravity urrent dynamis desribed by [Ben68℄. The nose propagation veloity is ≃ 1.6c0and is almost independent of time. At a given time, the veloity pro�le varies almost
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Fig. 2 � Suessive snapshots at times t = 0, 20, 40 showing the evolution of thelens for δ = 0.1 and γ = 1. Left panel : (x, y)-plane view of depth ontours
{0.02, 0.15, 0.3, 0.45, 0.60, 0.75, 0.90} and veloity vetors. Right panel : (x, z)-plane viewof the lens depth. Note that the sales are di�erent in the zonal and meridional diretions.
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xFig. 3 � Zonal veloity on the equator u (plain line) and mass �ux hu (dashed line) attime t = 35 for parameters δ = 0.1 and γ = 1. The mass �ux hu has been multiplied by
5.western edge of the lens. There, the �ow splits and two antiyloni strutures appear. Attime t = 40, the two antiylones are loated at x = −10 and slowly propagate westward(the Rossby-wave type behavior). The destabilization of the western edge of the lens isonsistent with barotropi instability. Near the equator, as in midlatitudes, the β-e�etand divergene tend to stabilize the eastward �ows and to destabilize the westward �ows[Phi76℄. This an be illustrated by a standard argument. Indeed, a �uid partile motiono� the equator (say northward) inreases its planetary vortiity. For the eastward �owsthis poleward motion is assoiated with an inrease, and for the westward �ows with aderease of the relative vortiity. Sine the parel motion is onstrained by the onservationof potential vortiity, suh poleward displaement will be arrested for the eastward �ows,but may persist and eventually form vorties for the westward ones. The eastern edge ofthe lense is therefore expeted to be more stable than its western edge.The most striking feature of the simulations is the emergene of �nite amplitude wavemotions within the lens (the inertia-gravity wave type behavior). The wave pattern anbe identi�ed either on the poleward edges of the lens (see e.g. Fig. 2 at time t = 40 for
x ∈ [20 40]), or on the �uid depth along the equator (see the lower right panel of Fig. 2). Amajor feature of the wave pattern is that its depth perturbation is of the same amplitudeas the loal lens depth. Furthermore, it is remarkable that, at all times, the wave patternexhibits a well-de�ned wavelength λ. At time t = 35, with δ = 0.1 and γ = 1, we measure
λ35 ≃ 11. Before ompleting a detailed desription of the wave motions, let us mentionthat the adjustment senario is also valid for a lens with the enter of mass slightly shiftedpoleward, as presented in Fig. 4. In this ase, a notieable modi�ation is the emergeneof antisymmetri wave motion, as seen in the right panel. At time t = 35, with δ = 0.1and γ = 1, the wavelength of this antisymmetri wave-mode is estimated as λ(35) ≃ 17.
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Fig. 4 � Snapshots at times t = 0, 35 of the depth ontours
{0.02, 0.15, 0.3, 0.45, 0.60, 0.75, 0.90} and veloity vetors showing the evolution of alens with δ = 0.1 and γ = 1 but whose enter of mass is initially shifted northward at
x = 0, y = 0.5.d. Desription of the wave motionA Hovmöller diagram of the depth ontours along the equator is shown in Fig. 5. The
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Fig. 5 � Hovmöller diagram of the depth ontours {0.02, 0.15, 0.25, 0.35} for δ = 0.1 and
γ = 1. Notie the phase lines orresponding to the westward propagating wave signal.learly visible phase lines on this �gure indiate that the waves are propagating westward.At time t = 35, as mentioned above, the wavelength is about λ(35) ≃ 11 (i.e. wavenumber
k(35) ≃ 0.6). The period is estimated as T (35) ≃ 5.1 (i.e. frequeny ω(35) ≃ 1.2) and theabsolute phase veloity as c(35)ϕ ≃ −2 at x = 35. Dimensionally, in the ase of the westernPai� warm pool, this orresponds to a period of ∼ 8 days and a wavelength of ∼ 3500kmThe analysis of Fig. 5 an be arried on further. First, it is seen that λ is almostindependent of x at �xed t. Seond, at �xed t, |c| is dereasing toward the nose of the



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'oéan équatorial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial Ouest 129gravity urrent. Third, with inreasing time, at �xed loation, the period T is inreasing,the length sale λ is dereasing and the phase veloity |c| is dereasing. A power-law �tof this time dependene is given by λ ∝ t−0.4 and T ∝ t 0.2.Finally, going bak to Fig. 2, we an observe the phase orrelation between h, u and
v. For symmetri wave modes along the equator h and u have opposite phases while hand v are in quadrature. Suh phase pattern is idential to that of westward propagatinginertia-gravity waves [Gil82℄. In addition, the meridional struture of the �elds is grave inthe sense that v has only one zero within the jet at �xed y. Likewise, h has maximum onthe equator in the loations where the width of the lens is minimal.4 Inertial waves on a zonally symmetri equatorial jetwith outropping isopynalsAt this point, we shall attempt to understand the physis of the observed wave motion.Though the lens is a spatially and temporally evolving �ow, it should be stressed that thelens is initially strongly elongated along the equator and remains so during its evolution.Moreover, setting apart the eastern and western edges, the properties of the lens arevarying slowly and monotonously along the equator, f. Fig. 3 and Fig. 2. Following theapproah to spatially evolving �ows reviewed by [HM90℄, a natural two-step strategy tostudy suh systems is to onsider a �titious parallel �ow with parameters orrespondingto a setion of the spatially developing �ow �rst (loal analysis) and, seond, to applythe WKBJ theory (global analysis). As demonstrated below, this approah gives reliableindiations regarding the nature and the origin of the observed wave motion.a. The loal salingWe will show that the properties of the waves obtained in the previous setion arevery similar to the properties of inertial waves propagating over a zonally symmetriequatorial jet with outropping isopynals. Suh omparison being loal at �xed x, t alongthe spreading gravity urrent, the loal time and spae sales should be used. For theadjustment disussed in the previous setion, let us de�ne h(x, t), the �uid depth alongthe equator averaged over a wavelength. Likewise, de�ne c(x, t) = (g′h(x, t))1/2. Then onean introdue the loal sales T ∗ = (cβ)−1/2 and L∗ = (c/β)1/2. During the adjustmentof a lens with γ = 1 and δ = 0.1, at time t = 35 and for x ∈ [20 ; 40], we estimate
h(x, 35) ≃ 0.21 whih yields T ∗(x, 35) = 2.2 and L∗(x, 35) = 0.46. The wave parameters
ω, k, c obtained in the previous setion are resaled with these loal sales, so that ω̃ = 1.7,
k̃ = 0.39 and c̃ = −4.3.b. Linear stability analysis : general onsiderationsThe problem of the evolution of arbitrary disturbanes on a on�ned equatorial jetonstitutes the equatorial ounterpart of the lassi paper by [GKS82℄. The equatorial asehas been studied by [Rip83℄ and [HY87℄. However, these studies were essentialy fousedon the question of stability so that, to our knowledge, there is no omplete desription ofthe propagating modes on equatorial jets with outropping isopynals in the literature.



130 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateurConsider a zonally symmetri equatorial jet with outropping isopynals as skethed inFig. 6 and assume that H and U are in geostrophi equilibrium, suh that βyU+g′Hy = 0.The meridional boundaries of the jet are loated at y = L+
0 and y = L−

0 . The equations
ρ

1
ρ

2

y

z
βy / 2

U(y)Fig. 6 � A sketh of the idealized equatorial jet.that govern the evolution of �nite amplitude perturbations of the form
u = U(y) + u′(x, y, t), v = v′(x, y, t), h = H(y) + h′(x, y, t)are given by the set (1) supplemented with the boundary onditions :

h(x, L+, 0) = 0, h(x, L−, 0) = 0,

v(x, L+, 0) = dtL
+ and v(x, L−, 0) = dtL

−, (3)where L+(x, t) and L−(x, t) denote the perturbed jet boundaries, and dt is the Lagrangianderivative. Aording to the lassial results by [Rip83℄, the �ow is linearly stable withrespet to any perturbation if there exist α suh that for all y
(U − α)

dQ

dy
< 0 and (U − α)2 < g′H. (4)where

Q =
β y + ∂xv − ∂yu

hdesignate the potential vortiity. The �rst ondition is equivalent to the well-known in-�etion point riteria whereas the seond ondition is related to supersoni instabilities[HY87℄. Let us now assume that the perturbation is small ompared to the mean �ow.Then the normal mode solutions of the linearized set of equations verify
ik(U − c)ũ+ ṽ(Uy − βy) + ikg′h̃ = 0,

ik(U − c)ṽ + βyũ+ g′h̃y = 0,

ik(U − c)h̃+ (Hṽ)y + ikũH = 0, (5)with
(h′, u′, v′) = (h̃, ũ, ṽ) exp ik(x− ct).The boundary onditions (3) at y = L+ = L+

0 + λ+ and y = L− = L−
0 + λ− are linearizedso that, assuming (λ+, λ−) = (λ̃+, λ̃−) exp ik(x− ct), we get

Hy(L
+
0 )λ̃+(L0) + h̃(L+

0 ) = 0,

Hy(L
−
0 )λ̃−(L0) + h̃(L−

0 ) = 0,

ik(U − c)h̃+ vHy = 0 at y = L±
0 . (6)



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'oéan équatorial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial Ouest 131The latter ondition is equivalent to the linearized ontinuity equation in (5). Therefore,the only boundary ondition for (ũ, ṽ, h̃) is their regularity at y = L+
0 and y = L−

0 .Finally, we note that ritial levels may exist in the jet for waves with (U−c)2 = g′H forsome y. This result is obtained from the equation for ṽ following from (5) by eliminatingother variables. We nonetheless emphasize that the existene of a ritial level for some c isnot a su�ient ondition for instability sine it does not guarantee neither the existene ofa mode with phase-speed c nor its instability. Tehnially, as shown by [Ben03℄, additionalonditions on the potential vortiity gradients are needed to prove the existene of unstablemodes with c in the ritial level. Therefore, a basi state an be linearly stable aordingto Ripa's riteria (4) even if there exists c for whih (U − c)2 = g′H somewhere within thejet. A disussion of the relation between Ripa's theorem (4) and ritial layer instabilityin shallow water may be found in [TH92℄.. Solving the linear stability problem by olloation methodsTo �nd the solutions of (5), we apply the reently improved spetral olloation me-thods as proposed by [PF03℄. Starting from the matrix form of (5),
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ikṽ
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ũ
ikṽ

h̃


 (7)we use the omplete basis of Chebyshev polynomials to build a disrete equivalent of (7).This is ahieved by evaluating the terms of (7) on a disrete set of N olloation points(typially N = 50 to 150). The eigenvalues and eigenvetors of the resulting operator areomputed with the help of MATLAB in few seonds on a personal omputer. The our-rene of spurious eigenvalues is ommon in suh disretization proedure. We thereforeheked the persistene of the eigenvalues presented above by reomputing the spetrumwith inreased N . As noted above, a ritial layer ours for eigenvalues c suh that thereexists y where (U(y)− c)2 = g′H(y). As it will be seen later, the emerging mode systema-tially lies outside the ritial layer. Therefore, no speial treatment of the ritial layerhas been applied to investigate this part of the spetrum. It should be noted that theregularity boundary ondition for h̃, ũ, ṽ are automatially satis�ed beause of the hoieof the basis funtions.d. Linear stability analysis : onstant veloity pro�lesA jet pro�le is presribed by two non-dimensional parameters : the Rossby number Roand the Froude number Fr

Ro =
U

βL2
and Fr =

U√
2gH

.To allow a omparison, we an evaluate Ro and Fr as funtions of x for eah t on thespreading gravity urrent, yielding two funtions Ro(x) and Fr(x). Fig. 7 gives the valuesof these two funtions along the equator at y = 0 at t = 35 during the adjustment ofthe equatorial lens presented in setion 6.2. Remarkably, Ro and Fr verify the relation
Ro ∼ Fr2 on average over a wavelength. In partiular, for x in the interval [25 , 35], weget Fr2 ∼ Ro ∼ 2. In order to understand the nature of the wave motion on the spreading
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Fig. 7 � The values of loal parameters √Ro(x) (plain line) and Fr(x) (dashed line)along the equator at t = 35 with δ = 0.1 and γ = 1. The width of the lens L(x) is used toestimate Ro(x, y). Note that the average values of √Ro and Fr over one wavelength areomparable, so that the relation Ro ∼ Fr2 is approximately veri�ed.gravity urrent, we hoose to study the eigenmodes of a jet suh that the relationRo ∼ Fr2holds, the most simple example being a jet with onstant veloity U0 > 0,
U(y) = U0,

H(y) =
−βU0

2g
(y2 − L2). (8)It is easy to verify that Ripa's riteria (4) is satis�ed for suh jets beause Qy > 0 and U isbounded. Thus, onstant veloity jets are linearly stable. We apply the spetral olloationmethod to the onstant veloity pro�le for various Ro. All the eigenvalues we omputedare real and orrespond to stable propagating modes. Fig. 8 presents the phase veloity

c̃ for various k̃ with Ro = 2. Two lasses of waves are identi�ed. On the one hand thesuperritial waves are propagating faster than the �ow c > U0. On the other hand thesubritial waves are propagating slower than the �ow c < U0. Moreover the solutions areeither symmetri or antisymmetri and alternate with inreasing c̃. The struture of thesymmetri wave mode found for Ro = 2, k̃ = 0.4 and c̃ = −4.3 is presented in Fig. 9.This wave is grave, in the sense that h has only one extremum within the jet. Withinreasing |U0 − c| at �xed k̃ the number of extrema in the height �eld h is inreasing.The striking fat is that the Rossby number, the phase veloity and the wavenumber ofthe wave solution presented in Fig. 9 oinide with the wave parameters observed in thesimulation at t = 35, x = 35 in the previous setion. Furthermore, the phase relationsbetween u, v and h are onsistent with the observations of setion 6.2 : at y = 0, uand h have opposite phase, u and v are in quadrature. Suh oinidene of the waveparameters in the simulation and in the linear wave theory is obtained for the whole wavepattern presented in Fig. 5. Hene, we onlude that the emerging wave mode during the
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Fig. 8 � Phase veloity c̃ versus wavenumber k̃ for propagating modes on a on�nedjet with Ro = 2. The eigenvalues found in the ritial layer U0(1 − (2Ro)−1/2) < c <
U0(1 + (2Ro)−1/2) have been exluded. The dot indiates the mode whih is omparedwith the numerial simulation of setion 3 (See the text).
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Fig. 9 � Meridional struture of the symmetri wave mode with Ro = 2, k̃ = 0.4 and
c̃ = −4.331. Eah panel presents the real (plain line) and the imaginary part (dashed line)of the variable.



134 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateuradjustment orresponds to the gravest symmetri subritial propagating mode on theon�ned equatorial jet.5 Wave emission and wave propagation on the equatorialgravity urrentThe emerging wave mode being identi�ed, two questions remain : What is the originof the wave motion ? What sets the parameters of the emerging mode ? These questionsare addressed below within the framework of the WKBJ approximation. Applying thegeneral approah to wave motions on developping �ows [HM90℄, the use of the WKBJapproximation is legitimated by Fig. 5. Indeed, it is learly seen that the wavenumber andfrequeny are slowly evolving in spae and time, respetively. Therefore, as regards theinertial wave dynamis, the lens is a slowly varying medium. This allows to introdue thesmall parameter ǫ below.a. Wave propagation : the WKBJ approximationFollowing the standard WKBJ approximation method [Whi74℄, we assume that the�uid depth h presented in Fig. 2 an be deomposed as follows
h(x, y, t) = h(x, y, t) + η(x, y, t) exp (i ϑ(x, t)/ε) ,+O(ε) (9)with ε being a small parameter, h the averaged �uid depth over a wavelength and η theloal wave amplitude. Then the loal wavenumber and frequeny an be de�ned as

k = ε−1 ∂ϑ

∂x
and ω = −ε−1 ∂ϑ

∂t
. (10)As previously, the loal time and spae sales T ∗ and L∗ are used to de�ne the nondimen-sional frequeny ω̃ = ω T ∗ and k̃ = k L∗.As already said, the gravity urrent is a slowly varying medium with respet to thewave parameter k̃ and ω̃ (i.e. ε ≪ 1). Assuming that the wave amplitude is small (i.e.

η ≪ h), the loal wavenumber and frequeny should verify
ω = Ω(k,Ro, c) = (cβ)1/2 Ω̃((c/β)1/2 k̃, Ro), (11)where c and Ro denote respetively the loal Rossby number and the loal veloity sale

c =
√
g′h averaged over a wavelength. The dimensional form of the dispersion relationfollows from the nondimensional form obtained in the previous setion.

ω̃ = Ω̃(k̃, Ro). (12)The ray-traing formulae desribe the evolution of k̃ and ω̃ following the rays dtX = ∂k̃Ω̃,where the notation dt · = ∂t · + c̃g ∂x · is used :
∂tk̃ + ∂k̃Ω̃ . ∂xk̃ = −∂RoΩ̃ . ∂xRo

∂tω̃ + ∂k̃Ω̃ . ∂xω̃ = ∂RoΩ̃ . ∂tRo (13)Hereafter, relations (13) are used to �nd the soure region of the emerging waves desribedin setion 3.
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Fig. 10 � Left panel : ω̃ versus wavenumber k̃ for propagating modes on the on�ned jetwith Ro = 2. Right panel : ω̃ versus Ro for propagating modes with wavenumber k̃ = 0.4in the on�ned jet. In both panels, the arrow indiates the mode whih is identi�ed in thenumerial simulation of setion 3.The left panel of Fig. 10 shows that the propagating modes of setion 4 are weaklydispersive and that their group veloity c̃g = ∂k̃Ω̃ is positive. The right panel indiatesthat the emerging mode is suh that ∂RoΩ̃ < 0 with the onvention that ω̃ orresponds tothe westward phase propagation. From the results of setion 3 it follows that inside thegravity urrent ∂xRo > 0 (see Fig. 7).Then, relations (13) show that following the rays k̃ should inrease, i.e.
dt |k̃| > 0. (14)Hene, if the soure of the emerging wave is loal in the (x, t) plane, it is loated where

|k̃| is the smallest.b. Wave emission : disussion of the sale seletionDuring the evolution of the lens with δ = 0.1 and γ = 1 presented in setion 3, k̃varies monotonially with x and t. The smallest k̃ are observed at the beginning of thespreading for t ∈ [10 , 20] and x ∈ [0 , 20]. In this region, k̃ ≃ 0.3 and ω̃ = 1.5. This is anindiation that the waves are generated during the early stages of the lens evolution. Thewave paket is likely emitted to ounter the lak of geostrophi balane in the meridionaldiretion. The wave paket is then dispersed on the slowly varying medium formed by thespreading gravity urrent. Hene, even though the �ow is essentially nonlinear, the waveemission mehanism is similar to the lassiial geostrophi adjustment.Thus, the wave emission is not due to the propagation of the bore itself as ould havebeen antiipated from the study of [FM00℄, f also [LSRZ04℄. Indeed, the propagationof the nose of the eastward gravity urrent is "supersoni" and may be assimilated toa shok. [FM00℄ showed that in the viinity of the shok formed by the breaking Kelvinwave, meridional veloity is produed in order to maintain mass and momentum onserva-tion aross the shok. An inertial boundary layer appears whih results in the formation ofinertia-gravity waves to ounter the loss of balane behind the shok. Our numerial simu-



136 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateurlations suggest that this mehanism is not taking plae during the evolution of equatorialgravity urrents.In the left panel of Fig. 11, we show the nondimensional group veloity of the emer-ging mode as a funtion of k̃ with Ro = 2. It should be noted that there exists a ritialwavelength k̃c above whih the group veloity is smaller than the nondimensional urrentspeed U0/
√
g′H(0). So, for a given Ro, wave pakets with k̃ smaller than k̃c would pro-pagate faster than the urrent. The right panel of Fig. 11 shows the value of the ritial
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Fig. 11 � Left panel : the nondimensional group veloity of the emerging mode as afuntion of k̃ with Ro = 2. Right panel : the value of the ritial wavelength k̃c as afuntion of the Rossby number.wavelength k̃c as a funtion of the Rossby number. When Ro→ 0, the ritial wavelengthtends to k̃0
c ∼ 0.3. We onjeture that at the initial stages of the spreading of the gravityurrent, the emitted wave paket is onstrained in a way that its energy annot propagatefaster than the medium whih supports the waves. Hene, the group veloity of the emer-ging wave has to be smaller than the nose propagation speed , and thus k̃ > k̃c. Sine theRossby number is small at the begining of the spreading, this yields k̃ = k̃0

c ≃ 0.3. Theproposed sale seletion mehanism is orroborated by the independene of the initial k̃on δ (not shown).6 Summary and disussionIn this paper, we desribe the transient adjustment of a buoyant region of light water(a lens) initially at rest in the viinity of the equator. For parameters typial of the Pai�warm pool, we show that this adjustment generates �nite amplitude wave motions. Therestoring fore of the wave motions being the Coriolis fore, the waves enter the lass ofinertial motions.The adjustment of a buoyant lens is studied using the 11
2
-layer, redued gravity modelon the equatorial β-plane. High resolution �nite volume tehniques are applied to simulatethe nonlinear evolution of the lens. We show that the lens spreads eastward in aordwith the non-rotating gravity urrent dynamis, and its westward extrusion is split intwo antiylones. On the eastward gravity urrent, �nite amplitude inertial motions witha well-de�ned wavelength emerge. The struture and the phase relation of the emerging



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'oéan équatorial et appliation aux eaux haudes du Pai�queéquatorial Ouest 137waves is shown to �t the linear theory of perturbations propagating on the bakground ofzonally symmetri jet with outropping isopynals and onstant veloity. A WKBJ theoryindiates that the inertial wave are emitted during the early stage of the evolution of thelens.It should be stressed that the wave motion we disussed, whih is assoiated withthe propagation of a buoyany driven �ow in the viinity of the equator, was apparentlyunknown previously. So, the question is to know whether this wave motion is presentin the in situ data. Let us fous on the symmetri wave modes. What is the minimumobservation array required to detet it ? In our simulations the signal along the equatoris dominated by the buoyany driven �ow exhibiting a quasi-linear u-pro�le (see Fig. 3).Hene, the wave would hardly be deteted in zonal veloity time-series along the equator.The analysis of meridional veloity time-series along the equator would not help either,beause being symmetri, suh wave has no v-signature along the equator. Nonetheless,the mehanism we disussed is suh that at any moment of time, the length-sale of thewave is well de�ned. Therefore, the waves will more easily be deteted by analysing thephase orrelation between the urrent u, v and temperature T at distint moorings loatedo� the equator.The seond question is to know whether suh waves an be distinguished from otherwave motions. It has been notied that the inertial wave motions assoiated with buoyanydriven �ow near the equator share the same phase orrelation pattern between u, v and
h as westward propagating inertia-gravity waves [Gil82℄. Nonetheless, we emphasize thatthe period of the wave is onsiderably longer. Indeed, using a loal estimate of c0 toobtain non-dimensional values, the emitted wave paket is suh that k̃ ≃ 0.3 and ω̃ ≃ 1.5.Using the same loal estimate for c0, the westward propagating inertia-gravity waves with
k̃ ≃ 0.3 would exhibit ω̃ = 1.8 [Gil82℄. At the beginning of the 1991-1992 ENSO event,[LCGM℄ observed inertia-gravity waves in the Pai� warm pool with a period of about
4 days whih is onsistent with the period estimated from the strati�ation pro�le. Theyalso mentioned the presene of wave motions with a 8 days period, of unknown origin.Given the period obtained in setion 3, we onjeture that the 8- day wave motions ouldbe propagating modes on the eastward extruding warm pool.This study shows that a buoyany driven �ow near the equator is oupled to inertialmotions. If so, it is ritial to understand what is the e�et of the oupling on the slowdynamis of the �ow. One an imagine both diret and indiret e�ets. On the one hand,the emergene of �nite amplitude ounterpropagating waves on a buoyany driven �owraises the question of the average e�et of the wave, suh as the Stokes' drift, on theproperties of the �ow. We suggest that suh e�et ould indue a redution of the mass �uxand as a onsequene a redution of the zonal heat transport by the gravity urrent. Onthe other hand, indiret e�ets are also foreseeable. The emission of inertial waves duringthe extrusion of the urrent will possibly result in an inrease of the mixing within thepynoline. This inreased mixing might utlimately slow down the �ow. Furthermore, theoean being ontinuously strati�ed, suh wave emission mehanism is likely to redistributemomentum vertially. Indeed the possible oupling between interfaial waves and internalwaves disussed below ould utlimately help the maintenane of equatorial jets suh asthe equatorial deep jets [Eri82℄.A remarkable aspet of the wave motion disussed in this paper is its sale indepen-dene. Setting apart the e�et of the wind stress, any thermohaline perturbation in thenear-surfae layer of the equatorial oean will spread eastward. Given the depth H and



138 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateurthe density anomaly α = ∆ρ/ρ of the perturbation, its extrusion veloity is of order
c0 =

√
αgH with H . If the ratio of Coriolis to pressure fore on the meridional boundaryof the perturbation is of order 1, then the rotational e�ets are important and the jet ansupport inertial motions. In partiular, the wave emission mehanism we disuss is likelyto play a role in the dynamis of the barrier layer. We onjeture that the sharp frontalinterfae observed by [SL97℄ at sale 0(10km) is a signature of inertial motions embeddedwithin a buoyany driven �ow. Indeed [SL97℄ noted that the rotational e�et might be ofpossible importane in the proess they disussed. Note that the mehanism we studiedin the present paper aounts only for the emission of the wave motion and not for itsbreaking and formation of frontal strutures.Some omments onerning the hoie of the model are needed at this point of disus-sion. First, the dynamis desribed in this study is fundamentally invisid. Still, we arguethat the emergene of intermediate frequeny motions during the spreading of a buoyantregion of light water near the equator is not essentially modi�ed by the mixing of traer ormomentum. Indeed, mixing within the pynoline is likely to modify the veloity and thedensity of the gravity urrent. These e�ets would therefore modify the properties of thedevelopping �ow. But, our results suggest that the wave are emitted at the very early stageof the relaxation of the lens so that the mixing would probably only hange the dispersionof the emitted waves. Likewise, frition may be easily inluded in the model but will notsubstanially hange the adjustment senario for high enough Reynolds numbers. Seond,the redued gravity approximation is a �rst order representation of both horizontal andvertial observed ontinous strati�ation. As is well known, the intrusion of a mixed layerof buoyant water in a ontinously strati�ed �uid an exite internal gravity waves [Sim82℄whih are di�erent from the interfaial waves disussed in this paper. Depending on theambient strati�ation, two distint behaviors an our. For most regimes, the internalgravity waves exitation only modi�es the onstant propagation speed of the intrudingmixed layer [FS04℄. Yet, in ertain regimes, a oupling may our between the interfaialwaves and the internal waves [MLSM02℄. Suh oupling an modify the propagation ofthe intruding urrent. Further work is required to larify this issue.Third, the wind stress is missing in our disussion. Investigations are in proess tounderstand how the the wind foring may a�et the inertial motions during the spreadingof equatorial gravity urrents.Aknowledgements We are grateful to François Bouhut for providing the rotating shallowwater ode and to Franis Poulin for helpful disussions onerning the olloation methods.Finanial support of the Frenh National program PATOM is gratefully aknowledged.



6.3 Conlusion 1396.3 ConlusionL'ajustement géostrophique d'un éoulement au repos onstitué par un piège frontaléquatorial donne lieu a trois types de mouvements :� un dipole tourbillonnaire se propageant très lentement vers l'Ouest,� un ourant de gravité se propageant vers l'Est,� des mouvements inertiels faiblements dispersifs se propageant sur le ourant de gra-vité.Ces trois types de mouvements orrespondent typiquement aux mouvements sur le plan
β équatorial lassique (sans guide d'onde) à respetivement :� des ondes de Rossby se propageant vers l'Est, éventuellement formant des reonne-tions de lignes de ourant,� un front d'onde de Kelvin équatoriale se propageant vers l'Est,� des osillations quasi-inertielles qui se maintiennent à l'endroit de la perturbationinitiale.Les mouvements inertiels, lorsqu'on rémène le problèmes aux éhelles typiques pourl'oéan Pai�que équatorial Ouest, ont des périodes de l'ordre de quelques jours qui or-respondent à des périodes observées in situ [LCGM℄.



140 Ajustement géostrophique en présene d'un guide d'ondes frontal àl'équateur



Chapitre 7Résumé, onlusions et perspetivesDans e travail de thèse nous avons étudié plusieurs aspets du proessus d'ajustementgéostrophique nonlinéaire en présene des guides d'ondes qui sont le piégeage, partiel outotal, de la partie ondulatoire d'une perturbation. Di�érents types de piégeage d'ondesont été onsidérés : le piégeage par une variation loalisée de topographie (esarpement),par une �te, et par des fronts de densité aux moyennes latitudes et à l'équateur. Dansle adre du modèle à gravité réduite de l'eau peu profonde en rotation, que nous avonssystématiquement utilisé, les fronts de densité ouplés sont modélisés par une région de�uide on�né en forme de lentille ave une profondeur qui s'annule aux bords et ainsireprésentent un piège à ondes omplet, alors que les guides d'ondes topographiques et�tiers sont des pièges à ondes inomplets, dans le sens qu'en plus des ondes de Kelvindouble et des ondes de Kelvin �tière respetivement, des ondes d'inertie-gravité "libres"peuvent se propager à travers es guides d'ondes. Le guide d'onde équatorial est aussi unpiège omplet dans le modèle à gravité réduite. Dans des modèles plus sophistiqués quiprendraient en ompte la strati�ation de façon moins rudimentaire que dans le modèlede l'eau peu profonde en rotation, les ondes piégées dans tous les guides d'ondes interagi-ront ave les ondes libres [Sut06℄, mais nous laissons l'étude de telles on�gurations plusomplexes pour un travail futur (ependant, nous présentons un exemple de nouveau phé-nomène dû à la "semitransparene" d'un guide d'onde en Appendie). Il doit être soulignéque, à l'inverse des modèles sophistiqués, le modèle de l'eau peu profonde permet un trai-tement numérique e�ae à l'aide des shémas numériques aux volumes �nis de nouvellegénération que nous avons mis à pro�t. Ces shémas, brièvement présentés dans partie 2.1,maintiennent les états stationnaires, et plus généralement, les états d'équilibre géostro-phiques, et traitent sans problème les topographies et les déssèhements (annulation de laprofondeur), et garantissent par onstrution une desription appropriée de la formationdes hos et du déferlement. Nous avons onsidérablement utilisé e shéma pour simulerl'ajustement géostrophique non linéaire inluant des phénomènes de déferlement.Nous avons montré que pour tous les guides d'ondes la présene d'ondes piégées mo-di�e substantiellement le sénario de l'ajustement. L'e�et le plus spetaulaire observédans tous les as est la formation de struture ohérentes parmi les ondes piégées, et lespropriétés spéi�ques reliées au transport et au mélange le long des guides d'ondes orres-pondants. La nature de es strutures ohérentes dépend essentiellement des propriétésdispersives des ondes piégées. Ainsi, pour les ondes de Kelvin double dispersives et lesondes se propageant sur les fronts de densité ouplés, aussi bien que pour les ondes deRossby équatoriales, l'évolution nonlinéaire mène à des reonnetions des lignes de ou-141



142 Résumé, onlusions et perspetivesrant et à la formation de tourbillons seondaires qui piègent les traeurs. En fontion de laon�guration, es tourbillons peuvent soit transporter le traeur en l'éloignant de la loa-lisation de la perturbation initiale le long du guide d'onde (piégeage topographique), soitquasiment interrompre le transport "normal" le long des lignes de ourant de l'éoulementinitial (piégeage isopysnal), soit redistribuer le traeur à l'intérieur du piège (piègeage parle front de densité équatorial). Pour les ondes de Kelvin �tières non dispersives l'évolutionnonlinéaire aboutit au déferlement : la formation de fronts de Kelvin ave les zones orres-pondantes d'intensi�ation du mélange, et au dépot de vortiité potentielle orrespondantà la formation d'un ourant seondaire le long de la �te.Le proessus d'ajustement dans le piège d'onde omplet onstitué par le front de den-sité en forme de lentille dépend de la stabilité de l'état ajusté sous-jaent, qui dans notreétude était le ourant zonal équilibré, à la fois aux moyennes latitudes (plan f) et sur leplan β équatorial. Les perturbations stables ontinuent à se propager dans le piège (sedispersant ou éventuellement déferlant, selon leurs propriétés de dispersion), tandis queles perturbations instables peuvent mener à une réorganisation de l'éoulement durantla phase nonlinéaire du développement de l'instabilité. Par onséquent, une analyse destablilité linéaire des états équilibrés devait être faite et représente une partie inhérentedu travail présenté ii. En utilisant une méthode pseudospetrale de olloation présen-tée brièvement dans la parie 2.2.2, nous nous avons pu véri�er et ompléter les résultatsexistants sur la stabilité des ourants sur le plan f , et obtenir de nouveaux résultats pourles ourants équatoriaux. En initialisant l'ajustement géostrophique nonlinéaire ave lesmodes instables, quand ils existent (n'importe quelle donnée initiale, sauf onue spéia-lement, aurait une projetion non nulle sur es modes), nous avons montré que l'évolutionnonlinéaire de l'instabilité réorganise omplètement l'éoulement et l'éloigne de l'état équi-libré stationnaire initial pour l'amener vers un état non stationnaire bien qu'équilibré luiaussi.Une autre série de onlusions onernant e travail onerne la séparation des mou-vements rapides (non équilibrés) et lents (équilibrés), qui est une question standard dansl'étude des ajustements. Dans le as de la oexistene d'ondes libres et d'ondes piégées(guide d'ondes topograpique et �tier dans le modèle de l'eau peu profonde en rotation),en dépit du fait que le sénario de l'ajustement est modi�é pour le sous ensemble des mou-vements équilibrés, nous on�rmons la séparation des mouvements équilibrés, qui inluentdans les on�gurations mentionnées i-dessus les ondes piégées, des ondes d'inertie-gravitérapides. Néanmoins, la vortiité potentielle (VP), qui est un indiateur des mouvementsvortiaux équilibrés, est générée par le déferlement des ondes de Kelvin �tière (équili-brées, mais sans anomalie de VP, par opposition aux ondes d'inertie gravité qui sont nonéquilibrées et sans anomalie de VP).Le travail futur onsistera en l'ajout systématique des e�ets de la strati�ation à toutesles on�gurations étudiées dans ette thèse. La première étape sera le passage du modèleà gravité réduite à une ouhe et demie au modèle omplet à deux ouhes, et ensuite auxéquations primitives omplètes strati�ées. Les interations entre les modes barotropes etles modes barolines deviennent ainsi possible et seront étudiées pour les guides d'ondesen question. Par exemple, pour les fronts de densité ouplés aux moyennes latitudes et àl'équateur le premier e�et de la strati�ation sera de déverrouiller le piègeage d'ondes etpermettre les éhanges d'énergie entre les ondes piégées et les ondes libres. Pour le guided'ondes topographique, le r�le des e�ets barolines sera aussi étudié.



143Summary, onlusions and future workIn the present thesis we addressed various aspets of the geostrophi adjustment pro-ess in the nonlinear regime in the presene of the waveguides whih are trapping, partiallyor entirely, the wave part of the perturbation. Di�erent types of wave trappings were onsi-dered : trapping by a loalized topography hange (esarpment), by a oastal line, andby density fronts in midlatitudes and at the equator. Within the framework of the redu-ed gravity rotating shallow water model, whih we were systematially using, the oupleddensity fronts are modelled by a on�ned lens-like �uid region with terminating depth and,thus represent a omplete wave-trap, while the topographi and the oastal waveguidesare inomplete wave-traps, in the sense that along with trapped double Kelvin and Kelvinwaves, respetively, there exist "free" inertia-gravity waves whih may propagate arossthe waveguide. The equatorial waveguide is also a omplete trap in redued gravity model.In more sophistiated models whih would take into aount the strati�ation e�ets ina less rudimentary than in rotating shallow water model way, trapped waves in all of thewaveguides will be interating with the free waves [Sut06℄, but we postpone the studyof suh more omplex on�gurations for a future work. (We however provide an exampleof new phenomena arising due to "semitranspareny" of the waveguide in Appendix). Itshould be stressed that, unlike the more sophistiated models, the rotating shallow waterone allows for e�ient end reliable numerial treatment with the help of the new gene-ration of well-balaned �nite-volume numerial shemes whih we entirely pro�ted from.These shemes, brie�y presented in the thesis, maintain the stationary and, more gene-rally, the geostrophially balaned states, have no problems with treating topography anddrying (terminating depth), and by onstrution guarantee a proper desription of wavebreaking and shok formation. We were extensively using suh shemes for simulatingfully nonlinear geostrophi adjustment inluding wave breaking phenomena.We have shown that for all waveguides the presene of the trapped waves substantiallymodi�es the senario of adjustment. The most spetaular feature observed in all aseswas formation of oherent strutures in the setor of trapped waves, and the related spe-i� transport and mixing properties along the orresponding waveguides. The nature ofthese oherent strutures depends essentialy on the dispersion properties of the trappedwaves. Thus, for dispersive double Kelvin waves and waves propagating along the oupleddensity front, as well as for the equatorial Rossby waves, the nonlinear evolution leads toreonnetion of the streamlines and formation of seondary vorties whih trap traers.Depending on the on�guration, these vorties may either arry the traer away from theloation of initial perturbation along the waveguide (topographi wave-trap), or prati-ally interrupt the "normal" transport along the streamlines of the initial �ow (isopynalwave-trap), or redistribute the traer inside the trap (equatorial density front trap). Fornondispersive oastal Kelvin waves the nonlinear evolution results in breaking, formationof the Kelvin fronts with orresponding enhaned mixing zones, and the potential vortiitydeposit with orresponding seondary along-oast jet formation.The adjustment proess in the full lens-like density front wave-trap ruially dependson the stability of the underlying adjusted state, whih in our study was the balaned zonaljet, both at the midlatitude f-plane and at the equatorial beta-plane. Stable perturbationswould keep running in the trap (dispersing or eventually breaking, aording to theirdispersion properties), while unstable ones may lead to a reorganization of the �ow duringnonlinear stage of developing instability. Therefore, an aurate analysis of linear stability



144 Résumé, onlusions et perspetivesof balaned states was to be done and represents an inherent part of the present work. Byusing a pseudospetral olloation method brie�y presented in the thesis, we were ableto benhmark and omplete the existing results on the stability of the f-plane jets, andget some new ones for equatorial ones. By initializing the fully nonlinear adjustment withthe unstable modes, when they exist (any initial data, unless speially prepared, wouldhave nonzero projetion on suh modes), we have shown that the nonlinear evolution ofinstability ompletely reorganizes the �ow and drives it o� the initial stationary balanedstate towards a nonstationary one, although balaned too.Another series of onlusions of the present work onerns the separation of fast (unba-laned) and slow (balaned) motions, whih is a standard question in adjustment studies.In the ase of o-existene of free and trapped waves (topographi and oastal waveguidesin the rotating shallow water model), in spite of the fat that the senario of adjustmentis modi�ed in the setor of balaned motions, we on�rm the separation of balaned mo-tions, whih inlude in the above-mentioned on�gurations the trapped waves, from thefast inertia-gravity waves. Nevertheless, the potential vortiity (PV), whih is an indiatorof the balaned vortex motion, is generated by breaking oastal Kelvin waves (balaned,but PV-anomaly free, in ontradistintion with unbalaned and PV-anomaly free inertia-gravity waves).The future work will onsist in systemati addition of the strati�ation e�ets to allon�gurations studied in the present thesis. The �rst step will be passing from the one-layer redued gravity model to the full two-layer model, and then to the full strati�edprimitive equations. The interations between the barolini and the barotropi modesthus beome possible and will be studied for the waveguides in question. For example,for the ouppled density fronts in midlatitudes and at the equator, the �rst e�et of thestrati�ation will be "unloking" the wave-trap and allowing the energy exhanges of thewaveguide modes with the "free" modes. For the topographi waveguides the role of thebarolini e�ets will be also studied.



Annexe AComplément au hapitre 3
A.1 Résonane ondes topographiques piégées et ondesde RossbyDans le hapitre 3, nous avons étudié l'évolution nonlinéaire des ondes topographiquespiégées par la topographie formant un piège inomplet : les ondes libres d'inertie-gravitépouvaient aussi se propager librement en présene de e piège. En ajoutant un toît rigide àl'esarpement topographique, on forme un piège omplet : seules les ondes piégées existentdans e système. En se plaçant alors sur le plan β, on permet à une nouvelle lasse d'ondeslibres de se propager dans le guide d'ondes topographiques : les ondes de Rossby. Nousallons étudier les onditions d'interation résonnante entre ondes topographiques piégéeset ondes de Rossby libres.On se plae dans le adre de la théorie linéaire sur le plan β, en présene d'un toîtrigide, la relation de dispersion des ondes de Rossby est alors :

ωR = − βkx

k2
x + k2

y

(A.1)où kx et ky sont les nombres d'ondes dans les diretions zonales et méridiennes respeti-vement et β est tel que f = f0 + βy. Nous allons examiner l'éventualité d'une interationrésonante entre des ondes de Rossby et des ondes topographiques.Les onditions pour qu'il y ait résonane sont :
k1 + k2 = kR (A.2)
ω1 + ω2 = ωR (A.3)où k1 et k2 désigne les nombres d'ondes le long de la pente de deux ondes topographiques(si H = H(y) alors la diretion qu'on appelle le long de la pente est la diretion x),

kR désigne le nombre d'onde de Rossby dans la diretion de la pente. ω1 et ω2 désignentles pulsations des deux ondes topographiques. ωR désigne la pulsation de l'onde de Rossby.On se plae dans la situation où les ondes topographiques se propagent dans la mêmediretion et le même sens que les ondes de Rossby, 'est-à-dire que la variation de pro-fondeur s'e�etue dans la diretion méridienne, ave l'eau plus profonde au Sud et moins145



146 Complément au hapitre 3profonde au Nord. Dans e as, on peut réérire la relation de dispersion des ondes deRossby sous la forme :
ωR = − βkR

k2
R + l2

(A.4)On herhe la ondition pour qu'une résonane puisse se produire. On reformule donnotre question :Existe-t-il un nombre d'onde méridien l tel que les relations (A.2) et (A.3) soient véri-�ées ?Ayant identi�é deux ouples (k1, ω1), (k2, ω2) d'ondes topographiques, on peut alu-ler le ouple (kR, ωR) orrespondant. Mais e ouple (kR, ωR) doit véri�er la relation dedispersion des ondes de Rossby (A.4). Pour ela, il faut que l véri�e :
l = ±

√

−k2
R − βkR

ωR

(kR < 0) (A.5)Cette relation ne sera véri�ée, ave l ∈ R, que pour des paramètres partiuliers, e sontes paramètre que nous reherhons.Nous allons maintenant présenter la théorie linéaire pour les ondes topographiques, puisla onfrontation de elle-i ave les ondes de Rossby pour voir si une résonane est possible.Les équations de la théorie linéaire sur le plan β ave un toît rigide s'érivent :
ut − (f0 + βy)v = −Px (A.6)
vt + (f0 + βy)u = −Py (A.7)

(Hu)x + (Hv)y = 0 (A.8)où u et v sont les vitesses zonales et méridiennes, P est la pression, H est la profondeurdu �uide. H est indépendant du temps ar la surfae est supposée rigide mais dépend de
y dans la mesure où nous avons hoisi une orientation de pente permettant la propagationdes ondes topographiques dans la même diretion et le même sens que les ondes de Rossby,'est à dire vers l'Ouest.On pose H(y) = H̄(1− δ y

L
) où δ = H+−H−

H++H−

est le oe�ient de la pente et H̄ = H++H−

2est la hauteur moyenne de �uide, ave H+ la profondeur maximale (au Sud), et H− est laprofondeur minimale (au Nord).On adimensionne le problème ave :
x = x̃L, y = ỹL, P = P̃P0, t = t̃f−1

0 , β =
f0

RT

, u = ũU, v = ṽU, H̃(ỹ) = 1−δỹoù L est la largeur de la pente, RT ∼ 6000km est le rayon de la terre, f0 est le paramètrede Coriolis à la latitude onsidérée (il est nul à l'équateur) et U une vitesse aratéristiquedu problème. Les équations adimensionnées s'érivent :
ũt̃ − (1 +

L

RT

ỹ)ṽ = − P0

LUf0

P̃x̃ (A.9)
ṽt̃ + (1 +

L

RT
ỹ)ũ = − P0

LUf0
P̃ỹ (A.10)

(H̃ũ)x̃ + (H̃ṽ)ỹ = 0 (A.11)



A.1 Résonane ondes topographiques piégées et ondes de Rossby 147On pose ǫ = P0

LUf0
et γ = L

RT
le rapport de l'éhelle horizontale de la topographie au rayonterrestre. On réérit le système en omettant les˜ :
ut − (1 + γy)v = −ǫPx (A.12)
vt + (1 + γy)u = −ǫPy (A.13)

(Hu)x + (Hv)y = 0 (A.14)Ave les équations (A.12) et (A.13), on exprime les vitesses en fontion de la pression,pour obtenir une équation pour la pression seule ave (A.14) :
[
∂2

tt + (1 + γy)2
]
u = −ǫ [Pxt + (1 + γy)Py](A.15)

[
∂2

tt + (1 + γy)2
]
v = −ǫ [Pyt − (1 + γy)Px](A.16)

[
∂t(−H(∂2

xx + ∂2
yy) −Hy∂y) + (Hγ +Hy(1 + γy))∂x

]
P = 0 (A.17)On traite dans un premier temps les deux régions où H est onstant.L'équation (A.17) s'érit lorsque Hy = 0 :

[
∂t(−H(∂2

xx + ∂2
yy)) +Hγ∂x

]
P = 0 (A.18)Si on injete une solution de la forme

P (x, y, t) = A ely+i(kx−ωt) (A.19)où A est une onstante, dans (A.18) on obtient :
[
−iω(−H(−k2 + l2)) + ikγH

]
A = 0 (A.20)Ce qui donne �nalement :

l = ±
√

k2 − γk

ω
(A.21)Il n'existera une onde piégée par la topographie, 'est-à-dire ave une déroissane expo-nentielle à l'extérieur de la pente, si et seulement si la pression et les vitesses ne divergentpas à l'in�ni, �té Nord et �té Sud. Notons que si l est imaginaire, la solution (A.19)dérira une onde qui se propage dans les deux diretions x et y, don qui n'est pas piégéepar la topographie (qui est loalisée le long de l'axe x). Pour savoir quel valeur de l dans(A.21) est physique, on va d'abord regarder séparément les deux régions où l'on souhaitedéterminer la solution (A.19).Région y < −1La ondition physique primordiale dans ette région est que la pression ne doit en auunas diverger lorsque y → −∞. Ainsi l doit impérativement être positif. La solution dansette région s'érira don :

P+(x, y, t) = A+e
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt) (A.22)Région y > 1Ave le même argument de non-divergene de la pression quand y → ∞, on obtient :
P−(x, y, t) = A−e

−
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt) (A.23)



148 Complément au hapitre 3On va maintenant s'intéresser à la région où H varie.Région −1 < y < 1On va herher une solution se propageant le long de la topographie, on pose don :
P (x, y, t) = F (y)ei(kx−ωt) (A.24)et nous allons herher à déterminer F (y), la struture transversale de l'onde piégée parla topographie. On injete la forme (A.24) dans (A.17), et on obtient une équation di�é-rentielle du seond ordre pour F :

F ′′ +
Hy

H
F ′ +

[
k

ω
(γ + (1 + γy)

Hy

H
) − k2

]
F = 0 (A.25)En résolvant ette équation di�érentielle, on obtiendra la relation de dispersion ω =

f(k, γ, δ), et la struture transversale F des ondes piégées. Pour ela nous devons d'abordérire les onditions aux limites néessaire à la résolution de l'équation (A.25). Cette équa-tion étant valable dans la région −1 < y < 1, les onditions aux limites doivent s'exprimeren y = −1 et y = 1.Conditions aux limitesNous devons assurer le raordement de la solution onde piégée sur la pente ave lessolutions (A.22) et (A.23) pour les régions planes. Le �ux de masse et la pression doiventêtre ontinus en y = −1 et y = 1. La ontinuité de la pression s'érit
P+(x, y = −1, t) = F (−1)ei(kx−ωt)

P−(x, y = +1, t) = F (+1)ei(kx−ωt)et �nalement, on obtient le premier jeu de onditions aux limites :
F (−1) = A+e

−
√

k2− γk
ω (A.26)

F (+1) = A−e
−
√

k2− γk
ω (A.27)On presrit maintenant la ontinuité du �ux de masse et, omme la surfae est rigide etque la profondeur du �uide H est ontinue en y = −1 et y = 1 par dé�nition, ela revientà presrire la ontinuité de la vitesse méridienne v. On érit la forme de v (identique àelle de la pression) :

v± = V± e
±
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt) pour y < 1 et y > 1 respetivement,et v = V (y)ei(kx−ωt) pour − 1 < y < 1.On ommene par injeter (A.22) , (A.23) et (A.24) dans l'expression de v de (A.16), equi donne :
V+ =

iǫ

(1 + γy)2 − ω2


(1 + γy)k + ω

√

k2 − γk

ω


A+e

√
k2− γk

ω
y+i(kx−ωt)
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V− =

iǫ

(1 + γy)2 − ω2


(1 + γy)k − ω

√

k2 − γk

ω


A−e

−
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt)

V =
iǫ

(1 + γy)2 − ω2
[(1 + γy)kF + ωF ′] ei(kx−ωt)Les onditions de ontinuité du �ux de masse s'érivent don :

V+(−1) = V (−1) : F ′(−1) =
√
k2 − γk

ω
A+e

−
√

k2−− γk
ω (A.28)

V−(+1) = V (+1) : F ′(+1) = −
√
k2 − γk

ω
A−e

−
√

k2−− γk
ω (A.29)Nous pouvons alors résoudre l'équation (A.25) ave les onditions aux limites (A.26),(A.27), (A.28) et (A.29), à l'aide d'une méthode de tir, par exemple. On représente surla �gure (A.1), la relation de dispersion des ondes topographiques (paramètres γ = 0.001,

δ = 0.001 �xés) et le mode fondamental des ondes de Rossby pour di�érentes valeurs de
l. On voit sur ette �gure qu'il n'y a pas de résonane possible, 'est à dire que l'on nepeut trouver de ouples (k1, ω1),(k2, ω2) véri�ant les relations (A.2)(A.3)
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Fig. A.1 � Relation de dipersion d'une onde topographique et des ondes de Rossby ave
l = 0.1 et l = 1, pour γ = 0.001 et δ = 0.001. Les valeurs de pulsation pour l'ondetopographique sont très petites par rapport aux valeurs de pulsation pour les ondes deRossby représentées.Sur la �gure (A.2), on voit par ontre qu'il est possible d'avoir des résonanes. Un



150 Complément au hapitre 3exemple de ouple résonant est : (k1 = −0.5, ω1 = 11.17 10−4)) , (k2 = −0.09, ω2 =
4.45 10−4)) et (kR = −0.59, ωR = 15.62−4), lR = 0.17).
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Fig. A.2 � Relation de dipersion d'une onde topographique et des ondes de Rossby ave
l = 0.1 et l = 1, pour γ = 0.001 et δ = 0.003. Au moins une résonane est possible dansette on�guration (f texte).Numériquement, on retrouve le fait que pour que la résonane existe il faut que γ et δsoient du même ordre de grandeur, e qui est un argument physique basique puis qu'on meten onurrene deux proessus l'un gouverné par γ, l'autre par δ et γ, mais on s'aperoitaussi que ela n'est pas su�sant. Au vu de es �gures, on peut seulement onlure que larésonane entre 2 ondes topographiques et une onde de Rossby peut e�etivement avoirlieu. (On disutera plus loin des topographies réelles de l'oéan mondial étant suseptiblede supporter une telle résonane.) Mais avant d'aller plus loin, il faut noter que etterésonane a lieu sur une gamme très �ne de paramètre. On rappelle que la séletion sefait par la relation (A.5), 'est à dire qu'il faut que :

ωR < − β

kR

, (kR < 0) (A.30)où ωR et kR sont donnés par les relations (A.2) et (A.3). Par onséquent e méanisme derésonane ne sera en auun as "omniprésent" pour une topographie apable théorique-ment d'aueillir ette résonane.
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Oéan mondialLes topographies réelles dans l'oéan modial suseptibles d'aueillir ette résonaneseront des pentes orientées zonalement, le �té peu profond étant au Nord et le �té profondétant au Sud. Un exemple de topographie réelle dans ette on�guration est l'esarpementMendoino qui a notamment été étudié au sujet des ondes piégées par la topographie parMysak (1969,[Mys69℄) et Willmott et Grimshaw (1991, [WG91℄). Une estimation grossièredu oe�ient de sa pente est 0.005.ConlusionLe piège omplet ('est-à-dire où seules les ondes piégées peuvent exister) onstituépar la topographie loalisée en présene du toît rigide devient inomplet sur le plan β :les ondes libres de Rossby peuvent se propager et interagir ave les ondes topographiquespiégées. Cette interation peut être résonante, si les relations (A.2 - A.3) sont véri�ées.Par analogie ave les travaux de Reznik & Zeitlin à l'équateur [RZ07℄, on peut s'attendreà e qu'une onde de Rossby barotrope interagisse ave le guide d'ondes topographiquepour exiter deux ondes topographiques piégées.
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Annexe BComplément au hapitre 4
B.1 Complément : évolution d'un tourbillon elliptiqueisoléLa série de tourbillons mise en évidene dans l'artile préédent est générée lors dudéveloppement de l'instabilité des fronts de densité ouplés. Il s'agit d'une série de tour-billons périodiques ave des tourbillons tous identiques. Nous allons don isoler un seultourbillon et étudier son évolution propre nonlinéaire. Ce tourbillon a les aratéristiquesd'être en rotation à vitesse quasiment onstante, le pro�l de sa profondeur est parabo-lique, son pro�l de vitesse est linéaire et la profondeur du �uide s'annule sur son bord. Il setrouve que les rodons ont aussi es aratéristiques (mais leurs paramètres sont di�érents,f partie 4.2). Les rodons sont des solutions exates des équations de l'eau peu profondeen rotation ([CR84℄, [CRHN85℄) : e sont des tourbillons elliptiques antiyloniques deforme �xe autour desquels la profondeur s'annule (situation d'assèhement), qui sont enrotation dans le sens horaire à vitesse onstante. Les rodons dans le modèle à gravitéréduite à une ouhe et demie modélisent simplement la situation où une aumulationd'eau haude ou peu salée à la surfae de l'oéan forme une lentille, omme par exempleles anneaux du Gulf Stream ou la langue d'eau haude du Pai�que équatorial Ouest.Nous allons simuler l'évolution sur des temps longs d'un rodon non perturbé en seplaçant sur le référentiel en rotation à la vitesse angulaire Ω du rodon. Le modèle de l'eaupeu profonde dans e référentiel s'érit [Rip87℄ :





ut + uux + vuy − f∗ v + g hx = −Ω2
∗ x

vt + uvx + vvy + f∗ u+ g hy = −Ω2
∗ y

ht + (hu)x + (hv)y = 0.
(B.1)où f∗ = f − 2Ω est le paramètre de Coriolis sur le plan en rotation à la vitesse Ω,et Ω∗ = (1

2
f)2 − (1

2
f∗)

2 = Ω(f − Ω) est la fore entrifuge provenant de la di�érene desaélérations entrifuges entre le plan f et le plan f∗. Le rodon est une solution stationnairedes équations B.1 et peut s'érire sous la forme :




u = a
b

Ω∗ y
v = − b

a
Ω∗ x

h = 1
2
a b Ω∗ f∗ [1 − (x

a
)2 − (y

b
)2]

(B.2)à l'intérieur de l'ellipse dé�nie par h = 0, ave a, b les longueurs des petit et granddemi-axes. 153



154 Complément au hapitre 4On présente la simulation du rodon de paramètres a = 1, b = 4, Ω = 0.1 sur la�gure B.1. L'éhelle de temps de la simulation est f−1
∗ . Le rodon initialisé est la solution
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Fig. B.1 � Evolution nonlinéaire du rodon non perturbé ave a = 1, b = 4 et Ω = 0.1. Lesisobares sont représentées à partir de 0.005 et par pas de 0.05 (nb. Les deux axes n'ontpas la même éhelle).exate non perturbée. On voit se développer une paire de �laments dans la diretionopposée au sens de rotation qu'aurait le rodon sur le plan f . Ce proessus peut être laonséquene de l'instabilité prédite par Ripa [Rip87℄ sous l'hypothèse que les erreurs duesà la disrétisation du rodon sur la grille retangulaire utilisée dans la méthode numériquesont en fait des perturbations auxquelles les rodons sont instables. La profondeur du�uide dans les �laments est faible et la quantité de mouvement maximale présente dansles �laments est de l'ordre de 2% de la quantité de mouvement maximale dans le rodon.On onstate aussi que le rodon à t = 70 a tourné de quelques degrés dans le sens horairepar rapport à son orientation initiale et que les �laments se sont rejoints, formant unanneau.Un rodon irulaire simulé par la même méthode est bien stationnaire, il ne déve-loppe pas de �laments sur les éhelles de temps simulées (∼ 100f−1
∗ ), en aord ave sastabilité nonlinéaire démontrée par [Rip87℄. En réalisant des simulations de rodons avedi�érentes exentriités (non illustré ii), on trouve que des �laments sont toujours for-més sauf lorsque l'exentriité est nulle, les �laments se formant d'autant plus t�t que



B.1 Complément : évolution d'un tourbillon elliptique isolé 155l'exentriité est élevée. La formation de la paire de �laments pourrait être due à uneinstabilité numérique étant donné que l'erreur faite sur la disrétisation du rodon initialest relativement importante sur une grille retangulaire. Dans e as l'utilisation d'unegrille dé�nie en oordonnées polaires et un shéma numérique adapté pourrait exlure eproblème. D'un autre �té la formation des �laments pourrait trouver son origine dansune instabilité physique. En e�et, Ripa [Rip87℄ a montré que les rodons irulaires sontstables aux perturbations d'amplitude �nies, quel que soit le nombre de Rossby mais queles rodons d'exentriité non-nulle sont linéairement instables à des perturbations de pres-sion et de vitesse qui s'érivent sous forme de polynomes en oordonnées retangulairesdont le degré du polynome de la perturbation de pression est au moins égal à 3, ou ledegré du polynome de la perturbation de la vitesse est au moins égal à 2. Plus les degrésde es polynomes sont élevés et plus nombreux sont les rodons d'exentriité di�érentesqui sont linéairement instables.Cette onnaissane du aratère instable des rodons nous laisse penser que la formationdes �laments pourrait être dûe à l'exitation d'une telle instabilité par la perturbation queonstitue l'erreur initiale faite lors de la disrétisation sur la grille retangulaire.On pourrait initialiser un rodon perturbé ave une perturbation loalisée, dans le butd'exiter un maximum de �modes� instables et peut être ainsi observer le développementde ette instabilité. Cette instabilité pourrait se manifester par le développement des�laments omme on l'a vu i-dessus ou bien d'une manière di�érente, par exemple ensindant le tourbillon initial en plusieurs tourbillons.
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