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11RésuméL'ajustement géostrophique, pro
essus de relaxation d'une perturbation vers un étaten équilibre géostrophique, bien 
onnu dans un �uide in�ni est modi�é en présen
e deguides d'ondes. Les guides d'ondes dans l'atmosphère et l'o
éan sont omniprésents : lestopographies (sous-marine / montagnes), les 
�tes, les fronts de densité. Ce travail de thèsea étudié les modi�
ations au s
énario d'ajustement géostrophique nonlinéaire en présen
ede quatre guides d'ondes : le guide d'onde 
�tier, le guide d'onde topographique, le guided'onde frontal aux moyennes latitudes, et le guide d'onde frontal à l'équateur. Nous avonsutilisé le modèle de l'eau peu profonde en rotation et une méthode numérique aux volumes�nis adaptée pour traiter les topographies et les in
ropping/out
ropping des fronts. Danstous les 
as, l'émission d'ondes piégées a lieu et l'évolution nonlinéaire des ondes piégéesdi�ère selon le 
ara
tère dispersif ou non de 
es ondes. Les ondes non dispersives 
ommel'onde de Kelvin 
�tière, en évoluant nonlinéairement vont déferler et ainsi 
ontribuer aumélange à petite é
helle. Les ondes dispersives telles que les ondes de Rossby topogra-phiques ou les ondes se propageant sur un guide d'onde frontal vont pouvoir former desre
onne
tions des lignes de 
ourant, modi�ant ainsi les propriétés de transport de l'é
ou-lement. Nous montrons que la séparation dynamique entre mouvements lent/équilibré etrapide/non-équilibré 
onnu dans le �uide libre est toujours e�e
tive en présen
e de 
esguides d'ondes.Mots 
lés :ajustement géostrophique ; guide d'ondes o
éaniques et atmosphériques ; ondes nonli-néaires ; ondes piégées ; transport ; mélange.



12



13Nonlinear gesotrophi
 adjustment in the presen
e of equatorial,
oastal, topographi
 and frontal waveguides.Abstra
tGeostrophi
 adjustment, the pro
ess of relaxation of a perturbation toward a stateof geostrophi
 equilibrium, well-known in an in�nite �uid, is modi�ed in the presen
eof waveguides. Waveguides are ubiquitous in the o
ean and in the atmosphere : varyingtopography (marine / mountains), 
oasts and density fronts. We studied the modi�
ationof the s
enario of geostrophi
 adjustment in the presen
e of four di�erent waveguides : the
oastal waveguide, the topographi
 waveguide, the midlatitude frontal waveguide and theequatorial frontal waveguide. We used the rotating shallow water model and �nite volumenumeri
al methods adapted to treat the topography and the in
ropping/out
ropping offronts. In all 
ases, generation of trapped waves takes pla
e and the nonlinear evolutionof the trapped waves depend on the dispersive properties of the trapped waves. Non-dispersive waves like the 
oastal Kelvin wave, during their nonlinear evolution, break andso 
ontribute to the small s
ale mixing. Dispersive waves like the topographi
 Rossbywaves, or the waves propagating along the frontal waveguide, re
onne
t streamlines, alte-ring the transport properties of the �ow. We show that the dynami
al splitting betweenslow/balan
ed and fast/unbalan
ed motions, known in free �ow, is always e�e
tive in thepresen
e of the waveguides.Keywords :geostrophi
 adjustment ; o
eani
 and atmospheri
 waveguides ; nonlinear waves ; trap-ped waves ; transport ; mixing.
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Chapitre 1Introdu
tion
1.1 Rappel sur l'équilibre géostrophique dans l'atmo-sphère et dans l'o
éanLe temps qu'il fait est déterminé par les perturbations météorologiques, aux é
hellessynoptiques (500 à 5000km) et se déplaçant à des vitesses de 1 à 50 ms−1 (Fig. 1.1).L'équivalent des perturbations météorologiques dans l'o
éan sont les tourbillons de méso-é
helles, 
omme les anneaux du Gulf Stream (Fig. 1.2). Ils ont des é
helles typiques allantde 10 à 200km et se dépla
ent à des vitesse allant de 10
m s−1 à 1m s−1. Leur taille dé�nitl'é
helle synoptique dans l'o
éan.L'é
helle de temps intrinsèque pour l'évolution des �uides en rotation sur la terre estsimplement l'é
helle de temps asso
iée à la rotation de la terre. Si l'on note Ω la vitessede rotation de la terre, le paramètre de Coriolis à la latitude φ s'é
rit f = 2 Ω sinφ (onnéglige la for
e de Coriolis dûe à la 
omposante horizontale du ve
teur rotation de la terreen première approximation). L'é
helle de temps asso
iée à la for
e de Coriolis est don

TΩ = f−1. L'é
helle de temps adve
tive d'un mouvement de �uide se dé�nit à partir deson é
helle spatiale 
ara
téristique et de sa vitesse 
ara
téristique 
omme T = L/U . Lenombre de Rossby Ro de l'é
oulement dé�ni 
omme Ro = TΩ

T
= U

fL
est le rapport del'é
helle de temps asso
iée à la rotation de la terre à l'é
helle de temps du mouvement.Les mouvements de l'atmosphère et de l'o
éan aux é
helles synoptiques sont asso
iés àun nombre de Rossby petit (de l'ordre de 10−1 dans l'atmosphère et 10−2 dans l'o
éan).Un nombre de Rossby petit 
orrespond à la balan
e de l'équilibre géostrophique, qui est
ara
térisée par une 
ompensation du gradient horizontal de pression par la for
e de Co-riolis. L'é
oulement observé aux é
helles synoptiques dans l'atmosphère et l'o
éan a 
etteparti
ularité que le gradient de la pression sur le plan horizontal a tendan
e à 
ompenserla for
e de Coriolis [Cha48℄ (Fig. 1.3).D'autres mouvements omniprésents dans l'atmosphère et dans l'o
éan sont dûs auxondes d'inertie-gravité (Fig. 1.4, 1.5), qui ne sont pas en équilibre géostrophique. Ils sontasso
iés à des nombres de Rossby de l'ordre de l'unité, leur é
helle de temps est TIG ∼ TΩ.On voit que les mouvements lents et équilibrés ont une é
helle de temps di�érente de
elle des mouvements rapides et non-équilibrés, et nous verrons qu'à 
ette propriété estlié une séparation dynamique entre 
es deux types de mouvements.Une autre é
helle temporelle 
ara
téristique dans l'atmosphère et l'o
éan est liée à19
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Fig. 1.1 � Image satellite (rayonnement visible) de l'Europe le 25 février 2008 (en haut,EUMETSAT) et pression de surfa
e le même jour (en bas, GFS Wetterzentrale, lignesblan
hes). La bande nuageuse traversant la fran
e est asso
iée à la dépression 
entrée surle Nord de la Finlande et la �virgule� nuageuse 
orrespond à la dépression 
entrée au Sudde l'Islande.
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Fig. 1.2 � Anomalie de la déviation de la surfa
e libre sur l'Atlantique Nord le 18 sep-tembre 2006, MODAS (Naval Resear
h Laboratory Stennis Spa
e Center).
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Fig. 1.3 � Cartes des pressions atmosphériques en surfa
e et vent à 850hPa le 25 février2008 donné par l'ECMWF. Le vent suit assez bien les isobares : l'é
oulement est pro
hede l'équilibre géostrophique.
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Fig. 1.4 � Ondes de gravité atmosphériques entre l'Indonésie et l'Australie vues parsatellite : il s'agit d'une �impression� des ondes de gravité atmosphériques à la surfa
ede l'o
éan . Les lignes sombres 
orrespondent aux 
reux des ondes atmosphériques etles lignes brillantes 
orrespondent aux 
rêtes. Des nuages sont visibles aux 
rêtes. (Je�S
hmalz, NASA Terra/MODIS)
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Fig. 1.5 � Photo prise par l'équipage de la navette spatiale STS-98 le 19 février 2001 au
ou
her du soleil sur l'ouest de la Méditerrannée. Deux paquets d'ondes internes généréespar la mare sont visibles : l'un an
ien (signalé apr la �è
he près de la légende �InternalWaves�) et l'autre venant de se former près du 
entre du détroit de Gibraltar (signalé parune autre �è
he) (NASA, Earth S
ien
e and Image Analysis Laboratory, Johnson Spa
eCenter).



1.2 Modèle de l'eau peu profonde en rotation et séparation dynamique desmouvements tourbillonnaires/lents et ondulatoires/rapides 25la strati�
ation, qui permet l'existen
e des ondes internes d'inertie-gravité. La modélisa-tion la plus simple de la strati�
ation est un modèle ave
 une seule isopy
ne, 
'est-à-direave
 seulement une 
ou
he de �uide de densité uniforme à surfa
e libre. Il ex
lut l'exis-ten
e d'ondes internes d'inertie-gravité, en permettant uniquement l'existen
e des ondesd'inertie-gravité surfa
iques. C'est 
ette modélisation que nous 
hoisirons par la suite dansla mesure où nous nous intéressons aux mouvements dans lesquels la strati�
ation n'a pasde r�le fondamental.C'est dans l'o
éan qu'une telle simpli�
ation de la strati�
ation est la plus réaliste, ene�et l'essentiel de la strati�
ation o
éanique est 
on
entrée sur la thermo
line qui sépareles eaux de surfa
e des eaux profondes où la strati�
ation est beau
oup moins intense.Par 
onséquent, bien que nous nous atta
herons à étudier des problèmes pouvant se poserdans l'atmosphère et l'o
éan, il sera souvent plus fa
ile de trouver des exemples de leurréalisation dans l'o
éan. Nous faisons don
 le 
hoix de partir des équations primitiveso
éaniques dès le pro
hain paragraphe. Cependant un simple 
hangement de variablepermet de retrouver les équations atmosphériques (en rempla
ant l'équation d'évolutionde la densité par l'équation d'évolution de la température potentielle et en utilisant les
oordonnées pseudo-hauteur).1.2 Modèle de l'eau peu profonde en rotation et sépara-tion dynamique des mouvements tourbillonnaires/lentset ondulatoires/rapides1.2.1 Dérivation du modèle de l'eau peu profonde en rotationPour étudier les é
oulements o
éaniques et atmosphériques, on utilise les équations dumouvement pour un �uide strati�é en rotation. Les équations primitives hydrostatiquesave
 l'approximation de Boussinesq dans l'o
éan sur le plan tangent s'é
rivent :
ut + uux + vuy + wuz − fv = − 1

ρ0

Px (1.1)
vt + uvx + vvy + wvz + fu = − 1

ρ0
Py (1.2)

Pz + ρg = 0 (1.3)
ρt + uρx + vρy + wρz = 0 (1.4)

ux + vy + wz = 0 (1.5)en notant en indi
es les dérivées partielles. Ci-dessus, ρ est la densité du �uide (ρ =
ρ0 + ρ1(x, y, z, t) où ρ0 = constante ), x est la 
oordonnée zonale dirigée vers l'Est, y estla 
oordonnée méridionale dirigée vers le Nord, z la 
oordonnée selon la verti
ale lo
ale,
u est la vitesse zonale, v est la vitesse méridionale, w est la vitesse verti
ale, H(x, y) estla profondeur du �uide, P est la pression, g est l'a

élération de la gravité et f est leparamètre de Coriolis, 
'est-à-dire le double du taux de rotation de la terre à la latitude
onsidérée. On rappelle que pour la for
e de Coriolis, on néglige sa 
omposante asso
iéeaux proje
tions du ve
teur rotation sur le plan horizontal, 
ar 
es termes sont proportion-nels à w qui est généralement au moins deux ordres de grandeur plus petit que les vitesses
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tionhorizontales dans l'atmosphère et dans l'o
éan. On néglige toute forme de dissipation en
onsidérant le �uide 
omme parfait.L'atmosphère et l'o
éan terrestre sont des �uides qui forment une 
ou
he min
e : leursé
helles 
ara
téristiques horizontales (plusieurs milliers de kilomètres pour l'atmosphèreet l'o
éan) sont très grandes devant leurs é
helles 
ara
téristiques verti
ales (quelques
entaines de mètres à quelques kilomètres pour l'o
éan et quelques dizaines de kilomètrespour l'atmosphère). Le modèle le plus simple d'une telle 
ou
he est le modèle de l'eau peuprofonde en rotation, dontla dérivation standard pro
ède 
omme suit [Gil82, Ped87℄, sousles hypothèses suivantes :� le �uide est in
ompressible et ρ = 1,� l'é
helle verti
ale est petite 
omparée à l'é
helle horizontale,� la vitesse verti
ale est petite 
omparée aux vitesses horizontales,� l'é
oulement est quasi-bidimensionnel : u = u(x, y, t) ; v = v(x, y, t).et ave
 les 
onditions aux limites :� le fond est plat : w(z = 0) = 0,� la surfa
e est libre : Ht + uHx + vHy = w en z = H ,� à la surfa
e, la pression est nulle : P (z = H) = 0.L'hydrostatisme (1.3) et la dernière 
ondition aux limites permettent d'é
rire le gra-dient horizontal de la pression en fon
tion du gradient horizontal de la profondeur du�uide dans (1.1 - 1.2). La quasi-bidimensionnalité du système permet d'annuler les termes
uz, vz dans (1.1 - 1.2). La densité étant 
onstante, l'équation (1.4) est identiquement véri-�ée. Et �nalement, en intégrant (1.5) selon z et en utilisant les deux premières 
onditionsau limites, on obtient l'équation de 
onservation de la masse. On arrive ainsi au systèmed'équations :

ut + uux + vuy − fv = −gHx (1.6)
vt + uvx + vvy + fu = −gHy (1.7)
Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0. (1.8)I
i dans l'approximation du plan tangent, le paramètre de Coriolis s'é
rit f = f0 + βy,où f0 est le paramètre de Coriolis à une latitude de référen
e. Notons que les régionséquatoriales sont un 
as parti
ulier : le paramètre f0 s'annule et f devient simplement

f = βy ave
 f positif dans l'hémisphère Nord, nul à l'équateur et négatif dans l'hémisphèreSud.Cette dérivation des équations de l'eau peu profonde a été faite pour un �uide homo-gène alors qu'une autre méthode de dérivation de 
es équations plus générale, proposée parJe�reys [Jef25℄ et Obukhov [Obu49℄, existe. La méthode (
f [ZBM+07℄) 
onsiste à é
rireles équations (1.1-1.2) 
omme les équations d'évolutions de la quantité de mouvementgrâ
e à (1.4-1.5), en rela
hant même l'approximation de Boussinesq :
(ρu)t + (ρu2)x + (ρuv)y + (ρuw)z − fρ v = −Px, (1.9)
(ρv)t + (ρuv)x + (ρv2)y + (ρvw)z + fρ u = −Py (1.10)et à faire la moyenne sur la verti
ale de 
es équations (1.9-1.10) et de l'équation résultantde la 
ombinaison de (1.4) et (1.5) :

∂t

∫ z2

z1

dz ρu+ ∂x

∫ z2

z1

dz ρu2 + ∂y

∫ z2

z1

dz ρuv − f
∫ z2

z1

dz fv = −∂x

∫ z2

z1

dz P −
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− ∂xz1P|z1 + ∂xz2P|z2

,(1.11)
∂t

∫ z2

z1

dz ρv + ∂x

∫ z2

z1

dz ρuv + ∂y

∫ z2

z1

dz ρv2 + f
∫ z2

z1

dz fu = −∂y

∫ z2

z1

dz P −

− ∂yz1P|z1 + ∂yz2P|z2
,(1.12)

∂t

∫ z2

z1

dz ρ+ ∂x

∫ z2

z1

dz ρu+ ∂y

∫ z2

z1

dz ρv = 0 (1.13)(en utilisant la formule ∫ z2

z1
dz Fx = ∂x

∫ z2

z1
dz F − ∂x z2F|z2

+ ∂x z1F|z1
valide pour toutefon
tion F), où z1 et z2 satisfont dzi

dt
= w|zi

, i = 1, 2.En dé�nissant la densité intégrée µ =
∫
dzρ, et la moyenne verti
ale pondérée par ladensité pour une quantité A : < A >= 1

µ

∫
dzρA, on obtient les équations de la quantitéde mouvement et la 
ontinuité moyennées :

∂t(µ < u >) + ∂x(µ < u2 >) + ∂y(µ < uv >) − fµ < v > = −∂x

∫ z2

z1

dz P − ∂x z1 P|z1
+

+ ∂x z2 P|z2
(1.14)

∂t(µ < v >) + ∂x(µ < uv >) + ∂y(µ < v2 >) + fµ < u > = −∂y

∫ z2

z1

dz P − ∂y z1 P|z1
+

+ ∂y z2 P|z2
(1.15)

∂tµ+ ∂x(µ < u >) + ∂y(µ < v >) = 0 (1.16)En supposant que les variations de toutes les variables sont faibles dans la dire
tionverti
ale (hypothèse de quasi-bidimensionnalité), les 
orrélations peuvent être dé
ouplées :
< uv >≈< u >< v >, < u2 >≈< u >< u >, < v2 >≈< v >< v > . (1.17)En posant ρ̄ = 1

z2−z1

∫ z2

z1
dz ρ, µ = ρ̄(z2 − z1), et en omettant les 
ro
hets on arrive à

ρ̄(z2 − z1)(∂tvh + vh∇h.vh + f ẑ × vh) = −∇h(−gρ̄
(z2 − z1)

2

2
+ (z2 − z1) P|z1

) −
−∇hz1 P|z1

+ ∇hz2 P|z2
. (1.18)où vh est le ve
teur (u, v) et ∇h est l'opérateur gradient horizontal, en supposant que ρ̄est 
onstant. En 
onsidérant un fond plat en z1 = 0 et la surfa
e libre en z2 = h(x, y, t),on peut réé
rire (1.16) et (1.18) :

∂th + ∂x(hu) + ∂y(hv) = 0, (1.19)
∂tvh + vh.∇hvh + f ẑ × vh = −∇h(gh) (1.20)en supposant simplement que la pression à la surfa
e est nulle : P|z2

= 0.En présen
e d'une topographie z1 = Z(x, y) et on aboutit au système :
∂t(h− Z) + ∂x((h− Z)u) + ∂y((h− Z)v) = 0, (1.21)

∂tvh + vh.∇hvh + f ẑ × vh = −1

ρ̄
∇h(ρ̄gh) (1.22)En reprenant les notations de la dérivation standard (1.6-1.8), où H est l'épaisseur du�uide, le système (1.21-1.22) se réé
rit :

ut + uux + vuy − fv = −gHx − gZx, (1.23)
vt + uvx + vvy + fu = −gHy − gZy, (1.24)
Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0, (1.25)



28 Introdu
tionC'est 
ette forme qu'on l'utilisera à partir du 
hapitre 2.On a don
 montré que les équations de l'eau peu profonde en rotation modélisentl'évolution d'un �uide inhomogène moyenné sur la verti
ale, sous une seule hypothèse dequasi bidimensionnalité (les variations sont faibles dans la dire
tion verti
ale).Ce modèle présente l'avantage d'être simple tout en 
ontenant tous les ingrédientsessentiels pour l'étude de la dynamique des �uides en rotation, il in
lut notamment lese�ets non linéaires. L'intégration numérique est largement fa
ilitée, 
omparativement auxéquations primitives (1.1-1.5). Ce modèle est fréquemment utilisé pour des études 
on
ep-tuelles, notamment pour les études de stabilité sur le plan f [GKS82, PF03, PG97℄ etsur le plan β [Rip83℄, ou pour modéliser de façon simple la 
ir
ulation atmosphérique[Gil80, Nee89℄.Il est important de garder à l'esprit les limites de 
e modèle : il ne permet pas dedé
rire les é
oulements non hydrostatiques, il n'in
lut pas de thermodynamique et sareprésentation de la strati�
ation est rudimentaire. La dissipation peut être in
orporée defaçon standard en ajoutant les termes visqueux aux équations de quantité de mouvement(1.23, 1.24).Ce modèle peut également être interprété 
omme le modèle d'un �uide à gravité réduiteà une 
ou
he et demie, 
'est-à-dire un �uide à deux 
ou
hes dans la limite où une des 
ou
heest au repos et de profondeur in�nie. On obtient les équations du modèle à deux 
ou
hesen partant de l'équation (1.18) qu'on applique alors au �uide 
ontenu entre un fond etun toit rigide. On 
hoisit une surfa
e matérielle z = z2(x, y, t) = h(x, y, t) à l'intérieur du�uide et on 
onsidère deux 
ou
hes de �uide, l'une au-dessus et l'autre au-dessous de 
ettesurfa
e. La frontière inférieure de la 
ou
he du bas est z1 = 0, et la frontière supérieure dela 
ou
he du haut est Z3 = H . Partant de là, µ1 = ρ̄1 (z2 − z1) et µ2 = ρ̄2 (H − z2). Ave
(1.16) on obtient les équations d'évolution de l'interfa
e entre les deux 
ou
hes, tandis queles équations d'évolution de la quantité de mouvement s'obtiennent à partir de (1.18). Lemodèle de l'eau peu profonde en rotation à deux 
ou
hes est don
 :
∂th+ ∇.(v1 h) = 0, (1.26)

∂t(H − h) + ∇.(v2(H − h)) = 0, (1.27)
∂tvi + vi.∇vi + f ẑ × vi +

1

ρ̄i
∇πi = 0, i = 1, 2 (1.28)

π1 = (ρ̄1 − ρ̄2)gh+ π2 (1.29)où les indi
es 1 (2) désignent la 
ou
he inférieure (supérieure) respe
tivement et Π2 estla valeur de la pression à la frontière supérieure. On obtient le modèle à gravité réduite àune 
ou
he et demie en prenant la limite v2 → 0 et h≪ H :
∂th + ∇(v h) = 0, (1.30)

∂tv + v.∇v + f ẑ × v + g′∇h = 0, (1.31)où g′ = ρ̄1−ρ̄2

ρ̄1
g est appelée la gravité réduite.C'est à dire que lorsqu'on 
onsidère un �uide à deux 
ou
hes dont l'une est en mou-vement (de densité ρ1) et située au dessous de la se
onde (de densité ρ2) supposée aurepos et de profondeur très grande devant la profondeur de la 
ou
he en mouvement, les
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rivant le �uide dans la 
ou
he en mouvement sont 
elles de u modèle de l'eaupeu profonde en rotation ave
 la gravité g rempla
ée par la gravité réduite g′.De la même façon 
onsidérer la 
ou
he inférieure au repos et de profondeur très grandedevant la profondeur de la 
ou
he supérieure. On obtiendra alors pour la 
ou
he supérieurea
tive le même système d'équations (1.30-1.31) ave
 la gravité réduite par g′′ = ρ̄1−ρ̄2

ρ̄2
g aulieu de g′.On voir don
 qu'on peut donner deux interprétations aux phénomènes étudiés dansle modèle de l'eau peu profonde en rotation. On peut par exemple transposer les résul-tats obtenus en eau peu profonde à la 
ou
he super�
ielle de l'o
éan en supposant que la
ou
he au repos est 
onstituée par le �uide se trouvant au dessous de la thermo
line, eten modi�ant la valeur de g pour 
elle de g′′.1.2.2 Séparation dynamique des mouvements tourbillonnaires etondulatoiresUne loi de 
onservation lagrangienne est présente dans le modèle de l'eau peu profonde,qui est une 
ara
téristique importante des systèmes strati�és en rotation. L'invariantlagrangien est la vorti
ité potentielle q = vx−uy+f

h
:

dq

dt
= 0. (1.32)où d

dt
= ∂

∂t
+ u ∂

∂x
+ v ∂

∂y
. Un in
onvénient de la vorti
ité potentielle est qu'elle n'est pasnulle en l'absen
e de mouvement. On dé�nira don
 généralement l'anomalie de vorti
itépotentielle en soustrayant à la vorti
ité potentielle 
omplète la vorti
ité potentielle del'état de repos. Ainsi la 
onservation de la vorti
ité potentielle nous donne une visionintuitive de la dynamique dans le modèle de l'eau peu profonde : des 
olonnes de �uidesde profondeur variable se dépla
ent horizontalement de sorte que 
haque 
hangement deprofondeur soit 
ompensé par un 
hangement de la vorti
ité absolue vx − uy + f (et vi
eversa).Nous allons nous pla
er dans le 
adre de la version linéaire de 
e modèle pour mettreen éviden
e la séparation dynamique qui existe entre mouvements lents et équilibrés etmouvements rapides et non-équilibrés. Pour 
ela, on linéarise les équations (1.6)-(1.8)autour d'un état de repos : H = cte = H0, u = v = 0. On note u′, v′ et η les perturbationsde la vitesse zonale, de la vitesse méridienne et de la hauteur de �uide respe
tivement.Les équations linéarisées s'é
rivent :

u′t − fv′ = −gηx (1.33)
v′t + fu′ = −gηy (1.34)

ηt +H0u
′
x +H0v

′
y = 0. (1.35)En 
her
hant des solutions de la forme (u′0, v
′
0, η0) expi(kx+ly−ωt) on obtient la 
onditionde solvabilité du système :

ω (ω2 − f 2 − gH0(k
2 + l2)) = 0. (1.36)Cette relation de dispersion a deux types de solutions :
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tion� ω = ±
√
f 2 + gH0(k2 + l2)� ω = 0La vorti
ité potentielle linéarisée s'é
rit :

vx − uy + f

h

∣∣∣
lin

=
f

H0
+
v′x − u′y
H0

− f η

H2
0

(1.37)Le terme f
H0

existe quel que soit le mouvement, on dé�nira don
 l'anomalie de vorti
itépotentielle 
omme qa = q|lin − f
H0
. I
i qa =

v′x−u′

y

H0
− f η

H2
0

.La première et la deuxième solution dé
rivent des ondes propagatives d'inertie-gravité :leurs for
es de rappel sont la for
e de Coriolis et la gravité. Elles sont dispersives et àdivergen
e non nulle. On remarque que pour 
es deux solutions l'anomalie de vorti
itépotentielle est nulle : qa = 0. Cela signi�e que les ondes d'inertie-gravité ne portent pasde vorti
ité potentielle, dans le 
adre de 
e modéle linéaire.La dernière solution ne véri�e pas la même propriété d'annulation de l'anomalie dela vorti
ité potentielle linéarisée que les deux premières. Cette solution 
onstitue don
 lapartie vorti
ale de l'é
oulement. La nullité de ω signi�e que la solution est stationnaire.Ainsi l'évolution de la partie vorti
ale de l'é
oulement sera né
essairement nonlinéaire.On voit don
 apparaitre la séparation dynamique entre les mouvements lents et lesmouvements rapides dans le modèle de l'eau peu profonde en rotation. La rotation estresponsable du trou spe
tral existant entre d'une part les mouvements vorti
aux lents à
ω = 0 et d'autre part les ondes rapides, d'inertie-gravité, à ω2 = f 2 + gH0(k

2 + l2).La 
onnaissan
e de 
ette séparation dynamique permet de dériver des modèles sim-pli�és à partir des équations 
omplètes en se restreignant aux é
helles de temps longues.Un exemple d'un tel modèle est le modèle quasi-géostrophique (QG), qui est largementutilisé pour l'analyse de pro
essus parti
uliers dans l'o
éan ou dans l'atmosphère autantque pour l'étude globale de la dynamique du 
limat. En parti
ulier, la première prévisionmétéorologique réussie a été réalisée à l'aide de 
e modèle.Nous nous intéresserons par 
ontre au modèle de l'eau peu profonde en rotation 
ompletpour étudier à la fois la dynamique lente et la dynamique rapide, ainsi que l'éventuelleintera
tion. L'analyse linéaire 
i-dessus suggère que la solution du problème aux valeursinitiales ave
 une perturbation initiale lo
alisée 
onsistera dans 
e modèle, en général, endes ondes d'inertie-gravité s'éloignant de la perturbation initiale et laissant derrière ellesla 
omposante vorti
ale quasi-stationnaire. Il s'agit du pro
essus de relaxation vers l'étatd'équilibre géostrophique, nommé plus simplement ajustement géostrophique.1.3 Ajustement géostrophiqueUne propriété très spé
i�que du modèle de l'eau peu profonde est l'existen
e d'uneé
helle de longueur interne qu'on appelle le rayon de déformation de Rossby : Rd =
√

gH0

f
.Pour les mouvements ayant une seule é
helle de vitesse U et une seule é
helle de longueur

L, les paramètres adimensionnés suivants peuvent être introduits :Ro =
U

f L
, Bu =

R2
d

L2
, (1.38)



1.3 Ajustement géostrophique 31qui sont les nombres de Rossby et de Burger, et le paramètre de nonlinéarité λ = ∆H
H0

où
∆H est le dépla
ement 
ara
téristique de la surfa
e libre. Le temps 
ara
téristique desmouvements vorti
aux est T = L/U (temps de retournement d'un tourbillon) et ainsipour les mouvements lents le nombre de Rossby, qui est le rapport de la fréquen
e deretournement d'un tourbillon au double de la fréquen
e de rotation terrestre, est petit.Les équations de l'eau peu profonde en rotation adimensionnées pour un dépla
ementde la surfa
e libre η pour les mouvements d'é
helles 
ara
téristiques L, T et U sont :Ro(ut + uux + vuy) − v = −λBuRo ηx (1.39)Ro(vt + uvx + vvy) + u = −λBuRo ηy (1.40)

ληt + ((1 + λη)u)x + ((1 + λη)v)y = 0. (1.41)Ainsi pour les nombres de Rossby petits, l'a

élération de Coriolis domine dans lemembre de gau
he de (1.39)-(1.40). Pour équilibrer l'a

élération de Coriolis il faut quela relation entre les paramètres, λBu = O(Ro), soit véri�ée. Dans 
e 
as, l'équilibregéostrophique
−fv = −gηx, (1.42)
+fu = −gηy (1.43)apparaît à l'ordre dominant en nombre de Rossby. Comme mentionné dans la partie1.1, les mouvements à l'é
helle synoptique dans l'atmosphère et l'o
éan sont pro
hes del'équilibre géostrophique (1.42)-(1.43). Le mé
anisme physique amenant à 
et équilibre1est l'ajustement géostrophique, ave
 l'émission d'ondes d'inertie-gravité.Le pro
essus d'ajustement se déroule de la façon suivante [Blu72℄ : le �uide, une foisperturbé de son état d'équilibre, se réarrange rapidement (en quelques périodes inertielles)pour trouver un état d'équilibre. Au 
ours de 
e réarrangement, des ondes sont émises quise dispersent et se propagent en laissant derrière elles la partie ajustée de l'é
oulement quiévolue lentement. Ce pro
essus, au moins pour les petits Ro, est universel et a

ompagela relaxation de toutes les perturbations.La première étude de l'ajustement géostrophique a été réalisée par Rossby [Ros37℄ dansle 
adre des équations de l'eau peu profonde en rotation. En 
onsidérant que le vent a misen mouvement la 
ou
he o
éanique super�
ielle, il a montré que des 
onditions initialesnon géostrophiques ex
itent des ondes d'inertie-gravité transitoires qui redistribuent lamasse et la quantité de mouvement pour établir �nalement un état stationnaire (pour unprobleme indépendant d'une 
oordonnée spatiale horizontale) en équilibre géostrophique.Des exemple de perturbations provoquant des ajustements géostrophiques sont� dans l'o
éan : le for
age des 
ou
hes super�
ielles de l'o
éan par le vent [Ros37℄,notamment le passage d'un 
y
lone au dessus d'un o
éan [Gei70℄, des événementsde pré
ipitations lo
alisés 
réant une anomalie de densité en surfa
e d'un plan d'eau,un 
hau�age inhomogène provoquant l'apparition d'un gradient de densité [Ou84℄,� en hydraulique : une rupture de barrage [HKP99, LSRZ04℄,� dans l'atmosphère : les épisodes de frontogenèse [BW95℄, les perturbations du jetstream [FL92℄ ou la réponse à un 
hau�age lo
alisé instantané [CB01℄.1Rappelons qu'un état équilibré d'un système est un état indépendant du temps et de l'histoire dusystème, qui sera atteint au 
ours d'une expérien
e si on attend su�samment longtemps



32 Introdu
tionLe modèle linéaire de l'eau peu profonde en rotation permet de 
omprendre assezsimplement le déroulement de 
e pro
essus, et parti
ulièrement de mettre en éviden
el'é
helle spatiale de l'ajustement : le rayon de déformation de Rossby Rd [Gil82℄.Mais, 
omme on l'a vu dans la partie 1.2, l'évolution de la 
omposante vorti
ale del'é
oulement est né
essairement nonlinéaire.L'ajustement nonlinéaire dans le modèle de l'eau peu profonde a été l'objet de nom-breuses études depuis les travaux de Rossby [Ros37℄, [Blu72℄ jusqu'à aujourd'hui. Lesétudes du pro
essus nonlinéaire ont d'abord montré que le temps d'ajustement né
essairepour atteindre un état appro
hé de l'équilibre géostrophique est plus long que 
e qui estprévu par l'analyse linéaire [Blu67℄ et que pour une perturbation bornée horizontalement,la répartition de l'énergie au 
ours de l'ajustement est di�érente dans le pro
essus linéaireet dans le pro
essus nonlinéaire : pour une perturbation positive (négative) de la profon-deur initiale, l'état �nal nonlinéaire a plus (moins) d'énergie que l'état �nal linéaire [BT95℄.Kuo et Polvani [KP00℄ ont montré que l'ajustement géostrophique nonlinéaire 
onduità une asymétrie de l'état ajusté selon que la perturbation initiale est un 
y
lone ou unanti
y
lone. Ils ont également montré que l'ajustement géostrophique nonlinéaire peutdéformer irréversiblement les 
ontours de la vorti
ité potentielle : l'ajustement est don
un mé
anisme permettant les 
hangements irréversibles de vorti
ité potentielle.Kuo et Polvani ont aussi étudié l'ajustement géostrophique nonlinéaire à une dimensiondans le modèle de l'eau peu profonde [KP97℄. Ils ont montré que des dis
ontinuitiés seforment même en présen
e des e�ets dispersifs de la rotation, et ne sont pas simplementdes résultats de la dis
ontinuité de la perturbation initiale. La 
ombinaison de la rotationet de la nonlinéarité produit des phénomènes qui ne sont pas présents en leur absen
e :la formation de 
ho
s multiples et leur dé
lin subséquent. Pour répondre à la question desavoir 
ombien de temps dure le pro
essus d'ajustement, ils ont réalisé plusieurs mesurespour aboutir à la 
on
lusion que l'anomalie de l'élévation de la surfa
e libre s'ajuste enquelques périodes inertielles et les vitesses, quant à elles mettent plus de temps.Zeiltin, Medvedev et Plougonven [ZMP03℄ ont donné dans 
e même 
adre (modèlede l'eau peu profonde à 1 dimension) une preuve de l'existen
e et de l'uni
ité de l'étatajusté pour des 
on�gurations où la vorti
ité potentielle initiale est non négative. Ilsont montré que pour des perturbations su�samment petites l'ajustement est toujours
omplet. Des expérien
e numériques [BLZ04℄ ont 
omplété 
e travail en montrant quepour des 
onditions initiales lo
alisées dans le domaine ouvert, un état ajusté est toujoursatteint. C'est le 
as même lorsque la vorti
ité potentielle n'est pas dé�nie positive, alorsqu'il n'y a au
une preuve d'existen
e d'un état ajusté. L'ajustement de la partie vorti
alede l'é
oulement est rapide, il se fait en quelques périodes inertielles. Les os
illations quasi-inertielles, qui ne portent pas de vorti
ité potentielle perdurent longtemps au voisinagedu 
oeur du jet. Elles représentent une partie "onde longue" de la perturbation initialeet dé
roissent en t−1/2. Pour les ajustements dans des domaines ouverts et périodiques,ils montrent que la formation de 
ho
s est omniprésente. Les 
ho
s dissipent l'énergiee�
a
ement, mais la distribution de vorti
ité potentielle n'est pas 
hangée au passage des
ho
s dans le 
as d'é
oulements stri
tement re
tilinéaires.La théorie de l'ajustement géostrophique non linéaire de perturbations lo
alisées ar-bitraires dans le modèle de l'eau peu profonde (2 dimensions) a été étudiée par Reznik,Zeiltin et Ben Jelloul [RZBJ01℄. Dans 
e papier, les seules hypothèses sont que l'é
helle



1.4 Ajustment géostrophique en présen
e de guides d'ondes 33de la perturbation soit bien dé�nie et que le nombre de Rossby Ro soit petit. En utili-sant un développement multi é
helle temporelles systématique pour la perturbation, ilsont montré que le 
hamp est séparé de fa
on unique en une 
omposante lente et une
omposante rapide. La 
omposante lente du mouvement n'est pas in�uen
ée par la 
om-posante rapide et reste pro
he de l'équilibre géostrophique. Le s
énario de l'ajustementdépend de l'é
helle 
ara
téristique et / ou de l'élévation relative initiale de la surfa
e.Pour des petites élévations relatives (de l'ordre du nombre de Rossby), l'évolution de la
omposante lente est régie par l'équation bien 
onnue de la vorti
ité potentielle géostro-phique sur les temps t ≤ (fRo)−1. La 
omposante rapide 
onsiste prin
ipalement en desondes d'inertie-gravité linéaires s'éloignant rapidement de la perturbation initiale. Pourdes grandes élévations relatives, le 
hamp lent est gouverné par l'équation de la dyna-mique frontale géostrophique. La 
omposante rapide dans 
e 
as est un paquet lo
aliséspatialement d'os
illations inertielles 
ouplé à la 
omposante lente de l'é
oulement. Sonenveloppe subit une modulation lente et obéit à une équation de modulation du type del'équation de S
hrodinger dé
rivant l'adve
tion et la dispersion du paquet. En fon
tiondu pro�l de la 
omposante lente le piégeage des os
illations inertielles peut avoir lieu.La raison physique pour la séparation lente / rapide est la 
onservation de la vorti
itépotentielle, le fait que les ondes d'inertie-gravité ne portent pas de vorti
ité potentielle etle gap dans le spe
tre des petites perturbations dans l'eau peu profonde en rotation quien parti
ulier bloque la radiation de Lighthill d'ondes d'inertie-gravité.Des mesures quantitatives de la vorti
ité potentielle et de l'équilibre de l'é
oulementaprès l'ajustement géostrophique ont été réalisées par Stegner et al [SBAP04℄ : le pro-�l de densité et l'énergie potentielle de l'état ajusté moyen observé dans les expérien
essont en a

ord ave
 les prédi
tions de la théorie de l'ajustement non dissipatif standard.L'énergie 
inétique de l'état ajusté et l'énergie transférée aux ondes d'inertie-gravité sontsigni�
ativement réduits par les pro
essus dissipatif qui se produisent durant la premierepériode inertielle, au niveau du front de densité.Dans l'o
éan et l'amosphère réels, le plan in�ni qui a été utilisé pour les études 
itées
i-dessus n'existe pas. Les �uides au 
ours de leur évolution ren
ontrent des obsta
les àleur évolution "libre". Les obsta
les les plus répandus sont les 
�tes, les topographies et lesforts gradients de densité. La 
ara
téristique 
ommune à 
es obsta
les est leur propriétéde guide d'ondes. Une nouvelle 
lasse de mouvement existe alors : les ondes piégées par
es guides d'ondes. Dans 
ette thèse on se pose la question de savoir 
omment le pro
essusd'ajustement est modi�é lorsque des guides d'ondes sont présents, et don
 que des ondespiégées viennent 
ompléter l'ensemble des mouvements possibles.
1.4 Ajustment géostrophique en présen
e de guides d'ondesDi�érents guides d'ondes existent dans l'o
éan et dans l'atmosphère. Nous allons ex-poser et illustrer par des exemples les piégeages qui sont étudiés dans 
e travail de thèse.Nous verrons alors pour 
ha
un de 
es mé
anismes de piégeage, 
omment ils peuventmodi�er le s
énario 
onnu de l'ajustement géostrophique non linéaire.
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tion1.4.1 Guide d'ondes frontalL'interse
tion d'une surfa
e isopy
nale ave
 une interfa
e, un front de densité, 
onstitueun piège : le �uide est 
on�né entre la surfa
e isopy
nale et l'interfa
e. En l'absen
ede mé
anismes d'é
hange de masse, de quantité de mouvement et d'énergie, le �uidese trouvant o

lus dans le volume dé�ni par l'ensemble "isopy
ne+interfa
e �uide" ou"isopy
ne+surfa
e solide" est piégé. Par 
onséquent, les fronts de densité sont les guidesd'ondes pouvant exister dans 
e �uide.Dans l'o
éan, lorsqu'une isopy
ne interse
te la surfa
e libre, on parle d'"out
ropping"et lorsqu'une isopy
ne interse
te le fond o
éanique on parle d'"in
ropping". Ces termesn'ayant pas d'équivalent 
on
is en français, on les utilisera dans le texte. Un piège "iso-py
nal" peut être l'o

uren
e d'un out
ropping 
omplet (= la surfa
e isopy
nale s'appuieentierement sur la surfa
e libre), 
e qui arrive lorsqu'un �uide peu dense se trouve sur unesuper�
ie limitée à la surfa
e de l'o
éan, par exemple lors d'un épisode de pré
ipitations,ou bien à grande é
helle, la langue d'eau 
haude de l'o
éan Pa
i�que équatorial Ouest enjeu dans le mé
anisme El Nino est en situation d'out
ropping par rapport aux eaux plusfroides à l'Est [Phi89℄.L'o

uren
e d'un in
ropping 
omplet (= la surfa
e isopy
nale s'appuie entièrement surle fond) 
onstitue au même titre un piège ispoy
nal. Cette situation est fréquente pour les
ourants d'eau profonde, notamment au passage de détroits [Smi76℄. D'autres exemplessont les �laments denses qui se forment après que des masses d'eaux soit des
endues lelong des pentes 
ontinentales vers l'o
éan profond [Con95℄ et les bulles froides isolées surle fond o
éanique. Ces dernières peuvent transporter des anomalies de températures surquelques milliers de kilomètres depuis leur origine [Nof83℄.La dynamique des 
ourants denses en situation d'in
ropping est importante pour letransport de 
haleur et de masse dans l'o
éan. L'ajustement géostrophique nonlinéaired'une bulle froide en in
ropping, de profondeur 
onstante sur un disque, a été étudié nu-mériquement [MM00℄. Il a été mis en éviden
e que l'expansion radiale de l'é
oulementdépend du taux de rotation et que la dis
ontinuité de la profondeur du �uide etait rapi-dement rempla
ée par une transition dou
e jusqu'à la profondeur zéro.La prin
ipale 
ontrainte apportée par 
es pièges isopy
naux est que, 
omme le �uide,les ondes sont emprisonnées et ne peuvent s'éva
uer 
omme dans le s
énario 
lassiqued'ajustement géostrophique (se
tion 1.3) et don
 n'o�rent plus la possibilité d'éva
uerl'ex
édent d'énergie pour atteindre un état équilibré. C'est-à-dire que le �uide piégé nepeut interagir ave
 le �uide ambiant (par 
ontre, dans un modèle dont la représentationde la strati�
ation est plus sophistiqué, le mouvement piégé et le mouvement dans le�uide ambiant pourront é
hanger de l'énergie). On présume don
 que le s
énario 
onnude l'ajustement géostrophique nonlinéaire sera modi�é. C'est la modi�
ation apportéepar l'out
ropping ou l'in
ropping que nous souhaitons étudier en adressant les questionssuivantes :� Un état ajusté existe-t-il en situation d'in
ropping (ou out
ropping) 
omplet ?� Si oui, est-il stable ? En e�et Gri�ths, Killworth et Stern [GKS82℄ ont montré queles 
ourants équilibrés ave
 out
ropping 
omplets peuvent être instables et on peutse demander quel sera l'état �nal de l'ajustment si 
elui-
i est instable ?� Comment vont évoluer les ondes d'inertie-gravité, étant donné qu'elles ne peuvents'éva
uer ? Vont elles déferler et ainsi agir sur le mélange ? Vont elles interagir ave
l'é
oulement ajusté s'il existe ? Vont-elles 
ontribuer au transport ?



1.4 Ajustment géostrophique en présen
e de guides d'ondes 351.4.2 Guide d'ondes 
�tierLa présen
e d'une 
�te sur un référentiel en rotation joue un r�le pro
he d'un guided'onde, en le sens qu'il permet l'existen
e et la propagation d'ondes 
on�nées spatialement
ontre la 
�te : les ondes de Kelvin 
�tières. Ce sont des ondes non dispersives qui sepropagent le long de la 
�te, et dont l'amplitude dé
roit exponentiellement en s'éloignantde la 
�te, et qui ne portent pas d'anomalie de vorti
ité potentielle. La présen
e desondes de Kelvin 
�tières détruit le trou spe
tral dis
uté dans la partie 1.2. En e�et, lesondes de Kelvin 
�tières ne sont bien séparées des ondes d'inertie-gravité que pour lespetits nombres d'ondes. Le 
hamp de vitesse et l'élévation de la surfa
e libre de l'onde deKelvin sont en équilibre géostrophique, par 
onséquent 
ette onde appartient à la 
lassedes mouvements équilibrés.Dans l'o
éan, les 
�tes des 
ontinents jouent 
e r�le et dans l'atmosphère, les 
haînesmontagneuses ou la masse 
ontinentale 
�tière joue le r�le de 
�te pour l'é
oulement at-mosphérique [Gil77℄.Lors du pro
essus d'ajustement géostrophique linéaire en présen
e de bords, loin desbords l'ajustement géostrophique se déroule 
omme dans un domaine libre [Gil76, Gil82℄.Les ondes d'inertie-gravité émises, lorsqu'elles ren
ontreront le bord se ré�é
hiront etdonneront naissan
e à une onde de Kelvin qui se propagera le long du bord (en gardantle bord sur sa droite dans l'hémisphère Nord).L'ajustement géostrophique nonlinéaire près d'un bord a été étudié théoriquement par[RG02℄ à l'aide d'un développement asymptotique multi-é
helles en nombre de Rossby(Ro = ǫ). Ils ont 
onsidéré des 
onditions initiales dont l'é
helle spatiale est de l'ordre durayon de déformation, soit périodiques, soit de type "mar
he d'es
alier", soit lo
alisées.Dans 
haque 
as la perturbation initiale se sépare d'une façon unique en 
omposanteslentes (é
helle f−1) et rapides (é
helles ǫf−1). La 
omposante lente n'est pas in�uen
éepar la 
omposante rapide au moins pour les temps t ≤ (ǫf)−1 et reste pro
he de l'équi-libre géostrophique. La partie rapide 
onsiste prin
ipalement en des ondes d'inertie-gravités'éloignant rapidement de la perturbation initiale et d'ondes de Kelvin 
on�nées près dubord. Au 
ours du temps le pro�l de l'onde de Kelvin se distort à 
ause d' auto-intera
tionsnonlinéaires, la distortion étant dé
rite par une équation d'ondes simple. La présen
e del'onde de Kelvin n'empê
he pas la séparation entre 
omposante lente et rapide du mouve-ment, bien qu'au
un trou spe
tral entre les ondes de Kelvin et le mouvement lent n'existe.Nous souhaitons prolonger l'étude de Reznik et Grimshaw [RG02℄ pour des nonlinéa-rités plus fortes : soit en étudiant l'ajustement de perturbations d'amplitudes plus impor-tantes, soit en étudiant l'évolution sur des é
helles de temps plus longues. On souhaiteapporter les réponses aux questions suivantes :� Comment l'ajustement se déroule-t-il sur des temps plus longs ?� Quelles seront les 
onséquen
es du déferlement de l'onde de Kelvin 
�tière sur ladistribution de la vorti
ité potentielle ?� Comment l'onde de Kelvin 
�tière 
ontribuera-t-elle au mélange et au transport au
ours de son évolution nonlinéaire ?
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tion1.4.3 Guide d'ondes topographiqueEn général, les pièges de type "guide d'onde" sont 
onstitués par la variation d'unepropriété du milieu ambiant permettant la propagation d'ondes qui serait impossible enl'absen
e de 
ette variation. A proximité de la zone de variation, des ondes évanes
entesfont la jon
tion entre la zone où les ondes piégées peuvent exister et la zone où leurexisten
e est impossible. Les topographies lo
alisées, qui imposent à un �uide au reposune variation lo
alisée de son épaisseur sont des pièges de type "guide d'onde" [LM78℄.Les topographies o
éaniques supportent la propagation des ondes appelées ondes deRossby topographiques. Les topographies o
éaniques lo
alisées dans une dire
tion sont desguides d'ondes 
ar elles supportent la propagation des ondes de Rossby topographiquesalors que leur environnement pro
he, qui est à fond plat, ne permet l'existen
e de 
es ondes.Ainsi les ondes de Rossby topographiques sont piégées par les topographies lo
alisées dansune dire
tion et 
es ondes piégées sont aussi appelées ondes de Kelvin doubles. Par la suiteon nommera 
es ondes simplement ondes topographiques piégées.Les ondes topographiques se propagent à f/h 
onstant pour obéir à la 
onservationde la vorti
ité potentielle, 
'est-à-dire le long des lignes de profondeur 
onstante si on sepla
e sur le plan f . Elles ont été étudiées dans le modèle de l'eau peu profonde linéarisépar Longuet-Higgins, ave
 une topographie dis
ontinue (type mar
he d'es
alier) [LH68b℄et ave
 une topographie 
ontinue (es
arpement linéaire) [LH68a℄. L'amplitude des ondestopographiques piégées dé
roit exponentiellement quand on s'éloigne de la variation deprofondeur. C'est la dé
roissan
e exponentielle qui rappelle les ondes de Kelvin 
�tières(
f se
tion 1.4.2) et qui justi�e l'appellation onde de Kelvin double. C'est pour 
ela quele piégeage né
essite une topographie lo
alisée : si la topographie n'est pas lo
alisée, ellesupporte les ondes topographiques 
omme une 
omposante supplémentaire de mouvementmais ne présente pas une forme de piégeage. Les ondes topographiques piégées sont desondes lentes, en 
e sens que leur pulsation est toujours plus petite que f . La relation dedispersion des ondes topographiques linéaires est semblable à la relation de dispersion desondes de Rossby sur le plan β, 
e qui justi�e le nom d'ondes de Rossby topographiquessouvent utilisé (
f Fig. 4).L'e�et de la topographie domine sur l'e�et β lorsque Ro
l
> 1 où Ro est le nombre deRossby et l est l'é
helle horizontale de variation de la topographie. Et 
omme 1

l
∼ |Hy|

H
,
ela donne |Hy| > H

Ro
. Pour H ∼ 5 103m, Ro ∼ 106m, 
ela donne |Hy| ∼ 10−3. Cesarguments peuvent être étendus au 
as plus général où H = H(x, y). On 
on
lut don
 quela topographie prédomine sur l'e�et β lorsque |∇hH| > 10−3. Il y a beau
oup de régionsdans les o
éans où la pente du fond est supérieure à 10−3 , don
 l'in
lusion des variationsde la topographie dans l'étude des ondes barotropes planétaires est importante [LM78℄.A grande é
helle, les es
arpements reliants les plateaux 
ontinentaux aux grandsfonds, les dorsales o
éaniques et les es
arpements perpendi
ulaires aux dorsales o
éa-niques forment autant de guides d'ondes. Citons quelques exemples : l'es
arpement Men-do
ino dans le Pa
i�que Nord Est [Mys69℄, l'es
arpement Falkland dans l'Atlantique Sud[MNGH02℄ et l'es
arpement entre le plateau 
ontinental et les grands fonds en Australieoù les premières ondes piégées par la topographie ont été mesurées tournant autour del'Australie [LM78℄. Des ondes topographiques piégées ont notamment été mises en évi-den
e dans l'Atlantique Nord dans le travail de Wright et Xu [WX04℄.L'ajustement géostrophique linéaire en présen
e de topographie dis
ontinue a été étu-dié par Gill et al [GDJL86℄. Ils ont montré que lorsque la mar
he topographique est
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e de guides d'ondes 37perpendi
ulaire à la dis
ontinuité initiale de la surfa
e libre, l'ajustement donne naissan
eà des ondes topographiques qui se propagent le long de la mar
he et ainsi le jet géostro-phique qui se met en pla
e sur les régions à fond plat va être dévié le long de la mar
he,pour se propager en gardant l'eau peu profonde sur sa droite dans l'hémisphère Nord. Ilse forme don
 une sorte de langue de �uide qui se propage le long de la topographie, et ilsont montré que derrière 
ette langue il n'y avait pas de �ux de masse à travers la mar
he.L'ajustment géostrophique linéaire dans un �uide à 2 
ou
hes et en présen
e d'unes
arpement a été étudié par Willmott et Johnson [WJ95℄. Ils ont montré que l'ajustementrapide inertiel n'est pas in�uen
é par la topographie et sur des é
helles de temps longues, ily a émission d'ondes de Rossby topographiques le long de la mar
he. Un état stationnaireest atteint (
omme dans [GDJL86℄) dans lequel le �uide est en équilibre géostrophique dansles deux 
ou
hes, mais dans la 
ou
he inférieure le �uide ne traverse pas l'es
arpement,par 
ontre le �uide dans la 
ou
he supérieure traverse la mar
he et 
'est là la nouveautépar rapport à [GDJL86℄ où au
un �uide ne traversait la mar
he.Par ailleurs les travaux de Johnson et Davey [JD90℄ 
on
ernant l'ajustement linéairesur une mar
he d'es
alier très peu profonde d'une perturbation de très petite amplitude enprésen
e d'une 
�te ont montré que si les ondes topographiques se propagent en s'éloignantde la 
�te, 
elui-
i in�uera peu sur l'é
oulement. A l'opposé si les ondes topographiquesse propagent en dire
tion de la 
�te, une 
ou
he limite se formera à la jon
tion entre lamar
he et la 
�te.L'ajustement géostrophique linéaire en présen
e d'un es
arpement topographique àpro�l linéaire a été étudié par Allen [All96℄. Elle a 
onsidéré l'ajustement d'une dis
on-tinuité de la surfa
e libre perpendi
ulaire à l'es
arpement topographique. La di�éren
efondamentale ave
 la topographie dis
ontinue [GDJL86℄ est que les ondes topographiquesi
i ont une stru
ture modale à travers la pente et que 
es ondes-
i peuvent propagerl'énergie dans les deux sens le long de la mar
he. L'état stationnaire �nal est du mêmetype qu'ave
 la topographie dis
ontinue : la pente sépare l'é
oulement dans 
ha
une desrégions à fond plat. Elle a aussi dé
rit le mouvement transitoire à l'aide de simulationsnumériques linéaires.Nous souhaitons étendre le travail d'Allen [All96℄ en étudiant la dynamique non li-néaire du pro
essus d'ajustement géostrophique en présen
e d'un es
arpement linéaire.Les questions qu'on pose sont les suivantes :� Quelle est l'é
helle de temps du pro
essus d'ajustement ?� Quelle est l'évolution non linéaire des ondes piégées ?� Quel r�le jouent-elles dans le mélange et le transport ?1.4.4 Guide d'ondes équatorialJusqu'à présent nous avons dis
uté de la dynamique dans l'approximation du plantangent dans les latitudes tempérées (plan f). Le paramètre de Coriolis est positif dansl'hémisphère Nord, négatif dans l'hémisphère Sud et s'annule à l'équateur. Dans la régionéquatoriale, pour prendre en 
ompte l'e�et de la for
e de Coriolis, il faut faire l'approxi-mation du plan β, 
ar l'approximation du plan f ne donne plus que f = 0. Sur le plan
β, les ondes de Rossby, aussi appelées ondes planétaires, peuvent se propager. Dans l'ap-proximation du plan β équatorial, le paramètre de Coriolis s'é
rit f = βy. Cette formedu paramètre de Coriolis implique que les ondes équatoriales sont piégées à l'équateur
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tionave
 des dé
roissan
es en e−y2 [Gil82℄. L'équateur agit 
omme un guide d'ondes. L'ajuste-ment géostrophique à l'équateur sera di�érent de l'ajustement sur le plan f aux moyenneslatitudes 
ar les ondes, et don
 l'énergie, ne peuvent s'éva
uer vers y → ±∞.Il est essentiel de remarquer qu'à l'équateur l'équilibre géostrophique ne peut avoir lieuque pour un é
oulement dont l'é
helle zonale est très grande devant l'é
helle méridienne( 
f équations (1.42-1.43)).Le modèle de l'eau peu profonde en rotation sur le plan β équatorial s'é
rit :
ut + uux + vuy − β y v = −gHx (1.44)
vt + uvx + vvy + β y u = −gHy (1.45)
Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0. (1.46)et les ondes linéaires solution de 
es équations linéarisées autour de l'état de repos sont(voir Fig. 1.6) :� les ondes de Kelvin : 
e sont les solutions non dispersives (ω = k)à v = 0,� les ondes de Yanai : 
e sont les solutions dont la vitesse de groupe est toujourspositive, leur relation de dispersion est ω = k/2 ±

√
k2

4
+ 1� les ondes de Rossby et d'inertie-gravité ont leur relation de dispersion donnée par :

ω3 − (k2 + (2n + 1))ω − k = 0, elles sont dispersives. Les ondes de Rossby sont lesondes dont la vitesse de phase est toujours négative.
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Fig. 1.6 � Relation de dispersion des ondes équatoriales où l'unité de longueur est √√
gH
βet l'unité de temps est 1√

2β
√

gH
.L'ajustement géostrophique nonlinéaire à l'équateur a été étudié pour une perturba-tion lo
alisée dont le rapport d'aspe
t de l'é
helle méridionale à l'é
helle zonale est petit[LSRZ04℄. Ils proposent une théorie asymptotique pour les faibles nombres de Rossby,ave
 une 
lassi�
ation des di�érents s
énarios d'ajustement en fon
tion du rapport entrenombre de Rossby et rapport d'aspe
t de la perturbation. Le défèrlement des ondes deKelvin limite rapidement la validité de la théorie asymptotique, ils ont don
 utilisé dessimulations numériques pour étudier les e�ets nonlinéaires. Les simulations ont 
on�rmé



1.5 Questions 39les résultats de la théorie mais ont aussi mis en éviden
e d'autres e�ets, notamment la�ssion d'un paquet d'ondes de Rossby fortement nonlinéaire en une séquen
e de modonséquatoriaux, ou la formation d'un jet dans le sillage de l'onde de Kelvin qui déferle.Nous souhaitons étudier le pro
essus d'ajustement géostrophique à l'équateur d'uneperturbation d'un é
oulement en situation d'out
ropping 
omplet, 
ar le r�le des ondesde Kelvin, Rossby et inertie-gravité dans 
ette situation ne sont pas 
onnus. Le piègeisopy
nal empê
hera l'éva
uation de l'énergie par les ondes d'inertie-gravité qui serontelles aussi piégées. On pose don
 les questions suivantes :� Quelles sont les é
helles de temps asso
iées au pro
essus d'ajustement ?� Quel est l'état �nal de l'ajustement ?� Un état ajusté stationnaire existe-t-il ?� Comment évolueront les ondes d'inertie-gravité ? Interagiront-elles la partie lente del'é
oulement ? Parti
iperont-elles au transport et au mélange ?1.5 QuestionsConnaissant le pro
essus d'ajustement géostrophique non linéaire en l'absen
e de mé-
anisme de piégeage d'ondes, nous venons de passer en revue quatre types de piégesomniprésents dans la nature. Le pro
essus d'ajustement géostrophique sera modi�é par lepiégeage d'ondes.Les questions auxquelles nous souhaitons répondre dans 
e travail de thèse sont lessuivantes :Dans le pro
essus d'ajustement géostrophique en présen
e de mé
anisme de piégeage :� La séparation dynamique entre mouvement lent et mouvement rapide persiste-t-elle ?� Quel est l'état �nal de l'ajustement ?� Un état ajusté est il atteint ?� Quelle est le temps de relaxation ?Con
ernant les ondes piégées :� Quelle est leur évolution non linéaire ?� De quelle façon 
ontribuent-elles au transport et au mélange ?� Par exemple, déferleront-elles ?Les états ajustés en présen
e de piégeage, s'ils existent :� Sont-ils stables ?� Que se passe-t-il lorsque l'état ajusté est instable ? L'état ajusté est-il atteint ?Pour répondre à 
es questions, nous utiliserons le modèle de l'eau peu profonde, pré-senté dans la partie 1.2. Il permet d'introduire la topographie, l'out
ropping/in
ropping(représenté par le déssè
hement) et les 
�tes. Nous pourrons utiliser des développementsasymptotiques multi-é
helles pour étudier les é
oulements faiblement non linéaires. Pourles non linéarités plus fortes, nous utiliserons une méthode numérique aux volumes �nis. Ils'agit d'une 
lasse de s
hémas aux di�éren
es �nies développées pour traiter le problème



40 Introdu
tionde Cau
hy d'un système d'équations aux dérivées partielles hyperboliques 
omme 
elui dela dynamique des gaz 
ompressibles [Lev02℄. L'avantage prin
ipal de 
ette méthode estde tirer parti de l'existen
e d'une formulation 
onservative des équations (1.6-1.8) pourtraiter les dis
ontinuités éventuelles (déferlements), et que les 
onditions aux limites setraitent simplement. Cette méthode nous permet de simuler le modèle de l'eau peu pro-fonde en rotation, ave
 les e�ets de la topographie et du déssè
hement. Nous pourronsutiliser des 
onditions aux bords du type �éponge� ou bord solide, pour simuler soit l'eaulibre soit une 
�te. Pour les études de stabilité linéaires, nous utiliserons une méthodepseudo-spe
trale de 
ollo
ation.Nous présentons 
es méthodes numériques dans le 
hapitre suivant.



Chapitre 2Outils de modélisation numérique pourl'eau peu profonde en rotationPour l'ensemble des travaux qui seront présentés dans 
ette thèse, nous avons 
hoisid'utiliser le modèle de l'eau peu profonde en rotation sur le plan f (ou sur le plan β) quenous avons prèsenté dans la partie 1.2 et dont nous rappelons les équations 
i-dessous :





ut + uux + vuy − fv = −gHx − gZx

vt + uvx + vvy + fu = −gHy − gZy

Ht + (Hu)x + (Hv)y = 0.
(2.1)On note en indi
es les dérivées partielles, x est la 
oordonnée zonale dirigée vers l'Est,

y est la 
oordonnée méridionale dirigée vers le Nord, u est la vitesse zonale, v est lavitesse méridionale, H(x, y) est la profondeur du �uide, Z(x, y) est la topographie, g estl'a

élération de la gravité et f est le paramètre de Coriolis, 
'est-à-dire le double du tauxde rotation de la terre à la latitude 
onsidérée. Les 
onditions aux limites dépendront duproblème traité : 
onditions périodiques, 
onditions de glissement sur une surfa
e solideou 
onditions 'éponge' simulant l'eau libre.Ce modèle 
ontient en e�et les ingrédients essentiels à notre étude : il in
lut les e�etsde la rotation, les e�ets nonlinéaires et permet aussi d'in
lure les e�ets de la topographieet les situations d'assè
hement (in
ropping/out
ropping).Pour l'étude des problèmes de stabilité linéaire nous utilisons une méthode pseudos-pe
trale de 
ollo
ation que nous présentons dans la partie 2.2.2.A�n d'étudier théoriquement les e�ets nonlinéaires, nous utilisons les développementsasymptotiques multi-é
helles lorsque l'é
oulement est faiblement non linéaire. Pour étudierdes non linéarités plus fortes, ou simplement pour suivre l'évolution sur des temps longs desé
oulements à non linéarités faibles, nous utilisons une méthode numérique aux volumes�nis que nous présentons 
i-dessous.2.1 Méthode aux volumes �nis pour les équations dif-férentielles hyperboliquesLe modèle de l'eau peu profonde s'ins
rit dans le 
adre des problèmes de propagation,régi par des équations quasilinéaires hyperboliques. Ces équations permettent à un 
hampinitiallement lisse de développer des 
ho
s, il est don
 né
essaire d'utiliser une méthode41



42 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotationnumérique spé
i�que. Nous présentons i
i la méthode numérique que nous utilisons dans
e travail de thèse. Nous 
ommençons par présenter la méthode du premier ordre entemps et en espa
e pour la résolution des équations à une dimension, sans rotation nitopographie. Nous introduirons ensuite brièvement les méthodes utilisées pour résoudreles équations du modèle bidimensionnel, et obtenir un s
héma à l'ordre deux en tempset en espa
e (partie 2.1.1,2.1.2). Dans la partie 2.1.3 nous introduirons en�n le s
hémaspé
i�quement 
hoisi pour le traitement de la topographie, de la rotation et des situationsd'assè
hement.2.1.1 Rappel sur les systèmes hyperboliquesUne équation di�érentielle du premier ordre est quasilinéaire si elle est linéaire en lapremière dérivée des variable dépendantes, ses 
oe�
ients pouvant dépendre des variablesdépendantes. Par dé�nition, un système quasilinéaire à une dimension est de la forme :
qt + A(q) qx = 0, t > 0, x ∈ R. (2.2)où q(t, x) ∈ R

p est un ve
teur à p 
omposantes et A(q) est une matri
e p× p dont 
haqueélément est une fon
tion lisse de q. Ce système est 
omplété par les 
onditions initiales
q(0, x) = q0(x). (2.3)Le système (2.2) est dit hyperbolique si pour n'importe quel q, A(q) est diagonalisable, queses valeurs propres sont toutes réelles et qu'elle possède un ensemble 
omplet de ve
teurspropres. Cette propriété est invariante lors d'un 
hangement de variables nonlinéaire.Une loi de 
onservation à une dimension s'é
rit :

qt(x, t) + f(q(x, t))x = 0 (2.4)
q est la quantité 
onservée, f(q) est la fon
tion �ux. Le système des équations de l'eau peuprofonde sans rotation et sans topographie à une dimension s'é
rit sous forme 
onservative(p = 2, q = (h, hu)) : {

∂th+ ∂x(hu) = 0,
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + 1
2
gh2) = 0.

(2.5)En présen
e d'une dis
ontinuité en x de q, l'équation aux dérivées partielles (2.4) n'estplus valable et doit être remplaçée par :
d

dt

∫ x2

x1

q(x, t)dx = f(q(x1, t)) − f(q(x2, t)). (2.6)où l'on a intégré (2.4) de part et d'autre de la dis
ontinuité. Les méthodes 
lassiques danslesquelles les dérivées sont appro
hées par des di�éren
es �nies ne sont pas utilisables prèsdes dis
ontinuités où l'équation di�érentielle n'est plus valable. Une méthode aux volumes�nis est basée sur la subdivision du domaine spatial en 
ellules et le maintien d'uneapproximation de l'intégrale de q sur 
ha
une de 
es 
ellules. Les valeurs de l'intégrale de
q sont modi�ées à 
haque pas de temps par les �ux à travers les bords des 
ellules selonla relation 2.6 et le problème primaire est de déterminer des fon
tions de �ux numériquesqui approximent les �ux 
orre
ts.



2.1 Méthode aux volumes �nis pour les équations di�érentielleshyperboliques 432.1.2 Des
ription de la méthode généraleLes s
hémas aux volumes �nis sont une 
lasse de s
hémas numériques développéespour traiter le problème de Cau
hy d'un système d'équations aux dérivées partielles hy-perboliques, 
omme 
elui de la dynamique des gaz 
ompressibles (voir [Lev02℄ pour uneintrodu
tion et un historique détaillés).Méthode de GodunovConsidérons une grille régulière de pas ∆x. On notera la i-ème 
ellule : Ci = (xi− 1

2
, xi+ 1

2
).On notera Qn

i la valeur appro
hée de la valeur moyenne sur la i-ème 
ellule au temps tn :
Qn

i ≈ 1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

q(x, tn)dx ≡ 1

∆x

∫

Ci

q(x, tn)dx (2.7)où ∆x = xi+ 1

2
− xi− 1

2
. La loi de 
onservation sous forme intégrale s'é
rit :
d

dt

∫

Ci

q(x, t)dx = f(q(xi− 1

2
, t)) − f(q(xi+ 1

2
, t)). (2.8)En intégrant (2.8) de tn à tn+1, on obtient :

∫

Ci

q(x, tn+1)dx−
∫

Ci

q(x, tn)dx =
∫ tn+1

tn
f(q(xi− 1

2
, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(q(xi+ 1

2
, t))dt (2.9)qui se réé
rit en divisant par ∆x :

1

∆x

∫

Ci

q(x, tn+1)dx =
1

∆x

∫

Ci

q(x, tn)dx− 1

∆x

[∫ tn+1

tn
f(q(xi− 1

2
, t))dt−

∫ tn+1

tn
f(q(xi+ 1

2
, t))dt

](2.10)Cela nous indique 
omment la moyenne sur une 
ellule de q devrait évoluer en un pas detemps. Cependant, en général, on ne peut évaluer exa
tement l'intégrale temporelle duterme de droite, 
ar q(xi± 1

2
) varie ave
 le temps le long de 
haque bord de la 
ellule eton ne dispose pas de la solution exa
te. Mais 
e
i suggère d'étudier le s
héma numériquesuivant :
Qn+1

i = Qn
i − ∆t

∆x
(F n

i+ 1

2

− F n
i− 1

2

) (2.11)où F n
i− 1

2

est une approximation du �ux moyen le long de x = x1− 1

2
:

F n
i− 1

2

≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn
f(q(xi− 1

2
, t))dt. (2.12)Dans un problème hyperbolique l'information se propage à une vitesse �nie, il est par
onséquent raisonnable de supposer qu'on peut obtenir F n

i− 1

2

à partir des valeurs de Qn
i−1et Qn

i , les moyennes sur les 
ellules de 
haque 
�té de l'interfa
e. On pourra alors utiliserune expression de la forme
F n

i− 1

2

= F(Qn
i−1, Q

n
i ) (2.13)où F est une fon
tion �ux numérique. La méthode (2.11) devient alors

Qn+1
i = Qn

i − ∆t

∆x

[
F(Qn

i , Q
n
i+1) −F(Qn

i−1, Q
n
i )
]
. (2.14)



44 Outils de modélisation numérique pour l'eau peu profonde en rotationSi on somme ∆xQn+1
i dans (2.11), on obtient
∆x

J∑

i=I

Qn+1
i = ∆x

J∑

i=I

Qn
i − ∆t

∆x
(F n

J+1/2 − F n
I−1/2). (2.15)La somme des �ux s'annule partout sauf aux extrémités, où il faudra pres
rire les 
ondi-tions aux bords.Solveurs de RiemannMaintenant le problème est de 
onstruire la fon
tion de �ux F . Selon la méthode de Godu-nov, nous pouvons le faire en 
al
ulant exa
tement l'intégrale dans (2.12) en remplaçantla fon
tion q(x, t) par une fon
tion 
onstante par mor
eau dé�nie à partir de (2.7). Ainsion réduit le problème initial 
ontinu (2.4) à une su

ession de problèmes lo
aux indépen-dants. Un tel problème est appelé problème de Riemann : il s'agit du problème de Cau
hyde 
ondition initiale :

q(x, 0) =

{
qg six<0
qd six>0Soit Qi et Qi+1 les moyennes sur deux 
ellules voisines sur une grille aux volumes �nis.En résolvant le problème de Riemann ave
 qg = Qi et qd = Qi+1, on peut alors 
al
uler le�ux numérique (2.12) et mettre à jour les moyennes sur les 
ellules après un pas de temps.Pour les problèmes hyperboliques, la solution du problème de Riemann est typiquementune solution de similarité, une fon
tion de x

t
seul, et 
onsiste en un jeu �ni d'ondes se pro-pageant depuis l'origine ave
 des vitesses 
onstantes. Numériquement, la solution exa
tede Riemann est souvent trop 
oûteuse à 
al
uler pour les problèmes nonlinéaires et dessolveurs de Riemann approximatifs sont utilisés. L'intérêt de l'appro
he de Godunov estde garantir la 
onservativité du s
héma (2.11).Nous devons 
hoisir un solveur de Riemann qui soit 
ohérent ave
 le système d'équa-tions original.Condition de 
ohéren
eLe �ux numérique doit approximer l'intégrale dans (2.12). Si la fon
tion q(x, t) ≡ q̄ est
onstante en x, alors q̄ ne va pas 
hanger au 
ours du temps et l'intégrale dans (2.12) seréduit à f(q̄). Par 
onséquent, si Qn

i−1 = Qn
i = q̄, on s'attend à 
e que la fon
tion �uxnumérique F se réduise à f(q̄), don
 on demande

F(q̄, q̄) = f(q̄) (2.16)pour toute valeur q̄. Lorsque 
ette relation est véri�ée on dit que le �ux numérique
F(Qg, Qd) est 
ohérent ave
 (2.4). On demande généralement aussi la 
ontinuité des �uxquand Qi−1 et Qi varient, de sorte que F(Qi−1, Qi) → f(q̄) quand Qi−1, Qi → q̄Deux autres propriétés du solveur de Riemann seront requises :� l'existen
e d'une relation d'entropie dis
rète, qui garantit la 
onvergen
e vers lessolutions faibles et qui est i
i simplement la 
ondition de dé
roissan
e de l'énergietotale,� la positivité de h pour que les situations d'assè
hement de h soient bient traitées.
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onverger seulement si son domaine de dépendan
e numé-rique 
ontient le domaine de dépendan
e de l'équation aux dérivées partielles, au moinsdans la limite où ∆t et ∆x tendent vers zéro. Le nombre CFL (pour Courant-Friedri
hs-Lewy) est dé�ni 
omme suit et doit véri�er
ν ≡ ‖ ū∆t

∆x
‖ ≤ 1 (2.17)(où ū est une approximation de la vitesse de propagation, 
al
ulée en terme de Qi et Qi+1).Le nombre CFL mesure la fra
tion d'une 
ellule dans laquelle l'information se propagependant un pas de temps. La relation (2.17) impose en pratique une limite supérieure aupas de temps ∆t, que l'on fait don
 varier au 
ours de la simulation en fon
tion de ū.Extension au 
as multidimensionnelLes méthodes dé
rites 
i-dessus peuvent aisément être adaptées au traitement du systèmebidimensionnel :

∂tQ+ ∂xf(Q) + ∂yg(Q) = 0 (2.18)où Q = (h, hu, hv) ave
 f(Q) = (hu, hu2 + 1
2
gh, huv) et g(Q) = (hv, huv, hv2 + 1

2
gh) àl'aide d'une méthode de séparation dimensionnelle : le problème multidimensionnel estsimplement séparé en une séquen
e de problème unidimensionnels (
f [Lev02℄).Corre
tions d'ordre supérieurNous avons présenté le s
héma numérique (2.11-2.13) de premier ordre en temps et enespa
e. On peut utiliser 
e s
héma 
omme point de départ pour 
onstruire un s
hémad'ordre supérieur en temps et en espa
e.Ordre supérieur en tempsNous 
hoisissons la méthode de Heun (
f [Bou04℄). Partons d'un s
héma d'Euler du type(2.11) :

Qn+1 = Qn + ∆t φ(Qn) (2.19)où Qn désigne le ve
teur d'état au temps n et φ un opérateur nonlinéaire. Le s
hémad'ordre (∆t)2 de Heun s'é
rit alors :
Q̃n+1 = Qn + ∆t φ(Qn), (2.20)
Q̃n+2 = Q̃n+1 + ∆t φ(Q̃n+1), (2.21)
Qn+1 = (Qn + Q̃n+2)/2. (2.22)Ordre supérieur en espa
eParmi les nombreuses appro
hes proposées pour obtenir des formulations d'ordre supérieuren espa
e pour les volumes �nis (PPM, ENO, WENO... 
f [Lev02℄), nous 
hoisissonsde nous restreindre au 
adre simple des re
onstru
tions d'ordre 2. Le but est d'obtenirun s
héma d'ordre (∆x)2 à partir d'un s
héma d'ordre ∆x. Nous adoptons la méthodedes limiteurs de pente. L'idée générale est de 
onstruire une approximation linéaire parmor
eaux de la solution (au lieu d'une aproximation 
onstante par mor
eaux dans les
héma à l'ordre 1). Dans 
haque 
ellule, l'état 
onstant Qi est rempla
é par deux sous-états Qi−1/4 et Qi+1/4 véri�ant :

Qi−1/4 = Qi −
∆x

2
δQi Qi+1/4 = Qi +

∆x

2
δQi (2.23)
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al
ulée 
omme :
δQi = minmod(

Qi −Qi−1

∆x
,
Qi+1 −Qi

∆x
), (2.24)ave
 la fon
tion minmod 
omme limiteur de pente :

minmod(x, y) =






min(x, y) si x, y ≥ 0
max(x, y) si x, y ≤ 0

0 sinon.A 
haque itération on utilise le s
héma (2.11) ave
 le �ux d'interfa
e
Fi+1/2 = F (Qn

i+1/4, Q
n
i+3/4) (2.25)Cette méthode fournit un s
héma d'ordre (∆x)2 et garantit la 
onservativité.S
héma d'adve
tionOn pourra ajouter un module permettant de 
al
uler l'adve
tion d'un 
hamp supplémen-taire, lorsqu'on souhaitera diagnostiquer le transport d'un tra
eur. Le tra
eur lagrangien

c véri�e :
∂tc + u∂xc = 0. (2.26)La quantité 
onservée est en fait C = ch : elle véri�e la loi de 
onservation

∂tC + ∂x(Cu) = 0. (2.27)qu'on va ajouter au système 2.5 et qui ne modi�era pas la solution des problèmes deRiemann (
f [Lev02℄).2.1.3 S
héma pour l'eau peu profonde en rotation ave
 topogra-phie et assè
hementNous présentons i
i le solveur de Riemann 
hoisi et les méthodes retenues pour traiterla topographie et la rotation.S
héma de relaxationPour 
al
uler les �ux numériques F , nous avons besoin de résoudre les problèmes deRiemann, à l'aide d'un solveur de Riemann appro
hé (moins 
oûteux numériquementqu'un solveur exa
t). Le solveur de Riemann est 
hoisi pour assurer la 
onvergen
e versles solutions faibles (solution du sytème 
onservatif présentant des dis
ontinuités) et la
onservation des états équilibrés. Nous utilisons un solveur de relaxation, dont le prin
ipeest le suivant (
f [Bou04℄) : on rempla
e le système de loi de 
onservation nonlinéaire dedimension p par un système quasilinéaire hyperbolique de dimension s > p ave
 un termesour
e de relaxation qui for
e rapidement l'une des variables vers une valeur d'équilibre.Sous 
ertaines 
onditions, il est possible d'appro
her la solution du problème de Riemanninitial par la solution du problème de Riemann de la partie homogène du système relaxé.Se reporter au livre de Bou
hut [Bou04℄ pour une des
ription détaillée du s
héma derelaxation de Sili
iu adapté pour le traitement des situations d'assè
hements que nous
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ourir à un solveur de Riemann nonlinéaire.Traitement des termes sour
esTopographieLe système de l'eau peu profonde en rotation ave
 topographie est un système quasilinéairehyperbolique. Il peut s'é
rire sous forme 
onservative. A une dimension il s'é
rit :
{
ht + (hu)x = 0,
(hu)t + (hu2 + gh2/2)x + hZx = 0,

(2.28)où Z(x)/g représente la topographie. Dans 
e système, les états stationnaires donnés par
u = 0, gh+Z = constante, jouent un r�le 
ru
ial. Un s
héma qui 
onserve les états station-naires à un niveau dis
ret est dit "bien équilibré". Depuis quelques années, beau
oup detravaux ont été fait sur le problème de trouver des s
hémas bien équilibrés pour résoudrele système (2.28). Selon Bou
hut [Bou04℄ de tels s
hémas peuvent s'é
rire (en 
onsidérantune grille régulière de pas ∆x et en notant la i-ème 
ellule : Ci = (xi− 1

2
, xi+ 1

2
)) :

Qn+1
i −Qn

i +
∆t

∆x
(Fi+1/2− − Fi−1/2+) = 0, (2.29)où Qn

i est une approximation pour Q = (h, hu) (la moyenne sur Ci au temps tn de lasolution Q que l'on souhaite appro
her), et les �ux numériques à gau
he (resp. droite)sont 
al
ulés 
omme
Fi+1/2− = Fg(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2), (2.30)
Fi−1/2+ = Fd(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2), (2.31)ave
 ∆Zi+1/2 = Zi+1 −Zi. Les �ux numériques Fg et Fd doivent satisfaire deux propriétésde 
ohéren
e. La première est la 
ohéren
e ave
 le terme 
onservatif,

Fg(Q,Q, 0) = Fd(Q,Q, 0) = F (Q) ≡ (hu, hu2 + gh2/2), (2.32)et la se
onde est la 
ohéren
e ave
 la sour
e,
Fd(Qg, Qd,∆Z) − Fg(Qg, Qd,∆Z) = (0,−h∆Z) + o(∆Z), (2.33)quand Qg, Qd → Q et ∆Z → 0. Une propriété générale que nous requérons est la 
onser-vation de la masse,
F h

g (Qg, Qd,∆Z) = F h
d (Qg, Qd,∆Z) ≡ F h(Qg, Qd,∆Z). (2.34)La propriété pour que 
e s
héma soit bien équilibré est que

Fi+1/2− = F (Qi), Fi+1/2+ = F (Qi+1) (2.35)lorsque
ui = ui+1 = 0, ghi+1 − ghi + ∆Zi+1/2 = 0. (2.36)Un s
héma 
ohérent équilibré peu 
oûteux, 
apable de traiter les é
oulement transsoniqueset les situations d'assè
hement h = 0, et qui satisait une inégalité d'entropie dis
rète aété proposé ré
emment par Audusse et al. [ABB+04℄ :
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



Fg(Qg, Qd,∆z) = F(Q∗
g, Q

∗
d) +

(
0

gh2
g/2 − gh2

g∗/2

)
,

Fd(Qg, Qd,∆z) = F(Q∗
g, Q

∗
d) +

(
0

gh2
d/2 − gh2

d∗/2

)
,où

Q∗
g = (hl∗ , hl∗ul), Q∗

r = (hr∗ , hr∗ur) (2.37)et
hl∗ = max(0, hl −max(0,∆Z/g)), hr∗ = max(0, hr −max(0,−∆Z/g)). (2.38)I
i, F est un �ux numérique 
ohérent satisfaisant une inégalité entropique pour le pro-blème homogène (i.e. ave
 Z = const) qui traite les situations d'assè
hement. Notre 
hoixi
i est un solveur de relaxation dé
rit dans [Bou04℄, mais d'autres 
hoix peuvent donnerdes résultats similaires.RotationLa méthode de la topographie apparente introduite dans [BLZ04℄ est générale et peutêtre utilisée pour traiter des termes sour
es génériques. Considérons pour notre problèmeles système des équations de l'eau peu profonde en présen
e de topographie et de la for
ede Coriolis : 




ht + (hu)x = 0,
(hu)t + (hu2 + gh2/2)x + hZx − fhv = 0,
(hv)t + (huv)x + fhu = 0,

(2.39)où Z = Z(x) et f = f(x). Maintenant les solutions stationnaires sont données par u = 0,
fv = (gh + Z)x. L'idée est d'identi�er les deux premières équations dans (2.39) à (2.28)ave
 une nouvelle topographie Z + B, où Bx = −fv. Mais v dépend du temps alors que
B devrait être indépendant du temps, don
 nous prenons Bn

x = −fvn et résolvons (2.28)sur l'intervalle de temps (tn, tn+1) ave
 la topographie Z +Bn.Au niveau dis
ret, nous pro
édons 
omme suit. On dé�nit
∆Bn

i+1/2 = −fi+1/2∆x
vn

i + vn
i+1

2
, (2.40)et on met à jour Q = (h, hu, hv) via

Qn+1
i −Qn

i +
∆t

∆x
(Fi+1/2− − Fi−1/2+) = 0, (2.41)ave


Fi+1/2− = (Fg(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2 + ∆Bn
i+1/2), F

hv
i+1/2−), (2.42)

Fi−1/2+ = (Fd(Qi, Qi+1,∆Zi+1/2 + ∆Bn
i+1/2), F

hv
i+1/2+), (2.43)où les �ux numériques Fg, Fd sont 
eux asso
iés au problème sans rotation vu pré
édem-ment. Le �ux de quantité de mouvement transverse a une dis
rétisation naturelle asso
iéeà la loi de 
onservation équivalente (h(v + Ω))t + (hu(v + Ω))x = 0, ave
 Ωx = f , qui est



2.2 Méthode de 
ollo
ation pour les problèmes de stabilité linéaire 49fortement liée à la loi de 
onservation de la vorti
ité potentielle. Cela donne la formulationnaturelle suivante :
(F hv

i+1/2−, F
hv
1+1/2+) =

{
(F h

i+1/2vi, F
h
i+1/2(vi − fi+1/2∆x)) si Fi+1/2 ≥ 0,

(F h
i+1/2(vi+1 + fi+1/2∆x), F

h
i+1/2vi+1) si Fi+1/2 ≥ 0,Ce s
héma est 
ohérent ave
 (2.39), et bien équilibré : il préserve les états stationnairesdis
rets satisfaisants ui = ui+1 = 0 et ghi+1−ghi+∆Z = fi+1/2∆x(vi+vi+1)/2. Le s
héma
onserve aussi la masse, il est 
apable de 
al
uler les situations d'assè
hement et satisfaitune inégalité d'entropie dis
rète.Conditions aux limitesLes 
onditions aux limites peuvent porter soit sur la solution elle-même, 
onditions detype Diri
hlet, soit sur ses dérivées, 
onditions de type Neumann. Il est généralementné
essaire de dé�nir des points de grille �
tifs, hors du domaine physique pour être enmesure de pres
rire les 
onditions aux limites. Nous utilisons un point de grille �
tif à
haque extrémité de 
haque dire
tion. C'est-à-dire que si le domaine physique est de taille

N × N 
ellules, le domaine numérique devra s'étendre sur N + 1 × N + 1 
ellules. Dansles travaux présentés dans les 
hapitres suivants, nous utilisons trois types de 
onditionsaux limites :� les 
onditions aux bords périodiques,� les 
onditions aux bords solides (ave
 glissement le long de la paroi solide),� les 
onditions de type éponge, simulant l'eau libre, qui laissent les ondes s'éva
uerdu domaine de 
al
ul. On pres
rit 
ette 
ondition en imposant que les valeurs des
hamps dans les 
ellules �
tives sont les mêmes que sur les 
ellules physiques adja-
entes, sauf pour la vitesse normale à la frontière qui sera l'opposé de la vitesse dansla 
ellule physique adja
ente. Notons 
ependant qu'ave
 la formulation simple 
hoi-sie 
ette éva
uation n'est jamais totale lorsque les ondes ont une in
iden
e obliquesur la fontière, et une partie du mouvement sera ré�é
hie, 
réant des interféren
esave
 le mouvement à l'intérieur du domaine de 
al
ul par la suite.2.2 Méthode de 
ollo
ation pour les problèmes de sta-bilité linéaire2.2.1 Equations aux valeurs propresLes problèmes de stabilité linéaires sont des problèmes aux valeurs propres de la fré-quen
e des perturbations qu'on peut noter 
omme
Aψ = λψ. (2.44)où A est un opérateur dans un espa
e de dimensionm, ψ est un ve
teur dans un espa
e dedimensionm et λ est une valeur propre. La stabilité linéaire est garantie lorsque les valeurspropres λ de la fréquen
e n'ont pas de partie imaginaire. La rèsolution des problèmes auxvaleurs propres né
essite généralement d'avoir re
ours à une méthode numérique. Soit φla solution appro
hée de l'équation 2.44. L'erreur ||ψ−φ|| ne pouvant être déterminée, enpratique pour minimiser l'erreur il faut 
her
her à minimiser le résidu

R(φ) = Aφ− λφ (2.45)
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hée ne véri�e pas l'équation résolue (2.45).On peut 
hoisir de 
ontraindre le résidu en minimisant le 
arre de la norme l2 du résidu, onpeut demander que le résidu soit orthogonal à toutes les fon
tions dans lesquelles on faitun développement (approximation Galerkin) ou bien on peut demander à 
e que le résidusoit exa
tement nul sur une grille dis
rète de points [Dur98℄. Cette dernière appro
heporte le nom de 
ollo
ation.2.2.2 Méthode pseudospe
trale de 
ollo
ationLa méthode de 
ollo
ation est une méthode pseudospe
trale : une partie des opèrationss'e�e
tue dans l'espa
e physique et l'autre partie s'e�e
tue dans l'espa
e spe
tral. Ellerequiert que la solution appro
hée véri�e exa
tement les équations du système qu'on
her
he à résoudre en un nombre �ni de points, qui sont appelés les points de 
ollo
ation.On s'intéresse aux domaines bornés non-périodiques, on pourra don
 toujours se rame-ner à l'intervalle [−1, 1]. Dé
omposer la solution au problème 
her
hé en fontions trigono-métriques nous expose au phénomène de Gibbs (os
illations parasites de la solution, quise produisent lorsqu'on périodise une signal non périodique dé�ni sur un intervalle [a, b]et qui ne prend pas les mêmes valeurs en a et en b) étant donné que nous travaillons surun domaine non périodique. Il est plus approprié de dé
omposer la solution en polynomesalgébriques. Si l'on fait une interpolation ave
 des polynomes algébriques sur une grille depoints espa
és uniformément sur l'intervalle [−1, 1], on s'expose alors au phénomène deRunge (os
illations parasites de la solution qui s'intensi�ent lorsqu'on augmente le degrédu polynome utilisé pour l'interpolation). Pour éviter 
e phénomène, nous pouvons faireune interpolation polynomiale sur des points répartis de façon non uniforme. Plusieursjeux de points permettront d'utiliser 
et avantage, et ils ont tous en 
ommuns d'avoir leurdensité par unité de longueur : densité ∼ N

π
√

1 − x2
, (2.46)
'est-à-dire que l'espa
ement moyen entre les points est en O(N−2) pour x ≈ ±1 et

O(N−1) à l'intérieur. L'exemple le plus simple des points véri�ant la propriété (2.46) estles points de Chebyshev :
xj = cos(

jπ

N
), j = 0, 1, . . . , N. (2.47)Ces points 
orrespondent aux proje
tions sur l'intervalle [−1, 1] de N + 1 points unifor-mément répartis sur le demi 
erle de rayon unité.L'opération de di�érentiation étant linéaire, on peut la représenter par une multipli-
ation par une matri
e de taille (N + 1) × (N + 1) qu'on notera DN . On peut 
al
ulerl'opérateur de di�érentiation DN sur les points de 
ollo
ation de Chebyshev (2.47) en réa-lisant une interpolation polynomiale de degré N des valeurs de φ aux points de 
ollo
ationet en 
al
ulant sa dérivée. Pour tout N > ge1, attribuons aux (N + 1) × (N + 1) ligneset 
olonnes de la matri
e de di�érentiation DN les indi
es 0 à N . les éléments de 
ettematri
e sont (
f [Tre00℄ :

(DN)00 =
N2 + 1

6
, (DN)NN = −N

2 + 1

6
, (2.48)
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(DN)jj =

−xj

2(1 − x2
j )

, j = 1, . . . , N − 1, (2.49)
(DN)ij =

ci
cj

(−1)i+j

xi − xj
, i 6= i, j = 1, . . . , N − 1, (2.50)où

ci =

{
2 i = 0 ouN,

1 sinon.A 
e point, nous sommes en mesure de dis
rétiser une équation di�érentielle du premierordre sur les points de 
ollo
ation de Chebyshev. On pourra utiliser 
omme opérateur dedi�érentiation se
onde, le 
arré de la matri
e DN diminué de deux lignes et deux 
olonnes,permettant de dis
rétiser des équations di�érentielles du se
ond ordre.Une fois notre problème aux valeurs propres (2.44) dis
rétisé, nous pourrons pro�terdes algorithmes puissants de 
al
uls de valeurs propres proposé par exemple par le logi
ielMatlab ave
 eig qui utilise les routines de LAPACK (Linear Algebra PACKage, en for-tran 77). Ave
 des 
onditions aux bords de Diri
hlet homogène, il est possible de pres
riredire
tement les 
onditions aux bords lors de la dis
rétisation du problème pour traiterd'autres 
onditions aux bords, on pourra pres
rire des équations supplémentaires pourqu'elles soient véri�ées.L'avantage de la méthode pseudospe
trale de 
ollo
ation par rapport aux s
hémas
lassiques aux di�éren
es �nies est que si la solution est lisse, la méthode pseudospe
traleest plus pré
ise. L'in
onvénient de la méthode pseudospe
trale est qu'elle né
essite plusde 
al
uls qu'un s
héma 
lassique aux di�éren
es �nies quand les deux méthodes sontutilisées ave
 la même résolution. Les 
al
uls supplémentaires peuvent être 
ompensés sila meilleure pré
ision de la méthode pseudospe
trale permet de faire les 
al
uls sur unegrille plus grossière.Nous utilisons 
i-dessous 
ette méthode, qui a notamment été appliquée par Poulin etFlierl [PF03℄ à l'étude de stabilité linéaire du jet géostrophique de Bi
kley.
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Chapitre 3Ajustement géostrophique en présen
ed'un guide d'ondes topographique
3.1 Introdu
tionKuo et Polvani [KP97℄ ont étudié l'ajustement géostrophique d'un front à une dimen-sion, 
e qui 
orrespond au problème 
lassique de rupture de barrage.Reznik et al [RZBJ01℄ ont établi la théorie de l'ajustement géostrophique non linéaired'une perturbation quel
onque lo
alisée (i.e. à énergie �nie) dans le 
adre de la dynamiquede l'eau peu profonde en rotation sans dissipation, ave
 les hypothèses que l'é
helle dela perturbation est bien dé�nie et que le nombre de Rossby est petit. Ils ont montré laséparation des mouvements lents et rapides, qui évoluent ave
 les é
helles de temps 
ara
-téristiques f−1

0 et (f0Ro)
−1 (au sujet de la séparation entre mouvements lents et rapidesse référer aux travaux : [EM96, BMN97℄). La 
omposante lente n'est pas in�uen
ée par la
omposante rapide et reste pro
he de l'équilibre géostrophique. Le s
énario d'ajustementdépend de l'élévation relative initiale de la surfa
e libre. Pour des élévations relatives pe-tites, l'évolution des mouvements lents est gouvernée par l'équation de vorti
ité potentiellequasi-géostrophique pour les temps t ≤ (f0Ro)

−1, et par l'équation modi�ée de vorti
itépotentielle quasi-géostrophique pour les temps t ≤ (f0Ro
2)−1 . La 
omposante rapide
onsiste prin
ipalement en ondes d'inertie-gravité linéaires se propageant rapidement ens'éloignant de la perturbation initiale. Pour des élévations relatives grandes, la 
omposantelente est régie par l'équation de la dynamique frontale géostrophique. La 
omposante ra-pide est un paquet spatiallement lo
alisé d'ondes d'inertie-gravité 
ouplé à la 
omposantelente du mouvement. Son enveloppe a des modulations lentes et obéit à une équation demodulation du type de l'équation de S
hrödinger, dé
rivant l'adve
tion et la dispersiondu paquet.Ces deux études 
onsidéraient un fond plat. Or, la relaxation d'une perturbation en pré-sen
e d'une topographie dans l'atmosphère ou l'o
éan di�ère fondamentalement de l'ajus-tement sur un fond plat à 
ause de l'existen
e d'ondes piégées par la topographie. Ainsi,le s
enario d'ajustement géostrophique est modi�é en présen
e de topographie. Par 
onsé-quent, le problème hydraulique plus général de rupture de barrage est également modi�é.Longuet-Higgins a étudié le spe
tre des ondes linéaires existant dans un �uide homogèneen présen
e d'une mar
he de topographie [LH68a℄ et d'une pente topographique [LH68b℄,dans le 
ontexte du modèle de l'eau peu profonde linéarisé en rotation sur le plan f . Il anommé les ondes piégées par la topographie "ondes de Kelvin double" en raison de leur53



54 Ajustement géostrophique en présen
e d'un guide d'ondes topographiquedouble dé
roissan
e exponentielle. La dé
roissan
e exponentielle étant la 
ara
téristiquedes ondes de Kelvin 
ommune ave
 
es ondes topographiques. Elle sont aussi appeléesondes de Rossby topographiques 
ar leur relation de dispersion est du même type que
elle des ondes de Rossby.La topographie peut jouer un r�le parti
ulièrement important dans les régions où seforment les eaux profondes (mer du Labrador, 
ommuni
ation personnelle, Julie Deshayes,WHOI) et dans les régions de mélange des eaux, par exemple le plateau et l'es
arpmentFalkland (Arhan et al , 2002, [MNGH02℄) où les eaux de l'o
éan Austral et de l'o
éanAtlantique se mélangent. C'est pourquoi on s'intéresse parti
ulièrement aux propriétés demélange et de transport des ondes piégées par la topographie. Un mé
anisme permettantde générer des ondes topographiques piégées est le mé
anisme d'ajustement géostrophique,que nous allons étudier.On travaille ave
 le modèle de l'eau peu profonde en rotation sur le plan f , sansdissipation, ave
 une pente d'extension �nie reliant deux régions de profondeur 
onstantesdi�érentes. On suppose que la topographie ne varie que dans la dire
tion x et de fa
onmonotone. Dans 
e 
ontexte les équations s'é
rivent :
ut + uux + vuy − fv = −gηx (3.1)
vt + uvx + vvy + fu = −gηy (3.2)

ηt + ((H + η)u)x + ((H + η)v)y = 0 (3.3)
u est la vitesse zonale, v est la vitesse méridionale, H est la profondeur du �uide au repos(qui peut dépendre de x et y quand il y a une topographie), η est l'élévation de la surfa
elibre, f est le paramètre de Coriolis supposé 
onstant.On pourra dans un premier temps étudier la version linéarisée de 
e système équationspuis étudier 
e système nonlinéaire tel quel à l'aide d'une méthode numérique. On simule
et ajustement à l'aide de la méthode numérique aux volumes �nis présentée dans la partie2.1.On réalise l'ajustment d'un front en présen
e de topographie. Initialement, on 
onsidèreune dis
ontinuité de la surfa
e libre perpendi
ulaire à une pente topographique de lar-geur W reliant deux régions planes. Sur 
ha
une des deux régions planes, on s'attendau s
énario 
lassique de l'ajustement géostrophique : émission d'ondes d'inertie-gravité etnaissan
e d'un jet géostrophique dans la dire
tion de la dis
ontinuité initiale. En présen
ede topographie, les travaux de Longuet-Higgins (1968, [LH68b℄) et de Allen (1996, [All96℄)indiquent qu'il y aura émission et propagation d'ondes topographique piégées le long dela pente .Les questions auxquelles on répond dans 
e 
hapître sont :� Quelle est l'é
helle de temps du pro
essus d'ajustement ?� Quelle est l'évolution non linéaire des ondes piégées ?� Quel r�le jouent-elles dans le mélange et le transport ?



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présen
e d'un es
arpement 553.2 Ajustement géostrophique d'un front en présen
ed'un es
arpementLes résultats obtenus sur le problème de l'ajustement géostrophique en présen
e d'unes
arpement topographique font l'objet d'une publi
ation dans Physi
s of Fluids et sontdon
 présentés en anglais dans 
e qui suit.
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e d'un guide d'ondes topographiqueNonlinear adjustment of a front over es
arpmentF. Bou
hut †, E. S
herer and V. Zeitlin 1Re
eived 25 June 2007, a

epted 20 De
ember 2007, published online 29January 2008 in Phys.Fluids 20, 016602 (2008).We present results of fully nonlinear numeri
al simulations of the geostrophi
 adjust-ment of a pressure front over topography, represented by an es
arpment with a linearslope. The results of earlier simulations in the linear regime are 
on�rmed and new essen-tially nonlinear e�e
ts are found. Topography in�uen
es both fast and slow 
omponentsof motion. The fast unbalan
ed motion 
orresponds to inertia-gravity waves (IGW). TheIGW emitted during initial stages of adjustment break and form the lo
alized dissipationzones. Due to topography, the IGW a
tivity is enhan
ed in 
ertain dire
tions. The slowbalan
ed motion 
orresponds to topographi
 Rossby waves propagating along the es
arp-ment. As shown, at large enough nonlinearities they may trap �uid/tra
er and 
arry iton. There are indi
ations that nonlinear topographi
 waves form a soliton train duringthe adjustment pro
ess. If the 
oastal line is added to the es
arpment at the shallow side(
ontinental shelf), se
ondary fronts related to the propagation of the 
oastal Kelvin wavesappear. 
©2008 Ameri
an Institute of Physi
s. [DOI :10.1063/1.2834731℄1 Introdu
tionThe relaxation of a pressure front over topography (whi
h is represented by an es-
arpment in a simplest, but pra
ti
ally important situation, see below) in a rotating �uidis a 
lassi
al geophysi
al �uid dynami
s problem. In the 
ase of abrupt (step-fun
tion)es
arpment it was treated analyti
ally, in the linear approximation, and by means of labo-ratory experiments in the pioneering paper by Gill, Davey, Johnson and Linden [GDJL86℄.Complete linear analysis of the problem was a
hieved by Johnson and Davey [JD90℄ fora step-fun
tion es
arpment of small amplitude in the unbounded domain and in the pre-sen
e of the 
oast. Numeri
al analysis of the linear relaxation problem in the 
ase ofes
arpment with a linear slope was performed by Allen [All96℄. The standard frameworkfor studying the relaxation of the front is the rotating shallow water (RSW) model withtopography. In the general perspe
tive the problem belongs to the "dam-break" 
lass,well-known in hydrauli
s. A thorough study of su
h pro
ess in the presen
e of rotation,but without topography, was performed by Kuo and Polvani [KP97℄. In the geophysi
al�uid dynami
s perspe
tive, the relaxation of a front is a geostrophi
 adjustment pro-blem, as the velo
ity and the pressure �elds should arrive to the geostrophi
ally balan
edstate by inertia-gravity wave emission. It is, thus, a natural generalization of a 
lassi
alRossby problem of the adjustment of a jet [Ros37℄. The geostrophi
 adjustment of jetsand fronts in RSW was extensively studied re
ently both analyti
ally [ZMP03℄, and nu-meri
ally [BLZ04℄. The use of the new generation of high-resolution �nite-volume 
odesfor shallow-water equations allowed to make substantial progress [KP97℄, [BLZ04℄.In the present paper we undertake a numeri
al study of the problem of fully nonlineargeostrophi
 adjustment of a pressure front over es
arpment with a linear slope. Both the1LMD, E
ole Normale Supérieure,24, rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, Fran
e
†DMA, E
ole Normale Supérieure45, rue d'Ulm, 75230 Paris Cedex 05, Fran
e
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e d'un es
arpement 57
ases of an es
arpment far from the 
oast, and 
lose to the 
oast will be 
onsidered. Unlikethe previous theoreti
al and numeri
al studies, we are able to treat arbitrary nonlinearities.We use in our study the high resolution, sho
k-
apturing �nite-volume method by Bou
hut[Bou04℄, [Bou07℄ (see [BLZ04℄ for a brief des
ription). The advantage of the 
ode is that itis well-balan
ed, i.e. it maintains the geostrophi
 equilibria in the presen
e of topography.The essen
e of the geostrophi
 adjustment pro
ess is that the �ow starting from anylo
alized initial 
ondition is split into balan
ed (vortex, jets) and unbalan
ed (inertia-gravity waves (IGW)) parts [RZBJ01℄. The IGW 
arry the ex
ess of energy away fromthe lo
ation of the initial perturbation while the balan
ed part slowly evolves, remaining
lose to the geostrophi
 equilibrium. In the 
ase of initially plane-parallel jets/fronts, thebalan
ed state is just stationary [Ros37℄, [ZMP03℄. The new phenomena expe
ted in thepro
ess of adjustment of the pressure front over es
arpment are, �rst, related to the fa
tthat topography destroys the one-dimensionality of the problem (es
arpment is perpendi-
ular to the pressure gradient), and thus the emitted inertia-gravity waves have di�erentspeeds at the shallow and deep sides of the es
arpment, and therefore the wave-fronts willbe 
urved. Besides, the attainability of the fully adjusted stationary state with a 
onstant�uid depth all along the es
arpment [GDJL86℄ is questionable. Presumably, the nonsta-tionary intermediate balan
ed states should arise. Se
ond, the presen
e of topographi
Rossby (or double-Kelvin) waves introdu
es a 
ompletely new element in the problem,be
ause these waves 
an move only in the pres
ribed along-es
arpment dire
tion [LH68a℄.They are balan
ed, and thus may be part of just mentioned nonstationary balan
ed state.The wave-trapping phenomenon should modify the standard s
enario of adjustment, givenin [RZBJ01℄ and [ZMP03℄. In this respe
t, the adjustment of the front over topographybears resemblan
e with equatorial adjustment, 
f [LSRZ04℄. Both equator and topographya
t as waveguides for some types of waves. It was demonstrated that nonlinear equatorialRossby waves 
an provide anomalous transport of tra
ers [BLZ05℄. One 
an ask whethera similar phenomenon may take pla
e in the topographi
 waveguide. We will show thatthis is indeed the 
ase for nonlinear topographi
 waves whi
h form soliton-like stru
tureswith re
ir
ulation zones at strong enough nonlinearities.We present below the results of numeri
al simulations of the nonlinear adjustment ofa pressure front over topography for small and strong nonlinearities with and withoutadja
ent 
oast line, with spe
ial emphasis on the mixing and transport properties of theadjustment pro
ess. We also dis
uss the e�e
ts of the steepness of the slope. Appendix
ontains a demonstration of existen
e of the solitons of topographi
ally trapped waves ina 
ertain regime of parameters.2 The model and the numeri
al setupWe work in the framework of nonlinear rotating shallow water model on the f - planein the presen
e of topography. The equations of the model are :
ut + uux + vuy − fv = −gηx, (4)
vt + uvx + vvy + fu = −gηy, (5)

ηt + ((H + η)u)x + ((H + η)v)y = 0, (6)where u(x, y, t) is the zonal velo
ity, v(x, y, t) is the meridional velo
ity, H(x) is the �uiddepth at rest, η(x, y, t) is the free surfa
e elevation, f is the Coriolis parameter whi
h
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e d'un guide d'ondes topographiquewe assume to be 
onstant and positive. We 
onsider a simple bathymetry 
onsisting ofa linear slope of width 2W 
onne
ting two �at regions with a depth di�eren
e along the
x-axis : H− −H+ = ∆H , 
f Fig. 1.Using the maximum depth of the �uid at rest H+ as a verti
al s
ale, the Rossbydeformation radius Rd =

√
gH+

f2 as a typi
al horizontal s
ale, the inverse Coriolis parameter
f−1 as a time s
ale, and introdu
ing a typi
al velo
ity s
ale U and a typi
al value of theperturbation of the free surfa
e ∆η, we non-dimensionalize the dependent and independentvariables as follows :

x = x̃Rd, y = ỹRd, W = W̃ Rd, H = H̃ H+, ∆H = ∆H̃ H+, η = η̃∆η, (7)
u = ũU, v = ṽU, T = T̃ f−1, Hx = H̃x̃

∆H

W
= H̃x̃

∆H̃

W̃

H+

Rd
, (8)where the tilde variables are the nondimensionalized ones.The parameters governing the problem are : the Rossby (or Froude) number ǫ = U

fRd
,the relative elevation of the free surfa
e λ = ∆η

H+
, the ratio of the relative depth 
hange dueto the es
arpment to the half-width of the slope σ = ∆H̃

W̃
. Under the assumption λ ∼ ǫ(whi
h is ne
essary in order to get the geostrophi
 equilibrium in the leading order in ǫ),the nondimensional equations be
ome, omitting the tildes :

ut + ǫ(uux + vuy) − fv = −ηx, (9)
vt + ǫ(uvx + vvy) + fu = −ηy, (10)

ληt + ǫH(ux + vy) + ǫ σHxu+ λǫ((uη)x + (vη)y) = 0. (11)This nondimensional form of the equations is used in the numeri
al simulations.As the initial 
ondition we take a perturbation of the free surfa
e in a form of stepfun
tion along a straight line perpendi
ular to the es
arpment. The perturbation is positivein the negative y domain and null elsewhere. This initial 
on�guration is purposely 
hosento be the same as the one used by Allen [All96℄, in order to ben
hmark our simulations. For

Fig. 1 � The side view of the es
arpment. The non-perturbed free surfa
e is indi
ated bythe dashed line.fully nonlinear numeri
al simulations of this problem we apply the high- resolution sho
k-
apturing �nite volume te
hnique proposed in [Bou04℄. The method was �rst used andextensively tested in the front adjustment problem in [BLZ04℄. For a 
omplete des
riptionof the pro
edure and dis
ussion of its properties see [Bou07℄.



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présen
e d'un es
arpement 59We brie�y remind the main ingredients of the method. The shallow water equations inthe �ux-form are dis
retized on a regular grid within the framework of the �nite-volumeapproa
h. The �nite-volume s
heme is then pres
ribed by the 
hoi
e of the numeri
al �uxfun
tion and the treatment of the remaining sour
e terms asso
iated with the Coriolisfor
e. At ea
h time-step and in ea
h dire
tion, the Coriolis terms are reformulated fol-lowing the apparent topography method �rst introdu
ed in [BLZ04℄. The numeri
al �uxfun
tion is asso
iated with a relaxation solver adapted to treat topography as proposedin [ABB+04℄. The 
hoi
e of the numeri
al �ux fun
tion allows to 
ompute solutions of theshallow water equations even in the 
ase of vanishing depth. The numeri
al s
heme is in-vis
id, the numeri
al dissipation being extremely small ex
ept for the sho
k lo
ations. Thevariable time step is used in order to verify the Courant-Friedri
hs-Lewy (CFL) 
ondi-tion. The numeri
al simulations dis
ussed below are obtained with a typi
al resolution
∆x,∆y ∼ 0.1Rd. The 
omputations take few hours on a personal 
omputer at this re-solution. For steep topography the resolution was 
orrespondingly in
reased. In order toavoid the returns of IGW emitted during adjustment the sponge layers are used at theboundaries (ex
ept for the 
oast, if present, see below).
3 Expe
ted s
enario of the adjustment of the pressurefront and further questionsFrom the knowledge of the previous results on nonlinear adjustment of the pressurefront without topography [KP97℄, of the numeri
al results on linear adjustment withtopography [All96℄, and of the experimental and theoreti
al results with step-fun
tiones
arpments [GDJL86℄, [JD90℄, we 
an expe
t the following pro
esses to take pla
e : onthe shortest time-s
ales the IGW are to be emitted, to propagate away from the initialdis
ontinuity, and to break at su�
ient nonlinearities. Their propagation and breaking willbe modi�ed, with respe
t to the �at bottom situation, due to the fa
t that the phase speedof IGW varies with varying depth of the �uid. A jet will form along the initial dis
ontinuity,in order to balan
e the pressure gradient. On longer time-s
ales, topographi
ally trappedwaves (
alled either double Kelvin waves, or topographi
 Rossby waves) should arise atthe interse
tion of the initial front with the slope. The trapped waves propagate along thees
arpment with shallower water on their right in the northern hemisphere [LM78℄. Thelong trapped waves will form a tongue propagating in this way, that will distort the jetand make it follow the 
ontour of the nose of the tongue. The group velo
ities of shortand long topographi
 waves are opposite (see below). A pa
ket of short waves will be alsoemitted and will propagate in the opposite dire
tion with respe
t to the tongue, but withmu
h slower velo
ity and, presumably, 
arrying not mu
h energy, as in the simulations byAllen [All96℄.On
e these predi
tions for initial stages of adjustment are 
he
ked, the main questionsthat the fully nonlinear numeri
al simulation should answer are the following :� How is the propagation and breaking of IGW modi�ed by topography ?� What is the long time evolution of the trapped waves ?� What are the mixing and transport properties of the adjustment pro
ess ?



60 Ajustement géostrophique en présen
e d'un guide d'ondes topographique4 The results of numeri
al simulations for the adjustmentof the front over topography far from the 
oastA. Small nonlinearityIn order to ben
hmark our simulations and 
ompare them with those in [All96℄ westart with a small nonlinearity (λ = ∆η
H+

= 0.1) 2We 
hoose the width of the slope equalto �ve Rossby deformation radii for the simulations in this and the following se
tions,and H+ = 2H−. We will dis
uss the e�e
ts of varying the parameters of the slope inse
tion 3.2. In all of the �gures below, the spatial 
oordinates are measured in Rd, sothat W = 2.5Rd, and the time is measured in f−1. Fig. 2 gives the time evolution of the
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Fig. 2 � The time evolution of the free surfa
e elevation in the (x, y) plane. The initialperturbation is equal to +∆η in the lower part of the domain (y < 0) and zero in theupper part (y > 0). The edges of the slope are marked with dashed lines, λ = 0.1, thedi�eren
e between the adja
ent isolines of the free surfa
e height (isobars) is 0.02. Thesize of the 
al
ulation domain in y dire
tion is mu
h bigger than the displayed domain.free surfa
e elevation, the initial state being at rest u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = 0. A zoom ofthe last frame in Fig. 2 (at t = 150) with superimposed velo
ity �eld (arrows), and the
orresponding three-dimensional snapshot of the free-surfa
e elevation are given in Fig 3.2Note, however, that the exa
t value of the amplitude of the perturbation is not given in [All96℄.



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présen
e d'un es
arpement 61Emission of the IGW takes pla
e at the initial stages of the evolution. The IGW frontsoriginating from the initial dis
ontinuity start bending (
f the se
ond frame of Fig. 2).The wave-pa
kets of IGW, apparently emitted at the lo
ation of maximum 
urvature ofthe primary IGW fronts, are observed (
f the third frame of Fig 2). The IGW fronts willbe dis
ussed below in se
tion 3.2. The topographi
 Rossby waves in the form of lo
alized
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Fig. 3 � Zoom of the late (t = 150) stage of the evolution of the free-surfa
e elevationwith superimposed velo
ity �eld (arrows) � left panel, and the 3d view of the height �eldat the same time � right panel. Same experiment as in Fig. 2.height extrema along the slope that form a tongue appear at the later stages. The �gureshows 
learly that the topographi
 waves are 
lose to the geostrophi
 balan
e (�ow parallelto the isobars). They are, thus, a part of the slow balan
ed motion, like the "ordinary"Rossby waves on the beta-plane. The dispersion relation for the topographi
 Rossby waves3is also similar to that of ordinary Rossby waves [LH68a℄, see Fig. 4. Our simulations are,thus, in a good qualitative agreement with the results of [All96℄ : we 
on�rm the formationof an anti
y
loni
 vorti
ity region at the slope, the propagation of a tongue of �uid alongthe es
arpment keeping the shallow water on its right and tending to separate the �ows onthe two sides of the slope. Apart from the jet going around the tongue, only a very smallamount of �uid is 
rossing the es
arpment at the lo
ation of the initial dis
ontinuity.In order to better visualize the behavior of the topographi
 wave-pa
ket we presentthe time- evolution of the �uid depth at the 
enter of the slope (x = 0) as a fun
tion of
y in Fig. 5. The amplitude of the topographi
 waves grows during approximatively ten ofinertial periods and then saturates, while se
ondary extrema are formed. It is to be noti
edthat the amplitude of the �rst maximum grows higher than the initial perturbation (themaximum height is about 140% of the initial height). The topographi
 waves propagatewithout visible distortion, as seen in the Figure.To push the 
omparison further, we measured the speed of propagation along thees
arpment of both the leading edge of the tongue, and of the prin
ipal height maximum.The former is obtained, as in [All96℄, by following the level at half-height of the initialperturbation, i.e. at h = 1.05 in Fig. 5. We thus get

vedge ≈ 0.08, vpeak ≈ 0.06, (12)3Due to their above-mentioned balan
ed 
hara
ter, we �nd this name more appropriate than thedouble Kelvin waves.



62 Ajustement géostrophique en présen
e d'un guide d'ondes topographique

0 1 2 3 4 5 6
−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

k

ω

cg

cφ

Fig. 4 � Dispersion 
urve, phase (cΦ) and group (cg) velo
ities of the topographi
 Rossbywaves, obtained by a straightforward numeri
al resolution of the linear eigenproblem forthe topographi
 Rossby waves by the shooting method (
f [LH68a℄ ). The along-slopewavenumber is nondimensionalized by Rd, and the frequen
y ω is nondimensionalized bythe inertial frequen
y f .in terms of √
gH+. The obtained value of vedge is substantially larger than the valuefollowing from Fig. 8 in [All96℄ for the same es
arpment.The di�eren
e between vedge and vpeak means that the topographi
 wave pa
ket issubje
t to dispersion. The typi
al wavelength of the topographi
 waves formed in theadjustment pro
ess may be extra
ted from the simulations. It allows to estimate thephase and group velo
ity of the 
orresponding linear wave with the help of the Fig. 4.For instan
e, an estimate of the wavelength as a distan
e between the two maxima of theheight �eld, 
f, Fig. 5 gives k ≈ 0.92, cg ≈ 0.019, cφ ≈ 0.056. However, these �gures
hange signi�
antly if twi
e the width of the negative 
urvature region of the prin
ipalheight peak is taken as typi
al wavelength : k ≈ 0.56, cg ≈ 0.048, cφ ≈ 0.072. Thus, theidenti�
ation of the measured propagation speed with the phase or group velo
ity of thelinear waves 
an not be done in a 
lear-
ut way. We therefore measured the dispersivee�e
ts dire
tly by following the widening of the prin
ipal peak in h during the evolution.We thus obtain a widening of about 10 per
ent in 100f−1, whi
h is very low 
omparingwith the expe
ted widening due to the di�eren
e between the phase and the group velo
ityfor both estimates given above.The a
ross-slope pro�le of the �rst maximum of the �uid height is 
lose to the pro�leof the fundamental mode given by the linear theory, but some di�eren
es appear whilesuperimposing them, as illustrated in Fig. 6. The linear modes shown in Fig. 6, as well asthe dispersion 
urves above are obtained by a straightforward numeri
al resolution of thelinear eigenvalue problem for the trapped modes by the shooting method. Fig. 4 agreeswith the dispersion obtained in [All96℄ for the same es
arpment, e.g. zero cg is at k = 1.3.Note that in agreement with [LH68a℄ the maximum of the 
urves is shifted towards theshallower side of the slope.
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enter of the slope (x = 0) alongthe y-axis. Same experiment as in Fig. 2, λ = 0.1.
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xFig. 6 � The non-dimensional pro�les of the fundamental modes of the linear theory
orresponding to k = 0.92 (dashes) and to k = 0.56 (points) versus the se
tion of the�rst pressure maximum in the numeri
al simulation of Fig. 2 (solid) at time t = 150, asfun
tions of non-dimensional x.The above observations allow us to suggest that the e�e
ts of nonlinearity manifestthemselves already at small λ and play a role in the 
oheren
e of the observed wavestru
ture. We show in the Appendix, that modulated topographi
 waves, at small nonli-nearities, obey the Korteweg - deVries equation for a given a
ross-slope mode, and thus
an form solitons. Although our initial perturbation does not proje
t onto a single mode,the observed behavior of the subsequent pressure maxima is qualitatively 
onsistent withthat of a soliton train.B. Strong nonlinearityWe now fo
us on the same pro
ess but at a larger initial nonlinearity λ = 0.3. Fig.7 shows the nonlinear evolution of the free-surfa
e elevation and Fig. 8 gives a zoom ofthe last frame at t = 150 with superimposed velo
ity �eld (arrows). The s
enario of theadjustment is qualitatively the same as at λ = 0.1. The topographi
 waves propagatewithout distortion, and the amplitude of the �rst maximum again grows higher than theinitial height of the perturbation (maximum height is about 130% the initial height, seeFig. 9). The measured speeds of the edge of the tongue and that of the prin
ipal heightmaximum are 
lose to those at smaller nonlinearity :
vedge ≈ 0.08, vpeak ≈ 0.05. (13)The left panel of Fig. 8 shows that the �ow is again 
lose to the geostrophi
 balan
e butit is less equilibrated on the shallow side.
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Fig. 7 � Same as in Fig. 2, but at λ = 0.3. The di�eren
e between the adja
ent isolinesof the free surfa
e height (isobars) is 0.05.
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Fig. 8 � Same as in the left panel of Fig. 3 but at λ = 0.3. The isobars from h = 1.02 upat step 0.05 are displayed.
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e d'un es
arpement 67There are, however, some di�eren
es between the two 
ases. The emission of inertia-gravity waves takes pla
e during a longer period of time (about 30f−1). The se
ondaryextrema of the height �eld are formed later : at t=200 there are 3 maxima and 2 minimain the pro�le of h at small nonlinearity, and only 2 maxima and 2 minima at strongnonlinearity (not shown).
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xFig. 9 � Same as in Fig. 5 but at λ = 0.3.The estimates of the typi
al wavenumber, group and phase velo
ities based on thesame 
riteria as in previous se
tion give, respe
tively k ≈ 0.98, cg ≈ 0.015, cφ ≈ 0.054,and k ≈ 0.73, cg ≈ 0.033, cφ ≈ 0.064. The widening of the prin
ipal pressure peak during
100f−1 is again ∼ .1, and mu
h slower than that given by the linear dispersion. The
omparison of the pro�les of linear modes with the measured pro�le of the main pressurepeak presented in Fig. 10 shows some di�eren
es, e.g. the widening of the nonlinear pro�le.Globally, the simulations at λ = 0.3 
on�rm the 
oherent-stru
ture 
hara
ter of thetopographi
 wave pattern formed during adjustment. This 
hara
ter is strengthened evenmore by its stirring properties displayed in Se
tion 3.2.C. Steep topographyIn this se
tion we brie�y des
ribe how the previous results are modi�ed for the steeptopography. One of the motivations is the 
omparison with the theoreti
al and experimen-
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xFig. 10 � The non-dimensional pro�les of the fundamental modes of the linear theory
orresponding to k = 0.98 (dashes) and to k = 0.73 (dash-dotted) versus the se
tion ofthe �rst pressure maximum in the numeri
al simulation of Fig. 7 (solid) at time t = 150,as fun
tions of non-dimensional x.tal results obtained in [GDJL86℄ and [JD90℄ for "in�nitely steep", i.e. step-fun
tion pro�leof the es
arpment. The numeri
al 
ode we use, by 
onstru
tion (
f the expli
it expressionsfor numeri
al �uxes in [BLZ04℄) 
an not treat the step-fun
tion topography. Hen
e, theonly way to model the abrupt topography is to take a steep es
arpment. This means, inturn, that spatial resolution a
ross es
arpment should be in
reased. We thus 
onsider aslope of a half-width W = 0.25Rd, i.e. ten times steeper than in the previous subse
tions,with the same ratio of depths H− = 0.5H+. We start from a weakly nonlinear pressurefront with λ = 0.1. The evolution of the free surfa
e is presented in Fig.11. We stoppedthe simulation at t = 40 as it is getting in
reasingly 
ostly to go farther in time be
auseof the in
reased resolution. The overall s
enario of adjustment is qualitatively the sameas in the 
ase of gentle topography, with the following main di�eren
es :1. The velo
ity of the topographi
 waves is mu
h slower,2. The tongue is less 
on�ned to the es
arpment, i.e. it spreads outside the slope,3. The peak is shifted towards the top of the slope.A zoom of the last frame in Fig. 11 with superimposed velo
ity ve
tors is shown in Fig.12, with the three-dimensional view of this same stage. We see that the peak heightex
eeds the initial maximum height and that the �ow is approximatively in geostrophi
balan
e at the deep side but at the shallow side we noti
e signi�
ant departures fromthe geostrophi
 balan
e, probably due to relatively short integration time. Note also thepresen
e of the small-amplitude IGW in Fig. 12 whi
h are deforming the isobars. The speedof the propagation of the tongue is mu
h faster, whi
h is 
onsistent with the in
rease ofthe phase velo
ity of the trapped waves with in
reasing slope, 
f. [LH68a℄. Nevertheless,
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Fig. 11 � The time - evolution of the free surfa
e elevation in the (x, y) plane. The initialperturbation is equal to +∆η in the lower part of the domain (y < 0) and zero in theupper part (y > 0). The edges of the slope are marked with dashed lines (W = 0.25),
λ = 0.1 and the height di�eren
e between the adja
ent isolines of the free surfa
e height is
0.02. The length of the 
al
ulation domain in y dire
tion is mu
h bigger than the displayeddomain.
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Fig. 12 � The late (t = 40) stage of the evolution of the free-surfa
e elevation withsuperimposed velo
ity �eld (arrows) � left panel, and the 
orresponding 3d view of theheight �eld � right panel. Same experiment as in Fig. 11. Note that the x s
ale here isdi�erent with respe
t to Figs. 2 and 7.the velo
ity of the main pressure peak is of the same order of magnitude as in the 
ase ofgentle topography :
vedge ≈ 0.2, vpeak ≈ 0.08 . (14)Qualitatively, these results are 
onsistent with the linear analysis of [JD90℄ with anotable ex
eption of the observed dissymmetry with respe
t to the axis of the slope.D. Transport, stirring and mixing during the adjustment of thepressure front1. Anomalous transport due to nonlinear topographi
 wavesIn order to study the transport and stirring properties of the adjustment pro
ess weadd a new variable, the density of a passive tra
er, to the previous runs, and follow itsevolution 4. We use the same method, well adapted for the �nite-volume 
ode, and thesame mode of visualization of the tra
er as in [BLZ05℄, i.e. we follow the evolution of the
on
entration 
ontours of the tra
er distribution initially linear in one of the 
oordinates.We show in the �gures below the simultaneous evolution of the pair of tra
ers, distributedinitially linearly in x and in y, respe
tively. Thus, ea
h interse
tion of the isopy
nalsrepresents a �uid parti
le.As it was already mentioned, we are motivated by similar studies for the equatorialadjustment [LSRZ04℄, [BLZ05℄, where it was shown that the waveguide modes at su�
ientnonlinearities may form 
oherent stru
tures (modons of equatorial Rossby waves in that
ase) trapping �uid and 
arrying it along the waveguide. We show here that although thespatial stru
ture of the waveguide modes in the present 
ase is not the same (they aremonopolar, and not dipolar, as at the equator), the same phenomenon takes pla
e.4The diagnosti
 of transport with the help of potential vorti
ity frequently used in literature is notwell suited for the present study be
ause initial potential vorti
ity takes four di�erent (
onstant) valuesout of the slope plus 
ontinuous spe
trum of values in the region of the slope.
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arpement 71Fig. 13 gives the spatio-temporal evolution of the tra
er �eld during the adjusmentof the front with λ = 0.1 over the gentle topography W = 2.5Rd. In the last frame
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Fig. 13 � Time evolution of the tra
er �eld at λ = 0.1 and W = 2.5Rd. The isopy
nalsof a pair of passive tra
ers with initial distributions linear in x and y, respe
tively, areshown in subsequent times. Tra
ers are adve
ted by the velo
ity �eld 
orresponding tothe simulation of Fig. 2.(t = 150), we observe a formation of a re
ir
ulation pattern, with subsequent trappingof the �uid. This is a "dispersive breaking" phenomenon, as it was 
alled in [BLZ05℄. Atlarger nonlinearity, trapping appears earlier, as we 
an see in Fig. 14 where the nonlinearityis λ = 0.3. The topographi
 waves are again trapping �uid and 
arrying it along thees
arpment.2. Wave-breaking as indi
ator of mixingAs was already mentioned in the Introdu
tion, our numeri
al model is essentially nondissipative ex
ept for the sho
k lo
ations [BLZ04℄. The total energy is 
onserved duringthe simulations, apart from the events of wave-breaking. We show in Fig. 15 the timeevolution of the total energy loss in the �ow in the frontal adjustment pro
ess. The energyloss is pronoun
ed during the initial stages of evolution (several inertial periods) wherethe strong gradients (due to initial 
onditions, and to the se
ondary sho
k formation, seebelow) are present. The se
ondary peak of the energy loss at t ∼ 6 is 
orrelated with the
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Fig. 14 � Time evolution of the tra
er �eld at nonlinearity λ = 0.3 and W = 2.5Rd. See
aption of Fig. 13.
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arpement 73appearan
e of the strongly 
urved region at the emitted wave-front, see Fig. 16 below.The energy loss is very low during the rest of the simulation, whi
h amounts to the overallloss of energy of the order of one per thousand.
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Fig. 15 � Time evolution of the energy loss due to numeri
al dissipation of the �ow at
λ = 0.3. The relative energy loss per unit time ∆E

E0∆t
is 
al
ulated as deviation from theenergy balan
e in ea
h 
al
ulation 
ell, integrated over the whole 
al
ulation domain andnormalized by the total initial energy.Due to the di�eren
e in the phase speeds of waves on the left and on the right ofthe es
arpment (IGW propagating faster in deeper �uid), the wave-fronts of the IGWemitted at the initial stage of adjustment should bend. This is a novel aspe
t of thedam-break problem in the presen
e of topography, whi
h should a�e
t the wave-breakinga

ompanying the propagation of su
h wave-fronts [KP97℄, [BLZ04℄. By monitoring thelo
al dissipation rates we 
an identify the wave-breaking zones. The evolution of the lo
aldissipation rate in the 
al
ulation domain at the initial stages of the simulation with

λ = 0.3 is shown in Fig. 16. The dissipation rate is 
al
ulated as the deviation from theenergy 
onservation in ea
h 
omputation 
ell. The zones where the dissipation is prominentare lo
ated �rst at the two wave-fronts propagating from the initial dis
ontinuity in bothalong-slope dire
tions. After several of inertial periods, the maximum of dissipation islo
alized at the spe
i�
 zones of the IGW wave-fronts propagating at the shallow sideof the es
arpment. As seen from the �gures, the IGW wave-front intensity is de
reased,ex
ept for these pre
ise lo
ations whi
h 
ontinue to propagate as lo
alized wave-pa
ketsat an angle whi
h is the same in simulations with di�erent front intensities.Obviously the highly idealized model 
annot pretend to 
orre
tly represent the dis-sipative phenomena in the real �ow (re
all that the typi
al resolution is 0.1 Rd in thesimulations above). However it gives a good �rst guess about lo
ations of enhan
ed dissi-pation and hen
e mixing in the real �ow in similar 
on�gurations.
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Fig. 16 � Time evolution of the dissipation rate (bla
k 
ontours 
orresponding to thethreshold of 2 · 10−5 in nondimensionalized energy �ux unit) superimposed on the surfa
eelevation (gray 
ontours at ∆h = 0.05 interval) in the (x, y) plane, at λ = 0.3.



3.2 Ajustement géostrophique d'un front en présen
e d'un es
arpement 755 The role of the 
oastIn the previous simulations the es
arpment was situated in the "open o
ean". Let usbrie�y 
omment on the new e�e
ts introdu
ed by an adja
ent 
oast line. The e�e
ts ofthe 
oast perpendi
ular to the es
arpment were dis
ussed by Gill, Davey, Johnson andLinden [GDJL86℄ and Allen [All96℄. We repeated our simulations with W = 2.5Rd bypla
ing a rigid wall parallel to the es
arpment at x = 10 at the shallow side in order tomodel a "
ontinental shelf" 
on�guration. The results for the evolution of the height �eld,the dissipation, and the pro�le of the height �eld along the x = 9 se
tion are given in Fig.17, 18, 19, respe
tively.
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Fig. 17 � Time-evolution of the free surfa
e elevation in the (x, y) plane, at λ = 0.3. Thesolid-wall is on the right side.The main new element introdu
ed by the 
oast is the propagation of the boundaryKelvin wave front along it. Due to the fa
t that the boundary Kelvin waves are dispersion-less, they break (
f. [FM95℄) and form the mixing zones. The details of the Kelvin frontformation are given in Fig. 19. Another phenomenon related to the Kelvin front propa-gation is a se
ondary wave emission behind the front well-distinguishable in the pressure
ontours in Fig. 18. It is similar to that observed for equatorial Kelvin fronts [FM00℄,[LSRZ04℄) and has the same explanation. Namely, the nonlinear Kelvin waves having thephase speed higher than the linear one may be in a dire
t resonan
e with the IGW.
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Fig. 18 � Joint evolution of the dissipation rate (bla
k 
ontours) and the free-surfa
eelevation (gray 
ontours) in the (x, y) plane, at λ = 0.3.
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lusions and dis
ussionWe have performed detailed fully nonlinear numeri
al simulations of the 
lassi
al pro-blem of the adjustment of a pressure front over topography. We 
on�rmed the results ofearlier investigations whi
h were performed previously in the linear regime and found newessentially nonlinear phenomena. The most important of them, in what 
on
erns dyna-mi
s, is ex
itation of �nite-amplitude topographi
 waves propagating essentially without
hange of form for long times, and resembling the soliton trains known from the theory ofthe KdV equation. Nevertheless, the quantitative 
he
k of the soliton hypothesis is yet tobe done. In what 
on
erns transport and mixing, the most 
hara
teristi
 features are 1)formation of re
ir
ulation regions in the 
ores of topographi
 "solitons" with subsequentanomalous tra
er transport along the topography, and 2) appearan
e of spe
i�
 mixingzones related to the propagation of IGW, or of the boundary Kelvin waves in the presen
eof the 
oast, emitted during the early stages of adjustment.Therefore, the geostrophi
 adjustment in the presen
e of the topographi
 waveguideis spe
i�
 and resembles that at the equator, as part of the initial perturbation proje
tsonto the waveguide modes. These waveguide modes form 
oherent stru
tures providing theanomalous transport along the waveguide. The waveguide modes belong to the balan
edpart of the motion, as we 
on�rm by dire
t 
al
ulations. They evolve mu
h more slowlythan unbalan
ed IGW whi
h eva
uate the ex
ess of energy at the early stages of theadjustment pro
ess. The IGW are, however, also in�uen
ed by topography whi
h leads tothe enhan
ement of dissipation/mixing in spe
i�
 lo
ations.It is to be mentioned that fully nonlinear numeri
al simulations of the intera
tion ofjets with topography using the rigid-lid 
on�guration are known in literature [CLSC+99℄.The rigid lid approximation 
orresponds formally to Rd → ∞, whi
h physi
ally meansthat all typi
al s
ales, in
luding the s
ale of the slope, are mu
h smaller than the deforma-tion radius. The steep topography 
ase in Se
tion 3.2 above is the only one approa
hingthis regime in the present study (su
h s
ales are largely subgrid in the gentle slope 
ase).However, our simulations reveal the formation of the 
oherent stru
tures of the s
ale stillmu
h larger than the width of the slope, whi
h was not the 
ase in the 
orresponding 
asesin [CLSC+99℄. The dipolar stru
tures 
orresponding to the higher topographi
 modes weretypi
ally observed in [CLSC+99℄, while in our simulations the monopolar ones are domina-ting, although higher modes 
an appear on the late stages as suggested by the gentle-slopesimulations (
f e.g. Fig. 8). It probably means that even with steep topographies the rigidlid regime is hard to rea
h in the full rotating shallow water model. This is also true forthe adjustment with the reversed jet (initial pressure anomaly of opposite sign) whi
h wasalso studied in [CLSC+99℄. We present in Fig. 20 the late stage of the evolution for strongnonlinearity λ = 0.3 in this 
ase, to be 
ompared with Fig. 8. The topology of the isobarsis globally the same althought it 
orresponds to a trough in Fig. 20 and to an elevation inFig. 8, with respe
t to the non-perturbed �uid surfa
e at rest. Some asymmetry, however,is observed in what 
on
erns the intensity of the resulting balan
ed vortex (more intensein Fig. 20) and its position (at the shallower side of the slope for the 
y
loni
 vortex, Fig.20, and at the deeper side for the anti
y
loni
 vortex, Fig. 8). Being more intense, thevortex/pressure extremum propagates faster in Fig. 20, althought the tip of the tonguehas pra
ti
ally the same velo
ity in both 
ases.
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Fig. 20 � Same as in Fig. 8 but for the reversed initial anomaly. Isobars from h = 0.98down at step 0.05 are displayed.A. KdV solitons of modulated topographi
 wavesConsider the shallow-water equations with topography (4) - (6) on the f -plane.We use a slightly di�erent nondimensionalization with respe
t to (7)- (8) for the ho-rizontal s
ale, the verti
al s
ale and the velo
ity, be
ause we want to allow for di�erents
ales in the two horizontal dire
tions. Using the half-width of the slope W as a typi
alhorizontal s
ale in the x dire
tion, L a typi
al horizontal s
ale in the y dire
tion with the
orresponding aspe
t ratio parameter δ = W/L supposed to be small, the mean depth ofthe �uid at rest H̄ = H++H−

2
as a verti
al s
ale, and δU and U for the zonal and meridionalvelo
ity respe
tively, we nondimensionalize the dependent and independent variables asfollows :

x = x̃W, y = ỹL, H = H̃H̄, ∆H = ∆H̃ H̄, η = η̃∆η, (1)
u = ũ δ U, v = ṽU, T = T̃ f−1, Hx = H̃x̃

∆H

W
= H̃x̃ ∆H̃

H̄

W
, (2)where the tilde variables are the nondimensionalized ones. The parameters governing theproblem, thus, are : the Rossby number ǫ = U

fW
, the relative elevation of the free surfa
e

λ = ∆η
H̄
, the Burger number γ = (Rd

W
)2, where the Rossby deformation radius is de�nedas Rd =

√
gH̄
f2 , and the relative depth 
hange due to the es
arpment σ = ∆H̃ .We get the following non-dimensionalized set of equations :

δut + ǫ δ2 (uux + vuy) − v = −λγ
ǫ

ηx, (3)
vt + ǫ δ (uvx + vvy) + δ u = −δλγ

ǫ
ηy, (4)

λ ηt + ǫ δ H(ux + vy) + ǫ δ σHxu+ λ ǫ δ ((u η)x + (v η)y) = 0. (5)We are interested in slow motions 
lose to the geostrophi
 equilibrium. The latter isa
hieved at the leading order by the following 
hoi
e of parameters λγ
ǫ

∼ 1 whi
h isstandard in the quasi-geostrophi
 dynami
s. The �ltering of the fast inertia-gravity waves
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hieved by using the hierar
hy of the slow time-s
ales tn = δnt and supposing that allthe �elds are slow, i.e. do not depend on the fast time-s
ale t0. Finally, the nonlinearity, aswell as the Rossby number, are supposed to be small and we 
hoose the following relationamong the small parameters : λ ∼ ǫ ∼ δ2 ≪ 1, γ ∼ 1, meaning that the width of thees
arpment is of the order of the Rossby radius. We thus get, omitting the numeri
alfa
tors of the order one :
δ2 (ut1 + δut2 + δ2ut3 + ...) + δ4 (uux + vuy) − v = −ηx, (6)

(vt1 + δvt2 + δ2vt3 + ...) + δ2 (uvx + vvy) + u = −ηy, (7)
(ηt1 + δηt2 + δ2ηt3 + ...) +Hux +Hvy + σ Hx u+ δ2((uη)x + (vη)y) = 0. (8)The last hypothesis 
onsists in supposing the order one depth 
hange a
ross the es
arp-ment, σ ∼ 1. All �elds are then expanded in asymptoti
 series in δ :

u = u(0) + δ u(1) + δ2 u(2) + ...,

v = v(0) + δ v(1) + δ2 v(2) + ...,

η = η(0) + δ η(1) + δ2 η(2) + ... .At the lowest order we get :
v(0) = η(0)

x , (9)
v

(0)
t1 + u(0) = −η(0)

y , (10)
η

(0)
t1 +Hu(0)

x +Hv(0)
y +Hx u

(0) = 0, (11)whi
h is equivalent to a single equation for η(0) :
∂t1(Hη

(0)
xx +Hxη

(0)
x − η(0)) +Hxη

(0)
y = 0. (12)Looking for a propagating in y solution with a given stru
ture in x

η(0) = F (0)(x) Φ(0)(ky − ωt1, t2, t3, ...) (13)we get the following equation for the a
ross-es
arpment stru
ture fun
tions :
(
H F (0)

x

)

x
− F (0)(1 +

k

ω
Hx) = 0. (14)The solutions of this equation in the 
ase of linear topography are expressed in terms ofmodi�ed Bessel fun
tion of the �rst kind and of the se
ond kind.Due to the assumed s
aling this equation is the long-wave low-frequen
y limit of theequation for the linear modes obtained by the straightforward linearization about the reststate of (4) - (6), and used earlier to get Fig. 4. It is easy to see that in order to getnontrivial eigenmodes F (0)

n (x) with eigenfrequen
ies ωn, it is is ne
essary that (1 + k
ω
Hx)
hanges sign. Thus, for monotonous es
arpment-like topography the well-known uniquedire
tion of propagation of the topographi
 waves whi
h keep shallower water on theirright in the Northern hemisphere [LM78℄ follows.Pro
eeding to the higher orders in δ will give, as usual in the asymptoti
 expansionsmethod, a series of inhomogeneous problems for higher 
orre
tions η(i), i = 1, 2, .. with ther.h.s. depending on the previous-order �elds. Again, a

ording to the standard rules, the
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e d'un es
arpement 81solutions of these problems may be obtained by removing the resonan
es in the r.h.s., i.e.imposing the orthogonality 
ondition and introdu
ing dependen
e on slower times. Thisgives nonlinear evolution equation for η(0). Pro
eeding in this way it is easy to see that itis su�
ient to require that there is no t2 - dependen
e in the zero-order �elds to get ridof the resonan
es at the �rst order in δ. At the order δ2 we have :
u

(0)
t1 − v(2) = −η(2)

x , (15)
v

(2)
t1 + v

(0)
t3 + u(0)v(0)

x + v(0)v(0)
y + u(2) = −η(2)

y , (16)
η

(2)
t1 + η

(0)
t3 +H(u(2)

x + v(2)
y ) + u(2)Hx + (u(0) η(0))x + (v(0) η(0))y = 0. (17)By expressing the velo
ity �eld in terms of the free-surfa
e elevation :

v(2) = η(2)
x − η

(0)
yt1 − η

(0)
xt1t1 (18)

u(2) = −η(2)
y − η

(2)
xt1 + η

(0)
yt1t1 + η

(0)
xt1t1t1 − η

(0)
xt3 − η(0)

x η(0)
xy

+(η(0)
y + η

(0)
xt1)η

(0)
xx (19)we get

−Hη(2)
xxt1 −Hx[η

(2)
xt1 + η(2)

y ] + η
(2)
t1 = −η(0)

t3 −H [η
(0)
xyt1t1 + η

(0)
xxt1t1t1 − η

(0)
xxt3 −

−η(0)
x η(0)

xxy + η
(0)
xxt1η

(0)
xx + η(0)

y η(0)
xxx

+η
(0)
xt1η

(0)
xxx − η

(0)
yyt1 − η

(0)
xyt1t1 ] (20)

−Hx[−η(0)
xt3 + η

(0)
yt1t1 + η

(0)
xt1t1t1 − η(0)

x η(0)
xy

+(η(0)
y + η

(0)
xt1)η

(0)
xx ] + η(0)η

(0)
xxt1 + η(0)

x η
(0)
xt1 .We look for a solution of this equation in the form η(2) = F (2)(x)Φ(2)(ky−ωt1, t3, ...). The

t1 derivatives should be repla
ed in (20) by the y-ones a

ording to the rule ∂y = − k
ω
∂t1
onsistent with the unidire
tional propagation of the topographi
 waves. We thus get thefollowing equation for F (2)(x) :

Φ
(2)
t1 [F (2) +Hx(

k

ω
F (2) − F (2)

x ) −HF (2)
xx ] = {r.h.s}, (21)where {r.h.s} stands for the r.h.s. of (20). By multiplying by F (0)(x) and integrating by

x we get the Korteweg - deVries equation for Φ(0) :
a Φ

(0)
t3 + b Φ(0)

yyy + c Φ(0)Φ(0)
y = 0, (22)where the 
oe�
ients are given by

a =
∫ +∞

−∞
F (0)[−F (0) +HxF

(0)
x +HF (0)

xx ]dx, (23)
b =

∫ +∞

−∞
F (0)[−Hx(

ω2

k2
F (0) − ω3

k3
F (0)

x ) −H(−ω
3

k3
F (0)

xx +
ω

k
F (0))

]
dx, (24)

c =
∫ +∞

−∞
F (0)

[
−Hx(−F (0)

x F (0)
x + F (0)F (0)

xx − ω

k
F (0)

x F (0)
xx )

−H(F (0)
x F (0)

xx + F (0)F (0)
xxx −

ω

k
(F (0)

xx F
(0)
xx + F (0)

x F (0)
xxx))

−ω
k

(F (0)
x F (0)

x + F (0)F (0)
xx )]dx. (25)
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e d'un guide d'ondes topographiqueThe numeri
al values of a, b and c may be easily found for any linear es
arpment.The appearan
e of KdV equation for slow evolution of weakly nonlinear long topogra-phi
 waves 
ould be expe
ted. Indeed, the dispersion of long unidire
tionally propagatingtopographi
 waves is weak (
f. the dispersion 
urve Fig. 4) and may be 
ompensated byweak nonlinearity to give solutions preserving their form - a typi
al situation where theKdV equation arises.Surprisingly, soliton-like stru
tures in topographi
 waves arise at strong nonlinearities,as our numeri
al simulation shows. In this respe
t, again, the situation is similar to thatobserved in simulations of the equatorial adjustment [LSRZ04℄ .



3.3 Con
lusion 83Vorti
ité potentielleDans 
es travaux, nous avons visualisé le transport d'un tra
eur passif pour 
omprendrel'in�uen
e des ondes de Rossby topographiques sur le transport de masse. La vorti
itépotentielle est une grandeur 
onservée de façon lagrangienne souvent utilisée en mé
aniquedes �uides géophysiques. Nous n'avons jusqu'i
i pas utilisé 
ette variable puisque dans la
on�guration de l'es
arpement linéaire sa visualisation n'est pas aisée. En e�et, à l'instantinitial de l'expérien
e de l'ajustement de la �gure 2 de l'arti
le qui pré
ède, par exemple,
elle-
i possède quatre valeurs 
onstantes sur les domaines à fond plat, et un 
ontinuumde valeurs sur l'es
arpement lui-même.
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Fig. 3.21 � Evolution de la vorti
ité potentielle dans le plan (x,y) au 
ours de l'expérien
ede la �gure 2 page 60.On voit sur la �gure (3.21) que l'existen
e à l'instant initial de 
es nombreuses va-leurs di�érentes de vorti
ité potentielle rend la 
ompréhension du transport de vorti
itépotentielle di�
ile. On voit 
lairement un transport de la vorti
ité potentielle au niveaude l'interse
tion entre l'es
arpement et la dis
ontinuité initiale de la surfa
e libre, maison peut di�
ilement extraire d'autres informations de 
ette image. La visualisation de la
on
entration d'un tra
eur passif apporte davantage d'information, 
'est pourquoi nousavons retenu 
ette visualisation dans les travaux présentés pré
édemment.3.3 Con
lusionL'étude de l'ajustement géostrophique nonlinéaire en présen
e d'un guide d'ondes to-pographique a mené aux résultats suivants. Nous avons 
on�rmé les résultats 
onnus dansle régime linéaire et mis en éviden
e des e�ets nonlinéaires. Nous avons ex
ité des ondestopographiques piégées d'amplitude �nie qui se propagent sans 
hanger de forme sur desé
helles de temps longues, ressemblant aux trains de solitons solutions de l'équation de
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e d'un guide d'ondes topographiqueKorteweg de Vries. Les ondes topographiques piégées re
onne
tent les lignes de 
ouranten formant des régions de re
ir
ulation au 
oeur des �solitons topographiques�. Les ondesd'inertie-gravité (et en présen
e de bord, les ondes de Kelvin 
�tières) générées lors del'ajustement au 
ours de leur propagation 
réent des régions spé
i�ques où le mélangeà petite é
helle sera intensi�é. Une analyse à l'aide de développements asymptotiquespour une perturbation de pression lo
alisée a montré que l'enveloppe des ondes topogra-phiques obéit à l'équation Korteweg De Vries dans un régime de paramètre parti
ulier.La véri�
ation quantitative de l'hypothèse �soliton� reste à faire.



Chapitre 4Ajustement géostrophique d'un frontdouble de densité
4.1 Introdu
tionLa représentation simpli�ée standard des fronts de densité dans la litterature utilisele modèle de l'eau peu profonde en rotation à une [Kil83a, GKS82, RDB03, DRB04℄ou deux [PG90℄ 
ou
hes et une 
on�guration du type in
ropping/out
ropping, ave
 les�uides de densité di�érentes séparés par une surfa
e isopy
nale en interse
tion ave
 lefond/
ouver
le rigide. Par la suite nous allons nous limiter à une 
on�guration à une
ou
he à gravité réduite (voir Fig. 4.1). Deux 
on�guration 
ara
téristiques sont 
onsi-

h(x,y)

f/2

ρ1

ρ2

g’

Fig. 4.1 � S
héma de la 
on�guration pour le modèle à gravité réduite à une 
ou
he etdemie en rotation ave
 une 
ou
he a
tive (ave
 in
ropping) au dessous d'une 
ou
he aurepos de très grande profondeur.dérées dans la littérature dans 
e 
ontexte : les fronts 
ouplés, 
'est -à-dire les bandesquasi-unidimensionnelles de �uide 
on�né à l'intérieur de la surfa
e isopy
nale [GKS82℄,et les lentilles de �uide 
on�né par une surfa
e isopy
nale à l'intérieur du domaine fermébidimensionnel [Kil83b, CR84, CR87, Rip87℄.Nous allons étudier 
i-dessous les fronts dedensité 
ouplés, quoique nous verrons que leur évolution mène à la formation de lentilles,dont l'évolution est brievement addressée dans l'Appendi
e B.1.Les fronts doubles re
tilignes en équilibre géostrophique representent les solutionsexa
tes des équations de l'eau peu profonde en rotation à une dimension et demie (inva-rian
e dans la dire
tion y) :
ut + uux − fv = −gHx, (4.1)
vt + uvx + fu = 0, (4.2)85
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Ht + (Hu)x = 0. (4.3)L'é
oulement 
orrespondant est stationnaire et véri�e l'équation de l'équilibre géostro-phique :

fv = gHx, (4.4)
u = 0. (4.5)L'é
oulement de pro�l simple qui véri�e 
ette équation est :






h = H =

{
H0

2
(1 − ( x

L
)2), |x| ≤ L

0, |x| > L

u = 0

v = V =

{
g
f
Hx = −gH0

fL2 x, |x| ≤ L

0, |x| > L

(4.6)où H0 et L sont les é
helles verti
ales et horizontales.Comme il suit de 
es expressions, le front double équilibré est né
essairement asso
ié àun jet 
isaillé. L'ajustement géostrophique vers un tel état équilibré, par exemple à partird'un front/jet perturbé est, évidemment, di�érent de l'ajustement standard à 
ause du
on�nement du �uide (terminaison de la surfa
e libre : déssè
hement). Par 
onséquent lesondes engendrées par une perturbation sur le fond d'un front/jet équilibré ne peuvent pasêtre éva
uées. Elles sont piégées et 
ondamnées à se propager à l'intérieur du front, la seuleatténuation possible étant à 
ause des e�ets dissipatifs. Dans 
e 
ontexte, la stabilité desjets équilibrés devient 
ru
iale pour le pro
essus de l'ajustement. En l'absen
e des modesinstables, le seul s
enario de l'ajustement est la propagation, ave
 éventuelle attenuationdissipative, de 
es modes sur le fond de l'é
oulement équilibré stationnaire. Par 
ontre,les modes instables, s'ils existent, peuvent 
hanger radi
alement l'é
oulement de base au
ours de leur évolution nonlinéaire en produisant les stru
tures 
ohérentes se
ondaires.Nous verrons par la suite que 
'est le 
as.La stabilité des fronts 
ouplés dans le modèle à gravité réduite a été étudiée dansle papier 
lassique de Gri�ths, Killworth and Stern [GKS82℄ qui ont montré que l'in-stabilité par rapport aux perturbations de grandes longueurs d'onde est inhérente à detelles 
on�gurations. L'étude de [GKS82℄ a été 
ompletée ensuite par le travail de Pal-dor et Ghil [PG90℄ qui ont trouvé d'autres zones d'instabilité que 
elles identi�ées parGKS, pour les nombres d'ondes de perturbation plus élevée, mais ave
 des taux de 
rois-san
e moindres. Dans les deux arti
les uniquement les 
on�gurations à vorti
ité potentiellenulle (ou 
onstante) ont été 
onsidérées 1. Dans 
e qui suit, nous reproduisons 
es résul-tats 
lassiques, les détaillons et les généralisons pour les vorti
ités potentielles non-nullesnon-
onstantes. L'utilisation de la méthode de 
ollo
ation permet l'obtention rapide eté
onomique en ressour
es de 
al
ul de 
es résultats.Nous initialisons ensuite les simulations numériques dire
tes des fronts de densité 
ou-plés ave
 les perturbations instables ainsi retrouvées et observons l'évolution nonlinéaire
onsé
utive ave
 la formation de stru
tures 
ohérentes. L'état �nal, quoi que (quasi-) équi-libré se trouve être non-stationnaire et très di�érent qualitativement et quantitativementpar rapport à l'état équilibré stationnaire de base.1Signalons les travaux de Balmforth [Bal99℄ sur l'instabilité de 
isaillement en eau peu profonde sansrotation



4.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts de densité géostrophiques
ouplés 874.2 Instabilité et évolution nonlinéaire des fronts dedensité géostrophiques 
ouplésLes résultats sur l'instabilité et l'évolution nonlinéaire des fronts de densité géostro-phiques 
ouplés font l'objet d'un arti
le soumis à Journal of Fluid Me
hani
s. Ainsi nousles in
luons en anglais.Instability of 
oupled geostrophi
 density fronts and its nonlinear evolutionE. S
herer and V. ZeitlinLaboratoire de Météorologie Dynamique, E
ole Normale Supérieure, 24 rue Lhomond, 75231Paris Cedex 5, Fran
eSubmitted to Journal of Fluid Me
hani
s on De
ember 19th 2007A

epted for publi
ation on June 30, 2008Instability of 
oupled density fronts, and its fully nonlinear evolution are studied wi-thin the idealized redu
ed-gravity rotating shallow water model. By using the 
ollo
ationmethod we ben
hmark the 
lassi
al stability results on zero potential vorti
ity (PV) frontsand generalize them to non-zero PV fronts. In both 
ases we �nd a series of instabilityzones intertwined with the stability regions along the along-front wavenumber axis, themost unstable modes being long-wave. We then study the nonlinear evolution of theunstable modes with the help of a high-resolution well-balan
ed �nite-volume numeri
als
heme by initializing it with the unstable modes found from the linear stability ana-lysis. The most unstable long-wave mode evolves as follows : after a 
ouple of inertialperiods, the 
oupled fronts are pin
hed at some lo
ation and a series of weakly 
onne
ted
o-rotating ellipti
 anti
y
loni
 vorti
es is formed, thus totally 
hanging the 
hara
ter ofthe �ow. The 
hara
teristi
s of these vorti
es are 
lose to known rodon lens solutions. Theshorter-wave unstable modes from the next instability zones are strongly 
on
entrated inthe frontal regions, have sharp gradients, and are saturated due to dissipation without
hanging qualitatively the �ow pattern.1 Introdu
tionDensity fronts are ubiquitous in the o
ean [Gil82℄. Understanding their dynami
s is ofobvious importan
e for 
omprehension of transport and mixing of mass and momentum. Aparti
ular but frequently observed 
ase 
orresponds to fronts with isopy
nals interse
tingwith the free surfa
e or with the bottom, i.e. out
ropping or in
ropping fronts, respe
tively.A pair of adja
ent out
ropping (in
ropping) fronts with density gradients of oppositesign isolate a �uid of parti
ular density from a surrounding �uid with a di�erent density[Smi76, HSB+82℄. We fo
us on out
ropping / in
ropping density fronts in the paper andwill 
all them simply fronts in what follows. Due to the presen
e of the Coriolis for
e thedensity fronts should be a

ompanied by a 
orresponding velo
ity jet perpendi
ular tothe density gradients. In the geostrophi
ally balan
ed (or simply geostrophi
) fronts, theCoriolis for
e and the pressure for
e are in equilibrium. Su
h fronts, if they are straight,are exa
t solutions of the equations of motions (see below). The question of stability ofthese solutions is of double importan
e. Besides the stability per se, it may be put in the
ontext of the fundamental in geophysi
al �uid dynami
s geostrophi
 adjustment problem,
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on�guration 
lose to an unstable solution, thequestion arises what will be the end state of the relaxation to the geostrophi
 equilibrium?A widely used idealized model for studying dynami
s of density fronts is the redu
ed-gravity rotating shallow water model, where the e�e
ts of density strati�
ation are in
or-porated in the modi�ed ("redu
ed") gravity parameter, and the system is modelled bya single-layer �nite-depth 
onstant-density �uid. The front 
orresponds to the �uid ter-minating at the free streamline (e.g. [Kil83a℄), whi
h may be 
losed (a lens 
on�gurationmu
h studied in the literature [Kil83b, Rip87, CR85℄). Coupled density fronts 
orrespondto a band of �uid between two free streamlines, 
f [GKS82℄ or more re
ent referen
es likee.g. [RDB03℄. The out
ropping/in
ropping phenomenon is modelled by the �uid termina-ting at the free streamline with �nite slope of the free surfa
e. The model is well-suitedfor studying the basi
 dynami
s. It obviously negle
ts the dissipative e�e
ts like Ekmanpumping, and oversimpli�es strati�
ation. The former may be, in prin
iple, parametrized,for the sake of appli
ations, and the se
ond may be taken into a

ount by using e.g. atwo-layer model. In what follows we will, however, use the simplest version of the model,as in the 
lassi
al paper by Gri�ths, Killworth & Stern [GKS82℄ whi
h will allow us 1) to
omplete their stability analysis and 2) to understand the nonlinear stage of instability.The simplest form of the depth pro�le of the 
oupled fronts is paraboli
. It is easyto see, that the 
orresponding balan
ed jet has a linear horizontal shear. In what followswe will fo
us on this simplest 
on�guration, whi
h may be 
alled the free-streamlinerotating shallow water Couette �ow. The 
lassi
al plane-parallel Couette �ow is knownto be linearly stable to all in�nitesimal perturbations [DR81℄, whi
h is not the 
ase ofits (non-rotating) shallow water 
ounterpart [KK95℄ between the rigid boundaries. In thepresent 
ase we have in addition the e�e
ts of rotation and free boundaries.The linear stability of 
oupled density fronts with paraboli
 pro�le within one- andtwo-layer redu
ed gravity models have been studied in the literature, espe
ially in theparti
ular 
ase of zero potential vorti
ity (PV), whi
h allows for 
onsiderable te
hni
alsimpli�
ations. As was shown by Gri�ths et al. [GKS82℄, the 
oupled fronts with zero-PVare linearly unstable to in�nitesimal perturbations with small but �nite wavenumbers.Later, [PG90℄ 
on�rmed this result and also found new unstable wavenumber intervalsseparated by the stability zones for zero-PV fronts. They however did not display thestru
ture of the new unstable modes. In both papers ad ho
 zero-PV methods were usedfor linear stability analysis. Gri�ths et al. [GKS82℄ also gave theoreti
al arguments forinstability of arbitrary (with non-zero PV) 
oupled density fronts with respe
t to linearisedperturbations with small wavenumbers. In their laboratory experiments, a 
ir
ular 
urrentof buoyant �uid above a deep lower layer was observed to be always unstable forming asequen
e of vorti
es at the late stages of evolution. It should be noted also that thedi�eren
e between two-layer and one-layer stability results is mainly the appearan
e ofthe short-wave Kelvin-Helmholtz type instabilities in the former 
ase [PG90℄, withoutqualitative 
hanges of the long-wave part of the spe
trum whi
h we will be interested inin what follows.Below, we present a detailed linear stability analysis of the 
oupled fronts withoutlimiting ourselves by the zero-PV assumption. We use the re
ent version of 
ollo
ationmethod for linear stability analysis and we ben
hmark our method by reprodu
ing ear-lier results on the position of the instability zones and growth rates. We also obtain thedetailed stru
ture of the unstable modes for su

essive instability zones. After having esta-blished the full stability diagram, and 
on�rmed the existen
e of multiple instability zones
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ouplés 89with their proper patterns of unstable modes, we perform fully nonlinear high-resolutionsimulations of the nonlinear stage of instability starting from the 
oupled fronts perturbedby the unstable mode. We �nd a spe
i�
 "barotropi
" breaking, and a 
omplete spatio-temporal reorganization of the �ow during the nonlinear evolution of the most unstablelong-wave perturbations, while shorter-wave unstable modes from the next instabilityzones are saturated due to dissipation without 
hanging the 
hara
ter of the �ow.The paper is organized as follows. After brie�y reminding the rotating shallow-watermodel and the 
ollo
ation method in �4.2, we present the results of the linear stabilityanalysis in �4.2. The nonlinear evolution of the 
oupled geostrophi
 fronts perturbed bythe unstable modes is presented in �4.2. The results are summarized and dis
ussed in�4.2. In the Appendix we brie�y present for 
omparison the results of linear and nonlinearanalysis of the frontal 
on�guration with smoothened out
ropping, i.e. �uid terminatingat the free boundary with zero slope of the free surfa
e.2 The model and the linear stability problem2.1 The modelThe equations of the rotating shallow water model on the f -plane are :
ut + uux + vuy − fv = −ghx (1)
vt + uvx + vvy + fu = −ghy (2)
ht + (hu)x + (hv)y = 0 (3)where u(x, y, t) is the zonal velo
ity, v(x, y, t) is the meridional velo
ity, h(x, y, t) is the�uid depth, f is the Coriolis parameter whi
h we assume to be 
onstant and positive,

g is the redu
ed-gravity and the subs
ripts denote 
orresponding partial derivatives. Wenegle
t the e�e
ts of vis
osity and di�usion in the linear stability analysis. The PV isde�ned as q = (vx − uy + f) / h. It is a Lagrangian invariant of the model : d q
d t

= 0.The geostrophi
 balan
e 
orresponds to equilibrium between the Coriolis for
e andthe pressure for
e in (1a) and (2b). The straight balan
ed front, i.e. a geostrophi
allybalan
ed 
on�guration without dependen
e on one of the 
oordinates (say y) is an exa
tstationary solution of (1), as it is easy to see.We study stability of a spe
i�
 geostrophi
ally balan
ed jet with a paraboli
 pro�le :





h = H =

{
H0

2
(1 − ( x

L
)2), |x| ≤ L

0, |x| > L
u = 0

v = V =

{
g
f
Hx = −gH0

fL2 x, |x| ≤ L

0, |x| > L

(4)We thus have a free-boundary problem, the bounding streamlines at rest being situatedat x = −L and x = +L. The �uid terminates with a non-zero slope of the free sur-fa
e at the boundaries ("drying"), whi
h is a simple, but widely used model of out
rop-pings/in
roppings o

urring in the real o
ean (
f e.g. [GKS82℄ ; [Kil83a, Kil83b, RDB03℄).The basi
 
on�guration is s
hemati
ally presented in �gure 2.
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Fig. 2 � The redu
ed gravity rotating shallow water 
on�guration whi
h models thein
ropping / out
ropping fronts : a layer of �uid of width L/2 and maximum depth H0/2on the rotating plane with Coriolis parameter f and the redu
ed-gravity ~g.The PV of the �ow (4) is :
q =

Vx + f

H
=

−gH0

fL2 + f
H0

2
(1 − ( x

L
)2)
, (5)and vanishes when Vx = −f , i.e. gH0

fL2 = f . Note that in the opposite 
ase PV is ne
essarilysingular at the free streamlines. This however does not pose a problem, unless one usesPV as a dynami
al variable whi
h is not the 
ase below.The general 
riteria of linear stability of the rotating shallow water �ows were esta-blished in the 
lassi
al paper by Ripa [Rip83℄ : the �ow is stable with respe
t to in�ni-tesimal perturbations if there exists a value of the parameter α su
h that simultaneously
[V (x) − α] ∂xq(x) ≥ 0 and [V (x) − α]2 ≤ gH(x) for all x. It is easy to see that Ripa's
riteria are not satis�ed for the the �ow (4). The �rst 
riterion 
an be written as :

(−gH0

fL2
+ f)

4

H0L2(1 − (x/L)2)2
[ − αx− gH0

fL2
x2] ≥ 0, (6)and 
an be veri�ed only if α = 0 and gH0

f2L2 ≥ 1. The se
ond 
riterion in the 
ase α = 0be
omes :
0 ≤ 1 −

(x
L

)2 − 2 gH0

f 2L4
x2, (7)and is never veri�ed on the interval : |x| ∈ ]L/(1 + 2gH0/(f

2L2))
1

2 , L
].We start with a linear stability analysis of the solution (4) by ben
hmarking the resultsof Gri�ths et al. [GKS82℄ and Paldor & Ghil [PG90℄ whi
h were obtained by the ad ho
zero-PV method, and then extend them to the non-zero-PV 
ase, where only the long-wavelimit was previously approa
hed ([GKS82℄) .We 
onsider small perturbations of the jet (4) :

h = H + h′, u = u′, v = V + v′, (8)and nondimensionalize the problem with a horizontal length s
ale L (the half width ofthe unpertubed jet), a verti
al length s
ale H0 (the double of the maximum depth of theunperturbed jet), the inverse of the inertial frequen
y as the time-s
ale, and the velo
ity
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ale fL. The nondimensionalized equations are :
ũt̃ + ũũx̃ + ṽũỹ − ṽ = −Bu h̃x̃ (9)
ṽt̃ + ũṽx̃ + ṽṽỹ + ũ = −Bu h̃ỹ (10)
h̃t̃ + (h̃ũ)x̃ + (h̃ṽ)ỹ = 0 (11)where Bu = g H0

f2 L2 is the Burger number, the only nondimensional parameter governingthe problem, and nondimensional quantities are denoted by a tilde. The ba
kground jetis given by : {
H̃(x̃) = 1

2
(1 − x̃2),

Ṽ (x̃) = −Bu x̃. (12)Thus, Bu = 1 
orresponds to the zero-PV jet. We will omit the tildes and the primes inwhat follows when this does not lead to 
onfusion. Looking for solutions of the nondimen-sionalized linearised equations in the form (u, v, h) = (u0(x), v0(x), h0(x)) ei (k y−ω t), weget :
i (k V (x) − ω) u0 − v0 + Bu hx = 0, (13)

i (k V (x) − ω) v0 + (1 + V (x)x) u0 + Bu i k h0 = 0, (14)
i (k V (x) − ω) h0 + (u0 H(x))x + i k H(x) v0 = 0. (15)This is a free boundary eigenproblem for eigenvalues ω and eigenve
tors (u0, v0, h0). Com-plex eigenvalues 
orrespond to instabilities.The boundary 
onditions are :

H(x) + h = 0, and dL±
dt

= u at x = L± = ±1 + λ±, (16)where ±1 are the lo
ations of the free streamlines of the balan
ed jet and λ±(y, t) arethe perturbations of the free streamlines. Physi
ally, they 
orrespond to the 
onditionsthat the �uid terminates at the boundaries whi
h are the material lines. The linearisedboundary 
onditions give :1. the relation between the perturbation of the positions of the free streamlines andthe value of the height perturbation :
λ± = − h0

Hx

∣∣∣∣∣
x=±1

, (17)2. the 
ontinuity equation (15
) evaluated at x = ±1.Hen
e, the only 
onstraint to impose on the solutions of (13-14-15) is regularity of (u0, v0, h0)at x = ±1.The eigenproblem (13-14-15) is solved with the help of the 
ollo
ation method, whi
hhas an advantage of allowing to treat any potential vorti
ity pro�le for the basi
 �owand perturbations with arbitrary wavenumber, while in the previous works Gri�ths etal. [GKS82℄ dealt only with small wavenumbers and Paldor & Ghil [PG90℄ analysed onlythe zero-PV 
ase. The disadvantage of the method is that it is not spe
ially designed fortreating singular eigenproblems. Indeed, the eigenproblem (13-14-15) has a well known
riti
al layer singularity o

urring whenever the real part of the eigen phase velo
ity ofthe perturbation c = ω/k equals the lo
al �ow velo
ity : c = V (x). Singularities give
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h form a 
ontinuous spe
trum, 
f e.g. [Van98℄for a similar albeit simpler geophysi
al �uid dynami
s problem with 
riti
al layers. Thesemodes have Dira
-delta or step-fun
tion behaviour (depending on the variable) being, infa
t distributions, not fun
tions. Dis
rete 
ounterparts of su
h singular eigenmodes willbe retrieved by the straightforward 
ollo
ation method. They may be, nevertheless, easilyidenti�ed by their singular pro�les and the fa
t that they a

umulate with in
reasing reso-lution (see below). As the non-dimensional velo
ity of the �ow (12) takes values between
−Bu and +Bu, 
riti
al levels should appear in the interval c ∈ [−Bu,Bu]. A �lteringpro
edure based on gradient limiters was applied to eliminate these pseudo-modes.It should be noted that the 
ollo
ation method was already applied by Le Sommer,S
herer & Zeitlin [LSSZ06℄ to the problem of stability of the 
oupled density fronts on theequatorial tangent plane. However, a substantial simpli�
ation there was the 
onstant,and not sheared, pro�le of the ba
kground velo
ity due to vanishing of the Coriolis for
eat the equator. Hen
e, only one 
riti
al level appeared and was easy to deal with. Theresults obtained below demonstrate the e�
ien
y of the 
ollo
ation method for problemswith 
riti
al layers.2.2 A reminder on the 
ollo
ation method for the eigenvalue pro-blemsIn order to solve the free boundary eigenproblem (13-14-15), we use the pseudospe
tral
ollo
ation method [Tre00℄ in the form whi
h was re
ently applied by Poulin & Flierl[PF03℄ and Le Sommer, S
herer & Zeitlin [LSSZ06℄. The system (13-14-15) on the interval
−1 ≤ x ≤ 1 is dis
retised on the irregular grid formed by the Chebyshev 
ollo
ation points,whi
h are unevenly spa
ed to avoid the Runge phenomenon : xj = cos(jπ/N), j =
0, 1, ..., N . The Chebyshev di�erentiation matrix, whi
h will be denoted D, is used asdis
rete di�erentiation. The dis
retised version of the system (13-14-15) thus follows :




kV −1 BuD
(−1 − Vx) kV Bu k

(−Hx −HD) kH kV






u00

v0

h0


 = ω



u00

v0

h0


 (18)where for 
onvenien
e we use u00 = iu0. A 
omplete solution of (18) with the standardMatlab routine "eig" is 
omputed in few se
onds on a personal 
omputer.3 The results of the linear stability analysis3.1 Ben
hmark of the earlier results for �ows with zero potentialvorti
ity, Bu = 1We start with the analysis of the zero-PV 
ase. The real part of the eigen phase-velo
ities and the imaginary part of the eigenfrequen
ies (growth rates) as fun
tions ofthe wavenumber are presented in �gure 3. The gradient-limiter �ltering is applied in theupper panel of the �gure in order to eliminate the pseudo- modes (dis
rete analoguesof singular modes), whi
h �ll the band [0, 1] and a

umulate with in
reasing resolution(we present only the positive c = Re(ω)/k, Im (ω) part of the graphs, the full ones are
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Fig. 3 � The eigenvalues of the positive real part of the phase velo
ity c (upper panel) andthe growth rate (lower panel) as fun
tions of k for the zero-PV �ow Bu = 1. N = 400.In the c < 1 part of the upper panel the eigenvalues 
orresponding to the pseudo-modesasso
iated with 
riti
al levels are �ltered out. The instabilities in the lower panel arelo
ated where a bran
h of the phase speed interse
ts another one, or when the real part ofthe phase speed vanishes at the upper panel. A zoom of the instability zone at k ≈ 4.575is given in the inset.
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xFig. 4 � Cross-stream stru
ture of the dis
rete analogue of a singular mode, k =
1.116, Re(ω) = 0.043, Im(ω) = 0, as 
aptured by the 
ollo
ation method with N=200.obtained by re�exion with respe
t to the abs
issa axis). The typi
al 
ross-stream pro�les
orresponding to a pseudo-mode are presented in �gure 4 : their main feature is the jumpin the along-jet velo
ity v.As usual, the instabilities appear when two bran
hes of the dispersion relation for thenormal modes interse
t, or when the real part of the phase velo
ity of a mode vanishes[e.g. Sak89, HY87℄. The highest growth-rates are found in the small wavenumber range,however, smaller instability zones exist at higher wavenumbers. We present the 
ross-stream stru
ture of the most unstable mode in �gure 5, and the stru
ture of the asso
iatedperturbations of both free streamlines, as 
al
ulated from the boundary 
onditions (17),in �gure 6. It should be noted that the border streamlines have a signi�
ant phase shift,whi
h will be important in the nonlinear evolution of the instability (see below). It is alsoworth mentioning that, as we 
he
ked (not shown), for all instability zones of �gure 3, theinstability wave-pattern is of the type of �gure 6, i.e. it is a 
ombination of meanderingand vari
osity. The stru
ture of the most unstable mode in the se
ond zone of instability ispresented in the left panel of �gure 7. A zoom of the rightmost instability zone at k ≈ 4.575in �gure 3 is given in the inset in �gure 3 and the stru
ture of the 
orresponding modeis given in the right panel of �gure 7. The 
hara
teristi
 features of the higher instabilitymodes are high gradients of the height and velo
ity �elds 
on
entrated in the vi
inityof the free streamlines (the unstable modes in the third zone k ≈ 4.01 have the samestru
ture, not shown).3.2 Extension to �ows with non-zero potential vorti
ity, Bu 6= 1As soon as Bu 6= 1 the PV be
omes non-zero and non-
onstant. Gri�ths et al. Gri�thset al. [GKS82℄ gave general arguments for existen
e of the unstable modes for arbitraryPV. Below we 
on�rm and quantify this predi
tion. By repeating the stability analysis fora series of values of the Burger number we got a full stability diagram in the Bu−k plane.A part of it 
orresponding to realisti
 Burger numbers is presented in the left panel of the�gure 8. Several instability zones are 
learly visible. The zone with highest growth ratesis the one with lowest wavenumbers. It is the one that was studied in detail by Gri�thset al. [GKS82℄. Note that when Bu in
reases, the maximum growth rate in
reases and the
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al
ulated by the 
ollo
ation method k = 1.116, Re(ω) = 0, Im(ω) =
0.14, N = 200.
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ture of the most unstable mode in the se
ond zoneof instability (k = 2.77, Re(ω) = 0.89, Im(ω) = 0.03) for the zero-PV �ow (Bu = 1) as
al
ulated by the 
ollo
ation method with N=200. Right panel : Cross-stream stru
tureof the unstable mode at k = 4.575, Re(ω) = 0, Im(ω) = 0.004 for the zero-PV �ow,
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Fig. 8 � Left panel : Stability diagram in the Bu− k plane. The isolines of Im(ω) at thevalues 0.05 up to 0.3 by step of 0.05 are shown. N = 200. Right panel : Growth rates inthe main instability zone as fun
tions of the wavenumber for Bu = 0.5, Bu = 1 (zero-PV�ow), and Bu = 1.5. For all values of Bu, the growth rate at k = 0 vanishes. When Buin
reases, the maximum growth rate in
reases and the wavenumber 
orresponding to themost unstable mode diminishes. 20 
ollo
ation points are su�
ient to obtain the panel.wavenumber 
orresponding to the maximum growth rate diminishes. The growth rates fordi�erent values of the Burger number as fun
tions of the wavenumber are shown in theright panel of �gure 8. The real parts of the phase velo
ities display a similar behaviouras in the 
ase Bu = 1 (not shown).4 Nonlinear evolution of the instability4.1 Finite volume methods for the rotating shallow water modelRe
ent progress in �nite-volume numeri
al s
hemes for shallow water equations al-lows for implementationally simple and quantitatively reliable high-resolution modellingof fully nonlinear dynami
s. We use this te
hnique for studying nonlinear evolution ofthe instabilities of 
oupled geostrophi
 density fronts. We apply the high resolution �nitevolume numeri
al method by Bou
hut [Bou04, Bou07℄ whi
h has the following properties
ru
ial in the present 
ontext :1. it preserves the geostrophi
 equilibria (i.e. the stationary states in the 
ase of astraight front),2. it resolves wave breaking and sho
k formation,3. it allows to treat drying.No expli
it dissipation is introdu
ed in the numeri
al s
heme. As was shown in previous ap-pli
ations [BLZ04, BLZ05℄ energy is extremely well-preserved, the only signi�
ant energyloss events being asso
iated with sharp gradient (sho
k or bore) formation [BLZ04℄, orwith re
onne
tion of the streamlines [barotropi
 Rossby wave breaking, BLZ05℄, whi
hprodu
e lo
alized dissipation zones.We brie�y remind the main ingredients of the method. The shallow water equationsare dis
retised in the �ux-form on a regular grid within the framework of the �nite-volumeapproa
h. The �nite-volume s
heme is then fully pres
ribed by the 
hoi
e of the numeri
al
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Fig. 9 � Isolines of the �uid depth in the (x, y) plane : the 
ontours h =
[0.1 , 0.2 , 0.3 , 0.4 , 0.5] are shown. The initial amplitude of the perturbation is 10% ofthe maximum depth of the balan
ed jet. While the instability develops, the jet breaks intoa series of anti
y
loni
 rotating lenses/vorti
es of ellipti
 shape. The 
al
ulation domainis periodi
 in the y dire
tion.�ux fun
tion and the treatment of the remaining sour
e terms asso
iated with the Coriolisfor
e. At ea
h time-step and in ea
h dire
tion, the Coriolis terms are reformulated follo-wing the apparent topography method �rst introdu
ed by Bou
hut, Le Sommer & Zeitlin[BLZ04℄. The numeri
al �ux fun
tion is asso
iated with a relaxation solver adapted totreat topography as proposed by Audusse et al [ABB+04℄. This 
hoi
e of the numeri
al�ux fun
tion ensures the ability of the numeri
al pro
edure to 
ompute solutions of theshallow water equations even in the 
ase of terminating depth. The advantage of thes
heme is that 
orre
t Rankine-Hugoniot 
onditions guaranteeing the de
rease of energya
ross the sho
ks are automati
ally satis�ed by the method, i.e. numeri
al vis
osity isindeed a dissipation. The numeri
al simulations presented hereafter were obtained withtypi
al resolution 0.05 L and last for a 
ouple of hours on a personal 
omputer.4.2 Nonlinear evolution of the most unstable modeWe simulate the fully nonlinear evolution of the instability 
orresponding to the mostunstable mode, with k = 1.116 at Bu = 1 (
f �gure 5). The boundary 
onditions areperiodi
 in the meridional dire
tion, with period 2π/k (the results do not 
hange if theperiod is 
hanged, see below). The numeri
al method allows for drying, so we 
ompute thesolution on the [−5, 5] interval in the zonal dire
tion with sponge boundary 
onditions.The perturbation of amplitude about 10% of the maximum height of the unperturbed
on�guration was superimposed on the ba
kground balan
ed jet. The evolution of theheight �eld in the (x, y) plane is shown in �gure 9. After only a few inertial periods,the instability develops. The jet is pin
hed, at the same time the height of the �uiddiminishes and be
omes very small at pin
h lo
ations. A re
onne
tion of the streamlinesat this lo
ation follows (in other words the unstable boundary waves of �gure 6 break),and a series of 
o-rotating anti
y
loni
 vorti
es of ellipti
 shape, weakly 
onne
ted by
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Fig. 10 � Left panel : A zoom of the isolines of the �uid depth in the (x, y) plane at
t = 36 
orresponding to the simulation of �gure 9 : the 
ontours h = 0.01 to 0.5 at theinterval 0.02 are shown. Filaments of �uid 
onne
t the two neighbouring vorti
es. Rightpanel : Mass �ux along the x-axis a
ross the se
tion y = 2.5 at t = 36.
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xFig. 11 � Se
tion a
ross y = 0.1 of the relative vorti
ity at t = 36, in �gure 10. We presentthe relative vorti
ity of the regions with h ≥ 0.01. For shallower h the dis
retization errorsstrongly a�e
t the vorti
ity whi
h is 
al
ulated using �nite di�eren
es.the zones 
arrying a very small amount of �uid, results. A late stage of the evolutionis illustrated in the left panel of �gure 10 where it is seen that the vorti
es are in fa
tinter
onne
ted by the �laments of �uid of small depth. The mass �ux a
ross the �lamentsat the same moment of time is shown in the right panel of �gure 10. The amplitude of themass �ux is negligible, and thus the overall �ow along initial density fronts is pra
ti
allydisrupted. The vorti
es almost do not intera
t with ea
h other, apart from the periods oftime when they are aligned, with the major axis oriented along the dire
tion of the initialjet. However, even when the major axes are aligned we observe the values of the mass�ux an order of magnitude smaller than in the initial jet, though an order of magnitudegreater than the values presented in the right panel of �gure 10.A se
tion of the relative vorti
ity a
ross a vortex is shown in �gure 11. The relativevorti
ity in the vortex 
ore is 
onstant and equal to −1. Outside the 
ore, two zones ofnegative vorti
ity are 
learly related to the �laments 
onne
ting the vorti
es, 
f the leftpanel of �gure 10.The period of rotation of the vorti
es is about T = 60f−1. During the whole simulationone and a third of a full turn is a

omplished. The rotating ellipti
 vorti
es resemble therodons, the exa
t isolated ellipti
 lens solutions with paraboloidal pro�le of h [Rip87℄. We
an make a 
omparison with the period of rotation of a rodon with the same relative vorti-
ity (−1) and the same e

entri
ity (≈ 2.174). Su
h a rodon has a period of about 7.6f−1
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urately �tted by the paraboli
pro�les for the main vortex part.
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Fig. 13 � Time evolution of the total energy, normalized by the initial total energy for theevolution of the main instability. The events of stronger de
rease 
orrespond to the timesat whi
h ea
h vortex intera
ts with its neighbours when their major axes are aligned.or 36f−1 (there exist two families of the rodon solutions), whi
h gives substantially fasterrotation rates. The explanation of the di�eren
e is apparently related to the 
olle
tive andtransient 
hara
ter of the vortex stru
tures resulting from our simulation, with rodon-likevorti
es 
onne
ted by the rolling up �uid �laments. The detailed stru
ture of the vortexpattern at the late stage of the evolution is presented in �gure 12. It is seen that the mainvortex is indeed rodon-like with paraboli
 se
tions along the main axes, but the amountof �uid in (re
onne
ting) �laments is still non-negligible.The time evolution of the total energy of the system is presented in �gure 13. Weshould remind that in the numeri
al s
heme we are using, the numeri
al dissipation a
tsonly in the zones of high gradients (sho
ks). The slow de
rease of energy during the wholesimulation is explained by the presen
e of the drying zones a
ting as e�e
tive sho
ks, onthe one hand, and by the fa
t that it is easy to generate mi
ro sho
ks ("sho
klets") inthe shallow regions of the �uid 
lose to drying. The resulting energy loss is non negligibleduring the simulation, but stays su�
iently small (less than 10%). At times t = 43 to 50and t = 73 to 81, events of stronger dissipation take pla
e at times when vorti
es enter in
onta
t (i.e. when their major axes are aligned). The perturbation 
reated at the peripheryof the vortex due to this intera
tion propagates then along the vortex boundary formingsho
klets, and dissipates. A snapshot of the spatial distribution of the dissipation rate atthe moment of 
onta
t between the neighbouring vorti
es is presented in the left panel of�gure 14. Dissipation due to sho
klets is presented in the right panel of �gure 14 and showsthat the dissipation rate is ∼ 50% smaller than the dissipation rate due to re
onne
tionof �laments, but is of the same order of magnitude.
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Fig. 14 � Spatial distribution of the dissipation rate superimposed on the isolines of the�uid depth (from h=0.01 up by step of 0.05). Left panel : At t = 43, dissipation is dueto re
onne
tions, regions were values of the dissipation rate are between 0.01 and 0.0144(the maximum value) are shaded. Right panel : At t = 66, dissipation is due to sho
kdissipation, regions where values of the dissipation rate are between 0.004 and 0.0047(the maximum value) are shaded. Dissipation rate is 
al
ulated as the deviation from theenergy balan
e in ea
h 
ell per time-step, in nondimensional units.We performed similar experiments with domains of 
omputation of di�erent sizes inthe meridional dire
tion, and found that previous results are robust : the most unstablemode from the �rst instability zone, satisfying the periodi
ity 
ondition, develops in asimilar way.At Bu 6= 1, the pro
ess is qualitatively similar. We performed simulations with highervalues of the maximum growth rate (Bu > 1) : the instability develops faster and therotation rate of the vorti
es is faster, but there are no signi�
ant departures from thedes
ribed Bu = 1 s
enario. Simulations with lower values of the maximum growth rate(i.e. with Bu < 1) lead to a similar development of the instability as in the Bu = 1 
asebut with a longer time s
ale and with a slower rotation rate of the vorti
es.5 Nonlinear evolution of the modes from the se
ond instabilityzoneWe then simulated the nonlinear stage of the instability 
orresponding to higher-wavenumber modes, like the mode presented in the left panel of �gure 7. It should beemphasized that this mode, as well as even higher-k unstable modes, 
f. right panel of�gure 7, has high gradients 
lose to the free streamlines, i.e. at the zones of vanishingdepth, and thus is likely to be damped due to dissipation (as already said the mi
rosho
ks, and hen
e dissipation, are expe
ted in the zone 
lose to the free streamlines).Indeed, we observed a rapid energy de
ay at the initial stage of the simulation, see �gure16 below, and had to start with 
onsiderable amplitudes of the perturbation ( ≈ .2 tobe 
ompared to ≈ .1 in the simulations of the most unstable mode above), in order toobserve noti
eable e�e
ts. We present in �gure 15 the nonlinear evolution of the mode ofthe left panel of �gure 7 superimposed on the balan
ed �ow. The boudary 
onditions are
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 in the meriodional dire
tion, with period 2π/2.77. One 
an see a drasti
 di�eren
ewith the previous 
ase of the main instability mode. No spatio-temporal reorganisation ofthe mean �ow takes pla
e due to the rapid dissipative saturation of the instability. Thedissymmetry of the unstable mode with its high gradients at the right boundary leads toalmost 
omplete disappearen
e of the perturbation at the right boundary, while at theleft one it survives at the initial level. The energy loss in the simulations presented in�gure 16 is mu
h more rapid than in the 
ase of the main instability mode, 
f �gure 13,happening mainly during the �rst 10 inertial periods, whi
h explains why the growth isalmost immediately arrested. Figure 17 shows the spatial distribution of the dissipation forthe initial stages of the evolution of the instability from the se
ond zone. The dissipationis 
on
entrated in the rightmost and leftmost zones of high gradients of the unstable modewith pronoun
ed left-right dissymmetry, whi
h explains the eventual disappearen
e of theperturbation at the right boundary. Note that pra
ti
ally all of the dissipation takes pla
ein the highlighted regions. Similar pi
ture is expe
ted for the unstable modes from thethird and fourth instability zones due to the similar spatial stru
ture of the modes.Thus, shorter-wavelength modes from the se
ond, third and fourth zones of instability,if ex
ited, are unable to 
hange the stru
ture of the ba
kground �ow in 
ontradistin
tionwith the main instability mode. This means that in the 
ontext of long-time nonlinearevolution of the 
oupled fronts the only relevan
e of these modes is to provide a dissipativesink of energy.5 Summary and 
on
lusionsWe thus revisited the linear stability of the geostrophi
ally balan
ed 
oupled densityfronts in the redu
ed gravity rotating shallow water model and extended the previouslyknown results to the 
ase of non zero-PV. The �ow does not satisfy the stability 
riteriaby Ripa [Rip83℄, and we have shown that at any Burger number it is unstable to pertur-bations in �nite intervals of wavenumbers starting from zero, whi
h are intertwined withstability zones. The wavenumber asso
iated to the maximum growth rate of the insta-bility de
reases as the Burger number in
reases, while the maximum growth rate itselfin
reases. The detailed stru
ture of the unstable modes, important for understanding theirnonlinear evolution, was established. At the same time we demonstrated the 
apability ofthe 
ollo
ation method to e�
iently treat 
ompli
ated 
on�gurations with 
ontinuum of
riti
al levels.The nonlinear evolution of the unstable modes was then investigated with the help ofhigh-resolution numeri
al simulations, allowing to resolve the �ne-stru
ture details of thedynami
s. The main instability was shown to develop by pin
hing the fronts and forminga row of 
lo
kwise rotating ellipti
 vorti
es with a paraboli
 form of the interfa
e similar tothe (isolated) exa
t rodon solutions. The vorti
es are intera
ting weakly through the �uid�laments 
onne
ting them. Their intera
tion is more pronoun
ed when the major axes ofthe vorti
es are aligned in the dire
tion of the initial jet, leading to enhan
ed dissipationin the inter-vortex regions. The energy 
ontinues to slowly de
rease even after a hundredof inertial periods meaning that the relaxation towards the (still unknown) adjusted stateis very slow. It should be noted that formation of a sequen
e of ellipti
 vorti
es duringnonlinear evolution of zero-PV 
ir
ular jet was reported in the experiments of Gri�ths etal. [GKS82℄. Yet, the high-resolution numeri
al simulations allow to add quantitative andqualitative details, like e.g. measures of �uxes, of vorti
ity, or position of the enhan
ed
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Fig. 15 � Isolines of the �uid depth in the (x, y) plane for nonlinear evolution of theinstability from the se
ond zone : the 
ontours h = [0.01 , 0.2 , 0.3 , 0.4 , 0.5] areshown. The initial amplitude of the perturbation is 20% of the maximum depth of thebalan
ed jet. The perturbation is wiped out by dissipation at the right free boundary,where the initial unstable mode had the strongest gradients, 
f left panel of 7. The growthis saturated due to the dissipation at the left boundary, leading to a dissymmetri
 patternyet 
lose to the initial 
on�guration without signi�
ant 
hanges of the mass �ux a

rossthe �ow, unlike the 
ase of the most unstable mode. The 
al
ulation domain is periodi
in the y dire
tion.
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ond zone,normalized by the initial total energy. The most signi�
ant energy loss takes pla
e at �rst10 inertial periods.
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ond-zone instabilities were shown to be subje
t to the dissipative damping atthe initial stages of the evolution due to the spe
i�
 spatial stru
ture of the 
orrespondingmodes with high gradients 
on
entrated in the out
ropping regions. They 
annot thereforereorganize the �ow, unlike the main unstable mode.We also provide eviden
e (see Appendix), that although the stru
ture of the mainunstable mode is sensible to the pro�le of the mean shear �ow, the growth rates andposition of the main instability zone on the wavenumber axis, as well as nonlinear evolutionof the instability are not. This result is 
onsistent with the general analysis of Gri�ths etal. [GKS82℄.Finally, it should be mentioned that linear stability results for zero-PV 
on�gurationsin the two-layer rotating shallow water model were obtained by Paldor & Ghil [PG90℄. Inthe most realisti
 in the o
eani
 
ontext 
ase of thi
k upper (lower) layer for out
ropping(in
ropping) fronts the instability zones and growth rates are 
lose to the one-layer onesdis
ussed above. Signi�
ant di�eren
es appear, however, at relatively thin se
ond layerswith appearan
e of short-wave instabilities having the growth rates higher than the "main"long-wave instability. They are presumably Kelvin-Helmholtz (KH) like, and their presen
emay 
onsiderably 
hange the nonlinear evolution s
enario. It should be stressed thatalthough it is relatively easy to analyse linear stability by the 
ollo
ation method in this
ase, the nonlinear simulations in the presen
e of KH-like instabilities do pose a problembe
ause, as is well known, the two-layer shallow water equations 
hange type (hyperboli
to ellipti
, 
f e.g. [Zei07℄). We plan to give a thorough analysis of the two-layer 
aseelsewhere.Appendix A. A resumé of the linear and nonlinear ana-lysis of 
oupled fronts with smoothened out
roppingFollowing a suggestion of an anonymous referee, we present below a brief a

ount oflinear and nonlinear analysis of a 
on�guration where the free boundaries are approa
hedat zero slope of the free surfa
e, to be 
ompared with �nite-slope out
ropping fronts. Theheight and velo
ity pro�les in nondimensional terms are 
hosen as follows in the interval
(−1, 1) : {

H̃(x̃) = 1
2

(1 + cosπx̃),

Ṽ (x̃) = −Buπ
2

sin πx̃,
(19)and are both zero outside this interval.As is easy to see, this pro�le is not stable a

ording to the Ripa's 
riterion. The linearstability analysis of this 
on�guration by the 
ollo
ation method along the lines of themain text above gives the instability diagram for the most unstable modes presented in�gure 18. The typi
al shear was purposedly taken to be the same as for the paraboli
 �owat zero-PV, whi
h 
orresponds to Bu = 2/π in (19). Although the quantitative details aresomewhat di�erent, the resemblen
e with the main instability zone for the paraboli
 jet isstriking. The stru
ture of the most unstable mode presented in �gure 19 is, unsurprisingly,di�erent from that for the paraboli
 pro�le. It has a more 
ompli
ated stru
ture withmultiple extrema whi
h 
ompli
ates the �ltering of the pseudo-modes. However, if thismode is superimposed onto the basi
 �ow (19), the resulting nonlinear evolution displayedin �gure 20 is qualitatively and quantitatively 
lose to the one presented in �gure 9. This
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Fig. 20 � The nonlinear evolution of the 
on�guration (19) with zero-PV perturbed bythe mode of Fig. 19indi
ates that nonlinear evolution of the main instability with its typi
al reorganisationof the �ow into a system of 
orotating ellipti
 vorti
es is robust and not sensitive to thedetails of the mean �ow pro�le, provided the typi
al shear is the same.



4.3 Con
lusion 1074.3 Con
lusionLes ondes piégées par les fronts de densité géostrophiques 
ouplés sont responsablesd'une instabilité qui se manifeste par la 
roissan
e des ondes piégées amenant les frontsde densité à se re
onne
ter pour former une série de tourbillons quasiment indépendants.Ces tourbillons ont des 
ara
téristiques 
ommunes ave
 les rodons, notamment leur pro�lparabolique en profondeur et linéaire en vitesse (voir Annexe B.1). L'état �nal de 
etajustement n'est pas l'état ajusté stationnaire initial auquel on avait imposé une pertur-bation. Le développement nonlinéaire de l'instabilité a 
omplètement réorganisé l'é
oule-ment, pour atteindre un état non-stationnaire bien que quasiment équilibré (dans l'annexeB.1, nous présentons plus en détail les rodons, solutions non-stationnaires équilibrées deséquations nonlinéaires de l'eau peu profonde en rotation).
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Chapitre 5Ajustement géostrophique en présen
ed'une 
�te
5.1 Introdu
tionEn présen
e d'une 
�te, un é
oulement en équilibre géostrophique doit obéir à la foisà la balan
e entre gradient de pression et for
e de Coriolis et aux 
onditions aux bordsà la 
�te. Pour un �uide non visqueux, la seule 
ondition aux bords à imposer est la
ondition de non-pénétration du �uide dans le solide, 
'est-à-dire que la vitesse normaleà la 
�te doit s'annuler à la 
�te. La présen
e de la 
�te entraîne l'existen
e d'un typed'onde supplémentaire : les ondes de Kelvin 
�tières. Ces ondes sont équilibrées, elles sedépla
ent en gardant la 
�te sur leur droite dans l'hémisphère Nord (sur la gau
he dansl'hémisphère Sud) et leur amplitude dé
roît exponentiellement en s'éloignant de la 
�te.On rappelle la relation de dispersion des ondes d'inertie-gravité : ω2 = gH

−→
k

2
+ f 2 (
fpartie 1.2).La relation de dispersion des ondes de Kelvin 
�tières est ω =

√
gHk (où H est la pro-fondeur du �uide dans lequel se propage l'onde de Kelvin) et les relations de polarisationdes ondes de Kelvin 
�tières sont lorsque la 
�te est au Sud :

{
u =

√
g
H
h,

v = 0.
(5.1)et la forme de l'onde de Kelvin adimensionnelle est :

(u, v, h) = (

√
g

H
K((x−

√
gH t), 0, K(x−

√
gH t)) e

−y√
gH/f (5.2)où K est une fon
tion réelle de x−√

gH t. Les relations de dispersion adimensionnées desondes d'inertie-gravité et des ondes de Kelvin 
�tières sont représentées sur la �gure 5.1.Les ondes de Kelvin 
�tières sont non dispersives, don
 elles existent à toutes lesfréquen
es et peuvent par 
onséquent faire le lien entre les mouvements lents et les mou-vements rapides [Gil82℄. Reznik & Grimshaw [RG02℄ ont montré que la présen
e de l'ondede Kelvin 
�tière n'empê
he pas la séparation entre 
omposante lente et rapide du mouve-ment. Ils ont montré qu'au premier en ordre en nombre de Rossby, l'équation d'évolutionde l'onde de Kelvin est l'équation d'onde simple. L'onde simple déferle en temps �ni [Lig78℄don
 l'onde de Kelvin déferle en temps �ni. 109
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Fig. 5.1 � Relation de dispersion des ondes sur le plan f en présen
e d'une 
�te. En traitplein l'onde de Kelvin 
�tière et en pointillés les ondes d'inertie-gravité.
La formation de 
ho
 sera utilisée 
omme modèle du déferlement, en supposant queles e�ets dissipatifs de petite é
helle sont lo
alisés dans l'espa
e dans une 
ou
he d'é
helle
ara
téristiques très inférieure aux é
helles de l'é
oulement. Si un 
ho
 n'est pas re
tiligne,il lui est asso
ié un saut de vorti
ité potentielle (
f annexe F de [LSRZ04℄), 
'est-à-dire qu'àun 
ho
 
ourbé est asso
ié un �ux non adve
tif de vorti
ité potentiel. Le Sommer, Reznik& Zeitlin [LSRZ04℄ ont mis en éviden
e que durant l'évolution nonlinéaire de l'onde deKelvin équatoriale (dont la dé
roissan
e méridienne est en e−y2) un 
ho
 
ourbé se formeet 
rée un dépot de vorti
ité potentielle 
orrespondant à la formation d'un jet à l'arrièredu 
ho
. On peut se demander si 
et e�et se retrouvera pour l'onde de Kelvin 
�tière.Cette question est importante notamment pour 
onnaître les e�ets des ondes de Kelvinsur le mélange, 
ar les déferlements sont asso
iés à des zones de mélange à petite é
helle.Grâ
e à la méthode numérique aux volumes �nis présenté en partie 2.1, nous allonsréaliser une simulation nonlinéaire de l'ajustement géostrophique au voisinage d'une 
�te.Nous pourrons avoir une véri�
ation de la séparation prédite par Reznik & Grimshaw[RG02℄ entre 
omposante lente et 
omposante rapide du mouvement. Nous pourrons alorsobserver si 
ette séparation est e�e
tive et se poursuit sur des temps longs. D'autre part,nous pourrons observer l'évolution sur des temps longs de l'onde de Kelvin 
�tière généréepar l'ajustement et ainsi observer son déferlement, et les 
onséquen
es de 
e déferlementsur l'é
oulement de base.



5.2 Ajustement géostrophique au voisinage de la 
�te 1115.2 Ajustement géostrophique au voisinage de la 
�teNous 
onsidérons l'ajustement géostrophique nonlinéaire d'une perturbation lo
aliséeau voisinage d'une 
�te. L'état de base est :





h = 1
u = 0
v = 0

(5.3)Nous 
onsidérons f−1 
omme é
helle temporelle et le rayon de déformation de Rossby
Rd =

√
gh

f

omme é
helle spatiale. Nous allons utiliser la perturbation de la surfa
e libre :






h′ = 0.3 (1 − x2 − y2)
u′ = 0
v′ = 0

(5.4)pour perturber l'état de base. L'état




h = 1 + h′

u = 0
v = 0

(5.5)est l'état initial de l'é
oulement pour lequel nous allons réaliser une simulation numériquede l'ajustement géostrophique au voisinage d'une 
�te (
f présentation de la méthode dansla partie .2.1). Nous 
onsidérons une 
�te au Sud en y = −2.5 et la perturbation lo
aliséeest 
entrée en y = 0. Les 
onditions aux bords sont :� 
ondition de non pénétration du �uide dans le solide au Sud, 
'est-à-dire v = 0 à la
�te,� 
onditions de type éponge, imitant l'eau libre, au Nord,� 
onditions périodiques à l'Est et à l'Ouest.Nous présentons sur la �gure 5.2 et la �gure 5.3 les isolignes de la surfa
e libre (isobares)au 
ours de l'ajustement. Dans un premier temps, l'ajustement se déroule 
omme en l'ab-sen
e de 
�te, des ondes d'inertie-gravité sont émises et au lieu de la perturbation initialeun é
oulement quasi-équilibré se met en pla
e. Vers t = 1.5, lorsque les ondes d'inertie-gravité atteignent la 
�te, 
elles-
i vont d'une part se ré�e
hir, et d'autre part générer uneonde de Kelvin de bord qui va se propager en garder la 
�te sur la droite du mouvement(f > 0). On observe ensuite la propagation de l'onde de Kelvin 
�tière, pendant que lesondes d'inertie-gravité 
ontinuent à se propager en s'éloignant de la perturbation initiale.A l'endroit de la perturbation intiale, se trouve un é
oulement quasi-équilibré.Nous présentons sur la �gure 5.4, une image de la dissipation numérique à t = 4.5superposée aux isobares. Les zones où la dissipation numérique est importante sont leszones où des 
ho
s se forment : on voit plusieurs zones de dissipation. D'une part plusieurszones 
orrespondent aux endroits où le front intial d'ondes d'inertie-gravité et le frontré�é
hi d'ondes d'inertie-gravité se re
ontrent, laissant penser à une intera
tion entre 
esdeux fronts provoquant des déferlements. D'autre part, on observe une autre zone dedissipation importante au niveau de l'onde de Kelvin 
�tière, traduisant le déferlement de
elle-
i.Pour visualiser l'e�et du déferlement de l'onde de Kelvin 
�tière nous 
hoisissons, pourla 
larté de la présentation, de réaliser dire
tement la simulation de l'évolution non linéaired'une onde de Kelvin 
�tière lo
alisée.
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Fig. 5.2 � Ajustement géostrophique au voisinage d'une 
�te de la perturbation 5.4. Lesisolignes de la surfa
e libre (isobares) sont présentées de 0.001 par pas de 0.01. Les 
ouleursvarient du bleu pour les profondeurs les plus faibles, au rouge pour les profondeurs lesplus importantes.
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Fig. 5.4 � Dissipation (en rouge) superposée aux isobares (en gris) à l'instant t = 4.5,dans l'expérien
e de la �gure 5.2. Les isolignes de dissipation à partir de 10% et par pasde 5% de la dissipation maximale sont représentées en rouge. (La dissipation est le tauxde variation de l'énergie en unités adimensionnées de �ux d'énergie. Au
une dissipationn'étant in
luse dans le modèle, les variations d'énergie ne peuvent avoir lieu que lors dela formation de 
ho
s.)



5.2 Ajustement géostrophique au voisinage de la 
�te 115On 
onsidère 
omme état initial la perturbation





h′ = 0.3 sin(x) e−y si x ∈ [0, π], 0 : ailleurs
u′ = h′

v′ = 0à l'état de base 5.3. Cette perturbation est une surpression. On utilise les mêmes 
onditionsaux bords que pré
édemment.Sur la �gure 5.5 sont présentés les isobares, qui 
orrespondent aux isolignes de lasurfa
e libre. L'onde de Kelvin lo
alisée se propage ave
 sa vitesse √
gH (i
i H = 1).Dès t = 3 on voit un front 
ommen
er à se former à l'avant de l'onde de Kelvin. Cefront 
ontinue de s'intensi�er, il modi�e le pro�l zonal de l'onde de Kelvin. L'onde deKelvin 
ontinue à se propager durant toute la simulation (t = 30f−1). Sur la �gure 5.6, ladissipation numérique est représentée, elle se trouve lo
alisée à l'endroit du front et pointel'existen
e d'un déferlement à 
et endroit. Cette zone de dissipation se propage ave
 l'ondede Kelvin. Le front est 
ourbé, on s'attend don
 à 
e que de la vorti
ité potentielle soit
rée [BLZ05℄. L'anomalie de la vorti
ité potentielle (vorti
ité potentielle totale à laquelleon a soustrait la vorti
ité potentielle de l'état de base 5.3) est représentée sur la �gure5.7. Notons que l'onde de Kelvin 
�tière ne porte pas d'anomalie de vorti
ité potentielle.Un dép�t de vorti
ité potentielle négative est visible à l'arrière du 
ho
, par 
onséquent
e dépot doit 
orrespondre à un 
ourant qui se forme le long de la 
�te et se propageantvers l'Ouest.
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Fig. 5.5 � Déviation de la surfa
e libre pour une onde de Kelvin de surpression. Lesisobares sont représentées de à partir de 1.02 par pas de 0.02. La 
�te est au Sud.On réalise l'expérien
e symétrique en prenant une initialisant une onde de Kelvin
�tière lo
alisée de dépression :




h′ = −0.3 sin(x) e−y si x ∈ [0, π], 0 ailleurs
u′ = h′

v′ = 0Sur la �gure 5.8, on voit l'onde de Kelvin 
�tière se propager à saa vitesse √gH (i
i en
ore
H = 1). Dès t = 2 on voit qu'un front se forme à l'arrière de l'onde de Kelvin 
�tièrelo
alisée. Le pro�l de l'onde de Kelvin est modi�é par le 
ho
, mais l'onde 
ontinue dese propager durant toute la simulation (t = 20f−1). La dissipation est représentée surla �gure 5.9. Rappelons que le modèle n'in
lult au
une dissipation et que la dissipationi
i 
orrespond à la variation d'énergie au 
ours de la simulation, qui ne peut se produireque lors de la formation d'un 
ho
). On voit qu'une zone de dissipation 
orrespond à la
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Fig. 5.6 � Dissipation numérique pour une onde de Kelvin de surpression. La méthodenumérique n'in
lut pas de dissipation physique, seule une dissipation numérique se produità l'endroit où des 
ho
s se forment. Les isolignes de dissipation à 10% et par pas de 10%de la dissipation maximale sont représentées, 
'est-à-dire que 
e sont les zones entouréespar les isolignes sont les zones où la dissipation est signi�
ative.

t=0.0

y

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.5

1
t=1.5

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.5

1
t=3.0

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.5

1

t=9.0

y

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.5

1
t=21.0

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.5

1
t=30.0

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.5

1
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5.3 Con
lusion 117lo
alisation du 
ho
 tout au long de la simulation. La �gure 5.10 représente l'anomalie devorti
ité potentielle au 
ours de la simulation. On observe, 
omme pour l'onde de Kelvinde surpression, un dépot de vorti
ité potentielle à l'arrière du déferlement, mais 
ette foisl'anomalie de vorti
ité potentielle est positive. Ce dépot de vorti
ité potentielle doit aussi
orrespondre à la mise en pla
e d'un 
ourant 
�tier, se propageant vers l'Est dans 
e 
as.
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Fig. 5.8 � Déviation de la surfa
e libre pour une onde de Kelvin de dépression. Les isobaressont représentées à partir de 0.98 et en diminuant par pas de 0.02.
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Fig. 5.9 � Dissipation numérique pour une onde de Kelvin de dépression. Les isolignes dedissipation à 10% et par pas de 5% de la dissipation maximale sont représentées, 
'est-à-dire que 
e sont les zones entourées par les isolignes sont les zones où la dissipation estsigni�
ative.5.3 Con
lusionUne simulation nonlinéaire de l'ajustement géostrophique nonlinéaire d'une perturba-tion lo
alisée de pression a 
on�rmé le déroulement du pro
essus prévu par Reznik &Grimshaw [RG02℄. Nous avons observé le déferlement de l'onde de Kelvin 
�tière et avonsmis en éviden
e que l'onde de Kelvin 
�tière déferle en 
réant de la vorti
ité potentielle,négative/positive pour une onde de Kelvin de surpression/dépression, asso
iée à un 
ou-rant 
�tier se formant à l'arrière du 
ho
. Ces résultats indique le r�le que peut jouerl'onde de Kelvin 
�tière pour le mélange dans l'o
éan : au lieu de son déferlement 
or-respond une zone de mélange intensi�é à petite é
helle. Ces résultats persistent ave
 uneonde de Kelvin 
�tière de dépression, à la di�éren
e que le déferlement se passe à l'arrièrede l'onde de Kelvin 
�tière lo
alisée, et que la vorti
ité potentielle déposée est du signeopposé.
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Chapitre 6Ajustement géostrophique en présen
ed'un guide d'ondes frontal à l'équateur
6.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous étudions les e�ets 
ombinés du 
on�nement équatorial et du
on�nement dû aux fronts de densité sur l'ajustement géostrophique de perturbationslo
alisées. L'ajustement de telles perturbations sans 
on�nement frontal sur le plan βéquatorial a été étudié dans [LSRZ04℄ où il a été démontré que la perturbation initiale(symétrique par rapport à l'équateur) produit deux types de stru
tures 
ohérentes dans leguide d'onde équatorial : les dipoles tourbillonnaires dans le se
teur des ondes de Rossbyéquatoriales (propagation vers l'Ouest) et les fronts de Kelvin dans le se
teur des ondes deKelvin équatoriales (propagation vers l'Est). La partie de la perturbation qui se projettesur les ondes d'inertie-gravité s'éva
ue lentement (il n'y avait pas de proje
tion sur lesondes de Yanai à 
ause de la symétrie du problème).Le 
on�nement frontal, qui 
orrespond, par exemple, à une lentille d'eau moins denseque l'eau environnante dans l'o
éan tropi
al, apporte un phénomène nouveau : le piégagedes ondes d'inertie- gravité ave
 les 
onséquen
es qui ont été déjà évoquées dans le 
hapitre4. La stabilité de l'état équilibré à des perturbations devient, don
, de nouveau 
ru
ialdans 
e 
ontexte. Une di�
ulté additionnelle est que les solutions ajustées lo
alisées deséquations du modèle de l'eau peu profonde à gravité réduite sur le plan β équatorial ne sontpas 
onnues (alors que sur le plan f , il s'agit des rodons). L'équilibre géostrophique surle plan β équatorial n'est bien dé�ni que pour les jets zonaux. Nous verrons par la suitequ'une perturbation lo
alisée à l'équateur ave
 un rapport d'aspe
t assez grand s'étaledans la dire
tion zonale et ainsi tente de retrouver 
et état équilibré. En pro
édant de lamême façon que dans le 
hapitre 4, nous étudions la stabilité des jets équilibrés équatoriauxet identi�ons les perturbations quasi-inertielles obsérvées dans les simulations numériquesdire
tes à haute résolution 
omme les modes stables sur le jet zonal équilibré : un étatlimite d'évolution de la lentille initiale. Il est à noter que l'analyse de la stabilité du jetéquilibré sur le plan β équatorial se révèle plus simple que sur le plan f aux moyenneslatitudes, 
ar à 
ause de l'e�et β (et en l'absen
e de "l'e�et f"), un tel jet se trouvenon-
isaillé et, don
, le problème des niveaux 
ritiques ne se pose (presque) pas. Nousobserverons aussi les manifestations spé
i�ques des di�érents types d'ondes équatorialesdans le 
ontexte de l'ajustement des lentilles : formation de dip�les de Rossby sur le �an
ouest de la lentille en évolution, et le front de Kelvin qui prend i
i la forme d'un 
ourant119



120 Ajustement géostrophique en présen
e d'un guide d'ondes frontal àl'équateurde gravité se propageant vers l'Est. Les ondes quasi-inertielles stables se propagent sur lefond de 
e 
ourant de densité. Les mouvements de 
e type, qui ont une période typiquede quelques jours si les paramètres du modèles sont ramenés à des valeurs typiques pourl'o
éan tropi
al, peuvent être à l'origine de 
ertaines os
illations obsérvées in situ.6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transi-toire d'une anomalie de densité dans l'o
éan équa-torial et appli
ation aux eaux 
haudes du Pa
i�queéquatorial OuestLes résultats sur les mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une ano-malie de densité dans l'o
éan équatorial et leur appli
ation aux eaux 
haudes du Pa
i�queéquatorial ouest font l'objet d'une publi
ation dans Journal of Physi
al O
eanography etsont don
 présentés en anglais dans 
e qui suit.



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'o
éan équatorial et appli
ation aux eaux 
haudes du Pa
i�queéquatorial Ouest 121Inertial motions during the transient adjustment of a density anomaly inthe equatorial o
ean with appli
ation to the western Pa
i�
 warm poolJ. Le Sommer, E. S
herer and V. ZeitlinJournal of Physi
al O
eanography 36, 2283-2295, De
ember 2006.(Manus
ript re
eived 24 January 2006, in �nal form 10 May 2006)The paper is fo
used on the spontaneous transient adjustment of a buoyant lens ofwater with uniform density, initially at rest in the vi
inity of the equator. For parameterstypi
al of the western Pa
i�
 warm pool, the adjustment is shown to generate �niteamplitude wave motions with period ∼ 8 days whi
h are not 
overed by the standardtheory of linear equatorial waves. This me
hanism may be at the origin of inertial motionsat the early stages of ENSO events in the western Pa
i�
 o
ean.The lens adjustment is studied within the 11
2
-layer redu
ed gravity approximationon the equatorial β-plane, using the high resolution �nite volume numeri
al methodswhi
h are spe
ially designed to handle out
ropping isopy
nals. Under the redu
ed gravityapproximation, a buoyant region of light water with out
ropping boundaries in the vi
inityof the equator is des
ribed by two parameters : the meridional to zonal s
ale aspe
t ratio

δ and the ratio γ of the Coriolis for
e to the pressure for
e on its meridional boundary.For realisti
 parameters (δ ∼ 10−1 ; γ ∼ 1), the lens, initially at rest, spreads eastwardin a

ord with non-rotating gravity 
urrent dynami
s whereas its westward extrusion isarrested so that the western edge splits into two anti
y
loni
 vorti
es. Meanwhile �niteamplitude westward propagating inertial wave motions develop at the interfa
e betweenthe spreading 
urrent and the ambient �uid.The inertial wave stru
ture is shown to be 
onsistent with the stru
ture of stable wavemodes predi
ted by linear analysis of small amplitude perturbations superimposed on azonally symmetri
 equatorial 
urrent with out
ropping isopy
nals. A WKBJ ray-tra
inganalysis indi
ates that the inertial wave is emitted during the early stage of the gravity
urrent evolution and then dispersed on the spreading 
urrent.1 Introdu
tionThe large s
ale (>500km), slow dynami
s ( T >10 days) of the equatorial o
eans wasan area of intense investigations over the past 25 years. The joint e�ort on observations,remote sensing and model studies has led to a 
omprehensive pi
ture of the equatorialdynami
s at these s
ales, espe
ially 
on
erning the equatorial Pa
i�
. Likewise, in-situobservations of mi
ro-stru
tures and motions with time-s
ales less than one day in theequatorial o
eans also attra
ted signi�
ant interest [see e.g. MMH+92℄. On the 
ontrary,the intermediate frequen
y motions (1 < T < 10 days) are less understood and were
onsidered to hardly interfere with the slow dynami
s. In parti
ular, the inertial wave mo-tions with restoring for
e due to the Coriolis e�e
t, were quite negle
ted in the equatorialdynami
s literature.Nonetheless, re
ent works suggest that intermediate frequen
y motions are likely toplay a signi�
ant role in the equatorial dynami
s and e
ology. On the one hand, it shouldbe emphasized that in the equatorial band a signi�
ant part of the small s
ale mixing in thethermo
line 
an be attributed to inertial motions [AG01℄. On the other hand, the modelstudies reveal that high frequen
y wind for
ing, whi
h pumps a 
onsiderable amount of
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e d'un guide d'ondes frontal àl'équateurenergy into intermediate frequen
y motions, is a 
ru
ial ingredient for modelling the earlystages of ENSO events in OGCMs (G. Made
, personal 
ommuni
ation). In what 
on
ernsthe 
oupling of dynami
s with biology, the verti
al adve
tion asso
iated with intermediatefrequen
y motions is also known to modify substantially the primary produ
tion in themixed layer [FH01℄. So, it is worthwhile revisiting the intermediate frequen
y motions inthe equatorial o
eans.Most of our understanding of these motions in the equatorial o
eans is based on the pi
-ture drawn in the 
lassi
 paper by Wuns
h and Gill [WG76℄. They proposed that the windstress is the main driving for
e of su
h motions and showed that the wind stress variations
an resonantly ex
ite the free linear equatorial waves within the mixed layer. Althoughsu

essfully applied, this approa
h 
annot a

ount for in situ observations 
olle
ted atthe beginning of 1992 ENSO event in the TOGA/COARE IOP array whi
h show that : i)the intermediate frequen
y motions are not systemati
ally 
onsistent with the free wavetheory [LCGM℄, and that ii) kineti
 energy peaks at intermediate frequen
y in the mixedlayer do not systemati
ally mat
h the frequen
y of wind energy peaks [UKIK98, UKIK00℄.Therefore, it is ne
essary to re
onsider the hypotheses of the linear free wave theory andto �nd 
omplementary for
ing me
hanisms in order to explain the intermediate frequen
ymotions in the equatorial Pa
i�
 at the beginning of ENSO events.At the beginning of ENSO events the wind and buoyan
y for
ings tend to shapea volume of warm (> 28◦C) and low salinity (< 35psu) waters known as the westernPa
i�
 warm pool [DDd+00℄ whi
h extends typi
ally over 4000km long, 800km wide and60-100m deep. At its eastern edge, the warm pool is delimited by a sharp salinity front[VD98℄. The position of this front is subje
t to strong interannual variations [MI00℄ relatedto ENSO events. Notably, the warm pool extrudes eastward at the beginning of ENSOevents 
on
urrently with the 
hange in the trade winds [MHMT90℄.Our working hypothesis is that su
h transient eastward extrusion is at the origin ofintermediate frequen
y motions.In order to identify the basi
 me
hanism generating su
h motions, we will 
hoose thesimplest model whi
h retains the key ingredients : the presen
e of out
ropping isopy
nalsin lo
alized frontal stru
tures and nonlinear adve
tion. The redu
ed gravity approxima-tion would therefore be used as a 
rude representation of horizontal and verti
al densitystrati�
ations. Foreseeable e�e
ts of 
ontinous strati�
ation and entrainment within thepy
no
line are brie�y dis
ussed in se
tion 6.Our approa
h is based on the notion of spontaneous adjustment. At the intermediatetime-s
ale of interest, negle
ting the feedba
ks of the o
ean on the atmosphere, the Pa
i�
warm pool is a dissipative system under the atmospheri
 for
ing (wind stress, heat andfresh water �uxes). Yet, a study of the initial-value problem usually reveals the inherentfeatures of the intrinsi
 dynami
s of this system, important for the system's response toany for
ing. For this purpose we propose to study the response of a buoyant region oflight water after an impulsional modi�
ation of the for
ing. We will thus investigate therelaxation (adjustment) of an idealized warm pool (a buoyant lens) initially at rest in thevi
inity of the equator. This will tentatively des
ribe the evolution of the Pa
i�
 warmpool after a swit
h o� of the trade winds.The main questions we address are : Do intermediate frequen
y motions emerge duringthe adjustment of the lens after the trade winds swit
h o� ? What is their e�e
t on theslow dynami
s ?The paper is organized as follows : in se
tion 2, we formulate the problem and introdu
e



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'o
éan équatorial et appli
ation aux eaux 
haudes du Pa
i�queéquatorial Ouest 123the 
hara
teristi
 s
ales and parameters. A typi
al adjustment s
enario of a buoyant lens isdes
ribed in se
tion 3 on the basis of high resolution numeri
al simulations. In se
tion 4, westudy the wave modes on a �
titious parallel equatorial jet with out
ropping boundaries,and 
ompare them with those observed during the lens adjustment. The emission andpropagation of inertial waves on the developping equatorial gravity 
urrent is dis
ussedin se
tion 5.The main results of the paper are summarized and put into perspe
tive in se
tion 6.2 Overview of the problemIn order to test the relevan
e of the 
onje
tured wave emission me
hanism, we use thesimplest model whi
h in
ludes the required dynami
al ingredients, the �nite amplitudefrontal dynami
s. We should emphasize that our purpose is not to reprodu
e the detaileddynami
s of the equatorial Pa
i�
, but rather to pinpoint the relevant dynami
al pro
esses.Thus, as a �rst step, although the equatorial o
ean is strongly 
oupled to the atmosphereat all s
ales, we will model the evolution of the o
ean only. The thermohaline stru
ture ofthe upper equatorial o
ean is represented as a two-layer �uid within the redu
ed gravityapproximation. Following [Gil82℄, the motion of a thin a
tive lens of buoyant water abovea deep passive o
ean is des
ribed by the shallow water equations on the equatorial beta-plane :
∂t~u+ ~u · ∇~u+ g′∇h + βy~z × ~u = 0,

∂th+ ∇ · h~u = 0, (1)where (h, ~u) denote, respe
tively, the upper layer depth and the 
urrent in the upper layer,
g′ is the redu
ed gravity, f = β y is twi
e the rotation rate at latitude y and ~z is pointingupward. The lens depth h may be
ome zero in the 
ase of out
ropping isopy
nals.It is also possible to in
lude the for
ing terms on the right hand side so that the modeltakes into a

ount the wind stress [Gil82, p.435℄. Su
h representation of the wind stressassumes that the passive layer is not a�e
ted by the wind. Nonetheless, it was foundto satisfatory des
ribe the evolution of the wind for
ed �ows even in 
ase of vanishinga
tive layer depth [see e.g. MI00℄. Note that if the wind for
ing is supposed to be zonallysymmetri
, then it enters the equations in the form of an apparent topography [see Gre85℄.In order to investigate the transient evolution of a buoyant region of light water after asudden modi�
ation of the atmospheri
 for
ings, we 
onsider the relaxation of a lens whi
his initially at rest at t = 0. Con
eptually, one 
an imagine the lens to be in stationaryequilibrium with the wind stress for t < 0. Remind that on the equatorial β-plane, thereis no lo
alized stationary solutions to the system (1) without for
ing terms. Consideringthe high frequen
y variability of the zonal wind during westerly wind bursts [BRP02℄,su
h a trade wind swit
h-o� s
enario is not unrealisti
. Having 
hosen the initial 
urrentto vanish in the lens, we impose a simple geometry for the isopy
nals with parametersbroadly 
onsistent with observations. A lens with paraboloidal isopy
nals is 
hosen withzonal extension Lx, meridional extension Ly and the maximum depth H , as presented inFig 1. We should stress that the evolution of the lens is not essentially sensitive to theparaboloidal shape of the lens.Notably, the length and time s
ales of the problem are not intrinsi
ally given by themodel but rather related to the initial 
onditions. Indeed, for a given lens (Lx, Ly, H), the
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Fig. 1 � The lens at time t = 0. We emphasize that this study fo
uses on regimes su
hthat Lx ≫ Ly.maximum lense depth H sets the velo
ity s
ale c0 =
√
g′H . Then the equatorial Rossbyradius asso
iated with the lensRd =

√
c0/β is a typi
al spatial s
ale of the problem. Havingde�ned velo
ity and spa
e s
ales, one 
an introdu
e the adve
tive time-s
ale Ta = 1/

√
c0β.Note that c0, Rd and Ta all depend on the maximum depth of the lens H . In parti
ular,on the equatorial β-plane, there is no intrinsi
 time-s
ale in the model, whi
h is a 
ru
ialdi�eren
e with the f -plane 
ase. The la
k of intrinsi
 time and spa
e s
ales in the modelis inherent for the 11

2
-layer redu
ed gravity approximation. In the next se
tion, the resultsof numeri
al simulations are presented under 
onvention that Ta = 1, Rd = 1 and c0 = 1.In order to obtain dimensional values, some estimate for c0 based on the observationaldata should be used. For the Pa
i�
 warm pool, we 
hoose c0 ∼ 2.5 m.s−1 whi
h yields

Rd ∼ 330 km and Ta ∼ 1.5 days.To pres
ribe the initial 
onditions (Lx, Ly, H), only two independent parameters areneeded. We 
hoose to use
δ = Ly/Lx and γ = L2

y/R
2
d, (2)whi
h denote, respe
tively, the aspe
t ratio (δ), and the ratio of Coriolis for
e to pressurefor
e at the meridional boundary (γ). In what follows, we use this pair of parameters toset up the numeri
al experiments. Given the extension of the Pa
i�
 warm pool, we shouldfo
us on the parameter regime su
h that δ ∼ 0.1 and γ ∼ 1.We should emphasize that the relaxation of a lo
alized, unbalan
ed buoyan
y anomaly
an be 
onsidered as an equatorial 
ounterpart of the 
lassi
al Rossby adjustment problemwith non-uniform initial potential vorti
ity.3 Numeri
al simulations of the transient dynami
sa. Overview of the numeri
al pro
edureThe numeri
al method we use is the same as in [BLZ05℄. This referen
e providesa 
omplete des
ription of the pro
edure and a dis
ussion of its properties. The mainingredients of the method are the following. The shallow water equations are dis
retizedin the �ux-form on a regular grid within the framework of the �nite-volume approa
h. The�nite volume method is then fully pres
ribed by the 
hoi
e of the numeri
al �ux fun
tionand the treatment of the remaining sour
e terms asso
iated with the Coriolis for
e. Atea
h time-step and in ea
h dire
tion, the Coriolis terms are reformulated as apparenttopography, following the apparent topography method �rst introdu
ed by [BLZ04℄. The
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haudes du Pa
i�queéquatorial Ouest 125numeri
al �ux fun
tion is asso
iated with a relaxation solver adapted to treat topographyas proposed by [ABB+04℄. The 
hoi
e of the numeri
al �ux fun
tion insures an importantfeature of the numeri
al pro
edure, namely its ability to 
ompute solutions of the shallowwater equations in the 
ase of vanishing layer depth. The numeri
al simulations dis
ussedbelow are obtained with typi
al resolution ∆x,∆y ∼ 0.05Rd and are 
omputed withintens of minutes on a personal 
omputer.b. The relevant physi
al me
hanismsBefore pro
eeding with the des
ription of the numeri
al simulations, let us re
all thee�e
t of the basi
 physi
al me
hanisms at play in the adjustment pro
ess in order toanti
ipate the adjustment s
enario. In the absen
e of the Earth rotation, a buoyant lenswithin the redu
ed-gravity approximation would spread isotropi
ally a

ording to theinvis
id gravity 
urrent dynami
s. Following [Ben68℄, in the 
ase of a deep layer within�nite depth and negle
ting entrainment, the nose of the gravity 
urrent would tend topropagate with the velo
ity c∞ =
√

2g′H. Moreover, at any moment the velo
ity pro�lein the dire
tion of propagation is linear in the position of the �uid element. The Earthrotation will substantially modify this pi
ture as the Coriolis for
e will tend to arrest themeridional propagation of the buoyan
y driven �ow. So, the planetary vorti
ity gradientwill guide the �ow in the vi
inity of the equator.A 
omplementary insight to the pro
ess of equatorial adjustment is given by [LSRZ04℄who des
ribed the adjustment of a lo
alized density anomaly of depth ∆H superimposedon a steady py
no
line with depth H in the equatorial o
ean. Their results show thatthe anomaly proje
ts its energy onto the available wave modes of the system. The initialanomaly is split into an eastward propagating Kelvin wave pa
ket, a westward propaga-ting Rossby wave pa
ket and inertia-gravity waves propagating both ways. For zonallyelongated perturbations, [LSRZ04℄ showed that the three types of waves are dynami
allyde
oupled as long as the amplitude of the nonlinear terms in (1) remain small. The ad-justment of a lo
alized lens dis
ussed in the present paper is a limiting 
ase of the problemstudied by [LSRZ04℄ for ∆H/H → ∞. So, we 
an expe
t some degenerate forms of thethree types of waves to emerge during the adjustment. Still, two 
ru
ial distin
tions re-main. On the one hand, the homogeneous upper-layer whi
h 
an support the 
lassi
alwave motions is now absent. The only medium whi
h 
an support wave motion is now thelens itself. On the other hand, the amplitude of the nonlinear terms in (1) is now largenext to the edge of the lens. Thus, the expe
ted degenerate forms of the three types ofmotions would probably be 
oupled.
. Des
ription of the adjustmentFig. 2 presents su

essive snapshots of the depth 
ontours during the adjustment ofthe density anomaly with δ = 0.1 and γ = 1. We re
all that the upper-layer depth is zeroout of the lens. As expe
ted, three types of motions emerge with in
reasing time. The lensspreads eastward along the equator (the Kelvin-wave type behavior). The Coriolis for
ebeing zero at the equator, the gravity 
urrent pattern is free to develop. Indeed, the zonalvelo
ity on the equator, whi
h is shown on Fig. 3, is 
onsistent with the one-dimensionalgravity 
urrent dynami
s des
ribed by [Ben68℄. The nose propagation velo
ity is ≃ 1.6c0and is almost independent of time. At a given time, the velo
ity pro�le varies almost
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Fig. 2 � Su

essive snapshots at times t = 0, 20, 40 showing the evolution of thelens for δ = 0.1 and γ = 1. Left panel : (x, y)-plane view of depth 
ontours
{0.02, 0.15, 0.3, 0.45, 0.60, 0.75, 0.90} and velo
ity ve
tors. Right panel : (x, z)-plane viewof the lens depth. Note that the s
ales are di�erent in the zonal and meridional dire
tions.
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i�queéquatorial Ouest 127linearly with x. However, Fig. 2 shows that the gravity 
urrent dynami
s is modi�ed on the
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xFig. 3 � Zonal velo
ity on the equator u (plain line) and mass �ux hu (dashed line) attime t = 35 for parameters δ = 0.1 and γ = 1. The mass �ux hu has been multiplied by
5.western edge of the lens. There, the �ow splits and two anti
y
loni
 stru
tures appear. Attime t = 40, the two anti
y
lones are lo
ated at x = −10 and slowly propagate westward(the Rossby-wave type behavior). The destabilization of the western edge of the lens is
onsistent with barotropi
 instability. Near the equator, as in midlatitudes, the β-e�e
tand divergen
e tend to stabilize the eastward �ows and to destabilize the westward �ows[Phi76℄. This 
an be illustrated by a standard argument. Indeed, a �uid parti
le motiono� the equator (say northward) in
reases its planetary vorti
ity. For the eastward �owsthis poleward motion is asso
iated with an in
rease, and for the westward �ows with ade
rease of the relative vorti
ity. Sin
e the par
el motion is 
onstrained by the 
onservationof potential vorti
ity, su
h poleward displa
ement will be arrested for the eastward �ows,but may persist and eventually form vorti
es for the westward ones. The eastern edge ofthe lense is therefore expe
ted to be more stable than its western edge.The most striking feature of the simulations is the emergen
e of �nite amplitude wavemotions within the lens (the inertia-gravity wave type behavior). The wave pattern 
anbe identi�ed either on the poleward edges of the lens (see e.g. Fig. 2 at time t = 40 for
x ∈ [20 40]), or on the �uid depth along the equator (see the lower right panel of Fig. 2). Amajor feature of the wave pattern is that its depth perturbation is of the same amplitudeas the lo
al lens depth. Furthermore, it is remarkable that, at all times, the wave patternexhibits a well-de�ned wavelength λ. At time t = 35, with δ = 0.1 and γ = 1, we measure
λ35 ≃ 11. Before 
ompleting a detailed des
ription of the wave motions, let us mentionthat the adjustment s
enario is also valid for a lens with the 
enter of mass slightly shiftedpoleward, as presented in Fig. 4. In this 
ase, a noti
eable modi�
ation is the emergen
eof antisymmetri
 wave motion, as seen in the right panel. At time t = 35, with δ = 0.1and γ = 1, the wavelength of this antisymmetri
 wave-mode is estimated as λ(35) ≃ 17.



128 Ajustement géostrophique en présen
e d'un guide d'ondes frontal àl'équateur

−20 −10 0 10 20 30 40 50 60
−3

−2

−1

0

1

2

3
t=0.0

x

y

−20 −10 0 10 20 30 40 50 60
−3

−2

−1

0

1

2

3
t=35.0

x

y

Fig. 4 � Snapshots at times t = 0, 35 of the depth 
ontours
{0.02, 0.15, 0.3, 0.45, 0.60, 0.75, 0.90} and velo
ity ve
tors showing the evolution of alens with δ = 0.1 and γ = 1 but whose 
enter of mass is initially shifted northward at
x = 0, y = 0.5.d. Des
ription of the wave motionA Hovmöller diagram of the depth 
ontours along the equator is shown in Fig. 5. The
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Fig. 5 � Hovmöller diagram of the depth 
ontours {0.02, 0.15, 0.25, 0.35} for δ = 0.1 and
γ = 1. Noti
e the phase lines 
orresponding to the westward propagating wave signal.
learly visible phase lines on this �gure indi
ate that the waves are propagating westward.At time t = 35, as mentioned above, the wavelength is about λ(35) ≃ 11 (i.e. wavenumber
k(35) ≃ 0.6). The period is estimated as T (35) ≃ 5.1 (i.e. frequen
y ω(35) ≃ 1.2) and theabsolute phase velo
ity as c(35)ϕ ≃ −2 at x = 35. Dimensionally, in the 
ase of the westernPa
i�
 warm pool, this 
orresponds to a period of ∼ 8 days and a wavelength of ∼ 3500kmThe analysis of Fig. 5 
an be 
arried on further. First, it is seen that λ is almostindependent of x at �xed t. Se
ond, at �xed t, |c| is de
reasing toward the nose of the
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urrent. Third, with in
reasing time, at �xed lo
ation, the period T is in
reasing,the length s
ale λ is de
reasing and the phase velo
ity |c| is de
reasing. A power-law �tof this time dependen
e is given by λ ∝ t−0.4 and T ∝ t 0.2.Finally, going ba
k to Fig. 2, we 
an observe the phase 
orrelation between h, u and
v. For symmetri
 wave modes along the equator h and u have opposite phases while hand v are in quadrature. Su
h phase pattern is identi
al to that of westward propagatinginertia-gravity waves [Gil82℄. In addition, the meridional stru
ture of the �elds is grave inthe sense that v has only one zero within the jet at �xed y. Likewise, h has maximum onthe equator in the lo
ations where the width of the lens is minimal.4 Inertial waves on a zonally symmetri
 equatorial jetwith out
ropping isopy
nalsAt this point, we shall attempt to understand the physi
s of the observed wave motion.Though the lens is a spatially and temporally evolving �ow, it should be stressed that thelens is initially strongly elongated along the equator and remains so during its evolution.Moreover, setting apart the eastern and western edges, the properties of the lens arevarying slowly and monotonously along the equator, 
f. Fig. 3 and Fig. 2. Following theapproa
h to spatially evolving �ows reviewed by [HM90℄, a natural two-step strategy tostudy su
h systems is to 
onsider a �
titious parallel �ow with parameters 
orrespondingto a se
tion of the spatially developing �ow �rst (lo
al analysis) and, se
ond, to applythe WKBJ theory (global analysis). As demonstrated below, this approa
h gives reliableindi
ations regarding the nature and the origin of the observed wave motion.a. The lo
al s
alingWe will show that the properties of the waves obtained in the previous se
tion arevery similar to the properties of inertial waves propagating over a zonally symmetri
equatorial jet with out
ropping isopy
nals. Su
h 
omparison being lo
al at �xed x, t alongthe spreading gravity 
urrent, the lo
al time and spa
e s
ales should be used. For theadjustment dis
ussed in the previous se
tion, let us de�ne h(x, t), the �uid depth alongthe equator averaged over a wavelength. Likewise, de�ne c(x, t) = (g′h(x, t))1/2. Then one
an introdu
e the lo
al s
ales T ∗ = (cβ)−1/2 and L∗ = (c/β)1/2. During the adjustmentof a lens with γ = 1 and δ = 0.1, at time t = 35 and for x ∈ [20 ; 40], we estimate
h(x, 35) ≃ 0.21 whi
h yields T ∗(x, 35) = 2.2 and L∗(x, 35) = 0.46. The wave parameters
ω, k, c obtained in the previous se
tion are res
aled with these lo
al s
ales, so that ω̃ = 1.7,
k̃ = 0.39 and c̃ = −4.3.b. Linear stability analysis : general 
onsiderationsThe problem of the evolution of arbitrary disturban
es on a 
on�ned equatorial jet
onstitutes the equatorial 
ounterpart of the 
lassi
 paper by [GKS82℄. The equatorial 
asehas been studied by [Rip83℄ and [HY87℄. However, these studies were essentialy fo
usedon the question of stability so that, to our knowledge, there is no 
omplete des
ription ofthe propagating modes on equatorial jets with out
ropping isopy
nals in the literature.
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e d'un guide d'ondes frontal àl'équateurConsider a zonally symmetri
 equatorial jet with out
ropping isopy
nals as sket
hed inFig. 6 and assume that H and U are in geostrophi
 equilibrium, su
h that βyU+g′Hy = 0.The meridional boundaries of the jet are lo
ated at y = L+
0 and y = L−

0 . The equations
ρ

1
ρ

2

y

z
βy / 2

U(y)Fig. 6 � A sket
h of the idealized equatorial jet.that govern the evolution of �nite amplitude perturbations of the form
u = U(y) + u′(x, y, t), v = v′(x, y, t), h = H(y) + h′(x, y, t)are given by the set (1) supplemented with the boundary 
onditions :

h(x, L+, 0) = 0, h(x, L−, 0) = 0,

v(x, L+, 0) = dtL
+ and v(x, L−, 0) = dtL

−, (3)where L+(x, t) and L−(x, t) denote the perturbed jet boundaries, and dt is the Lagrangianderivative. A

ording to the 
lassi
al results by [Rip83℄, the �ow is linearly stable withrespe
t to any perturbation if there exist α su
h that for all y
(U − α)

dQ

dy
< 0 and (U − α)2 < g′H. (4)where

Q =
β y + ∂xv − ∂yu

hdesignate the potential vorti
ity. The �rst 
ondition is equivalent to the well-known in-�e
tion point 
riteria whereas the se
ond 
ondition is related to supersoni
 instabilities[HY87℄. Let us now assume that the perturbation is small 
ompared to the mean �ow.Then the normal mode solutions of the linearized set of equations verify
ik(U − c)ũ+ ṽ(Uy − βy) + ikg′h̃ = 0,

ik(U − c)ṽ + βyũ+ g′h̃y = 0,

ik(U − c)h̃+ (Hṽ)y + ikũH = 0, (5)with
(h′, u′, v′) = (h̃, ũ, ṽ) exp ik(x− ct).The boundary 
onditions (3) at y = L+ = L+

0 + λ+ and y = L− = L−
0 + λ− are linearizedso that, assuming (λ+, λ−) = (λ̃+, λ̃−) exp ik(x− ct), we get

Hy(L
+
0 )λ̃+(L0) + h̃(L+

0 ) = 0,

Hy(L
−
0 )λ̃−(L0) + h̃(L−

0 ) = 0,

ik(U − c)h̃+ vHy = 0 at y = L±
0 . (6)



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'o
éan équatorial et appli
ation aux eaux 
haudes du Pa
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ondition is equivalent to the linearized 
ontinuity equation in (5). Therefore,the only boundary 
ondition for (ũ, ṽ, h̃) is their regularity at y = L+
0 and y = L−

0 .Finally, we note that 
riti
al levels may exist in the jet for waves with (U−c)2 = g′H forsome y. This result is obtained from the equation for ṽ following from (5) by eliminatingother variables. We nonetheless emphasize that the existen
e of a 
riti
al level for some c isnot a su�
ient 
ondition for instability sin
e it does not guarantee neither the existen
e ofa mode with phase-speed c nor its instability. Te
hni
ally, as shown by [Ben03℄, additional
onditions on the potential vorti
ity gradients are needed to prove the existen
e of unstablemodes with c in the 
riti
al level. Therefore, a basi
 state 
an be linearly stable a

ordingto Ripa's 
riteria (4) even if there exists c for whi
h (U − c)2 = g′H somewhere within thejet. A dis
ussion of the relation between Ripa's theorem (4) and 
riti
al layer instabilityin shallow water may be found in [TH92℄.
. Solving the linear stability problem by 
ollo
ation methodsTo �nd the solutions of (5), we apply the re
ently improved spe
tral 
ollo
ation me-thods as proposed by [PF03℄. Starting from the matrix form of (5),



U (βy − Uy)/k
2 g

βy U g d
dy
·

H (−1/k2) d
dy

(H·) U







ũ
ikṽ

h̃


 = c




ũ
ikṽ

h̃


 (7)we use the 
omplete basis of Chebyshev polynomials to build a dis
rete equivalent of (7).This is a
hieved by evaluating the terms of (7) on a dis
rete set of N 
ollo
ation points(typi
ally N = 50 to 150). The eigenvalues and eigenve
tors of the resulting operator are
omputed with the help of MATLAB in few se
onds on a personal 
omputer. The o

ur-ren
e of spurious eigenvalues is 
ommon in su
h dis
retization pro
edure. We therefore
he
ked the persisten
e of the eigenvalues presented above by re
omputing the spe
trumwith in
reased N . As noted above, a 
riti
al layer o

urs for eigenvalues c su
h that thereexists y where (U(y)− c)2 = g′H(y). As it will be seen later, the emerging mode systema-ti
ally lies outside the 
riti
al layer. Therefore, no spe
ial treatment of the 
riti
al layerhas been applied to investigate this part of the spe
trum. It should be noted that theregularity boundary 
ondition for h̃, ũ, ṽ are automati
ally satis�ed be
ause of the 
hoi
eof the basis fun
tions.d. Linear stability analysis : 
onstant velo
ity pro�lesA jet pro�le is pres
ribed by two non-dimensional parameters : the Rossby number Roand the Froude number Fr

Ro =
U

βL2
and Fr =

U√
2gH

.To allow a 
omparison, we 
an evaluate Ro and Fr as fun
tions of x for ea
h t on thespreading gravity 
urrent, yielding two fun
tions Ro(x) and Fr(x). Fig. 7 gives the valuesof these two fun
tions along the equator at y = 0 at t = 35 during the adjustment ofthe equatorial lens presented in se
tion 6.2. Remarkably, Ro and Fr verify the relation
Ro ∼ Fr2 on average over a wavelength. In parti
ular, for x in the interval [25 , 35], weget Fr2 ∼ Ro ∼ 2. In order to understand the nature of the wave motion on the spreading
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Fig. 7 � The values of lo
al parameters √Ro(x) (plain line) and Fr(x) (dashed line)along the equator at t = 35 with δ = 0.1 and γ = 1. The width of the lens L(x) is used toestimate Ro(x, y). Note that the average values of √Ro and Fr over one wavelength are
omparable, so that the relation Ro ∼ Fr2 is approximately veri�ed.gravity 
urrent, we 
hoose to study the eigenmodes of a jet su
h that the relationRo ∼ Fr2holds, the most simple example being a jet with 
onstant velo
ity U0 > 0,
U(y) = U0,

H(y) =
−βU0

2g
(y2 − L2). (8)It is easy to verify that Ripa's 
riteria (4) is satis�ed for su
h jets be
ause Qy > 0 and U isbounded. Thus, 
onstant velo
ity jets are linearly stable. We apply the spe
tral 
ollo
ationmethod to the 
onstant velo
ity pro�le for various Ro. All the eigenvalues we 
omputedare real and 
orrespond to stable propagating modes. Fig. 8 presents the phase velo
ity

c̃ for various k̃ with Ro = 2. Two 
lasses of waves are identi�ed. On the one hand thesuper
riti
al waves are propagating faster than the �ow c > U0. On the other hand thesub
riti
al waves are propagating slower than the �ow c < U0. Moreover the solutions areeither symmetri
 or antisymmetri
 and alternate with in
reasing c̃. The stru
ture of thesymmetri
 wave mode found for Ro = 2, k̃ = 0.4 and c̃ = −4.3 is presented in Fig. 9.This wave is grave, in the sense that h has only one extremum within the jet. Within
reasing |U0 − c| at �xed k̃ the number of extrema in the height �eld h is in
reasing.The striking fa
t is that the Rossby number, the phase velo
ity and the wavenumber ofthe wave solution presented in Fig. 9 
oin
ide with the wave parameters observed in thesimulation at t = 35, x = 35 in the previous se
tion. Furthermore, the phase relationsbetween u, v and h are 
onsistent with the observations of se
tion 6.2 : at y = 0, uand h have opposite phase, u and v are in quadrature. Su
h 
oin
iden
e of the waveparameters in the simulation and in the linear wave theory is obtained for the whole wavepattern presented in Fig. 5. Hen
e, we 
on
lude that the emerging wave mode during the
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Fig. 8 � Phase velo
ity c̃ versus wavenumber k̃ for propagating modes on a 
on�nedjet with Ro = 2. The eigenvalues found in the 
riti
al layer U0(1 − (2Ro)−1/2) < c <
U0(1 + (2Ro)−1/2) have been ex
luded. The dot indi
ates the mode whi
h is 
omparedwith the numeri
al simulation of se
tion 3 (See the text).
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Fig. 9 � Meridional stru
ture of the symmetri
 wave mode with Ro = 2, k̃ = 0.4 and
c̃ = −4.331. Ea
h panel presents the real (plain line) and the imaginary part (dashed line)of the variable.
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orresponds to the gravest symmetri
 sub
riti
al propagating mode on the
on�ned equatorial jet.5 Wave emission and wave propagation on the equatorialgravity 
urrentThe emerging wave mode being identi�ed, two questions remain : What is the originof the wave motion ? What sets the parameters of the emerging mode ? These questionsare addressed below within the framework of the WKBJ approximation. Applying thegeneral approa
h to wave motions on developping �ows [HM90℄, the use of the WKBJapproximation is legitimated by Fig. 5. Indeed, it is 
learly seen that the wavenumber andfrequen
y are slowly evolving in spa
e and time, respe
tively. Therefore, as regards theinertial wave dynami
s, the lens is a slowly varying medium. This allows to introdu
e thesmall parameter ǫ below.a. Wave propagation : the WKBJ approximationFollowing the standard WKBJ approximation method [Whi74℄, we assume that the�uid depth h presented in Fig. 2 
an be de
omposed as follows
h(x, y, t) = h(x, y, t) + η(x, y, t) exp (i ϑ(x, t)/ε) ,+O(ε) (9)with ε being a small parameter, h the averaged �uid depth over a wavelength and η thelo
al wave amplitude. Then the lo
al wavenumber and frequen
y 
an be de�ned as

k = ε−1 ∂ϑ

∂x
and ω = −ε−1 ∂ϑ

∂t
. (10)As previously, the lo
al time and spa
e s
ales T ∗ and L∗ are used to de�ne the nondimen-sional frequen
y ω̃ = ω T ∗ and k̃ = k L∗.As already said, the gravity 
urrent is a slowly varying medium with respe
t to thewave parameter k̃ and ω̃ (i.e. ε ≪ 1). Assuming that the wave amplitude is small (i.e.

η ≪ h), the lo
al wavenumber and frequen
y should verify
ω = Ω(k,Ro, c) = (cβ)1/2 Ω̃((c/β)1/2 k̃, Ro), (11)where c and Ro denote respe
tively the lo
al Rossby number and the lo
al velo
ity s
ale

c =
√
g′h averaged over a wavelength. The dimensional form of the dispersion relationfollows from the nondimensional form obtained in the previous se
tion.

ω̃ = Ω̃(k̃, Ro). (12)The ray-tra
ing formulae des
ribe the evolution of k̃ and ω̃ following the rays dtX = ∂k̃Ω̃,where the notation dt · = ∂t · + c̃g ∂x · is used :
∂tk̃ + ∂k̃Ω̃ . ∂xk̃ = −∂RoΩ̃ . ∂xRo

∂tω̃ + ∂k̃Ω̃ . ∂xω̃ = ∂RoΩ̃ . ∂tRo (13)Hereafter, relations (13) are used to �nd the sour
e region of the emerging waves des
ribedin se
tion 3.
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Fig. 10 � Left panel : ω̃ versus wavenumber k̃ for propagating modes on the 
on�ned jetwith Ro = 2. Right panel : ω̃ versus Ro for propagating modes with wavenumber k̃ = 0.4in the 
on�ned jet. In both panels, the arrow indi
ates the mode whi
h is identi�ed in thenumeri
al simulation of se
tion 3.The left panel of Fig. 10 shows that the propagating modes of se
tion 4 are weaklydispersive and that their group velo
ity c̃g = ∂k̃Ω̃ is positive. The right panel indi
atesthat the emerging mode is su
h that ∂RoΩ̃ < 0 with the 
onvention that ω̃ 
orresponds tothe westward phase propagation. From the results of se
tion 3 it follows that inside thegravity 
urrent ∂xRo > 0 (see Fig. 7).Then, relations (13) show that following the rays k̃ should in
rease, i.e.
dt |k̃| > 0. (14)Hen
e, if the sour
e of the emerging wave is lo
al in the (x, t) plane, it is lo
ated where

|k̃| is the smallest.b. Wave emission : dis
ussion of the s
ale sele
tionDuring the evolution of the lens with δ = 0.1 and γ = 1 presented in se
tion 3, k̃varies monotoni
ally with x and t. The smallest k̃ are observed at the beginning of thespreading for t ∈ [10 , 20] and x ∈ [0 , 20]. In this region, k̃ ≃ 0.3 and ω̃ = 1.5. This is anindi
ation that the waves are generated during the early stages of the lens evolution. Thewave pa
ket is likely emitted to 
ounter the la
k of geostrophi
 balan
e in the meridionaldire
tion. The wave pa
ket is then dispersed on the slowly varying medium formed by thespreading gravity 
urrent. Hen
e, even though the �ow is essentially nonlinear, the waveemission me
hanism is similar to the 
lassi
i
al geostrophi
 adjustment.Thus, the wave emission is not due to the propagation of the bore itself as 
ould havebeen anti
ipated from the study of [FM00℄, 
f also [LSRZ04℄. Indeed, the propagationof the nose of the eastward gravity 
urrent is "supersoni
" and may be assimilated toa sho
k. [FM00℄ showed that in the vi
inity of the sho
k formed by the breaking Kelvinwave, meridional velo
ity is produ
ed in order to maintain mass and momentum 
onserva-tion a
ross the sho
k. An inertial boundary layer appears whi
h results in the formation ofinertia-gravity waves to 
ounter the loss of balan
e behind the sho
k. Our numeri
al simu-
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e d'un guide d'ondes frontal àl'équateurlations suggest that this me
hanism is not taking pla
e during the evolution of equatorialgravity 
urrents.In the left panel of Fig. 11, we show the nondimensional group velo
ity of the emer-ging mode as a fun
tion of k̃ with Ro = 2. It should be noted that there exists a 
riti
alwavelength k̃c above whi
h the group velo
ity is smaller than the nondimensional 
urrentspeed U0/
√
g′H(0). So, for a given Ro, wave pa
kets with k̃ smaller than k̃c would pro-pagate faster than the 
urrent. The right panel of Fig. 11 shows the value of the 
riti
al
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Fig. 11 � Left panel : the nondimensional group velo
ity of the emerging mode as afun
tion of k̃ with Ro = 2. Right panel : the value of the 
riti
al wavelength k̃c as afun
tion of the Rossby number.wavelength k̃c as a fun
tion of the Rossby number. When Ro→ 0, the 
riti
al wavelengthtends to k̃0
c ∼ 0.3. We 
onje
ture that at the initial stages of the spreading of the gravity
urrent, the emitted wave pa
ket is 
onstrained in a way that its energy 
annot propagatefaster than the medium whi
h supports the waves. Hen
e, the group velo
ity of the emer-ging wave has to be smaller than the nose propagation speed , and thus k̃ > k̃c. Sin
e theRossby number is small at the begining of the spreading, this yields k̃ = k̃0

c ≃ 0.3. Theproposed s
ale sele
tion me
hanism is 
orroborated by the independen
e of the initial k̃on δ (not shown).6 Summary and dis
ussionIn this paper, we des
ribe the transient adjustment of a buoyant region of light water(a lens) initially at rest in the vi
inity of the equator. For parameters typi
al of the Pa
i�
warm pool, we show that this adjustment generates �nite amplitude wave motions. Therestoring for
e of the wave motions being the Coriolis for
e, the waves enter the 
lass ofinertial motions.The adjustment of a buoyant lens is studied using the 11
2
-layer, redu
ed gravity modelon the equatorial β-plane. High resolution �nite volume te
hniques are applied to simulatethe nonlinear evolution of the lens. We show that the lens spreads eastward in a

ordwith the non-rotating gravity 
urrent dynami
s, and its westward extrusion is split intwo anti
y
lones. On the eastward gravity 
urrent, �nite amplitude inertial motions witha well-de�ned wavelength emerge. The stru
ture and the phase relation of the emerging



6.2 Mouvements inertiels durant l'ajustement transitoire d'une anomalie dedensité dans l'o
éan équatorial et appli
ation aux eaux 
haudes du Pa
i�queéquatorial Ouest 137waves is shown to �t the linear theory of perturbations propagating on the ba
kground ofzonally symmetri
 jet with out
ropping isopy
nals and 
onstant velo
ity. A WKBJ theoryindi
ates that the inertial wave are emitted during the early stage of the evolution of thelens.It should be stressed that the wave motion we dis
ussed, whi
h is asso
iated withthe propagation of a buoyan
y driven �ow in the vi
inity of the equator, was apparentlyunknown previously. So, the question is to know whether this wave motion is presentin the in situ data. Let us fo
us on the symmetri
 wave modes. What is the minimumobservation array required to dete
t it ? In our simulations the signal along the equatoris dominated by the buoyan
y driven �ow exhibiting a quasi-linear u-pro�le (see Fig. 3).Hen
e, the wave would hardly be dete
ted in zonal velo
ity time-series along the equator.The analysis of meridional velo
ity time-series along the equator would not help either,be
ause being symmetri
, su
h wave has no v-signature along the equator. Nonetheless,the me
hanism we dis
ussed is su
h that at any moment of time, the length-s
ale of thewave is well de�ned. Therefore, the waves will more easily be dete
ted by analysing thephase 
orrelation between the 
urrent u, v and temperature T at distin
t moorings lo
atedo� the equator.The se
ond question is to know whether su
h waves 
an be distinguished from otherwave motions. It has been noti
ed that the inertial wave motions asso
iated with buoyan
ydriven �ow near the equator share the same phase 
orrelation pattern between u, v and
h as westward propagating inertia-gravity waves [Gil82℄. Nonetheless, we emphasize thatthe period of the wave is 
onsiderably longer. Indeed, using a lo
al estimate of c0 toobtain non-dimensional values, the emitted wave pa
ket is su
h that k̃ ≃ 0.3 and ω̃ ≃ 1.5.Using the same lo
al estimate for c0, the westward propagating inertia-gravity waves with
k̃ ≃ 0.3 would exhibit ω̃ = 1.8 [Gil82℄. At the beginning of the 1991-1992 ENSO event,[LCGM℄ observed inertia-gravity waves in the Pa
i�
 warm pool with a period of about
4 days whi
h is 
onsistent with the period estimated from the strati�
ation pro�le. Theyalso mentioned the presen
e of wave motions with a 8 days period, of unknown origin.Given the period obtained in se
tion 3, we 
onje
ture that the 8- day wave motions 
ouldbe propagating modes on the eastward extruding warm pool.This study shows that a buoyan
y driven �ow near the equator is 
oupled to inertialmotions. If so, it is 
riti
al to understand what is the e�e
t of the 
oupling on the slowdynami
s of the �ow. One 
an imagine both dire
t and indire
t e�e
ts. On the one hand,the emergen
e of �nite amplitude 
ounterpropagating waves on a buoyan
y driven �owraises the question of the average e�e
t of the wave, su
h as the Stokes' drift, on theproperties of the �ow. We suggest that su
h e�e
t 
ould indu
e a redu
tion of the mass �uxand as a 
onsequen
e a redu
tion of the zonal heat transport by the gravity 
urrent. Onthe other hand, indire
t e�e
ts are also foreseeable. The emission of inertial waves duringthe extrusion of the 
urrent will possibly result in an in
rease of the mixing within thepy
no
line. This in
reased mixing might utlimately slow down the �ow. Furthermore, theo
ean being 
ontinuously strati�ed, su
h wave emission me
hanism is likely to redistributemomentum verti
ally. Indeed the possible 
oupling between interfa
ial waves and internalwaves dis
ussed below 
ould utlimately help the maintenan
e of equatorial jets su
h asthe equatorial deep jets [Eri82℄.A remarkable aspe
t of the wave motion dis
ussed in this paper is its s
ale indepen-den
e. Setting apart the e�e
t of the wind stress, any thermohaline perturbation in thenear-surfa
e layer of the equatorial o
ean will spread eastward. Given the depth H and



138 Ajustement géostrophique en présen
e d'un guide d'ondes frontal àl'équateurthe density anomaly α = ∆ρ/ρ of the perturbation, its extrusion velo
ity is of order
c0 =

√
αgH with H . If the ratio of Coriolis to pressure for
e on the meridional boundaryof the perturbation is of order 1, then the rotational e�e
ts are important and the jet 
ansupport inertial motions. In parti
ular, the wave emission me
hanism we dis
uss is likelyto play a role in the dynami
s of the barrier layer. We 
onje
ture that the sharp frontalinterfa
e observed by [SL97℄ at s
ale 0(10km) is a signature of inertial motions embeddedwithin a buoyan
y driven �ow. Indeed [SL97℄ noted that the rotational e�e
t might be ofpossible importan
e in the pro
ess they dis
ussed. Note that the me
hanism we studiedin the present paper a

ounts only for the emission of the wave motion and not for itsbreaking and formation of frontal stru
tures.Some 
omments 
on
erning the 
hoi
e of the model are needed at this point of dis
us-sion. First, the dynami
s des
ribed in this study is fundamentally invis
id. Still, we arguethat the emergen
e of intermediate frequen
y motions during the spreading of a buoyantregion of light water near the equator is not essentially modi�ed by the mixing of tra
er ormomentum. Indeed, mixing within the py
no
line is likely to modify the velo
ity and thedensity of the gravity 
urrent. These e�e
ts would therefore modify the properties of thedevelopping �ow. But, our results suggest that the wave are emitted at the very early stageof the relaxation of the lens so that the mixing would probably only 
hange the dispersionof the emitted waves. Likewise, fri
tion may be easily in
luded in the model but will notsubstan
ially 
hange the adjustment s
enario for high enough Reynolds numbers. Se
ond,the redu
ed gravity approximation is a �rst order representation of both horizontal andverti
al observed 
ontinous strati�
ation. As is well known, the intrusion of a mixed layerof buoyant water in a 
ontinously strati�ed �uid 
an ex
ite internal gravity waves [Sim82℄whi
h are di�erent from the interfa
ial waves dis
ussed in this paper. Depending on theambient strati�
ation, two distin
t behaviors 
an o

ur. For most regimes, the internalgravity waves ex
itation only modi�es the 
onstant propagation speed of the intrudingmixed layer [FS04℄. Yet, in 
ertain regimes, a 
oupling may o

ur between the interfa
ialwaves and the internal waves [MLSM02℄. Su
h 
oupling 
an modify the propagation ofthe intruding 
urrent. Further work is required to 
larify this issue.Third, the wind stress is missing in our dis
ussion. Investigations are in pro
ess tounderstand how the the wind for
ing may a�e
t the inertial motions during the spreadingof equatorial gravity 
urrents.A
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hut for providing the rotating shallowwater 
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on
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6.3 Con
lusion 1396.3 Con
lusionL'ajustement géostrophique d'un é
oulement au repos 
onstitué par un piège frontaléquatorial donne lieu a trois types de mouvements :� un dipole tourbillonnaire se propageant très lentement vers l'Ouest,� un 
ourant de gravité se propageant vers l'Est,� des mouvements inertiels faiblements dispersifs se propageant sur le 
ourant de gra-vité.Ces trois types de mouvements 
orrespondent typiquement aux mouvements sur le plan
β équatorial 
lassique (sans guide d'onde) à respe
tivement :� des ondes de Rossby se propageant vers l'Est, éventuellement formant des re
onne
-tions de lignes de 
ourant,� un front d'onde de Kelvin équatoriale se propageant vers l'Est,� des os
illations quasi-inertielles qui se maintiennent à l'endroit de la perturbationinitiale.Les mouvements inertiels, lorsqu'on rémène le problèmes aux é
helles typiques pourl'o
éan Pa
i�que équatorial Ouest, ont des périodes de l'ordre de quelques jours qui 
or-respondent à des périodes observées in situ [LCGM℄.
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Chapitre 7Résumé, 
on
lusions et perspe
tivesDans 
e travail de thèse nous avons étudié plusieurs aspe
ts du pro
essus d'ajustementgéostrophique nonlinéaire en présen
e des guides d'ondes qui sont le piégeage, partiel outotal, de la partie ondulatoire d'une perturbation. Di�érents types de piégeage d'ondesont été 
onsidérés : le piégeage par une variation lo
alisée de topographie (es
arpement),par une 
�te, et par des fronts de densité aux moyennes latitudes et à l'équateur. Dansle 
adre du modèle à gravité réduite de l'eau peu profonde en rotation, que nous avonssystématiquement utilisé, les fronts de densité 
ouplés sont modélisés par une région de�uide 
on�né en forme de lentille ave
 une profondeur qui s'annule aux bords et ainsireprésentent un piège à ondes 
omplet, alors que les guides d'ondes topographiques et
�tiers sont des pièges à ondes in
omplets, dans le sens qu'en plus des ondes de Kelvindouble et des ondes de Kelvin 
�tière respe
tivement, des ondes d'inertie-gravité "libres"peuvent se propager à travers 
es guides d'ondes. Le guide d'onde équatorial est aussi unpiège 
omplet dans le modèle à gravité réduite. Dans des modèles plus sophistiqués quiprendraient en 
ompte la strati�
ation de façon moins rudimentaire que dans le modèlede l'eau peu profonde en rotation, les ondes piégées dans tous les guides d'ondes interagi-ront ave
 les ondes libres [Sut06℄, mais nous laissons l'étude de telles 
on�gurations plus
omplexes pour un travail futur (
ependant, nous présentons un exemple de nouveau phé-nomène dû à la "semitransparen
e" d'un guide d'onde en Appendi
e). Il doit être soulignéque, à l'inverse des modèles sophistiqués, le modèle de l'eau peu profonde permet un trai-tement numérique e�
a
e à l'aide des s
hémas numériques aux volumes �nis de nouvellegénération que nous avons mis à pro�t. Ces s
hémas, brièvement présentés dans partie 2.1,maintiennent les états stationnaires, et plus généralement, les états d'équilibre géostro-phiques, et traitent sans problème les topographies et les déssè
hements (annulation de laprofondeur), et garantissent par 
onstru
tion une des
ription appropriée de la formationdes 
ho
s et du déferlement. Nous avons 
onsidérablement utilisé 
e s
héma pour simulerl'ajustement géostrophique non linéaire in
luant des phénomènes de déferlement.Nous avons montré que pour tous les guides d'ondes la présen
e d'ondes piégées mo-di�e substantiellement le s
énario de l'ajustement. L'e�et le plus spe
ta
ulaire observédans tous les 
as est la formation de stru
ture 
ohérentes parmi les ondes piégées, et lespropriétés spé
i�ques reliées au transport et au mélange le long des guides d'ondes 
orres-pondants. La nature de 
es stru
tures 
ohérentes dépend essentiellement des propriétésdispersives des ondes piégées. Ainsi, pour les ondes de Kelvin double dispersives et lesondes se propageant sur les fronts de densité 
ouplés, aussi bien que pour les ondes deRossby équatoriales, l'évolution nonlinéaire mène à des re
onne
tions des lignes de 
ou-141



142 Résumé, 
on
lusions et perspe
tivesrant et à la formation de tourbillons se
ondaires qui piègent les tra
eurs. En fon
tion de la
on�guration, 
es tourbillons peuvent soit transporter le tra
eur en l'éloignant de la lo
a-lisation de la perturbation initiale le long du guide d'onde (piégeage topographique), soitquasiment interrompre le transport "normal" le long des lignes de 
ourant de l'é
oulementinitial (piégeage isopys
nal), soit redistribuer le tra
eur à l'intérieur du piège (piègeage parle front de densité équatorial). Pour les ondes de Kelvin 
�tières non dispersives l'évolutionnonlinéaire aboutit au déferlement : la formation de fronts de Kelvin ave
 les zones 
orres-pondantes d'intensi�
ation du mélange, et au dépot de vorti
ité potentielle 
orrespondantà la formation d'un 
ourant se
ondaire le long de la 
�te.Le pro
essus d'ajustement dans le piège d'onde 
omplet 
onstitué par le front de den-sité en forme de lentille dépend de la stabilité de l'état ajusté sous-ja
ent, qui dans notreétude était le 
ourant zonal équilibré, à la fois aux moyennes latitudes (plan f) et sur leplan β équatorial. Les perturbations stables 
ontinuent à se propager dans le piège (sedispersant ou éventuellement déferlant, selon leurs propriétés de dispersion), tandis queles perturbations instables peuvent mener à une réorganisation de l'é
oulement durantla phase nonlinéaire du développement de l'instabilité. Par 
onséquent, une analyse destablilité linéaire des états équilibrés devait être faite et représente une partie inhérentedu travail présenté i
i. En utilisant une méthode pseudospe
trale de 
ollo
ation présen-tée brièvement dans la parie 2.2.2, nous nous avons pu véri�er et 
ompléter les résultatsexistants sur la stabilité des 
ourants sur le plan f , et obtenir de nouveaux résultats pourles 
ourants équatoriaux. En initialisant l'ajustement géostrophique nonlinéaire ave
 lesmodes instables, quand ils existent (n'importe quelle donnée initiale, sauf 
on
ue spé
ia-lement, aurait une proje
tion non nulle sur 
es modes), nous avons montré que l'évolutionnonlinéaire de l'instabilité réorganise 
omplètement l'é
oulement et l'éloigne de l'état équi-libré stationnaire initial pour l'amener vers un état non stationnaire bien qu'équilibré luiaussi.Une autre série de 
on
lusions 
on
ernant 
e travail 
on
erne la séparation des mou-vements rapides (non équilibrés) et lents (équilibrés), qui est une question standard dansl'étude des ajustements. Dans le 
as de la 
oexisten
e d'ondes libres et d'ondes piégées(guide d'ondes topograpique et 
�tier dans le modèle de l'eau peu profonde en rotation),en dépit du fait que le s
énario de l'ajustement est modi�é pour le sous ensemble des mou-vements équilibrés, nous 
on�rmons la séparation des mouvements équilibrés, qui in
luentdans les 
on�gurations mentionnées 
i-dessus les ondes piégées, des ondes d'inertie-gravitérapides. Néanmoins, la vorti
ité potentielle (VP), qui est un indi
ateur des mouvementsvorti
aux équilibrés, est générée par le déferlement des ondes de Kelvin 
�tière (équili-brées, mais sans anomalie de VP, par opposition aux ondes d'inertie gravité qui sont nonéquilibrées et sans anomalie de VP).Le travail futur 
onsistera en l'ajout systématique des e�ets de la strati�
ation à toutesles 
on�gurations étudiées dans 
ette thèse. La première étape sera le passage du modèleà gravité réduite à une 
ou
he et demie au modèle 
omplet à deux 
ou
hes, et ensuite auxéquations primitives 
omplètes strati�ées. Les intera
tions entre les modes barotropes etles modes baro
lines deviennent ainsi possible et seront étudiées pour les guides d'ondesen question. Par exemple, pour les fronts de densité 
ouplés aux moyennes latitudes et àl'équateur le premier e�et de la strati�
ation sera de déverrouiller le piègeage d'ondes etpermettre les é
hanges d'énergie entre les ondes piégées et les ondes libres. Pour le guided'ondes topographique, le r�le des e�ets baro
lines sera aussi étudié.



143Summary, 
on
lusions and future workIn the present thesis we addressed various aspe
ts of the geostrophi
 adjustment pro-
ess in the nonlinear regime in the presen
e of the waveguides whi
h are trapping, partiallyor entirely, the wave part of the perturbation. Di�erent types of wave trappings were 
onsi-dered : trapping by a lo
alized topography 
hange (es
arpment), by a 
oastal line, andby density fronts in midlatitudes and at the equator. Within the framework of the redu-
ed gravity rotating shallow water model, whi
h we were systemati
ally using, the 
oupleddensity fronts are modelled by a 
on�ned lens-like �uid region with terminating depth and,thus represent a 
omplete wave-trap, while the topographi
 and the 
oastal waveguidesare in
omplete wave-traps, in the sense that along with trapped double Kelvin and Kelvinwaves, respe
tively, there exist "free" inertia-gravity waves whi
h may propagate a
rossthe waveguide. The equatorial waveguide is also a 
omplete trap in redu
ed gravity model.In more sophisti
ated models whi
h would take into a

ount the strati�
ation e�e
ts ina less rudimentary than in rotating shallow water model way, trapped waves in all of thewaveguides will be intera
ting with the free waves [Sut06℄, but we postpone the studyof su
h more 
omplex 
on�gurations for a future work. (We however provide an exampleof new phenomena arising due to "semitransparen
y" of the waveguide in Appendix). Itshould be stressed that, unlike the more sophisti
ated models, the rotating shallow waterone allows for e�
ient end reliable numeri
al treatment with the help of the new gene-ration of well-balan
ed �nite-volume numeri
al s
hemes whi
h we entirely pro�ted from.These s
hemes, brie�y presented in the thesis, maintain the stationary and, more gene-rally, the geostrophi
ally balan
ed states, have no problems with treating topography anddrying (terminating depth), and by 
onstru
tion guarantee a proper des
ription of wavebreaking and sho
k formation. We were extensively using su
h s
hemes for simulatingfully nonlinear geostrophi
 adjustment in
luding wave breaking phenomena.We have shown that for all waveguides the presen
e of the trapped waves substantiallymodi�es the s
enario of adjustment. The most spe
ta
ular feature observed in all 
aseswas formation of 
oherent stru
tures in the se
tor of trapped waves, and the related spe-
i�
 transport and mixing properties along the 
orresponding waveguides. The nature ofthese 
oherent stru
tures depends essentialy on the dispersion properties of the trappedwaves. Thus, for dispersive double Kelvin waves and waves propagating along the 
oupleddensity front, as well as for the equatorial Rossby waves, the nonlinear evolution leads tore
onne
tion of the streamlines and formation of se
ondary vorti
es whi
h trap tra
ers.Depending on the 
on�guration, these vorti
es may either 
arry the tra
er away from thelo
ation of initial perturbation along the waveguide (topographi
 wave-trap), or pra
ti-
ally interrupt the "normal" transport along the streamlines of the initial �ow (isopy
nalwave-trap), or redistribute the tra
er inside the trap (equatorial density front trap). Fornondispersive 
oastal Kelvin waves the nonlinear evolution results in breaking, formationof the Kelvin fronts with 
orresponding enhan
ed mixing zones, and the potential vorti
itydeposit with 
orresponding se
ondary along-
oast jet formation.The adjustment pro
ess in the full lens-like density front wave-trap 
ru
ially dependson the stability of the underlying adjusted state, whi
h in our study was the balan
ed zonaljet, both at the midlatitude f-plane and at the equatorial beta-plane. Stable perturbationswould keep running in the trap (dispersing or eventually breaking, a

ording to theirdispersion properties), while unstable ones may lead to a reorganization of the �ow duringnonlinear stage of developing instability. Therefore, an a

urate analysis of linear stability



144 Résumé, 
on
lusions et perspe
tivesof balan
ed states was to be done and represents an inherent part of the present work. Byusing a pseudospe
tral 
ollo
ation method brie�y presented in the thesis, we were ableto ben
hmark and 
omplete the existing results on the stability of the f-plane jets, andget some new ones for equatorial ones. By initializing the fully nonlinear adjustment withthe unstable modes, when they exist (any initial data, unless spe
ially prepared, wouldhave nonzero proje
tion on su
h modes), we have shown that the nonlinear evolution ofinstability 
ompletely reorganizes the �ow and drives it o� the initial stationary balan
edstate towards a nonstationary one, although balan
ed too.Another series of 
on
lusions of the present work 
on
erns the separation of fast (unba-lan
ed) and slow (balan
ed) motions, whi
h is a standard question in adjustment studies.In the 
ase of 
o-existen
e of free and trapped waves (topographi
 and 
oastal waveguidesin the rotating shallow water model), in spite of the fa
t that the s
enario of adjustmentis modi�ed in the se
tor of balan
ed motions, we 
on�rm the separation of balan
ed mo-tions, whi
h in
lude in the above-mentioned 
on�gurations the trapped waves, from thefast inertia-gravity waves. Nevertheless, the potential vorti
ity (PV), whi
h is an indi
atorof the balan
ed vortex motion, is generated by breaking 
oastal Kelvin waves (balan
ed,but PV-anomaly free, in 
ontradistin
tion with unbalan
ed and PV-anomaly free inertia-gravity waves).The future work will 
onsist in systemati
 addition of the strati�
ation e�e
ts to all
on�gurations studied in the present thesis. The �rst step will be passing from the one-layer redu
ed gravity model to the full two-layer model, and then to the full strati�edprimitive equations. The intera
tions between the baro
lini
 and the barotropi
 modesthus be
ome possible and will be studied for the waveguides in question. For example,for the 
ouppled density fronts in midlatitudes and at the equator, the �rst e�e
t of thestrati�
ation will be "unlo
king" the wave-trap and allowing the energy ex
hanges of thewaveguide modes with the "free" modes. For the topographi
 waveguides the role of thebaro
lini
 e�e
ts will be also studied.



Annexe AComplément au 
hapitre 3
A.1 Résonan
e ondes topographiques piégées et ondesde RossbyDans le 
hapitre 3, nous avons étudié l'évolution nonlinéaire des ondes topographiquespiégées par la topographie formant un piège in
omplet : les ondes libres d'inertie-gravitépouvaient aussi se propager librement en présen
e de 
e piège. En ajoutant un toît rigide àl'es
arpement topographique, on forme un piège 
omplet : seules les ondes piégées existentdans 
e système. En se plaçant alors sur le plan β, on permet à une nouvelle 
lasse d'ondeslibres de se propager dans le guide d'ondes topographiques : les ondes de Rossby. Nousallons étudier les 
onditions d'intera
tion résonnante entre ondes topographiques piégéeset ondes de Rossby libres.On se pla
e dans le 
adre de la théorie linéaire sur le plan β, en présen
e d'un toîtrigide, la relation de dispersion des ondes de Rossby est alors :

ωR = − βkx

k2
x + k2

y

(A.1)où kx et ky sont les nombres d'ondes dans les dire
tions zonales et méridiennes respe
ti-vement et β est tel que f = f0 + βy. Nous allons examiner l'éventualité d'une intera
tionrésonante entre des ondes de Rossby et des ondes topographiques.Les 
onditions pour qu'il y ait résonan
e sont :
k1 + k2 = kR (A.2)
ω1 + ω2 = ωR (A.3)où k1 et k2 désigne les nombres d'ondes le long de la pente de deux ondes topographiques(si H = H(y) alors la dire
tion qu'on appelle le long de la pente est la dire
tion x),

kR désigne le nombre d'onde de Rossby dans la dire
tion de la pente. ω1 et ω2 désignentles pulsations des deux ondes topographiques. ωR désigne la pulsation de l'onde de Rossby.On se pla
e dans la situation où les ondes topographiques se propagent dans la mêmedire
tion et le même sens que les ondes de Rossby, 
'est-à-dire que la variation de pro-fondeur s'e�e
tue dans la dire
tion méridienne, ave
 l'eau plus profonde au Sud et moins145



146 Complément au 
hapitre 3profonde au Nord. Dans 
e 
as, on peut réé
rire la relation de dispersion des ondes deRossby sous la forme :
ωR = − βkR

k2
R + l2

(A.4)On 
her
he la 
ondition pour qu'une résonan
e puisse se produire. On reformule don
notre question :Existe-t-il un nombre d'onde méridien l tel que les relations (A.2) et (A.3) soient véri-�ées ?Ayant identi�é deux 
ouples (k1, ω1), (k2, ω2) d'ondes topographiques, on peut 
al
u-ler le 
ouple (kR, ωR) 
orrespondant. Mais 
e 
ouple (kR, ωR) doit véri�er la relation dedispersion des ondes de Rossby (A.4). Pour 
ela, il faut que l véri�e :
l = ±

√

−k2
R − βkR

ωR

(kR < 0) (A.5)Cette relation ne sera véri�ée, ave
 l ∈ R, que pour des paramètres parti
uliers, 
e sont
es paramètre que nous re
her
hons.Nous allons maintenant présenter la théorie linéaire pour les ondes topographiques, puisla 
onfrontation de 
elle-
i ave
 les ondes de Rossby pour voir si une résonan
e est possible.Les équations de la théorie linéaire sur le plan β ave
 un toît rigide s'é
rivent :
ut − (f0 + βy)v = −Px (A.6)
vt + (f0 + βy)u = −Py (A.7)

(Hu)x + (Hv)y = 0 (A.8)où u et v sont les vitesses zonales et méridiennes, P est la pression, H est la profondeurdu �uide. H est indépendant du temps 
ar la surfa
e est supposée rigide mais dépend de
y dans la mesure où nous avons 
hoisi une orientation de pente permettant la propagationdes ondes topographiques dans la même dire
tion et le même sens que les ondes de Rossby,
'est à dire vers l'Ouest.On pose H(y) = H̄(1− δ y

L
) où δ = H+−H−

H++H−

est le 
oe�
ient de la pente et H̄ = H++H−

2est la hauteur moyenne de �uide, ave
 H+ la profondeur maximale (au Sud), et H− est laprofondeur minimale (au Nord).On adimensionne le problème ave
 :
x = x̃L, y = ỹL, P = P̃P0, t = t̃f−1

0 , β =
f0

RT

, u = ũU, v = ṽU, H̃(ỹ) = 1−δỹoù L est la largeur de la pente, RT ∼ 6000km est le rayon de la terre, f0 est le paramètrede Coriolis à la latitude 
onsidérée (il est nul à l'équateur) et U une vitesse 
ara
téristiquedu problème. Les équations adimensionnées s'é
rivent :
ũt̃ − (1 +

L

RT

ỹ)ṽ = − P0

LUf0

P̃x̃ (A.9)
ṽt̃ + (1 +

L

RT
ỹ)ũ = − P0

LUf0
P̃ỹ (A.10)

(H̃ũ)x̃ + (H̃ṽ)ỹ = 0 (A.11)
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LUf0
et γ = L

RT
le rapport de l'é
helle horizontale de la topographie au rayonterrestre. On réé
rit le système en omettant les˜ :
ut − (1 + γy)v = −ǫPx (A.12)
vt + (1 + γy)u = −ǫPy (A.13)

(Hu)x + (Hv)y = 0 (A.14)Ave
 les équations (A.12) et (A.13), on exprime les vitesses en fon
tion de la pression,pour obtenir une équation pour la pression seule ave
 (A.14) :
[
∂2

tt + (1 + γy)2
]
u = −ǫ [Pxt + (1 + γy)Py](A.15)

[
∂2

tt + (1 + γy)2
]
v = −ǫ [Pyt − (1 + γy)Px](A.16)

[
∂t(−H(∂2

xx + ∂2
yy) −Hy∂y) + (Hγ +Hy(1 + γy))∂x

]
P = 0 (A.17)On traite dans un premier temps les deux régions où H est 
onstant.L'équation (A.17) s'é
rit lorsque Hy = 0 :

[
∂t(−H(∂2

xx + ∂2
yy)) +Hγ∂x

]
P = 0 (A.18)Si on inje
te une solution de la forme

P (x, y, t) = A ely+i(kx−ωt) (A.19)où A est une 
onstante, dans (A.18) on obtient :
[
−iω(−H(−k2 + l2)) + ikγH

]
A = 0 (A.20)Ce qui donne �nalement :

l = ±
√

k2 − γk

ω
(A.21)Il n'existera une onde piégée par la topographie, 
'est-à-dire ave
 une dé
roissan
e expo-nentielle à l'extérieur de la pente, si et seulement si la pression et les vitesses ne divergentpas à l'in�ni, 
�té Nord et 
�té Sud. Notons que si l est imaginaire, la solution (A.19)dé
rira une onde qui se propage dans les deux dire
tions x et y, don
 qui n'est pas piégéepar la topographie (qui est lo
alisée le long de l'axe x). Pour savoir quel valeur de l dans(A.21) est physique, on va d'abord regarder séparément les deux régions où l'on souhaitedéterminer la solution (A.19).Région y < −1La 
ondition physique primordiale dans 
ette région est que la pression ne doit en au
un
as diverger lorsque y → −∞. Ainsi l doit impérativement être positif. La solution dans
ette région s'é
rira don
 :

P+(x, y, t) = A+e
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt) (A.22)Région y > 1Ave
 le même argument de non-divergen
e de la pression quand y → ∞, on obtient :
P−(x, y, t) = A−e

−
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt) (A.23)



148 Complément au 
hapitre 3On va maintenant s'intéresser à la région où H varie.Région −1 < y < 1On va 
her
her une solution se propageant le long de la topographie, on pose don
 :
P (x, y, t) = F (y)ei(kx−ωt) (A.24)et nous allons 
her
her à déterminer F (y), la stru
ture transversale de l'onde piégée parla topographie. On inje
te la forme (A.24) dans (A.17), et on obtient une équation di�é-rentielle du se
ond ordre pour F :

F ′′ +
Hy

H
F ′ +

[
k

ω
(γ + (1 + γy)

Hy

H
) − k2

]
F = 0 (A.25)En résolvant 
ette équation di�érentielle, on obtiendra la relation de dispersion ω =

f(k, γ, δ), et la stru
ture transversale F des ondes piégées. Pour 
ela nous devons d'abordé
rire les 
onditions aux limites né
essaire à la résolution de l'équation (A.25). Cette équa-tion étant valable dans la région −1 < y < 1, les 
onditions aux limites doivent s'exprimeren y = −1 et y = 1.Conditions aux limitesNous devons assurer le ra

ordement de la solution onde piégée sur la pente ave
 lessolutions (A.22) et (A.23) pour les régions planes. Le �ux de masse et la pression doiventêtre 
ontinus en y = −1 et y = 1. La 
ontinuité de la pression s'é
rit
P+(x, y = −1, t) = F (−1)ei(kx−ωt)

P−(x, y = +1, t) = F (+1)ei(kx−ωt)et �nalement, on obtient le premier jeu de 
onditions aux limites :
F (−1) = A+e

−
√

k2− γk
ω (A.26)

F (+1) = A−e
−
√

k2− γk
ω (A.27)On pres
rit maintenant la 
ontinuité du �ux de masse et, 
omme la surfa
e est rigide etque la profondeur du �uide H est 
ontinue en y = −1 et y = 1 par dé�nition, 
ela revientà pres
rire la 
ontinuité de la vitesse méridienne v. On é
rit la forme de v (identique à
elle de la pression) :

v± = V± e
±
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt) pour y < 1 et y > 1 respe
tivement,et v = V (y)ei(kx−ωt) pour − 1 < y < 1.On 
ommen
e par inje
ter (A.22) , (A.23) et (A.24) dans l'expression de v de (A.16), 
equi donne :
V+ =

iǫ

(1 + γy)2 − ω2


(1 + γy)k + ω

√

k2 − γk

ω


A+e

√
k2− γk

ω
y+i(kx−ωt)
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V− =

iǫ

(1 + γy)2 − ω2


(1 + γy)k − ω

√

k2 − γk

ω


A−e

−
√

k2− γk
ω

y+i(kx−ωt)

V =
iǫ

(1 + γy)2 − ω2
[(1 + γy)kF + ωF ′] ei(kx−ωt)Les 
onditions de 
ontinuité du �ux de masse s'é
rivent don
 :

V+(−1) = V (−1) : F ′(−1) =
√
k2 − γk

ω
A+e

−
√

k2−− γk
ω (A.28)

V−(+1) = V (+1) : F ′(+1) = −
√
k2 − γk

ω
A−e

−
√

k2−− γk
ω (A.29)Nous pouvons alors résoudre l'équation (A.25) ave
 les 
onditions aux limites (A.26),(A.27), (A.28) et (A.29), à l'aide d'une méthode de tir, par exemple. On représente surla �gure (A.1), la relation de dispersion des ondes topographiques (paramètres γ = 0.001,

δ = 0.001 �xés) et le mode fondamental des ondes de Rossby pour di�érentes valeurs de
l. On voit sur 
ette �gure qu'il n'y a pas de résonan
e possible, 
'est à dire que l'on nepeut trouver de 
ouples (k1, ω1),(k2, ω2) véri�ant les relations (A.2)(A.3)
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Fig. A.1 � Relation de dipersion d'une onde topographique et des ondes de Rossby ave

l = 0.1 et l = 1, pour γ = 0.001 et δ = 0.001. Les valeurs de pulsation pour l'ondetopographique sont très petites par rapport aux valeurs de pulsation pour les ondes deRossby représentées.Sur la �gure (A.2), on voit par 
ontre qu'il est possible d'avoir des résonan
es. Un



150 Complément au 
hapitre 3exemple de 
ouple résonant est : (k1 = −0.5, ω1 = 11.17 10−4)) , (k2 = −0.09, ω2 =
4.45 10−4)) et (kR = −0.59, ωR = 15.62−4), lR = 0.17).

−5 −4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

k

ω

γ=0.001  δ=0.003

 

 

onde topographique

Rossby l=1

Rossby l=0.1

Fig. A.2 � Relation de dipersion d'une onde topographique et des ondes de Rossby ave

l = 0.1 et l = 1, pour γ = 0.001 et δ = 0.003. Au moins une résonan
e est possible dans
ette 
on�guration (
f texte).Numériquement, on retrouve le fait que pour que la résonan
e existe il faut que γ et δsoient du même ordre de grandeur, 
e qui est un argument physique basique puis qu'on meten 
on
urren
e deux pro
essus l'un gouverné par γ, l'autre par δ et γ, mais on s'aper
oitaussi que 
ela n'est pas su�sant. Au vu de 
es �gures, on peut seulement 
on
lure que larésonan
e entre 2 ondes topographiques et une onde de Rossby peut e�e
tivement avoirlieu. (On dis
utera plus loin des topographies réelles de l'o
éan mondial étant sus
eptiblede supporter une telle résonan
e.) Mais avant d'aller plus loin, il faut noter que 
etterésonan
e a lieu sur une gamme très �ne de paramètre. On rappelle que la séle
tion sefait par la relation (A.5), 
'est à dire qu'il faut que :

ωR < − β

kR

, (kR < 0) (A.30)où ωR et kR sont donnés par les relations (A.2) et (A.3). Par 
onséquent 
e mé
anisme derésonan
e ne sera en au
un 
as "omniprésent" pour une topographie 
apable théorique-ment d'a

ueillir 
ette résonan
e.
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O
éan mondialLes topographies réelles dans l'o
éan modial sus
eptibles d'a

ueillir 
ette résonan
eseront des pentes orientées zonalement, le 
�té peu profond étant au Nord et le 
�té profondétant au Sud. Un exemple de topographie réelle dans 
ette 
on�guration est l'es
arpementMendo
ino qui a notamment été étudié au sujet des ondes piégées par la topographie parMysak (1969,[Mys69℄) et Willmott et Grimshaw (1991, [WG91℄). Une estimation grossièredu 
oe�
ient de sa pente est 0.005.Con
lusionLe piège 
omplet (
'est-à-dire où seules les ondes piégées peuvent exister) 
onstituépar la topographie lo
alisée en présen
e du toît rigide devient in
omplet sur le plan β :les ondes libres de Rossby peuvent se propager et interagir ave
 les ondes topographiquespiégées. Cette intera
tion peut être résonante, si les relations (A.2 - A.3) sont véri�ées.Par analogie ave
 les travaux de Reznik & Zeitlin à l'équateur [RZ07℄, on peut s'attendreà 
e qu'une onde de Rossby barotrope interagisse ave
 le guide d'ondes topographiquepour ex
iter deux ondes topographiques piégées.
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Annexe BComplément au 
hapitre 4
B.1 Complément : évolution d'un tourbillon elliptiqueisoléLa série de tourbillons mise en éviden
e dans l'arti
le pré
édent est générée lors dudéveloppement de l'instabilité des fronts de densité 
ouplés. Il s'agit d'une série de tour-billons périodiques ave
 des tourbillons tous identiques. Nous allons don
 isoler un seultourbillon et étudier son évolution propre nonlinéaire. Ce tourbillon a les 
ara
téristiquesd'être en rotation à vitesse quasiment 
onstante, le pro�l de sa profondeur est parabo-lique, son pro�l de vitesse est linéaire et la profondeur du �uide s'annule sur son bord. Il setrouve que les rodons ont aussi 
es 
ara
téristiques (mais leurs paramètres sont di�érents,
f partie 4.2). Les rodons sont des solutions exa
tes des équations de l'eau peu profondeen rotation ([CR84℄, [CRHN85℄) : 
e sont des tourbillons elliptiques anti
y
loniques deforme �xe autour desquels la profondeur s'annule (situation d'assè
hement), qui sont enrotation dans le sens horaire à vitesse 
onstante. Les rodons dans le modèle à gravitéréduite à une 
ou
he et demie modélisent simplement la situation où une a

umulationd'eau 
haude ou peu salée à la surfa
e de l'o
éan forme une lentille, 
omme par exempleles anneaux du Gulf Stream ou la langue d'eau 
haude du Pa
i�que équatorial Ouest.Nous allons simuler l'évolution sur des temps longs d'un rodon non perturbé en seplaçant sur le référentiel en rotation à la vitesse angulaire Ω du rodon. Le modèle de l'eaupeu profonde dans 
e référentiel s'é
rit [Rip87℄ :





ut + uux + vuy − f∗ v + g hx = −Ω2
∗ x

vt + uvx + vvy + f∗ u+ g hy = −Ω2
∗ y

ht + (hu)x + (hv)y = 0.
(B.1)où f∗ = f − 2Ω est le paramètre de Coriolis sur le plan en rotation à la vitesse Ω,et Ω∗ = (1

2
f)2 − (1

2
f∗)

2 = Ω(f − Ω) est la for
e 
entrifuge provenant de la di�éren
e desa

élérations 
entrifuges entre le plan f et le plan f∗. Le rodon est une solution stationnairedes équations B.1 et peut s'é
rire sous la forme :




u = a
b

Ω∗ y
v = − b

a
Ω∗ x

h = 1
2
a b Ω∗ f∗ [1 − (x

a
)2 − (y

b
)2]

(B.2)à l'intérieur de l'ellipse dé�nie par h = 0, ave
 a, b les longueurs des petit et granddemi-axes. 153



154 Complément au 
hapitre 4On présente la simulation du rodon de paramètres a = 1, b = 4, Ω = 0.1 sur la�gure B.1. L'é
helle de temps de la simulation est f−1
∗ . Le rodon initialisé est la solution
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Fig. B.1 � Evolution nonlinéaire du rodon non perturbé ave
 a = 1, b = 4 et Ω = 0.1. Lesisobares sont représentées à partir de 0.005 et par pas de 0.05 (nb. Les deux axes n'ontpas la même é
helle).exa
te non perturbée. On voit se développer une paire de �laments dans la dire
tionopposée au sens de rotation qu'aurait le rodon sur le plan f . Ce pro
essus peut être la
onséquen
e de l'instabilité prédite par Ripa [Rip87℄ sous l'hypothèse que les erreurs duesà la dis
rétisation du rodon sur la grille re
tangulaire utilisée dans la méthode numériquesont en fait des perturbations auxquelles les rodons sont instables. La profondeur du�uide dans les �laments est faible et la quantité de mouvement maximale présente dansles �laments est de l'ordre de 2% de la quantité de mouvement maximale dans le rodon.On 
onstate aussi que le rodon à t = 70 a tourné de quelques degrés dans le sens horairepar rapport à son orientation initiale et que les �laments se sont rejoints, formant unanneau.Un rodon 
ir
ulaire simulé par la même méthode est bien stationnaire, il ne déve-loppe pas de �laments sur les é
helles de temps simulées (∼ 100f−1
∗ ), en a

ord ave
 sastabilité nonlinéaire démontrée par [Rip87℄. En réalisant des simulations de rodons ave
di�érentes ex
entri
ités (non illustré i
i), on trouve que des �laments sont toujours for-més sauf lorsque l'ex
entri
ité est nulle, les �laments se formant d'autant plus t�t que
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entri
ité est élevée. La formation de la paire de �laments pourrait être due à uneinstabilité numérique étant donné que l'erreur faite sur la dis
rétisation du rodon initialest relativement importante sur une grille re
tangulaire. Dans 
e 
as l'utilisation d'unegrille dé�nie en 
oordonnées polaires et un s
héma numérique adapté pourrait ex
lure 
eproblème. D'un autre 
�té la formation des �laments pourrait trouver son origine dansune instabilité physique. En e�et, Ripa [Rip87℄ a montré que les rodons 
ir
ulaires sontstables aux perturbations d'amplitude �nies, quel que soit le nombre de Rossby mais queles rodons d'ex
entri
ité non-nulle sont linéairement instables à des perturbations de pres-sion et de vitesse qui s'é
rivent sous forme de polynomes en 
oordonnées re
tangulairesdont le degré du polynome de la perturbation de pression est au moins égal à 3, ou ledegré du polynome de la perturbation de la vitesse est au moins égal à 2. Plus les degrésde 
es polynomes sont élevés et plus nombreux sont les rodons d'ex
entri
ité di�érentesqui sont linéairement instables.Cette 
onnaissan
e du 
ara
tère instable des rodons nous laisse penser que la formationdes �laments pourrait être dûe à l'ex
itation d'une telle instabilité par la perturbation que
onstitue l'erreur initiale faite lors de la dis
rétisation sur la grille re
tangulaire.On pourrait initialiser un rodon perturbé ave
 une perturbation lo
alisée, dans le butd'ex
iter un maximum de �modes� instables et peut être ainsi observer le développementde 
ette instabilité. Cette instabilité pourrait se manifester par le développement des�laments 
omme on l'a vu 
i-dessus ou bien d'une manière di�érente, par exemple ens
indant le tourbillon initial en plusieurs tourbillons.
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