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Résumé

Ces dernicres années ont vu apparaitre de nombreux arguments convergents vers la con-
clusions que les probabilités classiques ne pouvaient pas rendre compte, a la fois dans leur
calcul et leur représentation, de I’imprécision ou de I’incomplétude éventuellement présente
dans I’'information disponible concernant un systéme, une variable, un parametre. Aussi des
théories de I’incertain ayant pour but de prendre explicitement en compte cette imprécision ont
émergé. Les trois principales de ces théories sont, de la plus a la moins générale: la théorie

des probabilités imprécises, la théorie des ensembles aléatoires, la théorie des possibilités.

Avec elles sont également apparues de nouvelles difficultés et de nouvelles questions rel-
atives a la représentation et au traitement des incertitudes: difficultés d’ordre pratique lors
de la manipulation des informations, la prise en compte explicite de I’'imprécision posant
de nouveaux problemes calculatoires ; questions sur I’interprétation de certaines notions (in-
dépendance, conditionnement) pour lesquels il y avait un consensus assez fort dans le cadre
classique des probabilités ; problemes d’unifications dus au fait que les théories proposent des
calculs, des solutions et des modes de traitement différents. En effet, en choisissant un cadre
alternatif ou plus expressif pour représenter et traiter 1’incertitude, des problémes qui étaient
auparavant "cachés" par le cadre relativement contraignant des probabilités classiques refont

surface.

Dans ce travail, nous apportons des réponses partielles a ces problemes, a la fois en es-
sayant d’interpréter les différentes notions au sein de cadres unificateurs et en proposant des
méthodes de manipulation pratiques. Nous nous intéressons principalement aux problémes

suivants:

e [’étude des représentations pratiques d’incertitudes. En particulier, nous situons des
représentations récemment proposées (p-boxes, nuages) par rapport a des représenta-
tions plus anciennes. Cela nous permet de mettre a jour un nombre intéressant de rela-

tions, facilitant de futures maniplations pratiques.
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e [a combinaison d’informations provenant de sources multiples. En particulier, nous
nous intéressons aux problémes de la combinaison d’informations partiellement incon-
sistantes et de la prise en compte de dépendances entre sources. Nous nous intéressons

aussi brievement au probleme de 1’évaluation de la qualité de I’information transmise.

e [a modélisation de la notion d’indépendance entre variables, cette notion étant essen-
tielle lors de la combinaison de modele marginaux d’incertitudes en modeles joints.
Nous nous contentons de donner une vue générale de la problématique ainsi que quelques
premiers résultats, vu que I’étude complete de ces notions nécessiterait un travail de

recherche en soi.

Nous considérons aussi brievement les problemes de la prise de décision, et détaillons des ap-
plications pratiques mettant en oeuvre quelques unes des méthodes et représentations étudiées

dans ce travail.



Abstract

In these last years, many arguments appeared, converging to the fact that classical probabilities
cannot adequately handle or represent imprecision or incompleteness in the available informa-
tion concerning a system, a variable or a parameter. Hence, alternative theories proposing to
address and solve this issue have emerged. The three main such theories are, from the more to

the less general: imprecise probability theory, random set theory, possibility theory.

With them also appeared new difficulties and questions related to the representation and
treatment of uncertainty: difficulties regarding the practical handling of uncertainties, since
explicitly modeling imprecision often means an higher computational complexity when treat-
ing the information; questions related to the interpretation of some notions (conditioning,
independence) that almost met general consensus in classical probabilities; problems of unifi-
cation due to the fact that uncertainty calculus and treatments are sometimes different between
different theories and interpretations. Actually, by choosing a different or a more expressive
framework to handle uncertainty, issues that were previously "hidden" by the somewhat re-

strictive setting of classical probability theory are no longer hidden in the new setting.

In this work, we bring some partial answers to above issues, first by trying to settle different
problematics in unified settings, second by proposing practical methods allowing to handle

uncertainty in an efficient way. We focus mainly on the following issue:

e The study of practical uncertainty representations. In particular, we situate more re-
cent uncertainty representations (p-boxes and clouds) with respect to older uncertainty
representations. This lead us to expose a number of interesting relations between repre-

sentations, eventually leading to an easier practical handling of such representations.

e The combination of information coming from multiple sources. In particular, we look
at the two problems of combining partially consistent information and of taking account
of potential dependencies between information sources. We also address the issue of

evaluating the quality of the delivered information by the use of past assessments

ix



e Modeling and interpreting notions of independence between variables, these notions be-
ing essential in the construction of joint uncertainty models from marginal ones. Here,
we simply gives a general picture of the (many) notions existing in the uncertainty the-
ories considered here, and propose some first results eventually leading to an unified
frame. Indeed, a full study of the complex notion of independence would require a

work of its own.

Finally, we briefly look at the problems of decision making, and give some details about two

applications achieved during this work and using some of the methods exposed therein.
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Chapter 1

Résumé Francais de la these

(French Summary of the thesis)

If you cannot read French (or can also read English and prefer to skip this summary), please

go to pA41]

1.1 Introduction (Chapitre [2)

Ce travail de these présente des résultats relatifs a la représentation et au traitement des incer-
titudes entourant la valeur que peut prendre une variable, cette incertitude pouvant provenir
soit de la variabilité intrinseque des phénomenes influencant la valeur de cette variable, soit

de I’'imprécision ou du manque de fiabilité des informations disponibles.

Ici, nous nous intéressons aux cas ol I’incertitude est représentée par des modeles numériques
qui ne sont ni des probabilités précises (parce que I’information disponible est trop pauvre),
ni de simples ensembles de valeurs (parce que nous disposons d’informations permettant de

savoir quels éléments sont plus a méme d’étre observés).

Afin de répondre a ce type de probleme, différentes théories de 1’incertain ont émergé
ces dernieres années. Il s’agit, entre autres, des théories des possibilités [85], des ensembles
aléatoires [151] et des probabilités imprécises [203] (il s’agit 1a des trois théories principales
sur lesquelles nous allons nous concentrer). Par rapport a ces théories, notre position est
double:
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2 (French Summary of the thesis)

e d’une part, nous attachons une grande importance aux aspects permettant d’unifier ces

théories et le traitement de I’incertitude qui en découle.

e d’autre part, nous pensons que chacune de ces théories posseéde son propre intérét, et est
a méme de répondre a des questions pour lesquelles d’autres théories apportent parfois
des réponses insatisfaisantes. Dans ce sens, nous pensons que la question essentielle
n’est pas de savoir de maniere absolue quelle théorie est "meilleure" que les autres,

mais plutdt de chercher a savoir quelle théorie s’adapte le mieux a une situation donnée.

A cet effet, nous nous attacherons, tout au long de ce travail, a souligner les points commun
entre les différentes théories, tout en apportant des solutions pratiques, parfois particulieres a
I’une ou I’autre théorie, aux problemes que peut poser le traitement des incertitudes. Nous
nous concentrerons plus particulierement sur les problémes courants posés par les études de

slireté nucléaire.

Par incertitude, nous entendons donc les situations ou I’information ne permet pas d’identifier
de maniere exacte 1’état d’un systeme ou la valeur d’une variable. Par traitement, nous en-
tendons la manipulation de I’information disponible de maniere raisonnée, afin d’en déduire
d’autres informations potentiellement utiles. Nous différencions également deux niveaux
différents d’informations: un niveau générique, qui concerne les connaissances et modeles
généraux; un niveau contingent, regroupant les informations propres a une situation partic-
uliere. Par exemple, un modele physique d’écoulement de fluide constituera de 1’information
générique, tandis que la vitesse d’un fluide dans une expérience donnée sera de 1’information

contingente.

Afin de pouvoir décrire facilement les traitements auxquels nous nous intéresserons durant

ce travail, nous considérons le modele simplifié, donné par la figure suivante:
Information générique 1= Modeéle  D------ .

Variables

. . Variables
Information contingente

sources d’intérét

Traitement de I’incertitude: cadre général

Les variables sources sont celles a propos desquelles nous possédons de I’information. Le

modele décrit les liens (génériques) qui existent entre variables sources et variables d’intérét,
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et permet d’obtenir de I’information sur ces dernieres a partir d’information sur les variables
sources. Enfin, les variables d’intérét sont les variables sur lesquels nous voulons obtenir

une(des) information(s) utile(s) permettant de résoudre un probeme donné.

A partir de cette figure, nous pouvons définir un certain nombre de problémes relatifs au

traitement de 1’incertitude:

e Modélisation: construction d’un modele générique a partir d’informations contingentes
(observations particulieres). Il s’agit d’un procédé de type inductif, souvent appelé ap-
prentissage dans le domaine de I’intelligence artificielle (IA) ou inférence paramétrique

dans le domaine des statistiques.

o Inférence: tirer des conclusions plausibles a partir d’informations disponibles. Il s agit
d’un procédé déductif et impersonnel, qui consiste ici a tirer des conclusions sur les
variables d’intérét a partir d’informations sur les variables sources, par le biais d’un
modele générique. En statistique, ce type d’opération est souvent associée au probleme

de prédiction. Les problemes d’inférences comprennent:

— propagation directe a travers un modele déterministe: propager les incerti-
tudes sur les entrées (variables sources) d’un modele déterministe (i.e. fonction)
pour estimer les incertitudes sur les sorties (variables d’intérét). 1l s’agit du type
d’inférence le plus souvent fait en analyse de risque et en études de stireté. Notons
que cette inférence est monotone, dans le sens ou plus I’incertitude sur les entrées

est petite, plus celle sur les sorties I’est également.

— propagation inverse a travers un modele déterministe: similaire a la propaga-
tion directe, excepté que les variables sources sont maintenant les sorties, et qu’il
faut estimer I’incertitude sur les entrées. La difficulté pour ce genre d’inférence est
que le modele est tres rarement inversible, et que les dépendances entre les entrées
sont généralement mal connues. Comme la propagation directe, cette opération est

monotone.

— propagation/conditionnement sur un modéle stochastique: a partir d’une ob-
servation sur les variables sources, inférer les valeurs plausibles des variables
d’intérét en propageant cette information a travers un modele générique stochas-
tique (i.e. chaine de Markov, réseaux de Bayes). Dans ce cas, I’incertitude con-
cerne le modele, et non plus les variables. Ce type d’inférence se rencontre plus
souvent dans le domaine de I’'TA. Notons également que cette opération n’est pas

forcément monotone, et qu’une information plus précise sur les variables sources
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peut augmenter 1’incertitude sur les variables d’intérét. Ce phénomene est plus

connu sous le nom de dilation.

¢ Fusion d’informations: action de synthétiser I’information provenant de plusieurs sources
en un message simple et interprétable, tout en prenant en compte I’inconsistence entre
les informations et les éventuelles dépendances entre les sources. La fusion d’information

s’opere entre informations de méme niveau de généricité.

e Prise de décision: action de déterminer 1’ensemble des actions optimales a prendre
dans une situation donnée et en fonction des informations disponibles. Au contraire de
I’inférence, c’est un procédé personnel (le sens d’optimal peut dépendre de la personne
prenant la décision) et qui a un impact sur le monde environnant une fois la décision
prise. Néanmoins, inférence et prise de décisions, méme si elles sont différentes, sont
souvent liées par le fait que les résultats d’une inférence sont souvent utilisés pour pren-

dre une décision.

e Révision: action de modifier nos croyances ou connaissances avec 1’arrivée de nouvelles
informations, pas forcément cohérentes avec les croyances ou connaissances initiales.
De méme que la fusion d’information, réviser se fait entre informations de méme niveau

de généricité.

Bien entendu, il est difficile de rendre compte avec cette figure et ces descriptions relativement
simples de la complexité présente dans des applications réelles. En pratique, il peut étre diffi-
cile de déterminer quelle est la meilleure réponse a apporter a un probleme, ou encore quel est
le niveau de généricité de tel ou tel type d’information. Néanmoins, de telles figures simpli-
fiées peuvent servir de point de départ aux réflexions qui détermineront ensuite le traitement

le plus adéquat a appliquer a une situation.

Dans ce travail, nous ne nous intéresserons qu’a certains des problemes évoqués plus
haut. Plus particulierement, nous nous concentrerons sur des problemes souvent rencontrés en

études de siireté ou en analyse de risques.

Le chapitre [3|s’intéresse au probleme de représenter I’incertitude entourant la valeur d’une
variable. Une attention toute particuliere est réservée aux représentations simples et pratiques,
qui sont les plus souvent utilisées dans les applications. En particulier, nous étudions les rela-
tions entre les représentations suivantes : distributions de possibilités, distributions imprécises
de probabilités, p-boxes, nuages et ensembles aléatoires. Afin de faciliter leur comparaison,

nous introduisons un modele dit de p-boxes généralisées.
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Le chapitre ] concerne le cas ot de multiples sources fournissent des informations a pro-
pos d’une méme variable. Nous étudions d’abord comment cette information peut étre syn-
thétisée en un message simple, en donnant une attention particuliere aux probleémes du traite-
ment de I’inconsistence entre les informations et de la prise en compte de dépendances entre
les sources. Dans la seconde partie du chapitre, nous discutons d’une méthode permettant
d’évaluer la qualité de I’information fournie par les sources et donc, dans un certain sens, leur
fiabilité.

Dans le chapitre[5] nous étudions les notions d’indépendance qui peuvent exister entre dif-
férentes variables. En effet, si dans les probabilités classiques toutes les notions d’indépendance
sont formellement équivalentes a la définition de 1’indépendance stochastique, indépendem-
ment de leur interprétation, ce n’est plus vrai lorsque des modeles probabilistes imprécis sont
utilisés. Dans ce dernier cas, il existe autant de définitions formelles que d’interprétations.
Puisque la notion d’indépendance est centrale dans la construction de modeles joint d’incertitude
a partir de modeles marginaux (une situation qui arrive souvent en analyse de risque), nous
étudions et esquissons un premier cadre général dans lequel situer les différentes notions
d’indépendances rencontrées en probabilité imprécise. La question de relier ces notions aux

arbres d’événements est brievement abordée.

Le chapitre [6] est consacré au probleme de la prise de décision. Apres un bref compte-
rendu des différents criteres étendant aux probabilités imprécises le critere classique de la
maximisation de I’espérance mathématique, nous donnons quelques résultats pratiques relatifs
aux calculs de ces espérances lorsque I’incertitude est modélisée par une p-box définie sur les

réels.

Finalement, le chapitre [/| expose deux applications réalisées dans le cadre de la theése au
moyen du logiciel de traitement des incertitudes SUNSET développé par 'IRSN. La pre-
miere concerne I’application des méthodes présentées au chapitre ] aux résultats d’études
d’incertitude réalisées sur des codes de calculs simulant la rupture d’un systeme de refrodisse-
ment dans un réacteur nucléaire. La seconde concerne 1’application a un cas d’étude d’une
méthode numérique de propagation des incertitudes, dénommée RaFu et actuellement utilisée

par I'IRSN. Nous décrivons d’abord la méthode, puis les résultats obtenus sur le cas d’étude.
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1.2 Représentations pratiques d’incertitude (Chapitre 3)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux représentations simples et pratiques qui permet-
tent de modéliser notre incertitude a propos de la valeur que peut prendre une variable X dans
un espace 2 . Parmi ces représentations simples, on trouve: les ensembles classiques, les
distributions de probabilité [[108]] et de possibilités [85], les distributions imprécises de proba-
bilités [42], les ensembles aléatoires [151]], les boites de probabilités (communément appelées

p-boxes) [[104], les variables aléatoires floues [34] et, plus récemment, les nuages [159].

Ces représentations, du fait de leur simplicité, facilitent souvent la manipulation des in-
certitudes, notamment en termes calculatoires. Elles sont également utiles pour résumer des
résultats complexes, ou pour élicitelﬂ des informations. Néanmoins, afin de manipuler cor-
rectement ces représentations, il est nécessaire de les comparer et d’établir des liens entre
elles, ces liens pouvant également montrer comment des outils de différentes théories peuvent

étre appliqués a une méme représentation.

Débuter cette comparaison et établir de tels liens sont les objets de ce chapitre. Comme
toutes les représentations étudiées ici peuvent s’ interpréter comme des cas particuliers d’ensembles
convexes de distributions de probabilités, nous utiliserons ce langage pour pouvoir relier et

comparer les différentes représentationﬂ

Nous nous intéressons plus particulierement aux deux représentations plus récentes que
sont les p-boxes et les nuages, et dont les liens avec les autres représentations pratiques

d’incertitude ont été peu explorés jusqu’ici.

1.2.1 Mesures non-additives et représentations connues

Nous introduisons d’abord les outils mathématiques et représentations connus permettant de
modéliser explicitement 1’imprécision présente dans 1’information. Contrairement aux proba-
bilités classiques, ol une seule mesure est utilisée, ces représentations modélisent I’incertitude
au moyen de deux mesures conjuguées, I’une représentant 1’idée de certitude, 1’autre de plau-
sibilit¢. L’importance de I’imprécision peut ensuite étre mesurée par la différence entre ces

deux mesures (les probabilités étant retrouvées lorsque les deux mesures coincident).

'On appelle élicitation la procédure qui consiste & demandé une évaluation de son incertitude a un expert
Znotons néanmoins que I’interpretation en termes d’ensembles de probabilités n’est pas la seule possible,
comme le montre 1’ Appendice E]
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1.2.1.1 Capacités

Les fonctions d’ensembles que sont les capacités [25] sont utiles pour représenter I’ incertitude.

Definition 1.1. Etant donné un ensemble fini 2", une capacité sur 2 est une fonction y,

définie sur les sous-ensembles @(2") de 2, telle que:

o 1(0)=0,u(Z") =1 (conditions aux bornes)

e ACB= u(A) < u(B) (monotonicité)

Une capacité vérifiant
VA, BC Z,ANB=0,u(AUB) > u(A)+ u(B) (1.1)

est dite super-additive. La notion duale, appelée sous-additivité, est obtenue en renversant

I’'inégalité dans I’équation ci-dessus.

Etant donné une capacité p sur 2", sa capacité conjuguée u est définie par u(E) =
U(X)—u(E) =1—u(E®) pour tout ensemble E C 2" avec E€ le complément de E. Une
capacité est dite additive si I’inégalité de 1’équation (I.1)) devient une égalité. Une capacité

additive est sa propre conjuguée (U = ), et est une mesure de probabilité P.

Quand elles sont utilisées pour représenter 1’incertitude, les valeurs d’une capacité mesurent
le degré de confiance dans le fait qu'un événement va €tre observé. Dans ce cadre, les capac-
ités super-additives modélisent I’idée de certitude (puisque u(E)+ u(E€) < 1), tandis que les
sous-additives modélisent 1’idée de plausibilité (1 (E)+ u(E€) > 1).

Le noyau &2, d’une capacité super-additive y définie sur 2~ est I’ensemble (convexe) des

mesures de probabilités qui la domine:
Py = {PEP,VEC 2, u(E) < P(E)}.

avec P4 I’ensemble des mesures de probabilité définies sur 2. Par dualité, le noyau est
également 1’ensemble des mesures de probabilités dominées par la capacité conjuguée u°
(sous-additive), ce qui veut dire que, par la suite, ’on se concentrera exclusivement sur 1’une
ou 'autre de ces capacités (typiquement, la super-additive). Notons que le noyau peut étre
vide, et un moyen de s’assurer qu’il ne I’est pas consiste a faire appel a des propriétés des

capacités modélisant I’incertitude, telle la n-monotonie:
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Definition 1.2. Une capacité u super-additive sur 2~ est n—monotone, avec n > O etn € N,
si et si seulement si pour toute collection .7 = {A; C Z'|i € N,0 < i < n} d’événements A;,

I’équation

u(U A= Y ()" A
ICo

Aicsf Ajel

est vérifiée.

Si une capacité est n-monotone, alors elle est assurée d’étre (n — 1)-monotone, mais pas
forcément (n+ 1)-monotone. Une capacité est dite co-monotone si elle est monotone pour tout
n. Une condition suffisante (mais pas nécessaire) pour qu’une capacité ait un noyau non-vide
soit qu’elle soit 2-monotone. A partir d’une capacité, il est possible de définir de nombreuses

transformations bijectives [[115], notamment la transformée de Mobius:

Definition 1.3. Etant donné une capacité u sur Z°, sa transformée de Mobius est la fonction
m: @(X) — R des sous-ensemble de 2~ vers les réels, qui associe a chaque sous-ensemble E
de 2 la valeur

m(E)= Y (~=1)F\¥lu(B)

BCE

Notons que la fonction m est non-négative si et seulement si la capacité u est co-monotone [178,
Ch.2.7]. Dans ce dernier cas, nous I’appelons distribution de masse. La transformée de
Mobius d’une mesure de probabilité est sa distribution de probabilité (m est positive et non-

nulle uniquement sur les singletons).

1.2.1.2 Ensembles de probabilités

Walley [203]] considere une représentation encore plus générale de 1’incertitude par des paires
de bornes duales (inférieures/supérieures). Au lieu de se restreindre a des événements (sous-
ensembles), il étend ses mesures a des bornes sur les espérances mathématiques de fonctions
réelles et bornées de 2~ (les événement correspondant alors a des fonctions indicatrices). Il
montre que ce langage est équivalent (en terme d’expressivité) a celui consistant a modéliser

I’incertitude par des ensembles convexes de mesures de probabilités, dénotés ici & [136]].

Ce langage étant tres général, nous nous en servirons pour comparer les représentations

pratiques que nous considérons, et nous adoptons la terminologie suivante:
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Definition 1.4. Soit [F; et [, deux cadres généraux de représentation d’incertitude, a et b deux
instances particuli¢res de ces cadres, et &, &), les ensembles de probabilités induits par a et
b. Alors:

e Nous disons que le cadre [y généralise cadre [, si et seulement si pour tout b € [Fy,
da € F; tel que &, = &), (ou, également, que [ est un cas particulier de [Fy).

e Nous disons que le cadre ¥y et [F; sont équivalents si et seulement si pour tout b € [y,

Jda € F; tel que &, = &), et inversément.

e Nous disons que le cadre [, est représentable par le cadre [F| si et seulement si pour
tout b € Iy, il existe une collection {ay,...,ar|a; € F1} telle que &, = P, N...N Py,

e Nous disons qu’un élément a € [F| approche extérieurement (intérieurement) un élément
b € F;, si et seulement si &, C X, (L, C L)

Dans ce travail, nous pouvons nous restreindre aux ensembles induits par des bornes de

probabilités sur les événements.

Nous définissons une probabilité inférieure P comme une capacité super-additive. L.’ensemble
de probabilités &p lui correspondant est alors le noyau de cette capacité. Nous considérons
ici des probabilités inférieures dites cohérentes, c’est-a-dire des probabilités inférieures qui
sont les enveloppes de I’ensemble de probabilités induit (i.e. pour tout ensemble A C 27,
nous avons P(A) = minpe ,(P(A))). En d’autres termes, les bornes fournies pour modéliser
I’incertitude sont atteintes par &?p et sont optimales (i.e. elles ne peuvent étre réduites sans ré-
duire &p). Néanmoins, ces ensembles, méme s’ils constituent des cas particuliers de modeles
plus généraux, peuvent rester difficile a manipuler du fait de leur complexité. Deux exemples
de modeles moins généraux introduits par leurs auteurs avec I’intention de fournir des outils
pratiques de manipulation d’incertitude sont les boites de probabilités (P-boxes) ainsi que les

distributions imprécises de probabilités.

P-boxes Une p-box [F, F] est définie comme une paire de distributions cumulées définies sur
les réels, telles que F < F (F domine stochastiquement F). Une p-box a ,F] induit I’ensemble
de probabilités Fp 7 = {P € Pr|Vr € R, F(r) < P((—o0,r]) < F(r)}, etil est utile de noter

u’une p-box consiste a donner des bornes de confiance sur des intervalles emboités (—oo, r|.
)

Contrairement aux distributions cumulées uniques [28], les p-boxes permettent aux ex-

perts d’exprimer leur opinion sur la valeur de percentiles de maniere imprécise (en fournissant
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des intervalles au lieu de valeurs uniques). Il existe également des outils numériques ef-
ficaces [209] permettant de manipuler les p-boxes pour faire rapidement des propagations

conservatrices d’incertitude.

Distributions imprécises de probabilité Une distribution imprécise de probabilité consiste
en un ensemble L d’intervalles L = {[/(x),u(x)]|x € 2"} tels que I(x) < p(x) < u(x) pour tout
x. Cet ensemble L décrit notre connaissance imprécise sur les probabilités des singletons, et in-
duit I’ensemble de probabilités Z, = {P € Py |Vx € 27, I(x) < p(x) <u(x)}. Comme I’ont
montré De Campos et al. [42], se restreindre a un tel ensemble de contraintes a de nombreux
avantages calculatoires. C’est également une représentation tres utile dans le cas de données

multinomiales, ou pour la modélisation d’histogrammes imprécis.

1.2.1.3 Ensembles aléatoires

Ici, nous définissons un ensembles aléatoire (discret), noté (m,.# ), comme une fonction, ap-
pelée distribution de masse, m : g(2°) — [0, 1] des sous-ensembles de 2~ dans I’intervalle
unité, non-négative et normée (Y. g 2~ m(E) = 1). Un sous-ensemble E ayant une masse posi-
tive est appelé ensemble focal, et nous notons .% 1’ensemble des éléments focaux d’un ensem-
ble aléatoire. A partir de cette fonction, Shafer [178]] définit trois fonctions, respectivement de

croyance, plausibilité et commonalité:

Bel(A)= Y m(E) (Belief).
EECA
PI(A)=1—Bel(A°)= Y m(E) (Plausibility).
E.ENA#D
0(A) = Z m(E) (Commonality).
E,EDA

La fonction de croyance Bel ainsi définie est une capacité co-monotone, et m est sa transformée

de Mobius. Nous pouvons définir I’ensemble de probabilité
gz(%g) ={PcPy|VAC Z, Bel(A) < P(A) <PI(A)}

induit par un ensemble aléatoire.

Les ensembles aléatoires constituent donc des cas particuliers de probabilités inférieures.
A T’inverse, ils généralisent les p-boxes [[132]. Il n’existe pas de lien précis entre ensembles

aléatoires et distributions imprécises de probabilité, dans le sens ou I’un ne généralise pas
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I’autre, et inversement. Cependant, de nombreux auteurs ont étudié comment une représenta-

tion pouvait étre approchée par 1’autre 135,160, 42]

Un des intérét applicatif majeur des ensembles aléatoires est qu’ils peuvent étre vus comme
des distributions de probabilité portant sur des ensembles, ce qui implique que les méth-
odes de simulations du type Monte-Carlo peuvent facilement leur étre appliquées. Quand
ils sont définis sur les réels, il est courant de restreindre les ensembles focaux a un nombre
fini d’intervalles, ce qui permet d’étendre les résultats de 1’analyse d’intervalles [152] aux

intervalles aléatoires [91]].

1.2.1.4 Distributions de possibilités

Une distribution de possibilité est une fonction 7 : 2” — [0, 1] de ’espace 2 dans I’intervalle
unité, telle que 7(x) = 1 pour au moins un élément de 2". A partir de cette distribution
sont définies plusieurs mesures [79], parmi lesquelles les mesures de possibilité, nécessité et

suffisance:

IT(A) = sup 7 (x)
X€A

N(A) =1-TI(A°)
A(A) = inf 7(x).
XEA
Leur propriétés caractéristiques sont N(ANB) =min(N(A),N(B)) et I[(AUB) = max(I1(A),I1(B))
pour toute paire d’événements A,B de 2". Etant donné un degré o € [0, 1], les o-coupes
strictes et régulieres Ag et Ay sont les ensembles Ag = {x € 27 |n(x) > a}etAy = {x € Z'|n(x) > a}.

Nous notons op =0 < a1 < ... < oy = 1 ’ensemble fini des valeurs distinctes prises par 7.

La mesure de nécessité étant une capacité co-monotone, une distribution de possibilité 7
constitue un cas particulier d’ensemble aléatoire, et définit 1’ensemble aléatoire (m,.# ), dont

les ensembles focaux E; de masse m(E;) sont, pouri =1,..., M [82]:

Ei={xe Z|n(x) > oy} = Ag, (1.2)
m(E;) = a; — a1

Une distribution de possibilité 7 induit donc également un ensemble de probabilités &7, tel
que

VA C 27, N(A) < P(A) < II(A)}.
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Les distributions de possibilité sont les modeles les plus simples pouvant modéliser ex-
plicitement I'imprécision. Cette simplicité fait qu’elles sont trés faciles a manipuler, mais
aussi peu expressives par rapport a d’autres modeles. Cependant, il existe de nombreux cas ou
elles sont utiles; Par exemple, le fait qu’elles puissent se voir comme des bornes de confiance
inférieures d’ensembles emboités les rend tres pratiques pour €liciter de I’information, ou pour
représenter des intervalles de confiance centrés autour d’une valeur [11] (représentation tres

souvent utilisée en statistique).

1.2.2 P-boxes généralisées

Les représentations précédentes sont connues depuis un certain temps et ont donc déja été
étudiées par de nombreux auteurs. Nous proposons et étudions maintenant une nouvelle
représentation consistant en une généralisation des p-boxes a des espaces .2~ discrets arbi-
traires. Il y a (au moins) deux bonnes raisons pour étudier une telle généralisation: premiere-
ment, les p-boxes étant déja tres utiles lorsque définies sur I’espace des réels, il semble normal
de vouloir les généraliser; deuxiemement, nous verrons que les p-boxes généralisées sont tres
utiles pour étudier les nuages proposés par Neumaier [159]. Ces derniers ayant été proposés
récemment pour représenter I’imprécision présente dans I’information, il est nécessaire de les

positionner par rapport a d’autres représentations, travail que nous réalisons ici.

Rappelons d’abord que deux fonctions f et f’ sont comonotones si et seulement si pour
toute paire d’éléments x,y € 2, nous avons f(x) < f(y) = f'(x) < f'(y). En d’autres termes,
il existe une permutation ¢ de {1,2,...,n} telle que f(xg(1)) > f(xg2)) = -+ > f(Xs(m)) €t

' (xs(1)) = f'(xs(2)) = -+ = f'(X5(n))- Nous définissons alors une p-box généralisée comme:

Definition 1.5. Une p-box généralisée [F,F| sur un espace .2~ est une paire de fonctions
comonotones F.F, F: 2 — [0,1] et F : 2 — [0,1] de 2~ vers [0, 1] telles que F est plus
petite que F (i.e. F < F) et il existe au moins un élément x de 2" pour lequel F(x) = F(x) = 1.

Et, & partir d’'une p-box généralisée [F,F], nous pouvons définir un pré-ordre complet
<(p.p Sur 2" tel que x<p gy si F(x) < F(y) et F(x) < F(y), grace 2 la condition de comono-
tonicité. Pour simplifier les notations, nous considérons que les éléments de .2 sont indicés
tels que i < j implique X< F¥)> et que | 2°| = n. Nous définissons ensuite I’ensemble de

probabilités induit par la p-box généralisée comme

Prp={PePyli=1,....,n, F(x;) < P({x1,...,x}) <F(x;)}.
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Notons que si 2" est I’ensemble réel, et §[ F.F] I’ordre naturel entre les nombres, nous retrou-

vons les p-boxes classiques.

La proposition suivante montre que 1’incertitude décrite par les p-boxes généralisées peut

étre décrite par des paires de distributions de possibilités comonotones:

Proposition 1.1. Toute p-box généralisée |[F,F| sur 2 est représentable ( voir Déﬁnition

par une paire de distributions de possibilités Ttg, T, ¢’est-a-dire ,@[ FF = P\ Pry, avec:
nf(x,-):ﬁ,- et 7'L'E(xi>:l—maX{(Xj|j:O,...,i(Xj<(Xi}

pouri=1,....n, avec oy = 0.

A T’inverse, toute distribution de possibilité peut-&tre vue comme une p-boxe généralisée
réduite a sa seule distribution supérieure ou inférieure, ce qui veut dire que les distributions de

possibilité sont des cas particuliers de p-boxes généralisées.

La proposition suivante indique que les p-boxes généralisées sont des cas particuliers

d’ensembles aléatoires:

Proposition 1.2. Les p-boxes généralisées sont des cas particuliers d’ensembles aléatoires,
c’est-a-dire que pour toute p-box généralisée [F,F) définie sur 2, il existe toujours un en-

semble aléatoire (m,ﬁ)[ﬂﬂ tel que Pp 7 = gz(m?g;)[[? o

et, si nous notons 0 = 9 < ¥ < ... < Yy = 1 les valeurs distinctes prises par les fonctions
F,F dela p-box sur les éléments de 2", cet ensemble aléatoire est défini, pour j=1,...,M,

comme suit:

Ej={x € Z|(np(x) > ) N(1 —7p(x:) <v;)}
m(Ej) =Y —¥j-1

(1.3)

Le lien entre p-boxes généralisées et distributions imprécises de probabilités est moins
direct, puisqu’aucune des deux représentations ne généralise I’autre. Considérons d’abord
un ensemble L et une indexation (arbitraire) des éléments de .2". Pour i = 1,...,n, notons

I(x;) = I; et u(x;) = u;. Une p-box généralisée approchant extérieurement L peut alors étre
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construite grace aux équations suivantes:

F'(xi))=P(A;) = of =max( Y [;1— Y w) (1.4)
Xi€A; Xi¢A;

F/(xi) = B(Al) = ﬁi/ = min( Z u;, 1-— Z li)
XjGAi xi¢Ai

avec P, P les probabilités inférieures et supérieures induites par 1’ensemble L. Chaque permu-
tation des éléments de 2~ donne alors une p-box généralisée différente. Maintenant, consid-
érons I’ensemble X4 des permutations ¢ de 2" et [F, F]/G une p-box généralisée correspondant
a une permutation particuliere. La proposition suivante montre que les distributions imprécises

de probabilités sont représentables par des p-boxes:

Proposition 1.3. Soit un ensemble L décrivant une distribution imprécise de probabilité, et
-1/ L . . . , .
[F,F|s la p-box généralisée obtenue avec la permutation G a partir de L et des équations

(T.4). Alors, nos avons la relation suivante:

ZL= ) Pyr. (1.5)

€Ly

ce qui nous permet de relier les distributions imprécises de probabilité aux p-boxes général-
isées. Maintenant que nous avons positionné cette représentation par rapport aux autres, nous
pouvons étudier les nuages de Neumaier [[159], qui comme nous allons le voir ont de fortes

connections avec les p-boxes généralisées.

1.2.3 Nuages

Definition 1.6. Un nuage est défini par une paire de distributions 6 : 2"~ — [0,1] et T : 2" —
[0,1] de I’espace 2" vers [0, 1], telles que & est inférieure a 7 (i.e. 8 < m), avec w(x) = 1 pour
au moins un élément x dans 2", et §(y) = 0 pour au moins un élément y dans .Z". 0 et 7 sont

respectivement les distributions inférieure et supérieure du nuage.

Notons que, d’un point de vue mathématique, ces nuages sont équivalents a des ensembles
flous valués par intervalles assortis de contraintes aux bornes. Plus précisément, le nuage est
mathématiquement équivalent a un ensemble flou dont la fonction d’appartenance a comme
valeur, pour I’élément x, I’intervalle [6(x),7(x)]. Etudier les nuages en tant que représen-
tation de I’incertitude sur X permet donc également d’apporter un nouvel éclairage sur les

interprétations possible a donner a un ensemble flou valué par intervalles.



Résumé Francais de la these
(French Summary of the thesis) 15

Neumaier [159] définit un ensemble de probabilités ,@[mg} correspondant a un nuage [, 8|

comme

gz[n,g] ={PePy|P{xe Z|0(x)>a})<l—a<P{xe Z|n(x)>a})}

Etant donné I’ensemble fini des M valeurs prises par les distributions & et 7 sur 2", notées

0=%<mn<...<7yu=1,les coupes strictes et régulieres sont définies comme

By ={xe Z'|n(x) >y} et By ={xec Z|n(x) > 1} (1.6)
pour la distribution supérieure 7 et

Cr={xe Z|6(x)>y}etCyp={xec Z|0(x) > 7} (1.7)

pour la distribution inférieure 6.

De méme que pour les p-boxes généralisées, la proposition suivante montre que les nuages

sont représentables par des paires de distributions de possibilité

Proposition 1.4. Un nuage |1, 8] est représentable par une paire de distributions de possibil-
ité 1 — 8 et m, c’est-a-dire:

Pirs) = PaNP_s

La proposition suivante formalise plus en avant le lien existant entre nuages et p-boxes

généralisées:

Proposition 1.5. Soit [7t, 8] un nuage sur 2. Alors, les trois assertions suivantes sont équiv-

alentes:

(i) Le nuage [m, 8] peut étre encodé comme une p-box généralisée [F, F| telle que Py 51 =

e
(ii) 8 et w sont comonotones (0(x) < 0(y) = m(x) < m(y))

(iii) les ensembles {By,Cy,|i,j=0,...,M} définis par les equations @ et forment
une séquence d’ensembles emboités (i.e. ils sont complétement (pré)-ordonnés par la

relation d’inclusion).
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Cette proposition indique que les p-boxes généralisées constituent des cas particuliers de
nuages, puisqu’elles sont équivalentes aux nuages pour lesquels les distributions et 7 sont
comonotones. A partir de maintenant, nous appellerons de tels nuages comonotones. Ce
résultat indique entre autres choses que les nuages comonotones sont des cas particuliers

d’ensembles aléatoires, et induisent donc des probabilités inférieures co-monotones.

Nous montrons dans ce travail qu’il n’en va pas de méme pour la plupart des nuages
non-comonotones, qui induisent en général des probabilités inférieures qui ne sont pas 2-
monotones (sans pour autant que 1’ensemble de probabilité induit soit vide). Ces résultats
indiquent que, d’un point de vue purement pratique, les nuages non-comonotones apparaissent

comme moins intéressants que leur contre-partie comonotone.

A D'instar des p-boxes généralisées, il n’y a pas de lien direct entre nuages et distributions
imprécises de probabilité. Il est cependant possible de reprendre les résultats concernant les
p-boxes généralisées (ces dernieres étant des cas particuliers de nuages), et notamment la
Proposition [I.3] 1I est également possible de reprendre et d’étendre d’autres transformations
proposées pour approcher extérieurement des distributions imprécises de probabilité par des
distributions de possibilité [141]] .

Notons également que la plupart des résultats obtenus ici et reliant les p-boxes généralisées
et les nuages a d’autres représentations d’incertitude s’étendent facilement au cas de représen-
tations continues définies sur les réels. Les résultats obtenus concernant les représentations

pratiques d’incertitude sont résumés par la figure[I.1]

Deux autres probléemes qui sont brievement considérés dans le chapitre concernent d’une
part I’utilisation des modeles hiérarchiques de second ordre (Section [3.5)), et plus particuliere-
ment le cas des variables aléatoires floues [32, 217]], d’autre part la propagation des p-boxes
généralisées a travers un modele déterministe (Section [3.2.5)), ce qui nous permet, entre autre,
de mettre en évidence 1’utilité potentielle des relations exhibées dans le chapitre.

1.3 Traitement de sources multiples d’informations (Chapitre 4)

En pratique, lorsque la valeur d’une variable ou d’un parametre X est mal connue, il arrive
souvent que plusieurs sources (e.g. experts, capteurs, modeles physiques différents) four-
nissent des informations concernant cette variable ou ce parametre. Dans cette situation, deux
problemes différents mais corrélés sont (i) la construction d’une représentation synthétique et

interprétable, plus facile a manipuler que des informations éparses et (ii) I’évaluation de la
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Figure 1.1: Relations entre représentations pratiques: résume A — B: B est un cas
particulier de A. A --» B: B est représentable par A
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qualité de I’'information fournie par les sources.

Dans ce chapitre, nous nous penchons sur chacun de ces deux problemes. Concernant
le premier, dénommé en général probleme de fusion d’information, nous rappelons d’abord
les méthodes de syntheése de base pour chacune des théories considérées ici, pour ensuite
nous pencher plus spécifiquement sur les problemes de traitement des inconsistances dans
I’information et des dépendances pouvant exister entre les sources d’information. Pour ré-
soudre le probleme des inconsistances, nous proposons 1’utilisation de la notion de sous-
ensembles maximaux cohérents comme une solution générale et attractive a la fois d’un point
de vue théorique et conceptuel. Concernant les dépendances, nous proposons 1’utilisation
d’une regle prudente basée sur la théorie des fonctions de croyances et du principe du moindre

engagement.

1.3.1 Opérations de fusion d’information basiques

Soit [F un cadre de traitement des incertitudes (i.e., possibilités, ensembles aléatoires ou ensem-
bles de probabilités), [F - I’ensemble des représentations du cadre [ définie sur I’ensemble fini
Z . Linformation donnée par N sources étant modélisée par une représentation appartenant a
)N

IF, une opération de fusion ¢ est une fonction ¢ : (F )" — F - qui résume les informations

données par les sources en une représentation unique.

Supposons une notion d’inclusion, notée Cg ., définie entre les €léménts de [F »-. Etant
donné de I’'information provenant de sources multiples et représentée par des modeles a; €

Fg,i=1,...,N,lafusion d’ information peut suivre trois comportements principaux [[18},93]:

e conjonctif: un comportement conjonctif est le pendant d’une intersection d’ensembles.
Le résultat ¢(ay,...,ay) d’une telle opération est tel que ¢(ai,...,ay) Cr, a; pour
i=1,...,N. Un opérateur conjonctif réduit donc I'incertitude globale, et fournit un
résultat plus précis que chacune des sources prise séparément. Il suppose que toute
les sources sont fiables, et peut fournir un résultat trés peu fiable, voire vide, en cas

d’inconsistances dans I’'information fournie par les sources.

e disjonctif: un comportement disjonctif est le pendant d’une union d’ensembles. Le
résultat @(ay,...,ay) d’une telle opération est tel que @(ay,...,an) D, a; pour i =
1,...,N. Un opérateur disjonctif augmente donc I’incertitude globale, et fournit un ré-
sultat moins précis que chacune des sources prise séparément. Il fait la supposition

qu’au moins une des sources est fiable. Le résultat d’une telle opération est générale-
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ment tres fiable, mais peut étre trés (trop) imprécis, ce qui réduit son utilité.

e compromis: le résultat d’un comportement de compromis se situe entre la disjonction
et la conjonction. De tels comportements sont généralement utilisés quand les infor-
mations fournies par les sources sont partiellement inconsistantes. L’objectif d’un tel
comportement est d’obtenir un résultat qui ait un bon équilibre entre informativité et

fiabilité. Nous distinguons deux types de compromis:

— adaptatifs: un comportement de compromis sera appelé adaptatif si le résultat
dépend du contexte. Le but est de pas