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INTRODUCTION ET PRESENTATICN

L'un des problémes fondamentaux auxquels est confronté le mécanicien
des sols consiste & détermimer si le matériau sol restera stable sous 1'ac-
tion de charges déterminées par la nature de 1l'ouvrage de Génie Civil qu'il

- \
considere.

Pour essayer de décrire la relation contraintes-déformations en tout
point du matériau au cours du chargement et du temps, il est amené & faire
le choix d'urme loi de comportement. Une loi a priori simple consiste a con-
sidérer le sol comme élastique - parfaitement plastique (donc pas d'écrouis-
sage ni de viscosité), pour calculer la charge maximale supportable, ou char-
ge limite. Celle-ci apparait alors comme provoquant la naissance d'un champ

de vitesses de déformations provoguant 1'écoulement du sol & la rupture.

L'une des hypotheses de base de cette idéalisation du comportement du
sol, avec la prédominance de la ductilité comme facteur de rupture, est en
effet 1'indépendance par rapport au temps du phénoméne plastigue, qui doit

donc étre caractérisé par la vitesse de déformation (cf. [9][8]).

Malgré tout ce modéle entraine, dans le cas général, des calculs trop
complexes pour résoudre analytiquement les problémes concrets de stabilité,
qui nous intéressent. C'est pourquoi une schématisation supplémentaire, vi-
sant a décrire le seul phénoméne plastique, considéré comme principal fac-
teur de ruine, consiste a négliger les déformations de la géométrie jusqu'a
apparition de l'écoulement libre. Il revient alors au méme de supposer que
le sol est rigide - parfaitement plastique et dans ce cas seules les défor-

mations plastigues peuvent prendre naissance.



L'apparition de ces dernieres est soumise a deux conditions :

- verification, par les contraintes, g'un critére de plasticité, supposé

convexe.

- respect d'une regle d'écoulement par les vitesses de déformations, que nous
p q

admettons dans toute la suite &tre la loi de la normalité.

Enfin nous nous placerons toujours a l'écoulement initial et dans 1'hy-

pothese des petites perturbations.

Ces choix nous situent donc dans le cadre de 1'Analyse Limite (A.L.),
qui permet de calculer la charge limite gue nous cherchons. A l'origine de
cette derniere on trouve les travaux de DRUCKER, GREENBERG et PRAGER, en
1851 [2] et 1952 [3], qui formulent les théorémes statique et cinématique
en partant du point de vue du matériau élastique-plastique. Dans le méme temps,
HI[C'[S][B], partant du point de vue rigide-plastique, propose une formulation
équivalente (cf. [95]), basée sur le principe du travail maximal, énoncé en
1948 dans [98] comme sous-ensemble d'un travail effectué en 1948.

Etant donné cette équivalencé sur le plan calcul de la éharge limite,
nous adopterons la formulation de HILL. Nous supposerons donc que les ma-
tériaux sont rigides-parfaitement plastigues, et obéissent au principe du

travail maximal.

En 1948, pour répondre aux besoins du calcul économique, G.B. DANTZIG
inventait l'algorithme du simplexe [97][98]. Cette méthode, dite du simplexe,
permet de résoudre, en un nombre fini d'itérations, le probléme de 1'optimi-

sation linéaire encore appelé Programmation Linéaire (P.L.).

Comme le fait remarquer a juste titre GAVARINI en [97] » 1'Analyse Limite
et la Programmation Linéaire se sont ensuite développées indépendamment, mis
a part quelques articles isolés [99][100][10ﬂ. Ce n'est qu'au début des années
soixante que l'intersection de ces deux domaines de recherche s'est effecti-
vement réalisée. Alors ont commencé les applications systématiques de la P.L.

au calcul plastigue des structures dont la liste serait trop longue a citer



ici (cf. & ce sujet [106][107} par exemple). Le facteur déclenchant a été
l'apparition d'ordinateurs a performances sans cesse croissantes, et la réa-

lisation de codes de P.L. pour problemes de grande taille; du type MPS 360.

A partir des années soixante-dix, grice a la Méthode des Eléments Finis
(M.E.F.), le méme phénoméne s'est produit pour les milieux continus avec,
au départ, les travaux de CAPURSO [102], ANDERHEGGEN et KNOPFEL [103] pour
une formulation mixte du probléme de 1'A.L. Citons ensuite les travaux décrits
en [66], pour une étude trés compléte de convergence de ce modéle, et en [130]
ol le probléme original est transformé en une suite d'optimisations sans con-
traintes. FREMOND et SALENCON [104] (cf. aussi [105]) ont proposé la premiére
formulation directe de la méthode cinématique aboutissant & un probléme de
point-selle ,résolu par une méthode non linéaire. On trouvera également en{132]
une approche cinématique par le biais d'un matériau visco-plastique. Enfin,
une formulation directe, basée sur la linéarisation du criteére et celle de la
puissance dissipée, a été proposée en [131],[17],[23] a [29] pour les maté-

riaux isotropes puis orthotropes de révolution (cf. [30] pour plus de détails).

LYSMER [86] est le premier a avoir formulé l'aphroché statigue en géo-
technique (isotrope), en supposant que le milieu étudié pouvait 8tre limité
par une zone rigide a contraintes libres, ce qui limite en fait la méthode
aux milieux finis. En [133] le méme probléme est transformé en un probléeme
d'optimisation sans contrainte par une méthode de pénalités. Il semble que
le nombre élevé de lignes du probléme statique ait incité les utilisateurs
de 1'A.L. a se tourner plutdt vers la méthode cinématique, ol de plus le pro-

longement du champ de vitesses est immédiat.

En nous inspirant des travaux de LYSMER nous avons linéarisé le critere
et proposé en [16][17] une formulation basée sur ume description directe du
champ de contraintes partiellement continue et sur la dualisation du proble-
me final de P.L. Sur deux exemples mécaniques que nous avons traités, nous
avions pris soin d'étudier ce que devenait le résultat apreés additions suc-

cessives de couches d'éléments dans une ébauche d'étude de convergence.



En 1977 nous avons mis au point des "conditions de prolongement"” du
champ de contraintes donnant au résultat obtenu un caractere d'approche
statigue rigoureuse en milieu semi-infini, préoccupation généralement ab-
sente dans la littérature. L'aide bénévole de certains auteurs du
code MPSX/370 (cF.[B?][1DE]) nous a permis de réaliser avec ce programme
une étude systématique du probléme du talus vertical détaillée en [18].

Ce travail, dont le résultat a été confirmé = récemment: en [110], est
le point de départ des recherches analytiques et numérigues gque nous avons
menées ensuite dans les différents cas de symétrie et de critéres, en mi-

lieu isotrope et anisotrope, toujours dans le cadre de 1l'Analyse Limite.

Avant de présenter le contenu de ce mémoire, il nous faut répondre

aux deux guestions gue 1'on est en droit de se poser, a savoir :

- Pourquoi avoir choisi de résoudre le probléme statique par le biais de la

Programmation Linéaire ?

- Qu'en est-il de la confrontation des hypotheses de 1'A.L., et de ses con-

’ . i ' ’ . o
sequences, avec 1 experience -«

La réponse a la premiere question réside tout d'abord dans les résul-
tats des essais non linéaires de nos débuts avec la méthode des plans sé-
cants de KELLEY, qui transforme le probléme en suite de problemes de P.L.
Ainsi que le confirment d'autres essais avec la méthode du gradient réduit,
la convergence de ce type de méthodes n'est pas toujours assurée ; si elle
a lieu, il arrive qu'elle se produise assez loin de l'optimum réel, comme

1'ont montré ensuite les essais avec la version linéarisée.

L'avantage de la P.L., sur ce plan, est que 1l'on est assuré de savoir
s'il existe ou non un optimum, et dans le premier cas de le trouver. La non-
convergence de la méthode du simplexe, théoriquement possible [112] , est
évitée par 1'introduction, si nécessaire (cf. [98]), de perturbations sur le

second membre.



Autre avantage, l'existence de codes commerciaux type MPSX, SCICONIC,
créés par des équipes de spécialistes et largement testés, permet de disposer
d'outils efficaces et rapides adaptés aux problémes de grande taille. Dans
ces codes est implémenté 1l'algorithme de la Programmation Séparable (critéres
de type MISES) ; le fait qu'ils sont beaucoup plus sensibles au nombre de li-
gnes qu'au nombre de colonnes donne toute son efficacité & la dualisation des
problemes de type TRESCA - COULDOMB. Enfin dernier, et non le moindre, des avan-
tages de la linéarisation : éviter les ennuis provoqués par l'existence de sin-
gularités de la surface de charge de certains critéres lorsqu'on utilise des

méthodes non linéaires du type gradient.

La réponse & la deuxiéme question est plus nuancée et demande de distin-
guer les cas isotropes et orthotropes de révolution dont traite chacune des
deux parties de ce travail. Il est généralement admis que la loi de normalité
et sa conséquence sur la dilatation volumique sont vérifiées par les argiles
saturées, dont on peut admettre un comportement du type non drainé lors du

chargement, du fait de la faible perméabilité de ces matériaux.

Pourd'autressols isotropes, la dilatation volumique observée expérimen-
talement, a des niveaux de déformations non négligeables, est nettement moins
forte que celle prévue par 1'A.L. (cf. [111] pour une discussion intéressante
a ce sujet). Dans ce cas,le chargement limite obtenu en supposant le matériau
standard est une borne supérieure du chargement limite du systéme mécanique

A

constitué du matériau réel [431. I1 peut également &tre interprété, pour ce mé-
me systéme réel, comme un chargement extr@me défini par la théorie du Calcul a
la Rupture [B]. L'approche statique, telle que nous l'effectuons ici, apparait
alors comme un test d'optimalité de 1'approche cinématique vue sous son seul

aspect exclusif, ou bien comme un chargement potentiellement supportable défini

par la méme théorie.

S'agissant du matériau anisotrope nous verrons gue la loi de normalité
peut entralner, selon le criteére retenu et les valeurs des coefficients d'ani-
sotropie, une dilatation ou une contraction du sol, au sujet desquelles la vé-
rification expérimentale reste & faire. Si elle se révélait négative, le charge-

ment limite obtenu serait a interpréter, comme ci-dessus, a l'aide des théoremes



de RADENKOVICou dans le cadre du Calcul a la Rupture.

Dans toute la suite nous avons utilisé la théorie de 1'Analyse Limite
pour préciser la charge de rupture des divers systémes étudiés, compte tenu

éventuellement des commentaires précédents.

Ce mémoire est scindé en deux parties : le premiére traite essentiel-
lement de matériaux isotropes et la seconde de matériaux orthotropes de révo-
lution. Les criteres de plasticité étudiés sont ceux de MISES, TRESCA et
COULOMB, généralisés en deuxieme partie au moyen de la théorie simplifiée de
BOEHLER - SAWCZUK [79][62] , cas particulier de la théorie générale exposée
en [63] [134][78] Les problémes envisagés sont ceux de la déformation et de la
contrainte plane, la symétrie de révolution, et le cas général tridimensionnel.
Dans chaque cas, isotrope ou anisotrope, un programme éléments finis a été mis
au point, utilisant la Programmation Séparable ou la Programmation Linéaire, et

appliqué a divers problémes.

La premiere partie comporte trois chapitres :

Le premier rappelle les bases de la théorie de 1'Analyse Limite, selon
la présentation adoptée par J. SALENGON en [7], en supposant donc que matériaux
et interfaces du systeme mécanique obéissent au principe du travail maximal de
HILL. Ensuite nous présentons, en essayant d'étre clair et bref, les algorithmes
utilisés dans ce travail. Le premier est 1l'algorithme classique du simplexe,

base de tous les codes de P.L. et en particulier de MPSX/370.

Nous en profitons pour signaler les possibilités intéressantes offertes
par certaines procédures de ce code. Ensuite, nous passons a la Programmation

Séparable (P.S.), utilisée pour traiter les problémes de MISES en symétrie de



révolution et en tridimensionnel, ob elle se révéle particuliérement avantageuse.
Nous rappelons la définition du dual d'un probléme de P.L. et les régles & ob-
server pour le former et en analyser les résultats. Cette dualisation est en
fait quasi-indispensable pour les criteres de TRESCA et COULOMB. En annexe 3
nous signalons des extensions possibles de ces méthodes au traitement des sys-
temes linéaires (par exemple élastiques) de grande taille, et une application

possible de la P.S. au probléme élasto-plastique.

Nous terminons le chapitre en exposant le principe de décomposition de
DANTZIG ET WOLFE. Celui-ci permet de traiter, d'une maniere spécifique, un pro-
bleme a matrice décomposable en blocs disjoints reliés entre eux par une sous-
matrice de liaison. Cette structure est justement celle du programme statique
de MISES tridimensionnel avec lequel nous avons pu essayer le code de décompo-
sition DECOMPSX créé a LOUVAIN-la-NEUVE au C.0.R.E. *

Le deuxieéme chapitre présente la structure générale plus ou moins com-
mune a l'ensemble des programmes statiques. Dans un premier temps, nous décri-
vons la maniére de traduire, sous forme linéaire, les diverses conditions &
imposer au champ de contraintes pour appliquer la méthode'statique en milieu
(borné) discrétisé en éléments finis. Ensuite nous montrons, sur un exemple,
que le non prolongement du champ de contraintes en milieu semi-infini peut
conduire & un résultat faux, alors méme que le maillage parait suffisamment
grand pour bien modéliser le milieu, au sens habituel de la MEF en élasticité.
Puis nous développons les conditions, gque nous avons appelé plus haut de pro-
longement, qui garantissent le caractére licite du résultat au regard du théo-
reme statique de 1'A.L. La description des caractéres spécifiques & chaque cas
de symétrie ou de critére est renvoyée au chapitre ou au paragraphe qui le con-

cerne.

Sauf en TRESCA - COULOMB 3D ol 1l'approche est extérieure, les formula-
tions retenues conservent toutes le caractere d'approche par l'intérieur de la
méthode statique. Dans tous les cas nous effectuons une post-analyse qui permet

souvent d'améliorer le résultat brut. C'est 14 d'ailleurs un point fort de la

(*) Center of Operation Research and Econometrics.



méthode gque de pouvoir contréler a posteriori la validité du résultat.

Le chapitre 3 est relatif aux problemes de la déformation plane, de la
symétrie de révolution et tridimensionnel. Dans chacun des cas le probleme est
posé en termes d'Analyse Limite, et les incidences sur la méthode numérigue
sont développées. Nous en présentons diverses applications, que nous résumons

ici.

- En déformation plane, 1'étude du probléme de la fouille verticale dans un
matériau de TRESCA dont nous avons déja parlé, nous a permis d'améliorer tres
sensiblement la borne inférieure de la hauteur limite. Le champ de contraintes
optimal a été combiné en [37] avec une solution analytique dans une étude de
stabilité de tunnels par 1'A.L., dont les résultats sont confirmés par 1l'ex-

périence [38].

Deux autres problémes de talus dans des matériaux de TRESCA ou de COULOMB
ES] nous ont permis d'obtenir de bonnes solutions dans un ensemble de cas, soit
en utilisant la convexité de la frontiére d'écoulement, soit en définissant une

stratégie - bien adaptée aux possibilités de la P.L.

L'étude des problemes du mur de‘souténement [45], dont elle permet un
traitement global, et des fondations sur sols bi ou tri-couches [47],
confirme, par la diversité des cas envisagés, la flexibilité et 1'efficacite

de l'association programme statique - MPSX/370.

- En symétrie de révolution, nous avons comparé sur deux problémes le comporte-
ment des matériaux de MISES ou de TRESCA. Le premier critére nécessite 1'uti-
lisation de la Programmation Séparable et le second celle de la Programmation

Linéaire avec dualisation préalable.

Le premier probleme concerne 1'écrasement d'un échantillon cylindrique ol nous
obtenons de bons résultats dans les deux cas, en observant que la distribution
des contraintes principales va dans le sens de 1'hypothese de HAAR - KARMAN

quand on utilise le programme de TRESCA.

Dans le second probleme, celui de la stabilité d'ume fouille verticale, les
résultats sont un peu moins satisfaisants. Compte-tenu des équations de 1'é-

quilibre, l'addition des conditions de prolongement restreint trop la classe



des champs de contraintes linéaires que le programme explore. Plusieurs solu-

tions sont actuellement a 1l'étude pour élargir cette classe.

En tridimensionnel nous avions a notre disposition deux programmes a
éléments finis tétraédrigues : le premier, P1, réalisé en collaboration avec
A. BOTTERC avec variation linéaire du tenseur contrainte dans 1'élément, le se-
cond, P2, a champ de contraintes constant mais avec beaucoup plus de disconti-
nuités. Ce dernier se révele nettement plus performant que le premier, ce qui
prouve une fois de plus 1l'importance des discontinuités inter-éléments. Avec
P2 et le critere de MISES, que ce soit dans le probléme de l'écrasement d'un
échantillon prismatique carré, ou de la fondation carrée sur monocouche et sub-
stratum , les résultats améliorent sensiblement les valeurs obtenues précédem-

ment.

Le critére de TRESCA (et COULOMB) est linéarisé, selon la méthode pro-
posée en [19], en imposant la relation de COULOMB sur un nombre fini de facettes.
En tirant parti, pour TRESCA, de la réciprocité des contraintes tangentielles,
nous avons pu prendre plus de facettes, d'ol une meilleure approximation exté-
rieure du critére. Ceci explique que les résultats obtenus avec P2 (TRESCA)
sur les deux problémes précédents sont satisfaisants : la post-analyse ne dé-

tériore pas trop la valeur brute fournie par le programme.

La deuxiéme partie, relative aux matériaux de MISES, TRESCA et COULOMB

généralisés au cas orthotrope de révolution par la théorie simplifiée de BOEHLER-

SAWCZUK, comporte gquatre chapitres.

Le premier rappelle la théorie générale de BOEHLER sur le comportement
plastique des matériaux anisotropes dont la théorie simplifiée de BOEHLER -
SAWCZUK est un cas particulier. Nous définissons ensuite les trois criteres gé-
néralisés au cas orthotrope de révolution par cette théorie simplifiée, et les
moyens d'en déterminer les parametres. Sauf ambiguité, nous omettrons désormais
le mot généralisé, puisque nous ne parlerons, dans la suite de cette présentation

gue de matériaux anisotropes.



Dans le chapitre 2 nous appliguons la théorie de 1'A.L. aux matériaux
orthotropes de révolution. Le critere de plasticité est obtenu en remplagant
g par 0 = A 0 (théorie simplifiée) dans l'expression du critére isotrope gue

1'on veut généraliser. Ainsi les relations définies en [25][29]par 7=aly

permettent d'obtenir aisément conditon P.A. et puissance dissipée a partir de

leurs expressions pour le critere isotrope d'origine.

Ensuite, dans le cas % = ay, nous établissons une correspondance biuni-
vogue entre le milieu anisotrope étudié et un milieu fictif isotrope associé,
par la donnée de 3 relations simples RM’ RO, Ru portant respectivement sur la
position, le tenseur contrainte, et la vitesse de déplacement de chacun de ces
milieux. Nous en déduisons une relation RF entre les vecteurs poids volumiques
des deux matériaux associés. Nous obtenons ainsi ume bijection entre les solu-
tions en contraintes ou en vitesses des deux problémes associés, particuliere-
ment avantageuse en milieu semi-infini, car elle permet d'utiliser des solutions

existantes pour le milieu isotrope associé, quel gque soit le critére.

Ces résultats s'étendent, en termes de borne inférieure ou supérieure au
cas ol B2 n'est pas égal a ay. Comme, en pratique, B? est souvent peu différent
de ay on obtient ainsi des bornes satisfaisantes (voir chap. 3, § 3.2.1 et
chap. 4 § 4.2.3). En conséquence, nous montrons qu'un milieu semi-infini réel
pesant, a surface libre horizontale, dont le critére d'origine (isotrope) ne
dépend gue du déviateur des contraintes, doit avoir l'axe d'orthotropie néces-
sairement vertical et dans ce cas sa capacité portante p est indépendante du
poids I'. Autrement dit, si l'axe est incliné sur la verticale, le convexe des
(p, T') licites se réduit a un segment porté par l'axedes p. Ces résultats peu-
vent s'étendre a d'autres critéres possédant une direction a 1'infini (cf An-

nexe 1).

Dans le méme chapitre, nous indiquons les modifications a apporter au
programme statique éléments finis dans le cas de MISES et TRESCA -COULOMB. Nous
soulignons la nécessité de se méfier alors de l'anisotropie induite par la li-
néarisation, qui peut masguer certains phénomeénes (en essais hors-axe) si l'ani-

sotropie de structure est faible. L'importance nouvelle acquise par l'optimisation



des maillages, quand on fait varier la position de l'axe par exemple, nous a

conduit & modifier les conditions de prolongement par rapport au cas isotrope.
Enfin signalons que le programme déformation plane nous a été fort utile pour
vérifier certains résultats précédents. C'est la un aspect de contrdle a met-

tre a l'actif du caractére rigoureux de la méthode numérigue.

Le chapitre 3 concerne le probleme de la déformation plane. Nous montrons
tout d'abord gu'il suffit alors de remplacer ¢ par ¢ dans l'expression déforma-
tion plane du critere isotrope pour obtenir le critére anisotrope, d'ol la coln-
cidence maintenue pour les critéres de TRESCA et MISES [25]{29]. Nous détermi-
nons ensuite les domaines D des vecteurs contraintes T P.A. dans le plan de MOHR
pour les critéeres de TRESCA et COULOMB. Supposant les contacts isotropes, 1'étu-
de de l'interface globale pour les lois de contact usuelles montre des différen-
ces essentielles avec le cas isotrope. Nous passons ensuite au calcul de la for-
me des lignes de glissement admissibles pour les utiliser dans le probleme du
talus dans des mécanismes a blocs rigides. Dans le programme statigue nous tenons
compte que le repeére cette fois est fixé - et nous modifions le critere de COULOMB
en généralisant la forme linéarisée isotrope, ainsi que les conditions de pro-

longement comme annoncé plus haut.
Les applications sont conduites sur deux problemes classigues :

- La fondation superficielle avec matériau de TRESCA. Tout d'abord nous consi-
dérons le sol non pesant et les paramétres a B y donnés en [6ﬂ[76]tels que

B2 = qy; l'axe fait un angle 6 variable avec la verticale. (Ces hypotheses ne
sont réalistes en fait gque pour les matériaux a forte cohésion et a milieu as-
sez grand). Dans le cas de l'interface collée nous donnons la solution exacte
dont le programme statique fournit une approche assez fine. Dans les cas de
1'interface rugueuse et lisse, les valeurs cinématiques sont, soit déduites du
cas précédent, et dans ce cas elles sont solutions exactes, soit données par la
méthode numérique de TURGEMAN [29][30]. Dans les deux cas l'écart statique -
cinématique est trés faible. Les valeurs de BEYNET - BOEHLER [61][76]obtenues
dans le cas lisse se situent entre les deux approches, ce gui les confortent
sur le plan de 1'A.L. De plus, on observe l'existence d'un minimum de la capa-

cité portante pour cette interface.



Le cas 8% # oy, a axe vertical (o0 le poids n'intervient plus) nous per-
met une comparaiscn avec les résultats de SALENCON et TRISTAN-LOPEZ obtenus
avec le critere qu'ils ont proposé en [B5]. Les valeurs que nous obtenons alors
different assez fortement des leurs, tant sur le plan statigue que cinématique ;

nous y reviendrons un peu plus loin.

- Le probleme du talus vertical, & axe d'orthotropie vertical, est étudié vis-
a-vis des critéres de TRESCA et COULOMB. Quand g% est égal 3 ay nous montrons
que le parametre unique de chargement LE— est égal a son homologue isotrope,
simplement divisé par o, ce que vérifient divers essais tant cinématiques que
statigues. Le cas B? # ay en matériau de TRESCA nous permet une nouvelle com-
paraison avec les résultats obtenus en [85], pour les mémes valeurs des para-
metres que dans l'essai précédent. Nous présentons différents champs de con-
traintes obtenus avec le programme et les lignes (elliptiques) de glissement
optimales. Cette fois nos résultats et ceux donnés par SALENCON et TRISTAN-
LOPEZ divergent moins que dans 1l'essai précédent, ce qui s'expliguerait par la

nature du probleme ol le cisaillement joue un réle plus important que la com-

pression.

Le chapitre 4 est relatif a la contrainte plane et au cas tridimensionnel.
L'étude, effectuée en collaboration avec BOEHLER, RACLIN et TURGEMAN, concerne
le probleme de la traction d'une éprouvette de faible épaisseur, supposée en
contrainte plane [27]. L'influence du mode de transmission de l'effort est ana-
lysée en détail, et les déformées semblent concorder qualitativement avec 1'ex-
périence. Sur le plan de la charge limite,la comparaison numérique-expérience

est tres bonne, particuliérement pour MISES.

Le programme tridimensionnel de MISES est modifié pour garder la forme
séparable et celui de TRESCA-COULOMB est également généralisé au cas anisotrope
en restant sous forme duale. Les essais conduits avec le critére de MISES sur le
probleme de la fondation carrée sur sol semi-infini, avec un prolongement spéci-
figue semi-analytique, améliorent la valeur déduite du champ de SCHIELD, dans le
cas isotrope. L'essai statique avec les parametres définis en déformation plane

pour comparaison avec les résultats de SALENCON et TRISTAN-LOPEZ confirme les



résultats obtenus dans le cas plan. Il en est de méme pour les valeurs cinéma-
tiques, qu'elles soient obtenues numériguement [30], ou analytiguement a par-

tir de la solution de SHIELD.

Pour finir cette présentation, nous voudrions signaler gque nous avons
volontairement adopté un style descriptif, d'ailleurs plus conforme a notre

inclination personnelle, guitte a perdre effectivement en concision.



NOTATIONS

NOTATIONS GENERALES

A.L.
P.L.
P.S.

o]
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(@]
cC

Q
<
|

=]
Do
1}

-
u

T

= V..
9 Vil

Q.

1

Analyse Limite

Programmation Linéaire

Programmation Séparable

Champ de contraintes ou tenseur contrainte

Champ de vitesses de déformation ou tenseur vitesse de déformation
Champ de vitesses de déplacement ou vitesse de déplacement
Critére de plasticité

Vecteur contrainte sur une facette

Discontinuité de vitesse de déplacement

Convexe des chargements licites

Frontiére de K ou frontiere d'écoulement

Notation numérique du vecteur X ou X

Notation numérique de la matrice A

Chargement du systéme mécanique

Vitesse de déformation du systeme

Composante de Q, appelée parametre de chargement

Statiquement Admissible
Plastiquement Admissible

Cinématiquement Admissible

=g + V

q; = Q. ¢

Poids volumique

Cohésion dans le cas isotrope

Force exercée sur l'échantillon ou par la fondation
Pression moyenne sur 1l'échantillon cu sousla fondation

Largeur de la fondation

Variable séparable



NOTATIONS SPECIFIQUES A LA DEUXIEME PARTIE

A Tenseur d'anisotropie de la théorie simplifiée
0 = A0 +> Oij:Aijkl O
=AY oy A est 1l'inverse de la matrice représentant 1'opérateur A

en considérant ¢ et 0 comme vecteurs delRB, ainsi que v et v .
a, B,y Paramétres d'anisotropie
k Constante du critere de MISES, de TRESCA ou COULOMBgénéralisés
g(o) = f(0) Critére de plasticité f généralisé
8 Angle de l'axe privilégié ox avec la verticale
r Poids volumique

C(a) Constante du critere de SALENGCON et TRISTAN-LOPEZ, ou a est l'angle

de la contrainte principale majeure avec l'axe privilégié

, K, coefficients intervenant dans l'expression de C(a)
v 1 2

R Résistance en compression simple d'un échantillon cylindrique prélevé dans

une direction d'angle § avec l'axe privilégié.

CONVENTIONS

. Contraintes normales prises positives en compression

Convention de sommation sur un indice muet

« V.. == .o .
(U 4+ U0
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CHAPITRE 1

ANALYSE LIMITE ET PROGRAMMATICON LINEAIRE

Ce chapitre réalise en fait le couplage entre les deux parties de ce
travail. Dans toute la suite nous utiliserons en effet les moyens de la
Programmation Linéaire (P.L.) pour mettre en oceuvre numériguement la métho-
de statique de 1'Analyse Limite (A.L.). Nous rappelons tout d'abord les ba-
ses de cette derniere théorie, en renvoyant a J. SALENGON [7][8] pour un
exposé complet. Puis nous présentons les outils algorithmigues que nous uti-
liserons, en nous inspirant essentiellement des livres de G.B. DANTZIG [89]

et de SIMONNARD [90] .

1.1 - LA THEORIE DE L'ANALYSE LIMITE

1.1.1. Position du probleme

I1 s'agit de trouver le chargement limite d'un systeme mécanique de
volume V et de frontiére S, constitué de matériaux rigides parfaitement plas-
tigues séparés par une ou plusieurs interfaces. Le chargement sera fait as-

sez lentement pour que nous puissions admettre 1'hypothése guasi-statique.

Nous nous plagons a l'écoulement initial et dans 1'hypothése des petites
perturbations. Les conditions aux limites que nous rencontrerons dans les
applications seront de type classique, c'est-a-dire, fixées par la donnée
sur S de trois composantes orthogonales entre elles du vecteur contrainte T
et du vecteur vitesse u . Ceci sous-entend gqu'en présence d'interfaces

on prendra comme systéme mécanique le systéme englobant ces interfaces.

Un champ de contrainte ¢ sera dit statiquehent admissible (S.A.) s'il
vérifie les équations de l'équilibre indéfini, les conditions de saut et les

conditions aux limites en contraintes.
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Un champ de vitesse de déformation v est cinématiquement admissible
(C.A.) s'il dérive d'un champ de vitesse de déplacement vérifiant les con-

ditions aux limites en vitesses.

Nous avons affaire a un processus de chargement a n parametres si 1'on

peut définir deux applications linéaires Q et g :

1

Q:o0S5.A., — Qo) (Ql(o), Ceteeeees On(o))ean (1)

(g (V)y vevnnnss dn(u))eisn (2)

g:vCA —  glv) .

telles que 1l'on puisse écrire :

fou dv = Qo) g(v) (3)
v

en ajoutant éventuellement la contribution provenant de surfaces de dis-

continuité de vitesse.
Le vecteur Q sera appelé chargement du systeme, ses composantes Qi les

parametres de chargement [7 ]. De maniere analogue, § sera la vi-

tesse de chargement et les di les parametres cinématigues.

1.1.2. Loi de comportement du matériau

1) Hypothéses et définitions

Ce comportement est caractérisé par un critére de plasticité f (définis-
sant la surface de charge d'équation f(o) = o), et une loi d'écoulement pour
déterminer la vitesse de déformation quand la surface de charge est atteinte.
Nous supposons ici et dans toute la suite gue les matériaux obéissent au

principe du travail maximal de HILL, pour nous placer dans le cadre de 1'A.L.,

(*) sauf ambiguité nous notons Ov le produit 0 : v
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ce qui équivaut a admettre gue :
- f(o) est convexe,
- la loi d'écoulement est la loi de normalité.
Alors nous pouvons définir :
0 P.A. «—e 0O est Plastiguement Admissible si f(g) =0
V P.A. «— v est Plastiquement Admissible s'il existeo tel que :
fo) =0et (6-clvuzl Yo P.A. (4)
ou bien de maniére équivalente :

_ _y 2f
f(og) =0 et v =2 ik A

[\Y

0 (5)
o et v vérifiant (4) ou (5) seront dits associés.

Si la surface de charge est non réguliére en o, on utilisera en (5) le
sous-différentiel en ce point, ou, ce qui revient au méme, on écrira que v
appartient au cBne des normales extérieures au point 6. Par extension nous
dirons gue le champ de vitesses de déplacement, dont dérive v P.A., est aussi
P.A..

Le cas des interfaces séparant deux matériaux peut &tre ramené a 1'é-
tude d'une triple zone mince ol existe, a l'intérieur de chacune d'elles,
un champ u a dérivées partielles continues (CF.[B]). La zone médiane est
formée d'un matériau (vérifiant le Principe du Travail Maximal) dont le
comportement redonne la loi de contact. La rupture pouvant se produire dans

1'une quelconque des trois couches, on peut montrer que l'interface globale,



en appelant T le vecteur contrainte a l'interface, a pour domaine des T P.A.
1'intersection des domaines homologues convexes de chacune des trois couches.
On montre également gue la variable associée a T est la discontinuité de vi-

tesse [u] a la traversée de 1l'interface globale.

Les matériaux et interfaces obéissant au principe du travail maximal,
la puissance dissipée ne dépend que de la variable cinématigue v ou [U] se-

lon le cas.

Le cas des surfaces de glissement peut s'interpréter comme un cas parti-
culier d'interface globale ou les deux matériaux extr@mes sont les mémes et

le matériau intermédiaire infiniment résistant.

Dans la suite, pour plus de simplicité, nous ne parlerons plus que de
0 et de v, étant entendu qu'on prendra soin, le cas échéant, de tenir compte

des interfaces et surfaces de glissement éventuelles.

Nous dirons donc que ¢ et v sont licites si le premier est S.A., et P.A.,

et le second C.A. et P.A. ; nous appellerons enfin solution d'écoulement libre

un couple (g, v) ol o et v sont licites et associés (c'est-a-dire vérifiant

(4) ou (5)), avec v £ 0.

2) Les théoremes et méthodes de 1'A.L.

Considérons un systeme mécanique, soumis a un processus de chargement

a n parametres, dont les éléments obéissent au principe du travail maximal.
Nous dirons gue le chargement Q défini en (1) est licite si le champ
de contraintes ¢ qui lui correspond est licite ; nous appellerons K 1l'en-

semble de R défini par :

K =1{Q |Q =Q(0), o licite} (6)
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Par suite de (4), de la linéarité de (1) et (2), et en appelant charge-
ment limite Q. le chargement associé par (1) au champ de contraintes o
d'une solution d'écoulement libre (O, v), on montre gue :
0 v Q licite (7)

@. -0) .4

v

lim

De cette inégalité on déduit que K est un convexe dean, de frontiere

F (K), appelée frontiere d'écoulement, et aussi :

a) Le théoréme et la méthode statigue

Le théoreme statigue s'énonce :

Tout chargement limite Q. appartient & la frontiere de K

Ce chargement limite est unigue, au sens ou il ne dépend pas du che-
min suivi pour l'atteindre. Nous en déduisons la méthode statigque telle que

nous l'utilisons.

Méthode statigue

Soit Qd = (D?, cees Q y ese Og) un chargement licite et considérons le

probléme suivant :

d d d . .
X = Max {)\ | <Ql s eceey ADio, PO Qﬂ) llCltE} (8)
si X est fini, le chargement
o=@ .,om, ., e (9)
0

est le chargement limite cherché *

(*) sous réserve de l'hypothése d'existence énoncée en [7]
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K pouvant présenter des directions a 1'infini si le critere de plasti-

cité en comporte, (8) peut ne pas avoir en effet de solution finie.

(8) se préte bien & la description en général approchée par points
de F(K), particuliérement quand n = 2 (+ Q = (Q , AQ ))s en GEflnlssant
une stratégie telle que la solution optimale pour une valeur de Q soit

licite pour la valeur suivante.

L'enveloppe convexe des points ainsi obtenus forme une approche inté-

rieure de la frontiére d'écoulement F(K).

b) Théoreéme et méthode cinématigue

De (7) on déduit, pour un v licite donné :
¥Q licite : Q g(v) £ P(v) (10)
o0 P(v) est la puissance totale dissipée dans le champ v, d'oU le théoreme :

La puissance de Q dans G(v) ne peut dépasser la puissance totale dis-

sipée a 1'intérieur du systeme dans le champ de vitesse v licite.

Ainsi l'hyperplan Q §(v) = P(v) est-il extérieur ou tangent a la fron-

tiére d'écoulement.

La méthode cinématique consiste donc & minimiser P(v) en imposant
a(v) = éd . En faisant varier la direction de dd on obtient un ensemble
de demi-espaces dont l'intersection, qui contient K, conduit a une appro-

che extérieure de la frontiere d'écoulement.

1.2. LES OUTILS ALGORITHMIQUES ET LEURS APPLICATIONS

Tout d'abord, nous décrivons l'algorithme primal de la méthode du sim-

plexe puis celui de la programmation séparable. Nous définissons ensuite le
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probléme dual d'un probléme de P.L., dualisation qui permet de répondre a
certaines critiques [66][1Tﬂ vis-a-vis des méthodes directes d'approche

de la charge limite. Enfin, nous présentons l'algorithme de décomposition

de DANTZIG et WOLFE (93] sur lequel est basé le code DECOMPSX [32] [94],
décomposition qui est sans doute la voie a suivre en 3D, principalement pour
TRESCA-COULOMB.

1.2.1. Résolution du probleme de P.L.

Soit, en notation numérique, { X} le vecteur défini par :

{x} = (xl, cees Xisoeees xN), X, 2 0, i=1aN\ (11)

Les X5 sont les inconnues du probleme dont on demande qu'elles maximi-

sent :
z = {c c Cy, } T (X} , c. =cte, ¥i=1aN (12)
1, eeey i, eoey N [ i ’ 14
en respectant les conditions représentées par :

[E] { X} = {Q} et [c]{x} g{uz} (13)

[E] et [C] étant respectivement des matrices (m x N) et (m2 x N} avec
1
m

A

1

Pour nous les X5 sont les composantes du ou des tenseurs contrainte de
chaque élément fini et quelques variables additionnelles, les variables li-
bres étant automatiquement écrites comme différence de variables non néga-

tives.

La matrice E rassemble les équations relatives a l'aspect S.A. du

champ o, et la matrice C les inéguations de critere ou d'interface.



Le probleme initial peut facilement s'écrire :

[\
(em]
v
(@]
—~
RN
~
~—

[A] X} ={Q)y (X} (a}

maximiser z = {c} T{X}

Si 1'on note, avec a; élément de [A]:
J

1. 1. m.

(P} =1{a3 4, eeey @, 5 aeuy a@a_ } (15)
J j j j

le probleme P, peut se mettre, en ajoutant des variables d'écart non né-

gatives aux inégalités, sous la forme standard :

z p. . = 16

__1{3}><J {a} (16)

J_

Ps

x. 20

J
n

maximiser z = X C. X. (17)
o1 373

Dans la suite nous supprimerons les accolades des vecteurs, ceux-ci

restant désignés par des lettres majuscules.

L'algorithme du simplexe consiste a trouver une suite d'ensembles de
m vecteurs P. linéairement indépendants, sélectionnés pour augmenter (ou a

défaut laisser constante) la valeur de la fonctionnelle z.

Soit P. , P., ..., P. un tel ensemble de m vecteurs colonnes
Jl Jz Jm

linéairement indépendants, formant donc une base dans 1'espace vectoriel

engendré par les n vecteurs Pl, Py veuy Pn . Nous supposons pour simpli-
2

fier, sans perdre de généralité, gue ces m vecteurs de base sont justement

les m premiers Dl, ce qui revient a effectuer les permutations nécessaires.
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Ces m vecteurs définissent une application linéaire f de R™ muni de la

base (eq, cees em), dans R" muni d'une base (51, cees em), telle que jus-

tement :

(18)
Soit [B ] la matrice définie par (18), associée & l'application linéaire

f, formée donc des m premiers vecteurs colonnes de [A ]. Posons maintenant

[B] étant inversible :

- -1 \ = -1
Pp=[8" P ,1=13an etl=[8" d (19)

En multipliant (16) & gauche par [B]—1 il vient :
n
L P. x, =0 (20)

En annulant les variables X4 hors-base (1 > m) on obtient la solution

A

suivante, ol les variables xl, 1 =< m, sont les variables de base :

X = Q , X =0 (21)

Cette solution sera dite réalisable si Gl z 0. Ceci est important car
elle correspond alors a une solution vérifiant toutes les conditions mécani-
ques traduites par (16), et décrit donc un champ de contraintes licite sur

le plan de 1'A.L.

Rppelons maintenant CB le vecteur ligne composé des coefficients Cj

relatifs aux variables de base en (17), réordonnés comme les Pj :

T
Cg = {cl, C s e cm} (22)
En multipliant (20) a gauche par CB’ il vient :
n‘ _ _ _ .
b} (CB P.) Xy = CB. 4 ou EB' 0 est un scalaire (23)

1=



En notant gue la parenthése est égale a c, pour 1 ¢ m, et en sous-
trayant (23) de (17) on élimine les variables de base de la fonctionnelle z

qui devient :

n
z Cy Xy =2 - CB. Q avec ¢, = 0sil £ m
1l =m+1
Chacun des El’ appelé colt réduit, est donné par :
- _ -1
g =cy -CgP=cy - (8] P, =cy -T.Py (24)

Ainsi apparalt le vecteur ligne T, appelé vecteur des multiplicateurs

du simplexe :

=g (g (25)

Si en (24) tous les colits réduits El sont non positifs, la solution

donnée par (21) est optimale puisgue les X1 sont non négatifs.

Sinon on choisit le Es hors-base (c'est-a-dire sz m + 1) positif

le plus grand, on sélectionne ainsi la variable candidate xg que 1'on fera

croitre depuis zéro jusqu'a x4 Pour ne pas violer la contrainte de non-

négativité des variables de base, les autres restant nulles.

Ainsi le vecteur des variables de base, d'apres (21), doit satisfaire:

Q-ph_x

S S (26)

v
0

Dés que l'une des inéquations (26) devient nulle, on obtient l'accrois-

sement maximum Xg de X soit :

a

T

]
[

(27)

jOg]
v
(]

X = = Min

s - - b
a a. .
Ts is is

is

[OR]

On effectue ensuite 1'échange des vecteurs PS et Pr pour obtenir la

nouvelle base et le processus recommence. 5'il n'existe pas de éis non négatifs
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X peut croitre indéfiniment de méme gue z et la solution est dite infinie.

L'accroissement Xg peut &tre nul. Si cela arrive continlment (problémes
dits dégénérés), un code bien construit doit alors introduire une perturba-
tion au second membre au bout d'un certain nombre d'itérations pendant les-

guelles z ne varie pas.

Quelgues remargues :

Dans cette formulation, la connaissance de [B]- ! a chague itération
est nécessaire : dans la forme "produit de 1l'inverse", elle est donnée par
le produit de la matrice inverse initiale par une série de matrices identité
a 1 vecteur prés. En stockant la position et les termes non nuls de la co-
lonne dans un vecteur ETA ( 7 vector), on obtient tres rapidement la matrice
[B]- T actuelle. Dans MPSX/370 le calcul de [B]‘ T Utilise une décomposition
LU de [B] et la méthode de FORREST-TOMLIN [126] assez généralisée depuis.
Nous verrons enfin que la connaissance du vecteur w défini en (25) est a la

base de l'algorithme de décomposition du § 1.2.4.

Grice, si nécessaire, a une méthode de perturbations le maximum est
atteint en un nombre fini d'itérations (régle lexicographique par exemple).
Si cet optimum est & 1'infini, il sera déclaré tel, et généralement assez

vite.

Nous avons supposé connaitre une base réalisable au départ. Si on n'en
dispose pas, on utilisera la phase 1 du simplexe décrite en annexe 3. La
fonctionnelle auxiliaire, somme des variables artificielles non négatives
affectées alors aux équations de (16), que 1l'on minimise, peut aboutir a un
minimum non nul. Ceci signifie en fait gque la classe des champs de contrain-
tes licites exploréeest vide, c'est-a-dire, en général, gu'il n'y a pas
assez de discontinuités en contraintes autorisées, ou qu'un des parametres

de chargement est fixé a une valeur indue.



1.2.2. Programmation Séparable

a) La méthode

Elle permet de prendre en compte les contraintes non linéaires du type

suivant oU i n'est gu'un indice :

E fi(xi) < cte (28)
=1

i
Les fonctions f* peuvent &tre quelcongues et dans ce cas 1l'optimum
atteint peut é&tre local. Dans notre cas elles seront toutes convexes et

dans ce cas 1l'optimum est uniqgue.

L'idée due a CHARNES et LEMKE [121], et la méthode due surtout & MILLER
[122] [90] , consiste & remplacer la courbe yi = fi(xi) par une ligne poly-
gonale. La version delta-séparable de cet algorithme se traduit par la créa-
tion d'un ensemble Ei de variables bornées u§ spécifique de chaque Fi, avec

lesquelles on pose :

i1 i1 i
XD - xo= ; , Axl . M7 Uy Axt avec

i i i e
Axl = X] 7 Xy g , 1 =1Tam et (29)
0 = ui s 1 1 gt gm
Ui =1 sil< t sauf sit =1

si0< uy < 1 (30)

ui =0 sil>t sauf si t =m

Si nous définissons l'ensemble des constantes Ayi telles que :

Ayi = FH(xY) - Fl(xi

1 1) , l=17am
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chacune des fonctions £t peut &tre approchée par :

. m . . .

ytoo= I ur . Ayl + oyt (cf. chapitre 3,fig.3.10) (31)
17=1 1 1 0

(28) est ensuite remplacée par l'inéguation linéaire

i i i
1 byp A yo)

A

I cte (32)

i ™3
—
™

T 1 =1

Sur le plan algorithmique, on utilise la méthode du simplexe a variables
bornées en laissant hors-base, a leur borne supérieure, les ui . Des que
1'une d'entre elles entre en base, on veille & ce que celles qui la suivent
dans la méme Ei soient & leur borne inférieure, et celles qui la précedent
3 leur borne supérieure. Une et ume seule des variables du méme Ei peut

étre en base.

5itoutes les fonctions fi sont convexes, les restrictions (30) peuvent
Btre supprimées : le probléme reléve alors de l'algorithme a variables bor-
nées. Cependant nous garderons la forme séparable car 1l'optimum est atteint
beaucoup plus vite (7 mn 20s contre 15 mn pour un probléme de 653 lignes
et 2 977 colonnes en 3D).

b) Insertion de base de départ

Cet algorithme est efficace pour les criteres de MISES ou de MOHR-
COULOMB3 de plus le probleme traité reste sous forme primale ce qui permet
de démarrer l'optimisation & partir d'une base de départ issue d'un champ
analytique simple. En utilisant la procédure INSERT ("SCRATCH") le proble-
me de 659 lignes ci-dessus nécessite seulement 3 mn 40s pour arriver a
1'optimum, avec une base de départ tirée d'un champ homogene (probleme de

1'écrasement d'un barreau carré).

Par contre l'utilisation de la procédure d'optimisation par blocs dis-

ponible avec INSERT ("VALUE") est inintéressante ici, car cette procédure
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n'est pas prévue pour les problemes séparables. Le gain de temps ne compense
pas l'effet accélérateur perdu par suppression de (30). Les auteurs de MPSX
citent en [87] le cas d'un probleme de 3 300 lignes formant quatre blocs de

800 lignes dont le temps de résolution passe de 20h a 3h sur IBM 370/145.

1.2.3. Dualisation dy programme statique

Les critéres de TRESCA et COULOMB conduisent a des matrices contraintes
[A] beaucoup plus profondes gue larges, a cause essentiellement de la sous-
matrice [Clcréée par la linéarisation. En passant au probleme dual nous au-
rons une matrice des contraintes qui est la transposée de [A] . Or, d'apres
les essais des auteurs de MPSX/370 et les nftres, le temps de calcul est
sensiblement proportionnel au produit nombre de lignes par nombre de termes
non nuls de la matrice (avec OPTIMIZE), d'ol la nécessité pratique de dua-
liser. Ceci explique peut-étre certaines difficultés rencontrées par les
utilisateurs de la méthode statique directe, sous forme primale, dans la

littérature.

L'exemple suivant donne les regles a abserver en appelant primal le

probléme initial, ici statigue :

Primal P Dual P
3 Q
5 . X, = _ \
i= ij 7] 1 i=1am, us z 0
N C N\
z x. = Q; i=1Tam V. gcg.
. ij 73 i 2 i
j=1
X . gcq z E.i ug + Y C..v. =c
J i=1 i= 3t
N
Maximiser z = L c. x Minimiser
j:1JJ ‘
M, M,
E c
w= 2 Q: u. + 2 Q7 v
. i i . i i
i=1 1 =1
M1 + M2 lignes, N colonnes N lignes, M, + M, colonnes
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Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur au livre de SIMONNARD [S0].

Nous rappellerons ici les propriétés qui nous ont servi en pratique.

Max z = Min w quand celui-ci existe. (33)

Dans ce cas, la solution optimale du probléme initial (les contraintes
mécaniques en fait) sont données, au signe prés, par le vecteur des activi-

tés duales du probleme Pd, fourni par MPSX/370 (le bi-dual redonne le primal).

En outre si l'on fait imprimer les colts réduits relatifs aux inconnues
duales des inéquations de critere, les colits réduits nuls signifient que

les inéquations correspondantes sont vérifiées avec le signe = .

** Spolution infinie pour Pd<—* pas de solution réalisable pour PS.

Cette remarque est utile pour s'apercevoir, par exemple, que le chargement

q

d n'est pas licite (vis-a-vis des champs de contraintes décrits).

**% Pas de solution réalisable pour Pdo—- solution infinie pour PS.

. . d . . N RPN
La direction Q° est alors une direction a 1'infini pour le convexe K des
chargements licites (ceci suppose qu'il existe au moins une solution réa-

lisable pour DS).

Dans les deux derniers cas l'arrét de l'optimisation se produit en géné-
ral assez vite. Soulignons enfin une certaine analogie de comportement du
dual P, avec la méthode cinématique puisqu'il approche la solution du pro-

d
bléme linéarisé par l'extérieur.

1.2.4. Le principe de décomposition de DANTZIG et WOLFE

Les problémes statiques (sous forme primale) peuvent, en divisant le
maillage en blocs reliés entre eux par les conditions de saut, se mettre

sous la forme suivante, relative a deux blocs :



Maximiser X tel que
- - oA . ‘20
Py %o + AgX + Ay =0 ( m lignes) (34)
A1X = Q1 XetyY 2z 0
A2Y = 02
Soient Ly s A1X = 01
XetyY 20 (35)
Ly AZY = D2

ol nous omettons dorénmavant les crochets signalant les matrices, telles que

A, A A2, pour alléger l'écriture.

Le vecteur PO et les sous-matrices §1 et EZ rassemblent les coeffi-
cients des équations dites de liaison. En supposant que les ensembles
admissibles sont bornés pour simplifier (cf [89] pour l'extension au cas

non borné), on peut montrer que (34) se met sous la forme :

Max x
Q
p Ios PooT ) (m lignes)
X+ X + AT m lignes
R . j=1 33
K
DA =1 (38)
i=1 (2 lignes)
L
T =
iz ¥
o0 S, =A X, etT,=A,Y.(i=1akK, j=12aLl)

i T 71 J 2 ]

Les X; et Tj sont toutes les solutions de base, du type (21) au para-

graphe 1.2.1, des deux systemes L1 et Lz. Chacun de ces Xi et Yj est un
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point extrémal des polyedres convexes déterminés par L, et L. Ceux-ci

étant bornés, on utilise pour passerde (34) a (36) les relations de con-

vexité
K L
X = b )\lxi Y = z U, v
i=1 j:1JJ
K et L (37)
z A= Ioou, =1
i=1 * j=1 )

Le probléme (36), a m + 2 lignes, est appelé programme principal complet

équivalent a (34).

Supposons connue une solution réalisable de base donnée par les vecteurs

s] la) . 2 .
Ai et u. de ce programme et considérons les vecteurs de base associes 81,

59 o9 eees Tl avec k + 1 =m+ 1. A cette solution réali-

sable de base de (36) correspond pour (34) la solution :

5 .y Sk et T1, T

>
1}
>
o
1}

I ~Mx
>
w
0]
Pz
~<
[}
<

(@]
I

M
jous
—
—~
(@]
@
e

Afin de tester l'optimalité de cette solution, et de continuer éventuel-
lement, considérons le vecteur 7 des multiplicateurs (cf § 1.2.1) du simplexe

associés a cette base :

0
PO 81 52 . Sk T,| T2 .. Tl T
B = 0 1 1 oo 1 0 0 oo 0 - S, (39)
0 0 0 . 0 1 1 .. 1 -t
o

4 Y O -
n est donc formé du vecteur a m composantes T et des deux variables (- S,

et - to).

D'aprés la relation (25) nous avons nécessairement :
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D'apres la méme relation il faut introduire dans la base la colonne

de (36) dont le colt réduit ¢, =o - ( 795, - s )ouc, =t_ - 29T ., pair
i i 0 j 0 j

i=1akKetj=1alLl cette fois, est maximum.

On est ainsi amené & résoudre les sous-problemes suivants :

A1 X = 01 X »0 (41)
0 . 0O_ 0z
V1 X = Z, (min) V1-—n A1
AZY = 02 Y >0
a] 0 0 = (42)
V2 Y = z, (min) |4 5 =7 AZ

Les solutions X et Y de (41) et (42) sont justement, d'apres 1l'algo-
rithme du simplexe, l'un des X (i =13aK)et Yj(j =1 a L) qui permettent

d'écrire (36). Le colt maximum cherché sera alors :

Cowe = S5 ~ S =s -V X car 5 = A, X* (43)
* = 0 by Y% — A b
Crse = g = T =t -P5Y car T* = A, Y (44)

Si ce colit réduit maximum (par exemple CS*) est supérieur & zéro, S*
est retenu comme candidat pour entrer dans la base de (36). Pour déterminer
le vecteur qui en sort, on considére le probléme déduit de (36) ol on ne
garde que les colonnes de base et la colonne candidate relative a 5%, soit

finalement le programme principal restreint :

Max x
Q

Poxo + 9 X1 + ee. t Sk Ak + 5% A% 4+ T1 u1 + e + T ul =0

A, + vee + A+ A¥ =1 (45)
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La résolution de ce probleme a m + 2 lignes et n >m + 2 colonnes per-
met d'obtenir un nouveau vecteur n des multiplicateurs du simplexe et le

processus peut recommencer.

Si le colt maximum cg est nul, la solution est optimale et permet d'ob-

tenir la solution du probléme initial par :

><
1]

i M=
S
>
(0]
o
<
i

I M

u. Y. s,k +1=m+ 2 (46)
ot les Xy et Yj sont les solutions, obtenues par (41) et (42), correspondant
aux colonnes de la base optimale (39) ; les Ay et Hs sont les solutions du

dernier programme principal restreint (45).

Diverses variantes visant a améliorer la rapidité de convergence peuvent
8tre utilisées selon le cas. En fait, la méthode est d'autant plus intéres-
sante que le nombre de sous-systémes indépendants est élevé, pour les grands
problemes. En effet, & chague grande itération, ol cycle, on résoud un cer-
tain nombre de sous-problémes (pas nécessairement tous) et un programme
principal avec relativement peu de colonnes. D'autre part, d'un cycle
a 1'autre, les solutions optimales de chaque sous-probléme sont voisines,
seule variant la fonctionnelle. On peut ainsi appréhender des problemes d'une

taille telle,gu'elle leur interdit un traitement global.

Remarque

En fait cet algorithme serait encore plus efficace si chague sous-pro-
bléme était a son tour décomposé, ce que l'on appelle décomposition ré-
cursive. La linéarisation suivante du critere de TRESCA-COULOMB pourrait

alors se montrer intéressante pour les problémes relevant de ce critere.

Considérons une distribution de repeéres principaux du tenseur o (obtenus

par exemple en discrétisant les trois angles d'EULER). Dans ces reperes le



domaine des o P.A. est un cbne polyédrique convexe, décrit par six inéga-
lités, dont on connait les rayons extrmaux. Aprés retour au repere géne-
ral par les transformations orthogonales nécessaires, on dispose ainsi,

a priori, d'un ensemble de rayonsextrémaux d'un polyédre convexe intérieur

3 la surface de charge du critére de plasticité initial.
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CHAPITRE II

MISE EN OEUVRE NUMERIQUE DE LA METHODE STATIQUE DE L'ANALYSE LIMITE

- -
~ -

INTRODUCTION

L'application de l'analyse limite a la Mécanique des Sols via la métho-
de des éléments finis est assez récente puisque la premiere formulation de la
méthode statique dans ce domaine, valable pour un domaine fini, semble &tre
celle de J. LYSMER en 1970 [86] . Les essais effectués par celui-ci mettent
en évidence 1l'une des difficultés inhérentes au cas du milieu continu, a
savoir la limitation apportée par la capacité de calcul de l'ordinateur uti-
lisé. Nous verrons dans la suite que l'amélioration des performances de ce
type de méthode a été liée (et l'est encore & trois dimensions) non seulement
3 la réalisation de machines plus rapides, mais aussi au développement de
codes d'optimisation plus efficaces. Grace & MPSX/370 mis au point pour IBM
par [B?],que nous avons pu utiliser depuis 1977 sur IBM/370 puis sur AMDAHL-
V7 et enfin sur IBM 3033118 niveau de performance des programmes gue nous dé-

crivons ci-aprés est maintenant satisfaisant dans la plupart des cas.

Dans ce chapitre nous présenterons assez briévement la structure généra-
le commune aux différents programmes statiques décrits en [18][17, 20] [18]
[19] [21] [22], ou mis au point depuis, en renvoyant au chapitre suivant pour
les points particuliers spécifiques de la symétrie ou du critére envisagés en
milieu isotrope. En deuxiéme partie nous signalerons les modifications & ap-

porter pour traiter le cas du matériau orthotrope de révolution.

2.1. STRUCTURE GENERALE DES PROGRAMMES STATIQUES

Pour un systéme mécanigue standard de volume V et de frontiére S, nous

avons vu que la méthode statique permet de trouver le chargement limite :
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= (Q?, cees AF Dgo s eee s Qg), s'il existe, par la résolution

Q

lim

d

de X"" = Max {)\Kg»ld! e s oy M]go 9 LRI ’ Qn) = u(o)’ 0 liCite} (1)

ou les Q? sont les composantes d'un chargement Qd licite donné.
Résoudre numériquement (1) n'est en général pas possible directement.
Aussi avons-nous recours a la méthode des éléments finis (MEF) pour décrire

un ensemble de champs de contraintes licites sur lequel le chargement pourra

gtre optimisé.

2.2.1. Description du champ de contraintes

Considérons, & titre d'exemple, le probléme classique de la fondation
superficielle de la figure2.1.Le domaine fini D est divisé en deux zones dis-

tinctes D, et D. décomposées en éléments finis a deux ou trois dimensions

1 2
selon le cas.
l Lh:

X

Fig. 2.1 : Discrétisation en éléments finis.
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A 1'intérieur ces éléments nous supposerons que le tenseur des contrain-
tes g varie linéairement, avec discontinuité en contraintes autorisée d'un
élément & 1'autre. Dans D chaque composante de o est une fonction affine par
morceaux des coordonnées x, y, z, d'ol des conditions S.A. linéaires, et 1l'as-

surance que le critére est vérifié dans 1'élément si on 1'impose aux seuls

sommets (éléments simplexes).

La zone D, constitue le maillage au sens habituel de la méthode des élé-
ments finis et la zone DZ’ composée d'éléments gue 1l'on pourrait qualifier
d'infinis (d'ol les pointillés), existe quand il est nécessaire de prolonger
de maniére licite le champ de la premiere zone. A cet effet des conditibns sup-
plémentaires, dites de prolongement, sont imposées aux champs ¢ décrits en D2
( cf. § 2.2.5).

Ainsi dans un élément tridimensionnel le champ s'écrira-t-il sous la
forme habituelle en MEF [88] .

T

ey -
(0® = {0, Os Oy Tyyr Typo T, (2)

avec

{c®}

it~ e

1
= (al +byx +cqy + dlz){o } (3)
1=1
Les composantes du tenseur contrainte ge , tel que ge = gl au noeud 1, forment
le vecteur des inconnues {oe} de 1'élément. Nous noterons {X} le vecteur glo-

bal issu de l'assemblage des {ol}

Au lieu de (3) nous pouvons définir de maniére équivalente dans 1'élé-

ment ¢

e . N
{o }i = A+ Ail x + Aoy ¥ Aigz, 1= 1a6 (4)
et choisir les constantes Aij’ j=0a 3, comme inconnues du probléme final.
Cette formulation, si elle permet de tenir compte implicitement de certaines
conditions, conduit & une matrice fimale moins creuse, ce qui est un incon-

vénient pour les problemes de grande taille.
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I1 faut donc imposer au vecteur {X} de satisfaire des conditions telles
gue le champ {g} résultant de l'union des (0"} définis par (3) ou (4) soit

licite dans l'ensemble du domaine D.

2.2.2. Les conditions rendant {og} statiquement admissible (S.A.)

En coordonnées cartésiennes les équations de 1'équilibre indéfini s'écri-

vent quand les contraintes sont prises positives en compression :
Ois s+ =73 avec i et j=x, youz (5)

Appliquées & (3) elles donnent des éguations linéaires en { X} . Dans le
cas axi-symétrigue on choisira judicieusement les Aij dans la formulation (4)

pour que l'équilibre soit implicitement vérifié dans 1'élément.

D'un élément (1) a 1'autre (2) il faut respecter les conditions de saut (fig.2.2)

1M 3@ () _ g (k)
1] 1

/7

avec T k=1a2eti,j=x,y,0uz (6)

i
Ceci sera réalisé en imposant (6) aux extrémités de la face mitoyenne, soit

2 Py . . . . . .
n° conditions linéaires par face, si n est la dimension du probleme.

Sur la partie de S ol les données aux limites sont en contraintes on in-
troduira comme ci-dessus des conditions également linéaires en { X} en utili-
sant (B). D'aprés (3) ou (4) on voit que ces données aux limites devront &tre
linéaires ou linéaires par morceaux. Si la surface frontiére est courbe elle

devra &tre approchée le mieux possible par un ensemble de surfaces planes.

Reste a imposer Qj . io = Q? . L'application ¢ » Q(g) définissant les n
paramétres de chargement Oi(o) est linéaire. Nous aurons donc (n - 1) équa-

tions toujours linéaires en {X}, n variant en pratique de 1 a 4.

Enfin certaines conditions induites par la nécessité de prolonger le
champ concernent l'aspect statiguement admissible au dela de D2 ; elles seront

traitées au § 2.2.5.
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2.2.3. Les conditions rendant le champ plastiquement admissible (P.A.)

Elles sont de deux types traduisant la nécessité de vérifier le critere
de plasticité du matériau constitutif et celui de 1'interface matériau - struc-

ture par exemple (voir chapitre 1).

a) - Le critére de plasticité du matériau

Celui-ci est en général non linéaire. Nous utiliserons deux méthodes pour
lui substituer un critére linéarisé qui lui est, si possible, intérieur (c'est-
a-dire : pour lequel le domaine P.A. des contraintes est intérieur a celui du

critére réel) pour conserver au résultat son caractére d'approche statique :

- Le critére de TRESCA-COULOMB f est remplacé par un ensemble de n cdnes po-

lyédriques convexes & m faces formant le critére linéarisé qui s'écrit donc :

fir (o) sD! i=1an, T=1am (7

avec

fir (0)s0 Vi, vr=f (g) s O (8)

En tridimensionnel (8) n'est pas vérifié strictement, une post-analyse

du champ de contraintes sera nécessaire.

- Le critére de MISES en symétrie de révolution et en tridimensionhel sera

écrit sous forme séparable :

n
Y i (Xi) < 6c? n=234a5 selon le cas (9)

Chacune des fonctions quadratiques ?91 (Xi) est linéarisée pour aboutir fina-

lement au critére linéarisé convexe, intérieur au critére réel :
X, = JZu..Ax..+x. (10a)

(10b)

HM
(S g}
>
<
A
a
O
N

]
™
—~
>
~
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les M s sont astreints a respecter des conditions spéciales qui nous font
aboutir finalement a un probléme de Programmation Séparable définie au chapitre
précédent (§ 1.2.2).

D'aprés (3) il suffit d'imposer (7) ou (10) aux sommets de 1'élément pour
gque le critére linéarisé, et a fortiori le critére réel, soit vérifié a 1'in-

térieur.

b) - Les interfaces

Nous avons vu au chapitre précédent que le vecteur T = (On, T T2)
(fig. 2) sur une facette de 1'interface doit appartenir au domaine P.A., défini
dans 1l'espace On’ Ty T2, comme l'intersection de la projection sur cet espace

B yérifiant le critére de plasticité, et du domaine des

de l'ensemble des O€R
T p.A. pour la loi de contact. Cette derniére s'exprime en général sous la

forme :
> > > >
|T| < a+ on tgd , T = 11 t1 + T2 t2, a = cte (11)

Si 1'on porte sur les axes du repéere des contraintes de la fig. 2.2 les va-

leurs respectives de O Ty et Ty (11) représente un cdne auquel on substitue

comme .en (7):

C < P
fo (On’ Ty T2) £ 0 r=13am (12)
Ces inéquations, linéaires en {X} , sont imposées en chague sommet de la
face de 1'élément jouxtant l'interface, ainsi que celles du critére de plasti-
cité décrites en a). C'est donc le programme numérique qui effectuera l'inter-
section voulue. Il est néanmoins utile de connaitre la forme de celle-ci ne

serait-ce qu'a fin d'interprétation a posteriori.

Notons que le contact est supposé isotrope de sorte qu'une rotation
. > > > .
autour de R du repere n, t1, t. ne change pas la forme de (11), aussi pourra-

2 ~

t-on choisir & son gré la position de t,» t, dans le plan de la face de 1'élément

ot la loi de contact (11) est & vérifier.
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., T attaché a une facette

Fig. 2.2 : Définition du repére n, 1 5

2.2.4, La fonctionnelle et le probleme final en milieu fini

Les applications 0 + Q (0) et {x} - {o} étant linéaires, la fonction-

nelle s'écrit :

F = Augo = (@' (x} ({d} : vecteur de constantes)
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Finalement,pour un problememécanigue en milieu fini,nous obtenons en

rassemblant toutes les conditions ci-dessus @

- Pour TRESCA - COULOMB :

Max F = {d}T { X}
pO
2

[A]{x} = (b}

En fait ce probléme beaucoup plus profond gque large doit étre dualisé

pour devenir (voir chapitre précédent § 1.2.3) :

Min z = {b}T {u}

pTC (13)
[A] 7 (ul={a}

les théorémes de dualité en optimisation linéaire permettent d'affirmer qu'a

1'optimum on a :

Max F

Min 2z

{x}

1

{v} ol les vy sont les variables duales du probleme pTC

- Pour MISES

Max F = {d} | {x}

[N]q}s{W}

u variables séparables.

A trois dimensions nous avons utilisé un changement de variables défini
3 1'aide des équations (10-a) auxguelles nous avons ajouté la relation U = tr(0).
Ainsi la condition de critére se raméne-t-elle & la seule inéquation (10-b) en

chaque sommet d'élément (cf. Chapitre 3).
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Le probleme est a ce stade entierement formulé quand nous avons affaire
a un milieu fini gue 1l'on peut discrétiser dans sa totalité. Dans ce qui suit
nous examinons les précautions & prendre quand ce milieu est semi-infini si

1'on ne veut pas que l'interprétation des résultats soit erronée.

2.2.5. Les conditions de prolongement

Dans la suite nous considérons donc le cas des milieux semi-infinis.

a) - Nécessité de telles conditons

Soit le probléme du talus constitué d'un matériau de TRESCA standard

de la figure 2.3, o0 la surface libre est illimitée a droite.

Le programme statique, sans conditions de prolongement du champ au-deléd
de la zone maillée pourtant importante (Fig.2.3a), et un cercle de glissement

passant par le pied du talus fournissent les valeurs suivantes pour g = )\ = 15°

(cf. [186]):

. YW

1,89 c

= 2,87

Or le mécanisme & deux blocs de la figure 2.3b montre que si q est > O

(X

1im c ‘cinem.

1>

ceci concorde parfaitement avec l'essai du programme statique qui donne
Yotat = 0 des que l'on impose les conditions de prolongement. Cet exemple
montre qu'un résultat statigue obtenu & l'aide d'un champ de contrainte dé-
fini dans un domaine borné, méme si celui-ci semble suffisamment grand, peut

n'avoir aucune signification mécanique s'il n'est pas prolongé.

Le résultat cinématique ci-dessus est également valable pour le matériau
de COULOMB standard (cf. [19]), si a > ¢. Autrement dit, pour le matériau de
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COULOMB, standard ou non, un talus de ce type ne peut étre stable que si
o < ¢ , méme en présence de cohésion. C'est 1la un exemple d'application du
caractére exclusif du calcul & la rupture [8], ou des théoreémes de RADENKOVIC

si 1'on suppose que le sol réel est a dilatation volumique nulle.

b) - Nature de ces conditions

Le maillage est bordé d'un domaine D, (fig. 2.1) composée d'éléments
analogues & ceux définis ci-dessus. Toutes les conditions définies précédem-
ment leur sont appliquées de sorte que o est licite a l'intérieur de chacun

des éléments de D2.

Le choix de (3) fait que 1'équilibre reste vérifié au-deld de 1'élément
si 1'on prolonge tel quel le champ 0 obtenu, de méme gue les conditions aux
limites. Par contre, il faut garantir le respect des conditions de saut et

assurer la non-violation du critére au-dela de DZ'

Nous allons illustrer ce double aspect sur l'exemple de la fouille cir-
culaire (fig. 2.4) renvoyant & [18], [22], [24] pour plus de détails sur les

différentes méthodes employées.

Sur la figure 2.4. le domaine D, est constitué des triangles 1 a 4 et
le domaine D, des triangles 5 a 9. Ces triangles 5 & 9 fournissent un champ
de contraintes a prolonger dans une direction appartenant aux cénes C D' F!

et C E' F' des zones dites triangulaires 22 et Z3.

* Les conditions de saut inter-zones

Si 1'on écrit T1 = T2 sur les facettes horizontales en C et D, cette
égalité sera vérifiée le long de C D' du fait de (3), assurant ainsi "l'ac-
crochage" des zones 1 et 2. Nous obtenons donc finalement des équations li-

néaires en { X} supplémentaires & la frontiére de chaque zone.
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Fig. 2.5. : Les conditions de prolongement
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* Les conditions de non-violation du critére

D'aprés l'hypothése de variation linéaire (3) il est clair (fig. 2.4)

que

S
{o}m=—52—[{o}H-{o}G] + {0} ¢ | (15)

en notant s l'abscisse du point courant sur l'axe G H'. Si l1'on prend, par
exemple, le cas du critére de COULOMB en symétrie de révolution et le premier
des trois cdnes polyédriques (8) qui le remplacent, nous obtenons la figure
2.5.

N T .
D'apreés (15) le vecteur [O]M =[0 R+ OZ’ ZTRZ s Op - OZ ]m se situe
sur la droite issue de ﬁﬂ G passant par [O]H. I1 suffira donc d'écrire les

relations

(16)

[\
3

f,_ (o

u)

qui signifient que la distance de[o] H a chaque hyperplan doit &tre supérieure

4 celle de [0].

En fait les conditions (7) déja appliquées aux points 1, 2, 3 (fig. 2.4),
1'hypothése (3) et la convexité du critére linéarisé font qu'il suffira d'é-
crire (16) aux points 1 et 3 seulement, pour que le critére ne soit pas violé

en zone 21. Cette zone ne comporte en effet qu'une seule direction a 1'infini.

Dans les zones dites triangulaires, telle que 22, l%ﬁ?ritére doit &tre
vérifié le long de toute direction située dans l'angle D C F. Pour les mémes
raisons que ci-dessus on voit qu'il faut alors écrire (16) entre 4 et 6 d'une
part, et 4 et 5 d'autre part. Ceci suffit d'ailleurs a montrer que les zones

triangulaires sont plus restrictives que les précédentes.

Le cas du critére de TRESCA peut se déduire du précédent en faisant

m=3et ¢ =0, et le critére reste constant le long de la direction a l'infini.
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On préférera cependant écrire directement cette non variation du critere f
en remplagant (15) par des égalités portant sur les groupes de variables in-
tervenant dans l'expression de f, de maniére analogue & celle employée pour
le critére de MISES.

Dans le cas tridimensionnel, si cette méthode se généralise sans diffi-
culté, elle s'avere trop pénalisante sur le plan de la taille numérique du
probléme ; aussi avons-nous choisi alors des prolongements semi-analytiques

spécifiques du probléme traité (cf. Chapitre 3).

CONCLUSION

Nous venons de décrire succinctement la structure d'un programme stati-
que, nous réservant de revenir sur certains points aux chapitres suivants.
Le probléme final est donc un probléme d'optimisation linéaire ou séparable
dont la matrice des contraintes rassemble toutes les conditions énumérées

en 2.2, l'ensemble formant un probléme numérique de taille moyenne ou grande.

En 1975, le simplexe "maison" que nous utilisions pour sa résolution
n'autorisait pas plus de 20 triangles en déformation plane sur IRIS-80. Puis
ce fut le tour du code C II - IRIS-80 OPALINE toujours enm 1975 (40 triangles)
puis de MPS/360 sur IBM 360 (60 triangles) et enfin de MPSX/370 sur IBM 370/168,
AMDAHL - V7 et IBM 3033 U-8 grice auquel les temps de calcul, sauf en 3D,

sont maintenant faibles méme pour des maillages bien raffinés.

A court terme nous pensons utiliser un code récent, SCICONIC, écrit en
FORTRAN et travaillant exclusivement en mémoire centrale gréce a un systeme
de gestion de données optimisé. Plus souple d'emploi que MPSX il permet une
diminution du temps C P U de 50%, comme l'ont montré les essais de LOUVAIN

(cf. ci-dessous).

Le plus gros probléme que nous ayons traité, lors d'un essai financé
par le C.N.U.S.C., comportait 2600 ligres et plus de 15 000 colonnes en tri-
dimensionnel (5h CPU). A ce niveau de taille, la limitation,pour un probleme
pas trop mal conditionné , vient plus en fait du temps de calcul que d'ennuis
de perte de précision auxquels on peut remédier en adoptant une stratégie

adéquate.
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Au-dela les problémes de précision deviennent tels que ce type de trai-
tement global est a déconseiller. Un moyen de tourner la difficulté est de

recourir a une décomposition tant numérique que mécanique.

En effet, la structure du probleme statigue est telle qu'il est facile
de diviser le maillage en plusieurs blocs liés entre eux par les seules con-

ditions de continuité de T et la fonctionnelle. Le probléme numérique se

décompose donc naturellement en un maitre-probléme et plusieurs sous-problémes
disjoints dont le traitement reléve de l'algorithme de décomposition de

DANTZIG et WOLFE détaillé au chapitre précédent.

A 1'université de LOUVAIN en Belgique un code de décomposition, DECOMPSX
utilisant cet algorithme et MPSX/370, a été réalisé par E. LOUTE et al.[32] .
Les essais que nous avons pu faire grice a leur collaboration spontanée ont
montré que les problémes de précision apparaissent en effet beaucoup plus
tard et donc que la méthode est viable pour de trés gros problemes. Par con-
tre il ne faut pas s'attendre & une accélération d'un probléme normal par
rapport au traitement global par MPSX quand celui-ci est possible. Un code
de décomposition récursive (les sous-problémes eux-mémes décomposables, c'est-
a-dire chaque bloc d'éléments finis décomposé en sous-blocs) permettrait peut-
gtre de supprimer cette remargue : ainsi J.HO [31] a-t-il obtenu un gain tres
sensible en temps CPU pour un probléme de poids minimal de structures a bar-
res par l'analyse limite. Le programme tridimensionnel P2 (chapitre 3, for-
mulation n°2) a été spécialement écrit pour créer le probléme numérique sous
forme doublement décomposée, de sorte que NOUS POUTTONS passer aux essais dés

que E. LOUTE aura achevé de modifier DECOMPSX dans ce sens.

Une autre voie possible pour rendre le probleme tridimensionnel plus
accessible consisterait a adapter SCICONIC au calcul vectoriel disponible sur
CRAY1, d'autant plus que la plupart des opérations de l'algorithme du simplexe
ou ses dérivés sont en fait des produits scalaires, donc facilement "vecto-
risables". Cette modification est en cours chez SCICON, société de services

auteur de SCICONIC, en Angleterre.
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cHAPITRE [II

ETUDE DES DIFFERENTS CAS DE SYMETRIE

Dans ce chapitre nous considérons successivement les cas de la défor-
mation plane, de la symétrie de révolution, et tridimensionnel. Aprés avoir dé-
veloppé les points spécifiques, dont les modifications du programme statique,
nous donnons les résultats obtenus pour divers problémes de Mécanique des Sols,
pour les critéres de MISES, TRESCA ou COULOMB. En ce qui concerne le probléme de
la contrainte plane nous renvoyons le lecteur & la deuxiéme partie ou il est trai-
té dans le cas plus général de 1'orthotropie de révolution.

3.1. - DEFORMATION PLANE

3.1.1.- Formulation du probléme

a) Le critére de platicité

Si 0z est la direction d'invariance par translation du champ de vites-
se de déplacement u en coordonnées cartésiennes x, y, Z, nous avons :

Vo = Vyg = Vg T Vyp T Vg =0 (1)

En toute rigueur le critére de plasticité F (o) = o tridimensionnel est défini sur
IR9 méme si physiquement i1 ne 1'est que pour des tenseurs symétriques. Dans le
cas du matériau standard, du fait de 1a symétrie de v , le critére sera pris
également symétrique en Ty - De ce fait les écritures suivantes sont équivalentes
pour obtenir le critére en déformation plane :

Fo)=0 , oecR |
< I>4—>g(GDC) =0
f(op)= Oe< 9F _ 3F . - ®F . BF . 23E_ =0 ' )
3022 3sz 9T zx B'ryz B'rzy

Ty = Tyx
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_ ; F(o) = 0
G(OS) = 0 ] OS (S IR - T.. = T..
1] J1
f(op) = 0o <! - (3)
3G = J G = 3G = 0
i 802 arxz 3Tyz
avec
(o] T g T \" Vv
o Xy %% Txy _ | 'x Xy
0 et gy , Vo=
xy % Tyx “y Yy

Dans le cas présent, isotrope, les relations différentielles de (3) conduisent
nécessairement a :

Tz = Tyz =0 et o, = hlogsoy 50,00 oy Tyl ty) ()

Le critére g (oDC) = 0 est en fait le résultat de cinq projections
orthogonales du domaine des contraintes PA définies dans RY muni d'un repére
orthonormé sur les axes duquel on porte les composantes de o . C'est celui qu'il

faut utiliser comme potentiel des vitesses pour calculer le- tenseur bidimension-
nel Vp associé a op .

La solution (oD s vD) du probléme bidimensionnel , complétée a
1'aide de (4) et (1) est aussi la solution ( o, v ) du méme probléme vu sous 1'an-
gle tridimensionnel (cf [ 8 ] ). En effet le principe du travail maximal s'é-
crit alors :

(oD-cg)VDZO -—-————-o(o-c*)v>0
V’c'[')“ /f(o*D)$O +o%/F (o) <0

Si le critére n'est pas dérivable i1 faut remplacer en (2) les dérivées
par les sous-différentiels aux pointsconsidérés. I1 en est ainsi pour le critére
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de TRESCA isotrope lorsqu'on se place dans le repére principal des contraintes
pour en déduire finalement le critére en déformation plane.

Dans la suite de ce chapitre nous ne considérerons que les tenseurs
bidimensionnels, aussi omettrons-nous dorénavant 1'indice D pour plus de commo-
dité.

b - La ligne de discontinuité en vitesse

->
Les variables conjuguées sont ici le vecteur contrainte T et le vec-

teur discontinuité de vitesse [U] = 31 - 32 (cf chapitre I). La ligne de glis-
sement pouvant &tre considéréecomme la limite d'une zone mince,ol la vitesse de défor
mation est continue P.A.et u ne-dépend pas de y (Fig 3-1c),cela entraine :

v = - Aa__ﬁgz%l -0, fA(§)0= f (c) =0 (isotropie) (6)

I et V représentent les tenseurs o et v exprimés dans le repére orthonormé Axy

(Fig. 3-1c) de vecteurs unitaires f,% ol © estlanormale entrante de la
facette.

ik

s ﬁulr

Fig. 3.1. : La ligne de glissement
admissible.
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La résolution de (6) de maniére analogue a celle de (3) fournit
1'équation F nt (T) 0 de la frontiére du domaine des T P.A. dans le plan de
MOHR : c'est le domaine decr1t par T quand I parcourt l ensemble des tenseurs
tels que f(I) < 0 et T = . A

Du fait qde Vo = T dx > et v, —* <—2-—ﬁ——-quand h-0

>

le principe du travail maximal devient alors comme en a)

z-2%)v >0 — (T-T) .0 (7)

Y12/ €(2%)< 0 ¥ TR/ F L (TH)< 0

Ceci montre que Fnt(?) = 0 est bien fonction potentiel des discontinuités de
vitesse [U] = 31 - 32 (Fig. 3-1b). I1 en résulte que les lignes de glissement
dans le mécanisme & blocs rigides que nous choisirons dans le cas du talus seront
des arcs de spirale logarithmique (COULOMB) ou des cercles (TRESCA ou MISES).

3.1.2. - La méthode numérique

Elle reléve pour 1'essentiel de la présentation générale du chapitre 2
et nous - renvoyons & [ 17 1 ['18] pour une description spécifique du programme.
Rappelons seulement que le critére de COULOMB (TRESCA si ¢ = 0) s'écrit :

f(o)=»/(o 2x_y

- Oy)z t 4t - [(o, + oy)siné + 2c cos¢l<0 ~ (8)

X
et sous forme linéarisée pour r=1am:

(crx - g,) cos 2mr 21, sin — 2“r <[(o +0 )s1n¢ + 2c cos¢] cos —

y) m Xy
(9)

Remarquons que 1'application 1inéaire L définie par

__.ﬁ__> (O’X—O' ,2'[' s O+ O

T s T =T y Xy X y)

(Ux ’ 0y oty yX Xy )
est conforme. Ceci garantit que (9) linéarise éga]ément de maniére réguliére le
critére dans 1'espace des contraintes initiales ( soit le sous-espace de dimen-
sion 3 des tenseurs symétriques de R4 )
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Une autre maniére, plus physique, de linéariser consiste a écrire
le critére de COULOMB sous sa forme originelle.

tTgC + ontgcp 7 ‘ (10)

sur m facettes réquliérement réparties au sommet de 1'@l1ément ( cf[19]). Bien
entendu le résultat doit étre corrigé ensuite en substituant a la cohésion ini-
tiale ¢ 1la valeur initiale c¢qo donnée par :

o, .+ 0
_ _C X y 1 _
Co = Tosam T 2 tge [cosﬁé 1]

ol A8 est 1'angle entre deux facettes.

L'avantage de cette linéarisation est qu'elle s'@tend sans probléme
aux cas axisymétrique et tridimensionnel. Elle permet donc, naturellement, une
formulation linéaire des méthodes de 1'Analyse Limite pour les critéres de TRESCA
et COULOMB, que nous utiliserons d'ailleurs au§3-3. En déformation plane les
deux linéarisations sont d'efficacité égale.

Les conditions de prolongement sont du type décrit au chapitre II
avec un seul cone (n°l) exprimant le critére linéarisé , en remplagant Op » 97 »

X y > 'xy .

Le probléme final de P.L.est dualisé avant traitement par 1'un des
différents codes que nous avons utilisés. L'ensemble des maillages que nous con-
sidérons dans la suite sont dits entiérement "discontinus" c.a.d. que le champ de
contraintespeut étre discontinu d'un élément quelconque a un autre,-avec vérifi-
cation des conditions de saut. Cette forme de non linéarité du champ de contrain-

tes en les coordonnées est a la base de 1'efficacité du programme statique.

3.1.3. - Les applications

) Le talus vertical (matériau de TRESCA)

Ce probléme classique de stabilité comporte un seul paramétre de
chargement YH/c ol vy est le poids volumique, H la hauteur du talus, ¢ 1la co-
hésion du matériau (¢ = 0 ). DRUCKER et PRAGER [ 15 1 en 1952 puis HEYMAN [ 13 ]
en 1973 fournissent respectivement une borne statique de 2 et de 2,83 au charge-
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ment limite. Plus récemment [10] DE JOSSELIN DE JONG a porté cette valeur a 3,39.
Du coté cinématique TAYLOR [ 111 en 1937, puis CHEN [ 121 en 1969 dans le cadre
de 1'A.L. en ont donné une borne supérieure de 3,83 devenue classique. En conclu-

sion nous avions :

3,39 < _Y_C'i\< 3,83 (11)

Grace a4 une série d'essais détaillés en [ 18 1 nous avons pu porter
la valeur statique & 3,635 de sorte que (11) devient :

YH
3,635 < -z < 3,83 (12)
La figure 3-2a donne la variation de (IE) en fonction du nombre N’

c ‘sup
de triangles, le maillage étant 1imité & la premiére couche d'éléments sous le

pied, sans prolongement. Précisons que chacune de ces valeurs a pu étre approchée
de trés prés en &loignant la zone de prolongement, de sorte qu'elles constituent
une bonne mesure de 1'influence du raffinement du maillage. I1 semble donc que

la valeur 3,635 obtenue avec le maillage de la figure 3-2 b soit proche de la
valeur limite si 1'on en juge par 1'allure de la courbe précédente et par la dis-
crétisation déja fine du milieu.

Le champ de contraintes issu de 1'essai de la figure 3-2 b est repré-
senté figure 3-3, ol 1'on a calculé et fait tracer sur BENSON le tenseur contrain-
te dans ses axes principaux au centre de gravité de chaque &lément. Dans chaque
zone de prolongement les axes principaux restent les mémes parallélement a la ou
les directions de prolongement (cf. Fig. 3-2 b ). Nous avons porté également sur
la figure le cercle optimal de centre (-1,21H; -1,41H).

Méme si ce champ n'est pas strictement celui du chargement limite,
celui-ci est assez approché pour en déduire que la solution exacte devrait compor-
ter une zone en traction uniaxiale limite AB, une zone rigide autour du sommet
relativement étendue, et une discontinuité en contraintes marquée le long de CD.
On notera en effet sur les deux premiers points une ressemblance assez frappante
avec le réseau de bicaractéristiques (Fig. 3-4) de la solution de JOSSELIN DE
JONG.
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Remarque

Ce résultat a été utilisé de maniére assez inattendue par [ 37 ]
dans une étude trés compléte de stabilité de tunnels ol nous relevons les points
suivants :

- Le caractére rigoureux de (12) a autorisé une combinaison analy-
tique-numérique constituant une bonne approche statique dans 1'un des trois cas
de tunnels étudiés.

- Des essais sur modéles par centrifugation [ 38 ] montrent que les
valeurs expérimentales sont bien encadrées par les valeurs statiques et analyti-
ques dans de nombreux cas de tunnels testés. Ceci confirme 1'intérét des deux
méthodes de 1'Analyse Limite pour les matériaux argileux saturés.

b) Talus vertical (matériau couLomB

L'étude cinématique, réalisée pour un talus & fruit variable & 1'aide
d'un mécanisme classique en spirale logarithmique, retrouve les résultats de CHEN
(80 1 . Les calculs nécessaires seront répris en 3éme partie ol,pour dbtenir le
cas isotrope, on égalera a 1 les paramétres d'anisotropie. Pour 1'approche sta-
tique nous avons appliqué le programme sur le maillage a 100 triangles de 1a fi-
gure 3-5. Le tableau 3-1 donne les résultats obtenus en notant X, et Y0
les coordonnées du foyer de la spirale optimale dans les axes de la figure 3-5.

Le faible écart statique-cinématique confirme 1'efficacité des méca-
nismes & blocs rigides dans ces problémes de stabilité qui fournissent bien sou-
vent des bornes supérieures difficiles a améliorer, méme avec des méthodes plus
évoluées. Pour le matériau de COULOMB non standard, rappelons que tout charge-
ment qui excéderait ces valeurs cinématiques ne peut pas €tre supporté par le
systéme [43] . C'est un des avantages du calcul 3 l1a rupture de [ 8 ] de met-
tre 1'accent sur cet aspect exclusif pratiquemerrt non exploité jusque-1a. L'inté-
rét de ce dernier est confirmé par 1'étude de [ 44 ] ol sont comparées en é&lasto-
plasticité les lois d'écoulement associée et non associée. (telle que tr v = 0)
pour le matériau de MOHR-COULOMB. On y montre, en particulier sur un probléme de
talus, que les valeurs limites sont trés voisines méme si les champs de vitesse
différent ( Confer également [ 511 ol la charge limite d'une fondation filante
sur un sol de COULOMB non pesant est démontrée étre 1a méme pour le matériau de
COULOMB standard et le matériau de COULOMB & la dilatation volumique nulle).
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Fig. 3.5. : Maillage du talus vertical de COULOMB

Tableau 3.1. : Résultatsstatiques et cinématigues pour le talus
verticalde COULOMB.

¢ 0 5 10 15 20 25
-Xo/H 1,21 | 1,39 | 1,38 | 1,85 | 1,49 | 1,5
-Yo/H 1,41 | 1,48 | 1,385 | 1,30 | 1,23 | 1,14
Z—H)C].n 3,831 | 4,190 | 4,585 | 5,018 | 5,509 | 6,061
YH
T)stat| 3:608 | 3,977 | 4,347 | 4,744 | 5,144 | 5,558
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c) Talus chargé a fruit variable (TRESCA) [ 19]

Ce probléme comporte deux paramétres de chargement adimensionnels
Q = —%ﬂ— et Q, = p/c (Fig. 3-6a). L'étude cinématique utilise le mécanisme
du cercle de glissement dont le centre optimal est déterminé numériquement
(cf [ 16.]); 1'approche statique est un exemple d'application de la convexité
de K grdce a& Taquelle le calcul avec Q; =0, 02 variable puis vice-versa four-

nit les deux extrémités d'un segment contenu dans K.
Le premier point est solution de

-—(p/c) COS o - COSR - R +2\x - 200-1=0

_B = Arc sin ( - p(sin a)/c )

Ce point, obtenu par un schéma résolutif de bicaractéristiques (Fig.
3-6b) dont le champ se prolonge aisément, est la charge limite du probléme non
pesant. Le champ de vitesses associé est donné par la résolution tout aussi clas-
sique des équations de HILDA-GEIRINGER. Pour a = 0 on retrouve la solution du
coin obtus de PRANDTL [48 ] [ 43 1 pour le matériau de TRESCA:

P/c = 2 - 2\

Le programme statique donne le second point (p = 0)avec un maillage
issu de celui de la Figure 3-5. Les résultats sont représentés Figure 3-6c¢ pour
A=0 et =-15° .

L'étude compléte de ce probléme de stabilité pour divers cas de charge
et des matériaux non nécessairement homogénes et isotropes constituerait, a notre
avis, un excellent exemple d'utilisation de 1'Analyse Limite et du Calcul & la
rupture, directement utilisable par 1'ingénieur.

d) Le mur de souténement (matériau de COULOMB)

L'un des avantages de 1'Analyse Limite est qu'elle permet de traiter
globalement ce probléme classique de stabilité, sans recourir aux décompositions
utilisées par les méthodes usuelles . M. MONTMESSIN a étudié en [ 45 1 ce pro-
bléme & deux paramétres de chargement dans le cadre de la théorie du calcul a la

rupture [8,43.
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La frontiére du convexe des chargements potentiellement supporta-=
bles a €té encadrée par diverses valeurs de ¢ et une interface sol-mur collée
L'approche intérieure a été réalisée avec le programmé statique et 1'approche ci-
nématique par un mécanisme analytique; la Figure 3-7a représente le maillage sta-
tigue et 3.7b, ol Wb est le poids du mur, les résultats obtenus pour un angle de

frottemént interne ¢ = 10°.

MONTMESSIN observe que 1a répartition de contraintes et la poussée
sur le parement vertical sont sensiblement différentes de celles obtenues par la
méthode de superposition au moyen des tables de CAQUOT - KERISEL et ABSI-
LHERMINIER. Enfin la comparaison avec de nombreux essais expérimentaux et un cas
réel montre une bonne concordance avec le coefficient de sécurité calculé 3 par-
tir de la cinématique analytique, alors que les méthodes classiques sont souvent
en défaut (cf. [ 45 1).

e) Eondation sur sols multi-couches (matériau de TRESCA)

Cette étude [125] , [ 47] concerne le cas d'un sol constitué de deux
couches d'épaisseur et de cohésion différentes et celui d'un sol homogéne présen-
tant une inclusion de rigidité et de taille variable.

Pour obtenir les approches statiques de 1a force portante de ces sols,
A. BOTTERO a procédé & des calculs systématiques en utilisant le programme décrit
en 3.1.2. que nous avons 1égérement modifié pour 1'adapter au caractére itératif
des essais. Notons & ce sujet qu'un essai de programmation linéaire paramétrique,
disponible avec MPSX/370, s'est avéré négatif sur le plan de 1la convergence.

Nous avons reporté fig. 3-8 le maillage statique et fig. 3-9 les va-
lTeurs statiques et cinématiques ducoefficient de force portante N. = E%“ pour
1
h/B = 0,20 et 0,50 et deux valeurs de h,/h.

Les points*de l1a fig. 3-9 correspondent aux calculs effectués par [g8]
d 1'aide de lignes de glissement dont les résultats sont infirmés par 1'approche
statique pour h;/h = 0,5 . Cette derniére pourrait d'ailleurs &tre sensiblement
améliorée en considérant une grille plus raffinée selon la verticale. Ceci donne
d penser que les valeurs données par [ 68] pour le matériau de COULOMB avec le
méme type de méthode sous-estiment nettement la force portante de ce type de sol.

Ce probléme a été en fait (avec, & un degré moindre, celui du mur de
souténement) le premier ol 1'étude statique a été menée de bout en bout 3 1'aide
du programme €léments finis, dans une variété de cas suffisamment grande pour en
démontrer la flexibilité.
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Fig. 3.8. : La fondation sur sol bi-couche de TRESCA (interface cullée).
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3.1.4. CONCLUSION

Plusieurs essais ponctuels ont été réalisés également sur les pro-
blémes de fondations soumises & un moment de renversement, butée d'une paroi
lisse sur .un coin aigu, ainsi qu'un talus de COULOMB réel. L'ensemble des es-
sais effectués montre donc par sa diversité que 1'association programme stati-.
que - MPSX/370 constitue un outil fiable et efficace. Les possibilités d'opti-
misation de fonctionnelles successives dans un ordre mécaniquemént bien choisi
permettent bien souvent de traiter un ensemble de cas en un seul passage (§ c a
e) pourvu que la solution actuelle soit licite pour le cas suivant. Enfin les
résultats sont stricts et vérifiables a posteriori d@ la seule précision de cal-
cul interne prés de la machine, soit 10-11 - 10'12 en double précision, de sor-
te que les champs de contraintes obtenus peuvent &tre combinés éventuellement

avec des solutions analytiques.

3.2. - SYMETRIE DE REVOLUTION

3.2.1. - Généralités

Les problémes mécaniques doivent présenter une géométrie, des condi-
tions aux limites, des forces de volume et une distribution de charge respectant
la symétrie de révolution autour de 1'axe vertical. Dans le systéme de coordon-
nées cylindriques R, 6, Z,ou 1'axe 0Z est vertical,les grandeurs mécaniques sont
donc supposées indépendantes de 6 . Nous choisissons en outre de nous restreindre
i chercher des solutions vérifiant :

v, =v,, =0
Ug = kR —s< RO L8 (13)
Vg principale
De 1'isotropie du matériau il résulte:
TR = Tz9 = 0 -~—= gy contrainte principale (14)

Notons que (14) exclut ipso facto le cas d'un moment axial appliqué au systéme
mécanique envisagé ici.
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Le critére de plasticité s'obtient de maniére analogue a celui de
la déformation plane, hormis la projection relative a Tg > d'oi. :

fo) = Flog s 055075 Tpz s Tpg =05 Tz=0) (15)

Dans la suite de ce chapitre o représentera donc le tenseur contrainte symé-
trique appartenant au sous-espace vectoriel de R6 (de dimension 4) tel que
Re = Tz9 % 0.

Le domaine P.A.des vecteurs contrainte 1 sur une facette perpendi-
culaire au plan méridien est le méme que celui de la déformation plane. En effet,
comme en 3.1.1.a et 3.1.1.b,ce domaine est obtenu par deux projections, 1'une pa-

rallélement & 1'axe portant Ty (analogue a oz) et 1'autre relative 3 ¢
domaine P. A,initial au seul nom des variables prés.

¢ du méme

Enfin les champs de contrainteset de vitessesde déformation solutions
de ce probléme sont, une fois complétés & 1'aide de (13)et (14) solutions du pro-
bléme vu sous 1'angle tridimensionnel. La frontire d'écoulement obtenue est donc
aussi la frontiére d'écoulement du probléme tridimensionnel correspondant.

PR

3.2.2. - La formulation numérique

a) Critére de MISES

I1 s'écrit dans notre cas :

o g 2 , 2
f (0) €0+ E _5_21;_Z. -9 } + 2 ég (og - 07) + (V3 TRZ)Z - 3c? < 0 (16)

En utilisant le concept de variables séparables (cf [ 22 ] pour
plus de détails), nous obtenons la forme 1inéarisée suivante :

og * 97 mo /3 mnoe A
Tz "% = i1 Mg My - V3 e g7 (o o7) =T wy A%y - Ve

T3
gy =, w3 X - fic
(17)

3 m . 5 2
IoyIoowdoay +3c } < 3¢
j=1 Vi=1 1

Les AXi et AYi sont des constantes définies sur la figure 3-10, ot X est par

o o] o Y 2
exemple ( R+ "7 _ oe) ety = xz-f R+77 _g , |X] < /§;

—7 N7 %
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T - iy 3
Ay, Av,
X T
i B
T X

Pig. 3.10. : Linéarisation de la parabole Y = X2

J o
Chaque groupe j de variables séparab]es(ui / i =1m)doit vérifier
la propriété suivante, avec des exceptions &videntes pour t =1 out=m:

J i i j . s
My #0 — Uit = 1 et Wis¢ = 0, Og uis 1 ¥iet]

Certains codes de P.L. dont MPSX/370 comportent cet algorithme qui
est une variante non Tinéaire de celui du simplexe.

A ce niveau deux remarques peuvent étre faites :
- (17) implique (16) d'ol conservation du caractére d'approche par 1'intérieur.

- nécessité de quatre contraintes (mathématiques) par sommet puisque le
champ {c} est & variation linéaire. La forme de (17 ) suggére un changement
de variables {o} — {U, ug } avec tr(o) = U. Ceci sera mis a profit dans le
cas tridimensionnel pour obtenir une seule condition par sommet. En symétrie de
révolution ' ce changement de variables n'est pas aussi avantageux, si 1'on veut
que 1'@quilibre soit localement vérifié.
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b) Critére de TRESCA - COULOMB

En contraintes principales il s'écrit

f (o) <0 « lci -0 < (Oi +0.) sing + 2 ¢ cos¢ (18)

J | J
(18) représente 6 inéquations. Cépéndant, du fait qué g est contrainte prin-
cipale, soit g5 par exemple, le calcul de oy et o, est analytique et conduit

aprés calculs (cf [19]1 [22 1) au systéme suivant :

fir (0) < O r=1ameti=13a3 (19)
avec
2 . .
fi, (0) = op gcos mnr - sing cos o g - oy Ecos g%ﬁ + singcos %-; (20)
+ ZTRZ sin g%ﬁ - 2 c cosod coél% < 0
£, (0) = op bcos M - cos T{ - o E cos 2™ 4 cos T
2r R m m Z m m
1 i 2 4 (21)
- Sing m s LT C C0s¢ gl
* 2y Tcoss OSmt ARSI T T T sine S w <
fa.(0) = op gcos Z%ﬁ + cos o g - gy g cos E%ﬁ - cos %-g
(22)
- (1+sing g s . 2mr _ 4 c cos¢ T
20, (T=Coso ) Sm* 21p7 sin = T—sing S5 7 < 0

(20) & (22) représentent trois cdnes polyédriques convexes de R3 muni d'un

systéme d'axes orthonormés portant op - g7 » ZTRZ et, selon le cas, oR 4 Oz OU
_ 1 - sing _ 1 + sing
op * 07 =204 T+sme OU encore (oR + 07) + 204 ( T sme }. Remarquons

que le premier cdne n'est autre que celui, aux noms des variables prés, de la
déformation plane, les deux autres venant du fait que Ty = 03 n'est pas forcé-

ment intermédiaire ici.

c) Les conditions de prolongement

Le long de la ou les directions de prolongement i1 faut imposer :
OR + 92

- pour MISES et TRESCA, 1'invariance de >

- oe » Op - o7 et TRZ
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- Pour COULOMB les conditions.(16) du chapitre 2 pour les trois cdnes (20) a
(22).

La classe des champs de contraintes autorisés dans les zones de
prolongement est alors, au moins pour MISES et TRESCA, trop restreinte. En par-
ticulier ceci conduit, aprés satisfaction des conditions d'équilibre,(cf: ci-dessous’
a TRz = 0 partout dans ces zones pour certains problémés semi-infinis. Nous
reviendrons sur ce point en conclusion.

d) Description du champ de contrainte

La nécessité d'un champ a variation linéaire pour respecter locale-
ment le critére et le souci de vérifier implicitement 1'&quilibre indéfini con-
duisent nécessairement 3 poser :

OR =A+B.Z+C.R
o = A+B.Z+2.CR _ _

> (0.} = I 6. (R, 2)‘ X (23
o; =D+E.Z+LR et e T e )
TRZ = (Y - E)o R/z

O [Jg) = (Op» g » 07 s Tgz}T et X} = {AB, C, D, E, LY }

sont respectivement le tenseur contrainte (en notation numérique) et le vecteur
des inconnues de 1'élément. Y est le poids volumique supposé constant dans 1'é-
1ément.

Les autres conditions S.A.sont analogues a celles de 1a déformation
plane au nom des variables prés, ainsi que les conditions d'interface éventuelles.

e) Résolution numérique

Le probléme final de programmation séparable pour MISES est sous forme
primale [ 90' 1 ce qui signifie que les solutions intermédiaires sont réalisables,
donc licites pour le probléme mécanique. I1 sera donc relativement aisé de définir
des bases de départ a partir de solutions analytiques simples.

Comme en déformation plane le probléme de TRESCA - COULOMB est dua-
1isé d'ol une forme de probléme avec 6 1ignés seulement par é]émént,v‘et un colit
C P U nettement plus faible pour TRESCA que pour MISES par exemple, sauf base de
départ intéressante pour ce dernier.
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| )

Fig. 3.11. : Le probléme de l'essai triaxial.

.74
?6‘

#+ TYresca

+ Mises

— []

*4

borne sup.

"‘o/H

Fig. 3.12. : Résultats numériques : (+) critére de MISES et (*) TRESCA.
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3.2.3. - Les applications

a) Essai triaxial (Matériaux de MISES et TRESCA)

Cet essai (Fig. 3-11) présente 1'avantage de pouvoir étre considéré
comme un prob]eme -test qui a fait 1'objet d' etudes assez nombreuses tant sur le
plan analytique que sur le plan exper1menta1 ou numérique. I1 serait d'ailleurs
souhaitable que soient définis, pour chaque cas de symetr1e un ou deux problémes
standards qui permettraient de comparer entre elles les d1verses méthodes numé-
riques.

Pour Ro/H ¢ 0,5 T1a solution exacte pour le matériau de TRESCA est
détaillée dans [51 ] [ 52 ] comme cas particu]iér du matériau de COULOMB.
Pour Ro/H>0,5 nous utiliserons les résultats de [ 81 1 comme base de compa-
raison pour nos essais.

Le probléme comporte deux paramétres de chargement qui sont la com-
posante axiale F de la force créant le déplacement Uy et le poids volumique Y
que nous supposerons négligeable dans la suite. Ceci parait justifié par la
faible épaisseur de 1'échantillon de sol, trés éloignée de la hauteur limite de
1'échantillon pour F =0 et les valeurs de cohésion usuelles. Quant aux inter-
faces elles sontsupposées collées, autrement dit 3 adhérence parfaité. La figure
3-12 récapitule les résultats obtenus pour MISES et TRESCA, o valant respecti-
vement v3c ou 2c,avec p = F/S.

La figure 3-13, o0 N x D donne 1e nombre de carrés du maillage,
montre 1'influence de la discrétisation pour les matériaux de MISES et TRESCA,
et 1la figure 3-14 1'allure de la distribution du vecteur contrainte sous 1la
plaque mobile. |

COMMENTAIRES

A chaque essai est effectué une post-analysé%permettant de calculer
la valeur statique la meilleure pour les deux critéres. L'ensemble des essais

montre alors que, & maillage égal, le programme spécifique du matériau est le
plus efficace.

* Celle-ci consiste & calculer, a partir du champ O optimal trouvé, les "cohésions"
minimales cm et Ct’ telles que O soit licite pour chaque critére, d'ol une valeur

licite de p_, .o ©t Ptresca®
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D'autre part les tenseurs contrainte issus du programme "TRESCA"
présentent, quand f (¢) = 0 , une composante 66 = 05 peu différente de ]fune
ou 1'autre des deux autres contraintes principales, ce qui va dans le sens de
1'hypothése de HAAR - KARMANN [ 53 1].

Pour plus de détails nous renvoyons @ [ 22 ] en particulier pour
1'extension au cas ot Ro/H est supérieur a 10 par combinaison du champ de [ 91]
et des résultats des essais de la figure 3-12.

b) La fouille circulaire (MISES et TRESCA)

Ce sujet (Fig. 3-15), pourtant important en pratique,a été assez peu
traité dans la littérature. BJERRUM et EYDE [ 55] &tudient en 1956 le probléme
des excavations étayées, puis PRATER [ 56 ] en 1977 et REYNAUD [57] en 1979 con-
sidérent celui de la fouille circulaire dans un matériau de MISES ou de TRESCA.
Tout récemment BRITTO et KUSAKABE [ 33 1 [ 54 1 analysent, sous 1'angle borne
supérieure,la stabilité de cet ouvrage avec une cohésion constante ou variant 1i-
néairement avec la profondeur.

-~

Pour les fouilles @ H/R ¢ 2 Tleurs résultats confirment ceux que
nous avons publiés avec S. TURGEMAN en [ 211 [ 22] dont nous décrivons ci-aprés
la partie statique.

Fig. 3.15 : La fouille circulaire.
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Ce probléme comporte un seul paramétre de chargement QY = %ﬂ

pour une géométrie donnée. Les résultats dont nous disposions alors étaient
les suivants [ 571 [28 1, pour Ro/H =1

MISES : 2 s%fk 5,24 TRESCA : 2 < -Z—'is 5,55

La figure 3-16 présente le maillage de 71 triangles qui donne avec
le programme "MISES", aprés post analyse :

YH - H
c ; MISES = © %TRESCA > 3,07

Le programme "TRESCA" avec le maillage de la figure 3-17 conduit de
méme a

YH YH
c gTRESCA > 3,464 et ’c—gmsss

\4

3,014

Finalement nous obtenons pour ces deux matériaux

MISES : 3,o7<{-*i < 5,24 et TRESCA : 3,464 < lc{ﬂ < 5,55

L'analyse des champs résultant des divers essais que nous avons ef-
fectués confirme les commentaires que nous avons faits en 3.2.3.a , en particu-
lier en ce qui concerne 1'hypothése de HAAR - KARMAN.

3.2.4. - CONCLUSION

Les résultats sont satisfaisants dans le cas de 1'essai triaxial ou
le systéme mécanique ne nécessite pas de conditions de prolongement. I1 est clair
que ces derniéres sont pénalisantes quand le massif de sol est semi-infini, prin-
cipalement parce que(23) entraine que tpz = 0 tout autour de la zone maillée
de la fouille circulaire. La présence des discontinuités en contrainte ne suffit
pas ici d élargir suffisamment la classe des champs autorisés par (23) : le ré-

sultat sur %ﬂ devrait étre supérieur a celui obtenu pour le talus vertical en
déformation plane, comme le confirment les essais de [331. .
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Aussi avons-nous envisagé d'essayer ( cf [ 92 1) un champ compor-
tant des termes en %r et £ comme le suggérent les solutions analytiques
[ 50 1. Aprés inte?ventign des équations de 1'équilibre nous avons pour le pro-
bléme de MISES ou TRESCA :

R = 0o +'0th + OLZZ + -é— (a3 + a42)

Bo t 2a1R*+ sl

% 2
, A
07 = Yo + TR+ Y, + 5 (Y3 + Y, (24)
=Y, + l(F - Y,)R + 1 (03 + (By - @ )Z
R =Ygty 2)R + ¢ (3 0o~ %))

ou I est le poids volumique du matériau et Ay 5 By s Y5 Oy les nouveaux para-

métres inconnus pour un €lément ne. touchant pas 1'axe.

Le critére doit étre imposé en un nombre suffisant de points pour
qu'il | soit, & une faible approximation prés, vérifié dans 1'&lément. Les con-
ditions de saut et aux limites passent & 3 équations par coté intéressé (au lieu
de 2).

Dans les zones de prolongement i1 faut que les termes composant le
critére de MISES (prolongement valable aussi pour TRESCA) restent constants ou
décroissent en 1 le long de 1a ou les directions de prolongement. Par contre 1le
prolongement du critére de COULOMB n'est pas évident & partir de (24), sauf & sup-
primer les termes en.% et revenir a'(23) pour les zones concernées.

Une deuxiéme voie consiste a admettre que 1'équilibre ne soit véri-
fié que globalement sur 1'é1ément ce qui conduirait & un champ linéaire analogue
d celui de la déformation plane. L'approximation serait bien entendu d'autant
meilleure que le nombre d'éléments sera grand. Par contre il ne parait pas évident
de situer 1a solution obtenue alors par rapport a la solution exacte. Une étude

=

de convergence analogue a celle développée en [ 93 ] serait alors nécessaire.

L'étude de ces extensions pour les matériaux de MISES, TRESCA et
COULOMB isotropes ou orthotropes de révolution est en cours actuellement dans le
cadre d'une thése de troisiéme cycle [92 1.
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3.3.- LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL

3.3.1.- Généralités

Les critéres que nous étudions ici sont ceux de MISES, TRESCA et
COULOMB, définis sur les tenseurs contraintes symétriques, d'ol la notation du
critére :

G (c) =20 , o €|R6

Le systéme mécanique €tant muni d'un repére orthonormé Oxyz, le
‘s 1 2, .2 . .
critére de MISES Tr (Oij' T Sk 5ij) £ 2C" devient :
o] o} 2
( “x + 2z )2 V3 2 2 2
e(o)=§—2-—-oy§ +§-2-(ox-oz)§ 3 (25 + 7l + ) - 32 20 (25)
Le critére de TRESCA - COULOMB sera utilisé sous sa forme originelle

déja employée au § 3.1.1 , c.a.d: un cone (dans un repére portant Op»Tp » 12)
donné par :

[*| = fo + gf ¢ C+o, tgd  sur toute facette (26)
->
ou Op s Tp s Tp sont les composantes du vecteur contrainte T sur les axes n ,

t; » tp de la figure 2.2 . La formulation globale comme en (25), dans un repére fixé
est trop complexe pour étre utilisable pratiquement.

Dans Te cas présent de 1'isotropie la forme de (25) ou (26) est in-
dépendante du repére d'expression. Ceci permet de montrer aisément que le domaine
des ? P.A., pour une facette quelconque, est donnée par (26), ol ¢ est nul pour
MISES ou TRESCA.

3.3.2.- Formulation numérique n° 1

Cette étude, qui étend [ 19] [ 22] au cas tridimensionnel, a été
réalisée en collaboration avec A. BOTTERO [ 24] [ 46]. Nous appellerons P1 Tle
programme résultant que nous décrivons ci-aprés.

a) description du champ de contraintes

L'@1ément fini choisi est le tétraédred variation linéaire défini
comme moitié de la pyramide ayant pour base une face du cube et comme sommet le



- §7 -

point de concours des diagonales. Le maillage est donc formé de cubes ou de demi
cubes selon 1a position des plans de symétrie.

A 1'intérieur du tétraédre chaque composante de o est une fonction
linéaire(affine)des coordonnées x, y, z, dont les coefficients sont calculés a
1'aide des valeurs prises en chaque sommet, celles-ci constituant les inconnues du
pkob]éme final.

Les conditions S. A. & imposer au champ de contraintes relévent de
la description générale du chapitre 3.2. Nous reprenons donc ici les seules condi-
tions de critére et de prolongement.

b) Linéarisation du critére de MISES

Comme en axisymétrie,(25) est une fonction séparable que 1'on peut
écrire

[ e IS
>

~n

[}

w

(]

N

IN

o

m . :
_ J _ J T -
Xj = 4%y HyY OX; -/3C ,o<mi<l,3=145 (a)
5 m :
J 2 2
i B Ay +3c? ) 3 (b)
(27)
0<\uﬂ <1 - u:l? <k = 1 et “1'3k =0 (c)
Oy + O V3
avec X; = X + 0z _ °y , X2 = 75'(°x - oz) , etc...

Pour éliminer les 5 relations (27 a) nous effectuons un changement
de variables en considérant le systéme formé de (27 a) et de

U-= Oy + Oy + a, (28)
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La résolution de ce systéme en Oy » Oy seeeeaTyy fournit la matrice de passage
(6,5 m+ 1) notée [P]:

T

{o} ={o, , 0 O, 5 Ty, 5 T }

_y’z Xy yzaT

X

_ U
L [P]{“ij } (29)

L'utiTisation de (29) raméne donc (27) & la seule inéquation (27 b)
par sommet d'&élément contre une augmentation de 6 & 31 variables pour m = 6.
L'accélération apportée par (27 c) dont 1'algorithme delta-séparable tient comp-
te [90]1 est de 1'ordre de 50% par rappbrt au traitement avec (27 a) et (27 b)
seuls. Mame si elle n'est pas absolument nécessaire du fait de l1a convexité de
chaque fonction Yi = X% , elle est pratiquement indispensable.

Ces remarques nous conduisent & penser qu'un traitement non linéaire
de (25) n'apporterait pas grand chose, sachant qu'un code de PL est beaucoup moins
sensible au nombre de colonnes qu'au nombre de lignes.

c ) Linéarisation du critére de TRESCA - COULOMB

Elle consiste tout d'abord & imposer (26) sur un nombre fini n de facettes
f; définies a priori, ce qui définit un critére de TRESCA - COULOMB extérieur
noté Gd(o) tel que :

Gg(o) < 0« |T[<C+optg(¢) sur 5 , i =14an (30)

G4(0c) > 0 = G(a) >0 | (31)

On Tui substitue ensuite le critére linéarisé obtenu en remplagant chaque cdne {30)
-~ - * - 4

par un cone polyédrique convexe dans un repére orthonorme

Op » T1s €t Tp défini par

FTI cos 6. + T, sin 6, < C + o, tge
f _2nr _
Td (0)<0 &> P= T e r=1,metm >3 (32) |
Tl =g.. nN:s . t. ., To=0. N, t,: , 0. =C;:N. N,
B ij 197 "2 543 CUad n i) J i

— (32) doit &tre imposé sur les n facettes de normales réparties ré-
guliérement sur la demi-sphére unité centrée en 0 dans le repére physique Oxyz.
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Aprés dualisation le probléme comporte n fois plus de colonnes que le probléme
équivalent en déformation plane, mais ici la post-analyse de la solution est né-
cessaire puisque le critére linéarisé est extérieur au critére réel.

d) Les conditions de prolongement

Les conditions généra]és définies au chapitre 2 sont trop pénalisantes
actuellement.. Nous avons donc simplément imposé que le tenseur contrainte ne dé-
pende pas de la ou les directions de prolongement d'ol des &léments frontiéres
adaptés (cf [ 46 1).

3.3.3. - Formulation n°® 2

Les résultats obtenus avec le programme Pl nous ont amené & penser
qu'il fallait augmenter le nombre de discontinuités, d'od une division en quatre
tétraddres de chaque pyramide du cube &lémentaire. En compensation, nous avons
supposé le champ de contraintes constant dans chaque tétraddre ce qui nous
restreint aux problémes non-pesants. Cette hypothése simplifiait ‘d'ailleurs 1la -
structuration en blocs du probléme en vue de l'utilisation par le code de décom-

position DECOMPSX mue nous avons relatée au chapitre 2.

Enfin Tes conditions de prolongemént ont été remplacées par des
conditions aux limites spécifiques du probléme considéré sur lesquelles nous
reviendrons lors de 1'€tude du probléme du poingon.

Nous verrons que ce programme est relativement sensible a 1a forme
du maillage comme on pouvait s'y attendre avec 1'hypothé&se des champs constants.
Enfin un essai de formulation du probléme de TRESCA sous forme prima]é, analogue
d celle du programme MISES, s'est révélé inefficace. Cet essai utilisait la re-
lation fondamentale de convexité liant les points extrémaux calculés a partir
des hyper plans tangents & la surface de charge définis par (32). Le résultat
était certes licite mais la génération du probléme beaucoup trop coilteuse. Aussi
sommes-nous revenus a la formulation duale dont le résultat est corrigé a poste-
riori.

La figure 3-18 donne la répartition finale des facettes, sur les-
quelles (32) est imposé, dans le premier octant. I1 est facile de montrer qu'il

suffit de prendre leurs symétriques dans les octants (xg<o, y et z > 0) et
(x et z< 0, y>0)(les points * pouvant ensuite étre supprimés) dans le cas
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du matériau de TRESCA d'ol un total de 35 facettes et pour chacune un cercle
a linéariser par 1'extérieur. ( n =35, m= 12 en général).

Fig. 3.18. : Facettes ol est imposée la relation de COULOMB.

3.3.4. - Les applications

a) Ecrasement d'une plague carrée d'épaisseur H et de coté 22

Cet essai est 1'homologue de celui considéré en symétrie de révolution

( § 3.2.3. a) pour Ro/H = 2 . Les interfaces entre les mors et 1a plaque sont ru-
gueuses ou collées.

Les meilleurs valeurs cinématiques sont celles données par [ 58 ]
pour MISES et [ 59 ] pour TRESCA. En [ 22 ] nous avons proposé une solution sta -
tique qui étendait celle de [ 91 1] :

/3C : MISES

a2 -
F nf+2, 0 5. >C . TRESA o N = %? entier (33)

s° 0
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TABLEAU 3-2 : critére de MISES
1/H=n 4 5
Upper
bound[58] |2.56 3.22 3.89 4.55 5.22 5.8 6.55 7.21 7.88 8.54
Lower
bound(34) |1.80 2.23 2.52 2.93 3.36 3.82 4.33 4.86 5.40 5.95
Lower
bound(33) |1.73 1.73 2.12 2.60 3.12 3.66 4.21 4.76 5.32 5.89
Lower
bound[58]1 |1.73 1.73 1.83 2.38 2.94 3.51 4.08 4.65 5.23 5.80
TABLEAU 3-3 : critére de TRESCA
1/H=n
F/SK 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Upper
bound(ss] |2.67 3.33 3.40 4.66 5.33 5.99 6.66 7.33 7.99 8.66
Lower
bound(34) |2.05 2.47 2.79 3.25 3.76 4.33 4.94 5,56 6.20 6.84
Lower
bound(33) | 2.0 2.0 2.44 3.00 3.6 4,22 4,86 5.50 6.15 6.80
Lower
bound [581] 2.0 2.0 2.11 2.75 3.4 4.05 4.71 5.37 6.04 6.7
Fig. 3.19. : Ecrasement d'une plaque carrée : solution statiaue.
|
|
I
|
|
|
|
|
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|
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Puis nous avons combiné ce champ avec celui fourni par le programme
statique pour une plaque circulaire de rayon Rg <1(fig. 3-13); en appelant Pyym
la pression moyenne obtenue dans ce dernier cas et en posant (1-Rp)/H = m entier,
nous aboutissons a :

2 2

g =3 {(m+1)- ?-m (m+2) + (%J mim + 1)(m + 2) , (am gy f (%9) } (34)

3 o

~

ol Pymest Ta pression moyenne donnée par le programme statique axisymétrique.

Les tableaux 3-2 et 3-3 récapitulent 1'ensemble des résultats obte-
nus pour 1/H variant de 1 a 10. Dans le cas 1/H = 2, nous disposions donc avant
essais des résultats semi-analytiques suivants, avec p = F/S.C pression moyenne
sur 1'échantillon :

MISES : 2,23 < P < 3,22 TRESCA : 2,87 < b < 3,33

Les programmes P1 et le maillage de la figure 3-20 comportant 24
tétragdres (& champ linéaire) résolu sur 1'I.B.M. 3033 U8 du C.N.U.S.C., condui-
sent aux résultats suivants

MISES : p » 2,143
TRESCA: p » 2,151

Avec le méme maillage, mais avec 24 tétraeddres (a champ constant)

par cube soit 48 tétraedres au total, et les programmes P2 :

MISES : p > 2,312 temps CPU t =27 s (m=6)
TRESCA : p » 2,374 t = 45s (250 lignes, 18855 col.) (n = 35, m = 12)
Ces résultats confirment encore une fois la nécessité de disposer de
surfaces de discontinuité en o aussi nombreuses que possible. Nous avons pu aller

plus loin avec le programme Mises P2 en utilisant la symétrie.par rapport au plan
médian et le maillage de la figure 3-21a 192 tétraédres :

MISES : p » 2,49 t =24 mn (1358 lignes et 5953 c olonnes)

La post-analyse donne également p 3 2,494 pour le critére de Tresca.
Plusieurs essais avec Tresca P2 et des maillages plus fins n'ont pas donné mieux,
si bien qu'il vient finalement dans le cas présent :

MISES : 2,49 p < 3,22 et TRESCA : 2,494 p < 3,33
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Rappelons qu'en axisymétrique pour Ry/H = 2 et des maillages fins,
nous avions :

MISES : 2,365 ¢ p < 2,802 et TRESCA : 2,596 ¢ p < 3,11

b) Fondation carrée de c6té B sur une couche de sol d'épaisseur H=B/2

Les interfaces sol-fondation et sol-substratum sont rugueuses ou
collées (a adhérence maximale) et les matériaux de MISES ou de TRESCA. Les valeurs
analytiques disponibles résultent de celles de [ 60] , soit

MISES : 4,32 <p <5,71 et TRESCA: 5¢ pg 5,71

Le prolongement des champs du programme P2 est assuré horizontalement
en assurant la continuité au dela du maillage avec le champ uniaxial horizontal
o, = 1,683C pour MISES (1inéarisation: v3 >~ 1,683) et 2C pour TRESCA. Dans ce
qui suit nous considérons d'abord le probléme de MISES puis celui de TRESCA, en
utilisant les programmes Pl et P2 dans chaque cas.

# Sur le maillage de la figure 3-221e programme Pl donne p > 4,263
(t=8mn - 745 lignes, 3411 colonnes).

# Syur le méme maillage le programme P2 conduit & p > 4,47 (t= 40 s
- 353 lignes, 1489 colonnes).

Lagrille de 1a figure 3-23, traitée avec le seul programme P2 améliore cette valeur:
p> 4,636 (t = 27 mmn - 1555 Tignes, 6697 colonnes)

Mais si 1'on considére de nouveau le maillage de la figure 3-22 pour
H = V3 B/2 on obtient alors aprés analyse du champ:
P> 4,682 pour MISES et 4,722 pour TRESCA.
Ce résultat, qui montre 1'influence de l1a position angulaire des discontinuités,est
également valable pour H = B/2.

Critére_de TRESCA

* Maillage figure 3-22,programme P1 (n =25 , m = 8)

Valeur brute ﬁbrut > 4,60 , et aprés correction p » 4,07
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Fig. 3.23. : Méme probleme : maillage a 180 tétraedres.
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# Méme maillage, programme P2 ( n =35 , m = 12)

Popyt > 4:868 > P > 4,489 (t =505 - 232 lignes, 18848 colonnes)

Si,comme ci-dessus,on dilate H jusqu'a v/3 B/2 on obtient :
Porut 2 5,115 = P > 4,846
Des essais sur maillage plus raffinés mais n'incluant pas ceux ci-dessus n'ont pas
comme dans le cas précédent amélioré les valeurs précédentes. Aussi peut-on con-
clure dans le cas H/B = 0,5:

MISES : 4,68 < P < 5,71 contre 4,32 ¢ P < 5,71

TRESCA: 4,846 < P < 5,71 contre 5 ¢ P < 5,71

initialement.

c) Fondation sur sol semi-infini

Nous avons adopté dans ce cas un prolongement visant a assurer le
raccordement avec un champ,d une (ou plusieurs) "jambe" d'inclinaison
variable ,inspiré du champ analytique donnant P >5 en déformation plane. Nous ren-
voyons d ce sujet & la partie tridimensionnelle anisotrope dont le cas. présent est
un cas particulier. '

3.3.5. - CONCLUSION

Critére de MISES :Les résultats du programme P2 démontrent une fois
de plus 1'efficacité des discontinuités en contrainte méme si, pour en augmenter
le nombre, on restreint la classe des champs décrits dans 1'@lément. Que ce soit
en version champ linéaire, ou en version champ constant,le programme semble diffi-
cilement améliorable sous sa forme actuelle, méme vis-a-vis d'une formulation non
linéaire. Par contre les essais que ncus avons effectués avec DECOMPSX a LOUVAIN
[ 94 ] doivent étre, a notre avis, poursuivis si 1'on veut & court terme consi-
dérer des problémes moins agréables que ceux que nous avons traités jusqu'ici. Le
programme P2, actuellement sous forme adéquate pour une décomposition récursive;

nous semble tout indiqué d'autant plus.que celle-ci s'appuie.sur une décomposition
mécanique.

Critére de TRESCA : Méme si certains résultats sont satisfaisants,
i1 demande d'introduire trop de colonnes pour chaque point ol 1'on impose le cri-
tére, si 1'on veut que la post-analyse donne une valeur corrigéé proche de la va-
leur brute. Les essais systématiques que nous avons effectués nous ont amené a
choisir 35 facettes réparties dans trois octants contigus, avec 12 sécantes pour
linéariser le cercle de TRESCA, soit, aprés dualisation 35 x 12 = 420 colonnes
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par tétraédre pour le programme P2. I1 est clair qu'une étude compiémentaire a
1'aide d'un simplexe "manuel” signaiant les 1néquafions redondantes doit pouvoir
descendre ce nombre & un niveau raisonnable. Un premier essai dans ce sens a été
réalisé dans le programme P2 qui détecte, par calcul du produit scalaire dans lR6
de 1a normale & 1'un des plans (32) avec toutes les autres, les inéquations équiva-
lentes ou trop peu différentes, soit un gain d'environ 50 colonnes sur 420.

Si 1'on veut que ces programmes de TRESCA soient, numériquement par-
lant, du niveau de ceux de MISES (31 colonnes seulement par point ), ce travail
est indispensable. Un bon niveau serait de 100 colonnes par point puisque la for-
mulation TRESCA comporte moins de lignes qué celles de MISES.

Sur ce plan, la représentation géométrique du critére de TRESCA ex-
primée en contraintes non principales ne manquerait pas d'intérét, méme dans le

cas isotrope.






DEUXIEME PARTIE

MATERIAUX ORTHOTROPES DE REVOLUTION
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CHAPITRE I

LOIS DE COMPORTEMENT DES MATERIAUX PLASTIQUES ANISOTROPES

Dans ce chapitre, nous rappelons la théorie de BOEHLER sur le comporte-
ment des matériaux plastiques anisotropes, dont un cas particulier est la
théorie simplifiée de BOEHLER - SAWCZUK, qui nous permettra de définir les
critéres de plasticité convexes utilisés dans la suite. Pour un exposé plus
complet, nous renvoyons le lecteur & [79] [62] [63] [78] [123] . Les coefficients
d'anisotropie intervenant dans les critéres de plasticité seront ensuite in-
terprétés mécaniguement au moyen d'essais de compression simple et de cisail-

lement pur.

t.t - Théorie des représentations des fonctions tensorielles anisotropes

Soit la loi de comportement définie par :
T = F(0, V) (1)

ol T et D sont des tenseurs symétriques du second ordre et les Vk des argu-

ments additionnels vectoriels ou tensoriels.

Cette relation tensorielle assure l'invariance par changement de repere
et doit vérifier le principe d'isotropie de l'espace, ce qui exige (cf. [123],
(124 1) que la fonction F soit isotrope par rapport & l'ensemble de ses argu-

ments, soit :
vq €0 : F(D, V) =F (o, vk) (2)

ol 0 est le groupe complet des transformations orthogonales et F, D, Uk les

transmués par Q de F, D et Vk'

La théorie des représentations des fonctions tensorielles [78] donne la
forme la plus générale de la loi (1) vérifiant (2),sous la forme d'une combi-

naison linéaire de tenseurs symétriques du 2éme ordre Gi invariants dans O :
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T=a. G.
i1

(3)

Q. =(!.l (Il, cee 9 Ip)

Les Gi sont les tenseurs générateurs et les coefficients a. sont des fonc-
tions scalaires des invariants de base I;, ... , Ip des arguments de F. Ces

invariants forment la base fonctionnelle des arguments de F.

La représentation (3) est irréductible si la base fonctionnelle est irré-
ductible, c'est-a-dire aucun de ses éléments ne peut s'exprimer comme fonction
a valeur unique des autres invariants et si aucun des Gi n'est combinaison

linéaire (a coefficients ai) des autres.

Soit maintenant S le groupe d'invariance des arguments additionnels \Ik de
F. La fonction F, isotrope par rapport a l'ensemble de ses arguments, est ani-
sotrope par rapport a D, S caractérisant le type d'anisotropie. Par suite (3)
est une représentation de la fonction F anisotrope par rapport & D. Nous ren-
voyons & [63] [B83][84] pour un historique de la théorie des représentations,
qui ont été établies dans le cas anisotrope et pour les fonctions F guelconques

par BOEHLER [63, 78] .

Dans le cas de l'orthotropie de révolution, seul envisagé dans ce travail,
d'axe privilégié T, le groupe d'invariance S est engendré par les symétries
R1, R2, R3; par rapport aux plans du repeére orthonormé d'axes 31,'32, 33, et
les rotations autour de 31. En prenant comme argument additionnel le tenseur
M=0) @, la représentation irréductible de T est obtenue en considérant la

base fonctionnelle :
2 3 2
(¢,r Dy tr D, tt D, tr MD, tr MD )
et les six générateurs linéairement indépendants :

2 2 2
(1, m, D, D +DM, D, MD +D M)
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1.2 - Application au milieu parfaitement plastigue orthotrope de révolution

o 47 PRP . s . >
Considérons un milieu continu orthotrope de révolution autour de u;,
parfaitement plastique, a 1'écoulement initial. La représentation irréduc-
tible de la relation entre o, tenseur des contraintes, et v, tenseur des

vitesses de déformations, est donnée par :

o= al+a;M+ ay+ oM+ uM) + au? + ag(Mv? + v2M)

(4)
o= a; (tr v, tr v2, tr v3, tr Mv, tr mv?)
Pour obtenir la loi d'écoulement plastique, BOEHLER [79] utilise la con-
dition d'homogénéité d'ordre zéro par rapport au temps, ou par rapport & v qui

est la seule variable cinématique :

A0 y=0 sido 40 (5)
LY, 9V

La représentation (4) peut se mettre sous la forme de relations entre les
invariants mixtes de (v, M) et de (o, M). Du fait de (5) il existe donc une
relation entre les invariants mixtes de (0, M) qui constitue la forme la plus

générale du critére de plasticité :

f(tro, tr o2, tr o3, tr Mg, tr Mo?) = O (8)
La regle d'écoulement est obtenue en inversant (4) et en utilisant (5)

(cf [63] ). Elle est donc indirectement reliée au critére de plasticité (6)

et n'est pas nécessairement celle du matériau standard, qui en est un cas par-

ticulier.

1.3 - La théorie simplifiée de BOEHLER - SAWCZUK

Cette théorie [79, 62 ] est basée sur la définition du tenseur transformé O
défini par :
0 =A0o (7)
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ol A est un tenseur du guatrieéme ordre, dont le r8le est de décrire 1l'aniso-
tropie du milieu en considérant celui-ci comme isotrope, a condition de rem-

placer 0 par O dans la loi de comportement (isotrope).

Dans le cas du milieu orthotrope de révolution, les symétries matérielles
et la condition de passage continu au cas isotrope ramenent a trois le nombre
de composantes indépendantes de A. Relativement au repére privilégié du maté-

riau d'axe d'orthotropie uy , ce tenseur est représenté par :

@ 0 0 O Oo0 O
oY o o o0 o
o0 Yy o o0 o
o 0 o @é o o matrice tronquée (8)
oo o o 0
2

o 0o O o o By

2

en rangeant lignes et colonnes dans 1l'ordre 11, 22, 33, 12, 23, 31.

De (8) on déduit 1l'expression de G en fonction de ¢ [63]:
0=A0 =((a+7vy-2B)trMo) M+ yo+ (B - v)(Mo + oM) (9)
avec M = uim uy

Cette théorie simplifiée est un cas particulier de la théorie générale
[63] . En effet, la loi de comportement de la théorie simplifiée est repré-

’ . . y4 .
sentéee par la forme guasi lineaire en v :

0 = b1 + W
(10)

wi = wi (tr v, tr v?, tr v?)
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d'od, d'aprés (7):

c= VY _ A 1I +¥; A 1v (10)
R R ¢ NN Y G A B e Y (11)
y © a Y © a Y B
*‘17“’1”(1?"1?'”’1(”””‘")

La restriction au cas quasi-linéaire en v dans (4) donne :

o= oI +aM+ v+ az(Mv + uM)
(12)
a; =, (tr v, tr v?, tr v, tr Mv, tr Mv?)
Ainsi, (11) apparait bien comme un cas particulier de la théorie géné-

rale.

La relation (5) appliquée a (10) conduit au critére de plasticité sui-

vant pour les matériaux orthotropes de révolution :
f(tro, tr 0%, tr 6%) =0 (13)
En utilisant (9), on vérifie, en remarquant que M est idempotent, que

(13) est bien un cas particulier du critére le plus général défini en (6).

1.4 - Application de la théorie simplifiée & la généralisation des critéres
de MISES, TRESCA et COULOMB :

Nous allons donc remplacer O par O donné par (7) dans l'expression des
critéres isotropes que nous voulons généraliser au cas orthotrope de révolu-
tion. Cette symétrie parait d'ailleurs bien vérifiée par les argiles conso-

lidées in situ ou en laboratoire [113][114] .
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Le critére de MISES généralisé devient (cf. [83] » [78] et aussi [79],
[62] ol il s'obtient comme cas particulier du critére de MOHR - COULOMB) :

=02 52 =9 _5 L 5
tr(o”) = 2k avecoj j= i 3 Bij tr © (14)
Lorsque les trois coefficients a, B,Y sont égaux a 1, on retrouve le
critére de MISES isotrope. D'autre part, tra intervenant dans les arguments,
1'écoulement plastique peut intervenir par compression isotrope, phénomene

vérifié expérimentalement en [115] [116] sur une roche anisotrope.

De la méme maniére, nous obtenons le critére de TRESCA - COULOMB par :
|G, - 0. € 2k cos ¢ + (Ei + Bj) sind ietj=1a3 (15)
ol 51, Bj sont les valeurs principales de 0.

De manieére équivalente, (15) s'écrit :

|T|] s k+ 0, tgo sur toute facette au point considéré, (18)

2 2
- _ 2
avec G = G;5ny Ny et |T]= ((olJ 3 ) + (olJ ; t21) ) (17)

Les 1nd1ces i et j sont ici relatifs aux axes du repere pr1v1leg1e d'ani-
sotropie, et n, %1, %z sont les vecteurs unitaires normal et tangents du repe-

re orthonormé attaché a la facette sur laquelle on impose (16).

Les coefficients a, B, Y de chacun des deux critéres (¢ = O donnant le
critére de TRESCA) s'obtiennent par des essais en compression simple et en
cisaillement pur. Si 6 est l'angle de la direction de compression simple avec
1'axe privilégié, la résistance en compression simple Re pour le critére de

MISES généralisé [63] est donnée par @

2 2 |
= v3k/((acos?8 + ysin?8) + (3B - ay) sin26 cos?6)? (18)
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Celle relative au critére de TRESCA - COULOMB généralisé s'écrit :

Re _ 4k cos ¢ si B% < ay (19)

(1 - sing) (s + t)

_ 2k cos ¢ si B% > ay (20)
0 "t - s sind

avec acos?0 + ysin?8

[}
|

|
t = ((acos?8 - Ysin29)2+ B2sin228)2 (21)

Ainsi, en ce qui concerne le critére de MISES :

o =V3k/R_ et Y =v3k/R (22)
o 90

et celui de TRESCA-COULOMB

a = 2k cosbd ot

(1 - sing) R

y = 2k cosd
(1 - sin¢) RQD

(23)

0

La détermination préalable de ¢ est nécessaire pour déterminer a et Y ;
grice a un essai triaxial classique sur un échantillon cylindrique d'axe
paralléle a l'axe privilégié, on l'obtient par la formule suivante :

Rag R gg

sing ( (a -R)) g—+p)=(a-R) 3 -p (24)
(o] (a]

ol a et p, avec a > p, sont respectivement la pression appliguée en téte de

1'éprouvette et p la pression non nulle latérale.

La résistance en cisaillement pur C,g est définie par un état de con-
traintes plan, dont les axes principaux associés aux valeurs principales non
nulles # 845 sont dans le méme plan que l'axe privilégié, et a * 45° de ce
dernier. 645, qui est également la contrainte tangentielle sur la facette per-
pendiculaire & 1l'axe privilégié, permet d'obtenir B :

Critére de MISES R = k/C45

Critére de TRESCA-COULOMB B = kcosd /C45
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L'essal en cisaillement pur n'étant pas évident a réaliser pour certains
’ 3 . . . . \ 0
sols, on pourra determiner aussi JB par un essai en compression simple a 45 ,

par exemple,en utilisant (18) pour le critere de MISES.

En ce qui concerne le critere de TRESCA - COULOMB, l'expression (19)
(20) de R45 n'est pas unique si B? différe de oy . En temant compte de la
symétrie du matériau et de la forme du critére en contrainte plane, la for-

mulation suivante donne le résultat cherché, connaissant a, y et ¢ ¢

|
_ 2 212 _ 4k cosd
Posant & = ((a - v)% + 4B?%) et Rc = To s ) (T = sing)

- 4k cosé

8 : + (@ + y)sing si R45 < RC
45
a 26)
_ Bk cos¢ . (
=T sinaiR, (PT) siRs > R

45

Rc n'est autre gue la résistance obtenue guand B2 égale ay.

1.5 - Remarques et conclusion

Nous pouvons observer que le cas ou B? est égale & ay joue un rdle par-
ticulier. En effet, les expériences de BOEHLER [79][62] sur une argile ani-
sotrope saturée, de BONAZ [114] et de LEFEVRE et BOEHLER [83, 84] montrent
que les argiles saturées consolidées vérifient bien cette égalité. Dans la
pratique, les argiles naturelles sont d'ailleurs en général consolidées, du
fait de l'existence antérieure de couches sédimentaires enlevées par 1'éro-
sion, par exemple. En outre, les résistances en compression simple des ma- -
tériaux de MISES et de TRESCA deviennent alors proportionnelles. Ces remar-
ques renforcent 1'intérét des résultats énoncés au chapitre suivant, préci-

sément dans le cas B2 = ay.
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En fait, et pour conclure, il nous parait nécessaire pour bien carac-
tériser le comportement plastique du matériau de réaliser des essais plus
complexes, non forcément homogenes. Dans ce dernier cas, l'utilisation con-
jointe des programmes éléments finis statigue, décrit dans cette deuxieme
partie, et cinématique (cf. [30]), _serait intéressante. Une premiére
tentative dans ce sens, réalisée sur une éprouvette de traction en contrain-

te plane, est décrite au chapitre 4.
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CHAPITRE II

ANALYSE LIMITE ET MATERIAU ORTHOTROPE DE REVOLUTION

Les matériaux standards que nous considérerons dans la suite obéissent
aux critéres de plasticité définis au chapitre précédent par la théorie
simplifiée de BOEHLER-SAWCZUK. Dans ce chapitre nous appliquons la théorie
de 1'Analyse limite a ce type de matériau, puis nous en étudions les con-

7 . 7 .
sequences sur le plan analytique et numerique.

2.1. APPLICATION DE L'ANALYSE LIMITE

Le critére de plasticité g du matériau est défini a partir du critére

isotrope f par :

g(o) = f(0) avec 6 = A0 tel que 5i5= Mja O (1)
ol Aijkl est le tenseur d'anisotropie de la théorie simplifiée , d'ol :
Ox = an Oy = YOy OZ = YOZ
(2)
Txy = BTxy Tyz = YTyz Txz = BTxz

dans le repére Oxyz, ou Ox est l'axe privilégié du matériau.

Rappelons que pour le matériau isotrope standard de critére f nous

avons

af (o)

v P.A30lu = A , f(o)=0, A20 (3)
ij a0,
ij
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et la puissance dissipée s'écrit par unité de volume, pour o et v

associés par (3) :

Oi5Viy = Y (v) (4)

Dans le cas anisotrope le critére g est convexe puisque 1'opérateur A
défini par (2) est linéaire. Le tenseur vitesse de déformation v sera P.A.

s'il existe ¢ tel que :

dg(o) af (o (o)) 23 akl
.= A = A . , g(o) =0, Az0 (5)

V.
lJ —
aoij Bokl Boij

Du fait de (2) il vient

3f (o)
Vi = au(i,j) — avec u(i,j) défini a partir de (2)

Boij (sans sommation sur i et j)

La relation (5) est équivalente a :
_ af (o) _
.= A ——— f(o) =0, Az 0 (8)
] 33, .
1]
_ _ v
od v, ., est défini par v, . = J
ij 1]
u(i,j)
Ainsi la puissance dissipée dans v s'écrit-elle,
"(V)zoij Vij = ‘J(l,J) Oij Vij /u(lQJ)
= 0..V,. = ¥(U) (7)

Y
%3 Vij
avec v associé a ¢ selon (B).

Le caractére formellement identique de (3) - (4) et de (6) - (7) montre
quela condition P.A.pour ¢ et v et la puissance dissipée dans v pour le
matériau anisotrope s'obtiennent directement a partir de leurs expressions

correspondantes du cas isotrope en remplagant simplement ¢, v par o,v dans

ces derniéres [29].



- 113 -

De méme peut-on écrire pour ¢ et v associés par (5)

0 wo* P.A. (c.a.d. f(o*) = 0) (8)

N
Ql
i
Ql
<|
1%

Si les conditions aux limites s'y prétent (par exemple donnée de 5n =
composante normale du vecteur "contrainte" issu de & en un point de la
frontiére) ainsi que les conditions d'équilibre, on peut donc étendre cer-
tains théorémes d'unicité disponibles en milieu isotrope sur le champ o
donc sur o. En outre, si le couple (0, v) est solution du probléme aniso-
trope vis-a-vis du critére g, (8) montre que g et U sont associés vis-a-vis
du critére isotrope f et ont donc leurs directions principales confondues.
D'aprés (2) et (6) ¢ et v ont alors, en général, des directions principales

différentes, propriété caractéristique des milieux anisotropes.

Le domaine des vecteurs contraintes P.A. relatifs a une facette en un
point du milieu peut-&tre déterminé soit par projections soit par calcul
direct & partir de la surface de charge obtenue dans chague cas de symétrie.
Nous choisissons le second procédé pour déterminer ensuite, en déformation
plane, la forme des lignes de glissement admissibles pour les criteres de
MISES et TRESCA-COULOMB. Le lecteur intéressé par la premiére méthode trou-
vera en [ 30 ) plusieurs exemples d'application en ce qui concerne les cri-
téres de MISES et TRESCA.

2.2, CAS B2 = ay : CORRESPONDANCE ISOTROPE-ANISOTROPE

Dans ce cas, a deux paramétres d'anisotropie indépendants, il est
possible d'obtenir des solutions pour le probléme anisotrope & partir de
solutions isotropes connues. Considérons, pour fixer les idées, le probléme
d'une fondation superficielle sur un matériau anisotrope non pesant, que
nous désignons dans la suite par fondation anisotrope pour abréger.Le pro-
bléme, symétrique par rapport au plan Oxy ol Ox est l'axe d'orthotropie,
est représenté sur la fig. 2-1 (a). Le critére du matériau est dérivé du

critére isotrope a 1'aide de (1).

Associons au probléme (a) le probléme fictif isotrope de la fig. 2-1 (b,
dont la géométrie est définie dans le repere orthonormé O'x'y'z' par l'ap-

plication £ définie par :

x=/?x' y=/o-ty’ Z=/&Z’Hm=£m(M') (9)
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et la cinématique déduite de celle de (a) par

U, (M) = u'y (') . 'y . ;
z

u (M) =u', (M) . yo |avec (10)
y Y X!
m' y’
u, (m) = u;, (m) v/a z'

On peut alors montrer aisément que :

vt (M') = v (M) (11)

.
.

En effet, par exemple pour v'x,

au;,(x',y',z‘) (19 1 dug (xsy,2) (9 1 du, (M) ax
— —_

v', = : -
x ax' vy ox' 'y 9x ax'

1 du_ (m) v, (m)
- X = = V. (X,y,2)
o ax V] x

I1 est clair, d'aprés la remarque du paragraphe précédent que toute
solution v' P.A, pour le milieu (b)-conduira @ un v P.A, pour le matériau
anisotrope de (a) et vice-versa. De plus si N’ et U sont deux vecteurs
position et vitesse de déplacement on peut remarquer que :

> 1 >

oM. o (o'm'.ur) (12)

ay
ce qui entraine que Ué est perpendiculaire a la surface libre en (b).

Par contre l'application linéaire bijective (9) n'est pas conforme.

Dans notre cas a la fondation isotrope carrée correspondra pour un 6
a

= donné fig. 2.1

donné une fondation anisotrope rectangulaire de rapport

et inversement.
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Soit donc V' le volume transformé de V par (9) et considérons le
systéme anisotrope (a) : ce probléme comporte un parametre de charge-
ment qui est la composante F parallelement a Eo de la force appliquée,
d'od s
(U(x,y,z,)) dv

F. U SV (X’Y9z,)) av. =/

=f T, fom.
[e] \ anls v 180

et d'aprés (9) pris comme changement de variables et (11) :

- ! 1 1 ! | - 1 —
F U, _‘(/' Mo (V' (x'hy',2")) J dV'= T P' avec J = Y (13)

ol P' est la puissance dissipée dans le mécanisme isotrope.

Or le probléme (b), isotrope, possede en milieu de Tresca, une solu-
“tion cinématique connue [ 60 ] de sorte que l'on peut alors écrire pour

cette solution :
| B ] 1 1 1 1 — 1 1
P _J;,Wiso (v (x',y',z')) dV' = 5,71 k U o 5 (14)

Rapprochant (13) et (14) nous avons :

F U0 =J 5,7 k Ué S' et si l'on pose p = F/S
1 1
527 571k Y% °
u s
o

En remarquant qu'en (b) tgé = Y cotg(8) , de (9) et (10)
V o

L. . 1 sin? 6 cos? 0.3
T :
on déduit finalement, avec U' = U_ T ( Y + 3 )

s 2 2 |
et S' = S 1 (84N 8 , cos 6)5

/o Y a
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2 2
5= 5,7 K( Stb 6 , _cos 3] ) (15)

P a

Le raisonnement reste valable en présence de surfaces de disconti-
nuité de vitesse de déplacement. En effet, la contitionP.A. et la puissance
dissipée le long de telles surfaces s'obtiennent en considérant celles-ci
comme limites pour h tendant vers zéro de zones minces continues d'épaisseur
h' ol existe un champ de vitesse de déplacement P.A. a dérivées partielles
continues. Celui-ci, par suite de la faible épaisseur, est constant paral-

l1élement & un élément de cette surface.

Or les applications (9) et (10) sont linéaires et bijectives. Dans
1'élément de zone mince image par (9) d'épaisseur h', le champ de vitesses
déduit de (10) sera également & dérivées partielles continues, constant
le long de cet élément et h' tendra vers zéro comme h. Ainsi & un champ
de vitesse P.A.d'un c8té correspondra un champ de vitesse P.A,de l'autre
cOté et le résultat précédent se conserve que le champ de vitesses soit

continu ou non.

Si le probléme ne comporte pas d'interface autre que collée, les
relations (9), (10) établissent, compte tenu de la remarque précédente,
une bijection entre les solutions cinématiques des problémes (a) et (b).
Si la solution exacte de 1'un des problémes est connue on obtient donc

la solution exacte pour l'autre.

En présence d'interfaces différentes,le résultat fimal, type (15),
est au moins une borne supérieure pour le probleme anisotrope (a) pourvu
que le matériau constitutif du systéme soit le méme. Le probleme,en fait,
est que les interfaces utiliséesen pratique sont isotropes et ne sauraient

1'étre en (a) et en (b) aprés la transformation (9), (10).

La transformation (9) présente une certaine analogie avec celle
définie en [ 57] pour le calcul global d'une borne cinématigue pour
une plaque anisotrope. En effet, quand 6 = 0 en (15), on obtient le
méme type de relation entre les valeurs isotropes et anisotropes qu'en
[ 67 ]. Par contre (10) donne des informations locales sur les champs
de vitesse pour tout 6 , de méme que (16) pour les contraintes comme on

le verra ci-apres.
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TRANSFORMATION SUR LES CONTRAINTES

A chague point M du milieu (a) affectons le tenseur contrainte o(M)
déduit de celui de la solution isotrope en M' par l'application linéaire

et bijective £, suivante :

(16)
o (M) = o (M)/a oy(m)= oy’.(m')/v a, (M= o, (M) /y

o (M) =L (a” (m'))

rxy(m) = T;.y.(m')/B T,,= T (M)/y T, =1, ,(M")/B

yz 'y xz x'z!

Le critére s'exprimant en chaque point M de (a) parfiso(a(m))é 0 il
s'ensuit que tout tenseur P.A.dans le milieu isotrope, oU les variables
mécaniques sont justement o”(M') = 6(M) et v'(M') = v(M), conduit

a un tenseur P.A.pour le milieu anisotrope (a) et vice-versa.

Le but recherché étant de déduire des solutions anisotropes des
solutions isotropes non forcément limites, il faut vérifier que o(M) est

statiquement admissible en (a) si o”(M') 1l'est en (b).

Tout d'abord (M) vérifie les équations de 1'équilibre indéfini sous
réserve de modifier la valeur et la direction de la force de pesanteur
guand celle-ci n'est pas nulle. Supposons, en effet, que celle-ci fasse
un angle X par rapport & l'axe privilégié Ox dans le probléme (a). Soit X|
déterminer, l'angle correspondant avec 0'x', et une solution statique
(

4

a dé
o’(M') en (b). Nous pouvons écrire pour ce milieu :

’, ’ ’ ’, ’ ’
To

. . = g .,. .= P
9%13,3 Ty y'3sJ y 9213, z! j=x"',y' et z! (17)

od I'", & déterminer également, est le poids volumique.

D'aprés (16) et (9) on peut voir que les équations d'équilibre en (a), &

savoir
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o . .=1T o . .=1T o . .=7"T i =
xjsi = ' x yisi oy 2j,j "tz J T xyetz (17)

seront également vérifiées si 1'on pose dans le cas général :
I; =T X o= T wa T, =T Ve (18)
Dans le cas de la figure 2-1, on obtient ¢
- L Id A ¢ - L ,
I’ = T vay(acos®X +ysin®x )2 , ' =T &3/—-( v.cos2X'+ o sin2x)2,tg X’= \/—Y—th
o

Si la force de pesanteur est verticale en (a) (X= - 8), elle ne

sera pas perpendiculaire a la surface libre en (b) sauf si ® =0 ou g-.

Notons également que la transformation (18) est l'inverse de celle

définie par (10) de sorte que :

[Toav= /B0y = f gy 3
v v v

D'aprés le théoréme des puissances virtuelles on voit d'aprés (13)

et (14) que 1l'on peut écrire dans le cas présent :

. 1 | - 1t "’t,v
FUO+JfU'I‘u'd\/ Jp_J(FuD+fV'?ud\/)

51 ( sin’ & _ cos® 8 )

[ — ot Py
d'ou FU0 =JF'U o et p v ~

Cette formule ne signifie pas que p est indépendant du poids pour
un matériau du type de Tresca ; en effet, dans le probléme isotrope (b)
p' en dépend car la force de pesanteur n'est plus en général perpendicu-

laire & la surface libre (cf la condition d'existence en 6 énoncée plus
loin).

Si la solution isotrope comporte des surfaces de discontinuité en con-

traintes, on peut remarquer gue les conditions de saut peuvent &tre obtenues
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considérant un élément de cette surface comme la limite, pour h' tendant
vers zéro, d'une zone mince continue d'épaisseur h'; dans cette zone le
champ de contraintes & dérivées partielles continues et en équilibre,
exprimé dans le repére A', t! , %5 attaché a 1'élément de surface, est

alors constant parallélement a cet élément.

A cette zone, comme en cinématique, correspond en (a) une zone mince
continue d'épaisseur h. En affectant 1'élément de surface image d'un repere

> > > . o s
n, t;s t,, on constate que l'application composée définie par :

19
o G o()

_— T,
(x",y',2") (x5y,2) (n,t,,t,)

0 =1
o v (16)

(nt,tr,tr,) T

ol B’'et G expriment la transformation du tenseur contrainte par change-
ment de repére, est linéaire et bijective. Par suite le champ de contraintes
image est également & dérivées partielles continues, constant le long de

1'élément de ligne image, et en équilibre d'aprés (17).

Puisque h tend vers zéro comme h' d'aprés (9) les conditions de saut
seront donc vérifiées le long de la ligne de discontinuité du milieu aniso-
trope si elles le sont pour le milieu isotrope, et vice-versa car les
transformations utilisées sont inversibles. Ceci montre également que les
conditions aux limites en contraintes seront également vérifiées avec des
valeurs fixées a recalculer éventuellement par (18) si elles ne sont pas
nulles. En annexe I nous avons developpé ces différents calculs dans le

cas de la déformation plane.

Ainsi, pour le probléme nonpesant gque nous avons pris en exemple, on
peut montrer, en utilisant (19) et la solution statique isotrope de SHIELD,
que la pression limite est encadrée par :

. 2 s 2 2
5 sin© 6 < 5 5 71 sin‘ 6 cos® 6
( - - Plim 71 ( 7 — ) (20)

A

Le calcul montre d'ailleurs que le vecteur contrainte (de composante

normale p)n'est plus paralléle & UD si O est différent de O ou ;%ra comme

on pouvait s'y attendre .
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Une conséguence importante de (9), (10) est gqu'il ne peut exister,
pour les matériaux anisotropes homologues de matériaux isotropes & cri-
tére indépendant de la pression moyenne, de solution autre que celle

m . . . e e s
55 si le massif est semi-infini.x

non pesante si 0 est %+ 0 ou
En effet, dans le probléme qui nous occupe ici, la transformation
(18) sur le poids fait que celui-ci n'est plus perpendiculaire a la
surface en (b) (fig. 1-b). Le mécanisme plan de la fig. 3-b (chapitre 2,
1ére partie), modifié pour transformer le talus en pente (A = g.-a)
est alors applicable et sa conclusion montre gue [’ , et par suite I,
est nécessairement nul. De plus, si 82 différe de ay , on peut pour un
angle 6 donné et en multipliant o et Y par un méme facteur, ou en dimi-
nuant B , inclure le domaine des contraintes P.A.(B #ay) dans un domaine
plus vaste tel que B; =ay, . Le résultat précédent valable pour aO,BO,YO
est une borne supérieure pour le probléme initial pour une valeur quel-
conque fixée de F. Ainsi pour un massif semi-infini pesant, l'axe privi-
1égié doit nécessairement &tre vertical, ce qui justifie le fait que
1'on se trouve dans ce cas en mécanique des sols dés que les dimensions
du milieu (homogéne) sont suffisamment grandes. Dans ce cas, d'aprés (18)
et comme en isotrope, le chargement limite ne dépend pas de T .
En ce qui concerne les matériaux du type COULOMB la condition a’s ¢
(cf mémes renvois) en milieu isotrope aboutit & des conditions d'existence
en B8 de solutions pesantes fonctions de a, B, Y et ¢. Ainsi dans le cas
de la figure obtient-on, en calculant en (b) l'angle o’ de la surface libre

avec la perpendiculaire & la direction du poids I'", la relation suivante :

—%—- %E%—I— sin26| s tg ¢ , S [U, ﬂ/Z]

4 . . - -~ . -~
Un vérifie bien que ¢ = 0 entraine 8 = 0 si a # Y. Le méme raison-
nement gue ci-dessus montre que cette condition nécessaire d'existence

tient toujours si B? différe de ay.

* Autrement dit, le convexe des chargements (B,F) licites est alors un

segment porté par l'axe des p.
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Cette relation isotrope-anisotrope, valable quelque soit le critere,
n'enléve cependant pas de son intérét a la méthode statique éléments finis,
particuliérement si 6 est différent de zéro ou de 30 degrés. En effet, partant
d'un’ probléme anisotrope donné, le fait que la transformation (9) ne soit
pas conforme entraine que le probléme isotrope correspondant n'a plus la
méme géométrie et n'a donc pas forcément de solutions connues. Elle est
méme complémentaire en ce sens que les essais bi-dimensionnels exposés
aux chapitres suivants ont montré que le maillage optimal dans le cas de
1'interface collée, déduit du maillage isotrope par (38), le reste pour les

interfaces rugueuse et lisse.

2.3. INCIDENCES SUR LA METHODE STATIQUE NUMERIQUE

A la différence du cas isotrope la forme du critére de plasticité
n'est pas indépendante du repere d'expression. Nous choisissons donc le
repére privilégié d'anisotropie ol le critére (1) & la forme la plus

simple.

Par rapport au repére géométrigue, généralement vertical, il suffira
d'effectuer une rotation d'angle 6 pour se placer dans le repére privilégié,
ce qui n'a gu'une incidence mineure sur les conditions d'admissibilité

statique.

Les interfaces que nous considérerons sont isotropes ; rappelons a
leur sujet que c'est le programme qui effectue 1l'intersection des diffé-

rents domaines P.A.définie au chapitre 1 de la premiére partie.

Au critére de plasticité doit &tre substitué le critére correspondant
de la théorie simplifiée en utilisant (1). L'influence du nombre de colonnes
étant assez faible nous utiliserons directement 1l'expression linéarisée dans
laquelle 0 est remplacé par 0 = A0: le défaut de régularité dans l'espace
des contraintes réelles de la linéarisation ainsi définie n'a pratiguement

pas d'influence si le nombre de plans (ou hyperplans) du critére linéarisé
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est suffisant, ce guli sera toujours le cas en pratique. Par contre il
pourra se produire gue certains problemes deviennent alors moins bien
conditionnés,auquel cas il conviendra d'ajuster soigneusement les tolé-
rances du code d'optimisation et d'adopter une stratégie bien adaptée au
probléme. L'expérience montre, par exemple, gu'il faut proscrire l'usage
de méthodes de perturbations de problémes trés dégénérés, alors gu'elles
sont trés efficaces dans le cas isotrope. Nous renvoyons aux chapitres
suivants pour plus de détails, en particulier dans le cas de la contrainte

plane qui a nécessité 1'élaboration de deux programmes spécifigues.

Nous avons également supprimé dans les conditions de prolongement
la nécessité d'avoir des frontiéres paralléles dans les zones rectangulaires,

afin de pouvoir optimiser les maillages car la forme de ces derniers a plus

d'influence ici que dans le cas isotrope.

Enfin, il conviendra de linéariser de maniére suffisamment fine pour
que 1'influence de l'anisotropie induite par cette linéarisation puisse
8tre considérée comme négligeable devant celle du matériau initial.
Celle-ci peut d'ailleurs expliquer les ennuis de convergence que nous
avons eu a surmonter pour certaines valeurs bien particulieres de l'an-
gle 6 dans les essais hors-axe, valeurs qui dépendent de celles des para-

métres a, B et v.

CONCLUSION

La théorie simplifiée de BOEHLER-SAWCZUK généralise un critére de plas-
ticité isotrope au cas orthotrope de révolution par 1l'introduction du tenseur
"contrainte 3". Le tenseur "vitesse de déformation" V, que nous avons défini
au début de ce chapitre, permet d'utiliser plusieurs résultats disponibles en
milieu isotrope, dont certains nécessaires & la mise en pratigue de la méthode

cinématique de 1'Analyse Limite.

Basée sur ces résultats, la relation isotrope-anisotrope valable dans le
cas particulier important B% = ay permet d'étendre au cas anisotrope les solu-
tions en contrainte et en vitesse d'un probléme isotrope transformé par affi-
nités orthogonales, et vice-versa. Ainsi pour un ensemble de problémes tels
que ceux sans interfaces (talus, pentes) ou comportant une interface collée
(poingon, éprouvette en contrainte plane, essai triaxial avec frottement

maximal...) elle fournit soit des solutions exactes, soit des bornes pour
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celle-ci. En outre le cas & interface collée peut, comme on le verra,
8tre une tres bonne approche cinématique pour le probleme a interface

rugueuse.

Les programmes statiques issus des remarques précédentes ont été mis
au point pour les criteres de MISES, TRESCA et COULOMB en déformation
plane, contrainte plane, et tridimensionnel. Dans la suite de ce travail

nous étudierons les différents problémes anisotropes suivants

- Fondation superficielle sur un sol de MISES (ou TRESCA) en déformation
plane avec différents types d'interfaces et valeurs de paramétres du

critére.

- Talus vertical dans un matériau de TRESCA et COULOMB avec axe d'ortho-
tropie vertical, les résultats cinématiques dans ce cas étant issus de

mécanismes a ligne de glissement dont nous donnons les différentes formes.

- Eprouvette de Traction en contrainte plane pour les matériaux de Mises

et Tresca et comparaison avec les résultats expérimentaux de [74,751

- Fondation superficielle carrée sur un sol de Mises et comparaison avec

les résultats obtenus en déformation plane.
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CHEFAPITRE TIII

DEFORMATION PLANE

Dans ce chapitre nous examinons tout d'abord comment se formule
le probléme général, puis nous chercherons a déterminer,pour chaque
matériau envisagé, le domaine cdes contraintes P.A. dans le plan de
MOHR afin d'en déduire grlce & la loi de normalité la forme des lignes

de glissement plastiguement admissibles dans le cas du talus.

Dans chaque probléme étudié ensuite nous séparerons le cas
B2 = ay (gui présente souvent des propriétés particuliéres) du cas
général. Le premier probleme est celui de la fondation superficielle
sur un sol de TRESCA (ou MISES), le second celui du talus vertical
dans un matériau de TRESCA ou COULOMB. Dans la suite nous désignerons
le critére anisotrope par le nom du critére isotrope dont il est issu,

sans précision supplémentaire si 1'ambiguité n'est pas a craindre.

3.1 - FORMULATION GENERALE DU PROBLEME

3.1.1 - Le critére en défecrmation plane

Nous considérons ici le cas ol le plan de la déformation plane
Oxy contient l'axe privilégié Ox du matériau : soit g(o) = 0 le cri-
tére de plasticité tridimensionnel du matériau anisotrope standard
qui devient en déformation plane, si 1l'on note OD le tenseur con-

trainte symétrigque bidimensionnel :

glo) =0, o¢€R®
gd(OD) =0 «> )
dg(o) 9g(0) 3g(0)
30 Y Y =0
z Xz yz

W~
oo

(1) est équivalent (cf. chapitre 2)
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£(3) = 0 3 8glo) __3f(@) . y-o0
30, 33, (2)
Ba(0) _ 3f(0) g.-g . 8alo) _ 3f(3)  y-g
oT 9T oT 9T
Xz XZ yz yz

B et y étant en général non nuls, on a donc

a
I
Q
Q
Ql
1
=
QqQ
It
oy
-
—~
()
-

9 (OD) = fd (OD) =0 avec

ol fd est la fonction définissant le critére de plasticité en défor-

mation plane du matériau isotrope de critére tridimensionnel f.

Si g est non dérivable en o, le calcul reste valable en utilisant

en (2) et (3) les sous-différentiels de g et f aux points considérés.

Ainsi le critére anisotrope en' déformation plane s'obtient-il direc-
tement & partir du critére isotrope en déformation plane en y substituant
0 & 0. L'identité entre les matériaux de MISES et de TRESCA se conserve
donc pour les matéiiaux anisotropes homologues. D'aprés (2) et la rela-
tion (B) du chapitre précédent on voit qu'il suffit, pour obtenir la
condition P.A. sur v et la puissance dissipée, de remplacer v par v
(et éventuellement o par 0) dans leurs expressions en déformation plane

du cas isotrope [29] L,

Afin de calculer la forme des lignes de glissement nous allons
maintenant déterminer le domaine des vecteurs contraintes (On,T) P.A.,

pour une facette quelconque.

3.1.2 - Le domaine des contraintes P.A. dans le plan de MOHR

a) Cas du critére du MISES (ou TRESCA)

D'aprés les remarques précédentes le critére de MISES [79,62] s'écrira :

(ao, - Yoy)2 + 4(BTxy)2- 4k? =0 (4)
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Dans le repére n, t (fig 3.1) ce critere devient :

T - - 2<
- annu aFotr k% =0 (

[€2]
~—

t

Ao?  + Bo?, + 4CT%+ 2D0 O
N t n

ot A, B, C, D, E et F sont des fonctions de u.

I1 définit un domaine convexe D" dans R® muni d'un repére ortho-
normé sur lesquels on porte On’ Ot’ T . Le domaine P.A. que nous cher-
chons, soit D, est l'ensemble obtenu par projection de D parallelement

a g, sur le plan (on’ On D est donc convexe, et puisque D comporte

t t)'
ladirection (A) & 1'infini, il pourra en comporter une également. En effet

I'application T suivante :
{0, 0, V21, } € R’ 3 . o, 1} eR?

est linéaire et la direction a 1l'infini dans D, si elle existe, sera

1'image par T de (4).

Or si o =0, (5) donne, en éliminant oy considéré comme un para-

. > >
métre et en posant u = (Ax, n) (fig 3.1) :

ITntI =M (8)

- 2 1
M = k (B2sin?2y + (asin?uy - ycos?u))? / (R(y cos?uy + asin?u))

asBsy €tant naturellement positifs, les deux points de l'axe 1 définis
par (6) existent toujours et appartiennent & la frontiére du domaine D

cherché.

L'application ¥ est définie par :
_ 2 s 2 sin2
o, =0, cos’u + o sin*u + (V2 Txy) ——7?FE_

_ sindy
T = - (ox - oy) =55+ (V2 T,

(7)

) cosZu
y
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Fig., 3.1. : Repere #, ¥ d'une facette en déf. plane

‘/iTxv

5 em

>
Fig. 3.2. : Définition du domaine D des T P.A.
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Nous pouvons décrire A (fig. 3.2) par le tenseur suivant, toujours P.A. :

_ I _
Oy =P 0, = =P » T, = 0, peRr (8)

qui , introduit dans (7), donne aisément :
simn2u (a - v)

t=Co_ , C-= , - 1= (Ox,n) (9)
2(ycos?u + asin?yu)

(9) définit une droite contenue dans le domaine convexe D. Par suite les

droites d'éguations :
T = 0 togx =M avec tgx = C (10)
forment la frontiére cherchée de D.

Remarquons tout de suite qu'un cercle de MOHR représentatif d'un
tenseur contrainte P.A. devra avoir tous ses points encadrés par deux
droites types (10) dépendant du point, puisque celui-ci est représentatif
du vecteur contrainte sur une facette particuliére et que (10) dépend de u
Le cercle de MOHR sera’limite si 1'un de ses points se trouve sur 1'une ou
I'autre: de ces deux droites limites. En clair cela signifie que le critere

dans le plan de MOHR n'est plus l'enveloppe de cercles de MOHR limites.

La figure 3.3 représente (10) pour diverses valeurs de U dans le cas
particulier B82=ay ol M est constant et vaut k/B ; on remarque une fois

de plus gue ce cas présente des propriétés particulieres.
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Enfin, la pente des droites définies en (9) est indépendante de B,
par suite la forme des lignes de glissement P.A. sera la méme que B? soit
éga; a ay ou non. Par ligne de glissement P.A. nous entendons une ligne de
discontinuité en vitesse séparant deux blocs rigides dans un mécanisme tel
qu'en chaque point de la ligne, la discontinuité de vitesse de déplacement
{ul est associée par la loi de normalité au critére de plasticité dans le

plan de MOHR (mécanisme P.A.).

b) - Cas du critére de COULOMB

Dans le cas isotrope il s'écrit :

)2

2 2 .
((ox - oy) + 4‘[‘xy - (ox+ Oy)81n¢ - 2kcosd = O

et en remplagant O par O on obtient le critére anisotrope :
2 2y3 :
((oac;)< - Yoy/ + (Zsrxy) )< - (owx + Yoy)smcb - 2kcos¢ =0 (11)

La frontiére de D, si elle existe, sera 1'image comme précédemment de deux

demi-droites telles que A issues de A par la transformation GE définie par :

TC =FoF, o § est définie par (7) et F par :

(A,8) —&-

(o, o, V21xy)

7%-Xk [Cotg ¢ + cos ¢. cosd] _tcotgd

OX= o
(12)
c - L Ak [cotg & - cos ¢. sind] _tcotad
Y Y Y
V2 Ty © —éz A [cos ¢. siné] , Az 0,8 ¢ [0, 2n]

(12) résulte de la résolution du systéme obtenu a partir des composantes

de AM = AAM sur le repére défini (fig. 3.4a), ce gui permet de décrire
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l'ensemble des tenseurs contraintes tels gue (11) est vérifié égal a

zéro.

Aprés calculs, on obtient finalement que 1'image B du point A (fig.

3.4b) est donnée par :

cos?y  sin?y
g = - C CDtg(b [ + ]
B: | " * ¥ (13)
. _ o gotad (1 _ 1y o2
T =-c—3 ( Y 2 ) sin?u

La recherche des pentes tg(y) optimales conduit & la résolution de

1'équation trigonométrique en § suivante :

R cos§ + Q sind =P
. 1
avec R = sind. [2( LB ) co2p , 2 ( L )]
a Y B 8 a Y
ey . 4 (14)
Q = sin¢ sin2u oy
P = sin?¢ [ 2 (L 2y, 2 A )cos2y]
B a Y 8 Q Y
d'ol les conditions d'existence suivantes :
* si B? = ay toujours 2 solutions
* si B? > ay toujours 2 solutions
. si B? < ay (15)
et
sino < (ycos?u - asin?u)? + B2sin?2u _ sinZp 2 solutions

c
(asin?y + ycos?u)? I

Remarquant que la derniére condition est vérifiée automatiquement si
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u=0ou —%— , nous obtenons les pentes optimales suivantes, quand elles

existent

tgxi = h(u,ei) i =1o0u2, €, = (-1)*

(16)
N

h(u,ei) = D; ol NU et D_sont donnés par
N= (o - Y)sin2u.H%, + ei.Zsin¢.G.&£%— (@ + ) + —%— (Y - a)cos2u
+ cos?2u (a + Y)(—%—-- E%—J] + 451n2¢sin2u(0022“ + Si$2“)2[y—a]
D= 2.H2.(ycos?u + asin?u) - €; 4(ycos?u - asinzu).G.sin¢.sin2u(a% -~%r)
- B(ycos?u + asin?u)dsin?p. T%V)z
avec :
H = a%— ((ycos?u - asin?u)?+ stinzzu)é

2 : 2 2 1
cos’y  sin u) )2

- (H2 _ <in?
G = (H sin?¢.4. ( a Y

G est toujours défini puisque (15) est supposé vérifié.

- si ¢ =0 on obtient G = H et on retrouve bien (8) par :

(@ - y)sin2u _ e (17)

2(ycos?y + asin?y)

tgy =

et le point B (13) tendant vers 1'infini dans la direction définie par (17)

2 32
- si 82 = qy H H = Z(CO: H + Sl$ “) 3 G = Hcosd

(16) devient :

(a - y)sin2u + 28tg¢.ei (18)

tgx: =
. 2(ycos?u + asin?p)
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+ e B tqo (18)

1 2 )
Ycos“u + asin‘u

ou bien tgy; = (tQX)¢ -0

" La tangente est symétrique par rapport a la valeur de celle de TRESCA,‘

et le rdle de B est alors de faire dilater l'angle du cone final (fig.3.4b).

On note également en faisant a = 8 =y =1 qu'on retrouve tgxi =+ tgo

pour toute facette.

- Si(bc est la valeur critique de ¢ définie par (15) on aobserve que

lim h(u, ei) = @ Uei les deux droites deviennent verticales, et le domaine
00,
P.A. de {On, t} est donc un demi-plan puisque A est non borné.

- Enfin si ¢ > ¢C le domaine P.A. s'étend & tout R?, ce qui signifie que

les discontinuités de vitesse sont interdites sur cette facette.

La figure 3.5 donne des exemples illustrant les différents cas ci-
dessus. Les ellipses correspondent au calcul par la machine (APPLE II plus)
de (7) & partir de (12) en faisant varier § de 0 & 27 . Par contre les en-
veloppes, guand elles existent, ont été programmées a l'aide de (16), ce
qui permet unme vérification intéressante des calculs. Le tracé est effectué

sur table tragante WATANABE pilotée par la méme machine.

En annexe 2, nous avons développé une application directe des cal-
culs précédents permettant de décrire le domaine des vecteurs contrainte

P.A. relatif au critére de plasticité de TRESCA en contrainte plane.

3.1.3 - La ligne de glissement P.A.

Pour en déterminer la forme nous utilisons la discussion du paragra-

phe 1.1b du chapitre 2 (1ére partie) en notant que 1'égalité f(Z) = f(cD)
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ne tient plus et que Fnt(on’ 1) est donnée par (10) ou par (13) - (16).

Le milieu 1, fig.3.6, est animé d'un mouvement de rotation de vitesse Q
autour du point 0, le milieu 2 étant immobile. L'ange Xq est donné par (10)

ou (16) selon le cas de critére envisagé, et p égale (O, ;) ou Ox est l'axe
privilégié.

Fig. 3.6. : Définition de la ligne de glissement P.A.
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La forme de la ligne est donnée par la résolution de 1'éguation dif-

férentielle en coordonnées polaires :

dp -
—— = - tgx,d® a)
P
(22)
sachant que X, + U + 0 =m/2 b)

la valeur de tgy,, qui dépend du critére utilisé, est donné en (10) ou (18).

a) critére de TRESCA

En utilisant (10) et en posant tg§ = %%-tgLJ comme intermédiaire de
calcul, la résolution de (22) conduit finalement & 1l'équation d'un arc
d'ellipse :

tgu = gétge

|
o =K (L2 . (1 - 2L cos20)™2 , 8 € [61 6,], K = cte  (23)
a+y a
Au paragraphe 3.2.2 on vérifiera directement que (23) est bien 1'image
par la transformation (9) (chapitre 2) du cercle de glissement isotrope

habituel.

Le calcul de la puissance dissipée le long de la ligne pour 6 variant

de 6, a 0, conduit, si 8% = ay, & :

0
K? Y m 2
[ Arctg (L to(-5- - ©) 1o

= (24)

P =Qk

qui redonne bien la formule usuelle en faisant a = B =y =1

5i B2 différe de ay le calcul sera fait par intégration numérigue a

l'aide de : O2_ , =
* P =[Mp2dd avec p(B) donné par (23)et M par (6).

0,
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b) critere de COULOMB

Dans le cas B? = ay, en partant de (18), c'est a dire de :

(0 - y)sin2u - 2B8tg¢ (24)

taxy = 2(ycos*u + asin‘yu)

et de (22), on obtient finalement le systéme suivant, a résoudre numérique-

ment @
| (a)

o - Y)x)? +(a = YW1 - x* - 2Btgd)? X
a+vy- (a-7vy)x

K o-tao.y ((a + Y- ( (25)

p:

(a - y)sin2u - 2Btgd oo _
u + Arctg ( 2(ycosZy + asinZy) ) + 8 = > B = vay (b)

avec x = cos2u et y = Arctg (vgg-tgu)

Comme précédemment (25) pourrait se déduire par la transformation (9)
(chapitre 2) de la spirale logarithmique P.A. pour le critere de COULOMB

isotrope. Par contre l'identification, comme en a), des deux formulations

ainsi obtenues n'est pas facile analytiquement.

La puissance dissipée doit &tre calculée numériquement, compte tenu

02
dela complexité de (25), par P =/ Mp?d® avec M;= %- et B=vay
9,

Dans le cas B% x ay la résolution de (22) n'est pas possible analyti-
guement car l'expression de tg)q donnée par (16) est trop compliquée. La
forme elle-méme de la ligne doit &tre déterminée par intégration numérique
de (22) selon une méthode du type RUNGE-KUTTA pour chaque probléme considéré.
Comme cette détermination doit &tre réalisée en chague point des grilles de
dichotomie successives que nous utilisons pour déterminer le centre optimal,
le programme nécessite un gros ordinateur et sa compétitivité vis-a-vis d'une

méthode cinématique éléments finis type [ 30 - 1 devient alors moins évidente.
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c) commentaires communs

Dans 1'un ol l'autre cas l'hypothése de la loi d'écoulement associée
conduit & une contraction ou une dilatation du sol au voisinage de la fa-

’ . ’ . . . . . .
cette concernee , en considérant la ligne de discontinuité comme limite d'une

zone mince.

Cette conséguence de la condition P.A. sur la vitesse de déformation
volumigue n'a pas, & notre connaissance, fait l'objet de vérification ex-

périmentale.

Si cette vérification expérimentale s'avérait négative, les valeurs
obtenues seraient a interpréter en termes de borne supérieure [ 43 1.ou

de chargement extréme selon la théorie du calcul a la rupture [ 8 T .
L'approche statique apparaitrait alors, en dehors de sa signification

mécanique propre, comme test d'optimalité pour cette borne supérieure, ou

bien comme chargement potentiellement supportable tel que défini en [B8].

3.1.4 - Caractéristiques du programme statique &léments finis

Les modifications du programme isotrope concernent essentiellement les
conditions d'admissibilité plastique et les conditions de prolongement. Les
premiéres s'écrivent finalement, aprés linéarisation du critére de TRESCA-

couLomB
(aox - Yoy) cosa, + ZBTxy sino, = ((ozox + Yoy)51n¢ + 2k cos¢) cos(m/m) (26)

avec o, = 2ne/m, r=1am et Oxyz repére privilégié d'orthotropie

Les conditions d'interface (cf [ 7 1)sont toujours assurées de la
méme facon : (26) est imposé en méme temps que la loi de contact qui reste

quant a elle isotrope. Le résultat dans le plan de MOHR pour les trois
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interfaces fondation-sol de TRESCA que nous avons utilisés dans les essais
est donné fig. 3.7 ; d'apres celle-ci on peut prévoir que la nature de
1'interface aura une influence importante sur le résultat finmal : pour
les.problémes en compression, type fondation ou essai triaxial ,les deux
dernieres interfaces devraient.se différencier gquand l'axe d'orthotropie,
comme dans le cas de la figure, n'est plus vertical. La méme remarque qu'en
3.1.3c peut Btre faite au sujet des discontinuités de vitesses P.A. & 1'in-

terface.

Les conditions de prolongement ont été modifiées pour permettre d'op-
timiser les maillages sans que les frontiéres des zones rectangulaires
restent paralléles. A cet effet la condition (16) du chapitre 2 de la
premiére partie est appliquée (cf. fig. 3.8 ) en Z1 entre les points a - b
d'une part et c - d d'autre part. Le méme résultat serait obtenu en décom-
posant Z1 en Z'1, zone rectangulaire, et Z"1, zone triangulaire, avec con-

tinuité du tenseur contrainte sur (AB).

De maniére générale l'optimisation d'un probleme anisotrope sera un
peu plus longue que celle du méme probléme isotrope, particuliérement dans
les essais hors-axe (axe d'orthotropie non vertical, 6 = o) ol certaines
symétries avantageuses peuvent disparaitre. Si l'on y regarde de plus pres
la matrice des conditions devient aussi moins creuse, car toutes les con-
ditions de continuité, par exemple, font intervenir 1l'ensemble des compo-
santes de 0. A maillage égal cette majoration du temps CPU ne dépasse
cependant pas 50% de celui du cas isotrope, sur l'ensemble des essais que

nous avons réalisés,

3.2 - Application a deux problémes de mécanigue des sols

3.2.1 - Le probléme de la fondation superficielle (matériau de TRESCA)
(fig. 3.8)

Tout d'abord nous étudions 1'influence de la position de l'axe d'or-

thotropie pour plusieurs interfaces et B? = ay dans le cas non pesant, puis
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Etant donné l'absence d'essais expérimentaux, méme en modéle réduit, sur ce
probléme, il était intéressant d'essayer de réaliser une comparaison avec
des calculs existant dans la littérature, comparaison pour laquelle nous
disposions de 1'étude bibliographique tres complete effectuée par TRISTAN -
LOPEZ [ 85 1. Ce dernier en avait conclu que les deux criteres qui carac-
térisaient le mieux les variations de résistance en compression simple des
sols du fait de leur anisotropie étaient celui de BOEHLER-SAWCZUK et celui
proposé par J. SALENGON et lui-méme en [71,88].

Dans un premier temps nous avons donc déterminé les coefficients a, B
et y du critére de MISES anisotrope défini précédemhent par identification
des résistances en compression simple Rco des deux criteres ci-dessus pour
trois valeurs de l'angle a de l'axe d'orthotropie par rapport a l'axe de

1'éprouvette triaxiale.

D'aprés le critére de MISES anistrope dd & BOEHLER-SAWCZUK nous avons
(cF. L B3 1):

|
2 2
3 k )

(acos?a + ysin?a)? + 3 (B? - ay )sin®a cos?a

Rco =

et d'aprés celui de SALENGON et TRISTAN-LOPEZ [ 65 1 : Rco = 2 C(a), avec

(cf. [135]) : C (a) = Cv(cosza + K1 sin?a)(cos?a + 2 K

Tz:—k1 sin?2a) (29)

Choisissant K2 = 1 et a =0 ,45 et 90 degrés nous obtenons un systéme de

trois équations dont la solution s'écrit [ 29 1 en posant k/3 = ZCV:
. 1 (we 3 a1
=1 B=-mr (K +K -1) Y=

Rappelons enfin que le critére de [ 65 1 s'écrit ici, avec C(a) donné
par (29) :

0, - 02 = 2C(a) = 0 (30)
gy , Oz contraintes principales majeure et mireure,
et celui que nous utilisons s'exprime par :

2
(aox - Yoy) + 4 (thy)2 - 4k?2 < 0 (31)
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Fig. 3.11. : Maillage statique dans le cas 8% = oy (axe vertical)
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Dans nos essais statiques avec le critere (31), nous avons tenu compte
de la symétrie du probléme par rapport a la verticale dans le dessin du mail-

lage de la figure 3.11. L'étude cinématique a été menée par S. TURGEMAN avec

5

le programme éléments finis détaillé en [ 30 1.

S5i 1l'on appelle RS (resp. Rc) le rapport de la pression moyenne four-
nie par le programme statigue (resp. cinématique) & la valeur exacte iso-

trope (m + 2)k, nous obtenons (cf [ 28 1) les valeurs suivantes :

K1 0,6 o,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8
Rc 1,25 1,08 1,02 0,98 0,97 0,85 ‘0,94
RS 1,15 1,02 0,97 0,94 0,92 0,90 0,88

La figure 3.12, ou sont portés ces valeurs et les résultats, valables
également dans le cas de l'interface lisse, obtenus par [ 65 1 avec le
critére (30), illustre une nette divergence de comportement entre les ma-

tériaux répondant & ces deux critéres sur ce probléme.

Si 1'on considére en effet le matériau & critére (30) et le champ de
contraintes classique a 3 zones (fig. 3.12) la valeur donnée par [ 85 1,
soit Rm =2 (1 +K1)/(m + 2), montre bien que la résistance R (K1) est
croissante avec K1, alors que le méme champ donnme pour le critere (31) une

résistance constante R, = 4/(m + 2). D'autre part, en faisant varier a et vy

(proportionnellement) ou B selon le cas,on obtient deux matériaux du type
B; = Q.Y grace auxquels (28) donne, pour notre probléme, une borne supé-

rieure R et R, que présente le tableau suivant :
sup inf

K1 a,6 ag,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8
R 1,63 1,18 1 1 1 1 1
sup
R. 1 1 1 0,89 0,82 0,76 0,72
inf
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Fig. 3.7. : Domaine des T P.A. des trois interfaces étudiées (sol de TRESCA)
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nous comparcns avec les résultats obtenus par [85] quand l'axe est ver-

tical en faisant varier cette fois les paramétres a, B et vy.

1) essai avec B? = ay (matériau non pesant)

* cas de l'interface collée

Le matériau est défini ici par les parametres suivants :
o = 0,9889 B =1,4 Yy = 1,9799 et k =1

Tout d'abord nous imposons une interface collée entre fondation et
sol, autrement dit le vecteur contrainte sous la semelle ne dépend que de
1'état du sol, puis les interfaces rugueuse et lisse dont nous rappelons

les lois de contact :

C, On 2 0 et lisse : on 20 T=o0

A

rugueuse : |T|

Reprenant le raisonnement du chapitre précédent (fig.2.1) la solution,
‘exacte cette fois,sera obtenue avec les transformations suivantes des champs

de vitesses et contraintes de la solution classique isotrope :

x = V/yx!' ux(m)

y = Yay! 4y (M)

I
1

a/?u;;(m') cx(m) o;,(m')/a (27)
Y/au;,(m‘) oy(M) 0;:(m')/Y
Txy(M) = tx,y,(M')/B

M= M

Cette solution est donnée par :

= pression moyenne sous la fondation (28)

ol

_ sin®6 . cos?6
p = (m+ 2)k( Tt . )

Nous avons traité ce probléme avec le programme statique a 1l'aide du
maillage isotrope de la fig. 3.8, auquel nous avons fait subir la transfor-

mation suivante inspirée de (27):

- tout d'abord une rotation des axes d'un angle 6, = Arctg (\A%tge) pour
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obtenir le probléme isotrope associé, ou la surface du sol fait 1l'angle

Tr . . ’ « 7
— - 6, avec l'axe privilegie,

- puis application, dans ces axes, de la transformation (27) sur les coor-
données du maillage pour obtenir le probléme anisotrope ol l'angle de 1l'axe

7 \ Tr
avec la surface libre redevient égal a 5 - 6 .

Le tableau suivant donne les valeurs de 5 et T, contraintes normale et
tangentielle moyennes sous la fondation tirées de la solution (28), et celle

de 5 donnée par le programme statique, avec m = 24 :

S 0 150 300 45° 60° 750 80°
p (28)| 5,19 5,02 4,545 3,886 3,246 2,77 2,597
p stat| 5,051 4,882 4,419 3,788 3,157 2,685 2,523
T (28) 0 0,649 1,125 1,299 1,125 0,648 0

On note tout d'abord une bonne concordance avec les valeurs statiques
gui sont sensiblement égales a celles déduitesdu champ de SHIELD. Nous avons
linéarisé le critére par 24 plans (au lieu de 16 habituellement) afin d'at-
ténuer au maximum les effets de l'anisotropie induite par la linéarisation
Ainsi, par exemple pour 6 = 30°, si 1l'on considére le champ isotrope donné
par le programme quand l'axe ox est perpendiculaire a la surface libre, puis
qu'on l'exprime dans le repére tourné de 6,, la correspondance avec le champ
anisotrope est alors exactement vérifiée. Nous avons aussi tracé (fig.3.9)
les vecteurs contraintes donnés par la solution exacte issue du champ de
PRANDTL-SCHIELD par (27). Enfin on observe gque la contrainte tangentielle
dépasse la cohésion’k du matériau,ce qui est normal compte-tenu de la
fig.3.7c (x = 18°,4 pour 6 = 45° et M = k/B), pour 6 = 30,45 et 60 degrés.
Pour les autres valeurs de cet angle, la relation (28) donne aussi les so-

lutions exactes dans le cas a interface rugueuse étudié ci-apres.
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* interfaces ruqueuse (fig.3.7b)et lisse (fig.3,7a)
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Pour la premiere les bornes cinématiques sont les valeurs tirées de

(28> sauf pour 6 = 45° et B0° ol elles résultent des essais du programme

cinématique de S.TURGEMAN B0,2915 les valeurs statiques sont fournies par

le programme statique du § 3.1.4.La contrainte de cisaillement limite c de

la loi de contact est choisie égale a k (=1 ici).‘

0 ge 159 300 450 B60° 7509 g0e
* -1 * *
5 cinem 5,194 5,02 4,545 3,74 3,27 2,771 2,597
5 stat 5,051 4,882 4,312 3,536 3,078 2,658 2,523
T stat 0 0,627 1,0 1,0 1,0 0,626 0

T P e v

Dans ce tableau on observe évidemment que les valeurs statiques qui
changent par rapport au cas précédent sont celles dont la contrainte tangen-
tielle a 1l'interface dépassait k. Le maillage statique est celui défini fig.3.

modifié de la méme maniére selon la valeur de 8 .

Le cas de l'interface lisse est étudié & l'aide des programmes cinéma-

tigue [ 30 1 et statique avec lesquels nous obtemons (cf. [ 2g 1) le
tableau suivant :
) Qo 150 3age 45° 60° 750 9Qe°
p cin 5,38 4,11 2,88 2,14 2,06 2,31 2,867
p stat | 5,051 3,819 2,719 2,085 1,949 2,108 2,525
g (761 | 5,194 3,94 2,76 2,12 1,97 2,17 2,597

* solutions exactes
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-

Pour 9 = 0 et 209 l=s pornes supérieures cu tableau précédent sont
licites ici et peuvent donc étre substituées aux valeurs fournies par le
programme cinématique. Le maillage statique utilisé est toujours celui défini

plus haut.

. La figure 3.10 regroupe les résultats pour les deux interfaces lisse et
rugueuse : on cobserve une distribution des valeurs sensiblement différente,
avec existence d'un minimum caractéristique dans le cas lisse. D'autre part
la capacité portante peut diminuer de 60% selon la position angulaire 6 de

l'axe privilégié.

Les points marqués * représentent les valeurs obtenues par BEYNET et
BOEHLER [ 61 1 [ 76 1 a 1l'aide de champs de contraintes déterminés par la
méthode des caractéristiques. Bien que non interprétables dans le cadre de
1'Analyse Limite,ces résultats se situent généralement entre les valeurs sta-
tigues et cinématiques, sauf pour 6 = 0 et 80° ol ils colncident avec la

solution exacte donnée alors par (28).

Conclusion

Cet essai, réalisé en non pesant conformément & 1l'une des remarques du
chapitre précédent, met en lumiere deux aspects du probléme anisotrope : le
premier concerne l'influence importante de l'angle 6§ sur la capacité portante
le second le rdle déterminant joué par l'interface sol-fondation alors que

celui-ci est sans effet dans le cas isotrope.

I1 peut néanmoins paraitre assez académique de parler de capacité por-
tante de notre sol non pesant, quand l'axe d'orthotropie n'est pas vertical,
alors que le chargement (F, I'), pour le méme sol mais pesant, se situe en-
dehors du convexe des chargements licites quelque soit F. En fait cette con-
clusion nécessite que le milieu anisotrope soit réellement semi-infini homo-

\ . 3 . ’ ’ ’ . . -
gene ; en pratique les dimensions genéralement bornees de ce milieu pourraier
permettre de négliger l'influence du poids, en particulier pour les matériau:

3 forte "cohésion" k (roches, métaux).

2) Influence des paramétres d'anisotropie (8% = ay ,axe vertical )

Nous nous intéressons ici au méme probléme gue celui défini en a), mais

oU l'axe privilégié est pris vertical et l'interface sol-fondation lisse.
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Etant donné 1'absence d'essais expérimentaux, méme en modele réduit, sur ce
probléme, il était intéressant d'essayer de réaliser une comparaison avec
des calculs existant dans la littérature, comparaison pour laguelle nous
disposions de l'étude bibliographique trés compléte effectuée par TRISTAN -
LOPEZ [ 85 1. Ce dernier en avait conclu que les deux criteres qui carac-
térisaient le mieux les variations de résistance en compression simple des
sols du fait de leur anisotropie étaient celui de BOEHLER-SAWCZUK et celui
proposé par J. SALENCON et lui-méme en [71,65].

Dans un premier temps nous avons donc déterminé les coefficients a, 8
et Y du critére de MISES anisotrope défini précédemment par identification
des résistances en compression simple Rco des deux criteres ci-dessus pour
trois valeurs de l'angle a de l'axe d'orthotropie par rapport a l'axe de

1'éprouvette triaxiale.

D'aprés le critére de MISES anistrope dd & BOEHLER-SAWCZUK nous avons
(cf. L B3 1)

|
2 2
3 k )

(acos?a + ysin?a)? + 3 (B? - ay )sin?a cos®a

Rco = (

et d'aprés celui de SALENGON et TRISTAN-LOPEZ [ 65 1 : Rco = 2 C(a), avec

(cf. [135]) : C(a) = Cv(cosza + K1 sin?a)(cos?a + 2 %1—— sin?2a) (29)

+ K1

Choisissant K2 = 1 et a =0 ,45 et 90 degrés nous obtenons un systéme de

trois équations dont la solution s'écrit [ 23 1 en posant k/3 = ZCV:
21 Beom— (32 4k, -1 Y = ——
=73 1N K,

Rappelons enfin que le critére de [ 65 1 s'écrit ici, avec C(a) donné
par (29) :

0, - 02 - 2C(a) s O (30)
o, , Oz contraintes principales majeure et mineure,
et celui gue nous utilisons s'exprime par :

(a0, - vo, ) + 4 (BT, )% - 4k? s O (31)
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Dans nos essais statiques avec ls critére (31), nous avons tenu compt:
de la symétrie du probleme par rapport & la verticale dans le dessin cu ma:
lage de la figure 3.11. L'étude cinématique a été menée par S. TURGEMAN ave

5

le programme éléments finis détaillé en [ 30 1.

51 1'on appelle RS (resp. Rc) le rapport de la pression moyenne four-
nie par le programme statique (resp. cinématique) & la valeur exacte iso-

trope (T + 2)k, nous obtenons (cf [ 23 1) les valeurs suivantes :

K1 ag,6 G,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8
Rc 1,25 1,08 1,02 0,98 0,97 0,95 0,394
Rs 1,15 1,02 a,97 0,384 g,82 g,90 0,89

La figure 3.12, ol sont portés ces valeurs et les résultats, valables
également dans le cas de 1'interface lisse, obtenus par [ 65 1 avec le
critére (30), illustre une nette divergence de comportement entre les ma-

tériaux répondant & ces deux critéres sur ce probléme.

Si l'on considére en effet le matériau & critére (30) et le champ de
contraintes classique a 3 zones (fig. 3.12) la valeur donnée par [ 85 1,
soit R, =2 (1 + K1)/(m + 2), montre bien que la résistance R (K1) est
croissante avec K1, alors que le méme champ donne pour le critére (31) une
résistance constante Rm’ = 4/(m + 2). D'autre part, en faisant varier a et y
(proportionnellement) ou B selon le cas,on obtient deux matériaux du type
Bé =Y, gréce auxquels (28) donne, pour notre probléme, une borne supé-

rieure Rsup et Rinf que presente le tableau suivant :

K1 a,B 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8
R 1,63 1,18 1 1 1 1 1
sup

Rinf 1 1 1 0,88 a,82 g,76 0,72
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On constate bien qu'elles encadrent celles du tableau précédent, sauf

bien entendu pour K1 = 1 ol nous avons considéré la solution exacte isotrope.

' 5i 1'on considére d'autres modes d'identification des deux critéres,
et si K2 reste fixé a 1, on s'apergoit que cette identification n'est pas
toujours possible quelgue soit K1. Le fait de fixer K2 particularise sans

doute trop la forme du critére (30).

Ces divers essais confirment la différence de nature des deux cri-
téres, et 1l'importance du fait que 1'un d'eux est sensible & la pression
isotrope alors que l'autre ne l'est pas. La figure 3.13 illustre le fait
que g; peut provoquer la ruine du matériau standard (31) (avec contrac-
tion volumique si y z o) alors gu'il est sans effet pour le matériau (30).
Ainsi pour les problémes essentiellement de compression les deux critéres
ne sont pas comparables. Par contre, dans le probleme du talus, qui est

plus un probleme de cisaillement, nous allons voir que la divergence est

moins forte.

Fig. 3.13. : Effet d'une pression isotrope sur chacun des criteéres.
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3.2.2 - Le probléme du talus vertical (critéres de TRESCAet COULOMB)

* La discussion menée au chapitre précédent nous a montré que la direc-
tion du poids volumique T' devait &tre confondueavec l'axe privilégié dans
le cas du matériau de MISES. Nous choisissons donc délibérément 1'axe
d'orthotropie vertical, aussi bien pour MISES (ou TRESCA) gue pour COULOMB

afin de pouvoir comparer ces deux critéres sur le méme probleme (fig.14-a).

Suivant la méme démarche qu'au paragraphe 3.2.1, nous envisagerons tout
d'abord le cas B2 = ay puis le cas général en comparant, quand cela sera
possible, avec les résultats cinématiques obtenus par 8,711 avec le cri-

tére (30) sur le méme probleme.

1) cas B2 = ay

Comme précédemment nous allons considérer les deux milieux anisotrope
a) et isotrope b) (fig. 3.14) liés entre eux par les relations (27). Quel-
que soit le critére on peut prendre comme parametre de chargement le poids

volumique T'(resp.I)et son paramétre cinématique associé dF (resp dr,).

On obtient assez aisément, puisque ici 6 = O:

. 1 1 .
Gp. = [ u!y, dx' dy' = [ u_ dx dy = q (34)
r yr X /oy vooX Yoo T

Si 1'on se place en (a) fig. 14, par le théoreme des puissances virtuelles,

on peut écrire, comme au chapitre précédent :

. - s p— l t — Y
o, = {, M olVadV = ‘/ﬁfv."iso (vav' = vay K (35)
ol K est justement égal a F'ér, . En utilisant (34) on arrive a :

. . _ 1 e
rg. =voy T ap- et I' = o r (36)

r
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Cette derniére relation est un cas particulier de celui envisagé
au chapitre 2 lors de l'examen des équations de l'égquilibre indéfini. Le
parameétre de chargement adimensionnel devient en observant que H = /Y H' @
T'H 1 I'H

(—Ef_qaniso = —ar'(—ﬂf—qiso (37)

Ainsi si Bzégale aY etquel que soit le critére, la hauteur limite
du talus vertical ne dépend que de & dans le cas, le plus courant, ou l'axe

privilégié est vertical.

a) Critére de MISES (ou TRESCA)

Puisque nous posons une relation supplémentaire sur @, 8 et Yy nous
allons comparer cette fois nos calculs avec ceux obtenus par SALENCON et
TRISTAN-LOPEZ avec K2 = (1 +K1)/2, c'est & dire avec la cohésion de
CASAGRANDE et CARILLO [ 70 TI.

Dans ce cas la résistance en compression simple donnée par BDEHLER‘[S3}

se simplifie :

__ Bk (38)

co .
acos?a + ysin?a

et celle de [ 65 1 devient :

R _=C (cos?a + K1 sin?a) (39)
co v

Comme précédemment, en les égalant pour a =0 ,45 et 90° nous obtenons

en posant toujours K = 2Cv

/3
a=1 Y= R%—- B = vay (40)

Nous basant sur 1'étude du § 3.1.3, nous avons calculé numériquement

la position du centre des lignes de glissement P.A. optimales de maniére
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analogue a celle utilisée dans le cas isotrope. Il est facile de s'assurer
ici que ces lignes sont des arcs d'ellipse en utilisant la relation isotrope-
anisotrope (27). En effet puisque en b) (fig. 3.14) la ligne de glissement
est circulaire, si 1'on place l'origine du repére au centre de rotation et
gu'on appligue les relations sur les coordonnées de (27) on obtient :

2 2 22 2
x,z + y,z _ RZ (27) X +_L= Rz - pz(Sln»e + CO0S G) - Rz

- Y o Y o

soit finalement, comme en (23) & la constante d'intégration prés :

op=RA~Y (1 + _Ié;& t:osze)-é

En demandant une précision de 1D_§H sur la position du centre nous
avons pu vérifier (sur HONEYWELL-BULL 68) que les (YH/k) restent constants
a mieux que 107% prés, pour K1 variant de U,ﬁ a1,8. '
~81i 1'on exige 107K de précision on obtient bien les centres optimaux de coor-
données X0 =-1,21H et Y0 = - 1,41/V$'que prévoit (27) quand l'origine du
repére est prise au sommet du talus.
Sur la figure 3.15, nous avons fait tracer en a) les ellipses optimales pour
quatre valeurs croissantes de K1 et en b) les cercles correspondants obtenus
par [ 85 1. Ces derniers sont assez stables alors que les ellipses relatives
au critére étudié varient réguliérement. En contrepartie, la hauteur limite,
constante pour le critere (31), passe de 3,79 a 3,90 selon [85 1 pour le
critére (30), soit finalement une variation relativement faible avec K1 dané

la gamme des valeurs usuelles de ce paramétre (fig. 3.18 en pointillés).

Sur le plan statique un essai du programme statique pour K1 = 0,6, sur
le maillage fig. 3.16a transformé selon (27), redonne exactement le mé&me

champ que dans le cas isotrope (maillage non déformé) avec un degré de linéa-
risation porté a 16.

Nous pouvons donc conclure pour le critére (31) :

3,635 T'H 3,831 Ya, Y / B? = ay

<
=

o k Q

A




- 158 -

Avec le programme statique et le maillage fig.3.16a, nous avons fait

de méme, en dilatant comme ci-dessus le maillage dans le cas anisotrope. En

isotrope nous avons £H 2z 4,74381 et en anisotrope iH 2 4,74375 pour un
degré de linéarisation du critére de 21. Il est clair qu'a partir d'un tel
degré les effets d'anisotropie parasite induite par la linéarisation, sans

8tre rigoureusement nuls, sont négligeables.

Nous pouvons donc reprendre in extenso, et ce quelque soit K1, le ta-

/ . . a~ by .
bleau donne en premiére partie pour le méme probleme dans le cas isotrope,

puisque a égale 1.

2) Cas B% = ay , critére de TRESCA

Nous allons chercher a comparer les deux criteres (30) et (31) dans le
cas général en choisissant de les identifier encore une fois en compression
simple afin de voir si les matériaux dotés de ces criteéres manifestent un
comportement analogue & celui observé lors de 1l'étude de la fondation super-
ficielle. Les coefficients a, B, Y sont calculés d'aprés (32) toujours pour
K2 = 1. Il s'agira donc ici du seul matériau de TRESCA(ou MISES); rappelons
que nous désignons les critéres anisotropes par le nom du critére isotrope

dont ils sont issus.

L'approche statigue utilise le maillage de la fig.316a sans changement
de géométrie cette fois, les valeurs cinématigques résultent de la recherche
des lignes de glissement elliptiques (cf. § 3.1.3a) optimales de maniére
analogue & celle utilisée ci-dessus. Nous reproduisons également dans le
tableau des résultats ci-dessous les valeurs cinématiques obtenues en [ 85 1
pour le critére (30) & 1l'aide de mécanismes a cercle de glissement, valeurs

déterminées & partir des courbes fournies par 1l'auteur.
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Fig. 3.17. : Talus vertical de TRESCA, B2 # ay : c) K1 =1,4 d) Kl =1,8
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Valeur Centre Valeur Valeur
K1 B Y Statigue _Xo)iHllip_sYeO/H ciném. [T 85 1
0,6 0,793 1,667 3,708 4,76 - 3,75 | 3,938 3,917
o,8 0,946 1,25 3,643 2,19 ; 2,09 | 3,881 3,85
1,0 1 1 3,577 1,21 - 1,41 | 3,831 3,831
1,2 1,023 0,833 3,488 0,78 - 1,12 { 3,785 3,818
1,4 1,033 0,714 3,413 g,s0 - 0,93 | 3,741 3,809
1,6 1,038 0,625 3,336 0,36 - 0,85 | 3,698 3,804
1,8 1,040 0,556 3,263 0,24 - 0,79 | 3,658 3,8

Afin d'illustrer ces résultats nous avons fait tracer sur BENSON et
WATANABE (figures 3.17) les champs de contraintes et les ellipses optimales
obtenues sur HB 68 avec une précision de 5.10_3Hsur la position du centre.
Les fléches représentent le tenseur contrainte dans ses axes principaux, au
centre de gravité G de chaque triangle ; elles signifient une compression si
elles sont dirigées versce point,une traction sinon. L'échelle des contraintes

est, pour tous les cas, de 0,7 cm pour 2k.

On observe une évolution progressive du champ de contraintes, la zone
plastique ayant tendance a descendre sous le pied quand K1 augmente sensi-
blement. La conséquence premiére est que l'ellipse optimale pourrait passer
sour le pied du talus dés gque K1 dépasse 1. D'autres types de représentations
pourraient &tre envisagés : rappelons a ce sujet gue le tenseur contrainte
en G moyenne le tenseur sur l'ensemble de 1'élément (variation linéaire de 0)

et a donc plus de signification qu'ume recherche locale, puisque le maillage
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ne comporte, aprés tout, que 100 triangles. Une autre remarque tient a la
variation linéaire de 0 qui fait que l'ensemble de 1'élément est trés rare-
ment plastique méme si ses trois sommets le sont. De plus les discontinuités
autorisées d'un élément a l'autre provoquent des discontinuités au niveau

du critére. C'est en fonction de tout ceci que nous avons choisi ce mode de
représentation, qui nous semble représentatif. Il-est bien certain cependant
qu'avec un maillage de 300 & 400 triangles et un degré de linéarisation de
1'ordre de 24 (au lieu de 15 ici) d'autres représentations, plus locales,
telles que les lignesd'iso-critere seraient intéressantes vis-a-vis du com-
portement du matériau doté du critére réel, Mais un tel effort de calcul nous
parait disproportionné vis-a-vis de 1l'amélioration de la borne statique sur

la hauteur limite que l'on peut en espérer.

)

rH
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06 08 10 1.2 14 16 18 K

Fig. 3.18. : Comparaison des résultats pour les deux criteres.
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D'autre part, les deux derniéres colonnes du tableau de résultats nous
montrent qu'ici le parametre de chargement varie dans le méme sens pour
les, deux criteres, avec une pente plus forte cependant pour le critére de
TRESCA-BOEHLER, ce gque l'on peut voir sur la figure 18 en traits pleins. Il
apparait donc gue sur ce probléme, plus de cisaillement que de compression,
on n'observe pas de différence essentielle entre les deux criteéres au moins

sur le plan cinématique.

3.3 -CONCLUSION

Le programme éléments-finis statique que nous avons mis au point pour
traiter les problémes dont les matériaux répondent aux critéres orthotropes
définis par la théorie de BOEHLER-SAWCZUK (79,621 est opérationnel. Appelant
toujours les critéres du nom de ceux dont ils sont issus par cette théorie,
ce programme traite les cas de MISES (ou TRESCA) et COULOMB anisotropes a
milieux finis ou semi-infinis. Sur le plan numérique, sur les deux problémes
fondamentaux que nous avons étudiés, nous n'avons pas eu de probléme autre
qu'un accroissement maximum de S50% du temps nécessaire & 1l'optimisation du

méme probléme isotrope.

En appliquant la théorie de 1'Analyse Limite a ces matériaux anisotropes
nous avons pu montrer que l'identité entre les critéres de MISES et de TRESCF
se conservait, et que les expressions nécessaires a 1l'application des théo-
rémes limites s'obtenaient simplement en utilisant la vitesse de déformation

v,duale de la contrainte ¢ définie par [78,621,

Le cas B2 = ay, important du fait que les argiles saturées semblent bier
vérifier cette égalité[azﬁs],a fait 1l'objet d'une étude détaillée car les
deux problémes étudiés possédent des solutions exactes ou approchées dans le
cas isotrope. Elle nous a permis de vérifier les relations (et leurs consé-
quences) gue nous avons données au chapitre 2, entre les problemes isotropes

et anisotropes.
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Dans ce cas, comme dans le cas général, nous avons pu mesurer 1'impor-
tance de la position de l'axe d'orthoctropie, et celle de la nature des inter-
faces dont 1l'influence est beaucoup plus sensible gque dans le cas isotrope.
Ces remarques se conservent gue l'on se place dans le cadre de 1'Analyse
Limite, ou celle du Calcul & la Rupture de [ 8 1 s'il s'avérait que les
conséguences de l'hypothése de la loi de normalité n'étaient pas vérifiées

par l'expérience dans le cas des sols.

Enfin nous avons procédé a plusieurs essais de comparaison avec le
critere proposé par SALENGON et TRISTAN-LOPEZ gui généralise également le cri-
tére de TRESCA au cas orthotrope de révolution. Ces essais montrent une nette
divergence de comportement des deux matériaux sur le probléme de la capacité
portante, divergence sensiblement atténuée dans le probleme de la hauteur
limite du talus vertical. Ceci peut s'expliquer simplement en remarguant gue
1'un des critéres est sensible & la pression isotrope alors que l'autre ne
l'est pas, différence jouant principalement dans les problemes de compression
comme celui de la capacité portante. En fait, les deux critéres caractérisent,
a notre avis, des matériaux différents, difficiles a comparer dans tous les

cas.

Néanmoins, cette derniere étude concernait les deux seuls critéres qui
généralisent, & notre connaissance, celui de TRESCA en respectant les con-
ditions d'invariance énoncées par BOEHLER [83] . Le travail effectué par
TRISTAN-LOPEZ en [85] nous permet en outre d'étendre les conclusions précé-
dentes aux cas de criteres formulés, de maniére généralement non invariante,
par d'autres auteurs en Mécanique des Sols. Finalement, la nécessité de pré-
ciser avec soin le comportement plastique du matériau a étudier, sans se

limiter aux seuls essais en compression simple, a &té ainsi mise en évidence.
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CHAPITRE IV

ETUDE DES AUTRES CAS DE SYMETRIE

Dans ce chapitre nous envisagerons le cas de la contrainte plane puis
le probléme tridimensionnel toujours pour les matériaux orthotropes de ré-
volution. Aprés avoir examiné les incidences sur la méthode statique élé-
ments finis nous développerons les résultats obtenus sur la recherche de la
traction limite d'une éprouvette mince orientée supposée obéir a 1'hypothese
de la contrainte plane et aux critéres de MISES ou de TRESCA (cf.[ 27 1).
En tridimensionnel nous reprendrons les mémes coefficients d'anisotropie
qu'en déformation plane (B? = qy) pour en déterminer 1'influence sur la

capacité portante d'une fondation carrée sur un sol de MISES.

4.1 - LE PROBLEME DE LA CONTRAINTE PLANE

En gardant les mémes axes qu'en déformation plane, nous supposercns que

le probléme présente une symétrie de translation paralléle a oz telle que :

O, =T, =T, =0 ¥z (1)

le plan de la contrainte plane contenant donc l'axe privilégié Ox. Ceci
suppose que le matériau soit homogene selon 0z et que conditions aux limites
et mode de chargement permettent de vérifier (1) dans l'ensemble du systéme
mécanique considéré. Dans la suite nous nous intéresserons au seul probléme
plan défini & partir de (1), c'est & dire que nous chercherons a déterminer
la frontiére du convexe Kc des chargements licites du systéme mécanique con-
sidéré comme bidimensionnel. Le plan Oxy étant 1l'un des trois plans de symé-
trie, nous pouvons alors considérer que le milieu que nous étudions est

orthotrope de révolution autour de Ox(cf. [ 63 1).

Du fait de (1) nous pouvons reprendre les formulations que nous avons dor
nées en symétrie axiale de révolution isotrope, en changeant le nom des

variables et en faisant ensuite Oz N 06 =0
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4.1.1 - Les critéres orthotropes de MISES, TRESCA et COULOMB

En utilisant les remarques précédentes et l'opérateur A défini au

chapitre 2 d'apres [79,62]1 rous remplacons O par O tel que :

d'ol le critére de MISES anisotrope :

a0+ YO
(07 * (L2 (a0, - v0 )% (B3 1)< (3)

Celui de TRESCA - CCULOMB devient :

& = ( (a0 - \(oy_)2 + (ZSTxy)z)"k

A s (aox + yoy) sing + 2k cosé (c1)

4k cosod (4)
A s ==t =irg * (cmx + yoy) (c2)

4k coso
A s T—:—gzﬁg - (aox + Yoy) (c3)

La figure 4.1 représente en a) les critéres de TRESCA en trait plein et
celui de MISES, en trait interrompu, qui est tangent intérieurement au pré-
cédent. Les variables choisies permettent de conserver la figure isotrope du
critére de plasticité, ce qui nous permettra d'expliquer facilement certaines
valeurs statigques lors de l'étude réalisée en 4.1.3. En b) nous avons dessiné
le critére de MISES sous forme d'une sphere (cf.(3)), que nous avons linéa-
risée par une série de cOnes d'axe OA tels que ABCDE. Dans un repére d'axes
portant O s oy, el Txy le critere de TRESCA devient un cylindre elliptigue
limité par deux cones dont les axes ne sont plus (sauf si a = y) confondus
avec celui du cylindre, et celui de MISES un ellipsolde. La forme finale

peut varier tres fortement selon les valeurs imposées aux coefficients a,

By Y.
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Dans ce gqui suit nous nous intéressons au milieu bi-dimensionnel de
tenseur contrainte 0C a composantes Ox’ Oy, Txy = Tyx' Toute solution sta-
tigue bi-dimensionnelle pouvant se prolonger & trois dimensions par (1), la
borne statique sur le chargement limite en sera également une pour le systeme
vu sous l'angle tridimensionnel. Sur le plan cinématique le prolongement est
moins évident (cf.l 8 1) de sorte que les approches cinématiques gue nous
tirerons de [ 27 1 [ 30 1 seront considérées comme telles pour le seul
milieu bi-dimensionnel de variables mécaniques o et Vs associées selon la

régle de normalité vis-a-vis du critére (3) ou (4).

Pour plus de commodité nous omettrons donc dorénavant 1'indice c, en
désignant par 0 et v les tenseurs contrainte et vitesse de déformation bi-
dimensionnels. La transformation v— v définie au chapitre (2) est alors
applicable et des expressions en milieu isotrope de la puissance dissipée
et éventuellement de la condition P.A. en volume nous pouvons déduire leurs
équivalents pour le matériau anisotrope. De méme si B? égale ay disposons-
nous des relations entre les milieux isotropes et anisotropes associés dé-

finies au méme chapitre.

En ce qui concerne les domaines des contraintes P.A. dans le plan de
MOHR nous renvoyons & [ 30 1 pour une étude détaillée de ce probléme et
de son incidence sur la formulation de la méthode cinématique. En annexe 2
nous donnons 1'expression, a titre d'exemple, du domaine cherché pour le
critére de TRESCA, obtenu comme conséquence de calculs effectués au chapitre
3. On y observera en particulier, différence essentielle avec le cas iso-
trope, la variation de la forme de ce domaine avec l'orientation de la
facette, variation d'autant plus sensible que les coefficients a, B et v

différent entre eux.

La nature du matériau étudié et les hypothéses faites entrainent que
l'axe 0z, axe principal des contraintes tridimensionnelles l'est aussi pour
les vitessesde déformation. Si 1'on appelle KD le convexe des chargements
licites de ce milieu en déformation plane dans le méme plan on peut en con-
clure que Kcest inclus dans KD’ remarque qui nous servira pour définir une

stratégie d'optimisation efficace.
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4.1.2 - Formulations numérigues

La linéarisation par 1'intérieur des critéres de plasticité (4) et (3)
conduit aux expressions suivantes, ol l'on a posé :
27T

T .
6_ = et c_=cos — pour T =1am:
T m m m

Critere de TRESCA-COULOMB

ao, (coser - sing. cm) - Yoy (coser + sing. Cm) + 2TxyB sxner - 2kcosod. C, S

. 4k cosd
a0 (cosOr - cm) - Yoy(coser + cm) + 2B‘cxy 5108r " Tt eimd * Cm © 0
(5)
4k cosd 0

A

aox(coser + cm) - Yoy(coser - cm) + ZBTXY sinf. - —— sing * Cnm

Dans un repére orthonormé d'axes ac - Yoy, 2Bt et ag, + ch, (5)

xy
exprime l'intersection de trois cénes polyédriques convexes, dont le premier
n'est autre que celui de la déformation plane. Celui-ci devient un cylindre
quand nous avons affaire au critére de TRESCA (¢ = 0) que nous utiliserons

dans les applications (fig.4.1).

Critére de MISES

La sphére que décrit (3) dans un repere approprié (fig.4.1b) est rem-

placée par n-1 cbnes polyédriqiesconvexes a m faces, et deux plans :
i _ i s A .

Avec 6i =7m(% - n) , k. = k cos (EE—)/ cosé, ,1=1a n-1, n pair

a0 (cos 6. - tg 6i . cmﬁfg) - Yoy(coser + tgé; . cmﬁfz)

+ 2 B&Y smer -.Zki. C, S 0 (8)

. T
+ (aox +Yoy) < 2/3 k cos (—204
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Les conditions d'admissibilité statique sont analogues a celles de la

déformation plane (cf.[ 16 1 et [17,181) et ne seront pas détaillées ici.

Une alternative intéressante a (6) consisterait & utiliser, comme dans le
cas isotrope, la technique de la programmation séparable a laquelle (3) se préte
parfaitement. Il faudrait alors comme dans le cas tridimensionnel effectuer
un changement de variables grice auquel le probleme final comporterait nette-
ment moins de colonnes que le probléme (6) dualisé au sens de 1l'optimisation

linéaire.

L'optimisation du probléme final, probléme de programmation linéaire tant
pour (5) que pour (B) apreés dualisation, peut étre conduite en deux étapes en
remarquant que la premiére inéquation de (5) et la (_g_)eme pour (B) (i = —%—)
sont celles de la déformation plane. Traiter le probléme déformation plane
d'abord, puis utiliser la solution optimale comme base de départ du probléme
complet conduit & un gain sensible en nombre d'itérations du code et en temps
de calcul. Dans les essais du programme MISES, nous avons pris n =6 et m = 12
soit finalement 62 plans pour linéariser la sphere de la fig.1. Les deux cdnes
et le cylindre de TRESCA sont linéarisés chacun a l'aide de 16 plans, soit 48
plans au total. Ces valeurs assurent une bonne approximation du critére réel

sur le plan statique vis-a-vis du probléme traité.

Avant de passer aux applications, il faut souligner qu'un certain nombre
de problémes de précision se sont posés particulierement quand la position de
1'axe d'orthotropie avoisinait celle d'un des c&tés non verticaux des triangles
du maillage. Ils ont été résolus en renforgant la précision d'inversion de la
matrice de base aprés chaque perte de réalisabilité. Cette précaution s'est
avérée nécessaire méme pour des problémes numériques de faible taille, ce gui

ne s'était jamais produit dans le cas isotrope.

4.1.3 - Application a la traction d'une éprouvette anisotrope

En collaboration avec J.P. BOEHLER qui a réalisé avec J. RACLIN les essais
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expérimentaux, nous avons effectué avec S. TURGEMAN 1'étude ci-— »
aprés, dans le cadre du GRECO "Grandes déformations et endommagement"
(7 1073 1,07 1,127 1,

Les valeurs statiques sont obtenues avec les programmes dont nous
venons de parler, et les résultats cinématiques avec ceux décrits dans
[ 30 1.

Le but poursuivi était double : tout d'abord comparer 1'approche nu-
mérique de la traction limite & celle obtenue expérimentalement, puis étu-
dier l'influence du type de liaison mors-éprouvette sur le caractére homogent

des champs de contraintes et de vitesses de déformation.

1) Position du probléme

Les éprouvettes sont prélevées dans une t8le d'acier extra-doux ayant
subi préalablement une prédéformation irréversible dans la direction de
laminage ce qui confere au matériau une structure orthotrope. De la sorte
disposons-nous d'éprouvettes dont 1l'axe privilégié ox fait un angle & avec

la direction de traction Ov (fig.s4.2).

Leur épaisseur est de 1,1 mm et la largeur de 8 mm. Bien que le rapport
de ces valeurs ne soit pas trés faible nous ferons 1l'hypothése de la con-
trainte plane parallélement & Oxy ou Ovh, car il est peu probable que 0,
(imposé nul en face avant et arriére) varie suffisamment selon oz pour in-

firmer ce choix.

Dans les deux types d'essais les t&tes de 1'éprouvette sont enserrées
entre des plaques boulonnées faisant partie du systeme de transmission des
efforts. Elles sont donc suffisamment renforcées pour que l'on considere
comme systéme mécanique a étudier, sur le plan de 1l'Analyse Limite, la

partie ABCD de l'éprouvette représentée fig. 4.2a.
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essail avec rotules

Fig. 4.2. : L'éprouvette de traction et l'appareillage expérimental.
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Les conditions aux limites dépendent du mode de transmission de 1l'effor
de traction a 1l'éprouvette. Dans l'essai classique les tétes de 1l'éprouvette
sont directement boulonnées aux mors de la machine de traction. Les condi-

tions aux limites seront donc les suivantes :
- vitesse de déplacement verticale imposée UO sur AB, nulle sur CB.
- vecteurs contrainte nuls sur les faces latérales BC et AD.
Examinons maintenant d'un peu plus prés le méme probléme schématisé
fig4.3,00 1'éprouvette anisotrope est remplacée par le rectangle de la

zone utile située entre les congés (cf [ 74 1) (nous verrons que le pro-

gramme statique Jjustifiera cette schématisation).

U
N Uo
a b ——h
] \
y Y’
xl
d h%; c
a) b)
Y

Fig. 4.3. : Probleme orthotrope (a) et isotrope (b) associés (8% = ay).
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Si 1'on recherche une vitesse de déformation v homogene dans tout
abcd, on constate apres un calcul simple qu'alors v a pour directions
principales Ov et Oh, ce gqui, dans l'essal hors-axe qui nous intéresse
ici, est généralement impossible. En effet les tenseurs o et v auraient,
du.fait des conditions aux limites en contraintes, leurs directions prin-
cipales confondues au moins sur ad et bc alors que 9 différe de zéro et gue
la tdle est anisotrope (cf.[ 72 1 et chapitre 2). Quand B? égale ay,
le probléme isotrope (fig.4.3b), obtenu par application des relations sur
les coordonnées définies au chapitre 2, confirme gualitativement cette con-
clusion sur la non-homogénéité et amnonce la forme en S obtenue dans les

essais expérimentaux et cinématiques (cf. 83 plus loin).

Pour remédier, au moins partiellement, & cet inconvénient, J.P. BOEHLER
et J. RACLIN ont utilisé dans leurs essais expérimentaux une transmission
de l'effort de traction par un systéme de couteaux en position axiale soli-
daires des t8tes de l'éprouvette par 1'intermédiaire d'une plaque boulonnée
(fig. 4.2b). Nous assimilons les points de contacts 0 et 0' a des rotules,
par 1'intermédiaire desquelles on impose a 1'éprouvette une vitesse verti-

cale UO en 0 et nulle en 0', la rotation autour de ces points étant libre.

Considérant que les tétes de 1'éprouvette sont toujours indéformables,
nous gardons ABCD (fig. 4.2a) comme systeme mécanique que nous soumettons ,

sur le plan statique, aux conditions suivantes @
- vecteur contrainte nul sur AD et BC

- moment résultant des vecteurs contraintes sur AB (resp. CD) nul en O

(resp. 0').

Comme précédemment nous optimiserons la force de traction F, équilibrée
par les contraintes normales sur AB, qui est le parametre de chargement

associé a la vitesse imposée Uo'

Dans la suite nous appellerons cet essai, essai avec rotules, par oppo-
sition a l'essai classique, désigné comme tel. Nous allons donc étudier le c
portement de l'éprouvette vis-a-vis de la charge limite, dans l'essai avec
rotules, en faisant varier l'angle 6 de l'axe privilégié avec l'axe de
traction, puis nous nous placerons a 6 = 30° pour analyser 1'influence du

mode de traction sur les champs o et v.
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2) Essai avec rotule a § variable

L'éprouvette expérimentale supposée non pesante posséde les caracté-

ristiques suivantes :
a =1 g = 0,8603 y = 0,908 et Ro = 36,62 kgf/mm?

ol R, est la résistance en traction simple & zéro degré, prise égale pour
le critére de MISES et de TRESCA. De ce fait le critére de MISES (fig.4.1a)
devient tangent (et extérieur) & celui de TRESCA le long de BC et passe par

les deux sommets des cfnes.

Le maillage statique que nous avons utilisé pour ces essais est celui
de la figure 4.4a ol nous avons remplacé les congés de 1'éprouvette par un
triangle. Nous avons noté dans le tableau des résultats :

Ré et Rg les résistances statiques et cinématiques en traction simple
définies par Re
vette et F le paramétre de chargement associé a UD gu'est la force de trac-

= F/(1.b) ol b est la largeur de la zone utile de 1'éprou-

tion,résultante des contraintes normales sur AB.

RSXD est la valeur obtenue expérimentalement par [ 73].
8 0 15 30 45 60 75 80
R; 37,07 | 38,45 | 40,04 41,95 | 42,42 | 41,84 41,02
=
e
w Ré 36,30 | 37,41 38,82 40,54 | 40,97 | 40,82 39,98
RSXD 36,62 37,21 39,70 40,95 | 41,40 | 40,75 40,05
Rg 36,62 37,30 38,99 40,46 | 40,94 | 40,70 40,33
=
w
o Ry 36,23 37,24 | 38,72 40,32 | 40,83 | 40,29 39,55

COMPARAISON CALCUL-EXPERIENCE A 6 VARIABLE




- 176 -

42

a) b)



43-
42-

40
39-
38-
371

36

ARy

- 177 -

Sur ce tableau on constate gque les bornes statique-cinématique sont
trés rapprochées pour le matériau de TRESCA avec AR/R = (R"- R7)/R™ maxi-
mum inférieur a 1,1% @ 8 = 90°. Elles demeurent proches pour le matériau
de MISES avec un AR/R maximum de 1'ordre de 3,5% & 6 = 45 et 60°.

D'autre part, les valeurs expérimentales sont généralement situées
entre les bornes statique et cinématique calculées avec le critere de MISES

et légérement au-dessus des bornes cinématiques dans le cas de TRESCA.

*  R§XP

— (R;+R})/2

Yo

1 I ! 1

15 30 45 60 '

75 90

Fig. 4.5. : Comparaison calcul-expérience en fontion de 8 .

Sur la figure 4.5, nous avons tracé, compte-tenu du faible écart

entre les bornes, la valeur maoyenne Re = (Rg + Ré)/Z en fonction de 6.
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Les points étoilés représentent les valeurs expérimentales qui semblent
s'accorder légerement mieux avec les résultats numérigues obtenus avec le

critére de MISES.

Grice a la possibilité offerte par MPSX/370 de supprimer les équations
imposant les moments nuls en 0 et O' dans un premier temps, puis de repartir
de la valeur trouvée en restaurant les dite-lignes, nous avons pu obtenir
également les valeurs correspondant & l'essai classique. Nous avons pu ainsi
constater que le mode de transmission, avec les parametres a, B et y choisis

avait trés peu d'influence sur la valeur de la traction limite (cf.( 27 1).

Dans une premiere conclusion, nous pouvons dire que les résultats ob-
tenus numérigquement valident, au moins pour cet essai et sur le plan calcul
de charges limites, les hypothéses faites a priori, & savoir contrainte

plane, critére de plasticité et loi de comportement choisie.

En ce qui concerne le choix du critére, il semble donc qu'on puisse
accorder a cet égard une légére préférence a celui de MISES, d'autant plus
qu'une linéarisation plus poussée raménerait certainement 1'écart statique-
cinématique au niveau de celui obtenu pour le matériau de TRESCA. Celui-ci
est en effet beaucoup plus facile & linéariser finement que l'ellipsolde de
MISES (fig. 4.1a).

Dans tous les essais les champs de contraintes étaient homogénes dans
la zone utile de l'éprouvette avec une variation relative des composantes
de o inférieure a 10-3 le long de la zore utile de 1'éprouvette. A ce ni-
veau de perturbation il nous était impossible de savoir si elle était due
3 1'anisotropie induite par la linéarisation ou a l'anisotropie de struc-
ture, relativement faible. En annexe 2 nous avons tracé les domaines des
vecteurs contraintes P.A. vis-a-vis de TRESCA pour une facette d'angle va-
riable : on observe effectivement que ces domaines varient tres peu. Du fait
d'une conclusion analogue sur le plan cinémétique, nous avons donc été natu-
rellement amené & étudier plus complétement un essai hors-axe particulier

pour analyser 1'influence du mode de transmission de l'effort de traction.
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3) Influence du mode de transmission dans un essai hors-axe

Nous avons choisi de fixer 6 & 30 degrés et les parametresa, B, Y
précédents gue nous rappelons :

a =1 R = 0,860 vy = 0,908 et Ro = 36,62 kgf/mm?

L'analyse des champs de contraintes ayant montré que la zone des
congés n'était pas, sauf en des points isolés, & 1'état plastique, nous
avons supprimé les congés pour aboutir au maillage de la fig.4.4b identique
3 celui utilisé en cinématique. Les valeurs de la résistance en traction

Re = F/b) obtenues sont données dans le tableau suivant :

STATIQUE CIN E’M ATIQUE
rotule classique rotule classique
MISES 39,42 39,42 40,04 39,95
TRESCA 38,72 38,72 38,99 39,01
Rexp = 39,70 Rexp = 39,70

La premiére remarque gue l'on puisse faire est que le mode de trans-
mission a un effet négligeable sur la valeur de la traction limite. Les
champs de contraintes sont homogénes dans les deux cas, ainsi d'ailleurs
que le champ de vitesse dans la zone centrale. Le résultat pour MISES est
supérieur a celui de TRESCA, ce qui est normal puisque nous travaillons &
RO fixée et que le tenseur contrainte se situe dans une zone ou le criteére

de MISES est strictement extérieur a celui de TRESCA.
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La faible anisotropie du matériau (coefficients ~1, cf Ann.2) pouvant
expliguer 1'insensibilité du résultat a la nature de la transmission nous

avons choisi de renforcer l'anisotropie en prenant comme valeurs :
o =1 , B =2, Y =4 et R = 36,62 kgf /mm?
Avec le méme maillage (fig.4.4b) et la méme linéari?ation, c'est-a-

dire 48 plans pour TRESCA et 62 pour MISES, nous obtenons cette fois le

tableau ci-apres :

STATIQUE CINEMATIQUE

rotule classique rotule classigue
MISES 20,83 20,83 21,13 21,42
TRESCA 20,83 20,83 20,93 21,04

Le champ de vitesse de déformation, non homogéne dans l'essai classi-
que, devient homogéne en partie centrale dans l'essai avec rotule. Celle-
ci semble donc avoir dans cet essai un effet homogénéisant indéniable, que
1'on peut aobserver sur la fig.4.6 qui donne l'allure du champ des vitesses
de déplacement dans deux essais (Essai Classique et & Rotule) pour les deux

critéeres.

Le champ de contraintes, homogene, est dans tous les cas le méme ;
1'analyse montre en effet que le tenseur contrainte ¢ se situe exactement
a la jonction du céne de sommet D et du cylindre de TRESCA (fig.4.1a), soit
a4 un point commun aux deux criteéres. On note également gque les bornes obte-

nues pour le matériau de TRESCA sont trés voisines malgré un nombre de plans
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de lindarisation inférieur & celui de MISES. Cette proximité n'autorise ce-
pendant pas de conclusion sur le plan unicité (a un facteur multiplicatif
prés) de la vitesse de déformation du matériau de TRESCA puisque 0 se situe

a un point singulier de la surface de charge.

Une série d'essais supplémentaires sur des maillages du type de celui
de la figure 4.4b ol nous avons fait varier la longueur utile 1 de 1'éprou-
vette confirme 1'homogénéité du champ de contraintes. L'influence du mode de
traction ne se fait sentir qu'a partir de 1'élancement l/b=1.Dans ce cas le
champ obtenu avec l'essai classique est fortement non homogene et la valeur
de la résistance monte & 21,51 kgf/mm?. Au contraire, en présence des rotu-
les, le champ redevient parfaitement homogéne et 1'on retrouve la valeur
du tableau précédent. D'autres essais ol B2 est différent de ay (o = 1,

B = 0,5 puis 3, Y = 4) conduisent a la mé&me conclusion sur le plan de 1'ho-

mogénéité.

A la lumiére de tous ces essais nous pouvons penser que le champ de con-
traintes est pratiquement homogéne dans la zone utile de 1'éprouvette schéma-
tisée fig. 4.4b, guelque soit le mode de traction. Une étude complémentaire
avec un critére linéarisé plus finement, et un maillage plus poussé de
1'éprouvette dans sa totalité, ne devrait pas modifier sensiblement cette
conclusion du fait de la proximité des frontiéres a conditions aux limites

nulles liée & l'élancement de 1'éprouvette expérimentale.

Pour cette raison, une étude tridimensionnelle de ce probléme, avec
un programme anisotrope & variation linéaire du champ de contraintes, ne
nous parait pas nécessaire, méme si elle était économiquement possible ac-
tuellement, compte-tenu du bon accord des tractions limites numériques ob-

servé en contrainte plane avec les valeurs expérimentales.

4.1.4. CONCLUSION

Les programmes mis au point pour le probleme de la contrainte plane

sont opérationnels et, sous réserve de se méfier des problemes de précision,
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donnent de bons résultats pour des temps de calcul deux a trois fois plus

grands que ceux de la déformation plane pour un maillage équivalent.

En ce qui concerne le probléme que nous avons traité, les essais sta-
tiques confirment que le but recherché, par construction méme de 1'éprouvette
de traction, est atteint puisque le champ de contraintes est pratiguement
homogéne dans sa partie utile. La déformation & la rupture, de 1'ordre de
4 a 5% d'aprés les essais expérimentaux, était assez faible pour que l'on
puisse prévoir de bons résultats sur le calcul de la traction limite par
la théorie utilisée. Ce qui 1'était moins, et qui rend cette théorie d'au-
tant plus intéressante, est la bonne conformité. qualitative des déformations
de l'éprouvette avec celles observées expérimentalement (fig. 4.6) lorsque
1'anisotropie de structure est renforcée pour diminuer l'influence de l'ani-

sotropie induite par la linéarisation des criteres.

4.2 - LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL

4.,2.1 - Formulation générale

Suivant les résultats des chapitres 1 et 2, nous obtenons les critéres

orthotropes g(¢) de révolution en écrivant selon [ 7g, 62|
G=A.o et g(o) = () (8)
ot f est le critere homologue isotrope.

Le critére de MISES orthotrope devient donc :

ac_ + YO
x Y

(gt - v0))7 + (Fao, - vo,))% 3((8T, ) + (yr, )+ (1 )%)- Hes0 (9)

et celui de TRESCA-COULOMB

17| = (%f + %z)§ Sk + 0 tgo (10)



\

o0 T =0.. n.t. et T =0.. n. t . , sur toute facette
1 1] J 11 2 1] J 21

du matériau au point cgnsidéré. 6n, T, et T, sont les composantes du
vecteur "contrainte" T (défini par T.=0.. N, iet j=x, youz)sur
. > > -> ,l\ 13 J
les axes du repere n, t,, t, affecte a la facette. Remarquons qu'ici la
- hY - V4 3 - +
forme du critere ne sera plus indéependante de la position des axes %1 et t,
choisis sur la facette, O étant défini dans le repére privilégié d'aniso-

tropie fixé.

4,2.2 - Formulation numérique

I1 nous faut 13 aussi distinguer les cas des criteéres de MISES et de
TRESCA-COULOMB qui nécessitent deux techmiques différentes.

a) Critére de MISES

La forme de (9) nous conduit & écrire, de maniére analogue au cas

isotrope, le critére sous la forme :

5
I X2 -3Kk¥*s 0 (11)
=1
_ a0+ YO /3
o0 X, = > - Yo, X, = =5- (aox - ycz) etc... (12)

o s
X.=2 ul ax. -3k , Osu)l s 1 , j=145 a)
i i i i
i=1
5 m .
1 (I ug AY, + 3k?) 5 3k? b) (13
3=1 i=1
0 < ui <1 = ug< =1 et “i>k =0 c)



Posarnt cette fois-ci :
U= aox + Yoy + Yoz

la résolution en 0. oy’ cees T, du systéme formé par (12) + (14), puis

1'utilisation de (13-a) nous aménent finalement a :

T -1 -
(o} = (o, 0, 0y T, T, T, 0 =[AT ][] S (15)

i
ot [ P] est la méme matrice de passage que celle définie par (28) au cha-

pitre 3 de la premiére partie.

La matrice 6 x 6 [ A'1] est 1'inverse de la matrice diagonale [ A ]
issue de celle de l'opérateur A défini en (8). En numérotant de 1 & 6 les

composantes de {0} en (15), les composantes de [ A ] s'écrivent:

(16)

d'od 1l'on déduit immédiatement les éléments de [ A-1].

L'utilisation systématique du changement de variable (15) conduit a
un probléme de programmation séparable, ne comportant gque la seule iné-

quation (13-b) comme condition de critére, résolu par MPSX/370.

-

b) Critére de TRESCA-COULOMB

Généralisant ce gue nous avons fait dans le cas isotrope (I.3.3.1), nou:
substituons a (10) le critére linéarisé obtenu en écrivant sur un nombre
fini de facettes,en chaque point ol il nous faut appliguer la condition d'ad:

missibilité plastique, le systéme suivant :
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T coser T, 81n6r < k + 0, tg ¢

(17)

6. = ,r=1am etmz23, iet] = x,y ouz

11 =g..N. t,. , 12 = Oij nj t2i , gn = oij nj ni

Les relations (17) sont & imposer sur les n facettes réparties sur la demi-
sphére unité comme dans le cas isotrope, d'ol une formulation finale en un

probléme de programmation linéaire que l'on dualise avant traitement par
le code d'optimisation.

c) Les conditions de prolongement (MISES ou TRESCA)

Elles sont spécifiques du probléme de la fondation carrée que nous
examinerons au § 4.2.2. Les conditions utilisées dans les cas plans et axi-
symétriques, si elles sont généralisables sans difficulté. , augmentent trés
sensiblement la taille du probléme. Nous nous sommes donc inspirés du pro-
longement "a& jambes" adopté par [ 6 0 1 dans sa solution statique isotrope
pour obtenir celui de la fig.4.7.

* Sous O0' A' C' nous annulons Txy et Toz et laissons O, libre.

* Sous A' B' D' C' nous imposons pour vérifier le critére de MISES (aniso-
trope) le temseur uniaxial p tel gque @
/48 k
P s — ~ Po (18)
(902 + v* - 3 ay + gB?)?

A .
P T Sg Pet T, = u (19)

Sl

d'ol <
On

Remarquons qu'on retrouve le classique v3k si on fait ¢ =8 =y = 1 car

le second membre de (18) est calculé pour § = 30°.



* sous D' C' E' ¢+ 0 =1 =1 =0
X Xy Xz

< ét enfin sur BD D' B' et DE E' D' nous imposons

o, s VIk/Y et T = Ty = 0

Le fait de laisser O, libre en(@) et de borner seulement les contraintes
en(19)rend nécessaire une post-analyse du champ de contraintes. Cette analys
conduit & poser en(d 0,=0, non nul (= g) pour que le critére soit vérifié.
Partout ailleurs on superpose au précédent un champ horizontalement isotrope

tel que 9, = oy =qet o, = Txy = Tyz =T, = 0.

Dans tous les cas que nous avons traités, cette technique nous a donné
un prolongement dont nous avons vérifié qu'il était toujours licite, les

valeurs de g étant relativement modérées.

Les inégalités imposées en (19) entrainent que l'inclinaison de la
" jambe" (@ est variable. En fait elle varie assez peu autour de la valeur de
30° du champ isotrope. La méme méthode s'applique au cas du probléme de
TRESCA sous réserve de recalculer les valeurs propres de ¢ issu du tenseur
uniaxial p et d'exprimer ensuite le critére de TRESCA en contraintes prin-

pales (barrées) pour déterminer Py €N (19).

Les remarques précédentes nous ont amené & modifier le programme P2
décrit en premiére partie, qui utilise des maillages formés de cubes(ou
demi-cubes)composés de 6 pyramides, elles-méme divisées en 4 tétraedres
dans lesquels le tenseur contrainte est constant. Nous aboutissons donc a
un probléme de programmation linéaire pour TRESCA (ou COULOMB) et séparable

pour MISES. C'est ce dernier que nous allons utiliser ci-apres.
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4.2.3 - Les essais : charge limite d'une fondation carrée de surface S

Soit unme fondation carrée, de surface S (fig. 4.7), a vitesse verticale
imﬁOsée U, et soit F la composante axiale de la force nécessaire pour réa- |
liser le mouvement. Le sol est orthotrope de révolution autour de l'axe Ox
vertical, et obéit au critére de plasticité issu de celui de MISES défini en

(9).

Ce probléme comporte, en toute rigueur, deux paramétres de chargement
qui sont la force F et le poids volumigue I' du sol. Nous avons vu au chapitre
2, que la non nullité du poids entrainme que l'axe d'orthotropie est néces-
sairement vertical, et dans ce cas que F ne dépend pas de I'. On peut faci-
lement retrouver ce dernier point en remarquant que le champ de contraintes

décrit par :

a —
o, = I'x , oy = Fg =0, rxy = Tyz =T, = 0
est licite pour tout I'. Par suite le convexe K des chargements licites
(F, T) contient la droite F = 0, sa frontiére lui est donc paralléle et F

est bien indépendant de T.

Nous avons choisi de faire varier les coefficients a, B, Y comme en
déformation plane (§ 3.2.1) en identifiant les résistances en compression
simple données par le critére (9) et celui de SALENGON et TRISTAN-LOPEZ
[65,71]. Le but est de savoir si le matériau réagit de la méme maniére & tro:

dimensions, l'interface sol-fondation restant lisse.

Les résultats cinématiques sur p = F/kS, notés EC, ont été obtenus a
1'aide du programme éléments finis de [ 30 1, les valeurs statiques avec
celui décrit en 4.2.2 et le maillage de la figure 4.7. Nous avons également

calculé une borne supérieure ED de la fagon suivante :
)

- Si B? < ay posons B? = (Aoa) (Aoy) = (ao) (YO) ; le critére initial est
inclus dans le critére défini par (uo, B, YO). La solution cinématique rela-
tive 3 ce dernier, soit 5,71/0LO (§ 2.2), est une borne supérieure pour notre

probléme.
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- Si B? 2z ay il suffit de poser B; = ay et de considérer le critére para-

metré par o, BO,Y, d'ol la borne supérieure 5,71/a.

Le tableau suivant donne les valeurs de p = F/kS relatives & l'ensemble
des résultats précédents. Nous y avons ajouté a titre indicatif ceux donnés
par le programme statique en supprimant les conditions de prolongement, afin

de mesurer l'influence restrictive de celles-ci.

K1 0,6 0,8 1 1,4 1,8
Val. stat. prolongée 4,99 4,72 4,56 4,32 4,23
Val. stat. non prolongée| 5,62 4,96 4,69 4,45 4,27
Val. cinématique p_ 8,69 7,43 | 6,97 6,60 6,47
a 1 1 1 1 1
B 0,793 0,946 | 1 1,033 | 1,04
Y 1,667 1,25 1 0,714 | 0,556
borne supérieure 50 8,30 . 6,75 |5,71 5,7 5,7

Les temps de calcul statiquesavoisinent les 30s en moyenne sur 1'IBM
3033 du CNUSC.Rappelons gue c'était ce maillage qui nous avait fourni les

meilleurs résultats isotropes (cf. 1ére partie, chapitre 3).

Mis & part le cas K1 = 0,6 le prolongement choisi apparalt peu péna-
lisant, d'autant moins que K1 augmente. Il pourrait 1'étre encore moins si
les conditions issues de la zone(:)fig.4.7 étaient appliquées séparément a
chaque tétraedre ayant leur base sur A' B' D' C',au lieu d'étre communes

comme c'était le cas.
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Fig. 4.8. : Résultats statigues tridimensionnels avec B? = ay

Sur la figure 4.8" nous avons porté les valeurs statiques en traits
pleins et rappelé, en tireté, les valeurs obtenues en déformation plane.
On observe bien la méme distribution selon les valeurs de K1, méme si

les bornes statiques et cinématiques sont relativement éloignées. Rappelons

que dans le cas isotrope nous avons les bornes analytiques suivantes,
déduites de celles calculées par [ 60 ] pour le critéere de TRESCA :

4,33 s F/Sk s 5,71

En anisotrope on peut conclure que le sol constitué du matériau étu-
dié est d'autant plus résistant que K1 est faible, autrement dit que B

est faible et Y grand pour un a donné.

I1 resterait bien sOr & disposer de moyens permettant d'aller plus
loin dans des essais de ce type, malheureusement encore trop limités sur
le plan de la taille des maillages, mais aussi par la difficulté d'obtenir

des champs prolongés économiguement.



4,2.4 - Conclusion sur le cas *ridimensiornel

' Sans répéter ce gue nous avons déja dit dans le cas isotrope en pre-
miere partie, nous pouvons dire gue nous disposons des outils bien au point
nécessaires pour traiter des problemes tridimensionnels sous réserve que
ces derniers présentent des symétries en nombre SUFfisant pour ne pas dépas-

ser 30 a 40 mn de temps de calcul.

Nous insisterons sur le fait qu'il est possible de traiter des problé-
mes plus gros pourvu que l'on adapte bien les tolérances du code MPSX (ce
gue nous savons faire maintenmant, l'expérience aidant) et de changer d'échel
des temps. L'idéal serait que ce code, ou un autre plus récent tel que
SCICONIC, soit adapté au calcul vectoriel disponible sur CRAY-1, ou mieux
CYBER 205 de CDC, ce qui devrait étre fait a terme compte tenu des perfor-
mances de ces calculateurs.

Ce souci d'aboutir 3 des programmes pouvant traiter des cas tridimen-
sionnels plus complexes économiquement, par exemple par les moyens que nous
avons discutés dans le cas isotrope, se justifie aussi par le fait qu'il
s'agit 14 d'un domaine réservé, pour assez longtemps encore, a 1'Analyse
Limite numérique dés que le critére différe de celui de MISES. En effet,
traiter le probléme de TRESCA et a fortiori celui de COULOMB nous parait
difficile avec les méthodes élasto-plastiques & fonction seuil, gue ce

soit en petites ou en grandes déformations.

Ce commentaire nous amene tout naturellement a nous interroger sur le
point suivant : la recherche de lois de comportement plus complexes ne de-
vrait-elle pas s'accompagner d'une étude sur um vrai probléme aux limites af
d'en tester ce gque nous appellerons leur applicabilité ? Cet écueil, déja
bien visible dans le cas isotrope, l'est encore plus pour le probleéme ani-
sotrope. C'est d'ailleurs l'un des avantages, et non le moindre, de la
théorie simplifiée de BOEHLER-SAWCZUK de permettre d'aboutir & une formu-
lation numérique anisotrope qui conserve l'efficacité de son homologue

isotrope.
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CONCLUSION GENERALE

L'ensemble de ce mémoire résulte du travail de recherche gue nous avons
effectué au sein du laboratoire de Mécanique des Sols de GRENOBLE, paralle-
lement 3 nos activités d'enseignant au département Génie Civil de 1'Institut
Universitaire de Technologie. S'il fallait résumer en une phrase son contenu,
nous dirions qu'il a été obtenu par l'application de la théorie de 1'Analyse
Limite aux problémes a milieux isotropes ou orthotropes de révolution, finis

ou semi-infinis, dans divers cas de symétrie.

Dans le domaine tridimensionnel des progrés restent a accomplir car, méme
s'il n'est pas nécessaire qu'ils soient trés raffinés, les maillages éléments
finis raisonnables, a l'heure actuelle et sur le plan économigue, sont encore
trop réduits. Les performances de MPSX/370 nous ont libéré de cette contrainte
dans les autres cas, ce qui nous conforte dans 1'idée d'utiliser, malgré 1l'in-
vestissement nécessaire pour en acquérir la maltrise, ce type de code spéci-
fique des problémes de grande taille. Le recours a une méthode de décomposition
récursive, avec un code basé sur un outil tel que SCICONIC,peut constituer une
bonne solution, quitte & réfléchir alors sur une modélisation mécanique du pro-
bléme de TRESCA-COULOMB plus appropriée.

Sans perdre de vue que l'utilisation d'un code de P.L. adapté au calcul
vectoriel (en cours de mise au point chez SCICON Ltd) résoudrait aussi le pro-
bléme, l'un de nos objectifs & court terme sera donc d'amener ces programmes
3D au niveau d'efficacité pratique des programmes plans. En effet, a notre avis,
le domaine tridimensionnel constitue un terrain privilégié d'application des
méthodes de 1'Analyse Limite pour préciser les charges de ruine, particuliére-

ment en milieu anisotrope.
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ANNEXE 1

RELATION ISOTROPE-ANISOTROPE EN DEFORMATION PLANE

B2 = ay

Les trois relations sur les coordonnées, les vitesses et les contraintes

s'écrivent danms le cas plan (fig. 1) :

x = x"Vy y = y'va (1)
- ! -

u, = ux,a/? v, = u;,y/a 2)

0, = Op/a o, = o;,/y Ty T T;,y|/8 (3)

Comme conséquence de(1)et(2) nous obtenons :

Vx = 0’.\!)‘(, VY = 'Y\/)'(' ny =f V;('Y' (4)

a) b)

Fig. A.%.1 : Milieux orthotrope (a) et isotrope (b) associés.



Les relations 1 a 3 permettent de définir des solutions g, v pour le
milieu anisotrope & partir de solutions connues ¢, v' pour le milieu iso-
trope et vice-versa. Nous avons vu, sur le plan général (chapitre 2, 2éme
partie), que o (resp. v) est licite pourvu que ¢” (resp. v') le soit. Nous
nous contentons ici d'examiner a titre de vérification ce que deviennent les

discontinuités en vitesse de déplacement et les conditions de saut le long

des discontinuités en contrainte.

1) Discontinuités en vitesse

Soit A'B' un élément de ligne centré en M' en milieu isotrope (fig.1b)
de normale A faisant 1'angle u” avec Ox'. Nous prendrons comme exemple le
matériau de TRESCA (ou MISES) et de ce fait la discontinuité de vitesse

[ G'] est paralléle a A'B'. Soient AB 1'élément de ligne centré en M tel

que :
m = w7y Y = Y Vo (s)
[u ] = oy [uld] [u, 1 =va [l ()

De (5) on tire :

tgu = V—X- tqu’ (7)

D'autre part :

u 1
[4y] AR Eyj y _1 1 a
= = = — e — - 6=_
[Ux] o EJ;ﬂ a tgu tqd ta Y tau
- _ (o - y)tgu _ (o - y) sin2u (8)
or tgx—tg(d_“)"Y-atg‘u_a+y+(y-a)coszu

C'est & dire exactement la valeur de tgx que nous avons trouvée au chapitre
3 pour le matériau de TRESCA. Unme discontinuité de vitesse P.A. le long de
la ligne "isotrope" le reste aprés transformation par (6) le long de la ligne

"anisotrope" définie par (5).



A1.

2) Conditions de saut du tenseur contrainte

Considérons maintenant que AB et A'B' (fig.1) sont des éléments de
ligne de discontinuité en contraintes (distincte dans la solution exacte
d'une ligne de discontinuité en vitesses). Posons :

il ’

2 ¢ =—T2r—-u et ¢’ = -H (9)

les indices (1) et(2)repérant le milieu antérieur et postérieur a la ligne.

Supposons qu'en b) nous ayons continuité en o, et T de o”au travers de

’

A'B', c'est-a-dire Z;,= Oet =0 (10)

n't!

11 est facile de montrer que Z;, = 0 entraine £_ =0 v I.

Par contre pour vérifier la continuité tangentielle eno il faut écrire

’ , sin2¢' ’ ,_ , ’
(T = Z0) = = Ty 00s207= 0 (= 1)) (
sur A'
’ s 2.7 rd 2.7 : ’ s ’
Iy osin®e” + Zy,cos o - Zx'y‘ sin2¢” = O (0n1— °n2) (12
_ sin2¢ ? _
(Zx Zy) 5 ny cos2¢ =0 (T1 = 12) sur AB(1

' N 7 3
D'apres (1) nous pouvons écrire @

tg¢'/£§;

Y

>

tgp = avec ¢ = (Ox, AB) et ¢~ = (OX',

D'ol, en utilisant(3)et en réduisant au méme dénominateur,

sin2¢”

o Sin2¢”
Y3

> Z;, - (ycos?¢” + asin?¢') Z;,y,

[[RAV]

-
x

ATRY)

(13) devient :

0 (14)
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Tirant de (11) et (12) Z;, et Z;, en fonction de Z;'y' et en reportant dans

N

(14) on aboutit, si ¢ # 0, a :

v [ 252 (sin2e” + cos2¢’ (ﬁ’ - t0'))- cos’e” ] (15)

i ‘ ’ , ’ . ’ ?
- [ §3§§9_ (sin2¢” - tgd’cos2¢”) - sin?¢” ] = O
o0 1l'on vérifie aisément que les expressions entre crochets sont identique-

ment nulles.

En conclusion si le tenseur contrainte satisfait les conditions de
saut le long d'une ligne de discontinuité L' en(b),le tenseur qui lui
est associé en(a)par (3) les satisfait aussi le long de la ligne image par

(1) de L', et vice-versa.

Le cas ¢ = 0 ou % se vérifie directement & partir de (3). Il est clair,
puisque I et I’ sont définis dans le repere d'orthotropie, gue le probléme
anisotrope (a) comporte des conditions aux limites en contraintes & recal-
culer, a moins gu'elles ne soient nulles, dans le probléme isotrope (b).
Rappelons qu'une vitesse imposée perpendiculaire en (b) & la surface libre
le reste en (a), ce qui permet d'utiliser bon nombre de solutions connues,
particuliérement en milieu semi-infini. Bien entendu les conditions aux

limites en vitesse sont a recalculer également si le probléme en comporte.
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REMARQUES

Plagons nous dans le cas B2 = oy et soit fin (resp. fT) le critére de
MISES (resp. TRESCA) isotrope. Appelons Iy et 9t les critéres orthotropes

définis en remplagant ¢ par ¢ dans f, et f,.. Soit D'M et D'T les domaines

M T
des vecteurs contraintes P.A. dans l'espace oa, 1%, ré relatif a une facette
quelconque ( dans R?) pour chacun des deux critéres isotropes, DM et DT

leurs homologues en milieu orthotrope. On sait que D'M et D', sont confondus,

T
gu'en est-il pour Dm et DT ?.

Reprenons la démarche .suivie au chapitre 2 (fig.2.1) lors de 1'étude de
la ligne de discontinuité de vitesse considérée comme limite d'unme zone mince
et plagons-nous dans le milieu isotrope (b). Nous avons vu que le tenseur de
vitesse de déformation v' avait alors une structure particuliére que l'on

retrouvait pour v dans la ligne image en milieu anisotrope (a).

Dans 1'élément de zone mince isotrope en (b) il existe un o’P.A./fm
associé a v'. Ce ¢’ est P.A. pour fr puisque la surface de charge de fiy
est incluse dans celle de TRESCA. Quand h', épaisseur de la zone mince, tend
vers zéro on a nécessairement FT(G') = 0 puisque l'image de o” dans l'espace
o;, T{, Té se situe alors sur la frontiére commune a DM, et D+,. Du fait que
les criteres de MISES et TRESCA ont méme condition P.A., sur v', il s'ensuit

ue g° est aussi associé a v' vis-a-vis du critére f-.
T

En repassant au milieu orthotrope, grice aux relations générales établies
au § 1 du chapitre 2, le tenseur ¢ (issu de ¢ = G ) est associé au tenseur v
(issu de v' = v) pour gw et pour g;, ceci dans 1'élément de zone mince en (a)

image, par les relations valables pour B? = oy, de 1'élément de zonme mince en

(b).



Grdce a ces dernieres relations, h, épaisseur de 1'élément de zone mince
en (a), tend vers zéro comme h', ce qui nous améne a la conclusion que les
domaines Dm et DT sont effectivement confondus quand 8% = ay, puisgue nous
n'avons pas fait d'hypothése supplémentaire sur v'; on retrouve 1la un

résultat établi en I30 1 par calcul séparé de Dy et Dy.

Remarquons que le type de démonstration que nous avons employé revient
a montrer l'identité de deux convexes sur les contraintes par 1'égalité de
leurs fonctions d'appui pour toute orientation du tenseur dual des contraintes
(ef T 8 1).

Certains résultats du chapitre 2 peuvent s'étendre & d'autres critéres
orthotropes de révolution comprenant une seule direction & 1'infini dans l'es-

pace Rs des contraintes.

En effet on peut faire colncider la direction & 1'infini du critére de
MISES orthotrope de BOEHLER-SAWCZUK [79,621 avec celle du critére considéré
en jouant sur les coefficients a, B, Y et inclure ce dernier dans le critére
[79,62] en modulant k. Notons gqu'il n'est pas nécessaire alors que le critere

considéré soit convexe, pourvu que l'inclusion soit possible.
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EXTENSION DES RESULTATS DEFORMATION PLANE

# En contrainte plane, telle que nous l'avons définie au chapitre 3, le

critére de TRESCA s'écrit :

= ((ao - Yoy) 24 (ZBTXY)Z)§
us 2c (a)
(1
u s 4c +(aox + yoy) (b)
u s 4c - (aox + ch) (c)

On reconnait en (3a) le cylindre de TRESCA et deux c8nes (1b et c) du

type de ceux de COULOMB, que nous avons déja vus en déformation plane.

Le domaine D des vecteurs contrainte P.A. sera,dans le plan de MOHR,
inclus dans l'intersection de celui calculé en déformation plane et de ceux

relatifs & (1b et c) déterminés comme suit.

Le sommet de l'angle,dans le plan de MOHR, relatif a (1b) est donné
par les relations (13) (chap.3, 2éme partie) aprés multiplication & droite
par 2/cotg ¢.Les pentes des cdtés de l'angle seront obtenues en faisant

simplement ¢ = m/2 dans (16) (chapitre 3).

De méme (15) donne les conditions d'existence du c8ne en y faisant
¢ = —%—.La notion de ¢ critigue disparait car la derniere inégalité est tou-
jours violée. En conséquence si B? est inférieur & ay les cbnes n'existent
pas. Le deuxiéme cone (lc) se déduit du premier par symétrie par rapport a
l'origine des contraintes et le domaine qu'il définit dans le plan de MOHR

également.
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La figure A2. 1illustre les deux cas possibles :

B2 > ay : le domaine est formé de 4 segments de droite et de 4 arcs d'ellips

de raccordement.

B2 s ay : le domaine est limité par les deux droites de la déformation plane

et les deux ellipses terminales gqui leur sont tangentes.

A titre d'exemple nous avons fait tracer également les domaines P.A.
pour un angle de facette variable et les valeurs de a«, 8, y (1, 0.86, 0.908)
identiques & celles que nous avons utilisées lors de l'étude de la charge
limite de l'éprouvette de traction (chapitre 4 , 2éme partie). On constate
effectivement que ce domaine ne varie guére avec l'angle de la facette, ce
gui permet de dire que l'éprouvette est relativement peu anisotrope et que
l'anisotropie induite par la linéarisation peut n'&tre pas négligeable. Le
mode de tracé est analogue & celui utilisé pour le critére de COULOMB (cha-
pitre 3) en faisant parcourir pour o s A = 0,5 le premier céne (1b) puis
pour 0,5 s A s 0,5 le cylindre ([a) et enfin pour 0,5 sAK 1 le cBne (1c) par
les ellipses A = cte. Les tangentes sont calculées analytiquement comme ci-

dessus puis tracées directement ce qui permet une vérification globale.

& & DOMAINE DES VECTEURS CONTRAINTE P.A. POUR UNE FACETTE EN 3D

Le calcul relatif au critére de MISES orthotrope de révolution en déformatior
plane peut s'étendre au cas tridimensionnel. Soit donc le probléme de déter-
miner le domaine F des vecteurs contrainte P.A. pour une facette f donnée.

Deux cas peuvent se produire @

- La facette est perpendiculaire & 1'un des axes du repere privilégié Oxyz :

La forme du critére de MISES qui s'écrit, d'apres [ 62 7 ,

(ag - YOy)2+ (Yoy - ¥0,)%+ (yo, - a0 )%+ 6((6Txy>2* (YTyz)2+ (87, ,)%) = BK? (2)
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permet alors directement la détermination de la frontiére de F : on obtient
une ellipse d'axe vertical —%— et horizontal L pour les facettes perpendic
laires a Oy et Oz et un cercle de rayon —%— pour la facette perpendiculaire
a Ox (fig. A2.2a).

- La facette f, de normale ;, fait un angle 6 € ] 0, -%—[ avec 0Ox.

Du fait de la symétrie de révolution autour de Ox on peut prendre comme

repéere celui dans lequel Oxy est confondu avec le plan contenant Ox et ;.

Le vecteur contrainte T sur cette facette f (fig. A2.2) & pour composantes

normale et tangentielle, avec A= (nx, ny» o) :

6 =0.n.n, =f (ox, g, T, )

Y Y

)

% Ny Ty = fi

~
-—
i
3
o
]

(cx, Oyr Tyy

Ty = Oﬁ nj t2i = f:’c.2 (sz’ Tyz)

a) b)
Figure a2 2
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Si l'on se place dans le cas T, = 0 on obtient, dans le plan (On,T1>
(fig. A2.2b), le domainme D gue nous avons obtenu en déformation plane au
chéDitre 3 en (10). En effet a, et T, dépendent du seul tenseur bidimen-
sionnel Oys O, est justement 1l'un des parametres a optimiser pour déterminer
le domaine P.A. initial, et T, = 0 entraine, d'apres la symétrie du tenseur

contrainte (réciprocité des contraintes tangentiélles, facette g)

T, = T, = 0 puisque § est = 0 ou 7/2

La valeur maximale de T,s POUT T, = 0, est solution du probléme ¢

= Max {11, =0, (y1, )%+ (Bt ,)? =K%}

T2 max yz Xz

De maniére éguivalente, est donnée, du fait de la symétrie du

T
tenseur contrainte, par la valiu?a:lgébrique du segment [CM], paralléle a
OA, qui parcourt sur la facette g (de normale oz, fig. A2.2 ) l'ellipse
déja définie plus haut, avec CM = k ( B%cos?§ + y2%sin?§)72,

Dans le plan (11, 12) (fig. A2.2b) la trace du domaine F cherché est
nécessairement, d'aprés la forme de (1), une conique symétrique par rapport
au plan (cn, 11), du fait de la symétrie de révolution autour de Ox ; elle
est convexe car la transformation o - {cn, Tqs TZ} est linéaire ; enfin
elle coupe ses axes principaux & distance finie : c'est donc une ellipse
dont les valeurs des grands et petits axes $onz M défini au chapitre 3 (dé-

formation plane) et N = k (B%cos?§ + y2?sin?8)~ 2.

La surface de charge dans 1l'espace cn, Tys T relatif & la facette f
est finalement un cylindre d'axe (D) dont les génératrices s'appuient sur
cette ellipse (fig. A2.2b). On retrouve ainsi un résultat précédemment

établi en [30]par une méthode de projections.

Une conséquence intéressante est qu'en symétrie de révolution, néces-
sairement autour de Ox, le domaine des vecteurs contrainte P.A. sur une fa-

cette perpendiculaire au plan méridien est celui de la déformation plane

comme dans le cas isotrope.
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ANNEXE 3

PHASE 1 DU SIMPLEXE EN M ITERATIONS

AUTRES APPLICATIONS DE LA P.L. ET DE LA P.S.

* Phase 1 du simplexe et application.

L'une des méthodes employées en phase 1 du simplexe, dont le but est
de trouver une base réalisable de départ ( , phase 2), consiste & ajouter
aux égalités du systéme linéaire des variables artificielles v;. Celles-ci,
complétées par les variables d'écart non négatives affectées aux inégalités,
forment une base initiale du systéme complété. Celui-ci est donc directe-
ment sous la forme dite canonique. Intéressons-nous maintenant au probléme

suivant ¢

(1] (v} + [A]l{x} = {a}

vi 20 xj geq , i=1am j=1a8n, n2m (1)

Minimiser 2z =

nmt~Mm3
<

ol [I] est la matrice identité et {Q} rendu positif avant addition des 7
La fonctionnelle z étant bornée inférieurement par zéro, le minimum existe
toujours et il est nul si le systeéme initial a au moins une solution réa-

lisable.

La régle suivante permettra de résoudre (1) en, au plus, m itérations
si les variables structurelles Xj sont non astreintes : on utilise 1l'algo-
rithme du simplexe, variables libres non dédoublées, en imposant gque les
variables candidates soient nécessairement structurelles, et les variables

sortantes nécessairement artificielles.

D'apres les formules de transformation du simplexe (chap. 1, leére partie),

apres les permutations nécessaires, le systéeme (1) se retrouve sous la forme
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canonique, & une itération guelcongue k :

3]
1. 0 Y ) .
1 = {Q} o0 Y" est un mélange de

i HB . .
y XJ et \ll (2)

{51, vees Cy oea C} {YHB} =z - z_ & minimiser
s n 5

a) soit Y:B le variable structurelle candidate, dont le colt réduit Es est
strictement négatif et appliquons la régle de choix habituelle :

va
- soit il existe dans la colonne s un ar > 0 (va<-variable artificielle)

s
et on échange structurelle et artificielle normalement.

e s . st
- soit il n'en existe pas, et alors les a; (st «+ structurelles) comportent
s
nécessairement un terme strictement positif § sinon z décroitra indéfini-

ment avec YZB, alors que les v.a. en base augmentent, les autres restent

nulles d'ol contradiction.

. st . .
- soit CY ce terme positif : comme les variables structurelles ne sont pas
0
bornées, on obtient que z peut devenir négatif ce qui est impossible.

. a . st . :
En raisonnant de méme si les a:g sont nuls on voit gue seul subsiste

le cas ol l'échange peut se faire dans le sens voulu.

b) supposons maintenant qu'il n'existe pas de ES < o relatif a ume variable

structurelle. Deux cas peuvent se produire :

1 - Au moins l'un des Ej struturels est strictement positif, et saoit C.
, Jo
ce colt réduit. Pour les mémes raisons que ci-dessus il existera nécessai-

rement dans la colonne i, de (2) un terme négatif correspondant aux v.a.,
. s , . HB . N
encore en base. Alors une variation negative de Y. conduira a une stag-
. . - . \ \ ’D
nation ou une diminution de z, et on procede a l'échange structurelle-

artificielle.
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2 - Reste a traiter le cas ol tous les Ej structurels sont nuls. Si 1'on
examine alors de prés la structure des vecteurs v, 7 et de B_1, on
s'apergoit alors gue la somme des termes relatifs aux v.a. encore en
basé,dans les colonnes structurelles, est nulle. La somme des v.a. de
base ne dépend alors que des variables artificielles hors-base. Si celles-
ci sont annulées, cette somme est donc égale a la somme des ﬁi correspon-

dants.

Or cette derniére somme doit &tre nulle si 1'on veut que les systémes
linéaires des problémes (1) et (2) restent éguivalents en annulant toutes
les v.a. Ainsi z est-elle nulle (par définition), l'optimum est atteint,
et celui-ci aurait été décelé auparavant par la régle habituelle (tout

Cj >0).

En conclusion l'échange structurelle-artificielle est toujours possible.
En fait, si 1'on dédouble a& l'avance les variables structurelles on est assu-
ré que le cas a) se produira toujours. En effet, chaque Cj devient alors

C. et ., avec . = -C. , affectés & deux nouvelles variables Y. et Y,
N} J2 N J2 R} J2

non négatives, idem pour la colonne j dédoublée en deux colonnes j; et js.

Si 1l'une des deux variables est en base, par exemple YJx’ alors :
€. =0=C., , Y. ne sera donc pas une candidate possible.
1 Jz2 Jz2
Le cas b-1 est réglé puisque, pour un €. hors-base quelconque,il
y aura nécessairement un T, = Cj et son opposé Cjz,tous deux hors-base,

1
et 1'un des deux sera toujours un candidat possible.

Le raisonnement du cas b-2 étant toujours applicable, on peut alors

affirmer :

En utilisant la regle précédemment énoncée, que les variables libres
soient dédoublées ou non en deux variables non négatives, une base réalisable
sera trouvée en, au plus, autant d'itérations qu'il y a d'égalités, pour le

nrebleme (1).
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Une application directe est la résolution de systémes linéaires du type
éléments-finis & loi élastique linéaire. [A] est la matrice de rigidité et {x}

le vecteur des déplacements nodaux. On peut alors :

- utiliserla remarque précédente et la solution, unique, sera donnée en m

itérations.

- ou bien bénéficier de la puissance des codes de P.L. en définissant le pro-
bléme élastique comme en (1), utiliser la procédure FORCE de MPSX/370 puis
PRIMAL et SOLUTION. Les procédures de restart et de paramétrage permettraient

méme de traiter plusieurs cas en une seule fois.

L'absence de toute hypothése sur [A], sinon bien sOr d'&tre inversible,
et la procédure d'inversion sophistiquée (cf. 1ére partie, 1er chapitre) de
MPSX/370, devrait donner des résultats intéressants en temps CPU pour les gros

problemes ...

** fApplication de la Programmation Séparable

Cet algorithme peut permettre de traiter les contraintes du type
Xy = 0 (3)
en écrivant de maniere équivalente :
wi -ws =0 avec (4)
wy = (x +y)/2 etw =(x-y)/2 (5)

La condition (4) est linéarisable en transformant les deux paraboles
comme nous l'avons indiqué au chapitre 1 de la premiére partie. Cette remarque
pourrait &tre utile pour résoudre certains problemes élastoplastiques, a char-

gement monotone incrémental par exemple, ol, selon que le critére de plasticité

soit atteint ou non, les équations & satisfaire sont différentes. Ainsi,
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sans prétention d'exhaustivité, pourrait-on écrire :

Xy = 0 (6)
f(O0) + x = o (7)
Ae = Fp(o, AC) + x = Aep six=o0 (8)
Ae = fe(o, AG) +y = fe, siy =o (9)

ol f est le critere de plasticité et fp, FC les deux lois possibles (plasti-
que ou élastique) selon 1l'état du critére, en admettant la décomposition ha-

bituelle Ac = Ae_ + Ae_ .
. e P

En fait ce probleme est un cas particulier de la Programmation Linéaire
complémentaire (P.L.C.). A la base de la P.L.C. on trouve R.W. COTTLE [127]
qui l'a fondée pour résoudre un probléme posé par G. MAIER concernmant un type
de structure & deux états possibles (exemple : pipe-line sous marin selon
qu'il y ait décollement ou non par rapport a un appui supposé élastique). On
se reportera, pour plus de détails, & des ouvrages spécialisés sur la P.L.C. ;
signalons toutefois que certains de ces problémes peuvent &tre résolus par la

Programmation Linéaire [128] .
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