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FIGURE 1 — Surface d’iso-vorticité lors de la relaxation d’une membrane élastique immergée
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1 Introduction

En guise d’introduction je retrace ci-dessous briévement les directions de recherche dans
lesquelles je me suis investi ces derniéres années en renvoyant aux publications associées.
La suite du document reprend plus en détail certains de ces thémes, en laissant de coté
volontairement ceux qui m’ont semblé plus marginaux.

Aprés mon doctorat, mes recherches dans le domaine des équations aux dérivées partielles
et de la simulation numérique, s’étaient traduites par des publications sur une classe d’équa-
tions & double non linéarité, et sur une équation de transport linéaire avec conditions aux
limites. Cette derniére intervenait dans mon travail dans le cadre d’un embryon de méthode
level set pour la localisation d’un front dans la modélisation et simulation de I'injection d’un
plastique fondu dans un moule (publication [A13]). Le terme embryon correspond au fait que
la fonction level set n’était utilisée que pour localiser la position de 'interface et non pour
modéliser une force de tension superficielle comme dans [46].

En septembre 1998, mon recrutement & 1’Université de Haute-Alsace en tant que Maitre de
Conférences m’a amené a collaborer avec S. Akesbi sur son théme de recherche, & savoir la mise
au point de schémas performants pour la résolution de ’équation du transport neutronique
(publications [A12, A1l, AT7]). D’autre part je me suis intéressé a un probléme d’élasticité
non-linéaire en grands déplacements modélisant le déplacement d’un textile, en co-encadrant
la theése de N. Faré, avec A. Brillard (publication [A10]). Enfin j’ai poursuivi mes recherches
sur les équations a double non-linéarité, tant du point de vue théorique, en publiant un
nouvel article sur le sujet en collaboration avec P. Witomski, que du point de vue numérique
en mettant au point un nouveau schéma de résolution adapté au cas dégénéré (publications
[A8, A9, A6]).

En septembre 2002 j’ai obtenu une mutation vers I’Université Joseph Fourier sur un poste
dont le profil était clairement orienté vers les sciences du vivant. Il s’agissait en particulier de
développer les activités du LMC (maintenant devenu laboratoire LJK) dans cette direction et
de renforcer les liens avec le laboratoire TIMC. Dans cette direction j’ai collaboré avec G.-H.
Cottet et nos collégues de TIMC & la mise au point d’une nouvelle méthode de modélisation et
de résolution des problémes de couplages fluide-structure (publications [A5, A4, A3|), appliqué
a la modélisation des membranes cellulaires (publications [B17, B16]) et de la contraction
myocardique (publications [B15, A2]). Cette collaboration s’est matérialisée sous la forme d’un
projet financé localement dont j’étais co-responsable, et par une ACI Nouvelles Interfaces des
Mathématiques dont j’étais coordinateur (arrivée a échéance en septembre 2007). Enfin nous
co-encadrons avec avec G.-H. Cottet deux théses sur le sujet (Claire Bost et Thomas Milcent,
soutenances en octobre 2008).

Parallélement j’ai participé & un groupe de travail avec E. Bonnetier, A. Raoult et des
physiciens du laboratoire LSP (de ’équipe de Chaouqi Misbah) sur la modélisation du com-
portement de vésicules phospholipidiques dans les écoulements cisaillés (travail en fin de ré-
daction), et avec John Stockie (U. Vancouver) sur des questions d’instabilité paramétrique
dans le couplage membrane-fluide (travail en cours).

Enfin lors du premier semestre 2007 j’ai rendu visite a Fadil Santosa, Professeur a I’Uni-
versité du Minnesota & Minneapolis, et expert en level set et optimisation. A ’occasion de ce
séjour nous avons mis au point une méthode pour la minimisation de fonctionnelles d’énergies
définies pour des courbes se déplagant sur une surface [A1]). Le but de cette collaboration est
a terme la reconstruction des courbes de niveau du potentiel d’activation sur la surface du
myocarde & partir de mesures dans le ventricule.
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2 Analyse numérique des équations & double non linéarité [A9]

2.1 Introduction et motivations

Mon intérét pour les équations & double non linéarité remonte & mon travail de thése.
Une partie de ce travail concernait I’étude d’une équation en pression intervenant dans la
modélisation de I'injection d’un plastique fondu dans 'empreinte d’'un moule [87]. La faible
épaisseur du moule permettait en effet par intégration dans I’épaisseur, et une hypothése
cinématique de type Hele-Shaw, de ramener 1’équation de Navier-Stokes & la résolution d’une
équation en pression. Cette équation moyennant un changement de fonction inconnue pouvait
s’écrire comme une équation doublement non linéaire de la forme

d
B+ Aw) = f 1)

ou B est un opérateur de superposition et 4 un opérateur elliptique de type calcul des varia-
tions. De nombreuses publications sur ce type d’équations ont vu le jour depuis les pioniers
[102] et [63] jusqu’a trés récemment [23, 103|. Tout le probléme abordé dans [A8] est de prou-
ver l'existence de solutions de (1) dans le cas qui nous intéressait en pratique, a savoir celui
ou B peut dégénerer et ne pas apporter toute la compacité en temps classiquement engendrée
par ‘2—1; dans une équation parabolique, alors que I'opérateur A n’est pas pseudo-monotone
au sens des équations elliptiques. Il s’agit d’une équation elliptique-parabolique. Nous avons
pour cette classe d’équations défini une notion de pseudo-monotonie ad hoc. La méthode par
semigroupes [29] a trouvé dans ce type d’équation un champ d’application initié par F. Si-
mondon [105] puis plus récemment développé par Ph. Bénilan et P. Wittbold [30, 31] ainsi
que F. Otto [97]. Enfin des articles sur les solutions renormalisés sont parus trés récemment
[23, 103] et affaiblissent encore les hypothéses sur B pour obtenir I'existence.

A partir des travaux [30, 31] nous nous sommes intéressés a l’approximation numérique
de ces équations. Nous proposons et étudions un schéma numérique pour approcher la bonne
solution d'une équation elliptique-parabolique non linéaire. Soit © un ouvert borné de R?,
d>1,et Q=(0,T)x Q, pour T > 0. Soit b une fonction continue, croissante au sens large
sur R, telle que b(0) = 0. Pour vg € L*(Q) vérifiant vy(x) € b(R) p.p. sur Q, et f € LY(Q), il
existe d’aprés [30] une bonne solution (exacte) du probléme aux limites

8%(:) —diva(u, Vu) = f sur @,
(EP)qu=0 sur (0,7") x 052,
b(u)(0) = v sur €2,

sous ’hyptohése

(a(z,€) — a(z,0)) - & > A(b(2))[£]P pour tout (z,€&) € R x RY
(H1) avec [§| > R(b(2)),
la(z, &) < A(z)(1 + |¢P~1) pour tout (z,£) € R x R,

ou A >0, A, R > 0 sont des fonctions continues et 1 < p < oco.
Par définition d’une bonne solution, celle-ci peut-étre approchée par la solution d’une
discrétisation en temps de 1’équation (EP). Nous proposons une méthode numérique itérative



pour résoudre cette équation discrétisée, et nous prouvons sa convergence méme dans le cas
ou b dégénére. Ceci constitue une amélioration par rapport aux schémas existants [70] qui
supposent b strictement croissante.

L’analyse numeérique de ce type de probléme a été initiée par [43] puis par [86] dans le
cas olt b~! est lipschitzienne et ’équation écrite sous la forme milieu poreux. Le schéma fut
adapté ensuite a une forme plus générale de ’équation des milieux poreux dans [69, 74|, puis
W. Jager and J. Kacur [70] et J. Ka¢ur |75] abordérent I’approximation numérique de (EP).
Cependant la convergence de leur schéma numérique n’était prouvée que dans le cas d’une
fonction b strictement croissante et lipschitzienne, ou dans le cas particulier ot a ne dépend
de u que par b(u). Ces hypothéses ne sont pas respectées dans le cadre de notre équation en
pression.

Nous avons donc développé une méthode numérique dans [A9] qui fonctionne sous I'hypo-
thése supplémentaire que b soit localement lipschitzienne et demeure, au moins suffisamment
loin de l'origine, entre deux fonctions linéaires strictement croissantes :

(H2) b est localement lipschitzienne sur R et
dK >0, 3(¢,L), 0< ¢ <L, Vr €R, |r| > K, min(¢r, Lr) < b(r) < max(lr, Lr)

En pratique cela signifie que b peut avoir des paliers, donc I’équation étre complétement
elliptique si u prend ses valeurs dans une zone ot b est constante, mais ces paliers doivent étre
de longueur bornée. En retour cette hypothése permettra d’obtenir une estimation L™ sur u.

2.2 Notion de bonne solution

Sous les hypothéses (H1) et (H2) l'existence d’une solution faible était ouvert (sauf en
dimension 1, dans [31]) jusqu’a récemment grace aux résultats sur les solutions renormalisées
de P. Wittbold et co-auteurs [23, 103]. La notion de solution que nous avons utilisée est donc
celle de bonne solution [30] : Pour un entier N on note ¢, = nh, n =0, ..., N la subdivision
de [0,T] en N petits intervalles de longueur h = % (voir la remarque ci-dessous concernant
le pas constant de la subdivision). Une bonne solution de (EP) est une fonction u vérifiant
v =b(u) € C([0,T]; L*(Q)), v(0) = vy et, pour tout € > 0, telle qu'il existe N € N telle que
pour tout

tn+1
Fioeo fy € L(Q) verifiant Z/ 1) = fus|dt < b,
n t7L

ug € L*°(Q) tel que ||vg — b(ug)|l1 < h,
il existe (ug,...,uy) vérifiant pour n =0,...,N —1

b(tnt1) — bluy .

Unt1 € WyP(Q) N L®(Q).

et telle que ||v(t) — b(up+1)][1 < € pour tout ¢ € (tn,tny1],n=0,...,N — 1.

Remarque 1 La véritable notion de bonne solution vérifie plus que ces propriétés car la
subdivision introduite dans sa définition n’a pas & étre a pas constant. Nous avons présenté
notre algorithme dans le cas d’un pas constant par simplicité, mais celui-ci pourrait étre modifié
pour en faire une méthode adaptative.



2.3 Schémas existants

La méthode pour résoudre (EP) d’un point de vue numérique repose dans [70] sur la
résolution de I’équation

v (w)uy — diva(u, Vu) = f (3)

par le schéma suivant : pour N entier et h = % on note u, 'approximation de u(t,). Etant
donné wu,,, pour obtenir u,; on calcule d’abord la solution 6,,+1 du probléme elliptique

pn(Ons1 — un) — hdiva(un, VOpy1) = hf(tni1) (4)

avec conditions aux limites de Dirichlet, ou p, € L>°(2) doit vérifier

Puis uy41 est obtenu par la relaxation

bd((l — a)un + Oé@n_;,_l) — bd(un)

< h.
0n+1 — Un

Hn —

‘ [e.9]

Unt1 = (1 — a)uy, + abpy.

La fonction by est une régularisation de b : by(s) = b(s) + hls; d € (0,31) et a, proche de 1
sont les paramétres de la méthode. Le coefficient u, est obtenu numériquement par 'itération

k1 _ ba((1 — a)uy, + a@fbﬂ) — ba(uy)
" 0§+1 — Un

ol 9,]’2 41 est la solution de (4) avec i, = pk . L’algorithme est prouvé convergent lorsque b est
strictement croissante et lipschitzienne. Le schéma que nous présentons maintenant est stable
méme si b’ est identiquement nul sur un ouvert, ou ne satisfait pas une condition de Lipschitz

globale (cf (H2)).

2.4 Algorithme itératif d’Halpern

Etant donné fi,..., fn, up, on s’intéresse maintenant a la réoslution de (2). Remarquons
que dans ce type de probléme, la condition initiale est donnée sur b(u) et non u, car en général
on a pas la continuité en ¢ de la solution u de (EP). Si b a des paliers, la valeur de u n’est
donc pas déterminée. Pour la méme raison, le schéma explicite

b(un11) — b(un)
h
b(up) = vy,

—diva(un, Vuyp) = fn41, n=0,...,N—1

peut étre facilement résolu en vy, 41 := b(up41) mais rien ne dit que v, 41 resterait dans I'image
de b pour qu’on puisse récupérer u,1, et méme si ¢’était le cas, v, 1 pourrait avoir plusieurs
antécédents. Il est donc nécessaire de résoudre le schéma directement en u. Pour cela nous
proposons le schéma itératif suivant pour obtenir u,41 & partir de u, :

Soit ul ,; € L>() (par exemple ul ,; = uy), résoudre pour k =0,1,...,

(5)
k1 k1 o, k1

Upy1 — Pdiva(unﬂ’ VUnH) = Akqu+1 - % (b(AkaLH) - b(un)) + pfat1
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ot p > 0 est un parameétre donné, et (Ax) une suite de ]0, 1] telle que

1 - - - .
ki}lf)lo A =1, H Ak 0, Z ’/\k+1 )\k’ < o0 (5)
k>0 k>0

Un choix possible est par exemple A\, = 1— =5 +1 L’introduction de \; dans le schéma précédent
est inspirée de I’algorithme de B. Halpern [64] amélioré par P.-L. Lions [84] et plus récemment
par H. Bauschke [26]. En effet, dans le cas d’un b dégénéré, l'itération (S) avec A\ = 1 est
Lispschitzienne de constante 1 mais non contractante. L’idée est donc de rendre suffisamment
contractante l'itération pour qu’elle converge, mais en faisant tendre la constante vers 1 pour
que la solution du probléme soit celle du cas non contractant.

Remarque 2 Comparons (S) (avec A\, = 1) avec le schéma de Jiger and Kacur rappelé en

2.3 dans le cas simple ot o = 1 et sans régularisation de b. Alors Op11 = Upy1, pktl =

b(u b n sy 2 - y
M et l'itération pour obtenir ukJr de Unﬂ s’écrit

n+1 —Un
k1, k+1 . k+1
pitt (y nil — up) — hdiva(uy, Vunj“rl) = hf(tnt+1)-
En posant pktl = ukhﬂ on a
Bl _ k+1
nil ~t diva(up, Vun+1) = Uy + pp f(tngt)-

Par conséquent notre schéma apparait comme une correction de celui-ci. Le premier avantage
est que nous n’avons pas 4 calculer les coefficients ,uk"H pour lequel on doit tester si ufw—l = Up.
D’autre part le schéma de Jager et Kacur peut se comporter mal lorsque u est discontinue en t.
En effet, dans ce cas, Uestimation sur la dérivée de b dans Uexpression de puF+! n'a pas de sens.
Au contraire, les tests numériques que nous avons pratiqgué montrent un bon comportement de
notre algorithme dans ce cas.

2.5 Convergence de ’algorithme

Tout d’abord nous montrons que sous les hypotheéses (H1) — (H2) il existe une solution
uffﬁ a l'équation intervenant dans (S). Pour cela nous tronquons la dépendence en u de a,
utilisons un résultat classique de [85] puis montrons que u est borné independamment du
niveau de troncature, de sorte que 'existence est assurée pour 1’équation non tronquée. Pour
prouver la convergence de la suite compléte (et non d’une sous-suite) on suppose de plus

(o) Vf e L*®(Q) il existe au plus une solution de
uwe WyP(Q)NLe(Q), b(u) —diva(u, Vu) = f dans D'().

Cette hyptohése est par exemple vérifiée si a est strictement elliptique.
Nous prouvons alors le résultat de convergence suivant qui donne une borne explicite pour
le choix de p dans 'algorithme (5) en fonction des données du probléme.

Proposition 1 Supposons (H1)(H2) et (UC). Soit M défini par

M = ) o b 22 b
_max(||un+1HOOvzH S+l + (Un)Hoo,q,q[H}?i{(H )
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FIGURE 2 — Cas dégénéré ou b(u) = 0 pour |u| < 1 et linéaire en dehors.

ot K est définie dans (H2). Soit Lys la constante de Lipschitz de b sur [—M, M]. Alors pour

p < min(%, %) le schéma itératif (S) converge, et

klim ul . | =uny1  fortement dans L'(Q),
—00

0l Unt1 VETifie (2).

Notons que bien qu’un peu compliquée, la borne sur p est trés facilement calculable afin de
garantir la convergence de I’algorithme. La constante M apparait en fait en estimant ||u* +1lloo
indépendamment de k, dans le lemme 6.2 de [A9].

Etudions enfin la convergence temporelle de notre schéma. Dans [70], la convergence de
la fonction constante par morceaux définie par un(t) = upy1 on (t,,tn11] vers la solution
faible u(t) lorsque le pas de temps tend vers zéro est prouvée. Dans notre formulation, cette
convergence est incluse dans la définition de la bonne solution : Lorsque la convergence en k
est obtenue, alors par définition b(uy+1) approche b(u) sur (t,,tn4+1] & € prés. Si b n’est pas
dégénéré cela donne des informations sur wu,11. A 'opposé on remarque que si b = 0 la notion
de bonne solution est trés dégénérée car toute fonction mesurable en est une! Cependant sous
certaines hypothéses supplémentaires sur a, il est prouvé dans [30] qu’il existe une solution
faible w de (EP) telle que b(w) = b(u) presque partout. Dans ce cas la convergence de notre
schéma se fait vers cette solution faible.

2.6 Tests numériques

R R . k+1_, k _ N
Le critere d’arrét pour les tests ci-dessous est w < 1075 ou | - ||2 est la norme

euclidienne. Nous montrons d’abord que notre schéma converge pour des situations ol b est
dégénérée, en considérant b(u) = 0 pour |u| <1, b(u) = u—1 pour v > 1 et b(u) = u+ 1 pour
u < —1, avec ug(z) = 2z(1 — z) (donc vo(z) = b(ug(z)) = 0) et f(x,t) = 10t + 1. La valeur
de ug ne joue ici aucun role, si ce n’est & ¢t = 0, pour assurer la continuité de u. Nous sommes
ici dans un cas complétement dégénéré car dans la zone de départ b est identiquement nul.
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de Jéger and Kacur (droite).

On peut calculer le temps exact a partir duquel [|u(t)||o atteint 1 ce qui fait apparaitre la
dérivée en temps dans 1’équation et correspond a un changement elliptique vers parabolique.
On trouve t. = 0.7, ce qui est corroboré par la figure 2.

Nous avons comparé dans ce cas 'algorithme de [70] avec le ndtre avec comme parameétres
a =1, et d = 5. Nous avons obtenu & convergence les mémes résultats avec une convergence
plus rapide de leur algorithme.

Dans un cas ot v peut devenir discontinu, par contre, nous avons montré que notre algo-
rithme était plus performant. On considére b impaire définie sur R* par b(r) = 1 pour r > 1,
et b(r) = —r2+2r pour 0 < 7 < 1. Avec f(z,t) = 40t pour t < 0.5, et —40t pour ¢ > 0.5, ainsi
que uy = vg = 0!. L'important dans cet exemple est que la discontinuité de f a lieu alors
que (EP) est elliptique (car u > 1), donc u a une discontinuité temporelle aussi, a ¢t = 0.5, et
retombe dans [—1, 1] ou ’équation est parabolique. Tant que u reste dans 'intervalle [—1, 1],
I’équation demeure parabolique puis redevient elliptique, ce qui se traduit par une dépen-
dance plus directe de u en f. Nous avons eu du mal a faire converger I’algorithme concurrent
[70] puisque nous avons du le relaxer o = 0.9 et considérer une régularisation for en h? avec
d = 0.2. Pour des valeurs plus faibles la convergence n’avait pas lieu pour ¢t = 0.5. Le résultat
est un lissage de la discontinuité de u qui n’est pas conforme au caractére discontinu de la
solution. Sur la figure 3 nous avons comparé les graphes de u obtenus par les deux méthodes.

2.7 Conclusion

En conclusion nous avons mis au point un algorithme permettant le calcul de solutions
d’équations elliptiques-paraboliques dans des cas trés dégénérés. Il a été comparé a des so-
lutions exactes connues et a Pagorithme de référence [70] qu’il surpasse dans le cas ou la
solution u peut connaitre des discontinuités temporelles. Des travaux poursuivant cette étude
ont récemment été publiés [106].

1. dans [A9] le saut a lieu & ¢ = 0.6 contrairement a ce qui est indiqué. Il s’agissait du premier exemple
choisi, puis il m’a semblé plus naturel de choisir 0.5 mais le remplacement de graphiques en rapport n’a pas
été fait.
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3 Autour du transport neutronique [A11, A7]

Les algorithmes efficaces pour la résolution de I’équation de transport neutronique ont
fait I'objet de nombreuses publications (voir [115, 62, 22, 78, 92, 77, 88, 89| et bibliographie).
Certains, introduits et analysés par Samir Akesbi (Université de Mulhouse) et ses co-auteurs
[19, 20, 21|, utilisent un splitting de l'opérateur de transport tenant compte de ses caracté-
ristiques [18|. Notre travail a porté sur 'introduction d’un nouvel algorithme basé sur cette
décomposition et I'adaptation en dimension infinie de l'algorithme du résidu minimal [79].
Des développements sur ce sujet ont été publiés trés récemment [115, 116].

Nous présentons parallélement les cas ot I'espace des vitesses est de dimension 1 (slab
geometry) et 2 (plane geometry), le splitting étant plus simple dans le premier cas que dans
le second. Notons que ces deux situations sont considérées dans les publications, car elles cor-
respondent & des géométries différentes du réacteur. Commencons par présenter les équations
du transport neutronique.

3.1 Les équations et leur résolution sans splitting
3.1.1 Les équations

Dimension 1 Soit L > 0 et Q = (0,L) x (—1,1). Etant donné un terme source S € L2 (),
on cherche f: ) — R solution de I’équation de transport

Tf(e, 1) = Kf(2,1) + S, ) dans €,

(Pl) f(ovu):() pourue[l = (071)7
f(L,p) =0 pour p € I == (—1,0),

ON T (,11) = o (2,1) + o(a)f (2, ) avee

of
D(T) = {f € 1) + nOL (e.n) € L), F0.1) = (L) =0 pour > o} |
et K l'opérateur intégral de noyau positif k :

1

K f ) = [ b ) 1o

-1

On fait les hypotheéses suivantes (L}r représente le cone positif de L) :
(Al) o € L1 (0,L).

(A2) (u, 1) = k(1) € LA((—1,1)?).
(A3) Si k est symétrique et pair et o constant, on suppose :

1
1 1 3
de < 1, </ / (g, ,u')2d,ud,u') < oec.
-1J-1

Les hypothéses du cas général sont données dans [A12], et sont satisfaites par les noyaux
rencontrés usuellement en neutronique.

Ny,
(A4) k(p, ) =D a(wa(i).
=1
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Dimension 2 Soit D un ouvert borné de R? a frontiére lipschitzienne D, et Q = D x B
ot B = B(0,1) = {Qe€R? [Q]2 <1}. La normale sortante n(x) a dD existe presque
partout, et on définit

I ={(z,Q) € 0D x B, Q-n(z)<O0}.

Etant donné un terme source S € Li(Q), on cherche f: @ — R solution de

(Py) Tf(x,Q)=Kf(x,Q)+ S(x,Q) dans Q,
? f(z,Q)=0 sur '™,

ou T est 'opérateur de transport, T'f(x,Q) = Q- V. f(z,Q) + o(x) f(z,Q) dont le domaine
est

DIT)={fel*Q) : Q-Vof €L*Q), f=0onT"},

et K est un opérateur intégral a noyau positif k :

Kf(z,Q) = / k(z,Q, Q) f(x,Q)dSY.
B
Comme dans le cas ci-dessus on suppose
(A1) o € L*®(D), Jog >0, o(x) > o9 p.p. sur D.
(A2) k(x,Q,Q) = k(x,Q,Q) et k est positif.
gpcC

(A3) 3¢ € [0,1), Vi € {1,2,3,4}, / k(z,Q,Q)dQ < = Ppsw Q, ou B; est le
iéme quart du disque B, voir figure 4. '
N

(Ad) k(2. 2,Q) = C(@) > a(Qa(),
=1
En dimension 1 ou 2, 'hypothése (A4) n’est pas utilisée pour prouver la convergence de 1’algo-

rithme. Cependant, elle est indispensable numériquement pour que le splitting soit exploitable
[21, 18].

3.1.2 Résolution itérative sans splitting (Source Iteration)

Comme on le voit imédiatement, le probléme numérique posé par la résolution de (P;)
et (P2) est que 'opérateur intégral couple les vitesses. La méthode la plus élémentaire pour
résoudre (P;) ou (P;) est donc basée sur une itération ou on explicite la partie figurant dans
I'opérateur intégral. Etant donné f° € D(T'), on résout successivement jusqu’a convergence,
pour n =0,1,...

p Tt =Kf"+ S dans Q,
(F:) fr e D(T).

Cet algorithme est trés simple a mettre en oeuvre. Cependant lorsqu’on s’approche du cas
critique (c =~ 1), intéressant en pratique, I'algorithme (Ps) converge extrémement lentement.
Des méthodes d’accélération de convergence de type diffusion synthétique (DSA) qui ont été
proposées par [78, 24| et [22] donnent d’excellents résultats. Elles sont néanmoins difficiles
a implémenter dans le cas ou le noyau k dépend fortement de p (en 1D), et les preuves de
convergence sont obtenues sur des versions dicrétisées en u |77, 88| ou avec un noyau tronqué

12



Y

FIGURE 4 — Décomposition de I'espace des vitesses B en dimension 2.

[92, 77]. A notre connaissance, la seule preuve théorique d’accélération de la convergence a
été obtenue dans le cas non physique de conditions aux limites réflexives par des méthodes de
transformées de Fourier [78|. Dans notre travail, nous prouvons que 'algorithme de résolution,
basé sur le splitting exposé ci-dessous, converge indépendamment de la discrétisation choisie
pour 'opérateur de transport, et pour des conditions aux limites non réflexives. Notons qu’en
plus il est possible d’accélérer nos algorithmes par diffusion synthétique.

3.2 Splitting de 'opérateur de transport

Le splitting proposé correspond & décomposer 'opérateur intégral en opérateurs agissant
sur des domaines de vitesse disjoints choisis de sorte qu’on puisse résoudre alternativement,
et en fait en pratique parallélement, des problémes posés sur des domaines plus petits.

Dimension 1. Soit k;j, 4,j € {1,2} les noyaux positifs définis par

kij(z, p, 1) = k(p, 1) X g, (2, 1) x Lo, (x, 1),

avec 3 = (0,L) x (0,1), Q2 = (0,L) x (—1,0), et 1o, la fonction indicatrice de €;. On
introduit les opérateurs intégraux K; ; associés :
1
Ko (D) = [ i)

-1

Comme nous avons Kj;(f) = Ki;(f.1g,)1q,, 'opérateur K de décompose en K = K11+ K12+
K1 + K. Nous remarquons que K;; est un opérateur L%(2), qui n’utilise que les valeurs de
f sur €2, et qui produit une fonction Kj;;f a support dans €;.

La solution de (P;) est donc décomposable en f = f; + f2 avec fi, fo € D(T') solutions de

(T_Kll —Ki» > (fl) _ <51> (6)
—Ko1 T —-Kx)\fo Sz )’
ouS; =S8 x1g, etona f; = flg,, i = 1,2 (cf [21]).
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Dimension 2. Soit Kjj;, i,j € {1,...,4} les opérateurs intégraux de noyaux
kij(x,Q, Q) = k(z,Q, Q') x 1¢,(z,Q) x 1g,(z, ),

avec QQ; = DX B;, B; étant le iéme quart du disque unité (voir figure 4) et 1¢, (z, Q2) la fonction
indicatrice de @;. Comme nous avons Ky;(f) = K;;(f-1g,)1q;, I'opérateur K se décompose

4
en K = Z K;;. L'opérateur K;; est un opérateur de L?(Q)), dont la valeur ne dépend que
ij=1
de la valeur de f sur Q;, et tel que Kj;; f est a support dans @;.
La solution de (P») se décompose en f = fi + fo + f3 + fa avec fi, fo, f3, f2 € D(T)
solutions de

T-Kn —Kip —Ki3 —Ky bil S1
—Ko1 T —Kyp —Ko3 — Koy ol _ |52 (1)
— K3 —K3 T —Kzz —Kzy I3 S3
Ky —Ky ~Kyi3 T —Ky) \fa Sy

ou S; = 5 x 1g,, et nous avons f; = f x 1, pour i € {1,...,4} (cf [18]).

Gain apporté Le gain du splitting n’est pas évident & premiére vue. Il tient au fait que sous
I'hypothése (A4), les opérateurs de la forme T' — K;; sont inversibles avec un cotit numérique
quasi égal a l'inversion de T'. C’est la contribution essentielle de [21, 18]. A partir de cette
avancée algorithmique diverses méthodes itératives ont été dévelopées. La plus simple est de
procéder & une itération de type Jacobi et porte le nom de méthode MSI (Modified Source
Iteration). Dans [21], il est montré qu’on peut implémenter la méthode SOR sur cette matrice
d’opérateurs, et les résultats sont trés bons, & ceci prés qu’il est nécessaire de trouver le
paramétre optimal de relaxation, ce qui peut étre trés long, notamment & proximité du cas
critique. Nous avons donc cherché a mettre en oeuvre une méthode itérative sans paramétre
mais plus performante que les itérations classiques. Nous nous sommes penchés vers la méthode
du résidu minimal, la matrice n’étant pas symétrique.

3.3 Meéthode du résidu minimal
3.3.1 Algorithme

Nous présentons la méthode en dimension 2, le cas de la dimension 1 étant analogue et
plus simple. Nous multiplions tout d’abord toutes les équations par T~' ce qui donne

I'—611 —t2 —613 —bu fi 51
—Oo1 I —0 —fa3  —Oy fo| _ |9
—031 —030 I —033 —03 f3] S5’
—0un =01 —bsz I—0u) \[u Sy

oll on a posé 0;; = T *1K2-j et §z = T~1S;. Nous préconditionnons alors la matrice par sa
diagonale, en la multipliant

(I —011)7 " 0 0 0
0 (I —6029)71 0 0
0 0 (I— 933)_1 0 ’
0 0 0 (I —04q)7 1
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ce qui meéne a la matrice

I —(I—=011)" 012 —(I—011)" 013 —(I—011) 014

A= —(I — 622) 702 I —(I — 022) 1023 —(I — O22) 024

—(I = 033) 1031 —(I — O33) 032 I —(I — 033) " 034

—(I = 040)7 Y001 —(I —044) Y002 —(I — 044) a3 I

et au second membre N
(I — 911)71:9\1
B— (I — 922)_153
(I — 933)71/53
(I —044)715,

Nous préciserons ci-dessous comment calculer les inverses des opérateurs ci-dessus. On veut
alors résoudre le systéme AF = B, avec F ='(f1, f2, f3, f1) € D(T)*. On note (,) le produit
salaire de (L?(Q))*, défini par (F,G) = (f1,91) + (f2,92) + (f3,93) + (f1,94) o (,) est
le produit scalaire standard de L?*(Q). De la méme maniére, |||, représentera la norme de
(L?(Q))* associée & ce produit scalaire.

L’algorithme du résidu minimal [79, 25| correspond & minimiser £(F) = ||B — AF|3, et prend
la forme de l'itération suivante :
Soit f(] S D(T), FO = (folQi>i:1
Tant que HR"/’H2 > ¢ faire

4, RO = B— AF°, P’ = R° Q" = AP".

-----

Debut
e (BEQF)
(QF,QF)
Fk:-‘rl — Fk’ + Oékpk
Rk+1 _ Rk _ aka
(ARG
(QF,QF)
Pk:+1 — Rk+1 + 5k+1pk
Qk+1 _ ARkJrl +Bk+1Qk
Fin

Pour que 'algorithme ci-dessus soit implémentable, il faut préciser comment calculer les pro-
duits de la forme A fois un vecteur, car A contient des inverses d’opérateurs intégraux.

Soit g € D(T), G = (91@,)i=1,..4 et voyons a quels calculs correspond 'obtention de Z =
(21, 22, 23, 24) tel que

Z=Ag.
Par composante, pour ¢ = 1,...,4, nous devons calculer
zi=gi— > (I—0i) 059,
J#
soit en appliquant T'(I — 6;;) = T — K;; a I'équation ¢,
(T'— Kii)(gi — i) = Z Kijg;- (8)
J#i

15



C’est justement ce type d’équation qui peut étre calculé numériquement & un cotit proche de
la résolution d’une équation de transport par T [18], sous '’hypothése (A4).

3.3.2 Convergence

Pour prouver la convergence de 'algorithme, nous avons besoin d’estimer inférieurement
la forme quadratique associée a la matrice d’opérateurs A. En effet, il est connu (adaptation
directe de [79]) que lalgorithme du résidu minimal produit une suite de résidus vérifiant
I’estimation

(9)

5(Fk+1) < E(Fk) <1 _ <Rk’ARk> <Rk’ARk> ) )

(RF.RF) (ARF, ARF)

Dans [A12, A7| nous démontrons les estimations suivantes au moyen d’estimations sur I'opé-
rateur de transport T et les noyaux intégraux Kj; :

Proposition 2 Sous les hypothéses (A1)-(A3) lopérateur A a une partie symétrique définie
positive et vérifie

1- 1-¢

cas 1D :  VF € D(T)?, (AF,F) > —||F|3,  (AF,F)> —2_ (AF, AF)
1=3 1+ (5)
1- 1 ¢

cas 2D :  VF € D(T), (AFF) > 1 Sk (AF.F) > 1 (AF, AF)
1 2

Nous avons donc le résultat de convergence suivant :

Proposition 3 Sous les hypothéses (A1)-(A3), la méthode du résidu minimal converge, c’est
a dire que F* converge vers l'unique solution de (6) ou (7), et le résidu décroit de la maniére
sutvante pour k >0 :

cas 1D : 5(Fk+wf§5(Fk)<l——1_if2>
1+ (5)
1—

cas 2D : E(FMY) < g(FF) <1— i)
1+ ¢

Les résultats ci-dessous prouvent la convergence de la méthode lorsque ¢ < 1. Cependant on
constate en pratique numériquement que 'algorithme converge pour des valeurs ¢ > 1, au
contraire d’autres méthodes. En dimension deux nous avons constaté la convergence de la
méthode pour ¢ = 50 jusqu’a ¢ < 4. Figure 5 nous comparons notre méthode pour o = 50
avec la méthode SOR. Notons que celle-ci nécessite le calcul d’un paramétre optimal dont le
colit n’est pas pris en compte dans le graphique. En dimension 1 il est clair que la méthode
SOR explose pour ¢ proche de 1, et le graphique 6 prouve qu’il en est de méme dans le cas de
la dimension 2. La méthode du résidu minimal permet quant a elle de dépasser ¢ = 1. Enfin
nous illustrons sur la figure 7 le bon comportement de notre algorithme pour des valeurs
grandes de o. En fait 'algorithme converge de plus en plus rapidement, contrairement & SOR.
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2000

T 20

Gauss»‘Seidel (51.27s) —=—
Standard (198.7 s) —#—
Mininimal Residual (3.5 s) —&— 18 |

T T
Gauss-Seidel ——
S.0.R. ---x--
Minimal Residual Jacobi ---*--
Minimal Residual Gauss-Seidel &
Minimal Residual Symetric Gauss-Seidel --#

1500

1000

e (o)

0.96 0.97 0.98 0.99 1 0.96 0.965 0.97 0.98 0.985 0.99

FIGURE 5 — Comparaison du cotit de calcul & o = 50 jusqu’a ¢ = 0.999. Gauche : cas 1D.

Droite : cas 2D pour différentes implémentation de la résolution de (8)

3.4 Conclusion

En conclusion nous avons mis au point une méthode aussi efficace que SOR en dessous
du cas critique, ne nécessitant pas de calcul de paramétre optimal, et convergeant méme au
dela (expérimentalement). Sa mise en oeuvre est aussi simple que la méthode standard et est
naturellement parallélisable. Enfin elle pourrait encore étre accélérée par diffusion synthétique.
Un point intéressant serait de prouver qu’effectivement la méthode converge pour ¢ > 1, ce qui
serait le seul résultat de ce type pour une méthode de résolution de 1’équation du transport
neutronique, 4 ma connaissance. Trés récemment Samir Akesbi et Abdelkader Tizaoui ont
implémenté une méthode de type GMRes qui semble améliorer encore ces résultats [116].

30 T T T T T T T T T

T T T
Minimal residual symetric Gauss-Seiflel —+—

S.O.R.
Minimal Residual Jacobi ---x---
Minimal Residual Gauss-Seidel ---%---
Minimal Residual Symetric Gauss-Seidel &

Time (s)
Time (s)

/// 1 05 -
,,,,,,, ,a

0 L L L L L L L L L 0 L L L L L L
0.9999 0.99991 0.99992 0.99993 0.99994 0.99995 0.99996 0.99997 0.99998 0.99999 1 0.5 1 15 2 25 3 35 4
c c

FIGURE 6 — Comparaison dans le cas 2D du cofit de calcul & ¢ = 50 au voisinage de ¢ = 1 et
comportement pour 1 < ¢ < 4
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45 T 1.2 T T T
SSOR —=— o]
Minimal residual —e— &

SOR ——
Minimal Residual Jacobi ---x---
AR Minimal Residual Gauss-Seidel ---*---
40 - —H SN Minimal Residual Symetric Gauss-Seidel &

35 1

0.8

25 1 0.6

e (o)

0.4

02§

5 I I I I I I 0 I I I I I I
3 4 3 4
log(sigma) Log(sigma)

FI1GURE 7 — Comparaison du temps CPU a ¢ = 0.98, pour de grandes valeurs de o.

4 Meécanique des textiles [A10]

4.1 Introduction

Ce théme de recherche a été développé conjointement avec Nadjombé Faré durant sa thése
a I’Université de Mulhouse. La présence de I’Ecole Nationale Supérieure d’Ingénieur Textile
de Mulhouse et de collaborations avec des experts de ce domaine, a justifié que ’on développe
des modéles permettant une simulation réaliste de ces matériaux trés particuliers.

Un probléme académique est celui du drapé, c’est a dire I’ensemble des plis que forme un
textile soumis & son seul poids, et maintenu sur une partie de son bord. Il existe méme des
machines quantifiant le drapé d’un textile : nombre de plis, et aire de I'ombre produite par le
tissu lorsqu’on I’éclaire par au-dessus. Nous nous sommes donc intéressés a la mise au point
d’un modéle qui permette la simulation de ce phénomeéne.

Dans ce contexte, le tissu n’étant soumis qu’a son propre poids, il parait raisonnable que
I’étirement du tissu dans le sens des fibres soit négligé. Ainsi le modéle que nous étudions ici
ne tient compte que de 'extension du tissu en cisaillement membranaire et de sa flexion (c’est
un modéle membrane-flexion).

Dans ce qui suit, les indices grecs «, 3 ... prennent les valeurs 1 et 2 et nous adoptons la
convention de sommation par rapport aux indices répétés. Nous désignons par f, la dérivée
partielle d'une fonction f par rapport a la variable x, et par f .,z ses dérivées secondes. Si
X désigne un vecteur de R3, || X|| est sa norme euclidienne ; le produit vectoriel entre deux
vecteurs u et v est noté u A v, et le produit scalaire u - v. La norme || ||, représentera, suivant
son argument, la norme sur L?(€2, R?) ou sur L?(€2,R). Enfin nous désignerons par C toutes
les constantes dans les estimations, sans les différencier.

Nous supposons que le tissu occupe initialement un domaine € x {0} de R3 ot 2 CR? est un
ouvert borné de frontiére de classe C! par morceaux. Nous désignons par I'y une partie de
mesure non nulle du bord 92 de Q oul le tissu est fixé. La configuration de référence coincide
avec cette configuration initiale et un point X y est repéré dans un repére fixe (eg, ea, €3) par
X = ¢o(x1,x2) = (21,22,0). Une déformation admissible de la configuration initiale est une
application ¢ suffisamment réguliére, injective de © & valeur dans R? i.e. :
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. {Q — R3
P\ = (21,) = 0(x) = (91(2), 02(2), 03(2))

vérifiant :
(1) lleall =1, lpz2|l =1 (inextensionnalité dans le sens des fibres),
(i) |lea A @2l > Co, o1 0 < Cp < 1 dépend du tissu considéré.

Remarque 3 1. La condition (ii) signifie que les fibres de chaine et de trame du tissu ne
peuvent pas complétement s’aligner.

2. D. Coutand [52] considere le cas d’une coque avec Cy = 1, c’est-a-dire sans cisaillement.
Nous nous sommes placés dans le cas d’une configuration initiale plane mais le cas
des coques pourrait étre traité de facon analogue sans difficulté supplémentaire. Nous
utilisons fondamentalement les techniques introduites dans [52] et [50].

4.2 Origine et justification mécanique du modéle

Dans [A10] nous partons dans un premier temps d’un modéle tridimensionnel ou le tissu
occupe un domaine © = Q x |—h,+h[ C R3. L’épaisseur h > 0 du tissu étant trés petite,
nous nous plagons sous 'hypothése cinématique de Cosserat & un directeur inextensible en
considérant que les déformations de la configuration initiale (plane) sont de la forme :

O (1,22, 23) = @(x1,22) + x3t(21, T2)

ou t(x1,x2) est unitaire.
En calculant le tenseur des déformations tridimensionnel de Green-Saint Venant, on obtient

1 1 1 1
Eaﬁ = §(¢,a‘¢,ﬁ — 5(16) + §$3(Q07a.t,6 + QO,ﬁ.t,a) + ixgt’a.tﬁ E3a = §gp,a.t E33 = 0.
En tronquant a l'ordre un en x3, trois tenseurs de déformations interviennent dans ’expression
de FE : le tenseur de déformation en membrane, le tenseur de déformation en flexion et le
tenseur de déformation en cisaillement transverse :

o = %(% “ 9.5 — dap)
Xop = 3(Patot@p-ta)
Yo = 3%a- t

oll dnp est le symbole de Kronnecker.

De part sa structure, nous supposerons que le tissu se déforme sans cisaillement transverse,
ce qui revient & annuler le dernier tenseur, c’est-a-dire v, = %(p@ -t = 0. Dans ce cas le
directeur ¢ devient la normale extérieure a la surface moyenne du tissu que nous noterons
désormais N(¢). En dérivant -y, on peut éliminer ¢ de I'expression du tenseur x,s qui devient :
Xap = —P,a8 " N(p).

Nous avons supposé que la loi de comportement du matériau est linéaire et de la forme
Yij = Rijri By, ou X est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, et R la matrice
de rigidité (coefficients d’élasticité) du tissu considéré comme un matériau orthotrope.
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A Téquilibre élastique lapplication du principe des travaux virtuels (voir [48][49], [76]),
en tenant compte de l'intégration suivant I’épaisseur du second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff, et de I’hypothése (i), nous obtenons ’énergie suivante :

19) =5 [ 600 +dus (pan N(2)?| do = [ agpads

Nous signalons que sous cette forme, nous n’avons pu obtenir de résultat d’existence de solu-
tions car la fonctionnelle I(p) n’est vraisemblablement pas coercive. En effet si on considére
une suite minimisante ¢" dans I’ensemble des déformations admissibles, les termes de la suite
Ploa-¢'p avec a # [ semblent délicats a controler. Pour pallier ce manque de coercivité de la
fonctionnelle (), nous avons considéré un terme régularisant provenant de la variation de
'angle de cisaillement. Nous avons par ailleurs consulté un spécialiste du textile 2, pour qui
la variation d’angle de cisaillement est une grandeur qu’il est raisonnable de voir apparaitre
dans un tel modeéle.

4.3 Modéle régularisé et existence d’un minimiseur

En rajoutant ce terme régularisant, nous obtenons un modéle mécanique bidimensionnel,
que nous étudions mathématiquement ci-dessous, et dont 1’énergie de déformation est donnée
par :

1

Wie) =5 [ [Gloa )+ 0 (o1 p)a)? +dos (pas - V@) ] do— [ agpuda

oit N(p) : Q —R3, N(p) = % est la normale & la surface, go > 0, dog > 0 et G > 0
sont des coefficients d’élasticité du’tissu, o > 0 est la densité surfacique du tissu et g > 0 la
gravité. Par la suite on écrira simplement N pour N (¢p).

Le premier terme de la fonctionnelle représente ’énergie de déformation en cisaillement de
membrane, le second terme est celui de la variation de ’angle de cisaillement, le troisiéme
I’énergie de déformation en flexion et le dernier terme 1’énergie potentielle.

Notons que la fonctionnelle W n’est pas convexe par rapport a la variable vectorielle . Nous
étudions W sur un ensemble des déformations admissibles V' (non convexe), V C H?(Q,R?)

défini par :

V={pecH QR : |1

| =llp2l =1, llpa A2l = Co dans Q et ¢ = @ sur Ty}

muni de la norme de l'espace H?(2,R?). Nous cherchons & prouver I'existence d’une défor-
mation ¢ € V telle que W(p) = infy W.

Dans [A10] nous prouvons l'existence d’un minimiseur pour cette énergie en procédant en
quatre étapes. Dans la premiére nous montrons que W est une fonctionnelle propre et nous
établissons une inégalité de coercivité, dans la deuxiéme nous établissons des estimations
a priori qui ménent & une convergence faible dans H? d’une sous-suite minimisante de W.
L’étape trois consiste & passer & la limite dans les termes non linéaires de W. Enfin la quatriéme
étape est consacrée a prouver une faible semi-continuité inférieure de W et a la déduction du
résultat.

2. Ron Postle, invité par I’Ecole Nationale Supérieure d’Ingénieurs Textiles de Mulhouse.
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Proposition 4 [ existe p € V telle que W (p) = ir&fW.

La démonstration utilise I'idée de [50] et [52] de dériver les contraintes de V' afin d’en
tirer des estimations sur les dérivées d’ordre supérieur de ¢. L’apport des termes émanant de
I’énergie liée a la variation de 'angle de cisaillement permet de contrdler les dérivées secondes
¢"p dans L?(92,R3) et par conséquent " dans H?(Q,R3).

Ce résultat prouve donc que linfimum de W sur V est atteint pour une déformation
p € V. Pour autant ceci n’exclut pas que W puisse prendre des valeurs plus petites pour
d’autres déformations n’appartenant pas a V. Cependant, pour les textiles que nous avons
considéré (tissés), V semble étre une classe raisonnable de déformations puisque les fibres sont
quasiment inextensibles mais peuvent pivoter les unes par rapport aux autres (cisaillement).

4.4 Mise en oeuvre numérique

Nous avons mis en oeuvre une méthode de descente pour minimiser ’énergie et produire
ainsi une simulation du laché de tissu. Celle-ci peut étre visualisée dans le cas d’un tissu trés
souple posé sur le coin d’une table rectangulaire sur

http ://www-|jk.imag.fr/membres/Emmanuel.Maitre/Drape/.

Notons toutefois que la dynamique n’est pas réaliste, au contraire nous affichons les étapes
successives menant d’une configuration au repos plane & un état d’énergie quasi-minimale.
Pour rendre compte de la dynamique réelle, il aurait fallut tenir compte de I'inertie du textile,
et surtout des forces de pression de l’air environnant. Dans ce contexte multiphysique, avec
les outils que nous avons dévelopé maintenant pour 1’élasticité d’une membrane élastique
immergée, nous pourrions sans doute améliorer les résultats présentés ici (& noter cependant
que la modélisation Level Set d’'une membrane orthotrope n’est pas triviale). Malheureusement
le contexte a fait que Nadjombé n’était pas en position d’obtenir un poste et j’ai par conséquent
préféré abandonner cet axe de recherche. La figure 8 regroupe les résultats que nous avons
obtenues en 2002, elle comprend plusieurs cas tests : le cas d’un coin de table rectangulaire
avec des tissus plus ou moins souples, le cas d’une table plane ronde, et le cas d’un obstacle
sphérique. Il n’y a pas de gestion de collision, ce qui provoque dans le cas d’une sphére un
résultat non physique.
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5 Meéthode Level Set et mécanique des milieux continus [A5,
A4, A3, A2, A14]

5.1 Motivations

Nous nous sommes intéressés & la modélisation de problémes de mécaniques des milieux
continus, notamment de problémes de couplages fluide-structure intervenant dans un contexte
biologique.

Notre premier champ d’investigations concernait le mouvement d’une membrane cellulaire
oscillante, étudiée par le laboratoire TIMC. Dans ce cas la membrane avait une élasticité
simple et son aire variait. L’application visée était I’étude du mouvement des cellules au
moyens de protrusions membranaires. Le modéle mécanique est donc une membrane élastique,
réagissant & un changement d’aire, immergée dans un fluide. Nous faisons donc ici abstraction
des éventuels autres composants biologiques de la cellule.

Certaines membranes ont une élasticité dégénérée. C’est le cas des membranes phospholi-
pidiques constituées d’'une bi-couches de molécules possédant une téte hydrophile et une queue
hydrophobe. Ces phospholipides mis en solution expérimentalement ont tendance & s’agglo-
mérer pour former des vésicules phospholipidiques. Nos collégues physiciens du laboratoire
LSP étudient ces objets d’un point de vue théorique et expérimental. De part la nature de
la membrane, celle-ci ne peut connaitre de changement d’aire significatif avant de rompre.
Par contre elle présente une résistance a la flexion. Nous avons donc ici un modeéle mécanique
comportant une membrane élastique immergée, d’aire constante, réagissant & un changement
de courbure locale.

Enfin des objets autres que des membranes interviennent en biologie. C’est le cas des car-
diomyocytes, ces briques de base du myocarde. Nos collégues du laboratoire TIMC étudient
I’auto-oscillation des cardiomoyocytes isolés dans un boite de Pétri remplie de liquide bio-
logique. Il s’agit ici d’un objet élastique actif (se contractant) immergé dans un fluide, bien
qu’ici le couplage avec le fluide extérieur soit d’une importance secondaire.

Comme nous le voyons dans ces trois exemples d’applications, nous avons été amenés a
développer des techniques de modélisation pour traiter des problémes ot une structure élas-
tique d’un certain type est immergée dans un fluide contenu lui-méme dans un domaine fixe.
D’oti I'idée de développer un modéle multi-physique, au sens ot nous voulons procéder comme
si le fluide et la structure n’étaient que deux constituants d’un méme corps viscoélastique ré-
agissant difféeremment aux contraintes appliquées selon si le point de ’espace considéré est
en fait fluide ou élastique. Cette volonté se heurte au probléme du choix de coordonnées a
effectuer. En effet il y a une incompatibilité entre I’écriture lagrangienne usuelle de 1’élasticité
et la formulation eulérienne de la mécanique des fluides.

Cette difficulté se rencontre a tous les niveaux en couplage fluide-structure. Elle est res-
ponsable des difficultés rencontrés pour établir des résultats d’existence pour des problémes
a grands déplacements (étant entendu que I’hypothése des petits déplacements revient a
confondre en partie les repéres eulériens et lagrangiens). Numériquement elle est aussi la
raison d’étre de la méthode ALE permettant d’écrire les équations fluides et élastiques dans
leurs repéres respectifs. Du point de vue théorique, les travaux récents de Coutand et Shkol-
ler [53] permettent d’obtenir 'existence d’une solution sous des hypothéses assez faibles par
rapport aux résultats obtenus auparavant, en écrivant tout le probléme en coordonnées lagran-
giennes. Notre approche au contraire a été d’écrire les équations du fluide et de la structure
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élastique en coordonnées eulériennes et de transformer le probléme en I’étude de I’écoulement
d’un fluide complexe de type Korteweg généralisé. Nous sommes persuadés qu’en sciences du
vivant, ot & I'inverse de ’aéronautique les contraintes échangées entre la structure et le fluide
sont assez faibles, mais les déplacement importants, cette approche est prometteuse.

Nous la développons ci-dessous.

5.2 [Elasticité lagrangienne extensionnelle d’une membrane immergée

La représentation lagrangienne de 1’élasticité d’une surface étant plus naturelle, on com-
mence par partir de celle-ci afin d’aboutir a la formulation eulérienne. On considére une surface
élastique non fermée réguliére I' dans une configuration au repos, représentée par un paramé-
trage régulier 0 : [0, M]?> — R3, M > 0. Par extensionnelle on entend qu’elle ne réagit qu’a une
déformation dans son plan (pas a sa flexion), et plus spécifiquement par une variation d’aire
locale (et donc pas au cisaillement dans son plan tangent). Le fait qu’elle ne soit pas affectée
par le cisaillement est réaliste tant que ’on considére des membranes phospholipidiques, car
celles-ci sont constituées d’'une bi-couche de molécules pouvant glisser les unes par rapport
aux autres au sein d’'une méme couche. Par contre le nombre de molécules par couche étant
constant, ’aire locale est conservée ce que nous allons modéliser par une membrane réagissant
trés fortement au changement d’aire. Enfin nous ne considérons pas la flexion pour I'instant,
bien que ce soit un aspect important du probléme, afin d’obtenir un premier modéle simple,
que 'on complétera ensuite. Nous avons volontairement considéré une membrane non fer-
mée pour pouvoir la représenter paramétriquement, alors que les objets biologiques que nous
considérons sont en général fermés. Cependant la modélisation eulérienne présentée dans un
second temps apportera un moyen élégant de s’affranchir de cette hypothése.

La masse surfacique de la membrane dans cette configuration est notée Ay(r, s). Cette
surface se déplace entre les instants t = 0 et t = T, et 'on note I';, sa position au temps t. En
particulier I'g est sa position initiale, et I'g # T en général, si la surface n’est pas initialement
au repos. Notons (r,s) — 7o(r,s) et (r,s) — Ao(r, s) un paramétrage régulier et une masse
surfacique pour Ty tels que Ao|yo.r X Y0,s| = Ag|0r x 05| Soit v : [0, M]? x [0,T] — ~(r,s,t) le
paramétrage régulier de I'; transporté par le champ de vitesse du milieu continu, c’est a dire
~v(r,s,t) = X (t;v0(r, s)) ou de maniére équivalente la solution du systéme différentiel :

{%(r,s,t) =u(y(r,s,t),t), (r,s)€[0,M]? t€]0,T]

v(r,5,0) = y0(r, 5), (r,s) € [0, M]2. (10)

La surface I'y, est immergée dans un fluide newtonien incompressible et homogéne de densité
pyr et de viscosité p. Cet exemple correspond a se donner une masse volumique globale :
p = pf+ Ar,

ol dr, est la mesure portée par la courbe I';, définie par

Vh € C(Q), (6p,, h) = / h(z)do.
Iy

5.2.1 Quelques notations

Dans la suite nous utiliserons souvent les courbes caractéristiques du champ de vitesse
du milieu continu. On notera (x,t) — X(z,t) les caractéristiques (resp. (z,t) — Y(z,t)
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les caractéristiques rétrogrades) solutions de X; = wu(X,t) et X(0,2) = x (resp. YV} + u -
VY = 0 et Y(0,7) = x). Sous des hypothéses de régularité sur u (par exemple W5H en
espace) x — X(z,t) et x — Y(z,t) sont deux diffeomorphismes inverses I'un de l'autre :
X(Y(z,t),t) = x et Y(X(x,t),t) = z. Leurs jacobiens ne s’annulent donc pas et si on note

J(x,t) =det VY (z,t), on a Jy +u-VJ = —Jdivu.

5.2.2 Conservation du volume : incompressibilité

Un milieu est dit incompressible si tout ouvert w se déforme en un ouvert w(t) = X (w,t)
de méme mesure pour tout ¢. On a donc

d
— dr =20
dt w(t)

d’ot en appliquant la formule de Reynolds, fw(t) divudzx = 0 et ceci pour tout w(t). D’ou la

condition d’incompressibilité :
dive =0

D’aprés la formule de dérivation de J on voit que cette condition s’écrit aussi J = 1.

5.2.3 Conservation de la masse

Considérons un volume élémentaire contenu dans un ouvert w C €. Soit 'Y la partie
éventuellement vide de T'g rencontrant w. Soit K C [0, M]? tel que vo(K) = T'?. On pose
w(t) = X (w,t) (c’est un ouvert car X est un difféomorphisme) et I',,(t) = X (I'?, ). La masse
dans w(t) est conservée. On a donc

d
dt w(t)

ce qui donne dans notre exemple

d
— {pf mes(w(t)) —i—/ A(ry s, t) |y X ’ys\drds} =0
dt .

D’aprés I'incompressibilité ci-dessus et 'homogénéité du fluide, prmes(w(t)) est constante,
donc

/ Q ()‘(Ta S7t>h/7’ X ’YSD drds =0
x Ot

Comme le domaine est quelconque, K l'est aussi, donc

0 (s x ) =0 (1)

Cette relation intégrée s’écrit A(r, s,t)|v, X 7s| = A(r,5,0)[70 x 79| = Ng(r,5)|0- x 05| La
quantité connue, mesurée sur une balance est cette derniére densité surfacique.
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5.2.4 Conservation de la quantité de mouvement de la surface élastique

Nous avons fait ’hypothése que la membrane ne réagissait qu’a une variation d’aire (et non
au cisaillement membranaire ou a la flexion). Par conséquent une énergie naturelle associée
devrait dépendre de son aire locale par rapport a l'aire de la configuration au repos. On pose

donc | |
Yr X Vs

Ely :/ E (> drds 12

g [0,M]2 |07 x 0] (12)

ou r — E(r) est une loi de comportement donnée. L’exemple le plus simple est une loi
quadratique tronquée : E(r) = Amax(r — 1,0)2. Cette loi a été justifiée par un passage a la
limite sur un corps élastique mince suivant une loi de Saint Venant - Kirchhoff [82]. Ecrivons
alors la dérivée temporelle de cette énergie lors du déplacement de la membrane :

d |'7r X ’Ys’ "77” X 75|t
¢ By = B drds.
pradel /[OM]Q (\9r 05 ) 16, x 0, "

Sachant que v = u(7y,t) et u a divergence nulle, on montre dans [A5] que

(77“ X ’Ys)t = _VUT("VT X '78)

— IrX7s
[y xvs|?

ce qui donne immédiatement en notant N(r, s)

(v x ’YS)TVU(’YT X Ys)
[Yr X Vs

e X sl = = = =l x| (N(r,8) @ N(r,8)) : Vu
= |7 X vs|(I = N(r,s) @ N(r,s)) : Vu = |y X vs| divp, u

en utilisant I : Vu = divu = 0 et la définition de la divergence surfacique. Donc la dérivée
cherchée s’écrit

d e X s\ [ X sl o
—FE]y] = / E ( divr, u) (v, t)drds.
[ ] [O’M]Q |0r><05| |9r XGS‘( t )( )
On voit donc apparaitre la mesure de surface do = |y, X v5|drds et on peut utiliser la formule
d’intégration par parties sur les variétés sans bord :

Vr,f -udo + fdivr, udo = / kfu - ndo,

Ft Ft

ol k est la courbure moyenne de la variété. Nous avons écrit pour simplifier la formule sans les
termes de bord, alors que justement on a pris un paramétrage et il y a un bord. On suppose
donc que ces termes s’annulent. Ceci correspond & supposer qu’il n’y a pas d’énergie associée
au bord de la membrane élastique. Nous ne voulons pas introduire la complication d’une
énergie de bord car notre but est de modéliser des objets fermés, donc sans bord. L’étape
lagrangienne est une introduction & la modélisation eulérienne qui permettra de s’affranchir
des limitations liées a la paramétrisation de la membrane. Cette intégration par partie donne :

%E[’y] = — /Ft [V, T(r,s) —T(r,s)kN(r,s)] - udo
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ouT(r,s)=FE (kgrigsD 0 >1< 7 Or d’aprés le principe des puissances virtuelles, la puissance
s S ™ S

des efforts internes & la membrane correspond justement & 'opposée de la variation temporelle
d’énergie, si bien que la force élastique par unité de surface s’écrit

F(r,s,t) =Vr,T(r,s) —T(r,s)kN(r,s) (13)

c’est & dire selon une partie tangentielle et une partie normale. La loi de conservation de la
quantité de mouvement s’écrit donc pour une unité de surface élastique

(’%‘ X 78|)‘(Tv S7t)'7t(rv S>t))t = (F(’l“, S,t) + fe(rv S>t))|77’ X 78‘

ou A(r, s,t) est la masse surfacique de la courbe, et f, la densité surfacique de force extérieure
exercée sur la membrane. Pour cette derniére force on ne considérera que la gravité, soit
A(r, s,t)g. Ceci s’écrit aussi, d’aprés la conservation de la masse de la courbe,

ATy 8, 0) | ve X vs|yee(s,t) = (F(r,5,t) + (7, 8,1)g) |7 X s (14)

5.2.5 Conservation de la quantité de mouvement du milieu continu

Reprenons les notations introduites dans le paragraphe sur la conservation de la masse.
La quantité de mouvement totale du volume w(t) est donnée par

/ pudx = / prudz +/ Audo = / prudz +/ Ayr X ys|yedrds
w(t) w(t) T (t) w(t) K

Pour la premiére intégrale, qui correspond au fluide seul, la dérivée en temps de la quantité
de mouvement d’une portion w(t) de milieu multiphysique est égale par principe a la somme
des forces appliquées sur w(t). Ces forces sont de deux natures : les forces volumiques et les
forces surfaciques. Pour les premiéres on ne considérera que la gravité pyg. Les secondes sont
d’aprés 'hypothése sur les actions de contact et le théoréme de Cauchy (cf Duvaut [54] ou
Ciarlet [48]) de la forme on ou o est le tenseur des contraintes de Cauchy et n la normale
sortante & Qw(t). D’autre part nous venons de calculer la dérivée de 'intégrande de la seconde
intégrale. D’oul

d

— pudr = / prgdx +/ ondo +/ (F(r,s,t) + A(r,s,t)g)|vr X vs|drds
dt Jo) w(t) aw(t) K

d’ou en utilisant la formule de Reynolds et le théoréme de la divergence,

/ p(us +u - Vu)de = / prgdx + / A(r, s,t)gdo + / divodr + / F(r,s,t)do
w(t) w(t) Lo (t) w(t) w(t)

Pour le domaine fluide o est fonction du tenseur vitesses de déformations donné par
1 t
D(u) = i(Vu—l— Vu').

En particulier le fluide est dit newtonien si la fonction est affine. Pour un écoulement incom-
pressible, on a
o = —plg+ 2uD(u)

ou p est la pression et u la viscosité du fluide.
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Modéle frontiére immergée Formellement, on obtient donc une équation de Navier-
Stokes non homogéne avec une force surfacique et une masse volumique comportant une
contribution surfacique. On I’écrit sous la forme synthétique suivante

(pf + Xor,)(ug +u - Vu) — 2div uD(u) + Vp

={Vr,T(r,s) =T(r,s)cN(r,s)}or, + (pf + Adr,)g sur Qx]0,T|
divu =0 sur 2x]0, T
v = u(y,t) sur [0, M]x]0,T[

ou on a rappelé 'équation (10) régissant le déplacement de la courbe élastique.

Cette formulation correspond exactement & la formulation frontiére immergée de Peskin
[98, 99| bien qu’elle soit présentée sous une forme différente et pour une membrane élastique
plutét qu’une collection volumique de fibres. En effet en reprenant les notations de Peskin
la méthode de frontiére immergée revient a employer un mélange de variables eulérienne et
lagrangienne. Les variables eulériennes sont celles du fluide et les lagrangiennes suivent la
courbe (ou surface) élastique. L’interaction entre les quantités eulériennes et lagrangiennes
est fait grace a une mesure de Dirac discréte. Avec les abus de notation de [99], et en les
adaptant au cas d’'une membrane élastique (termes en |6, x 6s]) :

Méthode de frontiére immergée : Description eulérienne de la vitesse du milieu continu

et lagrangienne de la structure élastique immergée (constituée d’une famille de fibres élas-

tiques), interpolée sur le domaine eulérien.

» Un champ de vitesse eulérien (z,t) € Q x [0,T] — u(x,t).

» (r,s,t) €U x[0,T] — v(r,s,t) la position des points de la structure élastique T';.

» La densité de forces par rapport a la mesure de surface (r, s) dans la configuration de
réference est une fonction connue Fy(r, s, t).

» La masse surfacique dans la configuration de référence est une fonction connue
Ao(rys,t).

» Les équations du mouvement (couplage par contrainte) :

(pf+A)(us +u-Vu) —vAu+Vp = f (15)

divu =0 (16)

Flast) = /U 18, x 0, Fy(r 5,6)5(x — (1, 5, £))drds (17)

Az, t) = /U |0, x Os|Ag(r,5,8)0(x — (7, s,t))drds (18)

ve = u(y(r, s, t),t) = / u(z,t)o(x — y(r, s, t))dx (19)
Q

Fy(r,s,t) = Foly(r, s, t)] (20)

L’équation (17) convertit la force lagrangienne dans le domaine eulérien; I’équation (19)
convertit le champ de vitesse eulérien en un vitesse sur les points lagrangiens de la struc-
ture. Si on écrit la signification précise de (17) en considérant une fonction test ¢ : Q — R et
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en intégrant sur € on a

/f(a:,t)w(:n,t)dm :/ |0, x 05|F9(r,s,t)/ Sz —y(r, s, t)Y(z, t)dxdrds
Q U Q
16, x 6]

P(x,t)do
Y X '7,s| ( )

:/ |0,,><05|F9(r,s,t)1/1(7(r,5,t),t)drd3:/ Fy(r,s,t)
U

Iy

donc formellement " 6|
X

f x7 t — #

( ) |'7r X 'Ys‘

si F' représente une densité surfacique de force dans la configuration déformée. De méme
d’aprés (18), A est une mesure définie par

Fﬁ(n S, t)5Ft = F(T’7 S, t)(SFt

A

A, t) = e X sl

Ao(rys,t)or, = N(r, s, t)or,, avec x = y(r, s,1).
Ceci nous raméne exactement a la forme obtenue précédemment aprés avoir choisit une loi de
comportement pour F.

La méthode de frontiére immergée décrite ci-dessus est trés simple et attractive. Cepen-
dant, le passage incessant entre les coordonnées eulériennes et lagrangiennes induit des pro-
blémes de conservation de volume. En effet 'interpolation du champ de vitesse n’est pas a
divergence nulle, donc ’advection des marqueurs avec ce champ produit potentiellement des
changements de volume. C’est un point faible connu de la méthode et il a été étudié et pallié
dans [100, 81, 80|, au prix d’un abandon de la simplicité de la méthode. Le but premier de
la formulation eulérienne que nous avons introduite dans [A5, A4| était de conserver la sim-
plicité de la méthode en proposant une localisation eulérienne de la membrane qui évite le
va-et-vient entre les deux systémes de coordonnées. La méthode de frontiére immergée dans sa
forme originelle ci-dessus peut étre implémentée pour garantir 'ordre 2 dans le cas d’interfaces
épaisses, mais d’ordre 1 dans le cas d’interfaces sans épaisseur [61]. Des études de stabilité
ont été proposées (34, 35, 111].

Notons que notre formulation eulérienne permettra de s’affranchir des difficultés de pa-
ramétrisation des objets fermés et du probléme de la viscosité variable, qui n’est pas pris
en compte dans la méthode IBM. C’est un point important car nos modéles de cellules sont
souvent considérées avec un contraste de viscosité entre 'intérieur et 'extérieur, la visosité
plus importante a l'intérieur étant une maniére expéditive de rendre compte de la présence
de matériel biologique dans la cellule.

5.3 [Elasticité eulérienne extensionnelle d’'une membrane immergée

5.3.1 Représentation Level Set

Nous allons maintenant changer notre mode de représentation de 'interface pour contour-
ner les éceuils de la représentation lagrangienne. On représente I'y, que I’on suppose maintenant
fermée3 par I'intermédiaire d'une fonction auxiliaire ¢ :  x [0, 7] — R de sorte que

I, ={zeQ, ot)=0).

3. Il est possible de lever cette hypothése moyennant ’ajout d’une autre fonction auxiliaire, mais encore
une fois les objets physiques que nous voulons considérer sont fermés.
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Comme ¢(y(r, s,t),t) = 0 sur [0, M]? x [0, T], et v = u(7,t), on a en dérivant par rapport a t

¢t(7(7‘7 S)t)7t) + U(V(Tv Sat)vt) : v¢(’7(T7 5, t)’t) =0

La méthode Level Set [96] consiste alors a se donner une fonction initiale ¢ représentant I'y
et & chercher une fonction ¢ qui vérifie ’équation ci-dessus sur tout le domaine :

(21)

o +u-Vo=0 sur Qx]0,T
o= oo sur  x {0}.

On choisit souvent la fonction ¢g comme la distance signée a l'interface :

—dist(x,I'g) six est a l'intérieur de I'g
po(z) = { ( )

dist(z, ) si z est a Pextérieur de T'y

Avec le choix de signe de ¢ fait ci-dessus, la normale extérieure au domaine entouré par I's,
ainsi que sa courbure s’expriment en chacun de ses points en fonction de ¢ comme suit :

\% \%
n(x) = WZ;’ k(z) = div Wj;‘

5.3.2 Déformations et Level Set

Ce qui est plus original et que nous avons démontré dans [A5] est que dans le cas d'un
écoulement incompressible, I’étirement de la surface est enregistré par la fonction ¢, ce qui va
nous permettre de reformuler tout le probléme avec cette fonction. Il y a plusieurs maniéres de
démontrer ce fait assez intuitif, qui se généralise d’ailleurs au cas d’écoulements compressibles
en faisant intervenir le jacobien J (cet aspect a été dévelopé récemment dans [41, 42] dans
le cadre de la modélisation de la croissance tumorale ainsi que dans [27]). On peut partir de
I’étirement en paramétrique comme dans [A5] et démontrer que |V¢| vérifie la méme équation,

VI Vuv Ve v
6l + ¥156] = Vel = Vel e

Cependant j’ai un faible pour la démonstration plus intrinséque qui se résume en les deux
propositions suivantes.

a savoir

Vu (22)

Lemme 1 Soit ¢ : R? — R lipschitzienne sur R% et g : R* — R intégrable. On suppose qu’il
existe 1o > 0 tel que inf ess|g| <y, |V@| > 0. Alors pour n €]0,no,

n
/ g(x)dz = / / o(2)| V| dody
lo(x)|<n —n Jo(x)=v

Démonstration. Dans [57], proposition 3 page 118, il est montré sous ces hypothéses que

d
Ts </¢> g(x)dOC) = —/ g|Vo|~tdo  pp.s
>s =s

Le résultat ci-dessus s’en déduit facilement en posant s = —t et en prenant ¢ et —¢ dans cette
formule puis en ajoutant les deux nouvelles identités. On les intégre alors de —n a 7).
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Une démonstration plus intuitive est de décomposer au voisinage de = le volume dz sous
la forme dx = do x dh, ot dh est compté suivant la normale % et on remarque que

v+dv:=¢(x+dh |gz|) o(z) £ dh|V | + O(dh?)
d’otl dz = |V| tdodv. O
En faisant I’hypothése de régularité suivante sur les lignes de niveau de ¢,
(Hy) Vte|[0,T],VfeC(R"), s— f(z)dz est C* au voisinage de s = 0
{l¢(z,t)|<s}

nous avons le résultat suivant :

Proposition 5 Soit u : R x [0,T] — R? de classe C' avec divu = 0 et ¢ solution C' de
¢t +u-Vo =0, ¢p=¢g avec [Vo| > a > 0 au voisinage de {¢p = 0} et vérifiant (Hy). Alors
pour toute fonction f continue & support compact,

/ F©OIVo| (€)da(8) = / FY (@ 0)[Vo[ ™ (@, t)do(z)  (23)
{¢0(6)=0} {¢(z,t)=0}

ce qui signifie que |V @|/|Vo| représente la variation de mesure surfacique de T'y par rapport
aTy.

Démonstration. L’hypothése (Hy) entraine d’aprés le lemme précédent que 'application

s_i/ F(O)| Vol (&)dor(€)
{po=s}

est continue. Donc d’aprés le lemme 1,

/ F(6)[ Vol (€)dor(€) = lim - () Véo| (€)do(€)dv = lim ~ [ f(&)de
{¢0(£)=0}

0N =3 Jgo=v =01 Jigoi<

On effectue le changement de variables £ = Y (x,t) dont le jacobien J(z,t) vaut 1 car divu = 0.
Comme ¢ vérifie 'équation de transport on a ¢ (Y (z,t)) = ¢(x,t) et donc

| ©dete) =t FY (2, 1)
{#0(£)=0} =0 () <3

ce qui donne le résultat annoncé d’apreés le lemme 1. [l

Remarque 4 Une autre démonstration de la proposition précédente est possible en utilisant
la formule de dérivation de Reynolds pour les surfaces. Profitons de l’occasion pour traiter le
cas compressible. En effet d’aprés la formule, pour une fonction g de classe C',

4 g(x,t)do = / gt + div(gu) — g[Vuln - ndo
At J{o(a.t)=0} {6(z,)=0}
et sur la surface {¢ =0} on a d’aprés (22)

Vo Vo

Vun 0 = [Vl [ 01 = T

(IVlt +u-VIVe|)
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En regroupant les termes on a donc

a
dt J{p(at)=

satids = [ ((glVol)+u- Vil Vo) o + g divudo
0} {¢(z,t)=0}

\W)I
D’autre part on a J +u-VJ ' =J  divu, ce qui substitué dans divu donne

d

dt J{ (=0}

— 1 1
oo = [ (6T VoD (eI VD) o

On applique alors cette formule avec g(z,t) = f(Y (x,t))J(z,t)|Vo|~(z,t), en calculant
(g 7V +u- V(g Ve]) = f(Y)e +u-V[f(Y)] =0

car f(Y) est la fonction f transportée. On a donc

d y )
dt /{¢(m £)=0} F¥ (2, 1)) (2, 8)| V|~ (2, t)do = 0

ce qui revient apres intégration entre 0 ett a la formule (23), si J = 1. Dans le cas compressible
on retrouve les résultats de [{2, 27] qui expriment ’étirement comme J 1|V .

Remarque 5 Du point de vue théorie de la mesure la formule (23) traduit simplement le
Jait que la mesure |V o| 1 (2)d 15,01 est Uimage de [V |~ (x,t)84—0y par le difféomorphisme
x— Y(x,t).

Corollaire 1 En 2D, on se donne un paramétrage s € [0, M] — ~(s,0) € R? de I'(0) et qui
se transporte en un paramétrage s — ~y(s,t) de I'(t). Aprés expression de la mesure surfacique
en fonction du paramétrage on a du fait de Y (v(s,t),t) = v(s,0) :

M M
/0 F(2(5,0)[V o~ (v(s,0)) s (5, 0)ds :/0 F((5,0) [V (y(5,8), 8) s (5, t)ds
pour toute fonction f continue et a support compact. Do

Vol (y(s.1).1) _ ys(s.t)
Vool (1(5.0)) ~ |s(5,0)]

En 3D, si (r,s) € w — (r,s,t) € R3 est un (morceau de) paramétrage de T'(t), alors comme
la encore Y (v(r,s,t),t) = ~(r,s,0) on a

/ f(fy(r,s,0))\V¢0]*1(7(7‘,3,0))|% X vs|(r, 8,0)drds
= [ 100 s )Vl 0 sst) ) Xl drds
d’on

[Vel(y(r,s,8), ) e X s[(r, 8, 8)
|V¢0|( ( TS, )) ’%” X 75|(T7870)
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En pratique, on construit ¢y d’une part de sorte que sa ligne de niveau zéro représente I'y, et
d’autre part de maniére a ce que

_ I x (5, 0)
Vol (7(ry5,0)) = =9 15 )

ce qui correspond & la variation d’aire entre la configuration initiale et la configuration au
repos. On a alors

[ X sl(r, s, 1)
| ¢|(’Y(T75’ )7 ) |9T » 95’(7“, S)

Si la variation d’aire initiale ne dépend pas de (r, s), ce qui est le cas fréquent d’'une membrane
élastique uniformément étirée, il suffit d’initialiser ¢g & cet étirement fois la distance signée a
la surface.

5.3.3 Energie et force élastiques en Level Set

Nous sommes donc en position de formuler ’énergie élastique d’une membrane en fonction
de la fonction Level Set. A ceci prés que nous devons nous occuper de la représentation de
I'intégrale de surface dans notre formulation. On pourrait donc introduire une énergie analogue
a (12) en posant (pour une surface a étirement constant et égal & 1 au repos)

1
%ﬂ=1¢@Emwyv@w

puis dériver cette énergie par rapport au temps pour identifier la force élastique singuliére
(voir & ce sujet la thése de Thomas Milcent [90]). On pourrait alors mettre en oeuvre une
méthode de type éléments finis pour donner un sens a cette mesure, ce qui est fait dans [34, 35|
dans le cadre de la méthode de frontiére immergée classique. Cependant nous avons choisit,
comme dans la méthode Level Set usuelle, d’approcher la mesure surfacique par une mesure
non singuliére, qui la régularise. Ceci permet de mettre ensuite en oeuvre une méthode de
type différences finies plus simple et performante au niveau temps de calcul par 'utilisation de
solveurs rapides des équations de Poisson. Dans ce but nous avons le lemme suivant (démontré
dans [A4]) qui permet de déterminer une approximation volumique d’une mesure de Dirac
portée par une hypersurface localisée par Level Set :

Proposition 6 Soit 1 — ((r) une fonction continue a support dans [—1,1], telle que r —
%C(g) converge vers &y au sens des distributions. Alors sous l’hypothese (Hg), lorsque e — 0,

é( <f> Vo] = 0gg—0y dans M(RY).

On voit donc qu'une approximation volumique raisonnable de d;4—gy est donnée par [V ¢| %C (%) )
ce qui permet de définir une énergie régularisée par

&.0) = [ B(veD ¢ (21)

33



Remarque 6 Cette approzimation n’est pas aussi anodine qu’elle pourrait paraitre. En ef-
fet nous avons remplacé un objet purement géométrique, dyy—oy, indépendant du choiz de ¢
représentant linterface, par un objet qui en dépend. Ceci est la source de difficultés numé-
riques dans la méthode Level Set, et sans doute de probléme de stabilité de cette méthode dans
certaines situations. Nous verrons plus loin comment pallier les difficultés et quel genre d’in-
stabilités nous avons observé (pour ce dernier point on pourra se reporter a la these de Claire

Bost [37]).

Remarque 7 Thomas Milcent a démontré dans sa theése [90] la consistance de cette approxi-
mation (dans le cas d’une énergie beaucoup plus générale) par rapport a l'obtention de la
force élastique par dérivation. C’est a dire la force qu’on obtient par dérivation de [’energie
réqularisée, converge lorsque € tend vers 0 wvers la force qu’on obtient en dérivant [’énergie
singuliére.

En dérivant cette énergie on obtient & un gradient prés (voir [A3] pour le détail du calcul)

i / Vo ® Vo ¢
Fia,t) = div (B (VapIvel- YT e ®). (25)
Si on développe la divergence on peut obtenir aprés quelques calculs
y , \% 1
Funt) = { e (VIE(V6D) - B'(TeDn(0) i } 1961 26(D)

ce qui est conforme & l'expression (13) obtenue en variables lagrangiennes. Les termes de
gradient n’ont pas d’importance dans le cas incompressible car un gradient ne travaille pas
sur un déplacement & volume constant et nul au bord.

5.3.4 Modéle multiphysique

Soit H(r) = ["_ {(s)ds. On a H(r) = 0 pour r < —1, et H(r) =1 pour r > 1. On pose
finalement

¢ 1 (¢
p(¢) =pr+H(=)(p2 —p1) + Xo—C | =
€ 5 5
en supposant dorénavant que Ag est constant, et

w(6) = i+ H(D) (s — )

On obtient alors le modéle (écrit ici pour f = 0) : Trouver (u, ¢) solution sur Q2x]0, T de

P() (ug +u - Vu) = div(pu(¢)D(u) — E'(|V])| V| Yegm2 2(£)) + Vr = 0

divu =0

ot +u-Vo=0
Il est & noter que p(¢) vérifie aussi ’équation de transport donc de conservation car divu =
0. Nous avons donc modélisé l'interaction d’un fluide avec une membrane élastique comme

I’écoulement d’un fluide complexe dont le tenseur des contraintes est modifié au voisinage
de la surface. Ce modeéle est a rapprocher de celui des fluides de Korteweg [114] et c’est
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d’ailleurs a partir de cette remarque que nous pourrons attaquer ’existence d’une solution &
ce probléme. Le point de départ est 1’égalité d’énergie suivante qui est une simple conséquence
de I'obtention de la force élastique :

Proposition 7 Si ¢ est telle que || > ¢ sur 02, nous avons

2/p5(q§(x T))u?(z Tda:+/ / da:dt+/E V)= (f)da;

=3 [ pontandain+ [ B(vonD ey (20

5.3.5 Existence d’une solution au modéle multiphysique

Pour simplifier et seulement dans cette sous-section, on se place dans le cas € = 1, p; = po,
@1 = ueo et considére le modeéle multiphysique introduit ci-dessus :

p(9) (us + (u-V)u) — pAu+Vr = —div(3(¢, Vo)) (27)
$r+u-Vo = 0 (28)

div(u) = 0, (29)

p(6) =1+ A(0) (30)

et p, A > 0 sont la densité du fluide et la densité surfacique de la membrane. Le tenseur des
contraintes ¥ s’exprime en fonction de la loi de comportement F de la membrane par

E'(|Ve))
V|

On se donne des conditions initiales sur u et ¢

u(z,0) = uo(z) , ¢(x,0) = go(x) (32)

et des conditions aux limites de Dirichlet homogéne pour u (notre résultat s’étend au cas de
conditions aux limites périodiques) : u = 0 sur 9Q2. Il n’y a donc pas de condition aux limites
pour ¢ dans I’équation de transport. On supposera que

%(¢, Vo) = ((P)Ve @ Ve (31)

r— E'(r) € CY([0, +0)). (33)

Par exemple le cas d’une réponse linéaire (le matériau est toujours géométriquement non
linéaire) est donné par E'(r) = A(r — 1). Notons que notre formulation contient les fluides
de type Korteweg [114] comme cas particulier, avec E’(r) = r, la fonction level set jouant le
role de la densité. En effet si on introduit dans ce cas une primitive Z de 1/C et qu’on pose
= Z(¢) on a
(¢, Vo) =((¢)Vo @V = Vi) @ Vip.
La fonction v est toujours solution de l’équation de transport et comme div(Vy ® Vi) =
AYVY + D2V = APV + %V\Vzﬁ?, on obtient le terme source de Korteweg usuel [114]
(& un gradient prés absorbé par la pression).
Dans |A3] on prouve le résultat d’existence suivant.
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Théoréme 1 Soit Q un ouvert borné connexe et régulier de R3. Soit p > 3, et ¢pg € WHP(Q),
tel que |Voo| > a > 0 dans un voisinage de {¢9 = 0}, et ug € W&’p(Q)ﬂWQW(Q), avec
divug = 0. Alors il existe T* > 0 ne dépendant que des données initiales tel qu’une solution
de (27), (28), (29) existe dans [0,T*] avec

¢ € L(0,T% WP (), u € L0, T Wy P (Q))NLP(0, T* W?P(Q), Vr € LP(0, T*; L ().

La démonstration est basée sur un argument de compacité. Nous commencons par construire
une suite de problémes régularisés en introduisant un retard temporel dans la vitesse (mé-
thode utilisée aussi dans [44]) et une régularisation spatiale de la fonction level set. Nous
obtenons ensuite des estimations en utilisant notamment les résultats de Solonnikov [110] sur
le probléeme de Stokes dans LP. L’utilisation des espaces de Sobolev avec p > 3, au lieu du
cadre Hilbertien plus simple, permet de gagner en régularité grace aux injections de Sobolev
(notamment WP C L pour la vitesse) sans avoir & monter en ordre dans les dérivées en
espace. Cela permet d’éviter de dériver les équations plusieurs fois.

5.3.6 Ingrédients numériques

Réinitialisation ou renormalisation de ¢? Supposons qu’un milieu de codimension
une, ou l'interface entre deux milieux soit repérée par la ligne de niveau zéro d’une fonction ¢
que 'on advecte par un champ de vitesse calculé par ailleurs. Lorsqu’il s’agit simplement de
localiser l'interface entre les deux milieux, seule la ligne de niveau zéro de ¢ pour tout temps
intervient, et la norme de son gradient, & condition qu’elle ne s’annule pas, importe peu. Par
contre dés que 'on veut se servir de ¢ pour mesurer une distance a 'interface afin d’y localiser
une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que ¢ soit une distance pour tout
temps. D’ailleurs on a méme montré dans le cas d’une structure de codimension une que |V¢|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sir a
priori que |V¢| # 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son
gradient vaut 1 partout ou il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La premiére consiste
a redresser ¢ en une distance & chaque pas de temps. Ceci peut étre fait par exemple en
résolvant ’équation d’Hamilton-Jacobi suivante

99+ san(60) (V6] — 1) = 0. (34)
-

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de I’hyperbolicité de cette équation,
le redressement de ¢ est propagé a partir de ¢ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations
pour avoir |V¢| &~ 1 au voisinage de ¢ = 0. En effet, I’équation ci-dessus peut étre écrite
comme une équation de transport avec second membre :

8¢ Vo

-0+ Sgn(¢o)w -V = —sgn(¢). (35)

or

Ainsi les caractéristiques sont issues de ¢ = 0 et perpendiculaires & cette interface. On peut
effectivement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction
initiale (i.e. {¢ = 0} = {¢° = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déja qu’il
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faut résoudre cette équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement
un petit déplacement de Uinterface [56]. Elle est de plus responsable de la perte de volume
attribuée a tort a la méthode level set par de nombreux auteurs. La raison est que le champ
de vitesse équivalent sgn(gbo)% n’est pas a divergence nulle, et ceci d’autant plus que la
courbure de linterface est importante. Il va donc localement changer le volume et ceci a
vraisemblablement des conséquences sur la conservation du volume a l'intérieur de {¢ = 0}.
Une batterie de méthodes pour pallier ce probléme ont été mises en oeuvre : ajouter une
contrainte de volume [112, 113|, rajouter des particules de chaque coté de l'interface [56]
ou carrément relever ou baisser la fonction level-set [109, 108]! Enfin dans notre cas une
reinitialisation nous ferait perdre les informations mécaniques (étirement) contenues dans
V¢, si bien qu’il faudrait réinitialiser cet étirement & chaque pas pour pouvoir continuer a
utiliser la méthode décrite dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste & transporter ¢ en dehors de I'interface de maniére a ce que
I'on ait toujours |V¢| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs
d’aprés une idée d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par
Delfour et Zolésio, consiste & déterminer ¢ comme la solution de

Ge(2,1) + (u- Vo) (& — 6Vo(z),t)) =0

ce qui revient a I’équation de transport sur 'interface, et dont la solution est toujours une
fonction distance, si la fonction initiale I’est. Malheureusement cette équation est non locale
et délicate a utiliser numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de ’étirement
de la structure qui du coup n’est plus porté par ¢.

Nous avons choisi de conserver ¢ sans réinitialisation a une distance, de sorte qu’il porte
une information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer & partir de ¢ la distance
a {¢ = 0}. Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(z,t) désigne la distance
signée a la courbe {¢ = 0}, la quantité IVLSM approche d au voisinage de l'interface. En effet
pour d(x) assez petit le point © — d(z)Vd(z) est sur cette courbe donc ¢(z — d(z)Vd) = 0.
En effectuant un développement au voisinage de d(z) = 0 on montre que

¢

d(z) = W

() + o(¢)

On a donc un moyen simple d’estimer la distance d’un point z suffisamment voisin de {¢ = 0}
a cette courbe, en divisant la valeur de ¢ par celle de son gradient. La fonction ¢ (x) = ‘v;’im(x)
est, & l'ordre un en ¢, de gradient unitaire. D’autre part sa ligne de niveau zéro coincide avec
celle de ¢. Donc d’apreés la proposition 6, on a

1
A <¢> V] = 8gy—0) = S(s=0y dans M(RY)

€

Or [V| =1+ o(¢) ce qui justifie 'approximation de d¢4—oy par

W
¢ <s|V¢|>

qui au premier ordre en ¢, représente une approximation de la masse de Dirac dont le support
reste de largeur 2¢. En pratique on prend e de l'ordre de quelques pas d’espace (typiquement
e =1,5dx).
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Pour tester la capacité de la renormalisation ci-dessus & permettre un calcul correct de
la largeur d’interface, nous empruntons ’exemple de [56] ot un champ de vitesse donné, de
type vortex, transporte une interface en 1’étirant. Nous comparons alors ’allure de I'interface
obtenue par rapport a un suivi d’interface & haute résolution, et la précision du calcul de la
longueur de la courbe. Ce calcul de longueur représente ici un prototype de force surfacique
qu’il s’agit de bien calculer. Dans la figure 9, la courbe supérieure est la courbe de référence
obtenue en suivant un grand nombre de marqueurs. Les courbes solides sont obtenues par
notre méthode de renormalisation et les courbes en pointillés par réinitialisation. Les tests
sont menés avec 64, 128 et 256 points. Il apparait clairement que la méthode de renormalisation
est une contrepartie tout a fait performante a la méthode de réinitialisation. Un autre exemple
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FIGURE 9 — Comparaison de la réinitialisation et de la renormalisation

frappant de ce bon comportement de la renormalisation est sur le test proposé par [107] pour
introduire une nouvelle maniére d’approcher la mesure de Dirac. Dans cet article I'auteur
construit deux fonctions de Dirac discrétes approchant la mesure a l'ordre 1 et 2, puis calcule
la longueur d’une ellipse dont I'orientation est aléatoirement choisie pour éviter les effets de
grille. L’erreur moyenne commise est alors enregistrée. Nous constatons sur le tableau ci-
dessous que la renormalisation se situe, au niveau précision, au méme niveau que la premiére
approximation proposée par I’auteur, et constitue donc, au vu de sa simplicité, une alternative
efficace pour approcher une mesure de surface dans la méthode level set. Une étude compléte
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de Papproximation des fonctions de Dirac a été menée dans [55].

Pas de Smereka 1 Renormalisation Smereka 2
discrétisation Erreur Rel. Ordre Erreur Rel. Ordre Erreur Rel. Ordre
0.2 9.38 x 1073 1.5 x 1071 2.68 x 1073

0.1 223 x 1073 2.07 5x1073 5.49 x 1074 2.29
0.05 812x107* 146 1.3x1073 1.9 1.32 x 107% 2.05
0.025 271 x107% 158 3x1074 2.1 2.90 x 107° 2.18
0.0125 758 %107 1.83 8x107° 1.9 7.79 x 1076 1.90
0.00625 3.04x107° 132 2x107° 2 1.84 x 1076 2.08

Meéthodes numériques utilisées Dans tous les simulations que nous avons dévelopées,
nous avons toujours utilisé les mémes ingrédients a quelques variantes prés. Les équations de
Navier-Stokes sont discrétisées par une méthode de différences finies sur un maillage de MAC
ol les inconnues pression et vitesse sont disposées de telle sorte que la divergence de la vitesse
est nulle au niveau discret. Cela permet de respecter la contrainte de volume de maniére
trés précise. La contrainte d’incompressibilité est résolue par une méthode de projection de
type Chorin. Les équations de transport sont résolues en utilisant un schéma WENOb5. Nous
utilisons par défaut un schéma décalé c’est a dire que nous explicitons le couplage entre
I’équation de tranport en ¢ et I’équation de Navier-Stokes.

5.3.7 Stabilité numérique du couplage

Le modéle que nous discrétisons contient donc en second membre des équations de Navier-
Stokes un terme de force qui peut étre exprimé sous la forme suivante (équivalente a la forme
divergence) :

Fle.t) = M Pegs (91900) = (V0] - Ds() L5 L (961202

ou Pgy,1 est le projecteur sur le plan tangent, k(¢) la courbure moyenne, et A la rigidité de
la membrane( nous ne considérons pas ici les forces de courbure). Nous nous sommes placés
dans le cas E'(r) = A\(r — 1). Comme les termes de convection sont explictés nous avons une
condition de CFL classique & respecter. D’autre part, nous devons écrire une condition de
type CFL mais pour cette force élastique de sorte qu’en un pas de temps, elle ne produise
pas un déplacement supérieur & une maille d’espace. Ce type de condition supplémentaire se
stabilité a été calculé initialement par Brackbill [38] dans le cas d’un écoulement diphasique
en estimant la vitesse des ondes de capillarité. Dans [108], cette condition est retrouvée par
un raisonnement plus clair que nous avons adapté a notre force élastique. Nous trouvons une
condition de stabilité de la forme

At < At, = pa h
bt ¢ NVOI2IVe 1)

ol ¢ = ah est la largeur d’interface. Cette condition correspond a celle de [38], & une constante
preés, si on considére que |V¢| = 1 and o = 1. Dans notre cas cependant nous constatons que
la largeur numérique de 'interface intervient ainsi que ’étirement de la membrane. Cette

Njw
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condition peut devenir trés restrictive lorsque A est grand (c’est le cas par exemple dans le
cas des vésicules phospholipidiques), car elle se comporte en h3.

D’un autre coté, Paul Vigneaux dans sa thése et dans un article cosigné avec Cédric
Galusinski [60, 59] mets en évidence une condition de stabilité pour des régimes a faible
nombre de Reynolds et grande tension de surface (le cas de la micro-fluidique). Dans ce cas
la condition est de la forme, si on néglige l'inertie devant les forces visqueuses

ou u est la viscosité et o la tension de surface. Dans ce régime ou l'inertie est négligée on
obtient donc une condition moins restrictive en terme d’ordre.

Dans sa thése [37] Claire Bost fait le point sur ces conditions de stabilité en introduisant un
probléme 1D simplifié mais qui semble contenir ces deux types de conditions. A partir d’une
analyse de Fourier de cette équation elle trouve une condition de stabilité qui est compatible
avec les deux précédentes.

Une question importante pour la stabilité des problémes de couplage fluide-structure est la
conservation d’une certaine énergie discréte, apreés discrétisation temporelle et /ou spatiale. Ce
type de question a été abordé dans la méthode ALE [58, 45| et dans le cadre de la théorie du
second gradient [71]| par Jamet et al [72]|. Ces derniers ont introduits une méthode pour assurer
une conservation d’énergie au niveau discret et ont ainsi supprimé des courants parasites
intervenant dans les simulations lorsque le coefficient de tension de surface devient important.
Dans le contexte de la méthode de frontiére immergée, les questions de stabilité ont été étudiées
par [117, 111, 34, 35|, qui ont défini des schémas explicites, semi-implicite et complétement
implicite et ont étudié leur stabiité. En particulier [34, 35| dans le cadre d’une méthode de
frontiére imergée traitée par éléments finis avec le terme d’interface non étalé, mettent au point
une méthode explicite stable sous une condition de stabilité de type Brackbill (il n’y a pas de
convection non linéaire) et une méthode implicite inconditionnellement stable (en 2D). Dun
autre coté toujours dans le cas de la dimension 2, T. Y. Hou and Z. Shi |66, 67| proposent une
représentation de I'interface par ’abscisse curviligne et 'angle du vecteur tangent et ménent
une analyse spectrale qui leur permet de proposer un schéma semi-implicite toujours stable
sous une condition de type Brackbill.

Dans le cadre de sa thése Claire Bost a tenté de mettre au point des schémas numériques
qui conservent une énergie discréte. Nous nous heurtons au probléme de 1’étalement de la force
par la fonction cut-off, source d’une non linéarité supplémentaire. Nous pouvons effectivement
proposer un schéma, mais dans lequel nous ne pouvons plus contréler la largeur numérique
d’interface. Notons que ce probléme de largeur d’interface est présent aussi dans la méthode
de champ de phase ou du second gradient, dans lesquelles on introduit un terme ad hoc pour
la conserver.

5.3.8 Exemple d’application : motilité cellulaire et instabilité paramétrique

Différents tests ont été menés afin de valider notre code de calcul [A4, A3]. Nous présentons
ici une application de notre méthode a 1’étude des protrusions cellulaires. C’est un sujet en
développement conjointement avec John Stockie (U. Vancouver). Les cellules, pour se déplacer
par exemple, créent des déformations de membrane qu’on appelle protrusions. Le méchanisme
a Dorigine de cette force n’est pas unanimement reconnu dans la communauté biologiste. Il
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est attribué a la polymeérisation/dépolymérisation de brins d’actine au voisinage de la paroi,
mais ce mécanisme est modélisé de différente maniére selon les auteurs (cf [93, 36] et leur
bibliographies), notamment comme un milieu continu diphasique, ou viscoélastique, ou a
I’'opposé comme un réseau microscopique organisé. N’ayant pas les moyens de prendre part & ce
débat nous nous sommes intéressés & un article de Cortez, Peskin, Stockie et Varela dans lequel
on étudie 'instabilité paramétrique du systéme formé d’une membrane élastique 2D immergée
dans un fluide. L’instabilité paramétrique d’un systéme est bien connue des (ex-)amateurs de
balancoire. C’est en effet en changeant la longueur du pendule de maniére périodique, a partir
de I’état d’équilibre légérement perturbé, qu’on arrive & se balancer quasiment sans effort.
On pourrait donc imaginer que la variation d’un paramétre (la raideur) du systéme couplé
membrane/fluide pourrait engendrer une instabilité. C’est ce qui est démontré en dimension
deux dans [51] et a I’étude en dimension trois dans le cadre de notre collaboration avec John
Stockie. De 1a a conclure que les protrusions cellulaires pourraient étre le résultat combiné
d’une force de polymérisation et d’une instabilité, c’est une autre histoire.

En tout cas d’un point de vue mécanique, les tests numériques 3D menés avec notre
modéle de membrane immergée montrent clairement qu’une membrane sphérique légérement
perturbée selon un certain mode, si sa rigidité fluctue périodiquement & une fréquence bien
choisie, peut exhiber une instabilité, c’est a dire des déplacements trés grands par rapport a
la perturbation initiale. Nous insistons bien sur le fait qu’il ne s’agit pas d’une résonnance
suite a I'application d’une force (nous ne poussons pas la balangoire!). Ainsi si on ne perturbe
pas la membrane sphérique initialement, elle ne bougera pas quelque soit la variation de sa
raideur. Quelques exemples sont disponibles en vidéo sur ma page personnelle. L’exemple ci-
dessous est académique : il correspond & une membrane immergée de raideur 1 dans un fluide
a Reynolds 100 (ce qui n’est pas réaliste pour la micro-fluidique). La membrane sphérique est
perturbée de la maniére suivante : on considére un méridien de cette sphére qu’on perturbe
par une oscillation en cos(46) d’amplitude 2.5%. Puis on considére la surface de révolution
associée & ce méridien. La raideur de la membrane varie périodiquement au tour de 1 entre
0.5 et 1.5. Les images page suivante montrent la membrane immergée déformée. Les couleurs
sur la surface codent son étirement local. Les coupes du champ de pression au milieu de la
membrane sont représentés aux bords de la boite. Le fluide n’est pas représenté.

5.4 Cas d’une membrane inextensible en flexion
5.4.1 Obtention de la force de courbure

Dans le cadre de I’étude du comportement & 1’équilibre ou dans un écoulement en ci-
saillement de vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une
alternative intéressante aux méthodes de champs de phase [32]. Dans I’étude de tels phé-
nomeénes, la surface "élastique" est quasi-inextensible, et ce sont les forces de courbure qui
pilotent la forme géométrique et le comportement des vésicules. En pratique, on considére
une membrane avec un coefficient de raideur trés important dans la loi de comportement
r — E'(r), ce qui correspond a pénaliser le changement d’aire, et on ajoute une énergie de
courbure. On peut considérer la forme générale suivante pour celle-ci :

6.0) = [ Glr(@)IVelZ(E)do
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FIiGURE 10 — Instabilité paramétrique d’'une membrane imergée.



le cas le plus standard correspondant a G(r) = %7‘2. Comme précédemment la dérivée tempo-
relle de I’énergie de courbure correspond au signe prés a la puissance des forces de courbure
H_(x,t), et nous avons

§50:(0) = 40.(0)(60) = d0.(0)(~u-V0) = = [ H.(a.0) udo (36)

ce qui donne par identification (voir cours M2R, et article en préparation [A14]) :

Poy: (vnwrG’(n(@)J)] L @yve.

[N

Ve 1

Hg($,t) = div |:—G(/€(¢))|v¢’ + W

Il est possible de déterminer une forme en divergence des forces de courbure qui fait apparaitre
dans le tenseur sous la divergence la projection de la seconde forme fondamentale sur le plan
tangent a la surface. On trouve dans [A14] 'expression H.(z,t) = divog avec

ot = {1val [atsoni+ 2 o va o] (1- V2T
-G el (1- TE2TE) o (1- 22TV () qan

5.4.2 Liens avec la méthode de champ de phase et la théorie du second gradient

Le comportement de vésicules dans un écoulement en cisaillement, reproduisant la situa-
tion des globules rouges dans les vaisseaux sanguins, a été étudiée extensivement au labora-
toire de Spectrométrie Physique a Grenoble par J. Beaucourt, Th. Biben, C. Misbah et leurs
co-auteurs [32, 28, 33| et expérimentalement par M. Mader et T. Podgorski. On pourra se
reporter a la page personnelle de C. Misbah pour une liste compléte des publications de leur
équipe sur ce théme.

La méthode utilisée est une méthode de champ de phase (appelée "champ advecté") qui
est assez proche de la méthode Level Set. Nous avons donc échangé nos idées ces derniéres
années réguliérement. Nous sommes sur le point de soumettre un article de comparaison entre
les deux approches |Al4]. Les différences entre les deux méthodes sont les suivantes. Tout
d’abord la fonction eulérienne ® repérant l'interface prend ses valeurs entre 0 et 1. Elle est
en fait constante sauf au voisinage de l'interface oil elle varie réguliérement mais rapidement
de 0 & 1. L’épaisseur de la transition est un paramétre € de la méthode comparable & celui
intervenant en Level Set. D’ailleurs la fonction de phase ® pourrait étre comparée a H (%)
Une intégrale de surface ne fait donc pas intervenir la fonction ¢ mais le gradient de ®, ce qui
revient au méme compte tenu que H' = (. La différence fondamentale n’est donc pas dans
ce choix de représentation anecdotique mais dans I’équation qui va régir I’évolution de ®. La
ou en Level Set la fonction est simplement advectée, avec les avantages (enregistrement de
I'étirement) et les inconvénients (changement de pente et nécessité de renormaliser) que cela
présente, la fonction de phase est solution d’une équation de transport corrigée par des termes
assurant que son profil reste d’épaisseur constante. Typiquement ® va vérifier :

Dy +u- VO =eg(P(1 — B?) + 2(AD + ¢|VD|)) (38)

les termes du second membre de cette équation ayant pour but de maintenir ® aux deux valeurs
0 et 1, et pour les derniers de respecter un profil donné d’épaisseur €. Dans les publications
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initiales [32], les termes correctifs ont été, sauf erreur, trouvés de maniére heuristique. D’autre
part une équation supplémentaire est & ajouter pour calculer I’étirement, puisque celui-ci n’est
pas inclus dans la fonction de phase. Récemment D. Jamet et C. Misbah [73] ont appliqué la
théorie du second gradient en introduisant un potentiel thermodynamique pour le probléme
multiphysique. Ce potentiel admet pour variables ®, son gradient et I’étirement. En dérivant
ce potentiel ils obtiennent les forces de membrane et de courbure et nous avons montré dans
[A14] que les forces de courbures coincident (elles sont géométriques) et que celles de membrane
peuvent étre identifiées moyennant le choix d’une loi de comportement de la forme E'(r) =
Anr dans la méthode Level Set (quasiment linéaire pour des déformations faibles).

Sur un plan numérique, au dela des comparaisons quantitatives sur les deux méthodes,
une étude sur la stabilité numérique des schémas associés dans le cas d’interfaces trés rigides
reste a faire. Si la méthode Level Set semble plus naturelle par la simplicité du transport de la
fonction ¢, il reste & investiguer quelles sont les conséquences de la représentation de la mesure
de Dirac inhérente a cette formulation, sur la stabilité du couplage. Nous avons réfléchi avec
Claire Bost & des schémas conservant une énergie discréte et sur lesquels on dispose toujours
d’un controle de la taille numérique d’interface, mais sans franc succés pour l'instant.

5.4.3 Exemples d’application : vésicules phospholipidiques

Comme exemple d’application nous avons le cas statique ou il s’agit de déterminer les
formes d’équilibre de vésicules phospholipidiques. Le probléme est alors de déterminer une
surface d’aire donnée entourant un volume donné et minimisant sa courbure moyenne. Le
taux de remplissage est le paramétre qui détermine la forme d’équilibre. Il est défini comme
le rapport de l'aire de la vésicule sur 'aire d’une sphére de méme volume. D’aprés I'inégalité
isopérimétrique c’est donc un nombre 7 inférieur ou égal & 1 et valant 1 si la vésicule est
une sphére. Pour des valeurs proches de 1, les formes d’équilibres sont des ellipsoides, qui
lorsque le taux décroit prennent de plus en plus une forme de cacahuéte. Une bifurcation a
lieu pour des valeurs plus faible de 7 ou une forme d’équilibre ressemblant & un beignet (ou
a un globule rouge) apparait. Pour des valeurs du taux trés faibles, on a des invaginations
assez extravagantes [104] mais observées dans certaines pathologies liées aux globules rouges.
La figure 11 reproduit des calculs menés sur le modéle ci-dessus par Thomas Milcent dans sa
theése [90] et ont été publiés dans [A2].

Le cas dynamique est plus riche, puisque le comportement des vésicules dans un écoulement
en cisaillement dépend du rapport des viscosités des fluides intérieur et extérieurs. Ainsi pour
une viscosité du fluide intérieur égale ou légérement supérieure a celle du fluide extérieur,
la vésicule s’oriente suivant un certain angle (fonction du rapport) puis sa membrane a un
mouvement de chenille de char ("tank treading", le fluide intérieur étant entrainé. Etant donné
la forme allongé de la vésicule, ce mouvement interne dissipe nécessairement de I’énergie. Au
deld d’un certain rapport de viscosité, il devient énergétiquement plus avantageux que la
vésicule dans son ensemble se mette en rotation, le fluide intérieur ne dissipant alors plus
d’énergie. On assiste & un mouvement de "tumbling". Ces différents régimes ont été étudiés
en détail dans [32, 28, 91].

Il est important dans le cas dynamique d’adimensionnaliser les équations pour pouvoir
isoler les paramétres pertinents du modeéle. Ainsi si on reprend I’équation de quantité de

44



FIGURE 11 — Calcul des formes optimales d’équilibre de vésicules phospholipidiques. En haut :
n = 0.8, en bas : n = 0.586. De l'initialisation a ’état d’équilibre de gauche & droite. Calculs
par Thomas Milcent.

mouvement

plu +u - Vu) = div(pD(u)) + Vp = {V[E’(\qum div [E’(Nqﬁ ’Vﬂ Ve
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On considére une longueur L, une vitesse U, une densité pef et une viscosité per. On pose
alors = L', u=Uu/, t = (L/U)', p = pretp, 1t = pret”, P = prefU?p’, ¢ = L', et ¢ = Le'.
En dérivant on trouve,

2
up = Ufug,, Vu = %V’u’, D(u) = %D'(u/), div(uD(u)) = Uﬂref div/(rD'(u)),
2
r 1
Vp=LEU0, Vo=V, o) = ()

ou ¢(¢) désigne la courbure. Ceci donne en grandeurs adimensionnalisées (en omettant les '),
pour des lois de la forme E(r) = 3A(r — 1)% et G(r) = 3r?,
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FIGURE 12 — Mouvement de tank-treading d’une vésicule dans un écoulement en cisaillement.
Rapport des viscosités intérieure/extérieure : 1. Les couleurs représentent les isobares.

Dans un écoulement cisaillé la quantité importante est le taux de cisaillement ~, & partir
duquel on exprime la vitesse caractéristique U = vL. En remplacant LU pyet par Repirer dans
W, et C} on obtient finalement

LU L refyL®
R, = pref, W, =R, Href” ’ Cp = RE,UJ ef Y
Href A K
ce qui correspond aux paramétres de [28] avec R. = 1 dans W, et Cy (dans cet article

I’équation considérée est Stokes). Le comportement de la vésicule est donc complétement
déterminé lorsqu’on se donne ces trois paramétres.

Ci-dessous nous reproduisons les résultats de simulation correspondant au deux situations
les plus génériques (une situation intermédiaire entre tank-treading et tumbling a été mise
en évidence par [91]). Sur la figure 12, qui correspond aux paramétres Re = 0.0001, W, =
0.000025, C% = 0.25, rapport de visocsités 1, taux de remplissage 0.7, on observe que la
vésicule s’incline et atteint une position stationnaire.

Au contraire sur la figure 13 qui correspond aux mémes parameétres mais avec un rapport
de viscosités de 4 (la viscosité intérieure 4 fois plus grande que précédemment), on observe le
phénomeéne de tumbling. Si au lieu de multiplier la viscosité intérieure par 4 on divise celle de
I'extérieur par 4, (paramétres Re = 0.0004, W, = 0.000025, Cj = 0.25, rapport de viscosité
4) il y a aussi tumbling mais comme le fluide extérieur est moins visqueux la forme d’équilibre
bi-concave de la vésicule apparait mieux (figure 14).

5.5 Interaction fluide-structure : cas générique

Nous considérons maintenant le cas ot le corps élastique immergé n’est plus une structure
mince mais au contraire un solide élastique de méme dimension que le fluide.

5.5.1 Petit rappel d’élasticité eulérienne

Rappelons que nous nous plagons dans le cas incompressible (qui nous intéresse particu-
lierement dans le contexte biologique) mais que I'approche que nous développons pourrait
s’étendre au cas compressible moyennant des Jacobiens bien placés, comme on ’a remarqué
dans le cas des membranes (remarque 4 page 31). On considére pour linstant qu’'un corps
élastique incompressible occupe tout le domaine €2, le couplage fluide-structure étant réin-
troduit ensuite. Comme le champ des vitesses est incompressible et s’annule sur 0f2, nous
sommes dans le cas particulier ou la configuration de référence et la configuration déformée
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FIGURE 13 — Mouvement de tumbling d’une vésicule dans un écoulement en cisaillement.
Rapport des viscosités intérieure/extérieure : 4. Reynolds : 1074, Les couleurs représentent

les isobares.

FIGURE 14 — Mouvement de tumbling d’une vésicule dans un écoulement en cisaillement.
Rapport des viscosités intérieure/extérieure : 4. Reynolds : 4.10%. Les couleurs représentent

les isobares.
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occupent la méme région de I'espace, ce qui rend plus aisée une formulation eulérienne. Soit
T — X(7;2,1) les caractéristiques du champ u. On pose pour simplifier X (&,t) := X (¢;€,0).
On considére aussi les caractéristiques rétrogrades Y (z,t) := X(0;2,¢). Un point important
de notre approche est de remarquer que les caractéristiques rétrogrades vérifient une équation
de transport vectorielle :

Yi+u-VY =0, Y(0)=az. (39)

La premiére chose & savoir écrire en élasticité est la maniére dont les distances changent pen-
dant la déformation. A ce titre la présentation classique lagrangienne de 1’élasticité commence
souvent par le petit calcul suivant. Si £ et £+ d¢ sont deux points (matériels) infiniment voisins
dans la configuration initiale, ils se situent aprés déformation en X (§,t) et X (£+d§,t) qui sont
distants de | X (€,t) — X (€ +d€,t)|> =~ deTVXTVXdE alordre 1. Le tenseur C = VXTVX ()
permet donc de mesurer les variations de distance. A I'inverse dans une formulation eulérienne
on considére deux points (de I'espace) z et x + dzx et on se demande a quelle distance se trou-
vaient, & I'instant initial, deux points matériels qui a I'instant ¢ sont en x et z +dz. On mesure
donc |Y(x,t) — Y(z + dx,t)|* ~ d2T (VYTVY)(z)dx = daT (VXVXT)"L(¢)dr a Vordre 1,
avec £ = Y(z,t). On voit apparaitre le tenseur B = VXVXT(¢) = VY~'VY T (z) pour
mesurer cette distance. Il est donc naturel de voir intervenir ce tenseur B, plutot que C, dans
les équations d’élasticité eulérienne.

De fait, il est assez sympathique de voir que B et B~ vérifient des équations eulériennes,
a savoir

Bi+u-VB=VuB+BVu! B/'+u-VB'=-Vu'B™'-B'Vu.  (40)

alors qu’on ne peut obtenir une telle forme en dérivant C'.

5.5.2 Cas isotrope

Dés lors sous des hypothéses classiques d’indifférence matérielle et d’isotropie, ’énergie
s’exprime (voir [A3]| pour plus de détails) en fonction des invariants de B. En incompressible
(det B = 1) ceux-ci se réduisent & tr B et tr B~!, et I'’énergie prend la forme :

1
E:/W(trB,trB_l)dm
2 Ja

ou (a,b) — W(a,b) est une fonction donnée. Par conséquent en appliquant notre méthode
de dérivation temporelle et d’identification avec la puissance d’une force, nous obtenons le
tenseur des contraintes associé a cette énergie :

o= pl[—l—%(trB,trB )B %(trB,trB )B™. (41)

Celui-ci correspond a lexpression figurant dans [94] modulo l'utilisation du théoréme de
Cayley-Hamilton qui donne dans le cas incompressible s’écrit B~! = tr B~ — (tr B) B + B2.
Nous avons donc le résultat suivant.
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Proposition 8 La déformation d’un solide élastique, incompressible, isotrope, et vérifiant
laziome d’indifférence matérielle est gouvernée par le systéeme suivant :

p(us +u - Vu) — div (alB—agB_l) +Vp=f, surQx]0,T],
divu =0, sur Q2x]0,T7,
Y +u-VY =0, B=vYy-lvy-T, sur Qx]0, T,
u=0, sur 002x]0,T7,
(v =1ug, Y =id, sur £ x {0}.

ot les oy sont des fonctions de (tr B,tr B™Y) définies comme les dérivées partielles d’'une
énergie W.

Par exemple dans le cas d’une loi de Saint-Venant Kirchhoff on a

_ M2 B

(tI‘B—3)+2)\2, Qg = 5

a1

ol les \; sont les coefficients de Lamé du matériau.
La remarque suivante est importante du point de vue de I'implémentation numérique.
Rappelons que

3
B=VY 'VvY T=VXVX" =) X, ®Xg.
i=1
Par définition, VY - X ¢, = 0;;. Par incompressibilité det VY = 1, et donc nous avons l'ex-
pression suivante de X ¢, dans le domaine eulérien

Xe =VYax VY, Xg =VY3x VY], Xg = VY x Vs (42)

Ceci permet de calculer B dans notre modeéle a partir de combinaisons algébriques simples de
dérivées partielles de Y. D’autre part, cela fournit une interprétation de B comme la somme
de projecteurs sur des lignes ou deux fonctions niveau différentes sont constantes (on utilisera
ceci au 5.6.2 pour relier cette équation d’élasticité aux équations de Born-Infeld Augmentées
a la maniére de [39]).

5.5.3 Cas anisotrope transverse

Nous nous sommes intéressés au cas anisotrope pour deux raisons : d’une part pour pouvoir
modéliser le cardiomyocyte, qui peut étre considéré comme un milieu élastique avec une
direction privilégiée selon laquelle la contraction a lieu. D’autre part pour mener une étude
asymptotique de notre modéle de solide élastique vers le modéle de la membrane développé
en 5.3.4. Soit 7(y) une direction privilégiée (au temps t = 0), on suppose que le matériau
est invariant par rotation autour de 7 et par changement de 7 en —7. Alors d’aprés [94], la
fonction d’énergie ne dépend plus simplement que des invariants tr C,tr C~! du tenseur des
déformations mais aussi, (en coordonnées lagrangienne) de 77Ct et 77 C%7. On remarque
d’abord que d’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton on peut remplacer ce dernier invariant
par 77 C~17. On verra ci-dessous que dans notre formulation level-set cet invariant aura une
interprétation mécanique plus directe. L’énergie admet donc l'expression générale suivante :

E:/W(trC,trC'_l,T(y)TCT(y),TT(y)C’_lT(y))dy.
Q
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Les invariants de B et C sont les mémes, et aprés changement de variable y = Y(x,t) on
obtient en notant 7(Y) 'expression 7(Y (z,1)),

2 VYT (@, ) (V)|

E:/W(trB,trBl,}vy1(x,t)T(Y) Ydz.
Q

En appliquant & nouveau notre méthode de dérivation on trouve alors le tenseur des contraintes
suivant :

o=—pl+ %—VZB — %B—l — %VYTT QVYTr+ %—Z/vy—lf QVYlr.
Dans le cas d’'un matériau a fibre comme le cardiomyocyte, 7 représentera donc la direction
de la fibre. La quantité |VY ~!(z,t)7(Y)| représente 'étirement dans la direction de la fibre.
Considérons maintenant un matériau elastique d’une certaine épaisseur, occupant initialement
la portion d’espace entre deux lignes de niveau d’une fonction ¢ (c’est a dire une membrane
épaisse). On peut alors considérer comme vecteur préférentiel 7(y) = Veo(y). Soit la fonction
transportée ¢(z,t) = ¢o(Y (x,t)) on a

VYTr(Y) = VYTV (Y) = Vi(z, t)
VY 17(Y) = VY Ve (Y) = VY IVYITVYTVeo(Y) = BV(x,t).

Par conséquent, |BV¢| représente 1'étirement suivant la direction V¢o(Y) alors que |V¢|
représente ’étirement dans la direction V¢, ou encore le changement d’aire de ¢ = 0 en
incompressible, comme on 1’a montré dans la proposition 5. Bien entendu ces deux directions
ne coincident pas en général. Cette distinction est rendue plus aisée par cette représentation
Level Set, qui fournit une forme plus simple du tenseur des contraintes (par comparaison a
(73) de [94], p. 79, ou (6.209) dans [65], p. 269) :

ow . OW oW oW
= —pl+ —B—-—B - — —B BV . 4
o= —pl+—- b 50 VOO Vo + - BVG© BV (43)

On a donc le résultat de représentation suivant :

Proposition 9 La déformation d’un matériau isotrope transverse de direction Vo(y), ot
wo est une fonction distance, est pilotée par les équations suivantes

puy +u-Vu) —dive = f, on Qx]0,T],
divu =0, on 2x]0, T,
Y, +u-VY =0, on Qx]0, T,
oe,t) = oY (@1),  on9x]0,T],
u=0, on 00x]0,T7,
u=uy, Y =1id, on  x {0}.

ot o est donnée par (43) et les a; sont des fonctions de VY |2, |[VY 712, |Vé|?, |BV@|? définies
comme les dérivées partielles d’une densité d’énergie W.
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FiGURE 15 — Convergence des profils de pression d’un solide mince annulaire immergé a
t = 0.2 (gauche) et t = 2.2 (droite) vers le profil de référence (membrane) lorsque la largeur
d’interface € diminue

A noter qu’Annie Raoult a fait le point et débrousaillé récemment le domaine des énergies
anisotropes, notamment sur le nombre d’invariants qu’il est nécessaire et suffisant de prendre
en fonction du groupe de symétrie que le matériau posséde [101].

Une autre remarque concerne la question de l'existence pour ce modéle. La principale
différence avec le modéle de membrane immergée est 'absence de dissipation dans la partie
élastique. Si par contre on considére un solide visco-élastique immergé, il est assez direct
de généraliser notre résultat d’existence de solution sous des hypothéses de régularité des
coefficients «;.

Enfin nous avons montré dans [A3] qu’en dimension deux, le tenseur des contraintes (43)
s’exprime en fonction des deux derniers termes, soit

o =—pl—Bi(|V|,|BVG|)Vo @ Vo + 52(IV¢|, | BVY|) BV @ BV . (44)

En passant a la limite formellement dans ’épaisseur du matériau, on retrouve alors le modéle
de la membrane immergée, un fait que nous avons corroboré numériquement en considérant
une suite de solide élastiques annulaires de plus en plus minces et en observant, figure 15 la
convergence des profils de pression.

5.5.4 Modéle multiphysique du couplage fluide-structure

Soit Qp(t) et Qg(t) les domaines fluide et solide et X(t) leur interface. On suppose que
3(0) est représentée par la ligne de niveau zéro d’une fonction Vg et que ¥q est positive dans
Q5(0). Les densités du fluide et du solide sont notées pp et pg. La formulation générale de
I'interaction fluide-structure que nous proposons est la suivante [A3|

Proposition 10 Avec les notations ci-dessus, le modéle multiphysique d’interaction fluide-
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structure est donnée par les équations sutvantes :

p(¥)(ur +u-Vu) —div(H(W)og + (1 — H(V))op) = f, dans Qx
divu =0 dans 2%
Yi+u-VY =0 dans %
o(x,t) = @o(Y(x,t)) , U(x,t) = V(Y (x,t)) dans 2%
u=0 sur 02x]0,
(u=uw, Y=V, Y=1Id sur £ x {0}.

ot, p(¥) = HW)ps + (1 — H(V))pp, op = —pl + 2uD(u) est le tenseur fluide, et og est
le tenseur des contraintes élastique. Dans le cas isotrope, og est donnée par (41). Pour un
solide isotrope transverse avec direction privilégiée T(y) = Vo(y), os est donnée par (43)

avec p(z,t) = po(Y(x,t)).

5.5.5 Application a la simulation de la contraction d’un cardiomyocyte isolé

Dans [95] Okada et al étudient le mécanisme de la propagation d’une vague calcique dans
un cardiomyocyte et la contraction qui en résulte. Ils présentent des simulations 3D utilisant
le modéle de propagation de vagues calciques introduit par Subramanian et al (2002), et le
modeéle de contraction de Negroni et Lascano (1996). Le cardiomyocyte est représenté comme
un milieu hyperélastique obéissant a la loi de comportement hyperélastique de St-Venant-
Kirchoff. Sa structure microscopique est décrite par un choix d’éléments finis correspondant
a la géométrie des objets biologiques : myofibrilles, lignes Z, ... Le résultat est une simulation
certes en adéquation avec I’expérience, mais au prix d’un calcul de 37 heures pour une seconde
de simulation. Nous proposons ici une modélisation alternative, basée sur notre formulation
eulérienne de 1’élasticité du cardiomyocyte.

Les mesures effectuées & Montpellier sur des cardiomyocytes de rat par les médecins colla-
borant avec TIMC nous permettent de nous baser sur une géométrie réelle. Nous considérons
donc le systéme constitué d’un cardiomyocyte immergé dans un fluide et décrivons le pro-
bléme d’interaction fluide structure en variables eulériennes. D’autre part nous utilisons la
dynamique calcique introduite par Goldbeter et décrivant le systéme CICR (voir [A2] pour
un exposé plus détaillé et des références). Cette dynamique calcique intervient dans la partie
active du tenseur des contraintes qui est dirigée selon le vecteur 7. En pratique, le tenseur des
contraintes que nous considérons est

0=—pl+aB— B '+ (ay + Ty(2))VY 11 @ VY L7

ol Z est la solution du systéme de réaction-diffusion CICR dans la partie solide. Z est la
concentration de calcium et y(Z) est une fonction seuil déclenchant une contraction si Z prend
une valeur suffisamment grande. Deux cas sont possibles : soit Z est spatialement uniforme
et la contraction est déclenchée dans tout le cardiomyocyte. C’est le cas physiologique. Soit
Z se propage comme une onde, ce qui correspond & la situation d’un cardiomyocyte isolé.

Contraction uniforme d’un cardiomyocyte cylindrique incompressible Pour tester

notre code de calcul, nous avons commencé par résoudre le probléme dans le cas d’un car-
diomyocyte cylindrique et pour une contraction homogéne. La simulation présentée ici est
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FIGURE 16 — Contraction uniforme d’un cardiomyocyte résultant d’'un largage homogéne de
calcium

fait sur une grille MAC de taille 100% et une contraction demande 3 heures de calcul sur un
ordinateur de type PC AMD 64 4 3 GHz tournant sous linux 64 bits.

Simulation en géométrie réelle Un intérét fort de notre méthode est que l'interface
compliquée du cardiomyocyte n’est pas maillée de maniére adaptative. Une fonction niveau
la représente. Il n’y a donc aucun cotlt supplémentaire & considérer une forme initiale de
cardiomyocyte issue de mesures expérimentales par microscopie (figure 16). Dans le cas de
la propagation d’une vague calcique, la contraction est notamment moins importante (figure

17). Les données biologiques sont celles du tableau dans [A2].

5.6 Liens avec d’autres modéles
5.6.1 Modéle de transport optimal

Dans [40], Y. Brenier établit un lien entre le transport optimal et les équations de Bous-
sinesq qu'il généralise ensuite. Soit  un domaine borné connexe de R? et 4° une application
de Q dans R?. Le probléme de transport optimal considéré est de chercher, parmi tous les
réarrangements y de 30 celui qui minimise le cotit

| 1vte) = ol
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FIGURE 17 — Vague calcique se propageant dans un cardiomyocyte. La couleur représente la
concentration calcique. Temps total de la simulation : 1s

Pour cela le modéle AHT (Angenent-Haker-Tannenbaum) consiste a résoudre le systéme sui-
vant jusqu’a ’état stationnaire :
Oy + (v V)y =0, (45)

—Av+Vp=y, dive=0, (46)

avec la condition initiale y(z,0) = y° et une condition aux limites de Dirichlet homogéne pour
v, ce qui fournit une solution (y,v,p) = (y(z,t),v(z,t),p(x,t)) € R? x R? x R. A la limite
lorsque t — —+o00, on espére avoir le comportement attendu sachant que la solution du systéme
ci-dessus vérifie [40] :

d/l 9 / 9
— | =|ylt,z) — x| dx = — Vol|* dz. 47
% | st —al [ v (47)

Y. Brenier introduit alors une généralisation de (45-46) qui contient les équations de Boussi-
nesq de la mécanique des fluides. Ce systéme s’écrit

€O+ (v-V)v) —Av+ Vp = F(z,y), dive =0, (48)

Oy + (v V)y = G(z,y), (49)

ou I’ et G sont des fonctions réguliéres. Le cas Boussinesq s’obtient en considérant € = po,
G =0et F(x,y) =y, y étant une fonction vectorielle n’ayant qu’une composante non nulle.
Cette composante est égale & gdp, po + dp étant la décomposition de la densité utilisée dans
ce modéle.

Nous remarquons que notre modéle de membrane immergée (ou de solide immergé) est
similaire & (48-49), avec G = 0 et F' dépendant de (z,y, Vy, V2y). On peut reformuler notre
probléme de membrane immergée, par exemple, sous la forme sans inertie

dy+w-V)y=0, ¢=¢"®y),

V¢>®V¢1€(¢

)) , dive =0,

avec la condition initiale y(0,7) = y°(z) et une condition aux limites de Dirichlet homo-
géne sur v. Le probléme de transport optimal associé est alors de déterminer parmi tous les
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réarrangements y de ¥ celui qui minimise

| B90l@) 2 Gyde avec 6(2) = o (u().

()

5.6.2 Modéle de Born-Infeld

Dans [39], les auteurs partent d’une version non conservative des équations de Born-
Infeld (BI). Ces équations, a la limite pour des champ faibles, redonnent les équations de
Maxwell. Y. Brenier a remarqué qu’on pouvait augmenter ce systéme d’équations pour obtenir
le systéme ABI (Augmented Born-Infeld) en ajoutant des lois de conservation de combinaisons
d’inconnues du systéme Bl. Ces équations s’écrivent sous forme non conservative

7w+ u-Vr—71divu =0,
u+u-Vu—0-Vb—d-Vd—7-V1 =0,
bt +u-Vb—b-Vu+ 7V xd=0,
di+u-Vd—d-Vu—7V xb=0.

A la limite pour des champs d’intensité forte, ce qui correspond & 7 = 0, on obtient les
équations

u+u-Vu—>5b-Vb—d-Vd =0,
by +u-Vb—>b-Vu=0,
di+u-Vd—d-Vu=0,

D’un autre coté, reprenons notre équations fondamentale des caractéristiques rétrogrades
(toujours sous I’hypothése incompressible)

Yi+u-VY =0,
avec la condition initiale Y (x,0) = 2. Un calcul élémentaire montre que
(VY D) +u-V(VY ) = vy v’

et en appliquant la divergence matricielle (vecteur des divergences des vecteurs lignes) on
montre que div(VY ") vérifie une équation de transport, ce qui compte tenu de sa valeur
nulle au départ nous donne div(VY 1) = 0 (voir [83]). Or VYT = (VY x VY3, VY3 x
VY1, VY] x VY3)T si bien quon a?

div(VY; x VY;) =0 Vi, j (50)

Sachant que
(VY +u-V(VY;) +VulVY; =0

on a aussi en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 3.1 de [A5],

(VY; x VY;); + u- (VY; x VY)) = Vu(VY; x VY;) = (VY] x VY;) - Vu. (51)

4. en fait div(Va x Vb) = 0 pour tout couple de champs scalaires (a, b) réguliers.
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D’autre part en utilisant la décomposition de B selon (42) et en considérant le modéle isotrope
de la proposition 8 avec a3 =1 et ag =0 on a

u+u- Vu—div [ Y (VY x VY) @ (VY; x VY;) | + Vp=0.

1<j
Compte tenu de (50) on a en utilisant div(a ® b) = b- Va + (div bd)a,

utu-Vu— Y (VY x VY;) - V(VY; x VY;) + Vp = 0. (52)

i<j
On constate qu’on retrouve le modéle ABI sous forme non conservative avec pression si on
choisit deux des trois champs. Ceci est ’analogue eulérien incompressible de 1’équation des

membranes de [39] et on retrouve 1'élasticité spatiale avec les trois champs ou les cordes avec
un seul champ.
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6 Meéthode Level Set et optimisation de fonctionnelles définies
sur une surface [A1]

6.1 Introduction et motivations

Ce travail est en collaboration avec Fadil Santosa de 1’Université du Minnesota, Minnea-
polis. La motivation est l'identification de la polarisation & la surface du myocarde a partir de
mesures effectuées a I'intérieur du ventricule, dans le cadre d’un e collaboration qu’il entretient
avec un société biomédicale. Pour déterminer une anomalie dans cette polarisation, souvent
conséquence d’'un accident cardiaque, les praticiens introduisent par une artére de l’aine un
ballonet sonde relié & un cable et qui remonté jusque dans le ventricule permet de mesurer
le potentiel électrique. A partir de cette information le but est de reproduire la propagation
de 'onde de polarisation/dépolarisation qui est a 'origine de la contraction des myocytes. Il
s’agit d’un probléme mal posé puisque qu’il revient & résoudre le probléme de Cauchy pour
I’équation de Poisson. En effet on connait sur la surface du ballonet le potentiel et sa dérivée
normale, et on cherche & déterminer le potentiel sur la surface du myocarde. Les approches par
régularisation de Tikhonov classiquement mises en oeuvre pour ce type de problémes se sont
avérées peu satisfaisantes. Dans ce contexte il est en effet souvent plus efficace de restreindre
I'ensemble dans lequel on cherche l'objet & identifier. D’ou 'idée (de Fadil) de rechercher le
potentiel éléctrique a la surface du myocarde comme un champ ne prenant que deux valeurs
polarisé/dépolarisé. On se raméne ainsi a identifier non plus un champ de potentiel, mais une
courbe & la surface du myocarde séparant deux domaines de polarisations différentes. C’est
donc naturellement que la méthode Level Set intervient dans ce contexte, plutét qu'une repré-
sentation paramétrique, car cette courbe de polarisation peut bien siir devenir non connexe
et changer de topologie. On sait en effet depuis [47| qu’il est possible de localiser par Level
Set non pas une hypersurface mais un objet de codimension 2 grace a deux fonctions au lieu
d'une. Cependant cela nous améne & transformer, dans le cas de R3, le déplacement d’un objet
de dimension 1 en la résolution d’un probléme 3D, ce qui est peu efficace.

Nous avons donc eu 'idée de proposer une méthode hybride : la surface du myocarde
qui se déforme peu et ne change pas de topologie serait représentée par un paramétrage
lagrangien, et la courbe sur cette surface serait représentée par Level Set, mais dans ’espace
2D des paramétres lagrangiens de la surface (qui est un carré). On aurait ainsi une méthode
eulérienne dans un ouvert carré de dimension 2 pour représenter un objet 1D sur une surface
de R3.

Dans un premier temps nous avons mis en place et étudié numériquernent la méthode pour
un exemple académique (le probléme isopérimétrique sur une surface). La mise en application
dans notre probléme d’identification est un travail en cours.

On considére donc une surface réguliére S incluse dans un ouvert borné € de R3. On note
I' une courbe tracée sur cette surface. On cherche & minimiser la longueur de la courbe, notée
£(I"), alors que la portion de surface délimitée par I' sur S reste d’aire constante. Le probléme
d’optimisation s’écrit donc

min ((T).
Aire(T')=C
Quelques notations :
~ 5(r,s) : J? — R3 est la paramétrisation de S, dont les composantes sont y =
(71a727’73)T
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~ V = (0,,0s). Le gradient cartésien 3D est noté V.
— ¢(r,s) = 0 est la fonction level-set représentant la courbe I' dans I’espace des paramétres.

Tir s
- vfy = Y2,r V2,8 V’YT = ( T 2 V3 ) .
737 ,737 ’ Ti,s 72,5 V3,
77. 73
—T,s Vi . B _
S Vxy=| = e |, VXA = ( The TU2e T3s > .
—v3 3 T,r Y2,r Y3,r
,8 T

— Vo= (or,05)", et Vx o= (—ps,00)"
Comme la surface S est supposée fixe, on choisit de la représenter paramétriquement : soit

J un intervalle de R et v : J2 — R3 tel que
S={x|z=n~(rs), (rs)ecJ?}.

Nous allons considérer le probléme de minimisation comme un flot, en déplagant la courbe d’un
état initial & un état d’énergie minimal (au moins localement). Par conséquent on introduit un
paramétre temporel artificiel et on dénote par I'; la position de la courbe & Uinstant t. Cette
courbe est représentée via une fonction Level Set dans l'espace J2. Soit ¢ : J2 x (0,T) — R
telle que

Iy =A{x|x=~(rs), o(rst)=0}

On considére deux cas :

(i) S a un bord mais I'; reste & distance de ce bord. On suppose donc ¢ > a > 0 sur 9.J2.

(ii) S n’a pas de bord. Dans ce cas 7y est pris périodique en r et s.

Une généralisation évidente pour S est de considérer un cylindre tronqué auquel cas ~ est
périodique dans une direction et ¢ est contrainte a étre strictement positive sur le bord de
I’espace des paramétres correspondant & ’autre direction. Tout ce qui suit s’applique & ce cas
la aussi.

Pour déplacer la courbe, nous allons transporter ¢(r, s,t) grace a un champ de vitesse. Ce
champ sera choisit de sorte a faire décroitre ’énergie de la courbe au cours du temps, puis
sera projeté de sorte que 'aire sur la surface ne varie pas. Tout d’abord nous devons exprimer
la longueur de la courbe et 'aire entourée par celle-ci avec notre choix de représentation.

6.2 Longueur et aire entourée par la courbe

En partant d’un paramétrage de la courbe dans R? il est facile de calculer sa longueur et
de exprimer en fonction de 7 et ¢. On montre dans [A1l]| que la longueur de la courbe vérifie

. Vxp 1 ¢
r,) =1 “¢@
0(Ty) lim . ‘Vv 2 ' ]V(]ﬁ\g((g)drds
. )
=lim [ |VAVxp|=((=)drds.
e—0 J j2 9 9

On considére donc, pour € > 0 fixé, la longueur approchée de I'y comme fonctionnelle a
minimiser :

1 1
) = [ 1999 xplzc@ydrds = [ 195996l 20(D) dras. (53)
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Si la surface est plane on a |V xyVy| = [Vl et on retrouve la formule usuelle.
L’aire entourée par I'; sur S est de la méme maniére approchée par

A (Ty) = /J2 <1 - H (g)) |y X 75| drds.

ou H(r) = [T ((s)ds est une fonction de Heaviside régularisée. Finalement notre probléme
régularisé s’écrit

rr%in l:(I'y) sous la contrainte A.(I';) = C. (54)
t

Nous voulons donc conserver cette aire lors d’un déplacement de la courbe par un champ
de vitesse w ce qui correspond & I’équation de transport

or+w- Ve =0. (55)

En écrivant que la dérivée de A, par rapport & t ne varie pas on obtient comme condition sur
w
div(|y, X 7,slw) = 0. (56)

6.3 Choix de la direction de descente

Par analogie avec la mécanique eulérienne que nous avons dévelopé ci-dessous, nous cher-
chons une force fictive F'(¢) telle que

dle(I') =— | F(p)- wdrds. (57)
dt J2

Apres des calculs assez laborieux on trouve dans [Al]| 'expression suivante :

VX7V
F(p) = — div (wﬂvizvi') %g(?)w. (58)

€
L’idée maintenant est de choisir w colinéaire a cette force et de la projeter comme on le fait
dans les équations de Stokes pour respecter la contrainte (56). On pose donc

w=—t VP (59)
Ve X vsl® 1Y X sl
avec la "pression" p telle que
F
Ap = div <) . (60)
[V X sl

Le choix des poids dans w permet d’obtenir une équation de Poisson pour la pression, et une
énergie décroissante, un autre choix faisant apparaitre un opérateur elliptique plus général.
Cette simplicité permet ensuite d’utiliser des solveurs rapides a base de FFT (la libraire
FISHPACK) pour résoudre cette équation.

En remplagant F' par son expression en fonction de w dans (57) on trouve grace aux
conditions aux limites qu’on a imposé

dl.(T'y)

— = —/ 1y % .52 w|drds < 0.
dt PR elt)

On voit donc qu’en déplagant la courbe avec le champ w, celle-ci voit sa longueur diminuer,
et qu’elle s’arréte de diminuer si, et seulement si, w s’annule.
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6.4 Algorithme de minimisation

Nous devons donc résoudre les équations suivantes :

o +w- Ve =0, (61)

1 1
w+ ———Vp=—-F(yp), 62
’7,7‘ X Y,s |’Y,r X '7,s|2 ((P) ( )
div([y,r x 7,s|w) = 0. (63)

La condition de divergence nulle peut étre implémentée trés simplement par une méthode de
projection de type Chorin en procédant & 'itération suivante dans sa version la plus simple :

n+l _ . n
© &90 bl Vet = 0,

,Lbn—f—l — 1
IY,r X 7,52
Ap™t = div(|y, x v
1
|, X 7,5l

On peut bien siir penser & des schémas temporels plus avancés.

F((pn+1)

,lD’n-i-l),

I

n+1 +1 n+41

w =" Vp

6.5 Lien avec la courbure géodésique

Nous faisons le lien ici avec des considérations géométriques de ce probléme. Le probléme
isopérimétrique est bien connu dans le plan ot la solution est le cercle. Néanmoins, pour des
surfaces quelconques, il n’est en fait toujours pas complétement résolu [68], et n’admet méme
parfois aucune solution. Le cas de la sphére et du paraboloide sont néanmoins résolus (dans
les années 90 seulement) et les minimiseurs sont des cercles. Il y a un lien avec les courbes a
courbure géodésique constante. Donc il serait naturel que dans la force F' ci-dessus apparaisse
cette quantité. Aprés quelques calculs il apparait que la courbure géodésique de la courbe I';
s’exprime avec nos notations comme

. Vx4V
X =div [ VxyT =125 ). 64
Vi X Y.slkig w( gl |V><’ng0!> (64)
Nous avons donc la forme équivalente suivante pour la force (57) :
Lo
F(e) = =hir x 1slt=¢ (£) V. (65)

On peut prouver alors que notre algorithme, produit a la limite une courbe & courbure géo-
désique constante. En effet nous avons vu que la longueur de la courbe cesse de diminuer si
et seulement si w s’annule, ce qui dans (62) donne

1 1
—Vp=—-—""=F(p).
[V X sl [Y,r X v,s]? (?)

Remarquons que la force ne s’annule pas car elle tend toujours & diminuer la longueur de la
courbe mais en est empéchée par la contrainte d’incompressibilité. D’aprés (65) nous avons
donc

Vp = fﬁgég (2) Vo= —n,¥ [H(D) (66)
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Pour que le second membre de cette égalité soit un gradient, il faut et il suffit que x4 soit
constant sur les lignes de niveau de ¢, ce qui signifie bien en particulier que I'y est de courbure
géodésique constante.

6.6 Quelques exemples

L’avantage d’avoir transformé notre probléme d’optimisation presque en un probléme de
mécanique est de pouvoir réutiliser les méthodes qui marchent efficacement pour les équa-
tions de Stokes. Nous discrétisons donc notre carré de paramétres par un maillage MAC ce
qui permet lors de I'étape de projection de garantir une divergence nulle du champ de vitesse
(au sens de (56)) de maniére exacte au niveau discret, comme nous le prouvons dans [Al].
Par conséquent nous sommes garantis au moins de respecter numériquement la contrainte
d’aire. Ceci est important car toute perte de volume engendrerait immédiatement une di-
minution de longueur, que ’on minimise. Ainsi un algorithme produisant une énergie plus
faible pourrait paraitre meilleur alors qu’en fait la raison pour laquelle la longueur est plus
faible est une non conservation du volume. Nous présentons figure 18 un premier exemple
sans changement de topologie, dans le cas du paraboloide dont nous savons d’apreés [68] que le
minimiseur est un cercle horizontal. Dans le cas d’un hyperboloide, ainsi que pour un cylindre,
un changement de toplogie peut survenir. Pour le cylindre si la courbe de départ a une surface
supérieure a celle de la section le minimiseur global est constitué de deux courbes. C’est ce
que nous illustrons dans la figure 19. D’autres exemples figurent dans l'article ainsi que sur
http ://www-1jk.imag.fr/membres/Emmanuel .Maitre/Levelset/ ol on peut visualiser une
animation des étapes de minimisation.
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FIGURE 18 — Probléme isopétrimétrique sur un paraboloide. La derniére image montre sans
perspective ’état final.

62



%

\
{

-
C/‘//

J
o e N

{

FIGURE 19 — Probléme isopérimétrique sur un cylindre de faible rayon. La derniére image
sans perspective illustre la symétrie du résultat.

7 Conclusion et perspectives

Mon travail a porté principalement sur des questions de modélisation de phénoménes phy-
siques ou biologiques avec souvent une préoccupation sur 'efficacité de tels modéles du point
de vue numérique. De ce point de vue il apparait que la modélisation eulérienne en méca-
nique des milieux continus n’a pas attiré autant d’attention qu’elle mériterait, au regard de
sa simplicité conceptuelle et d’implémentation. Ceci est notamment vrai dans la modélisation
en sciences du vivant ot le concept de milieu multiphysique est particuliérement pertinent.
J’ai donc plusieurs pistes pour continuer mes recherches dans ce domaine.

Une premiére concerne la prise en compte d’une élasticité compléte dans un modéle eulérien
de membrane élastique. Jusqu’a présent, nous sommes capables de décrire la déformation
d’une membrane élastique ne réagissant qu’a un changement d’aire. C’est effectivement le cas
des vésicules phospholipidiques, mais celles-ci rappelons-le ne sont qu’un modéle physique des
globules rouges. Or les hématies ont en dessous de leur membrane bi-couche de phospholipides,
un réseau de filaments de spectrine et d’actine qui apporte effectivement une résistance au
cisaillement membranaire. Les formes d’équilibre statiques des globules obtenues avec notre
modéle simplifié semblent raisonnables. Cependant pour une modélisation 3D réaliste de leur
comportement dans un écoulement en cisaillement, cette résistance jouera vraisemblablement
un role qu’il convient d’explorer. Le méme type de modéle pourrait d’ailleurs étre pertinent
pour la modélisation de tissus non isotropes. Nous sommes donc en train de développer ce
type de modélisation, en collaboration avec le LSP.

Les questions de stabilité en couplage fluide-structure sont centrales, comme en attestent
les nombreuses publications sur ce théme, toutes méthodes confondues. Claire Bost dans
sa thése a proposé un modéle 1D simple permettant de retrouver les conditions de stabilité
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usuellement utilisées. La mise au point de schémas numériques performants et stables reste un
enjeu important. Dans ce contexte il semble & premiére vue que I'influence de la discrétisation
des termes singuliers dans les méthodes multiphysiques soit non nulle. Cela nous rameéne a des
questions de représentation eulérienne que nous avons abordées dans nos comparaisons Level
Set/Champ de phase/Second gradient [A14]. Sur un théme connexe nous collaborons avec
John Stockie sur I’étude de 'instabilité paramétrique 3D d’une membrane immergée exposée
ci-dessus.

L’identification de la polarisation instantannée du myocarde que nous proposons d’implé-
menter & partir du travail mené avec Fadil Santosa est déja en cours et nous disposons d’un
modéle dans le cas 2D qu’il nous reste a valider. Plus généralement je m’interroge sur 1'utili-
sation de cette méthode de Level Set dans l'espace des paramétres dans le cas ou la variété
est I'espace des états d'un systéme dynamique. Peut-on écrire des algorithmes d’optimisation
de type descente pour optimiser les trajectoires d’un systéme dynamique de cette maniére 1a ?

Enfin et de maniére plus globale nous avons développé avec Georges-Henri Cottet ces
derniéres années plusieurs techniques de type multiphysique pour traiter des problémes d’in-
teraction fluide-structure élastique, mais aussi fluide-solide rigide dont je n’ai pas fait mention
dans ce document (il s’agit notamment travail de thése de Claire Bost). Toutes ces techniques
ont vocation a former un ensemble cohérent qui prendrait la forme d’une bibliothéque de
calcul a disposition des chercheurs intéressés. Pour 'instant Iker Bellicot intégre le code cor-
respondant a I'instabilité paramétrique d’une membrane dans le logiciel SOFA, développé par
Francois Faure de I’équipe INRIA évasion de notre laboratoire. Notre ambition est de proposer
via ce support un cadre pour le non spécialiste afin de modéliser I'interaction d’un fluide avec
plusieurs objets rigides ou élastiques, a des fins de simulation physique ou de réalité virtuelle.

L’aspect implémentation numérique est le point d’orgue & une phase de modélisation
dans laquelle j’ai beaucoup apprécié les discussions avec mes collégues physiciens notamment
Chaouqi Misbah et Philippe Peyla. Ainsi je suis convaincu que les analogies entre modéles,
dont la multiphysique est issue, sont sources de reformulations pouvant mener & de nouveaux
angles d’attaque mathématiques et/ou numériques.
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