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FI1cURE 1. Exemple d’un diagramme fondamental.
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1.1. Le modele de trafic minplus (Rappel).

e L’algebre minplus est le semi-anneau commutatif idempo-

d .
tent Ry = (R U {+00},®,®) ¥ (R U {+o0}, min, +).

e L’élément zéro (resp. unité) est +oo (resp. 0) noté e (resp.

e).
e On a la méme structure sur les matrices n X n.

o (A® B)ij = @, (Air ® By;).

2.
3.
4.
&

Systémes. ..
Modeélisation . . .

Réseaux. . .

Commande. . .




e Si le graphe associé A est fortement connexe, alors le systéme
dynamique linéaire minplus :

2 — A@rk
admet une unique valeur propre pu :
uRr=AQx

qui s’interprete comme le minimum des poids moyens des cir-
cuits du graphe :
4 = min |Cﬂ
cec ||,

e De plus :
IT K, p:Vk> K : AT = T @ AF |

= lim 2*/k = p.
k—o0
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Le modéle minplus linéaire du trafic sur une route

\V

e A chaque instant (discret) les véhicules essaient de parcourir
une distance égale a la vitesse désirée v, tout en respectant la
distance de sécurité o.

[ ] xf+1

= min{zf +v,2¥, | — 0} = val @ (e/o)at, ;.

e Le taux moyen d’accroissement par unité de temps de ce systeme
s’interprete comme la vitesse moyenne des véhicules sur la route.
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Systémes. . .

e La dynamique est linéaire en algebre minplus:

= A® ok
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e Le graphe associé a A :




La premiére approximation du diagramme fondamental
d=n/m,

f =0d =min{vd,1 — od}.

207t (%)

5/3

4%

FIGURE 2. 1: le modele réel, 2: I’approximation.
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1.2.

Le modéle commande optimale stochastique.

o (X¥)pen une chaine de Markov commandée, de matrices de

transition M*, u € U,

T—1 k
o /= mlnsESE{hmTﬂ+oo ko Zk}

e ’équation de la programmation dynamique associée :

v = Iunelal{[M“v]x +ci}.

Cette EPD s’écrit aussi:

e La programmation dynamique horizon fini en avant :
P = min{[M*o*], + '},
uel

vérifie :

M@UZD@(HU),

klim v* k= p.

vY donné,

I
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1.2.1. Le modéle du trafic.
xi?-&-l = mga{xf + oy + Bu(xﬁ_l — x‘f)}

X.+Vv
X i Xirl

faible densite X+ o+ B ( Xitl— Xi)
haute densite X + o+ B ( Xy~ X))

e 7% est la fonction valeur de programmation dynamique.

1- B, Bu 0 0
0 1—-Bu Bu 0
M= 0o |-
0 e 1= B Bu
Bu 0 0 1— By
=" o, Quy oy u, 1By /d.

e Le modele s’écrit :

N = Iglelal{[Mul‘k]l +ct}, 1<i<n,
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Reésultat 1. Il existe une vitesse moyenne des véhicules :
1
= lim —zF, 1<i<n,
H k— o0 k‘ g -

unique solution de:
p4x, =min{(M"z); + ¢}, 1 <i<n.
uel
donnée par:
p = min{a, + @} et z='0 1/d 2/d --- (n-—1)/d.
ucl d
et on obtient la deuxieme approximation.

f=pd= glelg{l{ozud + But-
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1.3. Le modele de jeux stochastiques.

k41 _ k k
2y = min max{zf + aww + Buw (@1 — 27}
De la méme facon :
Xi e~ © Xirl

X + o+B(x—X)

uwd uw
f = min max{ouwd + fuw}-

20[F (%)

non concave

(%)
0 10 22 40 60 75 85 100

FIGURE 3. La troisiéeme approximation.

I

o A W N

Systémes. ..
Modeélisation . . .

Réseaux. . .

Commande. . .




2.  SYSTEMES ADDITIVEMENT HOMOGENES

Un systeme z°t1 = f(z¥) est dit additivement homogene de degré 1
qu’on abrege en disant homogene si f l’est, c-a-d si :

Ve e R", VAER, f(A+z) =X+ f(z),
ot A+x); =X+, Vie{l, - ,n}.
Exemples:
O xiﬁl = ming ey maxyey ((M*Wz 4+ ")), V1<i<n,
o zF*! = min, gy ([M¥ ek +¢*);), 1<i<n,

o 2Ftl = Ak,

o zFtl =Mz +c,
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1. Commande. ..

5 5 o 3
Le probleme de valeur propre d’un systéeme homogeéne E—

2.
3.
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5.

e Soit 2"t = f(2¥) un systéme homogene. s

Le probleme de valeur propre associé :

Ar = f(x).

Si x1 # ¢ sans perte de généralité, alors:

A = fi(z/z1) ,
xza/x1 = (fo/f1)(x/21) ,

Tn/T1 = (fu/f1)(z/z1) .

On note y = (xo/x1, x3/21, -+, Tpn/T1),

Ca rebient au probleme du point fize: y = g(y), ow:
gi-1(y) = (fi/ f1)(0,y).

On note x(f) = limy_o, 2% /k.




2.1. Le chaos dans les systéemes homogenes.

On consideére le systéeme dynamique homogene (notation minplus) :

‘rlchrl = xIQC )
k
25T = (a§)%/(ah)? @ 2(a})?/2h .

Le probleme de valeur propre associé est :

)\CL’l = T2
Azo = 22/(21)? @ 2(21)? /2.
Le probleme de point fixe correspondant :
y=y"®2/y’
qui est en notation standard :

y = min{2y, 2 — 2y}.
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FIGURE 4. Simulation sur les entiers de 0 & 106.
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1. Commande. ..

Le taux moyen d’accroissement se calcule : i
x(f) :/f1(y)d,u(y). G REEmT...
5. Commande. ..

Dans 'exemple :

I]f+1 = Ié ;
o5t = (25)3/(«h)? @ 2(ah)?/af
on obtient : )
x(f) =/ ydy =1/2,
0

Ce nombre est différent des valeurs propres qui sont 0 et 2/3.

Conclusion.

e Pour un systéme 1-homogene, en général: x(f) # A,

e Pour un systéme 1-homogene monotone: x(f) = A.




2.2. Systémes homogenes triangulaires périodiques.

Definition 1. Un systeme linéaire périodique (LP) est un systeéme linéaire
minplus temps variant qui s’écrit :
21 = A% @ oF @ BF @ uF,
yFtl = OF @ F
ott (A%)en, (BF)ren et (CF)ren sont des suites périodiques de matrices
minplus.
Definition 2. Un systéme est dit triangulaire 1-homogene (T1H), s'il
s’écrit:
vk—i—l =D® ’Uk,
Pl = A(v*) ® zF @ B(vF) ® u¥,
yF+ = C(0%) ® 2.
ou A, B et C sont des applications 0-homogene et D est une matrice
carrée minplus irréductible.
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Résultat 2. Tout systéme triangulaire 1-homogéne (T1H) se comporte
asymptotiquement comme un systéme linéaire périodique (LP).

Preuve.
vl = D @ vF,

F*l = A(v¥) ® 2% & B(v*) ® uF,
Yyt = C(v*) ® zF.
La matrice D étant irréductible, on sait que :
IK,TeN #£¢e: Vk> K, v*T =) T ",
d’on: Vk > K,
AT = A(W®), B@O*T) = B@"), et CO*T)=C@").

Donc le systeme est asymptotiquement linéaire périodique B
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Résultat 3. Tout systéeme linéaire périodique dont les matrices
A* Bk et C* ont un méme support est réalisable par un systéme
triangulaire 1-homogéne.

Preuve (l'idée par un exemple).

a=|a FE! J Vi /\: V2
&

b=1[b, b,]

e X G a Xy b

X1 X1

FiGURE 5. Réalisation d’'un graphe d’événements
temps-variant périodique.
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1. Commande. ..

3. Modélisation . . .

Généralisation :

e systeme homogéne a cout périodique: 4. Réseaux...
k+1 k(. .k . k k 5. C de. ..
zit = fi (") = IIl€1LI’II[Mu$‘ + Y, ommande
u

e systeme homogéne triangulaire :
vf“ = h;(vF) = ming,ey ([D“* + d¥;),

o = fi(vo*, 2%) = mingew([A%sk + BUo* + cv),),

(2

— D" sont stochastiques et irréductibles,

— A" sont sous-stochastiques et [A* B*|]1 = 1.

Résultat 4. Tout systéme conveze triangulaire est asymptotique-
ment convexe 4 cout périodique, et inversement.
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3. MODELISATION D’ INTERSECTIONS

4. Réseaux...

3.1. Une route circulaire (Modéle en réseaux de Pétri).

5. Commande. ..

:Bf : le nombre cumulé de passages de véhicules par la section ¢
jusqua l'instant k.
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3.2. Une route circulaire avec un retardateur.

4. Réseaux...

5. Commande. ..

FIGURE 6. Une route circulaire avec un retardateur
f(d) = min{d, 1 —d, 1/3}.

FIGURE 7. Le diagramme fondamental.
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3.3. Une itersection de deux routes.

4. Réseaux...
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FIGURE 8. Une intersection de deux routes.
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1. Commande. ..

a 2. Systémes. ..
" B
4. Réseaux...
d4 d4
Undefined Dynamics Given Routing 5. Commande. ..

West Priority

FIGURE 9. Résolution du conflit.
e Dynamique incomplete: x + % = a + x’ffl + ngl.

-1 n—1
L. Con_ on_ otz +xh
e Politique de routage: xjy = x5 = —1—5—>—
=il =il =l
8 =a+x] +xy o —xy

e Regle de priorité: _ -
:L'Z:a—{—:z,‘? 1—{—$721 1 —l’g




3.4. Intersection sans possibilité de tourner.

k+1 __ k = .k .

o /" =a; 177 D axy, ViF#n,n+m,
k+1 _ =~ .k..k k k

° $n+ = anwlwn+1/xn+m D an-17y,_q,

k+1 _ ~ k. .k k+1 k
® Tpim = GnimTTy 1 /Ty @ Gnim—1Tpym 1,

La derniére équation s’écrit en algebre ordinaire comme suit:

k+1 k+1

o k k
Tyt = Min {an+m +2y +Tp — 2y,

— k
y Optm—1 + ‘Tnerfl} .
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Le systeme d’équations obtenu est implicite mais triangulaire,

donc sa trajectoire est définie d’une facon unique.
xk-ﬁ-l =D® (ka)’

e La densité d des véhicules est:
n+m

1
d=— = N
ntm—1 ;aza

e Le flot moyen est donné par :
xi = lim z¥/k.
k—o00
Résultat 5.

e s1x; ewiste alors: Xj = Xi, VJ,

e20=0 = zF<zFl vk>o.
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1. Commande. ..

2. Systémes. ..

Le probleme de valeur propre:

4. Réseaux...

e \z; = a;_1%i—1 D a;Tiq1, i £ n,n+m,

5. Commande. ..

° \1, = an$1$n+1/(>\xn+m) @D an—12n-1,

® A\Tpim = C_ln—l-mwlivn—i-l/mn @D ptm—1Tntm—1-

Reésultat 6. Si A\ existe et si A\ > 0 alors le systéme dessus se
ramene a un systéme linéaire minplus. St de plus n > m alors \
est donnée par:

. n+m-—1 1 n n+m-—1
A=ming —— d, —, — dp.
n-+m 4 " n—m+2 n—m-+2
Quand n >m >> 0:

/\:min{d L. —H—rd},

"4 1—r 1-71

our=m/n <1.




1. Commande. ..

5 N 2. Systémes. ..
Compte tenu de 'hypothese A > 0 :
. 1 1 1+7r 4. Réseaux. ..
AT =max{0, min<d, -, — dyy.
4" 1 —r 1—17r 5. Commande. ..
f
] s
2 b
] 17
7 1/
2e9d s
0.00 ] it Gl

FIGURE 10. Dépendance de A" avec r.
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3.4.1.  Résultats numériques.

o025

] . Réseaux. .
] 5. Commande. ..

FIGURE 11. n = 50,m = 10 donc r = 1/5.

FIGURE 12. n = 54,m = 6 donc r = 1/9.
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2. Systémes. ..

4. Réseaux...

3.5. Intersection avec possibilité de tourner.

5. Commande. ..

FIGURE 13. intersection avec possibilité de tourner.

k+1 __ k = 3
® Ty =0ag-1T4_ 1 D ATy,
k+1 _ 5 k. .k k+1 k
C xn+ - anl‘lmn—&—l/xn—l—m D an-1T,_4

k+1 _ = k. .k k k
® Tpim = UnimTITy 1 /Ty S Gngm—1Ty 1 n 1
k+1 _ k = el
L1~ = Qn4m [ mﬁ%m -‘ ® a1zy

k+1 _ k Ak = k
® T, =0an { TrTotm J D an+1%, 4o
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4. Réseaux...

e Le probleme de valeur propre se ramene a une équation de
la programmation dynamique d’un probléme de controle
optimal stochastique.

5. Commande. ..

e Sous les mémes hypotheses que précédemment, on arrive
a résoudre 'EDP :

1 1 1
)\+_max{0, min{d7 Z, ﬁ— 1t:d}}7

e Dans les deux cas (avec ou sans possibilité de tourner),
Les valeurs propres sont les méme.
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3
4

3.6. Résultats numériques.

. Réseaux. .
5. Commande. ..

FIGURE 14. n = 50,m = 10 donc r = 1/5.

FIGURE 15. n =54, m = 6 donc r = 1/9.




La phase libre. 0 < d < 1/4. les véhicules circulent sans géne.
L’intersection n’a donc aucun effet, et le systéme se comporte
comme une seule route circulaire. On a alors :

f=ad.

prioritaire

prioritaire

v

temps : 0 Méddd temps : 52

FIGURE 16. La phase libre. n = 40, m = 20.
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1. Commande. ..

2. Systémes. ..

4. Réseaux. ..

La phase de saturation. 1/4 <d < (34 r)/(4(1 +r)).
e l'intersection est a sa vitesse maximale, la priorité s’applique,

e il y a plus de véhicules sur la route non prioritaire que sur 5. Commande. ..
lautre,

e la densité sur la route prioritaire reste fixe durant cette
phase,

e Tous les véhicules supplémentaires, par rapport a la den-
sité globale de 1/4 s’accumulent sur la route non priori-
taire.

prioritaire

prioritaire

temps : 0 s temps : 5377 vy

FiGURE 17. La phase de saturation. n = 40, m = 20.
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La phase de récession. (3 +7)/(4(1+ 7)) <d<1/(1+7).
e le flot global est entre 1/4 et 0,

e un phénomene de pompage de véhicules de la route prior-
itaire vers la route non prioritaire est observé.

prioritaire prioritaire

>~

temps : [(M6iaad M temps : 107 et 157

prioritaire :

v
vvvvv

< v

< temps : 132

FIGURE 18. la phase de récession. n = 40, m = 20.
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La phase de blocage. 1/(1+r) <d < 1.

e Des que le nombre total de véhicules dépasse la taille de
la route non prioritaire, un blocage apparait,

e La route non prioritaire se remplit et a un certain moment,
le véhicule se trouvant dans l’intersection va vouloir entrer
dans cette route et bloquera ainsi l'intersection donc tout
le systeme,

e Le flot durant cette phase est nul f = 0.

prioritaire prioritaire ‘

-

< >
> e
v temps:0 T <~ v temps > 54 TYv™Y

FicUrE 19. La phase de blocage. n = 40, m = 20.
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1. Commande. ..

Q 2. Systémes. ..
3.7. Le diagramme fondamental sur chaque route.
1 S — 4. Réseaux...

5. Commande. ..

1

Route non prioritaire 3

FiGUre 20. 1: libre, 2: saturation, 3: récession, 4: blocage.

14t »2

o

3 Route prioritaire

1/4

FiGUrE 21. 1: libre, 2: saturation, 3: récession, 4: blocage.




Le cas général (y compris n < m).

f
0.251 —
R
Pl
RN
T i \
[
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i Vv
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i ! ! \\ .‘ \
oo v
: i : Lo
. ! ! \
H ! ' ! Lo
o -\ T 2 A T b T T d
0 05

FIGURE 22. le rapport entre les tailles des routes
varie entre 1 et 10.

Quand n < m la phase de récession disparait.
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. Commande. ..
3.8. Intersection aménagée.

3

1
el
4

Réseaux
5. Commande

WE
17

1
1 /

2Y3
4/.

o 1/4 172

FI1GURE 23. Le cas d’une intersection large.
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2. Systémes. ..

3.9. Controle d’intersections.

4. Réseaux...

5. Commande. ..

F1GURE 24. Controle d’une intersection par un feu
de signalisation.




. Commande. ..
3.10. Comparaison de politiques de gestion d’intersections.

3

1
el
4

Réseaux
5. Commande

0.2 03 0.4 05 0.6 0.7

FIGURE 25. 1. priorité, 2. boucle ouverte, 3.
boucle fermée.




1. Commande

4. RESEAUX REGULIERS DE TRAFIC ROUTIER

4

FIGURE 26. Deux routes circulaires avec deux intersections.
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5. Commande. ..

0.00

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

FiGure 27. Dépendance du diagramme du rap-
port entre la somme des tailles des routes priori-
taires et la somme des tailles des routes non prior-
itaires.

Temps : 26

FiGure 28. La phase de bloquage.




4.1. Construction de grands réseaux.

On écrit la dynamique d’un réseau de Pétri non autonome:

Pk+1
k+1

Yk+1 -

Zk—l—l

A

Mo Qo

€
E
€

0
D
0
€

B

n O M

X

Pk+1
Qk
Uk+1
Vk

AQ* + BV*
dif C® Pk+l DR Uk+1
EQF
F® Pk‘—i—l

nombre de jetons dans la place entrée i jusqu’a k,

nombre brilages de la transition entrée j jusqu'a k,

nombre de jetons dans la place état ¢ jusqu’a k,

nombre de brilages de la transition état j jusqu’a k,

nombre de jetons dans la place sortie i jusqu’a k,

Y nombre de brilages de la transition sortie j jusqu’a k,
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5. Commande. ..




1. Commande. ..

2. Systémes. ..

e Un réseau de Pétri est donné par (A, B,C, D, E, F),

3. Modélisation . . .

e On définit des compositions de réseaux de Pétri:

Exemple. La mise en boucle fermée du systeme 5. Commande. ..
S(A,B,C,D, E, F) donne S® solution en (Y, Z) de:
Y, 2)=S(U,V)B(Y,2)=S{UaY,V+2).

Le systeme S® est donné par les matrices :

A =




1. Commande. ..
2. Systémes. ..

3. Modélisation . . .

Va

5. Commande. ..

Ve

v

e Une route non circulaire de taille n est obtenue en con-
caténant, n sections 7 de la route. La route est définie
par récurrence comme suit :

'T7=7, ")) (a,¢) ="' (a,0)T}2(b, ).

e Une route circulaire de taille n est alors obtenue en ap-
plicant I'opérateur de la boucle fermée sur une route non
circulaire de méme taille. Elle est donnée par:

"T =" (ea) .




Ficurke 30. La phase de blocage.




025

0.15 7
0.10 7

0.05 7

0.00

F1cURrRE 31. Diagramme fondamental d’une ville réguliere.

1
2

(1)
(2)
(3)
(4)

Priorité a droite,

Feux en boucle ouverte, durée de vert partagée,
Feedback local sur I’état du trafic,
4) Feedback global sur I’état du traffic.
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5. COMMANDE OPTIMALE DU TRAFIC BIMODAL (MODELE :
MACROSCOPIQUE)

4. Réseaux...

5

Le but est le contréle optimal du trafic des deux modes en don-
nant la priorité aux véhicules de transport en commun.
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Commande. ..

. 41 . 9 0 Systémes. . .
e la dynamique des véhicules particuliers:
Modélisation . . .

AW IN

Réseaux. ..

1 I
i I
gl = gk Z baatt +ef —uf Vae A,

a’'€Z,

|
I

—

"t = 2% 4+ BuF + e”

e la dynamique des véhicules de transport en commun :

pred(a, h) - a
80— »9

k _ k-7
Yha = Yp pred(a,h)

Z yh pred (a,h) *

heH(a)
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Commande. ..

k P X . N 2. Systémes. ..
e z7: le nombre de véhicules particuliers sur la route ¢ a =
5e 3. Modélisation . . .
I'instant k.
4. Réseaux. ..

° yf le nombre de véhicules de transport en commun sur la
route ¢ a l'instant k.

e 7¥(y): le nombre nominal (idéal) calculée comme solution

d’un équilibre de Wardrop sur le réseau.

On résout le probleme linéaire quadratique (LQ) suivant:
min, Yoo {(@F — 25 (y))Q(a* — 7F(y)) + (uF — @¥) R(uF —a)}

Pl = gk 4 Bub +€F |




~

Commande. ..

. Q q _k Systémes. . .
Le calcul de la trjectoire nominale z;(y).
¢ Modélisation. ..

AW IN

Réseaux. ..

(1) On résout un probleme d’affectation de flot basé sur [’équilibre
de Wardrop :

Frltr =) =0, t, —t5, >0, t5 b, f >0,

Zrequ fr =dpq, V7 € Ryg, Vp,q €D .

dpq : la demande de 'origine p vers la destination g,

fr + le flot sur un chemin r,

e t. : le temps de parcours sur un chemin r,

tpq ¢ le temps du plus court chemin de parcours.




des véhicules de transport en commun.

4. Réseaux

=

ak=f57 .

(1) On modifie cette solution (trajectoire) pour tenir compte :




1. Commande. ..

2. Systémes. ..

3. Modélisation . . .
Nembre de vehicules aret 4. Réseaux...

T AL, “mm

1o 2o 2o a0 so

Temps

e en bleu: le nombre de véhicules particuliers,

e en rouge: le nombre de véhicules de transport en commun.
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