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The golden age of mathematics

— that was not the age of Euclid,
itis ours.

Cassius J. Keyser (1862-1947)

Introduction

1. Un bref apercu historique

La fascination de ’'homme pour les nceuds a une longue testaais leur étude mathé-
matique est relativement récente. Ses débuts remonigatrgs de Gauss, qui considéra
des entrelacs dans ses travaux sur I'électromagnétisinegli donna une formule analy-
tique pour le nombre d’enlacement. Il regarda aussi desdsepar curiosité intellectuelle
semble-t-il, mais aussi en tant que description pratigeatdélacs.L’étude des nceuds fut
continuée, entre autre, par son éléve Listing, a quiatl'thvention du mot« topologie.

Les premiéeres tentatives de classification furent ensegppar des physiciens comme
Helmholtz, Maxwell, Kelvin, et Tait. Ces travaux étaiemnebinatoires et plutdt empi-
riques, culminant dans la compilation par Tait et Littleriedongue table de diagrammes.
A base de ces expériences, Tait formula trois conjectwiedeyinrent célébres, mais le
mangue d’outils adéquats rendit tout traitement themriguasi impossibl&.

Au début du 20e siecle, I'apparition de la topologie alggue fournissait justement
de tels outils, et permettait les premieres applicatiara théorie des nceuds. Dans les
années suivantes les outils algébriques et géomeésigu firent un domaine hautement
développé, par Wirtinger, Dehn, Alexander, Artin, Rerasster, Seifert, van Kampen,
Whitehead, Fox, et bien d’autres. Les techniques et imtride la topologie algébrique,
comme le groupe fondamental, le polyndme d’Alexandegtd raffinements ingénieux,
dominerent alors la théorie des nceuds jusqu’au débumigses 1980.

En 1984 Jones découvrit son invariant polynomial, qui seemblait & aucun concept
connu auparavant. En quelques années cette découvemteaypé I'invention de nom-
breux autres invariants polynomiaux et des invariantsglitmtiques, issus des représenta-
tions du groupe des tresses et souventinspirés par degy@sdvec la physique théorique.
La notion des invariants de type fini, dont on parlera plus,ldonne un cadre commun
a tous ces nouveaux invariants. Un des plus beaux succpslgindme de Jones est la
résolution des conjectures de Tait, formulées un sigicle tot?

2. Topologie classique vs quantique

L'esquisse historique et la pratique actuelle suggéeremhdttre en opposition les ap-
proches« classiquer et « quantiquey, ce qui explique le titre un peu énigmatique de ce
meémoire. (En reprenant ces termes simplificateurs je fedpolémique, certes, mais c’est
pour une bonne cause.)

1 Aprés réflexion il est surprenant que ces deux idées stiajours d’actualité aujourd’hui, bien qu'a un
niveau plus pousseé : d'un coté les invariants de type figisgntés analytiquement par I'intégrale de Kontsgvich
de l'autre coté la théorie du groupe des tresses, sessmEtions, et les invariants quantiques qui en dédoulen

2 Pour une présentation plus compléte voir Moritz Epjilée Entstehung der Knotentheoridieweg,
Braunschweig, 1999. Andrew Ranicki a rassemblé plusigxtes sur I'histoire de la théorie des nceuds et en
particulier une belle collection de sources numéris@ef http://wuw.maths.ed.ac.uk/~aar/knots/.

3 Bien s, les invariants polynomiaux ont trouvé maintatres applications a la théorie des nceuds et
des 3-variétés. L'histoire ne s'arréte pas la : plusndment la notion de catégorification a dégagé des aspect
inattendus du polyndme de Jones. Ce développement émsc@ndéja fait ses premiéres preuves, mais on n’en
parlera pas ici. Je ne parlerai pas non plus de la géongtriimension 3 et de la conjecture du volume qui a
suscité d'intenses recherches autour du polyndme des JQue les experts me pardonnent toutes ces omissions.

Vii



viii INTRODUCTION

Malgré leurs mérites, les invariants quantiques regientcompris du coté de la to-
pologie algébrique, et parfois de la topologie tout coldur construction est souvent
combinatoire ou algébrique et n'offre pas d’interprietatopologique évidente. On doit se
contenter actuellement de quelques liens bien compris gtielgues conjectures.

Les invariants de type fini suscitent en eux-mémes quelouysgeres. Leurs réussites
empiriques et théoriques ont provoqué la question deirsavtes invariants de type fini
distinguent tous les nceuds. Cette question reste toujomeste pour les noeuds da$is
Le chapitrd y apporte quelques réponses pour les nceuds dans d’autiEtgva

A tout nceuck c S3 on peut associer le groupe fondamemiat= 5 (S < K), muni
de deux éléments préférés, un méridma et une longitudex. D’apres les travaux de
Waldhausen94], cet invariantk — (7, Mk, ¢k ) classifie les nceuds a isotopie pres. On
pourrait ainsi dire que toute l'information sur les nceudscestenue dans leur groupe
fondamental. Pour certains invariants comme le polyndhdedander A, la relation
avec le groupe fondamental est bien comprise, en partidList possible de déduirs
du groupegik. Le chapitrdl parlera d’'une classe d’invariants (a savoir les quandliesies
invariants homologiques) qui ressemblent aux invarianéhtiques mais qui finalement se
révelent trés proches du groupe fondamental.

Pour d'autres invariants comme le polyndme de Jaofrgda relation avec le groupe
fondamental reste obscure, alors qu'il doit y avoir — au redir€oriquement — une ap-
plication (1, Mk, ¢k ) — Vk. M@&me si cette formulation est sans doute naive et trop am-
bitieuse, il est tristement remarquable que les propsi@EVk et de ik semblent sans
rapport. Ainsi I'opposition du polyndme d’Alexander et dalyndme de Jones donne un
exemple extréme mais concret de notre ignorance : coamnaint au polyndme d’Alexan-
der, le polyndme de Jones ne reflete souvent pas des gtegpgéometriques des nceuds.
Par exemple pour tout nceud ruban, le polyndme d’Alexansiede la formeAk (t) =
f(t)f(t~1) pour un certainf € Z[t*]. Aucune propriété semblable n’est connue pour le
polyndme de Jones. Le chapitilé explique les premiers éléements pour comprendre le
polyndéme de Jones des entrelacs rubans.

3. Lorganisation de ce mémoire

Ce texte présente mes recherches mathématiques depitligseale doctorat en 2000.
Elles se regroupent essentiellement sous la thematiquessée dans cette introductitn.
Dans la présentation qui suit, je m'appuie donc principeet sur mes articles cités ci-
dessous, en ajoutant quelques extensions. Pour tenir ealamaractere particulier d’'une
habilitation et pour faciliter son décryptage, je citemas propres publications pe]],
[Ez], [Es], ... tandis que les références comntgrenvoient vers la bibliographie & la fin
de ce mémaire.

Je ne parlerai pas ici des travaux issus de ma thede & savoir I'article E;] sur
les nombres de coloriages et la caractérisation géametdes invariants de type firle§,
1ére partie]. Inévitablement quelques-uns des artibastérieurs font référence a matheése,
par exemple certains résolvent des problemes y soylevéis les articles [| pourn >
4 en sont indépendants. La nof&] sur les noeuds dar' x S? annonce des résultats
postérieurs a ma thése qui sont publiés d&asZnde partie].

4| es articles E13] et [E14] sortent du cadre topologique et ne seront pas discutéSacicernant la théorie
du choix social et du théoreme d'impossibilité d’Arroes fne permets néanmoins d’ajouter une remarque qui
pourrait intéresser les topologues. Motivé par des ci@nations purement topologiques, Beno Eckmann a établi
un lien remarquable entre le choix social et la théorie aibtopie. Son articleZ7] est tres agréable a lire et
fournit un bel exemple des arguments topologiques dans omite appliqué. Mon objectif dan&qs], par
contre, est entierement combinatoire.



Say what you know,

do what you must,

come what may.

Sofia Kovalevskaya (1850-1891)
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Dieu a créé les noeuds daf3,
le reste est I'ceuvre de 'lhomme.
d’aprés Leopold Kronecker (1823-1891)

CHAPITRE |

Invariants de type fini et variétes exotiques

Non seulement les noeuds sont des objets fascinants poun@&uwes, mais ils jouent
eégalement un role essentiel dans I'eétude des varifgt@&limension 3. Les invariants de type
fini, aussi nommeés invariants de Vassiliev ou Vassiliews§sarov d'apre9p)] et [4]], sont
devenus célebres depuis les années 19901 @f. Beaucoup d’'invariants sont de type fini,
notamment les coefficients (dans un développement ea sérivenable) du polyndme
d’Alexander-Conway, du polyndme de Jones, et de tous lesiants quantique$].

Leur abondance a motivé la question de Vassiliev : les iangs de type fini distinguent-
ils tous les nceuds ? Actuellement nous ne disposons quesipdt d’indices pour nous
guider. D’'un coté les invariants de type fini distinguenites les tresses. La conjecture
optimiste dirait que ceci se généralise aux nceuds. D’tre @oté on ne connait pas d'in-
variants de type fini qui distinguent un nodtdiu nceud opposéK (ou seule I'orientation
du cercle a changé). La conjecture pessimiste diraitgy'dchouent systéematiquement.

Initialement la théorie de Vassiliev fut congue poutli@e des nceuds dans I'espace
euclidienR3, ou ce qui revient au méme, dans la sph&telLa définition combinatoire
donnée par Goussaro4]] puis Birman-Lin [L0] s’adapte immédiatement aux nceuds dans
une 3-variété quelconque. Dans ce qui suit je propogediér la question de Vassiliev en
fonction de la varieté ambianté Le but de ce chapitre est d’expliquer a quel point cette
question est intimement liée a la topologie\de

—

Je présente ici mes articlesy], [Es], [E7], [Es]. Avant de rentrer dans le vif du sujet

je me permets quelques remarques préalables sur lagstrgénérale.

REMARQUE 0.1 (généraliser avec modération). Lidée de variesfiace ambiant
V permet tout d’abord un plus large choix d’exemples. C'estsaliincarnation d’'une
stratégie éprouvée : au lieu de résoudre un problente généralise. Ce n’est pourtant pas
vain car je résous ensuite le probleme généralisé,@nsen partie, et j'arrive a analyser
assez finement certains exemples bien choisis.

L'objectif est donc de mieux comprendre la situation gafedes 3-variétés, et de
mettre en évidence des phénomenes nouveaux, parfttisridas, dont on ignore toujours
I'existence pour la sphei®®. En contrepartie cette plus grande liberté a un prix, aisav
le caractere parfois exotique de la variété ambiantéteCGapproche entraine les pieges
notoires des variétés de dimension 3, et exige ainsi uastan particuliere.

REMARQUE 0.2 (géométrie et homotopie). Un des grands themes denslé des
variétés est l'interaction entregéométrier et « homotopie». La description a homotopie
prés étant moins fine, elle permet plus souvent des sokjtigpiquement par une reformu-
lation algébrique. Dans des situations favorables one&icomprendre ensuite ce qu'il
faut pour remonter au niveau géomeétrique.

L'étude des nceuds dans des 3-variétés et de leurs int&sanscrit parfaitement
dans cette philosophie. Je commence donc par expliquer @rlagthéorie de Vassiliev
est une complétion par homotopie. Ensuite j'explore quetqvariétés exotiques, ou les
points de vue géométrique et homotopique differenttdrasment, comme les variétés de
Whitehead ou des fausses 3-spheres. (Ces dernieremnegeur toujours des exemples
fictifs.) Je retournerai apres au groupe modulaire degteifermeées.

1



2 I. INVARIANTS DE TYPE FINI ET VARIETES EXOTIQUES

1. Nceuds et comgition par homotopie

La présentation générale suit essentiellement ledestEs] et [E7]. J'ai saisi I'occa-
sion de ce mémoire pour réorganiser le développemesenésllement afin de souligner
les idées jolies, en déleguant les détails techniqueseicles correspondants.

1.1. Conventions.Que les puristes me pardonnent si je céde aux anglicismes et
dis 3variéte pour variété de dimension 3. (En revanche je note une tali&teV pour
rétablir I'equilibre.) Nous allons travailler dans lategorie lisse ; en dimension 3 ceci
n'est qu’'une question de golt, car les approches lissBseafpar morceaux, et topolo-
giques sont équivalentes. Toute 3-variété sera sgpasse et orientée, et sauf indication
ou construction contraire aussi connexeVSa un bord on supposera que d'éventuels
nceuds se trouvent dans l'intérieur\deNous allons également supposer que tout plon-
gement entre 3-variétés préserve I'orientation. D&hen noteD" la boule unité fermée.
Son bordS"~1 = gD" est la sphére unité de dimension- 1. Unen-cellule est un espace
homéomorphe ®".

1.2. Neeuds et entrelacsUn nceuddans une 3-varié est un plongement: St —
V. Plus généralement, umeud singulieest une immersior : St -V dont tout point
multiple est un point double suivant le modele lopal En particulierk n'a qu’'un nombre
fini de singularités, et nous les supposons numérotéek pa, n.

Passant & plusieurs composantesutrelacsest un plongement: {1,...,c} xSt —
V ; c’est donc la réunion de nceuds disjointgy, ..., Kc. De la méme maniere, wntre-
lacs singulierest une immersior: {1,...,c} x S 4 V suivant le modele locak(. Par
commodité on parlera ici quasi exclusivement des nceuds,lanplupart des définitions et
résultats s'étendent également aux entrelacs.

1.3. Isotopie. Deux nceuds singuliers soaquivalentgouisotope$ s'ils ne different
que par des diffeotopies tkeet deS*. On notekX,, 'ensemble des classes d’équivalence des
nceuds-singuliers, y compris 'ensembiEy = K des classes des nceuds (nhon singuliers).
Le lemme suivant est une application du théoreme classigurhom 89] sur I'extension
des isotopies; cf. Hirschf, Thm.8.1.4].

LemME 1.1 (isotopie). Tout plongemenp: V — W de3-variétes induit une applica-
tion naturelleX, ¢: K.V — X,W qui ne @pend que de la classe d’'isotopiege O

Si aucune confusion n’est a craindre nous n'insistons paagdistinction entre un
nceudk, son imagex (S*) dansV, et sa classe d’isotopke = [k].

1.4. Homotopie. Soit %, = ZXn le Z-module libre ayant pour base I'ensemig.
On définit 'applicatiorZ-linéaired : 7, — #n_1 par la résolution de laieme singularité
suivant le modele localk( — > — (. Evidemment les deux termes de cette difference
sont homotopes par une homotopie préservant les pointsekat leur numérotation. Le
lemme suivant établit la réciproque : toute homotopieeedéux noeuds singuliers peut étre
« discrétisée en une suite finie de changements de croisements,Egit Em. 14] :

LeMME 1.2 (homotopie).Deux nceuds n-singuliers K et 8ont homotopes fixant les
n singulariés si et seulement si & K’ modulod /. 1. O

1.5. Fonctorialitée. La filtration de Vassiliew?y = .%o D %1 D %> D ... est définie
par.#n =im (8" : . — Jp). Les quotients#p/.7, forment un systeme projectif ayant
pour limite le Z-module % = I(im%/(%, et I'application canoniquer: % — %y a
pour noyau% := (,Zn.

Selon le lemmd..1la théorie de Vassiliev est un foncteur qui associe a tButarieté
V une suite d&-moduleg %V, d) et a chaque plongemeat V — W préservant I'orien-
tation une famille d’applicationsz,. ¢: 7.V — J#W commutant ave®d.



1. NEEUDS ET COMPETION PAR HOMOTOPIE 3

Selon le lemmd.2on peut interpréte%% comme la complétion du module des nceuds
o par homotopie. De fagcon duale, un invariant des novudévV — A a valeurs dans un
groupe abélier est appelénvariant de type finde degrén siv(.%, 1) = 0.

Si I'on savait queZ,, = 0 pour une variét®, alors les invariants de type fini distin-
gueraient tous les nceuds dahCette question reste largement ouverte pour la spiiere
Par contre on construira plus bas des exemples.gg¢ 0.

J'ai choisi ici de travailler sur I'anneail afin de garder un maximum d’information,
car je parlerai de la torsion. Il est parfois nécessaireraeailler sur un autre anneau,
commeZ[r—ln] ou @, voir R ouC. La définition s’étend a ce cadre sans changement.

1.6. Nceuds locauxNous commencons a illustrer les plongements entre &
par quelques exemples basiques qui nous serons utilesapdus t

Quand on dte un poirt € V d’'une 3-variétd/, le résultaW =V \ {p} supporte les
mémes nceuds, car l'inclusion W — V induit une bijection,.: KXW = XV. C’est le cas
pour 'exemple classiquR® «— R3U {0} = S8,

Pour toute 3-variété nous avons, par la définition-méme d’une variété, uougoe-
ment par des paramétrisations localés— V. Celles-ci motivent la définition suivante :

DEFINITION 1.3. Un noeud dang est ditlocal s'il est contenu dans I'image d’un
plongemeniR?® < V. On étendra cette définition également aux nceuds sergiei aux
entrelacs (ou plus généralement a toute partie compaate.

Tous les plongements: R3 < V sontisotopes, car Nous supposons\j@st connexe
et queg préserve l'orientation. C’est la classification des plemgnts des disques, va-
lable en toute dimension et établie indépendamment pea¥j72, Thm. 2.2], PalaisT9,
ThmB], et Cerf L7, Prop. 11.5.7]. Voir aussi Hirschd4, Thm. 8.3.1].

Tout plongemeng: R3 < V induit donc la méme applicatidiR3 — KV. Son image
est 'ensemble des (classes d’'isotopies) des nceuds loaasy d

1.7. Neceuds non distinguableslLes outils précédents nous permettent de donner une
méthode assez générale pour construire des noeudsrigdatles par des invariants de
type fini. Nous la formulons d’abord pour les variétés dengent connexes :

LEMME 1.4. Soit V une3-variéete simplement connexe et soitW — V un plonge-
ment qui péserve I'orientation. Alors aucun invariant de type fini ngtiigue un noeud K
et son image hK.

DEMONSTRATION. Commeh préserve l'orientation, tout plongemept R3 < V est
isotope ahg. Par le lemmel.1, tout nceud singulier loc&* est équivalent a son image
hK*. Puisque/ est simplement connexe, tout nodud X, est homotope a un nceud local
K*. Selon le lemmel.2 il existe alorsA € .1 tel quedA = K — K*. Par fonctorialité
on obtientdhA = hK — hK* puis (A — hA) = K — hK. Par extension linéaire, pour tout
An € il existe Ani 1 € i tel qued(Ania — hAni1) = An— hA,. Cet argument peut
étre itéré. Pour tout noedd € Ky ceci montre quK — hK € %, pour toutn € N, donc
K—hK e Z,. O

L'argument précédent ne repose que sur des propriétéstopiques et fonctorielles.
Soulignons donc que le lemme ne peut pas affirmer et hK soient effectivement
distincts. Pour donner un exemple trivial, appliqué apgh&seS? le lemme est vide : ici
tout plongemens?® — S® est un diffeomorphisme, et tout diffeomorphisme préset
I'orientation est isotope a l'identité, d’'diK = K.

En effet, la construction d’exemples non triviauxtii£ K est beaucoup plus délicate.
Dans la suite nous allons explorer deux directions possibs variétés ouvertes contrac-
tiles, puis, avec quelques modifications, les variét@sgartes.
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2. Variétés exotiques

2.1. Caractrisation deS® etdeR3. Comme je I'ai dit dans l'introduction, les nceuds
jouent un réle central pour la topologie des 3-varié@svoici une belle illustration :

THEOREME 2.1 (Bing ], 1958). Une3-variéte fernee connexe V est h@wmorphe
ala sptereS?® si et seulement si tout noeud dans V est local.

Je ne peux pas m’empécher de redonner ici une preuve siEglgJi repose unique-
ment sur la présentation des 3-variétés par chirurdestbeoreme d’'Alexander-Schonflies.

DEMONSTRATION. Evidemment dang = S3 tout nceud est local.

Réciproquement, supposons que tout nceud daegst local. En particuliev est sim-
plement connexe et donc orientable. On peut alors appliguféoreme de chirurgie de
Lickorish [62] et Wallace P5] : il existe un entrelac& c S° tel que la chirurgie sus® le
long deK produise la variétg (S,K) = V. (On enléve un voisinage tubulaire Keuis on
le recolle suivant une parallélisation donnéekd Par conséquent, il existe un entrelacs
L cV tel quex(V,L) = S3 : il suffit d’inverser la chirurgie précédente.

Notre hypothése garantit que tout nceud denast local. On peut en déduire que
tout entrelacs est local, voiEf]. Appliqué a notrel dansV on peut donc placdr dans
le facteur trivial dev =2V #S3. Ceci entraine qug(V,L) =V £V’ ouV’' = x(S%,L). En
comparant avec la chirurgie précédente, nous constgteef$® = V 1V’. Nous concluons
queV =V’ = S8 par le theoréme d’Alexander-Schonflids 75, 63). O

Costich, Doyle et GalewskP[)] ont généralisé le theoréme de Bing a une caractéois
de I'espace euclidien, dont on énonce ici seulement lgtes

THEOREME 2.2. Soit W une3-variété ouverte contractile. Si tout noeud dans W est
local, alors W est hogomorphe I'espace euclidieiR3. O

2.2. Variétes de Whitehead.Contrairement a I'intuition, il existe bien des 3-vaést
ouvertes contractiles qui ne sont pas homéomorpRéske premier exemple fut découvert
par Whiteheadd7] en 1935 (apres avoir conjecturé qu'il n’en existe aucigter et Mc-
Millan [ 71, 59] ont montré qu’il en existe méme une infinité non dénoatibke, deux a deux
non homéomorphes. Ces variétés viennent en deux famifi@ies non dénombrables, se-
lon la propriété de se plonger daR3 ou non.

On appelleravariett de Whiteheadoute 3-variété
ouverte contractile plongeable darig® mais non
homéomorphe &3. En voici une méthode de construc- n ®
tion : Soit Tg un tore solide plongé dans l'intérieur d’'un
deuxiéme tore solid@ c R3 comme indiqué dans la fi-
gure ci-contre. Bien qu& soit noué dang; il se dénoue
dansR3. Il existe donc un diffeomorphisnte R3 — R3
tel queh(Tp) = T1. On définit la familleTo C Ty C T, C
... par T, = h"(Tp). La réunionW = |J, T, est une 3-
varieté ouverte contractile plongée daR§ mais non
homéomorphe &3. (Pour une discussion voiEf].)

Nous en déduisons I'isomorphisme suivant :

COROLLAIRE 2.3. SoitW une vaéte de Whitehead, et soient R3<—W etg W —
RR3 deux plongements quelconques. Alors f et g induisent demigphismes mutuellement
inverses # R3/.Z,R3 = #'W/.Z,W pour tout n. En particulier, I'algbre des invariants
de type fini est la Bme pouiR3 et W ,& un isomorphisme canoniquegs.

DEMONSTRATION. D'un cotégf: R3 < W — R3 induit I'identité sur.#R3, donc
aussi sur tout quotien# R3/.Z,R3. De l'autre coté,fg: W — R® < W n’induit pas
l'identité sur W mais sur toutzZW/.Z,W, par le lemmel.4 O
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Précédemment Lirgf5] avait obtenu un résultat similaire : pour toute 3-vaiétiverte
contractilew, le plongemenR3 — W induit un isomorphisme#? R3/.%, = %W /%y,
éventuellement modulo 2-torsion. (L'existence de la 1aitm est toujours une question
ouverte.) Dans le cas d’'une variété de Whitehead non seuenotre démonstration est
considérablement simplifiee, mais elle assure aussi omewsion plus forte :

COROLLAIRE 2.4. Dans toute vaiéte de Whitehead W il existe des nosuds distincts
qui ne sont pas distinguables par les invariants de type fini.

DEMONSTRATION. Soith: W — R3 < W un plongement préservant |'orientation.
Le théoreme.2 garantit I'existence d’'un nceud non lod¢@ldansw. Son imagénK est un
nceud local, donK # hK. D’aprées le lemmé..4nous avon¥ = hK modulo.%,. O

C’est le seul exemple connu ou les invariants de type fihb&ent & distinguer des
nceuds. Une fois les outils mis en place, la constructioniegils et élegante. Comme
annoncé dans I'introduction, le prix & payer est le canaoexotique de la variété ambiante.
On peut donc se demander si une telle pathologie peut seipg@iissi dans une variété
compacte. Cette question nous mene a la conjecture dedéin

2.3. La conjecture de Poincaé. Une 3sphere d’homotopieest une 3-variété qui
est fermée et simplement connexg & m = 0). Une telle variété est homotopiquement
équivalente a la sphéf2, d’ol son nom. La fameuse conjecture de Poincaré dit qute to
3-sphere d’homotopie est homéomorphe a la sp&r&ormulée en 1904, cette conjec-
ture a suscité une énorme quantité de travaux en topmlogtamment differentielle et
géomeétrique. Apres environ 100 ans d’existence fructaeelle a finalement été prouvée
par Perelman en utilisant la méthode du flot de Hamiltonedeaie aux articles de Milnor
[74] ou Rourke B5] pour une présentation globale du sujet.

Revenons sur la question de Vassiliev, interprétée asilaege : les invariants de type
fini distinguent-ils les nceuds daB$ puis dans toute 3-variété fermée ? Les arguments
suivants montrent qu’une réponse affirmative impliquediajecture de Poincaré.

THEOREME 2.5. Soit V une3-variéte simplement connexe contenant un nceud non
local K. Alors les deux copies de K dangV sont distinctes mais elles ne sont pas dis-
tinguées par les invariants de type fini.

DEMONSTRATION. La somme connexé#V admet un diffeomorphisntede période
2 qui préserve l'orientation et échange les deux copieé.den particulieth echange les
deux copie$g etK; du nceudK, et le lemmel.4 entraine qu’aucun invariant de type fini
ne distingueKg etK;. Encore faut-il montrer qukg et K; sont distincts, ce qui résulte du
corollaire4.7 discuté plus bas. O

Le théoreme précédent s’applique par exemple a toutgigté ouverte contractile qui
ne se plonge pas dai®s, et qui échappe donc aux arguments du paragraphe précéde
Grace au théorenz1de Bing, on en déduit également le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.6. Si les invariants de type fini distinguent les nceuds dan tout
sphere d’homotopie, alors ceci implique la conjecture de Panéc

DEMONSTRATION. SiV était une sphére d’homotopie qui n’était pas homéotmerp
as®, alors la somme connexétV contiendrait des nceuds distincts qui ne seraient pas
distingués par les invariants de type fini. O

Ce résultat n’est probablement pas une démarche prametp®ur donner une preuve
alternative de la conjecture de Poincaré. Il dit simplenogre la question de Vassiliev est
au moins aussi difficile que la conjecture de Poincaré.
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3. La question de la torsion

Apres notre excursion aux franges exotiques de la topelegidimension 3, retour-
nons aux variété fermeées, i.e. compactes sans bords Mouvez désormais rayer la men-
tion « exotique» du titre.) Ici tout plongemenl¥ — V est un diffeomorphisme, et nous
sommes donc amenés a étudier le groupe modutgléf ; (V), rappelé plus bas.

Jusqu’ici nous avons discuté la question de Vassiliev :ilgariants de type fini
distinguent-ils tous les nceud€oitement liee est la question de la torsion. Lintégra
de Kontsevich permet de construireinaariant universetle type fini pour les nceuds dans
S8, mais cette construction ne marche qu’en caractéristques invariants: K — A &
valeurs dans des groupes abéliens finis peuvent-ils cioetecore plus d’information ?

A nouveau on ne sait pas y répondre dans le cas de la sphémais nous verrons
que la réponse estoui » pour d’autres variétes.

3.1. Laction du groupe modulaire. On note Diff, (V) le groupe des diffeomor-
phismes préservant I'orientation & Diff . (V) le groupe modulaireleV. C’est le groupe
formé par les classes d’isotopie des diffeomorphismés.des groupe modulaire agit na-
turellement sur tous les objets dansen particulier nous avons une action sur les nceuds :

a: mDiff (V) x XV — XV, [h]-[K] = [hK].
Plusieurs questions naturelles viennent a I'esprit :

(1) Laction a est-elle fidéle ? C'est-a-dire : BK est isotope & pour toutK, le
diffeomorphismé est-il isotope a 'identité ?

(2) Existe-t-ilun nceudk dansv tel que le groupe modulaim Diff (V,K) préservant
K soit trivial ? Une réponse positive & (2) implique (1).

Ces questions n'avaient pas encore été traitées quiaslgésoulevées il y a quelques
années. C'est un peu surprenant car le groupe modulairg-dasétés (tout comme pour
les surfaces, d’ailleurs) a fait I'objet d’intenses real@s. D’'un autre coté les nceuds sont
ici peut-étre plus une application qu’un outil de son &tudoir par exemple I'article de
Hatcher 3.

Ma contribution se limite a avoir popularisé la questiBar I'intermédiaire d’Allen
Hatcher et de Darryl McCullough, c’est Robert Myers qui Esolue. En prolongeant ses
travaux antérieurs, il a pu donner la réponse positiendite :

THEOREME 3.1 (Myers [78]). Le groupe modulaireg Diff . (V) d’'une3-variéte connexe
fermée orienée V agit fidlement sur I'ensembl&V des classes d’'isotopies des noeuds
dans V. Plus peciment, il existe une infi@itde nceuds K dans V de sorte que le groupe
modulairerp Diff (V,K) de la paire(V, K) soit trivial. Autrement dit : si ke Diff (V) envoie
un tel nceud K sur un nceud isotope hK, alors h est iscidiigentité. O

3.2. Torsion provenant du groupe modulaire. Comparons I'actior géométrique
a I'action « homotopique du groupe modulairep Diff . (V). Il agit sur les groupes d’ho-
mologieH.V et d’homotopiert.V, dont le groupe fondamentatV est primordial. Nous
obtenons un homomorphisme naturel de groupes

®: 1 Diff (V) — Outmm (V).

Plus explicitement, pour tout point bapes V, un diffeomorphismé: V = V induit un
isomorphisme de groupés: m(V,p) = m(V,q) ot h(p) = g CommeV est supposée
connexe, il existe un chemindeq versp, ce qui nous permet de définir 'automorphisme
yshy: m(V, p) = m(V, p). Differents choix dey ne changent 'automorphismeh; que
par une conjugaison de (V, p). Ainsi nous pouvons définib par[h] — [yhy].

Les classes modulaires dans le noyaubdsont celles qui peuvent se représenter par
des diffeotopies € Diff (V) vérifianth(p) = p eth; =id: m(V,p) — m(V, p). Par un
leger abus de langage nous disons fiphagit trivialement surg V.
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LemME 3.2. Soitf € mpDiff (V) une classe modulaire qui est d’ordre finixm2 et
qui agit trivialement surg V. Alors un nceud K et son imag& sont indistinguables par
les invariants de type fini rationnels @waleurs dans un groupe alien sans m-torsion.

DEMONSTRATION. La classe modulair@ agit sur le module#,V par un automor-
phisme dont l'ordre est divisible pan. En travaillant SUZ[X] nous pouvons définir une
application® : #aV — 4V parK* = %z{il 6'K. C’est une projection sur le sous-espace
invariant pard.

Puisqued induit I'identité surrmV, tout nceudh-singulierk est homotope a son image
OK. Par discrétisation de cette homotopie (voir lemh®, il existe Al € 7,1V tel que
SA = K — 6'K pour touti. En moyennantA = 1 5'=NA' donnedA = K — K*. Par pro-
jection nous constatons qdé\* = 0, doncd(A— A*) = K — K*. Etendant cette construc-
tion par linéarité, on conclut que pour tol§ € 4V il existe Anrq € #4101V tel que
O0(Ani1— A1) = An— A} Ceci s'itere pour toun.

Pour tout nceu € #'V ceci implique queK — K* € %,V pour toutn € N, et par
conséquerk —K* € .%,V. Vu queBK* = K*, on conclut qu& — 6K € .%,V. Autrement
dit, K et 8K ne peuvent pas étre distingués par des invariant de typ& ¥imleur dans un
groupe abélien sams-torsion. O

REMARQUE 3.3. L'argument ci-dessus s’applique a toute 3-vardg&Bnexe orien-
table. Si nous supposoXsfermée, irréductible, et suffisamment grande, alors Walden
[94] a montré qued: mDiff (V) — Outmm (V) est un isomorphisme. Pour exploiter le
lemme3.2il faudra regarder des variétés qui sont réductibleswung sont pas suffisam-
ment grandes, pour espérer trouver un noya(dkenon trivial. Moralement ceci veut dire
que le phénomene est plutdt rare, mais on verra qu'il edyit par exemple darf x S2.

3.3. Nceuds dans$! x S2. Pour montrer que le probléme de la torsion est bien réel,
j’ai analysé plus finement les nceuds d&hs S?, voir [Es, 2nde partie].

Ici 'apparition de la torsion est liée au groupe fondanaéms SO(3) =~ Z/» et a
I’'homéomorphisme de spin. Poe [0, 1] soitp; : R® — R? la rotation d’angle 2t autour
d’'un axe fixé. Le lacep: [0,1] — SO(3) représente I'eléement non trivial damsSO(3).

Sur le cylindreC = [0, 1] x S? on définit 'applicatiorh: C — C parh(t,s) = (t, pi(s)).
L’homéomorphisméh fixe le borddC = {0,1} x S? point par point, eth? est isotope,
relativementau bord, a lI'identité. La classe d’isotdpjest I'elément non trivial du groupe
modulaire DiffC, dC).

Pour toute sphere épaissie plongée[0,1] x S? < V on définith;: V — V par
hr(x) = tht~1(x) si x est dans l'image de, eth;(x) = x sinon. On appelléy; le twist
de Diracle long de la sphérey. Evidemment; est un homéomorphisme (que I'on peut
facilement rendre lisse) & est isotope a l'identité d¥. Ainsi on obtient un élément
[h;] € Diff (V) d’ordre 1 ou 2 qui agit trivialement sug V.

REMARQUE 3.4. D’apres le lemm@&.2 les invariants de type fini su'zﬁ[%] ne dis-
tinguent pas un noeud et son imagéK. Afin de trouver des exemples non triviaux ou
hK # K il faut et il suffit que8 = [h] soit non trivial (i.e. d’ordre 2), grace au théorethé

La variété évidente pour analyser cette constructio es St x S2. Lieberum p4] a
construit un invariant universel de type fini sQr(a la Kontsevich) pour les nceuds dans
St x §2. Pour analyser la partie torsion j'ai construit, de mamigmbinatoire, un invariant
universel suZ de degré 1. Pour cela il a fallu notamment analyser I'algéles cordes sur
7, qui se scinde en une partie libre et une partie de torsionmaale.

THEOREME 3.5. Soit|-|: K(St x §?) — Hy (S x S?) = Z I'application qui associé
chaque nceud K sa classe d’homologie. On gajé due K et hK sont indistinguables par
les invariants de type fini SIE[%]. Par contre, il existe un invariant:vk (St x S?) — 7/,
de degé 1 tel que (K) # v(hK) pour tout K \erifiant|K| € {£+3,45,47,...}. O
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L'exempleS?! x S? est le premier & exhiber des phénoménes de torsion démasdee
de VassilievA ma connaissance il reste le seul résultat publié sue cetéstion.

Chernov [L§] a construit 'invariant universel de degré 1 des nceuds da$*-fibré
sur une surfack differente deS? et deS* x S1. Dans ce cas il n’existe pas de torsion.

3.4. Genéralisations. Pour résumer, on sait que les invariants de type fini peuvent
mener a des phénomenes de torsion, et on voit clairemergassible origine géométrique.
Bien sdr, il peut y avoir d’autres raisons, notamment dansds de la spher®® une
éventuelle partie de torsion ne serait certainement pasttie origine géométrique.

En général la torsion reste assez mal comprise, mais ausmour la torsion de pro-
venance géométrique on peut espérer une clarificatiolep&tapes suivantes :

Tout d’abord il serait intéressant d’approfondir lesuléats pourS! x S? aux degrés
supérieurs > 2. La partie libre étant connue, une étude de la torsiorpdeterait la théorie
de Vassiliev sufZ pour la varietés?® x S? :

(1) Quelle est la partie de torsion en degré supériedr®. .. ?

(2) Lintégration combinatoire fonctionne-t-elle en de@, 3,4, ... comme en degré
1, ou faut-il rajouter des relations au dela de celles qof évidentes ?

(3) Combien d’information est contenue dans ces invaridat®rsions ? Suffit-elle
pour distinguer tout nceudl de son imagéK ?

Il est plausible de s’attendre aux phénoménes similagiees les espaces lenticulaires
L(p,q). lci 'astuce du lemme3.2 ne suffit pas, et une étude indépendante s'impose. Le
groupe modulaire de(p,q) a été déterminé par Bonahat].

Ensuite, il est naturel de considérer les sommes connBeesV = Vi Vs, la sphere
S séparant les deux facteurs définit un twist de Dina®/ — V. Si S borde une boule,
c’est-a-dire sV, = S% ouV, = S8, alorsh ~ id. Plus généralement, si un des deux facteurs,
disonsvy, est un espace lenticulaire, alors le twist de Dirac peaetdfait par une rotation
deV;. (Les travaux de Gluck39] suggerent qué3, S x S?, etL(p,q) sont les seules
variétés avec une telle symétrie par rotation.) En exaees cas exceptionnels, on arrive
a la situation attendue ofln] est d’ordre 2. D’aprées le théoren3el il existe donc une
infinité de nceudK tels queK # hK, et qui sont indistinguables par des invariants de type
fini surZ[%]. Il faudra ensuite comprendre s'ils sont distingués pairfeariants dang /5.

On manque actuellement d’outils généraux pour le fai@srane analyse fine me semble
abordable.

Le noyaur (V) := ker( mDiff . (V) — Outr (V) ) a été décrit par McCulloughrp) :
en décomposant = Vp Vi £ ... 1 Vs en facteurs premiers, le noy&gV) est engendré
parl (Mo),I (V1),...,I(Vn) ainsi que les twists de Dirac le long desphéres séparant les
facteurs. Avec I'etude des sommes connexes on exhausieusie des deux sources de
torsion; I'autre provient des facteurs irréductibles saffisamment grands.

4. Etude des nceuds locaux

4.1. Questions naturelles.Dans notre étude des nceuds dans des 3-variétés apparait
naturellement le concept des nceuds locaux. Bien que cetdegenceuds situés le plus
trivialement possible dans une 3-variété, leur traitenéest pas trivial. La notion suggere
guelques conjectures plausibles :

(1) Lapplication canoniqué’R3 — XV est injective.

(2) Plus généralement, pour toute somme coniexeV; £V, les applications in-
duiteskXV; — XV etKV, — KV sont injectives.

(3) Pour toute somme conneXe= V£V, on akViNKV, = KR3 (vus comme
sous-ensembles dév).
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Pour (1) nous supposons gueest orientable ; sinofR® — KV identifie les images
miroir et ne peut pas &tre injective. La question (1) estasyarticulier de la question (2),
en posant, = S3. Dans (3) nous supposons tacitement I'injectivité deis mpplications
précédentes, afin d’identifiééVy, KV, et KR? avec leurs images dafiév.

REMARQUE 4.1. Ces affirmations apparaissent treés plausibles, scekieanmoins
elles ne semblent pas étre des corollaires immédiats mgsiptes générales des isoto-
pies. En particulier je ne vois pas de raison pour qu’ellésrgaraies en toute dimension,
et la construction d’un contre-exemple en dimension dapég, disons d’'une 2-sphére
nouée dan§* puis dans d’autres 4-variétés, serait sans doute sgéns.

REMARQUE4.2. Apres la décomposition le long des sphéres, degiquesnalogues
se posent pour la décomposition le long des tores (la dposition JSJ). Ces questions
ont été étudiées et résolues dans la these de Popesopu 81, 82

Nous allons montrer dans la suite que I'affirmation (3) esiie/rPlus explicitement
nous démontrons qu’un nceud non local ne peut pas travers&-sphere. Pour ce faire je
raffine une des techniques standards deuper-coller en dimension 3. Les affirmations
(1) et (2) sont probablement d’'une difficulté comparablajsmuelques tentatives m’ont
convaincu qu’une étude approfondie indépendante ssressaire.

4.2. Decomposition le long des sp#res. L'opération la plus fondamentale pour les
3-variétés est la somme connexe, noiee Vi 1 Vs, et réciproquement le scindement de
V en deux facteur¥; etV; le long d’'une sphere les séparant. Ce procédé peuitéiée
et dans ce paragraphe nous rappelons une notation égrpoué décrire le découpage le
long de plusieurs spheres simultanément,43).[

SoitW une 3-variété compacte orientée dont le bord consis@&grheres. SiV est
connexe on obtient seloture (W) en recollant une 3-cellule & toute 2-sphére du bord. Si
W a plusieurs composantes connewgs. .. ,\ W, on définit secldture connexgar (W) :=

(WA) £ § (V).

EXEMPLE 4.3. On a(W) = S si et seulement &V est une collection de 3-spheres
trouées, c’est-a-dire privées de I'intérieur d'un rimfini de 3-cellules fermées disjointes.

SoitV une 3-variété compacte orientée. fiseme de spdres SC V est une réunion
finie non vide de 2-spheres disjointes dont chacune s&@acemposante dé. Un plon-
gementr: [—1,+1] x S—V vérifianttp = ids paramétrise un voisinage tubulaifede S
dansV. Le découpageleV le long deSest la 3-variété non conne¥eS:=V \intT, dont
le bord consiste en deux copies$le

REMARQUE 4.4. SiV est une 3-variété connexe fermée orientée, alors pmur t
systeme de 2-spher8s” V onaV = (V|S).

Une coorientation d& induit une coorientation du bord d8S. Une composante de
V|S est appelépositiveresp.négativesi son bord est coorienté vers l'intérieur resp. vers
I'extérieur. Dans la suite on supposera toujours que laientation deSestcohérentedans
le sens que toute composanteM]& est soit positive soit négative. Comieest connexe
et chaque sphere &est séparante, il y a exactement deux coorientationgentes des.

DEFINITION 4.5. On noteV|S" et V|S la réunion des composantes positives et
négatives, respectivement, de la decomposli{f Ainsi on obtient une présentation de
V comme la somme connexe de deux variétés connexes feornéertees :

V= (VST 4(V|S).
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4.3. Couper les varétés en quatre.Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un
nceud non local ne peut pas traverser une 2-sphere. La geehemployée est assez
générale (et élegante) et semble d’intérét indépah

Etant donné un deuxiéme systéme de sph&gasansverse &, on souhaite couper
V le long deS etle long deS afin de définivV|S™|S;. La définition ci-dessus s’applique
immédiatement au cas disjoint, &N S = 0. Plus généralement, nous allons expliquer
comment remplace®, par un systeme de 2-sphef&gui est disjoint deS, d’'une maniere
suffisamment canonique, de sorte que le découpad |SH) soit bien défini.

Ceci se réalise par urghirurgie surS le long deS comme indiqué dans la figude
LintersectionCy := SN S est une collection finie de cercles. S@it= 1([—¢&,+€] x S)
un petit voisinage tubulaire d@de sorte qu& N Tz = T([—¢,+€] x Cp). On choisit un
cercleC C Cy qui borde un disqu® c Stel quedD = DNCy = C. On remplace alors le
cylindret([—5,+%] x C) par deux disques({—5,+5} x D). Le résultat est un systeme
de sphere§; dont l'intersectiorC; := S NSa une composante de moins. Par récurrence
on arrive a un systeme de sphe®s V disjoint deS.

FIG. 1. Chirurgie sus afin de rendré&, disjoint deS

Supposons de plus q&et S sont munies de coorientations cohérentes. La chirurgie
produit S, avec une coorientation cohérente induite §arOn définit alors la 3-variété
VISt = (V|ST) N (V|S]). Les choix dans la construction & ne changen¥|S*|S}
qu’en découpant ou recollant des 3-cellules. En parcidi cloture connexéV |SH|S;)
est bien définie. On obtient ainsi un découpage en quatre :

V= (VISTIS) (VISTIS) 1 (VISTIS) £ (VISTISp)-
Le théoreme suivant dit que ce découpage est invariantgsaisotopies d8et deS :

THEOREME 4.6 ([E7]). SoitV une vagte de dimensioB contenant trois spéres S,
S, S de dimensior, £parantes et coorieges, de sorte quey®t § soient transverses
S. Si get S sontisotopes, aloré/|S"|S)) = (V|SF|S]). O

Ce résultat est une version d’isotopie du theoreme Kaeler-Schonflies, qui dit que
le decoupage de la sphé&le long de n'importe quelle 2-sphére plongge S produit
deux boules, c’est-a-diré?|S" = S3|S~ = D3. (En effet ce dernier s’obtient comme cas
particulier, voir [E7].) Nous en déduisons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.7. Soit V une3-variéte et soit SC V une2-sptere €£parante co-
orientte. Si un nceudgdans St est isotopei K; dans S, alors il est local.

DEMONSTRATION. SoitS C V|S™ une copie parallele d8 située du coté positif et
munie de la méme coorientation. Ceci entraj8 " |S} = 0 alors queV|S"|§ = VIS
contientKy. Par hypothese il existe une difféeotoge [0,1] x V — V partant deby = idy
telle qued; Ky = K; soit contenu dang|S—. On peut supposer que la 2-sph&re= ®1S
est transverse & Grace au théoréme précédent ofvéS~|S/) = (V|S™|S;) = S8, donc
V|S™|S] est une collection de 3-spheres trouées. Comme le ricewst contenu dans
V|ST|S], il est local dan¥/|S™. Symétriquemeri, est local dan¥/ |S'. O
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5. Quelques perspectives

L'étude des nceuds et la théorie des 3-variétés ont tiosijeté étroitement liées. I
n'est donc pas surprenant que I'esquisse précédentgémd’une fructueuse interaction
dans le cas particulier de la question de Vassiliev : d'umelp&opologie algébrique et des
méthodes, souvent géométriques, propres aux 3-gariét d’autre part les nceuds dans des
3-variétés et leur théorie de Vassiliev, dont je n’ai t@meé que I'aspect homotopique.

Il'y a beaucoup plus a dire sur chacun de ces themes, esjeauscient du fait qu’en
présentant mes travaux je n'ai exposé qu’une fractionmenet peu représentative du
sujet. Néanmoins j'espere que ce survol illustre de mr@nconvaincante que I'etude des
noeuds mene souvent a des bonnes questions sur les esggtdournit méme parfois des
outils pour y répondre. Dans cet esprit j'ajoute quelquaspectives afin de compléter le
panorama autour de la question de Vassiliev.

5.1. Questions congetes. Tout au long du développement précédent j'ai évoqse de
guestions qui se posent naturellement dans le contexteoBerde synthése j'en souligne
ici quelques-unes qui me semblent tout & fait abordables :

— L'étude des nceuds locaux et des notions voisines, comrmectaiére étape de

I'eétude des nceuds dans des 3-variétés quelconquéd, tf.

— Laction du groupe modulaire des 3-variétés en sommeeamet la construction

d’un outillage adéquat pour les invariants de type fini @sion), cf.§3.4

— La question d’hérédité est plus ambitieuse : si lesriavas de type fini distinguent

tous les noeuds dai etVs, distinguent-ils tous les nceuds dang Vs, ?

Aprés avoir compris les sommes connexes on pourrait pasilsedécomposition en
variétés irréductibles, dont I'étude semble d'undiclifité plus élevée.

5.2. Questions ouvertesLes questions développées ci-dessus constituent let déb
d’'un programme qui vise a lier plus profondément la questie Vassiliev avec la théorie
des 3-variétés. L'idée est d’appliquer les résultateehniques de la derniere a la question
de Vassiliev, mais réciproquement I'etude des noeudérgém probablement de bonnes
questions sur les 3-variétés, comme nous I'avons déeaws les exemples précédents.

Le probléme central reste la question de Vassiliev {S8urles invariants de type fini
distinguent-ils tous les nceuds dans la spt$€re Evidemment, si la réponse esthon»
pourS?, alors la réponse estnon» pour toute 3-variété. Une réponse positive serait sans
doute plus satisfaisante, mais il n’existe pas encore déaghe prometteuse.

Entre-temps, on peut se poser la question réciproque : guéstion de Vassiliev
est vraie poufS®, est-elle vraie pour toute 3-variété fermée En supposant résolus les
problemes reliés aux sommes connexes des 3-varietedfifa d’analyser les 3-variétés
irréductibles. On pourrait ensuite s'intéresser adaaiposition canonique le long d’une
famille maximale de tores (la décomposition JSJ), cf. Bopd”ampug1l, 82].

Tout comme pour la décomposition le long des spherességpaire le travail en deux
parties : d’'une part les effets de la décomposition, dapirt I'analyse des 3-variétés
simples (non décomposable dans le sens JSJ).

Actuellement il n’est pas clair gu'il existe un rapport ptafile entre la géométrisation
des 3-variétés et la question de Vassiliev. Mais il estgimable que I'on puisse rame-
ner la question au cas central 8& Naivement parlant, étant donné un revétement de
3-variétesp: V — V, les questions de Vassiliev podretV sont-elles équivalentes ? ou
bien : sous quelles conditions supplémentaires ? Comnsfqoience de la géométrisation
des 3-variétés, les revétements universels qui peapparaitre sont homéomorphes$®
ouS? x R ouR3. Oubliant la géomeétrie, leur théorie des nceuds estleisient la méme.

Ces remarques indiquent comment la question générai/sdoppe en une hiérarchie
de questions d'une difficulté assez variée. Peut-éfpluadure est la question initiale pour
la sphereS®. Bien sir je regrette de ne pas avoir établi égeivalenceentre la question
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de Vassiliev pousS® et la conjecture de Poincaré. Limplication que j'ai m@etrreste
intéressante mais la situation n’est plus symeétriqueedse d’autant plus que la question
de Vassiliev mérite de I'attention dans tous ces aspeetrEttions : c'est une des facettes,
particuliére mais intéressante, de la topologie en dsioen3.



Es stand noch nicht bei Morgenstern / Noch war nicht seing Zei
Und Goethe lag es vallig fern / Es war noch nicht soweit.
Erst David Joyce hat es geschaffen / Nun kann es alle Welffeega
So fuhrt der Menschheit steter Wandel / von Goethe fort zuem@gel.
Egbert BrieskornGoethe und das Quandel

CHAPITRE I

Théorie des quandles

Si le premier chapitre était geométrique, le deuxiemesente quelques concepts
algébriques de la théorie des nceuds explorés daghs[Esl, [E1dl, [E12]. Je commence
par les notions de quandle puis d’ensemble automorphe.r@eas solutions ensemblistes
de I'equation de Yang-Baxter, dont j'étudie la théoresdiéformations. L'homologie des
guandles en est un cas particulier, qui a suscité beaucatiprition ces derniéres années.
J'y contribue par la théorie algébrique des revétemenpar leur correspondance de Ga-
lois, formellement analogue au traitement des groupesipadar Kervaire, et j'en déduis
les groupesz>(Qx ) etH?(Qx) du quandleQyx associé a un noeud C S°.

1. Définition et premiers exemples

Dans tout groupéG, -) la conjugaison a droitaxb:=b~1-a-b et son inverse, la
conjugaison a gauchex b :=b-a-b~1, jouissent des propriétés suivantes :

(Ql) axa=a (idempotence)
(Q2) (axb)*b=(a*b)xb=a (inversibilité a droite)
(Q3) (axb)xc= (axc)x(bxc) (auto-distributivité)

En prenant ces propriétés pour axiomesguandleest un ensembl® muni de deux
opérationst,%: Q x Q — Q verifiant (Q1-Q3).Evidemment il suffit d’exiger que soit
inversible & droite, puis I'opération inverges’en déduit. Ainsi les quandles modélisent la
conjugaison dans un groupe, et I'axiomatisation appaadilrelle dans toutes les situations
ou la multiplication est absente ou de nature secondairgofei quelques exemples :

EXeEMPLE 1.1. La motivation principale pour I'etude des quandlew@nt des nceuds.
Le théoreme de Wirtinge2fl] permet de lire une présentation par générateurs dtoeta
du groupek = 1 (S® ~ K) sur un diagramme planaire d’un nceud ou entrefacss®. Elle
utilise la conjugaison mais non la multiplication du gropgepeut donc étre vue comme
définissant un quandi®k. Dans ce cas les axiomes (Q1-Q3) correspondent préagéme
aux mouvements de Reidemeister, et ces observations oré doyce 49 a initier la
théorie des quandles. Comme application il a pu montref’mwariant K — Qg classifie
les nceuds darf$® & orientation prés. Beaucoup d’auteurs ont indépendamdecouvert
ou redécouvert des notions équivalen&s p8, 69, 12, 37, 29, 24, 53).

REMARQUE 1.2. Tout groupes définit un quandle Cof§s) avec la conjugaison
pour opération. Réciproquement, étant donné un qea@din définit songroupe adjoint
Adj(Q) = (Q | R) comme le quotient du groug&Q) librement engendré par 'ensemble
Q modulo les relations induites par la conjugaisBn= {axb=b"t-a-b|abc Q}.
La construction induit une application canonique a@js— F(Q) — Adj(Q), qui vérifie
adj(ax b) = adj(a) x adj(b). Ainsi le groupe Ad{Q) peut &tre vu comme le groupe en-
veloppant du quandleQ. Remarquons toutefois que adj n'est en général pas ihject
beaucoup de quandles ne sont pas plongeables dans desgyRapexemple, le quandle
Qk d’'un nceuK se plonge dans ARk ) = 7k si et seulement ¥ est premier6)], [Es).

13
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EXeEmMPLE 1.3. Unespace sy#@triqueest une variété riemannienne conndkéelle
gue tout pointx € V admette une isométrig.: V = V qui renverse toute géodésique
y: (]—¢€,+¢€[,0) — (V,x), c’est-a-diresc o y(t) = y(—t). Par conséquent, toute géodésique
peut &tre prolongée en une géodésique compieie — V, et par le théoréeme de Hopf-
Rinow V est une variété riemannienne compléte. Puisguest connexe, toute paire de
pointsx, X' € V peut &tre liee par une géodésique, ce qui implique geentiétries, est
unique. On en déduit qu&/, *) est un quandle pour I'opératiorxy := s(X).

Cette approche a été élaborée par L&, [qui I'a prise pour point de départ de son
étude des espaces symétriques vus commueandles involutifs lisses.

EXEMPLE 1.4. Tout groupe de Li& est étroitement lié avec son algebre de g ie
T1G par deux applications fondamentales : I'exponentielle gxp» G et I'action adjointe
ad: G — Aut(g), notée ici adg): x+— x9. Elles induisent une structure de quandle gur
parxxy:= XY, Le crochet de Lie est la dérivéle,y] = $ [xxty],_o.

Dans un certain sens le quandig =) est a mi-chemin entre l'algebre de Lig,[,])
et le groupe de Li¢G,-). Evidemment il est préférable de disposer de la structupsus
forte de ces trois, a savoir la structuregloupede Lie surG.

Contrairement au cas de la dimension finie, les algébreseldd dimension infinie
ne se réalisent pas toutes comme l'algebre associéegaouipe de Lie. Ce phénomene
se produit méme pour des algébres de Lie de Banach, voEEstaet Korthagend1] ou
Serre B7, partie I1,5V.8]. Il est donc intéressant a noter que la structure dndle peut
souvent étre sauvée : sous des conditions topologiquédsstes assurant la convergence
[73], on peut définix*y := z°k°:0k—1![. xy1,Yl- .., y]. Lantisymétrie[x,x] = 0 implique
(Q1), I'identité exg—y) exp(y) = 1 implique (Q2), et la relation de Jacobi implique (Q3).

2. Opérateurs de Yang-Baxter

2.1. Ensembles automorphesPour tout ensembl¥ avec produit: X x X — X on
peut définir les translations a droif@,: a— axb. Ce sont des automorphismes(de )
si et seulement si les axiomes (Q2) et (Q3) sont satisfaits: &ette raison Brieskorrip]
appelle une telle structufX, «) unensemble automorphe

DEFINITION 2.1. Unmorphismeentre deux ensembles automorplest Q' est une
applicationg: Q — Q' vérifiant p(axb) = ¢(a) * ¢(b). Les ensembles automorphes et
leurs morphismes forment une catégorie, dont les quasdlgsune sous-catégorie pleine.

Le groupe d’automorphismes A@) est formé des morphismes bijectiis Q — Q.
Par convention leur compositiany est définie paa?¥) = (a?)¥ pour touta € Q.

Le groupe InfiQ) desautomorphismes igtieursest le sous-groupe de A@) en-
gendré pap, aveca € Q. Nous définissons innQ — Inn(Q) para— pa.

Un ensemble automorpli@ esthomogenesi Aut(Q) agit transitivement su®. Plus
spécifiguement) est ditconnexesi le sous-groupe 1MW) agit transitivement.

2.2. Repiesentations des tresseBrieskorn [L2] a utilisé les ensembles automorphes
pour décrire et analyser les actions du groupe des treasssdn étude des singularités. Ce
groupe fut introduit en 1925 par Emil Artid][ 3], qui en donna la présentation suivante :

(1) Bn<0'1,...,0'n1

0i0j = 0j0; sili—j|>2
0,0j0; = 0j0i0j Si|i—j|=1/"

DEFINITION 2.2. SoitV un module sur un anneau commutatif Un opérateur de
Yang-Baxteest un automorphisme V@V — V @ V satisfaisant a laelation de tresse
aussi nommeéeéquation de Yang-Baxter

@) (c®idy)(idy ®c)(c®idy ) = (idy ®c)(c® idy)(idy @c).

Dans ce chapitre tous les produits tensoriels seromsur
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L'équation @) est d’abord apparue en physique théorique dans un adéc¥ang pg|
sur le probleme da corps en dimension 1, et dans des travaux de BaXte3][sur des
modeles de mécanique statistique exactement résslulés en théorie quantique des
champs 28]. Elle a une interprétation naturelle pour les représtons du groupe des
tresses : nous pouvons définir un automorphism¥® ©" — V" par

¢=idy" P eceids "
La présentation d’Artin 1) assure que pour tout il existe une unique représentation
pl: Bn— Auty (V®") telle quepl(oi) =ci.

Artin, aprés avoir introduit les groupes de tresses, apraécrire I'équationZ) pour
en déduire des représentations linéaires. Mais samsp@&e non triviaux la théorie serait
restée vide. En effet, il est remarquable que I'eéquat®admette des solutions. La plupart
ont été découvertes seulement a partir des années @9@&fudiant les déformations.

fori=1,...,n—1

2.3. Deformations. Pour tout modul&/ la transpositiorr: V@V — V ®V donnée
part(a®b) = b® aestun opérateur de Yang-Baxter. Bien que trivial, cetajg@ir admet
des déformations non triviales :

EXEMPLE 2.3 (Jones46]). Supposons qu¥ est libre de rang 2, ayaitt,w) pour
base. Alorgv® v,ve W,w® V,w® W) est une base du produit tensoh€l?. Considérons

qg 0 0 0 100
0 0 ¢ O 1 0 010
@=lo @ g 0] ——D={0 1 0 o
0 0 0 q 0 001

Pour toutg € A* la matricec(q) représente un opérateur de Yang-Baxteh&td, et pour
g =1 nous obtenons la solution initiab¢1) = 7. L'opérateurc(q) permet de construire le
célebre polyndme de Jonetf] 47, 48]. Plus généralement, les déformationsrdmenent
aux invariants ditgjuantiquesle noeuds et entrelacs.

Etant donné la matrice(q) de I'exemple, on peut directemevirifier qu’elle satis-
fait a I'equation de Yang-Baxte@). Par contre, la&onstructionde telles solutions est un
probléme profond qui a motivé la théorie dgeupes quantiquesf. [25, 51, 50]. Les
ensembles automorphes, quant a eux, fournissent demossluensemblistes [26] :

EXEMPLE 2.4 (Freyd-Yetter37]). Tout ensemble automorplaginduit un opérateur
de Yang-Baxtectg surA comme suit. SolV = AQ le A-module libre & bas®. On définit

Co: AQRAQ—AQ®AQ par Xx®Yy—Yy® (X*xy) pourtout x,ye Q.

l'axiome (Q2) assure queg est un automorphisme, et 'axiome (Q3) entraine gye
satisfait & I'équation de Yang-Baxter.

A linstar de I'exemple2.3il est naturel de se demander si I'opérateyradmet des
déformations. L'opérateur trivial en est un cas particulier : sk y = x pour toutx,y € Q,
alorsco = 7 et la théorie des groupes quantiques fournit des défaomsat

2.4. Classification des @formations formelles. L'ensemble des opérateurs de Yang-
Baxterc: V®V — V ®V est stable sous l'action par conjugaison de (%ut et des
opérateurs conjugués donnent des représentationsgu@gs des tresses. Un des objectifs
de la théorie est donc de classifier les solutions de I'éguae Yang-Baxterd) a conju-
gaison prés. Dans des cas favorables nous pouvons agi@eadut au moinkcalement
c’est-a-dire que nous savons classifier les déformatitus opérateur de Yang-Baxter
donné. DansHyg] j'établis la classification suivante :

THEOREME 2.5. Soit A un anneau complet par rappott I'idéal m, et soit Q un
ensemble automorphe tel qUi@n(Q)| est inversible dang. Alors toute @formation de
Yang-Baxter dee: AQ? — AQ? est conjug@ea une dformation entropique. O
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La définition des applications entropiques est un peu technique mais donne une
description parfaitement explicite :

DEFINITION 2.6. La base naturell@" de AQ" = (AQ)®" permet d’identifier une
applicationA-linéaire f : AQ" — AQ" et sa matrice : Q" x Q" — A, reliées par

fio(X® - ®@Xn) — Z f[;l"“’xn:| (Y1® - @Yn).
yiloyn Yoo ¥
L'application f est ditequasi-diagonalesi f[y}§"] = 0 lorsque iniix;) # inn(y;) pour
un indicei € {1,...,n}. Elle estfortementéquivariantesi elle est équivariante sous I'ac-
tion de Inr(Q)", c’est-a-dire qué 730 ] = [JLighivian | pour toutay, ..., an € INN(Q).
Finalementf estentropiquesi elle est quasi-diagonale et fortement équivariante.

Ce résultat rend précise l'intuition suivante : plus(kam) est grand, plus il y a de
déformations. Le cas extréme est un quandle trivialcgt= 7. Réciproquement, plus
Inn(Q) est grand, moins il y a de déformations. Le théoréme neumet par exemple
de déduire des résultats de rigidité comme le suivant :

COROLLAIRE 2.7. Soit G un groupe ayant un centre trivial et qui est engénular
une classe de conjugaison@G. Alors toute éformation de g sur Q[[h]] estéquivalente
as-cgouse 1+ (h). Autrement dit, g est rigide surQ[h. O

Le cas général est discuté dais][ Il existe notamment des exemples d’opérateurs
non rigides, qui sont a mi-chemin entre les deux extremes.

2.5. Cohomologie de Yang-BaxterPour établir cette classification des déformations,
jai procédé comme de coutume en théorie des déformg{B8] : on introduit une coho-
mologie convenable qui classifie les déformations irgsiitiales, puis on integre le résultat
infinitesimal en un résultat complet (lorsque c’est plsdi J'explicite ici les principaux
éléments, car cette cohomologie me semble d’un infustgénéral.

Le complexe des cochaines est construit sur les modifles Homy (V®", mV®").
Pourf € C" le cobord partietl” est donné, en notation matricielle, par :

) Xi+1“‘Xn

3 dnf |:X05"'7Xn:| :+f|:X07"'aXij_aX|+l7"'aXn:| |d |:X'i n:|

( ) ( ! ) yOa"'vyn y07"'7yi715yi+17"'7yn yéhrl Y
f|:xéi7...,)(;<.il,Xj+j_,...,Xn:| id [ﬂ

i Vi .
yol7' .. ’yiLlayl+l7' .. ayn

Puis le cobord totall": C" — C™1 est défini par la somme alternd® = y!=0(—1)id".
(Jexplicite ici seulement le cas d'un opérateus= cq provenant d'un ensemble auto-
morpheQ; le cadre général est développé dasg.) Ceci définit lecomplexe des cliaes
de Yang-Baxtedont la cohomologie est appelé ¢ahomologie de Yang-Baxtemotée
HJ%; (c), ou plus explicitemenitly (c; A, m) pour indiquer I'anneaw et I'idéal m. La co-
homologieHZ; (c) classifie les déformations infinitésimales :

PROPOSITION2.8. Soit c un ograteur de Yang-Baxter et supposons quekitdn C
A vérifiem? = 0. Alors& = c(id{‘fZJrf) est un orateur de Yang Baxter si et seulement si
d?f = 0. En plus, c e sont conjugés par(idy +g) si et seulement si £ d'g. O

Le theoreme.5de classification s’obtient ensuite par le calcul suivant :

THEOREME 2.9. Les cochines entropiques forment un sous-moduledE module
des cocycles'Z Si I'ordre du groupeinn(Q) est inversible dand, alors 22 = E? @ B2,
c’est-a-dire que touR-cocycle est cohomolog@eun unique cocycle entropique. O

Un ingrédient essentiel est la symétrisation par rapadfaction de InfQ). Sans
I'hypothese Inn(Q)| € A* la décompositioZ? = E? ¢ B? n’est plus valable.
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2.6. Cohomologie des quandlesDans le développement précédent nous avons re-
gardétoutesles déformations deg dans I'espace des opérateurs de Yang-Baxter. On
pourrait se concentrer sur les déformations de la focg{@® b) = A (a,b) - cg(a,b) ou
A Qx Q— A estune application dans un groupe abélieiDans ce cas nous travaillons
sur I'algébreA = KA du groupe) sur un annealk. L'avantage est que ces déformations
menent a des calculs plus maniables. Elles sont clessifiér la cohomologie suivante :

DEFINITION 2.10. SoitQ un ensemble automorphe et sfitun groupe abélien. Le
Z-moduleC" = C"(Q,\) desn-cochaines est formé par les applicatiangQ" — A. [Pour
la cohomologie des quandles nous exigeons en plud (ag. .., a,) = 0 siaj = g1 pour
un indicei.] Lapplication cobord" : C" — C"* est définie par

n

.;(*1)i [/\ (a0, ..,8-1,8+1,..-,8n)

_A(agi,...,a?';l,aul,...,an)},

(6"A)(ag; .- an)

Ceci définit un complexe de cochair(€s, ), dont la cohomologiel"(Q,A) est appelée
la cohomologie de I'ensemble automorgéou du quandl€, respectivement].

REMARQUE2.11. La spécialisation aux quandles estimportantersM&ut construire
des invariants d’entrelacs, en calculant la trace de leésgmtation linéaire associée du
groupe des tresses. Cette condition assure l'invariancgtghilisation (cf. Eyo]), c’est-a-
dire, le premier mouvement de Markov, respectivement dddreeister.

2.7. Le cas modulaire.Dans notre résultat de rigidité, nous avons vu que la cahom
logie de Yang-BaxteH;; (Q,Q[h]) est plus souvent triviale, ou au moins trés contrainte.
Ceci est di au choix de 'anne&l[h] sur lequel les quandles se déforment mal.

D’un autre coté, de nombreux calculs menés par Carter ehamontré que la coho-
mologie des quandlds*(Q,Z/n) est souvent non triviale pour des quandles finis. Dans le
cas relativement premier d@| est inversible dan/, nous obtenons la rigidité déja vue.

Il est donc naturel d’étudier le cas modulaire, c’esti@,des déformations de Yang-Baxter
decg sur 'annealZ/n[h]] ou pged|Q|,n) > 1.

REMARQUE 2.12. L'anneawd = Z/,[h]] est complet par rapporta = (h). Puisque
m/m? = Z/n, nous retrouvons la cohomologie des quandi€$Q,Z/,) comme sous-
module de la cohomologie de Yang-Baxk; (Q; A/m?), ol la premiére correspond aux
déformations diagonales. Autrement dit, la cohomologie guandles n’est que le niveau
infinitésimal de la théorie des déformations formellesydng-Baxter Suz /.

Dans cette optique les questions suivantes émergenttfiatuent :
(1) Comment déterminéd2, (co; A) dans le cas modulaire ?
(2) Quelle information déiZ; (cq; A) n'est pas encore incluse daAd(Q,Z/n) ?
(3) Quelles sont les obstructions supérieures dans le odsilaire ?
(4) Quels invariants d’entrelacs obtient-on ainsi ?

A ma connaissance personne n’'a étudié cette approchessyjd cheval entre les
théories des quandles et des groupes quantiques. Je rhailfee ici pour les quandles
et les ensembles automorphes, mais elle est déja intérespour les classes de conjugai-
sonQ C G. Le but immédiat est de fournir des exemples nouveaux ettmadaux, afin
d’explorer et d'illustrer I'étendue de cette approcheaHljectif général sera de classifier et
de comprendre les déformations &ih[[h]], au moins pour certaines familles importantes.
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3. Correspondance de Galois

Vu leur définition, les quandles sont treés proches despggeuEn général la structure
de quandle est moins forte, et elle mene & des théorematracture beaucoup moins
évolués. Du cot& homologiques, par contre, les quandles se sont émancipés de leurs
fréres ainés ces dernieres années, et ont donné liee théorie étonnamment riche.

Tout d’abord les travaux de Fenn, Rourke, et Sander2gr80] ont mis en évidence
des espaces classifiaB®®, qui conduisent naturellementa une théorie d’homolbgi®)
et de cohomologiél*(Q). C'est celle déja formulée ci-dessus, ce qui confirmdldias
gue le modele topologigu®Q est bien choisi. Ensuite I'école de Carter a élaboré ae-no
breuses applications aux entrelacs en dimension 3 et 4.

3.1. Compktement de I'outillage. Pour ’'homologie et 'homotopie des variétés on
a des outils trés performants, comme les théorémes dekipagkopoulos en dimension 3,
la dualité de Poincaré, le theoréme de Hurewicz, etcefample, pour un nceddc S® ils
permettent de déduire facilement ddg(S® \ K) = Z puis 1 (S® \ K) = Hq(S*\ K) =0
pour toutq > 2. Par conséquent seul le groupe fondamemtat 71 (S° . K) contient de
I'information sur le type d’isotopie du nceud, mais son homg@H.. (7 ) est trivial.

Les quandles sont faits sur mesure pour les nceuds, ou piésajeément des entre-
lacs en codimension 2. La définition du quan@e d’'un nceudK est combinatoire : elle
s’obtient a partir du diagramme planaire, comme la préegiem de Wirtinger du groupe
Tk, par générateurs et relations. Par contre, pour les desod ne dispose pas des outils
mentionnés pour les groupes. En développant la théedeel/étements et de leur corres-
pondance de Galoi€]>], jai pu fournir de tels outils (au moins en petit degréprime
application jai pu déterminef,(Qk) et H?(Qk), cf. [Eg]. Ces résultats temoignent que
les propriétés homologiques du quan@le sont sensiblement difféerentes du groupe

3.2. Remarques péalables. Pourg € Q on note[q] sa composante connexe, i.e. I'or-
bite deq sous I'action de InfQ). On noterp(Q) = {[g] | g € Q} 'ensemble des compo-
santes connexes. Tout morphisme de quanglte® — Q' induit une application d’en-
semblesp, : m(Q) — ™ (Q) par[X] — [p(x)]. Il est facile a vérifier que I'on a des isomor-
phismes naturels; (Q) = Z[m(Q)] etH(Q,A) = Hom(Z[mp(Q)],A).

A titre d’exemple, les composantes de J@)j sont les classes de conjugaison du
groupeG. Pour le quandl€) associé a un entrelats les composantes d@_ au sens
algébrique correspondent aux composantds e sens topologique.

Apres p(Q), I'objectif est de mettre en évidence le groupe fondamemtéQ, q),
disons pour les quandles connexes, puis d’établir laioglavecH,(Q) et H2(Q). En
analogie avec les espaces topologiques je procede sslbgries suivantes :

(1) Introduire la catégorie des revétements au dessusgliandlgQ, q).
(2) Identifier le revétement universel (unicité, existendescription explicite).
(3) Déduirer (Q,q) comme groupe d’automorphismes du revétement universel.
(4) Etablir la correspondance de Galois entre revétementsistgroupes.
Je ne résumerai ici que les grandes lignes et renvdighpour les détails et illustrations.
3.3. Reetements d’'un quandle.La notion de revétement d'un quandle est pure-
ment algébrique. Elle ressemble a la théorie de Kerfapdes revétements d’'un groupe

parfait, qu'il appliqua en K-théorie pour identifier le gige de MilnorKz(A) d’'un anneau
Aavec le multiplicateur de Schtit,(GL(A)').

DEFINITION 3.1. Un morphisme de quandigs Q — Q est unrevetement'il est
surjectif et sip(X) = p(¥) impliqued X = &x § pour touta} X, § € Q.

Autrement dit, un morphisme surjecpf O — Q est un revétement si et seulement si
la représentation intérieure inQ — Inn(Q) factorise pap.
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EXEMPLE 3.2. Un morphisme surjectif de groupps(; — G donne un revétement
de quandles Cof§5) — Conj(G) si et seulement si kép) C G est un sous-groupe central.

Au niveau des groupes on ne voit donc que des extensionsateEntta catégorie
des quandles étant beaucoup plus large, les revétemdritbept souvent un caractére non
abélien. En particulier le groupe fondamen@{Q,q) qui les gouverne n’est en général
pas abélien. VoirE,,] pour des exemples et I'explication des tournants dangeren y
trouve aussi la construction explicite du revétement ensigl.

3.4. Groupe fondamental d’'un quandle. Le groupe adjoint AdjQ) admet un unique
homomorphisme: Adj(Q) — Z vérifiant£(Q) = {1}. On note Ad{Q)° = ker(g) son
noyau. SiQ est connexe, alors est I'abélianisation et Adf))° est le sous-groupe des
commutateurs.

DEFINITION 3.3. Pour tout quandi® nous définissons saroupe fondamentdlasée
eng e Qparm(Q,q) :={g < Adj(Q)° | ¢ =q}.

Cette définition peut étre difficile a appliquer dans dakws concrets. Néanmoins
les calculs sont faisables dans de nombreux cas intétes&di; ).

On notera le choix judicieux du groupe AQ)° : I'approche ne marcherait pas avec
un autre groupe agissant Sy comme Ad{Q) ou Aut(Q) ou Inn(Q). Le bon choix n’est
pas évident, mais se déduit de la construction du rev@teémiversel.

3.5. Correspondance de GaloisLes revétement§Q,d) — (Q,q) au dessus d'un
quandle fix§Q, g) forment une catégorie, not&»v(Q,q). De méme, les sous-groupes de
m(Q,g) forment une catégorie, not&b(m (Q,q))

THEOREME 3.4 (correspondance de Galoidpour tout quandle connexg,q) il
existe uneéquivalence naturelle de dagoriesCov(Q,q) = Sub((Q,q)). Sous cette
équivalence tout sous-groupe distiggki C 3 (Q,q) corresponda un reetement galoi-
sien p (Q,d) — (Q,q) ayant pour groupe d’automorphismast(p) = m(Q,q)/K. [

Ce résultat correspond parfaitement a la théorie dest@avents connue des espaces
topologiques. Les détails sont pourtant plus subtils :

(1) Pour un revétement de quandbs(@, 4) — (Q,q) 'homomorphisme induit
p.: m(Q,q§) — m(Q,q) nest pas forcément injectif.

(2) SiQ est simplement connexe, algpest le revétement universel @®,q). Par
contre, il se peut qup soit universel sans qu@ soit simplement connexe.

Il est amusant de noter que ces deux défauts s’annulenefferhent, ce qui permet
de sauver la correspondance de Galois.

THEOREME 3.5 (isomorphisme de Hurewicz)Pour tout quandle connexe Q nous
avons un isomorphisme naturebt®) = m(Q,q)ap. Pour tout groupe ablien A nous
avons H(Q,A) = Hom(ma(Q,q),A\). O

Ainsi la connaissance explicite du revétement univers€lQ@lg) ou bien du groupe
fondamentair (Q,q) permet de calculer aisemeti(Q) etH?(Q). Ces résultats s’étendent
aux quandles non connexds p]. Remarquons que les composantes connexes agissent les
unes sur les autres : contrairement aux espaces topolagiguguandle n'est en général
pas une simple réunion de ses composantes connexes.

3.6. Application aux nceuds.J'ai montré dansHg] que le quandleé), d'un nceud
longL n’est pas isomorphe au quan@e du nceud ferm& associé. Le quotief@_ — Qk
est plutdt le revétement universel @g . Ceci permet de calculer (Qk, k) et implique
une série de conséquences auparavant inaccessibles.
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THEOREME 3.6. Soit K un nceud et Qle quandle assoéi Alors on a

0 siKesttrivial, et
Z si K estnon trivial.

H2(Qk) = H?(Qk) %{

C’est ainsi dire une caractérisation homologique du noeuilt On peut encore
préciser ce résultat : pour tout noekid’orientation permet de définir de maniére cano-
nique une classe caractéristiqg € Hz(Qk ), qui ressemble a la classe fondamentale
V] € Hn(V) d’'une variété connexe fermée orientéede dimensiom. Le revétement
QL — Qx mentionné ci-dessus définit une clafisg] € H2(Qk).

THEOREME 3.7. On a H(Qk) = ([K]) et H3(Qk) = ([K*]). L’évaluation donne

(K, [K]) =

0 siK esttrivial, et
1 siK estnon trivial.

Ce résultat repond a une question fondamentale sur khagie des quandles soulevée
par Carter, Kamada, et Saitbg, Question 7.3] : la classe d’orientati@{] s’annule si et
seulement K est trivial. Le résultat se généralise aux entrelacs :

THEOREME 3.8. Soit K= Ky U--- UK un entrelacs. Alors 'homologie HiQx ) est
engendee par[Ky],...,[Kq] et la cohomologie A(Qk) est engendre par[K'],... [K™].
L’ évaluation donn¢[K'], [Kj]) = 0 sii # j, puis

0 siK est une composante triviale, et
1 siK; est une composante non triviale.

(K], [Ki]) = {

REMARQUE 3.9. Ce théoreme caractérise homologiquementles ceampes triviales
d’un entrelacK. Malheureusement, on ne sait pas calculer algorithmiquér€Q) d'un
guandleQ donné par générateurs et relations. Ce probleme ektcareau calcul de I'ho-
mologieH»(G) d’'un groupeG donné par générateurs et relations, Ef][ §10.

D’apres le theoreme il suffirait de savoir évalggt'], [Ki]), mais méme cette question
plus restreinte reste algorithmiquement non résolue.ituatioon n'est pourtant pas sans
espoir : la question analogue pour les groupes est le prabtki mot, qui dans le cas du
grouperk admet une solution algorithmique, ckd], §10.

Il serait extremement intéressant d’en trouver une Bmiudlgorithmiqueefficace
c’est-a-dire polynomiale dans la longueur de la prégemtaqui correspond ici au nombre
de croisements du diagramme de I'entrelacs en questionioAi phomologie s'y préte,
mais les questions algorithmiques sont difficiles et restarsuspense.

Joyce B9 a pu montrer qu& — Q classifie les noeuds daB$ a orientation pres.
L'ambiguité restante peut &tre enlevée par la classgatitation Es]. Nous donnons ici
tout de suite sa généralisation aux entrel&gg][:

THEOREME 3.10. L'invariantK — (Qg; [K1], ..., [Kn]) classifie les entrelacs oriees.

Finalement, on peut utiliser ces techniques pour analgsguandleQ C 7k donné
par la classe de conjugaison d’'un méridierkde

THEOREME 3.11. Si K est la somme connexe de noeuds premigrs KKp, alors
H2(QR) = H?(Q) = ZP. Plus pieciment, H(QR) est librement engendipar les classes
[Kil,...,[Kp], et H*(QF) est librement engendipar les classes dualésy],...,[KP. O

Ces résultats montrent que contrairement a I’'homologigrduperi, ’'homologie du
guandleQy capte bien des informations non triviales sur I'entreldcs
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3.7. Polyrbmes de coloriage Puisque les quandlgd« sont difficiles & manipuler,
Carter et al. 14, 15, 13] ont proposé des invariants combinatoires calculable'#iscap-
pellentquandle2-cocycle state-sum invariantkeur construction revient a la définition
suivante : on fixe un quandle fid et une classp\] € H?(Q,A), puis on définit

:K—ZN  par  SHK) =3¢ (AL f[K])
ou f parcourt tous les morphismés Qx — Q. En explicitant I'observation d§2.6 pour
cet exemplesg peut étre réalisé comme un invariant de Yang-Baxes)[

Dans Ej] j'explique comment on peut ramener cet invariant & des@es beaucoup
plus classiques et familieres, a savoir le groupe fonadaher muni de méridienmk
et longitudelk. Linvariant K — (7, mk, ¢k ) fut déja utilisé en 1914 par Deh27). En
1957, Papakyriakopoulo8(] prouva qu'un nceudk est trivial si et seulement gk = 1.
Les travaux de WaldhauseB4] entrainent que deux nceuliset K’ sont isotopes si et
seulement s'il existe un isomorphisrw , Mg, ¢k ) = (T, Mg/, k).

Il'y a plusieurs méthodes d’extraire de I'information cdéble de( i, Mk, ¢k ). Dans
notre cas on fixe un groupe fi@i et un éléement € G, puis on définit

PE: XK—2G  par PRE(K):=3, p(k)

ou p parcourt les homomorphismes de groupesik — G vérifiantp(mk ) = x. C'est une
extension naturelle du nombre de coloriage, étudié par[Bh 33, et je I'appelle donc

le polyndme de coloriageCet invariant se comporte comme les invariants polynomiau
connus, sauf qUBG n’est pas un anneau de polyndmes. L'arti&igg] donne de nombreux
exemples et applications. En voici un des résultats igéné

THEOREME 3.12. Tout invariant § est la sgecialisation d’'un polydme de coloriage :
il existe un group€G,x) et une applicatiorZ-linéaire ¢ : ZG — ZA tels que %(K) =
¢P3(K) - Q| pour tout nceud K. O

Ce résultat donne une interprétation topologique tegisfaisante des invarian%,
en termes classiques du groupe fondamental et de son syp@tiphérique. La corres-
pondance entréQ,A) et (G,x) n’est pourtant pas immédiate, et nécessite la théose de
revétements des quandles, esquissée ci-dessus.

4. Quelques perspectives

4.1. Invariants semi-quantiques.Les invariants des nceuds construits a l'aide de
I’'homologie des quandles sont essentiellement des polgsdale coloriage€]g]. Ce sont
des invariants assez fins, extraits du groupe fondamendi® sbn systeme périphérique,
qui distinguent beaucoup de nceuds ou d’autres invariectieuent. En particulier ils
détectent des nceuds non inversiblEg] ce qui est toujours une question ouverte pour
les invariants quantiques, et plus généralement poumnasiants de type fini.

La cohomologie de Yang-Baxter contient et généraliselzomologie des quandles,
ce quilaisse espérer qu’une analyse plus compléte m@rd® nouveaux invariantsemi-
quantiques et a une compréhension approfondie de ceux-ci. Je ledlagpei-quantiques
parce qu'ils marient des aspects classiques (ici groupafmental et quandles) avec I'ap-
proche quantique (déformations des opérateurs de YamxgeB icicg). Dans quels cas
peut-on a nouveau ramener explicitement ces invarianisgeantiques au groupe fonda-
mental ? Qu’obtient-on comme information nouvelle ?

4.2. Rewetements al@briques. La théorie des revétements des quandles marque un
nouveau point de vue et fournit des outils qui ont déja péoleur efficacité pour les
guandlexQk associés aux nceuds et entrelgcd_es techniques s’appliquent tout parti-
culierement aux classes de conjugaison dans un groupgjicgé&p une riche interac-
tion entre la théorie des quandles et la théorie combirgattes groupes. Cette approche
est également intéressante pour étudier le groupe é&me) pourvu que sa structure soit
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gouvernée par la conjugaison. Les exemples donnés &agjsvpnt dans ce sens; ils se-
ront complétés par une étude des groupes de Coxeter gtrg’ét plus généralement des
groupes présentés principalement par des relationsrgegaison. Dans des cas favorables
on arrive, par exemple, a en dédulig(G). L'analogie avec I'approche de Kervaire aux
groupes parfaits mérite également d’étre précisex@bitée.

4.3. Quandles topologiquesLa théorie des quandles développée jusqu’ici est pure-
ment algébrique et ses objets sont discrets. Les exerhf#ésspaces symétriques) ket
(algebres de Lie) introduisent une forte motivation petudier lesjuandles topologiques
en analogie avec les groupes topologiques. Il est clair gagdchniques algébriques
s’adaptent a ce cadre plus général. Il reste a déplby®rpplications profitables.



Symmetric means something like well-proportioned, waliktced, and
symmetry denotes that sort of concordance of several pgnghich

they integrate into a whole. Beauty is bound up with symmetry
Hermann Weyl (1885-19555ymmetry

CHAPITRE I

Entrelacs rubans et unions syngtriques

Ce dernier chapitre présente mes résultats réecente palyndme de Jones des en-
trelacs rubansH;g). lIs sont ensuite appliqués aux unions symétriquess dias travaux
en collaboration avec Christoph Lamiif], [E1s]. Puisque le sujet est encore a un stade
initial, ce chapitre est le plus bref et la liste des questiounvertes est la plus longue.

1. Le polyndme de Jones des entrelacs rubans

1.1. Noeuds bordants vs nceuds ruband.es nceuds bordantslice knoten anglais]
apparaissent naturellement dans I'étude des surface$* ayant des singulariteé85, 67],
c’est-a-dire, des points isolés ou la surface n’est pealément plate.

En intersectank avec une petite 3-sphef& de rayone > 0 centrée dans une sin-
gularitex € , on obtient un nceudl ¢ S = S, dont le type d’isotopiy = [Kf] est
indépendant de poure — 0. Ainsi Ky est un invariant de la singularit€ La singularitéx
peut étre effacée &l est bordant dans le sens suivant :

DEFINITION 1.1. On consider&?® c R* via 'inclusion (X, %2, X3) — (X1,X2,X3,0).
Un nceudK C R® estbordant[ou slice en anglais] s'il borde un disque lisd C R
proprement plongé darg? = {x € R* | x, > 0} de sorte qu&’D = DNR3 = K. Plus
restrictivementD C R% est undisque rubars’il n'a pas de minima locaux par rapport &
la fonction hauteuh: Rf‘; — Ry, X+— X4. Un nceuk  R3 est unnceud rubarfiou ribbon
knoten anglais] s'il borde un disque ruban da&fs. (Voir la figure2.)

REMARQUE 1.2. Tout nceud ruban borde un disque immefg@? ¢ R3 tel que
toute singularité soit de type ruban comme indiqué dafigume 1a. Pour la preuve on met
le disque ruban daﬂ%i en position de Morse par rapporhapuis on procede du haut vers
le bas par récurrence sur les points critiques.

Réciproquement, il est facile de voir comment un tel disguergé dan®? donne
un disque ruban plongé daﬂﬁr : on peut éliminer chaque singularité ruban en poussant
la partie percée dari@f‘;. Les disques immergés donnent souvent une représenfitis
maniable qui permet de travailler daR$ au lieu deR? , comme illustré dans la figutkb.

D

QU=

(a) une singularité ruban (b) le nceud & avec ruban (c) I'entrelacs 1636 avec rubans

Fic. 1. Noceuds et entrelacs rubans
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Par définition tout nceud ruban est bordant. F8% [Problem 25] posa la question
réciproque : est-ce que tout nceud qui borde un di@u@Rf‘; borde aussi un disque
ruban, c’est-a-dire sans minima locaux ? Cette questibdex&nue célebre, mais méme
apres 50 ans et d’énormes progres, elle résiste tasjjofifs58, Problem 1.33].

ExempPLE 1.3. Pourtout nceuid on note paK* le nceud inverse : c’est I'image miroir
deK avec l'orientation du cercle inversée. La somme conrek&* est un nceud ruban,
donc bordant. (Voir la figur8a plus bas.)

REMARQUE 1.4. Les nceuds ne sont pas tous bordants : Fox et Miopt montré
que le polyndme d’Alexander de chaque nceud bordant estfdemi@A(K) = f(t) f(t~2)
pour unf € Z[t*]. Ceci impose une sévere restriction et exclut, par exepiplnceud
de tréfle et le nceud de huit. On connait d’autres obstmstipar exemple la signature
(Murasugi [77], Tristram [Q]). Le « plus petit» noeud ruban premier est @igure?).

REMARQUE 1.5. Les définitions se généralisent aux entrelaén composantes :
au lieu d'un seul disqu® C Ri on demande quk borde une collection da disques
disjoints plongés dari@i. Plus restrictivement, un entrelacs rubam@mposantes borde
n disques rubans disjoints daﬁé ; de maniere équivalente il boradedisques immergés
dansR3 tels que toute singularité soit de type ruban. Remarqumtsfois qu’en général
ces disques dai®® s’intersectent mutuellement (dans des singularitessiba

DEFINITION 1.6. Uneconcordancentre deux nceud§, Ky C R3 est un plongement
lisse proprec: St x [0,1] — R3 x [0,1] de sorte queg paramétrisé{o x {0} alors que
c1 paramétriséy x {1}. C’est une relation d’équivalence sur I'ensemble des redads
RR3, strictement plus faible que I'isotopie. Un nceud est bordamt seulement s'il est
concordant au nceud trivial. La définition pour les entrekest analogue.

surface abstraite surface plongé

h=1 R3x1 O

passage d'un
maximum

0

S
OO\ O

T T
isotopie

(N
T ey (2D
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~ARXON

3 (<~
0 R3x 0 C\ys

FIG. 2. Une concordance allant #g = 61 versK; = O

REMARQUE 1.7. Les nceuds modulo concordance forment un groupe corimuta
pour la multiplication induite par la somme connef€} - [L] = [K#L]. Linverse de la
class€K] est la class¢K*] ouK* est le naeud inverse de

REMARQUE 1.8. Motivé par les nceuds rubans, Gordd€ [a introduit la notion de
concordance rubacomme concordance sans minima locaux. Mise en position deévio
la surface n'a que des points selles et des maxima locauxneodans la figur@. Un
noeud est ruban si et seulement s'il est concordant-rubaeaud ririvial. La relation de
concordance ruban, notég = K1, est réflexive et transitive mais non symétrique. Gordon
conjecture qu’elle est anti-symétrique 15 = K; etK; = Kg alorsKg etK; sont isotopes.
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1.2. Rappels sur le polydme de Jones.On noteZ[q*] 'anneau des polyndmes
de Laurent dans la variablg= g*, ayant pour inversg—! = q~. Soit . I'ensemble
des classes d'isotopie des entrelacs d&hd_e théoréme suivant a été découvert en trois
étapes : par Alexande®] puis Conway 9] pour N = 0, par Jones4g6] pour N = 2, et
finalement par HOMFLY-PT36, 83] dans le cas générbl € N :

THEOREME 1.9. Pour tout Ne N il existe un unique invarianty: . — Z[q*] en-
voyant le nceud trivial sur\() = 1 et satisfaisan& la relation locale suivante :

(4) a MW () —a™M W (X)) = @ —a (D ().
Le casN = 0 donne le polyndme d’Alexander-Conwafy(L) = +A(L). LecasN =1
donne un invariant trivialVi (L) = 1 pour toutL € .#. Le casN = 2 donne le polyndme

de Jones. Les polyndmes d’Alexander et de Jones sontidratkilement paramétrés par
t = g2, je préfére ici la variableg = —t*2 afin d’éviter des racines.

1.3. Résultats principaux. Trés peu de valeurs du polyndme de JOvifls) = V(L)
admettent une interprétation en fonction des donnéestdpblogie algébrique. Nous nous
intéressons dans la suite au déterminantidet V(L) q—i)-

On définit lanullité de JonesullV (L) comme I'ordre du zéro eq = i. Par exemple,
I'entrelacs trivial vérifiev (O") = (q* 4+ g~ )" et donc nulV(O") = n— 1. Largument
algébrique suivant majore la nullité ¥éL) ; pourVy avecN premier voir Es).

PROPOSITION1.10. La nullité de JonesullV (L) estégalea la multiplicité du facteur
de(q* 4+ ) dansML). Sil'entrelacs L a n composantes alorglVf|q.1) = 21 et par
congquen0 < nullV(L) <n-—1. O

Cette borne nous fournit un premier indice : l'inégalitabbgue 0< null(L) <n—1
est bien connue de la nullité de Seifert, mise en évideaos des travaux de Murasugi
[77] sur la signature et la concordance des entrelacs $arRour les entrelacs rubans je
montre que la nullité de Jones est en fait maximale :

THEOREME 1.11. Pour tout entrelacs rubaa n composantes le polgme de Jones
V(L) est divisible par le polypme MO") = (g* +q~)"! de I'entrelacs trivial, et par
congquennullV(L) =n—1. O

A nouveau cette propriété correspond a la nullite déeBeipour tout entrelacs ruban
L nous constatons donc I'égalité nll) = nullV(L). Je ne sais pas si cette égalité s'étend
atous les entrelacs.

PROPOSITION1.12. Le determinant de JonedetV (L) := [V(L)/V(QO")]q-i) d'un
entrelacs rubard n composantes est invariant par changement de croisereatrss ru-
bans. Par consquent, si l= K; U- - - UKy, borde une surface ruban immeng dan&R3 dont
les n composantes ne s’intersectent pas mutuellemens,dgt/ (L) = det Ky ) - - - detKp),
et en particulierdetV (L) est un caré dansZ. O

Dans le cas général d'un entrelacs ruban ou les differ@isques immergés peuvent
s'intersecter mutuellement, la multiplicativité n’estiable que modulo 32 :

THEOREME 1.13. Tout entrelacs ruban k& Ky U- - - UK, satisfaita la multiplicativite
detV(L) = detKj)---detK,) modulo32, et en particuliedetV (L) = 1 modulo8. O

Ces énoncés sont élégants mais leurs preuves sontdaekrE;s) : elles requiérent
une récurrence sur les diagrammes planaires des surfanergées c R3. Cette com-
plexité est due a la définition combinatoire et non togajoe du polyndéme de Jones, et
illustre bien le conflit entre topologie quantique et clgasi évoqué dans l'introduction.

Les résultats ci-dessus sont les premiéres propietasues, semble-t-il, du polyndéme
de Jones concernant les entrelacs rubAfimstar des invariants de type fini des entrelacs,
ils laissent entrevoir une théorie des invariants de typeal@s surfaces a boré&{s).
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1.4. Vers les entrelacs bordantsPour des raisons techniques j'établis mes résultats
pour les entrelacs rubans, ce qui nous méne a la quesiiansa:

QUESTION1.14. Lesthéoremeklletl.13s'étendent-ils aux entrelacs bordants ?

Je soupcgonne que ces résultats s'étendent a ce caugeaéet que les adaptations
nécessaires dans les preuves ne seraient que d’'une restiungjue. Une réponse négative
serait spectaculaire mais semble peu probable : existeghtrelacs bordant qui ne satis-
fasse pas aux criteres rubans ci-dessus ? Il est plus pleugsie le polyndme de Jones sera
trop faible pour détecter des differences aussi subsigamais elles existent.

REMARQUE 1.15. Dans ce contexte on pourrait penser a une astuce tBArciasson
gue j'ai apprise de Charles Livingsto@7] : pour toutnoeudbordantK il existe un nceud
rubanL tel queK 4L soit ruban. Sil'on disposait d’'une astuce similaire pogteetrelacs
alors les théoremes précédents se généralisemaiprédiatement.

1.5. Vers le polyrome HOMFLYPT . Partant du polyndme de Jones, il semble naturel
de tenter de généraliser le théorén&la d’autres invariants polynomiaux d’entrelacs,
notamment le polyndme ded#FLYPT dans sa versiovy :

QUESTION1.16. Le théoremé.11s'étend-il aux polyndmegy pourN > 37?

PourN = 0 nous avons le polyndme d’Alexander-Conway : tout entelaiban a
n composantes veérifigy(L) = Vo(O") - Vo(L) parce quévy(L) etVo(O") sont nuls pour
n> 2. Le casN = 1 est trivial. Le théoremé.11assure le cabl = 2. La question pour
N > 3 est ouverte, mais quelques exemples suggéerent unes&ptfitmative.

REMARQUE 1.17. Le crochet de Kauffman qui modélise le das- 2 a été étendu a
tout N > 2 par Murakami-Ohtsuki-Yamad&§]. Bien que I'approche soit similaire, leur
modele est orienté et nécessairement plus raffiné.fa@iéque dans la preuve du théoréme
1.11certains termes ne s’annulent plus comme souhaité etmebaigument plus difficile.
Bien que plausible, cette généralisation nécessitererde nouvelles idées.

QUESTION1.18. Le théoremeg.11se généralise-t-il au polyndme de Kauffm&g][?
La généralisation naive est fausse : le polyndme defitarfF (L) € Z[a*,z*] de I'entre-
lacs rubark. = 10n36 n’est pas divisible pad# (()?). Quelle serait la formulation correcte ?

1.6. Vers I'hnomologie de Khovanov.Actuellement le développement le plus fécond
pour la compréhension topologique du polyndéme de Jortdhemologie de Khovanov
[55, 6]. En suivant la philosophie decatégorification cette théorie associe a tout entre-
lacsL comme invariant une homologie bigradude(L) = @ ;< Khi j(L). Le polyndme
P(t,q) = Yi jez t'q’ dimg(Kh; j(L) ® Q) est un invariant de I'entrela¢squi se spécialise
pourt = —1 au polyndme de Jone®(—1,q) =V (L) (q" +q7).

QUESTION1.19. Le théoremé.11se généralise-t-il & 'homologie de Khovanov?

La généralisation naive de I'equatidtiL) = V(QO") - V(L) serait un isomorphisme
Kh(L) = Kh(O™) ® Kh(L), dont la factorisatiofP(L) = (q" +q~)"- P(L) est une version
affaiblie. Or, des exemples comnhe= 10n36 réfutent cette factorisation. Quelle est la
formulation homologique du théoremel1?

REMARQUE 1.20. Au dela du comptage sommaire des dimensions, I'hogmide
Khovanov contient des informations beaucoup plus subtileamment elle est foncto-
rielle par rapport aux cobordismet 56]. Ainsi Rasmusserf{4] a pu établir une minora-
tion du genre lisse et a donné une nouvelle preuve de lactongede Milnor sur le nombre
de dénouement des noeuds toriques. En vue de ces prejirsaiible plausible queh(L)
reflete plus particulierement les propriétés des éamtssbordants ou rubans, cEjf.
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1.7. Vers d’autres entrelacs.Je me suis concentré ici sur les entrelacs rubans. Il se
peut toutefois que d’autres conditions géométriqueaémgnt les mémes conséquences :

QuEsTION1.21. Quelles conditions géométriques assurenufae") diviseV (L) ?
Impliquent-elles qué = Ky U- - - UK, vérifie det (L) = detKy) - - - detK,) mod 32?

Il se peut, par exemple, que ces critéres soient égalesaginfaits par tout entrelacs
L =L;U---ULy, qui borde une surface compacte orientee S U --- U S, plongée dans
RR3 telle quedS = L; pour touti. Un tel entrelact est appel@ntrelacs borgdouboundary
link en anglais. Rappelons que tout entrelacs R® borde une surface compacte orientée
Sc R3 telle quedS= L : on peut toujours s’arranger pour g8eoit connexe, dans quel
cas on I'appelle unsurface de Seiferel ; en général, par contre, on ne peut pas réaBser
parn composantes disjoint&, . .., S,. Cette condition entraine, entre outre, que la nullité
de Seifert est maximale, c’est-a-dire que (lll=n—1.

QUESTION1.22. Quels entrelacs vérifient nil) = nullV (L) ?

C’est trivialement vrai pour les nceuds et les entrelacsi® demposantes. Le theoreme
1.11I'assure pour les entrelacs rubans. L'égalité est pvé&separ les opérations usuelles :
la somme connexe, la réunion disjointe, 'image miroiveirsion d’orientation, etc.

QUESTION1.23. SiL etL’ sont concordants, a-t-on nMl{L) = nullV(L’) ?
Si oui, quelle est la relation entre d&tL) et det/ (L) ?

L'égalité de la questioth.22entraine I'invariance par concordance de la questias
parce que la nullité de Seifert est invariante par conaueda

QUESTION 1.24. Quelles conséquences peut-on en déduire ponodesisubans ?
Peut-on ainsi dégager de nouvelles obstructions pour wdmtre ruban ?

Les théorémes ci-dessus portent sur les entrelacs etmeedbpas directement des
renseignements sur les nceuds. L'idée de cablage estsgqulanst;s] mais ne semble
pas encore suffisante. Elle tisse, par contre, des liendapetyndme de Jones colorié qui
code les polyndmes de Jones des cablages d’un nceud, evgraiprefléter les conditions
géométriques d’'une maniére analogue.

2. Unions synétriques

2.1. Unions synétriques. Les unions symétriques sont une belle construction
introduite par Kinoshita et Terasak&7] en 1957, simultanément au début des travaux
indépendants de Fox et Milnor sur les singularités defases B4].

\m/ r\m/\

(a) élﬁ3§
o C/\
\ 9 >

(c) 11n42, le fameux nceud de (d) 11n34, le nceud de Conway
Kinoshita-Terasaka VU comme union non symeétrique

~Y
\%

K

&

FiG. 3. Unions symétriques
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Uneunion synétrique (a une composante) est un diagramme symétrique de la forme
D #D* (figure3a) ou I'on autorise des croisements supplémentairesastg e symétrie
(figure 3b). Ainsi le diagramme reste symétrique, seuls les croisgmsur I'axe brisent
legérement la symétrie. Dans le cas de plusieurs compesan exige que chacune soit
une union symétrique et on autorise qu’elles s’entrelaceriuellementf;g).

Non seulement les unions symeétriques produisent de bdagradnmes, elles four-
nissent aussi une construction élégante de nceuds elaestrabans : d’apres la figulie
toute union symétrique donne lieu & une surface rubaresyeuoie. En particulier les unions
symétriques généralisent la construction (trop retg) des sommes connexe€g K*.

Réciproquement, on peut se demander si tout nceud ruba@sengg comme union
symétrique. C’est une question ouverte, mais les quelduEsises connues suggerent que
les unions symétriques sont suffisamment généralesgimintéressante&{q] :

(1) Il existe 21 noeuds rubans premiers non triviaux avec as p0 croisements.
Christoph Lamm 60, 61] a patiemment compilé une liste d'unions symétriques
qui couvre tous ces exemples. (La collection continue adjrat contient aussi
presque tous les nceuds rubans avec 11 croisements.)

(2) En 1975 Casson et Gordohd] ont exhibé trois familles infinies de nceuds bor-
dants a deux ponts. REcemment LisB6] a prouvé que ces familles exhaustent
effectivement tous les nceuds bordants a deux ponts. Lafiha[montré que
chacune se présente comme union symétrique, ce qui doreneé&monstration
élégante que les nceuds de ces trois familles sont toussuba

2.2. Un raffinement du polyrdme de Jones.Au dela du probleme de l'existence,
il est intéressant de considérer la question de 'umiditine union symétrique. Il existe
une notion assez naturelle d'équivalence symétriqueeafgux unions symétriques : on
autorise les mouvements de Reidemeister respectant ktsgnvoir [E11] pour les détails.

Comme outil principal pour étudier I'(in)équivalencesdenions symétriques, jai
construit un raffinement du polyndme de Jones. Le dévelogmt complet pour les dia-
grammes quelconques est détaillé dabg][; je I'abrege ici en spécialisant directement
aux unions symétriques :

THEOREME 2.1. A toute union sygtrique D on peut associer un unique pdiyne
Wb(st) € Z[s""2,t*1] comme suit. Si D n’a pas de croisements sur I'axe on pose

51/2 + 5*1/2 n-1
) VL(t)

® Wolst) = (W

ou \f (1) estle polydme de Jones de I'entrelacsln composantes repseng par D. Sinon
onélimine les croisements sur I'axe en utilisant les relasitorales suivantes :

. () =+ () s w(30),
v W(X) = —s“/zw(X) —s“w()()_

Cette récurrence fait naturellement intervenir les usigymeétriques a plusieurs com-
posantes. La construction de I'invariant est laborieusis mssez directeHg]. La seule
partie difficile est de montrer qu&b(s,t) n'a pas de dénominateur, et que c’est donc un
honnéte polyndme dar&{s™/2,t+1]. Ceci est assuré par le théoréing1

THEOREME 2.2. L'application D— W (s,t) a les proprétés suivantes :
(1) Wp est invariant par les mouvements de Reidemeisteésiques.
(2) Wp est invariant par mutations, flypes, et rotation autour cexé.
(3) SiDfD’ est une somme connexe §rigue, alors W, =W -Woy.
(4) Le polyrome W est syratrique ent, c’est-dire Wy (s,t 1) = Wh(s;t),
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(5) SiD* estI'image miroir de D, alors W (s,t) = Wb (s 4,t).
(6) Wb ne change pas quand on inverse I'orientation d’'une comptesan
Les évaluations suivantes eoorrespondent aux évaluations connues du polyndome de
Jones :
THEOREME 2.3. Soit D une union syétriqguea n composantes. Alorson a:
(1) Wo(s,&) = (—s"2 —s¥2)"1 pour touté € {1, +i, e+27/3},
() Ge(s1=0.
Autrement dit, W— (—sY2 —s~¥2)"1 est divisible parft — 1)2(t?+ 1) (t?+t+1). O
Toute union symétriqu® a une composante définit non seulement un nceud ruban
K mais aussi deux nceuds parti&ls a gauche et a droite de I'axe, cEjfj], [E1¢]. LeS
spécialisations suivantes snefletent harmonieusement cette symétrie :
THEOREME 2.4. Soit D une union syétriqguea une composante.
(1) Pour s—t on obtient W(t,t) = Vk(t), le polyrbme de Jones de K.
(2) Pour s— —1on obtient W(—1,t) =Vk_(t) - Vi (t).
Ainsi, Wh(—1,—1) = detK) = detK_) - det K..). O
REMARQUE 2.5. La présentation d’'un nceud rubdncomme union symeétriqub
introduit une structure supplémentaire précieuse. Noutirons profit ici pour construire
linvariantWh (s,t) : c’est un relevement du polyndme de Jo¥ig§) a cette structure plus
riche ; la projectiors+— t oublie toute structure d’'union symétrique.
La formuleWp(—1,t) = Vk_(t) - Vk, (t) est particulierement frappante, car elle res-
semble & la formule de Fox-Milndi (t) = f(t) - f(t~1) pour le polyndme d’Alexander

d’'un nceud bordant. Notre résultat dit que le méme compuaté peut étre observé pour
le polyndme de Jones, mais seulement indirectement vialy@mpme raffin8\b (s,t).

2.3. Applications. Les deux unions symétriqu&set D’ de la figure4 représentent
le nceud 9;. En particulier, les diagrammes sont équivalents par dasvements de Rei-
demeister usuels, non nécessairement symétriqguegB4@jrFig. 8].

FIG. 4. Deux unions symeétriques qui représentent le ncgpd 9

Remarquons d’abord que dans les deux cas les nceuds pastied s» (5;,55) et
D’ — (52,55) : cet invariant géométrique ne fait donc pas obstacleua éguivalence
symeétrique. Leurs polyndmes raffinés, par contre, peganecette distinction :

Wb(st) =1+stg(t) —s (1),
Wor(st)=1—  gt)+ sf(t), ou
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gt) =t -3t 446t 3 -0t 2411t — 124+ 11t — 924 6t3— 3t + 5,
f(t)=t*—2034+3t2 -4t 1 +4—4t+32- 23 +-t*
Ces polyndmes montrent que les diagrammbest D’ ne peuvent pas étre équivalents

par des mouvements de Reidemeister symétriques. Auttelitdors de la transformation
entreD etD’ les étapes intermédiaires brisent nécessairementiatsig.

REMARQUE 2.6. La cause probable de cette inéquivalence symétegtigue les
rubans associésiietD’ sont trés différents. Pour prouver un tel énoncé il rfausira des
invariants raffinés pour les nceuds ruban, comme indiqné ks questions ci-dessous.

REMARQUE 2.7. A titre d'illustration, les spécialisatiors=t ets= —1 donnent
W(t,t) = —t>4+3t 45t 347t 2 -8t 14+9-7t+52— 33414
W(=1t) = (t—t?+ 28 —t* 45— t&)(t 2+ 23—t 44t 5 —t7F)

On constate quép (s,t) capte bien la symétrie, alors qu’elle est perdue lors degigsau
polyndme de Joneé (t) = Wh(t,t). Ce dernier ne suggere pas de propriété particuliere.

2.4. Questions ouvertesNotre construction est tres satisfaisante pour les unions
symeétriques, ce qui donne I'espoir de développer unecegr similaire pour les nceuds
rubans. Deux cheminements sont imaginables :

QUESTION2.8. Est-ce que tout nceud ruban se présente comme unia@irgyme?
Ce serait tres joli, mais me semble peu probable.
QUESTION2.9. La construction de notre invariaifts’étend-elle aux nceuds rubans ?

C’est plus probable, mais cela semble difficile. Plus exgliaent, on considére un
nceud rubarK muni d’'une surface ruba8 L'objectif est de construire un invariaBt—
Ws(s,t) qui se spécialise pour redonivi(t), tout comme le polyndme raffiri@— Wp (s, t)
pour les unions symétriques. Le diagramme suivant réesiatte approche :

union nceud ruban + nceud bordant
symeétriqu ruban spécifiqu disque spécifiqu

{ noel{d _rubag ——  {nceudrubap —— {nceud bordant
symétrisabl

Ici les fleches verticales oublient la structure supplétaiee. Dans la ligne supérieure
nos questions se reformulent ainsi : Quels rubans se esE® comme union symétrique ?
Sous quelles conditions cette représentation est-eltuar? Peut-on construire un ana-
logue du polyndmeV pour les nceuds avec un ruban spécifiqﬁte?]d-il le polyndmév ?
ou faut-il passer a un quotient convenableZde™/2  t+1] ?

QUESTION 2.10. Quant aux nceuds, peut-on en déduire des obstruéiétre ru-
ban? ou & étre une union symeétrique ? (Le polyn&vhés,t) ne semble pas imposer de
restrictions, mais une étude approfondie exhibera paetedes obstructions.)

QUESTION 2.11. Peut-on construire des raffinements analogues pepolgndmes
de HOMFLYPT ou de Kauffman ? Obtient-on des propriétés aussi belles ?
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