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INTRODUCTION GENERALE






La notion de courbe paralléle joue un role important dans les problemes d’étude
des trajectoires d’outils pour les machines & commande numérique et dans les
problémes d’agrandissement et de rétrécissement d’objets. Ainsi, étant donnée
une courbe plane, appelée courbe génératrice, on cherche 3 déterminer la courbe
paralléle (ou courbe offset) a celle-ci & une distance d donnée (d € IR). L’une des
principales difficultés est que la courbe paralléle d’une courbe rationnelle n’est
généralement pas rationnelle. Ainsi, dans le cas général, on est amené 4 déterminer
une approximation de cet offset par une courbe spline. Plusieurs approches pour
ce probléme d’approximation ont été proposées au cours de ces derniéres années
(méthodes de Tiller et Hansen, Klass, Hoschek, ...). Ces méthodes s’appuient en
particulier sur les notions de continuité géométrique. Une difficulté essentielle
consiste alors & définir des critéres rigoureux et surtout pratiques permettant
de mesurer I'erreur entre loffset exact et son approximation. Par ailleurs la
courbe offset d’une courbe réguliere peut ne pas étre réguliére et donc comporter
des singularités. La localisation de ces points singuliers et leur élimination
(untrimmed) sur les trajectoires constitue une difficulté supplémentaire. Une
autre approche consiste & définir Poffset par une équation implicite. Cette
approche fait appel & des techniques d’élimination et s’avére utile et plus
performante lors de problémes d’intersection avec I’offset.

Cependant, depuis quelques années, s’est développée une autre approche pour
lapproximation faisant notamment appel aux outils de la géométrie tradition-
nelle. W. Tiller et EG. Hansen ont fait remarquer que les seules courbes polyno-
miales & offset polynomial sont les droites. R. Farouki et T. Sakallis ont déterminé
P’ensemble des courbes polynomiales & offset rationnel et récemment J. C. Fiorot
et T. Gensane et indépendamment H. Pottmann ont donné la forme générale
de toutes les courbes rationnelles & offset rationnel (courbes PH, c’est-a-dire, &
hodographe pythagorien). Suite & ces travaux se sont développées d’autres méth-
odes, plus fructueuses, consistant a approcher directement la courbe génératrice
par des courbes & hodographe pythagorien (Farouki, Pottmann, ...).

Dans cette thése nous nous intéressons d’une part & montrer la pertinence de
cette derniére approche dans des contextes d’approximation et de modélisation
géométrique (par des courbes PH), d’autre part nous proposons une généralisa-
tion du formalisme des courbes paralleles et des courbes PH dans un plan de
Minkowski, c’est-a-dire dans un plan dont la notion de mesure dépend d’une
indicatrice U appelée aussi jauge et enfin, en application, nous donnons des
algorithmes de construction d’ovales et de rosettes rationnelles (PH et U-PH
par morceaux) a largeur constante. Nous donnons plusieurs caractérisations des
courbes rationnelles & U-paralleles rationnelles (courbes U-PH), en particulier,
nous montrons le pouvoir constructif (en CAGD) de la caractérisation Bézier
duale de ces courbes U-PH proposée dans le chapitre 2. Nous détaillons main-
tenant plus précisément ces trois résultats.

Dans un contexte d’approximation et de modélisation géométrique, nous
présentons un schéma de G? approximation, préservant la monotonie de la cour-
bure, par des développantes de G* cubiques de Tschirnhausen. Cet algorithme est
basé sur une segmentation hiérarchique de la courbe initiale (courbe génératrice)



et sur une méthode de G? interpolation de Hermite. Par ailleurs, cet algorithme
nécessite surtout le choix d’un point supplémentaire d’interpolation convenable-
ment choisi. La caractérisation géométrique des quartiques de Tschirnhausen
(courbes PH de classe algébrique 3) en tant que développantes des cubiques de
Tschirnhausen (courbes PH polynomiales de degré 3) fournit un procédé simple
et élégant permettant de localiser le point supplémentaire d’interpolation, tandis
que la caractérisation duale (cf. travaux de Pottmann) des courbes PH permet
de construire aisément la structure duale de chaque segment de T-quartique. La
solution ainsi obtenue est une courbe spline PH, G2, préservant la, monotonie de
la courbure de la courbe initiale et dépendant d’un parametre libre se comportant
comme un parametre de forme ou de tension.

D’autre part, le caractere judicieux de la représentation duale des courbes
PH, et de leurs courbes paralléles, nous a permis de construire des ovales et des
rosettes a largeur constante composés de segments PH. Une premieére construction
s’appuie sur une idée de Hammer et Sobczyk (qui générent des courbes planes
a largeur constante en tant que trajectoires orthogonales de certaines familles
de droites) et génere des rosettes a largeur constante formées de quartiques de
Tschirnhausen. Une seconde construction utilise la structure duale des courbes
PH et génere des rosettes a largeur constante composées de segments de courbes
PH de classe m > 4. .

Enfin, suite aux travaux de H. Busemann and H. Guggenheimer sur la
géométrie du plan de Minkowski, nous généralisons les résultats de Pottmann
(concernant les courbes PH) au plan de Minkowski. Autrement dit, étant donnée
I'indicatrice I/ d’un plan de Minkowski (c-3-d, une courbe fermée, G2, strictement
convexe, 4 symétrie centrale), et étant donnée ’enveloppe des indicatrices centrées
le long d’une courbe génératrice, nous donnons une paramétrisation explicite de
cette enveloppe (U-offset généralisée). De plus, nous caractérisons ’ensemble des
courbes rationnelles dont les U-offsets généralisées restent rationnelles (lorsque
Pindicatrice U est rationnelle). Ces courbes seront dites U/-PH. Cette caractéri-
sation fournit par ailleurs une méthode constructive de ces courbes U-PH, ainsi
que de leurs U-offsets généralisées, basée sur la représentation Bézier duale de
I’indicatrice U.

Cette these est organisée de la maniére suivante. Nous développons dans le
chapitre 1 les notions fondamentales de géométrie différentielle des courbes dans
un plan de Minkowski. Nous donnons, dans le chapitre 2, les caractéristiques
analytiques et géométriques de la courbe U-parallele ainsi qu’'une caractérisation
géométrique de ’ensemble des courbes U/-PH. Dans le chapitre 3, nous montrons
le caractere judicieux et constructif de la représentation Bézier duale des courbes
U-PH. Le chapitre 4 est consacré & la présentation d’un algorithme de G?
approximation d’une courbe ainsi que ses paralleles par des courbes PH de
classe algébrique 3 (T-quartiques). Enfin, dans le chapitre 5, nous proposons deux
méthodes de construction d’ovales et de rosettes a largeur constante composés de
segments de courbes PH.



Chapitre 1.

GEOMETRIE PLANE
DE MINKOWSKI

Introduction

Une des idées introduites par Hermann Minkowski en géométrie est la notion de
mesure avec un ovale comme jauge ou fonction poids. Cette notion a été dévelop-
pée dans différentes disciplines telles que la théorie des espaces de Finsler[4],
la géométrie intégrale[9] ou encore la théorie des corps convexes & largeur con-
stante[2,6]. Dans ce chapitre, on développera cette notion dans un contexte lié 3
la géométrie différentielle des courbes planes.

La premiére section sera consacrée & la notion d’enveloppe d’une famille de
courbes ou de droites dans le plan. Plus particuliérement, on introduit la notion
de polaire réciproque d’une courbe plane, exprimant en un certain sens, le principe
de dualité entre un point dans le plan projectif et une droite dans le plan affine.

Dans la deuxieme section, un espace de Minkowski est défini comme étant un
espace de Banach de dimension finie, dont la boule unité est un compact, convexe
et symétrique. Dans le cas ol I’espace est IR?, 'expression de la norme associée
est donnée explicitement & partir de la frontiére de la boule unité. Ce qui nous
permet de définir, d’une facon précise, la notion de normalité dans un plan de
Minkowski.

La troisiéme section aura pour but d’introduire les notions fondamentales de
la géométrie différentielle dans un plan de Minkowski. En particulier, le repere de
Frenet, les formules de Serret-Frenet, les notions de développante et de développée
seront introduites.

1. Généralités

Dans ce paragraphe nous rappelons quelques définitions et notations concer-
nant les courbes du plan et de l'espace, ainsi que la notion d’enveloppe d’une
famille de courbes dans le plan.

1. 1. Courbes paramétrées

Etant donné un intervalle non vide I de IR et une application X de classe
C? définie sur I, & valeurs dans un espace affine A (ici A = R%,d € IV 3, le
couple (I, X) est appelée CP-paramétrisation (ou représentation paramétrique
de classe C?) de ’ensemble I' = X (I). Par la suite, on suppose que p > 1. Deux
CP-paramétrisations (I, X) et (J,Y) sont dites équivalentes s’il existe un CP-
changement de paramétrisation, c’est-a-dire, une bijection ¢ : J — I telle que ¢
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et ¢~ ! soient de classe CP, vérifiant Y = X o ¢ (de sorte que X(I) =T = Y (J)).
Une courbe paramétrée de classe CP est alors une classe d’équivalence pour la
relation d’équivalence définie ci-dessus et s’identifie donc naturellement avec
I’ensemble I' = X (I) ou (I,X) est une CP-paramétrisation quelconque de la
classe considérée.

Par ailleurs, une telle CP-paramétrisation (I, X) avec X injective, définit na-
turellement une orientation de la courbe I, induite par ’ordre sur I. Ainsi, si ’'on
ne considére que des changements de paramétrisation ¢ préservant 1’orientation,
c’est-a-dire (avec les notations précédentes) tels que ¢’(u) > 0, pour tout u € J,
alors, pour cette nouvelle relation, chaque classe d’équivalence définit une courbe
orientée de classe CP.

Par la suite, une courbe paramétrée I' de classe CP, c’est-a-dire une classe
d’équivalence, sera le plus souvent désignée par l'une quelconque de ses CP
paramétrisations : ¢ € I —— X(t), ou méme abusivement par X(t) si I est
explicite. Par ailleurs, on distinguera les notions analytigues qui dépendent de
la, paramétrisation choisie, des notions géométriqgues qui sont intrinseques a la
courbe T, chaque fois que l'occasion se présentera.

Un point My = X (to) de la courbe sera dit singulier si X'(to) = 0, sinon ce
point est dit régulier. La courbe I' = X (I) est dite réguliére si tout point de
[’ est régulier. On notera que cette notion de régularité est indépendante de la
paramétrisation choisie et est donc une propriété géométrigue de la courbe T'.

1. 2. Enveloppe d’une famille de courbes

Btant données deux courbes planes régulieres I'; et I's admettant respective-
ment les paramétrisations (I, f) et (J,g). Ces deux courbes sont dites tangentes
en un point commun P si elle ont la méme tangente en ce point. Autrement dit,
si P = f(to) = g(t1), to € I et t1 € J, alors, f'(to) est collinéaire & g'(¢1).

Supposons donnée une application R? x I — R; (z,y,t) — F(z,y,t) de classe
C*. Cette application définit une famille de courbes I'; indicée par ¢; chacune de
ces courbes étant définie par une équation implicite F'(z,y,t) = Fy(z,y) = 0.

Définition 1. On appelle enveloppe de la famille de courbes T'y, toute courbe
paramétrée (I, ¢) telle que pour tout ¢t € I, ¢(t) € I'y et les deux courbes ¢ et 'y
sont tangentes en leur point commun ¢(t).

Proposition 1. Si l’enveloppe de la famille de courbes I'y existe, alors, chaque
point M(X,Y) = ¢(t) de cette enveloppe vérifie le systéme

F(X,Y,t) =0,
OF (1.1)
Sy (XY =0.

Preuve: Soit (I, ¢) une paramétrisation de cette enveloppe. D’apres la définition
de ’enveloppe, la courbe ¢(t) = (¢1(t), ¢2(t)) vérifie la premiére équation du
systeme (1.1)

F(¢1(t), ¢2(t),t) =0 pour tout ¢ e I. (1.2)
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En dérivant (1.2) par rapport 3 ¢, et en exprimant le fait que les deux courbes )
et I'; sont tangentes au point ¢(¢), on trouve

%—f(ﬁbl(t),%(t),t) =0 pour tout tel. (1.3)

Exemple 1: Considérons la famille des cercles C; de rayon d et dont le centre
parcourt une courbe réguliere I' de paramétrisation F(t) = (z(t), y(t)).

Figﬁre 1. Enveloppe d’une famille de cercles
La famille C; a pour équation implicite
F(X,Y,t)= (X —2(t))" + (Y —y(t))* = d2 = 0.
L’enveloppe de la famille C; se déduit par résolution du systeme

FX,Y,t)= (X —2(t)" + (Y —y(&))* —d® =0,
OF , , (1.4)
—é?(X, Vi) =2(X —2())z'(t) + 2(Y - y(t))y'(t) = 0.
La deuxieme équation de (1.4) entraine que si ¢(t) est une paramétrisation de
Penveloppe alors

¢(t) — F(t) = AN (1),

ot N(t) est la normale unitaire a la courbe I' au point de parametre ¢ et ou A(t)
est une fonction scalaire dépendante du parameétre ¢. La premidre équation de
(1.4) entraine que la fonction scalaire A(t) est égale & +d. Do, une équation
paramétrique de 'enveloppe est

#(t) = F(t) £ d N(1).



1. 3. Enveloppe d’une famille de droites
Une famille de droites est la donnée d’une application

D:R’xI—R
(X,Y,t) = Dy(X,Y) = a(t) X + b(t)Y + c(t),

ot I est un intervalle de IR et ol a(t), b(t), c(t) sont des fonctions numériques de
classe C? sur I. Posons

a(t) b(t)
o (t) b’(t)!’ Ax(t)

—e(t)  b(t)

_ ‘ at)  —c(?)
—d(t) ¥(¢)

At) = at) —d@)|

, Ay (t) =

Si I’enveloppe de cette famille de droites existe, elle admet une paramétrisation
o(t) = (¢1(8), P2(t)) telle que si X = ¢1(t) et ¥ = ¢(t) alors

a(t)X +b(t)Y = —c(t),
d ()X +V (@)Y = - (t).

(1.5)

Ce systéme linéaire en X et Y admet, pour chaque t € I tel que A(t) # 0, une
unique solution donnée par

g

x = = 0,

_ Ar() _
Y = A”(t) = $a(t).

(1.6)

Exemple 2: Soit p(f) une fonction de classe C? définie sur un intervalle I de
R. Considérons la famille de droites D; d’équation

X cosf+ Y siné = p(6). (1.7)
Tout point de I’enveloppe de la famille D, vérifie le systéme

X cosf+ Y sinf = p(6),
—Xsinf +Y cosf = p'(6).

Ce qui fournit ’équation paramétrique de ’enveloppe T :

{ X(6) = p(6) cos§ — p' () sin 6, (1.8)

Y (0) = p(0) sinf + p'(6) cos 6.
Par ailleurs, on peut montrer que le rayon de courbure de ’enveloppe I' en un

point de parametre 6 est p(6) = p(0)+p”(0). L’écriture (1.7) est appelée I’équation
d’Fuler associée a la courbe I' et la fonction p est appelée fonction support,
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exprimant la distance signée de Porigine & la tangente & la courbe I" au point de
parameétre 6[10].

p(0)

Figure 2. Fonction support

1. 4. Courbe polaire réciproque

N

Figure 3. Courbe polaire récigﬁr'oque

Considérons une courbe réguliere I de représentation paramétrique F(t) =
(z(8),y(t)), tel que det(F(¢), F'(t)) # 0 pour tout ¢ € I. A chaque point F(¢) de
la courbe I' on associe la droite L(t) d’ équation

()X +y()Y = —1. (1.9)

L’enveloppe de la famille de droites L(t) est appelée polaire réciproque par rapport
au cercle unité de la courbe I' et est notée I'*. Une représentation paramétrique
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de I'* peut étre déduite de la résolution du systeéme

()X +y@)Y = —1,
' )X +y' ()Y =0.

Autrement dit, une représentation paramétrique de I'* est

- =V 00)
det <F(t), F (1))

(1.10)

Cette polarité transforme toute courbe rationnelle de degré n et de classe
algébrique m en une courbe rationnelle de degré m et de classe algébrique n[7].
Par ailleurs, cette polarité préserve les contacts géométriques|7].

Proposition 2. Soit I" une courbe paramétrée de classe C?. Alors

(I =r.

Preuve: Soit F*(t) = (z*(¢),y*(t)) une paramétrisation de la courbe I'*. La
courbe (I')* est I'enveloppe de la famille de droites

()X +y ()Y = -1,
ou encore, ’enveloppe de la famille de droites
—y' ()X + 2’ ()Y = —det(F(t), F'(t)),
ce qui représente la famille des droites tangentes & I' au point (z(t),y(¢)). Par
suite, 'enveloppe de cette famille de droites est la courbe I'. R
Proposition 3. Soit I une courbe réguliére paramétrée de classe C?. Alors, les
points d’inflexions de I' correspondent aux points singuliers de I'*.

Preuve: Soit F'(s) = (z(s),y(s)) la paramétrisation en abscisse curviligne de la
courbe I'. Une paramétrisation de I'* est

_ N(s)

~ det(F(s),T(s))’

F*(s)

d’ou
N'(s) det(F(s), T'(s)) — N(s) det(F(s),T"(s))

det?(F(s),T(s))

D’apres les formules de Serret-Frenet, on déduit que (F*)/(s) = 0 si et seulement

si k(s) = 0, ol k(s) est la courbure euclidienne de I' au point de parametre s.
[

(F*)'(s) =
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2. Géométrie plane de Minkowski

En premiere partie de cette section nous introduisons la notion d’espace de
Minkowski défini comme un espace de Banach dont la boule unité est un compact,
convexe et symétrique. Nous introduisons ensuite les notions d’isopérimétrique
et de normalité dans le cas d’un plan de Minkowski.

2. 1. Espace de Minkowski
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et X un sous ensemble de E.

Définition 2. L’ensemble X est dit conveze si et seulement si, pour tout
Z1,%2 € X et pour tout A;, Ay >0 telsque \; + X2 =1ona

AZ1 + Aazy € X. (111)

Définition 3. Une fonction f est dite conveze sur un ensemble convexe X si et
seulement si

f()\lxl + )\2&72) < )\1]0(1171) -+ /\2f($2), (1.12)

pour tout z1,%2 € X et A1, Az > 0 tels que A\; + Ay = 1. Si l'inégalité (1.12) est
stricte, la fonction f sera dite strictement conveze. Si la fonction (— f) est convexe
(resp. strictement convexe), la fonction f sera dite concave (resp. strictement
concave). Avec les notations précédentes, on peut associer & toute fonction
convexe f sur convexe X, un ensemble convexe Epi(f), appelé épigraphe de la
fonction f, de la maniére suivante

Epi(f) ={(z,t) e ExR;z € X,t > f(x)}. (1.13)

Réciproquement, on peut associer & tout ensemble convexe B d’un R-espace
vectoriel de dimension finie, une fonction convexe F, appelée fonction distance
associée 3 B, de la maniére suivante[§]

Théoréme 1. Soit B un ensemble compact, convere d’un IR-espace vectoriel E
de dimension finie, ayant l’origine (vecteur nul) comme point intérieur. Alors la
fonction F de FE dans IR définie par

F(z) =1inf{t > 0;z/t € B} (1.14)

est une fonction conveze, positivement homogéne, et positive pour toute wvaleur
différente de ’origine, c’est-a-dire
F(z)>0, zcE, (x#0); F(0)=0;
F(Az) =AF(z), A>0, z€E; (1.15)
Flz+y)<F(x)+F(y), z,y€FE
et
B={z¢€E;F(z) <1}. (1.16)
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Réciproquement, si F' est une fonction qui satisfait les relations (1.15) et B est
définie par (1.16), alors la fonction F' est bien définie par (1.14).

Preuve: Il est évident que la définition de la fonction F' induit les deux premiéres
assertions de (1.15) et que (1.16) est vérifié. Puisque B est convexe, alors pour
tout gy, ue > 0 tels que p; + p2 = 1 et pour tout 1,2, € E tels que F(z;) < 1
et F(z3) <1 ona F(uiz; + pazs) < 1. Par homogénéité, on en déduit que

F(p1zy + poxa) < (p1 + p2) maz(F(z1), F(z2)), st pi,p2 >0, (1.17)

Puis pour z1,z2 # 0, en appliquant la relation (1.17) en remplacant 1, zo par
x1/F (1), 2/F(x2) respectivement et p1, uo par F(z1), F(z32) respectivement,
on en déduit la troisiéme assertion de (1.15).

Il est clair que (1.15) entraine que la fonction F' est convexe, et que (1.16)
définit un ensemble convexe, ayant ’origine comme point intérieur. Par suite la
fonction F est bien définie par (1.14). M

Dans le cas ou B est symétrique, ce que 'on suppose désormais, on aura
F(tz) = |t|F(z), teR, z€E,

de ce fait, la fonction F' définit une norme sur I’espace vectoriel E, appelée norme
de Minkowski associée & B. L’espace de Banach E muni de cette norme est appelé
espace de Minkowski. La frontiere U du compact B est appelée indicatrice de
'espace de Minkowski. On notera dorénavant, la norme F' par ||.||,,. Dans le cas
ot E = R?, l’espace R? est appelé plan de Minkowski et est noté M = R |- ller)-

2. 2. Métrique plane de Minkowski

Dans tout ce qui suit, on travaillera dans un plan de Minkowski M,
d’indicatrice U, strictement convexe et on ne considérera que les paramétrisa-
tions de U suffisamment différentiables et positivement orientées, c’est & dire, si
(I,U(t)) est une paramétrisation de U alors det(U’(¢),U(t)) > 0 pour tout ¢ € I.
Enfin, on notera O = Op: le vecteur nul du plan IR?.

1<

Figure 4. Métrique de Minkowski

12



‘Théoréme 2. [4] Soit M un plan de Minkowski d’indicatrice U. Alors pour tout
point z € IR, on a

lll, _
]l = ; (1.18)
T el
ou z* est le point d’intersection de la demi-droite [Ox) et de la courbe U et on
I|.|l, désigne la norme euclidienne usuelle.

Preuve: Pour cela, il suffit de démontrer que la fonction définie en (1.18) vérifie
les relations (1.15). Tout d’abord on a ||zf|,, > 0 si z # O et ||O||,, = 0. Ensuite,
pour tout réel A, on a

Il = 5 = N 2 = A el

d’ou I’homogénéité de la fonction ||z||,,. Enfin, il nous faut démontrer 'inégalité
triangulaire de la fonction ||z||,,. Pour cela, soient a,b et c trois points du plan
affine R2. Si q,b, ¢ appartiennent & une méme droite passant par 'origine alors
I'inégalité triangulaire devient évidente. Sinon, puisque I/ est strictement convexe,
on déduit que

aire(0, p, q) + aire(O,p,7) > aire(0, q,7), (1.19)

ou les points p, g et r sont définis par la figure 4. Un calcul élémentaire sur Paire
d’un triangle, montre que

. 1 . A
aire(0,2,0) = el sin(@) = g
N Uu u
. 1 . A
aire(0,p,7) = 3lplalirlloin(®) = oo (1.20)

A
lla — b”u”b - C”u 7

aire(0,4,7) = 3 lalllirl, sine+ ) =

ot A est l'aire du triangle (abc). Par substitution de I'inégalité (1.19) dans les
équations (1.20), on en déduit I'inégalité triangulaire

lla = blly, + 1o = cll, > lla ],

Remarque 1. Dans le plan de Minkowski M Vindicatrice U s’écrit U = {z €
R?, ||z|jx = 1}, ce qui montre que U peut étre considérée comme le cercle unité
de M. Plus généralement, on définit un cercle C = C(y,r) (resp. un disque
D = D(y,r)) de centre le point y € IR? et de rayon r, par

C={zeR?|z—yllu=r},(resp. D= {x € R%, ||z — y|ju < r}).
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2. 3. Notion d’isopérimétrique

La notion d’isopérimétrique a été introduite pour la premiere fois par H.
Busemann[5] afin de généraliser I'inégalité isopérimétrique dans un espace de
Minkowski.

Définition 4. L’isopérimétrique U° d’un plan de Minkowski M d’indicatrice I
est la polaire réciproque de U par rapport au cercle unité suivie d’une rotation
b3
de ——.
2

Soit U(t) = (z(t),y(t)) une représentation paramétrique de l'indicatrice /.
D’apres (1.10), on déduit qu’une représentation paramétrique de Pisopérimétrique
est

!

U (t)
det (U' (t), U(t)) '

On remarque que les représentations paramétriques de ’indicatrice I et de son
isopérimetrique 2/° sont liées par la relation

det (U°(%),U(t)) = 1. (1.22)

Ut) = (1.21)

U o’

\
LD

Figure 5. L’isopérimétrique de la géométrie

Remarque 2. D’apreés les propositions 2 et 3, I’isopérimetrique U° est une
courbe fermée, convexe, & symétrie centrale par rapport 3 l’origine O. De ce
fait, U° peut étre considérée comme l'indicatrice d’un plan de Minkowski M?,
qu’'on appellera plan polaire de Minkowski associé au plan M. De plus, on a

(MO0 = M.

Théoréme 3. Soit h(t) la fonction support associée d la paramétrisation U(t) de
Indicatrice U, c’est a dire, la distance orientée de l'origine a la droite tangente
d la courbe U au point de paramétre t. Alors

1

") = o

(1.23)
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Preuve: U(t) étant enveloppe de la famille de droites paramétriques

() (1)
oL e T,
on en déduit que
det (U' (1), u(t))
h(t) =

@iy

or d’apres (1.21), la fonction h(t) prend P'expression (1.23) puisque la paramétri-
sation U(t) est positivement orientée. M

2. 4. Notion de normalité

Soit M un plan de Minkowski d’indicatrice U, g une droite affine et P un point
du plan n’appartenant pas & g.

N

NS

Figure 6. La notion de normalité

Théoréme 4. [l existe un unique point F appartenant & la droite g, appelé
projection du point P sur la droite g, tel que

1P = Flly, = Min{||P - Gl|,;; G € g} (1.24)
De plus, tout point appartenant o la droite (PF) se projette en F sur la droite g.

Preuve: Considérons la fonction ¢ définie sur la droite g par
P(X) = [P~ X||,.
Pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout X;, X, appartenant & la droite g, on a
Qp(u )X, + th) =P = ((1 - 1) X1 + X)L,
(1 =)(P ~ X1) + t(P — X2)|,
< A =DP ~ Xally + P — Xal,,
= (1 =) (X1) + tp(X2).

i
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Par suite la fonction 1 est convexe, et donc atteint son minimum en au moins un
point F. De plus, l'intérieur du disque Dy = D(P,||P — F|};;) ne contient aucun
point de la droite g , sinon le point F ne vérifierait pas la relation (1.24). On en
déduit que la droite g est tangente au cercle C; = C(P, ||P — F||;) au point F, et
comme U est strictement convexe, on en déduit que C; Ng = {F}, ce qui montre
I’unicité du point F.

Soit () un point appartenant & la droite (PF), ( @ # F). Le cercle C; =
€(Q,]|Q — F|l,) admet la droite g comme tangente au point F, puisque les deux
cercles Cy et Co sont homothétiques. De ce fait, tout point appartenant a la droite
(PF) admet le point F' comme projection sur la droite g. W

Définition 5. Si F est le projeté sur la droite ¢ d’'un point P (P ¢ g), la droite
(PF) est dite U-normale & la droite g.

Remarque 3.

e Une droite g’ est U-normale & une droite g si et seulement si il existe un
translaté de U centré en un point de g’ et tangent au point d’intersection des
deux droites.

e La droite g’ est U-normale & la droite g n’entraine pas forcément que la
droite g est U-normale & la droite g'.

e Un vecteur v est dit Z{-normal & un vecteur w si et seulement si une droite
admettant v comme vecteur directeur est {-normale & une droite admettant w
comme vecteur directeur. Cela prend effectivement un sens d’apres ’axiome du
parallélisme dans un plan de Minkowski[4].

Suite & cette derniére remarque, concernant la conservation du parallélisme
dans un plan de Minkowski, on pourra utiliser la ”définition” suivante : Une
droite g' est U-normale & une droite g si et seulement si il existe une droite g*
paralléle & g, tangente & lindicatrice U en un point F de sorte que la droite (OF)
soit paralléle a g'.

Soit (I,U(t)) une paramétrisation de I'indicatrice d'un plan de Minkowski M
et soit UY(t) la paramétrisation correspondante de l'isopérimétrique. Pour tout
t € I, le vecteur U’(t) est collinéaire au vecteur U°(¢), et par polarité, le vecteur
U(t) est collinéaire au vecteur (U°)' (t). D’olt Pon déduit que pour tout ¢ € T, le
vecteur U(t) est U-normal au vecteur U’(t) et le vecteur U°(¢) est U°-normal au

vecteur (U°)'(t). Ainsi, on en déduit le théoréme suivant.
Théoréme 5. Soient g et ¢’ deux droites du plan affine, on a

g est U-normale 6 g’ & g’ est U%-normale a g.

Définition 6. Une indicatrice I/ est dite une courbe de Radon si et seulement si
U=ud.

Lorsque l'indicatrice U est une courbe de Radon, la notion de normalité est
réciproque, autrement dit & = U° et donc, g U-normale & g’ est équivalent 3 g’
U-normale & ¢g. Une méthode de construction de ces courbes est donnée dans[6].
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3. Eléments de géométrie différentielle

Dans la premiére partie de cette section, nous rapportons chaque courbe
plane paramétrée réguliere & un repére variable dépendant de la géométrie de
indicatrice du plan de Minkowski. Ensuite, nous établissons les formules de
Serret-Frenet associées a la géométrie en question. Enfin, nous définissons les
notions de développante et de développée en géométrie de Minkowski et nous
énumérons quelques unes de leurs propriétés géométriques et analytiques.

3. 1. U-repere de Frenet

Soit U Tindicatrice d’un plan de Minkowski M et F(t) une représentation
paramétrique d'une courbe réguliere I'. La U-tangente unitaire et la U-normale
unitaire & la courbe I' au point de parametre ¢ sont respectivement les vecteurs
T.(t) et N,(t) définis par :

(@)
IE @)1l

et N(t) = — Luld)

T.(t) =  det (T;(t),Tu(t)) |

(1.25)

Ces deux vecteurs définissent le repére (T, (¢), Ny (), appelé U-repére (mobile)
de Frenet.

rJu(a

T 9 r M-
a

Figure 7. U-repére de Frenet

Comme T, (t) est une représentation paramétrique d’un segment de Pindica-
trice U, on déduit de (1.21) que N, (t) est une représentation paramétrique d’un
segment de Pisopérimétrique U°.

Proposition 4. Le vecteur Ty(t) est U-normal au vecteur N, (t) et le vecteur
Nu(t) est U-normal au vecteur T, (t).

Preuve: Le point T, (¢) appartient & la courbe U, et comme
T, (1) = det (T4 (¢), To(t) ) Nu(t),
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on en déduit que le vecteur N, (t) est colinéaire au vecteur tangent & I'indicatrice
U au point T, (t). Par suite Ty, (t) est U-normal au vecteur N, (t). La deuxieme
assertion découle directement du théoreme 5. M

U-abscisse curviligne. Etant donnée une courbe réguliere I' = F(I), I = [a, b],
I’application [ définie par

1) = [ 15l

est une bijection de I sur [0, L], ou L est la U-longueur de la courbe T, c’est &
dire, L = I(b). La paramétrisation en U-abscisse curviligne ou paramétrisation

U-normale de T, notée (I = [0, L], F'), est alors définie par :
F :[0,L] —R?; s+— FI7s)).

On vérifie que H—F_,(S)”u = 1 pour tout s € [0,L]. Par la suite, la U-abscisse
curviligne sera notée s ou s, s’il y a ambiguité. La U-tangente unitaire par

rapport & la U-abscisse curviligne s prend alors 'expression Ty, (s) = Fl(s). Par
suite, expression de la U/-normale unitaire est

1

F
Nu(S) = —_t (S)_, : (126)
det (F (), F (s))
Formules de Serret-Frenet. D’apres la relation (1.26), on a
T (s) = det (‘F‘ (5),F () ) Nu(s). (1.27)

— - —, .3
Or, det (F”(s),F’(s)> = —k(s) ||F/(s)||27 ou k(s) est la courbure euclidienne de

la courbe I'" au point de parametre s et comme F’(s) est une paramétrisation
d’un segment de l'indicatrice U, on déduit du théoreme 3 que

T!(s) = _h_]:% No(s), (1.28)

ol hyo(s) est la fonction support de 'isopérimétrique U° associée & la paramétri-
sation U%(s).

Définition 7. La valeur ky,(s) = k(s)/h30(s) (resp. son inverse) est appelée
la U-courbure de Minkowski (resp. le U-rayon de courbure de Minkowsks) de la
courbe I' au point de parametre s.

En dérivant (1.22), on obtient
det(N;(s),Tu(s)) + det (Nu(s),T,;(s)) — 0.
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Or d’apres (1.28), il résulte que det (N;L(S), Tu(s)) = 0, par suite
N(s) = 7u(s)Tuls) avec Tu(s) = det (Nu(s), N;(s)). (1.29)

D’apres les relations (1.26) et (1.28), la valeur 7,(s) prend I’expression

det (T;(s), Tu”(s))
TR

En utilisant la relation(1.27) on trouve

2y < D, N9 vy
' INGOIE )

(1.30)

Puis N, (s) = 7,(s) T(s), conduit &

k(s INL)ls
Tu(8) = ,
det (N{L(s), Nu”(s))

de plus, N,(s) est une paramétrisation d’un segment de Pisopérimétrique U° et
donc ()
k(s
Tu(s) = ———,
U( ) kuo (S)
ol kyo (s) est la valeur de la courbure euclidienne de isopérimétrique U° au point
Ny(s).

Définition 8. La valeur 7,(s) = k(s)/kyo(s) (resp. son inverse) est appelée la
U-courbure circulaire (resp. le U-rayon de courbure circulaire) de la courbe I' au
point de parameétre s.

Finalement, on en déduit les formules de Serret-Frenet associées au U-repere

de Frenet (Tu(s),Nu(s)) :

%@Z) :(f f“) (fi) (1.32)

uls)
Tu(8)

ne dépend pas de la courbe I et dépend seulement de ’indicatrice U, et est donc
appelée la U-courbure centro-affine du plan de Minkowski M][9)].

(1.31)

La valeur

x(s) = : (1.33)
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3. 2. U-Développante et /-développée

Dans cette section, on généralise la notion de développante et de développée
d’une courbe dans un plan de Minkowski M. On donnera quelques unes de leurs
propriétés, qui nous seront utiles par la suite.

3. 2. 1. U-Développante de Minkowski

Etant donnée une courbe réguliére I', de paramétrisation /-normale F(s), nous
cherchons , comme dans le cas euclidien, & définir la /-développante de la courbe
F(s) comme une trajectoire Z/-normale & la famille des tangentes de la courbe T
Une telle trajectoire Z admet une paramétrisation

I(s) = F(s) + A(s)Tu(s),

ot \(s) est une fonction scalaire supposé de classe C'. D’apres les formules de
Serret-Frenet (1.32), on a

I'(s) = (L + X())Tu(s) = A(s)ku(s)Nu(s)-

Comme I’(s) doit étre de la forme I'(s) = [(s)Ny(s), ot B(s) est une fonction
scalaire, on en déduit que 1 + X (s) = 0 et par suite A(s) = sp — s. Ainsi, une
paramétrisation de la U-développante de Minkowski Z,, s, de la courbe I' a la
distance signée sg est

Iu(5, 80) = F(s) + (s0 — 8)Tu(s). (1.34)

On notera que s n’est pas la U-abscisse curviligne de la U-développante de
Minkowski.

Singularités de la U/-développante. En dérivant (1.34) et en appliquant les
formules de Serret-Frenet, on trouve

I (s, 50) = F () + (so — 8)T.(s) — Tu(s)
= (s0 — )T, (s) (1.35)
= —(80 — 8)ku(8)Nyu(s).

Puisque || Ny (s)|l 0 = 1, les points singuliers de la U-développante de Minkowsk:
a la distance signée so sont le point de paramétre s = so et les points dont le
paramétre annule la U-courbure de Minkowski de la courbe T'.

U°-Repere de Frenet. Notons par T7.0(s,so) la U°-tangente unitaire de la
U-développante de Minkowski & la distance signée sp au point de parametre s.
D’aprés (1.35), on a

 Lss) _ —hG)-s)
Ty 40(s,80) = 11/ (s, 80) 0 |ku(8)(s0 — 8)]
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Par suite, si on note par NV 1.40($, S0) la U -normale unitaire de la, U-développante
de Minkowski & la distance so au point de paramétre s, alors

Tt 4o (s, s0)

NI,U°(5750) = )
det (T})uo (5,80), Tru0 (s, 50))

P k()50 — )
S){Sg — S
Ny 0 8,8p) = ke T.(s).
1 (5550 = () so = o) ()
Par suite, le ¢/°%-repére de Frenet associé a la U-développante de Minkowski de la
courbe I' s’écrit

Truo(s,50) = €1(s)Ny(s),

Nrwo (s, s0) = —e1(s)Tu(s),

_ ~ku(s)(so — s)
[k (8)(s0 — 5)|

3. 2. 2. U-Développée de Minkowski

(1.36)

avec  €1(s)

Etant donnée une courbe I' réguliére, de paramétrisation U{-normale F(s), la
U-développée de Minkowski de la courbe F'(s) est I'enveloppe des droites L(s)
U°-normales & la courbe I'. L’équation des droites L(s) est

Na(5)X — Ni(s)Y = det(F(s), N,(s)),

ol Ny (s) = (N1(s), Na(s)). L’équation de ’enveloppe se déduit par résolution du
systéme

N2(5)X — Ni(s)Y = det(F(s), Nu(s)),
{ N3 (5)X = Ny(s)Y = det(F (s), No(s)) + det (F(s), N.(s)).
D’apres les formules de Serret-Frenet, on a
A=T,(s), Ax=-Ni(s)+7()Fi(s), Ay =—No(s)+ 7u(s)F5(s).

Par suite, une paramétrisation de la U-développée de Minkowski de la courbe I’

est
1

Ey(s) =F(s) — 705)

Ny (). (1.37)

Singularités de la U{-développée. En dérivant (1.37) et en appliquant les
formules de Serret-Frenet on trouve

=F (s) + %g—;Nu(s) ~ Ty (s)
z (1.38)




Puisque ||Ny(s)|l0 = 1, les points singuliers de la U-développée de Minkowski
sont associées aux extréma locaux de la U-courbure circulaire de la courbe T.

U°-Repére de Frenet. Notons par Tg ,o(s) la U%-tangente unitaire de la U-
développée de Minkowski au point de parameétre s.

G B e
Tow () = TE (o) ~ T

Par suite, si on note par Ng ,o(s) la UO%-normale unitaire de la U-développée de
Minkowski au point de parametre s, on a

é},uo (S)
det( E, uo( )7 TE,'u.O (3)) .

NE,uO( )

D’apres les formules de Serret-Frenet, on en déduit que

Tu(5)

I7a ()l

Par suite, le 4% repére de Frenet associé a la U-développée de Minkowski est

Tru0(s) = €2(5)Nu(s),
Ng yo(s) = —€a(s)Tu(s),
7 (5)
|7 ()]

NE','u,O (S) = — Tu(s).

(1.39)

avec €a(s) =

3. 3. Propriétés géométriques

Avec les définitions de la U/-développante et de la U-développée données dans le
paragraphe précédent, on montre dans cette section que de nombreuses propriétés
classiques dans le cas euclidien au sujet de ces courbes, restent vérifiées dans le
cas d'un plan de Minkowski.

Proposition 5. Soit F(s) une paramétrisation réguliére de classe C° d’une
courbe I', dont la U-courbure circulaire ne s’annule pas. Alors la différence des
U-rayons de courbure circulaire en deuz points de la courbe I' est égale & la U°-
longueur d’arc de la U-développée entre les points correspondants.

Preuve: La U%longueur d’arc de la U-développée de Minkowski entre les points
de parametres s; et so (51 < 82) est

L= [ 1B ds = / l 8 No()llo ds.

Comme N, (s) est une paramétrisation de 'isopérimétrique U°, on a || Ny, (s){ju0 =
1, par suite
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Proposition 6. Soit F(s) la paramétrisation U-normale d’une courbe réguliére
I’ de classe C3. Alors, la U°-développée d’une U-développante de la courbe T est
la courbe I (sur chaque segment ou ces courbes sont définies). De plus, le U°-
rayon de courbure circulaire Ry (s, so) de la U-développante de la courbe T é la
distance signée sy est

Rru(s) = €1(s)(s — s0). (1.40)
ot €1(s) est définie par la formule (1.36).
Preuve: D’apres le U°-repére de Frenet de la U-développante Zy,sy, la courbe T’
est I’enveloppe des U/-normales de cette U/-développante, ce qui montre que I' est

la U°-développée de la U-développante Zy s, C€ qui prouve la premiére assertion
de la proposition. De cela, on déduit que

F(s) = I(s, s0) — Rr,u(8, 50) N1 40 (s, 50), (1.41)

ou Rru(s,s0) (resp. Nyyo(s,s0)) est le UO%rayon de courbure circulaire (resp.
la U%-normale unitaire) de la U-développante Zy,s,- Ce qui prouve, d’apres le
U°-repere de Frenet de T, ,,, que

L.(s,80) = F(s) = —Rr (s, 80)e1(8) Ty (s), (1.42)

olt €1(s) est définie par la relation (1.36). Reprenant la définition de la U-
développante de I' :

I.(s,50) = F(s) = (s0 — )T (s), (1.43)

on obtient —Rjy(s,s0)€1(5)Tu(s) = (so — )T, (s), c’est-a-dire Rru(s,s0) =
€1(s)(s —s9). M

Proposition 7. Avec les hypothéses de la proposition précédente, la UO°-
développante de la U-développée a une distance bien choisie de la courbe T est la
courbe I' elle méme, lorsque ces courbes sont bien définies.

Preuve: On considére la paramétrisation ¢/-normale F(s) de la courbe I et on se
place sur un segment [s;, s} sur lequel 7,,(s) # 0 et 7/ (s) # 0. On peut, sans perte
de généralité, supposer que T;(s) > 0 pour tout s € [sy, s2]. La U -développante
(Tg) I,s, de la U-développée I'; a une distance signée sq est définie par

(FE)1,50() = Eu(s) = (0(5) ~ 50)Tu0(s),

ol o(s) est la U%longueur d’arc de la U-développée et Tg o (s) est la U%-tangente
unitaire de la U/-développée. D’apres le U-repére de Frenet (1.39) et la proposition
5, on en déduit que

(Fp)rs0 = Buls) = (ca(9)Ru(s) = 2(s)Ruls1) — e2(s)50 ) Nuls),  (1.44)
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ot R, (s) est le U-rayon de courbure circulaire de la courbe I" et €2(s) est donnée
par la relation (1.39). En choisissant so = —e2(s)R,(s1) dans 1'équation (1.44),
on trouve le résultat. WM

Proposition 8. La U-développante d’une courbe G' est une courbe G2; plus
précisément, on considére deuz courbes réguliéres, convezes, de classe C3 |, 'y et
I'y qui se raccordent G' en un point ot leur U-courbure de Minkowski sont de
méme signe. Alors la U-développante de la réunion de ces deux courbes est une
courbe G2.

Preuve: On appelle s; et so les U-abscisses curvilignes des deux courbes I'y
et T respectivement, et on consideére leur paramétrisation Z/-normale F1(s;) et
F5(s3). On suppose que I'; a pour U-longueur L, et I'; pour U-longueur Ly. On
note par k. (s1) (resp. k2(s2)) la U-courbure de Minkowski de la courbe I'y (resp.
I';) au point de paramétre s; (resp. s3). Notons A = F; (L) = F3(0) le point de
raccord des deux courbes I'; et I's.

Figure 8. Raccordement G? des U-développantes

On considére la U-développante de I'; & la distance sg
I,i(sl, 80) = 71(81) - (81 - SO)T,,} (81). (1.45)

On a, B = I&(Ll, So) = _,F—l(Ll) - (Ll - So)T,ul_(Ll) et donc ”B - AHL{ = L]_ — 50.

On considere ensuite la U-développante de la courbe I's a la distance sg — L1,
de sorte & obtenir un raccordement C° en B. En effet

IZ(SQ, So — Ll) = 72(32) - (82 — 80 -+ Ll)Ti(Sz). (1.46)
D’apres I’hypothese du raccordement G* des courbes I'; et T’y au point A on a
I,LzL(O, Sp — Ll) = 72(0) - (Ll - So)Ti(U) = A - (Ll — SO)TJ (Ll) = B,
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ce qui montre que les deux U-développantes se raccordent C° au point B.

* Montrons que les deux U-développantes se raccordent G au point B en
vérifiant qu’elles ont la méme tangente en ce point. La U -tangente unitaire &
'z, en B est

T} yo (L1, 50) = e1(L1)NE(Ly),
—(s0 = L1)k,(L1)

(5o — LKLL)) -0

avec €1(L1) =
La U°-tangente unitaire & I'Z , au point B est

T7.,0(0,50 — L1) = e2(0)N2(0),

avec en(0) — —(=L1 + s0)k2(0) _
S T s v~ T O TR

Ainsi, puisque N (L1) = N2(0) d’aprés le raccordement G! des deux courbes T';
et 'y au point A, et puisque k;(L1) est de méme signe que k2(0), on obtient
Tl'l,u" (Ly) = Tf,uo (0).

¢ Montrons enfin que les deux U-développantes (1.45) et (1.46) se raccordent
G? en B. D’apres la proposition 6, les U-rayons de courbure circulaire des deux
U-développantes sont respectivement

kL(Ly) k2(0
R},U(L17 So) = Ik—ﬂ%ﬂiso — L1| et R%yu(o, Sp — Ll) = -IWEO%TIIQ — Soi,

donc ces courbures sont égales, puisque k2 (L) et £2(0) ont méme signe. Comme
Pindicatrice U est suffisamment différentiable, on en déduit que les courbures
euclidiennes des U/-développantes (1.45) et (1.46) sont égales au point B. M
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Chapitre 2.

COURBES PARALLELES
DE MINKOWSKI

Introduction

La notion de courbe paralléle a été mentionnée dans de nombreux textes de
géométrie classique, sans pour autant susciter un intérét considérable. Récem-
ment, ces courbes ont refait surface dans le domaine de la CAGD, du fait de
leur réle important dans les problemes d’étude des trajectoires d’outils pour les
machines & commande numérique ou encore dans les problémes d’agrandissement
ou de rétrécissement d’objets. Ces courbes apparaissent comme I’enveloppe d’une
famille C; de cercles de méme rayon et dont le centre parcourt une courbe
réguliere appelée courbe génératrice (voir exemple 1). Dans ce chapitre, nous
allons généraliser cette notion de courbe paralléle, en remplacant les cercles C;
par une méme copie homothétique de I'indicatrice 2/ d’un plan de Minkowski M.

Dans la premiére section, nous donnerons I'expression analytique d’une telle
courbe parallele généralisée,(courbe U-parallele) ainsi que ses propriétés intrin-
seques, telles que les singularités, la courbure, la longueur, Paire,....

La forme implicite de la courbe parallele généralisée est parfois utile dans
certains problémes tels que le calcul de I'intersection d’une droite avec la courbe
offset dans les techniques du lancer de rayon[14] ou encore pour situer un point
par rapport a une courbe. La deuxiéme section aura pour but de donner une
stratégie d’implicitisation de la courbe parallele généralisée.

L’une des principales difficultés lors du traitement de ces courbes dans la pra-
tique est que la courbe paraliéle d’une courbe rationnelle n’est pas, en général,
rationnelle. Ceci a donné naissance & plusieurs méthodes d’approximation de la
courbe paralléle par des courbes splines rationnelles, afin qu’elles soient compat-
ibles avec les systémes de CAD existants [20,25). Des méthodes plus judicieuses
sont apparues ces dernieres années, consistant & approcher directement la courbe
génératrice par une classe spéciale de courbes appelées courbes 3 hodographe
pythagorien (courbes PH)[12,13,16,22,23], et définie comme étant I’ensemble des
courbes rationnelles & paralléles rationnelles. La caractérisation géométrique de
ces courbes & été donnée simultanément et indépendamment par H. Pottmann|[21]
et J. C. Fiorot et T. Gensane[18,19] par des approches différentes. La premiere ap-
proche est basée sur la caractérisation des courbes gauches dont les plans tangents
forment un angle constant avec un plan de référence[21]. La deuxiéme approche
est basée sur les propriétés élémentaires de la développante et de la développée
d’une courbe plane[18,19]. Dans la troisitme section de ce chapitre, nous don-
nerons la caractérisation paramétrique de toutes les courbes rationnelles dont les
paralleles généralisées sont rationnelles, ce qui nous permettra, par une approche
similaire & celle de J. C. Fiorot et T. Gensane, de caractériser géométriquement
cet ensemble.
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1. Courbe U-parallele

Soit M un plan de Minkowski d’indicatrice strictement convexe et suffisam-
ment différentiable U.

1. 1. Enveloppe d’une famille d’indicatrices

Dans cette section, nous donnons ’expression analytique de I’enveloppe des
indicatrices centrées sur une courbe réguliere I'. Pour cela, nous commencons par
établir la proposition suivante.

Proposition 9. Soit I' une courbe réguliére de paramétrisation (I, F(t)), et
soit X un point n’appartenant pas ¢ I'. Considérons la fonction

¢(@t) =X = F@)llu, tel
Si pour un tg € I, ¢'(to) = 0 alors X — F(to) est U-normale a F'(tp).

Preuve: Suposons que la courbe I' est localement convexe au voisinage de F'(tp).
Dans ce cas la fonction ¢(t) est localement convexe au au voisinage de ¢o. Comme
@' (to) = 0, on en déduit que ¢(tp) est un minimum local de la fonction ¢, et donc
la boule de centre X et passant par F'(tg) est tangente & I' au point F'(tg), ce qui
montre d’aprés la remarque 3 que X — F'(to) est U-normale & F' (o).

La méme démonstration reste valable lorsque la courbe I' est localement
concave au voisinage de F'(tp). Supposons maintenant que la courbe I' représente
un point d’inflexion au point F(tg). Dans ce cas, on peut définir une courbe
paramétrée G(t) tel que G(t) = F(t) sit > tg, t € I, G'(to) = F'(to), et telle que
la courbe G(t) est localement convexe ou concave au voisinage de G(to), d’apres
ce qui précede, X — G(to) est U-normale & G'(ty), ce qui prouve le résultat. M

Considérons maintenant I’homothétique Uy de l'indicatrice U, de rapport d, et
la famille des translatés U; de Uy, centrés sur la courbe I' = F'(t). Une équation
implicite de U; est

X = F(®)lly = d, (2.1)

L’équation de I’enveloppe de la famille U; se déduit par résolution du systéme

1X = POl = d, -
0 .
1 = F@)lly =0,

D’apres la proposition 9, la deuxiéme équation du systéme (2.2) entraine que
X — F(t) est U-normale a la U-tangente unitaire & la courbe I' au point de

parametre ¢, par suite
X — F(t) = Mt)Nyo(t), (2.3)
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ol A(t) est une fonction scalaire dépendant du parametre t. Appliquons la
premiere équation de (2.2) & I’équation (2.3)

1X = F @)y = IAE)Nwo ()]l = [A®)] = 4,
d’ou A(t) = +d. Finalement I’équation de I’enveloppe est

Fy(t) = F(t) £ dNyo (t). (2.4)

Figure 1. Enveloppe d’indicatrices

Définition 9. Considérons une courbe paramétrée réguliere F(t) et un plan de
Minkowski M d’indicatrice . On appelle courbe U-paralléle de la courbe F(t)
a la distance signée d, la courbe ayant pour représentation paramétrique

3

Fy(t) = F(t) +d Nyo(t), (2.5)
ot Nyo(t) est la U%-normale unitaire 3 la courbe F(t) au point de paramétre t.

Si d est positif, on parlera de courbe U-paralltle extérieur, sinon on parlera de
courbe U-parallele intérieur. En particulier Fy(t) = F(t). On parlera parfois de
d-paralléle pour préciser la distance d.

1. 2. Propriétés intrinséques de la courbe U/-parallele

Soit F'(s) la paramétrisation /°-normale de la courbe I'. D’apres les formules de
Serret-Frenet associées au plan polaire de Minkowski M09, les dérivées premieres
et secondes de la courbe U/-paralléle s’expriment par :

Fi(s) = (14+d 7y (8))F'(s), 2:6)
Fy(s) = d 7,0 (s)F'(s) + (1 + d 70 (s))F (s).
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Singularité de la courbe l-parallele. Les points singuliers de la courbe U-
paralléle Fj;(s) sont caractérisés par la condition Fjj(s) = 0. La courbe F'(s) étant
réguliére, on a F'(s) # 0 pour tout s € I. Ainsi les points singuliers de multiplicité
1 (points de rebroussement) de la courbe U-parallele Fy(s) correspondent aux
points dont le parametre s. vérifie :

Tuo(sc)z—zlj- et To(se) £ 0. 2.7)

Une courbe U-paralléle n’admettant pas de points de rebroussement sera dite
non-dégénérée.

Les points ezxtraordinaires de la courbe U-paralléle Fy(s) sont les points
singuliers de multiplicité > 2. Ces points sont les points dont le parameétre s.
vérifie : 1

mwo(se) =7 et Too(se) = 0. (2.8)

UO-repeére de Frenet de la courbe U-paralléle. Notons par Ty ,o(s) et
N 40 (s) respectivement la U°-tangente unitaire et la U%-normale unitaire de la
courbe U-parallele Fy(s). D’apres (1.25), on a

o) = Fé(s) :1+d7‘uo(s) .
Tawe ) = TEn(o)e ~ T drwe(e)]

et d’apres la relation (1.25), la U%-normale unitaire de la courbe U-parallele a
pour expression

_ T5(s)

~ det(Ty(s), Tu(s))”

N, d,u0 (8)
On en déduit le 2% repére de Frenet de la courbe U-paralléle Fy(s) :

Td,uo (3) = G(S)Tuo (S),
Nao(5) = e(5) Nuo ),
14 dryo(s

2.9
) (5) (2.9)
|1 4+ dryo(s)]

avec €(s) = +1.

Lieu des singularités de la courbe U-parallele. Soit M = Fy(s.) un point
singulier de la courbe U-parallele Fy(s) = F(s) + dNyo(s). D’apres (2.7), on a
Ty0(8c) = —1/d, de sorte que Fy(sc) = F(s¢) — (1/7y0(sc))Nyo(sc), par suite,
d’apres (1.37), le point M appartient & la U%-développée de la courbe F(s). On
en déduit la proposition suivante.

Proposition 10. La U%-développée de la courbe F(s) contient 'ensemble
(éventuellement vide) des points singuliers de toutes les courbes U-paralléles a
distance d, de la courbe F(s) lorsque d parcourt RR.
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Proposition 11. Les U-développantes d’une courbe sont U -paralléles entre elles.

Preuve: Soit F(s) la paramétrisation /-normale de la courbe T'. Considérons la
U-développante I'; & la distance signée sq + d de la courbe I :

L.(s,80 +d) = F(s) + (so + d — s)T,(s)
= F(s) + (50 — 8)Tu(s) + d Ty(s)
I

Tu = - N, 5 s 2.1
(s) (61(8)) 1,u0 (8, S0) (2.10)
ol € (s) est donnée par (1.36), par suite, ’expression de la U-développante devient
d
I,(s,80+d) = I(s, s0) — a—(—s—)NLuo (s, So)- (2.11)

Ce qui prouve le résultat. W

Courbure de la courbe U-parallele. La courbure euclidienne de la courbe
U-parallele F;(s) en un point de parametre s est donnée par Pexpression

L det(Fy(s), Fy (5)
k) = TEne

En appliquant les formules de Serret-Frenet, on trouve

_ kuo(8> .
|1+ dryo (8)[|Tuo ()13

(2.12)

kd(s)

ol kyo(s) est la U%-courbure de Minkowski de la courbe F(s) au point de
parametre s. Comme T,0(s) est une paramétrisation de isopérimétrique U°, on
déduit de (1.31) que kyo(s)/||Tyo(s)||3 = k(s) ot k(s) est la courbure euclidienne
de F'(s) au point de parameétre s. Ainsi

k(s)

k) = T o)

(2.13)

D’apreés I'expression de 7,0(s) on peut remarquer que si 1+ d 7,0 (s) > 0 alors

(2.14)



ol ko(s) est la courbure euclidienne de I'indicatrice ¢ au point Nyo(s). Ce
qui permet de retrouver le résultat de Brechner[15] obtenu par des méthodes
implicites.

US-longueur de la courbe U-parallele. La UC-longueur totale de la courbe
U-parallele Fy(s) est donnée par I’expression

L
Lu= [ IFio)lyodo, (2.15)

ol L est la U°-longueur de la courbe génératrice F(s). Nous supposons que la
courbe U-paralléle Fy(s) est réguliere. Dans ce cas, la quantité 1 + d 7,0(s) est
de signe constant.

M9 Lo NolL) //////

Flo)

Tl

Figure 2. U°-longueur de la U-paralléle

Sil+d7yuo(s) > 0 pour tout s € [0, L], on a
L L
Ldz/ da—i—d/ Ty (0) do =L — 2dA > 0,
0 0

ou d’apres (1.29), A est laire euclidienne de la région hachurée dans la figure 2.
Si1l+d7yo(s) <0 pour tout s € [0,L], on a

L L
Ld:—/ da—d/ Ty (o) do=—L + 2dA > 0.
0 0

On en déduit que la U°-longueur totale de la courbe U-parallele 4 la distance d

a pour expression
Ly =|L—2dA|. (2.16)

De ce résultat on déduit la proposition suivante qui caractérise la U%-longueur
d’un ovale a largeur constante dans un plan de Minkowski (voir chapitre 5).
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Proposition 12. Si la courbe U-paralléle ¢ une distance signée d d’une courbe
', C2%, fermée, conveze est la courbe T elle méme, alors la U°-longueur totale de
I' est égale 6 d 11 ou IT est aire euclidienne de Uindicatrice U.

Preuve: SiTy =T alors 1+ d 7,(s) < 0 pour tout s € [0, L], ou L est la UO°-
longueur de la courbe I'. Comme la courbe I' est fermée, convexe, on en déduit
que A=1let Ly = —Ly + 2dA, de sorte que 2L, = 2dll, d’ot le résultat. M

Aire de la courbe lY-paralléle. Pour certaines applications, telle que la
description de I’érosion (bidimensionnelle) d’un volume lors d’une sédimentation
de matériaux par des processus physiques divers[25], le calcul de Vaire entre la
courbe et sa courbe U-parallele est tres utile. Dans ce paragraphe, nous donnons
une réponse a cette question dans le cas ot la courbe géneratrice est une courbe
simple, fermée, suffisamment différentiable.

Théoréme 6. SiI' est une courbe régulicre C? fermée, simple, de U°-longueur
totale L, englobant une aire A alors la courbe U-paralléle Ty & la distance d
(supposée non-dégénérée) englobe une aire A, telle que

Ag=A+dL+d%,

ou Il est laire de lindicatrice U.

Preuve: Soit F(s) la paramétrisation 2/°-normale de la courbe T

L
244 = / det (Fy(s), Fa(s)) d s (2.17)
0
D’apres les formules de Serret-Frenet et la relation (1.29), on a
det (Fy(s), Fu(s)) = det (F'(s), F(s)) +d det (F(s), Nyo(s)) + d + d>ry0(s).

Or, d’apres (1.22), on a det (F(s), N,(s)) = det (F(s),Nyo(s)) + 1, par suite,
en insérant cette quantité dans (2.17) et en intégrant entre 0 et I on trouve le
résultat. H

2. Implicitisation de la courbe U-parallele

Dans cette section nous nous intéressons 4 la recherche de ’équation implicite
de la courbe U-paralléle d’une courbe algébrique donnée. Nous distinguons le cas
ou cette courbe génératrice est définie par une représentation paramétrique et
le cas ol cette courbe est définie par une équation implicite. On supposera dans
cette section que I'indicatrice U/ est définie par une équation algébrique.
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2. 1. Courbe génératrice paramétrée

Soit F(t) = (f(t),g(t)) une courbe paramétrée polynomiale réguliere et I
I’espace des parametres. Supposons que 'indicatrice i a pour équation implicite
H(z,y) = 0. La courbe U-parallele intérieure et extérieure 3 une distance d
(d > 0) de la courbe F(t) se déduit par résolution du systéme

Put,z,y) = B (2T 1298y (2.18)

OP,
Qa(t,z,y) = -a—;-(t,x, y) = 0.

L’équation implicite Fy de la U-parallele se déduit alors par élimination du
parametre ¢ dans les deux équations ci-dessus, c’est-a-dire :

Fd(.'l?,y) = Res; (Pd(taxay)v Qd(t) z, y)) = 07

ol Resy(.,.) est le résultant en ¢ des expressions Py et Q4, considérées comme des
polynémes en la variable ¢ [14].

Exemple 3: Considérons la crunode standart paramétrée par F(t) = (¢2—1,3—
t). Cette courbe est réguliere. Supposons que l'indicatrice U est le cercle unité,
dans ce cas la géométrie de Minkowski est la géométrie euclidienne usuelle. On
obtient : '

Fy(x,y) = 729d*° — 3645d%z? — 5346d8z — 1458d%y? — 2457d® + 7290d%z* +
19656d82% + 5832d%z2y? + 21924d6x? + 13122d%zy? + 11952d%x + 729d%y* +
6048d6y2+2752d%—7290d*2® —26892d* x5 —8748d4x*y% —42966d* x4 —29862d* 23y —
38416d%z> — 2187d*x2y* — 38880d*x2y? — 20768d*x? — 12150d4 zy* — 24048d4zy? —
6656d*z — 7182d%y* — 5664d*y? — 1024d* + 3645d2® 4 16200d%z” + 5832d2x8y? +
31012d22% +20358d%5y% + 32784d2% x5 + 2187d% x4 y* + 32544d2 x4y? + 20224d%z* +
10692d223y*+30720d%z3y% 4+-6912d? 23 +19980d%z2y* + 18112422y +1024d3 22 +
4374d?2y® +14256d% zy* +6400d%xy? +3888d2yS +3648d%y* +1024d%y? — 729210 —
3618z° — 1458z8y% — 751322 — 3618z 7y? — 836827 — 72925y* — 7362692 — 5280x° +
1458z%y* + 5616z%y% — 1792x° + 5778z%y* + 6752z%y? — 256z + 1458z3y® +
3632103?;4 +307223y2 — 992z%y* + 5122%y? — 21602y® — 12802y* — 729y8 — 736y —
25634 = 0.

2. 2. Courbe génératrice implicite

Soit f(u,v) = 0 une courbe algébrique plane I'. Pour chaque point régulier
M de la courbe I' de coordonnées (u,v), les deux points associés de la courbe
U-parallele sont les points de coordonnées (z,y) vérifiant I’équation

T —1U y—v)

Pd(u,v,m,y)=H( d ' d

=0,

ainsi que ’équation

T —u y——v)

Qd(u7v7$ay)zvf(x,y) XVH( d ) d 207
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d’apres le U%-repere de Frenet de la courbe U-parallele. Ainsi, un point de
coordonnées (z,y) appartient & la courbe U-parallele (intérieur ou extérieur),
a la distance d, s’il vérifie le systéme

f(uv ’U) =0,
Pd(U, Uax7y) = 07 (219)
Qd(u,v,x,y) = 0.

L’équation implicite F;; de la U-parallele (intérieur et extérieur) se déduit alors
par élimination des deux paramétres u et v dans le systéme ci-dessus[14].

Exemple 4: Considérons la courbe algébrique définie par f(z,y) =23 —y? = 0.
Dans le cas ol I'indicatrice ¢ est le cercle unité, on vérifie que

Pd(u,v,x,y):u2+v2—2ux—2vy+$2+y2~d2 =0,
Q(U”U?xay) = Qy(u - .27) + 332'2(’0 - y)

L’élimination des parametres u et v par la méthode présentée dans [14] donne
P’équation implicite suivante :

Fy(z,y) = —((2? +y?) — d*)3(-729d® + 2916d°> + 1944d°z + 729d5y? +
216d° — 4374d%x* — 4104d*z® — 2187d%x2y? — 1728d%2? — 6318d%zy? — 288d4x —
1188d*y?® — 16d* + 29164225 + 23764225 + 2187d%z*y? + 504d27* + 4860d223y2 +
32d%y? + 2484d°z%y? + 4374d%zy* + 504d2cy? + 1701d2y* + 32d%y2 — 72078 —
21627 — 72925y? — 1625 + 14582%y? 4 43224y + 14587%y* + 322:3y2 — 729z%y* —
216zy* — 729y° — 16y4) = 0.

3. Caractérisation des courbes PH de Minkowski

Nous donnons dans cette section une caractérisation paramétrique et géométrique
de l’ensemble des courbes rationnelles dont les courbes U-paralleles sont ra-
tionnelles.

3. 1. Courbes PH de Minkowski

Soit M un plan de Minkowski d’indicatrice . Soit F'(£) une paramétrisation
rationnelle d’une courbe I'. La courbe U-paralléle 3 la distance d de la courbe T

a pour paramétrisation
Falt) = F(t) +d Nyo(t),

o T (t) _ F'(3)
Nol) = G o ¢ 0= e @

Si[[F'(t)lly0 est rationnelle alors T,o(t) est rationnelle, et par suite N,o (t) est
rationnelle, et donc la courbe U-parallele Fy(t) est rationnelle. Inversement, si
F4(t) est rationnelle alors Nyo(t) sera rationnelle, puis par polarité on a

N, (t)
Tuo(t) = - det (N, (t), Nyo ()
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de sorte que T,0 (%) est rationnelle. Enfin, d’apres (2.20) la fonction ||F’(¢)||,,0 est
rationnelle. D’ol le théoréme suivant.

Théoréme 7. La courbe U-paralléle Fy(t) d’une courbe rationnelle F(t) est
rationnelle si et seulement si la fonction ||F'(t)||,,0 est rationnelle.

Définition 10. Par analogie avec le cas euclidien [21], une courbe ra-
tionnelle F(t) dont les courbes U-paralleles Fy(t) sont rationnelles est dite
courbe de Minkowski ¢ hodographe pythagorien ou tout simplement une courbe
de Minkowski PH ou encore U-PH si le plan de Minkowski est implicite.

3. 2. Caractérisation géométrique des courbes U/-PH

Afin de donner une caractérisation géométrique de l’ensemble des courbes
rationnelles ¢-PH, nous adoptons ici les notations suivantes[18,19] :

D désignera ’ensemble des courbes paramétrées rationnelles ou rationnelles
par morceaux a support sur une droite, C I’ensemble des courbes paramétrées
rationelles ou rationnelles par morceaux a support sur U, Zr l'ensemble des
courbes paramétrées rationnelles a U-paralleles rationnelles ou rationnelles par
morceaux et Axr D'ensemble des courbes paramétrées rationnelles dont la U-
abscisse curviligne est rationnelle ou rationnelle par morceaux.

Proposition 13. L’ensemble C est un sous-ensemble de ’ensemble Ix.

Preuve: Soit (I, H(t)) une paramétrisation rationnelle d’un arc de 'indicatrice
U. La paramétrisation correspondante de l’arc associé de 'isopérimétrique est

_ H'(t)

= det(@(R), HO)

HO(¢) (2.21)
Comme ||HO(t)||g0 = 1, pour tout ¢ € I, on en déduit que |[[H'(t)|lyo =
|det(H'(t), H(t))| et est donc rationnelle, ce qui prouve d’apreés le théoréme 7
que H(t) est une courbe Y-PH. W

Proposition 14. Les U-développantes des courbes de Agr appartiennent a Ir.

Preuve: Soit F(t) une courbe paramétrée appartenant & l’ensemble Ag. La
U-développante 3 la distance sg de F(t) a pour équation paramétrique

L(t,s0) = F(t) + (50 — su(t))Tu(t),

oU 84(t) = f: |F'(o)|lu do est rationnelle, par suite, sa dérivée est aussi
rationnelle, ce qui prouve que la U-développante I, (¢, so) est rationnelle. Comme,
en faisant varier so, les courbes obtenues sont d’une part U-paralléles entre elles
et d’autre part sont rationnelles, on en déduit qu’elles appartienent & I’ensemble
Ir. 1

Proposition 15. L’ensemble Ag est égal a ’ensemble des courbes rationnelles
a U-développantes rationnelles.
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Preuve: D’aprés la proposition précédente, on sait que les U-développantes
d’une courbe de Az sont rationnelles. Réciproquement, si F' (t) est une courbe
rationnelle dont les U/-développantes sont rationnelles, alors ces I-développantes
appartiennent & Zr . D’apres la proposition 5, on sait que la 24-longueur d’arc entre
deux points de la courbe F(¢) est égale en valeur absolue & la différence des 1/°-
rayons de courbure circulaire (des points correspondants de la U-développante)

qui sont d’aprés la relation (1.29) et le théoréme 7, des fonctions rationnelles.
Dou F(t) e Ax. B

Proposition 16. La U°-développée d’une courbe de Ir/D appartient & Ax.

Preuve: Soit F(t) la représentation paramétrique d’une courbe I' appartenant
& Ir/D. Sa U'-développée ['g est rationnelle puisque N0 (t) est rationnelle et
puisque I'p est 'enveloppe des U{°-normales & F(t). D’apreés la proposition 7,
la U-développante de T'g est la courbe I'. Donc 'y est une courbe rationnelle
dont la U-développante est rationnelle, par suite, d’aprés la proposition 15, elle
appartient a I’ensemble Ar. M

On peut résumer les propositions précédentes par le théoreme de caractérisa-
tion géométrique des courbes U-PH suivant.

Theéoréme 8. L’ensemble des courbes rationnelles dont les courbes U-paralléles
sont rationnelles est la réunion des U-développantes des courbes rationnelles dont
la U-abscisse curviligne est rationnelle et des deuz ensembles D et C.
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Chapitre 3.

Représentation Bézier Duale
des Courbes U-PH

Introduction

La représentation duale d’une courbe consiste & définir celle-ci comme
I'enveloppe de ses tangentes. Cette représentation s’est révélée trés fructueuse
dans I’étude des courbes rationnelles & paralleles rationnelles [31]. Plus pré-
cisément, H. Pottmann a donné une construction géométrique des courbes ra-
tionnelles & hodographe pythagorien 3 partir de la représentation duale d’un arc
circulaire [31,32], et il a montré efficacité de cette représentation dans les prob-
lemes d’interpolation et d’approximation[30,32,33].

Dans la premiére section de ce chapitre, nous présentons les techniques
nécessaires a l'utilisation de la représentation duale et nous examinons ensuite les
relations qui relient la représentation duale et la représentation standard d’une
meéme courbe. Enfin, nous donnons une expression explicite de la courbure aux
extrémités d’une courbe Bézier duale.

La deuxieme section est consacrée & la caractérisation duale des courbes Z/-PH,
ot U est I'indicatrice d’un plan de Minkowski M. A I’aide de cette caractérisation,
nous montrons ensuite que toute courbe U-PH se déduit de la représentation
duale d’un arc de Vindicatrice ¢/. Finalement, nous donnons une méthode de
construction de la représentation duale de la courbe U-parallele d’une courbe
U-PH donnée.

1. Représentation Bézier Duale

Dans ce chapitre, nous travaillons dans l'extension projective P? du plan
euclidien IR?. Nous utilisons les coordonnées cartésiennes homogenes (z¢, z1, z2)
pour désigner un vecteur X de P2 Le sous espace vectoriel de JR® engendré
par X est un point de P?. Ce point sera aussi désigné par X si aucune
ambiguité n’en résulte. Pour un point non & linfini, c’est-a-dire, tel que zg # 0,
les coordonnées cartésiennes non homogenes (c’est-a-dire, affine) associées sont
T = 1/%o,y = T2/%o. Les points X d’une droite dans P? satisfont une équation
linéaire homogeéne < U, X >= 0 et les coefficients du vecteur U sont appelés les
coordonnées homogeénes de la droite L. Le plus souvent, nous identifions la droite
L avec le vecteur U.

Somme de deux droites. Etant données deux droites L et Lo de coordonnées
homogenes respectives (a1, b1, ¢1) et (aq, by, ¢2), on définit la droite somme L1 + Lo
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comme étant la droite de coordonnées homogénes la somme composante &
composante des coordonnées homogenes des deux droites L; et L,. Comme
(a1,b1,c1) et A(ay,b1,c1) représentent la méme droite, pour tout A € IR*,
I’opération somme sur les droites n’est pas une opération géométrique, c’est-
a-dire, qu’elle dépend des coordonnées homogenes choisies pour représenter les
droites. On peut remédier a ce probléme en normalisant le choix d’un représentant
de la droite, par exemple en normalisant & 1 (si c’est possible) la premiére
composante de chaque droite. Lorsque ’on a m droites Ly, Lo, ..., L,,, une solution
consiste a choisir des représentants de ces droites de la maniére suivante : on se
donne m — 1 droites F, Fy, ..., Fpy—; telles que L;, F; et L; 1, soient concourantes
pour ¢ = 1,2,...,m — 1, puis on choisit les représentants des droites L; de sorte
que l'on ait F; = L;+ L;+1 pour tout ¢ allant de 1 jusqu’a m — 1. On appellera ces
représentants les coordonnées homogénes normalisées des droites L;, 2 =1,...,m
par rapport aux droites F;, 1 =1,...,m — 1.

Intersection de deux droites. Etant données deux droites L; et Ly de coor-
données homogenes respectives (a1, b1, ¢1) et (ag, be, ¢2), le point d’intersection de
ces deux droites a pour coordonnées homogenes le vecteur (a1, b1, ¢1) A(az, be, c2),
oll A désigne le produit vectoriel de IR3.

1. 1. Courbes Bézier duales

Une courbe rationnelle C(t), peut étre décrite par enveloppe de ses droites
tangentes L(t). Les droites L(t) peuvent s’exprimer sous la forme < U(¢), X >= 0,
ou U(t) sont les coordonnées homogenes de la droite L(t). La courbe C(t) étant
rationnelle, le vecteur U(t) peut s’écrire sous la forme de Bézier[28]

Ut) = f: B! B™(t), (3.1)
=0

ou les B[™(t) sont les polynémes de Bernstein de degré m. Une telle représentation
est appelée représentation Bézier duale de la courbe I' et la courbe I' est dite de
classe m. Les vecteurs B sont les coordonnées homogeénes des lignes de Bézier.
L’ensemble des lignes de Bézier forme la structure de Bézier latérale et les points
E; = Bf N B, sont les sommets de Bézier.

Les lignes de Bézier ne déterminent pas completement la courbe Bézier
rationnelle puisque le vecteur B} et chacun de ses multiples AB} avec A # 0,
représente la méme droite.

Pour une description complete, il est possible de choisir m droites F;* pour
1 =0,...,m—1 de sorte que les coordonnées homogenes des droites B}, ¢ =0, ...,m
soient normalisées par rapport aux droites F;. Les lignes F}* sont appelées les
lignes de Farin. L’ensemble des lignes de Bézier et de Farin est appelé la structure
de contréle duale de la courbe C.

1. 2. Formule de conversion
Pour évaluer les points de la courbe C, nous appliquons l'algorithme de

De Casteljau au m + 1 vecteurs B} jusqu’a ce qu’il ne reste plus que deux
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vecteurs Ug"™*(¢) et U~ 1(¢). Ainsi, on a Ut) = (1 -)US (1) + U 1)
et U'(t) = UPH(t) — UP~L(t). Puisque C(t) = U(t) AU'(t), on en déduit
que C(t) = U* ' (t) A UM (t). Par suite, intersection des deux droites de
coordonnées homogenes Ui~ (t) et U™ (t) représente le point C(t) de la courbe
C.

e

Figure 1. Courbe Bézier duale

On obtient donc
m—1 m
O =Ur O AUT 0 = (3 BB @) A (Y. B8P,
=0 =1

ce qui conduit, en développant, & la formule suivante [29]

2m~2

Clt)= > RBI"(), (3.2)
k=0

avec ]
~1m—1
Pe = —om=s > CI'CPT'Bi A Bjg.
k i+j=k
On remarque que le degré de la courbe est 2m — 2, tandis que le cofit de son
évaluation est celui d’une courbe gauche de degré m en représentation standard.

Notons par ailleurs que la représentation duale U (t) d’une courbe se déduit de
sa représentation standard C(t) par

U(t)=C(t) AC'(t).

Le passage d’une représentation i 'autre par l'opérateur A ne fournit pas une
représentation des courbes de degré ou de classe minimal.
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1. 3. Courbures aux extrémités

Counsidérons une courbe de classe m définie par sa représentation duale U (%)
et notons B} = (a;, b;,¢;), 4 = 1,...,m ses lignes de Bézier. En utilisant la formule
de conversion (3.2) on trouve que les points de controle Py de la représentation
standard sont des combinaisons linéaires des points d’intersections des droites de
controle. Ainsi, en notons Py le point affine associé au point P de P?, les deux
premiers points de controle et leurs poids respectifs sont

bocy — cobr
Po=B:NB = YO ol wp = agby — boan,
Co1 — agCy
wo
boca — cob2
ﬁl = B; N B; = 2(4)1 ot wy = l(CLsz ~ boaz).
Coaa — AgC2 2
2wy

Pour le troisiéme point de controle, on pose

@ = =2 (ks ~ boaa), B = s

3(em —3) (b~ braa), et wp=a+f

Alors B
P, = o(B; N BY) + B(B; N B3).
La courbure ko au point de contréle Pg est [27):

_ 2(’)7, - 1) Woly Aire(?o,?l,—ﬁg)

k 01
° n  w? Dist(Po, P1)3

ou n est le degré de la courbe Bézier rationnelle. Les formules précédentes
montrent que la courbure ko ne dépend pas de c3. Plus précisément, ko dépend
uniquement des trois premiéres lignes de Bézier et de la direction de la quatrieme
ligne de Bézier. Or on a [29]

m

u&DiSt(Fz,BS) = -'2—(2”%—_3)(,¢)DISJU(BI< N B;,P-()),
ol w = a]_bz - blaz. Ainsi
woAire(Py, Py, Pa) = M%ijire(?o,Fl, BN BY).

Finalement, I’expression de kg peut s’écrire sous la forme

m  wow Aire(Py, Py, Bf N B})

ko = i thed
°To2m—2w?  Dist(Py, P1)?
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D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 9. [29] Soit U(t) = Y ;" BfBM™(t) la représentation Bézier duale
d’une courbe rationnelle avec B} = (a;,b;, ¢;) pour i = 0,...,m. La courbure ko
au point Py = B§ N By est donnée par

m WoWs9 AiTe(Fo,Fl,FQ)

ko = —
T om-2 w?  dist(Py, P1)?
ou : )
_ a0 bo _1llag bo a1 by
Wo = a bl ) wy = 2 | as b2 b 2 = as b2 ’

et Py = B3N B, Py = BN B;.

2. Caractérisation Bézier duale des courbes U4-PH

Dans cette section, nous nous placons dans un plan de Minkowski M
d’indicatrice U/ rationnelle. Nous donnons la représentation duale des courbes
rationnelles ¢/-PH. Nous caractérisons ensuite la structure de contrdle duale de
ces courbes et enfin nous présentons une méthode de construction de la structure
de contréle duale des courbe U-paralleles d’une courbe U/-PH.

2. 1. Représentation duale d’une courbe U/-PH

Considérons une courbe rationnelle I de représentation paramétrique F'(t) =
(z(t),y(t)). La courbe T est enveloppe de I’ensemble de ses tangentes L(¢) dont
I’équation peut s’écrire sous la forme

e AUN 2(t) o h(t)
F Ol T T~ g ~ (3.3)

ou h(t) est la fonction support de la courbe F(t) et ot hy(t) est la fonction
support de Pindicatrice U(t).

Supposons que la courbe F(t) soit une courbe rationnelle 24-PH. Ce qui signifie
d’apres le théoréme 7 que |[F'(t){lyo est une fonction rationnelle. Par suite,
la. paramétrisation (z'(¢)/[|F'(t)|luo, v’ (£)/I|F' () ||uo) est une paramétrisation
rationnelle de I'isopérimétrique #°. On peut alors poser

z'(t) y'(t) N\ (a(t) b(t)
<||F'(t)||u0’ |F’(t)]|uo> - (c(t) ’ c(t))’ (3.4)

ol a, b, c sont des polynémes en la variable t.
La courbe I est donc 'enveloppe de la famille de droites d’équation

X+ 9@}’ = H(t). (3.5)




La fonction H(t) est rationnelle, puisque les composantes de F(t) vérifient
Péquation (3.5). Afin de déterminer 1’équation paramétrique d’une courbe ra-
tionnelle & U-paralléles rationnelles, nous résolvons le systéme linéaire en X, Y
constitué de ’équation (3.5) et de sa dérivée par rapport & la variable ¢

—b(t)’ a(t)\' <
(dﬂ)X+QEJY_H@) (3.6)

Ce qui donne

o (elt) = (Dalt) aWelt) .

¥ eV T @rn —eae T
b (1)e(t) — ¢ (b) b))

Y= v Sl 020 " v —voam @

Par suite, nous obtenons le théoreme suivant

Théoréme 10. Pour toute courbe I' rationnelle U-PH, il existe une paramétri-
sation rationnelle (a/c,b/c) de Uisopérimétrigue U° et une fonction rationnelle
H(t) telle que cette courbe I' admette une paramétrisation de la forme (3.7).
Réciproquement, soit H (t) une fonction rationnelle et soit (a(t)/c(t), b(t)/c(t))
une paramétrisation rationnelle de l'isopérimétrique °. Considérons la courbe
F(t) = (z(t),y(t)) définie comme l’enveloppe de la famille des droites d’équation

~b(t) ,, , alt)
0© o)

En reportant les composantes de F'(t) dans (3.8) et en dérivant, on obtient

a(t)
c(t)

Par suite, (2'(2),y'(t)) = A(¢)(a(t)/c(t),b(t)/c(t)), ot A(t) est une fonction
rationnelle. Ainsi, [[F'(t)|lue = [A(t)|- Comme det(F'(t), F(t)) = A(t)H(t), on en
déduit que la fonction A(t) est de signe constant. Par suite, la fonction || F’(t)]|yo
est rationnelle, ce qui prouve, d’aprés le théoreme 7, que la courbe F(t) est une
courbe U-PH. D’oti le théoreme

Y = H(t). (3.8)

y'(t) = 0.

Théoréme 11. Soit H(t) une fonction rationnelle et (a(t)/c(t),b(t)/c(t)) une
paramétrisation rationnelle de I’isopérimétrique U°. L’enveloppe de la famille des

droites d’équation b(t) ®
—b(t a(t) .,
) X+ @) Y = H(t) (3.9)

est une courbe rationnelle U-PH.
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2. 2. Représentation Bézier duale des courbes UY-PH

Soit F'(t) une courbe rationnelle Z{-PH. Posons dans 1’équation (3.9), H (t) =
e(t)/ f(t), ot e(t) et f(t) sont des polyndémes en la variable t. D’aprés le théoréme
11, la représentation duale de F(¢) peut s’écrire sous la forme

(w0, ur, uz) = (= e(t)e(t), =b(t) £ (£), alt) (1)) (3.10)
Cette représentation permet une construction remarquable de la structure de
controle duale d’une courbe U-PH. Pour cela, en identifiant e = f dans la
représentation (3.10), nous obtenons
(uo,ul,uz) = —e(t) (c(t),b(t), —a(t)), (3.11)
qui représente I’enveloppe de la famille des droites d’équation
b(t) X ﬁ@y = ~1.
c(t)”  cft)
(

Nous obtenons ainsi, d’aprés (1.9), une représentation de I'isopérimétrique de
la. courbe paramétrique (a(t)/c(t),b(t)/c(t)), c’est-a-dire, isopérimétrique dun
segment de lisopérimétrique U°, ce qui représente, par polarité, un segment de
Pindicatrice .

En posant e = f dans (3.10), nous obtenons la représentation duale d’un
segment u de l'indicatrice U/. La représentation duale (3.10) ne differe de la
représentation duale (3.11) que par la premiére composante. Les composantes
inchangées sont celles qui fixent la direction de la tangente. Par suite, apres
conversion des deux représentations duales (3.10) et (3.11) dans la base de
Bernstein en méme degré, nous remarquons que les lignes de Bézier et de Farin
du segment u de l'indicatrice sont paralléles aux lignes de Bézier et de Farin
correspondantes de la courbe F(t).

Réciproquement, soit

('U;(),Ul,'UIQ) = (= f(t)e(t), —b(t) f(t),a(t) f(t)) (3.12)

la représentation Bézier duale en classe m d'un segment u de Dindicatrice U.
Effectuons des translations paralléles arbitraires des lignes de Bézier et de Farin.
Nous obtenons ainsi, la structure de contréle duale d’une courbe rationnelle F'(t)
dont la paramétrisation duale doit étre de la forme

(w0, u1,u2) = (g(t), —b(8) f (t), a(t) F (1)), (3.13)

ou g(t) est un polyndme en la variable ¢. En accord avec Iexpression (3.12) et en
incluant 'invariance par translation dans un plan de Minkowski, on peut poser
dans (3.13) f(t) = g(t)c(t). Par suite, la représentation duale (3.13) s’écrit

(w0, vy, uz) = (= e(t), =b(t)g(t), at)g(t))- (3.14)
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Ce qui donne finalement une représentation duale similaire & celle de (3.10) ce
qui montre, d’apres le théoréme 11, que F(¢) est une courbe U-PH.

Théoréme 12. La structure de contrile duale d’une courbe rationnelle U-PH est
caractérisée par la propriété que ses lignes de Bézier et de Farin sont paralléles
auz lignes de Bézier et de Farin correspondantes de la structure de controle duale
d’un segment u de l’indicatrice U.

Figure 2. Représentation Bézier duale d’une courbe U-PH

2. 3. Courbes U-paralleles d’une courbe //-PH

Soit F'(t) une courbe rationnelle U#-PH. La courbe F(t) est ’enveloppe d’une
famille de droites d’équation

Wy Dy gy,

c(t) c(t)

ot (a(t)/c(t),b(t)/c(t)) est une paramétrisation rationnelle de I'isopérimétrique
U° et H(t) une fonction rationnelle.

Considérons la courbe rationnelle G(¢) définie comme ’enveloppe de la famille
de droites d’équation

—b(t) . , a(t), _
XY —HO+4 (3.15)

ou d un nombre réel. La représentation paramétrique de la courbe G(t) est
obtenue en résolvant le systéme linéaire en X, Y constitué de I’équation (3.15)
et sa dérivée par rapport a t. Ce qui nous donne [26]

G(t) = F(t) + dNyo(t).
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Par suite, G = F,;. Ainsi, nous obtenons le théoréme suivant

Théoréme 13. Considérons une courbe F(t) rationnelle U-PH dont la structure
de contréle duale provient d’un segment u de Uindicatrice U comme précisé dans
le théoréme 12. Pour obtenir la structure de contréle duale de la courbe U-paralléle
Fy(t) & la distance d, il suffit de translater la 1™ ligne de Bézier et la i®™° ligne
de Farin de F(t) de la distance d multipliée par la distance orientée de la j€™e
ligne de Bézier ou de Farin correspondante du segment u au centre de l'indicatrice

U.

Figure 3. Construction de la courbe U-paralléle d’une courbe U-PH
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Chapitre 4.

QUARTIQUES
DE TSCHIRNHAUSEN

Introduction

Récemment R.T. Farouki and T. Sakkalis ont montré que la classe des courbes
polynomiales & paralléles rationnelles fournit des outils trés performants pour
Vinterpolation et I’approximation des courbes dans le domaine du CAGD(35,36].
Cependant, le degré relativement élevé des courbes paralleles présente un in-
convénient. Par exemple, la solution PH de plus petit degré d’un probléme
d’interpolation C! d’Hermite, requiert des courbes polynomiales & hodographe
pythagorien de degré 5 et & paralléles de degré 9 [35]. Pour remédier & ce prob-
leme, H. Pottmann a proposé une classe de courbes rationnelles 3 paralleles ra-
tionnelles et dont les courbes paralleles sont de degré assez faible et il a montré
leur flexibilité dans les problémes de modélisation géométrique. Ainsi, un prob-
léeme d’interpolation G? d’Hermite peut étre résolu en considérant les courbes
rationnelles PH de classe algébrique 4 [43]. Le fait que ces courbes se repro-
duisent par action du parallélisme, fournissent des courbes paralleles rationnelles
de degré 5 ou 6[43].

Les courbes PH dont les paralléles sont de degré raisonnable sont d’un grand
intérét dans les applications pratiques ol il est nécessaire d’évaluer la courbe
paralléle. Parmi ces courbes, on retrouve les cubiques de Tschirnhausen, qui
sont, avec les cercles, les seules courbes rationnelles cubiques & paramétrisation
PH [37]. Le fait qu’il n’existe qu'une seule cubique de Tschirnhausen (& des
transformations élémentaires prés) les rendent d’une utilité relativement limitée.

En conséquence, les courbes PH de classe algébrique 3 (les quartiques de
Tschirnhausen) sont particuliérement intéressantes au vu de leur degré (courbes
rationnelles de degré 4) et de leur flexibilité pour les schémas pratiques
d’interpolation et d’approximation.

En particulier, un schéma d’interpolation G* d’Hermite avec des quartiques de
Tschirnhausen & été donnée dans [42]. Il nous a donc semblé naturel de chercher
une extension a un schéma avec un contact géométrique d’ordre 2. Plus précisé-
ment, nous montrons comment résoudre le probléme d’approximation G2 avec les
courbes PH de classe algébrique 3, de fagon que leurs paralléles soient de degré
4. Notre approche est basée sur I'interpolation G2 d’Hermite de deux éléments
de courbure vérifiant certaines conditions par deux segments de quartiques de
Tschirnhausen. Cette méthode nécessite le choix d'un autre point d’interpolation.
Il s’est avéré que la caractérisation des quartiques de Tschirnhausen comme étant
les développantes des cubiques de Tschirnhausen, fournit un procédé simple et
élégant permettant de localiser le point d’interpolation supplémentaire.
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Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : nous introduisons dans la
section 1 les quartiques de Tschirnhausen en tant que courbes rationnelles PH
de classe algébrique 3. La section 2 sera dévouée a la stratégie pour résoudre le
probleme d’interpolation G? d’Hermite. Dans la section 3, nous donnons une
expression géométrique de la longueur d’arc d’un segment d’une cubique de
Tschirnhausen. Nous verrons qu’un seul segment d’une T-cubique ne peut pas
résoudre notre probleme d’interpolation. Ce qui nous amene & introduire une
famille de G! T-cubiques dans la section 4. Enfin, puisque nous modélisons avec
les développantes des cubiques de Tschirnhausen, nous montrons dans la section
5, comment obtenir la structure de contrdle duale de ces développantes. Quelques
exemples de notre algorithme sont donnés dans la section 6.

1. Courbes PH de classe 3
Etant donnée une courbe C de paramétrisation rationnelle C(t), sa courbe
paralléle & la distance signée d a pour paramétrisation

Ca(t) = C(t) + dN(2),

ol N(t) = (N1(t), Na(t)) est le vecteur normal unitaire le long de la courbe C.
La paramétrisation C(t) est une paramétrisation PH si et seulement si V(%) est
une paramétrisation rationnelle d’un segment du cercle unité, et par suite les
composantes de N(t) doivent étre de la forme[41]

2a(t) b(t) a2(t) - (1)

MO =G e YT 2@ e

olt a(t) et b(t) sont des polynémes . En plus, du théoréme 11, on déduit que la
représentation duale des paramétrisations PH rationnelles sont de la forme

Ut) = (—e(a®+17), 2abf, [ (6> =) ), (4.1)

o a,b, e, f sont des polynémes en la variable t. Réciproquement, étant donnée
des polyndémes a,b, e, f, la représentation duale (4.1) définit une courbe PH
rationnelle.

Les courbes rationnelles PH de classe algébrique 3 sont alors obtenues en
posant dans (4.1) :

alt)=t, b(t)=1, et)=at+ 5, f(t)=7t+54,

ce qui fournit la représentation duale

U(t) = ( — (at® + Bt + at + B), 2yt + 26t, vt° + 6t2 — vt — 5), (4.2)
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et la paramétrisation rationnelle

Ct) = [w(t): «(t): y(t)]
avec
w(t) =7t + 296 2 + (Y2 + 02 2 + 295 t + 62,
z(t) = %(ﬁv — ad) t* + 20y 3+ 2(ab + By) £2 + 266 ¢ + %(ad - B7),
y(t) = ay t* + 206 3 + (86 — ay) t2 — 2By t — 6.

La paramétrisation de la courbe parallele & la distance d est obtenue en substi-
tuant o par a +vd et B par 8+ yd dans les représentations précédentes.

Figure 1. Quartiques de Tschirnhausen

Les courbes U(t) AU’ (¢) forment un ensemble de courbes rationnelles de degré
4 et de classe algébrique 3 appelées quartiques de Tschirnhausen ou simplement
T-quartiques. Ces courbes se reproduisent par action du parallélisme, admettent
5 degrés de liberté si on inclus dans (4.2) 'invariance par translation et rotation
(méme flexibilité que les coniques)[41], n’admettent pas de points d’inflexions. De
Pplus, elles sont caractérisées par le fait qu’elle sont exactement les développantes
des courbes PH polynomiales de degré 3 (cubigues de Tschirnhausen) [41]. Fi-
nalement, notons que chaque segment régulier d’une T-quartique est de courbure
euclidienne monotone.

2. Stratégie d’approximation

Dans tout ce qui suit, un élément de courbure sera la donnée d’un triplet
(P, T, k) formé d’un point P, une direction T (vecteur unitaire) et d’'un nombre
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réel non nul k. Nous associons a chaque élément de courbure (P, T, k) son “centre
de courbure” P définie par P = P + k_l’R_%(T), ou Re désigne la rotation
d’angle 6. Une courbe G2 définit des éléments de courbure, chacun d’eux étant
composé d'un point de la courbe, du vecteur tangent et de la courbure en ce
point.

2. 1. Segmentation admissible

Deux éléments de courbure (Py, Ty, ko) et (Py,T1, k1) seront dits admissibles
s’il existe un arc convexe & courbure continue, monotone et de courbure totale
inférieur & n, d’extrémités Py et P;, de vecteur tangent T en Py et 77 en P, et
de courbure kg en Py et k; en P;.

Etant donnée une courbe suffisamment différentiable s(¢), notre objectif est de
I’approcher par une courbe a courbure continue formée de segments rationnels
PH de classe algébrique 3. L’absence de points d’inflexion dans les T-quartiques
nous oblige de considérer une courbe s(¢) sans points d’inflexion. De plus, nous
voulons produire une approximation qui préserve les variations de courbure de la
courbe initiale. Pour cela notre stratégie consistera & effectuer une segmentation
géométrique de la courbe s(t) en detectant tous les sommets (points dont la
dérivée de la courbure est nulle) de la courbe s(t), puis a ajouter des points sur
la courbe s(t) de sorte que la courbure totale entre deux points consécutifs de la
segmentation soit inférieur & m. Cette segmentation fournit une suite d’éléments
de courbure admissibles de sorte que ’on peut reformuler notre probleme de la
maniére suivante : étant donnés deux éléments de courbure admissibles, existe-
il une courbe G? & courbure monotone, formée de segments de T-quartiques et
interpolant ces éléments de courbures 7

2. 2. Interpolation G2 d’Hermite
To

s Lo

1/ko Q1

Qo

Figure 2. La géométrie d’éléments de courbure admissibles
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Etant donnés deux éléments de courbure (Po, Ty, ko) et (P1, Ty, k1) comme
dans la figure 2, notons les centres de courbure correspondants par Qy = B,
and Q1 = P;. Considérons également les angles non-orientés ap = (Py Py, 7o) et
a1 = (Ty, PyPy), ainsi que le point d’intersection R des droites (PoQo) et (P1Q1).

Théoréme 14. [38] Les deux éléments de courbure (FPo, To, ko) et (Py,Th,ky)
sont admissibles (avec une courbure croissante) si et seulement si

Z) oo < ay < g+,
i) [PoQol > |P1Q1|,
wt) [QoQ1| < |PoQol — |P1Q1] < [QoR| + |RQ|.

L’observation cruciale pour la solution de notre probléme d’approximation est
que, la courbe solution du théoréme 14 est la développante d’une courbe G*
convexe r(t) de longueur kg 1 kT 1 d’extrémités Qo et @1, de vecteur tangent
QoR en Qo et RQ; en Qq, et inscrite dans le triangle (QoRQ1). Comme les
quartiques de Tschirnhausen sont exactement les développantes des cubiques de
T'schirnhausen, notre intérét se focalisera alors sur la construction de la courbe
7(t) comme étant une courbe G formée de segments polynomiaux & hodographe
pythagorien de degré 3 et satisfaisant & la contrainte de longueur.

3. Cubiques de Tschirnhausen (T-Cubiques)

Soit 7(t) = (x(t),y(t)) une courbe plane polynomiale de degré n. Les courbes
paralleles de r(¢) sont rationnelles si et seulement si les composantes de la dérivée
de 7(t) vérifient la relation de Pythagore z/2(t) + y2(t) = o2(t) ot o(t) est un
polynéme de degré n — 1, ce qui est équivalent (Kubotta [40]) & I’expression
suivante pour les composantes de la dérivée de r(¢) :

() = w(t) [u*(t) - v*(2)],
") = 2w(t)u(t)v(?),

8

(4.3)

NS

ou u(t),v(t), w(t) sont des polyndmes en la variable t.
3. 1. Caractérisation géométrique

Avec les relations précécentes, les cubiques de Tschirnhausen, exprimées sous
la forme de Bernstein-Bézier

P(t) = ipi B}(t) = BP|Py, Py, Py, P3](t),

sont obtenues en considérant des polynomes affine u(t) = (1—t)ug + tu; et v(t) =
(1 —1%)vg + tvy et des polyndmes constants w(t) = wp, pour des réels ug, u1, vo, vy
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et wg. Par substitution et intégration, on obtient les expressions de Farouki des
points de contrdle (le point Py étant choisi arbitrairement)

w
P,=F+ —39(u3 - vé, 2u0?)0),

w
P, =P+ -3—0(uou1 — o1, UoV1 + U1p), (4.4)

w
Py =P+ EO-(uf - v}, 2ugv1).

Les T-cubiques admettent des propriétés remarquables : elles possédent des par-
alleles rationnelles de degré 5; elles sont, avec les cercles, les seules courbes ra-
tionnelles cubiques & paramétrisation PH [37]; elles n’ont pas de point d’inflexion,
et sont les caustiques de la parabole dont les rayons lumineux sont paralleles (non
paralleles & I’axe de la parabole)[36]. Notons finalement, qu’il n’existe qu’une seule
cubique de Tschirnhausen (3 un ensemble de transformations pres)[36].

P, LI P,

C. £

<

Py

Figure 3. Cubique de Tschirnhausen

Les expressions (4.4) fournissent une caractérisation géométrique simple et
élégante des cubiques de Tschirnhausen.

Théoreme 15. [35] La courbe Bézier BP[Py, P1, Py, P3] est une cubique de
Tschirnhausen si et seulement si

91 = 92 et L% = LoLz,

avec Lo = |PoPy|, L1 = |P1Ps|, Ly = | Py P3|, et ot 6y, 02 sont les angles intérieurs
du polygone de contréle auz point Py et Py respectivement.

3. 2. Longueur d’arc d’une T-cubique

Notre algorithme nécessitera de nombreuses évaluations de la longueur d’arc
d’une T-cubique, de ce fait, la proposition suivante nous sera tres utile.
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Proposition 17. La longueur d’arc de la T-cubique BP[Py, P1, Py, Ps](t) = P(t)
est donnée par

1
L(P) =/0 \P'(t)|dt = Lo+ Ly — L1 cosfy,

avec les notations du théoréme 15.

Preuve: D’aprés les relations (4.3), la longueur d’arc de la T-cubique P(t) est

L(P) = /O w(®)| (u2(t) + v2(2)) de.

En substituant u(t),v(t) et w(t) par leurs expressions et en intégrant, on obtient

L(P) _ 0'0+0'1+0'2’
3
ot g = |wo| (u§ + v3), o1 = |wol (uou1 + vov1) et oy = |wg| (42 + v2). Dans le
but de donner un sens géométrique & la longueur d’arc de la T-cubique, on peut
remarquer que
oo=3Ly et o9 =23L,.

1 1
De plus, on a < PyP,, PLPy > = 5 w (ug + v3) (wous + vovy) = 3 |PoPy| o1, et

puisque < Py Py, P\P, >= —|PyP;| | P, P|cosfy, on obtient
o1 = —3L1 Cos 91.

3. 3. T-cubique associée a un triangle

Pour une utilisation ultérieure, nous montrons dans ce paragraphe, que tout
triangle non-dégénéré peut étre associé avec une unique T-cubique inscrite dans
ce triangle. Plus précisément

Proposition 18. FEtant donnée un triangle non-dégénéré (ABC), il eriste un
unique point E appartenant au segment [AB] et un unique point F' appartenant
au segment [BC] tels que la courbe Bézier BP[A, E, F,C] soit une T-cubique.
Dorénavant, nous noterons cette T-cubique par T{ABC].

Preuve: Sans perdre de généralité, on peut supposer que |AB| < |BC]|. Soit M
le point appartenant au segment [BC] tel que |AB| = |BM| (figure 4). Pour une
courbe Bézier T-cubique BP[A,E,F,C], E € [AB], F € [B(C], la droite (EF)
doit étre parallele & la droite (AM). Par suite, la fonction

FO=A-XOIYE) -Cl-1Xt) -Y (P, telo1],
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ot X(t) = (1—-t)A+tBet Y(t) = (1 —t)M +t B, est continue, strictement
croissante sur [0, 1] et vérifie

f(0)=—|AM|*<0 and f(1)=|AB||BC|>0.

Ainsi, il existe un unique point to €]0,1[, tel que f(to) = 0. Donc, en posant
E = X(to) et F = Y (to), on trouve d’apreés le théoreme 15 que la courbe Bézier
BP[A,E, F,C| est une T-cubique. MW

C
Figure 4. Cubique de Tschirnhausen associée a un triangle

4. G! T-Cubique

Rappelons que notre but est de construire une courbe G avec les contraintes
précisées dans la section 2. En appliquant la proposition 18, on obtient une T-
cubique inscrite dans le triangle (QoRQ1), de vecteur tangent QoL en Qo et RQ,
en Q;. Cependant, la contrainte de longueur n’est pas nécessairement satisfaite.

4. 1. Construction.

Nous proposons la construction suivante, qui fait appel & deux segments de
T-cubique ayant un contact d’ordre 1 au point de raccordement, et inscrit dans le
triangle (QoRQ1). Plus précisément, étant donnés deux réels a, 3, nous associons
au triangle (ABC) les deux triangles (AA;Bi) et (B1C1C) définis comme suit
(figure 5)

Ai=(1-a)A+aB, Ci=(1-a)C+ab, By =(1-p8)A+BCh.

En utilisant la proposition précédente, on peut associer a chaque triangle une
T-cubique. Avec cette construction, les deux T-cubiques-ont un contact d’ordre
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1 au point B;. Par suite, elles définissent une G* spline cubique qu’on appellera
la G T-cubique associée au triangle (ABC) et aux deux réels o et 8. On la
notera par Ty, g[ABC]. Notre expérimentation nous a montré que le réel A se
comporte comme un parametre de forme, de ce fait nous I’appelons parameétre
de tension[34]. De plus, on note que la G* T-cubique T}, s[ABC] est convexe et
satisfait les conditions d’interpolation G! aux extrémités. Il nous reste donc &

étudier la contrainte de longueur. .

Figure 5. G! T-Cubiques

4. 2. Contrainte de longueur.

Pour résoudre notre probléme d’interpolation G2 d’Hermite, on montre que
pour chaque réel [ tel que |[AC| < I < |AB| + |BC|, il existe une G* T-cubique
To,8[ABC], de longueur [, associée au triangle (ABC). De plus, on montrera
I'unicité d’une telle G T-cubique.

Comme dans la section 3, nous notons par L(T4,8[ABCY)) la longueur de la
G' T-cubique T, g[ABC]. Puisque pour tout 3 €10,1[, L(Tu,s[ABC]) — |AC|
quand o ~+ 0 et L(T, s[ABC]) = |AB|+|BC| quand o — 1, lexistence (pour
tout B) de & tel que L(T5,3[ABC]) = [ est obtenue par continuité de la fonction
Lo:ar L(Taﬁ[ABC’]), pour toute valeur de .

Considérons les lemmes suivants en vue de la démonstration de la continuité
de Lo.

Lemme 1. Dans la proposition 18 et en accord avec la figure 4, |EF| est l'unique
solution dans lintervalle 10, | AM|[ de I’équation
(1- 1 2 |AB|+|BC]|

4(:0329)3C 2cosd T [AB[IEC| = 0.
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Preuve: BP[A,E,F,C] est une T-cubique, de sorte que, d’apres le théoréme 15

|EF|*> = |AE||FC)|.

Puisque
2cos 6
il s’ensuit que
1 |AB| + |BC|
— EF 2 AP IPV] _ _o. .
(1 4c0s29)| | 2cos |[EF| - |AB||BC| =0 (4.5)

Comme les points E et F' appartiennent respectivement aux segments |AB] et
|BM], et puisque la droite (E'F) est paralléle & la droite (AM), on en déduit que
|EF| < |AM|. L’unicité est une conséquence de la proposition 18. H

Lemme 2. Soient a(t), B(t) et a(t), b(t), c(t) des fonctions continues sur 0, 1|
telles que

i) at) < B(t), pour tout t €]0,1],
ii) la fonction a(t) est non nulle sur]0,1[,

it) pour toute valeur t €]0,1{, I"équation
a(t)2® +b(t) z +c(t) = 0
admet une unique solution u(t) € la(t), B(t)[.
Alors la fonction u(t) est continue sur )0, 1].

Preuve: D’aprés nos hypothéses, on a b%(t) — 4a(t)c(t) > 0 sur 0, 1], de sorte
que les deux fonctions

—b(t) — /b2(t) — da(t)c(?)
2a(t)

_ b)) + V02 (t) — 4a(t)c(t)
2a(t)

z1(t) = et 2zo(t)

sont définies et continues sur ]0,1[. Pour chaque t appartenant & ]0,1{ on a,
ou bien u(t) = 2z1(t) ou bien u(t) = 2z2(f). Si 21 = 22 sur |0,1], le lemme
est prouvé. Supposons maintenant que les deux solutions z; et z; ne sont pas
identiques sur ]0,1[ mais s’intersectent au point de parameétre to €]0,1[. Plus
généralement, supposons que z1(tg) = 2z2(to) et qu’il existe un réel € > 0 tel que
z1(t) # 22(t) pour tout t € Jto, to + €[, par exemple. Done, par hypothéses, on a
afty) < zi(to) = u(to) = z2(to) < B(to). D’oli, par argument de continuité, on
déduit que a(t) < 21(t), z2(t) < B(t) pour tout t € Jtg,to + €[, ce qui contredit
Phypothese iii). Par suite, on conclut que si les deux solutions z; et zy sont
non identiques sur l'intervalle ]0,1[, elles sont distinctes pour tout ¢ €]0, 1], et
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donc, par continuité, ou bien 21 () < 22(t) ou bien z(t) > z3(t) sur ]0,1[. Par
conséquence, on a U=z ouu=2,. M

On peut maintenant démontrer le théoreme suivant

Théoréme 16. Pour toute valeur de 8 dans |0, 1[, application
Lo: 10,1[— IR, o~ L(T,glABC))

est continue, et donc, pour toute valeur de 8 dans )0, 1] et pour tout réell tel que
|AC| < I < |AB| + |BC/, il eziste un réel & €10, 1[ tel que

L(T5,3[ABC]) = 1.

Preuve: Considérons une valeur fixée de § dans ]0,1[ et les notations de la
figure 5. Puisque la G' T-cubique T, g[ABC] est composée de deux segments de
T-cubiques, il suffit, pour montrer la continuité de Lg, de prouver la continuité
de I'application définie sur |0, 1] par

Ly: o L(T[AAi(e) Bi(a)]) et Ly: aw L(T[Bi(a)Ci(a) c)).

On a
Li(a) = |AEi(a)] + |Fi(a) Bi(a)| - |E1(a) Fi(a)| cos by,

et des expressions similaires pour Lo(a). Notons que 61 et 6, ont une valeur
fixe pour tout triangle non-dégénéré (ABC) et donc ne dépendent pas de o et
B. Si le triangle (ABC) est tel que cosf; = +1/2, on peut déduire de (4.5)
que |E;(a) F1(o)| est la solution d’une équation affine & coefficients continus par
rapport a la variable o.. En conséquence, |E;(a) F; ()| est une fonction continue
de la variable o dans ]0,1[. Considérons maintenant un triangle (ABC) tel que
cosf; # £1/2. On peut remarquer que |A M;(c)| est une fonction continue par
rapport & la variable a. Par suite, d’apres les lemmes 1 et 2, on déduit que
|E1(a) F1(c)| est une fonction continue de la variable  dans ]0, 1. Enfin, puisque
cos f, # 0 pour tout triangle non-dégénéré (ABC), on a

|E1 () Fi(a)]
2 cos 0

Ba(e) Fi(e)]
2cos6,

[AE()] = |A As(a)| +

|F1(e) Bi{a)| = |A1(e) Bi(a)| +

Par suite, Ly () est une fonction continue de la variable o dans |0, 1[. Avec une
démonstration similaire, on montre que Lo(c) est une fonction continue sur |0, 1[.
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4. 3. Unicité

Pour I'unicité du réel & dans le théoréme 16, on montre que la fonction Lg est
strictement croissante. La preuve fait appel & des techniques similaires & celles
utilisées par J. Roulier pour comparer la longueur d’arc des courbes Bézier[44].

Théoréme 17. [44] Soient f et g deuzr arcs paramétrés différentiables ayant
meémes extrémités P, et Py. Supposons que l’arc g n’intersecte pas le segment
[P1P,). Supposons aussi que l'arc f est conveze et que f(t) est situé dans la région
limitée par Uarc g et le segment | Py Py| pour tout t appartenant au domaine des

paramétres de f. Alors, la longueur d’arc de f est inférieur & la longueur d’arc
de g.

g

P P,

Figure 6. La longueur d’arc de [ est inférieur a celle de g

On peut observer que pour toute valeur de 8 et pour tout a;,as dans ]0,1],
les courbes Ty, g[ABC] et T,, s[ABC] ont mémes points extrémités A et C.
De plus, pour tout 3 et o dans ]0,1[, les courbes T, g[ABC] sont convexes et
n’intersectent pas le segment |A, C|. Par suite, pour montrer que l'application Lg
est strictement croissante en la variable ¢, il suffit de montrer que pour tout
B, 01, an dans )0,1], avec oy < az, tout point de la courbe T, g[ABC)| est situé
a lintérieur de la région limitée par la courbe Ty, s[ABC] et le segment [A, C].

Supposons que toutes les courbes Ty, s[ABC] sont orientées positivement de A
vers C. Il nous faut donc prouver [44] que, si a; < as, alors pour tout point @
du graphe de la courbe Ty, s[ABC], il existe un point @ du graphe de la courbe

=2 . A \
To, g|ABC] tel que QQ X Tz < 0, ot Tz est le vecteur tangent & la courbe

To, 8[ABC] au point Q, et out x est le produit vectoriel bidimensionnelle, c’est-
a-dire, pour deux vecteurs donnés u = (u1, us) et v = (v1,v2), UXV = UV —ULV].
Pour cela on montre la proposition suivante

Proposition 19. Soit (ABH) un triangle et t1,ty deuz réels appartenant ¢ 10, 1]
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tels que t; < ty. Considérons les points Ay, Ay, By, Bo définis par
Ar=(1~=t1)A+t:B, A= (1—-1t)A+t,B,

Bl = (1 - tl)H-{—tlB, Bz = (1 - tz)H—l— th.
On a

(T1442B,)(6) - 7144, B,)(9) x %?[AAlBl](t) <0 pour tout t€]0,1[

Figure 7. Configuration de la proposition 19

Preuve: Considérons les deux T-cubiques associées aux triangles (AA;1B;) et
(AAQBz) :

T[AALB1|(t) = AB§(t) + By B3(t) + F1B3(t) + By B3(¢),
T[AA;B,)(t) = AB§(t) + E2B3(t) + Fo B3(t) + ByB3(¢).
Nous distinguons deux cas. Supposons que |EyFy| > |EyFy|. Dans ce cas on a

F{Ey x AEl =0, E1E5 x E\F} < 0, E1E2 X F1B; < 0,

Fi F, x AFE; < 0, Fi Fy XElFl <0, FyFy x F1 By <0,

BBy x AEl < 0, B{ By x E1F1 < O, BB, x FiB; <0.
Par suite

orT

vielo1l (Tl44Bal(t) ~ TIAABI®) x S |

AALB1(t) < 0.
Supposons maintenant que |E1Fy| < |EyFy| et considérons les notations suivantes
ar = |AEy|, b= |EiFR|, v =|FB,
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ay = |AEs|, B2 = |ExFy|, 72 = |F2Bs|,

et
2 AE, — B Fy

= , v )
|AE, | |Eq |

Apreés calcul, on trouve

(T[AAng](t) - T[AAlBl](t)) x %[AAlBl](t) = 312 ;0 Qi B3 (t) (W x ),

avec

Qo = 6B1a2 — 3a102 — 30151,

3Q1 = 6f1az — da1 1 — a1z + 3A11a2 — 2A1101 — Ayeary,

3Q2 = 2f1az — 26101 + 3A1122 — 3Av11 + 37182 — 26172 — B,
Q3 = My1(az — a1) +71(B2 — Ba).

et
_ |E1Fy|
|A1Fy |
Finalement, en utilisant le fait que
a; < as, B < B, Y2 < 71,

et que
a1 = /8]2.7 Qa7ye = /Bga

on peut facilement montrer que Qg >0, @1 >0, Q2>0 et Q3 >0. N

Figure 8. Famille de G T-cubiques

62



Les théoremes 16 et 17 et la proposition 19, permettent détablir le théoréme
suivant

Théoréeme 18. Soit I un nombre réel tel que |AC| < | < |AB| + |BC|. Alors,
pour toute valeur de B dans |0, 1[, il existe un unique réel & dans ]0,1] tel que la
longueur d’arc de la G T-cubigque associée au triangle (ABCQC) et auz deuz réels
& et B soit égale a 1. c’est-a-dire,

L(T5,8[ABC]) = 1.

5. Construction des développantes d’un segment d’une T-cubique

Une méthode simple et élégante pour la construction de la structure de
contrdle duale des développantes I5 s de la courbe T5 5[QoRQ1] est basée sur la
représentation duale des cercles osculateurs de I5 g aux points extrémités [34,43).

Définition 11. Deux éléments de courbure (Py, Ty, ko) et (P1,T1,ky) seront dits
connectés s'il existe un segment d’une T-quartique qui interpole ces éléments de
courbure.

Puisque une T-quartique ne posséde que 5 degrés de liberté, deux éléments de
courbure ne sont pas en général connectés.
Considérons maintenant, deux éléments de courbure connectés (Po, To, ko) et
(P1, Ty, k1). Soit B, B}, By, By; Fg, Fy, Fy la structure de contrdle duale du
segment C' de la T-quartique interpolant ces éléments de courbure et soient cq et
c1 les cercles osculateurs de la courbe C aux points extrémité P, et P;. Le centre
S de similitude o qui transforme le cercle ¢y en le cecle ¢; est définie par

[ — Qo + Fo Q1,
P1— Po Po — P1

oup; = k; Li=0,1etol Qo=Fy, Q; = P, sont respectivement les centres de
courbure des éléments de courbure (P, 7o, ko) et (P1, T, k).

Figure 9. Cercles osculateurs auz extrémités d’une T-quartique
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Notons P; = ¢~ 1(Py) et Py = o(P,). De plus, notons ¢p I’arc circulaire orienté
positivement de Py & Py, et ¢; V'arc circulaire orienté positivement de Py & P;. On
effectue une élévation du degré (c’est-a-dire, multiplication par un polynéme affine
en le parametre o) de la représentation quadratique duale de I’arc circulaire ¢y,
ce qui nous fournit la structure de contrdle duale (en classe 3) by, b (), b3 (), b%;
[ (), (@), f3(a) de Parc circulaire ¢. La simulitude o transforme ces droites
sur celles de la structure de controle duale (en classe 3) de ’arc circulaire ¢;, que
nous notons par by, b5 (), b3(a), b%; fE(a), fi (), fi(a).

Comme précisé dans ([43], Théoreme 4), les 3 premiéres (resp. les 3 derniéres)
lignes de Bézier et les 2 premiéres (resp. les 2 dernieres) lignes de Farin du
segment de la T-quartique interpolante sont identiques aux 3 premietes (resp.
les 3 derniéres) lignes de Bézier et les 2 premiéres (resp. les 2 derniéres) lignes de
Farin de I’arc circulaire ¢y (resp. ¢1) pour une valeur de ¢, afin de satisfaire aux
contraintes d’interpolation. Par suite, il existe une valeur & du parametre o tel
que

1=bi(@) =bi(a), B; =ba)=1b3(a),

et

Fg=fi(a), F=fila=fi@), F=E0)
Par suite, on déduit que B = (PoPy) et B = (P, P,), ce qui prouve que ces lignes
de contrdle s’intersectent au point S. Réciproquement, sl existe une élévation de
degré de l’arc circulaire ¢y en classe 3, telle que la deuzieme et la troisiéme ligne

de Bézier passe par le point S, alors les deuz éléments de courbure (Po, Ty, ko) et
(Py,T1,k1) sont connectés.

Théoréme 19. Soient (Po,To, ko) et (P1,T1,k1) deux éléments de courbure
connectés. Les lignes de Bézier BY et B} de la représentation duale du segment
C de la T-quartique interpolante passe par le point S défini par

S = P1 Po

Qo + Q1,
P1— pPo Po— p1

o p; =k Vi =0,1 et on Qo, Q1 sont respectivement les centres de courbure
des éléments de courbure (P, Ty, ko) et (P1,T1,k1).

Etant donné un segment d’une T-cubique, chacune de ses développantes (T-
quartiques) définissent des éléments de courbure connectés. Par suite, on peut
appliquer la construction précédente pour trouver la structure de controle duale
de ces développantes.

6. Algorithme et exemples

Pour deux éléments de courbure admissibles (Py, Ty, ko) et (Pr,T1,k1), &
courbure croissante, on a (Théoréme 14, figure 10),

Q@i < - — 7 <IQoRI +|RQs|. (4.6)
0 1
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Donc, pour toute valeur de 8 dans ]0,1[, une solution de notre probleéme
d’interpolation G? d’Hermite est obtenue comme une développante de la G T-

cubique T5,5(QoRQ1), de longueur kg 1_ kI !, comme précisée dans le théoreme
18.

To
o - =

s

Figure 10. Interpolation G? d’Hermite

Puisque la G' T-cubique 75 [QoRQ1] est réguliere, sa développante est a
courbure monotone[38].

Figure 11. Approximation PH d’un segment d’une spirale logarithmique
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La G*-approximation PH d’un segment d’une spirale logarithmique est mon-
trée dans la figure 11. Du fait de la monotonie de la courbure de la spirale loga-
rithmique, il suffit de vérifier que la courbure totale entre deux points consécutifs
de la segmentation hiérarchique est inférieur & 7. De plus, on peut voir dans la,
figure 12, I'influence du parametre de tension 8 sur ’approximation d’un segment
de la spirale logarithmique.

Figure 13. Approzimation PH d’une spline cubique et de ses courbes paralléles

Dans la figure 13, quelques approximations PH dune B-spline cubique et de
leurs paralleles sont montrées.
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Puisque les quartiques de Tschirnhausen se reproduisent par action du par-

allelisme, ’approximation PH de chaque paralléle de la B-spline cubique se fait
directement par des translations appropriées de la structure de controle duale de
la G? approximation PH de la courbe initiale[41].

Notons finalement, que pour les courbes admettant plusieurs sommets,

I'approximation de la courbe par notre algorithme nécessite un grand nombre
de segments de T-quartiques. Pour remédier & cet inconvénient, il est possible de
combiner cet algorithme avec les méthodes de “fairing” permettant de réduire le
nombre de sommets de la courbe a approcher.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
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Chapitre 5.

OVALES
A LARGEUR CONSTANTE

- Introduction

Durant les quarantes derniéres années, la notion de courbe & largeur constante
s’est développée dans des contextes liés & la géométrie différentielle[46,47] et aux
problémes isopérimétriques[47]. Cependant, la nature des paramétrisations de ces
courbes n’a pas suscité un intérét considérable. Pourtant, pour certaines applica-
tions en CAO ou CAGD telle que la mécanique des cames, les paramétrisations
rationnelles (ou rationnelles par morceaux) de ces courbes, si elles existent, sont
nécessaires pour &tre incorporées dans les systémes de CAD existants.

De ce fait, nous donnons dans ce chapitre des constructions géométriques
d’ovales et de rosettes rationnelles a largeur constante. La premiere construction
est basée sur une idée de Hammer et Sobczyk [50,51], qui génerent des courbes
& largeur constante comme trajectoires orthogonales de certaines familles de
droites ayant la propriété que tout point du plan suffisamment éloigné de
Porigine appartient 4 un nombre impair de droites de cette famille. La deuxiéme
construction est basée sur les propriétés de la représentation Bézier duale des
courbes PH qui fournit un outil tres performant pour générer des courbes &
largeur constante[45].

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. La premiére section présente
les notions fondamentales des ovales et des rosettes & largeur constante. La
formulation et les notations adoptées dans cette section sont similaires & celles
données dans [48,49]. La deuxieme section est consacrée a la construction d’ovales
et rosettes & largeur constante constitués de segments de T-quartiques. Dans
la section 3, nous donnons deux algorithmes de construction d’ovales & largeur
constante réalisés & l'aide de courbes rationnelles PH de classe algébrique > 4.

1. Préliminaires

Dans cette section, nous considérons la famille des rosettes positivement
orientées, c’est-a-dire, la famille des courbes fermées, G2, & courbure positive.
Notons par s, L, k respectivement la longueur d’arc, le périmetre et la courbure
euclidienne d’une rosette fixée I'. Nous regardons ici toute courbe paramétrée
C(s) = (z(s),y(s)) comme une fonction d’une variable complexe a coefficients
réels C(s) = z(s) + 1 y(s).
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1. 1. Ovales et rosettes a largeur constante

Considérons une rosette C, s — C(s) = z(s) + iy(s) pour 0 < s < L. Le
vecteur tangent unitaire et le vecteur normal unitaire & C au point de parametre
s sont respectivement notés par T'(s) et N(s).

Nous supposons que les fonctions C,T, N et k sont périodiques de période L.
Pour o €]0, 27[, soit a la plus petite valeur réelle appartenant a [0, L] telle que
T(a) = €**T(0). La solution de ’équation différentielle

' k

S0=@

(5.1)

avec la condition initiale ¢(0) = a vérifie la relation
T(p(s)) = e**T(s) pour se€ RR.

Par ailleurs, si ¢ est une solution de (5.1), alors ¢” = wowpo...op (r fois) satisfait
I'équation différentielle (5.1), avec des conditions initiales différentes[48].

1. 1. 1. Ovales a largeur constante

Considérons un ovale C, c’est-a-dire, une courbe plane fermée, G2, simple 3
courbure positive et on note 1 la solution de (5.1) telle que Tovy = —T, c’est-a-
dire, obtenue pour a = 7.

Considérons alors le vecteur et les fonctions suivantes

p=C—Co1, d=—<p,N >,
11 (5.2)
A=<pT> A= — 4+
p? ? ]{: + ko'[p,
ou <, > est le produit scalaire usuel du plan.
La fonction A est appelée fonction rayon de courbure moyenne et la fonction
d est appelée fonction largeur de la courbe C. On peut montrer que[48)

P =2\kT et & =EkA. (5.3)

Définition 12. Notons D(s) la droite normale & I’ovale C au point C(s). Une
paire de deux points distincts C(s1) et C(s3) telle que D(s1) = D(s2) est appelée
une paire orthodiamétre de 'ovale C.

Théoreme 20. Tout ovale posséde au moins deux paires orthodiameétres.

Preuve: Soit |p|> = < p,p >. Alors [p| = 2|p|~*kAA. Puisque la fonction
s > |p|?(s) est définie et continue sur un compact, elle atteint son maximum
et son minimum. Soit so (resp. s1) la plus petite valeur sur [0, L] telle que
Ip|2(s0) (resp. |p|?>(s1)) soit maximum (resp. minimum). Donc, du fait de la
définition et de la périodicité de p, nécessairement 1 (so) et ¥ (s1) appartiennent
& [0, L] et sont respectivement associés & un minimum et 3 un maximum de la
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fonction |p|?(s). Finalement, (C(so), C(1(s0))) et (C(s1),C(¥(s1))) sont deux
paires orthodiametres. M

Définition 13. Un ovale C est dit & largeur constante si § est une fonction
constante. Le théoréme suivant montre qu’un ovale a largeur constante vérifie la
propriété naturelle ||p||2 = constante.

Théoreme 21. Un ovale C est a largeur constante si et seulement si tout point
de C appartient & une paire orthodiamétre.

Preuve: Supposons que C soit a largeur constante. Donc < p, N > = constant,
ce qui est vrai si et seulement si § = 0. Puisque § = kA, il en découle que C est
a largeur constante si et seulement si A=0. W

Par ailleurs, pour tout ovale a largeur constante C, la fonction rayon de
courbure moyenne X est une fonction constante telle que 2A = ¢ = ||p||, [49].

1. 1. 2. Rosettes a largeur constante

Nous considérons maintenant une rosette C' positivement orientée et notons
la solution de (5.1) telle que T'oyp = —T.
Considérons le vecteur et les fonctions suivantes

p.=C — Coy, 0y = — < ps, N >,

1 .
A, =<p,, T >, 2, = A + (=1)7+t

1 (5.4)
koyd’

ou j est l'indice de la courbe C'. La fonction §, est appelée la fonction largeur de

C. On a[49]
P = 2KT, 8 =kA,, AL =—ké, + 2k\,. (5.5)

On note que si C est un ovale, i.e., si j = 1, alors p. = p, 6, = 0, Ay, = A et
A* = A.
Définition 14. Une rosette C' est dite a largeur constante si 6, = constant. Le

théoréme suivant montre qu’une rosette a largeur constante vérifie la propriété
lp«||, = constant.

Théoreme 22. L’indice d’une rosette C' a largeur constante est un entier impair
et on a 6. = 2 = ||p«|l,-

Preuve: Soit C une rosette & largeur constante. Supposons que j est un entier
pair. Des relations (5.4) on a A\,09? = —A\,. Par suite, il existe un paramétre
u € [0, L] tel que A.(u) = 0. Le systéme (5.5) induit I'identité 2\, = é, > 0, ce
qui meéne a une contradiction. MW
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2. Construction géométrique de rosettes PH & largeur constante

Dans cette section, nous présentons une construction géométrique d’ovales
et de rosettes & largeur constante formés de segments de courbes PH de classe
algébrique 3 (T-quartiques).

Cette construction est basée sur le fait que les T-quartiques sont exactement
les développantes des T-cubiques et sur 'existence de rosettes 3 largeur constante
en tant que trajectoires orthogonales & certaines familles continues de droites.

2. 1. Ovales PH de classe 3 4 largeur constante

Nous présentons ici un algorithme pour la construction d’ovales rationnels &
largeur constante comme trajectoires orthogonales de familles spéciales de droites
dans le plan.

Définition 15. Une famille continue U(t) de droites du plan est dite simple s’il
existe un cercle C tel que tout point extérieur & C est atteint par exactement une
droite de la famille U(t).

Les trajectoires orthogonales réguliéres d’une famille simple de droites existent
et sont des ovales & largeur constante[50,51]. Chaque trajectoire orthogonale de
la famille U(t) est une développante de 'enveloppe de cette famille de droites. En
conséquence, pour obtenir des ovales & largeur constante formés de T-quartiques,
il suffit de déterminer des courbes splines T-cubiques G! dont I’ensemble des
tangentes forme une famille simple de droites.

Proposition 20. Considérons un triangle nondégénéré (ABC) dont les angles
intérieurs sont inférieurs a w/2. Il existe 3 points Py, Py, Py uniques, extérieurs au
triangle (ABC), de sorte que les courbes Bézier BP[Py, A, C, P),BP[P,,C,B, P, .
et BP[P,, B, A, Py] soient des T-cubiques. —

Figure 1. Construction de la courbe T[ABC]
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Preuve: Avec les notations de la figure 1, on a

91+92+(.Y0=27T, 91+6’0+V(Y2:27T, 90—{*92-}-041:271‘,

Qg + @y -+ oy =T,

D’ou 6g+01+02 = 5m/2 et par suite 0y = ag+%. Par symétrieon a 6 = oy +7/2
et 02 = ax+ 5. Donc, on doit nécessairement avoir ; < m, i = 0, 1, 2, c’est-a-dire,
a; < /2, i = 0,1,2. La deuxieme étape consiste & trouver les longueurs Lg, Lo
et Ly (figure 1) vérifiant

L% = L()Lz, Lg = L2L4, et Lg = LOL4.

Ainsi nécessairement :

LiLs LyL3 LsLg
Ly UL T T

Lo

Cette construction génere une courbe formée de 3 segments de T-cubiques,
ayant méme tangente aux extrémités, que nous notons T[ABC].

Figure 2. Ovale G? T-quartique d largeur constante
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Proposition 21. La famille des droites tangentes ¢ la courbe T[ABC)] est simple.

Preuve: Soit C le cercle circonscrit au triangle (Po, P1, P,). Les droites (PoA) et
(P,C) intersectent le cercle C respectivement aux points Py, Qg et Pi, Q. D’apres
la proposition 20, on déduit que pour ¢ = 0, 1,2, 8; > m/2; par suite, chacune
des T-cubiques de la courbe T[ABC] est w-convexe, c’est-a-dire, convexe dont
la courbure totale est inférieure & 7. Ainsi, un point H extérieur au cercle C est
atteint par une tangente de la courbe BP[PyACP;] si et seulement si le point H
est situé dans la région délimitée par les arcs circulaires (QoP;) et (PyQ:) orientés
dans le sens des aiguilles d’une montre, et par les droites (PoQo) et (P1Qy).
La méme remarque reste valable pour les courbes T-cubiques BP[P,CBP;] et
BP[P,BAF,] (figure 1). Par conséquent, pour tout point extérieur au cercle € , il
existe une unique tangente & la courbe T[ABC] passant par ce point. M

Les développantes régulieres de T[ABC] sont donc des ovales & largeur
constante formés de 6 segments de T-quartiques (figure 2).
2. 2. Rosettes PH de classe 3 & largeur constante

Nous présentons maintenant une généralisation de ’algorithme précédent pour
la construction de rosettes & largeur constante comme trajectoires orthogonales
de familles plus générales de droites du plan.

Figure 3. Construction de la courbe T[A1A2...A5]
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Définition 16. Une famille continue de droites U(t) du plan est dite k-simple
si et seulement si il existe un cercle C tel que tout point extérieur au cercle C est
atteint par exactement k droites de la famille U(t).

Si k est un nombre impair, les trajectoires orthogonales régulieres d’une
famille k-simple de droites existent et sont des rosettes & largeur constante[53].
Chacune des trajectoires orthogonales de la famille U(t) est une développante
de I'enveloppe de cette famille de droites. Par suite, pour obtenir des rosettes 3
largeur constante formées de segments de T-quartiques, il suffit de construire des
courbes formées de segments de T-cubiques dont la famille des tangentes forme
une famille k-simple, ol k& est un entier impair.

Proposition 22. Considérons un polygone fermé simple (A1As...Aony1), (n €
IN*), d’angles intérieurs non orientés ; = (Aj—14i, AsAiy1), 1 =1,2,...,2n+1
avec 0 = 2n+1 et 2n+2 = 1. Ces notations seront étendues d o; avec j € Z par
la relation o = o o i € {1,2,...,2n+ 1} et j =1 modulo 2n + 1. Si les angles
intérieurs vérifient les relations

k+2n '
> (=17*a; >0 pour k=1,2,..,2n+1, (5.6)
5=k

alors, il existe des points Py, P, ..., Papy1 uniques, extérieurs au polygone
(A1Ay... Aoy yq) tels que BPIPA;Aiy1Piy1], 1=1,2,...,2n+1, avec 2n+2=1,
sotent des T-cubiques.

Preuve: Tout d’abord, déterminons les angles 6y, comme dans la figure 3, tels
que
Or + Orv1 + o = 2, k=1,....2n+1, avec 2n +2 = 1.

Ces relations donnent

1 .
Op =7 — 3 (-1 Fay,  k=1,2,.,204+1,
=k

ou les angles 0y, sont inférieurs a m d’aprés '’hypotheése (5.6). Ensuite, montrons
I’existence et I'unicité des longueurs L; telles que

LiL;yq = lf pour +=1,2,...,2n+1, avec 2n+2=1.
Pour cela, remarquons que ces relations peuvent s’écrire sous la forme
Log L; + Log L;+1 = Log li2 1=1,2,...,2n+1,
Ce qui fournit un systéme linéaire dont la matrice est inversible. Il

Cette construction génere une courbe formée de 2n-+1 segments de T-cubiques,
que nous notons T[A; As...Asy, 1] (figure 3).
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Proposition 23. Pour tout polygone fermé, simple et régulier (A145... Aoy i1),
n € IN*, la courbe T[A1Az... Az, 11| existe et ’ensemble de ses tangentes forme
une famille (2n — 1)-simple.

Preuve: Comme chaque angle intérieur o; du polygone (A14s... Aoy iq) est égal
a (2n — 1)w/(2n + 1) existence de la courbe T[A1As...Azpy 1] provient du fait
que

k+2n o — 1
Z (—1)J—kaj = ot 7>0 pour k=1,2,...,2n4+1.
=k

Par des arguments similaires & ceux de la preuve de la proposition 21, on peut
montrer que si C est le plus petit cercle contenant les points Aj,As, ..., Asni1,
alors tout point extérieur & C est atteint par exactement 2n — 1 tangentes de la
courbe T[AlAz...A2n+1]. n

Figure 4. Rosette T-quartique a largeur constante
Les développantes régulieres de T[A;A;...A2,11] sont des rosettes a largeur

constante formées de 2(2n + 1) segments de T-quartiques (figure 4).

3. Construction duale d’ovales & largeur constante

La représentation Bézier duale des courbes PH fournit un procédé simple
et remarquable pour la construction d’ovales a largeur constante. L’observation
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essentielle pour cette construction est le fait que la structure de contréle duale de
la courbe parallele d’une courbe PH est obtenue par des translations appropriées
de la structure de controle duale de la courbe initiale (voir chapitre 3)

3. 1. Segmentation et structure de contrdle duale d’un cercle

Plus précisément, pour la construction d’ovales & largeur constante, nous
définissons la représentation duale par morceaux d'un cercle C de diamétre D.

Figure 5. Les structures de contréle duale d’un cercle en classe 2 et 6

- Etape 1 - Choisir n points distincts A;, 7 = 1,...,n sur le cercle C tels
que chaque paire (A;, A;), ¢ # j, ne soit pas une paire orthodiametre. Pour
i=1,...,n, désignons par A; le point du cercle C tel que (A;, A;) forme une paire
orthodiametre. Nous ordonnons et renommons ensuite les points A; et A; dans
un ordre positif de fagon & obtenir une famille de points By, k = 1,...,2n, de
sorte qu’il n’existe aucun point B; sur chaque arc circulaire positivement orienté
C; = BjBj4+1 avec Bayy1 = By (voir Figure 5).

- Etape 2 - Déterminer la structure de contréle duale en classe 2 de chaque
arc circulaire Cy, & = 1,...,2n. Comme le segment C,; est la courbe paralléle
intérieure du segment C; & la distance D, les lignes de Bézier et de Farin de C;
sont paralleles aux lignes de Bézier et de Farin correspondantes du segment C,. ;.

- Etape 3 - Effectuer une élévation de degré (multiplication par un polynome)
de chaque segment C; et Cy,1; en classe m; > 2, pour j = 1, ..., n. Ainsi, les m;+1
lignes de Bézier et les m; lignes de Farin du segment C; sont paralléles aux lignes
de Bézier et de Farin correspondantes du segment C,, ;.
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Nous obtenons ainsi une représentation duale par morceaux du cercle C
composée de segments Ci, k =1, ..., 2n. Les segments C; et Cy,; sont de classe
m; (mj; > 2), pour j = 1,...,n. La construction d’ovales & largeur constante
consiste ensuite & effectuer des translations appropriées des lignes de Bézier
et de Farin des segments C; et Cp,y;. Plus précisément, nous présentons deux
constructions basées sur la proposition suivante.

Proposition 24. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ovale C soit
a largeur constante 2\ est que la courbe paralléle intérieure a la distance d = 2\
de C soit l’ovale C lui méme.

Preuve: Supposons que C' est un ovale & largeur constante 2. Avec les notations
de la section 1, la courbe paralléle intérieure 4 la distance 2\ de la courbe C admet

pour paramétrisation Cy(s) = C(s) + 2AN(s). Puisque % <p(s),N(s) >=0,

il s’ensuit que p(s) = L(s)N(s) avec L(s) = < p(s), N(s) >= —2\. Par suite,
C(¥(s)) = C(s) +2AN(s) = Cy4(s). Comme chaque point de I’ovale C appartient

& une paire orthodiameétre, on en déduit que Cy = C. Réciproquement, si
Cq = C, alors pour tout s € [0,L] il existe un parameétre 3 tel que Cy(s) =
C(3). Comme l'ovale C' est une courbe régulitre, on a N(s) = —N(3). Ainsi,

puisque C(5) — C(s) = d N(s), tout point de 'ovale C appartient & une paire
orthodiametre. Ce qui montre, d’aprés le théoréme 21, que C est un ovale 3
largeur constante |C(s) —C(3)|=d. W

Figure 6. Ovale a largeur constante et ses courbes paralléles

Notons qu’il sera commode d’utiliser les identifications suivantes pour les
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indices : 2n + 1 =1 et 2n = 0, autrement dit, nous travaillons avec les points et
les arcs circulaires suivants : Ba, 41 := By, By := By, Cp := Cay, Copnyq := Cj.

3. 2. Construction sous contraintes d’interpolation

Nous proposons ici une construction géométrique d’ovales & largeur constante
interpolant des éléments de courbure d’un cercle C de rayon D, par des segments
de courbes PH de classe algébrique m, m > 6.

Pour cela, nous considérons la structure de contrdle duale par morceaux du
cercle C, comme dans la section 3.1, telle que m; > 6 pour j = 1,...,n.

e Nous laissons fixe les 3 premieres et les 3 derni¢res lignes de Bézier et les 2
premieres et les 2 derniéres lignes de Farin de chaque segment C; pour j = 1,...,n,
et nous effectuons des translations paralléles arbitraires des autres lignes de Bézier
et de Farin, de sorte que les courbes PH rationnelles H; ainsi obtenues restent
régulieres.

¢ Finalement, nous effectuons des translations des lignes de Bézier et de Farin
de chaque segment Cp,4j, j = 1,...,n, de sorte que chaque courbe PH rationnelle
Hoy; ainsi obtenue soit la courbe parallele & la distance D de la courbe H;. Plus
précisément, chaque ligne de Bézier et de Farin de la structure de contréle duale
en classe m; du segment C,,;; doit subir la méme translation parallele que la
ligne correspondante de la structure de contrdle duale en classe m; du segment

c;.

D’aprés [52, théoréme 4] et la proposition 24, nous obtenons des ovales G2
rationnels par morceaux, PH, & largeur constante, interpolant les éléments de
courbure du cercle C aux points By, k=1,...,2n.

Figure 7. Ovale a largeur constante sous contraintes d’interpolation
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3. 3. Construction générale

Nous présentons maintenant une construction plus générale, basée sur le
raccordement G2 de deux courbes Bézier duales (Théoreme 9). Considérons a
nouveau la structure de contréle duale par morceaux du cercle C définie dans la
section 3.1, telle que m; > 5 pour j =1, ..., n.

e Nous effectuons des translations paralléles arbitraires des 3 derniéres lignes
de Bézier du segment C;_; et des 3 premitres lignes de Bézier du segment C;
de sorte que les deux courbes PH H;_; et H; ainsi obtenues se raccordent 3
Pordre 2. Plus précisément, en notant Uj(t) = ZZ_OB* " (t) la représentation
Bézier duale de Varc circulaire C;, j = 1,...,n, nous effectuons des translations
paralleles arbltralres des lignes de Bézier B* =1 By 115 B 21
et BY ;, B} j» B3,; de sorte que les courbures des courbes PH H;_; et H; soient
égales au point B j-1NBo, _ —1-1=2DB5;NB;;, en utlhsant le theoreme

9 et en assurant le contact G' par B}, | 1= B0

e Ensuite, nous procédons comme dans la constructlon précédente, c’est-a-
dire, nous translatons les lignes de Bézier et de Farin correspondantes de chaque
segment Cp4;, 7 = 1,...,n, de sorte que chaque courbe PH H,; soit (par ce
procédé) la courbe paralléle intérieure a la distance D du segment H -

Figure 8. Ouale a largeur constante de classe 6
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Résumé

La construction des courbes paralltles est fondamentale pour différentes appli-
cations en modélisation géométrique, telles que 1’étude des trajectoires d’outils
pour les machines & commande numérique ou pour la définition des zones de
tolérance.

En général, la courbe paralléle d’une courbe rationnelle n’est pas rationnelle.
Récemment, J. C. Fiorot et T. Gensane et indépendamment H. Pottmann ont
donné la forme générale de toutes les courbes rationnelles 3 paralltles rationnelles
(courbes & hodographe pythagorien).

Dans cette derniére famille figurent les quartiques de Tschirnhausen et sont
exactement les développantes des cubiques de Tschirnhausen. En se basant
sur cette caractérisation, nous présentons un algorithme d’approximation, avec
un contact d’ordre deux, d’'une courbe par des quartiques de Tschirnhausen
préservant la variation de la courbure.

Par ailleurs, le caractére judicieux de la représentation Bézier duale des courbes
a hodographe pythagorien, nous a permis de construire des rosettes rationnelles
a largeur constante qui jouent un rdle important en mécanique des cames.

Enfin, suite aux travaux de H. Busemann et H. Guggenheimer sur la géométrie
plane de Minkowski, nous généralisons la notion de courbes paralltles ainsi que les
résultats de H. Pottmann (concernant la caractérisation Bézier duale des courbes
& hodographe pythagorien) au plan de Minkowski.

Mots clefs : Courbes paralléles, géométrie de Minkowski, quartiques de
Tschirnhausen, ovales & largeur constante.

Abstract

Construction of offset curves is fundamental to a variety of applications
in geometric modeling, such as generation of tool path for numerical control
machines, or definition of tolerance zone.

Generally, offset curves of a rational curve are not rationals. The set of all
rational curves with rational offsets has recently be given by J. C. Fiorot and T.
Gensane and independently by H. Pottmann (Pythagorean hodograph curves).

In this set there are the Tschirnhausen quartics, and they are exactly the
involutes of Tschirnhausen cubics. Based on this characterization, we present
a geometric algorithm of approximating a given curve by curvature continuous
Tschirnhausen quartic segments and preserving the curvature variation of the
initial curve. ’

Moreover, based on the judicious characterization of the dual Bézier represen-
tation of rational Pythagorean hodograph curves, we give geometric constructions
of rational rosettes of constant width which are usefull in cam machanisme.

Finally, following the works of H. Busemann and H. Guggenheimer on the plane
Minkowski geometry, we generalize the notion of offset curves and the results
of H. Pottmann (concerning the dual Bézier characterization of Pythagorean
hodograph curves) in the Minkowski plane.

Keywords : Offset curves, Minkowski geometry, Tschirnhausen quartics,
ovals of constant width. :
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