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1 Introduction :

\

2

Dans le traitement numérique de certains modéles d’équations aux dérivées
partielles dépendant d’un parameétre, il arrive que la méthode de discrétisation
devienne complétement imprécise pour certaines variations du parametre alors
qu’en général la précision obtenue est satisfaisante.

Ce phénomeéne apparait dans plusieurs domaines de la physique. En élasticité,
ce phénomeéne peut survenir en calcul des structures quand 1’ épaisseur devient
petite. En analyse des matériaux élastiques, il survient lorsque le coefficient de
Poisson v devient proche de 0.5. En transferts thermiques, c’est le cas lorsque la
conductivité y s’approche de 0.

Dans le cadre de 1’élasticité linéaire, ce phénoméne a été mis en évidence par
différents auteurs.

Le verrouillage dans les plaques de Mindlin-Reissner a été traité en dimension
un (barre de Timoshenko) par Arnold[1981] et en dimension deux par Arnold-
Falks[1989] et par Brezzi-Fortin[1986] qui utilisent une formulation mixte pour le
traiter.

Kikuchi[1982] traite un modéle d’arche ot il met en évidence l’existence d’un
phénomeéne de verrouillage et ou plusieurs résultats numériques sont donnés.

Sanchez-Palencia[1989] donne dans le cadre de la théorie linéaire de Koiter
deux exemples de coque dans lesquels on peut avoir du verrouillage (coque
cylindrique encastrée le long d’une génératrice, et une coque hyperbolique ).

Chenais-Paumier[1994] étudient le comportement numérique d’une classe de
problémes elliptiques dépendants d’un petit parameétre. Ils donnent des conditions
garantissant une convergence uniforme par rapport & ce petit parameétre. Ils
donnent pour un modéle d’arche un schéma numérique avec verrouillage et un
autre qui n’en présente pas.

Paumier[1992] traite le cas des plaques en dimension trois. Il donne des condi-
tions portant sur le choix des éléments finis pour que la méthode d’approximation
converge uniformément lorsque 1’épaisseur tend vers zéro.

On trouvera dans Babuska-Suri[1992], une lisite d’autres problémes physiques
ol on peut rencontrer ce genre de phénomeéne et surtout une étude trés détaillée
dans le cas du transfert de la chaleur.



Le comportement asymptotique de la coque se décrit au moyen de 'ensemble
G formé des déplacements inextensionnels de la coque. Le phénoméne de ver-
rouillage se présente dés que la méthode de discrétisation, utilisée pour résoudre
le probléme n’est pas adaptée a G.

Ce phénomeéne commence & étre bien connu pour les problémes linéaires. Pour
y remédier, des techniques ont été mises au point. On peut citer par exemple
I'intégration numérique réduite (INR), la formulation mixte (FM) et une méthode
.consistant & augmenter le degré d’approximation (ADA).

Par contre pour les problémes non linéaires, il est mal connu. En effet, d’autres
difficultés vont apparaitre : outre le parameétre ¢ entrainant le verrouillage, on a
souvent en plus un parameétre A de bifurcation. Les nouvelles difficultés sont
alors diies a la trés forte variation de ’ensemble des solution (bifurcation,...) par
rapport & € : & un A donné peut correspondre un grand nombre N(¢) de solutions.

Le premier probléme & résoudre est le choix du critére pour caractériser le
phénomeéne; celui considéré habituellement dans le cas linéaire n’est pas suffisant.

Le deuxiéme est de voir si les remédes proposés pour le cas linéaire vont
permettre de déverrouiller le cas non linéaire.

Dans notre travail nous avons choisi un probléme volontairement simple pour
faciliter ’approche des phénomeénes non linéaire en question.

Nous étudions les déplacements d’une coque cylindrique peu profonde de
longueur infinie, en théorie non linéaire des coques minces élastiques. Sous des
hypotheéses raisonnables on peut supposer que le probléme est modélisé par une
arche circulaire soumise & une pression F

Le probléme peut s’exprimer sous la forme variationnelle suivante :

Trouver u = (u1,uz) € V  tel que

+1
1 1
(P)* {E[u'l —cus + u'g][vi —cvy + Ev;u'z] + uhvy }ds = (F,v),
-1
Vo=(v1,v2) €YV,
(¢ courbure de la coque, )
€ : épaisseur de la coque,
ol < F : la charge appliquée,
u; : déplacement tangentiel,
uz : déplacement normal,
\ V' :  ensemble des déplacements admissibles.

Le probléme linéaire (PL)® est obtenu en éliminant les termes non linéaires
dans le probléme (P)*.

Au chapitre 2, on montre que le probléme (PL)° admet une unique solution
u®, que la régularité de celle-ci n’est limitée que par celle de F. On montre ensuite
que cette solution converge vers une limite u® € G, lorsque ¢ va tendre vers 0.



Au chapitre 3, on donne une approximation du probléeme (PL)® par une
méthode d’éléments finis conforme. On montre que les estimations d’erreur
obtenues par cette méthode ne sont en général pas uniformes en ¢. On donne un
choix du degré de cette approximation ol on n’a pas convergence de la solution
approchée vers la solution exacte.

On applique ensuite les différentes meéthodes (ADA), (FM) et (INR).

Des résultats numériques sont donnés pour une charge F' = (0, Ady) proportion-
‘nelle & une masse de Dirac au sommet de 1’arche.

On commence par traiter le probléme linéaire (PL) en montrant 'efficacité des

méthodes (INR) et (ADA) et (FM).

Dans le chapitre 4, on montre comment calculer toutes les solutions analytiques
de (P)° moyennant une paramétrisation des solutions. Ceci va nous permettre
de mettre en évidence la richesse de ce probléme en bifurcations, points de
retournement et une explosion du nombre des solutions lorsque ¢ va tendre vers
0. Mais ces solutions analytiques vont surtout permettre d’établir le bien fondé
des résultats numériques obtenus par approximation de (P)*.

Au chapitre 5, on montre que le critére utilisé en général pour mettre en
évidence la présence d’un phénomeéne de verrouillage en élasticité linéaire n’est
pas suffisant dans le cas non linéaire.

On donne ensuite deux autres critéres; le premier est basé sur I’utilisation d’une
abscisse curviligne sur les branches de solutions, et le second sur la résolution d’un
probléme de minimisation en utilisant I’inverse de Moore -Penrose.

Aprés avoir retenu le critére de Moore-Penrose, pour caractériser le verrouil-
lage en non linéaire, nous avons approché le probléme (P)¢ par une méthode
d’éléments finis, de méme type que celle utilisée pour (PL), combinée & la
méthode de Moore-Penrose. Ceci nous a permis d’établir différents diagrammes
de convergence montrant le phénomeéne de verrouillage et 1’efficacité des méthodes

(INR), (ADA) et (FM) a le traiter.

On présente pour finir des résultats numériques qui montrent I'efficacité de ces
méthodes pour déverrouiller le probléme



Chapitre 1.

Le probleme modele

1. 1. Mise en forme du probléme :

On considére une coque circulaire de rayon R, et d’épaisseur e. On suppose
que cette coque est soumise & une pression p et simplement supportée aux deux
bords (genératrices du cylindre).

L)
1}

Figure .1. Coque cylindrique & base circulaire de rayon R

Remarque 1.1.1

Nous supposerons désormais que les indices grecs sont destinés & prendre les
valeurs 1 et 2 et nous utiliserons la convention de sommation des indices répétés



deux fois. De plus, nous convenons de noter les dérivées partielles a l’aide d’une
virgule, par exemple :
of

%&‘=f,a'

On notera ¢ = %.

1. 2. Géomeétrie de la surface :

Nous désignons par £ ’espace affine euclidien et par (0,7,7, E) un repére
orthonormsé fixe de £3.
La carte permettant de décrire sa surface moyenne w est définie par:

ﬂ€£ﬂ=RFﬁm%ﬁ+mq£ﬁH{7 (1.2.1)
Un simple calcul conduit aux expressions suivantes des tenseurs caractéristiques
de la surface.
1. 2. 1. Vecteurs tangents :
Ils sont tangents aux lignes de coordonnées et sont définis par :
Go = ‘;,aa
ce qui donne dans notre cas :

-

1 =1,
2 2 (1.2.2)
dy = — sin(E)k - cos(%)j.

On introduit ensuite le vecteur

- a; A as S
= 12 _ _ 2 \k 5 \7
as G A 2] cos(R) +sm(R)]

d3 est la normale & la surface au point considéré.
1. 2. 2. Premiére forme fondamentale :

La premiére forme fondamentale de la surface (aqg), ou tenseur métrique de
la surface, est définie par :

Ao = Ea.aﬂ,
ce qui donne dans notre cas :

aw=(é$) 035

Celle-ci permet d’exprimer notament 1’élément linéaire et 1’élément d’aire de la
surface. On pose : @ = dét(aag) = 1.
La base contravariante @* est donnée par :

—1 -

a =1,
) 62 - ) 62 -
a = (- cos(-E)] — sm(E)k, (1.2.4)

62 - 2
a = sin(E)j - cos(E)k.



1. 2. 3. Seconde forme fondamentale :
La seconde forme fondamentale est définie par :
baﬂ == 53.&‘a,ﬁ,

ce qui donne :

bag = (g ‘c)) : (1.2.5)

Elle nous permet de calculer les coefficients suivants :

7

) = a*byg,
soit donc :
1 1
b = ——=,
R 2.6
b = bl = b2 =0. (1.2.6)
1. 2. 4. Symboles de Christoffel :
Ils sont donnés par la formule suivante :
Tag = @ .da,s. (1.2.7)
On trouve dans notre cas :
I2s=0 V B\ (1.2.8)
Nous obtenons les formules de dérivation covariante suivantes :
Valg = Vo g — L2 a0x = Vo g,
alﬁ Q,ﬂ aﬂ A Q,ﬁ (1'2.9)

A —_
V3jag = V3,08 — L'agV3,x = V3,08,

1. 3. Hypothéses de base :

(H;) L’épaisseur e de la coque est constante.

(Hz) La coque est mince. C’est & dire que 1’épaisseur est “petite” (au plus de
I’ordre de 1/10) devant le rayon R.

(H3) La coque est élastique, homogene et isotrope.

(Hy) La coque est “peu-profonde” (shallow-shell), c’est & dire que I’angle au
sommet est “petit” devant 7 radians. Ce qui signifie que la coque est “presque

plate”.

(Hs) La coque subit des petits déplacements (mais non infiniment petits).

Cette hypothése est utilisée en théorie linéaire.



(Hs) Les composantes tangentielles u, du déplacement sont petites devant la
composante normale us.
(H7) La coque subit de petites déformations.

Nous ajouterons une autre (Hs) simplificatrice. Cette hypothése peut paraitre
a priori restrictive puisqu’elle ne permet que 1’étude de déplacements particuliers
de la coque, mais elle a I'avantage de ramener notre probléme ou les inconnues
sont fonction de deux variables ¢! et ¢ & un probléme ou elles ne sont plus
fonction que de £2.
Pour les justifications mécaniques de cette hypothése voir Paumier[1977].
(Hs) Le déplacement de tout point de la surface moyenne de la coque est
indépendant de ¢! et orthogonal 3 a;.
Sur le plan mathématique ceci nous conduit 4 :

01(61’62) = 0,
va(€,€2) = ui(€?), (1.3.1)
”3(51752) = Uz(fz)-

Notation : dans toute la suite, on posera :

27 = ulc“zg + UQ(-ig.

La théorie de W.T. Koiter[1966] consiste & supposer que 1’état des contraintes
est approximativement plan et que la distribution des contraintes paralléles &
la surface moyenne de la coque est approximativement linéaire. Ce qui permet,
en intégrant sur 1’épaisseur, de ramener un probléme ou l'inconnue aurait été
le déplacement d’un point de la coque & un probléme ou l’inconnue est le
déplacement d’un point de la surface moyenne de la coque.

1. 4. Expression des tenseurs de déformation et de changement de courbure :

1. 4. 1. Tenseur de déformation :

Dans un premier temps, nous allons utiliser la formule la plus générale donnant
le tenseur de déformations, bien que I’on soit amené & négliger certains termes

par la suite.
Etant donné un déplacement admissible @ = v;@* , cette formule est donnée (cf.

Koiter[1966]) par :
o 1 1
7&[3(”) = 9aﬂ + §a (eua - wua)(&\ﬂ - w/\,@) + §¢a¢ﬁa

ol O p8,was €t ¢o sont définies par :



1
OO,ﬂ = §(U,B|oz +vo,|ﬂ),

1 14.
Wapg = §(vﬂ|a - va]ﬁ)a ( 1)

¢a =V3,a + b::uz\-
Ce qui donne dans notre cas et compte tenu des hypothéses (H;) a (Hs):

F11(&) = F12(%) = F21(¥) =

P 1.4.2
F22(%) = uj — cuz + 1u'22. ( )

Théorie linéaire : .
En théorie linéaire, cette expression se simplifie en :

N |
Yap(¥) = 5(vgla + Vo|g) — bapus.
Ce qui donne (Hypothése Hy) :

Y11(%) = 712(%) = 7y21(@) = 0,

- 1.4.3
Y22 (%) = u — cua. ( )

1. 4. 2. Tenseur de changement de courbure :

Dans la théorie de Rougée[1969], il s’agit du méme tenseur que l’on soit en
théorie linéaire ou non. En théorie linéaire pour que cette expression soit valide,
il faut se placer sous les hypothése Hy, Hs et Hg et en théorie non linéaire sous
les hypothése Hy et Hg.

L’expression générale de ce tenseur est :

Paﬂ(ﬁ) = V3|aB-
Ce qui donne compte tenu des relations (1.2.9) et (1.3.1) : .
5%
pap(l) = 5z 3:0 A aa.B’
soit dans notre cas :

511(17) = p2(@) = 70-21(’7) =0,

- 1.4.4
Paa(@) = “’2’ ( )



1. 4. 3. Conditions aux limites :

La coques est simplement supportée aux deux bords, ce qui nous donne les

conditions :
u1(—-1) = u1(1) =0,
{u2(_1) =uy(1) =0, (1.4.5)
u (=D = w(1) =0 (1.4.6)

Dans toute la suite, la variable £2 sera notée s.

7

1. 5. Energie de déformation :

Pour que les fonctionnelles, qui seront définies par la suite, aient un sens, on
vérifiera qu'il suffit de choisir @ = (u,us) dans H!(I) x H%(I), que l’on soit dans
le cas linéaire ou non; voir Rougée[1969]

L’espace de Sobolev H™(I) étant défini par :

H™I) = {ve L*I); v'¥ € L*(I),a < m,a € N}

L’expression générale de 1’énergie de déformation est donnée, pour un champ
déplacement admissible u, par :

Ee L
“—(T‘_"VT)/O [¥31(%) + Y2(@) + 2vy11 (@)722(@) + 2(1 — v )73, (@)]ds

Ee3 L . . B B }
+ 24(1 - Vz)/o [031(%) + p35(i) + 2vp11(@)p22(@) + 2(1 — v*)p3a(@))ds,

&) = ;

ou E est le module de Young et v le coefficient de Poisson du matériau formant
la coque. Ce qui donne dans notre cas :

- En théorie linéaire :

1 2 "
£(@) = 2(—1]:”7_31/-2—) / Al el + < (us)?)ds (1.5.1)

- En théorie non linéaire :

e ! L
E(@) = 56%_2_)_/_1{[1‘,1 —cuz + %(UQ’)2]2 + :—z(uz )% }ds. (1.5.2)



1. 5. 1. Expression du travail virtuel :

On étudiera les déplacements de la coque lorsqu’elle est soumise & une
(différence de) pression constante s’exercant en tout point de sa surface. Sous
I’hypothése des forces mortes, on peut mettre cette force sous la forme :

F = Ads. (1.5.3)

.Dans un déplacement virtuel admissible @, le travail virtuel de cette force est
donné par :

T(a) = / Auads (1.5.4)
I
6(1 — v?)
et en posant A = ———=A, on trouve :
Ee?

- Eé
T(U) = m'/I‘)\UQdS (1.5.5)

En utilisant le principe des puissances virtuelles, on se rameéne aux problémes
suivants :

- En théorie linéaire :

Trouver  (uf,u$) €V  tel que:

1 /1 T 1
(PL) 2/ [u'y — cus][v'y — cvq]ds +/ u,v'ods = /\/ vods,
-1

-1 -1

Y(v1,v2) € V.

- En théorie non linéaire :

( Trouver  (uj,u3)€V  tel que:

1 /! 1
(P#) ! = / [u'y — cuz + =(u2")?][v"y — cva + ux'v'5)ds
e 3 2

1 1
-I-/ u;'v"gds = A/ vods, Y(vi,v2) €V,

-1 -1

10



Chapitre 2.

Probléme linéaire continu

2. 1. Espaces et normes

Soit I =] —1,1[, Vi = H{(I), Vo = H}(I)Nn H*(I). '

On pose V = V) x V; et on désigne par V' le dual de V.

Un élément u € V sera noté u = (u;,us). On désigne par D(I) l'ensemble des
fonctions de classe C* & support compact dans I et par D'(I) I’ensemble des

distributions.
Pour v € D'(I) tel que v(¥) € L3(I), on note :

ole =(f (0t

Pour v € H™(I) on note :

m

ollm = (3 o]2)*.

k=0

On munit V' du produit scalaire :

(u,v) =/ u’lv;ds-i—/ u;lv;,ds
I I

et de la norme associée : .

o]l = [lo1[7 + [v2]3) .
V muni de ce produit scalaire est un Hilbert et la norme ||.|| est équivalente 4 la
norme induite sur V' par celle de I’espace produit H!(I) x H?(I) définie par :

1

v [logflf + [loz]f3]2

Le produit scalaire de L?(I) sera noté : ((,)).
Définition 2.1.1 Soient ag, a; et a® les applications définies de V x V dans

R par :
1
ao(u,v) = / [uj — cug][vy — cvo)ds,

-1

v 1
al(u,v)=/ uyvy ds,

-1

1
a®(u,v) = a;(u,v) + gao(u, v).

11
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On se propose de résoudre le probléme (PL)¢ suivant :

Trouver u® € V tel que :

(PL) (2.1.1)
a(u®,v) = (F,v), YveV.

Proposition 2.1.2
- Les formes ag et a; sont bilinéaires, symétriques et continues sur V2,

- Pour ¢ €]0,1], la forme a° est bilinéaire, syméirique, continue et V-elliptique.
Plus précisement, il eziste deuz constantes C > 0 et ag > 0, indépendantes de ¢
telles que :

. C
la*(u, o)l < —lullllell,  ¥(w,v) € V7,

a®(u,u) > aglulf?, YueV.

Démonstration : La bilinéarité ainsi que la continuité des formes ag, a1
et a° sont évidentes. Nous établirons uniquement la V-ellipticité de a® et
I'indépendance de oy pas rapport 3 €.

Soit 6 > 0, il est facile de voir que :

(u} —cu2)* > (1 - %—)u'f + c*(1 — 8)ul, V(uy,uz) € V.
Ce qui nous donne :
' 2 1 2, 2 2
[ (0 = cunids 2 (1= sl + 621 = )fual.
Nous savons d’autre part, qu’il existe une constante c* > 0 telle que :
uzllz < c*luglz,  Vug € Va.
Ce qui nous donne :

1 ec*
ea(u,u) > (1— g)lulﬁ +F(1-6+ ‘Ea')luzlg +ec*[Juzlf + |uzl3).

ec* )
En prenant § =1 + —» on a ’existence d’une constante a(c) > 0 telle que :
c

a®(u,u) > afe)||ulf?, VueV.

D’autre part, on a ag(u,u) > 0, Vu € V et pour ¢ €]0,1] on aura :

a*(u,u) = a1 (u,u) + i—ao(u,u) 2 a1(u,u) + ao(u,u) = a’ (v, u) 2 a(1)[lu*.



On peut prendre ap = a(1).

O

Proposition 2.1.3 Pour tout F € V' et tout € €]0,1], le probléme (PL)®
admet une solution unique u® dans V. Cette solution vérifie de plus I’estimation
suivante :

1
lluf]l < a—ollFllv'-

Démonstration : L’existence et 'unicité sont données par le théoréme de
Lax-Milgram.
En prenant v = u® dans (2.1.1), on trouve :

a®(u,u®) = (F,u),

la V-ellipticité de a° et la continuité de ’application v — (F,v) nous donnent
I’estimation.

Régularité de la solution :
On montre que la régularité de la solution u® n’est limitée que par celle de F.

Proposition 2.1.4 Supposons qu’il eziste un entier k > 0 tel que F = (f1, f2)
posséde la régularité : fi € H¥Y(I) et f, € H*=%(I). Alors, l'unique solution
u® = (u®,u®) du probléme (PL®) a la régularité suivante :

uS € HFPY (DN HYI) et u§ e H2(I)n Vs
De plus, nous avons l’estimation sutvante :

luillisr + luzllige < CER)Allr + 1 F20le—2)-

Ou C(k) est une constante positive indépendante de .

Démonstration : Nous allons montrer le résultat par récurrence sur k. Il est
immeédiat pour k¥ = 0. Supposons donc qu’il est vrai jusqu'a k—1 (k> 1).
En prenant v = (v1,0), avec v; € D(I) dans (2.1.1), nous obtenons 1’équation

suivante :
1 1

(uf —cugyoids = [ fivids, Voo € D(D),
-1 -1

ce qui entaine alors :

(u§' — cu§)(z) = : f1(¢)dt, Vz € [-1,1]. (2.1.2)
-1

13
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Or, fi € H*Y(I) et up € H*(I) ce qui donne u' € H*(I) et donc
u§ € HY(I)n Hi (D).
De la méme facon en prenant v = (0,v;) avec v € D(I), on trouve au sens des

distributions :
us™ — c(uf' - cuf) = f, (2.1.3)

ce qui montre que u§* € H ¥=2(I) or, on sait par récurrence que u§ € H**+1(I)
donc u§ € H*2(I)N Vx.
Pour établir ’estimation, il faut remarquer que :

2 2 k+1) 2
oS lis = Mgl + lluf 2.
Or, nous avons d’apres la relation (2.1.2) :

k
g g < elluslle + 1 fllk-1

ce qui nous donne compte tenu de ’hypothése de récurrence :

[uillisr < CEYAlleoy + 1F2lli—2)-

D’autre part, on a :

2 2 k+2),2
luslese = lluslze, + lus* 2,

la relation (2.1.3) nous donne alors :

l[uallise < CRYUIFillkoy + Il f2lli—s)-

O
Des résultats de régularité pour une arche encastrée sont donnés dans Hab-

bal[90].

2. 2. Comportement lorsque ¢ tend vers 0 -

Dans cette partie, on va s’intéresser au comportement de la solution u® du
probléme (PL)? lorsque I’épaisseur de I'arche va devenir petite (¢ tendant vers

0).
On définit 'ensemble G (Sanchez-Palencia[1989]) suivant :

G={weV; aw,v)=0,Vv eV}
La forme ao est positive ( ao(v,v) >0, Yv e V) et elle vérifie :

ao(v,w)? < ag(v,v)ag(w,w), Y(v,w) € V2,



ce qui montre que G est aussi égal a :
G={weV; a(w,w)=0}. (2.2.1)

L’ensemble G muni de la norme induite par celle de V est un Hilbert.

Soit (PL)° le probléme suivant :

Trouver u° € G tel que :

(PL)°
a1 (u®,w) = (F,w), VweQG.

Proposition 2.2.1 Le probléme (PL)° admet une solution unique u® dans
G. Cette solution a la régularité donnée par la proposition 2.1.4.

Démonstration : Soit v € G,on a :
5 1 2
a®(v,v) = a1(v,v) + gao(v,v) = a1(v,v) > aol|v||*.

La forme a; est donc G-elliptique ce qui donne l'existence et ’unicité de u°.
Soit w € G, il vérifie alors

1
ag(w,v) = / (wy — cwa)(vy —cv2)ds =0, Yv €V,

-1

ce qui entraine que
!
w; = cws D-p-

Si on connait la deuxiéme composante (w2) d’une élément de G alors la premiére
est donnée par :
z
wi(z) = j cwo(s)ds
-1

1

et la condition w2(1) = 0 entraine que / cwa(s)ds = 0.
-1
L’ensemeble G est isomorphe & I’espace G suivant :

Gy, ={we H)(I); /_lcw(s)ds =0}

1
Soit ¥ € HI(I) tel que Yods = 1, 'ensemble G, est aussi égal a :
- J 4

{¢—( _1¢d8) Yo ; ¢ € Hy(I)}

15
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1
Si nous prenons dans (PL)° une fonction test w = ¢ — ( @ds) 1o avec
. -1

¢ € D(I), on trouve :

[stvud] sf sgsan [ psaeif s s

on aura donc :

/ 1_1 [ud® _ / Youd dspdt = / l_l [f2 ~ / o fods) ¢dt,

ce qui donne, au sens des distribution :
B = ot [wud"ds — [vofads,

et comme u® € G, on a aussi :
o’ 0

u; = cu,,
La régularité de u® s’obtient alors de la méme fagon que dans la proposition 2.1.4.
O

Proposition 2.2.2 La solution u® du probléme (PL)® converge fortement
dans V vers u® unique solution de (PL)°.

Démonstration : Cette démonstration est donnée dans Chenais-Paumier[1994].

2. 3. Développement asymptotique formel de u¢

Soit H l'orthogonal & G dans V relativement au produit scalaire défini par
a®(, ). L’ensemble H est caractérisé par :

H={veV; a(v,w)=0, YwéeG}. (2.3.1)

En effet, pour w € G, on a :

a*(v,w) = a1(v,w), Yv e V.

Proposition 2.3.1 L’ensemble H est donné par :
H=Vi xR.Y, ot Vi =Hy(I)

avec . z2 _ z2 _
¥(e)= E-UE 9
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Démonstration :

On commence par caractériser les éléments de H autrement que par (2.3.1).
L’ensemble G est défini (cf. (2.2.1)) par :

ap(w,w) = / (w} — cws)?ds =0,
I

"ce qui entraine que : w] = cwy. On peut donc obtenir tout élément de G de la

facon suivante : on se donne w; € V; tel que : / weds = 0 et on lui associe
I

wj défini par :

wi(z) = /zlcwg(t)dt, Vr e [-1,1].

G = {(w1,uw2) €V /Iwgds =0; wi(z) =/ cwo(t)dt, Vz € [-1,1]}.

-1

Soit alors 8 € V5 tel que / 6(z)dz = 1. Pour ¢2 € V3, on pose :
I

wa(z) = ¢a(z) — b(z) / a0y,

on a alors : / we(z)dz = 0.

I
Soit v = (v1,v2) € H. On sait par définition de H que pour tout (w1, ws) € G,

ona:
/ vawydt =0,
I
ce qui est équivalent & :

/ o / ol dt / bdt (2.3.2).

Un élément v = (v;,v2) est dans H si v, est solution du probléme suivant

/ ol ldt = A / badt,  Ver € Vi :
I I

On voit donc que v = AU, A € R. Un élémenr de cette forme est bien solution
de (2.3.2).
o

Proposition 2.3.2 La forme ag est H-elliptique; il eziste donc une constante
B > 0 telle que :
ao(v,v) > Blv|?,  Vwe H.
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Démonstration :
Soit v = (v1,A\¥) € H,on a :

ao(v,v) = ]I(vi —cA¥)%ds

On définit I'application T : Hj(I) x R — L%(I), qui & (v, A) fait correspondre :
T(v1,A) = vy — Ac¥.

L’application T est un isomorphisme. En effet, elle est continue et d’apres le
théoreme de Banach, il reste & vérifier qu’elle est bijective. Soit f € L*(I), on
pose :

vy = f + Ac¥, v € Hi(I),

ce qui est équivalent & :

vi(z) = /:(f + Ac¥)(t)dt.

La condition v;(1) = 0 et le fait que / ¥(t)dt # 0, nous donnent :
;o

I'application T est donc bijective. La continuité de 7! nous donne le résultat.
mi
Nous avons déja observé (cf. la proposition 2.2.2), que u® converge dans V fort

lorsque ¢ va tendre vers 0. On va chercher un développement formel de u¢ sous
la forme :

m . .
u® = Zs'u’. (2.3.3)
=0

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 2.3.3 L’identification formelle des puissances de ¢ en portant (2.3.3)
dans (2.1.1) conduit auz formules suivantes :

u € G,

{a1(u0,w) = (F,w), YVweGQG, (2.3.4)
u! € H,

{“0(“1’”) = (F,v,) VveH, (2.3.5)

u' € H pouri>1,
(2.3.6)

ao(u’,v) = —a; (vi~1,v), Vv € H.



Les formules (2.3.4) (2.8.5) (2.3.6) définissent u®,ul,...,u’,... de maniére
unique.

Démonstration :
En portant (2.3.3) dans (2.1.1), nous obtenons :

éao(uo,v) + [a1(u®,v) + ao(u?,v)] + €[ar (u?, v) + ao(u?,v)]
+ oo+ ' ar(ut, v) + ag(u T, v)] + ... = (F,v), Yve V.

L’identification formelle des puissances de ¢ donne alors :

ao(u’,v) =0, Yv eV,
a1 (v, v) + ao(u,v) = (F,v), Yv eV, (2.3.7)
a;(u},v) + ao(u*,v) =0, YveV, i>1.
La premiere équation de (2.3.7) implique que u® € G. Si de plus, on prend
dans la deuxieme équation de (2.3.7) v € G on obtient (2.3.4).
Si dans la troisiéme équation de (2.3.7) on prend v € G, on obtient :
a1 (u’,v) =0, Yv € G, Vi>1,
ce qui implique que u* € H pour ¢ > 1 et permet d’obtenir (2.3.5) et (2.3.6).
L’existence et 'unicité de u° sont données par la proposition 2.2.1.

La forme aq est H-elliptique (cf. la proposition 2.3.2), ce qui nous donne existence
et 'unicité des u® pour 7 > 1.

O

Lemme 2.3.4 Soit ¢ €]0,1] et supposons que F = (f1, fo) posséde la régqularité
suzvante :

fi € HY(I) et f2 € HF2(I), k> 0.

Soit u® l'unique solution de (PL)® et u® , pour i > 0 les solutions des problémes
(2.5.4), (2.3.5) et (2.3.6). Alors, nous avons :

ui € H**Y(I)n H(I) et uh€ H*X(I)n,.

De plus, on a lestimation suivante :

”ui”k+1 + ”uénk+2 < C(k)(”flllk—1 + ”f2“k—2)'

1
Si on pose : uSt = Zejuj alors 1l existe une constante C*(i,k) > 0 telle que :
J=0

19
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i = wflleps + lug” = upllpye < C*GRET (filley + 1 allics):

Démonstration :

La régularité des u’ s’obtient par récurrence en utilisant la relation (2.3.7), on
a déja démontré la régularité de u®.

L’estimation s’obtient de la méme facon que pour la solution du probléme
(PL)¢ (proposition 2.1.4) en utilisant la relation (2.3.7).

Posons w** = u® —u®%. On remarque tout d’abord que w** € H. Nous aurons,
en appliquant la relation (2.3.7), pour tout v € V :

af(w*,v) = a(u®,v) — a*(u, v)
i-1
= (F,v) = Y &lar(u?,v) + ag(uit?,0)] — ar(ui,v)  (2.3.8)
Jj=0
= —eial(ui,v), Yv e V.

En prenant v € H dans (2.3.8), on trouve que w®* est solution du probléme
suivant : _
Trouver w®'€ H tel que :

1 . . :
an(ws”,v) = —¢'a;1(u’,v), Vv € H.

Ce probléme est du méme type que (2.3.6) ( w®’ jouant le réle de u?), et on
obtient la régularité de w®* et les estimations de la méme facon que pour u’.



Chapitre 3.

Probleme linéaire approché

3. 1. Approximation interne des espaces :

a) Subdivision de I :
Pour un entier N > 2, on considére A = {sg, s1,..., SN} une subdivision de
[-1, 1], avec s = —1 et sy = 1.

Onpose: h;=z;4; —z;,pour 0<i< N-—-leth= 037%%—1 hi,

N
I; = [si_l;si], et I = U I;.
1

b) Espace V; :
Soit

P! = {fonctions définies sur I dont la restriction & I;

est un polynéme de degré inférieur ou égal & m}.

On pose P! = P:nCT(I).
Va1 = {un1 € Pty ; upi(—1) = uai(1) = 0},

Ve = {unz € P}y ; una(—1) = upa(1) = 0},
Vh = Vhl X th.

On munit V}, du produit scalaire et de la norme induits par le produit scalaire
et la norme de V. V}, est alors un espace de Hilbert.

On se propose d’approcher le probléme (PL)¢ par la suite de problémes (PL)j3-
suivants :

Trouver uj € V4 tel que :
(PL);

at(u$,vp) = (F,vp), Vv, € Vs

Proposition 3.1.1 Le probléme (PL); admet une solution unique uj dans
Vi . Cette solution vérifie:

1
I3 < - F ,
”uh“ = ” ”v

21
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Démonstration : Elle est identique a celle de la proposition 2.1.3 .

o

De la méme fagon que dans le cas continu, on introduit I’ensemble G} suivant
Gr = {wh € Vi ; ao(wn,vn) =0,Yvp € V3 }.
On peut facilement voir que G}, est aussi égal a :
= {wr € V& ; ao(wn,wp) = 0}.
On approche le probleme (PL)° par la suite de problémes (PL)} suivants :

7

Trouver uj € G tel que :

(PL);
ar(ud,wr) = (F,vp), Y vy € Gp.

Proposition 3.1.2 Le probléme (PL)} admet une solution unigue ul dans

Gh.

Démonstration : Elle est identique & celle de la proposition 2.2.1 .

O

Proposition 3.1.3 Pour h > 0 donné, la solution u§ du probléme (PL)j
converge fortement dans V, vers ul, unigue solution de (PL)3.

Démonstration : La démonstration est identique & celle de la proposition
2.2.2.

a
En suivant la méthode donnée par Kikuchi[1982], on obtient la proposition
suivante :
Proposition 3.1.4 Soit u® solution de (PL)® et uj solution de (PL)j.
Supposons qu’il existe un entier k > 0 tel que :

fi € HY(I), f, € H*2(1), p > maz(k,1) et ¢ > maz(k +1,3).

Alors, il existe hy > 0 et une constante C indépendante de € et de h tels que pour
tout h < hy, nous ayons:

af(u§ — uf,uf —uf)? < Cmin(Thk VN (F, k),

lug, - wf]l < sz'n%h", DN (),
lug — vl < szn( hk \/_ \/_h , DN (F, k),
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Ou N (F,k) est donné par :

N(E k) = || fillk-1 + | f2l k-2

Démonstration : La solution u® est aussi la projection orthogonale, au sens
du produit scalaire défini par a®, de u® sur V4, elle vérifie donc :

af(u® —uj,u’® —uj) = vjréi;/h a®(u® — vp,u® — vp). (3.1.1)

D’autre part, la théorie des éléments finis nous donne pour 4§ = m,u° interpolé
deu® :
a5 — wfll < CRA(lufllk+1 + llusle+2),

nous aurons, grace a l'inégalité de la proposition 2.1.4 :

a5 = wll < CRE (I fallk-1 + I fallk—2).

La continuité de la forme a® (proposition 2.1.2) , nous donne :

. N C
a(u® —af,u’ —43) < ;hzk(”ﬁ”k—l + || f2llk—2)-
Si on prend successivement dans (3.1.1), v = 0 et v = @, on obtient :

a®(u® —uj,u® —uj) < min(a®(u®,u’),a (v’ — 4§, u’ —0f))

3.1.2
SCmin(%th,l)Nz(F,k), (3.12)

ce qui nous donne la premiére inégalité. La deuxiéme s’en déduit en utilisant la
V-ellipticité de la forme a®.
On peut déja dire que :

e, — el < Cmin(%hk, DN(F k). (3.1.3)

Soit w® l'unique solution du probléme suivant :

Trouver w® € V tel que :
a®(w®,v) = ((u® —uy,v)), Yv e V.

Nous avons alors
llu® — uills = ((u® = uf, u® - uf)) = a®(w®,u® = uf),
or a® définit un produit scalaire sur V, et elle vérifie :

a®(wf,u® —u}) = a®(w® — vi,u® —uj), Yvp € Vp,
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ce qui entraine :
lu® — u||2 < a®(w® — vp, w® — vp)2as(u — u,u® — us)7. (3.1.4)

La premiére inégalité de la proposition3.1.4 nous donne (w® jouant le réle de u®
et u® — u® jouant celui de F) :

1
inf a(w® — * —v)% < Cmin(—=h, 1 f—ufl
v:rel ha (w® —vp, w® —vp)? szn(\/g , DN (u® —u,1)

< C'min(—=h, 1)||u® = ugllo,

S
Ve
on obtient donc en utilisant (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.4):

w5, = welly < Cmin(Zh¥, Z=h¥, <=k, V().

77

o

Remarque 3.1.5 Les majorations d’erreur, données par la proposition 8.1.4,
dépendent toutes de ¢; plus précisement, elles sont toutes en ﬁ Plus € est petit,

plus il faut diminuer h (i.e. augmenter les points de la subdivision) pour avosir une
précision fizée. Cette dégradation de l’estimation de la précision de la méthode
d’approzimation peut amener d des cas critiques ot on n’a plus convergence
du tout comme le montre la proposition suivante. Des résultats simulaires sont
donnés pour un probléme d’arche encastrée dans Habbal-Chenais[1992].

Proposition 3.1.6 i dans la proposition 3.1.4 nous avons de plus :
p<2 et q2>3

alors, on aura :

e
it =0,

SuP] Jluf, — el > [l -

€€|0,1

Démonstration :
Nous avons montré (cf. la proposition 3.1.3) que :

Lim u§, = u)
e—0 h hs
cette limite uj vérifiant : ao(ul,u}) = 0, ce qui entraine que :

uly = cul,, (3.1.5)



o ! « 4. o
la fonction u?, est linéaire ou constante par morceau, et la fonction ul, est de
classe C'. La relation (3.1.5) implique alors que uJ, est linéaire ou constante par
morceau et les conditions aux limites entrainent que :

ugh =0.
La relation (3.1.5) donne dans ce cas :
ugh = 0,

ce qui implique que :
inf 2l = 0. ,
561]0,1] ”uh”

D’autre part, nous avons :
Lim |Ju® — «%|| = 0,
e—0

ce qui entraine que :
Sup |luf, —u]| 2 ||’
€€]0,1]

O

Remarque 3.1.7 La proposition $.1.6 montre que si u® # 0 (i.e. F ¢ G*),
la convergence me sera pas uniforme en . Les performances de la méthode
d’approzimation vont se détériorer lorsque le paramétre € va tendre vers 0.Ce
phénomeéne est connu sous le nom de phénoméne de verrouillage.

3. 2. Augmentation du degré d’approximation

Cette méthode consiste & choisir les degrés p et ¢ de facon & avoir une
convergence uniforme en ¢. Il suffit de choisir ces deux parameétres de facon 2
avoir G, qui approche G( D. Chenais et J.C. Paumier[1994]).

En effet, d’aprés Kikuchi[1982] on a la proposition suivante : X

Proposition 3.2.1 Si dans la proposition 3.1.4 nous avons de plus :
p > maz(k + 2,4) et g 2 maz(k +1,3)

alors, on aura :
a®(uf — v, uf —u®)* < CREN(F k),
luf —u|| < CREN(F, k),
lui = u®llo < CA*FIN(F, k),

ot C est indépendante de €.

25
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3. 3. Formulation mixte :

Définition 3.3.1
Soit b l'application de L*(I)x V dans R qui d (u,v) associe b(u,v) donné par

+1
o) = [ (of = conluds.
-1

On se propose de résoudre le probléeme (PLM)® suivant:
Trouver (u®,£¢) € V x L%(I) tel que :
(PLM)® a1 (u,v) +b(€%,0) = (Fv), YveV, (33.1)

b(u,u) —e((€5,u1)) =0, Vpue L¥(I).

On commence par établir le résultat suivant sur l’application b(.), qui va
nous garantir l’existence et ’unicité de solution pour le probléme (PLM)®
(Bercovier[1978)).

Lemme 3.3.2 Il eziste une constante C* > 0 telle que :

by, N
sup X0 > Couly, Ve I2(D).
i A Y

Démonstration : Soit g € L(I). Pour montrer le résultat, on exhibe un v € V
tel que :

b(p, v)
== = C*||pllo-
o]l °
Soit v, € V5 on pose :
z
vi(z) = / (1 + cvo)ds, (3.3.2)
-1
on a donc :
b, v) = [|ull3- .
Il nous suffit pour établir le résultat de montrer que ’on peut choisir v, de fagon
A avoir : M|v|| < |letlo, M >0.

Soit ¢ € V, vérifiant |[¢]|s = 1. En prenant v2 = ||¢||o%, on aura : ||vz]l2 = |||l
et la relation (3.3.2) donne alors :

l[o1llz < llello + ellvzll2,
ce qui entraine 'existence d’'une constante C* > 0, indépendante de g, telle que
o]l < Z=llullo et donc :

b(p,v)
Sup === > C*||ully,
veVr ”’U” Il#llO
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ce qui donne le résultat.

Proposition 3.3.3 Pour tout F € V' et e € [0,1], il eziste un unique (u<,£°)
solution du probléeme (PLM)®. Pour ¢ > 0, u® est aussi l'unique solution du
probléme (PL).

" Side plus, il eziste un entier k > 0 tel que :
f1 € H*"Y(I) et f, € H*2(I) alors, u® a la régularité :

uf € YD) N Hy(I), w§e H*X(I)nVy, et ¢ e HYI)
et on a l’estimation :

luillier + leglligs + 1651 < CRYU Aoy + 1 falli—z);
ot C(k) dépend de k mais pas de e.

Démonstration : Nous allons établir le résultat par récurrence sur k. Pour
k =0, le résultat est obtenu en appliquant le théoréme 5.1. de Bercovier[1978].
Supposons que le résultat est vrai jusqu'a lordre k — 1 (k > 1).

En prenant dans la premiére équation de (3.3.1) une fonction test de la forme
v = (v1,0), v; € D(I), on trouve au sens des distributions :

—¢' = fi, (3.3.3)

ce qui entraine que £¢ € H*(I).
En prenant & nouveau dans cette équation de (3.3.1) une fonction test de la
forme v = (0,v2), v2 € D(I), on trouve au sens des distributions :

us® — g = f,, (3.3.4)

ce qui entraine que u§* € H*~2(I) et donc u§ € HH+2(I) N V.
La deuxiéme équation de (3.3.1) nous donne au sens des distribution :

uf' = cu§ + &€, (3.3.5)

ce qui entraine que u§ € H*1(I)n H(I).
L’ estimation se déduit des relations (3.3.3), (3.3.4) et (3.3.5).



3. 3. 1. Méthode d’éléments finis mixtes :

Soit W3, = P "1 = { des fonctions définies sur I dont la restriction & I; est un
un polynéme de degré inférieur ou égal & p — 1}.

On se propose dans cette partie d’approcher le probléme (PLM)¢ par la suite
de problémes (PLM)} suivants :
Trouver (uf,&;) € Vi x W, tel que :

(PLM)E al(ui’vh) +b(§i,vh) = (F,'Uh), Vo, € Vh,

i) — (€ i) = 0, ¥ s € Wi,
(3.3.6)
Soit @}, la projection de L%(I) sur Wj.

Lemme 3.3.4 Il eziste deuz constantes ho > 0 et C* > 0, telles que pour
tout h < hg, nous avons :

Sup b(luh’ vh)

> C*|lpnllyy Yun € Wh.
onevy  |lvall lisal

Démonstration : On peut se reférer ala démonstration du lemme5.1. de
Kikuch[1982].

Proposition 3.3.5 Le probléme (PLM); admet une unique solution (uh,ﬁh)
dans Vi, x Wy. De plus, cette solution vérifie :

l[will + I€Rl < CllF |y
Sv de plus, nous supposons qu’il eziste un entier k > 0 tel que :
F e H*Y(I) x H*%(I), p>maz(k,1) et q>maz(k+1,2)
alors, nous avons :

lug, — wf|| + 11€5 — €°I| < CR*N(F k),
”ui - uello S Chk-*.lN(F’ k)a

ot (u®,£°) est l'unique solution du probléme (PLM)® et C est une constante
indépendante de € et de h.

Démonstration : L’existence et 1'unicité de la solution (u},£};) s’obtiennent de
la méme fagon que dans le cas continu (cf. la proposition 3.3.3).
Pour 'estimation d’erreur, on peut voir la démonstration du théoréme 5.3 de

Kikuchi[1982].
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Proposition 3.3.6 Le probléme (PLM)¢ est équivalent au probléme suivant

Trouver uj € V, tel que :
a§(u§,vn) + L((uh; — Qnlcunz), vy, — cvn2)) = (Fyvn), VY vi € Vi

& €tant alors donné par :

£ = ~(uhs — Qn(euna).

7

Démonstration : La deuxiéme équation de (3.3.6) nous donne :

b(uan, ) — ((E5, ) = / (uhy = cusa — e )unds =0, s € Wi,

ce qui entraine que :
Qn(uhy — cunz — €€5) = upy — Qulcunz) — €& =0,

ce qui donne :

™M | =

& = =(uhy — Qr(curz)).

En reportant cette valeur dans la premiére équation de (3.3.6), on trouve le
résultat.

Remarque 3.3.7
Cette proposition est & la base du choiz des formules d’ intégration numérique

qui vont suivre.
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3. 4. Intégration numérique réduite

La résolution du probléme (PL); se rameéne 4 celle d’un systéme linéaire, mais
ceci suppose le calcul exact des coefficients de la matrice et du second membre
du systeme linéaire & résoudre. Généralement, ce calcul est cofiteux et parfois
méme impossible. C’est pourquoi, nous sommes conduits & utiliser des schémas
d’intégration numérique. Nous allons choisir ces schémas de facons 4 déverrouiller
le modele (i.e. & avoir une convergence uniforme en ¢).
~ Le principe de cette méthode repose sur le fait qu’il existe un schéma
d’intégration numérique qui est équivalent au probléme mixte approché.

Pour calculer le produit scalaire de L2(I) :

1

((uh, vh)) = / upvrds,

-1

2
on utilise un schéma de Gauss & m points. On pose :

N
((un, o))" = Z ((wn,vn))],»

((un,on))7, = b Y wiun(gi; Joa(gsi),

J=1

ol gij =1— 25, + 2g;, les g; étant les points de Gauss sur l'intervalle [-1, 1] et
les w; sont les poids correspondant.

Tous les résultats qui vont suivre, sont obtenus sous I’hypothése que
que les entiers p et ¢ définissant V}; et V. sont égaux. On note m cette
valeur commune.

Remarque 3.4.1 $i nous utilisons cette formule de Gauss pour approcher
lintegrale sur [a,b] d’une fonction f € C?™, on a (Crouzeiz et Mignot[1983]) :

b m 1 b
[ fexe =Y wit@) + o [ 7@ (e,
a ]=1 ° a

m _ 3.4.1
r(z) =7 (z — ;) (3.4.1)
_ b—a b+a

Cette formule d’intégration numérique est donc ezacte pour les polynémes de
degré inférieur ou égal & 2m — 1.

On définit par conséquent sur V}, :

lunll™ = v/((un, un))*,

agn(un,vr) = ((uh; — cunz, uh; — cunz))’,

Ex *
ap =a + ~ %k



On se propose dans cette partie d’approcher le probléme (PL)¢ par le probléme
(PL)$* suivant :

Trouver uf* € V; tel que :
(PL)y
ai*(ui*,vh) = ((F, vh)), Vo, €V}

Proposition 3.4.2 Pour tout (vg,wp) € P!, nous avons :

((Qh(vh)7wh)) = ((vh’wh))*'

Démonstration : Soit vy, € P et wy, € P2 _,, on note m3v; interpolé de
vy aux points de Gauss. Nous aurons : :

((7hon, wa)) = ((wavn, wn))* = ((vn,wr))* = (v, wa)).

D’autre part, on sait que mpvp = Qx(vs) et donc on aura pour tout wy, € PE :

((Qu(vn), wa)) = ((Thvn, wn)) = ((Thvr, wr))* = (v, ws))*.

Proposition 3.4.3 Pour tout € > 0 et tout h > 0, le probléme (PL);* admet
une solution unique.

Démonstration :
Pour tout uj € Vj, uh # 0 nous avons :

ay (v, un) > ag(up,up) >0

La forme a3* est donc symétrique définie positive et nous sommes en dimension
finie, ce qui donnele résultat.

iy

Proposition 3.4.4 Soit u® solution de (PL)® , u§* solution de (PL)5*.
Supposons qu’il eziste un entier k > 0 tel que :

f1 € H*Y(D), f» € H¥*%(I) et m > maz(k + 1,3)

alors, il eziste deuz constantes C > 0 et hy > 0 indépendantes de ¢ telles que
pour tout h < hy, nous ayons :

lug* — u®|| < CR*N(F, k),

31
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Démonstration : On sait d’apreés la proposition 3.3.6 que 'unique solution uj
du probléme mixte approché (PLM); vérifie I’équation suivante :

1
a;(ug,ve) + g((uil — Qn(cunz), vy — Qn(cvnz))) = (Fyvr), VY vn € Vi,

or d’apreés la proposition 3.4.2 nous avons :

((uhy — Qulcunz), vy — Qr(cvre))) = ((uhy — ctna, v — cvr2))* = agy(un,ve),

u$, est donc aussi solution du probléme (PL);* et donc on a :
up = uj’.
L’inégalité
luf” — ufll < CR*N(F, k),

découle alors de la proposition 3.3.5 .

3. 5. Tests numériques :

Nous avons programmé une méthode d’éléments finis, pour p=1et ¢ =3 .
C’est cette méthode qui est trés souvent utilisée.
On peut déterminer analytiquement les solution du probléme (PL)¢.

Pour une charge de la forme F = (0,\é,) (ol1 6, est la masse de Dirac) :

La force est exercée uniquement au sommet de I’arche (s = 0). On obtient sans
difficulté les formules suivantes :

(a4, A3 (A+a), 5a A ]
ad Lg_ 2T i >0,
us(s)= 1 2 T 24 ° Tyt Powsz
f(s) =
a4 A3 (At+a), Sa A <
[ 24° 7 12° 4 ° Tty powssh
(ac 5 I, (Ad+a) 5 Ba A
—_ 2ra 2T =2 >0,
u(s)= d 1200 T a8 ¢ T(ggtglestes,  poursz
1 s Es‘1 Q_\_i_a)_csa (E?--{- =)cs +€s our s <0
( 120° T 18 48 247 6 A
. —25\c?
ou

= 3922 + 2406



ARCHE DEFORMEE

Figure .2. Position de ’arche pour A =1.0, ¢ =107, 10~%, 10-5, 10-¢

On voit sur la figure .2 comment la solution exacte u¢ converge vers u?.
Cette solution est (en ce qui concerne u3) de classe C? mais non C3 et F ¢ GL,
ce qui va nous garantir le verrouillage pour p=1et g = 3 (remarque 3.1.7).

Nous avons vu a la proposition 3.4.4 que l'on peut Jouer sur le choix de p
et ¢ pour déverrouiller le probléme. Le choix de P = 4 et ¢ = 4 garantit une
convergence uniforme en «¢. '

Pour profiter du programme qui a déja été écrit pour p = 1 et g = 3, on

introduit de nouvelles fonctions de base en passant successivement & p = 2, 3, 4.

On peut voir sur la figure .4 que le probleme commence déja & déverrouiller
pour p = 2 et il est complétement déverrouillé pour p =4 (cf. figure .5).

33
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Figure .3. Diagramme de convergence avec verrouillage pour p=1, ¢ = 3.

Cette méthode est trés efficace, mais difficile & mettre en ceuvre. Les procécudes
deviennent rapidement ingérables. On lui prefére en général la formulation mixte
ou l'intégration numérique réduite.

Nous avons testé la formulation mixte, sur notre probléme, elle donne de bons
résultats(cf. figure .6), mais au prix de la résolution d’un systéme de taille plus
grande et surtout & matrice non symétrique.

Nous avons vu ( proposition 3.4.4) que I'utilisation de 'intégration numérique
réduite (p = ¢) permet de déverrouiller. On pouvait donc la tester sans probléme
pour p = g = 2. Mais il existe d’autres schémas numériques basés sur le méme
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Figure .4. Début de déverrouillage par enrichissement de la base , p =2, ¢ = 3

principe. Nous en avons testé un qui consiste & estimer !'intégrale / vp(s)ds
!

par hop(2E5=1) (Kikuchi[1982]). Il a donné de trés bons résultats pour p = 1,
g = 3(cf. figure .7).
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Figure .5. Le probléme est complétement déverrouillé pour p=4,9=3
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Figure .6. Déverrouillage par formulation mixte
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Figure .7. Déverrouillage par intégration numérique
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Chapitre 4.

Résolution analytique

du probléme non linéaire (»

On se propose dans cette partie de déterminer analytiquement les solutions
du probléme (P¢). On commence par montrer que la résolution du probléme
variationnel (P¢) est équivalente a celle d’un systéme différentiel.

4. 1. Interprétation du probléme résolu :

Proposition 4.1.1

(uf,us) € V est solution du probléme (P°) si et seulement si, il eziste une
constante k € IR telle que :

1
u'y — cug + §(U2')2 = ke,

ugi) - ku; = A+ ke, (4.1.1)

ur(=1) = w1 (1) = 0,ua(~1) = uz(1) = 0,uy (—1) = uy (1) = 0.

Démonstration.
En prenant dans (P¢) une fonction test v de la forme v = (v;,0) avec v; € D(I),
on trouve :

1
: / 'y — cus + 2w/ Po'ads =0, oy € DI,
-1

ce qui entraine donc qu’il existe une constante k¥ € R telle que :
1 ! 1 \2
—[u'1 —cuz + =(u = k.
Zlu's —euz + 5 (u2')’]
De la méme facon, on prend v = (0,v2) avec v2 € D(I), et en utilisant 1’égalité
qu'on vient d’établir, on trouve aprés des intégrations par parties :
1 . 1
/ [—ke — kuy + us®]vy(s)ds = )\/ va(s)ds, Vv, € D(I),
-1 -1

ce qui nous donne :
' ug‘i) — kuy = X + ke
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Remarque 4.1.2
Il est facile de voir que si uz est une solution de la deuziéme équation du
systéme (4.1.1) qui vérifie :

/ l_llcuz(t) - %“2'(75)2 + keldt = 0,

uy est alors donnée par :

ui(s) = /:[cuz(t) - %uz'(t)2 + keldt, Vs € [-1,1]. (4.1.2)

Remarque 4.1.3
On peut remarquer qu’on ne change rien au probléme si on fize dans toute
Uétude c = 1. En effet si on fait le changement d’inconnues suivant :

( 1

Uy = —<ux
2’

_ 1
§ U2 = —Uz,
C

X:lx
C

\

On obtient que Uy et Uy sont solutions du systéme :

1 €
' —uy+ '2-(72')2 = kc—2,
Ug‘i) — kﬂz" = -/\—-l- k,
u1(-1) =u(1) =0,ux(-1) = ux(1) = 0,%."(-1) =w,"(1) = 0.

. € . . ,
Plus précisement, c’est le rapport p = — qui caractérise larche cetie étude.
c

4. 2. Résolution du systéeme différentiel (4.1.1) :

La nature des solutions de la deuxiéme équation du systéme (4.1.1) va dépendre
du signe du parameétre k; nous aurons des solutions en cos et sin si k < 0, en cosh
et sinh si &k > 0 et polynomiales si k = 0.

Nous allons, dans la suite, distinguer ces trois cas.



4. 2. 1. 1° cas : Solutions polynomiales (k = 0)

La deuxiéme équation du systéme (4.1.1) nous donne :
us(s) = 55(* ~ 1)(s2 = 5)
24 ’
ce qui donne :

u1(8) = —oo [—5s® + 425 +2lcs —105Xs% — 210cs? + 525¢].

25‘70
et la condition u;(1) = 0, entraine que nous n’aurons de solution de ce type que
. 84c
sid=—.
T

4. 2. 2. 2™ cas : Solutions en cosinus et sinus (k<0)

2avecw>0eta=c———2.

w
Dans ce cas, les solutions de (4.1.1) seront en cos() et sin().
La deuxiéme équation du systéme (4.1.1) nous donne :

On pose k = —w

uy (s) = Acos(ws) + Bsin(ws) — a.

Les conditions uy(—1) = u4(1) = 0 entrainent que A, B et w doivent vérifier le
systéme suivant :

Acos(w) = a, (4.2.1)
Bsin(w) = 0.
Il faut pour résoudre ce systéme distinguer les différents cas :
Q) wES+in et w#ir ieN,
b) w=ir i€N,
c) w=g+z’7r 1€ IN.
Etude du cas (a) : .
Dans ce cas, le systéme (4.2.1) donne : A = S B=0et
cos(w)
cos(ws)
= - 1).
() = a2 - )
En intégrant et en utilisant les conditions uz(—1) = u2(1) = 0, on trouve
cos(ws) s2 1 1
—gSosws) s L2 ~1,1]. 422
UQ(S) Ol[ w2 COS(&J) 9 + w? + 2]’ Vs € [ L ] ( )

41



e . 1
Pour simplifier les expressions, on pose 3 = oz(—2 + %) Nous obtenons :
w

o2 2
u1(s) = [Bc — ew? — m]s + %(c —a)s® — ” cos(w)scos(w-S) w23
alc—a) . a? ) -
+ o o) ) 8 cout() )

En exprimant la condition u;(1) = 0, nous obtenons une équation (E,;) que
doit vérifier w.

(Eal) a(w)Az + b(C, g, w)A + d(c, e,w) =0. - .

Ot les fonctions a(), b(, ) et d(,, ) sont données par :

( alw)=-(1+ %2-) cos?(w) — i + g_sh'l_(j_w_z’
{ H(e,w) = cw?[cos?(w) + l - %%2‘0—)], (4.2.4)
\ d(c,e,w)=c w4[(— - -—-w4)cos2(w) 1 + SlI1(2“))]

Les solutions de cette forme seront dites de type (a).
On peut considérer (E,;) comme une équation du second degré en A dont le
discriminant est donné par :

A1(c, €,w) = c2w? cos?(w)[do(w) + c%dl ()] (4.2.5).

Avec

2 ‘
do(w) = 3-(3 sin(w) — cos(w)(w® + 3w))?,

W5
di(w) = ?[15 sin(w) cos(w) — cos? (w)(2w® + 12w) — 3w].

Pour tout w > 0, 0n a: do(w) > 0 et di(w) < 0. Plus ¢ est petit, plus I’ensemble
des w pour lesquels A (¢, ¢,w) est grand.

Etude du cas (b) : w =17

Dans ce cas, le systéme (4.1.1) nous donne A = (~1)'a et B quelconque (pour
I'instant) : '

) 2 COS\WwWsS
us(s) = e[~ S — 22s)

1 1 sin(ws)
2 w?cos(w) 2 '

+ ;5] - B (426)

w2

Et la premiére équation du systéme (4.1.1) donne ’expression suivante pour u; :



a? + 3213 afc+ cv:)s3 alc—a)
4w? 6 w? cos(w)

ui(s) = [Bec — ew® — sin(ws)

a? - B? o S cos(ws) cos(ws)

5 sin(2ws) — a o7 cos(@)

cos(2ws) ssin(ws) 3a — 4c cos(w)
4w® cos(w) aB w? +B 4 w3

(4.2.7)

+ + B(c—a)

w3

+aB

La condition u;(1) = 0 entraine que B doit vérifier '’équation suivante :
-3w5.Bf + 120w?B 4+ wy(c,€,w) = 0, (4.2.8)
avec | |
v(e,6,w) = —(2w? + 15)A% + 18cw? X + (2c2w? — 3¢ — 12ew* )wt.

Les solutions de cette forme seront dites de type (b).
L’équation (4.2.8) est du second degré en B, son discriminant est donné par :

Az = 3wa(w)A? + b(e,e,w)A + d(c,€,w)], (4.2.9)

ou les fonctions a(), b() et d() étant données par :

a(w) =12 — (2w? + 15)w?,
b(w) = 18cw?, (4.2.10)

d(w) = w*[2c%w? — 3c% — 12ew?].

Remarque 4.2.1

- Pour w = inr(i € IN*), a(w) < 0.
- Pour avoir Ay > 0, X doit étre & I'interieur des racines de ’équation :

a(w)A? + b(c,e,w)A + d(c,e,w) = 0. (4.2.11)

Il faut donc commencer par résoudre cette équation en A comme dans le (a). Ceci
va nous donner une relaion entre c, ¢ et w. Dans le cas ol cette équation admet
deux racines A;(c,&,w) et Ax(c,€,w), on aura pour toute valeur de A comprise

entre A (c,&,w) et A2(c,€,w) deux solutions de cette forme dont I'une est obtenue
6w — VA 6w + A
_w__35_2_ et I'autre pour Bz(c,&,w, ) = %—}-

pour Bi(c,e,w,A) = 3

Etude du cas (¢) : w = g—+ i

Le systéme (4.‘2.1) ne peut avoir de solution que si a = 0, c’est a dire si A est

de la forme : )

/\:A,’:C&Jzzc(%-{—i)ﬂ'z, 1€ N.
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Dans ce cas, on doit avoir B = 0, ce qui donne pour u, :

us(s) = -A°°if‘2"s). (4.2.12)
Et la relation (4.1.2) donne ’expression suivante pour u; :
ui(s) = -4%[—A2ws + 1421 sin(2ws) — 4Acsin(ws) — 4w es). (4.2.13)
La condition u;(1) = 0 entraine que A doit vérifier ’équation suivante :
* . —wA? —4(—1)"cA — 4ew® = 0. (4.2.14)
Dont le discriminant est égal a :
As = 4c(1 — c%we). (4.2.15)
Pour avoir Az > 0, il faut donc que (263) < w* soit
S<G+im¥,  ieN. (4.2.16)

Cette condition va nous permettre de déterminer les : possibles et la relation
(4.2.14) nous donne les deux valeurs de A (41 (c,€,17) et A2(c,¢,7)) qui déterminent
deux solutions du problémes (P¢). Les solutions ainsi obtenues sont dites de type

(c)

4. 2. 3. 2°™¢ cas : Solutions en cosinus et sinus hyperbolique (k > 0)

2

On pose k = w® avec w < 0 (ici on prend w < 0 pour pouvoir représenter

toutes les solutions sur le méme graphique) et a = —c — ek

La deuxiéme équation du systéme (4.1.1) nous donne :
Uy (s) = A cosh(ws) + Bsinh(ws) + a, -

et les conditions uy(—1) = uy(1) = 0 entrainent que A et B sont solution du
systéme suivant :

Acosh(w) = a,
Bsinh(w) = 0.
a

cosh(w)

Ce quidonne B=0, A= et on aura donc :

Uy (s) = of —czi(‘:s)) -1).



En intégrant et en utilisant la condition u;(—1) = u;(1) =0, on trouve :

2

cosh(ws)  s*
2

w? cosh(w) +

uz(s) = a[— l- (4.2.17)

|~

1
+;;—

1.1
w2 2
(4.1.2) la nouvelle formule pour u; :

Pour simplifier, on pose B = af ). Nous obtenons en utilisant la relation

2
— (a8 2 a(c — a) 3
ui(s) = [B'c+ew” + 17 ot () s+ —s
alc—a) . 2 .
w3 cosh(w) sinh(ws) = 8w3 cosh?(w) sinh(2ws) (4.2.18)
2
ms cosh(ws).

En exprimant la condition u;(1) = 0, nous obtenons une équation (E,2) que doit
vérifier w. ' '

(Ba2)  a(w)X® + bc,e,w)A + d(c,e,w) = 0.

Ou les fonctions a,b et d sont données par :

( _ w? 1 5sin(2w)
alw)=-(1- -6—)cosh2(w) - Z+ 5
{ b(e,w) = —cw?[cosh?(w) + -;— - 3s_m_hu()_2w_)]’ (4.2.19)
w? si
| d(c,,0) = Putl(— - cs—zw"‘)coshz(w) - % + —%2“’—)].

Les solutions de cette forme seront dites de type (cosh — sinh). On peut considérer
(E,2) comme une équation du second degré en A dont le discriminant est donné
par :

Aylc,e,w) = c2w? cosh?(w)[do(w) + %dl (w)]- (4.2.20)

Avec : -

do(w) = %2—[3 sinh(w) 4+ w(w? — 3) cosh(w))?,
(4.2.21)

5
di(w) = %[15 sinh(w) cosh(w) + cosh?(w)(2w® — 12w) — 3w].

Pour tou w <0, on a do(w) > 0, d1(w) > 0 et donc Ay(c,e,w) > 0.
L’équation (E,2) admet donc toujours deux solutions distinctes A;(c,&,w) < 0 et

84
A?(C’ E,LJ) 2 ﬁc
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4. 3. Mise en ceuvre de la méthode :

L’introduction du paramétre w peut sembler artificielle car habituellement on
se donne une arche, c’est & dire ¢, € et un champ de forces \. Les questions qui se
posent sont généralement les suivantes : le probléme (P¢) correspondant admet-il
une solution ? est-elle unique ? et comment le(s) obtenir ?

Pour répondre & ces questions, nous avons développé un logiciel qui procede
de la fagon suivante : Aprés la saisie des caractéristiques de 1’arche, il permet de
fournir les informations suivantes :

- Le nombres de solutions pour toute charge A (diagramme de bifurcation u(})).

- Pour une charge particuliére A, il donne le nombre de solitions et les parameétres
w qui les décrivent.

Etant donné c et ¢, la condition A, (c,e,w) > 0 ot Ay(c,€,w) est donné par la
relation (4.2.5) va permettre de calculer des w;, i=1,...,N(c,¢) tels que
Pour

we [O,wl] U [wz,w;:,]... U [wN(c,e)—lawN(c,e)], on aura A;(c,e,w) >0

w €Jwy,wz[Ulws, wy|...UJwn(c,e), +00], on aura A;(¢,&,w) <0

N(c,e) -1

on pose Iy = [wok,wak+1] pour k£ = 0, . Et soit A¥(c,e,w) la plus

grande valeur sur I} de \;(c,¢,w) solution de (E,;), et A¥(c,¢,w) la plus petlte
valeur sur I} de Az(c,€,w) solution de (E,).

La condition (4.2.16) permet de déterminer les : pour lesquels, nous aurons
des solutions de type (c).

La condition Az > 0, nous donne les solutions de type (b).

Le nombre de solutions pour une charge donnée )¢ est déterminé par l’algonthme
suivant :



Début

Nombre-de-solution := 0;

Si A <0ou ) > §éc alors

Nombre-de-solution :=Nombre-de-solution+1;
c’est une solution ?\1,1 cosh etlsinh.
Pour k=042 &

Début-faire 2
Si Ao < M(c,e,w) et Ay > \E(c,e,w) alors
Nombre-de-solution :=Nombre-de-solution+2;
ce sont deux solutions du type (a). - .
Si-non Si Ay = AM(c,&,w) ou Ag = Mi(c,€,w) alors
Nombre-de-solution :=Nombre-de-solution+1;
Si Az(c,e,w) > 0 alors
Nombre-de-solution :=Nombre-de-solution+2;
ce sont deux solutions du type (b) obtenues pour w = k.
Si As(c,e,w) > 0 alors
Nombre-de-solution :=Nombre-de-solution+2;

faire

ce sont deux solutions du type (c) obtenues pour w = -g— + k.

Fin-faire
Fin.

4. 4. Points de bifurcation :

IIs sont de deux sortes :
a) Les points de bifurcation ayant lieu en w = 7.

Ils apparaissent lorsque les formules (4.2.2) et (4.2.6) coincident, c’est & dire
pour B = 0. La relation (4.2.8) entraine que :

v(c,€,w) = —(2w? 4+ 15)A% 4 18cw? ) + (2c%w? — 3¢ — 12ew*)w* = 0

Cette relation permet de calculer les A pour lesquels nous aurons ces points de
bifurcation. -
b) Les points de bifurcation ayant lieu en w = 3 + im.

Nous avons vu que les solutions données par les relations (4.2.3) et (4.2.2) ne
sont définies que pour des w # % + im et w # iw. Dans ce paragraphe, nous
allons regarder comment vont se comporter ces solutions lorsque w va tendre vers

T
w; = — + 7.

2

Remarque 4.4.1 Pour que w puisse tendre vers w;, il faut que la quantiié

E ¢ . oy
1 — —w; soit positive.
c
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Posons w = w; + ¢. La relation (4.2.4) nous donne les nouvelles formules pour

a(.), b(.) et d(.) :

( 1 5
aw) = 5 + =4+ o(g)
g b(w) = c%‘g — Scwid + o(P) (44.1)
wi
| d(w) = —c* - +o(¢)

Soit donc pour A(c, &,w)
A(C,S, ) = c2w2(1 - 2 6)¢2 + 0(¢'2) < .

Les solutions de 1’équation (E,;) sont données par les formules suivantes :

A = ew? —2¢y[1— %w? é + o(4)
(4.4.2)
do = cw? + 26 [1— Zwf 6+ o(4)
C

Et les a correspondants sont donnés par :

o =2 (1= /1= 5e8) ¢+ o(9)

(44.3)
c €
On pose dans toute la suite :
Qo1 = 2—6-(1 - 1-— —6—w§) et Qg2 = Qi(l + 1- iwﬁ)
w; ‘ c2? w; cz?
Les solutions u; et u; pour le couple (A1, ;) déviennent :
u1(s,w) = uy(s,w;) + o(P) (4.4.4)
uz(s,w) = uz(s,w;) + o(4)
Avec ’
Uy (s,w;) = [—ew? — a—gl]s (=) 2= iy L sin(w;s) + —5 o L sin(2w;s)
LA w} 8“’3 (4.4.5)

Uz(s,wi) = (— 1)1'*'1 22 cos(wls)

On voit que U;(s,w;) et Uz(s,w;) données par la relation (4.4.5) sont identiques
a4 ceux obtenus dans le cas (c) et qui sont donnés par les relations (4.2.13) et
(4.2.12).
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4. 5. Comportement des solutions lorsque ¢ tend vers 0 :

Dans ce paragraphe, nous allons regarder comment vont se comporter les so-
lutions données par les relation (4.2.2), (4.2.3), (4.2.6), (4.2.7), (4.2.12), (4.2.13),
(4.2.17), (4.2.18), lorsque ¢ va tendre vers 0 (c étant fixé & 1 grace & la remarque
4.1.3). o
Remarquons tout d’abord que lorsque € va tendre vers 0 , les déterminants A,
Ay et Aj, vont avoir tendance & devenir positifs pour des w de plus en plus
grands. Pour € = 0, ils sont positifs sur tout R™*.

Pour illustrer ce phénoméne, nous donnons les diagrammes (A,w) et (A, u3) pour
e=10"1, 1072, 1072, 5.1073, 10~*. -

1.8+ - 3.5¢

9+ - 3.8 -

s - 2.5:

7 - 2.0 -

.6 -] 1.5
~~ ~.. J C
e, ] 3
o o
= R

PO NN DU [SNUN SR SN S |
1
-
o
TTTT VT oo

Figure .8. diagramm de bifurcation pour ¢ = 1, ¢ = 107!

Pour ¢ = 107!, nous avons une seule branche de solutions, obtenue pour
w < 1.5 (cf. figure fig .8).

Pour ¢ = 107!, nous avons une scule branche de solutions, obtenue pour w < 4
(cf. figure fig .9).

Pour ¢ = 5.1073, nous avons deux branches de solutions, dont une est obtenue
pour w < 4.5 et P'autre pour 5.1 L w < 5.8 (cf. figure fig .10).

Pour € = 10™", on obtient 13 branches de solutions (cf. figure .12).
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Figure .9.c=1, € =102

Nous avons représenté sur la figure fig .11, les trois solutions correspondant & une
charge A = 4.8 et obtenues pour w; = 0.363, wy = 2.303 et w3 = 3.858.



u{0)

-1

-2

Figure .10. ¢ =1,

e=>5.10"3
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ARCHE DEFORMEE

PN Y SN S TS NI ST SO R SR SR S N
-8 -8 -6 -4 -2 [ .2 4 -6 .8 1.8

Figure .11. Les trois solutions pour c =1, £ = 1072, A\ = 4.8
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Chapitre 5.

Résolution numérique du
probléme non linéaire

Nous avons vu au chapitre précédent que le nombre de solutions du probléme
(P)* va exploser lorsque ¢ va tendre vers 0. De plus, nous aurons la présence de
points de retournement et de bifurcation. <o

On commence par montrer que le critére utilisé en général pour mettre en
évidence la présence d’un phénoméne de verrouillage en élasticité linéaire n’est
pas suffisant dans le cas non linéarie.

On donne ensuite deux autres critéres; le premier est basé sur l’utlhsatlon d’une
abscisse curviligne sur les branches de solutions et le second sur la résolution d’un

probléme de minimisation en utilisant I’inverse de Moore-Penrose.

54

5. 1. Choix d’un critére pour caractériser le verrouillage en non linéaire :

Nous avons vu que dans le cas linéaire, le verrouillage ne dépend pas de la
charge \. Il n’en est pas de méme dans le cas non linéaire. En effet, le nombre
de solutions, dépend beaucoup de A (par exemple pour ¢ = 1072, nous avons
une solution unique pour A < —2 et A > 7.5, deux solutions pour A €2, 0] et
A € [5, 7.5], trois solution pour A € [0, 5[). Le comportement d’une méthode
d’approximation va dépendre dans ce cas de la nature de la solution que I’on
veut calculer (point régulier, de retournement ou de bifurcation). En particulier,
si on utilise une méthode de type Newton le probléme de l'initialisation va étre
crucial.

5. 1. 1. Choix naif (cas linéaire) :

Dans le cas linéaire, on regarde la norme ||[u® — u}||, en fonction de h et ceci
pour des ¢ de plus en plus petits.
Ce choix qui est satisfaisant dans le cas linéaire, ne le sera plus en non linéaire.
En effet, si nous cherchons & calculer une solution qui est voisine d’un point de
retournement, ce critére n’a plus des sens, en effet, (cf. figure fig .13) pour A = h;
la solution approchée est unique (1) alors que pour h = hy < h;, on aura trois
solutions possibles (2), (3) et (4) et suivant l'initialisation, on peut tomber sur
n’importe laquelle des trois. Le phénomeéne se compliquerait davantage si on était
au voisinage d'un point de bifurcation.
On peut rajouter a ces difficultés, le fait que la nature des branches de solutions
dépend elle beaucoup de ¢ (cf. figure fig .14). On passe d’une branche réguliére
pour ¢ = 0.1 (cf. figure fig .8) & une branche comportant deux points de
retournement pour € = 0.01 (cf. figure fig .9).
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®
| - -
l
|
solution cherchée
@
|
% x

Figure .13. Le nombre de solutions varie avec h

branche avec deux points g
de retournement

&

branche réguliere

Figure .14. Une branche réguliére pour ¢, et avec deux points de retournement pour &2 < €1

5. 1. 2. abscisse curviligne :

Pour contourner la dépendance de ce phénoméne avec A, on peut regarder ce



By

(u*(s) A (s0))

[C{CVENCY)

Figure .15. Abscisse curviligne sur la branche de solutions

qui se passe sur toute la branche = {(u(s),A(s)) ; s € J} ou du moins une partie
de celle-ci. On se donne alors une abscisse curviligne so (cf. figure fig .15) et on
regarde la norme suivante :

[u#(s0) — u§(s0)||” + [A(s0) = A(s0)]"-

On peut I’améliorer encore en considérant :

Sup ”ue(s) - ui(s)“2 + I)\(s) - )\h(s)lz.
0<3<s0

En pratique, on ne connait pas la solution exacte u® et on chemine sur la
branche approchée jusqu’a l’abscisse so et on regarde ’evolution de uj(so) en
fonction de h et de €.

Ce critére semble de prime abord trés significatif mais trés difficile & utiliser

compte tenu de I'augmentation de la complexité des branches lorsque € tend vers
0.

5. 1. 3. Méthode de Moore-Penrose :

Pour ne pas avoir & calculer 'abscisse curviligne sur la branche de solutions a
déterminer, on peut chercher le point (Ui,xh) de la branche By, le plus proche de
la solution ezacte (W€, X) que l'on veut calculer (cf. figure fig .16). On est donc
amené a résoudre le probléme suivant :

Mi 7€ — wpll? + [} = Anl?), 5.1.1
@,.,A,,‘?es,,{““ upll® +1 wl”} (5.1.1)
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solution donnée par une
méthode classique

' solution doanée par MP

<@——— solution cherchée

|

2 2

Figure .16. Méthode de Moore-Penrose

ce qui nécessite, a priori, la connaissance de la solution exacte (@, X), ce qui n’est
jamais le cas dans la réalité.

Cependant, pour résoudre le probléme (5.1.1), on utilise une méthode de Moore-
Penrose dont le principe est illustré ci-dessous.

Définition 5.1.1 Soit A € My Ny1(IR) de rang N. L’inverse de Moore-
Penrose de A est défini par :

At = A* (4477
On pose t(A) l'unigue élément de RN vérifiant:
(z) At=0,
(@) it =1,

(i) det ( ;4) > 0. :

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.1.2 Alligower-Gerorg[1990] Soit A € My n+1(R) de rang N |

alors, -

(1) A* A est la projection orthogonale de RN gy Im(A*),
1.e ATA=1Id— t(A)(A)*,

(2) AAT =1T d,

(3) Im(A*) = {t(A)}+.



Soit F une application définie de RN*! dans RN et v donné dans RV*?, on
se propose de résoudre le probléme suivant :

Mi —wl|. 5.1.2
{wG]R,N+1 l;nF(w)=0} ”‘U w” ( )

Une condition nécessaire pour que le probléme (5.1. 2) admette une solution
est Pexistence d’un multiplicateur de Lagrange p € RY tel que :

{ F(w) =0,
w—v=F'(w)*p.

La deuxiéme condition est équivalente a dire que :
w—v € Im(F'(w)*) = {{(F'(w))}+

Une condition nécessaire pour que w soit solution du probléme (5.1.2) est qu’il

soit solution de
F(w) =0,
{t(F’(w))*(w-v) 0. (5:1.3)

En appliquant une méthode de Newton classique pour résoudre le probleme
non linéaire (5.1.3), on obtient 1’algorithme suivant :

Wo =V,
w; = N (v),

ou N est l'application de RNt dans RV*! qui & u, point régulier de F, fait
correspondre :

N(u) =u = [F')]"F(u),

Application au probléme (5.1.1) :

Soit 4§ I'interpolé de u® dans Vi, on prend v = (4}, A), w = (va, An)- .
L ensemble {w = (vn,\r) ; F(w) = 0}, va jouer le role de la branche Bj.

Si S(v) est la solution du probléme (5.1.2) alors, on aura le résultat sui-
vant (théoréme 3.4.1 de Allgower-Georg[1990]) :

[V=(0) = S@)|| = O(||lv = S@)||*)

ce qui nous garantit une résolution approchée correcte du probleme (5.1.2) compte
tenu du fait [lv — S(v)“ est petit (théorie des éléments finis).
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Figure .17. Diagramme de convergence pour p=1et ¢ = 3

5. 1. 4. Tests numériques :

Pour approcher le probléme (P)¢, on s’est mis dans le méme cadre que celui
que nous avons utilisé pour le probléme linéaire (PL)¢ (chapitre 3).
Pour p = 1 et ¢ = 3 nous avons eu le méme type de verrouillage que celui
rencontré dans le cas linéaires (cf. figure .17) (il faut remarquer qu’avec une
charge uniforme, le probléme linéaire ne verrouille pas alors que le non
linéaire a verrouillé).

Nous avons commencé par appliquer & ce probléme le premier reméde utilisé
pour (PL)%; Penrichissement de la base qui a permis de le déverrouiller mais
au prix d’une programmation trés lourde et le temps de calcul nécessaire a
I'assemblage des matrices devient aussi important que la résolution méme du
systéme non linéaire algébrique obtenu. Le verrouillage commence & s’atténuer
pour p = 2 et ¢ = 3 (cf. figure .18) et il disparait complétement pour p = 4 et
g = 3 (cf.figure .20).

L’intégration numérique réduite a quant a elle été tres facile 2 mettre en ceuvre
et surtout a donné de bons résultats(cf figure .21).

Le troisieme remede (formulation mixte) est en général reservé aux problémes
linéaires. Nous avons tout de méme cherché rine farmiilation en chinenirant di1 caa
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Figure .18. déverrouillage par enrichissement de la base : p=2, ¢ = 3

19

|| ve-ug ||

1e?
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Figure .19. déverrouillage par enrichissement de la base: p=3,¢=3

linéaire, ol le terme qui posait probléme est : u} — cus, au quel nous avons fait
correspondre un multiplicateur de Lagrange £°€.
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Figure .20. déverrouillage par enrichissement de la base : p=4, ¢ =3
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Figure .21. déverrouillage par inégration numérique réduite

Dans le cas non linéaire, le terme correspondant est :

1
(uf = cup + 5 (uh)?).

M | =

£ =
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Figure .22. Déverrouillage en utilisant une formulation mixte

On définit alors I’application b sur L2(I) x V2 par :

b(¢,u,v) = /If(vi — cvg + ubvy)ds,
et le probléme & résoudre est donc le suivant :
Trouver (u,£%) € V x L*(I) tel éue :
(PM)* ay(u®,v) + b(€%,uf,v) = (F,v), VveY, (5.1.4)

by, gus,uf) —e((€5,p)) =0, V pe L¥I). .

Pour approcher le probléme (PM)¢ nous avons utilisé le méme cadre fonction-
nel que pour (PLM)E. Les tests numériques effectués sur (PM)¢ ont permis de
déverrouiller le probléeme (P)*(cf. figure .22).

En conclusion, Il faut retenir que les méthodes utilisées pour déverrouiller le
probléme linéaire (PL)", ont eu le méme effet sur le probléme (P), au prix
parfois d’'une trés lourde programmation pour I'enrichissement de la base et
la formulation mixte que nous avons proposé.
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Introduction :

Les ingénieurs sont de nos jours confrontés au probléme trés délicat de réduire
le poids des constructions, tout en leur garantissant une résistance maximale.
Pour ce faire, IIs font souvent un large usage des structures en coques minces et
ceci dans presque tous les domaines (construction civile, navale ...).

Les coques minces sont rigides dans leur plan, cependant, leur résistance
“latérale en flexion est faible; de ce fait elles perdent leur stabilité par flambage.
Ce phénomeéne d’instabilité apparait dans les structures minces soumises a
des contraintes de compression agissant sur leur surface moyenne, dés que ces
contraintes atteignent une valeur critique.

Depuis la premiére étude mathématique du flambage des coques minces (Von
Kérmaén et Tsien[1939] et [1941]), des travaux de toutes sortes se sont développés
autour de ce théme, tant sur le plan théorique que pratique.

L’analyse mathématique a souvent considéré les modéles de coques minces (en
particulier les modéles de plaques) pour y appliquer des méthodes classique mais
aussi pour y développer de nouveaux outils d’analyse fonctionnelle.

Durant les deux derniéres décennies, le calcul des structures a connu un essor
considérable grace & la méthode des éléments finis,. En élasticité non linéaire
(grandes déformations), on cherche & calculer les positions de la coque a l’aide de
codes de calcul parfois complexes. De cette fagon on peut étudier le flambage de
la structure et en déduire le calcul des charges critiques.

Cependant, une question importante reste souvent ouverte; il s’agit de savoir
si I’existence mathématique du phénomeéne de flambage peut étre démontrée a
partir des équations aux dérivées partielles non linéaires des coques minces. cette
question est d’un intérét capital lorsqu’on veut justifier le bien fondé des résultats
numériques obtenus par un code de calcul. Mais la complexité de ces équations
rend cette tache difficile , voir impossible, dans la plupart des cas réels. Dans ces
conditions, le retour & des équations de coques plus simples permet de mettre en
évidence les méthodes qui semblent les plus adaptées & apporter une reponse a
cette question délicate concernant des problémes plus compliqués.

Dans le cas des coques peu profondes (équations de Marguerre Von Kérmén),
chargés latéralement et verticalement, il a été montré que le phénomeéne du
flambage peut se détecter par la présence de deux points de retournement dans
le diagramme : ”déplacement de la coque / parametres de bifurcation”.

L’analyse mathématique mettant en évidence ces deux points de retournement
(Rao[1989]), utilise la théorie de la perturbation des bifurcations des plaques de
Von Karmdn suivant les travaux de Golubitsky et Shaffer[1978]. La construction
d’un code de calcul (Paumier-Rao[1989]) permet de tracer les courbes solutions
et de faire apparaitre numériquement les deux points de retournement.
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Le but de ce travail est de réaliser le méme genre d’étude pour une coque
cylindrigue verticale, soumise & un champ de forces volumiques de densité f et en
sa partie supérieure, soumise 3 une densité de forces surfaciques A.

Dans un premier temps (chapitre 1), nous choisissons un modele de coques
minces élastiques, en théorie non linéaire, en se référant aux travaux de Koi-
ter(1966). On s’intéresse uniquement aux solutions azisymétriques de ce modéle.
On montre Iexistence de solution pour tout fet A et on donne un résultat d’unicité
pour tout A < A(f).

Dans le chapitre 2, on écrit le probléme sous une forme abstraite bien adaptée
a P’étude de la bifurcation (Rao[1989]). On fait une étude de la bifurcation de ce
probléme.

Cette étude qualitative est complétée par une étude quantitative : on discrétise
le probléme par différences finies et le systéme algébrique obtenu est résolu par
une méthode de cheminement suivant les paramétres de charge. On retrouve ainsi
les diagrammes de bifurcation prévus par la théorie.
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Chapitre 1.

Le probleme de base

Considérons une coque cylindrique de rayon R, de hauteur L et d’épaisseur e.

Nous utiliserons pour ’étude des déformations de cette coque un modele de
la famille de modélisation des coques minces qui se rattache a la théorie de
Kirchoft-Love, plus particuliérement & 'un de ceux qui ont été d.évéloppés par
W.T .Koiter[1966].

Cette théorie consiste & supposer que 1’état des contraintes est approximative-
ment plan et que la distribution des contraintes paralléles 4 la surface moyenne
de la coque est approximativement linéaire. Ce qui permet, en intégrant sur
I’épaisseur, de ramener un probléme ol I'inconnue aurait été le déplacement d’un
point de la coque, & un probléme o 'inconnue est le déplacement d’un point de
la surface moyenne de celle-ci.

1. 1. Géométrie de la surface

La carte permettant de décrire la surface moyenne w est définie par :
$(€",€%) = Rlcos(¢1)i + sin(€")7] + €°F

Nous supposerons désormais que les indices grecs sont destinés & prendre les
valeurs 1 et 2 et nous utiliserons la convention de sommation des indices répétés.
La virgule symbolisera la dérivation partielle usuelle :

of .
Bee = e

1. 1. 1. Vecteurs tangents

Les vecteurs tangents sont donnés en chaque point de la surface moyenne par
a; = ¢,i,
ce qui donne :
a1 = R(—sin(¢' )z + cos(€1)),
2 = k’
a1 Aa
llay A @l

L

= cos(€')7 + sin(€1)7.

Q1

3
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Figure 1 cylindre
1. 1. 2. Premiere forme fondamentale
La premiere forme fondamentale est définie par :
aqp = Gq-dg,

R 0
aQp=\"% 1)

ce qui donne :

On pose a = dét(aqp) = R2.
Son inverse est donné par :

1
b _ (R O
@ ‘(0 1)'



La base contravariante @ est définie par : @*.d3 = 62, ou 6% est le symbole de
p B B B

Kronecker. 1
&'1 = E(_ sin(§1 );+ COS(€1 ).;)7

@ =k,

—3 -

a =as.
1. 1. 3. Seconde forme fondamentale
La seconde forme fondamentale est définie par :

baﬂ = asz .aa,p,

(=R 0
= (70,

Elle permet de calculer les coefficients suivants :

ce qui donne dans notre cas :

b2 = a*Phyg,

soit dans notre cas :
1 1
by =——=
1 R’
1. 1. 4. Symboles de Christoffel
IIs sont donnés par la formule suivante :

ﬂA -
I‘zﬂ =a".dq,g,

On montre que Péﬂ =0, V a5,

Nous obtenons les formules de dérivation covariante suivantes :

Va|f = Va,8 — I‘;\,ﬁv,\ = Va,8,

A
V3jap = V3,08 — Lopts,n = V3,08,

71



1. 2. Expression des tenseurs de déformation et de changement de courbur
1. 2. 1. Tenseur de déformations

Dans un premier temps, nous allons utiliser la formule la plus générale donnant
le tenseur de déformations, quitte & négliger des termes dans la suite.
Etant donné un déplacement admissible # = u;@', cette formule est donnée par :

Yap(u) = Oap(u) + %a"k(é’ua(tt) — wya(u))(Ors(u) — wap(u)) + %¢a(U)¢ﬂ(U),

0y

ol : )
Gaﬁ(u) = E(uﬂla + ualp),
1
wap(u) = 5 (Ugla — Uaip),
Pa(u) = uz o + béu,\.
Cette formule est celle donnée par Koiter[1966].

Nous obtenons dans notre cas grace a la relation (1.1.1) les formules suivantes
pour f,p : v
611(v) = u1,1 + Rus,

1
012(u) = 051(u) = -2—(u1,2.+ u2.1),
922(11) = U2,2.
Les wqp sont donnés par :
wu(u) = LO22(U) = 0,
1
wiz(u) = 5(uz1 — v 2),
1
wa1(u) = 5(u12 —uz).
Pour ¢, nous aurons :
$1(u) = us; — =us,
1(u) =uz; RUL

$2(u) = u3 5. -
Le tenseur de déformations est alors donné par:
1
2R?

1 U
Y2(u) = y21(u) = §[U1,2 +uz,1 +uguz g + uz o(uz g — 'El)

1 1 U
Y11(uw) = vy, + Rusz + -2-(712,1)2 + §(U3,1 - 7;-)2 + (u1,1 + Ru3)?,

u
+ %(um + Rus)],

1

Z ()"

1 1
Y22(u) = ug 2 + §(u2,2)2 + §(u3,2)2 +
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1. 2. 2. Tenseur de changement de courbure

L’expression générale de ce tenseur est donnée (Koiter[1966,p.51]) par :

Pap(u) = Pog(u) — —(ba’ruﬁ(u) + 55 7va(u)),
paﬂ(u) = U3|ap — bab,\pu:g + b;u,,lﬁ + bgu,,la + b;lﬂuy.

Nous obtenons les formules suivantes pour 7, g

— 2
p11(u) = —us + u3 11 — -Eum,

- — U1,2
Plz(u) = p21(u) =Uz,12 — "R—, - .

Paa(u) = u3 2.

Ce qui donne pour pqg(u) :

1
p11(u) = T +uz 1+ [(uz 1)? + (us == )2 + —R;(um + Ru3)?,

p12(u) = le(u) = u3,12 + [uz 1 — 3uy 2 + ug, 1U2,2 + ug 2(u3 1= —)
_2—(U1,1 + RU3)],

p22(u) = u3,22.

1. 3. Hypotheéses de base

(H:) L’épaisseur e de la coque est constante.

(H2) La coque est mince. C’est & dire que 1'épaisseur e st "petite” (au plus de
I'ordre de 1/10) devant le rayon de la coque.

(H3) La coque est élastique, homogene et isotrope.

(Hq) On s’intéresse aux déplacements axisymétriques de cette coque. Dans toute
la suite, on aura donc :

- Le déplacement u; est identiquement nul (u; = 0).

- Les déplacements u; et u3 ne sont plus fonction que d’une seule variable £,
cette variable sera notée par la suite : s.

On utilisera la notation usuelle pour la dérivation : f', f”, ..., f(®.

On aura les expression suivantes pour les tenseurs de déformations et de
changement de courbure :
Tenseur des déformations :

71(u) = Rus+ Lul,
mn2(u) = ya(u)=

722(u) = u2+1 :2+1 r2
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Tenseur de changement de courbure :

p11(u) = pr2(u) = pa1(u) =0,
(1.3.1)

p22(u) ug.

Nous négligeons dans ’expression de v22(u) le terme -1-u2 pour d'une part

découpler les équations qui vont apparaitre plus tard et d’autre part, retrouver
un modele donné par T.Von Kirmén et H.Shen Tsien dans I’article : the buckling
of thin cylindrical shells (1941).

1. 3. 1. Conditions aux limites

La coque est encastrée en sa partie inférieure ( s = 0 ), on aura donc sur cette
partie les conditions aux limites suivantes :

- Pour le déplacement axial up :  up(0) =

- Pour le déplacement normal uj : u3(0) = u5(0) = 0.

Sa partie supérieure (s = L) est libre mais renforcée par une couronne. Sur
cette partie, on n’aura qu’une condition sur le déplacement normal :

u3(L) = u3(L) = 0. (1.3.2)

1. 3. 2. Forces appliquées

On étudiera les déplacements de cette coque lorsqu’elle est soumise & deux
types de chargement : une pression normale f(s) exercée sur sa surface latéral e

et une force axiale —\k exercée sur sa partie haute.

1. 4. Calcul de I’énergie totale

L’expression générale de I’énergie de déformation du cylindre est donnée pour
un déplacement admissible u, par :

Ee L .
Eu) = 2(1 - ,,2)/0 [‘7121(U) + 732(u) + 2vy(u)ma(u) +2(1 - y2)7fz(u)]ds
L
+ ity )+ () + 2epna(won (w) + 201~ )pha(w)lds

Ot E est le module de Young et v le coefficient de Poisson du matériau composant
la coque.
On pose pour simplifier :

. FEe Eéd
B BT mioa



=~
[¥7]

Ce qui donne dans notre cas :

2 2 ,2

L u!
=5 [ (F+5 B4 g+ 50 1+ 20 4 B+ By,

L 2
+ E2/ 3 ds,
0

Le travail des forces appliquées pour un déplacement admissible u est donné par

L
(u) = / fusds — Aug(L).
0
L’énergie totale du cylindre est donnée par :
() = -;-S(u) _fw), uev. (1.4.1)

Les positions d’équilibre du cylindre correspondent & des extrémums de cette
fonctionnelle.

Dans toute la suite, on suppose que f € V;, dual de V; et que R # 0. On

1
posera : u = —.

R

1. 5. Notations et rappels sur les espaces de Sobolev

Soit I =]0,L[, et 1 < p < +00. On pose
wmP(I)={ve LP(I) ; v® eL?(I) Vk<m,keN},
ou les dérivées sont 3 prendre au sens des distributions, et on note :
w™2(I) = H™(I). -

Posons :
[vlo,p = llvllze(ny,

on munit W™P(I) de la norme suivante :

m
1
[ollmp = 0@ ,)7,
k=0

et de la semi-norme :
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Pour que la fonctionnelle énergie totale J(u) définie par (1.4.1) ait un sens, on
vérifiera qu’il faut choisir @ = (u2,u3) dans V; x V3, ol les espaces V; et V; sont
éfinis par :

Vi = {v € H'(I);»(0) = 0},
Vo = H3(D).

On pose alors : V = V; x V3, et on définit sur V5 la norme et semi-norme suivantes

vl = [vl12, YveEV,
loll = lvle2, Vv €Vl

L’application ||.|| définit bien une norme sur V; et elle est associée au produit
scalaire :

(u,v) =/ u'v ds, VYu,v € V3

Remarque 1.5.1 Nous rappelons ici que linjection de H'(I) dans C°(I) est
continue, ce qui nous assure que J(u) < +oo, pour tout u € V.

Proposition 1.5.2 Un déplacement u = (uz,u3) € V est un point critique de
la fonctionnelle J 31 et seulement si, il est solution du systéme différentiel suivant

4 2 ,2 A
2u’, +21/R+1/R2+u --—E—-l—,
{u 4) + duf + p2(2a — A)us + 3apul + aptu = f+vpd, (1.5.1)

U2(O) = u3(0) = us(L) = 0,
| 14(0) = w4(Z) = 0,

(1-2%)
ez

oua==6

Démonstration : La dérivée au sens de Fréchet de la fonctionnelle J en un
point u est donnée par :

L ' 2
(J'(v),v) = EI/ [ul? + 2ul) + 2uu—}; + V—%%]v;ds + Avo(L)
0

L L
+ 2E2/ uzvyds + E1/ [y + 2ub + Wyt ]u v3ds
R i (1.5.2)

12 u?

us 2_ u3 u3u2
+E1/ [2 + +vR+3R3+R4+2 R

u3u3 f
+v 72 —E—l-]vgds

Les points critiques sont caractérisés par la condition d’Euler :

(J'(u),v) =0, Vv e V.



En prenant dans cette relation un point v de la forme v = (v2,0), v2 € V2, nous
obtenons l’équation suivante :

E1/ [ug >4 ou 2+2z/ +vR2]v2ds+/\vz(L) Yvg € V.

R

En intégrant par parties et en utilisant la condition v2(0) = 0, on trouve que u
doit vérifier I’équation différentielle suivante :

A
+ 3 =-7-

2u2+2u +u E

R R2

-
Et en prenant, & nouveau dans cette relation v = (0,v3), w3 € V3, nous
obtenons, aprés des intégrations par parties, I’équation suivante :

L
] [u:(f) + dul + 220 — W)us + 3apdul + aptul
0
— f — vApvsds =0, Vvs € V.
Ce qui nous donne la deuxiéme équation du systéme (1.5.1).

O

Remarque 1.5.3 On peut déji dire qu’étant donnée une fonction uz solution
de la deuziéme équation du systéme (1.5.1), on lui associe I’ unique fonction u;
(avec la condition uy(0) = 0) définie par :

1/ us u3 )2 A
== [F2v= —v= —u3" — —=|dt. 1.5.3).
u2( ) 2/0[ VR R? 3 El] ( )
Dans toute la suite, on ne traitera que l’équation donnant uz, soit :

(4)+)\u +u (2a—/\v)U3+3a/,t ul + aptud = f+vul,

(1.5.4)
u3(0) = u3(L) = uz(0) = uz(L) =

1. 6. Définitions et propriétés préliminaires
Définition 1.6.1 Soit B Uapplication de H*(I) x H2(I) dans HZ(I), qui d

(u,v) associe B(u,v), unique solution de I’équation différentielle :

B(u v)=uv surl.

dst
On définit alors Vapplication Q de H*(I) dans HE(I) par :

Q(u) = B(u,u),  VYue€ Hi(I).

7
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Proposition 1.6.2 L’application B est bilinéaire, syméirique et compacte.
L’application Q est complétement continue. De plus, on a :

/ B(u,v)"w"ds = / uvwds, Y(u,v) € [H3(I))?, VYwe H(),
I I
Q(au) = a*Q(u), Va € R,Yu € H*(I).

Démonstration : La bilinéarité et la symétrie de B ainsi que la premiére

égalité sont immédiates. -
Soit (u,v) € (H%(I))?, nous avons pour tout w € H(I) :

(B(u,v),w) = / uvwds,
I
ce qui entraine que :

(B(u,v), w)| < Cllwl| lullzxy lollzec,
D’autre part, on peut écrire, car B est 3 valeurs dans HZ(I), que :

(B(u,v), w)

|B(u,v)| =  Sup T < Cliwll lullzan ollzsy-

weH(I\{0}

L’application B est donc continue de L*(I) dans HZ(I). Puisque l'injection de
H2(I) dans L*(I) est compacte, B est compacte de H2(I) dans HZ(I).

Le fait que Q soit complétement continue se déduit immédiatement de la
compacité de B.

Définition 1.6.3
- Soit Lo lapplication de H*(I) dans HZ(I)qui ¢ u fait correspondre Lo(u), unzque
solution de ’équation différentielle :

d4
Lo(u) =u sur I

- Soit T Uapplication de H*(I) dans HZ(I)qui & u fait correspondre T(u), unique
solution de l’équation différentielle :

4
d T(u) —u' sur I.



Ly et T sont bien définies car u (resp. u") sont dans L%(I) pour un u dans
H2(I).

Proposition 1.6.4 Les opérateurs Lo et T sont linéaires, continus, compacts,
autoadjoints et positifs. De plus, nous avons :

/ Lo(u)"v"ds =/ uvd;s, V(u,v) € [H*(I))?,
I I

/ T(u)"v"ds = / u'v'ds, Y(u,v) € [HZ(I)]?.
I I

Proposition 1.6.5 Toutes les valeurs propres de l’opérateur T sont simples
et strictement positives.

Démonstration : Soit § une valeur propre de T et ¢ un vecteur propre associé;
ils vérifient : ' @
n p— 0’
560+ & L6
¢ € Hy(I).

11 est facile de voir que B = 0 n’est pas valeur propre de T
1
On pose A = =, les solutions du systéme (1.6.1) ont alors I’'une des deux formes

) B
suivantes :
( (2in) .
¢ 9
IS
\ $i(s) = 1 — cos( T ).
( 4w?
Ai = -L—,;, w; < 0 solution de tan(w;) =w;, 1€ N7,
<
, S 1 .  2w;s 1 2w;s
\ ¢i(s) = I % sin( 7 + 2[cos( 7 1].

O

Définition 1.6.6 Soit G lapplication de [H?(I)]® dans HE(I) qui é (u,v,w)
fait correspondre G(u,v,w) unigue solution de I’équation différentielle :

d4
—G(u,v,w) = vvw sur I.

ds*
On définit l'application C de H*(I) dans HZ(I) par :

C(u) = G(u,u,u),  Yue HI).
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On voit que G est trilinéaire, compacte, qu’elle ne dépend pas de 1’ordre des
variables u,v et w et que C est complétement continue.
Nous avons de plus :

/ G(u,v,w)"¢"ds = / uvwads, V(u,v,w) € [H*(I)]*,V¢ € HL(I),
I I -
C(au) = a®C(u), Va eRetVue HX(I).

1. 7. Existence et régularité des solutions

Dans ce paragraphe, on montre que les solutions de ’équation (1.5.4) sont des
points critiques d’une fonctionnelle J qui est faiblement séquentiellemnet s.c.i
et coercive sur HZ(I), ce qui nous garantit l'existence d'une solution de cette
équation pour tout A € R et tout f € (V2)'. On montre ensmte que la régularité
de cette solution n’est limitée que par celle de f.

Nous établissons des estimations & priori sur ces solutions afin de donner une
condition suffisante sur A et f qui garantit I'unicité de la solution.

Proposition 1.7.1 Toute solution de I’équation (1.5.4) est un point critique
de la fonctionnelle J définie sur V par :

L .
J) = %/ {v"2 - '+ L2 — vA)v? 4 2auv® + %/ﬁv“]
0
— 2(vpA + fvlds.

Démonstration : La dérivée de la fonctionnelle J est donnée par :

(J'(u),v) = / {u"v" — A"y’ + p?[(20 — vA)uv + Sapu?v + ap’uiv]
— (vpA + flvlds, Yv € Vs
Ce qui donne, aprés deux intégrations par parties :
(J'(u),0) = / L{“(4) + 2" + p2[(2a — vA)u + 3apu® + ap®u’]
L (vpd + flvds, Vv € Vh.

La condition d’Euler caractérisant les points critiques de J est bien équivalente
a I’équation (1.5.4). o

Remarque 1.7.2 On peut mettre J sous la forme J = J; + Jo avec :

‘ 1 L L
Ji(v) =3 / [v"* — 2'® — vp?ro?]ds — / 0 (vp + flvds,

0

4 oL 2
2
Ta(v) = 0‘%/0 V(o+ ) ds
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Lemme 1.7.3 La fonctionnelle J,, vérifie les trois propriétés :
(i) Vve HF(I)\{0} Jp(v)>0; Jo(0)=0,
(11) Jo est indéfiniment dérivable sur HZ(I),
(222) Jo est faiblement continue sur HZ(I).

Démonstration :

Les points (z) et (i¢) sont immédiats & partir de la définition de Js.
Soit (vn),cIN une suite de HZ(I) qui converge faiblement vers v € H2(I).
On sait que linjection HZ(I) C LP(I) est compacte pour tout p > 1
(Adams[1976]), ce qui entraine que la suite (v,) 2cIN converge fortement dans
Lr(I). '

Ona:
L

4 L 4
Jo(vn) = %—-(/ vids + —/ vids) + ap’.
0 KJ o

On regarde le comportement de chacun de ses termes quand n tend vers +oo.

L L
- / vids —s / vds,
0 0
L L .
- / vids — / v3ds.
0 0
Ce qui nous donne pour J(vy,) :

J apt  * 4 4 [t 3 2 _
2(vp) — T( vids + . v°ds) + ap® = Jo(v).
0

0

La fonctionnelle J; est donc faiblement continue. O

Théoreme 1.7.4 Il eziste au moins un élément u € HF(I) tel que :

J(u) < T (v), Yv € HE(I).

Démonstration : o
Il suffit de montrer que la fonctionnelle J est faiblement séquentiellement s.c.i

et coercive sur HZ(I).

e La fonctionnelle J; est faiblement continue (lemme 1.7.3) .

1 .
o Le terme 7 [ (v")’ds = §(v,v) est fortement continu et convexe sur HZ(I)

I
donc il est faiblement semi-continu inférieurement.

o Le terme % (v')2ds =_-2-(T'o, v) est faiblement continu car T est compact.
: I

¢ Le terme (f + vp),v) est linéaire continu sur HZ(I), donc il est faiblement
continu.

Nous obtenons ainsi la faible semi-continuité inférieure séquentielle de la fonc-

tionnelle 7.
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Coercivité : Supposons que J n’est pas coercive, alors il existe une suite (v,) nelN
de HZ(I) et une constante M > 0 telles que :

Lim ||vp||= 400 et J(ve) <M, VnelN. (1.7.1)

n—-400

On peut supposer que v, #0, Vn € N. On pose alors :

Vn

Wp = 7—7-
" leall

Ona:

10501 L
Tiwn) = glonll = GAlnl? | (w2 + wptu)ds = ol 3+ fra),
4 L
i(on) = S fonlt [ i+ 20y do.
=y, ol

Si nous divisons les deux membres de I'inégalité (1.7.1) par |[va]|?, on trouve :

1 1 L ” 2,2 0#4 2 L 2
-3 (wn +vp wn)ds + _"vﬂ” wn(wn ) ds

2 2 0 4 1] " n” (1.7.2)
M (’\F‘ + £, wn)

< +
[[onll? [[onll

La suite (wn),,cIN st bornée (|lwy|| = 1) donc, quitte & en extraire une sous-suite,
on peut supposer que (wn), N converge faiblement vers une limite w € Hg(I).
Nous avons vu que l'injection de HZ(I) dans L?(I) est compacte ce qui entraine
que la suite w, converge dans L?(I)-fort. De plus, l'injection de HZ(I) dans
H(I) est compacte donc, la suite (w},) 2cIN Vo converger elle aussi vers w' dans
L?(I)-fort.

Regardons ce qui se passe dans 'inégalité (1.7.2) quand n va tendre vers +oo.

o Le membre de droite de l'inégalité (1.7.2) va tendre vers 0,

‘/L "wnt nn)ds“/o 4d3+#llvnl1/( ot e /L s

«i-1 / wlds — 3~ 2 / (0 + wpo?)ds. ’

Si w # 0 on aura : / wds # 0 et dans ce cas, le terme :
o

L
lvall® / w2 (wn, + ” i ) ds va tendre vers +0o ce qui est impossible donc
0 Un
w=0.
La relation (1.7.2) entraine alors que :
1 1, [t 1, [f A+ fywn)
-———/\/ w?ds — 1 < ver2— =\ w'? + vplw?)ds < + eIy
273"/, 21/, ot e



ce qui implique a nouveau une contradiction car le membre de droite de cette

inégalité tend vers 0, tandis que celui de gauche tend vers 3.

On a montré que la relation (1.7.1) n’est jamais ralisée. Cela revient 3 dire que

Lim v) = +4o00.
Ilvll—'+°°‘7( )

La fonctionnelle [J est donc ccercive et ’existence d’un minimum est alors une
conclusion immédiate (J. CEA[1971]). o

Proposition 1.7.5 §i f € H™(I), m > 0, dlors, toute solution (uz,us3) du
systéme (1.5.1) posséde la régularité suivante :

up € Vi N H™(I),
us € HX(I) N H™(I).

En particulier, si f € L*(I) alors, elle aura la régularité :

u2 € Vi(I)n HY(I),
usz € HZ(I)n H(I).

Démonstration : Pour m = 0, la deuxiéme équation du systéme (1.5.1)
implique que u:(f) € L*(I) et comme u3 est dans H3(I) alors, u3 € H(I). La
premiere équation de ce méme systéme donne alors u, € H*(I).

La démonstration se fait par récurrence sur m.

1. 8. Unicité de la solution

Dans ce paragraphe, on prendra L=1.
On sait que ||.|| est une norme sur V5 équivalente & la norme usuelle de H2(I), ce
qui entraine qu'il existe C > 0 tel que :

lvllL2ry < Cllv]l, Vv € V4,

on prendra cette constante égale & 1.

4r?
A1 désigne la plus petite des valeurs caractéristiques de 1'opératuer T, A\; = Iz
(proposition 1.6.5).

, 2
Proposition 1.8.1 Supposons que 1 — ZE S50 et que la charge A vérifie la

4
A
1-— AL L2 (v + E)l-) > 0. (1.8.1)
AL 4

condition :
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Alors, toute solution uy de l’équation (1.5.4) vérifie ’estimation & priori suivante

1£llo + vl
1- Rl -w2e+9)

lluall < (18.2)

Démonstration :
En multipliant I’équation (1.5.4) par u et en intégrant I’identité ainsi obtenue,
entre 0 et 1, on trouve :

1 1
/ {u®u + Mu"u + p%(2a — Av)u? + 3apu® + aptut}ds = / (f +vpr)udss .
0 0
ce qui apres des intégrations par parties nous donne :

1 1
/ {u" = Mu? + p?[(2a — Av)u? + Bapu® + ap?ut]}ds = / (f + vpd)uds,
0 0
(1.8.3)

on montre que :
! ! 3.2 a
[ e = dup + 3ap® + aputlds = [ wlant(ut 3) —wA— Glds.
0 0

La relation (1.8.3) entraine donc :

1 1
/ [u”Z _ /\u12 _ [.LZ(V/\ + %)u2]d3 < / (f + yp/\)uds.
0 0

Ce que ’on peut mettre sous la forme :

1 1
u— u _ 21/ _0(_ ‘LL2 v uas.
(u— AT (u),u) — p*( /\+4)‘/0 dsS/o(f+ pA)uds

D’autre part, on sait que 'opérateur T vérifie pour tout |A| < A; :
P q P P

- ATE)L0) 20~ B, e ) ’

1
Nous avons de plus / vids < |v|f?, Yu € HZ(I), ce qui nous donne le
0

resultat. _ o

Remarque 1.8.2 La condition (1.8.1) est équivalente d dire que :

1__£L2

A <At (p) = —2—,



avec A*(u) tendant vers A; quand p va tendre vers 0.

2
Proposition 1.8.3 Supposons que 1 — 25— > 0 et que la pression f vérifie la

condition :

2
(1 =) - atllf1 > 0. A (1.8.4)

Alors, il eziste une constante \*, vérifiant 0 < A* < A; et telle que pour tout
[A] < A*, léquation (1.5.4) admet une solution unigue.

Démonstration : Soient u; et u; deux solutions de (1.5.4), en soustrayant
P’équation vérifiée par ug de celle vérifiée par u; et en intégrant entre 0 et 1, on
trouve : )

1
/ [(u1 — ua)"? — Muy —uz)'%)ds + I =0, (1.8.5)
0

ou I est donné par :

1 .
I = / (uy — u2)2[(2a — Av) + 3ap(u; +uz) + au2(uf + ujug + u%)]ds,
0

il est facile de voir qu’on peut mettre I sous la forme :

1 |
3
I= / (w1 = wa)P o+ + ) = (WA + ) — apuualds,
0

ce qui nous donne :

1
112 [ (= w03+ 5) — apturuall ds
CES
a
< lhoy = walP[o 1N + )+ el ]

Nous avons aussi pour |A| < A; :

A

(u1 —ug — AT (uy — ug),uy —ug) > (1 - /\_1)”u1 — u2||2.

La relation (1.8.5) nous donne alors I'inégalité suivante : -

A a
(1- &—f — B A+ 7 - ua||? < aprfJua|[|fuz|f|ur — uall?,

Or d’aprés la proposition 1.8.1, on a:

1 £llo + vulA|
-2+ 9)

- max(||ua], [lue]]) <

ce qui nous donne :
llur = w2|? < AN [wr — uaf?
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e ' (1 llo + vl AD?
+vp
AN = apt g
1= - p2|r + 2))

Il faut donc chercher une condition sur A qui garantisse que A < 1 afin d’assurer
U3 = us.

2
a
Comme nous avons supposé que : 1 — e S 0, la remarque 1.8.2 entraine alors

que la fonction A(.) est continue sur | — A*(u), AT ()] et on aura :

A(0) = 2#0AE
- (1-af)3

-

Si on suppose que A(0) < 1, c’est & dire si

2
ap
(1- T)3 —apt||flz >0

alors, il existe une constante A*, vérifiant 0 < A* < A; et telle que pour tout
|A| < A* on ait A(X) < 1.

Remarque 1.8.4 La condition (1.8.4) est équivalente d dire que :

o ap’\3
IAIE < () = 2=

apt
avec ¢(p) — +oo quand p va tendre vers 0.

2
Proposition 1.8.5 Supposons quel — _O_‘Z_ > 0 et que la charge A < 0. Alors,

toute solution uy de ’équation (1.5.4) vérifie les estimations d priori suivantes :

I fllo — vpA
< -
I Fllo — vpA C
< -
|uA|1 -~ —\/;ﬂA 9 (1.8.6)

| fllo — v
vp(T— g2 5H)

lluall <
=

Démonstration :
En multipliant I’équation (1.5.4) par u et en intégrant entre 0 et 1, on trouve
(voir la démonstration de la proposition 1.8.1) :

1 .
[l = A} = v Ml < [ (4 vdyuds + 2 Sl
0



ce qui entraine que :
"
(1 = w2 Dllel® = Aulf — v Xllwlif < (1£llo — vad)|lullo-

Or nous avons supposé que A < 0 et que (1 — u? %) > 0. On a donc la somme de

trois termes positifs qui est inférieure & une certaine quantité donc chacun d’eux
est inférieur a cette méme quantité. Ce qui donne le résultat.

Propositiot{ 1.8.6 Sil-— #2% > 0 alors, il eziste une charge A*™ < 0 telle

que pour tout A < A**, I’équation (1.5.4) admet une solution unique.

Démonstration : Soient u; et u; deux solutions de 1’équation (1.5.4) , on a
(voir la démonstration de la proposition 1.8.3) :

llur = wall® = Muy — g — vp®Mlur = ual§ + an®I =0,

avec :

1
I= / (u1 — u2)*[2 4 Bp(u1 +u2) + 2 (u? + wrug + ul)]ds,
0

que ’on peut mettre sous la forme :

)
3 1

I= / (s — w2 [ + uz + o) — = pPuyug)ds,
0 2# 4

nous avons alors :

1= 29wy = u? = Alug — wal? — v? Muy — w2
( #4)||u1 uz| lur — uz|f — v Allug — uzllg (18.7)

< apfluy — uz[lgllu flolluzllo-

a .
Si on suppose 1 — ,uzz > 0 alors, on a d’aprés la proposition 1.8.5, pour tout

A < 0 et pour tout u solution de ’équation (1.5.4) I’estimation suivante :
p q

l| fllo — vpA

<
Julo < F 2

D’un autre c6té, chacun des termes du membre gauche de I'inégalité (1.8.7) est
inférieur au membre de droite (car ils sont tous positifs), on a :

llur = u2[lf < AM)lux — w25,

avec

A(/\) — (”f”O — V””\)z

—y3)3
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La fonction A vérifie :
Lim A()\) =0,
) A——o0
ce qui entraine qu'il existe un A** < 0 tel que pour tout A < A**; A(A\) < 1. On
obtient ||u; — uzllo = O et l'inégalité (1.8.7) nous donne alors ||u; — uz|| = 0 et
donc u; = us.

Dans la partie suivante de notre étude, on transforme 1’équation différentielle
(1.5.4) en une équation fonctionnelle, on introduit alors g € HZ(I) , unique
solution de I’équation différentielle :

d*
EF =f SUII,

la fonction 6 € HZ(I), unique solution de I’équation différentielle :

Moyennant les définitions 1.6.1, 1.6.3 et 1.6.6, on montre que ’équation (1.5.4)
peut se mettre sous la forme suivante :

uz — AT (u3) + p?(20 — vA)Lo(u3) + 3ap3Q(u3) + ap*C(uz) + vpAT(6) = F,.

On fait le changement d’inconnue u = p2u; et on fait sur le chargement volumique
f T'hypothése suivante : la quantité pf est indépendante de u. On pose alors
IF = p?Fy. On montrera la fin (cf. remarque 2.8.1) comment se débarrasser de
cette hypothese. Cette équation devient alors :

u — AT(u) + p?(2a — vA)Lo(u) + 3auQ(u) + aC(u) + vu*AT(8) = F.

Nous allons étudier cette équation sous une forme restreinte en fixant la
direction de IF dans HZ(I)(c’est-a-dire qu’on va remplacer le terme I par 6IF).
On note (£) ’équation suivante :

u — AT(u) + p?(2a — vA)Lo(u) + 3apQ(u) + aC(u) + vl AT () = éF. &)

Pour un couple (4, ), on note (£, ), I’équation correspondant & la recherche des
couples (A, u) tels quele quadruplet (A, u, g, §) soit solution de I’équation (&).



1. 9. Etudeducas uy=6=0

On s’intéresse ici & I’équation (£p,0) correspondant & = § = 0 dans I’équation

&) :
u— AT'(u) +3aC(u)=0 (&0,0)

Nous étudions la bifurcation des solutions de cette équation a partir de la branche
triviale {(),0), A € R}. On montre que cette bifurcation a lieu pour A = A;, ou
\; est une valeur caractéristique de 1'opérateur T et que le point (A;,0) est un
point de bifurcation supercritique ayant lieu & droite.

Proposition 1.9.1
- Pour A < A1, la seule solution de ’équation (Ey) est u =0.
- Pour A > )\, il eziste toujours au moins trois solutions (0,u,—u).

Démonstration : On remarque que u = 0 est solution de I’équation (&,0) pour
tout A et que si u est une solution non nulle de cette équation alors, —u en est
une autre. D’autre part, les solutions de cette équation sont des points critiques
de la fonctionnelle j définie sur V; par :

1k a
j)= -2—/ {v"? — X' + —2—v4}ds.
0

L’unicité de la solution de (&,0) pour A < A; se déduit alors des propositions
1.8.3 et 1.8.6.

De la méme facon que dans le cas de la fonctionnelle J, on montre que la
foncionnelle j admet un minimum absolu sur V;. Pour A > A;, on va montrer que
ce minimum absolu n’est pas atteint pour u = 0 en exhibant un v qui vérifie

i(v) <3(0) =

Soit v = t#; (¢1 étant un vecteur propre normé associé & A;), j(v) est alors
donnée par :

2 L
i) = 5a- 3+ 5 [ el

. . A
Pour ¢ assez petit, j(v) aura le signe de : (1 — —-) qui est strictement négatif

pour A > A;. La fonctionnelle j prend donc des va.leurs strictement négatives ce
qui entraine qu’il existe un u # 0 solution de I'équation (&) et comme —u est
aussi solution on aura au moins trois solutions.

O

Lemme 1.9.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point (X0, 0)
soit un point de bifurcation de la branche triviale {(),0), A € IR} est que Ao soit
une valeur caractéristique de opérateur T. De plus, ces points de bifurcation sont
simples.
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Démonstration :
Soit I'application F de R x V2 dans IR qui & un couple (A, u) fait correspondre

F(Au)=u—AT(u) + aC(u),
la dérivée au sens de Fréchet de F par rapport a u est donnée par :
D, F(\u)w =v—AT(v) +aC'(u)v .

Si (Ao, 0) est un point de bifurcation de la branche triviale {(},0), A € R} alors,
D, F(X,0) & Isom(HZ(I)) c’est & dire qu’il existe v € H3(I) non nul tel que :

Dy F(X,0).v =v — AT (v) =0,

ce qui entraine que g est une valeur caractéristique de T
Soit ¢¢ un vecteur propre associé a Ag , nous avons :

D3, F(\u)v = =T(v),

ce qui donne :
D3, F(Xo,0)-0 = —f—z ¢ Im(D,F(X,0)).

Le point (Ag,0) est bien un point de bifurcation simple (Rappaz[1989]).

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la bifurcation de l’ensemble des
solutions de 1’équation (&) par rapport a la branche triviale {(A,0),A € R}.
On sait grace au lemme 1.9.2 que celle-ci a lieu en des points de la forme (A;,0),
ou A; est une valeur caractéristique de ’opérateur T

Soit \; une valeur caractéristique de l'opérateur T' et ¢; un vecteur propre
associé a \;, on prendra ¢; normé et on note :

N; = Ker(Id - \;T).

Théoréme 1.9.3 Si \; est une valeur caractéristique de l'opérateur T alors,
le point (X;,0) est un point de bifurcation supercritique ayant liev & droite de
Uéquation (& 0).

Démonstration : Soit (A, u) une solution de I'équation (&p,0) au voisinage de
(Xi,0). Il exite e € R et v € N;* tels que : u = €¢; + v.
En projetant I’équation (&£ o) sur NV; et V- , nous obtenons le systéme suivant

A
{ (1-— /\—i)e + a(C(edi +v),9:) =0, (1.9.1)

v —AT(v) + aP;C(ep; + v) =0,



- ol P; est la projection orthogonale sur N:t.
Nous avons besoin du lemme suivant dont la démonstration sera donnée plus
loin (voir lemme 2.2.4).

Lemme 1.9.4 Il eziste I; contenant \;, I contenant 0, V; un voisinage de 0O
dans N- et une application de classe C>®

vi: LixI—YV; (vi(Ai,0) =0),
tels que les conditions suivantes soient équivalentes :

(z) (A €) € I; X I et solution de (1.9.1),
(#2) (A,e) € I; x I et solution de

(1 $)e+ a(Cledi + wlA, 9} 6 = 0.

Soit 7; 'application de I; x I dans IR définie par :
Tih6) = (1= 3+ alClesi +ui(h, o] 6.
Les premieéres dérivées de 7; sont données par :
TN €) = — 1 +al(C'[edi + vi(A, IL.Brvi(), €),64),
0 Ti(A,e) = (1 - /\%) + a(C'[egi + vi(A, €)]-($: + Oevi(), €)), 44),

& T €) = — 1 +a(C'leds + vi(h, .85, i, ), 61

+ a(C"[ed; + vi(A, €)].(¢: + Bevi( A, €),Bavi( A, €)), 6i),
32 Ti(A, €) = o{C'[ei + vi( A, €)]).02 i (A €), )

+a(C"[ehi + vi(A, €)].(8: + Devi( A, €))%, 93,
. T:(\ €) = a(C'[ed; + vi(}, €)]-02..vi( X, €), ;)

+a(C"[ed; + vi(A, €)].(8: + Bevi( A, €))%, ¢4)

+ 30(C"[edi + vi( A, €)].(i + Bevi( A, €), 82.vi(A, €)), 6:).

On sait aussi que v; vérifie ’équation :
vi(A, €) — AT (vi( A, €)) + aP;C(ed; + vi( A, €)) =0,

ce qui nous donne :
Oevi(A:,0) =0,
82.vi(X;,0) = 0.
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On aura donc :

A\Ti(A:,0) =0,
667;(Ai’ 0) = 03.

82.T(\, 0) = —% <0,
86267;(Ai70) =0, .
82..Ti(A:i,0) = a(C™(0), i, i, :), 6i) = 6a(G(8i, b, bi), bi)
L
=6 tds > 0.
a/O ¢zc-s >

-

Ceci nous garantit que le point (\;,0) est bien un point de bifurcation supercri-
tique de ’équation (£ 0) (Rabier[1982]).

B 4

et
S

Figure 2

Nous obtenons le diagramme de bifurcation de la figure (fig 2) pour ’équation
(€0,0)- Il nous reste donc & voir comment va se déformer ce diagramme si on
perturbe I'équation (o0 )(i-e. p et § petits mais non nuls).

Golubitsky et Schaffer[1979] ont établi que d’une fagon générale, la perturba-
tion d'un point de bifurcation associé & une valeur propre simple conduit a un

‘nombre fini de diagrammes possibles pour I’ensemble des solutions de ’équation

perturbée.

Dans notre cas, nous allons montrer dans la suite que les seuls diagrammes
pouvant décrire I'ensemble des solutions de 1'équation (£, s) perturbée (1 et &



NN
W

Figure 3

@

fixés et petits) sont les cing de la figure (fig 3). Ces diagrammes sont exacts en
ce qui concerne le nombre de solutions € a A fixé.

Cependant, leur résultat ne permet pas pour une valeur donnée des parameétres
de perturbation (u et §) de déterminer sans ambiguité le diagramme des solutions
(parmi ces cinq) de 1’équation perturbée correspondante.

Remarque 1.9.5 Ces cing diagrammes ne se distinguent pas par leur seul
nombre de points singuliers. En effet, les diagrammes (3) et (2) ont chacun un
point singulier, les diagrammes (4) et (1) ont chacun deuz points singuliers.
Le seul diagramme reconnaissable par son nombre de points singuliers est le
diagramme (5).

Pour pouvoir distinguer ces diagrammes, il faut en plus du nombre, déterminer
la nature (bifurcation, hystérisis, retournement ) de ces points.

Nous montrons dans la suite, & partir des résultats obtenus par ces auteurs et en
suivant une démarche constructive introduite par P.Rabier[1982] et B.Rao[1989],
comment dj’eterminer sans ambiguité ces diagrammes. Cette méthode est basée
sur la notion de solutions e-singuliéres.
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Chapitre 2.

Etude de la bifurcation perturbée

2. 1. Intoduction :

Nous allons effectuer dans ce chapitre un étude locale des bifurcations de
I’équation (£). On cherche & déterminer I’ensemble des quadruplets (A, u, u,8)
qui sont solutions de ’équation (£), au voisinage de (};,0,0,0) dans R x V3 x R?,
A; étant la iéme valeur caractéristique de ’opérateur 7.

On imposera & ces solutions de vérifier en plus de ’équati on (£) une nouvelle
condition :

Id — AT + p*(2a — vA) Lo + 3apQ'(v) + aC'(u) ¢ Isom(N) (2.1.1)

On parle alors d’une solution u-singuliére de I’équation (£).

On commence par faire une réduction du probléme par la méthode de
Lyapounov-Schmidt; on décompose u sous la forme :

u=cd;+v,e€R et veNt
L’équation (£) est remplacée par une nouvelle équation :
Ti(A, €, 1,6) =0, (E).
La condition supplémentaire se transforme alors en :
OcTi( A, e,p,6) = 0.

On parle, pour un quadruplet (A, e, p,8) vérifiant cette condition, de solution
¢-singuliére de I’équation (FE).

On montre que dans notre cas, ces solutions ¢-singuliéres sont soit des points
de bifurcation simples, des points de retournement non dégénérés ou des points
d’hystérésis. o

On commence par déterminer ’ensemble des solutions de ’équation (E) au
voisinage des solutions e-singuliéres, puis en introduisant la notion de voisinage
adapté, on détermine ’ensemble des solutions de ’équation (E) dans ce voisinage
(adapté).

On aboutit & une partition du plan des paramétres de perturbation (y,8) en
cinq régions. A chacune de ces régions va correspondre un diagramme parmi les
cinq prévus par la théorie de Golubitsky et Schaffer[1979]

Dans cette étude, on s’est beaucoup inspiré du travail de Ciarlet et Rabier[1980]
sur les équations de von Kérmén et surtout celui de Rao[1989] pour les équations
de Marguerre von Kérman.
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2. 2. Réduction du probleme :

On étudie ici les solutions, pour & et u petits de 'équation (£) au voisinage de

(A:,0) € R x HX(I).

Pour déterminer les points de bifurcation de (£), on ajoute une condition
supplémentaire :

Id — AT + p*(2a — vA) Lo + 3auQ'(v) + aC'(u) € Isom(N:) (2.2.1)

en effet, si cette condition n’est pas vérifée, le théoréme des fonctions implicites
nous donne que ’ensemble des solutions de I’équation (£) est constitué par une
courbe de classe C*°.

Remarque 2.2.1 L’appliction Id— AT + p?(2a —vA) Lo + 3auQ'(v) + aC'(u)
est compacte. En effet, les applications Q) et C sont complétement continues (cf.
1.6.4 et 1.6.6) et donc Q' et C' sont compacts (Krasnosel’ski[1964]). La condition
(2.2.1) est verifiée si la perturbation compacte de l’identité :

Id — AT + p®(2a — vA) Lo + 3apQ'(u) + aC'(u)

n’est pas injective.

Définition 2.2.2 Nous appelons solution u-singuliére de I’équation (£) (resp.
(Eps)), tout quadruplet (A, u,p,8) (resp. couple (A, u)) solution de cette équation
et tel que la condition (2.2.1) soit réalisée.

On commence par faire un réduction du probléme par la méthode de
Lyapounov-Scmidt.

Lemme 2.2.3 Il eziste W; un voisinage de (\;,0) dans R X I{S(I),A Iy un
intervalle contenant 0 dans IR et 6; une fonction de classe C™ de W; x I3 dans
HZ(I), tels que les conditions suivantes soient équivalentes :

() (A u,p) € W; x Is, vérifiant la condition (2.2..1)
() (1= 3)+ (20— wA)?(Lold: + 60w, )], 61,
+ 3ap(Q'[¢: + 8:(A, u, p)], 6:) + (C'[¢i + 6:(A,w, p)], i) = 0.

De plus, Ker(Id — AT + (2a — vA)p?Lo + 3apQ'(v) + aC'(u)) est de dimension
1 et est engendré par : ¢; + 6;(\,u, p).

Démonstration :

Soit h € HZ(I), h # 0 tel que :
h = AT(h) + (2a — vA\)p2Lo(h) + 3apQ'(v).h + aC'(u).h =0,  (2.2.2)

utilisons la décomposition de HZ(I) en somme direct de N; et de son orthogonal
ce qui donne h = £¢; + 1, avec £ € Ret n € N



En projetant la relation (2.2.2) sur N; et N7- et en notant P; la projection
orthogonale sur V7, nous obtenons les deux équations suivantes :

(1- %)ﬁ + 42 (20 — vA)E(Lo(6:), i) + (2 — vA)u*(Lo(n), 6:)

+3ap€(Q (w41, 89) + Sap(@(wn 6 PP

+a§(C”(u).¢;, (ﬁ,) + a(C'(u).n, ¢,> =0,

[Id — AT + P;[(2a — vA\)p?Lo + 3apQ’'(v) + aC'(u)]|n

+EP[Bau?Q (u) + aC'(u)] + (2a — vA)u? Lolé: = 0. (2.2.4)

Or, la restriction de Id — \;T & l'espace N est un isomorphisme de N
lui-méme et Tsom(N-) est un ouvert, on en dedult par continuité qu’il ex1ste un
ouvert I3 contenant 0 dans R et un voisinage W: de (\;,0) dans R x H3(I), tels
que pour tout (A, u, ) € W; x I5 , on ait :

Id — AT + P;[(2a — v\)p? Lo + 3auQ'(v) + aC'(u)] € Isom(NL).
La relation (2.2.4) est équivalente, pour (X, u,u) € W; x I3, & :
n = £6i(A,u, p), (2.2.5)
ot1 6; est une application de W; x I3 dans Nt définie par :

6;( A\, u, 1) = —€[Id — AT + P;[(2a — v\)u® Lo + 3auQ'(u) + aC'(u)] ™!
P;[3apQ'(u) + aC'(u) + (2a — vA\)u? Lo)¢:.
6; est de classe C™ dans W; x I, et elle vérifie : 6:(2:,0,0) = 0.
En reportant (2.2.5) dans la relation (2.2.3), on obtient 1’équivalence entre les

points (z) et (32).
Le vecteur h est donné d’apres la relation (2.2.5) par :

h = E[di + 0:( A, u, ), ’

ceci montre que Ker(Id — AT + [(2a — vA\)u?Lo + 3auQ'(v) + aC'(u)]) est de
dimension 1 et engendré par le vecteur  @; + 6;(\, u, p).

Lemme 2.2.4 Il eziste I ; contenant X;, I, I3 et Iy contenant 0, V; un
voisinage de 0 dans N7+ et une application v; de classe C™®

vi: LixIpxIzgxIly—V,
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tels que les conditions suivantes soient équivalentes :
(2) (Au,p,8) € Iy x (I x Vi) x I3 x I et solution de (),

(12) (Ae,1,8) € I1i x Iy x Iy x I et solution de
(1- %)e + (20 — vA)u?(Lo[edi + vi(A, €, 1, 8)), 6:)
+3au(Qledi + vi(A, €, 1, 6)], ¢i) + a(Cledi + vi(\, &, p, 6)), ¢:) (2.2.6)
+ Sv(6,80) — S(F, 90) = 0.

Démonstration :

Soit (A, u, u, 6) solution de ’équation (£). En utilisant la décomposition de HZ(I)
en somme directe des espaces N; et N, on met u sous la forme : u = e¢; + v,
avec € € R et v € M. L'équation (£) projetée sur N; et A, donne les deux
équations suivantes :

(1- )‘i)s + (20 — 1//\)/,52 (Lo(e¢i +v), ¢:) + 3ap(Q(edi + v), ¢:)

) (2.2.7)
+a(Cledi +v), i) + T-vu’(6i ¢:) — §(F, ¢3) = 0,
v — AT (v) + Pi[(2a — vA)u Lo(eg; + v) + 3au’Q(cd; + v) (2.28)
+ aC(e¢i +v) + Avp*T(6) — §F] = 0. o
Soit G l’application de N+ x R* dans N définie par :
G(v,\, &, 1,8) = v — AT(v) + P;[(2a — vA)p? Lo(ed; + v)

(2.2.9)
+ 3apQ(cd; +v) + aCled; + v) + AwvpPT(8) — 6F)]. .

On vérifie que G est de classe C*™ et que nous avons les deux relations suivantes

G(0,;,0,0,0) = 0,

. (2.2.10)
8,G(0,1:,0,0,0) = (Id — \;T) € Isom(N5).

Il existe donc d’apreés le théoréme des fonctions implicites un voisinage ouvert V;
de 0 dans V%, un intervalle ouvert I; 1 contenant A;, trois intervalles I, I3 et I
contenant 0 et une application v; de classe C*° :

vit(Aepb) ey x I x Iy x Iy = V;



tels que I’équation (2.2.8) dans I;; x (I, x V;) x I3 x I soit équivalente 3 :
(/\,6, Hs 5) € Ii,l X I2 X I3 X I4 et v= v,-(/\, g, /1,6) (2211)

En reportant cette valeur de v dans la relation (2.2.7), on obtient I'équivalence
entre les points (z) et (i7).

Remarque 2.2.5 On supposera dans toute la suite de cette étude que :

W; = Lix(LxV), Iz =1 et W; = Ii; x I. Ceci est possible, car on
- peut supposer, grice au caractére local du théoréme des fonctions implicites, que
IL; x (I2 x V;) est inclu dans W; et le lemme 2.2.3 reste vrai si on restreint

lUouvert W

Proposition 2.2.6 Les dérivées de la fonction v; au poznt (Ai,0,0,0) sont
données par :

O0\vi(1i,0,0,0) =0,

35‘0,‘(/\,', 0,0,0) = (Id - /\,‘T)—IP,'(F),
0,vi(1i,0,0,0) = 0,

Ovi( A, 6,1, 8) = 0;(\,e0; + vi(A, €, 1, 6), 1),
O.vi();,0,0, 0)=0,

& vi(X,0,0,0) = 0.

Démonstration.

En remplacant v dans la relatlon (2.2.8) par v; donné par la relation (2.2.11)
et en dérivant l'identité ainsi obtenue par rapport & ), €, p et 6, on obtient le
résultat.

Proposition 2.2.7 L’application C suivante :
I,‘tIl,iXIzXI3XI4———)II’,’X(I2X.V1‘)XI3XI4

(A€, 1, 8) — (X, €0i + vi( A €, 1, 8), 1, 8)

est une immersion en (A;,0,0,0), injective dans I ; x Iy x Iy x I, et réalise une
bijection entre (A, €, p,8) vérifiant (2.2.6) et (N, u,p1,6) € [ ; x (I x Vi) x I3 x I
solution de I’équation (£).
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Démonstration :
Soit deux quadruplets (), &, u,8) et (X, €', u', &' ) tels que :
Ii(A’ & K, 5) = Ii(’\', Ela /“’, 5I)a

alors A=X, u=py'",6=6et

€¢i + vi(A3 &L, 6) = €,¢i + vi(Alv €,7 ﬂ’a 5’)a
or v; € N7 donc cette relation projetée sur A; nous donne € = €' ce qui entraine
que Z; est injective.
La surjectivité de Z; est garantie par ’équivalence des points () et (4¢) du lemme
2.24.
La dérivée de Z; au point (A;,0,0,0) est donnée par :

DTi(2:,0,0,0)(A, &, 4,8) = (A, e + 6(1d — M)~ P(F), 1, 8),

cette dérivée est bien injective, ce qui entraine que Z; est une immersion en

(X:,0,0,0).

Pour un couple (u, §) fixé dans I x I3 on note Z; ,5 ’application :
Lius - (A €) — (N e; +vi(A, €, 1, 6)).

Cette application réalise une bijection entre les solutions de ’équation (E,s) et
celles de (&us).

O

Définition 2.2.8 - Nous appellerons dans toute la suite 7; Uapplication de

classe C*® suivante :

T,':IL,'X.[2XI3XI4——>R
(A ,1,6) — (1 - %)e + (20 — vA)p* (Lo[eds + vi(X, €, 1, 8)], 63)
+ 3aﬂ<Q[€¢z + 'Ui(A, €5 Ky 6)]7 ¢z> + a<C[5¢i + vi(’\, & ﬂ’ 5)]7 ¢z) (2-2'12)
A
+ )\_iyll:i(e? ¢1> - 6<F’ ¢z)

Les premiéres dérivées de cette application sont données par :

Oeti( N €, p2,6) = (1 — :\/\—) + (20 — v (Lo[¢i + Oevi(N, €, 1, 6)], 6:)

+ 30‘”(Q'{€¢i + vi(’\a €, K, 5)](¢1 + aevi(Av €, Ky 5))a ¢1>
+ OZ(C’[E(]S,’ + ‘Ui()\, €, U,y 5)](¢1 + 65'01'(’\: EH, 6))7 ¢i>a
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2. 1i( M€, 11, 6) = (20 — vA)pu? (Lo[02vi( A, €, 1, )], 6i)

+ 3ap(Q'[ed: + vi( A, €, 4, 8)].02.vi( A, €, 1, 6), 63)

+ 3ap(Q"[ed: + vi( A, €, 4, 8)]-(8; + Bevi( X, &, 11, 6)), 63)

+ a{C'led; + vi(\ €, 1, 6)].02,vi( A, €, 2, 6), i)

+ a(C"[edi + vi(\, €, 1, 6))-(6i + Bevi(N, €, 11, 6))?, ¢3)
82eemi( N €, 1, 8) = (2 — vA)p? (Lo [BZccvi( s €, 1, 6)], 6i)
+ 3ap(Q'[edi + vi(\ €, 1, 6)].0%vi( N €, 1, 6), 63)
+90p(Q" [ei + vi( A, &, 1, 8)](bi + Bevi( A€, 1, 8), Becvi( A, €, 11, 6)), 6i)
+ a(C'[ed; + vi(\, €, 1, 8)).8%.vi( A, €, 1, 6), 6:) - .
+ 30(C"[edi + vi(\, &, 1, 8))-($i + Bevi( A, €, 1, 6), Decvi( A, €, 1, 6)), &:), ¢:)
+ a(C"[edi + vi(\, &, 1, 6)].(i + Bevi(As €, 1, 6))*, 64)

En particulier au point (};,0,0,0), nous avons :

( aATi(Ais 0) Oa 0) = 0’
aeTi(/\h Oa 0, 0) = 07
} 8.7i(%,0,0,0) = -;\1—_, (2.2.13)

82.7:(X:,0,0,0) =0,
| 82..7:(X,0,0,0) = a(C"[0].(¢:)*, 6:) = 62(C(8:), ¢3)-

- On note (E) ’équation suivante :
(E) 7i(A, €, 14,6) = 0.
Et pour un couple (u,6) fixé dans I3 x I, on note (E, ) 'équation :
(Epus) (A, €,p,6) =0,
correspondant 3 la recherche des couples (A, ¢) € Wi.

Définition 2.2.9 On dira que ()&, u,6) € R* (resp (A€) € IR?) est une
solution e-singuliére de Uéquation (E) (resp. (Eus) ) 81, d'une part (A€, p,0)
est une solution de léquation (E) (resp. (E,s)) et d’autre part la condition
O 7i(A, €, 1, 6) =0 est réalisée.

Remarque 2.2.10 L’application I; (resp. I; u5)) réalise une bijection entre
les solutions e-singuliéres de (E) (resp. de (Eys), dans Uouvert W; x Iy x Iy et

celles u-singuliéres de (€) (resp. de (Eu5)) dans Uouvert Wi x Is x 1.



2. 3. Etude des solutions e-singuli¢res de (E) et de (E, ) :

Dans cette partie, nous allons caractériser les quadruplets (A, ¢, i, §) solution
dans W; x I, x I3 x I, du systéme :

{ Ti()‘,ea l‘)a) = 0,

E&
( ) O:7i( A e,p,6) =0

Lemme 2.3.1 Si (FF, ¢;) # 0 alors, I’ensemble des solutions du systéme (E*)
dans Uouvert W; x I3 x I (quitte & le restreindre e'ventuellement ) est donné par
une courbe de classe C™ paraméirée par € et p. -

Démonstration :

La jacobienne du systéme (E¢°) au point (};,0,0,0) est donnée par :

. (0 0 0 —(F,¢:)
7m\ 00 o )

et on peut donc déduire le lemme grace au théoréme des fonctions implicites.
Plus précisement, il existe deux fonctions de classe C> définies au voisinage de
(0,0) dans I x I3 dans I; 1 x Iy : A(,) et &(,), telles que (E**) soit équivalent 3 :

A=Xe,p), A0,0)=2A
§ = b(e, p), 6(0,0)=0

Proposition 2.3.2 Si (IF, ¢;) # 0 alors, les dérivées des fonctions A\(,) et é(,)
au point (0,0) sont données par :

9:1(0,0) =0,

8:6(0,0) =0,
82,3(0,0) = 6aX;(C(¢:), $:),
82.6(0,0) =

(C(¢z)’ ¢z>
82..8(0,0) = F.é)

Démonstration : On sait que les fonctions A(, ) et &(, ) vérifient :

{ Ti(:\(e, ﬂ)7 & K, 5(6’ #)) = 0’ (231)

aETi(:\(E’ /‘L)’ &K, 5(6’ ﬂ)) =0.



En dérivant la premiére équation de ce systéme par rapport i €, on trouve :

ATi(Me, 1), &, 1, 8(e, 1))0e X(e, 1) + BeilMe, 1), €, 1, B, 1))

; ; ” (2.3.2)
+ 0s7i(A(e, 1), €, 1, 6(e, 1)) B b(e, 1) = 0.

Si dans la relation (2.3:2), on prend € = u = 0, on obtient :
8:6(0,0) = 0.

En dérivant la deuxiéme équation du systéme (2.3.1), par rapport a ¢, on trouve

-

BReTi(Ae, 1), €, 1, (e, 1))B: (e, 1) + 2 mi(A(e, 1), €, 11, (e, 12))

2 ; 2 2.3.3
+ 8Zmi(Me, ), €, 1, 8(e, 1£))0: 6(e, ) = 0. (2:33)

En prenant ¢ = p = 0 dans la relation (2.3.3), on trouve :

8:1(0,0) = 0.

En dérivant & nouveau les relations (2.3.2) et (2.3.3) par rapport & € et en prenant
dans les équations ainsi obtenues € = y = 0, on obtient :

2. X(0,0) = 6aXi(C(¢:), 8:),
02.5(0,0) = 0.

La valeur de 8°

2..8(0,0) est obtenue en dérivant une troisi¢me fois.

2. 4. Etude des fonctions \(,) et 4(,) :

Lemme 2.4.1 $: (F, ¢;) # 0 alors, nous aurons :

1) Au voisinage de (0,0) dans I, x I3, on a l'équivalence entre (3) et (1) :

(?) (e, 1) solution de . \(e,p) =0,
(37) (e, 1) solution de 852’67'(:\(5,/1),5,#,5(5,;1)) =0.

2) De la méme facon, nous avons I’équivalence entre (iii) et (3v) :

(221) (¢, 1) solution de O.8(e, ) = 0
(2v) (g, ) solution de :

OAT(A(&: ), 1, 8(e, 1) =0 ou BZr(N(e, 1), €, 1,6(e, 1)) = 0.
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Démonstration :

Supposons qu’on ait 8, A(g, ) = 0. On sait d’autre part, que:
667'1'(Ai3 Oa 03 0) = _(F7 ¢z) # O’
on peut supposer que par continuité, on aura pour tout couple (e,u) € I, x I3 :

657-5(:\(67 ”)’ €, Ky 5(6, /‘)) #0,
et la relation (2.3.2) nous donne alors 8.8(e, 1) = 0, ce qui, dans la relation (2.3.3)

donne :
aeeTi(A(€7 [t), € K 5(5:) #)) =0.

Réciproquement, si on suppose que 82, 7:(A(e, ), €, p,é(e, 1)) = 0 alofs les
relations (2.3.2) et (2.3.3) constituent un systéme linéaire homogeéne en &, /\(s, )
et O.é(¢, 1), dont le déterminant est donné par :

dét (e, p) = [Oami02smi — BsmiO\Ti)(M(e, 1), €, 11, 8 (e, 1))
Au point (0,0), ce déterminant vaut :

(F ¢=)

dét (0,0) = £0.

On peut supposer que par continuité ce déterminant va étre non nul sur tout
I, x I3. On aura donc :

B:Me,p) = 8.6(e, ) =0

Ce qui achéve la démonstration de la partie 1) du lemme. Pour la partie 2), on
proceéde de la méme facon.

(]

2. 4. 1. Recherche des points solutions de 9. (¢, 1) = 0 (resp 3.6(e, ) =0) -

Dans 1’étude des fonctions A(,) et 8(,), la détermination des couples- poi1r
lesquels leurs dérivées s’annulent est d’une trés grande importance. Nous allons,

dans la partie qui va suivre, caractériser ’ensemble de ces points dans ’ouvert
I2 X I3.

Lemme 2.4.2 §:i (F, qS) # 0 alors, dans louvert I, x I3, la condition
Db (e, i) =0 est equwalente d l'un des systémes suivants :

Ti(A757 K, 6) =0
(ET®) OeTi(A, €, 1,6) =0,
OrTi( A, e, 1,6) = 0.



Ti( A €5 1, 6) =0,
(E3®) ' O:7i(A e, p,6) =0,
2. m:i(\ e, p1,6) = 0.

Remarque 2.4.3 L’égquation (E7'°) correspond & lensemble B défini par
M.Golubitsky et D.Schaffer[1978] page 35 et (E;°) correspond ¢ l’ensemble H
page 36 du méme article.

Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.4.1.

o

Lemme 2.4.4 Si (IF,¢;) # 0 alors, les solutions du systéme (E;°) dans
Pouvert W; x I3 x I, sont données par une unique fonction de classe C™® :

B (Xo(), €s(p), (1))

De plus, on a :

{ As(1) = Aen(p), 1),
& (1) = Mes (), ).

Démonstration :

La jacobienne du systéme (E;"’) au point ();,0,0,0) est égale & :

0 0 0 —(F,4)
Jz(-—;\% 0 0 0 )
0

1
Ai 0

et grace au théoreme des fonctions implicites, on conclut que I’ensemble des
solutions du systéme (E7*’) est donné par une fonction de classe C™ :

p— (M), en(p), 8o ().
vérifiant Ap(0) = A; et ep(0) = 65(0) =0, -
O

Lemme 2.4.5 Si: (FF,¢;) # 0 alors, dans Uouvert I, x I3, la condition
O:A(e, 1) = 0 est -équivalen te au systéme suivant :

Ti(A’ E U, 6) = Oa
(E5”°) Oeti( A\, e,1,6) =0,
a?eTi(Aa &, 1, 6) =0.
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Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.4.1.

Lemme 2.4.6 Si (IF,¢;) # 0 alors, les solutions du systéme (E;°) dans
Uouvert W; x I3 x I, sont données par une unique fonction de classe C® :

p— (An(p), en(p), 6r(1))-

De plus, on a :

{ M) = Aen(p), ),
Sn(p) = Men(p), p)-

Démonstration :
Nous avons calculé les dérivées partielles de I’application 7; au point ();,0, 0, 0).
La jacobienne du systéme (E;'*) en ce point est donc donnée par :

0 0 0 "(F) ¢z)
J = (_3% 0 0 0 )
0 6a(0(¢1), d’z) 0 0

Le théoreme des fonctions implicites permet de conclure que ’ensemble des
solutions du systéme (E;’*) est donné par une fonction de classe C™ :

g — (An(g), en(p), 6a(1)),

vérifiant Ap(0) = A; et €4(0) = 6,(0) =

a

Lemme 2.4.7 Dans l'ouvert I x I3, la condition O, /\(e, k) = 0 est équivalente
au systéme suivant :

7i(A, &, ,8) = 0,
(E3®) OeTi( A, €, 1,8) = 0, .
2. mi(\ e, pu,86) = 0. .

Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.4.1.

2. 5. Etude des fonctions §(.,x) et (., ) :

Afin de déterminer l'allure des graphes des deux fonctions € +— &(e,p) et
€ — 8(e, p1), nous allons examiner la convexité de ces deux fonctions au voisinage
des points (g5(), ) et (en(p), ). Dans cette étude, la distinction des deux cas
eo(p) = en() et ep(p) # en(p), s'introduit naturellement.
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2. 5. 1. Convexité :

Cas I : e5(p) # en(p)

Etude au voivinage du point (¢3(u), p) :
On sait que le quadruplet (As(p),es(u),u,05(p)) est solution du systéme

suivant :
Ti(As(p), e6(p), 11, 66(1)) =0,

Oeri(Ms(p) €b(p), 1, 65(1)) = 0, (2.5.1),

Anti(As(), en(ps), 1, 85 (1)) = 0,
3:b(es (1), 1) = 0.
" La condition €3(p) # €x(p) nous donne : .
A2 ri( (1), €8 (1), 15 85(1)) # 0. (2.5.2)
De plus nous avons : ) )
Ti(A(e, 1), €, 1, 6(e, 1)) = 0, (2.5.3)
0:Ti( M, 1), €, 1y 6(e, 1)) = 0, (2.5.4)

En dérivant ’équation (2.5.3) par rapport & € et en tenant compte de la relation
(2.5.4), on obtient :

ATi(M(e, 1), €, 1, 8(, 11))8: A(e, 1) + BsTi(A(e, 1), €, 1, b(e, 1)) b(e, 1) = 0.

De la méme fagon, en dérivant ’équation (2.5.4), on obtient :
BR.mi(Aes 1)s€, 1, 8(€, 1))0: Me, 1) + BZeTi(Me, ), €, 11,6 (e, 1)
+a§e7-i(:\(57 1), 65(/‘)’ s S(E, ﬂ))aeg(e’ I“) =0.

En prenant € = €3(¢) dans cette relation, on trouve :

it - _ 662875(:\(61,(#), ”)’eb(ﬂ), Ky 5(6(,([1), ﬂ))
Xalh k) = =5 S mha @ mdemnm) D)

le dénominateur est non nul (cf. remarque 2.5.1 qui suit ). En dérivant & nouveau
par rapport a €, on trouve :

[B3ami(Me, 1), €, 1, 6(e, 1)) Ae, 1) + Bremi(A(e,s 1), 6, 11, 6 (e, 1)

+ 835mi(A(e, 1), €, 1,6, 1))Beb (e, )]0 (e, 1)

+ mi(AMe, 1), €, 14, 6(8, 1)) B2 Mg, 1) + Bs7i(Me, 1) €, 1, 8(e, 1)) D2, 8(e, 1)
+ [0357i(Me, 1), (1), 11, 8(e, 1))Be A(e, ) + BFei(A(e, 1), €, 11, 8 (e, 1))

+ 835mi(Me, 1), €, 1, 8(e, 1))0e (e, 1)]0:b(e, 1) = 0

Si & nouveau, on prend € = e3(u) dans cette équation, on aura la relation :

azz\eTi(’\b(/-‘)’eb(/‘)’ s 65(/‘))66;\(56(/‘)’ ©)
+ 0T As (1), €n (i), 5 66(1))(Oe Alen (), p1))?
+ Bsmi(Ao(p), (1), 2, 85(1))82.(en(1), 1) = .
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En utilisant la relation (2.5.5), nous obtenons la formule suivante :

2 7 _ ((83e7i)? — O3 TiBZeTi
Oc(es(p), 1) = [ Byri (i) Ozemil(Mo(p), €8(p)s 5 66 (1))-  (2.5.6)

Remarque 2.5.1 Nous avons au point (A;,0,0,0) les relations :

657'1'(Ai1 07 Oa 0) = "(F7 ¢i))

a?\eri()‘ia 0,0, O) = - ;—"

et par continuité, on peut dire que le dénominateur de (2.5.6) va étre différent de
0 au voisinage de (A;,0,0,0) dans W; x Iy x I4.

D’autre part, 82, 7:(Ao(k), e6(1), &, 65(1)) # 0 d’aprés la relation (2.5.2), ce qui
implique que : _
2.6(es(n), ) 0, Vue k.

Etude au voivinage du point (ex(p),p) :
On sait que le quadruplet (Ax(g), en(r), 1, 6n(12)) est solution du systéme suivant

Ti(An(1), €n (1), 11, (1)) = 0,
OcTi(An(); en(p), 1, 60 (1)) = 0,
B.ri(Mn(),en (), 1, 8n(1)) =0,
3:b(es(p), 1) = 0.

La condition €4(¢) # er(p) nous donne :

Onri( (1), en (), s B0 (12) 0. (258)

En suivant la méme démarche que dans le cas précédent, on trouve :*

(2.5.7)

3
657‘,'.65557’,‘
3,\1';33577 - af\eriagr,-

02 A(en(p) ) = | 1An(p) en(p), 1, 60(p)).  (2.5.9)

Remarque 2.5.2 Nous avons déji calculé les dérivées de ’application T; au
point (1;,0,0,0) ce qui nous donne :

667'1'.63557'5 _ . . .
OnTibZmi — 6,2\57'1'667':'](/\“0’0’ 0) = 6A:ia(C(¢:), 4:) > 0.

Nous pouvons supposer par continuité que cette quantité va rester positive
dans tout I3 ce qui donne :

02 Men(w), 1) > 0, Yu € Is.



MW F — — — —

Figure 4 Graphe de la fonction A(., ) au voisinage de (¢4 (1), (Aa(x))

La fonction A(., 1) est strictement convexe au voisinage de e,(p1) et elle atteint
son minimum au point A(ex(p), &) = An(p) (cf. fig 4 ). Un calcul identique, donne

= Or1i.03.. T
2 - eee'l
Oz .6(en(p),m) =1 B2 ri0sm: — ONTiyT: (1) er (i), o 80(p))-  (2:5.10)

Or, d’aprés la relation (2.5. 8) nous avons 0,\7',()\;,(/,1),61,(;1),p,éh(u)) # 0 et
d’autre part, on a au point (};,0,0,0) :

6355 (C(¢;), ¢z)
(&2 o - aaridt, O 000, 0) = —6eAi =™ £ 0,

nous pouvons supposer par continuité que cette quantité va rester non nulle dans
I3 ce qui nous donne :

O28(en(n),m) #0,  Vuel.

D’autre part, nous savons que : Beb(en(p), 1) = Beb(es(p),p) = 0, ce qui
implique que la fonction é(., 1) aura l'une des allures de la fig 5

Remarque 2.5.3

Si nous supposons connu le signe de la quantité (IF, ¢;) alors, on peut éliminer
I’un de ces deux graphes. En effet, supposons que (IF, ¢;) > 0 et que la fonction
6(., 1) atteigne son minimum pour € = €5(x). Son maximum est alors atteint pour
€ = ep(p) . Nous montrerons dans ce cas que  &3(p) < en(p).
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ou

@) ®)

Figure 5 Deux graphes possibles pour la fonction 4(., )
Supposons que €3(p) > en(p), le théoréme de Rolle implique qu’il existe un
€o(n) €len(p),es(p)] , tel que :

eed(eo(p), ) = 0,

or, on sait que :

z _ (C(4:), ¢:)
0.c8(0,0) = ~12022 0 <o,

on peut supposer que, par continuité, on aura :

Oeecb(e, p) < 0, (e, 1) € I x I,

la fonction 8,.4(., 1) est strictement décroissante, ce qui donne alors :

6565(67 1) <0, € > eo(p),
Oeeb(e, 1) > 0, € < eo(u).

Or, la fonction &(., u) atteint son minimum pour € = ¢;(i), ce qui entraine que :

Beeblen(u)p) >0 et es(n) > eo(u),

on a alors une contradiction et donc : e5(u) < en(k)-
On peut dire donc que si (F, ¢;) > 0, la fonction §(., x) aura I'allure (b) de la
fig 5. Dans le cas contraire, elle aura ’allure (a) de la méme figure.



Sur les deux graphes de la fig 5, nous avons volontairement omis d’indiquer
les points (sa(u),6r(k)) et (es(p),65(1)) pour ne pas avoir & décider lequel est
minimum ou maximum de la fonction (., ).

Cas IT : ep(u) = en(p)
Si es(p) = cn(p) alors, Ap(p) = Ae(1) et 8x(1) = 63(1). On pose alors :
eo(p) = es(p) = en(p),

Ao(k) = An(p) = Xe(p), (2.5.11)
bo(p) = 6n(p) = Sp(p)-

Le quadruplet (Ao(g),e0(p), &, 0(1)) est solution du systéme suivant :

aeTi(/\o(,Lt),Eo([.z), Ky bo (ﬂ)) =0,
nTi(Ao(u), €0(p), 1, 80 (1)) = 0,
85257','(/\0 (Au)’ 50(#), K, bo (/")) =0.

2

Figure 6 Graphe de la fonction é(., z)

La relation (2.5.6) nous donne :

65255(50(/‘)’ :u) =0,

On sait d’autre part que :

B A(co (), 1) = Bcb(eo(p), ) = 0.
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En dérivant trois fois par rapport a €, on trouve :

-9 ageeri(AO (1), €0(k)s 1 60 (1))
OsTi(Mo(), €0(p), 1, S0(1))

8ecbeo(n) ) = (2.5.12)

Or, nous avons :

OeeTi
"a;;T(At’ 0, 07 0) ?é 07

ce qui nous permet de dire que le point (go(), 1) est un point d’inflexion de la
courbe é(., ), de plus, nous pouvons supposer que par continuité on aura :

Oecb(e ) #0, Vee b,
la fonction & (., #) aura donc l'allure du graphe de la fig 6
Lemme 2.5.4 Supposons que (IF,¢;) < 0 et que ex(p) > es(p). Alors, on a :
cas (1) er(p) > es(p)
(OaTi0ecTi)(Me, 1), 6, 1, 8(6, 1)) >0 i € Eles(n),en(w)],
(OrBeei)(M(e, 1), €, 1, 8(e, 1)) <O si € Ees(w),en(m);
cas (ii) en(p) = es(p) = eo(p) |
(Or7:i8eei)(M(e, 1), €, 1, 6 (e, 1)) < O Ve € I, € # eo(p).

Démonstration :
On tire des relations (2.3.2) et (2.3.3) que :

_ [ aA Ti aes T3
OrTiOs5eTi — OxeTiOsTi

665(5) ﬂ) = ](:\(ea#)af’:’ #,5(5’ l‘))

Or, nous avons au point (A;,0,0,0) :

1
OaTiOseTi — 3AeTiasri](’\i’0’0’0) = —

i
— > 0.
<]Fa ¢z>
On peut donc supposer que cette quantité va rester positive sur I x I3, ce qui
entraine alors que 0.6(¢, 1) aura le signe de la quantité

—[0aTi0cei)(Me, ), €, 1, 8(, 1), .

la fonction &(.,u) est strictement décroissante (remarque 2.5.3) sur l'intervalle
les(r),en(p)| et strictement ecroissante ailleurs.

o

Remarque 2.5.5 On obtiendrait un résultat semblable si on avait supposé
en(p) < es(p).

Dans toute la suite, nous supposerons que e;(p) > e3(pn) et que
(IF, ¢;) < 0.
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2. 6. Etude de I’équation (E, 5) au voisinage des solutions e-singulieres
Cas 1 p(p) > ep(p) ¢

On aura pour (g,8) € I3 X I, 'un des quatre cas suivants :

() 6>&(n) ou &< bn(n),
(zz) 5};(#) <6< 51,(;1),

(i12) 6= by(p),

(iv) &= 6n(w).

Par la suite, on donnera I’allure de la courbe (ensemble des solutions de I’équation
(E,,s)) dans chacun de ces cas.

Cas (i) 6>6(pr) ou d<bu(p):

L’équation 6 = 3((-:, ) admet, dans ce cas, une seule solution que 1'on notera

£*(1,6) & [es(i), en ()
On pose : A*(, 6) = A(e*(p, 8), 1) et on aura :

1- (A*(k, 6),e* (1, 6), 1, 8) solution e-singuliére.
2- €*(p,6) > en(p) ou *(p, 6) < es(p).

Figure 7 6 non compris entre 6;(p) et éx(p)

Or, le quadruplet (Ap(p),e5(p), pt, 6 (p) est 'unique solution du systéme (E3'°)
dans W; x I3 x I4, ce qui entraine que :

Ori(A* (1, 8),€" (1, 6), 1, 6) # 0,
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et grace au théoréme des fonctions vimplicites, on montre que ’ensemble des
solutions de I'équation (E,,s) est donné au voisinage du point (A*(y, §),e*(x, §))
par une fonction de classe C® € — A, s(¢), qui vérifie :

A€ (1, 6)) = A*(1,6).
Calcul des dérivées de A, 5(.) par rappoi‘t ae:
On va faire des dérivations successives par rapport & € de I'identité suivante :
mi(Mus(€), €, 1;6) = 0.
En la dérivant une fois, nous obtenons :
ONTi(Ap,5(€),6, 1, 8)0: Ay 5(€) + OeTi(Ap,6(€), €, 1, 5)..=. 0.
Ce qui nous donne, en prenant € = £*(y, §) :

d, .
T Xua(e(1,6)) =0.

En dérivant & nouveau par rapport a &, on trouve :
Fati(An,5(e)s €, 1y 8)(0cAu,5(€))? + 203, 7i(An,5(e)s 6, 1, 6)0e Ay 5(c)
+ Oa7i(Au,5()s €, 1, 6)02 A 5(€) + O2ei( M 5(€), €1, 8) = .
Ce qui donne en prenant £ = e*(p, 5) :
2 (A (p, 6),e* (1, 6), 1, 6) -
e 8) = = G
Cette quantité est positive ‘d’aprés le lemme 2.5.4 et on aura par continuité

%2:/\“,6(6) > 0 au voisinage de *(p, ). La fonction A, s(.) est donc strictement
convexe dans ce voisinage.

(2.6.1)

eWwd | — —

Figure 8 Graphe de la fonction 3(, ) au voisinage du point (A*(g, 6),e*(k, 6))
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L’ensemble des solutions de I’équation(E, s) est donné par la courbe de la fig 8.
Le point (A*(k,6),e*(x,6)) est un point de retournement ayant lieu & droite.

Cas (ii) 84(p) < & < 8s(n) :

L’équation § = é(e, 1) admet dans ce cas trois solutions que 1'on notera :

e1(#,6) < ep(n) < €3(u,8) < en(n) < e3(k,96)-

On pose :
(1, 6) = A5 (1, 6), 1), pour j=1,2,3.

.

' 1 I
e1(w.0) &) |08 &) &\.9)

(ﬂv

Figure 9 n(p) < 6 < ép(p)

On montre alors facilement que 1’ensemble des solutions de 1’équation (E, )
est donné au voisinage de chaque point (Aj(g,6),€5(¢,6)) par une fonction

€ ’\{1,6(6) de classe C* qui vérifie :
X 5(5(1,6)) = Aj(,6),  pourj =1,2,3.
Cette fonction vérifie I'identité suivante :

Ti(’\i,é(s)a &K, 5) =0,
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En dérivant cette identité par rapport & ¢, on trouve les relations suivantes :

d.; ..
EA£,5(€j (ﬂ’ 5)) =0,

a2 .o, 8.7
@A:"a(ej (,8) = OrTi

(A&} (1, 6), €5 (1, 6), 1, 6))-
On déduit du lemme 2.5.4 les relations suivantes :

d .

2 (€11, 8) > 0,

&2 .
. 357'\3"5(62(”’ 6) <0,

& .
d_ez’\i,é(s3(ﬂa 6) >0,

et par continuité au voisinage des points £}(u,6), on a :

di:,-/\i’5(6) >0, au voisinage de ey(p,96),
%Az’s(e) <0, au voisinage de e5(u, 6),
j%/\i,&(e) >0, au voisinage de e3(u, 6).

Les fonctions A, 4(.) et A3 ;(.) sont strictement convexes .
La fonction A2 ((.) est strictement concave.

- Les points (Aj(x,6),e1(u,6)) et (A3(u,6),e5(u,6)) sont des points de retourne-
ment ayant lieu a droite.

- Le point (A3(u,6),e5(u,6)) est un point de retournement ayant lieu & gauche.

L’ensemble des solutions de ’équation (E, s) dans ’ouvert W; aura donc ’allure
de la fig 10. ‘

Cas (iii) 6 = ép(p)
Dans ce cas, I’équation § = (e, 1) admet deux solutions : €3(u) et une autre
que I’on notera : €5(u). Ces deux solutions vérifient :
ep(p) < enp) < eplp),
8s(k) = 8(es(n)s 1),
8s(n) = b(e3 (1), 1),
Xo(p) = Mew(), )-

On pose : A} (u) = Meq, p).
Etude au voisinage du point (As(p),e5(u), g, 8s(p)) *

Le quadruplet (As(u), €5(p), 12, 65(1)) est une solution e-singuliére de ’équation
(EL.6,(u))- De plus, il vérifie :

a/\Ti(Ab(#)a Eb(/l)a Ky 65(”)) =0



£1(1,9) |-

£(.9)

SEY|——— - - - - - —— — — —

Figure 10 Ensemble de solutions au voisinage des points (A}(,6),€5(x,6))

Le Hessien Hess(7;) de 7; au point (A;,0,0,0) est donné par :

Hess(r:)(1,0,0,0) = [657:02,7: — (3em:)?](3,0,0,0) = ~(3-)* <0,

et par continuité au voisinage de ce point, on aura :

Hess(7;)(As(g), €8(p)s 5 66(1)) < 0.

Le point (As(z),€s(), 1, 65(12)) est donc un point de bifurcation (Rabier[1982])
et I’ensemble des solutions de (E, s) au voisinage de ce point est formé de deux
courbes de classe C'™ transverses en (As(¢),€s(1))-

Etude au voisinage du point (\J(x),e; (1), 1, 6s(1)) :

C’est un point singulier. Par le méme procédé que dans le cas (i), on montre
que l'ensemble des solutions de 1’équation (E,s,(,)) au voisinage du point
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()\};(u’),.e;(p)) dans W; est donné par une fonction € = A}, 5, ,1(€) de classe C*°
qui vérifie :

A;,&,(p)(s;(#)) = A5 (p)-

De plus, nous avons les relations suivantes :

d

EA;,W)(ei(u)) =0,
& * * 6357'.‘ N * * S %
Z2 M (€ (1) = —[ZNAEG (1), ), €5 (1), 1 8(E5 (1), ).
Or €;(p) > eb(u) ce qui implique (lemme 2.5.4) que : - .
d?

Ze2 s (€ (1) > 0,

- — =+ ———— — — — — =

Figure 11 6 = &(p)

et on aura l’allure représentée par la 11 pour l’ensemble des solutions de
l’équa.tion (E“,5b(”)).

Cas (iv) 6§ = 6x(p) :

Dans ce cas, I’équation &(e,u) = &, admet deux solutions : ex(u) et une
deuxiéme que I'on note €;(u). De méme que dans le cas (iii), on pose :

A (1) = Men(n), 1.
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Le quadruplet (Ax(p),er(p), 1, 65 (1)), vérifie le systéme suivant :
Ti( (1) en(p), 60 (p)) = 0,
Oti( A (1), en(p), 1 (1)) = 0, (2.6.2)
82, mi(An(p) en () s 61 (1)) = 0.

Et comme nous sommes dans le cas ot ex(p) # €5(u), il vérifie en plus :

OaTi(An(), €r(p), 11,60 (1)) # 0.

Par le théoréme des fonctions implicites, on montre que ’ensemble des solutions
de I’équation (E,, 4, (,)) au voisinage du point (Ax(p), ex(p)) dans Pouvert W; est
dofiné par une courbe de classe C™ € +— A, 5, (n)(€) vérifiant :

Auon(w)(€r(n)) = An(p)-
Etude de la fonction A, 5, (,) :

Nous avons l'identité suivante :

Ti(’\u,ﬁh(ﬂ) (6)3 &, K, O (/‘)) =0.

En la dérivant par rapport a ¢, on trouve :

OnTi(Ap,6n (1) (€)1 €5 by On (1))-Oc Ay, () (€) + OeTi(A 65 () (€), €, 11, 61 (1)) = 0.

En prenant dans cette équation, € = €;(¢), on obtient :

d
FRATAGICACH R

En dérivant & nouveau par rapport a €, on trouve :

0/2\1\71'(’\#,6}; (#)(6)7 &N, 611 (ﬂ))'(ae’\p.,éh(u)(e))z + aseTi(’\#,ah (#)(6)7 €, K, 6h (/‘))
+ 208 i 8 () (€), €5 12 SR (1)) A, 5, () (€)

+ OnTi( A6 (1) (€)1 €5 5 61(11))-02. My 5, (y (€) = 0.
(2.6.3)
En choisissant dans cette équation, € = £,(), on obtient :

&2
&3’\#,5;;(#)(5’1(/“‘)) =0.

On voit qu’il nous faut donc calculer j%/\ wén(w)(€n(p)) que 'on obtient en
dérivant la relation (2.6.3) par rapport & £ et en prenant € = ex(u) ce qui donne

d3 62667.‘

25—3/\,¢,5,,(,,)(6h(#)) = —m%(/\h(ﬂ),ﬁh(#%ﬂ,5h(ﬂ))-
On a déja vu que 82,,7;(\;,0,0,0) # 0 et par continuité, on aura :

agee’\lt,5h (ﬂ)(S) # 0,

au voisinage de ep(p). La fonction A, g,(,) est strictement monotone dans ce
voisinage et le point (ex(), An(p)) est un point d’inflexion.
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Etude au voisinage du point (Af(u),e}(x)) :

On sait que le quadruplet (A (1), €5 (1), 1, 6n (1)) est une solution e-singuliére
de ’équation (E,, s, ( »))- En suivant la méme démarche que dans le cas précédent,
on montre que :

L’ensemble des solutions de 1’équation (Ey,6,(n)) au voisinage du point
(A1), €5 (1)) dans W; est formé par une courbe de classe C® ¢ At () (€)
telle que :

’\;,sh(p)(ei(ﬂ)) = An(p)-

Ses dérivées sont données par :

. d., .
E’\p,&.(p)(eh(”)) =0,
d? * * ageTi * *
PA;L,&,(;;)(eh(”)) = _E\:(’\h(/‘)aeh(l‘)a K, 5h(/‘)) > 0. (lemme 2'54)

&)
AN

Y

Figure 12 Ensemble des solutions Pour § = §, (»)

I’ensemble des solutions de I’équation (E, 6,(z)) dans Pouvert W; est donné par
la fig 12.



Cas (2) en(p) =&s(p) ¢

Nous avons les relations suivantes :
A1) = Aes()s 1),
&s(1) = &(es(u)s 1)y
Au(p) = Men(p), 1),
Sn(p) = 8(en(p); 1)-

Les points (Ae(p), €5(1), 1, 6(p)) €t (An(ps), €n(p), i, 1, 61 (1)) coincident donc.
Soit (Ao(p),€0(t), 4, 60(12)) cette valeur commune.
On est amené & distinguer deux cas : - .

(1) &#6(p), (1) &=dbo(p)
Cas (i) 6 # bo(u) :

L’équation 5(5‘, ¢) = 6, aura une unique solution que l’on note : €*(g,§). On
pose A\*(p,8) = A(e*(p,6), ). Suivant que § > éo(r) ou 6 < (), on aura 'une
des Le point deux figures suivantes :

&)

/ A(w) s A /

Figure 13 & # 6o(u)

(A*(p,6),€*(1,6), 1, 6) est une solution e-singuliére de ’équation (E, s). De
la méme facon que dans le point (ii) du Cas (I), on montre que l’ensemble
des solutions de ’équation (E, s) au voisinage du point (A*(y,8),e*(u, 6)) dans
Pouvert W; est formé par une courbe de classe C* € — A, 5(¢), qui vérifie :

’\#,5(6*(/‘$ 6)) = ’\*(/‘7 6)
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Les dérivées de la fonction A, s(.) au point (A*(g,6),e*(1,8)) sont données par :
d N
(e (1,6) =0,

2 ..
0z, i
T

L€, 8) = = ZE 0%, ), €%, 6), 1, 6).

On sait (lemme 2.5.4) que ce point vérifie :

(aATiaeeTi)(/\*(/-‘, 6), 5*0‘, 5)a K,y 5) <0.

W) — —

Figure 14 6 # éo(p)

L’ensemble des solutions de I’équation (E, s) aura l'allure de la fig 14 au
voisinage du point (A*(g, §),e*(y, §)). -

Cas (ii) 6 =bo(p) :

Dans ce cas, la seule solution de I'équation é(e,u) = 6 est eo(y), et le

quadruplet (Ao(u),€0(x), 4, 6o(1)) qui est une solution e-singuliére de ’équation
(Ep 60(n)) vérifie le systéme suivant :

Ti( Ao (1), €0(p), 15 80(1)) = 0,

Oeti(Ao(1),€0(1), 11, 80(1)) = O,
Ai(Ao(), €0(#), 11, 60()) = 0,
2. 7i(Ao(), €0 (1), 1, b0 (1)) = 0.
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Le Hessien de I'application 7i(., ., 4, 6o(12)) au point (Ao(s),€0(x)) est donné par

Hessti(., ., 1, 80(1)) (Ao (1), €0()) = —(83.7:)2 (Ao (1), €0 (1), 15 60 (12))

Or, on sait que :

83.7:(2:,0,0,0) = -;\l._ <0,

et par continuité, on en déduit que :

~(Bem oK), €0(), 160 (1) >0, Vue T,

oWl — — — —

Ao() x

Figure 15 6 =6o(p)

On peut donc dire (Rabier[1982]) que le point (Ao(x),e0(g)) est un point
de bifurcation de I'équation (E, s,(.)) €t que ensemble des solutions de cette
équation au voisinage de ce point est formé par deux courbes de classe C*®
transverses en ce point. On peut préciser un peu plus en disant que 1'une d’elles
est tangente en ce point a la droite A = Ag(p) (cf. fig 15).

Remarque 2.6.1 La distinction entre les deuz cas : es(p) # en(p) et ep(p) =
en(it), qui a permis d’obtenir les résultats précédents, peut aussi se comprendre
comme la classification des deuz cas : 8p(p) # Sn(p) et 8p(p) = 6n(u). En effet, si
eo(p) # en(n), cela entraine que 83(p) # 6p(1). Dans le cas contraire, on aurait
une valeur € de € comprise entre e5(p) et ep(1) pour laquelle, 8.6(8, ) = 0, ce qui
est en contradiction avec le fait que les points e5(p) et ep(p) sont les seuls dans I,



124

pour lesquels nous ayons cette condition. Réciproqguement, lorsque e5(p) = en(p),
on en déduit que 6y(pu) = bn(p) (cf. cas (II) ).

D’autre part, on sait que suivant les différentes valeurs du couple (g, §), les
solutions e-singuliéres de ’équation (E, s) dans I'ouvert W; sont soit un point
de bifurcation, soit un point d’hystérisis, soit un point de retournement non-
dégénéré.

Il faut remarquer que les résultats précédents ne donnent que la partie des
solutions de I'équation (E,;s) qui est voisine des solutions e-singuliéres dans
Pouvert W;. Dans la partie suivante, nous allons déterminer I’ensemble des
solutions de ’équation (E, 5) dans I'ouvert W;.

2. 7. Détermination de I’ensemble des solutions de I’équation

(Eyu,s) dans Pouvert W;

Pour commencer ce paragraphe, on rappelle ici la notion de voisinage adapté
(Ciarlet-Rabier[1980], Rao[1989]).

Dans toute la suite, on supposera que l'intervalle I, est borné et on pose :

0L, =1,/ I,.

Définition 2.7.1 On dira que le voisinage W; x I3 x Iy = Iii x I3 x I est
adapié, si pour tout couple (u,8) € I3 x I, I’équation (E, 5) ne posséde aucune
solution dans l’ensemble I; ; x O8I,.

Il faut remarquer que cette propriété persiste si on restreint de facon arbitraire
les intervalles I; 1,15 et 4. :

Soit (u,6) un couple donné dans I3 x Iy, on sait d’aprés I’étude précédente
que I’équation é(e,p) = é admet exactement une, deux ou trois solutions dans
I,. On note €}(y,6) pour (j = 1,2,3) ces solutions et on leur fait correspondre
les A7(u,9) pour (j = 1,2, 3) définis par :

’\;(N, 6) = 5‘(5;(/“’6)7 ), 7=12,3. .

Les couples (Aj(u, 6), €5(p, 6)) sont des solutions e-singuliéres de I’équation (E,,5)
dans 'ouvert W;.

Etant donné un couple (y,6) € I3 x Iy, nous allons dans les paragraphes qui
vont suivre déterminer pour chaque A € I ;, le nombre de solutions de ’équation
(E,,s) dans I,. Pour ce faire, on ordonne les Aj(#,6) de la fagon suivante :

’\:'(l)(/l, 6) < A;(2)(#76) < ’\;(3)(#’6),

ou o est une permutaion sur ’ensemble {1,2,3}.



Pour (,8) € Iy x Iy et X € I ;, tel que X # Aj(p,6), on pose :
S(’\a/-‘aé) = {5 € I ; (X e, /"56) = 0}

On peut remarquer que si le voisinage W; x I3 x I4 est adapté, alors 'ensemble
S(\, p,8) vérifie la propriété suivante : pour tout A € I;; et pour tout couple
(p,98) € Iy x Iy, Uensemble S(A, i, 6) est fini. En effet, il est aussi égal & ’ensemble
{e € I ; 7i(\ €, u,8) = 0}, ce qui entraine qu’il est compact car I est borné.
D’autre part, si A # Aj(g,6) pour (j = 1,2,3), on aura : 9:7i(A, &, 4,6) # 0 et
dans ce cas, grace au théoréme de I'inversion locale, on peut dire que ’ensemble
S(A, p,6) est discret.

On peut donc parler du cardinal de cet ensemble que I'on notera : CardS(A,, §).

Pour un couple (u,6) € I3 x I4, on on pose :

IDi(p, 6) = {A € Ii 5 A < A5y, 8)},
Ik, 6) = {A € Li 5 A> A5y (. 6)}-

Lemme 2.7.2 Les fonctions Aj(.,.) et €5(.,.) (pour j =1,2,3) sont continues
en (0,0).

Démonstration : En effet, si on prend une suite (gn,6,) € I3 X Iy, telle que

Lim pn=0,  Lim &, =0.

n—-+oco n——+0o
On a par définition de la fonction &(.,.) :

5(6;(#7"6")’ /“Ln) = 611-

L’intervalle I3 étant borné et e;(pn,b'n) € I3 on peut donc en extraire une sous-
suite £5(n,6n) qui converge vers €. Cette sous-suite vérifie aussi :

g(g;(ﬂn’ 511), #n) = bn.
En passant 2 la limite dans cette égalité, la fonction é(.) étant continue, on obtient
6(e5,0) =0.

Or, la fonction € — é(e,0) est strictement monotone sur I, et 6(0,0) = 0. Ceci
qui entraine que :
e; =0, pour j =1,2,3.

On a donc :
Lim e;(pn,én) =0,
n—-00

ce qui prouve que la fonction €3(.,.) est continue en (0,0) (pour j =1,2,3).
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D’autre part, on sait que les A}(#,6) sont définis par :

Xj(1,8) = Aej (1, 6),m),  §=1,2,3.

Leur continuité ce déduit de celle des fonctions €5(-.) et AG,.).

(u]

Lemme 2.7.3 Si le voisinage W; x I x I est adapté alors, quitte ¢ restreindre
Uouvert I3 x Iy, on aura : le Card S(), i, 6) est indépendant de Ap,b6)e; x Iy
tel que (p1,8) € Iy x Iy et A € Iy ((u,6) (resp. A € Iifi(u, 8)).

Démonstration :

Soit (¢, 6) un couple fixé dans I3 x I;. Nous allons montrer que Card Sy, 6)
est localement constant pour \g € I :(p,6). On pose : k = Card S(Ao, 1, 6).

On sait par construction de IT (1, 6) que Ao # A3(p,8) ce qui entraine que :
O:Ti( Ao, €, 4, 6) # 0 et le théoréme des fonctions implicites, nous permet d’affirmer
que :

o
-

Card S(X', p,6) > Card S(Xo, p, 6),

pour tout A’ voisin de Ag.
Supposons que cette inégalité est stricte ce qui veut dire qu’il existe une suite
(A% )neIN qui converge vers g et telle que :

Card S(X},, p,8) > Card S(Xo, i,6) + 1.
On a donc (k + 1) suites de I, notées ¢, 1 < j <k +1, qui vérifient :

(AL, e, p,6) =0, 1<j<k+1,

. (2.7.1)
eh#en,  pourj#L
Quitte & en extraire des sous-suites, on peut supposer que les suites €, convergent
vers des limites que I’on note : ¢/ € I, et par continuité de Papplication 7;, ces
limites vérifient : .
Ti(Xo,€7,1,6) =0

Or, nous avons supposé que I'ouvert W; x I x I est adapté, ce qui entraine que
g’ € I; et donc &’ € S(Ao,u,9). .
Supposons qu'il existe deux indices j et /, tels que: &/ =¢! =€, 0n a:

Ti(/\o,eo, M,y (5) = 0.

Par le théoréme des fonctions implicites, on conclut que les solutions de cette
équation sont données par une fontion &(.) :

£ :Il,i — Iz



Alors, pour un n assez grand, on aura :
I —&(\ )= {
sn - 6( n) — en’

ce qui contredit alors (2.7.1)
Nous avons donc & # ¢!,  pour j # I, ce qui entraine que :

Card S(Xo,u,6) 2 k + 1,

ce qui est contradiction avec Card S(\o,p,6) = k. Ainsi Card S(A, p,6) est
indépendant de A € I (¢, 6).
Un raisopnement identique prouve le méme résultat pour A dans I. i*' A, 6).

O

Lemme 2.7.4 Si =0 et si le voisinage W; X Iy est adapté alors, on aura :

Card 8(),0,8) =3, pour X € I;(0,6)(i.e. A> Xy),
Card §(2,0,8) =1, pour A € I ;(0,8)(i.e. A < Ay).

Démonstration :
Soit 6 € Iy et A € I ,(0,6), on a d’aprés le lemme 2.7.3 :

Card §(),0,68) = Card S(X',0,0), (2.7.2)

pour tout A’ € I7;(0,6) (dans ce cas, c’est équivalent & dire que A < A;).
Or, on sait d’aprés le théoréme 1.9.3 que les couples (X', 0) sont les seules solutions
de ’équation (Eg ) dans l'ouvert W;, lorsqu’on se restreint aux valeurs A’ < A;
et voisine de );. Ce qui entraine que : S(X\',0,0) = {0} pour tout ' < A; dans
I ; et donc :

Card §()\',0,0) = 1.

La relation (2.7.2) entraine :
Card §(A,0,6) =1, Véely, Viel;(0,6)
De la méme fagon, on montre que :
Card §(),0,68) = Card S()',0,0), (2.7.3)

pour tout A € If: ;(0,6) (dans ce cas c’est équivalent & dire que A > A;). On se
contente ici des A’ qui sont voisins de .

D’aprés le théoréme 1.9.3 ’ensemble des solutions de 1’équation (Eq ) est formé
au voisinage du point (A;,0) par deux courbes de classe C* transverses et que
I’équation : 7:(A\',€,0,0) = 0, admet pour A’ > A; en plus de la solution € = 0
deux autres solutions. On a donc :

Card S(\,0,0) = 3.
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La relation (2.7.3) donne :

Card S(X',0,6) =3, Vée€IL, VAeI(0,6).

Lemme 2.7.5 Si le voisinage W; x I3 x I, est adapté alors, pour tout couple.
(p,6) € I3 x Iy, on aura :

Card S(A\, p,8) =3, pour X € I;':i(p, 6),
Card S(A, p,6) =1, pour X € I (p,6).

r
-

Démonstration :
Nous savons grace au lemme 2.7.3 que :

Card S(\,p,8) = Card S(X,0,8),

pour tout A < A7 ;y(p,6) et tout X' < A%,4(0,6).
Or, d’aprés le lemme?2.7.4 , nous avons :

Card S(N',0,6) =1, pour tout A’ < A7 1(0,6),
ce qui entraine alors, que :

Card S(A, u,6) =1, pour tout A < A7(p,9).
Nous obtenons de la méme facon :

Card S(A, p,6) = 3, pour A € IT;(p,9).
a

Lemme 2.7.6 S5: le voisinage W; x I3 x Iy est adapté alors, pour tout
(A, p,6) € W; x I3 x I, Uéquation

Ti(’\a Ky 5) =0, (274)

. posséde au plus trois solutions .

Démonstration :

Soit (p1,6) € Iy x I4. Si A # Aj(u, 6) alors, le lemme 2.7.5 donne le résultat. S’il
existe j € {1,2,3} tel que A = Aj(y,6) alors si €5(p) = en(p) , I'équation (2.7.4)
aura une solution unique (cf. cas (2) ) et si es(p) # en(p), on aura au plus trois
solutions (cf. Cas(1)).

On pouvait obtenir ce résultat en remarquant que :

82..7:(2:,0,0,0) = —6a(C(¢;), 4:) <0



et en supposant que par continuité, cette inégalité va rester vraie sur W; x I3 X I4.
Or si on suppose que I’équation (2.7.4) a au moins 4 solutions, le théoréme de
Rolle appliqué trois fois nous donne ’existence d’un &g € I telle que :

ageeTi(A’ €0, Ky 6) =0,
ce qui entraine une contradiction.

O

Nous pouvons désormais, grace aux résultats pécédents, déterminer pour un
couple (g, 8) € I x I, 'ensemble des solutions de ’équation (E,,s) dans 'ouvert
Wi;. ¢ .
On aura, ce qui était prévu par la théorie de Golubitsky et Schaffer[1978] cing
cas a distinguer.

(1) 6 compris entre & () et ép(p) :

L’équation & = é(e, §) admet, dans ce cas, trois solutions :

e1(1,6) < ep(p) < e3(p, 6) < enlp) < €3(u,96),

on leur associe :
’\;(l‘va) = ;\(63([1,5), ) 7=12,3,

La fonction A — A(), ) est strictement croissante pour € < ex(x) ce qui entraine

- que
ALk, 6) < A3(p,6).

&9

£(18)

€019

>

M Aa0d) Ajd)

Figure 16 & compris entre é5(1) et 6n(p)
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Comme les seules solutions e-singuliéres de ’équation (E, s) dans I'ouvert W;
sont les points (A}(, §),€5(x, 6), on montre en utilisant le théoréme des fonctions
implicites que l’ensemble des solutions de ’équation (E, s5) dans 'ouvert W; est
constitué de deux courbes disjointes de classe C* (cf. fig 16)

(2) 8 =28s(n) (eoln) # en(n))

L’équation § = é(¢,§) admet deux solutions. L'un des points correspondants
a ces solutions; (A;(g),€; (1)) est un point de retournement ayant lieu & droite et
Pautre (As(p),e5(p)) est un point de bifurcation subcritique. Elles sont les seules
solutions ¢-singuliéres de I’équation (E, 5) dans I'ouvert W;.

&(W)

& (1) ' |

I
!
|
l

- >
MA@ As(0) A

Figure 17 6 = by(u) ( es(p) # en(p))

Comme e;(p) # €5(2), et on aura (voir le point (iii) du Cas 1 de la section 2.6) :
Ap (1) < Ap(p).

L’ensemble des solutions de I’équation (E, s) dans 'ouvert W; aura I’allure de la
figure fig 17

(3) 6= 8() (es(n) =enlp)) :

L’équation § = é(¢,§) admet une seule solution correspondant & un point de
bifurcation. De plus, elle est la seule solution e-singuliére de 1’équation (E, )
dans 'ouvert W;.

L’ensemble des solutions de I’équation (E, 5) dans 'ouvert W; est formé de deux
courbes de classe C, il aura l’allure de la figure fig 18

(4) ¢ a Pexterieur de é;(p) et 65(u) :



&(p)

Ao(w) A

Figure 18 6 =6y(1) ( es(p) = en(n))

aw + — -
s |

>
MW A A

Figure 19 6 a 'exterieur de 65(x) et 6n(p)

L’équation § = é(¢,§) admet une seule solution correspondant & un point de
retournement ayant lieu & droite. De plus, elle est la seule solution e-singuliére de
I’équation (E, s) dans 'ouvert W;. L’ensemble des solutions de I’équation (E, s)
dans l'ouvert W; aura l’allure de la fig 19
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(3) 6 = 6n(p) ( es(p) #en(n)) :

L’équation 6§ = é(e,6) admet deux solutions. L’un des points correspondants
(A (p,8),€5(1,6)) est un point de retournement ayant lieu & droite et lautre
(An(@,6),€n(p,6)) est un point d’hystérésis. Ce sont les seules solutions e-
singuliéres de ’équation (E, s) dans I'ouvert W;.

aw|— — T —
so|— — - —

.

Figure 20 6 = 6n(p) ( es(p) # en(p))

Nous savons que la premiére composante d’un couple (A(g,8),e(y,8)) qui est
solution ¢-singuliére de 1'équation (E, s) vérifie :

A#,8) = Ae(m,6), 1)

Or la fon ction A(., 4) est strictement convexe et atteint son minimum A = As(u)
au point €x(p). On a donc : Aj(p,6) < Ap(y,d) et cette inégalité est stricte car
enlu) # &3 (1)- R

Le théoréme des fonctions implicites nous permet de dire que I’ensemble des
solutions de I'équation (E, s) dans 'ouvert W; est constitué de deux courbes
disjointes de classe C* (cf. fig 20)

2. 7. 1. f Mise en ceuvre de cette classification :

La connaissance des deux fonctions 8;(.) et éx(.), nous permet de partitionner
le plan (y, é) (au voisinage de (0,0)) en cinq régions (cf. figure fig 21).
Etant donné un couple (1o, o) € I3 x Iy, on commence par déterminer dans quelle
région il se situe et le numéro de celle-ci nous donne I’ensemble des solutions
(parmi les cinq cités précédement ) qui lui correspond.
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B

o)
Figure 21 partition du plan (g, §)

Remarque 2.7.7 Les deuz courbes 6p(.) et 6n(.) s’intersectent pour u = 0
et on vérifie aisement qu’elles ont toutes les deuz une tangente horizontale en
ce point. Elles peuvent se couper pour d’autres valeurs de p. Aprés de trés longs
calculs, on montre que :

5bm(0) 75 5hm(0)‘
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2. 8. Retour au probléme initial :

Nous avons montré que ’application Z; est une immersion en (0,0,0,0) et
qu’elle réalise une bijection entre les solutions (resp. e-singuliéres) de 1’équation
(Ey.,s) et les solutions (resp. u-singuliéres) de (&,,s5). ,

Les résultats des paragraphes précédents concernant ’équation (E, s) vont se
transposer & 1’équation (&, sEf). Plus précisement, 'ensemble des solutions de
I'équation (Ey) dans W; est I'image par 1'application Z; ,5 de celui de I’équation
(Ey,s) dans 'ouvert W;.

Remarque 2.8.1 Dans cette étude, nous avons supposé que IF = p2IF, ce
qui nous a permis d’avoir la condition :

o

-

957:(0,0,0,0) # O,

On peut se passer de cette hypothése en introduisant un nouveau paraméire A,
qui va jouer le réle de § dans notre étude, et en résolvant le probléme suivant :

Ti(/\, e, p6)+A=0.

On est ainsi ramené & chercher une partition de Uespace IR* X IR des paramétres de
perturbation ((u,6),A) au voisinage de ((0,0),0). La partition de Uespace (p,9)
correspond alors & intersection de cette derniére avec le plan A = 0.

Remarque 2.8.2 Tous les résultats ont été obtenus sous la condition :

(Fa¢i) ?é 03

on peut l’éviter de la maniére suivante : au lieu de fizer la direction de IF et de
considérer § comme un facteur de charge dans cette direction, on décompose IF

sur N; et Nt
IF=6¢; +v, v € N7t

L’aplliction 7; est alors définie par :
A _
Ti(A’ & U, 6) = (1 - :\_)5 + (20[ - VA)[Lz (L0[€¢i + ‘U,’(A,ﬁ, K, 5)]') ¢z)

+ 3aﬂ<Q[€¢t + vi()H €, Uy 5)]7 ¢z) + Q(C[€¢i + 'l)i(A, &, K, 6)]7 ¢z>
+ %Vﬂa’(e’ ¢2> -6



2. 9. Résultats numeériques :

Nous avons montré aux sections précédentes, comment on pouvait, étant donné
un couple (u,6) de parameétres de perturbation, déterminer sans ambiguité, le
diagramme correspondant parmi les cing prévus par la théorie de Golubitsky et
Shaffer[1979].

Nous allons mettre numériquement en évidence ces différents diagrammes.
Un phénomeéne similaire a été observé Paumier-Rao[1989] pour les équations de
Marguere Von Karmdén. Ils utilisent la théorie de la perturbation des bifurcations
des plaques de Von Kérman. Ce travail a été suivi par la construction d’un code
de calcul qui permet de tracer les courbes solutions.

On peut citer ici les travaux de Bauer et Reiss[1965] sur ’étude numérique du
flambage des plaques rectangulaires par différences finies et de S.Kesavan[1979]
qui, en appliqant la méthode de Kikuchi aux équations de Von Karman, a proposé
une méthode itérative d’éléments finis qui donne des approximations des solutions
de norme "petite” qui bifurquent a partir de la branche triviale, au voisinage d’une
valeur propre simple.

Nous avons choisi de résoudre ’équation différences finies.

Néamoins, la résolution de ce probléme par une méthode d’éléments finis et
surtout le calcul des estimations d’erreur en suivant la méme démarche que
dans Paumier-Rao[1989] ou Kesavan[1979], ne semble pas poser de problémes
particuliers.

2. 9. 1. Probleme approché :

On subdivise l'intervalle [0, L] en N + 1 points équidistants s;.
On pose h = £, s; = i.h, ui = u(si) et soit U* le vecteur de RM! de
composantes u;, pour 1 <: < N —1.

Pour approcher la dérivée quatrieme au point s;, on utilise un schéma de
différences finies centré a cinq points et pour la dérivée seconde, un schéma centré
a trois points ce qui donne :

Ui—2 — 4u;—1 + 6u; —4up1 + u;

u(4)(3i) — =2 i-1+ h4z 141 142 + O(h2),
Uiy — 2;;) + Uiy +0(h?)

Pour traiter les conditions aux limites, nous avons introduit deux pointsfictifs
s—1 et sn4+1 avec les conditions u(s—1) = u(s1) et u(sn4+1) = u(sn-1).

Nous sommes donc amenés a résoudre un systéme algébrique non linéaire de
N — 1 équations & N — 1 inconnues, dépendant d’un parameétre A que 1’on peut
mettre sous la forme :

u'(s;) =

FO\ UM =0, (E)

Pour calculer les branches de solutions de ’équation (E), on utilise une
méthode de cheminement. Celle que nous avons retenue est celle d’Allgower-
Georg[1990]. Partant d’un point régulier de la branche de solutions, que I’on veut
déterminer, on calcule un voisin en deux étapes; une prédiction d’Euler et une
correction de type Newton pour se remettre sur la courbe. Elle est basée sur le
calcul de l'inverse de Moore-Penrose de la jacobienne de F.
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Pour le calcul de I'inverse de Moore-Penrose de la jacobienne, nous utilisons une
décomposition QR de celle-ci. Cette décomposition, colteuse en général mais qui
se simplifie dans le cas de matrices creuses, a I’avantage de permettre de détecter
treés facilement les points de bifurcation simples, comme c’est le cas dans notre
probléme.

En présence d’un point de bifurcation, on peut soit continuer sur la méme
branche, soit passer sur une nouvelle en perturbant 1’équation.

2. 9. 2. Tests numériques :

Dans tous les tests, la longueur du cylindre est fixée & L=1 et son épaisseur &
e= -2%. L’étude est faite au voisinage de la plus petite des valeurs caractéristiques
de 'opérateur T' qui est donnée par :

Le nombre de subdivisions est fixé & N=30.
Les diagramme de bifurcation sont tracés dans le plan (u(L/2),A). |

On commence par le cas particulier p = é = 0 (le cas g = 0 n’est pas physique
car il correspond & un cylindre de rayon R = 400 mais il permet d’initialiser
Pétude). On sait alors que u = 0 est une branche de solution. On part du point
A = 0,u = 0 et on chemine dans le sens des A > 0. Un point de bifurcation est
détecté entre A = 38.1 et A = 38.4 pour un pas de cheminement égal a : 0.2.

1
uts)

viL/s2)
o
4
pu

Aot b ag e st d e e e taaal e tenaatia ity -8 f SNV NS N SN T TSRUUE N SIS SR SR S SN S L
2 5 1@ 15 28 25 3B 35 4@ 45 S8 S5 6@ 65 [ R .2 -3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.8

A

Figure 22 Diagramme de bifurcation pour g = § = 0 Figure 23 Déplacements U et U1 pour u = 6 =

On obtient le diagramme de bifurcation de la fig 23
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Dans la série de tests numériques qui suivent, on a fixé u = 0.25 (i.e. R = 4).
Dans chaque cas, on donne le diagramme de bifurcation au voisinagede A,
le déplacement normal U et axial Ul ainsi que la position du cylindre pour

différentes valeurs de ).

u(s)
0
>
¥

i
Ui=(S)

3.8

Figure 24 Déplacements U et U1 pour p =0.25, § =0

25
F

28

uiLs2)

aalaeaal

Al

PR NI STV N SE 0 SO AN SO (YOS NS S SN0 WO NS W S N

20 28 3@ 32 34 36 B 48 42 44 46 48 S50 52 54 S6
A

25 Diagramme de bifurcation pour g = 0.25, § =0

Figure 26 Cylindre déformé (1) ou (3)
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Figure 27 Cylindre déformé (2) Figure 28 Cylindre déformé (4)
Pour 6 = 0, nous avons obtenu le diagramme du type (2) de la fig 26

U1=(S)

-.087

Figure 29 Déplacements U et U1 pour g = 0.25, § = —0.19
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A

Figure 30 Diagramme de bifurcation pour g = 0.25, § = —0.19 Figure 31 Cylindre déformé (1) ou (5)

Figure 32 Cylindre déformé (2) Figure 33 Cylindre déformé (4)
Pour § = —0.19, nous avons obtenu le diagramme du type (5) de la fig 31
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uts)
Ut=(s)

Figure 3¢ Déplacements U et Ul pour p = 0.25, § = —0.8
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Figure 35 Diagramme de bifurcation pour p=0.25 6 =-0.8 Figure 36 Cylindre déformé (1) ou (4)



Figure 37 Cylindre déformé (3) Figure 38 Cylindre déformé (5)
Pour § = —0.8, nous avons obtenu le diagramme du type (1) de la fig 36, on est
sur la courbe 6;(.) ou du moins trés prés de celle-ci.

-1.8
35.8 35.5 36.8 36.5 37.2 37.5 38.9 38.5 39.2 39.5 42.8 42.5 41.8 41.5
A

Figure 39 Diagramme de bifurcation pour g = 0.25, § = —0.1745

Pour § = —0.1745, nous avons obtenu le diagramme du type (4) de la fig 39, on
est trés prés de a courbe 6(.).

Remarque 2.9.1 Les valeurs de 6 pour lesquelles nous avons é3(p) = 6 (ics
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6 = —0.1745) et 6x(p) = 6 (ici 6 = —0.8) ont été obtenues par une méthode de
dichotomie "visuelle ”. Un probléme irés intéressant d résoudre serait de calculer

les deuz courbes 6p(.) et 6n(.) en appliquant une méthode de cheminement auz
deuz systémes (E7°) et (E}°) les définissant.
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