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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons au comportement asymptotique des distribu-
tions de cofits associés a des algorithmes d’Euclide de la classe rapide. Nous commengons
dans un premier chapitre par des rappels sur les propriétés dynamiques des systémes eucli-
diens et introduisons la propriété de moments forts pour les cotits additifs non-réseau. Nous
établissons ensuite la condition de cotit fortement diophantien et montrons sa généricité.
Dans le deuxiéme chapitre, nous analysons, en adaptant des techniques de Dolgopyat-
Melbourne, des perturbations d’opérateurs de transfert associés a des applications de la
bonne classe. Ces résultats sont utilisés dans le troisiéme chapitre pour obtenir des esti-
mations sur la fonction génératrice des moments ot nous montrons sa quasi-décroissance
exponentielle.

Le dernier chapitre est consacré aux démonstrations de théorémes de la limite locale.
Le premier théoréme est sans vitesse de convergence et concerne tous les cotits non-réseau
ayant des moments forts a ’ordre trois. La condition diophantienne nous permet ensuite
d’établir un théoréme de la limite locale avec controle de la vitesse de convergence. Pour
des observables suffisament réguliéres, nous obtenons une vitesse de convergence optimale.

Mots-clés : Systeme dynamique de l'intervalle, opérateur de transfert, analyse spec-
trale, série génératrice, probabilité discréte.

Abstract

In this thesis, we study the asymptotic behaviour of distributions of the total cost
associated to euclidian fast algorithms. In the first chapter, we recall some dynamical
properties of euclidian systems and introduce the property of strong moments for an
additive non-lattice cost function. We establish then the strong diophantine cost property
and prove its genericity. In the second chapter, using Dolgopyat-Melbourne techniques,
we analyse perturbations of a tranfer operator associated to transformations of the good
class. These results are used in the third chapter where we get estimations for the moment
generating function and obtain that it is quasi-exponentially decreasing.

The last chapter is devoted to proving local limit theorems. The first theorem is without
speed of convegence and relates all costs having strong moments up to order three. The
diophantine condition enables us to establish a local limit theorem with control of the
speed of convergence. For smooth enough observables we attain the optimal speed.

Keywords : Dynamical system of the interval, transfer operator, spectral analysis,
generating series, discrete probability.
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Introduction

Le sujet de cette thése se situe dans le cadre de I’étude, a travers les systémes dy-

namiques de l'intervalle, des algorithmes arithmétiques et en particulier des algorithmes
d’Euclide.

La version standard de l’algorithme d’Euclide est apparue vers 300 avant JC et a
préservé jusqu’a nos jours son importance. Elle intervient dans la plupart des calculs
qu’effectuent les ordinateurs sur les entiers comme dans la cryptographie a clé publique
ou le calcul de l'inverse modulaire. Ceci explique l'intérét que - de Delagny en 1733
[42] a Hensley en 1994 - de nombreux mathématiciens ont donné & I'étude du nombre
d’itérations qu’effectue cet algorithme avant de s’arréter. Ils ont pour cela fait intervenir
diverses branches des mathématiques comme la combinatoire, les méthodes probabilistes
et I'analyse fonctionnelle. Cependant, de nombreuses questions sur le comportement et
Iefficacité de ’algorithme restent ouvertes.

Comme dans I’étude du nombre d’itérations, les questions ouvertes sur les différents
parameétres qu’engendrent l'algorithme se traduisent souvent en terme de variables aléa-
toires appelées fonctions de codt. Pour une étude probabiliste de ces fonctions de cofit,
la méthode classique en analyse d’algorithme, a savoir la combinatoire analytique repose,
en général, sur I'étude des séries génératrices de ces fonctions qui constituent I'outil de
base. Le lien étroit qui existe entre les séries génératrices et les fonctions caractéristiques
des paramétres méne a une extraction des coefficients de ces séries. C’est en particulier,
I’étude des singularités dominantes des séries génératrices qui permet de caractériser le
comportement asymptotique moyen de l'algorithme. En revanche, I'analyse des lois li-
mites des fonctions cotit méne a les associer aux séries génératrices de Lévy et nécessite
des informations précises et difficiles a obtenir, ce qui rend I'analyse en distribution plus
délicate.

L’efficacité ou complexité de ’algorithme étant fortement liée a son évolution dans le
temps, il est alors naturel de considérer un algorithme et ses données comme un systéme
dynamique. R.P. Brent et D. Hensley ont été les précurseurs de cette approche qui a
ensuite été développée et formalisée par B.Vallée dans une série d’articles (voir [39] par
exemple). Cette modélisation a permis a B. Vallée de classifier les algorithmes en deux
classes principales : la classe des algorithmes rapides, ot le nombre d’itération est en
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moyenne de l'ordre de log N et la classe des algorithmes lents ol la complexité est en
moyenne de 'ordre de log? N et de pouvoir manipuler ainsi des outils puissants qu’offre
I’approche dynamique, comme ’analyse des opérateurs de transfert qui remplace ’étude
des séries génératrices et deviennent des opérateurs générateurs. Les systémes dynamiques
associés aux algorithmes d’Euclide sont donnés par des transformations de I'intervalle sur
des partitions qui peuvent étre finies ou infinies, markoviennes ou non. Les systémes
associés a la classe rapide admettent une mesure invariante finie absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Cette approche dynamique s’applique également aux algorithmes du texte ou on
pourra par exemple se rapporter aux travaux de J.Bourdon et B.Vallée [4].

Le travail développé dans cette thése concerne la classe rapide qui contient les al-
gorithmes euclidiens Standard (G), Centré (K) et Impair (O) que nous allons & présent
décrire.

Pour (p,q) € N? avec p > ¢, la division euclidienne classique donne une unique paire
(m,r) € N? telle que

p=mqg+r, m>1 et r<gq.

L’algorithme d’Euclide standard est une succession de divisions euclidiennes classiques
et d’échanges qui se terminent avec un reste nul. Ainsi un algorithme effectuant P divisions
est de la forme

(po, 1) = (p,q),

Di = Mip1Piy1 + Pige, Vi>1 avec myp1 > 1 et pio < piy < pis

et s’arréte lorsque pp = 0 ot P := P(p, q) est le nombre d’étapes et pged(p, q) = pp_1.

Les algorithmes centré et impair sont obtenus en imposant des restrictions sur les
quotients et les restes partiels. Ainsi l'algorithme centré est obtenu en imposant au reste
d’étre inférieur a la moitié du diviseur alors que pour l'algorithme impair s’obtient en
imposant au quotient d’étre impair (voir le chapitre 1 pour plus de détails).

Dans les trois cas, algorithme, appliqué a une entrée (p, ¢) de 'ensemble Q= {(p,q) €
N2 : p > ¢}, engendre une suite d’entiers m; := m;(p, q), qui forment la suite des déno-
minateurs dans un développement en fractions continues du rationnel g/p.

Considérons maintenant, pour tout entier N € N, ’ensemble

QN = {(p7q) EQ apSN}a

muni de la probabilité uniforme Py.



Nous appelons une fonction codt toute fonction non nulle ¢ : Z; — R. Etant donnée

une telle fonction, nous associons a ’ensemble €2y la variable aléatoire suivante, appelée
cott total :

P(p,q)
Clp,q) = Y clmilp, q)). (0.1)
i=1
Notons que, lorsque la fonction cotit est constante de valeur 1, la variable C(p, q) est
égale au nombre d’étapes P(p, q).

Lespérance -, vca. Py(p,q)C(p,q) du coiit total C(-,-) sera notée Ey(C) et sa
variance sera notée Vy (C) = Ey(C?) — (Ex(C))2.

Historique des résultats

Au 18eéme siécle G. Lamé |28, page. 343| montre que le nombre d’itérations effectuées
par l'algorithme standard ne peut excéder la taille des entrées. Par des méthodes ana-
lytiques, Heilbronn [23] montre que le nombre d’étapes dans l'algorithme standard pour
une entrée (p,q) € Qn est proche de (121log2/7?)log N, précisant ainsi le résultat de G.
Lamé. Simultanément et séparément en 1970, J.D. Dixon [15] étudie 'algorithme stan-
dard et montre que pour ¢ = 1, il existe, pour tout £ > 0, une constante Cy > 0 telle que
I'inégalité

|C(p,q) — (127 *log 2) log N| < (log N)"/?*¢ (0.2)

soit vérifiée pour toute paire (p,q) € Qy sauf pour un nombre de paires égal au plus
a N%exp [— Co(log N)E/Q}. Puis, dans [16], il montre que la proportion des paires (p, q)
telles que 1 < g < p < N et que

0.5logp < C(p,q) < 2.08(logp+ 1)

tend vers 1 lorsque N — 0.

Les premiers théorémes limites concernant la variable aléatoire C'(+,-) ont été obtenus
par Hensley [24] en 1994. Il a montré que, pour l'algorithme standard, la distribution du
colit total associée a la fonction colt ¢ = 1 suit une loi gaussienne dont la vitesse de
convergence est de I'ordre de 1/(log N)/?*. Il a donné un théoréme de la limite locale
de méme vitesse de convergence. Sa méthode repose sur I’étude de la famille de mesures
discrétes sur R : pour tous P € N*, s € C et t € [0,1] on pose :

Ve Z 6(log [ <m> (14 {m*}t)])

<m>* (1 4+ {m*}t)

)

meNP
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ou < m > est le dénominateur de la fraction continue ayant pour suite de quotients
partiels m = (mq,---,mp), {m*} est la fraction continue associée a la suite m* :=
(mp,mp_1,---,mq) et 6(y) est la mesure de Dirac en y € R. L’étude de cette famille de
mesures est faite a travers une analyse du spectre de I'opérateur de Gauss-Kuzmin-Wirsing

n+t

(Ho)(0) =3 0t t>8f(#),

n=1

défini sur un espace de Hilbert de fonctions sur [0, 1] approprié, ou s est un paramétre
complexe. A travers une analyse de Fourier et le théoréme de Berry-Esséen, Hensley trans-
forme les résultats spectraux de l'opérateur H,/, en des estimations sur vp,,. Enfin, en
considérant (0.1) comme ’analogue d’une somme de log N variables aléatoires indépen-
dantes, les théorémes taubériens interviennent pour estimer les séries génératrices de Lévy
de la variable C(+,-) et donner ensuite les théorémes limites.

Hensley a montré également que I'espérance de C(-, -) est proche de (12log2/7*)log N
et que la variance est proche de C'log N ot C est une constante dépendant de la dérivée
seconde de la valeur propre maximale de 'opérateur H, 5.

On ne sait pas si cette méthode permet d’étendre ces résultats a des cotits ¢ # 1.
Par ailleurs, vue l'analogie avec la somme de log N variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées [20], et le résultat de Heilbronn cité ci-dessus, on pourrait
s’attendre a que la vitesse optimale dans les théorémes limites soit de I'ordre de 1/4/log N.

Le développement en fractions continues d’'une entrée réelle = €]0, 1] donne une suite
infinie (m;(z)) de quotients partiels. On a

(0.3)

mn+...

On définit le coiit total de la trajectoire de = tronquée en n par

min(n,P(z))

Calz):= ) clmy(x)),

j=1

ou P(z) = oo si x est irrationnel et P(x) est le nombre d’étapes si z = ¢/p est rationnel :
dans ce dernier cas, on a m; = 0 pour tout ¢ > P(x) et la suite finie (my,---,mp)
correspond a celle engendrée par ’exécution de ’algorithme d’Euclide standard sur I'entrée

(p, q)-



Le développement en fractions continues (0.3) est associé a 'application de Gauss Tg
(voir le Chapitre 1) dont la trajectoire Tg(x) = (x, Tgx, T3z, - ,T§z,---) d'un point
x €]0, 1] est reliée a la suite (m;(z)) a travers la relation

m;(x) == mg(Ty '(z)) ou mg(x) = la partie enticre de 1/z.

Si I'on note fi ¢ la densité de la mesure invariante de Ty qui est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue et si la fonction cotit, qui dans ce cas joue le role
d’observable en physique, vérifie la condition d’intégrabilité :

Ae) = / e(m(y)) fro(y)dy < oo,

les moyennes de Birkhoff C,,(z)/n convergent vers fi(c) pour presque tout z €0,1] au
sens de la mesure de Lebesgue. L’étude de la distribution de C,,(-) est relativement aisée
puisque 'opérateur de transfert

H, Z explwc(h)] - |W|- foh, avecw € C,
heH

est relié a la fonction génératrice des moments w — Ey[exp(wC,,) par la formule

Ex[exp(wC,,) /H

La décomposition spectrale de I'opérateur H, ,, et la convexité de la pression per-
mettent d’appliquer directement le théoréme de quasi-puissance de Hwang [25, 26]. Ceci
permet a Baladi et Vallée de donner une autre démonstration [3] du résultat déja connu
de A.Broise [10] qui, dans un cadre plus général que celui des systémes euclidiens, a d’une
part montré que la distribution de C,,/y/n est asymptotiquement gaussienne avec une
vitesse de convergence optimale et, d’autre part, a prouvé un théoréme local limite sans
vitesse de convergence.

Dans un cadre géométrique, Guivarc’h et Le Jan [21], relient les fractions continues
pour une entrée réelle, aux flots géodésiques sur des surfaces modulaires et utilisent un

argument de trou spectral a la Nagaev d'un opérateur de transfert du méme type que
H, ..

Rappelons maintenant que 'exécution d’un algorithme d’Euclide a une entrée (p, q)
correspond & un développement fini en fraction continue du rationnel z = ¢/p. On est donc
dans un cadre discret et la trajectoire rationnelle associée 7 (x) est finie et le paramétre n
de la somme C,,(z) n’est plus le degré de troncation, il représente ici le nombre d’étapes
P(p, q). Dans ce cas, I'opérateur de transfert n’apparait plus directement dans la formule
de la série génératrice des moments de C(-, +). Ceci rend ’étude des trajectoires rationnelles
plus complexe.
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En s’inspirant des travaux de Hensley et A.Broise, B.Vallée a trouvé une fagon élé-
gante de relier des perturbations de 'opérateur de transfert a la série génératrice des
moments de C(-,-). Grace a cette méthode, elle a généralisé les résultats de Hensley aux
algorithmes centré et impair pour des fonctions cotit vérifiant une hypothése de crois-
sance modérée (voir remarque 1.7). Plus précisément, elle montre [41] que, pour chacun
des algorithmes G, K, O, et pour tout cotit ¢ & croissance modérée il existe une constante
p(c) > 0 s’exprimant en fonction de l'entropie du systéme dynamique associé telle que

!
N log N

— ). (0.4)

Une formule similaire pour la variance a été obtenue par Baladi et Vallée dans [3] : si le
colit ¢ est & croissance modérée, il existe 6(c) € RY, s’exprimant en fonction des dérivées
partielles de I'entropie du systéme, tel que

: VN(C) 2
Jim Tog N = (0(c))". (0.5)

L’article [3] contient également le théoréme de la limite centrale |3, Theorem 3| suivant :
Pour tout cott ¢ & croissance modérée, il existe M;(c) > 1 tel que, pour tout entier N > 1
et tout y € R :

5 (Clp.q) — plc)log N LY ey o M)
PN( 5(c)y/Iog N Sy) N d'gm' (0:6)

L’argument du point col utilisé dans la preuve du théoréeme ci-dessus montre que
la vitesse de convergence (log N)~'/2 ne peut étre améliorée, ce qui est bien la vitesse
de convergence optimale donnée par I'analogie avec le théoréme central limite pour une
somme de variables aléatoires i.i.d.

Afin d’obtenir (0.6), de nouvelles méthodes ont été introduites. L’essentiel du travail
consistait a généraliser les travaux de Dolgopyat [18] pour obtenir des estimations sur
le quasi-inverse d'un opérateur de transfert a deux parameétres de perturbation dans des
domaines bien précis du plan complexe.

L’hypothése de croissance modérée |3, pge. 341] implique que le cotit admet des mo-
ments forts de tout ordre (voir chapitre 3, §5). Comme nous le verrons dans le chapitre
2, cette hypothése peut étre remplacée par une autre plus faible qui demande que le cofit
ait au plus des moments forts a l'ordre trois. Ainsi, les résultats (0.4, 0.5, 0.6) et (0.8)
ci-dessous sont vérifiés pour des cotits ayant seulement des moments forts a ’ordre trois.

Une fonction cotit est dite réseau, s'il existe (L, L) € R x Ry, avec Ly/L € [0,1) tel
que (¢ — Lg)/L soit a valeurs entiéres. Si ¢ est réseau, le plus grand réel L est appelé la
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profondeur de ¢ et le réel Ly correspondant est appelé le shift de c. Un coiit ¢ constant a
pour profondeur L = |c| et pour shift Lo = 0.
Une fonction cotit est dite non-réseau si elle n’est pas réseau.

Si le cotlt est réseau de shift nul et est & croissance modérée, on a le théoréme de la
limite locale suivant [3, Théoréme 4| : pour tous € R et N € Z* , on pose

Q(z, N) = u(c)log N + d(c)x/log N . (0.7)
Alors, il existe My(c) > 1 tel que, pour tout = € R et tout entier N > 1,

- L L e/ M,(c)
Vg N - Py ((C(p,q) — Q(z,N)) € (=5 5]) - L(S(c)\/% < Ny (0.8)

(Voir [3, §5.4| pour le cas Ly # 0). Le méme argument que dans le cadre du théoréme
de la limite centrale précédent, montre que la vitesse de convergence (log N)~'/? dans
le théoréme local est optimale. La preuve de ce théoréme utilise ’analyse des perturba-
tions d’un opérateur de transfert par rapport a deux parameétres complexes s et i7 ot le
parameétre s varie dans un demi plan, et le réel 7 dans l'intervalle borné [—n/L,7/L).

Théorémes de la limite locale

Le but de ce travail est d’obtenir, dans le cadre des algorithmes G, KC, O, des théorémes
de la limite locale pour des variables aléatoires C(-,-) provenant de fonctions cott non-
réseau.

Les résultats de cette thése sont contenus dans les articles [1] et [22].

Théoréme 0.1 (Théoréme de la limite locale). [22] Pour les algorithmes euclidiens
G, K, O et pour toute fonction cotit ¢ non-réseau et possédant des moments forts a ’ordre
8 (voir Chapitre 1, Section 5), en notant toujours p(c),6%(c) les constantes apparaissant
dans (0.4) et (0.5), on a : VJ intervalle de R, Ve > 0, 3Ny tel que pour tout N > Ny et
tout x € R

_ 22

2

Mog NPN[(O(p, q) — pu(c)log N — 6(c)x/log N) € J] — \J|m

'<5. (0.9)
Remarque 0.1. L’article [22] contient la démonstration sous I’hypothése de croissance
modérée qui est, dans ce texte, remplacée par I’hypothese des moments forts d’ordre trois.
Notons aussi que I’hypothese que ¢ est non-réseau a été involontairement omise : en effet,
cette hypothese est nécessaire (voir lemme 3.9 du chapitre 3) comme cela est clair dans
la démonstration de la proposition 2.6(iii)b).
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Suivant I'approche de B.Vallée, nous rappelons au Chapitre 1 comment on associe &
un algorithme euclidien un systéme dynamique de l'intervalle dont on note H ’ensemble
des branches inverses.

Le controle de la vitesse de convergence dans les théorémes de la limite locale néces-
sitent souvent un controle de la fonction génératrice de Lévy Ey (e7"¢®9)) pour les grandes
valeurs de 7. En général, ceci invoque des conditions diophantiennes. Voir [8, 9] pour un
contexte probabiliste proche mais différent de celui étudié dans cette thése.

Définition 0.1. Soit n > 2. On dit que le codt ¢ est diophantien d’exposant n pour le
sous-ensemble fini Hy C H s’il existe 5y > 1 tel que, pour toutes suites (1) C R, () C R,
(0r) C [0,27), avec limy_,o |T| = 00 et supy, |tx] < oo, et pour tous M > 1 et B > [y, il
eriste k > 1 et x € T de période minimale p > 1 tels que, si on note h, la branche de HP
vérifiant © = hy(x) et [Blog|Tk|| la partie entiére de (log |1, on a
. ) Mp
dist(7i,[Blog |7i|]c(hs) + t[Blog ||| log |hL| + pby, 20Z) > Tl (0.10)
3

Remarque 0.2. Cette définition généralise celle donnée par Dolgopyat [18] qui impose

que le systeme admette deux orbites périodiques dont le quotient des périodes est diophan-
tien. Voir aussi [30].

Théoréme 0.2 (Théoréme de la limite locale avec vitesse de convergence). [1/
Pour tout codt ¢ diophantien d’exposant m pour un sous-ensemble fini Hy et ayant des
moments forts a l'ordre 3 :

i) 1l existe € € (0,1/2], tel que, pour tout intervalle compact J C R, il existe une
constante My > 0 telle que, pour tout x € R et tout entier N > 1 :

2
ea:/2

(e)v2r

i1) Il existe r > 1 tel que, pour toute fonction b € C"(R) a support compact, il existe
une constante M, > 0 telle que, pour tout x € R et tout entier N >'1 :

M;
log N)e~

]Fog NEw((C(p0) ~ QG ) € J) = 1]

=

M,
ViIog N’
Remarque 0.3. les constantes € et r des assertions i) et ii) dépendent de [’exposant n

de la condition diophantienne sur la fonction cott c. Nous verrons dans le deuzieme et le
quatrieme chapitre que pour tout

- e~ 2/2
’\/logNEN(w(C(p, q) — Q(z,N))) — m/w@n dy’ <

log supy, || !

log(1/p)

) log supyy, |1/

a>n(2+ log(1/p) )
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ou 0 < p <1 est une constante dépendante du systeme T, on peut prendre

e<2(), et r>a+l.

Mais ces constantes ne sont probablement pas optimales. La démonstration du théo-
réeme 0.2 donne une constante K(c) = K(n, Ho) telle que, si l'observable 1 a son support
dans un intervalle Jy,

M; < K(e)lJ]?, et My < K(0)|Jy[[[¢]] s (0.11)

La deuzieme assertion affirme que, pour des observables ) a support compact suffisamment
réqulieres, nous obtenons un théoreme de la limite dont la vitesse de convergence est
optimale. Si le cotit est non-réseau et non-diophantien, on pourrait, en s’inspirant de [33],
s’attendre a qu’on ait un théoreme de la limite locale avec une vitesse de convergence plus

faible.

Remarque 0.4. Nous verrons dans le chapitre 1 une autre condition diophantienne ap-
pelée fortement diophantienne qui est suffisante pour que le cott ¢ soit diophantien. Le
théoreme de la limite locale donné par R.Sharp [34] pour le comptage des géodésiques avec
homologie, peut étre vu comme l’analogue dans le cas d’un alphabet fini de celui donné
par (0.8) pour des coits réseau. Pour généraliser le théoréme de [34] au cas non-réseau,
on peut remplacer la variable de comptage par une variable aléatoire donnée en intégrant,
sur une géodésique vy, une fonction lipschitzienne c.. La condition diophantienne suffisante
pour le controle de la vitesse de convergence devrait ressembler a la condition de fortement
diophantien. Elle ferait intervenir essentiellement f%’ c. et les temps de retour a; pour les
flots, qui dans le cadre géométrique, correspondent auzx longueurs des géodésiques ;.

Résumés des Chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous commengons par donner une description détaillée des
algorithmes G, KC, O et des rappels sur les systémes dynamiques de l'intervalle associés a
ces algorithmes. Nous rappelons quelques unes de leurs principales propriétés dynamiques.
Nous vérifions ensuite que ces systémes vérifient une hypothése appelée condition de
non-intégrabilité uniforme. Cette condition est cruciale pour que le quasi-inverse (I —
H,;,)~! de opérateur de transfert pondéré H, ;. = >, , exp[itc(h)] - |h'(z)|* - w o h(x)
soit analytique. Nous établissons ensuite la condition diophantienne introduite dans la
définition 0.1 et définissons les cofits fortement diophantiens. Nous montrons & la fin du
chapitre que les cotits fortement diophantiens sont diophantiens et qu’ils sont génériques
en un certain sens.

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré a ’étude des opérateurs de transfert pondérés
H,;, ou les parametres (s,i7) € C x iR. . Aprés quelques rappels sur leurs propriétés
spectrales classiques nous citons les résultats de Baladi et Vallée [3] qui, en adaptant les
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travaux de Dolgopyat [18] qui sont & 'origine de la condition de non-intégrabilité uniforme,
obtiennent un controle polynomial d’une norme du quasi-inverse lorsque s appartient a
une bande verticale et 7 & un compact de R . Ces résultats ne sont pas suffisants pour
avoir la vitesse de convergence dans le théoréme de la limite locale. Adaptant le travail
de I.Melbourne [29] qui généralise un autre travail de Dolgopyat [17], nous sommes donc
amené a établir une estimation sur une norme du quasi-inverse pour les grandes valeurs
de 7 et lorsque les cofits vérifient la condition diophantienne.

Chapitre 3 : Nous nous intéressons dans cette partie a l'outil principal dans I’étude en
distribution des variables aléatoires C'(+,-), & savoir les séries génératrices des moments
En(e7¢C)). Aprés avoir fait le lien entre les séries de Dirichlet S(s,47) et 'opérateur
de transfert Hj ;;,nous introduisons, pour des raisons techniques, un modéele probabiliste
lisse (Qn(€),Py(€)) proche de (Qu,Py). Nous exploitons les résultats obtenus dans le
chapitre précédent et nous utilisons deux lissages différents, pour avoir essentiellement
une inégalité du type quasi-décroissance exponentielle par rapport & N de Ex(itC(, "))
pour les grandes valeurs de 7.

Chapitre 4 : Nous commencons ce dernier chapitre par la démonstration du théoréme
0.1, en utilisant la méthode de Stone. Nous montrons ensuite le théoréeme 0.2 en effectuant
une régularisation des observables par un produit de convolution. Les deux résultats sont
obtenus pour le modéle lissé et se transportent a (Q N,I@’N) par les résultats du chapitre
précédent.



Chapitre 1

Systémes Dynamiques Euclidiens

1 Introduction

Un systéme dynamique euclidien est un systéme dynamique de l'intervalle dont la
restriction a un sous-ensemble de Q est une application engendrée par un algorithme
d’Euclide. Comme il en a déja été fait mention précédemment, les algorithmes étudiés
dans cette thése appartiennent a la classe rapide. Nous allons donc commencer ce cha-
pitre par des rappels sur les systémes dynamiques qui correspondent a cette classe. Dans
la section 3, nous détaillons comment obtenir les systémes a partir des algorithmes. Les
deux derniéres sections seront consacrées a I’étude de deux propriétés qui, comme nous le
verrons dans le chapitre suivant, sont cruciales pour obtenir des estimées sur les pertur-
bations de 'opérateur de transfert.

2 Systémes dynamiques de bonne classe :

Définition 1.1 (Application de l’intervalle compléte par morceaux). Soit Z un
intervalle compact. Une application T : T — T est dite compléte par morceauz s’il existe
un ensemble M (fini ou dénombrable) et une partition d’intervalles ouverts {Zg}aem
(modulo un ensemble dénombrable) de lintervalle T tels que la restriction de T a Z,
admette une extension de la cloture de Iy dans I qui soit bijective de classe C2.

Par la suite, pour toute application compléte par morceaux, on notera H 1’ensemble
des branches inverses de T' c’est a dire

H = {hd;I—>7d; de M et th(T/fd)_l}v

et 'H™ I'’ensemble des branches inverses de T". Le semi-groupe U, H" engendré par H sera
noté H*.

15



16 Chapitre 1. Systémes Euclidiens

Définition 1.2 (Bonne classe). Une application compléte par morceaur appartient a la
bonne classe si :

(1) T est uniformément dilatante par morceauz, c’est a dire, il existe C >0 et 0 < p < 1
tels que | h'(z) |< C p" pour tout h € H", tout entier n et tout x € T. Le nombre p défini
par :

p = limsup (max{|h (z)|; h € H",x € I})"/"

n—aoo

est appelé le “taux de contraction” du systeme T'.

(12) Il existe K > 0, appelée constante de distorsion, telle que toute branche inverse h de
T vérifie :
| (z)| < K|h'(2)| pour tout z € T. (1.1)

(13i) 1l existe o9 < 1 tel que Z sup |h'|7 < oo pour tout réel o > oy
heH

Remarque 1.1. La condition de distorsion (ii) peut s’écrire

W (x)
b (y)

1/L <

<L, Vx,yeZ, VheH, (1.2)

avec I = ef/1=r,

En effet, on a pour tout h € H* et pour tout x € T ;

W (x) — oS (W) (2))dz
" .
h(y)
D’autre part, la condition (i) se généralise au semi-groupe H* : soientn € N, h € H"

et x € Z, alors st on pose h =hyohyo---h, avec h; € H on a

h”(l‘)
W ()

— | tog 'Y ()

- Z(log g1 (hn—j2 © hn_jiz 0 0 hy))'(2)

7j=1

SET

Z h;;_j+1(hn—j+2 © hn—j+3 ©---0 hn(f))

hnf' hn—' e hn /
j=1 h;l—j+1(hnfj+2 o hn,j+3 o--- hn(x)) ( j+1 © j+2 © o) ) (:L’)

<K P <EK/1-p.
j=1
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Ainsi, pour K = IA(/l —p, on a
|h"(z)| < K|h'(x)|, VxeZ, VheH,
et la remarque en découle.

Remarque 1.2. D’aprés le théoreme du folklore (voir [6]) les propriétés (i) et (ii) as-
surent [’existence d’une mesure invariante py absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesque qui est finie sur I (ce qui justifie la dénomination de bonne classe). De plus
de tels systémes sont topologiquement mélangeants.

3 Les systemes Tg,Tic, To

3.1 Le systéme g

L’exécution de chacun des algorithmes d’Euclide appliqué a une entrée (p,q) avec
p > q engendre un développement en fraction continue du rationnel ¢/p. Plus précisément,
la division euclidienne standard appliquée a une entrée (p,q) donne une unique paire
(m,r) € N*> avec m > 1, r < q telle que

p=mq-+r.

Ceci se traduit par
r_r_ :?_’_H (1.3)

ou FJ est la partie entiére de B.
q q

En itérant (1.3) on obtient

me + —————
mp

Posons () 1= {q/p € QT ; ¢ < p}. Si on considére 'application Tg définie sur Q par

To(q/p) =7/,

alors T est la restriction a Q de I'application de Gauss définie sur [0, 1] par
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qui est compléte par morceaux sur la partition donnée par les intervalles

1 1
T, = } L _} .
1+m m
Ainsi, l'algorithme Standard est relié a la trajectoire d'un point z = ¢/p € (0, 1] sous
le systéme Ty a travers la relation,

1
mi(x):{ — J pour 1<i<P.
1y (z)
3.2 Le systéme T
La division centrée exige que p > 2q et est définie a partir de la division standard
comme suit :
p=mq+er, e=%x1 et 0<r<gq/2,

avec
_f (m,+1) si 0<r<gq/2
(m,e) := { (m+1,-1) si ¢/2<r<q.

En procédant comme pour 'algorithme Standard, ’exécution de 'algorithme Centré
donne pour ¢/p € (0,1]

&1 )
mo -+ cp
., + P
mp

et on obtient ainsi, le systéme Ty qui est la restriction, & Qe = {q/p € Q ;2¢ < p},
de I'application

Tie(x) = % e (0,1, Te(0) =0,

ou

o ly] si {y}<1/2
Ly—‘:lentleI“IGPI"OChedey:{sz_i_l si {::yy}>1/2,

et {y} est la partie fractionnaire de y.

Le systéme Ty est complet par morceaux sur U'intervalle [0,1/2] et pour la partition
donnée par les intervalles
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1 2
}m+1’m+2] o (m, +1)
IdI:
2 1
L= i d=(m,—1
}m+2’m} o (m, =1),

3.3 Le systéme Tp

La division impaire exige que le reste soit impair et donne par conséquent un triplet
(m,r, e) tel que

p=mqg+er, e==x1 et 0<r<gq,
avec : |
,_ m, +1 si ¢ est impair
(m.e) = { (m+1,—1) sinon.

L’exécution de l'algorithme Impair donne pour ¢/p € (0, 1]

, x€ (0,1, Ton(0)=0,

ly] si|y]| est impair

[y] = Dentier impair le plus proche de y = { ly] +1 sinon.

De méme, le systéme Tp est complet par morceaux. sur U'intervalle [0, 1] et par rapport a
la partition donnée par les intervalles

| ! i d=(m,+1) et >1
— si d= e
|2m’ 2m —1 : i "=
IdZ:
1 1 1 )
: si d=(m,—1) et m>2.
12m—1 2m —2

Voir aussi la Figure 1.1.
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\“ \‘\ /,f' \0[
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H ‘ ‘\, ” |
\ ” \" \} 1y

FIG. 1.1 — De gauche a droite les systémes : Gauss, Centré et Impair.

Enfin, pour toute paire d’entiers (p, q), 'exécution des algorithmes G, IC, O engendre
une suite d’homographies h € H définies par

1
m+ex’

hd(.ﬂf) = h(m,g) (.77) =
et vérifie

(Q/p) = hdl © hdz ©...0 th(O) = h(O),

ce qui donne une bijection entre 'ensemble des digits (m;, ;) € Z* x{£1} et I'ensemble H.
De plus, a chaque ¢/p € [0, 1] correspond une homographie qui apparait dans la derniére
étape.

Pour chaque algorithme, les branches qui apparaissent dans I’étape finales sont données
par les conditions suivantes (voir [3])
m > 2 pour I'algorithme G
e=1 pour les algorithmes K et O.
L’ensemble des homographies finales sera noté F C H.

Notons que I’ensemble H* est formé de branches correspondant a deux types de tra-
jectoires : les trajectoires rationnelles (engendrées par des développement de rationnels
q/p) et le restes des trajectoires qui sont dites génériques.

Remarque 1.3. Les branches inverses de chacun des systémes vérifient :
sup\hmz,sz( )| = O(m;?).

Ainsi, on vérifie que les systemes Tg, T, T appartiennent a la bonne classe. La deuziéme
et la troisieme condition découlent directement d’un simple calcul qui utilise la formule
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des branches inverses ci-dessus avec une valeur de o = 1/2. Pour la premiére condition,
des valeurs explicites de p sont données (dans [3], ou [35] pour la preuve) par

pg =po=1/¢" et pc=1/(V2+1)
avec ¢ = (1++/5)/2.

De plus, les mesures invariantes ont pour densités (appelées aussi densités invariantes)

( 1 1
frglw) = 10%2 1+’
1 1
froelw) = logqﬁ[qﬁ—l—a: - @? —x]’
1 1
| o) =T T

ce qui donne des valeurs explicites de [’entropie métrique et qui, par conséquent, permet
de calculer explicitement les paramétres du théoréme central limite (Cf, (0.4) et (0.5)).

Par la suite, s’il n'y a pas d’ambiguité, nous utiliserons la méme notation 7" pour les
trois systémes 1g, Txc, To.

4 Non-intégrabilité uniforme.

La condition de non-intégrabilité uniforme UNI a été introduite par D.Dolgopyat [18]
pour étudier la décroissance des fonctions de corrélation des flots d’Anosov. Intuitivement,
la condition UNT affirme que, par rapport a une certaine distance bien définie, les branches
inverses du systémes doivent étre suffisamment séparées. Nous reprenons dans cette section
la formulation que V.Baladi et B.Vallée [3| ont utilisée pour généraliser cette condition a
un systéme ayant un nombre infini de branches.

4.1 Condition UNI

Commencons d’abord par introduire quelques notations. Pour toute branche dans ‘H",
on dira que n est la profondeur de la branche.
Pour deux branches inverses h, k ayant la méme profondeur, on pose

/
\I/th = lOg }Z’Ei;;’ (14)
et on définit leur quasi-distance par
h// k//
A(h ) = inf |, (o) = inf | (2) = (2) (L5)
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Pour h dans H™ et n > 0, on note

Jho) = |  k@. (1.6)

ker™,A(hk)<n

La propriété UNI(a) affirme que pour tout 0 < 3 < 1, la probabilité pour que deux
branches inverses de H" aient une distance inférieur & p°" est dominée par p".

Pour tout sous ensemble J de R, on note |J| la mesure de Lebesgue de J.

La condition UNI. On dit qu’un systéme dynamique de la bonne classe de taux de
contraction p vérifie la condition UNI si chaque branche inverse h € H se prolonge en une
fonction C? et

(a) Pour tout 0 < 3 < 1 on a|J(h, p’™)| < p°*,Vn ,Vh € H".
(b) Q :=sup{|¥} ,(z)in>1,hkeH" z eI} <oo.

Faisons quelques remarques avant de vérifier dans la section suivante que les systémes
Tg, Tx, Tp vérifient la condition UNI.

Remarque 1.4. Pour un systéme a branches affines, on a A(h,k) = 0 pour toutes
h,k € H* de méme profondeur. Ce qui donne pour tousn >0, n € N et h € H"

J(hn) = |J k(@) =1
keH™

Par conséquent la condition UNI(a) ne peut étre vérifiée pour un tel systéme.

Remarque 1.5. La condition UNI telle qu’elle a été reformulée dans [18, lemme 8] a
partir de celle introduite par Chernov [14] exige de plus que, pour deuz branches inverses
distinctes hy et hy de profondeur n, la dérivée de la fonction x — c(hy(z)) — c(ha(z)) soit
bornée. Dans notre contexte, cette condition n’apparait pas car la fonction c est constante
sur les intervalles de la partition.

Remarque 1.6. La condition (b) est vérifiée dés qu’il existe Q < oo tel que

|[B"(x)| < Q[N (2)|,Vh € H". (1.7)

De plus, en suivant le méme calcul effectué dans la remarque 1.1, il suffit de vérifier
(1.7) pour tout h € H. Notons que cette condition est toujours vérifiée si le systéme a un
nombre fini de branches de classe C3.
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F1G. 1.2 — De gauche a droite les systemes : T et T¢.

4.2 La condition UNI et les systémes Ty, Tk, To.

Afin de vérifier que les systémes Tg, Tx, T vérifient la condition UNI, on a besoin
d’introduire les systémes auxiliaires T, Ty, T{; définis respectivement sur les intervalles

5:1—92[071]7 5:[¢_27¢_1]a (*9:[¢_2a¢]7

avec ¢ = (\/5 +1)/2, ou sur des partitions appropriées, les branches inverses sont données
par

* O 6
ey = m+ x

Voir aussi [35] pour T et Tg, [36] pour T¢, qui donnent également (Z*,7%) = (Z,T).

Ces systémes sont complets par morceaux et correspondent & des algorithmes dits
“non-pliés” (voir [5]) qui, appliqués a une entrée (p,q), donnent la méme suite de digits
(my, ;) que G, K, O (respectivement).

Notons que ces systémes T admettent des constantes de distorsion L* bornées et des
taux de contraction p* = p.

On vérifie par un calcul direct que, pour toutes lp, c;, Am; -, € H, on a

€;T +my

Pmies) © Nimy e (T) = )
(i) © By e (@) = o T e

et
« . 6j1‘ + miej o %
(h(miyéi) © h(m]-,f:‘j)) (.CE) - m;T + mim; T g - h’(mj,sj) © h(mz,sz)
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D’ou la propriété

(hok)" =k*oh*, YV hkeH. (1.8)

D’autre part, pour chacun des systemes euclidiens 7g, T), T», une branche inverse h
de profondeur n quelconque, s’écrit

ar+b
h(x) - h(mhsl) © h(m2752) 00 h(mmf") - cr+d

En combinant ceci avec la propriété 1.8, on montre par induction que toute branche inverse
h* (appelée aussi “miroir” de h) de profondeur n s’écrira

* * * * ar +c¢
h*(z) = h(mmen) 0-+-0 h(m%@) O Ny er) = b d

On dit que les systemes T, Ty, T¢; sont respectivement les systémes duaux de Tg, T, To.

La notion de systéme Dual a été utilisée par F.Schweiger [35] et [36] pour calculer
les densités invariantes par certaines transformations par des fractions continues plus
générales.

Nous verrons dans la suite comment le dual intervient pour montrer que les systémes
Tg, T, To satisfont la propriété UNI(a). La condition UNI(b) étant facile & vérifier par un
calcul direct utilisant la propriété de distorsion bornée (1.1) et le fait qu'il existe K >0
tel que, pour tous x € Z , n € N* et h € H", on a

"

[n" (2)] < K| (2)].

Soient h; et hy deux branches de profondeurs quelconques. On a

a;r + bZ
h. =
i(@) p—
et
h// h// Q‘Cldg — C2d1‘
! —|L _ 2 —
o (7) = R (z) R, (x)’ |(c1z 4+ di)(com + do)|
Par la propriété de distorsion (1.2)
C1 Ca| . d; ds
A(hi,hy) =2 |— — —| - inf
( b 2) dy do i}JIGII cx +dy| | cax + doy
_yla el M@ |
di  dy| =ez|h7(0)h5(0) (1.9)
2la_ o
— Lid ds
2
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On remarque que la distance A dépend uniquement de la différence du quotient ¢;/d;
des dénominateurs des homographies.

Lemme 1.1. [3]. Les trois systémes Tg, Tic, To vérifient la condition UNI(a).

Démonstration. Fixons 0 < 8 < 1, h € H", n > 0 et définissons J*(h,n) par

Jhoay)y= ) ¥@). (1.10)
keH™,A(h,k)<n

En appliquant (1.9) & deux branches h, k telles que A(h, k) < n on obtient,

[77(0) = K*(0)] < Ln/2.

Rappelons maintenant que le taux de contraction pour les systémes duaux 75, Tg, Tt
est égal & p et que 0 € Z*. Considérons, pour h € H" et n > 0, 'ensemble

U*(h,n) == {k* ; ke H" et A(h, k) <n},

et notons

kf . =¢élément de U*(h,n) tel que kX, (0) > k*(0) pour toute branche k* € U*(h,n),
kX, =élément de U*(h,n) tel que k%, (0) < £*(0) pour toute branche k* € U*(h,n).

De telles branches ket ki . vérifient
‘]*(h’7 77) - [k:mn(o)’ k;ax(o)] U k;m(z*) (111>
Ainsi, la mesure de Lebesgue de I'ensemble J*(h,n) vérifie

|J*(h,m)| < Ln/2+ p". (1.12)

Considérons maintenant pour n quelconque une branche inverse k € H™ et soit k* sa
miroir. Remarquons d’abord que

|(K7)'(0)] = |K(0)].
De plus, comme les trois systémes et leurs duaux sont définis sur des intervalles |Z| < 1
et |Z*| < 1 respectivement, on a par la propriété de distorsion
L k@] _ k@] 0)]
V2T RT] R(0)] [R*(Z7)]
(LL¥) |

< (LL")V2, (1.13)
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Ainsi, comme les intervalles k*(Z*) sont deux & deux disjoints dans J*(h,n), alors en
utilisant (1.13, 1.12) on obtient pour n < p»

[ J(hom)| < (LL)Y2*(hym)| << (L)Y (L /24 p7") << pP". (1.14)
n

5 Fonctions coit

L’étude d'un algorithme méne & lui associer une variable aléatoire C(-,-) appelée
“cotlit total” de l'algorithme qui permettent d’exprimer les différents parameétres qui in-
terviennent dans son exécution comme le nombre d’itérations ou le nombre d’occurrence
d’un digit fixé. Nous nous intéressons ici aux cott additifs définis sur les quotients partiels.

Plus précisément : étant donnée une fonction ¢ : Z5 x {—1,+1} — Ry si pour une
entrée (p, q), lorsque l'algorithme effectue P(p, q) opérations, c’est-a-dire engendre P(p, q)
digits, le cott total C(-,-) sera la somme de P(p, q) variables aléatoires discrétes :

P(p,q)

C(p,q) = c(my, ;).

—~
3

Dans le cas de l'algorithme standard, la suite (m;, ;) = (m;, 1) et les variables ¢ sont
définies sur Z7 .

Définition 1.3 (Moment fort d’ordre k). on dit que le codt ¢ admet des moments
forts d’ordre k > 1 sl existe v > 0 tel que

Z (c(m,e))fm " < co.

(me)eZl x{—1,+1}

Exemple 1.1. 1) Si ¢(m,e) = O(log(m)) : il est clair que pour ce cas le coit ¢ posséde
des moments forts de tout ordre.

2) Sic(m,e) = O(m™""*Y*) pour un certain k > 1 et un certain v’ > 0 alors le coit c
admet des moments forts jusqu’a l’ordre k.

Pour simplifier les notations, nous écrirons c¢(m) au lieu de ¢(m, ¢).
La terminologie de moment fort d’ordre k est justifiée par la remarque suivante :

Remarque 1.7. La condition de croissance modérée définie dans [3] implique qu’il existe
v >0 tel que

Z " Mm = < .

meZLy

Ceci bien sir entraine que le coit ¢ admet des moments forts de tous les ordres.
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Remarque 1.8. Rappelons d’abord que les systémes Tg, Ty, To sont complets par mor-
ceaux sur des partitions définies par les digits qu’engendre chaque algorithme correspon-
dant, et que chacun de ses systémes admet une mesure invariante absolument continue
par rapport a Lebesgque avec une densité bornée sur Z (voir remarque 1.3).

Considérons par exemple la partition liée au systéme Tg. posons

c(mg(z)) =c(m) pour z€Z,=1/(m+1),1/m],

et notons |1 g la mesure invariante de densité fig.
Lorsque le coit ¢ admet des moments forts d’ordre k, on a pour tout £ < k

/I (c(mg(x)) dp gy < SUp fig > / (c(m))* dx

meZy

<sup fig > (e(m) Ll

meZy

< sgp fig Z (c(m))'m™? < c0.

meZy

Ce qui correspond a la définition usuelle de moment d’ordre k de la variable aléatoire
c(mg(z)) par rapport & la mesure de probabilité i1 g.

5.1 Cotts diophantiens

Notons comme dans la section 3

1
B e () = e e N, et, e € {—1,+1},

les branches inverses des systémes Tg, Ti, To.

On considérera dorénavant que la fonction cotit ¢ est définie sur I’ensemble des branches
inverses H en posant

c(h(me)) == c(m,e) € RT.

Pour une trajectoire rationnelle hy,--- ,hp € H on note ¢ la fonction définie sur H*
par :

c(hyo---ohp) = Zc(hz)

=1
Elle vérifie la propriété d’additivité
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c(hok)=c(h)+c(k),¥Y h,k € H".

Nous supposons par la suite que tous les cotits sont additifs et consacrons cette section
a I'étude des cotits diophantiens (Cf. Définition 0.1).

Lemme 1.2. Un coit diophantien est non-réseau.

Démonstration : Si on suppose que ¢ est diophantien et réseau de profondeur L et de shift
Lg. 1l existe, d'une part, et par la définition 0.1, un sous-ensemble fini Hy C H et Gy > 1
tels que, pour toutes suites (7;) C R, (t;) C R, (6) C [0,27), avec limy_.o || = o0 et
supy, |tx| < 00, et pour tous M > 1 et § > [y, il existe k > 1 et = € Z de période minimale
p vérifiant

M
dist (e[ 10g 7l e(he) + t4[3og |l og || + s, 20Z) 2 .

ou h, € HE vérifie h,(x) = .
Et d’autre part, et par la propriété d’additivité du coiit ¢, il existe g € Z tel que

p
c(hy) =clhggohyi0---0hy,) = Z c(hyi) = qL + pLy.
i=1
Choisissons (tx) et (6x) les suites identiquement nulles.

Si ¢(h,) = 0 : on obtient une contradiction immédiate pour n’importe quelle suite (73 ) car
dist (0, 27Z) = 0.

Si ¢(hy) # 0, on pose L = qL + pLg et on remplace (73,) par la suite 272, /L avec (z;) une
suite d’entiers tendant vers +00. On obtient une contradiction car z[3log |z|] € Z donc

dist (272, [Blog |z4|], 27Z) = 0.
Remarque 1.9. Contrairement au cas étudié par I.Melbourne [29], nos fonctions poids

|W/| ne sont pas des fonctions a valeurs entiéres et localement constantes, c’est la raison
pour laquelle on ne peut les éliminer de la condition diophantienne.
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5.2 Cotts fortement diophantiens

Rappelons qu'un vecteur € R? pour d > 1 est dit diophantien d’exposant 1y > d s’il
existe M > 0 tel que pour tout (qi,...,qq) € Z¢\ {0}

;lél;}p Z i | > (maxy, \qk\)

Pour tout 7y > d, ’ensemble des vecteurs diophantiens d’exposant 7y est de mesure
de Lebesgue pleine dans R? (voir par exemple [12]). (Pour 79 < d, 'ensemble est vide.)

Définition 1.4 (cotit fortement diophantien). Soit n > 0. Un codt ¢ est dit fortement
diophantien d’exposant n, s’il existe n > 1y > 2 et quatre points périodiques x; € (0, 1),
Jj € {1,2,3,4} de T avec des orbites deur a deux disjointes et de périodes minimales
respectives p; > 1 et hj(x;) = x; pour € HP7, tels que, si on pose :

cj = c(hy), a;=log|h}|, je{l,2,34},

Lij :=pjc1 —picj, Ly :=pjar —pa;, j=2,3,4,

alors Ly3 # 0, Elg # 0 et L1/ L3 est diophantien d’exposant n. Si de plus on définit

ij = Lljzlk - Zule,

on a, zgg # 0 et le vecteur
(L34 L24)
L3 Lo

Remarque 1.10. La définition 1.4 utilise quatre points périodiques, comme dans [29],
avec plus de complications dues au fait que les nombres Ej ne sont pas des entiers (voir
aussi la remarque 1.9 ci-dessus). Dans le cas le plus simple étudié par Dolgopyat [17]
et Naud [30] il est possible de formuler une condition diophantienne faisant intervenir
seulement deux points périodiques.

est diophantien d’exposant 1.

Remarque 1.11. Si un point x; € (0,1) est de période p;, il admet un développement en
périodique en fractions continues :
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ey, + 1
my +

) 1
.'+mp]+_

D’autre part, comme on l’a vu dans la section 4.2, une branche de profondeur p; est
une homographie (ajz + b;)/(cjx + d;) avec aj, bj,c;,d; des entiers qui dépendent des
entiers pp,- -+, Dj.

Ainsi, chaque point x; dans la définition de cott fortement diophantien n'est autre que
le nombre quadratique associé a une répétition infinie d’un p;-uple m = (myj,--- ,my, ;)
d’entiers positifs.

De plus, si h; est la branche qui fize le point périodique x;, on a hj = hjy0---0hj,.

et
W (@)l = T 17, e(he )] = ] (Py—e(By_y (7))
s =0

_ I
avec @6—1 - hjvpj—(f—l) ©:-+0 hj,pj (l’]) D’ou,

pj—1

()l = T (ee(2))

=0

Ainsi, chaque nombre a; de la définition 1.4 s’écrit

pj—1

CLj = 2 Z loga:j,g,
/=0

ou les xj = hy(z;) sont les nombres quadratiques associés aux permutations circulaires
de m.

Finalement, tout nombre c; de la définition 1.4 est le cott total associé au nombre ra-
tionnel dont le développement en fractions continues est donné par m et est de profondeur

Dj-

Exemple 1.2. Soit c un coit et supposons qu’il existe quatre entiers m; > 0, tels que, st

on pose
a; = log(1+ (m} — myjy/m2 4 4)/2),

on ait
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c(m2)) (a1 — @4))
m2))(ar — a3) (c(m ) c(m3))(a1 — a)

sotent diophantiens d’exposantny < n. Alors le codt ¢ est fortement diophantien d’exposant
7.

Le lemme suivant donne une condition suffisante sur les points x; pour que le cofit c
soit diophantien.

Lemme 1.3. Si le coit ¢ est fortement diophantien d’exposant n et Hy C H est le plus
petit sous-ensemble tel que chaque h; € HY pour j = 1,2,3,4, le coiit ¢ est diophantien
d’exposant 7.

Faisons quelques commentaires avant de donner la démonstration du lemme. Nous
avons d’abord le corollaire suivant qui montre que les cotits diophantiens sont génériques.

Corollaire 1.4. Fizons n > 2 et choisissons quatre points x; = hj(x;) € (0,1] de T,
avec des orbites disjointes deux & deux (et h; € HP7). Alors en dehors d’un ensemble
négligeable par rapport a Lebesgue on a pour tout (ci,cs,c3,c¢4) dans Ri, tout codt c tel
que c(hj) = ¢; est diophantien d’exposant n. On peut ainsi, pour n > 2, dire que la
condition diophantienne sur le coit c est générique.

Démonstration du corollaire 1.4 : si on suppose que ¢ est non diophantien, par le lemme 1.3
on a : pour tout (c1, 2, c3,¢q) tels que ¢; = c(h;) il existe

A(C1,C2>C3,C4) = L12/L13 et V(C1,CQ,C3>C4) = (234/5237z24/z23)

tels que ou bien A ou bien V' est non diophantien. Or les ensembles de tels A, V' sont
de mesure de Lebesgue nulle dans R et R? (respect.)

Posons,

A: R* — R

(01762763704) — A(Cl,CQ,C3,C4) = L12/L137

V. R* — R?

(01702,03704) — V(C1,C2>C3>C4) = (E34/Z23>z24/z23)>
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Dy :={y=A(c1, ¢, c3, ¢s) €ER; y est non diophantien},

Dy = {(y1,12) = V(c1, ¢z, c3, ¢4) € R? (y1,y2) est non diophantien},

A7Y(D;) = l'image inverse de D; et V(D) = l'image inverse de Ds.

1l s’agit donc de montrer que Leb(A~(D;)) = Leb(V~(D,) = 0.
Montrons que Leb(A~1(D;)) = 0 ('idée étant la méme pour Leb(V~1(Dy))

En utilisant le théoréme de Fubini et la relation

Vo € R4 XA_1(§1)(ZE) = XD, (A($))

on obtient :

Leb(A*l(El)) = / XA*l(ﬁl)(ch Co, C3, C4) d01 dCQ dC3 dC4
R4

:/ (/XA1(D1)(61,02,63,C4) dcg) dey des dey
r3 \ JR

= / (/ XD, (A(Cl,CQ,Cg,C4)) ng) dCl ng dC4
R3 R

Posons maintenant y(cy) = A(cy, ca,c3,¢4). Alors
dy - aACQ (Cla Cy, C3, C4) dCQ
avec

-1

— L+
P3C1 — P1C3

aAC2 (017 C2, C3, 04) —

Ainsi

Leb(A*l(El)) :/ (/ XBI (A(Cl,02,63,04)) ng) dCl ng dC4
R3 R

1
= —/ (/ XD, (y) dy) Ipsc1 — pics| dey des dey
P1 JRrs R

=0



5. Fonctions cofit 33

Démonstration du Lemme 1.8 : Supposons que le coiit ¢ est fortement diophantien et
soit Hoy C 'H le plus petit ensemble contenant tous les points des orbites des quatre points
périodiques z;, et soit By > 1 fixé. Soit 77 > 1y et supposons que ¢ n’est pas diophantien
d’exposant 7. Il en résulte 'existence d'un § > [y, D > 1, de suites 7, 6, et tg, et
d’entiers 0y ; = {;(tx, 7x) tels que, en posant ny = [ log |7x]],

‘ — tknk IOg |h;‘ - Tknkc(hj) —ijk - 27T£k,j‘ < D|7’]€|777 s ] = 1, 2, 3,4, VEk . (115)
Posons pour j =2, 3, 4 3
Uy = Pile — L jp1 € Z.
On trouve en éliminant ) de I’équation (1.15) une constante D > 1, indépendante de
k, telle que
‘TknkLlj + tknkflj — 27Tgk7j‘ < ﬁ|7’]€‘_n, j =2, 3,4, VEk . (116)

Rappelons maintenant que L3 # 0 et séparons deux cas :

) t, =0 : dans ce cas on peut supposer (quitte & prendre k assez grand, c’est a dire,
T plus grand) que ¢ 5 # 0.

De plus, a partir de (1.16) on déduit aisément que
U3 = O(|me| log 7))

Par conséquent, 'élimination de 7,n;, de (1.16) pour j = 2 et j = 3 donne D (indé-
pendant de k) tel que

Ly
lps— — 1
k.3 s k.2

< D|m|™, k.

En utilisant encore une fois Pargument (5 = O(|7;|log|7:|) on obtient que la borne
ci-dessus contredit I'hypothése diophantienne sur Li5/ L3 lorsque k — oc.

II) ¢ # 0 : dans ce cas on élimine txny de (1.16), pour avoir

‘Tknk(ng./L\lj — 312[/1]') — 27T(Z1jg]€,2 — ZlQ£k,j)| < ﬁ|7’]€‘7n, j = 3, 4, Vl{? .

En éliminant encore 7xn, des inégalités ci-dessus, on trouve une constante D qui ne
dépend pas de k et vérifiant
1~ = ~ o~ ~ = ~ = =~
A—(L24L13 - L23L14)£k,2 — Loaly 3 + Logli | < D|7i.| ™", VE.
12
Puisque o
max(lgz2, ly,3) = O(|7x| log |7,
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et
1 o~ ~ o~ - -
=~ (LaaL1s — LogL1s) = Lay,
12

la borne sur k — oo contredit notre hypothése diophantienne sur (~— ~—)



Chapitre 2

Opérateurs de transfert

1 Introduction

Nous avons exhibé dans le chapitre précédent les différentes propriétés des systémes
euclidiens. Nous nous situons dans ce chapitre dans le cadre plus général des systéemes de
bonne classe T sur un intervalle Z ot on note toujours H ’ensemble des branches inverses
de T'. Afin de pouvoir analyser les perturbations de 'opérateur de transfert, nous aurons
souvent besoin d’exiger que le systéme vérifie la condition UNI du chapitre précédent. A
la fin du chapitre, nous nous situerons dans le cadre des cotits diophantiens.

L’opérateur de transfert est un opérateur qui décrit l'action du systéme T sur les
densités des mesures de probabilité absolument continues par rapport & la mesure de

.....

de T, une densité f;. L'opérateur de transfert noté H; est 'opérateur défini sur L'(Z) et
qui associe, a toute densité initiale fy, la densité f;.

La densité invariante (voir remarque 1.3) est un point fixe de I'opérateur Hy :

H,f=f.
De plus, 'opérateur de Koopman, défini sur L* par f +— f o T, est 'adjoint de
lopérateur Hy, c’est a dire, pour toutes fonctions f € L'(Z) et g € L>(Z) on a

/g(Hlf)dx _ /(goT)f dz. (2.1)

Si on décompose U'intégrale (2.1) en une somme sur la partition {Z,,} ¢ donnée par le
systeme T et en rappelant que T est complet par morceaux, les changements de variables
x = h(y) donnent la formule explicite de 'opérateur Hj :

H, f(z) =) |I(2)|- foh(z), (2.2)

heH

35
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qui est conservée pour tous les itérés de H;. On a pour tout n € N,

HY f(x) = ) |l (2)] foh(x) (2.3)

heH"

C’est usuellement pour montrer les propriétés ergodiques des mesures invariantes qu’in-
tervient l'opérateur de transfert. Dans le chapitre 3 nous allons voir le role de cet opérateur
dans la détermination du comportement des fonctions génératrices. Les différentes per-
turbations nous meénent & faire agir 'opérateur sur deux espaces différents.

Pour toute fonction u : Z — C on pose

llloo = sup ful, Jlufly = lloo-
La deuxiéme égalité donne une semi-norme, on définit alors la norme || - ||;; par
lllir = [lulloo + lluflr-

Notons Lip(u) la plus petite constante de Lipschitz de u. Si u n’est pas Lipschitz, on pose
Lip(u) = 0.

Considérons les espaces :

CY(Z) muni de la norme || - |11,
Lip(Z) :=={u:Z — C | |lul|z~ + Lip(u) < co}.

Rappelons que d’aprés la définition 1.2 de systéme de bonne classe, il existe 0 < gy < 1
tel que
Z sup |h'|” < 0o pour tout réel o > oy. (2.4)
heH

Pour tout s € C avec s = o + it et 0 > 0¢ > 0, on définit 'opérateur par

H,[u](z) == ) |h(2)]" - uwo h(x). (2.5)

heH
qui est borné sur les deux espaces C'(Z) et Lip(Z).

Si on considére un cotit additif ¢ (voir Chapitre 1, §6) on peut alors définir I'opérateur
pondéré a deux paramétres (s,i7) € C x iR avec Rs > oy :

H,, [u](x) = Z explire(h)] - |h (2)]* - u o h(x). (2.6)
heH

Grace a l'additivité du cott c, les itérés de H; ;. conservent la méme forme. On a pour
tout n € N
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HY, [ul(x) = ) explire(h)] - |h(2)]* - wo h(z).
heHn
Si bien que le quasi-inverse R ;, := (I — H,;,)~! peut, lorsque la norme de 'opérateur

H, ;; est strictement inférieure a 1, étre écrit sous-la forme

Rairlul(x) := > explire(h)] - |h' ()" - wo h(x),

heH*
ou H* est 'ensemble de toutes les branches de toutes profondeurs.

2 Propriétés spectrales des opérateurs de transfert

Nous rappelons dans cette section les propriétés spectrales classiques que vérifie I’'opé-
rateur de transfert et ses perturbations. Ainsi dans les preuves des différentes propositions
nous insisterons uniquement sur les points qui illustrent 1'utilisation des hypothéses sur
les moments forts de la fonction cofit.

Définition 2.1 (Rayon spectral essentiel). On appelle rayon spectral essentiel d’un
opérateur borné sur un espace de Banach, le plus petit réel positif Re tel que tout élément
du spectre de module supérieur est une valeur propre isolée de multiplicité finie.

Définition 2.2 (Quasi-compacité). Un opérateur borné sur un espace de Banach est
dit quasi-compact si son rayon spectral essentiel est strictement inférieur a son rayon
spectral.

Définition 2.3 (Dualité). Le dual d’un espace de Banach (B, || -||) est lespace de toutes
les fonctionnelles linéaires continue p : B — C muni de la topologie de convergence faible :
une suite p, : B — C converge faiblement vers y : B — C si pour tout u € B, la suite
tn(u) converge vers p(u) dans C.

Le dual L* : B* —— B* d’un opérateur borné L : B —— B est défini par

(L) (u) = p(Lu), pour tout pe B et wueb.

Nous aurons besoin des notations suivantes.

Notations :

e Pour tout (s,i7) € C x iR, Sp(Hy,,) désignera le spectre de Hy ;-, R, ;- son rayon
spectral et Re, ;- son rayon spectral essentiel.

e Lorsque 7 = 0, on notera H; o par H;. Par la suite on écrira s = o +1t, avec o, t € R.

e Pour toute fonction (s,i7) — fs; on notera fs, = fs et les dérivées partielles et
dérivées secondes partielles seront notées s fs ir, Oir fs.irs 02 fsir €t 02 fs.ir-
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La proposition suivante décrit le spectre de I'opérateur H ;- lorsqu’il agit sur les deux
espaces C'(Z) et Lip(Z). Pour plus de détails, voir |3, Proposition 0] ou l'opérateur Hy,,
agit sur Pespace C'(Z) pour (s,w) € C? et Rs > 0y, Rw proche de zéro. Les résultats se
démontrent de fagon analogue pour Iespace Lip(Z).

Proposition 2.1. Soient (Z,T) un systéme de bonne classe et p son tauz de contraction.
Soit H ;- Uopérateur de transfert (2.6) agissant sur l'un des espaces C*(Z) ou Lip(Z).

(1) Soit p < p < 1. Pour tout (s,iT) € Cx iR avec Rs = 0 > 0¢, on a Res;r < Rs;r <
p- Ry. En particulier Hy ;; est quasi-compact uniformément en s =t et 7.

(2) Pour o > o, lopérateur H, admet une unique valeur propre \, de module maxi-
mal, qui est réelle et simple. Le reste du spectre est contenu dans un disque de rayon
Ty < Ay (on dit dans ce cas que A\, est une valeur propre dominante). La fonction propre
associée f, est strictement positive et le vecteur propre associ€ fi, de l'opérateur dual H}
est une mesure de Radon positive. Normalisons [i, et f, par fi,[1] =1 et fi,[f,] = 1. Alors,
la mesure i, = fofls est une mesure de probabilité. En particulier, f1, est la mesure de
Lebesgue, avec Ay = 1.

(3) Pour (s,iT) dans un voisinage de (1,0) dans C x iR, la valeur propre dominante
Asir €t la fonction propre associée sont bien définies et analytiques en s, uniformément
en it et sont indépendantes du choiz des espaces C*(Z) ou Lip(Z).

Remarque 2.1. i) La fonction s — Hg;, est analytique sur l'ensemble Rs > o unifor-
mément en iT.

i1) Supposons que le coit ¢ admet des moments forts a Uordre k pour un certain
k> 1. Il existe vy € (0,1/2) tel que la fonction it — Hg,, est k-fois différentiable, et ce
uniformément par rapport & s € Uy = {s||s — 1| < 11 }.

En effet, pour tout ¢ < k, la dérivée d’ordre { de la fonction it — H, ;- qui n’est autre

que
> (e(r) e ™n (z)),

heH

est un opérateur borné sur C'(Z) (respectivement sur Lip(Z)) et est continu en (s,iT) €

U x C.

Notons r, := sup{|\||A € Sp(H,) et A # A\, }. Le corollaire suivant donne une décom-
position spectrale qui est une conséquence de la proposition 2.1.

Corollaire 2.2 (Décomposition spectrale). Considérons lopérateur Hy ;- défini sur
Uun des espaces CH(Z) ou Lip(Z). Il existe Wy, C C x iR un voisinage de (1,0) tel que,
pour tout (s,iT) € Wy, on a

Hs,if = )\s,iTPs,iT + Ns,iTa
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ot Py est la projection spectrale associée a Mg ;r et le rayon spectral de Ny, est < 0,
avec ry < 0 < 1.

De plus, si le cott ¢ admet des moments forts a l'ordre k pour un certain k > 1, les
fonctions 1T — P r, iT = log Asir et iT = Os\gir sont k-fois différentiables uniformé-
ment en s. Leurs dérivées d’ordre 1 < { < k, en tant que fonctions de s, sont analytiques
et ce uniformément par rapport a tout T fixé.

Démonstration. Soit \; la valeur propre dominante de Hj. Il existe alors 7, > 0 tel que le
cercle C'(A,71) vérifie C(Ay,7) N Sp(Hy) = 2.
Le projecteur spectral vérifie [27, Chap. I11.6]

1

Ps iT T o . Rs T d )
C(M1,71)

ou

Rsir(z) == (21 — H&”)_l.

De plus, pour tout z € C'(Ay,71) on a (corollaire 5.4 dans [10])

Rair(z) = Ra(2) Y [[Hy — Hyr

n=0

: Rl (Z)}n,

ce qui, d’aprés la remarque 2.1.73), montre que la fonction it — R, (2) est k-fois dif-
férentiable sur un voisinage de zéro. Par conséquent, la fonction i — P ;. est k-fois
différentiable.

Soit maintenant f; la fonction propre de Hj associée a A\;. Pour tout (s,i7) dans un
voisinage de (1,0), la valeur propre A ;- est définie par

Hs,iT [Ps,if(fl)]
Ps,if(fl)

Ceci est dii au fait que les opérateurs Py ;; et Ny ;- vérifient

)\s,iﬂ' =

Ps,iT o Ns,ir - Ns,ir o Ps,ir =0.

Ainsi i — A, est k-fois différentiable en tant que compositions de fonctions k-fois
différentiables.
|

Définition 2.4 (Cohomologie). Deux fonctions fi : T — R et fo : T — R sont dites
cohomologues s’il existe une fonction ¢ : T — R telle que pour tout h € H on ait :

fi(x) = fa(z) + ¥(z) — ¢ o h(x).
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Par la suite, on appelle fonction pression la fonction o — log A, out A, est la valeur
propre dominante de 'opérateur H,.

La proposition suivante (voir aussi [3]) donne des propriétés supplémentaires sur la
valeur propre dominante :

Proposition 2.3. Soient (Z,T') un systéeme de bonne classe, Hy ;- l'opérateur de transfert
associé avec (s,it) dans un voisinage de (1,0) dans C x iR. Soit \,;; = eMsi7 sa valeur
propre dominante avec Ag;r sa fonction pression. Lorsque T =0, on note Ay = Ag,.

l.a) |Dérivées de la pression.| La dérivée en 1 de la fonction pression s — Ag est
Uopposé de ’entropie de Kolmogorov du systéeme dynamique (T, 1) :

N() = — /Ilog T'(2)] fi(x) dz < 0.

(1.b) Si le codt ¢ n’est pas constant et admet des moments forts d’ordre 2, la dérivée
seconde 02\ (s,ir) est strictement positive en (1,0).

2) |La Fonction it +— &(iT).| Il existe vy > 0 proche de 0 et une unique fonction
continue G : [—vg, +1o] — C tels que A\(&(iT),iT) = 1 et 5(0) = 1. De plus, si ¢ a des
moments forts a Uordre k pour un certain k > 1, la fonction it —— &(iT) est k-fois
différentiable.

Démonstration.1.a) Résulte directement de la dérivation par rapport a s de l'égalité
H, ;: fsir = Asirfsir, d'une intégration par rapport a la mesure de Lebesgue i1, et de
la formule de Rohlin.

(1.b) En faisant agir son opérateur sur espace des fonctions & variation bornée,
A Broise [10, Prop.6.1] montre le résultat suivant : la fonction it — A,;, est convexe
en (1,0) si et seulement si le cotit ¢ n’est pas cohomologue a une constante. Les systémes
que nous considérons étant complets par morceaux, la démonstration s’adapte aussi aux
espaces C*(Z) et Lip(Z). Ainsi, il existe u € C'(Z) et une constante K telle pour toute
branche inverse h € H et tout € Z on ait

c(h) =u(x) —uoh(z) + K.
En appliquant cette égalité au point fixe de chaque branche h on trouve que c est constante.

2) L’assertion 1.a) assure que 9sA\(1,0) # 0, et le théoréme des fonctions implicites
assure l'existence de la fonction 7.

Remarque 2.2. Comme conséquence directe du corollaire 2.2 on a l’existence de ]\//71 >0
tel que pour tout (s,iT) € W)
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(7 = Nyir) ™ [l < M.

De plus, il existe a > 0, to > 0 et vy > 0 tels que l’ensemble

A ={(s,i1) € C;|Rs — 1] < a, [Ss| <tq, |7| <o}

est inclus dans Wy. Par conséquent, le quasi-inverse R, de Hg,;; vérifie, pour tout

(S,iT) c .A1,

A(s, 17)

RS T VAN
’ 1 — A(s,i7)

Ps,iT + ([ - Ns,iT)ila (27)

et a pour seule singularité, dans Ay, un péle simple en chaque point (s = 6(iT),iT), avec
comme résidu, ['opérateur non nul

R(it) ==

2.1 Apériodicité, convexité

Dans cette section nous expliquons comment la propriété UNI permet de montrer
I'analyticité de la fonction (s,i7) — R pour 0 < [Sis| < ¢ avec top > 0 et 7 € R.

Commengons d’abord par un premier lemme ot quitte & remplacer 'opérateur H, ;,
par son normalisé

Hs,ifu = Hs,ir(u : fa)/()\afa)a (28)

la preuve est donnée dans [3] et est analogue a celle de la Proposition 6.2 dans [31] ou
Proposition 9 dans [40].

Lemme 2.4 (Apériodicité). Soient (Z,T) un systéeme de bonne classe et Hy ;r l'opéra-
teur de transfert associé agissant sur C1(Z) ou Lip(Z). Soit (t,, 7o) # (0,0). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe 0 > oy tel que
RO’ € SpHcr—i—ito,iTo-
(b) 1l existe u avec u € C1(Z), |u| =1, telle que, pour tout n, et tout h € H"

|R/(z)|" - exp(iToc(h)) - wo h(z) = u(z),Vo € T. (2.9)
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Le second résultat (voir [10, Prop. 6.1]) donne une condition nécessaire et suffisante
sur la pression pour que la fonction poids (—log|T”|) ne soit pas cohomologue & une
constante. On peut aussi se référer a [3, §3.5] pour plus de détails.

Lemme 2.5 (Convexité absolue). Soient (Z,T) un systéme de bonne classe et ¢ € R*.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) La dérivée seconde de it — A(1+i7,0) s’annule en 7 = 0.

(b) Il existe une fonction u € C'(Z) strictement positive et une constante o > 0 telles
que, pour tout entier positif n et tout h € H",

W ()] - uwo h(z) = a™ - u(x).

Les deux conditions (b) des deux lemmes ci-dessus sont du méme type et fortement
lies a la conjugaison du systéme avec un systéme affine par morceaux. La proposition
suivante nous montre que cette conjugaison ne peut avoir lieu si le systéme vérifie la
condition UNI (voir Chapitre 1.4).

Notons que, dans [3] les lemmes 2.4 et 2.5 sont énoncés avec une hypothése de crois-
sance modérée sur les cotits qui implique que le colit admet des moments forts de tout
ordre. Ici, on ne met pas d’hypothése sur les moments car le deuxiéme parameétre i7 est
purement imaginaire.

Proposition 2.6. Soient (Z,T) un systéme de bonne classe vérifiant la condition UNI et
H,,;, lopérateur de transfert associé agissant sur C*(Z). Alors

(i) L’application T n’est pas C* conjuguée & une application affine par morceauz.

(i1) La pression A1y est absolument convexe en T = 0, c’est a dire A"(1) > 0. De
plus, si la fonction codt a des moments forts a 'ordre 2, pour tous q # 0, r € R et 7 € R,
la pression iT +— Aiiirqirr est absolument convexe en T = 0.

(i13) a) Si T #0 et le coit ¢ est non-réseau, on a, 1 ¢ Sp(Hy ;)
b) Pour toust #0, 7 € R, on a, 1 ¢ Sp(Hiit,r).

Remarque 2.3. Nous verrons dans la section suivante comment sont utilisées les asser-
tions (1) et (ii1) pour montrer les propriétés analytiques du quasi-inverse R ir.

Comme dans la proposition 2.3(1.b), 'hypothése sur les moments forts dans ’assertion
(1) ci-dessus est nécessaire pour que la dérivée seconde de la pression it — Ag;; soil bien
définie. La convexité de la pression en i implique que, lorsque le codt ¢ a des moments
forts a Uordre 2, la fonction it w— o (iT) est absolument convexe en T = 0. Ceci, permet
de calculer les parameétres de Ey et Vi définis dans (0.4) et (0.5) (voir [3, Lemme 12])
avec des constantes p(c) et 0(c) > 0 données par

p(c) =25'(0) et &6*(c) =25"(0).
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Démonstration de la proposition 2.6. (i) Si T est C? conjuguée a une application affine
par morceaux, il existe alors u € C*(Z) telle que pour tout n € N et tout h € H", il existe
deux constantes dy := dy(h) # 0 et dy := da(h) telles que

uo h(z) = diu(z) + da,
autrement dit, il existe dy > 0, tel que
B ()] - |u" o h(w)| = difu(2)].
D’ofl, en posant % := log |u/|
log |h' ()] + T o h(x) = logdy + i(z),

une dérivation des deux cotés donne

hﬁ(x)——,x a (h(z u(z
Wy = @) () 7 @)
Par conséquent,
V()] = [P (@)@ (h(2)) = K (2)a (k(x))],

ot ¥y, la fonction définie dans (1.4).
Rappelons maintenant la définition de A(h, k) dans 1.5. L’égalité ci-dessus implique
que pour tout 0 < p < p < 1, pour tout n € N et toutes h, k € H" on a

A(h, k) < p",

ce qui signifie que l'ensemble J(h, p™) est de mesure de Lebesgue 1 et contredit ainsi
la condition UNI(a).

(#7) Si la pression n’était pas convexe en 7 = 0, l'assertion du lemme 2.5(b) serait
vérifiée, ce qui donnerait une fonction v € C'(Z) et une constante a > 0 telles que pour
tout n € N et tout h € ‘H" on ait

|W|-uwoh = a"u.

Par conséquent le systéme 7' serait C2-conjuguée a une application affine par morceaux,
ce qui contredirait I'assertion (7).

De plus, si on suppose que la fonction cotit admet des moments forts & l'ordre 2 et
que la fonction i +— Ajyirqirr D'est pas convexe en 7 = 0, on obtient (voir [3, lemme
7(ii)]) une fonction u € C*(Z), une constante o > 0 telles que, pour tous n € N, h € H"
etx €, ona

|W|7 - exp(re(h)) - uwo h = a"u.
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Ceci entraine que

qlog |V |+ rc(h) = nloga —logu o h + log u.

En posant @ = u/q on obtient
h//(x)
h(x)

ce qui, comme dans la démonstration de (7), contredit la condition UNIL.

= 4'(z) — W' (x)d o h(x),

(#7i) a) Supposons que la fonction cotit ¢ est non-réseau et qu’il existe 75 # 0 tel que
1 € Sp(Hy r,). Par le lemme 2.4(b), pour tout h € H, on a

exp(i(moc(h)) =1,
ce qui contredit I’hypothése que ¢ est non-réseau.

b) Supposons qu’il existe ¢y # 0 et 79 € R tels que la valeur 1 soit dans le spectre de
Hi .\ i1.in- D’apres le lemme 2.4, ceci revient a dire qu’il existe une fonction ¢ € C(Z) a
valeurs réelles, telle que pour tousn € N, h € H et x € Z on ait

tolog |0 (z)| + 1oc(h) = (x) — @ o h(z).

ce qui, comme dans la démonstration de (i) et (ii), contredit la condition UNI.

3 Estimations sur le quasi-inverse

Le but de cette section est d’étudier 'analyticité du quasi-inverse s — Rg;r = (I —
H,,,)™!, lorsque le parameétre 7 parcourt la droite réelle. Commengons par décrire les
différentes régions de perturbation, puis étudions chacune d’elles séparément. Posons s =
o+ t.

Régions “compactes” :

Commencons d’abord par I’ensemble A; défini dans la remarque 2.2 :
A ={(s,i7) e CxiR ;jo = 1] <a; |t| <tyet 7] <1},

oua>0,t, >0 et vy >0 sont proches de zéro.
On considére également les ensembles

Ay = {(s,iT7) e Cx iR ;|0 — 1| <ag; ta < |t| <tp et |7| < wp},

Az :={(s,i7) e Cx iR ;o — 1| < ag ; [t| <tg et vy < |7] < 2},
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ol as > 0 et ap > 0 qui seront définis dans le lemme 2.7 et £y > 0 qui sera défini dans la
proposition 2.8.

Régions “libres” :

Ay :={(s,it) e Cx iR ;|o — 1| <ay; [t] > to et T € R},

As = {(s,iT) € C x iR ; 021—&

|T‘a 3 ‘t| S tO et ‘T| Z 2}7

avec a; > 0 qui sera défini dans la proposition 2.8 . Les constantes & €]0,1[ et o > 0 qui
seront définis dans la proposition 2.13.

3.1 'R, dans les régions compactes

Dans cette partie nous utilisons essentiellement les résultats de la section précédente,
en particulier, la proposition 2.6 et la perturbation de parties finies du spectre.

Lemme 2.7. Soit (Z,T) un systéme de bonne classe vérifiant la condition UNI.

(i) [Perturbations dans A;.] La fonction s — Ry est méromorphe sur A;. Elle admet
un seul pole en (s = ¢ (iT),i7). De plus, pour tout |7| < vy, il existe a < a tel que, pour
o =1=xa et pour tout |t| < to, il existe My vérifiant, ||Rsi-|11 < Ms.

(1) [Perturbations dans As.| Pour tout |7| < vy, il existe ag > 0 tel que la fonction
s — Rsir soit analytique sur l’ensemble {s € C ; |o — 1| < aq, |t| € [t2,t0]}.

(73) [Perturbations dans Ajz.] Si le codt ¢ vérifie ’hypotheése de non-réseau, pour tout
7| € [v0,2], il existe ax > 0 tel que la fonction s — R soit analytique sur ’ensemble
{S e C ) ‘O’ — 1| S &2, |t‘ € [tg,to]}.

Démonstration. (i) Soit (s,iT) € A;. On a

)\s,iﬂ'

Rair = 20—
> 1- )\s,ir

Ps,ir + (1 - Ns,ir)_la
qui admet un pole simple en tout (s = 5 (i7),i7) € A;.

Fixons 0 < @ < a. La fonction i — & (i7) étant continue et 4(0) = 1, on peut choisir
vy > 0 petit de fagon que, pour tout |7| < vy, on ait |Reo(it) — 1| < a/2.

D’autre part, si on pose By = {s € C,Rs =1+ a, |t| <tis}, et

[ :=inf M
s —a(it)

> 0,
B

la valeur propre dominante A ;; pour |7| <y et s € By, vérifie
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Nir — 1| > I|s — 5(i7)| > I|Rs — R&(i7)| > la/2 > 0.

Par conséquent, il existe M, tel que, pour tout s € By, on a || Rsirll11 < M.

(17) Soit to < |t| < to. La proposition 2.6(7ii.b) affirme que, pour tout 7 € R et t # 0,
onalé¢ Sp(Hyyur). Cecl, est en particulier vrai pour tout |7| < 1. L'opérateur Hy s ;r
étant quasi-compact, la théorie de perturbation de parties finies du spectre [27, Chapitre
I11.6] montre qu’il existe ay > 0 suffisamment petit tel que 'on ait, 1 ¢ Sp(H, ), pour
|Rs — 1| < as. Ce qui, avec la remarque 2.1.7), donne l'analyticité de s — R, sur As.

(i73) Soit |7| € [1p,2]. La proposition 2.6(éii.a) affirme que pour un colt ¢ non-réseau,
la valeur 1 n’appartient pas au spectre de H; ;.. Encore une fois, la perturbation de parties
finies du spectre assure que, pour as et t3 suffisamment petits, on a 1 ¢ Sp(HS,iT) pour
|Rs — 1| < ag et |t] < t3.

Pour t3 < |t| < ty, on utilise la proposition 2.6(zii.b), qui assure que 1 ¢ Sp(Hjiirir)-
Par la méme théorie de perturbation que précédemment, on a l'existence de a, > 0 tel
que 1 ¢ Sp(Hy;;) pour |Rs — 1| < ag et t3 < |t| < .

On prend finalement, G, = min(as, ) pour avoir 1 ¢ Sp(H, ;) pour (s,i7) € As, et
par conséquent, I'analyticité de s — Ry, sur le rectangle {s € C; |o—1| < aq, [t| < 1o}

|

3.2 R, dans les régions libres
3.2.1 Perturbation dans A,

On suppose dans cette partie que 'opérateur Hy ;, défini dans la section agit sur C!(Z).
Le résultat suivant a été démontré par V.Baladi et B.Vallée |3, §3]. On se propose ici de
rappeler les lemmes principaux et les grandes lignes de la démonstration.

Introduisons d’abord sur C' la norme || - ||1; qui est équivalente a || - |11
[l
[l = [lulloo + e

Proposition 2.8. Soit (Z,T) un systéeme de bonne classe vérifiant la condition UNI, et
soit p son taux de contraction.

Il eziste ty > 0, tel que pour tout 0 < r < 1/5, il existe un voisinage 3y =|1 —ay, 1 + a4
de 1, et M > 0 tels que, pour tout s avec Rs € ¥y et |Ss| >ty >0 et 7 € R, on ait

| Rsirll1e < M- [t]". (2.10)
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Remarque 2.4. Dans [3] le théoréme est énoncé avec une hypothése de croissance modé-
rée qui entraine que le cotit admette des moments forts de tout ordre. Ici encore, aucune
hypotheése sur les moments forts n’est nécessaire, pour la méme raison que précédemment :
le deuzxiéme parameétre 1T est purement imaginaire.

Remarque 2.5. Contrairement a ce qui est affirmé dans [3] on ne peut pas poserty = p2,
or ceci n’est pas exacte. Notons en particulier que la seconde et la troisieme inéqgalité de
(2.24), ne sont pas valides si on remplace My(My)* par My, ce qui implique que to doit
étre pris suffisamment grand.

La preuve se fait en deux étapes. La premiere étape consiste a montrer qu’il existe
un certain rang ny pour lequel la norme dans L?*((0,1)) de l'opérateur normalisé¢ H®

8,079

défini dans la section 2.1, décroit exponentiellement en ny. Dans la deuxiéme étape, et
en utilisant essentiellement la décomposition spectrale de 'opérateur H;, on transforme
cette décroissance en une estimation par rapport a la norme infinie de I'opérateur et sa
dérivée qui permettent d’avoir (2.10).

Par la suite, ¥y désignera un sous-ensemble compact de Jog, +0o[ avec oy le réel défini
dans 2.4. La notation A(x) < B(z) signifie qu’il existe une constante K telle que pour
tout z, A(x) < KB(x).

Les deux lemmes suivants sont démontrés dans ’appendice.

Lemme 2.9. i) Pour tout ¥, il eziste C' > 0 tel que, pour tout (s,iT) tel que o € ¥y et
tout uw € Ct, on ait

B ulls < C (sl lulloo + 0" [[ull) ;¥ > 1. (2.11)

ST

i1) Si, pour o € ¥1, on note

Ay = /\;/72—1/)‘07
alors, pour tout o € ¥q, on a
polJ) < AELT|V2, VT = | h(T), avee T C M.
heJ

De plus, pour tout u € CY(Z) et tout entier k > 1, on a

[[HS ]2 < A2 | Huf) o - (2.12)
avec une constante absolue qui ne dépend que de 3.

iii) Pour tout t; > 0 et tout ¥, il existe My > 0 tel que pour tout (s,iT) avec o € ¥y
et [t| > t; on ait
[ H ir |10 < M.
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Remarque 2.6. : D’aprés la proposition 2.1, la fonction o — A, est continue et A} = 1.

Rappelons maintenant la fonction ¥y, , introduite dans (1.4) au chapitre 1 :

| ()]
LACII

W (1) = log

pour tout h, k € H* de méme profondeur.

Soit ﬁsﬁ I'opérateur normalisé (2.8) de Hy ;. Pour tout n € N, on a

B @) = g5 S esplin(e(h) — (k) - explitW(e)) - Rale). (213)
7 (hk)EHMXH"

avec

By (z) = [P (@)|7|K ()]

1
u- fy)oh(x)(u- f,)ok(x). 2.14
(e f) oh@) (@ f)oka).  (214)
Rappelons que A(h, k) est la quasi-distance définie dans (1.5) et décomposons la
somme (2.13) en deux sommes : pour tous 0 < 8 < 1, (s,i7) € Az et u € C}(Z), on
pose,

S, (s,iT,u,3) = Z exp(it(c(h) — c(k))) - exp(it¥p x(x)) - Ry (),
(h,k)EH™ X H™
A(hk)<pPm

et

St(s,it,u, () = Z exp(it(c(h) — c(k))) - exp(it¥p x(x)) - Ry ().
(h,k)eH™ xXH™
A(hk)>pPm

Pour tout z € R, la notation [z] désignera le plus petit entier supérieur ou égal a x.
Rappelons que ¥ est un sous-ensemble compact de [og, 0o].

Lemme 2.10. l'intégrale, par rapport a la mesure de Lebesque, de la somme (2.13) décroit
exponentiellement en n. Plus précisément ;

1)Supposons que le systeme T vérifie 'hypothése UNI(a) et soit I, lintégrale de la
somme S, (8,iT,u, ). Pour tous ¥y, 0 € ¥y, n € N et tout 0 < <1 ona

1,1 = 1L, (s, im0, B)] << (072 Ag)" [[ull2.
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2) Supposons que le systeme vérifie la condition UNI(b). Posons ng = ny(t) avec
no(t) = [log|t|/|logp||. Pour tous X1, o € Xy, |t| = |Ss| > 1/p* et tout 0 < f < 1/2,
Vintégrale I} de la somme S (s,i7,u, ) pour n = ng, vérifie

Lo | = 11 (s, B)] << pU 2070 .

Rappelons que A; = 1 et que la fonction o +— A, est continue. Il existe alors un
voisinage réel 3y tel que, pour tout 2/5 < < 1/2, on ait

Ay - pPlr < pt 720, (2.15)
_ Ceci, avec le lemme 2.10 donnent une premicre estimation sur la norme de I'opérateur
H}9 dans L*(Z) :
Corollaire 2.11. Pour tout |t| > 1/p? fixé, on pose ny = [log|t|/logp]|. Soit 2/5 < 3 <
1/2. Il existe alors un voisinage réel 3 de 1 tel que pour tout o € X on ait
A, < pt=oP% (2.16)

De plus,
IR @) do < g0l .17

T

Démonstration de la Proposition 2.8 : On commence par estimer la norme infinie. La
quasi-compacité de 'opérateur normalisé H ;. par rapport a la norme || - [|;,1 donne

Hﬁ’f[\U\Q]HooZ/\U\Q(IB) dz + O(ry)[[w[|1.1- (2.18)

ou 71 est le rayon spectral sous-dominant de H; (ry := sup{\ € SpH; ; |\ < 1}).

Soit n > ng = [log |t|/|logp|] et posons u = \ﬁ?%[v]\ En combinant (2.12), (2.18),
(2.17) et (2.11) on trouve;

L [o][15 << HG ™ [u] 1%
< A BT o
< AZtrmo) [0 e mmo ) o] 7, (2.19)

Si on prend maintenant ny = (1 4 77)ng avec 77 = (1 — 23) log p/ logry, on obtient

p(l—Qﬂ)no — pl1n0 (220)

Par conséquent,
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|5

ST

[v]l[2 < AZep2m (14 [t]) w17,

d’ou,

i

S$,4T

[0]]]o0 < AT P10 0] (2.21)

Pour 2/5 < 3 <1/2,0ona (1 —208)(56—2) < 2(1— (). 1l est donc possible de choisir
d > 0 tel que,

0<q(bf—2)<d<2(1-0).
D’autre part, d’aprés (2.15), pour tout o € ¥y, on a

max (AL AT) < p~168/270 < p=d/2, (2.22)
En substituant (2.22) dans (2.21), on trouve, pour (s,i7) € Ay avec o € ¥,

_ 21— ) —d
H™ [0]|lse < p™°||0]|1.4, avec b:=——— >0.
I el << 0"l ST
D’o, en utilisant le lemme 2.9(¢) on a, pour ny = 2n,,
22 e < 22 (2.23)

Soit ty > t; assez grand et fixons |t| > to. Pour tout n = kny + £ avec ¢ < ns(t), le
lemme 2.9.7i7) et I'inégalité (2.23) donnent

L e < Mg ST, < MoMp™ e/ < My MY o™/ pmimer2, (2.24)

D’autre part,

ainsi

"
IHE .|

e < My MY [t]" " (2.25)

2(1—8)—d T
S >0, b=

Si on prend ty suffisamment grand, on obtient

avec T := et v := pt/2.

Hﬁ?,z‘THLt < M- |t]" - 9",

avec r = 217 > 0.
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Ce qui signifie que, pour I'opérateur non normalisé, on obtient
IH i ll1e < Ms - Jt[" 4" - A5, Vi, V[t > to.

Finalement, d’aprés (2.22), pour tout o € ¥, on a

7)\0 < p2(1:ﬁ) .p’4(1iﬁ> = p4<1:ﬁ) = ﬁy < 1.

Ce qui achéve la preuve avec M := M;3/(1 — 7).

3.2.2 Perturbation dans Aj;
Dans cette partie nous considérons que Hj ;. agit sur 'espace Lip([).
Par définition, ’'opérateur normalisé vérifie
HY i i ()| o0 <l e,
pour tout m € Z7, et tous réels ¢ et 7.

Le lemme suivant est prouvé dans l'appendice.

Lemme 2.12. Pour tout t € R il existe K(t) > 1 tel que pour tout m € Z% et tout 7 € R
Lip(H{' ;; ;- (u)) < K(8)||ull L + Kp"Lip(u). (2.26)

Il nous sera plus utile d’utiliser la norme suivante sur Lip(7) :

1
"2 SUP|yj<so K (1)

Lip(u)} .

ullrip = masx{|Ju| 2~

En effet, en rappelant que pour h € H™ on a sup|h'| < CpP™ et en posant ny =
[log K/log(1/p)] + 1, on a pour tout 7 € R et tout ¢t € [—to, to]

Hﬁﬁit,irHLip <Kp"+1,Ym2>1,
HHT-I—it,iTHLip <1,Vm >nyg. (227)

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Proposition 2.13. Supposons que la fonction cotit ¢ est diophantienne d’exposant n pour
le sous-ensemble Hy C 'H, et soit
B

log supy,, |/ |1

log(1/p)

) log supy,, I/

g1/ ) (228)

a>n(2+



52 Chapitre 2. Opérateurs de transfert

Alors, il existe My > 1, & € (0,1), et a > 0 tels que, pour tous |t| > 2, |t| < to et
o>1—¢&l|r|™

HRU+’it,iTHLip S MO‘T’a . (229)

Remarque 2.7. L’hypothese sur les moments forts de ¢ n’est pas nécessaire. La preuve
donne une valeur de o plus grande que ['exposant n de la condition diophantienne sur c.

Remarque 2.8. La démarche que nous allons suivre pour démontrer la proposition 2.13
est celle faite par Melbourne [29, §3] en modifiant 'argument de Dolgopyat [17]. Nous
sommes amenés a reprendre toutes les étapes pour la raison suivante : les paramétres (s, z)
de lopérateur Ry, de [29] ne sont pas de la méme nature que (s,iT). En effet, le paramétre
s" vérifie Rs' = Rs et Is' = 7. De plus, la partie imaginaire du deuriéme parameétre z est
dans [0, 27|, ceci est di au fait que dans [29], la fonction du temps de retour est a valeurs
entiéres et localement constante ce qui n’est pas le cas pour les fonctions log |I|.

Avant de donner la preuve de la proposition, et cela en modifiant I'argument de Dol-
gopyat [17], comme il a été adapté par Melbourne [29, §3] pour le cas d'un nombre infini
de branches, on aura besoin d’autres notations et de lemmes préliminaires.

Pour tout sous-ensemble Hy C H on pose Zy = Zo(Hy) 1'ensemble de Cantor invariant
par T associé a Hy, c’est a dire,

To={z e |T™(x)ely,YmeZ,},
pour Zy = Unen, h([0,1]) et
Lip(Zy) = {u: Zp — C | Lip(u) < oo}.
Le lemme suivant donne une premiére condition nécessaire sur Z, pour que (2.29) soit
vérifiée.
Lemme 2.14. Soit Zy(Ho) associé a ’ensemble fini Hy C H. Pour tous a; > 0, o >
i [1 4 (logsupyy, [I'|71)/log(1/p)] et Bi > 0, il existe My > 1 tels que ce qui suit a lieu
pour tous |T| > 2 et |t] <t :
Supposons que pour chaque v € Lip(I) avec ||v|jLp < 1 il existe xg € Iy et jo <
1351 log |7]] tel que

HE, i (0)(20)] < 1= ——, (2.30)

alors, ||Ratit,ir)||lLip < Mo|T|*.

Remarque 2.9. La preuve du Lemme 2.14 utilise fortement le fait que s = 1+ it et ne
devient plus valide si s = o 4 it avec o < 1.
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Démonstration. (Voir Lemme 3.13 dans [29], adapté de |17, Section 7|.) Dans cette preuve,
on fixe t et 7 et on écrit n = n(r) = [35; log |7]].

Soit v € Lip([) tel que ||v||Lip < 1. Il suffit de montrer que (Id—ﬁlﬂt,”)_l(v) existe et
que ||(Id = Hy i) H(0)||ip < Mo|7|® pour un certain a > 0 et My > 1 qui ne dépendent

pas de 7 ou t.

Pour jo = jo(v,7) < n on pose comme dans (2.30),
Up = ﬁﬂ-ztzr(v) et u = ﬁ?+it,ir(v) .

On a
Juollz <1

et (rappelons (2.27))
max{||uo||Lip, [[u|lLip} <1+ Kp.

Grace a (2.30), il existe g € Z, (dépendant de v) telle que, en posant K = 2(1 +
Kp) supjy<y, K(t), on ait

1
—M,VZE€I$OI:{$€I‘|ZE—I0|S

<1-
‘UO(ZE)‘ = 2‘7_’

e (2.31)

Rappelons maintenant que p; est la mesure de probabilité absolument continue sur Z
de densité f; (qui est T-invariante). Par définition, le dual de H; o a pour point fixe p.

Posons _
aq log || + log( KK)

log(1/p)
alors, I’élément h,, € H;™ tel que zg € h,, ([0, 1)) vérifie

m():mo(T):[ ]+1,

hao (1) C I,
Ainsi,
,Ul([xo) 2 lul(hxo([))

D’autre part, la définition de p; et la propriété de contraction des branches inverses
donnent

log(K4)
11 (o (1)) > K 'R (w0)| > K V™7 > Kot |r| = s (2.32)

avec des constantes Kg > 1, Ky > 1, et Ky = supj,cy, SUpr \h;o\_l > 1 sont indépendantes
de 7 et ¢.

En posant
5 log(Ky)

— 2280
"log(1/p)

Q9
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et en décomposant [ = I, U (I \ I,,), on déduit de (2.31) et (2.32) que

1
[l 21y < Nuollzrgn) < (1 - W)Ml(fxo) +1 = (1)
. Ml([xo)

2|7 |
<1—Ky't|r|7.

(2.33)

Pour le reste de la preuve, on transforme d’abord l'estimation (2.33) sur L' en une
estimation sur L°°, puis en une estimation sur la semi-norme de Lipschitz.

Posons ny = [y log|7|]. Pour B > 1 qu’on précisera par la suite, et a partir de la
décomposition spectrale

HYy(w) = [ wdi + Niy(w)
T

du corollaire 2.2 (avec ||[NT||Lip < Ki0p™, pour un certain p < 1 et tout m > 1), on
obtient

L ()| < 7 ]| < / |ul dpa + Kiop™ | |ul||Lip
<1 — Kyl |7[7 + (1 + Kp)Kyop™
Dong, si 33 > g est suffisamment grand (dépendant de p, p, Ky et Kjg, et indépendant
de 1) alors
+n T —
IO @) e = [HPD ) < 1= Ktlr| 2,
pour Ky, > 1 indépendant de 7.

En utilisant (2.26), on obtient pour nq(7) = [B3log|7|] B3 > 301 + (2 suffisamment
grand ;
HHlJrzt ZT( )HLIP <1- (2K11) 1|7_‘ “.

Et comme v est arbitraire on a

1(1d — B2 )Yy < 2K 7).

it

Remarquons maintenant que pour tout m € N on a pour tout opérateur A quelconque

m—1

(I-A™) =(I—-A)) A"

k=0
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Ainsi,
Id—A)'=Id+A+ A%+ -+ A" ) (Id - A™)
Finalement, en utilisant (2.27) et la remarque ci-dessus, on trouve pour tout o > s
une constante My > 1, indépendante de 7 et t, telle que
1(1d = Hipitir) " luip < Mol7|*
[

Pour 7 € R, u € L*®(Z), et pour = € (0,1] en notant par h, I’élément de H tel que
x € ht([0,1)), on définit 'opérateur de multiplication

M u(z) = |T' (x) e )y (T (). (2.34)

Le lemme suivant donne une condition nécessaire sur l'opérateur de multiplication
M, . pour que la condition sur I'’ensemble invariant Z, citée dans le lemme précédent soit
vérifiée. Nous verrons dans la démonstration finale de la proposition 2.13 que les cofits
diophantiens vérifient cette condition.

Lemme 2.15. Soit Zo(Ho) l'ensemble de Cantor associé au sous-ensemble fini Ho C H.
Soit my > 0 et By > 1. Alors, pour tout oy > m; [2 + (log supy, |h’\_1)/log(1/p)], B1 > By
et Ko > 1 tels que l’assertion suivante soit vraie pour tout |t| < to et tout |7| > 2, en
posant n(t) = [y log|7|] :

Supposons qu’il existe vg = v -4 € Lip(Z) avec ||vg||Lip < 1 tel que

1
W,Vxefo,jzo,lﬂ. (235)

Alors, il existe 0.4 € [0,27) et wry : Lo — C, avec |w.4(z)| = 1 pour tout = et

B, (v0)(2)] > 1 —

. Ko
Z(TT)wr,t(ﬂU) —ertw (o) < 7|

Démonstration. (Voir Lemme 3.12 et §3.3 dans [29] adapté de [17, §8|.) Dans cette preuve,
on fixe t et 7 (avec |t| < et |7| > 0) et on écrit n pour désigner n(r). Soit vy comme
dans (2.35), et posons pour j =0, 1,2
v; = Hjliit,ir(vo> s =l
Notre hypothése (2.35) implique que
1
11— —— <sj(zx)<1,Vexely,j=012. (2.37)

REE
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on définit en particulier,

wj(x) = pour z€7Zy et j=0,1,2,

qui vérifie |w;| = 1 sur Z,.

Notons aussi que (2.27) implique qu'’il existe une constante K; > 1 (qui ne dépend
pas de t ou de 7) telle que ||w;||Lipzy) < K1 pour j = 0,1,2. En effet, ||v;||ripa) sont
uniformément bornées.

Comme |
S1 (ZE) w, ([L’) 1+zt,zr(80w0)(x)7
et _
H,,(1)=1,

la borne (2.37) pour j = 1 implique que pour tout = € Z,

Z f1 W )‘< ‘h'(x)‘zteiTC(h)so(h(x))wo(h(x))) < L

et (@) = frfer

La partie réelle de chaque terme dans la somme précédente est non-négative. En effet
comme |e"“M | (z)["wo(h(x))/wi(z)] =1, on a

fi(h(z)) 'y B \h’(x)\“e”c(h)s Nwalh(z
R A0, )\(1 L eyl )|

Ji(h(z))
fiz)

@) (1= stnteyr | Dy ne)] ) 2 o

wy ()

Ainsi, en utilisant le fait que f; o h/f; est bornée (supérieurement et inférieurement)
uniformément en h € H", on peut trouver une constante K, ( ne dépendant pas de 1)
telle que pour tout h € H" et tout x € Z,

|1 ()| e Mo ((x)) ) Ky

(@) = W@

0<1— so(h(x))%(

De plus,
so(h(x)) <1,

d’out pour tout h € H" et tout x € Z

(@I @) K
o<1-w(FEECEE) < pri
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En utilisant le fait que pour tout nombre complexe z de module 1 on a |1 — z| =
V2(1—R2)"2, on trouve une constante K3, indépendante de 7, telle que pour tout h € H"
et tout x € 7

K

w(e) = W@ ()| < s

Pour le reste de la démonstration, on se restreint aux branches h € ‘H{. Pour de telles
branches, on a pour tout x € Z;

W ()] = K™,
ot Ky = supy, ep, sup [ho| ' > 1 dépend uniquement de H,.

Rappelons que n = [; log |7|]. Si oy et (1 > [y vérifient

ay — [ log(Ky) > 2ny, (2.38)

alors, existe une constante K (indépendante de 7) telle que pour tout x € Zy, en posant
h, lélément de H{ tel que x € h,([0,1)),

wy (T (x)) — ‘(Tn>/($>|—it6irc(hm)w0(x) < K

- ‘7’|771 ’

(2.39)

Un argument similaire donne Kj, indépendant de 7, tel que si (2.38) a lieu et x € Z; alors

wy (T (x)) — ‘(Tn)/(x)|_it6i76(hm)w1(x) < K

- ‘7’|771 ’

(2.40)

Fixons un élément arbitraire zy € Z, et définissons 0y = 6y(7,t) (Rappelons que w;
dépend de 7 et t et que n = n(7)) dans [0, 27) par

¢ = wo(ao)| (T") (o) o0

Soit h,, € H{ tel que zg € hyy([0,1)). Remarquons que si pour tout # € Z; on note
Tyy = ey (T™(x)) on a alors

T"(x) =T"(xg,) et hyy =h

CUQ;O .

Ceci, avec 'inégalité (2.39), donne

i (T (x)) — ™|

- \ffil + o) — wolwo)| + 1(T™) (2ag) |~ = [(T7) (o) "],
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Rappelons maintenant que le systéme T est de la bonne classe, (c’est a dire. |h" /1| < K ,
avec |h'| < Kp"), [t| < to et que |T™(z) — T™(xo)| < 1. 1l existe alors une constante K-
indépendante de 7 et h telle que

1Pl (T (@)™ = B (T (0))["] < K7 - p".

De plus, comme |z,, — xo| < p™ et si z € Zy on a z,, € Iy alors

|wo(way) — wolwo)| < Ky - p"7) .
Par conséquent, si (2.38) est vérifiée et que de plus

Uit
b1 > Toe(1/p) " (2.41)

alors

K, + Ks + Ky

| (T () — e] <
‘7”771

. Vzel,. (2.42)

Ensuite, en définissant 6, = 6,(t,7) € [0, 27) par

e = wy () |(T™) (o) *e'TM0),

et en reprenant le méme argument précédent (en replagant w; par wy et 6y par ;) alors
si (2.38) et (2.41) sont vérifiée on obtient

K+ K¢ + K7

wo(T(@)) = ] < =

. Vzel. (2.43)

En substituant (2.42) dans (2.43), on trouve pour 6, , = 6y — 6, et tout z € Z,

2K + Ks + Ko + 2K7

e (T () — wn(T" (&) < [

(2.44)

Puis, en choisissant «y et ) tels que (2.38) et (2.41) aient lieu, et en substituant (2.44)
dans (2.40) on voit que la fonction w = w; satisfait la conclusion du lemme pour K, =
2K, + K5 + 2K6 + 2K5.

n

On peut enfin démontrer la proposition :
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Démonstration de la Proposition 2.13. Le résultat est trivial pour ¢ > 1 car dans ce cas,
le rayon spectral de H, 4 ;- est inférieur a 1. En effet la fonction o — A, est décroissante
et Ry ir < R, (voir Proposition 2.1.(1)). Pour ¢ < 1, on suit la méthode [29, §3.2, §3.3] :

Considérons d’abord le cas ¢ = 1, et procédons par ’absurde.

Soit Zo(Hyp) le sous-ensemble de Z associé a I’ensemble fini non vide Hy C H. Fixons
m > n et By > 1. Choisissons alors oy, 31 > (y, Ky comme dans le Lemme 2.15. Fi-
nalement, prenons « et My du Lemme 2.14 et supposons que pour chaque M > M, la
borne

1(1d = Hy e i) ™ iy < M7[*
n’est pas vérifiée pour un certain 7 = 7(M) et t = t(7) avec |7| > 2 et |t| < to.

En choisissant une suite M} — oo on obtient des suites ¢ et 75 avec |7;| tendant vers
I'infini.

Alors le lemme 2.14 implique que 'hypothése (2.35) du Lemme 2.15 est satisfaite pour
chaque (t,7) = (tg, 7) et pour 7.

Ainsi, il existe 0 = 0,, +, € [0,27) et wy, = w4, : Zo — C, avec |wi(z)| = 1 pour tout
x € I et, en posant ng = [y log |7%|],

<ﬁ

~ ‘Tk|771 y Vr € Io.

Si x = hy(x) € Zy pour h, € Hf a comme période minimale p > 1, alors en posant
¢ = ¢(h,), on obtient

pKy

’rhgwwemcwwk<x> — @) <

Puisque |wg(z)| = 1, on trouve des entiers {x(x) = £(ty, T, x) avec [{x| = O(|7%|log |7x)
et une constante Dy > 1, indépendante de k et x, tels que

| — ting log |hlL| — e, — pby — 2wl ()| < pDo|Ti| ™™ . (2.45)

Comme n; > n et [y ont été arbitrairement choisis, ceci contredit notre hypothése
diophantienne sur ¢ lorsque k — oo.

Sio e (1—E|r|7, 1), on pose s = o + it et on écrit
(Id — ﬁs,iT)_l = (Id - ﬁl—l—it,ir)_l(ld - As,iT)_l

avec

A i = (H,,r — ﬁlJrit,iT)(Id — ﬁlJrit,iT)il'
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Rappelons maintenant que le systéme T est de bonne classe (chapitre 1, section 2).
On a donc 0 < 0 < 1 vérifiant ), _,, supz |h'|” < oo pour tout o > oy.
On vérifie alors par un calcul direct qu’il existe une constante K15 > 1 telle que

Hﬁaﬂ‘t,if - j::IlJrit,iT”Lip < K12(1 - U) ,Vo € (UO, 1] ) VW <tp, VT €R.

Ainsi, en utilisant le cas o = 1 déja traité, on obtient ||Ag;||Lip < MoK12(1—0)|7|* pour
tout o > 1 et tout |7| > 2.

Ceci implique qu’il existe &, € (0,1) tel que
HAs,iTHLip S 1/2 pour o Z 1- 60‘7—|7a7

ce qui acheéve la preuve.



Chapitre 3

Fonction Génératrice des moments

1 Introduction

Considérons les ensembles

Q:={(p.q) € (Z})% a/p€ (0,1]}, Q:={(p,q) €L, pged(p,q) = 1},

et munissons les ensembles
Oy ={(p,q) €Up <N} et Qy:={(p.g) € xUp< N}

des probabilités uniformes ]INDN et Py respectivement.

Dans la suite , on considére la variable aléatoire C'(p,q) sur Qy (voir section 5 du
chapitre 1).

Remarque 3.1. Tout élément (p',q ) de Q s’écrit de fagon unique sous la forme (dp, dq)
avec d = pged(p, q) et (p,q) € Q. Par conséquent, 'exécution de 'un des algorithmes
g, K, O sur les deux paires (p/,q/) et (p,q) donne le méme développement en fractions
continues, et les deux cotits C(p',q) et C(p,q) sont égaux. Ainsi, dans toute la suite nous
allons restreindre notre étude a l’ensemble Q. Voir aussi la remarque 3.2 dans la section
suvante.

Il est classique, pour étudier la distribution d’une variable aléatoire, de considérer sa
fonction génératrice des moments définie sur R par

7 — Enlexp(irC)] := Z eTCPD Py (p, q). (3.1)
(p’Q)EQN

Notons @;.(N) = ®.;,(N) la valeur cumulée de exp(itC') sur Qy, c’est-a-dire,

O (N) = Y explirC(p,q)], Po(N) = |Q]. (3.2)

(p,9)EQN

61
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D’ou B, (V)
Enlexp(itC)] = === (3.3)

Po(N)
Nous suivons ici la méthode que B.Vallée a développée et qui consiste (voir [39]) & rem-
placer I’étude de la fonction génératrice des moments par celle d’une série génératrice de
Dirichlet, qui est reliée comme nous le verrons dans la section suivante & des perturbations

de 'opérateur de transfert.

Pour s € C et 7 € R, on pose

. 1 , Cn (1T
S(s)m’) = Z — eXp[ZTC(p, q)] = Z 75/5 ) ) (34)
(p.q)€Q nzl
ot ¢, (i) 1= >, e, pn €XPLITC (D, @)].

Il est clair que la somme partielle des coefficients des séries S(s,i7) vérifie

> enlit) = i (N). (3.5)

n<N

On voit alors que étudier le comportement asymptotique par rapport a NV de la fonction
génératrice des moments Ey[exp(iTC)] associée a un coiit total sur 2y, revient a analyser
la fonction de Dirichlet S(s,iT).

2 Série de Dirichlet et Opérateur de Transfert

Comme nous l'avons déja vu dans le chapitre 1, les trois systémes euclidiens ap-
partiennent & la bonne classe. Pour les branches inverses de profondeur k£ de la forme
Rigy © - -+ © hig,, U'intervalle h(Z) contient tous les réels x pour lesquels les & premiers
digits du développement en fractions continues sont (g, go, - - -, gx) (voir section 3 du cha-
pitre 1). De plus, chaque branche inverse d'une profondeur quelconque est une homogra-
phie h(z) = (ax+0b)/(cx+d), avec a, b, ¢, d des entiers premiers entre eux, un déterminant
ad — bc = %1, et un dénominateur D[h] relié & |h'| & travers :

D[h)(z) := |cx + d| = | det h|V/? |W (z)| 7% = |0/ (z)| 72 (3.6)

Le dénominateur D[h] vérifie également la propriété : pour toutes h; et hy deux
branches de H*, on a

DIhy o hs](0) = D[h4](0) - D[h2](0). (3.7)
De plus, si x = q/p € Qn, on a q/p = hgj o -+ -0 hyg,) = h(0), d’ott la relation

p = D[h](0) (3.8)
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Ainsi, et d’aprés (3.6), les opérateurs de transfert associés aux systémes euclidiens Tg, Txc
et T vérifient 'identité suivante :

H, .| Z explitc(h [h]l(x)QS f(h(x)). (3.9)

Soit F C 'H l'ensemble des branches finales (voir chapitre 1, § 3). On associe a F
I'opérateur de transfert

P (@)=Y explire(h)] s () =B - Lpnlle). (310

Il est clair que, pour o € %, opérateur Fy ;, est borné sur C'(Z), de plus, les énoncés
de la proposition 2.1 s’étendent aisément a F ;.

Si on note 1 la fonction constante égale a 1 sur Z, on a la relation suivante qui relie
les opérateurs Hy ;- et Fy -, associés aux systémes euclidiens, a la série de Dirichlet : les
égalités (3.8) et (3.7) donnent pour (s,i7) € C x iR avec s > 1/2:

P
7 > c(hs)
eiTC(P,9) =1
sin = ¥ O S
(p,9)E P>1h;eH ](
ZTC eiTC(h)
- Z Z ) Z D[h](O)QS
P>1 hPG]: heHP-1

ZTC

- Y

P(p,q)>1hpeF

_FSZT ZHSZT

P>1

On a ainsi, une relation qui joue un role clef dans la suite :

S(2s,i1) = Fyir o (Id — H,4,) '[1](0). (3.11)
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Remarque 3.2. La relation (3.11) relie Uopérateur de transfert a la série de Dirichlet
associée a l’ensemble Q. on peut définir la fonction génératrice des moments de Dirichlet

S(s,iT) associée a l'ensemble Qy, pour obtenir

S(2s,i7) = ((2) Fyr 0 (I — Hy ;) '[1](0), (3.12)

ot ((s) est la fonction zéta de Riemann,

Comme la fonction ¢ est analytique sur le domaine {s| s > 1/2}, tous les résultats
obtenus sur Qn se transportent aisément a €.

La relation (3.11) nous permet d’exploiter 'étude des opérateurs de transfert faite
dans le chapitre précédent. Nous obtenons ainsi, comme conséquences du lemme 2.7, des
propositions 2.8 et 2.13, les trois corollaires suivants :

Rappelons que la fonction it +— (i7) est la fonction définie dans la proposition 2.3
du chapitre précédent.

Corollaire 3.1. Considérons un systéme euclidien Tg, Tx, To. Alors, pour tout 0 < r <
1/5, il existe a3 > 0 tel que, pour tout az avec 0 < a3 < as, il exriste deux constantes
M" >0 et vy >0 (petites) telles que, pour tout |7| < va, on a

(ii) Les fonctions méromorphes s — S(2s,i7) et s — S(2s,it) admettent un seul
pole en s = (iT) dans la bande |Rs — 1| < ag, ce pdle est simple.

(iii) max(|S(2s,i7)|,|S(2s,i7)|) < M" max(1, [t|), Vs, Rs = 1 + as.
Démonstration. Rappelons la relation (3.11). On a

S(2s,ir) = Fy o (Id — H,,.)~'[1](0).

La fonction s — F ;- est analytique sur Rs > 1/2, il suffit alors d’étudier la fonc-
tion s — R,;-. Nous allons utiliser les résultats du chapitre 2. Pour cela, nous allons
décomposer, pour tout o > 1/2, la droite verticale fts = o en trois parties :

Rappelons les ensembles A; et Ay du lemme 2.7 du chapitre 2.

s proche de zéro. Soit vy > 0 comme dans la proposition 2.3. D’aprés le lemme 2.7(1)
du chapitre 2 , pour tout |7| < vy, la fonction s — R, est méromorphe avec un seul pole
en s = d(i7) sur le rectangle {s € C ;|Rs—1| < a,|Fs| < ta}. De plus, il existe 0 < a < a

tel que, pour Rs = 1 + @, la fonction s — || Rs,ir||« est bornée par un constante M.
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s dans un ensemble compact. D’apreés le lemme 2.7(iz), pour tout || < 1, la fonction

s — Rs.r est analytique. Par conséquent || Rs.ir||c est bornée par une constante ]\74 >0,
sur Uensemble {s € C, |Rs — 1] < aq, |Ss| € [to, to]}-

|Ss| > to. Fixons 0 < r < 1/5. La proposition 2.8 donne a; > 0 et M > 0 tels que,
pour tout 7 arbitraire, la fonction s — R, est analytique sur 'ensemble {s : |[Rs —1| <
ar, |Ss| > to} et vérifie ||Rsirl|oo < Mt
Finalement, on pose as := min(a, as,a;) et v; > 0 de fagon que, pour tout |7| < vy,
on ait, R (it) > 1 — (a3 — a3). On choisit ensuite v, := min(vy, 1) et on pose M" =
max(]\//fg, ]\/24, M).
|

Corollaire 3.2. Considérons l'un des systemes euclidiens Tg, Ty, To et un cotlt ¢ non-
réseau. Pour tout vy > 0, il existe 1 > 0 et My > 0 tels que, pour tout |7| € [vo, L],

(i) Les fonctions s — S(s,it) et s — S(s,it) sont analytiques sur la bande |Rs — 1| <
71

(ii) On a, max (|S(2s,iT) ,|§(28,2’7’)|) < My, Vs,Rs=1=£m.

Démonstration. Soit |7| € |1, 2]. On procéde comme dans le lemme précédent. Pour tout
o > 1/2 on décompose la droite verticale ®s = o en deux parties : on commence par
le cas |Ss| > ¢y ol, comme dans la démonstration du lemme précédent, Paffirmation est
donnée par la proposition 2.8.

Le lemme 2.74i7) affirme que, pour |Ss| < ¢y, la fonction s +— R, iT est analytique, et
donc bornée, sur I'ensemble {s € C ;|Rs — 1| < ag, [t| < to}.
On prend finalement, vy, = min(ay, as).
[

Corollaire 3.3. Considérons l'un des systémes euclidiens Tg, Tk, To et un codt c dio-
phantien. Soient a > 0, & € (0,1) et My > 0 comme dans la proposition 2.13. Pour tous
T >0,D>1et|r| > 2, les fonctions s — S(s,iT) et s — S(2s,i7) sont holomorphes
sur [’ensemble

Ur ={o+it||t|<T, oell—¢&lr|™ D]}.

De plus, pour tous |1| > 2, |[t| < tg, et 0 > 1 —&l|7|™*, on a
max(|S(2s,i7)|,15(2s,i7)|) < My |7]°.

Démonstration : D’aprés la proposition 2.13, pour tout |7| > 2, la fonction s — Ry ;, est
analytique sur 'ensemble U7 et vérifie || R - |0 < Mo|7|*. La suite de I'argument découle
en appliquant la relation (3.11).
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3 La formule de Perron

Dans [32, §3|, M. Pollicott et R. Sharp étudient le terme de reste dans le comptage des
orbites fermées des flots géodésiques sur des surfaces a courbure négative. Pour cela, ils
utilisent des estimations sur la norme de la résolvante d’opérateurs de transfert fournies par
D.Dolgopyat [18]. Comme il est coutume de relier 'opérateur de transfert a la fonction zéta
dynamique, ces estimations leurs permet d’obtenir un controle sur la dérivée logarithmique
de la fonction zéta. Finalement, pour revenir sur le nombre de géodésiques fermées, ils
utilisent la formule d’inversion de Perron [19, Théoréme 2.7(b)| qui, contrairement aux
théorémes taubériens, fournit des termes de reste plus précis. A noter également que les
flots géodésiques a courbures négatives sont codés par un sous-shift de type fini.

Inspirées par le travail de Pollicott et Sharp, et dans le cadre des systémes euclidiens
qui sont codés par N*/ V. Baladi et B.Vallée [3], utilisent la formule de Perron pour
transformer les estimations obtenues sur les séries de Dirichlet S(2s,i7) & des estimations
sur les séries génératrices des moments Ey (exp(itC(-))).

Théoréme 3.4 (Formule de Perron d’ordre 2). [19, Théoréme 2.7(b)]. Soit {a,} une
fonction arithmétique et F(s) =" ., a,n"*® la série de Dirichlet correspondante. Alors,
pour toute droite verticale Rs = D > 0 & Uintérieur du domaine de convergence de F et
pour tout T' € R, on a

1 D+ico Ts+1
n(I—n)=— F(s)——ds. 3.13
;a ( n) 20w /Dioo (8)8(8 +1) § (3.13)

Soient ¢, (i) les coefficients définis dans (3.4). En appliquant (3.13) a la série de
Dirichlet S(2s,i7), on trouve

D+ioco T25+1

S e (ir)(T —n) = = / S(2s, iT)——— ds. (3.14)

=, T2 i s(25+ 1)

Posons

Uir(T) = e(i7)(T — n).

n<T

La formule de Perron nous donne des informations sur ¥;.(N), qui n’est autre que la
somme de Ceséaro de @;-(Q) :

Ui (N) = Z Z cn(iT) = Z i (Q). (3.15)

Q<N n<Q Q<N

Cependant, transporter les résultats obtenus sur les sommes ;. (N) & ®;(N) ne
semble pas évident, nous aurons donc besoin d’introduire un nouveau modele auxiliaire
(Qn (), Pn(€)) appelé modéle lissé.
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4 Lissage

En théories de probabilités, la notion de lissage est en général utilisée pour désigner la
régularisation, a travers le produit de convolution, des densités de distributions. Ce type de
régularisation intervient par exemple dans ’approximation par des distributions connues,
comme il est le cas dans la démonstration du théoréme de Berry-Esséen (voir par exemple
[20, Chp. XV.3]). Le lissage utilis¢ dans notre contexte ne s’obtient pas en régularisant les
lois des variables aléatoires C(p, ¢), mais en introduisant un nouveau modéle probabiliste.

Nous allons reprendre ici le modeéle donné par E.Cesaratto [13| pour remplacer celui
introduit par Baladi et Vallée dans |3, Section 4.2] dont la fonction génératrice des mo-
ments ne conserve par la formule (3.3). Il faut notamment remplacer les lemmes 13 et 14
dans [3] par le lemme 3.5 ci-dessous.

Pour une fonction & : Z* — [0, 1] et un entier N > 1, on note [N¢(NV)] la partie entiére
de N¢(N) et on considére

o= U 2xie.

N—[NE(N)|<SQEN
muni de la probabilité uniforme Py (£). Notons que Qo = 0).

Posons

(p,q,Q) = (p,q) , pour (p,q,Q) € QA (§),

On appelle codit lissé la variable aléatoire C(p, ¢, Q) sur Qy (&) définie par

C(p,q,Q) = Coll(p,q,Q) = C(p,q).

La valeur cumulée du cotit total sur Qn(€) est définie par

D (§,N) =D (N) = ) 7C0PaQ) (3.16)
(qu)EﬁN(é)
N
= Z >, o= 3T 2.(Q)
—[INEV)] (.)€ Q=N-[NE(N)]

On peut alors voir facilement que la fonction génératrice des moments du cott lissé
conserve la formule (3.3) :

(67 er) E (f eroH): %;’((]]\\;))

De plus, on déduit de (3.16) et (3.15) la relation

(3.17)
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Bir(N) = Wir(N) = Wir (N — [NE(N)] — 1), (3.18)

Le lemme suivant montre que, en un certain sens, la probabilité Py (€) est proche de
la probabilité initiale Py. C’est une version corrigée du Lemme 14 dans [3].

Lemme 3.5. [15]. Il existe My > 0 et M > 1 tels que pour tout & avec (E(N) T <
MyN/log N on ait

Py(6)(I17Y(E)) — Py(B)| < M -£(N), YE C Qy, VN € Z, .

Démonstration. Posons N' = N —[N&(N)] et décomposons Qy en Qnr et Znr := Qn \ Q.
Alors, pour tout £ C Qy, on a

Pn(E)(TH(E)) = Py(E)| < [Py(E)(THEN Q) — Py(EN Q)

+ [Py (ENEN)) — Py(ENEw))|.

Pour controéler le premier terme, montrons qu'’il existe M > 1 tel que, pour tous N et
(p,q) € v, on ait

Py (&) (p, q))
Px(p,q)

Notons maintenant que les ensembles 2y ne dépendent pas des algorithmes G, IC, O.
Cependant, en utilisant la fonction indicatrice d’Euler (voir |38, chapitre I, §3.4]), et en
approximant N/p par la partie entiére qui dépend de I’algorithme, on trouve une constante
K >0 (avec K =3/ pour G et O et K = 3/(47?) pour K) telle que

— 1| < M -£(N). (3.19)

Qx| = KN?(1+O(log N/N)) ,  |Qn| = KN?*(1+ O(1/N)).

D’ow, pour tout (p,q) € Qy, on a

Py ((p,q)) (1+ O(log N/N)).

" KN?
Ainsi, par définition de Qx(€), on a

N N

)= D 1%l= D KQ*(1+0(gQ/Q)).

Q=N"+1 Q=N'"+1
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D’autre part, comme N < @ < N et en rappelant ’hypothése sur ¢ (N) qui vérifie

E(N) < (Mylog N)/N,

log@ log N log N
O SN SN (1+O0(E(N))) = O(§(N)),
d’ou
— K, '3
A(©)] = 5 (V= N) 1+ OE())
> K(N — N )N*(1+ O(£(N))) . (3.20)

Ainsi, pour tout (p,q) € Qn on a

P(II"'(p,q)) N-N+1 , -
Prpg)  (N— ez L HOEWN) =1+ 0EN)).

ce qui prouve (3.19).

I reste a montrer que le deuxieme terme [Py (§)(IT7H(ENEN)) — Py(E N En)| est
dominé par £(N). Rappelons que Zp = Qpy \ Q5. On a
}EN’ N2 . N/2
Py(En) = = — | = N)) .
v(Ew) = o =0 S5 ) = otew)
De méme,
_ - [N — N+ 1]|En
Py (&) (I (EN)) = =
2w (8)]
N2 — N/2
—o(F5) = ot
|

Corollaire 3.6. Si £(N) vérifie les conditions du lemme 3.5, pour toute fonction F :
Qv — C on a

Ex(&, Foll) — Ex(F)| < max |F|- M - £(N). (3.21)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour toute fonction F': Qy — C on a
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En(§,Foll())= Y  Foll(p,q,Q)-Px(p,,Q)

(p,0,Q)€QN
= Y. Foll'(p.g) - Bx(II(p.q)).

(P,9) €N

et la conclusion suit du lemme 3.5.

5 Estimations sur la série génératrice des moments pour
le cotit lissé

Nous aurons besoin de deux lissages. Le premier, associé¢ a la fonction & (N) = N~
pour un vy € (0,1), a été introduit dans [3] et sera utilis¢ dans les lemmes 3.8 et 3.9
ci-aprés. Le deuxiéme, associé & la fonction £(N~VI"1*) ot @ > 0 comme dans le corol-
laire 3.3, apparait seulement dans la preuve du lemme 3.10 pour obtenir un controéle sur
7+ En (&1, €7C) pour les valeurs de |7] > 2.

Avant d’énoncer la premiére estimation sur Ey (&1, €77), nous aurons besoin du lemme
suivant qui est démontré dans ’appendice.

Lemme 3.7. Soit vy > 0 un réel proche de 0 et pour tout |7| < vy, soit ¢, (iT) une suite
de fonctions de vy, v] dans C.

Supposons que la somme Wi (T) == > pc,(iT)(T —n) vérifie

U, (T)=F,.(T)[14+ O (G(T))], lorsque T — o0, (3.22)

avec un O-terme uniforme par rapport vy, et Fy.(T) = B(iT)T*") pour B(iT), a(iT)
des fonctions holomorphes bornées avec Ra(it) > 1, B(it) # 0 pour |7| < vy. Supposons
de plus que G(T) — 0 pour T — oo et est a variation modérée, c’est a dire, qu’il existe
K >0 tel que |G(cT)| < K|G(T)| pour tout ¢ avec 1/2 < ¢ < 2.
Alors, si G(T)™' = O(T) pour T — oo, on a

1

W [\I/iT(T) — \IIZ-T(T — LTG(T)l/QJ)} = F/(T) [1 4 O(G(T)UQ)] (3.23)

avec un O-terme uniforme par rapport a 1.

Le lemme suivant est une petite modification du lemme 11 dans [3].
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Lemme 3.8. Considérons ['un des trois algorithmes euclidiens G, KC, O associé a un cott
c ayant des moments forts d’ordre k > 1. Soient P, le projecteur spectral défini dans
le corollaire 2.2, it — &(iT) la fonction définie dans la proposition 2.3, az et vy comme
dans le corollaire 3.1.

Alors, il existe v1 € (0,1/2) et asz € (0,a3) tels que, pour tout v € (0,as), en posant
&(N) =N on ait

— 4 E(iT) o B
E Oy — TV Ar2(6(im)=6(0) (1 N—™ 7 94
N (&, e) B3] (1+O0(N"™)), VNeZ,, V|r|<w, (3.24)

ot le terme O(N™") est uniforme par rapport a T, et it — E(iT) est la fonction de
classe C* définie par

~1
(0sA) (o (i7), iT)

B €)= Fs(ir),ir © Ps(ir),ir(1)(0) .

Démonstration : Rappelons d’abord que la série génératrice du cotit lissé vérifie :

Ey (&, 6”) = %g((]]\\;)) )

et qu'on a

Py (N) = Wir(N) = Uir (N — [NE(N)] = 1).

L’idée est alors, d’exploiter les propriétés de la série de Dirichlet dans le corollaire 3.1
pour pouvoir appliquer le lemme 3.7 & la somme W, (N) associée a 1'algorithme.

Soit a3 comme dans le corollaire 3.1 et considérons le rectangle

U(iT) ={s; Rs=1=%a3 et Is =1U}.

Le corollaire 3.1 affirme que l'application s — S(s,i7) est méromorphe sur la bande
|Rs — 1| < a3 et admet, rappelons le, un seul pole en s = 7 (i7).

Le théoréme des résidus de Cauchy donne alors,
1 N2+l E(iT)

S(2s, w)m ds = = BT 1)NWT)“ : (3.25)

2im
U(ir)

o R(ir)[1](0),

)

E(ZT) = F&(ir) iT
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avec R(i7) Popérateur résidu apparu dans la remarque 2.2. De plus, d’aprés le corol-
laire 2.2, la fonction i7 +— FE(iT) est de classe C*.

En particulier on a,

B(0) = _ﬁFl o P1[1)(0) # 0. (3.26)

En faisant tendre U vers I'infini, d’aprés le corollaire 3.1(iii), 'intégrale sur la droite
verticale s = 1 — a3 existe et vérifie

e N e
/1a3ioo (2s, ZT)m ds=0 (N ), (3.27)
(avec un O-terme uniforme par rapport |7| < vy et N — o00).

Les intégrales sur les droites horizontales de U(i7) tendent vers zéro pour U — 0.

Il reste maintenant & estimer I'intégrale sur la droite verticale s = 1+ a3 qui, d’apreés
la formule Perron (3.14), vaut ¥, .(N).

En combinant ceci avec (3.25) et (3.27) et le fait que, d’aprés le corollaire 3.1, la
fonction implicite & vérifie R(a(iT)) > 1 — (a3 — a3) pour tout 0 < a3z < ag, on obtient

( ) 26 (iT)+1 —2as
Ui (N) = @i )H)N D+ 1+ 0 (N728)]. (3.28)

Par conséquent la somme W, (N) satisfait ’hypothése du lemme 3.7 avec G(N) =
N-%,

Rappelons qu’on pose toujours N’ = N — [N{(N)]. Pour tout vy < ag, en posant
&(N) = N7 la somme cumulée du modeéle lissé vérifie :

(I)ZT(N) :\Ij ( ) ’LT(N, )

=V, (N) = U, (N') + |V, (N) = U (N — 1)

— INENI 2 N [140 (V7)] +O(N)

iT)

Le passage entre la deuxiéme et la troisiéme ligne est da au fait |
Ui (N') = 0 (N' = 1) = 0. (N') = O(|Qn]) = O(N™).

D’autre part, en rappelant que ¢(0) = 1, on a
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By(N) = [NE(N)EO)N (1 + O(N)). (3.29)

Ce qui achéve la preuve.

Le lemme suivant est une modification du lemme 15 dans [3].

Lemme 3.9. Considérons ['un des algorithmes G, K, O associé a un codt ¢ non-réseau et
az > 0 comme dans le lemme 3.8. Pour tout L > vs > 0, il existe o € (0,a3), y2 € (0,1/2)
et M > 1 tels que si on pose {&i(N) = N7, on a pour tout N € Z7

—~

_ , M
[En(&,e79)] < e V|| € [va, L]. (3.30)

Démonstration : D’aprés le corollaire 3.2, lorsque le paramétre |7| appartient & un compact
[, L], la fonction s — S(2s,i7) est analytique sur la bande |[Rs — 1| < 7.

Ainsi, sur le rectangle U(it) :== {s ;Rs =1 £y} x {5 ;s = £U}, on a

25+1
/ S(2s, 7;7')(]\776[8 = 0.

s(2s+1)
U(ir)
De plus,
N25H1
U, (N) = S(2s,i1)—5——ds,
(V) / (SZT>S(23+1) °
Rs=1471
2541 -
S(2s,i1)————ds = O(N°~*"
/ ( S’ZT>S(23+ 1) ° ( )
Rs=1-7
et
2s+1
/ S(QS,iT)mds — 0 lorsque U — oc.
Ss=£U
Finalement,

W, (N) = O(N?21).

La suite du calcul ressemble a celle du lemme précédent.
|

Passons maintenant aux grandes valeurs de 7. Nous allons montrer que le corollaire 3.3
implique 1'estimation :
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Lemme 3.10. Considérons ['un des trois algorithmes G, IC, O et un codt ¢ diophantien.
Soit a > 0 comme dans la Proposition 2.13 et soit &(N) = N~ pour vy comme dans les
lemmes 3.8 et 3.9.

Pour tous o > o' > «, il existe K' > 1 tel que

‘704

Ey(&, ™) < K'N™ WN € 2%, ¥|7| € [2, (log N)"). (3.31)

Démonstration : Fixons |7| > 2 et o > o > «, et introduisons un lissage auxiliaire
(utilisé seulement dans cette preuve).

=

&(N) =N (3.32)

Par le corollaire 3.6 et 'inégalité du triangle on a pour tout N € Z%

[Ex(&1,e7¢) = En(&, ¢™)| < MyN™° + MpN 17"
ot M, et M, sont uniformes par rapport a |7| > 2.
Il est ainsi suffisant de montrer I'inégalité (3.31) pour Ey (&, e©).

Comme il a déja été expliqué dans les deux derniers lemmes, le but est d’obtenir
I'estimation sur W, () puis la transformer a E .

Rappelons qu’on écrit s = o + it et posons & € (0, 1) de la Proposition 2.13.

Nous avons vu dans le corollaire 3.3 que pour tout 7 > 0 et tout D > 1 la fonction
s — S(2s,i71) est holomorphe sur l’ensemble

Ur ={o+it||[t| <T, oell—E|r|™* Dl}.

D’autre part, il existe ¢y > 0 indépendant de ¢ tel que si |t] > t, alors la proposition 2.8
donne M > 1 et & € (0,1/5) (tous les deux indépendants de ¢, 7, et o) tels que

sup ‘S(s,iT)} < M|t]*,

et en particulier s +— S(s,i7) est analytique sur {s € Ur | |t| > to}.

Si [t| < to, la proposition 2.13 et par conséquent le corollaire 3.3 donne s +— S(s,iT)
analytique sur {s € Uy | |t| < to}.

Notons maintenant que |7|7® — |7|7% > |7|—a(1 — 2%7F).

Ainsi, en utilisant le fait que o’ > «, on obtient pour tout N suffisamment grand
dépendant de @ < 3 < o

(8% —ala
Jloglog(]\f)§2(1—204—ﬁ)10g]\f1 /o
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D’ou, en suivant le méme calcul que celui des deux lemmes précédents, on trouve que
pour tout 3 > «, il existe Kj3 > 1 (dépendant de o, a et 3) tel pour tous N € N* et
7 € [2, (log )"/

2s+1

| (N)| = / S(%,ﬁ)m

OUT Rs=1—E&o|T| >

ds| < 4My|r|*N3=21717"

< K N3-2m177,

Par conséquent, en rappelant (3.18) et que les hypothéses du lemme 3.7 (G(N) := &(N) =

N-ITI"" sont toujours vérifiées on obtient une constante K4 > 1 telle que pour tous
N € N*, |7| € [2, (log N)¥/*"],)) on a

|=2¢
Y

D (N)| < Ky N*T
ott ®;,(N) est la valeur cumulée associée de (3.16) pour (N) = &(N) = NI

Finalement, on retournant sur la définition du modéle Qun (&) et d’aprés (3.20), il
existe K15 > 0 tel que pour tout N € N* on a

=

By (&2, N) = [Qn(&)] = K(N = (N = [NG(N)]))N*(1+ O(&(N)) = KisN*

Ce qui, en prenant o’ > > « et en combinant avec (3.17), achéve la preuve.
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Chapitre 4

Démonstrations des Théorémes de la
Limite Locale

Nous allons procéder dans ce chapitre aux démonstrations des théorémes 0.1 et 0.2.

Rappelons qu’on a introduit dans le chapitre précédent le modéle lissé (Qn(€), Py (€))
qui vérifie |Py(€) — Py | = O(£(N)). Ainsi, pour £(N) = N~ avec 7y > 0 comme dans
le lemme 3.8, il suffit de démontrer les théorémes de la limite locale pour la distribution
de Py (§).

Rappelons également (voir 'historique de l'introduction) qu'’il existe des constantes
p(e) >0 et 6(c) > 0 telles que

. IEN o . VN o 2
1\}1—%0 log N = ple) et 1\}1—%0 logN (9(e))

Posons

Q(z,N) = u(c)log N — §(c)z+/log N.

Nous allons donc démontrer les deux théorémes

1 Démonstration du théoréme 0.1

Nous démontrons dans cette section le théoréme suivant :

Théoréme 0.1(Théoréme de la limite locale)[22] Pour les algorithmes euclidiens
g, K, O et pour toute fonction coit ¢ non-réseau et possédant des moments forts a
Uordre 3 (voir Chapitre 1, Section 5), on a : pour tout J intervalle

2

—x

2

Jim log NE[C(p,0) = Qe V) € ] = Ve

7
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Démonstration : Nous utilisons ici la méthode de Stone : Pour tout intervalle J de R on
pose

J:={(p,q) € Qn; C(p,q) — Q(z,N) € J},

et pour tout z € R, on définit la suite My = M, x de mesures boréliennes de R par :

Soit la mesure m := m, définie par :
o—7%/2
d(e)v2m

On suit la méthode de Stone ([7], Chp.10.2) : pour montrer que /log N my——sm, il
suffit de montrer que, pour toute fonction ¢ non-négative continue et dont la transformée
de Fourier v est a support compact, on a :

V%EN!QJWN—ﬁ!wdm

m(J) = ——=|J|.

ou en d’autres termes, que pour tout € fixé, il existe Ny € N (N indépendant de z) tel
que pour tout N > Ny ;

<e, VreR

Viog N Ex[6(C(p.q) — Qlz, N))] - ¢%5 /¢ )y

Soit L > 0 tel que [—L, +L] contienne le support de ¥. On a

ﬂ@ﬁEﬂWﬂn)—m%Mﬂ

[exp (i7(C(p.q) — Q(z, N)))] dr

\/log

7i‘rQ(x,N)EN [exp (iT (C(p, Q))] dr

Soit 0 < 7y < vy < L avec vy assez petit (comme dans le lemme 3.8) et décomposons
lintervalle [-L, +L] en |7| < 1y et |7| € Do, L].
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Posons

I(N) = /{/)\(7') e_iTQ(gC’N)EN[eXp (i(C(p,q))] dr

qui se décompose en Io(NN) + I;(IN) respectivement par rapport a |7| < i et |7| €
[0, L].

Montrons d’abord que [;(N) — 0 lorsque N — oo.

Nous utilisons ici la décroissance exponentielle du lemme 3.9, on obtient (rappelons que
Yo = Y0(L, 1)),

logN — ~
[I(N)| < 27% M N~ / (1) dr
ITI€[P2,L]
< 2—\/10gN e 218 N / ‘QZ(T)} dr
s
|7|€[72,L]
K ~ C
< = — 2.
~ log N / W(T)} dr log N <e/
|7|€[72,L]

on C = C(L, 7, 1) et C est indépendant de x. Ainsi le terme I;(N) — 0 lorsque
N — 0.

Revenons a Ip(V) et notons que le coiit ¢ est supposé avoir des moments forts a ’ordre
3.
Alors, d’aprés la proposition 2.3, la fonction it +— (i) est de classe C? avec ¢(0) = 1,

ot

o'(0) = u(c)/2, et 3" (0) = 6(c)?/2 # 0 (voir commentaire apres le corollaire 2.3).

Posons
b0 = inf{|R&" (7)|; T € [—Dn, ]} > 0,
et
loglog N 1/2
_ (loglog N ‘ 4.1
™ ((50 logN) -y

Le choix de 7y sera justifié plus bas.

Nous allons écrire Io(N) comme une somme de deux termes : une intégrale sur l’en-
semble |7| < 7n qui donnera le terme dominant (densité de Gauss) et une deuxiéme
intégrale sur 'ensemble |7| € [Tn, 2] qui est un terme négligeable.
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/ 717-Q (z, N)EN [exp(ZTC(p> ))] dr

/ ) e QRENE [exp(imC(p, q))] dr-

|7I€lrn,
Montrons que le 2éme terme est dominé par 1/y/log N. D’aprés le lemme 3.8, on a

E(iT)

_ V) N26E6Em)=a(0) (1 N 7
E0)3(ir) (1+0( ), VNeZ., V|r|<uvs,

EN(fl; eiTC) —

avec E(it) et &(iT) qui sont trois fois différentiable.

Ainsi,
IOgN i —iTQ(x inl :
X[ 0 e e By exp(irCip,0) dr
‘7—'6[7—"7172}
\/logN i —i1d(c)x+/10] —iT(c) o :
T on () eI N N By lexp(itC(p, q))] dr
|T‘€[TN71~’2]
log N i) . -~ —iT8(c)a/Tog N
< s INTTOBeplrCp.a)] | f ) e dr
T|E|TN,V2

|T‘€[TN7172}

log N
sup

6210gN(&(i7—)—1—iT&l(0)) E(iT) (1+O(€_a010g1v)
2T |r|efry ]

E(0) 5(iT)

)| [ 16 dr

TER

On applique ici la méthode du point col : la fonction qui a 7 associe (i) — 1 — ird (0)
admet un point col en 7 = 0. On vérifie, par un développement de Taylor d’ordre 2 de la
fonction it — 7 (i7), que les fonctions :

fl(N) DT — exp [2 log N(&(iT) —1- i75/(0))}
et E(iT)
(V) . 2T (14 O(eP0logN
o E(0)o(iT) (1 o ))

vérifient pour tout |7| < Dy :
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‘fl(N)(T” — 0(6—7250 10gN> (42>
et

AV ()] = 1+ O(|7] + e loeN), (4.3)

De plus, pour tout |7| € [7n, %] on a

LM (1) - AV ()] = O(em 208 N) = O(1/ log N). (4.4)

La derniére égalité (4.4) justifie le choix de 7. Notons que cet argument fait que 7y ne

peut étre amélioré.
En utilisant (4.2), (4.3) et (4.4) on obtient,

IOg N o —4T Enl .
o ¥(r) e TN Eylexp(irC(p, q)] dr
ITIE[Tv, 2]
~ log N ~
< D(¢) o8 sup 6_7260 IOgN(l + |7-‘ 4 e @0 logN)
2T irlelry.)

S /lOgN M eflogNTJQV(SO

logN1 =0(1/+/logN),

avec M dépendant de ¢, 75 et indépendant de x.

Il reste maintenant a estimer l'intégrale sur I'ensemble |7| < 7. On a toujours, d’aprés
la formule de quasi-puissance dans le lemme 3.8

fo(v) = VBN / 3(r) TN By exp(irC(p, )] dr

2m
ITI<Tn
V IOg —’LTQ z,N) 2logN( (i7)-1) E(ZT) (1 + O(e—ao logN)>d7_
E(0)a(iT)
|T\<TN
vlog o~ iT8(c)zy/Iog N QIOgN(Er(iT)—l—iT&I(O)) E( ) (1—1—0( —aologN)) dr.

E(0)a (i)

|T\<TN
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Nous allons approcher Io(N) par I'intégrale Jo(N) définie par

\/1
JO(N) — Og / w 7175(c)x\/1og 210gN(U(ZT) 1—it5 (0))d
ITI<7N

Gréace aux développements de (4.2) et (4.3), on a

%}E(N)_JO(N)’ < \/10g |i /’w “7"677’ b0 log N dr

IT|<7Nn

+ 67620 log N / }7:5(7') ‘677260 log NdT:|

I7|<7n

log N 1 ~
< K 27%_ {/|7\6_T2501°gNdT+logNao / }1/)(7)‘d7']

IT|<7n IT|<Tn

Ko Ky —
= Vlog N * ViogN O<1/ logN),

ou Ky, K3 dépendent de 1.

Ainsi,

E)(N) \/log 1og ) —ird(c)zv/ITog N eZn(&(i\/liﬁ)fl—i\/liﬁ&’(O))dv

|v|<Tn+VIog N

O(1/v/IE ).

D’autre part, comme 25" (0) = §2(c) et

2logN{ (iv/+/log N) — 5(0) —w&/(())/\/@} :—v2522(c>+0(\/1z;_N).

Alors,

1—2

e v _ %) ~/ —52((:)1)2
621ogN(U(z rgN) TosNC 0) _ e 2

3
=0 ,

Viog N
Finalement, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, appliqué a la suite de
fonctions

~ . ~ 7 v . ) !
( (Y ) 6_”—5(0)% /log N 62n(a(zm)7171m0 (0))

Viog N

Y
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donne, pour tout N suffisamment grand et indépendant de x :

[O(N) . J(O) /6i6(c):cv662(c)v2/2d,u
R

<e/2, Vo e R.

Ce qui signifie que, pour tout ¢ fixé et n suffisamment grand,

e~ v’/2
JMN%7%;E?/wwm4<eﬂ,

uniformément en z.

2 Démonstration du Théoréme 0.2

Rappelons que nous démontrons dans cette section le théoréme suivant

Théoréme 0.2(Théoréme de la limite locale avec vitesse de convergence)|l| Pour
tout cotdt ¢ diophantien d’exposant 1 pour un sous-ensemble fini Hy et ayant des moments
forts a Uordre 3 :

i) Il existe € € (0,1/2], tel que pour tout intervalle compact J C R il existe une
constante Mj > 0 telle que, pour tout x € R et tout entier N > 1 :

—x2/2

M,
log N)e~

yw%wm«cmm—Q@N»eﬂ—uu@wﬁ

i1) Il existe r > 1 tel que, pour toute fonction 1» € C™(R) a support compact , il existe
une constante M, > 0 telle que, pour tout x € R et tout entier N >'1 :

=1

My
Viog N’

Démonstration : Pour tout intervalle J de R, on note x; sa fonction caractéristique. On a

) /2
‘\/logNEN<¢<O(paQ> —Q(z,N))) —m/¢(9)dy‘ <

Py (IT7'(J)) = Pn((C o II() — Q(z,N)) € J)
= > w(Cp,9)—Q(z, N))Px(p, g, Q)

(p7Q7Q)€§N
™ 1 iT —Q(x >
= Y BulraQ) oy [T yar (15)
(p,.¢,Q)EQN R
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Nous utilisons : = [ (1) dr, on p(7) = [ e *3)(x) dx est la transformée
de Fourier de la fonctlon w a support compact.

De maniére similaire, pour la deuxiéme affirmation du théoréme nous utilisons

Exv(@(Coll() =Q(z, N)) = Y ¢(Coll(-) = Q(z,N)) - Pn(p, ¢, Q)

(Pq Q)N

/77Z) —eracN) E ( Z‘TCOH('))dT. (46)

Comme Y ;(7) ne décroit pas rapidement lorsque |7| — oo, il sera nécessaire de ré-
gulariser y ;. Pour cette raison, il est plus facile de démontrer la seconde affirmation du
théoréme 0.2 par laquelle nous allons commencer.

2.1 Cas v “lisse”

Par (4.6) il suffit d’analyser

= /log N / h(r)e TN By (e7CV) dr
R

Soit 75 € (0,1) comme dans le lemme 3.8. Décomposons 'axe réel en

7| < Dy, |7| € [,2], |7|€[2,Ly] |7|> Ly, (4.7)
ou Ly > 2, vérifiant Ly — oo, lorsque N — o0, sera déterminé ultérieurement.

La décomposition (4.7) produit, respectivement, quatre intégrales I(N) = I;(N) +
L(N) + I(N) + L(N).

Nous allons montrer que I;(N) ~ v/27(0 )5 4 O v
I4(N) sont négligeables devant I;(N).

TR <) et que Ir(N), I3(N) et

Commengons par étudier 'intégrale I; (V). Nous utilisons le méme argument que celui
effectué pour I'étude de 'intégrale Ip(/N) dans le section précédente.

Plus précisément, en reprenant I’argument du point col utilisé dans la section précé-
dente, on décompose 'ensemble |7| <7y en |7| < 7 et |T] € [T, Do), et on pose

V1
JO(N) = Og _”5(0 )zy/Tog N QIOgN(U(ZT) 1—iro (0 )dT

IT|<7Nn
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Considérons de plus les trois intégrales suivantes :

1 A v , §2(c)v
J(N) = —— —id(c)zv =3 d ’
1(N) NoT: / w(m)e e v
[v|<Tn+/Tog N
Jo(N) = e i3(e)zu =5 dv,

1 A v
V2 H!¢(\/logN

L —id(c)zv _82(e? N
J3(N) == Ner (0) /e 0T e~ dv = h(0) ———
R

Le développement limité de & et le fait que ¢ est suffisamment réguliére donnent
|[Jo(N) = J1(N)| = O(1//1log N).
La régularité de v donne également

(52(c)u2

BV - N2 [ ]
‘T|27'n\/ﬁ

dv = 6126—(TNx/logN)2

1 1
((logN)Q) (\/logN)
Ici, les termes O dépendent de .

Finalement,

|[J2(N) = J5(N))| §M1/|1@ (v/\/log N) — 9(0)|e=***/2dv

My /} 02 gy = My
Viog N Viog N

Nous avons donc obtenu M, > 1 dépendant de sup, |¢(r )\ < sup [Y] - |J\, ou J =

supp(v)) telle que pour tout = € R et tout N € Z* , en posant ¢ = [(y) dy,
II(N) _ @(0) €_$2/2 < Mlﬂ/’
2m §(c)v2r| ~ ViogN
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Pour contrdler U'intégrale Ir(N) nous allons utiliser la décroissance exponentielle de
I'espérance ENy pour |7| € [P, 2]. On a d’aprés le Lemme 3.9,

—~

M
N’
les mémes calculs effectués sur I;(IN) de la section précédente, donnent, pour tout

3 € (0,72), une constante M, > 1 (dépendant de sup, [¢)(7)|) telle que, pour tout z et
tout N € N*, on a

En(e™)] <

L(V)| = Vg V| / D(r)e TN Ey (70 dr|

|ITI€[vo0,2]

< My N7
Il est bien clair que le terme d’erreur ci-dessus est de lordre de O((log N)~¢) pour
d > 1/2 arbitrairement grand.

Il reste maintenant a controler les deux derniéres intégrales.
Supposons que
r>a+1,

avec a > 0 comme dans la Proposition 2.13 (rappelons qu’a cause de la condition dio-
phantienne o dépend de 7).

Soit o' € (a, 7 — 1) et posons
Ly = (log )", (4.8)

Le lemme 3.10 implique que, pour chaque o’ € («, ), il existe M5, > 1, tel que pour
tout x et tout entier non nul N

L(V)| = viog N / B(r)e QN Ey (¢7C0) dr, (4.9)

|71€2,LN]

< My yv/log NLyN~En"

S M2,q/;(10g N)1/2+1/O‘//€*(10g N)l—(l//a” < M37,¢)

~ (log N)H/2

ot le terme d’erreur est dominé par (log N)~? pour d > 1/2 arbitrairement grand.

En effectuant une intégration par parties, on a pour tout entier m < r, il existe Ml(pm)

tel que |1h(7)] < Mq(pm)\ﬂ_m, pour tout |7| > 2.

Finalement, comme r > o' + 1 et de plus
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|€—iTQ($,N)EN(6iTc)‘ < 17

on trouve, pour tout entier m € (" + 1,r|, une constante My, > 1 telle que pour tout
N e Z,

|1i(N)| = \/log N| . h(r)e TRENE () dr | (4.10)
TIZLN
(m) —(m—1)/a" My
< M, " /log N(log N) < (Tog N) 172

Les estimations obtenues sur Iy, Iy, I3 et I, établissent la deuxiéme assertion du
Théoréme 0.2.

Enfin, quitte & prendre une valeur de m plus grande (si r est suffisamment grand)
le terme d’erreur dans (4.10) peut étre rendu de 'ordre de O((log N)~?) pour d > 1/2
arbitrairement grand.

2.2 Le cas de yxy

L’idée de base ici est de se ramener au cas d’observable lisse. On va devoir régulariser,
a travers un produit de convolution, la fonction caractéristique x .

Commencons d’abord par une approximation de la fonction de Dirac par la distribution
Gaussienne.
Pour tout 0 > 0, on pose

As(z) =0 'A(z/d) avec A(r) = —=e”

51

Posons pour toute fonction ¢ € L'(R)

s = U * As,

qui vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 4.1. I existe Dy > 1 tel que pour tout ¢ € LY(R) avec yw(y) € L'(R), la
transformée de Fourier de 15 vérifie :

[s(r)| < Do / (y)| dy -7 < Dy / ()l dy, V5> 0,7 €R, (4.11)

Liv(is) < Dol [ lowldy-+ [ o)l dy) . ¥6 >0, (4.12)
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De plus, si 1 est Lipschitzienne, alors

sup |Y(z) — Ys(x)| < Do Lip(v) -6, V§ > 0. (4.13)

Preuve. Pour montrer (4.11-4.12), il suffit d’utiliser 1s(7) = 1(7) - As(7), et le fait que
la transformée de Fourier As(7) de As est

As(T) = e 0.

Montrer (4.13). Du fait que [ As(y) dy = 1, on déduit

(z) — vs()] =| / As(y)($(x) — b(z — y)) dy| <Lip(s)) / As(y)ly] dy.,

Or, par le changement de variables z = y/0, on a

et le résultat en découle.
[ |

Posons J = [a,b]. Pour § € (0, (b—a)?/4) suffisamment petit, afin de pouvoir appliquer
le lemme ci-dessus, la régularisation de y; commence d’abord par son approximation par
deux fonctions de Lipschitziennes & supports compacts

YT =y R —[0,1] et ¥~ =v,":R—[0,1].
Plus précisément ;

La fonction 9" est égale a 1 sur l'intervalle [a — v/8,b + /3], elle est nulle en dehors de
la — 2V, b+ 2\/5], et est affine avec une pente égale & +£5~/2 sur les reste des intervalles.

De méme, 1~ est égale a 1 sur [a+2v/9, b—2v/] elle est nulle en dehors de [a++/8,b—
V9], et affine avec une pente égale & £5~'/2 sur le reste des intervalles.
On a, avec cette construction

/ GEy) dy = |7 + O(VE) et / Yl () dy < 417,

de plus;

Ey(™(Coll() = Q(z,N))) ((CoTI() = Q(xz, N)) € J)

<Py
<En(@T(CoTI(-) = Q(z, N))).
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On procede ensuite a une régularisation par un produit de convolution

b =T % Ay, avec § = oy = (log N) ™2,
ol € > 0 sera défini plus tard.

Comme Lip(y*) = 67/, la majoration (4.13) du Lemme 4.1 donne

[Ex(v*(Co1I(-) = Q(z,N)))~En (45 (C o 11(-) = Q(x, N)))| < Dov/d
< Dy(log N)™°.

Ainsi, d’aprés (4.5), il suffit de controler

IF(N) = \/logN/ ﬂf(T)e_iTQ(‘”’N)EN(e”C) dr.
R
Considérons la décomposition (4.7) de R, ot Ly sera défini par la suite, et les quatre
intégrales associces Ij (N) = I;1(N) + Ij5(N) + If5(N) + I;,(N).

Pour les mémes raisons que dans la section précédente, on introduit 7y comme dans
(4.1) et on utilise la borne uniforme (4.12) sur la constante de Lipschitz de 15 (7) afin
d’avoir

E0) — F(r)] < M -
sup |57 (0) — b5 (7)] < My - 7.
IT|<Tnv

On utilise ensuite I'assertion (4.11) pour majorer sup |¢)%| et on trouve ainsi, une
constante M; ; > 1 telle que pour tout x € R et tout N € Z% on a

1.;1(]\7) ey e/ M, 5
O < G

27 J
Notons que le terme O((log N)~/2) dans I’expression ci-dessus ne peut étre amélioreé.

(4.14)

Notons de plus que zﬁ?(O) est proche de la longueur de l'intervalle J :

JE(0)= / VEy) dy = / GE() dy =] + O(Vox)= 7]+ O((log N) ™). (4.15)

Le controle de I*52(N) se fait comme dans le cas régulier. En effet, en utilisant la
borne faible de (4.11) et le fait qu'un cotit diophantien est non-réseau, on a, pour chaque
73 € (0,72), il existe My ; > 1 tel que, pour tout x € R et tout N € Z7

1155 (N)| < My ;N (4.16)



90 Chapitre 4. Démonstrations des Théorémes de la Limite Locale

Considérons a” > a, avec o comme dans le lemme 3.10, et posons Ly = (log N)'/*".

(On supposera que o > 2.)

D’aprés le lemme 3.10 et la borne faible de (4.11), en raisonnant comme en (4.9), on a,
pour chaque o € (o, a”), il existe M3 ; > 1 tel que, pour tout z € R et tout N € Z% ,

|155(N)] = Vlog N

M.,
< —X
~ (log N)1/2

/ zzg:(T)e—iTQ(;B,N)EN(eiTC) dr
ITI€[2,L n]

(4.17)
Finalement si
2¢ < ()7,
alors !

OnLy > loglog N,

et comme, ' B '
|6717Q(x,N)EN(eM'C)‘ < 17

on trouve en utilisant la borne forte de (4.11), des constantes M47 g>1let Myy > 1 telles
que, pour tout x € R et tout N € Z ,

15 (N)| = y/log N ’ / E(T)e”TA@NE (e7C) dr (4.18)

T|>Ln
< ]/\24,J\/@L]\[@i(éh\])2 < ]/\Z4J\/@LN6*(loglogN)2
_ My
~ (log N)1/2

En regroupant (4.14-4.16-4.17-4.18) on achéve la démonstration de la premiére asser-

tion du Théoréme 0.2, pour € € (0,1/(2a")).
|

1On pourrait prendre une valeur de §y plus petite, mais notre argument exige que inf (S Ly) > 0.



Appendice

Notation : Nous rappelons que A(T) = O(B(T)) lorsque T' — oo signifie qu’il existe une
constante C' > 0 ne dépendant pas de T telle que C~!|B(T)| < |A(T)| < C|B(T)|.

Démonstration du lemme 2.9 : i) La démonstration se fait par un calcul direct qui repose
sur la propriété de distorsion bornée et le fait que la partie réelle du paramétre s est dans
un ensemble compact (on peut voir le détail du calcul dans [3, lemme 12]).

i1) Par définition de la mesure y,, on a pour tout entier positif k et pour tout h € H*,
si on note yy, la fonction caractéristique de l'intervalle fondamentale h(Z)

Ko [h(I)] = Ho [ﬁck; [Xh”?

par conséquent,

o[ I(T)] = ﬁ() / S 16/() 1 x(9(2) dpao(z)
7o gent (5.19)

<X [ @) duo).
T
Considérons les quantités ai(h), as(h), az(h)1 suivantes

an(h) = / K@) dpo(2): as(h) = WD) ag(h) = / W ()] de.
7 7
Une application simple de la propriété de distorsion donne les relations
a;(h) = O(a;(h)) Vi, je{1,2,3},

avec des constantes indépendantes de la branche h.

Fixons maintenant J C H" et posons J = |J,c; h(Z). Alors par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et le fait que Hy,_11 = 1, on obtient
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= 3 1o (h(@) _M(Znhr%QUXg;maom

heJ heHk
A2
< QUk 1 |J‘1/2
A0'

ce qui démontre la premiére assertion de ii).

La deuxieme affirmation provient directement d’une application de I'inégalité de Cauchy-
Schwartz a |[H¥||2, avec la méme décomposition (20 — 1 et o).
iii) C’est une conséquence directe de I'inégalité |H, .|l < 1 et de la définition de la
norme || - |1+
|
Démonstration du lemme 2.10 : 1) Rappelons que

I = % Z exp(it(c(h) — c(k)) - /exp(it‘llhvk(x)) - Ry p(x) dx.

T (h,k)eHP XH™ , A(h,k)<pbn T

En utilisant la propriété de distorsion on a

L@mw%uwmgy(@mmmg(éw@mg

D’ou l'existence d’une constante Mz = M3(3) telle que

|I ‘_ H;HO /‘h/ ‘ |]€/ |0d.T

g (hk)EH"XH” (h,k)<pBn

< Mg% (/Ih’ "dx) - (/I\k’(x)\”dx)

(h, k)eanH" (h,k)<pPm

Considérons maintenant les quantités

wi) =5 [Weldr  om)= 5 [ Werd
a(h) = 1o lh(@D)]  aulh) = < H(D)I"

Comme p, est un point fixe pour 'opérateur normalisé H, et qu’elle est équivalente a la
mesure de Lebesgue, on a
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CLZ(h) = @(a](h)), VZ,j c {1,2,3,4},

avec des constantes absolues qui ne dépendent que de ’ensemble compact >3;.

Il est alors suflisant d’étudier la somme

> Ho[h(T)] Y. kD)) = ) uolh(@)] ol (B ™))

heH™ keH™ A(h,k)<phn heH™

La deuxiéme assertion du lemme 2.9 appliquée a 1’ensemble J(h, p°*) donne
po(J(h, p™)) < Agl I (h, p™)].
Finalement , grace a la condition UNI(a)
1| << (072 A0)" [ulf5.

2) Soit n € N, il est clair que

1 .
It < ‘I hok 5.20
HES DY (1) (520)
(h,k)EH™ X H™ A(h,k)>pBn
ou
(h, k) = / explit Wy ()] Ry () dz
T
si on décompose u = Ru + iSu et que 'on pose
. 1
rhk(T) = ezwlh’(m)l”\k'(fr)\”fg(x) (u1 - fo) o h(z)(uz - f5) 0 k(x), (5.21)

avec uy, us € {Ru, Su} et expiw € {1, i}, I'intégrale f(h, k) se décomposera en quatre
intégrale oscillantes de la forme

I(h,k) = /exp[iT‘Ilhvk]rhvk(x) dx.
T

Lemme 5.2 (Lemme de Van der Corput). (Voir [37]) Pour tout intervalle Z et tout
Q > 0, il existe C(Q), tel que, pour toust € R, ¥ € C*(Z) avec |¥"(x)| < Q , |¥'(z)] > A
avec [t|™P < A < 1, et r € C®(Z) avec |Ir|lo < R, ||rlli1 < RD, lintégrale I(t) =
[ explit¥(x)] r(x) do satisfait

10l < RE@) |2+ ]

fA A2
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Considérons (t,n) avec 1/]t| < p°. En posant

M) = sup ]h’(x)]”\k/(a:)\"f%(x) £o 0 h(@)f 0 k(). (5.22)

la norme infinie |7, x| o satisfait

17nklloe < My F)|Jurlloo l[uzllee < M(h, F)l[unllre lJuzllye-

et un calcul direct donne

lrnklliy << Mk, k) [llualloo (fJuzlloo + 2" lull) + llualloe (lusllo + o™ fual[1)]
< M(h, k) [ual[vlluglle [U+ p" ] -

Ce qui, avec la propriété UNI. (b) nous permet d’appliquer le lemme de Van Der Corput
aux intégrales I(h, k) pour avoir

2+ |t|p” 1
o T

[I(h, k)| << M(h, k) |Jug|1.]|usl]1.e

Considérons n = ng = [log|t|/|logp|]. Comme 3 < 1/2, pour |t| > 1/p? on a, ng > 2 et
p~Pmo < p=(mo=1) < |¢| si bien que I'inégalité ci-dessus devient

[1(h, k)| < M(hk) u|[1ellusl,e o270 (5.23)
Ce qui, sur I(h, k), se traduit par

[[(h, )| << M(h, k) p"20™ lul?, .

Fixons zy dans Z. Alors par la propriété de distorsion bornée et la définition de M (h, k)
in (5.22),

M(h k) < \h/(xo)\"]k’(xo)]"7]02(1%0) £, 0 h(zo) f, o k(xy).
Ainsi,
1 ~ 2
T Y Mk < (HiH@) =1. (5.24)

9 (h,k)EH™ xH"

Finalement, (5.23, 5.24, 5.20) donnent ||| < p=20m [|u|3 .
|
Démonstration du lemme 2.12 : Soient u € Lip(Z) et z,y dans Z. Rappelons qu’on veut
montrer qu’il existe une constante positive K telle que, pour |t| < ¢, il existe K (t) tel
que, pour tous m € N, et 7 € R on ait
Lip(H™

S$,4T

[u]) < K(1)[Jull e~ + Kp™Lip(u). (5.25)
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B, fu) (2) — B2, [ ](y)'s S [@prelfi o) e n o biy)

herm fl(l’) fl(y)
< 51+ 5y,
/ (fi-u)oh(y)
R TR L r ey,
b h§m| |' fily)
et

(f1-u)oh(y)
fi(y) '

Rappelons que 'opérateur normalisé ﬁl vérifie ﬁl[l] = 1, et que les branches inverses
d’un systéme de bonne classe vérifient la propriété (1.1) de distorsion bornée. Les sommes
Sy et Sy vérifient :

|h/(x)|1+it - |h/(x)|1+it

Sp= Y

heH™

f1 oh(z)  fioh(y)

S <Y @) f10h>>; (h( D+ W u(h(y))

heHm heHm fi@) hy)
oh
< Tin(w) 3 W@)I|IK )] - #(y) }fl S Y
hG’H”L meN
< Lip(u) p™ Hi[1] + ||ul[z= /(1 — p)
— Lip(u) p" + K, [z, (5.26)
et
.u)oh

heH™ heHm hily
< [t] Ky Kp™Hy[1]]Jull = + K Hy[1] HUHLOO
< Ks(t)|[ullzee- (5.27)

Finalement, (5.26) et (5.27) donnent (5.25).

Démonstration du lemme 3.7. Considérons la quantité

1

Wir(T) = TGV

[Wir(T) = Wir (T = TG(T)'/?)]
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et notons que les hypothéses sur F; (T) et a(iT) impliquent que l'on a

F/(T) =6 (T"'Fy(T)). (5.28)
ol les constantes © sont uniformes par rapport a |7] < 1.

En utilisant 'hypothése (3.22) et la propriété (5.28) et le fait que G(T)~! = O(T), on
montre que, lorsque T est assez grand, la différence entre le premier terme de (3 23) et
Wi (T) est de l'ordre de

F'(T) - O(TG(l )1/2) = F/(T)- O(G(T)"?).

Il suffit alors de démontrer (3.23) pour W, (T'). La formule (3.22) et 'hypothése de
variation modérée sur G entrainent

W[%(T) — U, (T — TG(T)"/?)]
1

TG(T)'/?

Fir(T) = Fir(T = TG(T)'?)) + O (Fr(T)G(T))

( )1/2 (

- 10 (et )|
= F(T) [L+0(G(1))]
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