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cier un certain nombre de personnes : Steven et François qui ont rendu mon séjour à Los
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nombre de we mémorables (très peu reposants) ; Céline, Claire, Emilie, Monika, Carine, Marc,
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6 Vers un algorithme mathématiquement et physiquement consistant 163

6.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

6.2 Etude de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
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Introduction

Ce travail porte sur l’analyse d’une méthode mathématique adaptée pour le couplage de

modèles numériques de l’océan et de l’atmosphère. Plus généralement il aborde la probléma-

tique du couplage océan-atmosphère dans son ensemble.

Contexte

La compréhension et la prévision de l’évolution à court et moyen terme du système cli-

matique constituent actuellement un enjeu majeur pour la société. Cette compréhension est

nécessaire aussi bien à l’échelle de la planète, pour étudier les effets à long terme de l’évolution

du climat, qu’à l’échelle régionale pour prédire localement des événements extrêmes notam-

ment. Le système climatique est formé d’un ensemble complexe de sous-systèmes dont l’océan

et l’atmosphère sont les composantes principales, guidant l’évolution du climat en réponse

au rayonnement solaire (seule force externe au système). L’étude de l’atmosphère, de l’océan,

mais aussi de leurs interactions, sont donc les trois axes fondamentaux dans le but de com-

prendre et représenter le climat.

L’océanographie et la météorologie se sont structurées autour de centres opérationnels (comme

par exemple l’ECMWF1 et Météo France en météorologie ou Mercator-Océan en océanographie),

afin de pouvoir répondre aux divers besoins de la société, ainsi qu’autour de grands projets

(comme MERSEA2 ou AMMA3) pour les activités de recherche, en amont. Les outils prin-

cipaux pour accéder à la connaissance de la circulation de l’océan et de l’atmosphère sont

les modèles physiques et numériques, ainsi que les observations. Les modèles numériques,

1European Centre for Medium-Range Weather Forecasts
2Marine EnviRonment and Security for the European Area
3African Monsoon Multidisciplinary Analyses
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Introduction

complexes, sont le fruit d’une longue châıne de développement basée sur une étude physique,

mathématique (caractère bien posé du problème), numérique (développement de schémas de

résolution adéquats) et une étape de programmation informatique afin d’utiliser au mieux

la puissance des super-calculateurs. On distingue deux principales familles de modèles : les

modèles de circulation générale, conçus pour étudier la circulation à l’échelle globale avec

des résolutions relativement grossières, et les modèles meso-échelles (régionaux) pour des

études locales haute résolution.

Ces différents modèles numériques, de l’océan et de l’atmosphère, ont été notamment en-

richis par le développement de techniques d’assimilation de données, de couplage de modèles

et de raffinement de maillage (augmentation locale de la résolution) afin d’améliorer la so-

lution physique (indépendamment des développements numériques et physiques à l’intérieur

même des modèles).

– L’assimilation de données permet potentiellement d’améliorer la solution du modèle

en identifiant des paramètres incertains (conditions initiales, coefficients internes, ...)

grâce à l’utilisation d’observations. De plus, les outils mis en place dans ce contexte

sont très utiles pour étudier la sensibilité de la solution aux paramètres du modèle.

– Le développement d’un modèle unique représentant toutes les composantes du climat

n’étant pas envisageable, on préférera coupler entre eux les modèles spécifiques à chaque

composante. En effet, les modèles numériques d’océan et d’atmosphère sont des entités

distinctes, conçues et développées séparément. Chaque modèle ”ressent” la présence

de son voisin par l’intermédiaire des conditions limites de surface à l’interface air-mer.

Ces conditions limites correspondent à des flux. Le couplage visera donc à assurer un

échange, aussi pertinent que possible (au niveau numérique, physique et informatique),

de ces flux entre les modèles.

– Une des difficultés liées au développement des modèles vient notamment du caractère

fondamentalement multi-échelle en espace et en temps des phénomènes à représenter,

comme l’illustre la figure 1. Ceci rend impossible, avec les moyens informatiques ac-

tuels, la représentation explicite de l’intégralité des échelles. Il faut donc fournir des

modèles conceptuels simples afin que les effets physiques pertinents, mais informati-

quement non résolus, soient pris en compte. Ces modèles sont communément appelés

paramétrisations et sont utilisés lorsque des phénomènes non négligeables se produisent

2
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Fig. 1: Temps et longueurs caractéristiques des mouvements observés dans l’océan (à droite)

et l’atmosphère (à gauche) (Source : von Storch et al., 1999).

à des échelles spatio-temporelles inférieures à celles de la grille de calcul du modèle.

Parmi ces phénomènes influents nous pouvons citer les phénomènes turbulents dans les

couches limites de l’océan et de l’atmosphère près de l’interface air-mer et la turbulence

de petite et meso-échelle dans les fluides. Le comportement d’un modèle est fortement

lié aux schémas de paramétrisations mais ceux-ci demeurent imparfaits car basés sur

le concept de turbulence difficile à appréhender car fondamentalement aléatoire. Dans

ce contexte, les méthodes de raffinement de maillage sont intéressantes. En effet, non

seulement ces méthodes permettent de réduire les erreurs de troncature des schémas

numériques mais elles permettent, a priori, une meilleure représentation de la turbu-

lence dans les régions raffinées. On cherchera donc à raffiner les zones où les phénomènes

turbulents sont jugés particulièrement importants, à savoir principalement les zones

côtières dans l’océan et les zones à fort gradient de topographie dans l’atmosphère.

Parmi les trois types de méthodologies citées précédemment l’assimilation de données est

probablement la plus répandue et utilisée depuis le début des années 90, notamment dans

les centres opérationnels. Une revue peut être trouvée dans Navon (2008). Le développement
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de logiciels de différentiation automatique, comme TAMC1, en facilite la mise en oeuvre.

Les méthodes de raffinement de maillage ont fait l’objet, depuis une dizaine d’années, de

développements théoriques et informatiques (Debreu & Blayo, 2008), et un certain nombre

de modèles propose ce type de potentialité, notamment via la librairie AGRIF2. Enfin, le

couplage de modèles, dans le contexte du raccordement entre les modèles d’océan et d’at-

mosphère, reste probablement la voie vers laquelle le plus de travail reste à fournir, essentielle-

ment d’un point de vue physique mais également numérique. Pour les aspects informatiques,

des logiciels comme OASIS3 ou MCT4 ont été développés. Le problème de couplage est un

point crucial pour une bonne modélisation de l’évolution du climat car les interactions entre

ces deux milieux sont fortes. Il est donc indispensable de mettre en oeuvre une méthode

efficace pour aboutir à un couplage consistant entre les modèles numériques de l’océan et

de l’atmosphère. Ce couplage est indispensable pour une bonne représentation d’un certain

nombre de phénomènes comme les upwelling côtiers dans l’océan, la formation et la propa-

gation des cyclones dans l’atmosphère, etc. Les méthodes actuelles de couplage n’assurent

pas une égalité stricte des flux à l’interface air-mer et fournissent donc une solution ap-

prochée du ”vrai” problème. Ces méthodes ad-hoc partent de l’hypothèse que cette solution

approchée est physiquement acceptable et que la consistance de la solution à l’interface n’est

pas indispensable. Cependant aucune étude précise de ce postulat n’a été menée.

Pour des simulations climatiques, des algorithmes ad-hoc, fournissant des résultats sa-

tisfaisants, ont été proposés par exemple dans le cadre de modèles communautaires comme

CCSM5, et plus généralement dans le contexte des simulations climatiques réalisées par le

GIEC6. Pour ce type de simulation on s’intéresse à des phénomènes faiblement non-linéaires à

échelles de temps très longues. Cependant, dès que l’on s’intéresse à des simulations régionales

pour lesquelles les non-linéarités sont marquées et où les interactions entre les milieux se font

sur des échelles plus rapides, peu de réponses ont été apportées. Au niveau algorithmique

seules des méthodes de couplage au niveau du pas de temps des modèles ont été proposées.

Jusqu’à présent un nombre relativement important d’applications réalistes ont été effectuées,

mais l’étude de ce couplage d’un point de vue numérique et, à un degré moindre, physique

1Tangent linear and Adjoint Model Compiler : http ://www.autodiff.com/tamc/
2Adaptive Grid Refinement In Fortran : http ://www-ljk.imag.fr/MOISE/AGRIF/index.html
3Ocean Atmosphere Sea Ice Soil : http ://www.cerfacs.fr/globc/software/oasis/
4Model Coupling Toolkit : http ://www-unix.mcs.anl.gov/mct/
5Community Climate System Model
6Groupe d’experts Intergouvernemental sur l’Evolution du Climat
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Introduction

a été très peu abordée. Plus généralement, de notre point de vue ce qui fait défaut pour le

moment est l’absence d’un cadre théorique pour étudier cette problématique.

Un cadre théorique adéquat : le couplage par méthodes

de Schwarz

Compte tenu des différents éléments indiqués dans la première partie de cette introduc-

tion, nous proposons dans ce manuscrit de nous intéresser à l’application des méthodes de

décomposition de domaine de type Schwarz global en temps au couplage océan-atmosphère.

De notre point de vue ce type de méthode est pertinent pour effectuer un couplage ”propre”

d’un point de vue mathématique et numérique.

Le principe de base des méthodes de décomposition de domaine consiste à réduire les

problèmes de grande taille et sur géométrie complexe en un ensemble de sous-problèmes de

taille réduite sur des géométries simples. Les applications sont diverses, allant du calcul pa-

rallèle au calcul multi-physiques en passant par la résolution de systèmes linéaires en grande

dimension ou mal conditionnés. Une littérature abondante est consacrée à ce type de méthode

essentiellement depuis la démocratisation des calculateurs parallèles. Il se tient d’ailleurs

tous les 18 mois, depuis 1987, une conférence1 internationale consacrée aux méthodes de

décomposition de domaine et qui fait l’objet de proceedings constituant une source d’infor-

mations très riche. Ces méthodes englobent toute une famille de méthodes itératives dont

une revue exhaustive est faite dans Quarteroni & Valli (1999) ou Toselli & Widlund (2004).

La première méthode apparue dans la littérature est issue des travaux de Schwarz (1869)

pour montrer l’existence et l’unicité des solutions de l’équation de Poisson sur un domaine

de forme irrégulière. L’algorithme de Schwarz reposait sur une décomposition spatiale du

domaine de calcul en sous-domaines de formes simples se recouvrant et échangeant succes-

sivement des conditions limites jusqu’à convergence du processus. On parle de conditions de

transmission pour caractériser les échanges entre les sous-domaines. Ces conditions doivent

permettre d’imposer une certaine consistance (continuité des valeurs, de la dérivée normale

ou égalité des flux ...) de la solution sur les interfaces entre sous-domaines. Dans cet al-

gorithme les sous-domaines se recouvrent mais grâce à des travaux plus récents (de P.L.

Lions notamment) cette méthode a été généralisée à des sous-domaines ne se recouvrant

1voir http ://www.ddm.org
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pas. Dans le souci de proposer une méthode compétitive de nouvelles formes de conditions

de transmission ont été construites pour les algorithmes de type Schwarz afin d’optimiser

le taux de convergence. Elles correspondent à une généralisation des conditions proposées

par Lions en introduisant un certain nombre de paramètres libres qui constituent autant de

paramètres d’optimisation. La phase d’optimisation conduit à l’obtention de conditions de

transmission optimisées. Plus récemment une version globale en temps de l’algorithme a été

proposée pour étendre la méthode, originellement appliquée à des problèmes stationnaires,

à des problèmes instationnaires. Le principe est de découper la durée totale de simulation

en fenêtres de temps plus petites, puis à résoudre en espace et en temps les équations sur

chaque sous-domaine sur la durée de la fenêtre temporelle, et à transmettre les informations

pertinentes aux voisins à la fin de la fenêtre de temps. Les informations échangées sont des

fonctions des variables d’interface et du temps.

Dans le cadre de la modélisation de l’océan, une application de l’algorithme de Schwarz

(avec recouvrement et échange de données de type Dirichlet-Dirichlet) a déjà été réalisée.

Il s’agissait du couplage entre un modèle de circulation générale basse résolution et un

modèle régional haute résolution (Cailleau et al., 2008). Nous souhaitons, dans cette thèse,

envisager ce type d’algorithme dans le cadre d’une problématique différente, pour le couplage

de modèles simulant le comportement de fluides aux propriétés physiques hétérogènes comme

l’océan et l’atmosphère.

Application au couplage océan-atmosphère

Les méthodes de Schwarz apparaissent tout à fait appropriées dans le contexte du cou-

plage océan-atmosphère. Tout d’abord, d’un point de vue informatique, cet algorithme est

aisément parallélisable car les sous-domaines échangent des informations uniquement à la

fin de chaque fenêtre de temps, ce qui est plus efficace qu’un échange au niveau du pas

de temps des modèles. De plus la méthode peut être mise en oeuvre en utilisant les outils

informatiques de couplage existants mentionnés auparavant. Une propriété intéressante est

que les traitements numériques en temps et en espace peuvent être différents sur chaque

sous-domaine, il n’est donc pas nécessaire de modifier les parties numériques des modèles.

Enfin, l’algorithme assure un couplage au sens fort entre les sous-domaines. Les méthodes

de Schwarz globales en temps reposent sur une base théorique forte notamment grâce aux

6



Introduction

travaux de L. Halpern, M. Gander et F. Nataf. Elles proposent donc un cadre théorique

dans lequel le couplage océan-atmosphère peut être posé, ce qui a rarement été fait. A notre

connaissance, seule une analyse mathématique de ce problème a été réalisée, dans un cadre

simplifié (Temam et al., 1995). Au niveau des points faibles de la méthode, dans le cadre de

notre étude, nous pouvons citer le recours à un processus itératif qui implique un coût de

calcul important (le coût des modèles est multiplié par le nombre d’itérations) et le peu de

travaux menés au niveau théorique pour traiter des problèmes multi-physiques traitant des

fluides turbulents.

Le problème de couplage que l’on souhaite traiter n’est pas trivial notamment à cause

du manque de connaissances précises de la physique à l’interface air-mer et de la complexité

des modèles numériques à considérer. On devra donc s’assurer de la bonne prise en compte

des contraintes physiques à l’interface et tenter de minimiser les modifications à apporter

aux modèles numériques existants. Dans le formalisme de la méthode de Schwarz ce type

de couplage revient à considérer deux sous-domaines sans recouvrement avec des propriétés

physiques différentes. La mise en place du problème passe par les étapes suivantes :

– la spécification des équations à traiter sur chaque sous-domaine

– la consistance que l’on souhaite imposer à l’interface entre ces deux sous-domaines

– la mise en place et l’étude de convergence de l’algorithme correspondant

Par le terme de ”consistance”, nous pouvons aussi inclure la consistance nécessaire entre

l’approche numérique et les paramétrisations physiques usuelles des couches limites. Le for-

malisme précédent peut également être complété par une phase d’optimisation de la vitesse

de convergence de l’algorithme.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est structuré autour de trois parties constituées chacune de deux chapitres.

Nous commençons par une description détaillée de la problématique du couplage océan-

atmosphère. Dans le premier chapitre, nous définissons les équations descriptives de ces deux

milieux qui sont à la base des modèles numériques. Cette définition est complétée par des

notions de turbulence et une description des techniques numériques usuelles de résolution.

Lorsque l’on désire coupler deux modèles, le comportement physique à l’interface de ceux-ci

doit faire l’objet d’une attention toute particulière. Dans cette optique, le second chapitre

propose une description détaillée des couches limites autour de l’interface air-mer. Nous
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introduisons les schémas de paramétrisations usuels utilisés pour décrire le comportement

turbulent des fluides dans ces régions. Nous posons de plus le problème de couplage dans

le formalisme de l’algorithme de Schwarz sous la forme d’un couplage de deux équations

de diffusion à coefficients variables et discontinus à l’interface. La seconde partie se com-

pose de deux articles axés sur l’étude théorique de l’algorithme de Schwarz global en temps.

Le premier article traite de la détermination de conditions de transmission optimisées pour

un problème modèle simplifié avec des coefficients de diffusion constants. Le second pro-

pose une approche nouvelle pour traiter le problème complet avec des coefficients variables

suggérés par les schémas de paramétrisation. Ces études menées sur un problème continu

sont complétées par une méthodologie d’optimisation de convergence au niveau du problème

discrétisé en se basant sur les méthodes de contrôle optimal. Enfin, dans la troisième partie

nous faisons la synthèse des deux premières parties pour aborder spécifiquement le problème

de couplage océan-atmosphère. Dans le chapitre 5 nous étudions de plus près les algorithmes

usuelles de couplage et nous montrons les points forts de notre approche. Dans le chapitre

6 le problème de couplage avec toute sa complexité au niveau physique est formulé. Nous

montrons la convergence de l’algorithme correspondant, sous certaines hypothèses simplifi-

catrices. Pour valider notre étude théorique le couplage de deux modèles régionaux réalistes

meso-échelles est effectué afin de simuler la formation et la propagation d’un cyclone tropical.

Nous conclurons ce document en présentant les perspectives qui nous semblent pertinentes

pour ces travaux.

Le travail de recherche présenté dans ce mémoire a été réalisé au sein de l’équipe MOISE

(”Modélisation, Observations, Identification pour les Sciences de l’Environnement”) du La-

boratoire Jean Kuntzmann, laboratoire sous tutelle commune CNRS-INPG-UJF-INRIA. Ce

travail a été soutenu par l’ACI Jeunes Chercheurs ”Etudes mathématiques de paramétri-

sations en océanographie”, l’ANR COMMA (”COuplage Multi-échelles et multi-physique :

Modèles et Algorithmes”) et l’ANR ”Cyclones et Climat”. Les études menées ont donné lieu

aux publications et présentations orales suivantes :
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- F. Lemarié, L. Debreu, and E. Blayo. Towards an optimized global-in-time Schwarz
algorithm for diffusion equations with discontinuous and spatially variable coefficients.
Part 1 : the constant coefficients case, soumis à SIAM Journal of scientific Computing.

- F. Lemarié, L. Debreu, and E. Blayo. Towards an optimized global-in-time Schwarz
algorithm for diffusion equations with discontinuous and spatially variable coefficients.
Part 2 : the variable coefficients case, soumis à SIAM Journal of scientific Computing.

- F. Lemarié, P. Marchesiello and L. Debreu. Global-in-time Schwarz method applied to
Two-Way Ocean-Atmosphere coupling : a study of tropical cyclone Erica, soumis à Geo-
physical Research Letter.

- P. Marchesiello, J. Lefévre, P. Penven, F. Lemarié, L. Debreu, A. Vega, P. Douillet, V.
Echevin, and B. Dewitte. Keys to affordable regional marine forecast systems, Mercator
newsletter July 2008.

- F. Lemarié, L. Debreu and E. Blayo, Vers un algorithme mathématiquement et phy-
siquement consistant pour le couplage Océan-Atmosphère, Laboratoire de Physique des
Océans, Brest (Octobre 2008)

- F. Lemarié, L. Debreu and E. Blayo, Global-in-time Schwarz method applied to Two-Way
Ocean-Atmosphere coupling, 2008 ROMS/TOMS European Workshop, Grenoble (Octobre
2008)

- F. Lemarié, L. Debreu and E. Blayo, Optimized Schwarz methods in the context of
ocean-atmosphere coupling, European Seminar on Coupled Problems, Jetrichovice, Czech
Republic (Juin 2008)

- F. Lemarié, L. Debreu and E. Blayo, Ocean-Atmosphere coupling, towards a mathema-
tically and physicaly consistent algorithm, University of California at Los Angeles (Avril
2008)

- F. Lemarié, L. Debreu and E. Blayo, Méthodes mathématiques et numériques pour le
couplage océan-atmosphère à échelle régionale , 3ème Congrès national de mathématiques
appliquées et industrielles, SMAI 2007. Praz sur Arly, France (Juin 2007)
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océan-atmosphère
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Cette première partie est dédiée à la présentation de la problématique du couplage océan-

atmosphère. L’objectif est d’introduire les concepts de base au niveau mathématique et phy-

sique liés à ce type de couplage. Il est en effet important de traiter les aspects mathématiques

en prenant en considération les principes physiques car il y a une corrélation forte entre les

détails physiques que l’on souhaite représenter et les techniques de résolution numérique

associées.

L’étude de la circulation océanique et atmosphérique passe notamment par le déve-

loppement de modèles numériques. Ces modèles ont pour but de décrire l’évolution de

ces deux fluides dans l’espace et le temps. Cette description est basée avant tout sur des

concepts et théories physiques qui ont ensuite été formulées de manière mathématique. Nous

présenterons dans un premier temps les équations constitutives des divers modèles ainsi que

les méthodes numériques usuelles de résolution. Nous aborderons ensuite les principes de tur-

bulence et d’échelles sous-maille. Il n’est pas envisageable qu’un modèle numérique puisse

représenter explicitement la totalité des échelles spatiales et temporelles jusqu’à la micro-

échelle (considérée en général arbitrairement de l’ordre de 1mm en espace et 1s en temps). Des

paramétrisations sont alors mises au point pour prendre en compte l’effet des processus non

résolus. Ces processus sont appelés sous-maille car ils se produisent à des échelles inférieures

à celle du maillage. Cependant, comme nous le verrons, les paramétrisations de turbulence

sous-maille ne font de manière générale pas consensus et doivent donc être considérées avec

beaucoup de précautions. Ces paramétrisations sont liées au concept de turbulence qui n’a

pas de base théorique unanimement acceptée.

Dans un second chapitre nous introduisons les méthodes habituelles d’estimation des flux

air-mer. A leur interface commune, l’océan et l’atmosphère échangent, de manière continue,

des flux. L’interface océan atmosphère est en effet le lieu de nombreux phénomènes physiques

couvrant un large spectre de fréquences temporelles et spatiales. Cette complexité rend la

représentation des échanges air-mer extrêmement compliquée et relativement incertaine. Il

faut bien utiliser le terme ”d’estimation” de flux car notre connaissance actuelle de ces flux

est encore relativement limitée.

Ce manuscrit ne s’adressant pas uniquement à des personnes initiées à la modélisation des

fluides géophysiques, nous avons jugé nécessaire d’en présenter en détails certains aspects.

C’est ce que nous faisons dans cette première partie.
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Modéliser l’océan et l’atmosphère
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1.1 Equations primitives et équations d’Euler . . . . . . . . . . . . . 16

1.1.1 Lois de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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1.2.2 Décomposition de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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L’eau et l’air sont des fluides newtoniens dont l’écoulement est décrit, dans l’approxima-

tion des milieux continus, par les équations de Navier-Stokes. Cependant l’utilisation de ces

équations sans hypothèses supplémentaires reviendrait à considérer une grande variété de
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1. MODÉLISER L’OCÉAN ET L’ATMOSPHÈRE

phénomènes à des échelles temporelles et spatiales très variées. En effet, toutes les classes

d’échelles et de mouvements sont décrites par ces équations.

Le calcul de la circulation générale jusqu’à l’échelle de la dissipation (de l’ordre de

quelques millimètres) impliquerait un coût de calcul déraisonnable. Des simplifications sont

donc apportées aux équations de Navier-Stokes afin de filtrer certains phénomènes à échelles

de temps et d’espace trop petites. Dans ce chapitre, nous décrirons ces simplifications, ainsi

que leur justification. Ceci nous conduira aux systèmes d’équations visant à décrire la cir-

culation des océans et de l’atmosphère. Les conditions initiales et limites nécessaires à ces

systèmes seront ensuite présentées. Afin de passer de la forme continue des équations à leur

forme discrète, nous introduirons la notion d’échelles sous-maille. Enfin nous discuterons de

certains aspects liés aux modèles numériques.

1.1 Equations primitives et équations d’Euler

Nous allons établir dans cette section les systèmes d’équations aux dérivées partielles

instationnaires décrivant la circulation des océans et de l’atmosphère. Ces équations sont

basées sur des principes de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et des

traceurs. Une description approfondie de ces équations peut être trouvée, par exemple, dans

McWilliams (2007). Nous appellerons traceurs les quantités scalaires qui sont transportées et

mélangées par la dynamique, comme par exemple la température. Dans la suite nous noterons

ρ la densité, p la pression, ϑ une quantité scalaire et ~U = (u, v, w) les composantes de la

vitesse. De manière classique nous noterons z la coordonnée dans la direction verticale, x dans

le sens ouest-est (composante zonale) et y dans le sens sud-nord (composante méridionale).

1.1.1 Lois de conservation

Les considérations présentées dans cette partie s’appliquent aussi bien à l’océan qu’à

l’atmosphère.
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1.1 Equations primitives et équations d’Euler

Conservation de la masse

La masse d’un ensemble de particules est conservée lors du mouvement. La conservation

de la masse se traduit par l’équation de continuité qui s’écrit

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~U) =

Dρ

Dt
+ ρ∇ · ~U = 0 (1.1)

où
D

Dt
est la dérivée matérielle définie par

D

Dt
=

∂

∂t
+ ~U · ∇. L’opérateur ~U · ∇ correspond

à l’advection, qui représente le transport d’une quantité par un champ vectoriel.

Conservation de la quantité de mouvement

Dans un repère absolu (non tournant), si l’on applique le principe fondamental de la

dynamique (seconde loi de Newton) à un ensemble de particules en mouvement, l’accélération

absolue résultera des forces dues au potentiel de gravitation Φa (dans le repère absolu), ainsi

qu’aux contraintes internes de pression et de viscosité F(~U). La conservation de la quantité

de mouvement s’écrit ainsi

∂ρ~U

∂t
+ ∇ · (ρ~U ⊗ ~U) = ρ∇Φa −∇p+ ρF(~U) (1.2)

En pratique, l’équation (1.2) s’exprime dans un repère lié à la terre, tournant donc à la vitesse

angulaire Ω. En notant Φ le potentiel de forces dans le milieu tournant, dans ce nouveau

repère (1.2) devient

∂ρ~U

∂t
+ ∇ · (ρ~U ⊗ ~U) = −2Ω ∧ ρ~U + ρ∇Φ −∇p+ ρF(~U) (1.3)

qui, en utilisant (1.1), peut s’écrire

D~U

Dt
= −2Ω ∧ ~U + ∇Φ − ∇p

ρ
+ F(~U) (1.4)

La rotation du repère fait apparâıtre la force de Coriolis, −2Ω ∧ ~U , dans le membre de

droite. Le système composé des équations (1.2) (ou (1.4)) et (1.1) correspond au système de

Navier-Stokes.
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Conservation des traceurs

L’évolution d’un traceur ϑ est décrite par l’équation de conservation

∂ρϑ

∂t
+ ∇ · (ρϑ~U) = ρF(ϑ) (1.5)

où F(ϑ) est un terme ”sources-puits”. Dans l’océan les traceurs actifs sont la salinité S

et la température T qui agissent sur la densité ρ par l’intermédiaire d’une équation d’état

ρ = ρ(T, S, p). Dans le cas de la salinité F(S) correspond à de la diffusion avec une diffusivité

KS, i.e. F(S) = KS∆S. Pour la température, la conservation de la chaleur fait intervenir

la première loi de la thermodynamique et F(T ) contient des termes supplémentaires. Dans

l’atmosphère les deux principaux traceurs actifs sont la température et l’humidité. Par soucis

de simplicité la capacité calorifique de l’air a été omise précédemment, mais celle-ci pouvant

varier de manière significative avec le temps il est parfois préférable d’intégrer cette quantité

dans (1.5) ce qui revient à considérer ϑ = cpT .

Comme nous l’avons mentionné précédemment les équations présentées jusqu’ici font l’objet

de simplifications lorsque l’on souhaite représenter la circulation océanique ou atmosphérique.

1.1.2 Les hypothèses de la modélisation océanique

Dans cette section nous présentons les approximations usuelles faites sur le système

d’équations (1.1), (1.3) et (1.5). Dans un premier temps nous nous intéressons à la mo-

délisation de l’océan.

Hypothèse anélastique

Dans l’océan, les processus élastiques correspondent à une réponse rapide du volume

occupé par une certaine masse d’eau en fonction des perturbations qui lui sont appliquées.

L’évolution d’une masse d’eau donnée est décrite par l’équation de continuité (1.1). En cas

de fluctuations de pression le système génère une propagation d’ondes de pression rapides,

de type acoustique. Les modes acoustiques, de par leur rapidité, imposent une restriction

sévère sur le pas de temps lorsque l’on considère des schémas numériques de type explicite.

Les équations de Navier-Stokes permettent le développement de telles ondes mais en pratique

ces ondes ne contribuent pas de manière significative à la circulation générale. L’objectif sera

donc de les filtrer dans l’équation de continuité, comme initialement proposé dans Ogura &
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Phillips (1962). Si l’on considère une équation d’état de l’eau de mer, les ondes acoustiques ne

peuvent être intégrées de manière consistante. En effet, si on intégre simultanément l’équation

de continuité (1.1) et l’équation d’état ρ = ρ(T, S, p) deux valeurs différentes pour la densité

ρ seraient obtenues. Dans le but de faire apparâıtre la vitesse des ondes acoustiques dans les

équations, on différencie l’équation d’état

Dρ

Dt
=

∂ρ

∂T

∣∣∣∣
S,p

DT

Dt
+
∂ρ

∂S

∣∣∣∣
T,p

DS

Dt
+
∂ρ

∂p

∣∣∣∣
S,T

Dp

Dt
(1.6)

Si l’on considère (1.6) l’équation de continuité (1.1) à température et salinité constante

(adiabatique) peut se réécrire
1

ρcs

Dp

Dt
+ ∇.~U = 0 (1.7)

avec c−2
s =

∂ρ

∂p

∣∣∣∣
S,T

la vitesse des ondes acoustiques. Nous pouvons tout d’abord remarquer

qu’en remplaçant (1.1) par (1.7) l’inconsistance mentionnée auparavant a disparu. L’ob-

jectif est maintenant de supprimer le terme
Dp

Dt
de (1.7) pour supprimer l’effet des ondes

acoustiques mais en conservant la compressibilité (en effet, supposer l’incompressibilité filtre

naturellement les ondes acoustiques). Pour ce faire on décompose la pression en une pression

de référence p0(z) et une perturbation p′. On aura donc ρ = ρ(T, S, p0(z) + p′). On suppose

de plus que cet état de référence est en équilibre hydrostatique

p = p0(z) + p′ ρ = ρ0(z) + ρ′ avec
∂p0

∂z
= −gρ0(z) (1.8)

En considérant que les échelles d’espace et de temps des processus qui nous intéressent

sont plus grandes que celles des ondes acoustiques, il est possible de faire l’hypothèse que
Dp′

Dt
≪
(
Dp0

Dt
,∇.~U

)
dans l’équation de continuité et p′ ≪ p0 dans l’équation d’état. En

remarquant que
Dp0

Dt
= w

∂p0

∂z
(car p0 ne dépend que de z), l’équation (1.7) donne l’équation

de continuité anélastique et une nouvelle équation d’état est également obtenue

∇.~U =
gρ0

c2sρ
w ρ = ρ(T, S, p0(z)) (1.9)

Nous obtenons donc le système suivant




∇.~U =
gρ0

c2sρ
w

D~U

Dt
+ 2Ω ∧ ~U = ∇Φ′ − ∇p′

ρ
+ F(~U)

ρ = ρ(T, S, p0)

(1.10)
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où ∇Φ′ = (0, 0, gρ′/ρ)
t
. Ce système correspond aux équations de Navier-Stokes sous l’hy-

pothèse anélastique. p′ est dans ce cas diagnostiqué en résolvant une équation elliptique

∇2p′ = ρ∇.G avec G = −2Ω ∧ ~U + ∇Φ′ − (~U.∇)~U (1.11)

à chaque pas de temps.

Hypothèse de Boussinesq

Le prélude sur l’approximation anélastique permet naturellement d’introduire l’approxi-

mation de Boussinesq. En partant de l’observation que les variations de densité sont pe-

tites dans l’océan (∆ρ/ρ ≈ 10−3) les effets de compressibilité peuvent être considérés comme

négligeables. En pratique cela revient à considérer dans (1.8) que la densité de référence ρ0

devient indépendante de z et donc que p0(z) = −gρ0z (équilibre hydrostatique dans (1.8)).

Cette hypothèse permet de remplacer la densité, à chaque fois qu’elle apparâıt, par ρ0. Le

système sous l’approximation de Boussinesq s’écrit alors





∇.~U = 0

D~U

Dt
+ 2Ω ∧ ~U =

ρ′

ρ0

∇Φ − ∇p′
ρ0

+ F(~U)

ρ = ρ(T, S,−gρ0z)

(1.12)

Cette hypothèse s’avère précise.

L’approximation ”traditionnelle”

Les termes dynamiques associés à la composante horizontale de la rotation de la terre sont

généralement négligés. Cette approximation est nommée ”approximation traditionnelle”. Elle

est appliquée dans la plupart des études de dynamique des fluides géophysiques. Si l’on note

Ω = (Ωx,Ωy,Ωz) le vecteur de rotation angulaire de la terre, la conservation de la quantité

de mouvement sur la verticale s’écrira d’après (1.2)

Dw

Dt
+ 2Ωxv − 2Ωyu = −1

ρ

[
∂p

∂z
+ gρ

]
+ F(w) (1.13)

L’approximation traditionnelle revient à considérer Ωx et Ωy négligeables et ainsi la rotation

et la gravité sont colinéaires (ce qui n’est rigoureusement vrai qu’aux pôles). Des travaux
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récents ont montré que cette hypothèse n’est pas toujours justifiée (Wirth & Barnier, 2008).

Elle est en pratique justifiée si les vitesses verticales sont petites par rapport aux vitesses

horizontales. L’axe de rotation a une influence directe sur la direction de la convection et

ainsi l’approximation traditionnelle a tendance à dévier la convection dans certains cas. De

plus Ωx et Ωy sont nécessaires pour la stricte conservation du moment angulaire. Nous avons

utilisé l’équation (1.13) pour illustrer notre propos, les termes Ωx et Ωy sont également

négligés dans les équations pour u et v.

Cette approximation est en pratique totalement justifiée si conjointement l’hypothèse

hydrostatique est faite. Cependant à partir du moment où l’hypothèse hydrostatique est

relâchée il doit en être de même pour l’approximation traditionnelle (Kanarska et al., 2007).

Une alternative est de relâcher l’hypothèse traditionnelle seule en gardant l’hydrostaticité :

on parle alors d’approximation quasi-hydrostatique.

Hypothèse hydrostatique

L’hypothèse hydrostatique consiste à négliger les termes d’accélération sur la verticale

devant le gradient vertical de pression et la flottabilité. Cette approximation est basée sur

une étude d’échelles. Notons L et H les échelles horizontales et verticales caractéristiques

de l’écoulement, U la vitesse horizontale caractéristique et N la fréquence de Brunt-Väısala

définie par N2 = − g

ρ0

∂ρ0

∂z
. Nous pouvons alors définir les quantités sans dimensions suivantes

δ =
H

L
Fr =

U

NH
Ro =

U

2|Ω|L (1.14)

appelées respectivement rapport d’aspect, nombre de Froude et nombre de Rossby. Ces

nombres sans dimension sont en général petits dans les applications usuelles.

L’importance relative de
Dw

Dt
devant gρ′ peut être quantifiée par

U2

N2L2
= δ2Fr2. De

même l’importance relative de
Dw

Dt
devant le gradient vertical de pression

∂p′

∂z
peut être

quantifiée par
H2U2

4|Ω|2L4
= δ2Ro2. Si l’on suppose

δ2Fr2 ≪ 1 δ2Ro2 ≪ 1 (1.15)

l’équation de conservation de la quantité de mouvement sur la verticale dans (1.12) devient

∂p′

∂z
= −ρ′g (1.16)
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Cette hypothèse est totalement justifiée si l’on s’intéresse à la circulation grande échelle

et est donc toujours adoptée dans les modèles de circulation générale. Etant donné le fait

que les rapports d’aspects et nombres de Froude et Rossby sont différents dans l’océan et

l’atmosphère, la nécessité de relâcher l’hypothèse hydrostatique n’intervient pas aux mêmes

échelles pour ces deux milieux. En effet des phénomènes non-hydrostatiques apparaissent à

méso-échelle dans l’atmosphère et seulement lorsque l’on commence à s’intéresser à de la

sub-mésoéchelle dans l’océan. C’est en partie pour cette raison que les modèles régionaux

non-hydrostatiques de l’atmosphère sont maintenant très nombreux comparativement à ceux

de l’océan.

1.1.3 Les hypothèses de la modélisation atmosphérique

Nous abordons maintenant les simplifications généralement apportées aux équations de

Navier-Stokes pour modéliser l’atmosphère.

L’approximation fluide parfait

Contrairement à l’eau de mer qui est peu compressible, l’air, qui est un gaz, peut être

comprimé et par la même occasion chauffé. En pratique l’atmosphère sèche est assimilée à

un gaz parfait (donc non-visqueux). Son évolution est alors décrite par les équations d’Euler

et non pas par celles de Navier-Stokes (notons qu’en réalité un fluide non-visqueux n’existe

pas : en effet dans un fluide en écoulement il s’établit toujours au proche voisinage d’un objet

solide une couche limite). L’équation d’état de l’atmosphère est donc semblable à celle d’un

gaz parfait

ρ =
p

RT
(1.17)

et son état thermique dépendra de la pression. R = 287.058J.kg−1.K−1 est la constante des

gaz pour l’air sec. Cette équation peut être reformulée pour diagnostiquer p, (McWilliams,

2007)

p = p0

(
Rρθ

p0

)γ

avec θ = T

(
p

p0

)R/cp

(1.18)

où p0 est une pression de référence constante, γ = cp/cv avec cp et cv les capacités calorifiques

de l’air à pression constante et à volume constant. θ est la température potentielle, qui
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1.1 Equations primitives et équations d’Euler

correspond par définition à la température lorsque l’on ramène de façon adiabatique une

parcelle d’air soumise à la pression p à la pression de référence p0.

Traitement des ondes acoustiques

L’approximation anélastique décrite précédemment dans le cadre des équations de l’océan

a été originellement introduite pour l’atmosphère dans une version un peu différente. En

effet les équations d’état différent entre l’eau de mer et l’air. Contrairement à l’océan où

l’hypothèse de Boussinesq est quasiment toujours adoptée, jusqu’à ces dernières années les

modèles d’atmosphère étaient généralement formulés uniquement sous l’hypothèse anélasti-

que. Récemment les modèles ”fully compressible” ont vu le jour et le problème des ondes

acoustiques est traité maintenant de manière numérique (Skamarock & Klemp, 2008). Nous

aborderons ce sujet au §1.3.2.

1.1.4 Systèmes d’équations usuels

Nous avons pour le moment décrit les principes de conservation et les hypothèses aboutis-

sant aux systèmes d’équations résolus par les modèles numériques. Dans l’océan les modèles

sont basés sur les équations de Navier-Stokes sous l’approximation de Boussinesq et l’ap-

proximation hydrostatique (ainsi que l’approximation traditionelle) pour donner le système

suivant appelé équations primitives de l’océan

Du

Dt
− 2Ωzv = − 1

ρ0

∂p′

∂x
+ F(u) (1.19)

Dv

Dt
+ 2Ωzu = − 1

ρ0

∂p′

∂y
+ F(v) (1.20)

∂p′

∂z
= −gρ′ (1.21)

∇.~U = 0 (1.22)

Dϑ

Dt
= F(ϑ) (1.23)

ρ = ρ(ϑ) (1.24)

où ϑ = (T, S). En ce qui concerne l’atmosphère, les modèles actuellement utilisés et déve-

loppés ne sont plus basés sur les équations primitives de l’atmosphère. En effet, ils intègrent
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1. MODÉLISER L’OCÉAN ET L’ATMOSPHÈRE

maintenant les équations d’Euler élastiques non-hydrostatiques suivantes (pour l’atmosphère

sèche)

Du

Dt
− 2Ωzv + 2Ωyw = −1

ρ

∂p

∂x
+ F(u) (1.25)

Dv

Dt
+ 2Ωzu− 2Ωxw = −1

ρ

∂p

∂y
+ F(v) (1.26)

Dw

Dt
+ 2Ωxv − 2Ωyu = −1

ρ

[
∂p

∂z
+ gρ

]
+ F(w) (1.27)

Dρ

Dt
+ ρ(∇.~U) = 0 (1.28)

∂ρθ

∂t
+ ∇.(ρθ~U) = ρF(θ) (1.29)

p = p0

(
Rρθ

p0

)γ

(1.30)

Un certain nombre d’études mathématiques ont été menées sur les équations primitives.

Citons par exemple Sukhonosov (1981), Lions et al. (1992a)-(1992b). Ces différents travaux

visent à montrer le caractère bien posé du système des équations primitives (sous certaines

hypothèses simplificatrices) en s’inspirant des méthodes usuelles utilisées sur les équations

de Navier-Stokes. Cependant l’hypothèse hydrostatique implique que la vitesse verticale

devient une variable diagnostique pour les équations primitives alors que c’est une variable

prognostique pour Navier-Stokes : c’est un point de difficulté supplémentaire qui rend les

deux problèmes différents. Une revue détaillée des différents aspects mathématiques liés à

l’étude des équations primitives est faite dans Petcu et al. (2008).

1.1.5 Conditions limites et conditions initiales

Les systèmes d’équations (1.19)-(1.24) et (1.25)-(1.30) doivent être complétés par des

conditions limites et initiales adéquates.

Conditions initiales

La détermination des conditions initiales est plus ou moins critique suivant l’étude que

l’on souhaite mener. Dans l’atmosphère, des conditions initiales tridimensionnelles sont re-

quises pour les composantes horizontales du vent, ainsi que pour la température potentielle

et l’humidité relative. Dans l’océan, de manière similaire, les courants ainsi que la salinité et
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1.1 Equations primitives et équations d’Euler

la température doivent être spécifiés.

Un nombre relativement important de données grandes échelles de type réanalyses, qui

peuvent être vues comme des atlas historiques des océans et de l’atmosphère, sont dispo-

nibles et distribuées notamment par le NCEP1, l’ECMWF2 ou encore le groupe ECCO3.

En général ces données sont interpolées sur le domaine local de calcul afin que l’état initial

ne soit pas trop éloigné de la réalité. Comme la dynamique s’ajuste très rapidement dans

l’océan, comparativement à la thermodynamique, il est commun de partir de vitesses initiales

de courants nulles. Ensuite, une fois les données interpolées pour fournir la condition initiale

au modèle, on réalise un spin-up du modèle de plusieurs mois ou années afin d’équilibrer

la dynamique et la thermodynamique. Ce type de stratégie d’initialisation est envisageable

pour des simulations longues durées climatiques ou pour re-simuler des scénarios du passé.

Dans le cas de prévisions (à court terme ou saisonnière) la notion d’état initial ”pas trop

éloigné” de la réalité prend tout son sens. Il est essentiel de partir d’un état atmosphérique

ou océanique qui soit le plus proche possible de l’état réel observé. Dans ce cas une simple

interpolation de données grande échelle n’est plus suffisante. En effet, l’état interpolé n’est

pas un état réaliste car l’interpolation crée des structures non physiques. Dans ce cas le

risque est la propagation d’ondes non physiques dans le domaine de calcul, qui peuvent par

exemple provoquer des précipitations artificielles ou donner des comportements totalement

irréalistes. De plus les erreurs dans les conditions initiales iront partiellement en s’amplifiant

lors de la prévision et celle-ci pourra diverger de la réalité. Pour tenter de répondre à ce genre

de problèmes, plusieurs méthodes mathématiques et numériques ont été proposées, comme

l’utilisation de filtre digitaux (Lynch & Huang, 1992) ou de méthodes variationnelles de type

4DVar (Le Dimet, 1982). Cette dernière méthode est probablement la plus aboutie et elle

vise à fournir une estimation de l’état optimal de l’atmosphère (ou de l’océan) à l’instant

initial.

A titre anecdotique, il est notamment intéressant de remarquer qu’historiquement la

première tentative de prévision météorologique, faite par Richardson en 1922, s’est avérée

1National Center for Environmental Prediction : http ://www.ncep.noaa.gov/
2European Centre for Medium-Range Weather Forecasts : http ://www.ecmwf.int/
3Estimating the Circulation and Climate of the Ocean : http ://ecco.jpl.nasa.gov/
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désastreuse justement à cause de ses données initiales (ainsi que d’un pas de temps inadapté).

En effet, les données initiales n’étaient pas équilibrées, ce qui a provoqué le développement

d’ondes de gravité qui sont venues altérer la prévision. Là où la prévision initiale de Ri-

chardson prévoyait une variation (irréaliste) de pression de 145hPa sur 6 heures, la même

prévision avec des données initiales équilibrées prévoit une variation de 0.9hPa. Ce constat

illustre bien l’importance de la qualité de la condition initiale pour la prévision numérique.

Conditions limites

Nous nous intéressons ici aux conditions limites aux frontières physiques du domaine.

L’océan est borné latéralement par des lignes de côte, par la topographie de fond (la ba-

thymétrie) et par l’interface air-mer à son sommet. Nous ne traiterons pas ici le cas de la

glace de mer. De son côté l’atmosphère n’est bornée physiquement qu’au bas du domaine par

la topographie ou la surface de l’océan. Ceci revient à traiter trois catégories de conditions :

les conditions de surface ainsi que celles latérales et de fond dans l’océan.

– Conditions de surface : à l’interface air-mer la continuité de la pression est imposée.

De plus l’océan et l’atmosphère échangent des flux de quantité de mouvement, de cha-

leur et d’eau douce. Ces flux sont bien sûr de toute première importance dans le cadre

du couplage océan-atmosphère qui nous intéresse. Nous présenterons plus en détails

leur calcul et leurs caractéristiques dans le chapitre suivant. En ce qui concerne l’at-

mosphère au dessus des surfaces continentales, des flux de quantité de mouvement, de

chaleur et d’humidité sont également imposés.

– Conditions au fond : les flux à travers le fond des océans sont généralement négligés.

On impose donc une condition de non-flux, bien que le flux de chaleur géothermique ne

soit pas toujours négligeable. En ce qui concerne la quantité de mouvement, on spécifie

de même ~U.~n = 0.

– Conditions latérales : le long des côtes une condition de non flux ~U.~n = 0 est

généralement prescrite. Cependant il peut y avoir localement à l’embouchure des princi-

pales rivières un flux d’eau douce. Ce flux est important si l’on considère des simulations

climatiques à long terme pour avoir une représentation plus précise du cycle de l’eau.

A la condition de non flux on peut ajouter une condition de glissement (∂u/∂n = 0)
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ou de non-glissement (u = 0) qui s’avère nécessaire pour le calcul de termes d’ordre

élevé.

Nous avons ici abordé la spécification des conditions limites uniquement pour des frontiè-

res physiques. Cependant des frontières artificielles peuvent aussi être considérées. En effet,

pour des raisons de coût de calcul, on est souvent amené à limiter la taille des domaines de

calcul à une zone géographique d’intérêt. Les frontières ”fluides” de ce domaine sont alors des

frontières dites ouvertes. Ceci ne concerne pas seulement les frontières latérales mais aussi

le toit du domaine de calcul dans l’atmosphère. Nous aborderons ce problème de frontières

ouvertes plus loin dans ce manuscrit, lorsque les aspects numériques des modèles auront été

introduits.
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1.2 Turbulence et décomposition de Reynolds

Nous avons jusqu’à maintenant introduit un certain nombre de simplifications au système

de Navier-Stokes initial. Cependant, après ces simplifications, de petites échelles sont toujours

présentes, ceci étant lié au caractère fondamentalement turbulent des fluides considérés. La

turbulence est une partie intrinsèque de la circulation océanique et atmosphérique, il est donc

nécessaire de la quantifier. Du fait de son caractère aléatoire la turbulence est généralement

étudiée par des approches statistiques. Cela correspond à séparer la partie turbulente et non

turbulente de la circulation en utilisant la moyenne comme opérateur statistique.

1.2.1 Séparation d’échelles

Considérons l’équation de conservation (non-linéaire) suivante pour une grandeur scalaire

(ou vectorielle) X
∂X

∂t
+ ∇ · (~UX) = F(X) (1.31)

Considérons de plus un opérateur de séparation d’échelles qui fera la distinction entre les

échelles résolues et non résolues de l’écoulement. Si l’on note S cet opérateur (que nous ne

définissons pas volontairement pour le moment), on décompose X et ~U = (u, v, w)t de la

manière suivante

X = S(X) +X ′ ~U = S(~U) + ~U ′ (1.32)

chacun des termes variant en temps et en espace. L’opérateur S éliminera les contributions

des termes non résolus uniquement pour les termes linéaires des équations (1.19)-(1.24) et

(1.25)-(1.30), par exemple pour le terme de Coriolis ou l’équation de continuité. Le problème

est tout autre pour les termes non-linéaires associés à l’advection. En effet, l’advection par

une vitesse ~U se décomposera sous la forme

∇.(~UX) = ∇ ·
(
S(~U)S(X)

)
+ ∇ ·

(
S(~U)X ′

)
+ ∇ ·

(
~U ′S(X)

)
+ ∇ ·

(
~U ′X ′

)
(1.33)

Les non-linéarités imposent donc une interaction entre les échelles résolues et non résolues.

Nous devons maintenant expliciter l’opérateur de séparation d’échelles. On peut définir deux

classes d’opérateurs couramment utilisés :

– Une première classe est basée sur une approche statistique de la circulation. La partie

résolue se limite donc à une description statistique. Ceci correspond à la décomposition
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1.2 Turbulence et décomposition de Reynolds

de Reynolds et conduit au système communément appelé RANS (Reynolds Averaged

Navier-Stokes).

– Une seconde classe est basée sur une séparation d’échelle entre les phénomènes conte-

nant le plus d’énergie et les petites échelles responsables de la dissipation. Cela corres-

pond à un filtre passe-bas dans l’espace des nombres d’ondes. Ce type de séparation

correspond à une approche dite LES (Large Eddy Simulation), introduite par Smago-

rinsky (1963).

Enfin nous pouvons mentionner une approche supplémentaire qui consiste à représenter de

manière déterministe toutes les échelles turbulentes : on parle de DNS (Direct Numerical Si-

mulations). La figure 1.1 illustre les différences entre ces approches. Les modèles numériques

réalistes sont basés sur la décomposition de Reynolds, donc sur une description statistique

de la circulation.

1.2.2 Décomposition de Reynolds

En notant S = 〈.〉, il nous faut définir l’opérateur statistique 〈.〉 utilisé pour séparer les

échelles résolues et non résolues. De manière générale on requiert que l’opérateur choisi

satisfasse les ”conditions de Reynolds”

〈f + g〉 = 〈f〉 + 〈g〉 〈af〉 = a 〈f〉
〈
∂f

∂s

〉
=
∂ 〈f〉
∂s

〈〈f〉 g〉 = 〈f〉 〈g〉 (1.34)

où f et g sont deux fonctions, a une constante et s une coordonnée spatiale ou temporelle.

Nous pouvons ajouter deux propriétés plus classiques à savoir 〈a〉 = a (la conservation des

constantes) et 〈〈f〉〉 = 〈f〉. Les propriétés (1.34) correspondent à des propriétés de linéarité,

associativité et commutation avec les dérivées (en espace et en temps). Si l’on applique ces

règles au terme d’advection (1.33) celui s’écrit
〈
∇.(~UX)

〉
= ∇ ·

(〈
~U
〉
〈X〉

)
+ ∇ ·

〈
~U ′X ′

〉
+D(~U,X) (1.35)

Cette égalité met en avant deux contributions principales : l’advection de 〈X〉 par la partie

résolue de l’écoulement et la divergence de la moyenne des produits de fluctuations non

résolues. Comme mentionné précédemment, les phénomènes hautes fréquences (turbulents)

interagissent donc avec la partie résolue des équations du fait des non-linéarités. En pratique,

contrairement à la propriété classique
〈
~U ′
〉

= 〈X ′〉 = 0, dans le cadre d’un modèle numérique

la propriété S(X ′) = S(~U ′) = 0 n’est pas vérifiée car la moyenne des échelles non résolues
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Fig. 1.1: Spectres d’énergie résolue et non résolue dans des simulations RANS, DNS et LES,

pour une circulation turbulente. Le schéma en haut à gauche représente la cascade d’énergie.

On remarque que pour une simulation de type RANS les échelles turbulentes (fixées de manière

arbitraire ici) ne sont pas résolues alors qu’elles le sont toutes pour des simulations DNS. Avec

une approche LES on résout explicitement une grande partie du spectre mais des échelles

demeurent non résolues (Source : Sagaud et al., 2006).
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1.2 Turbulence et décomposition de Reynolds

n’est en général pas nulle (du fait de la troncature en espace). Ceci signifie que des termes non

nuls supplémentaires doivent être présents dans (1.35), ces termes peuvent être vus comme

de la diffusion numérique et seront omis par la suite. Avec ce type d’opérateur de séparation

d’échelles l’équation de conservation (1.31) devient

∂ 〈X〉
∂t

+ ∇ · (
〈
~U
〉
〈X〉) = F(〈X〉) −∇ ·

(
~U ′X ′

)
(1.36)

L’opérateur 〈.〉 est choisi classiquement égal à une moyenne temporelle sur une certaine

période de temps ∆T , 〈X〉 (ti) =
1

∆T

∫ ti+∆T/2

ti−∆T/2

X(t)dt. Cet opérateur vérifie les conditions

de Reynolds (1.34). La décomposition de Reynolds correspondante est schématisée sur la

figure 1.2 où les variations temporelles de la vitesse du vent sont représentées avec des

déviations autour de la valeur moyenne qui correspondent, par exemple, à des rafales de

vent. Le moyennage temporel éliminera a priori les phénomènes caractérisés par des échelles

de temps beaucoup plus petites que ∆T . Il faut que le temps caractéristique des processus

que l’on souhaite étudier soit plus grand que ∆T afin qu’ils soient résolus explicitement. Si

ce n’est pas le cas, leur action devra être intégrée via les termes associés à la turbulence.

A titre d’illustration, les modèles numériques globaux pour des études climatiques uti-

lisent un pas de temps (de l’ordre de 30 à 90 minutes) qui cöıncide bien avec le saut dans le

spectre observé sur la figure 1.2. Les mouvements à gauche du saut d’énergie correspondent

à la circulation grande échelle alors que les échelles à droite correspondent à des petites

échelles. Cela signifie que ce type de modèle résout explicitement de manière déterministe la

circulation moyenne, tandis que les petites échelles, vues comme de la turbulence, ne sont

pas modélisées directement.

Les remarques que nous avons faites jusqu’à maintenant au niveau temporel peuvent

également être faites au niveau spatial. Et théoriquement si l’on se place dans une approche

différences finies avec des mailles spatiales fixes en coordonnées eulériennes, l’opérateur de

moyennage temporel défini précédemment peut s’étendre à un moyennage sur 4 dimensions

(3 spatiales et 1 temporelle). Ainsi 〈.〉 correspondra à une moyenne temporelle sur une maille

tridimensionelle, ce qui explique qu’en pratique 〈X ′〉 6=
〈
~U ′
〉
6= 0.
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Fig. 1.2: La figure de gauche représente le spectre schématique de la vitesse du vent près du

sol. La figure de droite représente une déviation u′ typique de l’état moyen u (Source : Stull,

1988).

1.2.3 Paramétrisation sous-maille

Du fait de la décomposition de Reynolds, un nouveau terme apparâıt dans le membre

de droite de (1.36). Celui-ci représente l’action du flux turbulent
〈
~U ′X ′

〉
. Cette turbulence

correspond à ce que l’on appelle les échelles sous-mailles et leurs effets sont paramétrisés par

des modèles appelés fermetures turbulentes. En effet, on parle de fermeture turbulente car les

termes supplémentaires
〈
~U ′X ′

〉
apparaissant dans les équations font que le nombre d’incon-

nues devient plus grand que le nombre d’équations. L’objectif est donc traditionnellement

de paramétriser les termes
〈
~U ′X ′

〉
en fonction des valeurs moyennes 〈X〉 de l’écoulement

pour fermer le système. En partant du constat que l’expérience montre que le flux turbulent

est responsable d’une diffusion beaucoup plus efficace que la diffusion moléculaire, on peut

relier, en première approximation, ces flux aux grandeurs moyennes par des expressions de

la forme 〈
~U ′X ′

〉
= −

(
Kx

∂ 〈X〉
∂x

,Ky
∂ 〈X〉
∂y

,Kz
∂ 〈X〉
∂z

)t

(1.37)

où Kx,Ky et Kz sont des fonctions de l’espace et du temps appelés coefficients de diffusion

turbulente. Plus précisément ils sont appelés viscosité turbulente pour la dynamique et dif-
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1.2 Turbulence et décomposition de Reynolds

fusivité turbulente pour les traceurs. Pour la plupart des applications, les termes de diffusion

moléculaires sont négligeables devant la diffusion turbulente. Ce type de fermeture corres-

pond à une fermeture d’ordre 1, voir Stull (1988) pour une revue détaillée des différents

schémas de fermeture.

1.2.4 Remarques

Nous concluons cette section par quelques remarques générales sur les fermetures tur-

bulentes. L’approche décrite ici, bien que théoriquement aisée à comprendre, est d’une très

grande complexité à mettre en oeuvre, pour de nombreuses raisons.

1. Le saut dans le spectre de la figure 1.2 suggère qu’en théorie, suivant la valeur de ∆T ,

les modèles de fermeture turbulente doivent être adaptés car ils ne sont pas censés

paramétriser les mêmes échelles. Des modèles adaptés pour des applications globales

grande échelle ne le seront plus nécessairement pour des applications régionales haute

résolution. A notre connaissance, le formalisme des modèles de fermeture n’est pas

établi pour avoir une approche multi-résolution.

2. Il est parfois difficile de proposer une séparation claire entre ce qui est résolu explici-

tement et ce qui doit être paramétré. Par exemple, pour des résolutions horizontales

inférieures à 8 km, les paramétrisations des cumulus tendent à calculer la contribu-

tion de certains phénomènes qui sont parfois parallèlement résolus explicitement par

le modèle.

3. Enfin, d’un point de vue mathématique quelques problèmes se posent, comme men-

tionné dans Treguier (2005) par exemple. En effet il n’y a pas en pratique nécessairement

convergence de la solution d’un modèle lorsque la résolution est augmentée alors que

l’on pourrait espérer qu’avec une résolution de plus en plus fine les solutions soient

de plus en plus proches. Comme suggéré plus haut, les schémas de fermeture sont

différents suivant la résolution considérée, donc le membre de droite des équations

où le terme
〈
~U ′X ′

〉
apparâıt différe. On ne résout donc plus les mêmes équations

lorsque la résolution est modifiée et c’est pour cette raison qu’on ne peut pas espérer

de convergence. Cette remarque est liée à l’absence de cette notion de convergence dans

les schémas de fermeture. En effet, la plupart du temps, l’effet des paramétrisations

ne tend pas nécessairement vers zéro lorsque le pas de maillage tend vers zéro. Malgré
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le fait qu’il n’y ait pas de convergence des solutions numériques, la précision peut

théoriquement être augmentée en incluant la physique nécessaire spécifique à chaque

résolution.

L’extrême imprévisibilité des phénomènes turbulents rend la conception de paramétri-

sations très complexe. Cependant le développement de simulations de type DNS ou LES

peut fournir une aide précieuse pour la conception de ces fermetures ainsi que le recours

à des méthodes de contrôle optimal (Leredde et al., 1999). Nous verrons dans le prochain

chapitre des exemples précis de modèles de fermeture turbulente et nous nous intéresserons

tout particulièrement aux flux verticaux 〈w′X ′〉 avec X = u, v, θ, S ou q.
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1.3 Les modèles numériques

Nous avons jusqu’à maintenant exposé les bases mathématiques des modèles de prévision

de la circulation océanique et atmosphérique sous forme d’équations continues. Cependant

comme les solutions analytiques des systèmes équations (1.19)-(1.24) et (1.25)-(1.30) ne sont

pas connues, celles-ci doivent être approchées par un problème discret. Il faut donc procéder à

la résolution numérique des équations primitives et des équations d’Euler, ce qui représente

une tâche délicate. Le premier modèle aux équations primitives de l’océan a été proposé

par Bryan & Cox (1968) et Bryan (1969). Ils ont été les deux pionniers de la modélisation

numérique des océans, tous les modèles actuels étant basés de près ou de loin sur leur for-

mulation (Bryan-Cox-type ocean model). Le premier modèle aux équations primitives de

l’atmosphère date de 1965 par Smagorinsky et al. (1965).

Les challenges de la modélisation numérique sont nombreux et sont fondamentalement

pluri-disciplinaires en faisant appel aux mathématiques appliquées, à la physique et à l’in-

formatique. Le travail peut de plus apparâıtre sans fin car tout ajustement physique requiert

des ajustements numériques en accord. L’objectif de cette section est de passer en revue, de

manière non-exhaustive, certains aspects importants liés à la modélisation de l’atmosphère et

de l’océan. Nous illustrerons enfin ce propos avec quelques exemples de modèles numériques

couramment utilisés. Parmi les ouvrages de référence abordant le sujet nous pouvons citer

Griffies (2004) ou Jacobson (2005).

1.3.1 Discrétisation des équations

Approche classique

La majorité des modèles numériques utilisent une discrétisation en différences et/ou vo-

lumes finis sur maillage structurés. Il y a plusieurs possibilités pour définir l’emplacement

des différentes variables discrètes, comme introduit dans Arakawa (1966). Ces différentes

possibilités sont représentées sur la figure 1.3 et correspondent à des grilles dites ”de type

A à E”. Les avantages et inconvénients de ces grilles sont généralement évalués en terme

de représentation des principales ondes (inertie-gravité, Kelvin, Rossby par exemple) sur

un modèle simplifié de type shallow-water linéarisé. La ”qualité” d’un schéma est liée à la

manière dont chaque terme dans les équations de départ est discrétisé. En effet le fait que
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les différentes variables ne soient pas localisées aux mêmes points fait que le calcul de cer-

tains termes implique une interpolation spatiale. Par exemple sur les grilles de type A et B,

le terme de Coriolis est évalué directement car u et v sont positionnés au même point. A

contrario le calcul du gradient de pression et de l’équation de continuité requièrent l’usage

de moyennes, ce qui altère le calcul de ces termes. Pour une grille de type C, seul le terme

de Coriolis nécessite une interpolation et donc les ondes peu affectées par Coriolis sont bien

représentées. Pour la grille de type D aucun terme n’est évalué directement. La grille de

type E permet de calculer tous les termes sans calculer de moyennes, mais pose cependant

problème pour la propagation des ondes car la projection 1D d’une grille E correspond à une

grille de type A. Parmi ces grilles d’Arakawa, les grilles de type C sont les plus répandues aussi

bien en météorologie qu’en océanographie. Cependant lorsque l’on considère des modèles glo-

baux avec une résolution relativement grossière (supérieure au rayon de Rossby, i.e. ≈ 40km

dans l’océan) les grilles de type B semblent plus adaptées (Kantha & Clayson, 1999). Le

développement des ressources informatiques permet maintenant aux modèles globaux d’at-

teindre des résolutions plus fines et ainsi l’évolution vers des grilles de type C est naturelle.

Il est également intéressant de remarquer que certaines propriétés de conservation (d’énergie

ou d’enstrophie par exemple) sont plus ou moins aisées à assurer suivant les types de grille

utilisés.

Approches ”alternatives”

On entend principalement par approches ”alternatives” les modèles spectraux pour la

modélisation de l’atmosphère, très répandus auparavant mais de moins en moins ces dernières

années (problème pour la parallélisation, oscillations de Gibbs etc ...). De plus des modèles

basés sur des approches éléments finis sont actuellement en cours de conception pour la

modélisation des océans. Les approches de type éléments finis sur des maillages non-structurés

apparaissent intéressantes dans leur capacité à potentiellement mieux résoudre les lignes

de côtes complexes. De plus la flexibilité de ces méthodes pour pouvoir augmenter loca-

lement la résolution et gérer des pentes dans la bathymétrie est intéressante. Cependant

certains problèmes n’ont toujours pas de réponses claires. Citons par exemple celui des pa-

ramétrisations sous-mailles en présence de résolution horizontale variable (voir §1.2), ou

encore des problèmes pour maintenir les équilibres hydrostatique et géostrophique (équilibre

entre la force de Coriolis et le gradient de pression horizontal). Le recours à un schéma im-

plicite en temps est quasiment obligatoire (un schéma explicite serait contraint par la plus
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Fig. 1.3: Classification d’Arakawa (1966). Arrangements possibles des variables, u et v sont les

composantes horizontales de la vitesse, h correspond aux quantités scalaires (traceurs, densité,

pression, ...).

petite maille) ce qui altère la précision. De plus, le coût de calcul peut apparâıtre prohi-

bitif et la parallélisation complexe. Il faut noter toutefois que récemment des progrès ont

été effectués : voir White (2007) pour une revue et une special issue de Ocean Dynamics

”unstructured ocean modelling” (à parâıtre).

1.3.2 Schémas numériques et décomposition en modes

Le développement des schémas numériques dans les modèles a toujours été orienté vers la

recherche d’un compromis optimal entre précision des schémas et coût de calcul. Les études

des propriétés des schémas numériques sont généralement menées sur la partie hyperbolique

des équations primitives (respectivement d’Euler)

∂X

∂t
+ ~U · ∇X = 0 (1.38)

considérée en 1D et en linéarisant autour d’une vitesse constante.
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Décomposition en modes

Les mouvements les plus rapides représentés dans un modèle numérique d’océan (sous

l’approximation de Boussinesq) sont les ondes de gravité qui, par définition, correspondent

aux ondes se propageant sur la surface libre d’un fluide soumis à la gravité. Dans un modèle

d’atmosphère (élastique) les ondes rapides correspondent aux modes acoustiques, comme

mentionné dans le §1.1.2. Dans les deux cas, si une discrétisation explicite en temps est

choisie, le pas de temps ∆t est soumis à une condition de stabilité de type CFL (Courant-

Friedrichs-Lewy) définie par

∆t ≤ Cr∆x

umax

(1.39)

où Cr est le nombre de Courant, ∆x le pas d’espace et umax correspond à la vitesse maximale

attendue pendant la simulation. Le nombre de Courant dépend du schéma de discrétisation

en temps choisi et du schéma en espace. Nous approfondirons cette notion dans le paragraphe

suivant. D’après la relation (1.39) nous remarquons que le pas de temps est contraint par

la vitesse maximum umax correspondant dans les modèles d’océan à la vitesse des ondes de

gravité et dans les modèles d’atmosphère à la vitesse du son. Cependant le nombre de Mach

(rapport de la vitesse locale d’un fluide sur la vitesse du son) de l’air vaut approximative-

ment 1/3 et est donc relativement faible. Ainsi il a été proposé d’utiliser une méthode dite de

splitting qui revient à traiter séparément les modes acoustiques et les termes d’advection. Les

termes d’advection sont traités à l’aide d’un schéma explicite en temps et les modes acous-

tiques sont soit traités implicitement (on parle de split-implicit), soit traités explicitement

(split-explicit). Le même type de séparation est aussi généralement effectué dans les modèles

d’océan en partant de l’observation que les modes les plus rapides sont essentiellement 2D.

Pour éviter de contraindre le pas de temps du système tridimensionnel, les modes rapides 2D

sont traités séparément de manière implicite ou explicite en temps. Le mode rapide 2D est

traditionnellement appelé mode barotrope et le mode lent correspond au mode barocline. Il

existe une alternative à cette décomposition barocline-barotrope : l’hypothèse du toit rigide,

qui filtre les ondes de gravité. Toutefois celle-ci n’est plus employée actuellement. Nous ne

traiterons pas ici le problème complexe de couplage entre les modes rapides et les modes

lents.

Nous discutons maintenant brièvement les schémas temporels et d’advection usuels en

modélisation. Il est important de noter, bien que nous les présentions séparément, que le
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choix du schéma d’advection n’est pas indépendant du choix du schéma en temps, et c’est

donc la qualité de la combinaison de ces deux schémas qui devra être évaluée.

Schémas temporels

Nous parlons dans un premier temps des schémas utilisés pour intégrer les modes dits

”lents” dans l’océan et l’atmosphère. Le schéma en temps historiquement le plus répandu en

dynamique des fluides géophysiques est le schéma ”saute mouton” (leapfrog). Ce schéma est

formellement d’ordre 2 mais possède un mode numérique qu’il est nécessaire de filtrer. Ceci

est généralement fait en utilisant un filtre d’Asselin-Robert. Le schéma Leapfrog associé au

filtre d’Asselin (LF-AR) est alors d’ordre 1. Malgré cela, ce type de schéma a été, et est

toujours, extrêmement utilisé grâce à sa simplicité de mise en oeuvre et à son faible coût

de calcul. Il est notamment très bien adapté pour des études climatiques (de l’atmosphère

ou de l’océan), moyennant quelques modifications pour assurer la conservation des traceurs

(Griffies et al., 2001). Pour les modèles à plus haute résolution un certain nombre de schémas

d’ordres plus élevés de type prédicteur-correcteur basés sur Runge-Kutta (RK), Adams-

Bashforth (AB) ou Adams-Moulton (AM) sont proposés dans Shchepetkin & McWilliams

(2005) et Skamarock & Klemp (2008). Ceux-ci présentent un bon compromis entre précision

et stabilité.

En ce qui concerne les modes rapides, lorsqu’une méthode de type split-explicit est adoptée,

l’intégration en temps est généralement faite à l’aide d’un schéma (LF-AR) ou de type

forward-backward (FB).

Schémas d’advection

Un des processus d’importance dans les modèles numériques est l’advection, notamment

des traceurs. Les schémas d’advection peuvent être évalués sur des critères de type stabilité

et précision mais d’autres propriétés sont aussi importantes. Par exemple, des propriétés

additionnelles de préservation de la monotonicité (décroissance de la variation totale) ou de

positivité sont intéressantes. Les schémas couramment utilisés sont de type QUICK1, FCT2,

1Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics
2Flux Corrected Transport
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TVD1, MUSCL2 ou MPDATA3. L’ordre de ces schémas est typiquement entre 1 et 3 pour

les modèles d’océan et entre 2 et 6 pour les modèles d’atmosphère. Cette différence est due

au fait que la présence de côtes dans l’océan rend complexe l’utilisation de schémas d’ordre

élevé.

Contraintes de stabilité

Considérons ici, par exemple, un modèle d’atmosphère utilisant un schéma de type Runge-

Kutta d’ordre 3 (RK3) de pas de temps ∆ta (en secondes) et un modèle d’océan avec un

schéma de type prédicteur-correcteur (LF-AM3) de pas de temps ∆to. Dans les deux cas les

modes rapides sont traités avec un schéma de type (FB), de pas de temps respectifs ∆τa et

∆τo. En supposant une vitesse maximale umax = 100m.s−1 dans l’atmosphère et un schéma

d’ordre 5 en espace, on trouve (Skamarock et al., 2005)

∆ta = 6∆xa ∆τa =
1

5
∆ta (1.40)

où le pas de temps est exprimé en secondes et le pas d’espace en kilomètres. Dans l’océan

avec un schéma d’ordre 3 en espace et un (LF-AM3) on obtient

∆to = 125∆xo ∆τo =
1

50
∆to (1.41)

Nous remarquons donc une non-conformité en temps assez marquée entre les deux modèles :

à résolution horizontale égale, le pas de temps du modèle atmosphérique sera nettement plus

petit que celui du modèle océanique.

1.3.3 Choix de la coordonnée verticale

Lors de la construction d’un modèle le choix de la coordonnée verticale est relative-

ment crucial. En effet, il affecte directement la formulation mais conditionne aussi les choix

numériques. Pour les modèles d’océan, on distingue trois grandes classes de systèmes de

coordonnées : les coordonnées ”naturelles” z (ou partial steps) géopotentielles variant de 0

à la profondeur totale H(x, y), la coordonnée σ dite de suivi de terrain, σ = z/H(x, y) et

1Total Variation Diminishing
2Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws
3Multidimensional Positive Definite Advection Transport Algorithm

40
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Fig. 1.4: Différents types de coordonnées verticales pour les modèles d’océan.

la coordonnée isopycnale ρ, correspondant aux surfaces de densité potentielle constante. Un

quatrième choix consiste en une hybridation des trois, la coordonnée hybride. Ces différents

types de coordonnées sont illustrés sur la figure 1.4. Chacune de ces trois catégories présente

des avantages et des inconvénients. Les coordonnées σ assurent une bonne représentation

de la topographie contrairement aux coordonnées ρ et z. Le calcul du gradient de pression

horizontal exact pour les coordonnées z pose problème en coordonnées σ. Un dernier exemple

est le transport diapycnal1 non physique induit par la diffusion (purement numérique) des

schémas pour les coordonnées σ et z. La coordonnée hybride qui vise à tirer les avantages

de ces trois types de coordonnées n’est mise en oeuvre que dans un seul modèle et demeure

en phase de développement. De plus nous pouvons mentionner une coordonnée p basée sur

la pression qui devient naturelle lorsque l’hypothèse de Boussinesq est relâchée. En ce qui

concerne les modèles d’atmosphère les coordonnées usuelles sont la coordonnée z, basées

sur l’altitude, la coordonnée p et la coordonnée η basée sur une pression normalisée. La

grande majorité des modèles utilise des coordonnées η liées à la pression hydrostatique (ou

la masse), η =
ph − pht

phs − pht

où ph est la composante hydrostatique de la pression, et, phs et pht

correspondent à la pression respectivement à la surface et au toit du modèle. pht est supposée

constante. η varie de manière monotone de 1 à la surface à 0 en haut du domaine.

Le choix de la coordonnée verticale doit se faire en fonction du type d’applications ou

d’étude de processus envisagé.

1à travers les isopycnes
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Modèle coordonnée verticale mode barotrope mode barocline

OPA/NEMO z LF-AR LF-AR

ROMS-AGRIF σ FB généralisé LF-AM3

HYCOM hybride LF-AR LF-AR

Tab. 1.1: Exemple de choix de schémas temporels et de coordonnées verticales pour trois

modèles numériques de l’océan.

1.3.4 Exemples

Nous avons jusqu’à maintenant, dans un but de clarté, omis de citer des exemples de

modèles numériques. Les modèles développés par la communauté scientifique sont nom-

breux, aussi bien pour des études globales que régionales, et à des fins opérationnelles et de

recherche. De manière quasi générale les modèles numériques de l’océan sont hydrostatiques,

font l’hypothèse de Boussinesq et sont discrétisés sur des grille de type C. Ils se différencient

notamment par le type de coordonnée verticale et le choix du schéma en temps pour intégrer

les modes baroclines et barotropes.

Quelques exemples sont donnés dans le tableau 1.1 pour les modèles NEMO1, ROMS2

et HYCOM3 . Nous présentons aussi quelques modèles numériques non-hydrostatiques de

l’atmosphère, discrétisés en grille C, dans le tableau 1.2. Ces modèles sont WRF4, ARPS5 et

Méso-NH6. Il faut préciser que les différents choix au niveau numérique (et physique) effectués

lors du développement d’un modèle sont liés aux applications envisagées. C’est pour cela qu’il

n’y a pas ”unicité” des modèles car la grande variété des applications possibles suggère la

conception de différentes classes de modèles.

1Nucleus for European Modelling of the Ocean : http ://www.locean-ipsl.upmc.fr/NEMO/
2Regional Ocean Modelling System : http ://roms.mpl.ird.fr/
3HYbrid Coordinate Ocean Model : http ://hycom.rsmas.miami.edu/
4Weather Research and Forecasting : http ://www.wrf-model.org/index.php
5Advanced Regional Prediction System : http ://www.caps.ou.edu/ARPS/
6modèle MESO-échelle Non-Hydrostatique : http ://mesonh.aero.obs-mip.fr/mesonh/
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Modèle coordonnée verticale filtrage modes lents modes acoustiques

WRF η compressible RK3 FB

MESONH z normalisé anélastique LF-AR -

ARPS η compressible LF-AR FB

Tab. 1.2: Exemple de choix de schémas temporels, de filtrage des ondes acoustiques et de

coordonnées verticales pour trois modèles numériques (régionaux) de l’atmosphère.
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Nous avons dans ce premier chapitre introduit les bases des modèles numériques de

prévision de l’océan et de l’atmosphère. L’objectif était de mettre l’accent sur la complexité

de la mise en oeuvre de ce type de modèle. Cette complexité provient entre autre du caractère

fondamentalement multi-échelle (en espace et en temps) des processus en présence. Cette

représentation nécessite la mise au point de techniques numériques appropriées en accord

avec les processus physiques que l’on souhaite représenter. Tous ces éléments expliquent

le temps conséquent (de l’ordre de 5 à 10 ans) nécessaire au développement de modèles

numériques. Il est ainsi important dans le cadre de notre étude de proposer des techniques

minimisant les modifications à apporter aux codes existant pour que celles-ci présentent

un intérêt pour les modélisateurs. L’autre point important à souligner est que pour être

totalement consistant, les aspects physiques inhérents aux codes numériques doivent être

considérés. Cette partie introductive était donc nécessaire car, de notre point de vue, dans le

cadre d’un couplage océan-atmosphère il est important de ne pas considérer les deux modèles

en présence seulement comme des bôıtes noires échangeant des flux.

Nous avons brièvement mentionné dans ce chapitre les conditions limites des systèmes

d’équations en présence. A l’interface air-mer les modèles numériques sont forcés par des

flux. Ces flux de surface ont notamment des composantes turbulentes 〈w′X ′〉0 qu’il faut

paramétriser. Celles-ci jouent un grand rôle dès que l’on traite le problème du couplage

océan-atmosphère. Dans le prochain chapitre nous introduirons la manière de déterminer

les termes 〈w′X ′〉0. Pour cela nous procéderons à une description des couches limites turbu-

lents près de l’interface air-mer. Plus généralement l’objectif sera d’introduire les schémas

de paramétrisation utiles pour notre étude.
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La couche limite atmosphérique (CLA) constitue la zone de transition entre la surface

de l’océan et l’atmosphère libre. Par définition, elle correspond à la partie inférieure de

l’atmosphère directement soumise à l’influence de la surface. La même description vaut aussi

pour l’océan où une couche limite océanique (CLO) fait le lien entre l’océan profond et la

surface. L’étude de ces couches limites est évidemment incontournable dès que l’on s’intéresse

aux flux échangés entre l’océan et l’atmosphère. Leur extension verticale va de la surface à

quelques centaines de mètres d’altitude dans l’atmosphère et à quelques dizaines de mètres
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de profondeur dans l’océan. Cette extension dépend directement de tous les paramètres

météorologiques (vent, température, humidité). La CLA possède des propriétés particulières

dans ses premiers mètres qui correspondent à une zone que l’on appelle la couche limite de

surface (CLS). Les distributions verticales du vent, de la température et de l’humidité sont

spécifiques dans la CLS. Son épaisseur est typiquement de quelques dizaines de mètres, dans

lesquelles des grandeurs physiques sont échangées entre la surface de l’océan et l’atmosphère.

La CLA et la CLO sont, de manière permanente, influencées par la turbulence, ce qui

les rend particulièrement complexes à étudier. L’objectif de ce chapitre est d’introduire les

principaux éléments de description et de quantification des phénomènes de couche limite à

l’interface océan-atmosphère. En nous appuyant sur cette description nous décrirons ensuite

les techniques usuelles de calcul des flux air-mer. Nous présenterons notamment les difficultés

et incertitudes inhérentes à ce genre de calcul. Enfin nous introduirons quelques schémas

usuels de paramétrisation des CLA et CLO.

2.1 Structure verticale et notion de stabilité statique

Le comportement de la CLA dépend directement des caractéristiques locales à l’interface

air-mer et des phénomènes à grande échelle (échelle synoptique). En effet, à la surface, la

vitesse du vent est égale à la vitesse de déplacement de l’océan, alors qu’au sommet de la

CLA, elle correspond au vent géostrophique, dépendant des gradients de pression horizon-

taux et de la force de Coriolis. Ces remarques impliquent donc qu’il y a cisaillement du vent

sur l’épaisseur de la CLA.

En ce qui concerne l’évolution de température, elle peut être utilisée pour définir différents

états thermiques de la CLA. On distingue habituellement trois états :

– la CLA neutre : la température de surface de l’océan est égale à la température poten-

tielle de l’air.

– la CLA stable : la température de surface de l’océan est moins élevée que la température

potentielle de l’air (l’air étant ainsi plus dense dans les basses couches qu’au dessus).

– la CLA instable : la température de surface est plus élevée que la température poten-

tielle de l’air (les basses couches étant alors moins denses que celles supérieures, créant

des mouvements convectifs pour rétablir un état d’équilibre).
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Fig. 2.1: Evolution journalière de la structure de la CLA (Source : Stull, 1988).

Par souci de clarté nous ne prenons pas en compte l’humidité (agissant sur la densité) dans

cette classification. La température à la surface de l’océan étant essentiellement sensible au

flux solaire la structure de la CLA va perpétuellement évoluer au cours de la journée entre

des états stables et instables comme décrit par la figure 2.1. Dans un état instable, la CLA

demeure (ou devient) turbulente, alors que dans un état stable elle a tendance à devenir

laminaire ou moins turbulente.

D’après les remarques précédentes nous observons donc que le comportement de la CLA

(pour une atmosphère sèche) est régie par un mécanisme dynamique, dépendant de la dis-

tribution de vitesse du fluide, et par un mécanisme thermique, lié à la distribution de

température.

Il faut de plus noter que la CLA possède des propriétés particulières dans ses premiers

mètres correspondant à la CLS. En effet, suffisamment proche de la surface, la force de Corio-
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altitude

Couche de surface (CLS)

Couche d'Ekman

vent géostrophique

atmosphère libre

sous-couche visqueuse

O(1000m)

O(100m)

O(mm)

} CLA

Fig. 2.2: Structure verticale de la CLA. Généralement l’épaisseur de la CLS correspond à 10%

de la hauteur totale de la couche limite.

lis et le gradient horizontal de pression peuvent être considérés négligeables devant les forces

de frottements. Son épaisseur est typiquement de quelques dizaines de mètres. Notons de plus

qu’à proximité de l’interface air-mer (les premiers millimètres), il est possible de définir une

couche supplémentaire dans laquelle les échanges énergétiques entre l’océan et l’atmosphère

dépendent principalement des propriétés moléculaires de l’air : c’est la sous-couche visqueuse.

La structure verticale de la CLA peut donc être schématiquement représentée par la figure

2.2 où la couche d’Ekman correspond à la couche de mélange où la force de Coriolis devient

comparable aux forces de frottement au sol.

Par la suite, dans un premier temps, nous étudierons les équations descriptives de la CLS,

sur lesquelles une analyse dimensionnelle et la théorie de Monin-Obukhov seront appliquées.

Nous expliciterons ensuite le calcul des flux dans la CLS au dessus de l’océan et enfin nous

considérons les méthodes de paramétrisation de la CLO et la CLA dans leur intégralité.

48



2.2 Description de la couche limite de surface

2.2 Description de la couche limite de surface

2.2.1 Objectifs

Cette section a pour objectif d’introduire les fondements physiques et les méthodologies

sur lesquelles la description de la CLS est basée. Elle n’est pas indispensable à la compré-

hension globale du reste du manuscrit. Nous avons cependant jugé nécessaire d’ajouter les

détails du calcul car cela permet de bien se rendre compte du degré d’approximation lié

aux formules d’estimation des flux air-mer (formules bulk). De plus les différentes étapes

sont généralement présentées de manière très succinctes, sans forcément en préciser toutes

les hypothèses. Nous en donnons dans les quelques lignes qui suivent les éléments essentiels

qui permettent pour une lecture ”rapide” de passer directement à la section 2.3. Le lecteur

intéressé trouvera quant à lui tous les détails dans les sous-sections 2.2.2 à 2.2.7.

Résumé des §2.2.2 à 2.2.7

L’objectif est de proposer une formulation des flux turbulents < X ′w′ > dans la CLS au

dessus de la mer.

1. Tout d’abord, à partir du système complet des équations descriptives de l’atmosphère,

nous procédons à des hypothèses simplificatrices : quasi-stationnarité, homogénéité

horizontale, hydrostaticité, absence de gradient de pression et d’effets dus à la force

de Coriolis. Grâce à ces hypothèses nous trouvons que les flux turbulents dans la CLS

peuvent être considérés comme constants : < X ′w′ >|CLS (z) =< X ′w′ >0. Ces étapes

sont décrites dans les §2.2.2 et §2.2.3.

2. Il convient ensuite d’exprimer le terme < X ′w′ >0 en fonction des grandeurs moyennes

de l’écoulement pour fermer le système. Une fermeture d’ordre 0 de type théorie de

similitude est utilisée : elle correspond à la théorie de Monin-Obukhov. Celle-ci est

basée sur une analyse dimensionnelle présentée dans le §2.2.4.

3. Il découle de l’analyse précédente des expressions permettant d’exprimer les flux tur-

bulents à l’interface air-mer. Les flux < X ′w′ >0 dans la couche limite sont calculés en

faisant la différence entre les variables atmosphériques prises au niveau vertical le plus

proche de la surface et les variables océaniques également calculées près de l’interface

air-mer, comme le décrivent les équations (2.24) et (2.25). Cette différence est ensuite

multipliée par un coefficient d’échange défini par (2.26).
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2. COUCHES LIMITES ET FLUX AIR-MER

4. Les §2.2.6 et §2.2.7 fournissent des compléments concernant la prise en compte de

l’humidité et le calcul pratique des flux pour forcer les modèles numériques.

2.2.2 Equations descriptives de la CLS

Afin de décrire le comportement de l’écoulement dans la CLS nous repartons des équations

d’évolution des quantités
〈
~U
〉

et 〈θ〉 issus de la décomposition de Reynolds (voir §1.2.2)

sous l’hypothèse d’incompressibilité et d’hydrostaticité. Nous prenons en compte dans ces

équations les effets moléculaires et un flux radiatif de chaleur R correspondant à un terme

source (non turbulent). Ainsi

F(
〈
~U
〉
) = −ν∇2.

〈
~U
〉

F(〈θ〉) = −νθ∇2. 〈θ〉 +
1

ρcp

∂R

∂z
(2.1)

où ν et νθ sont des coefficients de diffusion moléculaire et ρcp correspond à la capacité

thermique de l’air. Pour l’étude de la CLS un certain nombre d’hypothèses supplémentaires

sont faites :

– homogénéité horizontale : les paramètres moyens sont supposés indépendants des co-

ordonnées horizontales (à l’exception de la géostrophie). Cette hypothèse implique que

l’équation de continuité se résume à
∂ 〈w〉
∂z

= 0, qui conjointement à l’hypothèse hy-

drostatique faite dans la CLS donne

〈w〉 = 0 (2.2)

– quasi-stationnarité : au voisinage de l’interface air-mer, l’écoulement de l’air est supposé

quasi-stationnaire (sur une échelle de temps à déterminer). Les composantes horizon-

tales du vent vérifient alors dans la CLS les équations suivantes

f (〈v〉 − vg) −
∂

∂z

[
〈u′w′〉 + ν

∂ 〈u〉
∂z

]
= 0 (2.3)

−f (〈u〉 − ug) −
∂

∂z

[
〈v′w′〉 + ν

∂ 〈v〉
∂z

]
= 0 (2.4)

où ug et vg sont les composantes du vent géostrophique définis par les équilibres

fvg = ρ−1∂ 〈p〉 /∂x et fug = −ρ−1∂ 〈p〉 /∂y, avec f le paramètre de Coriolis. Ceci

montre que sous les hypothèses précédentes lorsque l’on est en dehors de la CLA (i.e.

〈u′w′〉 = 〈v′w′〉 = 0) et que l’on néglige les termes moléculaires, le vent est géostrophique

(〈v〉 = vg et 〈u〉 = ug) comme nous l’avons mentionné sur la figure 2.2.
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La température potentielle satisfait

1

ρcp

∂R

∂z
− ∂

∂z

[
〈θ′w′〉 + ν

∂ 〈θ〉
∂z

]
= 0 (2.5)

L’hypothèse d’homogénéité horizontale représente probablement l’hypothèse la plus forte,

car elle suppose l’absence de fronts dans l’atmosphère. En plus des équations pour ~U et θ

données précédemment nous ajoutons au système une équation de conservation pour l’énergie

cinétique turbulente 〈e〉 définie par e = 1
2
(〈u′u′〉 + 〈v′v′〉 + 〈w′w′〉). On trouve, sous les hy-

pothèses de la CLS, que l’énergie cinétique turbulente vérifie l’équation (Stull, 1988)

−∂ 〈w
′e′〉

∂z
− ∂

∂z

(〈p′w′〉
ρ

− ν
∂ 〈e〉
∂z

)
−
(
〈u′w′〉 ∂ 〈u〉

∂z
+ 〈v′w′〉 ∂ 〈v〉

∂z

)
+ β 〈θ′w′〉− ε = 0 (2.6)

où β 〈θ′w′〉 correspond à un terme de flottabilité, β =
g

〈θ〉 . ε définit le taux de dissipation

moléculaire (visqueux). Ce terme est donc maximal près de l’interface air-mer où se trouve la

sous-couche visqueuse que nous avons introduite auparavant. Le système formé de l’équation

de continuité (2.2) et des équations de conservation (2.3), (2.4) et (2.5) correspond au système

descriptif de la CLS sèche. Ce système contient des termes turbulents du type 〈X ′w′〉 (z) qu’il

va falloir paramètriser pour fermer le système. Pour ce faire il convient de faire quelques

hypothèses simplificatrices supplémentaires.

2.2.3 Hypothèse de couche à flux constants

Dans la suite, pour simplifier quelque peu l’étude, nous choisissons d’aligner le repère

avec le vent afin d’annuler la composante v de la vitesse. En l’absence de flux radiatif et en

considérant que la force de Coriolis et le gradient de pression sont négligeables, le système

descriptif de la CLS devient

∂

∂z

[
〈u′w′〉 + ν

∂ 〈u〉
∂z

]
= 0

∂

∂z

[
〈θ′w′〉 + ν

∂ 〈θ〉
∂z

]
= 0 (2.7)

Ces relations montrent clairement que grâce aux simplifications précédentes les différents flux

turbulents deviennent indépendants de la coordonnée z. Nous noterons τ le flux constant de

quantité de mouvement et Q0 le flux constant de chaleur à la surface. Nous aurons donc

−〈u′w′〉 − ν
∂ 〈u〉
∂z

=
τ

ρ
− 〈θ′w′〉 − ν

∂ 〈θ〉
∂z

=
QH

ρcp
= Q0 (2.8)
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où QH est le flux de chaleur sensible. C’est ce que l’on nomme l’hypothèse de couche à ”flux

constant”. Ceci n’est qu’un cas idéalisé car en réalité les flux varient avec l’altitude. Cette

hypothèse est discutable, comme suggéré par Large (2005) notamment, car une telle couche

n’existe pas en pratique en tant que couche limite turbulente, sauf en l’absence d’écoulement

moyen. On caractérise d’ailleurs généralement la CLS comme la couche s’étendant de l’inter-

face air-mer jusqu’à l’altitude où les flux varient de plus de 10% de leur valeur initiale à la

surface. En pratique dans les modèles la hauteur de la CLS correspond à l’altitude du premier

niveau vertical. Notons que pour notre étude nous ne ferons pas une utilisation spécifique

de cette hypothèse en dehors de son application usuelle pour la paramétrisation des flux

air-mer. L’hypothèse de flux constant permet de décrire la CLS en utilisant uniquement le

flux calculé à une altitude donnée. En effet, il suffira de calculer le flux à une hauteur dans

la CLS pour pouvoir considérer que ce flux est le flux constant dans cette couche. Dans la

suite il nous faut maintenant exprimer ce flux constant en fonction des grandeurs moyennes

de l’écoulement. Dans la CLS la paramétrisation usuelle est une paramétrisation d’ordre 0

(ou théorie de similitude) qui se base sur une analyse dimensionnelle du problème.

2.2.4 Analyse dimensionnelle

Fondements théoriques

L’analyse dimensionnelle permettra de regrouper certaines inconnues du problème afin

de former de nouveaux paramètres (des groupes sans dimensions). Ce type d’analyse est

particulièrement approprié pour l’étude de la couche limite car le nombre de paramètres est

comparable au nombre de grandeurs physiques. La base de l’analyse dimensionnelle s’appuie

sur le théorème suivant (Buckingham, 1914) :

Théorème π de Vaschy-Buckingham Si un problème f(v1, v2, ..., vn) = 0 dépend de

n variables vi et fait intervenir p grandeurs principales (m,s,kg,K, ...) alors il existe (n− p)

variables adimensionnelles πi telles que

f(π1, π2, ..., πn−p) = 0 avec πi = vα1

1 vα2

2 ...vαi
i (2.9)

A partie de ce théorème nous pouvons définir les différentes étapes de mise en oeuvre de la

théorie de similitude :

1. Sélectionner les variables pertinentes vi

2. Organiser ces variables en groupes sans dimensions πi
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3. Déterminer les valeurs des πi à partir de données expérimentales

4. Trouver une courbe empirique ou des équations pour décrire les relations entre les

différents groupes formés.

Application à la CLS

Les grandeurs fondamentales dans la CLS sont la longueur [L], la masse [M ], le temps [T ],

la température [K]. Toutes les grandeurs physiques présentes dans les équations descriptives

de la CLS peuvent s’exprimer par une combinaison de puissances de ces unités. Les variables

caractéristiques de la CLS sont

– ν, νθ, νq, les coefficients de diffusion moléculaire

– τ , Q0, les flux constants dans la CLS

– β, la flottabilité

– z, la coordonnée verticale

Pour la suite on choisit de relier directement le flux de quantité de mouvement (aussi appelé

tension de surface) τ à une vitesse u∗ (appelée vitesse de frottement) définie par la relation

τ = ρu2
∗. Nous supposerons que l’on se place suffisamment loin de la surface pour pouvoir ainsi

éliminer les termes de diffusion moléculaire. Ces termes sont en pratique non négligeables

seulement à proximité de la sous-couche visqueuse à l’interface air-mer. Cette hypothèse qui

apparâıt relativement anodine est d’une importance toute particulière. En effet cela revient

à remarquer que le résultat de l’analyse dimensionnelle et le formalisme en découlant ne sera

valable uniquement qu’à partir d’une certaine hauteur à laquelle l’influence de la diffusion

moléculaire est réellement négligeable. Sous cette hypothèse les paramètres pertinents pour

notre étude seront

variable β u∗ Q0 z
dimension LT−2K−1 LT−1 LT−1K L

On suppose donc que les profils verticaux de 〈u(z)〉 et 〈θ(z)〉 dans la CLS dépendent uni-

quement de u∗, Q0, z et de β. Ce choix correspond aux hypothèses de Monin & Obukhov

(1954). On parle souvent de théorie de similitude car le comportement de la CLS adimen-

sionnée par des paramètres d’échelles, à déterminer, est toujours ”le même”. Le terme de

flottabilité β a une importance toute particulière car il introduit la notion de stratification,

qui est directement liée à la notion de stabilité de la CLS introduite précédemment. En effet,

dans le cas neutre, la production thermique d’énergie cinétique turbulente est nulle et la
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turbulence est causée par la seule production mécanique. Pour le cas d’une couche stratifiée,

l’atmosphère est traversée verticalement par un flux de chaleur. Donc, dans le cas général,

le flux de chaleur turbulent et la gravité interviennent pour produire de la turbulence (cas

instable) ou pour détruire la turbulence (cas stable).

Cas neutre

Dans le cas d’une CLS neutre la production thermique d’énergie est nulle, donc les pa-

ramètres importants seront u∗ et z. Si on cherche à exprimer le gradient
∂ 〈u〉
∂z

, le problème

dépend de 3 variables et de 2 grandeurs physiques donc, d’après le théorème précédent, d’un

unique paramètre. On trouve, de manière triviale, que ce paramètre correspond au groupe

sans dimension suivant :

π1 =
∂ 〈u〉
∂z

z

u∗
(2.10)

Comme mentionné dans Tennekes (1973), l’expérience montre que ce groupe sans dimension

peut être considéré comme constant, π1 = k−1 où k correspond à la constante de Von

Karman. Nous avons alors dans le cas neutre

∂ 〈u〉
∂z

=
u∗
kz

(2.11)

Suivant les expériences la ”constante” k est en fait légèrement variable, les valeurs typiques

sont entre 0.35 et 0.4.

Cas non-neutre

Lorsque la CLS est dans un état stable ou instable, la production thermique n’est plus

négligeable. Il va donc falloir compléter le groupe sans dimension trouvé dans le cas neutre

par un nouveau groupe prenant en compte la flottabilité et le flux de chaleur. La problème

contient alors 5 variables et 3 grandeurs physiques, il requiert donc deux groupes sans di-

mension. L’objectif est de trouver une nouvelle échelle de longueur dépendant de u∗, Q0 et

β. Pour cela on recherche les exposants (notés de a à g) pour avoir des égalités consistantes

au niveau dimensionnel

z = βaQb
0u

c
∗ ⇒ a = b = −1, c = 3 (2.12)

∂ 〈u〉
∂z

= βeQf
0u

g
∗ ⇒ e = f = −1, g = 2 (2.13)

(2.14)
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Nous obtenons alors une nouvelle échelle de longueur Lmo =
u3
∗

kβQ0

appelée longueur de

Monin-Obukhov, et ainsi les groupes sans dimensions sont

π2 =
∂ 〈u〉
∂z

Lmo

u∗
π3 =

z

Lmo

(2.15)

On peut aisément retrouver le groupe sans dimension défini dans le cas neutre : en effet

π2π3 =
∂ 〈u〉
∂z

z

u∗
= π1. La longueur de Monin-Obukhov est en pratique utilisée pour définir

un paramètre ζ = π3 de stabilité de la CLS. En définissant ζ =
z

Lmo

=
zkβQ0

u3
∗

, on remarque

que ζ = 0 dans le cas neutre (absence de production thermique), ζ sera négatif dans le cas

instable et ζ sera positif dans le cas stable. Pour compléter l’étude il convient de trouver une

relation fonctionnelle φm entre les deux différents groupes sans dimensions obtenus

∂ 〈u〉
∂z

kz

u∗
= φm(ζ) (2.16)

On multiplie ici par la constante de Von Karman pour que le cas neutre se simplifie en

φm = 1. Si maintenant nous nous intéressons à l’évolution de la température potentielle 〈θ〉
dans la CLS, nous procédons de manière similaire

∂ 〈θ〉
∂z

= βaQb
0u

c
∗ ⇒ a = 1, b = 2, c = −4 (2.17)

qui fournit un nouveau groupe sans dimension π′
1 =

∂ 〈θ〉
∂z

βQ2
0

u4
∗

et on peut définir

π′
3 = π′

1π3 =
∂ 〈θ〉
∂z

u∗z

Q0

. Cette dernière relation suggère une échelle de température θ∗ donnée

par θ∗ =
Q0

u∗
et

∂ 〈θ〉
∂z

kz

θ∗
= φs(ζ) (2.18)

Un certain nombre d’études ont été menées pour déterminer la forme de φm et φs, citons par

exemple Businger et al. (1971) ou Högström (1988) pour une revue. Ces études se basent sur

une approche empirique, il n’y a donc pas de réel consensus autour de leur forme. Donnons,

à titre d’exemple, les fonctions proposées dans Högström (1988)

φm = φs = 1 + 5ζ pour ζ > 0 (2.19)

φs = φ2
m = (1 − 16ζ)−1/2 pour − 1 < ζ < 0 (2.20)
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Cas asymptotique : la convection libre

Lorsque que le vent est très faible, u∗ devient négligeable (θ∗ tend conjointement vers l’in-

fini) et cesse d’être un paramètre d’échelle pertinent. On nomme cette situation la convection

libre, en pratique il y a absence de vent et la température de surface de l’océan est élevée, un

mouvement convectif se déclenche donc pour redistribuer de l’énergie sur la colonne d’air.

Ce cas est d’une importance toute particulière dans le cadre du couplage océan-atmosphère

car il est typique des zones appelées warm pool (comme par exemple la zone du Pacifique

équatorial liée aux phénomènes El Nino/La Nina). La théorie de Monin-Obukhov n’est en

général plus applicable dans ce cas. Il faut alors définir un nouvel ensemble pertinent dans

cette situation. Le nouvel ensemble de variables pertinentes est basé sur β,Q0 et z. En ap-

pliquant la même méthodologie que précédemment, nous obtenons deux nouvelles échelles

de vitesse et de température :

uf = (zβQ0)
1
3 θf =

(
Q2

0

βz

) 1
3

(2.21)

L’échelle uf est parfois notée w∗ car la convection correspond au développement d’un mou-

vement vertical.

Une méthodologie pour inclure ce cas asymptotique de convection libre dans la formula-

tion de Monin-Obukhov a été proposée par Beljaars (1994). L’idée est de définir la vitesse

moyenne 〈U〉 par la relation suivante

〈U〉2 = 〈u〉2 + 〈v〉2 + (cw∗)
2 (2.22)

avec c une constante définie empiriquement. En définissant la vitesse de cette façon dans

le cas d’une convection libre (〈u〉 = 〈v〉 = 0) 〈U〉 n’est plus identiquement nulle, u∗ n’est

donc plus négligeable et ainsi les groupes sans dimensions trouvés précédemment demeurent

pertinents.

2.2.5 Formulation bulk

Afin d’obtenir l’évolution des quantités moyennes dans la CLS il suffit d’intégrer les gra-

dients obtenus précédemment (2.16-2.18). Comme décrit dans Paulson (1970), nous obtenons

〈u(z)〉 − 〈u(z0)〉
u∗

=
1

k

[
ln

(
z

z0

)
− ψm(ζ)

] 〈θ(z)〉 − 〈θ(zθ)〉
θ∗

=
1

k

[
ln

(
z

zθ

)
− ψs(ζ)

]

(2.23)
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où les termes z0 et zθ, qui apparaissent comme des constantes d’intégration, sont suffisants

pour caractériser les propriétés dynamiques de l’interface air-mer. Ces termes correspondent

à des longueurs de rugosité. Les variables 〈u(z0)〉 et 〈θ(zθ)〉 sont communément notées SSU

et SST (SS pour sea surface). Pour alléger les notations nous introduisons

∆U = 〈u(z)〉 − SSU et ∆θ = 〈θ(z)〉 − SST . La formulation des fonctions ψm et ψs peut être

trouvée dans Large (2005). Les relations (2.23) permettent de définir les flux dans la couche

de surface comme la différence entre les quantités moyennes près de la surface et les quantités

à une altitude donnée de la CLS. En effet, en partant des relations (2.8) et en remarquant

que τ = ρu2
∗ (cf §2.2.4) et que Q0 = u∗θ∗ nous obtenons

|~τ |
ρ

= −〈u′w′〉0 =
k2 |∆U |∆U

[
ln
(

z
z0

)
− ψm(ζ)

]2 (2.24)

QH

ρcp
= −〈θ′w′〉0 =

k2 |∆U |∆θ[
ln
(

z
z0

)
− ψm(ζ)

] [
ln
(

z
zθ

)
− ψs(ζ)

] (2.25)

En notant 〈u′w′〉0 et 〈θ′w′〉0 les flux constants dans la CLS. Ces relations permettent de

définir des coefficients d’échange CD (drag coefficient) et CH (Stanton number)

CD =
k2

[
ln
(

z
z0

)
− ψm(ζ)

]2 CH =
k
√
CD[

ln
(

z
zθ

)
− ψs(ζ)

] (2.26)

qui sont nommés Bulk transfer coefficients.

2.2.6 Prise en compte de l’humidité

Nous avons présenté pour le moment le cheminement et les hypothèses successives per-

mettant le calcul des flux turbulents dans la CLS. Nous proposons maintenant d’inclure l’effet

de l’humidité qui a, pour le moment, été négligée. L’humidité intervient directement sur le

terme de flottabilité β et son effet est inclus par l’intermédiaire du concept de température

potentielle virtuelle, θv, qui correspond à la température potentielle de l’air sec à la densité

de l’air humide. De plus, on définit q comme l’humidité spécifique de l’air correspondant

à la masse de vapeur d’eau par unité de masse d’air humide. Sans entrer dans les détails

du calcul, la température potentielle virtuelle vaut θv = θ(1 + 0.6078q). On complète notre

problème par une équation de conservation pour l’humidité spécifique q et on note E le flux
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2. COUCHES LIMITES ET FLUX AIR-MER

d’évaporation constant dans la CLS. L’échelle pertinente pour q est alors telle que u∗q∗ = E

et
E

ρ
= −〈q′w′〉0 =

k2 |∆U | (〈q(z)〉 − 〈q(zq)〉)[
ln
(

z
z0

)
− ψm(ζ)

] [
ln
(

z
zq

)
− ψs(ζ)

] (2.27)

La longueur de Monin Obukhov est de même modifiée car à β =
g

〈θ〉 il faut substituer

βv =
g

〈θv〉
ce qui nous donne Lmo =

u3
∗

k (g/ 〈θv〉)Q0,v

=
u3
∗

kgu∗

(
θ∗
〈θv〉 + 0.6078 q∗

(1+0.6078〈q〉)

) . Nous

pouvons, de plus, naturellement définir un coefficient d’échange CE

CE =
k
√
CD[

ln
(

z
zq

)
− ψs(ζ)

] (2.28)

La valeur q(zq) qui correspond à l’humidité à la surface de l’océan est en pratique calculée à

partir de la SST en supposant que l’air est saturé à l’interface air-mer,

q(zq) = qsat(SST ) =
0.98

ρ
640380e−

5107.4
SST (Large, 2005).

2.2.7 Calcul pratique des flux turbulents

Si l’on se place du point de vue discret, les relations (2.24) et (2.25) montrent que les flux

dans la couche limite sont calculés par l’intermédiaire de la différence entre les variables at-

mosphériques prises au niveau vertical le plus proche de la surface et les variables océaniques

calculées près de l’interface air-mer. Cette différence est ensuite multipliée par un coefficient

d’échange. Il est important de noter que les niveaux verticaux près de la surface doivent être

choisis assez loin de celle-ci pour que l’hypothèse qui consiste à négliger l’influence moléculaire

soit toujours justifiée. On utilise donc la dénomination de variable Bulk qui correspond à

la valeur d’une variable ”loin” de la surface. Cette remarque montre clairement qu’il n’y

a pas d’interfaces communes aux domaines de calcul des deux modèles considérés. Ceux-ci

”communiqueront” uniquement par l’intermédiaire d’une paramétrisation de couche limite,

ce qui complexifie le problème. En pratique on suppose que la CLS s’étend de l’interface

air-mer jusqu’à l’altitude du premier niveau vertical du modèle d’atmosphère (typiquement

entre 10 et 60 m).

Les relations présentées jusqu’ici nous permettent de calculer les flux turbulents de la

forme 〈w′X ′〉0 dans la CLS. Cependant le calcul de ces flux n’est pas direct. Prenons l’exemple

de la quantité de mouvement τ : celle-ci est liée à l’échelle de vitesse u∗ qui est elle-même
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2.2 Description de la couche limite de surface

impliquée dans le calcul du paramètre de stabilité ζ. Dans la relation (2.24) le terme u∗

est donc présent dans le membre de gauche ainsi que dans le membre de droite dans une

fonction non linéaire. Le calcul de τ nécessite donc un processus itératif de type recherche de

point fixe. Comme nous le verrons par la suite, les algorithmes de calcul sont basés seulement

depuis peu sur ce processus itératif. Jusqu’à présent des méthodes de résolution directes (non

itératives) comme la paramétrisation de Louis ont été souvent privilégiées pour limiter les

coûts de calcul (Louis, 1979). Cependant ces méthodes directes résultent d’une simplification

des relations précédentes, ils sont donc basé sur une formulation approchée du problème. De

plus, elles nécessitent la détermination de fonctions empiriques supplémentaires ainsi que la

spécification des longueurs z0 et zθ.

Nous avons présenté aussi clairement que possible dans cette section la méthodologie

usuelle pour calculer les composantes turbulentes 〈w′X ′〉0 des flux air-mer.
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2. COUCHES LIMITES ET FLUX AIR-MER

2.3 Calcul des flux air-mer

La compréhension et la représentation des phénomènes physiques se développant à l’in-

terface air-mer ont un rôle clef lorsque l’on souhaite modéliser le système climatique. Dans

un premier temps cette connaissance a été basée sur la théorie de Monin-Obukhov mais elle

a été par la suite enrichie par des techniques de mesure (directes ou indirectes) des flux. Un

calcul précis des flux est un passage obligé vers le développement de modèles couplés perfor-

mants. Il est de plus important de bien se rendre compte du degré d’approximation (et donc

d’incertitude) attaché aux méthodes actuelles de quantification des échanges entre l’océan

et l’atmosphère. Nous pouvons citer un certain nombre de références complètes abordant ce

sujet en détails, par exemple Smith et al. (1996), Edson et al. (1999) ou Large (2005).

2.3.1 Les processus physiques à l’interface air-mer

La seule force externe au système air-mer est le flux solaire, qui gouverne l’évolution

du climat de la Terre. A l’intérieur de ce système l’évolution est ensuite directement liée

au transport, à la transformation et à la restitution d’énergie entre les deux composantes

principales que sont l’océan et l’atmosphère. L’interface océan-atmosphère est dynamique :

de la matière et de l’énergie sont continuellement échangés. Ces échanges sont guidés par

des processus turbulents et radiatifs et correspondent à trois flux principaux : un flux de

quantité de mouvement ~τ , un flux de chaleur Q et un flux d’eau douce F . Le flux de quantité

de mouvement ou tension de vent (wind stress) agit comme une force mettant en mouvement

l’océan. Parallèlement cette force agit comme un ”frein” pour les vents. Les échanges de

chaleur conjointement aux précipitations et à l’évaporation induisent des variations de densité

qui alimentent ensuite la dynamique de l’océan et de l’atmosphère.

Flux radiatifs

Le rayonnement solaire entrant par le haut de l’atmosphère est lié à l’élévation du soleil

et à l’inclinaison de l’axe de la Terre par rapport à celui-ci. Dans l’atmosphère les nuages (et

autres constituants) absorbent ou réfléchissent partiellement ce rayonnement entrant. C’est

donc la couverture nuageuse qui déterminera, en grande partie, la quantité d’énergie solaire

qui arrive à la surface de l’océan. Ensuite cette partie du flux solaire arrivant à la surface
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2.3 Calcul des flux air-mer

n’est pas totalement absorbée, une partie est réfléchie. On appelle albédo (notée α) la pro-

portion de rayonnement solaire qui est réfléchie dans l’atmosphère. Les propriétés optiques

de l’eau de mer font que le flux solaire (que l’on notera QS) est absorbé dans les premiers

mètres de l’océan, donnant ainsi lieu à une couche chaude (on parle de warm-layer effect)

qui est parfois paramétrisée.

Le rayonnement solaire se caractérise par des longueurs d’onde courtes (0.4 à 0.7µm). Un

rayonnement additionnel de type corps noir, caractérisé par des longueurs d’onde de l’ordre

de 50µm, se produit à l’interface air-mer. En effet, tout corps émet de l’énergie rayonnante

dont le spectre dépend de sa température et de sa nature. En assimilant l’océan à un corps

noir (i.e. dont le rayonnement ne dépend que de sa température) l’énergie radiative QL↑ émise

est directement donnée par la loi de Stephan-Boltzmann, QL↑ = −ǫσ (SST )4, où SST est la

température de surface de l’océan, ǫ son emissivité et σ = 5.67 × 10−8W.m−2.K−4 (constante

de Stephan). Ce rayonnement a une longueur d’onde plus longue que le rayonnement solaire,

on parle de longwave radiation ou de rayonnement infrarouge. Le rayonnement infrarouge

correspond à une perte de chaleur dans une couche superficielle (de quelques millimètres)

à la surface de l’océan et est en partie responsable d’une température de peau plus froide

de quelques dixièmes de degrés (on parle de cool-skin effect). La température de surface de

l’océan prenant en compte cette température de peau plus froide sera appelée température

skin et la température juste en dessous de cette couche froide est appelée température bulk.

En toute rigueur dans la formule donnant QL↑ la température de surface de l’océan doit être

la température skin. A contrario la température de surface impliquée dans les formules bulk

doit être la température bulk car ces formules ont été calibrées avec cette température. Plus

généralement la température bulk correspond à la température du fluide ”loin” de la surface

et est relativement aisée à mesurer au contraire de la température de peau skin qui nécessite

un appareillage très précis.

Flux turbulents

Nous avons présenté dans la section 2.2 un certain nombre de flux turbulents. Ces flux

notés ~τ , QH et E correspondent à des flux de quantité de mouvement, de chaleur sensible et

d’évaporation. A partir de l’évaporation nous pouvons définir un flux de chaleur latente QE

par QE = ΛE avec Λ = 2.5 × 106J.kg−1 la chaleur latente de vaporisation.
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Flux air-mer

A partir des remarques précédentes nous pouvons définir un flux net de chaleur Qnet qui

correspond à la différence entre les pertes et les gains de chaleur à l’interface air-mer

Qnet = (1 − α)QS +QL↓ +QL↑ +QE +QH (2.29)

ainsi qu’un flux d’eau douce qui est typiquement (si l’on néglige l’apport d’eau douce par les

fleuves) la différence entre l’évaporation et les précipitions

F = E − P (2.30)

Les composantes radiatives QS et QL↓, ainsi que les précipitations P sont directement four-

nies par le modèle d’atmosphère. Les flux Qnet, F et ~τ sont continus à travers l’interface

air-mer. De manière générale, comme l’illustre la figure 2.3, nous voyons qu’un grand nombre

de variables est nécessaire au calcul des flux air-mer. L’incertitude (et d’éventuels biais) sur

le calcul de chaque variable prise indépendamment resurgit donc sur le flux. Il est de plus

important de remarquer, comme précisé dans Large (2005), que même avec des valeurs ”par-

faites” de l’écoulement moyen les flux calculés ne demeureront qu’une approximation des

”vrais” flux. Les sources d’erreurs systématiques dans le calcul des flux air-mer peuvent être

divisées en deux parties : d’une part celles liées aux hypothèses lors de la conception des

paramétrisations de couche limite, et d’autre part celles liées au calcul des valeurs moyennes

effectué par les modèles numériques utilisés. Un des problèmes majeurs est notamment l’in-

certitude, parfois très importante, sur le calcul de la couverture nuageuse dans les modèles

qui a une influence directe sur le calcul du flux solaire parvenant à l’interface air-mer.

2.3.2 Les algorithmes de calcul

Nous avons présenté jusqu’à maintenant les différentes formules pour paramétriser les

flux turbulents impliqués dans le calcul des flux air-mer. Ces flux sont calculés par l’in-

termédiaire de (2.24), (2.25) et (2.27). Dans ces formules les coefficients d’échange CD, CH

et CE dépendent directement de l’altitude z, de la stabilité ζ et des longueurs de rugosité z0,

zθ et zq. Cependant il est en pratique impossible d’avoir des mesures suffisantes en précision

et en quantité des coefficients d’échange en fonction de z,ζ,z0, zθ et zq.

La méthodologie usuelle est alors de définir un état neutre (avec un ”N” en indice) à 10
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SST, SSU, SSQ

BULK FORMULAE !τ, QH , QE , E

OCEAN 

ATMOSPHERE

θa(za), qa(za), Ua(za)

Ocean-Atmosphere Fluxes

QS , QL↓, P

Qnet, !τ , F

QS : shortwave radiation

QL : longwave radiation

!τ : wind stress

QH : sensible heat flux

QE : latent heat flux

P : precipitations

E : evaporation

θo(zo), Uo(zo)

Warm layer / Ekman layer

Cool Skin QL↑

Fig. 2.3: Représentation schématique des différentes variables et corrections impliquées dans

le calcul des flux air-mer. On note zo (resp. za) la profondeur (resp. l’altitude) du premier

niveau vertical du modèle numérique considéré.

63



2. COUCHES LIMITES ET FLUX AIR-MER

mètres d’altitude (afin d’éliminer la dépendance en ζ et z). Les coefficients d’échange sont

alors

CDN =
k2

[
ln
(

10m
z0

)]2 CHN =
k
√
CDN[

ln
(

10m
zθ

)] CEN =
k
√
CDN[

ln
(

10m
zq

)] (2.31)

Ces coefficients sous conditions neutres peuvent alors être estimés soit directement à partir

de mesures (Large & Pond, 1981, 1982) ou (Smith, 1980), soit en passant par une pa-

ramétrisation des longueurs de rugosité (Charnock, 1955). Notons que dans les deux cas les

valeurs de CDN , CHN et CEN sont déterminées à partir de mesures moyennées en temps et

ne sont pas supposées correspondre à des valeurs instantanées. Récemment des campagnes

de mesures ”massives” comme TOGA-COARE 1 ou CORE 2 ont permis de raffiner les al-

gorithmes (Fairall et al., 2003) ; (Large & Yeager, 2004). Des corrections ont de plus été

apportées pour prendre en compte les effets de couche chaude et de température de peau

plus froide (Fairall et al., 1996).

La spécification d’un état de référence neutre à 10 mètres déterminé grâce à des me-

sures permet en pratique d’initialiser un algorithme itératif de calcul des flux. L’intérêt est

également de supprimer du problème la spécification des longueurs de rugosité en remarquant

que

CDN = CD

(
1 +

√
CD

k

[
ln

(
10m

z

)
+ ψm(ζ)

])−2

(2.32)

Il est également possible de lier CH et CHN ainsi que CE et CEN . La valeur de z dans (2.32)

correspond à l’altitude du premier niveau vertical du modèle d’atmosphère. La dernière

inconnue est alors ζ. L’estimation des flux se ramène alors à un calcul itératif sur le paramètre

de stabilité ζ. Une description détaillée de ce type d’algorithme itératif de calcul des flux

air-mer est présentée dans Large (2005).

L’objectif n’est pas ici de juger de la pertinence ou non d’un algorithme donné de calcul

des flux air-mer mais plutôt de prendre conscience du degré d’approximation des diverses

méthodes. Nous proposons de conclure notre introduction au calcul des flux air-mer par deux

remarques qui nous paraissent importantes.

1Tropical Ocean Global Atmosphere Coupled Ocean Atmosphere Response Experiment :

http ://www.ncdc.noaa.gov/oa/coare/
2Common Ocean-ice Reference Experiments
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Note sur le caractère contractant des fonctions de paramètrisation

Il n’y a pas eu, à notre connaissance, de vérification systématique du caractère contrac-

tant des diverses fonctions impliquées dans la recherche de points fixes des algorithmes

présentés précédemment. Cependant, Pagowski (2006) a récemment montré que la résolution

du problème avec un processus itératif de type Newton-Raphson est inconditionnellement

convergent en 5 itérations au plus. Pour illustrer cela, imaginons que nous souhaitions cal-

culer la tension de vent sous condition neutre en utilisant la relation de Charnock pour

paramètriser la longueur de rugosité. La relation de Charnock est basée sur le groupe

sans dimension
z0g

u2
∗

qui a été empiriquement approché par une constante αc = 0.0185. En

remarquant que ~τ = ρu2
∗ on trouve en combinant la relation de Charnock avec l’égalité

u2
∗ = CDN (∆U)2 que u∗ est solution du problème de point fixe

u∗ = g(u∗) = k|∆U |
(

ln

(
αcu

2
∗

gz

))−1

(2.33)

Pour une valeur initiale donnée de l’algorithme, le point fixe est unique si cette valeur appar-

tient à un intervalle où la fonction g est contractante (i.e. |∂g/∂u∗| < 1). Cette fonction est

représentée sur la figure 2.4 pour des valeurs typiques des paramètres. On voit, par exemple,

que pour ∆U = 20m.s−1 l’algorithme doit être initialisé avec une valeur u∗ > 0.1m.s−1. No-

tons que dans ce cas la valeur de u∗ est de l’ordre de u∗ =

√
CDN (∆U)2 ≈

√
10−3 × 202 ≈ 0.7m.s−1.

Note sur l’effet des vagues

Nous n’avons pas, jusqu’à maintenant, évoqué la problématique liée à la présence des

vagues à l’interface air-mer. Concrètement les phénomènes affectés par la présence des vagues

sont :

– le transport de masse : dérive de Stokes

– les flux océan-atmosphère, variations de la tension de vent selon le stade de développement

des vagues

– l’intensification du mélange sous des vagues déferlantes

– les flux de quantité de mouvement associés aux vagues

– les modifications du frottement sur le fond

Comme nous l’avons vu précédemment la théorie de Monin-Obukhov suppose que la turbu-

lence est uniquement influencée par des forçages thermiques et mécaniques. Il est donc en

65



2. COUCHES LIMITES ET FLUX AIR-MER

0.01 0.1 1
0
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1.5

2

delta U = 20

delta U = 8

delta U = 5

g'(ustar)=1

u∗

|g
′
(u

∗
)|

∆U = 20m.s−1

∆U = 8m.s−1

∆U = 5m.s−1

|g′(u∗)| = 1

Fig. 2.4: Evolution de |∂g/∂u∗| en fonction de u∗ pour différentes valeurs de ∆U .

théorie nécessaire d’ajouter des groupes non-dimensionnels supplémentaires pour prendre en

compte des termes supplémentaires induits par les vagues. De manière pratique l’effet des

vagues est exclu du problème car on suppose que la théorie de Monin-Obukhov n’est valable

qu’à partir d’une certaine distance de l’interface air-mer, cette distance correspondant à la

distance où l’influence des vagues devient négligeable (voir figure 2.5). Le fait d’exclure l’ef-

fet des vagues dans le calcul des flux air-mer est bien sûr une approximation qui peut dans

certains cas être forte.

Nous proposons d’aborder dans la suite la paramétrisation des CLO et CLA dans leur en-

tier. En effet, pour le moment notre description s’est limitée à la CLS près de l’interface

air-mer. Cette description nous a permis d’introduire la théorie permettant de calculer les

flux turbulents 〈w′X ′〉0 en surface. Il nous faut maintenant introduire la manière dont le flux

〈w′X ′〉 (z) est paramétrisé dans la couche limite lorsque l’on s’éloigne de l’interface air-mer.
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MO REGION

Wavy boundary layer

Wave breaking layer

MO REGION

Atmospheric Boundary layer

Oceanic Boundary layer

air-sea interface

O(a)

a

0.1hobl

0.1habl

Fig. 2.5: Représentation schématique des différentes couches constituant les couches limites

océanique (de profondeur hobl) et atmosphérique (d’altitude habl). Les deux CLS de l’océan et

de l’atmosphère (”MO region”) sont séparées par une couche limite due aux vagues de hauteur

moyenne a.
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2.4 Paramétrisation des couches limites turbulentes

Si l’on se réfère à la figure 2.2, nous avons pour le moment introduit uniquement la

description de la CLS sans aborder ce que nous avons nommé la couche d’Ekman. A l’intérieur

même des modèles, les termes 〈X ′w′〉 (z) doivent également être paramétrisés à l’aide d’une

fermeture turbulente. Ces termes sont importants dans notre étude car ils sont sensibles aux

forçages de surface. Nous nous intéressons ici à des fermetures d’ordre 1 comme décrite dans

le §1.2.3. Ce type de fermeture consiste à estimer les termes turbulents à l’aide des valeurs

moyennes de l’écoulement : 〈X ′w′〉 (z) = −Kz(z)
∂ 〈X〉
∂z

. Le problème est alors de spécifier la

valeur de Kz, la diffusion turbulente sur la verticale. Les règles usuelles pour paramétriser

Kz sont les suivantes (Stull, 1988)

– Kz = 0 en absence de turbulence.

– Kz = 0 à l’interface (pas de transport de turbulence à travers l’interface).

– Kz augmente lorsque l’énergie cinétique augmente.

– Kz varie en fonction de l’état de stabilité de la couche limite.

– Kz est défini positif.

Nous basons notre description sur les modèles proposés dans Troen & Mahrt (1986) pour la

CLA et Large et al. (1994) pour la CLO en notant que les modèles de CLA servent le plus

souvent de base aux modèles de la CLO. On part de l’hypothèse qu’en dehors de la CLS

l’équation de diffusion est supposée suffisante pour décrire les effets du mélange turbulent

dans la couche limite. C’est sur ce type d’équation que les schémas de paramétrisation sont

habituellement validés. On s’intéresse donc à des équations de la forme

∂X

∂t
+
∂ 〈w′X ′〉
∂z

= 0 (2.34)

pour une quantité X de l’écoulement moyen (on suppose implicitement X = 〈X〉 dans la

suite). L’équation précédente devient, pour une fermeture d’ordre 1,

∂X

∂t
− ∂

∂z

(
Kz(z)

∂X

∂z

)
= 0 (2.35)

la difficulté étant alors d’exprimer Kz(z). Par soucis de clarté, nous notons de manière

générique la diffusion turbulente Kz mais il convient de préciser que la valeur de Kz est

différente suivant que l’on s’intéresse à des scalaires ou à la quantité de mouvement, elle

varie donc en fonction de la grandeur X considérée. Nous proposons de nous intéresser ici
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Fig. 2.6: Variation verticale typique du coefficient de diffusion turbulente Kz dans la CLA

(O’Brien, 1970).

à la paramétrisation de la CLO. Dans le cadre de la paramétrisation qui nous intéresse,

la fonction Kz est directement proportionnelle à la profondeur de couche limite hcl et est

supposée avoir la forme d’un polynôme d’ordre 3 (comme proposé dans O’Brien, 1970, figure

2.6) noté G, normalisé par une échelle de vitesse turbulente wx :

Kz(z) = hclwx

(
z

hcl

)
G

(
z

hcl

)
(2.36)

En utilisant (2.16), ou de manière équivalente (2.18), on obtient

〈w′X ′〉0 = −
[
u∗kz

φx(ζ)

]
∂X

∂z
(2.37)

qui combiné à la fermeture 〈w′X ′〉 (z) = −Kz(z)
∂X

∂z
donne

wx

(
z

hcl

)
G

(
z

hcl

)
=

(
z

hcl

)[
u∗k

φx(ζ)

] 〈w′X ′〉 (z)

〈w′X ′〉0
(2.38)

l’objectif étant de déterminer les coefficients du polynôme G = a0+ a1 (z/hcl) + a2 (z/hcl)
2 +

a3 (z/hcl)
3. La contrainte Kz(0) = 0 mentionnée précédemment impose a0 = 0. Pour déter-
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miner a1 et a2, on fait l’hypothèse d’une décroissance linéaire du flux dans la CLS, à savoir

〈w′X ′〉 (z)

〈w′X ′〉0

∣∣∣∣
CLS

= a1 + a2

(
z

hcl

)
(2.39)

Sans entrer dans les détails, il a été empiriquement trouvé a1 = 1 (cf Lumley et Panofsky,

1964). Enfin a2 et a3 sont choisis afin d’assurer Kz(hcl) = 0 et dKz/dz(hcl) = 0. L’équation

(2.39) n’est pas totalement cohérente avec l’hypothèse de couche à flux constant introduite

précédemment. Mais pour assurer une continuité de la fonction Kz(z) entre la CLS et le

reste de la couche limite on considère en pratique que le flux varie. Grâce à ces différentes

contraintes, on trouve G

(
z

hcl

)
=

z

hcl

(
1 − z

hcl

)2

. L’échelle de vitesse wx est directement

donnée par la relation (2.38)

wx

(
z

hcl

)
=

[
u∗k

φx(ζ)

]
(2.40)

La fonction φx(ζ) est déterminée en fonction de l’état de stabilité de la couche limite. Finale-

ment pour avoir la description complète du profil de diffusion turbulente il reste à déterminer

la profondeur hcl de la couche limite. Celle-ci est communément calculée grâce au nombre

(sans dimension) de Richardson bulk défini par Rib(z) =
(g/θ)∆θ(z)

(∆U(z))2
. Ce nombre correspond

à un rapport entre la production thermique et mécanique de turbulence. Il constitue ainsi

une mesure de l’intensité de turbulence. Il est généralement admis que lorsque le nombre de

Richardson devient plus petit qu’une valeur critique (déterminée en laboratoire) l’écoulement

devient turbulent. La profondeur de la couche limite est alors caractérisée par la profondeur

où Rib(z) atteint une valeur critique Ric (typiquement ≈ 0.3 − 0.4), voir Large et al. (1994)

pour l’explication physique détaillée de cette contrainte. Des limitations supplémentaires sur

la valeur de hcl dans le cas stable sont apportées en partant de l’observation que dans ce cas

hcl doit être plus petit que la longueur de Monin-Obukhov et que la profondeur d’Ekman

hE =
0.7u∗
f

. Cependant cette méthodologie pour déterminer la profondeur de couche limite

a été récemment modifiée (Shchepetkin & McWilliams, 2008). En effet, il s’est avéré que des

discontinuités et des phénomènes d’hysteresis pouvaient se produire avec la méthode origi-

nelle de calcul de hcl notamment à cause des transitions entre les différents états de stabilité.

L’objectif était donc de regrouper les différentes contraintes hE, Lmo et Rib sous un seul et

même critère. Ce nouveau critère définit la couche limite comme étant la couche intégrale

dans laquelle la production nette de turbulence due aux effets déstabilisants (principalement

le cisaillement) est équilibrée par les effets stabilisants (principalement la statification et la
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rotation). Dans cette nouvelle formulation hcl est donc la première profondeur à laquelle

Cr(z) = 0, avec

Cr(z) =

∫ 0

z

[(
∂u

∂z′

)2

− N2(z′)

Ric
− Cekf

2

]
dz′ +

V 2
t (z)

|z| (2.41)

une fonction monotone, continue. La quantité
V 2

t (z)

|z| correspond à un cisaillement de vitesses

turbulentes. On peut remarquer que cette nouvelle formulation prend en compte l’effet de

la force de Coriolis (Cek est une constante sans dimension). Au niveau de l’implémentation

informatique de la paramétrisation, cela se traduit par la suppression des instructions condi-

tionnelles (le code devient donc différentiable). La remarque précédente n’a pas un intérêt di-

rect pour notre étude mais elle permet d’illustrer une démarche très intéressante qui consiste

à s’intéresser à la consistance entre les schémas de fermeture et les aspects numériques des

modèles.

Nous avons ici limité notre description de la paramétrisation aux points qui nous ont semblé

importants pour la suite. En toute rigueur il faudrait mentionner l’ajout d’un terme γx

non local dans (2.35) (non nul uniquement pour les scalaires) et l’ajout d’un terme Vt(z),

représentant une contribution turbulente au gradient de vitesse, au dénominateur de Rib. La

paramétrisation présentée ici est communément appelée KPP (K-profile-parameterization)

dans le contexte des modèles d’océan. Celle-ci est, entre autre, utilisée dans les modèles

d’océan NEMO et ROMS. Une version équivalente, avec des bases théoriques identiques,

est utilisée dans le modèle atmosphérique WRF, celle-ci correspond à une adaptation de

Troen & Mahrt (1986) par Hong & Pan (1996). Les autres types de paramétrisations usuel-

lement utilisées pour la couche limite sont souvent basées sur l’énergie cinétique turbulente

(paramétrisations TKE, Bougeault & Lacarrere, 1989). Nous avons fait le choix d’étudier

le cadre des paramétrisations de type K-profile car celles-ci sont utilisées dans les modèles

numériques envisagés pour nos applications numériques.
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Nous proposons suite à cette première partie du manuscrit de faire un point sur ce qui a été

présenté jusqu’à maintenant afin de clairement préciser les points importants pour la suite.

Nous avons, entre autre, mis l’accent sur la nécessaire consistance entre les aspects physiques

et numériques. Notre méthode devra ainsi prendre en compte la complexité physique à

l’interface air-mer. Cette remarque a plusieurs implications :

– Premièrement la consistance que l’on souhaite imposer entre les deux modèles le sera

via l’égalité des flux et les schémas de paramétrisation. En effet, les différents profils

analytiques déterminés dans la CLS ne sont valables qu’à une certaine distance de

la surface et la physique près de l’interface air-mer (au voisinage de la sous-couche

visqueuse épaisse de quelques millimètres) est encore relativement peu connue. Forcer

explicitement l’égalité des valeurs sur l’interface reviendrait à considérer que les profils

verticaux dans la CLS sont valables jusqu’à l’interface air-mer. Or cela reviendrait à

effectuer une extrapolation purement mathématique, sans signification physique.

– Une seconde contrainte vient du fait que la méthode bulk est par définition une estima-

tion des flux basée sur des conditions moyennes qui ne sont pas supposées capturer les

structures à petites échelles. La consistance que nous souhaitons imposer devra donc

l’être sur des flux moyens et non sur des flux instantanés, on y reviendra plus en détails

dans la partie 3.

Nous avons enfin constaté que le couplage océan-atmosphère peut être étudié en première

approximation par l’intermédiaire d’un problème simplifié de couplage de deux équations de

diffusion instationnaires, à coefficients variables et en une dimension. Comme nous l’avons vu,

ce type d’équation contient une grande partie de la complexité physique du problème : elles

sont forcées en surface par les flux air-mer et contiennent des termes turbulents 〈X ′w′〉 (z)

qui représentent l’impact sur la colonne d’air (resp. d’eau) des flux de surface. Elles semblent

donc appropriées pour notre étude, avec X pouvant correspondre aux variables u, v, θ, S, q

du problème.

A partir de ces remarques, nous pouvons formuler le problème de couplage à résoudre.

On définit deux sous-domaines Ωatm = [εa, La[ et Ωoce =] − Lo,−εo]. On considérera que la

couche limite de surface s’étend de z = −εo à z = εa correspondant à l’épaisseur de la

sous-couche visqueuse que l’on considérera comme nulle. Si on introduit les coefficients de

diffusion turbulente Ko
x et Ka

x , x = m (momentum) pour les viscosités et x = s (scalar) pour
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les diffusivités, dans l’océan et dans l’atmosphère, la consistance requise au niveau du flux

de quantité de mouvement ~τ et de chaleur nette Qnet à l’interface air-mer peut s’écrire

ρoceK
o
m

∂~Uoce

∂z

∣∣∣∣∣
Γ

= ρatmK
a
m

∂~Uatm

∂z

∣∣∣∣∣
Γ

= ~τ (2.42)

ρoceCp,oK
o
s

∂θoce

∂z

∣∣∣∣
Γ

= ρatmCp,aK
a
s

∂θatm

∂z

∣∣∣∣
Γ

= Qnet (2.43)

avec ρoce = 1029kg.m−3 et ρatm = 1.029kg.m−3 les masses volumiques de l’eau de mer et

de l’air. Cp,o = 4.18 × 103J.kg−1 C̊−1 et Cp,a = 1.048 × 103J.kg−1 C̊−1 sont les capacités ca-

lorifiques. On peut également ajouter la condition de continuité du flux d’eau douce à la

consistance requise.

On notera Xatm et Xoce une quantité scalaire ou vectorielle respectivement dans l’at-

mosphère et dans l’océan. Le problème de couplage s’écrira alors de façon générique :

Trouver Xatm et Xoce qui satisfont





∂Xatm

∂t
− ∂

∂z

(
Ka

x(z)
∂Xatm

∂z

)
= fatm, sur Ωatm × [0, T ]

∂Xoce

∂t
− ∂

∂z

(
Ko

x(z)
∂Xoce

∂z

)
= foce, sur Ωoce × [0, T ]

ρoceK
o
x

∂Xoce

∂z

∣∣∣∣
Γ

= ρatmK
a
x

∂Xatm

∂z

∣∣∣∣
Γ

= Foa(t) sur Γ × [0, T ]

BoceXoce(−Lo, t) = 0 BatmXatm(La, t) = 0 t ∈ [0, T ]

(2.44)

où fatm et foce sont des termes sources. Boce et Batm sont deux opérateurs définissant les

conditions limites au fond de l’océan et en haut de l’atmosphère. Pour écrire le problème

sous cette forme générique on peut supposer que les capacités calorifiques sont inclues aux

termes Ko
s et Ka

s . Foa correspond aux flux océan-atmosphère précédemment introduits.

A première vue le système couplé (2.44) peut s’interpréter comme un couplage de type

Neumann-Neumann. Cependant, en pratique (en omettant les flux radiatifs et l’humidité)

celui-ci correspond aux conditions d’interface suivantes sur chaque sous-domaine :

Ko
x

∂Xoce

∂z

∣∣∣∣
Γ

= Cx,o(Xatm(εa, t)−Xoce(−εo, t)) Ka
x

∂Xatm

∂z

∣∣∣∣
Γ

= Cx,a(Xatm(εa, t)−Xoce(−εo, t))

(2.45)
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et donc à des conditions de type Robin (combinaison linéaire de conditions de Dirichlet et

de Neumann). Cx,o et Cx,a peuvent alors être vues comme de simples constantes positives.

L’existence et l’unicité des équations primitives de l’océan en deux dimensions (x-z) avec ce

type de conditions de surface ont été montrées dans Bresch et al. (2003).

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de ce manuscrit nous souhaitons

mettre en place une méthode de Schwarz globale en temps pour aborder le problème de

couplage (2.44). Celui-ci n’est cependant pas trivial à traiter, notamment en raison de la

variabilité verticale du coefficient de diffusion et aussi en raison de la discontinuité de celui-

ci à l’interface. Ces deux problèmes ont rarement été traités dans le cadre de l’algorithme

de Schwarz. Nous proposons donc dans la partie 2 d’aborder ce problème dans un cadre

”classique” où l’on cherchera à imposer l’égalité des flux mais aussi de la valeur sur l’inter-

face pour ainsi nous appuyer sur les études existantes. On cherchera donc à compléter les

connaissances actuelles sur les propriétés de convergence de l’algorithme de Schwarz. Dans

la partie 3, nous reviendrons plus en détails sur l’algorithme complet de résolution de (2.44).
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Deuxième partie

Algorithmes de Schwarz optimisés

pour des problèmes d’évolution
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Cette seconde partie, plus théorique, est axée autour de l’étude de convergence des al-

gorithmes de Schwarz optimisés globaux en temps pour des problèmes de diffusion à coef-

ficients variables et discontinus à l’interface. En effet, nous avons vu dans la partie 1 de ce

manuscrit qu’une grande partie de la complexité physique du couplage océan-atmosphère

peut être modélisée par ce type d’équation. Nous faisons au préalable une synthèse histo-

rique des principaux travaux de ce type. Ensuite nous proposons d’étudier dans un premier

temps un modèle simplifié pour lequel les coefficients de diffusion (turbulente) sont supposés

constants. Ce type de paramétrisation du mélange vertical par un coefficient constant, bien

que simpliste, correspond au modèle proposé à l’origine par V. W. Ekman en 1905. Ce choix

nous permet une détermination analytique de conditions de transmission optimisées de type

Robin d’ordre 0 qui correspondent à l’approximation du paramètre de Robin par une va-

leur constante. Lorsque l’on considère le problème complet avec des coefficients variables,

la question est donc de savoir si ce type de conditions de transmission fournit toujours des

résultats satisfaisants. Pour cela nous introduirons une nouvelle approche permettant de

déterminer, numériquement cette fois-ci, les conditions de transmission optimisées d’ordre

0 pour un algorithme à coefficients variables. Ces études n’étant pas propres au couplage

océan-atmosphère, nous avons fait le choix de les mener avec des conditions d’interface clas-

siques où le flux à l’interface est donné par une formule décentrée (et non une formule bulk)

et où la consistance que l’on cherche à imposer est l’égalité des flux normaux et de la valeur

sur l’interface. Nous pouvons ainsi nous référer aux études classiques menées dans le cadre

de l’algorithme de Schwarz. Nous traitons le cas de deux sous-domaines sans-recouvrement.

Nous traiterons dans la partie 3 plus spécifiquement du problème avec des conditions de

transmission donnés par une paramétrisation de type bulk.
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3

Algorithme de Schwarz optimisé pour

un problème de diffusion à coefficients

discontinus et constants

Sommaire

3.1 Avant-propos sur l’algorithme de Schwarz . . . . . . . . . . . . 80

3.1.1 Algorithme de Schwarz pour des problèmes avec conditions aux bords 80
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3.1 Avant-propos sur l’algorithme de Schwarz

Les méthodes de décomposition de domaine ont fait l’objet d’une attention toute parti-

culière depuis la fin des années 80. En effet, ces méthodes permettent d’utiliser la puissance

des calculateurs parallèles en décomposant un problème original en sous-problèmes quasi-

indépendants les uns des autres. Comme nous le verrons le raccordement des sous-problèmes

n’est cependant pas trivial. L’objectif ici n’est pas de présenter de manière exhaustive les

diverses méthodes appartenant à la famille des méthodes de décomposition de domaine

(méthode de Schwarz, méthode de Schur, méthode Mortar, méthode FETI1, ...). Des descrip-

tions détaillées de ces diverses méthodes peuvent être trouvées par exemple dans Quarteroni

& Valli (1999) ou Toselli & Widlund (2004). Pour notre étude, nous envisageons d’utiliser

l’algorithme de Schwarz ; nous limitons donc notre description à ce type de méthode.

3.1.1 Algorithme de Schwarz pour des problèmes avec conditions

aux bords

Cette méthode a été historiquement introduite par Schwarz en 1869. Son problème était

de prouver l’existence et l’unicité de la solution de l’équation de Poisson (en deux dimensions)

sur un domaine constitué d’un carré et d’un disque (voir figure 3.1). Etant donné le fait que

la solution du problème était connue sur le rectangle et sur le disque pris indépendamment,

Schwarz a introduit un processus itératif permettant de ramener la résolution du problème

global sur la géométrie complexe à la résolution du problème sur le disque et sur le rectangle

uniquement.

1Finite Element Tearing and Interconnecting
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Ω

∂Ω ∂Ω

Ω1

Ω2

Γ1Γ2

Fig. 3.1: Décomposition de domaine historiquement introduite par Schwarz.

En prenant les notations de la figure 3.1, le problème original
{

∆u = f sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(3.1)

est séparé en deux sous-problèmes sur Ω1 et Ω2. Ceux-ci sont résolus alternativement (avec

u0
2 donné sur Γ1)




∆uk
1 = f sur Ω1

uk
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω
uk

1 = uk−1
2 sur Γ1





∆uk
2 = f sur Ω2

uk
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω
uk

2 = uk
1 sur Γ2

(3.2)

avec k > 0 le numéro de l’itération. Schwarz a montré la convergence de la solution de

ce procédé itératif vers la solution du problème global (3.1) sur Ω. L’algorithme précédent

est aussi appelé méthode de Schwarz Gauss-Seidel (par analogie aux méthodes itératives

de résolution des systèmes linéaires), Schwarz alternating method ou encore algorithme de

Schwarz multiplicatif.

Comme nous l’avons dit, la ”philosophie” de l’algorithme de Schwarz convient parti-

culièrement aux architectures parallèles. C’est pour cela que cette méthode a été étudiée

en détail depuis l’avènement des calculateurs parallèles dans le milieu des années 80. Une

extension de l’algorithme (3.2) a ainsi été proposée dans Lions (1988) afin de rendre l’algo-

rithme original naturellement ”parallèle”. Le principe est simplement de modifier la condition

uk
2 = uk

1 sur Γ2 en

uk
2 = uk−1

1 sur Γ2 (3.3)

Le nouvel algorithme obtenu est communément appelé méthode de Schwarz Jacobi ou al-

gorithme de Schwarz parallèle. La modification précédente facilite de plus l’extension de la

méthode à un nombre arbitraire de sous-domaines.
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PROBLÈME DE DIFFUSION À COEFFICIENTS DISCONTINUS
ET CONSTANTS

Cependant, les algorithmes de Schwarz multiplicatifs et parallèles ne convergent que

lorsque les sous-domaines se recouvrent. De plus, plus la taille du recouvrement est petite,

plus la convergence est lente. Les constats précédents constituent une restriction sévère.

Afin de remédier à ces problèmes une variante est proposée dans Lions (1990). L’algorithme

classique s’appliquait à des domaines se recouvrant et échangeant des conditions de type

Dirichlet. Lions l’a étendu à des cas sans recouvrement (Γ1 = Γ2 = Γ) en remplaçant les

conditions de Dirichlet par des conditions de Robin (combinaison linéaire de conditions de

Dirichlet et de Neumann). L’algorithme original (3.2) modifié s’écrit alors





∆uk
1 = f sur Ω1

uk
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω

(∂n1
+ p1)u

k
1 = (∂n1

+ p1)u
k−1
2 sur Γ





∆uk
2 = f sur Ω2

uk
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω

(∂n2
+ p2)u

k
2 = (∂n2

+ p2)u
k
1 sur Γ

(3.4)

où les paramètres p1 et p2 sont des réels. Cependant Lions précise qu’il est possible de

remplacer ces deux réels par deux fonctions proportionnelles sur l’interface, ou encore par

des opérateurs locaux ou non-locaux. De manière générale, en introduisant deux opérateurs

Λ1 et Λ2, les conditions de transmission proposées par Lions peuvent alors s’écrire :

(∂n1
+ Λ1)u

k
1 = (∂n1

+ Λ1)u
k−1
2 (∂n2

+ Λ2)u
k
2 = (∂n2

+ Λ2)u
k
1 sur Γ (3.5)

Il reste cependant à définir la méthodologie pour choisir les opérateurs Λ1 et Λ2. Un choix

judicieux de ces opérateurs doit assurer une convergence rapide de l’algorithme tout en

imposant la consistance (continuité, dérivabilité, égalité des flux, ...) requise à l’interface. Ce

choix fait appel à la notion de condition aux limites absorbante introduite dans Engquist

& Majda (1977). Ce type de conditions limites est utilisé dans la résolution des équations

aux dérivées partielles définies sur un domaine non borné. Ces conditions sont imposées sur

une frontière artificielle de telle sorte que la solution dans le domaine restreint soit la plus

proche possible de la solution dans le domaine infini. Dans Nataf et al. (1994), il est montré

que l’utilisation de conditions de raccord absorbantes conduit à une vitesse de convergence

optimale. Toutefois ces opérateurs optimaux du point de vue de la vitesse de convergence

correspondent souvent à des opérateurs de transmission non-locaux, et donc compliqués à

mettre en oeuvre. Différentes méthodes basées sur l’approximation de ces opérateurs non
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locaux par des opérateurs locaux, plus faciles à implémenter, ont été proposées. Pour un

problème d’advection-diffusion stationnaire, Charton et al. (1991) ont proposé de faire un

développement du symbole des opérateurs optimaux (non locaux) autour du coefficient de

diffusion supposé petit. Sur le même type de problème, Nataf et al. (1994) trouvent un

opérateur local en faisant une approximation basses fréquences, à savoir un développement

de Taylor autour de la variable de la transformée de Fourier.

Une méthodologie plus générale a été introduite dans Japhet (1997) et Japhet & Na-

taf (2000) pour approcher au mieux les opérateurs optimaux dans l’espace de Fourier.

L’idée est d’optimiser le facteur de convergence sur une classe d’opérateurs locaux : on

parle d’algorithme de Schwarz optimisé (voir aussi Gander et al., 2001). Cette méthode

consiste à résoudre un problème d’optimisation afin de choisir Λ1 et Λ2 pour minimiser le

facteur de convergence de l’algorithme, que l’on notera ρ (défini comme le rapport entre

les erreurs à deux itérations successives). Cependant, dans la plupart des cas, il n’est pas

aisé de calculer analytiquement le taux de convergence. Il faut donc faire un certain nombre

d’hypothèses simplificatrices en considérant par exemple des sous-domaines de taille infinie

et en supposant d’éventuels coefficients variables comme constants. Notons qu’il est aussi

possible d’optimiser en modifiant les opérateurs Λj à chaque itération (Gander & Golub,

2003).

3.1.2 Algorithme de Schwarz pour des problèmes d’évolution

L’algorithme de Schwarz a été étendu aux problèmes d’évolution en temps dans un pre-

mier temps sous la forme d’un algorithme local en temps. Cette méthode consiste à discrétiser

l’équation en temps et à résoudre à chaque pas de temps un problème stationnaire (Cai, 1991).

Ce genre de méthodologie nécessite une discrétisation en temps implicite et l’utilisation d’un

pas de temps identique sur tous les sous-domaines, ce qui empêche de traiter numériquement

chaque sous-domaine avec une procédure adaptée. En effet, si les sous-domaines ne résolvent

pas la même physique, on souhaitera sans doute les traiter différemment au niveau numérique.

De plus, sur une architecture parallèle, ce type de méthode n’est pas optimale car on échange

(fréquemment) peu d’informations entre les sous-domaines.

Pour notre problématique océan-atmosphère, nous souhaitons conserver les schémas en

temps déjà présents dans les modèles et tirer profit de la parallélisation des codes existants.

Une méthode beaucoup plus appropriée pour notre problématique a été introduite dans
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Gander & Stuart (1998) en suivant le principe de l’algorithme dit de relaxation d’onde

(introduit par Picard en 1893) dont une version parallèle est présentée dans Lelarasmee

et al. (1982). Ce travail préliminaire a été effectué sur l’équation de la chaleur, avec des

sous-domaines se recouvrant et échangeant des conditions de type Dirichlet.

L’algorithme de relaxation d’onde présenté dans Lelarasmee et al. (1982) vise à résoudre

un problème aux conditions initiales du type F

(
dy

dt
(t), y(t)

)
= 0 (y ∈ R

p et F : R
p × R

p → R
q)

sur un intervalle [0, T ] avec une condition initiale y0 = y(0). Ce problème est résolu en deux

étapes :

1. Séparation du problème de départ en m sous-problèmes disjoints. Le nouveau problème

s’écrit alors 


F1

(
dy1

dt
(t), y1(t), d1

)

...

Fm

(
dym

dt
(t), ym(t), dm

)




= 0 (3.6)

où les vecteurs di correspondent à des vecteurs de découplage qui rendent possible la

résolution séparée des sous-problèmes et y1, ..., ym sont des sous-vecteurs de y.

2. Résolution, de manière itérative, du problème transformé (3.6) par une méthode du

type Gauss-Seidel ou Jacobi. Les étapes de cette résolution sont :

– Initialisation : on choisit y0(t), t ∈ [0, T ] tel que y0(0) = y0.

– Pour une itération k : on résout sur [0, T ]

Pour i allant de 1 à m




Fi

(
dyk

i

dt
(t), yk

i (t), dk
i

)
= 0

yk
i (0) = y0

(3.7)

Pour une méthode de type Gauss-Seidel, on met à jour dk
i pour chaque i.

Pour une méthode de type Jacobi, on met à jour dk
i lorsque tous les m sous-problèmes

à une itération k ont été résolus.

L’analogie entre cette méthode de relaxation d’onde et les méthodes de décomposition de

domaine a été faite dans Bjorhus (1995). L’adaptation de cette méthode permet la dérivation

d’un algorithme de Schwarz global en temps pour des problèmes d’évolution, appelé Schwarz

Waveform Relaxation. On résout en espace et en temps les équations sur chaque sous-domaine
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(en parallèle) et on transmet les informations pertinentes aux voisins à la fin de l’intervalle de

temps. Les informations échangées sont des fonctions des variables d’interface et du temps.

Notons que sur chaque sous-domaine la discrétisation en temps peut être différente. A l’image

du cas stationnaire, les conditions de transmission entre les sous-domaines doivent faire l’ob-

jet d’une attention toute particulière pour assurer de bonnes propriétés de convergence.

On peut ainsi appliquer le même principe d’optimisation que dans le cas stationnaire, ce qui

donne lieu à des algorithmes de Schwarz optimisés globaux en temps (Optimized Schwarz Wa-

veform Relaxation), dont une revue pour l’équation d’advection-diffusion peut être trouvée

dans Gander & Halpern (2007).

3.1.3 Optimisation des conditions de transmission

Nous proposons maintenant d’entrer dans les détails de l’optimisation des conditions

de transmission. De manière générale, nous noterons C1 et C2 les opérateurs de transmis-

sion. Dans le cas des conditions (3.5) nous avons, par exemple, Cj = ∂n + Λj. On souhaite

déterminer les opérateurs Λj qui minimisent un facteur de convergence ρ. En général, le

facteur de convergence est exprimé après transformée de Fourier en espace (x↔ k) et/ou en

temps (t↔ ω) suivant les problèmes abordés.

Si l’on note η = k ou ω, suivant les cas, on souhaite trouver les opérateurs Cj dans une

certaine classe C d’opérateurs tels que le facteur de convergence ρ soit minimisé sur une

gamme de fréquences donnée, ce qui revient à résoudre le problème

min
Cj∈C

(
max

η∈[ηmin,ηmax]
ρ(η,Cj)

)
(3.8)

Différentes classes d’opérateurs ont été étudiées. On parle par exemple de conditions opti-

misées d’ordre 2 si Cj = ∂n + pjId + qj∂τ + rj∂
2
τ avec τ le vecteur tangent à l’interface et

pj, qj et rj des scalaires. Ce même type de condition peut être déterminé pour des problèmes

d’évolution en substituant (ou en ajoutant) aux dérivées tangentielles des dérivées tempo-

relles. Les scalaires pj, qj et rj ne pouvant pas être évalués analytiquement, ils sont donc

calculés par l’intermédiaire d’une résolution numérique du problème d’optimisation (3.8).

Dans certains cas, avec des opérateurs plus simples, d’ordre 0 (Cj = ∂n + pjId) ou d’ordre

1 (Cj = ∂n + pjId + qj∂τ ), la résolution analytique de (3.8) est possible. Cela est fait soit

de manière directe soit asymptotiquement dans des cas où seulement une transformée de
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Fourier est effectuée (soit en espace pour des cas stationnaires 2D, soit en temps pour des

cas instationnaires 1D).

Si l’on s’intéresse à des équations de type advection-diffusion (on note Dj le coefficient

de diffusion et aj celui d’advection sur Ωj) ou diffusion, sans recouvrement, sur deux sous-

domaines, un certain nombre de résultats existent. Pour l’équation d’advection-diffusion sta-

tionnaire en 2D et à coefficients constants (a1 = a2 et D1 = D2), des conditions optimisées

d’ordre 0, avec p1 = p2 = p (cas one-sided) sont données dans Dubois (2007), ainsi que des

résultats asymptotiques (pour kmin = 0) pour p1 6= p2 (cas two-sided). Dans Dubois (2007)

on trouve également des conditions optimisées two-sided d’ordre 0 pour l’équation de diffu-

sion stationnaire avec des coefficients de diffusion discontinus et constants sur chaque sous-

domaine (D1 6= D2). En ce qui concerne le cas instationnaire, pour l’équation d’advection-

diffusion avec a1 = a2 et D1 = D2 des conditions optimisées one-sided d’ordre 0 sont pro-

posées dans Gander & Halpern (2007). Un cas plus général, avec a1 6= a2 et D1 6= D2 est

traité dans Gander et al. (2005). Dans cet article des résultats asymptotiques sont trouvés

pour ωmax → ∞ et a1, a2 > 0 dans deux cas : un premier avec p1 = p2, et un second avec

p1 6= p2 mais D1 = D2. De plus, dans Gander & Halpern (2003), des conditions optimisées

one-sided d’ordre 0 et d’ordre 1 pour l’équation de diffusion à coefficients continus (D1 = D2)

sont trouvées. Une synthèse de ces différents travaux est présentée dans le tableau 3.1.

Notons que dans le cas stationnaire en une dimension, il n’est pas nécessaire de pas-

ser par une transformée de Fourier. Dans ce cas, les opérateurs Λj absorbants peuvent être

déterminés de manière exacte dans l’espace physique. Pour l’équation de diffusion à coeffi-

cients variables Dj = Dj(x), on a Λj = pj =

(∫

Ωj

Dj(x)
−1dx

)−1

comme proposé dans Lions

(1990).

Dans ce chapitre et dans le chapitre 4 nous présentons deux articles, Lemarié et al. (2008a) et

Lemarié et al. (2008b) soumis pour publication à SIAM Journal on Scientific Computing. En

avant-propos des résumés des principaux résultats de ces articles sont effectués. La première

étude présentée ici vise à déterminer les paramètres de Robin optimaux pour une approxi-

mation locale two-sided d’ordre 0 des conditions optimales non-locales pour un problème

instationnaire de diffusion avec D1 6= D2. Il s’agit donc d’une généralisation des travaux ef-

fectués dans Dubois (2007) dans le cas stationnaire et d’une étape supplémentaire vers l’étude

de l’équation d’advection-diffusion entreprise dans Gander et al. (2005). On pourra se référer
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au tableau 3.1 pour situer ce travail par rapport aux différentes études existantes. Comme

nous l’avons mentionné les démonstrations de convergence sont généralement effectuées en

considérant des domaines de calcul de taille infinie : nous discuterons de la validité de cette

hypothèse simplificatrice à la fin de ce chapitre. Enfin nous introduirons une méthodologie

basée sur les méthodes de contrôle optimal pour procéder à l’optimisation des paramètres

de Robin directement au niveau discret.

Dans le chapitre 4 nous incluons un second article qui correspond à une étude détaillée de

l’impact sur la vitesse de convergence de la variabilité spatiale des coefficients de diffusion. A

notre connaissance cette variabilité des coefficients (aussi bien d’advection que de diffusion)

n’a jamais été étudiée de manière analytique.

Résumé des résultats de l’article ”Towards an optimized global-in-time Schwarz

algorithm for diffusion equations with discontinuous and spatially variable coef-

ficients. Part 1 : the constant coefficients case”

L’étude porte sur le couplage de deux équations de diffusion à coefficients constants

sur chaque sous-domaine et discontinus à l’interface. Nous nous intéressons uniquement au

cas de deux sous-domaines. Dans un premier temps, le problème de couplage et la théorie

des méthodes de Schwarz optimisées pour des problèmes d’évolution sont introduits. Nous

montrons clairement l’intérêt d’utiliser des conditions de type Robin-Robin (du type de celles

présentées dans (3.5)) plutôt que des conditions ”classiques” de type Dirichlet-Neumann.

Notre objectif est de résoudre analytiquement le problème de minmax (3.8) sur une classe

d’opérateurs d’ordre 0. Afin d’introduire sur un cas simple la méthodologie de résolution du

problème d’optimisation, nous étudions en préambule des conditions de type Robin-Neumann

(i.e. p1 = 0 ou p2 = 0) ; ce problème correspond à une optimisation sur un unique paramètre.

Nous déterminons le paramètre optimal dans ce cas en montrant que le facteur de convergence

optimisé satisfait une propriété d’equioscillation à deux points.

Nous abordons ensuite le cas général two-sided qui est beaucoup plus délicat à traiter

analytiquement. Nous montrons dans un premier temps que le facteur de convergence opti-

misé vérifie également une propriété d’equioscillation à deux points. Cependant, suivant la

valeur des paramètres du problème, une équioscillation à trois points peut être obtenue et

devient optimale. Pour montrer cela, nous étudions en détail le comportement du facteur de

convergence en fonction des paramètres de Robin p1 et p2 et du spectre de fréquences tem-

porelles [ωmin, ωmax]. Finalement nous sommes en mesure de proposer, dans un cadre général
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stationnaire 2D instationnaire 1D

aj = 0 D1 = D2

AN : O0, 2-sided

(Dubois, 2007)

AN : O0, O1, 1-sided

(Gander & Halpern, 2003)

aj = 0 D1 6= D2

AN : O0, 2-sided

(Dubois, 2007)

AN : O0, 2-sided

(Lemarié et al., 2008a)

a1 = a2 D1 = D2

AN : O0, 1-sided

AS : O0, 2-sided

(Dubois, 2007)

AN : O0, 1-sided

(Gander & Halpern, 2007)

a1 6= a2 D1 = D2

AS : O0, 2-sided

(Gander et al., 2005)

a1 6= a2 D1 6= D2

AS : O0, 1-sided

(Gander et al., 2005)

Tab. 3.1: Synthèse des différents travaux existants pour l’optimisation de la vitesse de conver-

gence pour des équations de type advection-diffusion. On note O0 pour une approximation

d’ordre 0, O1 pour une approximation d’ordre 1, AN lorsque l’approximation est effectuée

analytiquement et AS lorsque les résultats sont obtenus asymptotiquement.
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(i.e. sans hypothèses sur les valeurs des paramètres du problème), les valeurs optimales des

paramètres de Robin p1 et p2 correspondant à une approximation locale d’ordre 0 des condi-

tions optimales non-locales de transmission. L’étude menée étend le cadre méthodologique

proposé par Dubois (2007) dans le cas stationnaire aux problèmes d’évolution.

Si l’on s’intéresse à l’évolution du facteur de convergence optimisé en fonction des pa-

ramètres du problème, nous constatons que la vitesse de convergence augmente lorsque la

discontinuité des coefficients à l’interface augmente également. A contrario, plus la gamme

de fréquences temporelles présentes est large (i.e. plus le ratio
ωmax

ωmin

est grand) plus la vitesse

de convergence est lente. Celle-ci n’est donc pas indépendante du pas de temps utilisé lors

de la discrétisation du problème continu.
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TOWARDS AN OPTIMIZED GLOBAL-IN-TIME SCHWARZ
ALGORITHM FOR DIFFUSION EQUATIONS WITH

DISCONTINUOUS AND SPATIALLY VARIABLE COEFFICIENTS

PART 1 : THE CONSTANT COEFFICIENTS CASE

FLORIAN LEMARIÉ ∗, LAURENT DEBREU† , AND ERIC BLAYO‡

Abstract. In this paper we present a global-in-time non-overlapping Schwarz method applied
to the one dimensional unsteady diffusion equation. We address specifically the problem with dis-
continuous diffusion coefficients, our approach is therefore especially designed for subdomains with
heterogeneous properties. We derive efficient interface conditions by solving analytically the min-
max problem associated to the search of optimized conditions in a Robin-Neumann case and in a
two-sided Robin-Robin case.

Key words. domain decomposition, waveform relaxation, Schwarz methods

AMS subject classifications. 65M55, 35K15, 76F40

1. Introduction. A number of geophysical phenomena, which may have a strong
societal impact, involve the coupled ocean-atmosphere system (e.g. climate change,
tropical cyclones...). It is therefore often necessary to couple numerical models of the
ocean and of the atmosphere. However, connecting the two model solutions at the
air-sea interface is a difficult problem, which is presently often addressed in a sim-
plified way from a mathematical point of view. Indeed the fluxes exchanged by the
two models are generally not in exact balance. This kind of coupling raises a number
of challenges in terms of numerical simulation since we are considering two highly
turbulent fluids with widely different scales in time and space. It is thus natural to
use some specific numerical treatment to match the physics of the two fluids at their
interface. It is known that, even if numerical models are much more complicated, a
simple one-dimensional diffusion equation can locally satisfactorily approximate the
main features of the flux exchanges between both fluids in the vertical direction. The
corresponding diffusion coefficients are given by an eddy-viscosity closure which pre-
dicts strongly spatially variable diffusion coefficients, see [15]. In order to perform
this coupling in a more consistent way than ad-hoc methods, we propose to adapt a
global-in-time domain decomposition based on optimized Schwarz method, described
in [8] and designed thanks to the pioneering works [5] and [16], to our configuration
with discontinuous and spatially variable coefficients. Indeed Schwarz-like domain
decomposition methods provide flexible and efficient tools for coupling models with
non-conforming time and space discretizations [2]. To circumvent the divergence of
the classical Schwarz method in the case of non-overlapping subdomains, new trans-
mission conditions of Robin type have been proposed in [13]. Then, thanks to the
free parameters associated to the use of Robin conditions, an optimization of the con-
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vergence speed has been proposed in [10] and [16], which is the basis of the so called
optimized Schwarz methods (OSM). This kind of method, originally introduced for
stationary problems has been extended to unsteady cases by adapting the waveform
relaxation algorithms (see [11] and [5]), to provide a global-in-time optimized Schwarz
method. This notion of optimization of the convergence speed is critical in the con-
text of ocean-atmosphere coupling as the numerical codes which are involved are very
expensive from a computational point of view. In the present series of two papers, we
intend to derive interface conditions leading to an efficient Schwarz coupling algorithm
between two unsteady diffusion equations. The convergence properties of this kind
of problem have already been extensively studied in the case of a constant diffusion
coefficient having the same value in all subdomains [6]. Moreover there exists a few
results in the case of coefficients taking different constant values in the different sub-
domains [7] (in the more general case of advection-diffusion-reaction equations). In
the present papers, we extend these studies to the general case of diffusion coefficients
which vary in each subdomain and whose values are different on both sides of the
interface.

In this first paper we consider the case of diffusion coefficients which are constant
in each medium, but discontinuous at their interface. We study a zeroth order two-
sided optimized method by considering two different Robin conditions on both sides
of the interface. In the second paper [12], the impact of the spatial variability in each
medium of the diffusion coefficients on the convergence speed is studied.

This first paper is organized as follows. In section 2, we recall the basics of
optimized Schwarz methods in the framework of time evolution problems. Sections
3 and 4 are dedicated to the study of two algorithms in the case of discontinuous
but constant in each subdomain coefficients. In section 3 we determine the minimax
problem solution for a simplified algorithm with only one Robin condition combined
with a Neumann condition. Finally in section 4, we address the more general case
of two-sided optimized Robin-Robin transmission conditions, which are determined
through a study of the behaviour of the convergence factor.

2. Model problem and Optimized Schwarz Methods. Our guiding exam-
ple is the one dimensional diffusion equation

Lu = ∂tu − ∂x(D(x)∂xu) = f in Ω × [0, T ] (2.1)

with Ω =] − L1, L2[, (L1, L2 ∈ IR+) and D(x) > 0, x ∈ Ω. This problem is comple-
mented by an initial condition

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω, (2.2)

and boundary conditions

B1u(−L1, t) = g1 B2u(L2, t) = g2 t ∈ [0, T ]. (2.3)

where B1 and B2 are partial differential operators.

In the whole paper we assume that u0 ∈ H1(Ω), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), and D(x)
bounded in L∞-norm. Note that, in actual applications, such assumptions are gener-
ally fulfilled. Existence and uniqueness results for this problem can be proved following
[7].
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[ ]

{ {Ω1 Ω2

B1u1 = g1 B2u2 = g2

x = −L1 x = L2
D1(x) D2(x)

x = 0

{
F1u1 = F2u2

G2u2 = G1u1

Fig. 2.1. Decomposition of the spatial domain Ω into two non-overlapping subdomains.

2.1. Formulation of global-in-time Schwarz method. Let us now consider
a case with discontinuous diffusion coefficients which could be representative of a
coupling between media with heterogeneous physical properties. In this case each
subdomain has its own diffusion profile Dj(x), (j = 1, 2). This corresponds to a
splitting of our domain Ω into two non-overlapping domains Ω1 and Ω2 (as described
on figure 2.1) which communicates through their common interface Γ = {x = 0} (note
that there can be various reasons for such a splitting: different physics, parallelization
and/or different numerical treatment requirements). The non-overlapping global-in-
time Schwarz algorithm consists in solving iteratively subproblems on Ω1 × [0, T ] and
Ω2 × [0, T ] using as an interface condition at x = 0 the corresponding values calculated
at the previous iteration on the other subdomain. The operator L defined previously
is separated into two operators Lj = ∂t − ∂x(Dj(x)∂x) restricted to Ωj (j = 1, 2). If
we introduce the operators F1, F2, G1 and G2 to define the interface conditions, the
algorithm reads




L1u
k
1 = f in Ω1 × [0, T ]

uk
1(x, 0) = uo(x) x ∈ Ω1

B1u
k
1(−L1, t) = g1 t ∈ [0, T ]

F1u
k
1(0, t) = F2u

k−1
2 (0, t) in Γ × [0, T ]





L2u
k
2 = f in Ω2 × [0, T ]

uk
2(x, 0) = uo(x) x ∈ Ω2

B2u
k
2(L2, t) = g2 t ∈ [0, T ]

G2u
k
2(0, t) = G1u

k
1(0, t) in Γ × [0, T ]

(2.4)
where k = 1, 2, ... is the iteration number and where the initial guess u0

2(0, t) is given.
This corresponds to the so-called ”multiplicative” form of the Schwarz algorithm.

If we replace the interface condition G2u
k
2 = G1u

k
1 on Ω2 by G2u

k
2 = G1u

k−1
1 , then we

obtain the ”parallel” version of the algorithm. The multiplicative form converges
more rapidly than the paralell one but prevents from solving subproblems in parallel
(this problem can be circumvented when we are considering more than two subdo-
mains). Note that the study presented in this paper uses the multiplicative form of
the algorithm but the results would be exactly the same for the parallel form. The
usual algorithmic approach applied to ocean-atmosphere climate model generally cor-
responds to one iteration of the algorithm (2.4) without reaching the convergence, see
[3].

A key point for an efficient coupling is to define a good consistency criterion on
the interface Γ by the mean of operators Fj and Gj (j = 1, 2). In our context we will
require the equality of the subproblems solutions and of their fluxes on the interface.
The most natural choice to obtain such a connection consists in choosing

F1 = D1(0)
∂

∂x
F2 = D2(0)

∂

∂x
G1 = G2 = Id (2.5)
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However as proposed in [13], in order to optimize the convergence speed, we can use
mixed boundary conditions of Robin type

Fj = Dj(0)
∂

∂x
+ Λ1 Gj = Dj(0)

∂

∂x
+ Λ2 (j = 1, 2) (2.6)

This type of condition has the advantage to add operators, Λ1 and Λ2, in our coupled
problem, which can greatly improve the convergence speed if correctly chosen, as we
will see later. In this paper we will focus our attention on Robin-Robin type of trans-
mission conditions since Dirichlet-Neumann type algorithms converge quite slowly,
except for large discontinuities between the coefficients D2 and D1 (the convergence
rate is given by the ratio between D1 and D2).
We have now formulated the coupling problem that we want to address. As mentioned
previously, the convergence properties of this kind of problem have been extensively
studied in the case of constant and continuous diffusion coefficients [6], and there
exists also a few results in the case of constant and discontinuous coefficients [7] in
the more general case of advection-diffusion-reaction equations.
In this first paper we propose to investigate the problem with diffusion coefficients
which are constant on each subdomain and discontinuous at the interface, i.e. Dj(x) = Dj ,
with Dj > 0 and D1 6= D2. In this case we will be able to prove the convergence of
algorithm (2.4) and to determine optimal choices for the Λj operators, under some
constraints on the parameters of the problem.

2.2. Convergence of the algorithm. A classical approach to demonstrate the
convergence of the algorithm is to introduce the error ek

j between the exact solution

u⋆ and the iterates uk
j , j = 1, 2. If we consider our model problem (2.4) with constant

coefficients, by linearity the system satisfied by ek
1 and ek

2 is a homogeneous diffusion
equation with homogeneous initial condition :





∂ek
1

∂t
− ∂

∂x

(
D1

∂ek
1

∂x

)
= 0 in Ω1 × [0, T ]

ek
1(x, 0) = 0 x ∈ Ω1

B1e
k
1(−L1, t) = 0 t ∈ [0, T ]

(D1∂x + Λ1) ek
1(0, t) = (D2∂x + Λ1) ek−1

2 (0, t), in Γ × [0, T ]





∂ek
2

∂t
− ∂

∂x

(
D2

∂ek
2

∂x

)
= 0 in Ω2 × [0, T ]

ek
2(x, 0) = 0 x ∈ Ω2

B2e
k
2(L2, t) = 0 t ∈ [0, T ]

(D2∂x + Λ2) ek
2(0, t) = (D1∂x + Λ2) ek

1(0, t), in Γ × [0, T ]

(2.7)

The following part of our analysis is based on a Fourier transform in time denoted for
any g ∈ L2(IR) by ĝ = F(g), by considering T → ∞. Note that in our study all the
functions are chosen equal to zero for negative time. By a Fourier transform in time
the partial differential equations (2.7) reduce to the following ordinary differential
equations

iωêk
j − Dj

∂2êk
j

∂x2
= 0 j = 1, 2 (2.8)

For ω ∈ IR∗ the characteristic roots are

σ+
j =

√
iω

Dj
=

√
|ω|
2Dj

(1 +
|ω|
ω

i) and σ−

j = −σ+
j (2.9)
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To simplify the study, we assume that L1, L2 → ∞ and that ej tends to zero for
x → ∞ we find that

ê1(x,ω) = α(ω)eσ+
1 x ê2(x, ω) = β(ω)eσ−

2 x (2.10)

Note that the particular case ω = 0 would correspond to the existence of a stationary
part in the error. However, since the error is initially zero, such a stationary part is
also necessarily zero.

The functions α(ω) and β(ω) are determined using Robin interface conditions at
x = 0. If we define λj as the symbol of operators Λj (j = 1, 2), i.e.

∀g ∈ L2(IR) Λ̂jg(ω) = λj(ω)ĝ(ω) ∀ω ∈ IR∗ (2.11)

α and β at iteration k satisfy the equalities





(D1σ
+
1 + λ1)α

k(ω) = (D2σ
−

2 + λ1)β
k−1(ω)

(−D2σ
−

2 + λ2)β
k(ω) = (−D1σ

+
1 + λ2)α

k(ω)
(2.12)

We can define a convergence factor ρ of the Schwarz algorithm by

ρ(ω) =

∣∣∣∣
êk
1(0, ω)

êk−1
1 (0, ω)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

êk
2(0, ω)

êk−1
2 (0, ω)

∣∣∣∣ (2.13)

Therefore, given (2.10), ρ(ω) =

∣∣∣∣
αk(ω)

αk−1(ω)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

βk(ω)

βk−1(ω)

∣∣∣∣. Using (2.12) we obtain

ρ(ω) =

∣∣∣∣
(λ1(ω) + D2σ

−

2 )

(λ1(ω) + D1σ
+
1 )

(λ2(ω) − D1σ
+
1 )

(λ2(ω) − D2σ
−

2 )

∣∣∣∣ (2.14)

At this point, we are not able to conclude on the convergence (or the divergence)
of our algorithm because the operators Λj have not been explicitly determined. As
we will see in the next section, this is often a difficult task to choose them in an
appropriate way. The main difficulty comes from the fact that the convergence factor
is formulated in the Fourier space, which leads to act on symbols λj but not directly
on pseudo-differential operators Λj in the physical space.

2.3. Optimized Schwarz Method. The question we intend to adress in this
section is: how to choose the transmission conditions in order to obtain the quickest
possible convergence ? According to (2.14) we can easily see that the most effective
symbols are those which cancel the convergence factor. Therefore they ensure a
convergence in only two iterations. Their expressions read

λopt

1 = −D2σ
−

2 =

√
|ω|D2

2
(1 +

|ω|
ω

i) λopt

2 = D1σ
+
1 =

√
|ω|D1

2
(1 +

|ω|
ω

i)

(2.15)
These symbols correspond to so-called absorbing conditions. Unfortunately, since
these optimal symbols are not polynomials in iω, the absorbing conditions are non
local in time in the physical space. Indeed

Λjuj(x, t) = F−1(λj) ∗ uj(x, t) =

∫ +∞

−∞

F−1(λj)(τ) uj(x, t − τ) dτ (2.16)
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As a consequence, the new problem now is to find local operators which are a good
approximation of nonlocal ones. By noting that

∀f ∈ Cn ∩ L1(IR), k ∈ [[1, n]] f̂ (k)(ξ) = (iω)kf̂(ξ) (2.17)

the aim is thus to find a polynomial form in iω which is a good approximation of λopt

j .
There are mainly two approaches for such an approximation. The first one consists
in a low frequency approximation, namely a Taylor expansion for a small ω, but this
methodology is unrelevant in our study because we want to be able to consider a
wide range of frequencies. The second and more sophisticated approach is to solve a
minimax problem in order to determine local operators that optimize the convergence
speed over the full range of frequencies [ωmin, ωmax]. For a zeroth order approxima-
tion we look for parameters pj ∈ IR such that λopt

j ≈ pj , which are solutions of the
optimization problem

min
p1,p2∈IR

(
max

ω∈[ωmin,ωmax]
ρ(p1, p2, ω)

)
(2.18)

Because in practice we are working on a discrete problem the frequencies allowed by

our temporal grid range from ωmin =
π

T
to ωmax =

π

∆t
where ∆t is the time step.

Similarly, looking for a first order approximation would consist in making the approx-

imation λopt

j ≈ pj + iω qj , and solving min
pj ,qj∈IR

(
max

ω∈[ωmin,ωmax]
ρ(p1, p2, q1, q2, ω)

)
. The

analytical resolution of problem (2.18) is not an easy task: indeed the minimisation
of a maximum is known to be one of the most difficult problem in optimization the-
ory. On top of that, we are working on an optimization for two parameters p1 and
p2 (4 parameters for the first order approximation) which strengthen the difficulty.
Some analytical results exist in the case of two-sided optimisation for 2D steady-state
diffusion equation in [14] and [4], and for 2D Helmholtz equation in [9]. In [7], in the
case of an advection-diffusion-reaction problem, the asymptotic solution of (2.18) for
∆t → 0 and for a positive advection is found in two particular cases: first p1 = p2

(one-sided), and second p1 6= p2 (two-sided) but D1 = D2. In this paper we intend to
study the complete minmax problem (2.18), without asymptotic development and in
the general case p1 6= p2 and D1 6= D2.

Solving numerically the previous minimax problems is quite expensive from a
computational point of view, and this optimization must be performed for any change
in the values of D1 and D2. That is why we intend in the following to find an
analytical solution in the case of a zeroth order approximation. This will be done
with two different sets of interface conditions, namely Neumann-Robin and Robin-
Robin.

3. Optimized Schwarz method with Neumann-Robin interface condi-
tions. It sometimes happens that one of the two subdomains corresponds to a model
seen as a ”blackbox”, which inputs and outputs are fluxes (i.e. Neumann conditions).
This may be the case for example when one has to couple his own model with an
”external” model the source code of which he cannot access or he does not want to
modify.

In this section, we will assume that the solution in Ω2 is subject to a Neumann
boundary condition. This relatively easy case is also treated separately because it
introduces several basic ideas of the more general Robin-Robin interface conditions.
Imposing a Neumann boundary condition for the solution u2 on Γ corresponds to the
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choice of Λ2 = 0 in the previous general formulation. The convergence factor ρNR (NR
stands for ”Neumann-Robin”), obtained from (2.14), reduces to

ρNR =

∣∣∣∣
D1σ

+
1

D2σ
−

2

(D2σ
−

2 + λ1)

(D1σ
+
1 + λ1)

∣∣∣∣ (3.1)

Introducing ζ =
√

|ω|D1, γ =

√
D2

D1
, λ1 =

√
ζminζmax

2
p (p ∈ IR), and using the ex-

pression (2.9) for σ+
1 and σ−

2 , we obtain

ρNR(p, ζ) =
1

γ

√
(p − γζ)2 + γ2ζ2

(p + ζ)2 + ζ2 (3.2)

with ζ = ζ/
√

ζmaxζmin.
It can easily be shown that for p > 0, γ > 0 and ζ > 0 we have ρNR(p, ζ) < ρNR(−p, ζ).
We can thus assume that p is strictly positive for our study. We define an addition-
nal parameter µ =

√
ζmax/ζmin, we thus get that ζ varies between ζmin = µ−1 and

ζmax = µ.
We now aim at optimizing the convergence speed, by finding p⋆ the solution of

the minimax problem:

min
p>0

(
max

ζ∈[µ−1,µ]
ρNR(p, ζ)

)
. (3.3)

Theorem 3.1 (Optimized Robin parameter). The analytical solution of the
minimax problem (3.3) is given by

p⋆ =
1

2

(
−v⋆ +

√
8γ + (v∗)2

)
(3.4)

where

v⋆ = (1 − γ)β, with β = µ + 1/µ

Proof : first we study the behaviour of the derivative of ρNR with respect to ζ and

p (with ζ ≥ 0 and p ≥ 0). We define the variable q by q = p/
(
γ − 1 +

√
1 + γ2

)
. q

will not be used in the computations but simplifies the proof of the two followings
properties: restriction of the parameter range and equioscillation property.

Restriction of the parameters range. We get that

Sign

(
∂ρNR

∂p

)
= Sign (q − ζ) (3.5)

Looking at the sign of the derivative of ρNR with respect to p, it appears that, for all
values of ζ, ρNR is a decreasing function of p for q < ζmin = µ−1. This proves that
q⋆ ≥ ζmin. A similar argument shows that q⋆ ≤ ζmax.
This shows that the optimized parameter q⋆ must satisfy

1/µ ≤ q⋆ ≤ µ (3.6)

Along with (3.5), this shows that the convergence factor has to be a decreasing func-
tion of p at ζ = 1/µ and an increasing function of p at ζ = µ.
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Equioscillation property. Let’s have a look at the derivative of ρNR with re-
spect to ζ.

Sign

(
∂ρNR

∂ζ

)
= Sign (ζ − q) (3.7)

This relation implies that ρNR has a local minima between µ−1 and µ. The maxi-
mum value of the convergence factor is thus attained either at ζ = 1/µ or at ζ = µ
(or both). If we assume ρNR(p, µ−1) < ρNR(p, µ) it is always possible to decrease
the maximum value of ρNR(p, ζ) by decreasing the value of p so that we must have
ρNR(p, 1/µ) ≥ ρNR(p, µ).
A similar argument shows that ρNR(p, µ) ≥ ρNR(p, 1/µ). Thus the optimal parameter
must satisfy the equioscillation property ρNR(p⋆, 1/µ) = ρNR(p⋆, µ).
After simple computations, we find that p⋆ must be the solution of

(γ − 1) (µ + 1/µ) +
2γ

p⋆
− p⋆ = 0

If we introduce v⋆ =
2γ

p⋆
− p⋆, v⋆ = (1 − γ) (µ + 1/µ) and the unique positive solution

of the equation v⋆ =
2γ

p⋆
− p⋆ is given by p⋆ =

1

2

(
−v⋆ +

√
8γ + (v⋆)2

)
. �

We found that the convergence factor satisfies an equioscillation property. This con-
cept of equioscillation property comes from the Chebyshev’s alternant theorem (or
equioscillation theorem). This theorem states that for a given continuous function u
on [a, b], Pu(x) is the best polynomial approximation of u in PN [X] in the sense of
the L∞-norm if and only if we can find N + 2 points xj in [a, b] such that |u − Pu| is
maximum for each xj , i.e. ∀j, |u(xj) − Pu(xj)| = max

x∈[a,b]
|u − Pu|. The similarities be-

tween the Chebyshev’s theorem and Optimized Schwarz Method are clearly exposed
in [4] and [1].
A typical optimized convergence factor ρNR(p⋆) is shown in figure 3.1 for γ = 5, µ = 6.

1 2 3 4 5 6

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

ρNR(p!, ζ)

ζ

Fig. 3.1. Behaviour of ρNR(p⋆, ζ) with respect to ζ, for γ = 5 and µ = 6.

Figure 3.2 shows the variation with γ of the convergence factor and the optimal pa-
rameter p⋆ for µ = 2 and µ = 6. Note that the ratio between minimum and maximum
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frequencies
ωmax

ωmin
is given by

ωmax

ωmin
= µ4 which equals 16 for µ = 2 and 1296 for µ = 6.

We look at three particular cases: γ → 0+, γ = 1 and γ → ∞.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

γ

ρNR(γ)

µ=2
µ=6

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0

2

4

6

8

10

12

µ=2
µ=6

γ

p!(γ)

Fig. 3.2. Convergence factor (left) and optimal parameter p⋆ (right) for µ = 2 and µ = 6 as a
function of γ

• γ → 0+ (D1 ≫ D2)

lim
γ→0+

ρ⋆
NR =

√
1 − 2

β2
, lim

γ→0+
p⋆ = 0

The minimum value of the convergence factor is attained at µ = 1 (i.e. β = 2)

and is equal to

√
2

2
. When µ is increased, the convergence is very slow. The

optimal boundary condition tends towards a Neumann-Neumann operator.
• γ = 1 (D1 = D2)

ρ⋆
NR =

√
β −

√
2

β +
√

2
, p⋆ =

√
2

ρ⋆
NR approaches 1 when µ (or β) is increased.

• γ → +∞(D1 ≪ D2)

lim
γ→+∞

ρ⋆
NR = 0, lim

γ→+∞
p⋆ = +∞

When γ tends to +∞, the convergence is very fast (the convergence factor
approaches 0) and the optimal boundary condition tends towards a Neumann-
Dirichlet operator. The Dirichlet boundary condition has to be imposed at
the boundary of the domain with the smaller diffusion coefficient (Ω1).

We conclude that zeroth-order optimized Neumann-Robin boundary conditions are
only efficient when D1 ≪ D2. In the next section, we study the zeroth-order two-sided
Robin-Robin boundary conditions.

4. OSM for a diffusion problem with discontinuous (but constant) co-
efficients: two-sided Robin transmission conditions. Let’s suppose now that
we have access to both numerical codes. In this configuration the best strategy is to
optimize the conditions on both sides of the interface to obtain a faster convergence
speed.
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By keeping the notations ζ, ζ, µ and γ defined in the previous section and by approxi-

mating λopt
1 and λopt

2 respectively by

√
ζminζmax

2
p2 and

√
ζminζmax

2
p1 the convergence

factor ρRR reads

ρRR(p1, p2, ζ) =

√(
(p1 − ζ)2 + ζ2

) (
(p2 − γζ)2 + γ2ζ2

)
(
(p1 + γζ)2 + γ2ζ2

) (
(p2 + ζ)2 + ζ2

) (4.1)

We can easily demonstrate that, for nonnegative fixed values of ζ and γ and for
p1, p2 > 0 we have ρRR(p1, p2, ζ) < ρRR(−p1,−p2, ζ), as well as
ρRR(p1, p2, ζ) < ρRR(p1,−p2, ζ) and ρRR(p1, p2, ζ) < ρRR(−p1, p2, ζ). Those three in-
equalities show that we can restrict our study to strictly positive values of p1 and p2

(note that p1 = 0 or p2 = 0 corresponds to the Neumann-Robin case studied previ-
ously, and that p1 = p2 = 0 leads to a Neumann-Neumann type algorithm).
In the following, we will suppose that γ ≥ 1. The problem being now symmetric,
optimal parameters p1 and p2 for the case γ ≤ 1 can be obtained by interverting
optimal values for the case γ ≥ 1.
The next step is now to tune the values of the free parameters p1 and p2 to improve
the convergence properties. As mentioned previously the most powerful way to do
this is to solve the following optimisation problem

min
p1,p2>0

(
max

ζ∈[µ−1,µ]
ρRR(p1, p2, ζ)

)
(4.2)

4.1. Behaviour of the convergence factor with respect to the Robin
parameters. First, we propose to study the behaviour of ρRR with respect to the
parameters p1 and p2. Let us introduce two new parameters q1 and q2 defined by

q1 =
p1

1 − γ +
√

1 + γ2
q2 =

p2

γ − 1 +
√

1 + γ2
(4.3)

We first remark that for γ ≥ 1 and q1 ≤ q2, we have ρRR(p1, p2, ζ) ≤ ρRR(p2, p1, ζ).
This proves that the optimal parameters satisfy q⋆

1 ≤ q⋆
2 . This implies that p1 ≤ p2 and

that p1 <p2 if γ > 1. This immediately proves that one-sided (p1 = p2) Robin-Robin
boundary conditions are not optimal as soon as γ > 1.

Restriction of the parameters range. It can easily be shown that Sign

(
∂ρRR

∂p1

)
=

Sign(q1 − ζ) and Sign

(
∂ρRR

∂p2

)
= Sign(q2 − ζ). This implies that

∂ρRR

∂p1
> 0 when ζ < q1

∂ρRR

∂p1
< 0 when ζ > q1

∂ρRR

∂p2
> 0 when ζ < q2

∂ρRR

∂p2
< 0 when ζ > q2

(4.4)

Looking at the sign of the derivatives of ρRR with respect to p1 and p2, it appears that
if we choose q1 < ζmin = µ−1, we can decrease the convergence factor by increasing

p1, indeed
∂ρRR

∂p1
< 0,∀q1 > ζmin. A similar argument shows that q2 ≤ ζmax. This

shows that the optimized parameters q⋆
1 and q⋆

2 must satisfy

µ−1 ≤ q⋆
1 < q⋆

2 ≤ µ (4.5)

(4.4) and (4.5) imply that at ζ = 1/µ, ρRR is an increasing function of p1 and p2 (or
q1 and q2) while at ζ = µ, ρRR is a decreasing function of p1 and p2 (or q1 and q2).
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4.2. Extrema of ρRR with respect to ζ. The next step to solve (4.2) an-
alytically is to find the location of the extrema of ρRR(p1, p2, ζ, γ) with respect to
ζ.

Theorem 4.1 (Extrema of ρRR(ζ) ). ρRR(p1, p2, ζ) has one or three positive local
extrema. In the case of one extremum, it corresponds to a minimum and is located at

χ =

√
p1p2

2γ
.

Proof: We start by the following property that can easily be verified:

ρRR (p1, p2, ζ) = ρRR

(
p1, p2, χ

2/ζ
)
, where χ =

√
p1p2

2γ

After derivation with respect to ζ, this leads to

∂ρRR

∂ζ
(p1, p2, ζ) = −χ2

ζ2

∂ρRR

∂ζ
(p1, p2, χ

2/ζ) (4.6)

which shows that
∂ρRR

∂ζ
(p1, p2,±χ) = 0.

∂ρRR (p1, p2, ζ)

∂ζ
has the sign of P (ζ) a (unitary) sixth order polynomial. Thus P (ζ)

has either two or six real roots, two of them being given by ζ = ±χ.
Let’s suppose that P (ζ) has six real roots. We are going to show that only three of
these six roots (including ζ = χ) are positive. From (4.6) we see that if ζ0 is a root
of P (ζ), ζ1 = χ2/ζ0 is a root too.
Let’s suppose that the four other roots are positive. Then we have

ζ5 = −χ ≤ 0 ≤ ζ6 ≤ ζ1 ≤ ζ2 = χ ≤ ζ3(=
χ2

ζ1

) ≤ ζ4(=
χ2

ζ6

)

and the sum of the six roots must be greater than 2χ. However the sum of the six
roots of P (ζ) is given by −a5 where a5 is the coefficient of the ζ5 term and is equal

to a5 =
(γ − 1)(p2 − p1)

γ
. Using the fact that γ ≥ 1 and that (4.5) implies p2 ≥ p1,

−a5 cannot be positive so that we conclude that we have at most three posivite roots
of P (ζ).
It can be verified that P (0) < 0 and P (+∞) > 0 so that if only one positive root
exist (at ζ = χ), it is a local minimum. �

4.3. Equioscillation of ρRR at the end points. Theorem 4.2 (Equioscilla-
tion at the end points). The optimized convergence factor ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, ζ) satisfies

• ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, χ) ≤ max

(
ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, µ

−1), ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, µ)

)

• the equioscillation property:
ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, µ

−1) = ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, µ) which holds only for p⋆

1p
⋆
2 = 2γ

Proof: We first demonstrate that ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, χ) ≤ max

(
ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, µ

−1), ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, µ)

)
.

If χ is the only positive root of
∂ρRR(ζ)

∂ζ
, this is trivial since χ is a local minimum.

Let’s look at the case where there are three positive roots, in this case χ is a local
maximum.
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From the identity χ =

√
p1p2

2γ
=

√
q1q2 and (4.5) 1/µ ≤ q1 ≤ q2 ≤ µ we get

1/µ ≤ q1 ≤ χ =
√

q1q2 ≤ q2 ≤ µ (4.7)

We already know that at ζ = 1/µ, ρRR is a decreasing function of q1 and that at ζ = µ,
ρRR is an increasing function of q1. (4.7) shows that at ζ = χ, ρRR is an increasing
function of q1 since q1 ≤ χ. If we suppose that ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, χ) ≥ ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, µ

−1) then
we always can decrease q1 (or p1) such that it improves the convergence factor (by
reducing the values both at ζ = χ and at ζ = µ). Playing with q2 we can similarly
prove that ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, χ) ≤ ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, µ).

Note that this also demonstrates that ζ1 ≥ 1/µ and ζ3 ≤ µ.
This is sufficient to fully describe the behaviour of the convergence factor with respect
to q1, q2 and ζ, as shown in figure 4.1. In practice, the two cases will be differentiated
by the sign of the second order derivate of ρRR(p1, p2, ζ) at ζ = χ.

χ
ζ

ζ1
ζ3

ρRR(p1, p2, ζ)

1/µ µχ
ζ

ρRR(p1, p2, ζ)

1/µ µ

∂2ρRR

∂ζ2 (p1, p2, χ) ≥ 0
∂2ρRR

∂ζ2 (p1, p2, χ) ≤ 0

Fig. 4.1. Behaviour of the convergence factor with respect to ζ

The following proves that the values taken by ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, ζ) at the two end points

ζ = 1/µ, ζ = µ are equal.
Indeed if we consider ρRR(p1, p2, 1/µ) < ρRR(p1, p2, µ) (resp. ρRR(p1, p2, 1/µ) > ρRR(p1, p2, µ)),
it is always possible to decrease the maximum value of ρRR(ζ) by increasing (resp.
decreasing) the values of p1 (resp. p2). Thus the optimal parameters must satisfy
ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, µ

−1) = ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, µ): the equioscillation property.

This holds for

(p1 + p2)(2γ − p1p2)S(p1, p2, µ, γ) = 0 (4.8)

with

S(p1, p2, µ, γ) = 2
[
(1 + γ2) − γ(µ + µ−1)2

]
p1p2 + (γ − 1)(µ + 1/µ)(p1 − p2)(2γ + p1p2)

+ 2γ(p1 − p2)
2 − (2γ − p1p2)

2 (4.9)

Obviously all couple p1, p2 that satisfies the relation p1p2 = 2γ are solutions to (4.8).
We are now going to show that there are no other admissible values. Other potential
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solutions of the problem are the solutions of S(p1, p2, µ) = 0. S can be seen as a
second order polynomial in p2 and thus have two real solutions:

p2 = f1(p1) p2 = f2(p1) (4.10)

If we assume that p2 is related to p1 with one of the relations (4.10), looking at the
figure 4.1 we can argue that for any couple (p1, p2) we must have dp2/dp1 < 0 to
satisfy an equioscillation property. Indeed let ρ†RR(p1, ζ) be defined by

ρ†RR(p1, ζ) = ρRR(p1, p2(p1), ζ)

Then

∂ρ†RR(p1, ζ)

∂p1
=

∂ρRR(p1, p2(p1), ζ)

∂p1
+

∂ρRR(p1, p2(p1), ζ)

∂p2

dp2

dp1
(4.11)

We have already proved that the following properties must hold

∂ρRR(p1, p2(p1), 1/µ)

∂p1
> 0,

∂ρRR(p1, p2(p1), 1/µ)

∂p2
> 0

∂ρRR(p1, p2(p1), µ)

∂p1
< 0,

∂ρRR(p1, p2(p1), µ)

∂p2
< 0

(4.12)

If we suppose dp2/dp1 > 0 then (4.11) and (4.12) show that ρ†RR(p1, 1/µ) is an in-
creasing function of p1 while ρ†RR(p1, µ) is a decreasing function of p1, thus (4.12) and
the equioscillation property cannot be satisfied at the same time if dp2/dp1 > 0.
It can be shown that the two solutions given by (4.10) do not verify this last condi-
tion. Indeed one can prove that we have df1/dp1 > 0 and df2/dp1 > 0. Details of the
computations are omitted here but we mention that the only conditions necessary to
find this result are γ > 0, µ > 1.
We can conclude that p1p2 = 2γ is the only solution which leads to an equioscillation
property. �

Let us mentioned that this implies that χ =

√
p1p2

2γ
= 1 and that

ρRR(p⋆
1, p

⋆
2, ζ) = ρRR(p⋆

1, p
⋆
2, 1/ζ) ∀ζ ∈ [1/µ, µ]

4.4. Solution of the minmax problem. The convergence factor is now a
function of p1 and ζ only:

ρ†RR(p1, ζ) = ρRR(p1, 2γ/p1, ζ)

Lemma 4.3. The solution of the minmax problem is given by the solution of the
minimization of ρ†

RR
(p1, 1/µ). The minimization must be done under the constraint

that p⋆
1 ≥ p⋆,equi

1 where p⋆,equi
1 is the solution of the three points equioscillation problem

ρ†
RR

(p1, 1) = ρ†
RR

(p1, 1/µ) = ρ†
RR

(p1, µ)
Figure 4.1 ables us to remark that the resolution of the minmax problem corresponds
to the minimization of ρ†RR(p1, 1/µ) (or ρ†RR(p1, µ)) with respect to p1. If we are in
the case where χ = 1 is a local maximum, the additional constraint given by theorem
(4.2) must be imposed

ρ†RR(p1, 1) ≤ ρ†RR(p1, 1/µ) (4.13)
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Knowing that p1p2 = 2γ or equivalently q1q2 = 1, the range of admissible values given
by (4.5) can now be written 1/µ ≤ q1 ≤ 1 and translates in terms of the variable p1:

p1 ∈ [p1,min, p1,max] where p1,min = (1− γ +
√

1 + γ2)/µ, p1,max = (1− γ +
√

1 + γ2)
(4.14)

Moreover it can be shown that ρ†RR(p1, 1) is a decreasing function of p1. So that the

constraint (4.13) can also be written p⋆
1 ≥ p⋆,equi

1 where p⋆,equi
1 is the solution of a three

points equioscillation problem ρ†RR(p⋆,equi
1 , 1) = ρ†RR(p⋆,equi

1 , 1/µ)(= ρ†RR(p⋆,equi
1 , µ)).

We are now looking at the minimization of ρ†RR(p1, 1/µ) for p1 ∈ [p1,min, p1,max].
Lemma 4.4. For γ > 1, the derivative of ρ†

RR
(p1, 1/µ) has exactly one root in the

range [p1,min, p1,max]. This root corresponds to a local minimum of ρ†
RR

(p1, 1/µ). In

the special case γ = 1, p1 = p1,max(=
√

2) is always a root of
∂ρ†RR

∂p1
(p1, 1/µ).

The derivative of ρ†RR(p1, 1/µ) can be written under the following form:

∂ρ†RR

∂p1
(p1, 1/µ) = g(p1, µ)N(p1, µ)

where g is a strictly positive function and N(p1, µ) a six order polynomial in p1. The
change of variable v = 2γ/p1 − p1 transforms N(p1, µ) in

N(p1, µ) = p3
1Q(v)

where Q(v) is the third order polynomial given by

Q(v) = 8(γ − 1)(1 + γ2) + 2β(γβ2 − 3(1 + γ2))v + 2(γ − 1)β2v2 − βv3 (4.15)

where β = 1/µ + µ.
It can be shown that, for γ > 1, this polynomial has only one root in [vmin, vmax]
where, according to (4.14), vmin and vmax are given by

vmin = 2(γ − 1), vmax = (γ − 1)β +
√

1 + γ2
√

β2 − 4 (4.16)

This root corresponds to a minimum of ρ†RR(p1, 1/µ) since it can be found that

∂ρ†RR

∂p1
(p1,min, 1/µ) ≤ 0 and

∂ρ†RR

∂p1
(p1,max, 1/µ) ≥ 0.

For γ = 1, v = vmin = 0 (i.e. p1 = p1,max =
√

2) is always a root of Q(v).
Figure 4.2 exhibits the variations of ρ†RR(p1, 1/µ) with p1. pmin

1 is the location of the
minimum of ρ†RR(p1, 1/µ) over [p1,min, p1,max].
The solution of the constrained minimization problem is now easily handled: if
pmin
1 ≤ p⋆,equi

1 the solution of the minmax problem is given by p⋆,equi
1 , otherwise

the solution of the minmax problem is given by pmin
1 .

The inequality pmin
1 ≤ p⋆,equi

1 is satisfied if and only if
∂ρ†RR

∂p1
(p⋆,equi

1 , µ) ≥ 0 or equiva-

lently Q(v⋆,equi) ≥ 0 (where v⋆,equi = 2γ/p⋆,equi
1 − p⋆,equi

1 ).

Finaly the following result will be useful: for v ≥ vmax or equivalently p1 ≤ p1,min we

have Q(v) ≤ 0

(
or

∂ρ†RR(p1, 1/µ)

∂p1
≤ 0

)
. Indeed using relation (4.11) at ζ = 1/µ:

∂ρ†RR(p1, 1/µ)

∂p1
=

∂ρRR(p1, p2(p1), 1/µ)

∂p1
+

∂ρRR(p1, p2(p1), 1/µ)

∂p2

dp2

dp1
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pmin
1

p1

ρ†RR(p1, 1/µ)

p1,min p1,max pmin
1

p1

ρ†RR(p1, 1/µ)

p1,min p1,max

Fig. 4.2. Behaviour of ρ†
RR

(p1, 1/µ) with respect to p1. The general case (γ > 1) is on the left
and the special case γ = 1 on the right

If p1 ≤ p1,min,
∂ρRR(p1, p2(p1), 1/µ)

∂p1
< 0, but through the relation p2 = 2γ/p1, we

have p2 ≥ p2,max

(
=
(
γ − 1 +

√
1 + γ2

)
µ
)

so that
∂ρRR(p1, p2(p1), 1/µ)

∂p2
≥ 0. Using

dp2

dp1
= −2γ/p2

1 ≤ 0, this proves that
∂ρ†RR(p1, 1/µ)

∂p1
≤ 0.

We are now left with the problem of finding the solution of the three point equioscil-
lation problem.

Theorem 4.5 (Equioscillation between 3 points). The only parameters p⋆,equi
1

and p⋆,equi
2 , such that p⋆,equi

1 ≤ p1,max, that satisfy an equioscillation of the convergence
factor ρRR between the three points (1/µ, 1, µ) are





p⋆,equi
1 =

1

2

[
−v⋆,equi +

√
8γ + (v⋆)2

]

p⋆,equi
2 = 2γ

(
p⋆,equi
1

)−1

where

v⋆,equi =
1

2

[
(2 + β)(γ − 1) +

√
4(1 + γ)2(β − 1) + β2(γ − 1)2

]
(4.17)

Proof: We have to find the solution of the problem ρ†RR(p1, 1/µ) = ρ†RR(p1, 1).
It can be shown that this is equivalent to the search of the zeros of a fourth order
polynomial R(p1) that can be written under the form

R(p1) = p2
1T (v), T (v) = 2(1 + γ2) − 4γβ + (1 − γ)(2 + β)v + v2

where v is again defined by v = 2γ/p1 − p1.
The unique root of T (v) that satisties v ≥ vmin (i.e. p1 ≤ p1,max) is given by

v⋆,equi =
1

2

[
(2 + β)(γ − 1) +

√
4(1 + γ)2(β − 1) + β2(γ − 1)2

]

and p⋆,equi
1 is deduced from the relation between p1 and v. �

Putting everything together the solution of the minmax problem is given by
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Theorem 4.6. The optimal parameters of the minmax problem are given by




p⋆
1 =

1

2

[
−v⋆ +

√
8γ + (v⋆)2

]

p⋆
2 = 2γ/p⋆

1 = p⋆
1 + v⋆

where

v⋆ =

{
v⋆,equi if Q(v⋆,equi) ≥ 0
v⋆,mini else

and v⋆,equi is given by (4.17). v⋆,mini is the unique solution of Q(v) = 0 over [vmin, vmax].
Proof:All the proof ingredients have been given before. Note that v⋆,equi might be
superior to vmax. But since we have proved that Q(v ≥ vmax) ≤ 0, this case does not
have to be explicitly considered.

Note that this additional result can also be shown :

Q(v⋆,equi) ≥ 0 ⇔ β ≥ 1 +
√

5 or
(
β0 < β < 1 +

√
5 and γ ≥ f(β)

)

where β0 is the root of the fourth order polynomial 16 − 16X − 4X2 + X4 which
approximate value is given by β0 ≈ 2.77294 and the fonction f is given by

f(β) =
(β − 2)3β(β + 2) + (4 + 2β − β2)

√
−16 + 48β − 44β2 + 12β3 + 3β4 − 4β5 + β6

16 − 16β − 4β2 + β4

f(β) for β0 < β < 1 +
√

5 is plotted on figure 4.3. We can remark that f(β) ≥ 1, ∀β
so that the condition γ ≥ f(β) is always false for γ = 1 (continuous case).

2.8 2.9 3 3.1 3.2

5

10

15

20

25

β

f( )β

Fig. 4.3. Switch from a 2 points to a 3 points equioscillations for β0 < β < 1 +
√

5. The 3
points equioscillation occurs when γ ≥ f(β).

It is also interesting to know if χ =
√

p1p2

2γ = 1 is either a local minimum or

a local maximum of the optimized convergence factor by looking at the sign of

∂2ρ†RR

∂χ2
(p1, χ). It can be proved that in terms of the variable v = 2γ/p1 − p1, the

inequality
∂2ρ†RR

∂χ2
(p1, χ) > 0 can be written:

v ≥ v0, where v0 = 2(γ − 1) +
√

2(1 + γ2)
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We deduce that ζ = χ = 1 is a local minimum only if v⋆,mini ≤ v0. This can be
checked by evaluating the polynomial Q(v) in v = v0 and looking at the sign of the
result: if Q(v0) ≤ 0 then v⋆,mini ≤ v0 and we have a local minimum at ζ = χ = 1.
It can be found that

Q(v0) < 0 ⇔ 2 < β < β0 or
(
β0 ≤ β ≤ 2

√
2 and γ < g(β)

)

where β0 =
8 + 5

√
2

2
(
3 + 2

√
2
) +

√
90 + 64

√
2

2
(
3 + 2

√
2
) ≈ 2.44547. The analytical expression of g(β)

is complicated and is not given here. Note that g(β) ≥ 1, ∀β so that, for the special

case γ = 1, Q(v0) < 0 is equivalent to 2 < β ≤ 2
√

2.
Figure 4.4 summarizes the three different domains: 3 points equioscillation, 2 points
equioscillation with χ as a local maximum and 2 points equioscillation with χ as a
local minimum.

1 2 3 4

2

4

6

8

10

12

14

16

18

3 points equioscillation

2 points equioscillation

µ

γ

Fig. 4.4. The three different domains of three points equioscillation (black), two points equioscil-
lation with χ being a local maximum (dark grey) and two points equioscillation with χ being a local
maximum (light grey)

The resulting optimized convergence factor is shown in figure 4.5 with respect to µ
and γ.
We can draw the usual remarks about the convergence properties of the Schwarz al-
gorithms : the convergence speed increases when the discontinuities of the coefficients
(γ) is increased and the convergence speed decreases when µ, an increasing function

of the ratio
ωmax

ωmin
, is increased.

In figures 4.6, 4.7 we compare, for µ = 2 and µ = 6, the results found in the two-sided
case with the one of the section 3 for the Robin-Neumann transmission conditions.
The Robin-Robin approach is highly more efficient than the Robin-Neumann approach
when γ is closed to one. When γ is increased, the two approaches tends towards a
Dirichlet-Neumann operator.
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OPTIMIZED CONVERGENCE FACTOR

µ

γ

Fig. 4.5. Optimized convergence factor with respect to µ and γ (1 ≤ µ ≤ 10, 1 ≤ γ ≤ 100)

0 1 2 3 4 5

0

0.2

0.4

0.6

0.8 ρNR(γ)
ρRR(γ)

γ
0 1 2 3 4 5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ρNR(γ)
ρRR(γ)

γ

Fig. 4.6. Optimized convergence factors for Neumann-Robin and Robin-Robin boundary con-
ditions. µ = 2 (left) and µ = 6 (right)

4.5. The continuous case. Theorem 4.7 (Continuous case). Under the as-
sumptions D1 = D2 = D, the optimal parameters p⋆

1 and p⋆
2 are given by





p⋆
1 =

1

2

[
−v⋆ +

√
8 + (v⋆)2

]

p⋆
2 = 2/p⋆

1 = p⋆
1 + v⋆
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p!,RR
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Fig. 4.7. Optimized parameters for Neumann-Robin and Robin-Robin boundary conditions.
µ = 2 (left) and µ = 6 (right)

where

v⋆ =





2
√

β − 1 if β ≥ 1 +
√

5
√

2β2 − 12 if
√

6 ≤ β < 1 +
√

5

0 if 2 < β <
√

6

Proof: We use the theorem (4.6) which gives the optimal conditions in the general
case.
As already mentioned the condition Q(v⋆,equi) ≥ 0 reduces for γ = 1 to β ≥ 1 +

√
5.

In that case, the solution of the minmax problem is given by v⋆ = v⋆,equi = 2
√

β − 1.

If β < 1 +
√

5, we have to compute v⋆,min the value that cancels Q(v) over [vmin, vmax]

where vmin = 0, vmax = 2
√

β2 − 4.
For γ = 1, the expression (4.15) of the polynomial Q(v) is

Q(v) = −βv
(
v2 − (2β2 − 12)

)

We find that

v⋆,min =

{ √
2β2 − 12 if β ≥

√
6

0 if 2 < β ≤
√

6

Note that when β ≤
√

6, v⋆ = 0 which gives p⋆
1 = p⋆

2 =
√

2, which corresponds to the
zeroth-order one-sided optimal parameters found in [6].
�

Conclusion. We obtained new results for an optimized Schwarz method for non-
overlapping diffusion problems with discontinuous coefficients. This method uses ze-
roth order two-sided Robin transmission conditions i.e. we considered two different
Robin conditions on both sides of the interface. We based our approach on a model
problem with two subdomains, we proved the convergence of the corresponding algo-
rithm and we analytically studied the behaviour of the convergence factor with respect
to the parameters of the problem. We showed that the optimized convergence factor
satisfies an equioscillation property between two or three points depending on the
configurations. In comparison with other methods like the Dirichlet-Robin approach,
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these two-sided Robin-Robin conditions are specially superior when the ratio between
discontinuous coefficients is closed to one.
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3. ALGORITHME DE SCHWARZ OPTIMISÉ POUR UN
PROBLÈME DE DIFFUSION À COEFFICIENTS DISCONTINUS
ET CONSTANTS

3.7 Etude de convergence avec des sous-domaines de

dimension finie

Comme nous l’avons mentionné dans les sections précédentes, afin de démontrer et d’op-

timiser la convergence de l’algorithme de Schwarz on considère généralement que les sous-

domaines en présence sont de taille infinie (L1, L2 → ∞). Ceci revient donc à dire que l’erreur

tend vers zéro à l’infini. Cependant lorsque l’on traite des problèmes en domaine borné le

facteur de convergence que l’on souhaitera optimiser est en théorie différent. La question à

laquelle nous essayons de répondre est : quelle est l’influence de la taille des sous-domaines

sur les valeurs optimales des paramètres de Robin présents dans les conditions d’interface ?

Nous souhaitons ici répondre à cette question afin de proposer un critère pour lequel les

formules analytiques des paramètres de Robin optimaux trouvées précédemment (avec des

sous-domaines infinis) sont valides.

3.7.1 Symboles optimaux en domaine borné

Nous allons ici considérer deux cas : un premier correspondant à des conditions de type

Dirichlet aux limites extérieures des sous-domaines et un second avec des conditions de type

Neumann. Nous définissons λopt,dd

j (resp. λopt,nn

j ) les symboles optimaux correspondants. Sans

entrer dans le détail des calculs, en procédant à une analyse de Fourier sur le problème avec

des domaines bornés, nous pouvons établir les relations suivantes

λopt,dd

1 = λopt,∞
1 coth

√
i(F2(ω))−1 λopt,dd

2 = λopt,∞
2 coth

√
i(F1(ω))−1 (3.9)

dans le cas Dirichlet et

λopt,nn

1 =
λopt,∞

1

coth
√
i(F2(ω))−1

λopt,nn

2 =
λopt,∞

2

coth
√
i(F1(ω))−1

(3.10)

dans le cas Neumann. Les termes λopt,∞
j sont les symboles obtenus en considérant des do-

maines de taille infinie (équation (2.15), ce chapitre). Les termes Fj(ω) sont définis par

Fj(ω) =
Dj

L2
jω

. Ceux-ci sont sans dimension et peuvent être identifiés au nombre de Fourier

DjT

L2
j

qui est utilisé pour caractériser la conduction de la chaleur. Cependant notons que

dans notre définition cette quantité est une fonction de ω, au lieu de T l’échelle de temps
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3.7 Etude de convergence avec des sous-domaines de dimension finie

caractéristique dans la définition classique. Le but est ici de déterminer, grâce aux relations

(3.9) et (3.10), si le fait de considérer des sous-domaines de taille finie modifie de manière

significative les symboles optimaux. Pour ce faire nous pouvons comparer λopt,dd
j , λopt,nn

j et

λopt,∞
j , ce qui revient à étudier la quantité coth

√
i(Foj(ω))−1.

En considérant ω > 0 nous obtenons

Re(λopt,dd

1 )

Re(λopt,∞
1 )

=
sinh

(√
2Fo

−1/2
j (ω)

)
+ sin

(√
2Fo

−1/2
j (ω)

)

cosh
(√

2Fo
−1/2
j (ω)

)
− cos

(√
2Fo

−1/2
j (ω)

)

Im(λopt,dd

1 )

Im(λopt,∞
1 )

=
sinh

(√
2Fo

−1/2
j (ω)

)
− sin

(√
2Fo

−1/2
j (ω)

)

cosh
(√

2Fo
−1/2
j (ω)

)
− cos

(√
2Fo

−1/2
j (ω)

)

(3.11)

Il nous faut maintenant étudier ces expressions afin de trouver les valeurs du nombre de

Fourier (si elles existent) pour lesquelles ces termes différent significativement de 1. En

effet, comme le couple (λ1, λ2) qui annule le facteur de convergence est unique, les valeurs

λopt,dd

j et λopt,∞
j doivent être proches pour valider l’hypothèse de départ. Sur la figure 3.2,

l’évolution des quantités (3.11) en fonction des nombres de Fourier est représentée. Lorsque

ces quantités sont proches de 1, le fait de considérer des sous-domains de dimension finie

n’influe pas sur la vitesse de convergence de l’algorithme. Nous remarquons qu’il est possible

de déterminer empiriquement une valeur critique du nombre de Fourier (Foc ≈ 0.02). En

dessous de cette valeur critique, nous pouvons considérer que λopt,dd

j = λopt,nn

j = λopt,∞
j car

l’écart maximum entre ces termes est de l’ordre de 0.003%. Au-dessus de cette valeur, les

symboles optimaux diffèrent de manière significative. Par exemple pour Fo = 0.5, (resp.

Fo = 2) l’erreur commise est de l’ordre de 30% (resp. 100%). Cela signifie que la quantité sans

dimension Foj(ω) =
Dj

L2
jω

doit être ”assez petite” pour pouvoir valider l’hypothèse ”domaines

infinis”. Pour des applications avec des sous-domaines minces et de longues intégrations en

temps, ceci peut n’est pas nécessairement le cas.

Notons que dans le cas à coefficients continus D1 = D2 = D, nous avons

|ρ†dd|cont = |ρ†nn|cont = exp
(
−
√

2(Fo−1
1 + Fo−1

2 )
)

(3.12)

qui est toujours plus petit que 1, ce qui signifie que l’algorithme demeure convergent en

toutes circonstances.
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Fig. 3.2: Evolution des rapports donnés dans (3.11), entre les parties réelles et imaginaires des

symboles optimaux λopt,dd

j et λopt,∞
j en fonction du nombre de Fourier. Une ”valeur critique”

semble être Foc ≈ 0.02 .
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3.8 Optimisation par méthode de contrôle optimal

Nous avons trouvé jusqu’à maintenant une quantité utile pour savoir si le fait de considérer

des domaines non-bornés constitue, ou non, une hypothèse forte. Cette étude a été menée

dans l’espace de Fourier. Cependant il serait intéressant d’évaluer l’impact de l’hypothèse

sur les paramètres de Robin optimisés (dans le cadre d’une approximation d’ordre 0 des

conditions absorbantes) solutions du problème de min-max traité dans ce chapitre.

Nous proposons de faire cette évaluation numériquement. Pour ce faire nous choisissons

D1 = 10−2m2.s−1, D2 = 1m2.s−1 (correspondants approximativement aux valeurs maximales

de diffusion que l’on peut observer dans les couches limites turbulentes de l’atmosphère et de

l’océan), L1 = L2 = 100m et ωmax = 10−1s−1. Pour deux gammes de fréquences temporelles

(i.e. pour deux gammes de nombres de Fourier Fj(ω)) nous nous intéressons au comportement

des termes ρ∞(p∗1, p
∗
2), ρdd(p

∗
1, p

∗
2) et ρnn(p∗1, p

∗
2) en fonction de ω. Les résultats, représentés sur

la figure 3.3, sont en accord avec notre étude analytique. En effet, pour des basses fréquences

nous remarquons que les trois fonctions ne correspondent plus et qu’il y a une transition

entre une région où ρnn(p∗1, p
∗
2) est meilleur que ρdd(p

∗
1, p

∗
2) et ρ∞(p∗1, p

∗
2) vers une région où

ρnn(p∗1, p
∗
2) devient significativement moins bon.

Ces résultats montrent que l’hypothèse ”domaines infinis” doit être considérée avec

précautions dans les situations où des basses fréquences sont présentes, ou dans les confi-

gurations où la géométrie des sous-domaines et les coefficients de diffusion fournissent une

grande valeur de
Dj

ωL2
j

. Pour des applications dans le cadre océan-atmosphère, ceci n’est a

priori pas problématique (sauf si l’on considère des phénomènes de type circulation ther-

mohaline à échelles de temps très longues), car les sous-domaines sont de grande taille et

les coefficients de diffusion sont relativement faibles, mais cela peut le devenir pour d’autres

types d’applications.

3.8 Optimisation par méthode de contrôle optimal

Dans ce chapitre nous avons procédé à l’optimisation de la vitesse de convergence des al-

gorithmes de Schwarz en nous basant sur une approche continue du problème. De plus cette

étude au niveau continu faisait appel à un certain nombre d’hypothèses comme le fait de

considérer des sous-domaines de taille infinie (L1, L2 → ∞). Une hypothèse supplémentaire

était également faite au niveau du problème de minmax car l’optimisation était effectuée
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Fig. 3.3: Variations de ρ∞(p∗1, p
∗
2), ρdd(p

∗
1, p

∗
2) et ρnn(p∗1, p

∗
2) en fonction de ω avec

ωmax = 10−1s−1, D1 = 10−2m2.s−1, D2 = 1m2.s−1 et L1 = L2 = 100m. La valeur de ωmin

est choisie pour avoir Fo2(ωmin) = 0.5 (à gauche) et Fo2(ωmin) = 2 (à droite). Pour

Fo2(ωmin) = 0.02 (non représentés) les trois facteurs de convergence sont rigoureusement les

mêmes.
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3.8 Optimisation par méthode de contrôle optimal

sur une gamme de fréquences ”théoriques” [ωmin, ωmax] qu’il n’est pas certain de retrou-

ver en pratique dans la simulation. En ce sens nous avons souhaité vérifier s’il y a une

différence significative entre les paramètres optimaux déterminés analytiquement sur un

problème continu et les paramètres optimaux propres au code de calcul au niveau discret

pour un cas donné. Pour ce faire nous avons placé l’algorithme de Schwarz dans le contexte

d’un problème de contrôle optimal ; ce travail a été effectué lors de l’encadrement d’un stage

de master recherche (Pelen, 2008). L’objectif de l’algorithme de Schwarz est d’assurer, de la

manière la plus rapide possible, la consistance requise à l’interface, i.e. u1(0, t) = u2(0, t) et

D1
∂u1

∂z
(0, t) = D2

∂u2

∂z
(0, t). Les paramètres optimaux au niveau discret peuvent être obtenus

en minimisant une fonction coût

J(p1, p2) =
1

2

∫ T

0

(u1(0, t) − u2(0, t))
2 dt+

κ

2

∫ T

0

(
D1

∂u1

∂z
(0, t) −D2

∂u2

∂z
(0, t)

)2

dt

= J1(p1, p2) + κJ2(p1, p2)
(3.13)

La constante κ permet de pondérer pour que la minimisation agisse de manière équivalente

sur J1 et sur J2.

Pour notre étude, les paramètres de Robin p1 et p2 que l’on souhaite contrôler sont supposés

variables d’une itération k de la méthode de Schwarz à la suivante. Dans ce cas la fonction

coût que l’on cherchera à minimiser à chaque itération de Schwarz sera

J(pk
1, p

k
2) =

1

2

∫ T

0

(
uk

1(0, t) − uk
2(0, t)

)2
dt+

κ

2

∫ T

0

(
D1

∂uk
1

∂z
(0, t) −D2

∂uk
2

∂z
(0, t)

)2

dt (3.14)

En effet, puisque nous recherchons les paramètres assurant une vitesse de convergence la plus

rapide possible, il est donc pertinent de recalculer ces paramètres à chaque itération pour

que ceux-ci soient spécialement calculés pour faire converger les fréquences présentes dans

l’erreur résiduelle. L’objectif à terme de cette méthodologie serait de pouvoir déterminer les

paramètres qui permettent en un certain nombre (fixé à l’avance) d’itérations d’obtenir la

meilleure approximation possible de la solution convergée. En effet, pour des raisons de coût

de calcul, on peut vouloir (ou devoir) se limiter à seulement deux ou trois itérations. Dans

ce cas une telle approche parâıt particulièrement appropriée.
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Une autre stratégie aurait pu être de minimiser le résultat à une itération K fixée. Dans

ce cas la fonction à minimiser serait

J
(

(pk
1, p

k
2)k=1,K

)
=

1

2

∫ T

0

(
uK

1 (0, t) − uK
2 (0, t)

)2
dt+

κ

2

∫ T

0

(
D1

∂uK
1

∂z
(0, t) −D2

∂uK
2

∂z
(0, t)

)2

dt

(3.15)

ce qui revient à optimiser sur 2K paramètres à la fois.

Nous avons choisi ici de résoudre un problème de minimisation de la fonction coût à

chaque itération de Schwarz. Pour la première itération, l’algorithme de minimisation est

initialisé avec les valeurs optimales des paramètres de Robin two-sided déterminées analyti-

quement dans la première partie de ce chapitre. La première étape est d’évaluer si la fonction

coût J(p1, p2) est facile à optimiser (i.e. si elle est convexe) et ainsi évaluer l’importance des

valeurs d’initialisation de l’algorithme de minimisation. Pour des valeurs particulières des

paramètres du problème (coefficients de diffusion, taille des sous-domaines etc ...) la fonc-

tion coût correspondant à 1 itération de Schwarz est représentée sur la figure 3.4 pour un

ensemble de valeurs de p1 et p2. On remarque que l’utilisation des paramètres analytiques

(représentés par un point noir sur la figure 3.4) permet une bonne initialisation de l’algo-

rithme de minimisation car la valeur de la fonction coût obtenue à partir de ces paramètres

est proche de la zone d’optimalité (zone hachurée).

Afin d’analyser la pertinence de l’approche par contrôle optimal on compare les valeurs

de la fonction coût par optimisation à chaque itération de Schwarz avec celles obtenues

analytiquement sur un problème continu. Les résultats pour un cas avec des coefficients de

diffusion constants et discontinus (D1 = 10−2m2.s−1 et D2 = 10−3m2.s−1) sont représentés

sur la figure 3.5. Compte tenu de ce que nous avons dit précédemment nous nous intéressons

uniquement à l’évolution de la fonction coût et de l’erreur sur les premières itérations (les

5 premières ici). Les résultats confirment que le fait de minimiser la fonction coût (3.13)

fait bien décrôıtre les erreurs à chaque itération. Lorsque la résolution du problème est

dégradée, il n’est pas étonnant de constater que les paramètres optimaux (déterminés sur

un problème continu) deviennent moins efficaces. Plus généralement l’approche par contrôle

optimal permettra d’analyser la sensibilité des paramètres optimaux aux paramètres du

problème (discrétisation, coefficients de diffusion, variabilité de ces coefficients, etc ...). Cette

méthode sera particulièrement intéressante dans les situations où l’on traite un problème

complexe (coûteux en temps de calcul) qui peut être approché par un problème plus simple

(rapide à résoudre) sur lequel on pourra effectuer l’étape d’optimisation.
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3.8 Optimisation par méthode de contrôle optimal

Fig. 3.4: Evolution de la fonction coût en fonction des paramètres de Robin p1 et p2 à la

première itération de Schwarz. La partie hachurée correspond à J(p1, p2) < 2500. Les pa-

ramètres du problème sont ∆t = 100s, nt = 100, L1 = L2 = 100m, D1 = 10−2m2.s−1,

D2 = 10−3m2.s−1 et ∆x1 = ∆x2 = 1m. Dans ce cas les paramètres optimaux analytiques

(localisés par un point noir sur la figure) sont p∗1 = 0.00056894 et p∗2 = 0.017461. Le minimum

de la fonction coût est dénoté par un triangle.
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Fig. 3.5: Figure du haut : évolution des paramètres de Robin optimaux calculés numériquement

pour ∆x1 = ∆x2 = 1m et ∆x1 = ∆x2 = 5m en fonction des itérations. Les paramètres

optimaux obtenus analytiquement dans le chapitre 3 sont également représentés. Les figures

de gauche montrent l’évolution de la fonction coût et de l’erreur (en échelle logarithmique)

sur la valeur à l’interface pour ∆x1 = ∆x2 = 1m. L’erreur est calculée par la formule√√√√ 1

nt

nt∑

i=1

(uk(0, ti) − u⋆(0, ti))
2
. Les figures de droite sont l’équivalent pour ∆x1 = ∆x2 = 5m.

Les paramètres du problème sont les mêmes que pour la figure 3.4. .
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Dans le chapitre précédent, une étude détaillée des propriétés de convergence de l’algo-

rithme de Schwarz global en temps a été effectuée. Celle-ci était axée sur le couplage de
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deux équations de diffusion à coefficients constants. Nous proposons dans la seconde par-

tie de notre étude de traiter le problème avec des coefficients variables. Pour ce faire nous

proposons une approche nouvelle pour déterminer analytiquement l’expression du facteur

de convergence de cet algorithme. Il sera alors possible de procéder numériquement à l’op-

timisation de ce facteur de convergence pour déterminer des conditions optimisées d’ordre

0 two-sided. Les résultats théoriques sont ensuite illustrés par des tests numériques dans le

cas de conditions d’interface de type Robin-Robin et Dirichlet-Neumann.

Résumé des résultats de l’article ”Towards an optimized global-in-time Schwarz

algorithm for diffusion equations with discontinuous and spatially variable coef-

ficients. Part 2 : the variable coefficients case”

L’objectif de cette étude est d’évaluer l’impact de la variabilité spatiale des coefficients

de diffusion sur la vitesse de convergence de l’algorithme de Schwarz correspondant. La

méthode habituelle de démonstration de convergence dans le domaine de Fourier, introduite

dans le chapitre 3, n’est plus utilisable lorsque des coefficients variables sont considérés. Nous

proposons donc une méthodologie pour circonvenir à ce problème. Le principe est d’étudier

les équations décrivant l’évolution des erreurs sur chaque sous-domaine et à chaque itération

dans le domaine physique. Pour ce faire on recherche des solutions par une méthode de

séparation des variables sur un problème homogène obtenu après relèvement du problème de

départ. On choisira ce relèvement comme la solution du problème à coefficients constants.

On cherche ensuite la solution du problème sous la forme d’une somme infinie de variables

séparées. Les fonctions de base de cette décomposition correspondent aux fonctions propres

associées à un problème de Sturm-Liouville régulier. Finalement, afin de pouvoir exprimer

le relèvement de manière explicite, l’erreur est exprimée dans le domaine de Fourier. Grâce

à cette étude, nous avons établi la forme des erreurs de l’algorithme et par conséquent le

facteur de convergence de celui-ci.

L’un des intérêts de cette approche est qu’il sera possible de caractériser les coefficients

variables par une valeur ”efficace” constante ayant le même impact sur le facteur de conver-

gence. Il serait ainsi possible d’utiliser directement les formules analytiques déterminées

dans le chapitre 3 dans le cas à coefficients constants. Dans un cas Dirichlet-Neumann

nous pouvons clairement déterminer ces valeurs ”efficaces” sur chaque sous-domaine. Ces

valeurs sont une fonction de la fréquence ω. Une étude numérique montre que, pour des

hautes fréquences, la valeur efficace est très proche de la valeur du coefficient à l’interface
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entre les sous-domaines, alors que pour des basses fréquences ces deux valeurs différent si-

gnificativement. Sur un cas Robin-Robin, on vérifie que les valeurs ”efficaces” déterminées

précédemment dans le cas Dirichlet-Neumann demeurent pertinentes, avec la même sensibi-

lité à la fréquence ω. Pour des profils de diffusion paraboliques (comme ceux que l’on peut

observer dans les couches limites près de l’interface air-mer), on observe que la variabilité

des coefficients, pour des basses fréquences, fournit un saut à l’interface entre les valeurs

de diffusion efficaces plus important que pour les hautes fréquences. Ce résultat est très

intéressant car cela signifie que le ralentissement de la convergence dû aux basses fréquences

peut être compensé par une accélération de la convergence venant de l’accroissement de la

discontinuité à l’interface (au niveau des valeurs efficaces). On pourra donc espérer, grâce

à la variabilité des coefficients, que la vitesse de convergence de la méthode soit seulement

faiblement dépendante de ω.
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TOWARDS AN OPTIMIZED GLOBAL-IN-TIME SCHWARZ
ALGORITHM FOR DIFFUSION EQUATIONS WITH

DISCONTINUOUS AND SPATIALLY VARIABLE COEFFICIENTS

PART 2 : THE VARIABLE COEFFICIENTS CASE

FLORIAN LEMARIÉ ∗, LAURENT DEBREU† , AND ERIC BLAYO‡

Abstract. This paper is the second part of a study of global-in-time non-overlapping Schwarz
method applied to the one dimensional diffusion equation. The first part was dedicated to the
study of the case of constant (but discontinuous) coefficients. In the present study we address the
problem with spatially variable coefficients. We derive a new approach to determine the convergence
factor of the algorithm, which enables to optimize the convergence speed. The theoretical results are
illustrated by numerical experiments in the case of Robin-Robin and Dirichlet-Neumann interface
conditions.

Key words. domain decomposition, waveform relaxation, Schwarz methods

AMS subject classifications. 65M55, 35K15, 76F40

1. Introduction.

1.1. General context. The overall context of the present work is the coupling
between ocean and atmosphere models, in particular for representing processes in
which the interactions between the two media are of prime importance (e.g. tropical
cyclones). The algorithms generally used to couple ocean and atmosphere models
are often not fully correct from a mathematical point of view, in the sense that they
do not ensure a perfect consistency of the fluxes which are exchanged between both
media, see for example [11]. In this context, the ultimate goal of our work is to
derive alternative numerical techniques ensuring such a consistency, and to study their
possible impact on the physical results of coupled models. Global-in-time Optimized
Schwarz Methods (also called Schwarz waveform relaxation methods) [5], based on the
concept of absorbing boundary conditions [4], are methods which seem particularly
well suited for such applications. That is why the aim of the present work is to
investigate such methods for properly exchanging vertical fluxes between two different
media.

In the first part of this paper [8], we studied the case of a constant diffusion
coefficient in each medium, with a discontinuity through the interface. However this
is a very crude simplification of the true physics. Ocean and atmosphere interact
through different complex physical processes, and it is in particular of paramount
importance to properly take into account the turbulent boundary layers on both sides
of the air-sea interface. In order to parameterize the effects of those boundary layers
a turbulent diffusion term is defined (e.g. [13] [7]), with a large spatial variability
to account for local effects. Indeed a parameterization with a constant diffusion,
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originally introduced in [3], is now known to be naive. In this second part of the
paper, we intend to study the impact of this variability of the diffusion coefficients, in
particular in the vicinity of the interface, on the convergence properties of the Schwarz
algorithm. To our knowledge, the spatial variability of the coefficients has never been
considered in the framework of Schwarz-like methods, except in [9] where absorbing
conditions are given for the stationary case.

1.2. Model problem and Schwarz algorithm. The present study focus on
the coupling between two 1-D diffusion equations with variable coefficients. Let Ω1 =
[−L1, 0] and Ω2 = [0, L2[ be two subdomains with a common interface Γ = {x = 0}.
The coupling problem reads





L1u1 = f in Ω1 × [0, T ]
u1(x, 0) = uo(x) x ∈ Ω1

B1u1(−L1, t) = g1 t ∈ [0, T ]
F1u1(0, t) = F2u2(0, t) on Γ × [0, T ]





L2u2 = f in Ω2 × [0, T ]
u2(x, 0) = uo(x) x ∈ Ω2

B2u2(L2, t) = g2 t ∈ [0, T ]
G2u2(0, t) = G1u1(0, t) on Γ × [0, T ]

(1.1)
where Lj = ∂t −∂x(Dj(x)∂x), Bj defines the exterior boundary conditions, Fj and Gj

are two operators defining the interface conditions. Those operators must be designed
to ensure some given consistency of the solution through Γ. In our study we require
the equality of subproblems solutions and of their normal fluxes.

In order to solve the coupling problem (1.1), we propose to implement a Schwarz
algorithm with Robin-Robin interface conditions, namely





L1u
k
1 = f in Ω1 × [0, T ]

uk
1(x, 0) = uo(x), x ∈ Ω1

B1u
k
1(−L1, t) = g1 t ∈ [0, T ]

(D1(0)∂x + Λ1)uk
1(0, t) = (D2(0)∂x + Λ1) uk−1

2 (0, t) on Γ × [0, T ]





L2u
k
2 = f in Ω2 × [0, T ]

uk
2(x, 0) = uo(x) x ∈ Ω2

B2u
k
2(L2, t) = g2 t ∈ [0, T ]

(−D2(0)∂x + Λ2) uk
2(0, t) = (−D1(0)∂x + Λ2) uk

1(0, t) on Γ × [0, T ]

(1.2)

where k = 1, 2, ... is the iteration number and the initial guess u0
2(0, t) is given. Λ1

and Λ2 are operators to be determined. As mentionned in [9], those operators can be
either local or nonlocal operators.

1.3. Reminder of the results in the case of constant diffusion coeffi-
cients. We recall briefly here some preliminary results useful for the present study
and detailed in [8]. The convergence study of algorithm (1.2) with constant coeffi-
cients is performed by introducing the errors ek

j = uk
j − u⋆ between the k-th iterate

and the exact solution u⋆ of the coupled problem. By mean of a Fourier transform in
time, defined for each frequency ω by

êj(x, ω) = F (ej(x, t)) =

∫ +∞

−∞

ej(x, t)e−iωtdt(1.3)
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the PDE Ljej = 0 becomes an ODE L̂jej = iωêj − Dj
∂2êj

∂x2
= 0 whose characteristic

roots are (for ω ∈ R):

σ+
j =

√
iω

Dj
σ−

j = −σ+
j = −

√
iω

Dj
(1.4)

The following step is to assume that Lj → ∞ and that ej tends to zero for x → ∞,
which leads to

êk
1(x, ω) = αk(ω) eσ+

1 x êk
2(x, ω) = βk(ω) eσ−

2 x(1.5)

This is usually carried out to simplify the resulting convergence factor. Finally the
convergence factor ρ corresponding to the ratio between errors at two successive iter-
ations can be determined as a function of σ±

j , Dj and λj (the Fourier symbols of Λj

operators):

ρ =

∣∣∣∣
(λ1(ω) + D2σ

−
2 )

(λ1(ω) + D1σ
+
1 )

(λ2(ω) − D1σ
+
1 )

(λ2(ω) − D2σ
−
2 )

∣∣∣∣(1.6)

We remark that in the Fourier space the following symbols

λopt

1 = −D2σ
−
2 λopt

2 = D1σ
+
1(1.7)

lead to ρ = 0, i.e. ensure a convergence in exactly two iterations. However the
corresponding operators, which are called absorbing conditions, are nonlocal in time,
and therefore cannot be used in practical applications. We thus need to look for local
approximations of these optimal operators. It has first been suggested in [10] to use a
low frequency approximation of the symbols based on a Taylor expansion about ω = 0.
This results in effective transmission conditions only for ω small. To obtain a more
general approximation, effective for high frequencies, the so called Optimized Schwarz
Methods (OSM) has been introduced. The simplest version consists in approximating
λopt

1 and λopt

2 by two constant values p1 and p2, which corresponds to Robin interface
conditions (also called zeroth order two-sided transmission conditions). The values
for p1 and p2 are then determined by solving the optimization problem

min
p1,p2∈R

(
max

ω∈[ωmin,ωmax]
ρ(p1, p2, ω)

)
(1.8)

In this second part of the paper, we complement the preceding work and discuss the
effect of the spatial variability of the diffusion coefficients on the convergence speed
and on the determination of optimized conditions.

2. OSM for diffusion problems with spatially variable coefficients. As
mentioned previously, the diffusion coefficient may be spatially variable to account
for local effects (e.g. turbulent boundary layers) within subdomains. In practical
applications (like in oceanography or meteorology) diffusion coefficients are likely
to vary by a factor of 100 in the vertical direction. That is why we propose in
this section a methodology to determine analytically the convergence factor for non
constant diffusion coefficients, in the case of two subdomains. We will make the
assumption that the diffusion profile does not vary with time.
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2.1. Analytical determination of the shape of the errors. The first part
of our study does not require any distinction between subdomains, so the j subscripts
are temporarily removed. If we denote by g(t) the function containing the information
given by the neighbouring subdomain, we intend to study the problem:





∂te − ∂x (D(x) ∂xe) = 0 x ∈]0, L[, t > 0
e(x, 0) = 0 x ∈]0, L[
−D(0) ∂xe(0, t) + p e(0, t) = g(t) t > 0
e(L, t) = 0 t > 0

(2.1)

with p ∈ R the Robin parameter we wish to determine to optimize the convergence
speed. We decide to impose a Dirichlet condition at z = L, which corresponds to
having B1 = B2 = Id in (1.2).

First it is important to notice that the method based on a Fourier analysis com-
monly used to analytically determine the convergence factor, as described in [8] and
briefly recalled in §1.3, is not applicable to our model problem with variable coeffi-
cients. Indeed, in Fourier space we obtain the ODE iωê − ∂x(D(x)∂xê) = 0. The
associated boundary value problem in Fourier space appears to be at least as com-
plicated as the original problem in physical space. That is why we propose to study
directly the system (2.1).

We have to tackle with an initial boundary problem with nonhomogeneous boundary
conditions. First we transform this original problem with a homogeneous equation
and nonhomogeneous boundary conditions into a problem with nonzero right-hand
side but with homogeneous boundary conditions, by searching for a solution under
the form e(x, t) = ϕ(x, t) + U(x, t) with ϕ a lifting function satisfying the boundary
conditions. The transformed problem reads





∂tU − ∂x (D(x) ∂xU) = f(x, t) = −∂tϕ + ∂x (D(x) ∂xϕ) x ∈]0, L[, t > 0
U(x, 0) = −ϕ(x, 0) x ∈]0, L[
−D(0) ∂xU(0, t) + p U(0, t) = 0 t > 0
U(L, t) = 0 t > 0

(2.2)

The choice of ϕ is not unique. We choose this function as the solution of problem
(2.1) with a constant diffusion coefficient whose value is the value at x = 0, i.e. ϕ is
solution of





∂tϕ − D(0) ∂xxϕ = 0 x ∈]0, L[, t > 0
−D(0) ∂xϕ(0, t) + p ϕ(0, t) = g(t) t > 0
ϕ(L, t) = 0 t > 0

(2.3)

Then we search for U(x, t) under the form of a series with separate variables U(x, t) =∑
n Φn(x)Tn(t). By substituting in (2.2) one gets

∑

n

T ′
n(t)Φn(x) −

∑

n

Tn(t) ∂x (D(x) ∂xΦn(x)) = f(x, t)(2.4)

and we expand similarly the rhs into a series with respect to the functions Φn(x)

f(x, t) = −∂tϕ + ∂x (D(x)∂xϕ) =
∑

n

fn(t)Φn(x)(2.5)
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The following step is now to properly choose the functions Φn. A relevant choice is
supposed to enable us to transform the PDE into ODEs for unknown functions Φn(x)
and Tn(t). Therefore the natural choice for Φn(x) corresponds to the following regular
Sturm-Liouville (SL) problem





∂x (D(x) ∂xΦn) + λ2
nΦn = 0 x ∈]0, L[

−D(0) ∂xΦn(0) + p Φn(0) = 0
Φn(L) = 0

(2.6)

with λn the eigenvalues of the SL operator. Such a choice leads to a family of
functions Φn(x) which are orthonormal for the Euclidian scalar product < u, v >=∫ L

0
u(x)v(x)dx. The properties of regular SL problems are fully described in [6] or [1]

and particular examples of the functions Φn(x) are shown in §3.2. After some simple
algebra it turns out that a general solution of problem (2.1) is given by

e(x, t) = ϕ(x, t) +
∑

n

Φn(x)

∫ t

0

exp
(
−λ2

n(t − τ)
)
fn(τ)dτ(2.7)

where ϕ satisfies (2.3), Φn satisfies (2.6) and fn(t) satisfies

fn(t) =

∫ L

0

∂x(D̃(x)∂xϕ)Φn(x)dx with D̃(x) = D(x) − D(0)(2.8)

By formulating the solution of our problem under this form we can properly sepa-
rate the error into two parts corresponding to two different contributions. Indeed
ϕ(x, t) corresponds to the error for a constant coefficient which value is D(0) and∑

n Φn(x)
∫ t

0
exp

(
−λ2

n(t − τ)
)
fn(τ)dτ represents the errors coming from the pertur-

bations around D(0), namely D̃(x).
We must now determine explicitely the function ϕ which is part of e(x, t) and which
is also involved in the computation of fn(t). This is probably not relevant to try
to solve (2.3) in physical space because it would result in expressing ϕ as a series,
which would lead to a quite complicated expression for fn’s as well as for e(x, t). A
more straightforward way consists in using the continuous Fourier transform defined
in (1.3). By taking into account the boundary conditions in 0 and L, one gets

ϕ̂(x,ω) =

(
e

q
iω

D(0)
x − e

q
iω

D(0)
(2L−x)

)

p

(
1 − e

2
q

iω
D(0)

L
)
−
√

iωD(0)

(
1 + e

2
q

iω
D(0)

L
) ĝ(ω)(2.9)

Since the inverse Fourier transform of this expression is very complicated to determine,
the entire error (2.7) must be expressed in the Fourier space. The fn’s are extended
by zero for t < 0 and by the convolution theorem we have

F
{∫ t

0

exp
(
−λ2

n(t − τ)
)
fn(τ)dτ

}
= ŝn(ω)f̂n(ω) with ŝn(ω) = F

(
e−λ2

ntH(t)
)

=
1

λ2
n + iω

where H(t) is the Heaviside unit step function. The general form for ê(x, ω) is

ê(x, ω) = ϕ̂(x, ω) +
∑

n

Φn(x)ŝn(ω)f̂n(ω)(2.10)
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In practice it is usually assumed that the subdomains are unbounded (L → ∞) to
simplify the expression of the convergence factor and thus to simplify the optimisation
problem. In order to simplify (2.9) we make the assumption that L → ∞. The
expression of ϕ̂ can be then approximated by

ϕ̂(x,ω) ≃
exp

(
−
√

iω
D(0)x

)

p +
√

iωD(0)
ĝ(ω)(2.11)

This implies

f̂n(ω) ≃ ĝ(ω)

p +
√

iωD(0)

∫ L

0

∂

∂x′

(
D̃(x′)

∂

∂x′
exp

(
−
√

iω

D(0)
x′

))
Φn(x′)dx′(2.12)

Finally as a result of our study one can propose an expression for the error function in
Fourier space that takes into account the spatial variability of the diffusion coefficient:

ê(x, ω) ≃ ĝ(ω)

p +
√

iωD(0)

[
exp

(
−
√

iω

D(0)
x

)

+
∑

n

√
iω

D(0)Φn(x)

iω + λ2
n

∫ L

0

D̃(x′) exp

(
−
√

iω

D(0)
x′

)
dΦn

dx′
dx′


 x ≥ 0

(2.13)
This error has been constructed on the bounded domain [0, L] which can be identified
to subdomain Ω2, with the notations of §1.2. For x ∈ [−L, 0] (i.e. on Ω1) we obtain
a very similar form:

ê(x, ω) ≃ ĥ(ω)

p +
√

iωD(0)

[
exp

(√
iω

D(0)
x

)

−
∑

n

√
iω

D(0)Φn(x)

iω + λ2
n

∫ 0

−L

D̃(x′) exp

(√
iω

D(0)
x′

)
dΦn

dx′
dx′


 x ≤ 0

(2.14)

where the function h is the analogous of function g previously introduced.

The form of the error proposed in (2.13) is interesting because it is in good agree-
ment with existing inferences about the impact of the spatial variability of coefficients
on the convergence speed. Indeed, there exists such inferences in [2] based on a study
of a two-dimensional steady-state diffusion problem. It is suggested that if we look at
the diffusion coefficient only locally (i.e. the interface value) we are making a good
approximation for high frequencies and a bad one for low frequencies. It is also in-
ferred that neither the values of the diffusion coefficient far from the interface nor
the boundary condition at x = Lj are supposed to affect the convergence for high
frequencies. Those intuitions are fully consistent with our analytical study. The term

D̃(x) which corresponds to the variability of the coefficient is weighted by e
−

q
iω

D(0)
x

which makes this variability negligible for large values of ω but potentially significant
for low frequencies. Moreover we can draw the same remark for the variations with
x: when x is small (near the interface) D̃(x) is weighted by a non negligible number

while for x large enough e
−

q
iω

D(0)
x

is almost zero.
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2.2. Convergence factor of the Dirichlet-Neumann algorithm with spa-
tially variable coefficients. We have established so far a general form for the errors
propagating in each subdomain. We are now able to propose a formulation of the
convergence speed for the global-in-time Schwarz algorithm with spatially variable
coefficients. Before dealing with the general Robin-Robin case we intend to determine
the convergence speed in a simpler Dirichlet-Neumann case, i.e. with the notations of

(1.1) Gj = Id and Fj = Dj(0)
∂

∂x
. Moreover, for sake of practical convenience, we will

try to find the expression of an ”effective”value Deff
j , which would be a constant value

that would have the same effect on the convergence speed as the whole non constant
diffusion profile Dj(x). Hereafter we use again the subscripts j to characterize both
subdomains.

A derivation very similar to what was done in section 2.1, but with a Dirichlet
boundary condition instead of a Robin boundary condition leads to:

ê2(x,ω) =

(
e
−

q
iω

D2(0)
x

+
∑

n

√
iω

D2(0)

Φn,2(x)

iω + λ2
n,2

∫ L2

0

D̃2(x
′)e

−
q

iω
D2(0)

x′ dΦn,2

dx′
(x′)dx′

)
ĝ(ω)

(2.15)
where ĝ(ω) = ê1(0, ω) and where the Φn,2 are defined by a SL problem similar to
(2.6), but again with a Dirichlet condition instead of a Robin condition. On Ω1, we
have (by simply making p = 0 in the derivation of section 2.1):

ê1(x, ω) =

(
e

q
iω

D1(0)
x −

∑

n

√
iω

D1(0)
.

Φn,1(x)

iω + λ2
n,1

∫ 0

−L1

D̃1(x
′)e

q
iω

D1(0)
x′ dΦn,1

dx′
(x′)dx′

)
ĥ(ω)√
iωD1(0)

(2.16)

where ĥ(ω) = D2(0)
∂ê2

∂x
(0, ω) and where the Φn,1 are defined by a SL problem similar

to (2.6), but again with p = 0, i.e. with a Neumann condition instead of a Robin
condition.

Therefore the multiplicative Schwarz algorithm with Dirichlet-Neumann condi-
tions corresponds to having êk

2 and ĝk(ω) = êk
1(0, ω) instead of ê2 and ĝ in (2.15), and

êk
1 and ĥk−1(ω) = D2(0)

∂bek−1
2

∂x (0, ω) instead of ê1 and ĥ in (2.16). So we have:

ĝk(ω) =

(
1 −

∑

n

√
iω

D1(0)
.

Φn,1(0)

iω + λ2
n,1

∫ 0

−L1

D̃1(x
′)e

q
iω

D1(0)
x′ dΦn,1

dx′
(x′)dx′

)
1√

iωD1(0)
ĥk−1(ω)

ĥk(ω) =

(
−1 +

∑

n

dΦn,2

dx (0)

iω + λ2
n,2

∫ L2

0

D̃2(x
′)e

−
q

iω
D2(0)

x′ dΦn,2

dx′
(x′)dx′

)
√

iωD2(0)ĝk(ω)

(2.17)
Therefore, if we define a convergence rate by

ρvar
DN (ω) =

∣∣∣∣
êk
1(0, ω)

êk−1
1 (0, ω)

∣∣∣∣(2.18)

the preceding relations lead to

ρvar
DN (ω) =

∣∣∣∣
ĝk

ĝk−1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

ĝk

ĥk−1

ĥk−1

ĝk−1

∣∣∣∣∣ = ρcst
DN .ρ̃DN(2.19)
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where ρcst
DN =

√
D2(0)
D1(0)

is the convergence factor obtained in the case of constant

diffusion coefficients (see [12]) and

ρ̃DN =

∣∣∣∣∣∣


1 −

∑

n

√
iω

D1(0)
Φn,1(0)

iω + λ2
n,1

∫ 0

−L1

D̃1(x
′)e

q
iω

D1(0)
x′ dΦn,1

dx′
(x′)dx′


 .

(
1 −

∑

n

dΦn,2

dz (0)

iω + λ2
n,2

∫ L2

0

D̃2(x)e
−

q
iω

D2(0)
x dΦn,2

dx
(x)dx

)∣∣∣∣∣

(2.20)

This result is interesting since we clearly see that the convergence factor ρvar
DN is the

product of the convergence factor with constant coefficients (the surface values) by a
term coming from the spatial variability of the diffusion coefficient on Ω1 and Ω2.

We can thus suggest ”effective” constant values for D1 and D2, which would have
a similar effect on the convergence speed than the non constant vertical profiles D1(x)

and D2(x), i.e. ρvar
DN =

√
Deff

2 (ω)

Deff
1 (ω)

with

Deff
1 (ω) =

D1(0)
∣∣∣∣∣1 −

∑
n

q
iω

D1(0)
Φn,1(0)

iω+λ2
n,1

∫ 0

−L1
D̃1(x′)e

q
iω

D1(0)
x′ dΦn,1

dx′
(x′)dx′

∣∣∣∣∣

2(2.21)

and respectively

Deff
2 (ω) = D2(0)

∣∣∣∣∣1 −
∑

n

dΦn,2

dx (0)

iω + λ2
n,2

∫ L2

0

D̃2(x)e
−

q
iω

D2(0)
x dΦn,2

dx
(x)dx

∣∣∣∣∣

2

(2.22)

It is important to note that, due to the variability of the coefficients, the convergence
factor is a function of the time frequency ω whereas this dependency does not exist
with constant coefficients.

2.3. Convergence factor of the Robin-Robin algorithm with spatially
variable coefficients. In this section we determine the convergence factor ρvar

RR in
the more general case of Robin-Robin interface conditions. Thanks to (2.13) and
(2.14), we can express ê1 and ê2 in a compact form for iterate k





êk
1(ω, 0) = K1(ω,D1(0),Φn,1, λn,1, p1) ĥk−1

êk
2(ω, 0) = K2(ω,D2(0),Φn,2, λn,2, p2) ĝk

(2.23)

where ĝ = −D1(0)∂xê1(0, ω) + p2ê1(0, ω) and ĥ = D2(0)∂xê2(0, ω) + p1ê2(0, ω). The
problem on the interface x = 0 is given by the relations

{
(D1(0)∂x + p1) êk

1(0, ω) = (D2(0)∂x + p1) êk−1
2 (0, ω) = ĥk−1

(−D2(0)∂x + p2) êk
2(0, ω) = (−D1(0)∂x + p2) êk

1(0, ω) = ĝk(2.24)

By combining (2.23) and (2.24) one gets:

{
D1(0)∂xêk

1(0, ω) = ĥk−1 − p1ê
k
1(0, ω) = (1 − p1K1) ĥk−1

−D2(0)∂xêk
2(0, ω) = ĝk − p2ê

k
2(0, ω) = (1 −K2p2) ĝk(2.25)
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Γ

u1(xN−1) u1(xN )u1(x1) u1(x2)

u2(x
′

1) u2(x
′

2) u2(x
′

N )u2(x
′

N−1)

D1(xN−

1
2
)D1(xN−

3
2
)D1(x 3

2
)

D2(x
′
3
2
) D2(x

′
5
2
) D2(x

′

N− 1
2
)

Fig. 3.1. Spatial organisation and indexing of the numerical grid

By substituting this in (2.24) we finally get a relation linking ĝ and ĥ

{
ĝk = ((p1 + p2)K1 − 1)ĥk−1

ĥk−1 = ((p1 + p2)K2 − 1)ĝk−1(2.26)

which leads to the expression of the convergence factor:

ρvar
RR =

∣∣∣∣
ĝk

ĝk−1

∣∣∣∣ = |[(p1 + p2)K1 − 1] [(p1 + p2)K2 − 1] |(2.27)

The exact formulation of each term involved in the computation of ρvar
RR is described

appendix A.
We can note that this expression of the convergence factor is consistent with the
expression (1.6) which was obtained in the case of constant (but discontinuous) coeffi-

cients. Indeed, if we set D̃1(x) = D̃2(x) = 0 in (2.27), we have then Kj = 1/
√

iωDj(0),

which leads to (1.6) (with λj = pj and Djσ
±
j = ±

√
iωDj(0)).

3. Numerical results. In this section we intend to check numerically the va-
lidity of the theoretical results found in section 2. To do this, first, we describe the
discretization of our model problem and then we design a few experiments to illustrate
the relevancy of our approach.

3.1. Discretization and initial conditions. We choose to define two subdo-
mains of equal sizes: Ω1 =] − L, 0[ and Ω2 =]0, L[. The model problem (1.2) is
discretized using a finite difference method on a staggered grid in space and an im-
plicit scheme in time. Actually the discrete values of u are calculated at the centers
of the cells, and the diffusion coefficients are located on the edges of the cells. The
indexing is described on figure 3.1. The index for the values of u range from 1 to N ,
while the index for the values of the diffusion coefficient range from 3

2 to N + 1
2 . The

diffusion operator D =
∂

∂x

(
D(x)

∂

∂x

)
is discretized using the following second order

formula for interior points:

Dhu(xi) =
2

hi+1 + hi

[
D(xi+1/2)

hi+1
(u(xi+1) − u(xi)) −

D(xi−1/2)

hi
(u(xi) − u(xi−1))

]

(3.1)
with hi = xi − xi−1.
We must provide an initial condition to our model problem. In order to fulfill the
assumption made for the convergence study, this initial condition must satisfy the
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Fig. 3.2. Ten first eigenfunctions Φn,2 for L = 100.

compatibility conditions (i.e. the equality of the values and of the normal fluxes) at
x = 0. This can be done by considering for instance the functions

u1(x, 0) = 20 + e
x

a1 u2(x, 0) = 22 − e−
x

a2 with
a1

a2
=

D1(0)

D2(0)
(3.2)

The first iteration of the Schwarz algorithm requires to provide a first guess for h0(t) =
(D2(0)∂xu0

2 + p1u
0
2)(0, t). We choose a random function following a uniform law, in

order to generate a wide range of the temporal frequencies allowed by our temporal
grid.
Finally we have to choose the functions Dj(x) to complete the definition of our model
problem. We will propose in the following two kinds of configurations.

3.2. Testcase # 1. Let us consider first a configuration with a constant coef-
ficient D1 on Ω1 and a variable coefficient D2(x) = (1 + 3x)4/3 on Ω2. This partic-
ular profile was chosen because it makes it possible to solve analytically the regular
Sturm-Liouville problem (2.6) and to avoid the pitfalls of the numerical evaluation of
eigenvalues and eigenfunctions.. In the case of Dirichlet-Neumann conditions, like in
§2.2, we have a Dirichlet condition in Ω2, and the eigenvalues λn,2 and eigenfunctions
Φn,2 associated to D2(x) are

Φn,2(x) =

√
2

(1 + 3L)1/3 − 1

(
sin
(
λn,2((1 + 3x)1/3 − 1)

)

(1 + 3x)1/3

)
λn,2 =

nπ

(1 + 3L)1/3 − 1

(3.3)
The ten first eigenfunctions Φn,2(x) are shown on figure 3.2. We have used nmax = 50
eigenfunctions in our actual calculations.
As described in §2.2 it is possible to find a spatially constant value Deff

j which has
the same effect as the spatially variable profile Dj(x) on the convergence speed. Those
values appear naturally when considering a Dirichlet-Neumann case. We propose to
study the evolution of the effective value Deff

2 with respect to the time frequencies ω.
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Fig. 3.3. Evolution of Deff
2 with respect to ω, for D2(x) = (1 + 3x)4/3.

ωmin(s−1) 1 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5

ωmax(s−1) 10 1 10−1 10−2 10−3 10−4

Deff
2 (m2.s−1) 2.5 14.5 54.5 62 62 62

Table 3.1
Numerical values of Deff

2 for various ranges of temporal frequencies.

The expression of Deff
2 (ω) is given by (2.22). Values for Deff

2 (ω) are represented on
figure 3.3. First we clearly see that the use of constant values (typically the surface
values) to perform the convergence study in the case of spatially variable coefficients is
not a reasonable assumption here, since the effective diffusion coefficient significantly
differs from D2(0). For high temporal frequencies, we can consider D2(0) ≈ Deff

2 (ω).
However this equality is far from being satisfied for low frequencies.
In order to validate this purely analytical result, we have to check it numerically. Let

us discretize the one dimensional model problem using the finite difference approach
described in §3.1 with D2(x) = (1 + 3x)4/3. The strategy to compute numerically the
effective value of D2(x) is to consider a tunable value for the constant coefficient D1.
We start from a very small value of D1 which results in a divergent algorithm because

ρvar
DN =

√
Deff

2 (ω)
D1

≥ 1. Then we increase D1 until reaching a value for which the

algorithm becomes convergent, which means that D1 attained the value of Deff
2 (ω).

The results are shown in table 3.1, in which the ratio ωmax/ωmin is kept constant
and equal to 10. They are consistent with our analytical study, as for high frequen-
cies the value of Deff

2 (ω) has the same order of magnitude than D2(0) (D2(0) = 1,

Deff
2 (ω) = 2.5). On the contrary for low frequencies the effective value increases until

reaching a threshold at Deff
2 = 62. A quite similar result is represented on figure 3.4:

the value of ωmax is kept constant while ωmin varies and the same kind of behaviour
is observed.
It should be noted that our validation is only qualitative and not quantitative. Indeed
our discretized problem is not supposed to contain the same eigenvalues and eigenfunc-
tions as those determined in the case of a continuous problem in our analytical study.
On top of that our theoretical work carries a certain amount of assumptions concern-
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Fig. 3.4. Evolution of Deff
2 with respect to ωmin. For this numerical study ωmax is kept

constant and ωmin varies to cover a wide range of temporal frequencies.

number of iterations
ωmin ωmax (cst) (eff) (var)

10−1 1 7 7 6
10−2 10−1 7 7 7
10−3 10−2 7 5 6
10−4 10−3 8 4 6
10−5 10−4 9 5 7
10−6 10−5 14 6 9

Table 3.2
Number of iterations to reach a tolerance of 10−4 (the convergence criteria is defined as the L2-

norm of the difference between two succesive iterates), with L1 = L2 = 100m and 100 points in each
subdomain. Different kinds of optimal parameters corresponding to different kinds of optimization
are considered. (cst) and (eff) correspond to an optimization with constant coefficients respectively
with the interface values and with the effective values, and (var) is the result of the optimization for
variable coefficients.

ing the shape of the error function because we considered T → ∞ and Lj → ∞.
Let us consider now the same kind of study but with Robin-Robin interface condi-

tions (see §2.3). First we propose to check if the effective values found (numerically) in
table 3.1 in the Dirichlet-Neumann case are still valid for a Robin-Robin case. Note
that those effective values may not be appropriate with Robin conditions because
they have been determined with Dirichlet or Neumann type boundary conditions.
We therefore compute p∗,cst

1 and p∗,cst
2 which are solutions of (1.8) with ρ = ρcst

RR and

D2 = D2(0). Similarly we compute p∗,eff
1 and p∗,eff

2 solutions of the minmax problem

with D2 = Deff
2 . Both optimization problems corresponding to the determination of

p∗,cst
j and p∗,eff

j have an analytical solution given in [8]. The results in table 3.2 show
that the effective values found in a Dirichlet-Neumann case are still relevant. This
suggests that, for our configuration, the eigenvalue problem (2.6) is not very sensitive
to the type of boundary condition at x = 0. For low frequencies the convergence
speed is significantly improved with the effective value due to the fact that Deff

j sig-
nificantly differ from Dj(0). For this configuration we have also computed numerically
the optimal parameters p∗,var

1 and p∗,var
2 solution of (1.8) with ρ = ρvar

RR . The set of
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eigenvalues and eigenfunctions solution of (2.6), required to compute ρvar
RR , is deter-

mined thanks to a simple matrix method based on the finite difference scheme (3.1).
The convergence speed obtained with p∗,var

1 and p∗,var
2 is substantially the same than

the one with effective values, which is an interesting feature for our approach. While
the convergence speed deteriorates with low temporal frequencies when considering an
optimisation with D2(x) = D2(0) we robustly keep a fast convergence by taking into
account the variability of the coefficients. Note that the effective values have been nu-
merically found, these values have therefore been determined on the ”true” frequency
spectra [ω∗

min, ω∗
max] of the simulation. In the same time the p∗,var

1 and p∗,var
2 val-

ues are the solution of an optimisation problem on a theoretical frequency spectra
[ωmin = π

∆t , ωmax = π
T ] which may be quite different from [ω∗

min, ω∗
max]. The param-

eters p∗,eff
1 and p∗,eff

2 are the result of an optimisation on diffusion coefficients that
are representative of the computational code whereas p∗,var

1 and p∗,var
2 are the result

of an optimisation on diffusion coefficients coming from a continuous analysis. This
is an explanation of the fact that the convergence is always faster with effective values.

3.3. Testcase # 2: parabolic diffusion profiles. In the previous section we
have considered a configuration with a constant diffusion coefficient on Ω1 and a quasi-
linear diffusion profile on Ω2. We propose now to investigate a more realistic case,
in which the spatial variability of the diffusion coefficients is typical of a fluid with
a turbulent boundary layer. This kind of profile is fully described in [13] and [7] for
example. By evading all the physical details we can consider

Dj(x) = Ajx

(
1 − x

hbl,j

)2

+ κj x ∈ [0, hbl,j ](3.4)

where hbl,j is the size of the boundary layer. Outside this boundary layer, i.e. for
x > hbl,j , the profile is constant and equal to κj (Note that we have a C1 continuity
at x = hbl,j between the parabolic profile and the constant value). The terms Aj

are constant values. We set κ1 = 0.0005m2.s−1, κ2 = 0.05m2.s−1, hbl,1 = 50m,
hbl,2 = 300m, A1 = 0.004m.s−1, A2 = 0.04m.s−1, those values are chosen to be
as representative as possible for real configurations in the oceanic and atmospheric
context. The corresponding profiles are represented on figure 3.5. For our testcase we
choose L1 = L2 = 500m and dx1 = dx2 = 5. Note that in practice the diffusion profile
varies with respect to the surface fluxes (involved in the computation of hbl,j) and to
the distance from the interface. We consider here that the boundary layer size is
constant by neglecting the impact of the surface flux on the diffusion profile, therefore
the latter varies only with respect to x. We propose to study this testcase on various
ranges of temporal frequencies. The corresponding convergence results are described
in table 3.3. We have investigated different kind of Robin parameters, namely p∗,cst

1

and p∗,cst
2 for (cst) and p∗,var

1 and p∗,var
2 for (var). It is relatively surprising and

unusual to realize that the convergence is faster for low frequencies. To explain this,
it is useful to have a look at the effective values associated to Dj(x). We implement
the same strategy as the one proposed in §3.2 to compute numerically the effective
values by mean of a Dirichlet-Neumann algorithm. These effective values are shown

in table 3.4. Let us define the ratio γcst = D2(0)
D1(0)

corresponding to the jump between

the diffusion coefficients at the interface. In our testcase we have γcst = 0.05
0.0005 = 100.

This quantity is particularly interesting since it has a direct impact on the convergence
speed. Following the results of [8] we know that the convergence speed is improving
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Fig. 3.5. Evolution of D2 and D1 with respect to x.

number of iterations
ωmin ωmax (cst) (var)

10−2 10−1 10 8
10−3 10−1 9 6
10−4 10−1 8 6

10−3 10−2 7 6
10−4 10−2 7 6
10−5 10−2 6 6

10−5 10−4 5 5
10−6 10−4 6 5
10−7 10−4 6 6

Table 3.3
Number of iterations to reach a tolerance of 10−4

.

when γcst is increasing, i.e. ρcst
RR → 0 when γcst → ∞. In table 3.4 we see that

γeff is larger than γcst for a wide range of temporal frequencies. This means that
the spatial variability of the diffusion coefficients tends to improve the convergence
speed of the associated algorithm. Indeed this acts to increase the discontinuity at the
interface especially for low frequencies. The deterioration of the convergence due to
low temporal frequencies is compensated by an increasing jump of the effective values
at the interface. Moreover we see that for small values of the interface coefficient,
D1(0) here, the effective value Deff

1 (ω) remains close to D1(0). This is consistent

with formulae (2.22) and this is due to the term e
−

q
iω

D1(0)
x

which is extremely small
for D1(0) small.
Concerning the optimization of ρvar

RR it is interesting to see that it always performs at
least as well as the optimisation of ρcst

RR. This shows that the optimisation tends to
correct the values p∗,cst

1 and p∗,cst
2 , used as first guesses of the numerical optimization,

in a proper way.

4. Conclusion. We presented and analyzed in this paper a new approach to
study the convergence of a global-in-time Schwarz algorithm in the case of a 1-D dif-
fusion equation with variable coefficients. We showed that, thanks to our formulation,
we are able to have a better understanding of the behaviour of the convergence fac-
tor. We exhibited some interesting features that were not shown by usual convergence
studies with constant diffusion coefficients. We put particular emphasis on the fact
that for low temporal frequencies it can be a strong (and unrelevant) assumption to



136

OSM FOR DIFFUSION EQUATIONS 15

effective values

ωmin ωmax Deff
1 Deff

2 γeff

10−2 10−1 0.00051 0.051 100
10−3 10−1 0.00051 0.056 110
10−4 10−1 0.00055 0.11 200

10−3 10−2 0.00051 0.065 127
10−4 10−2 0.00052 0.1 192
10−5 10−2 0.0006 0.3 500

10−5 10−4 0.00075 0.4 533
10−6 10−4 0.0015 0.5 333
10−7 10−4 0.0025 0.7 280

Table 3.4
Effective values of D1(x) and D2(x) and their ratio γeff = Deff

2 /Deff
1 .

assimilate a variable diffusion coefficient to its constant interface value. Moreover we
also showed that the variability of the coefficients can have a positive feedback on the
convergence speed by increasing the discontinuity at the interface.

However the formulae we got involve the computation of a set of eigenvalues and
associated eigenfunctions which makes it ”unconfortable” to use in practice. On top
of that the use of a numerical resolution of the minmax problem seems mandatory
because the expression of the convergence factor is complex and prevents from an
analytical resolution of the optimisation problem. To become attractive for prac-
tical applications our approach must be complemented to provide effective values
independent of the eigenvalues and the eigenfunctions. This could be possible by per-
forming an accurate study of the eigenvalues problems to improve our knowledge of
the behaviour of the eigenvalues with respect to the diffusion profiles variations. An
alternative could also be to proceed to an offline calculation of a set of effective values
associated to a given family of relevant diffusion profiles and to pick in this set during
the online computation.
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Appendix A. Determination of the convergence rate in the case of
variable coefficients. We recall (2.27):

ρ = |[(p1 + p2)K1 − 1] [(p1 + p2)K2 − 1] |(A.1)

with




K1 =


1 −

∑

n

√
iω

D1(0)
Φn,1(0)

iω + λ2
n,1

∫ 0

−L1

D̃1(x) exp

(√
iω

D1(0)
x

)
dΦn,1

dx
dx


 1

p1 +
√

iωD1(0)

K2 =


1 +

∑

n

√
iω

D2(0)
Φn,2(0)

iω + λ2
n,2

∫ L2

0

D̃2(x) exp

(
−
√

iω

D2(0)
x

)
dΦn,2

dx
dx


 1

p2 +
√

iωD2(0)

(A.1) can be rewritten as:

ρ =

√(
Im(K1)2(p1 + p2)2 + [(p1 + p2)Re(K1) − 1]

2
)(

Im(K2)2(p1 + p2)2 + [(p1 + p2)Re(K2) − 1]
2
)

(A.2)
In order to determine the real and imaginary parts of K1 and K2, we can decompose
each term appearing in the preceding expressions:

• aj = Re

(q
iω

Dj(0)

iω+λ2
n,j

)
=
√

ω
2Dj(0)

(
λ2

n,j+ω

ω2+λ4
n,j

)

• bj = Im

(q
iω

Dj(0)

iω+λ2
n,j

)
=
√

ω
2Dj(0)

(
λ2

n,j−ω

ω2+λ4
n,j

)

• c1 = Re
(
exp

(√
iω

D1(0)
x
))

= cos

(√
ω

2D1(0)
x

)
exp

(√
ω

2D1(0)
x

)

• d1 = Im
(
exp

(√
iω

D1(0)
x
))

= sin

(√
ω

2D1(0)
x

)
exp

(√
ω

2D1(0)
x

)

• c2 = Re
(
exp

(
−
√

iω
D2(0)

x
))

= cos

(√
ω

2D2(0)
x

)
exp

(
−
√

ω
2D2(0)

x

)

• d2 = Im
(
exp

(
−
√

iω
D2(0)

x
))

= − sin

(√
ω

2D2(0)
x

)
exp

(
−
√

ω
2D1(0)

x

)

• ej = Re

(
1

pj+
√

iωDj(0)

)
=

pj+

q
Dj(0)ω

2

p2
j
+Dj(0)ω+pj

√
2Dj(0)ω
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• fj = Im

(
1

pj+
√

iωDj(0)

)
= −

q
Dj(0)ω

2

p2
j
+Dj(0)ω+pj

√
2Dj(0)ω

Thanks to these equalities we can recast Kj in the following form:

K1 = (e1 + if1)

(
1 −

∑

n

(a1 + ib1)Φn,1(0)

∫ 0

−L1

D̃1(x)
dΦn,1

dx
(c1(x) + id1(x))dx

)

K2 = (e2 + if2)

(
1 +

∑

n

(a2 + ib2)Φn,2(0)

∫ L2

0

D̃2(x)
dΦn,2

dx
(c2(x) + id2(x))dx

)

and by noting

g1 =
∑

n

[
a1

∫ 0

−L1

D̃1(x)
dΦn,1

dx
c1(x)dx − b1

∫ 0

−L1

D̃1(x)
dΦn,1

dx
d1(x)dx

]
Φn,1(0)

h1 =
∑

n

[
b1

∫ 0

−L1

D̃1(x)
dΦn,1

dx
c1(x)dx + a1

∫ 0

−L1

D̃1(x)
dΦn,1

dx
d1(x)dx

]
Φn,1(0)

g2 =
∑

n

[
a2

∫ L2

0

D̃2(x)
dΦn,2

dx
c2(x)dx − b2

∫ L2

0

D̃2(x)
dΦn,2

dx
d2(x)dx

]
Φn,2(0)

h2 =
∑

n

[
b2

∫ L2

0

D̃2(x)
dΦn,2

dx
c2(x)dx + a2

∫ L2

0

D̃2(x)
dΦn,2

dx
d2(x)dx

]
Φn,2(0)

we obtain

K1 = (e1(1 − g1) + f1h1) + i(f1(1 − g1) − e1h1)
K2 = (e2(1 + g2) − f2h2) + i(f2(1 + g2) + e2h2)

Hence the convergence factor ρ thanks to (A.2).
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Discussion

Cette seconde partie du manuscrit nous a permis d’obtenir un certain nombre de résultats

intéressants concernant les propriétés de convergence des algorithmes de Schwarz. Notre

démarche a été orientée vers l’évaluation d’une partie des hypothèses communément ef-

fectuées.

Tout d’abord nous avons pu vérifier sur un cas simplifié à coefficients constants le compor-

tement traditionnellement observé de l’algorithme de Schwarz : faible vitesse de convergence

pour des basses fréquences temporelles et lorsque le saut des coefficients de diffusion est faible

à l’interface. Ce dernier point n’est a priori pas un facteur limitant dans le cadre du couplage

océan-atmosphère car le saut à l’interface entre les coefficients de diffusion turbulente est

a priori important. Notre étude a permis de déterminer analytiquement un algorithme de

vitesse de convergence optimale en montrant que le facteur de convergence optimisé satisfait

une propriété d’equioscillation.

Nous avons ensuite pu valider, avec les grandeurs caractéristiques rencontrées dans le

cadre du couplage océan-atmosphère, l’hypothèse qui consiste à considérer lors de l’étude

théorique des sous-domaines de taille infinie. Cela permet d’affirmer que la convergence sera

a priori indépendante du type de conditions limites imposées au fond de l’océan et sur le

toit du modèle d’atmosphère.

L’hypothèse qui nous semblait la plus forte au départ était de supposer des coefficients

de diffusion constants. Pour étudier spécifiquement l’effet de la variabilité spatiale de ces

coefficients sur la vitesse de convergence nous avons introduit une approche nouvelle de

détermination analytique de l’évolution des erreurs de l’algorithme. Grâce à cela nous avons

montré que la variabilité verticale des coefficients (au moins lorsque celle-ci est parabolique)

avait pour effet d’accélérer la convergence de la méthode pour les basses fréquences. Cette

propriété est particulièrement intéressante car elle peut rendre la vitesse de convergence de

l’algorithme faiblement dépendante de la valeur de ωmin.

Enfin nous avons introduit de manière succincte une méthodologie basée sur une approche

par contrôle optimal qui nous semble prometteuse. Celle-ci permet de déterminer dans un

cas donné les paramètres de Robin optimaux directement à partir de la discrétisation du

problème considéré. Cela rend possible la comparaison des paramètres déterminés analyti-

quement sur un problème continu avec les ”vrais” paramètres optimaux vis à vis du code

informatique de résolution utilisé.
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Discussion

Pour la problématique générale de cette thèse les résultats théoriques obtenus dans cette

partie permettent d’envisager avec optimisme des applications concrètes de type océan-

atmosphère. En effet la discontinuité des coefficients de diffusion à l’interface air-mer est

très marquée et la variabilité verticale de ces coefficients est importante. D’après notre étude

ces deux facteurs permettent en pratique d’espérer une convergence rapide de l’algorithme.
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La troisième partie de ce manuscrit est axée sur le couplage océan-atmosphère et la mise

en place pratique de l’algorithme de Schwarz dans ce contexte. Pour cela nous exploitons les

éléments introduits dans les deux premières parties. Dans un premier temps, dans le chapitre

5, nous verrons qu’il est très complexe d’écrire le problème de couplage océan-atmosphère

sous la forme d’un algorithme de type Robin-Robin à cause des fonctions de paramétrisation.

Nous montrerons en quoi ce problème est différent des problèmes ”classiques” de couplage

généralement rencontrés. Nous ne chercherons donc pas à optimiser la convergence de l’algo-

rithme mais nous proposerons quelques pistes en ce sens. Enfin, nous verrons les principaux

défauts des algorithmes usuels de couplage et nous comparerons leurs propriétés avec celles

de l’algorithme de Schwarz. Ce que nous entendons par ”méthodes usuelles” ce sont les

algorithmes de couplage utilisés actuellement par la communauté des physiciens, à savoir

les algorithmes de couplage au niveau du pas de temps des modèles et les algorithmes de

couplage par fenêtre de temps sur lesquelles des flux moyens sont échangés.

Ensuite, dans le chapitre 6, nous décrirons le cheminement permettant de procéder à

la mise en place de l’algorithme de Schwarz (non optimisé) pour le couplage de modèles

réalistes. Du fait de l’incertitude sur les paramétrisations on ne peut pas affirmer que le

processus itératif converge bien vers la solution exacte du problème mais nous verrons que

certains défauts des algorithmes usuels peuvent être corrigés. Cette mise en place passe par

l’étude théorique de convergence de l’algorithme en considérant une physique simplifiée. Une

fois la convergence théorique montrée, nous aborderons les problèmes de l’initialisation et de

la gestion des non-conformités en espace qui sont indispensables pour passer du problème

continu au problème discret. Finalement la mise en oeuvre informatique est effectuée pour

la simulation d’un cyclone tropical et les résultats physiques sont présentés. Les différentes

considérations et résultats physiques de cette partie sont partiellement repris dans Lemarié

et al. (2008c).
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Nous avons introduit dans la partie 2 de ce manuscrit un algorithme qui nous semble

pertinent dans le cadre du couplage océan-atmosphère. Nous proposons ici, dans un premier

temps, de faire le lien entre notre étude théorique et le problème que l’on souhaite résoudre

en pratique. Nous verrons qu’à cause des paramétrisations de couche limite, il reste très

complexe d’aborder le ”vrai” problème de couplage. Nous poserons le problème approché

à résoudre, qui revient à imposer l’égalité des flux (calculés par des paramétrisations) à

l’interface air-mer. Ce problème correspond en pratique à celui qui est résolu lorsque que l’on

couple des modèles réalistes. Nous discuterons ensuite des méthodes couramment utilisées

actuellement pour aborder ce type de couplage. Il est intéressant de remarquer que ces

méthodes ad-hoc peuvent s’exprimer dans le formalisme de l’algorithme de Schwarz. On sera

donc en mesure d’évaluer les forces et les faiblesses de chacune des approches algorithmiques

proposées. Nous considérerons ici uniquement les méthodes utilisées pour coupler des modèles
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réalistes meso-échelles ou globaux, en excluant celles proposées dans des cadres simplifiés

ou purement théoriques. Nous verrons enfin comment l’algorithme de Schwarz peut pallier

certains problèmes liés à l’utilisation de méthodes ad-hoc.

5.1 Cadre général

Dans la suite, nous allons symboliquement représenter les modèles de circulation océanique

ou atmosphérique par des opérateurs aux dérivées partielles Loce et Latm. Ces opérateurs cor-

respondent aux équations primitives de l’océan et aux équations d’Euler pour l’atmosphère.

En reprenant les notations introduites au §2.5, on définit par Ωoce et Ωatm les domaines de

calcul respectifs. L’intégration des modèles sur une période de temps [0, T ] s’écrira

Loceuoce = foce sur Ωoce × [0, T ] Latmuatm = fatm sur Ωatm × [0, T ] (5.1)

avec des conditions initiales et aux bords appropriées. uoce et uatm sont des vecteurs des

variables d’état (vitesses, températures, ...), foce et fatm sont des termes de forçage. Les deux

domaines de calcul Ωoce et Ωatm ont une interface commune, notée Γ. Notre objectif est

d’assurer la consistance de la solution du problème couplé de part et d’autre de l’interface

Γ. Si on définit les opérateurs différentiels Fatm = ρatmK
a
x

∂

∂z
et Foce = ρoceK

o
x

∂

∂z
avec Ka

x et

Ko
x les coefficients de diffusion turbulente pour la quantité de mouvement (x = m) ou pour

les scalaires (x = s), la consistance correspondant à l’égalité des flux et à la continuité de la

valeur s’écrit

Fatmuatm(0, t) = Foceuoce(0, t) uatm(0, t) = uoce(0, t) (5.2)

Afin d’écrire la consistance requise de façon générique, on supposera que les capacités calori-

fiques de l’eau et de l’air sont incluses dans les diffusivités. Par analogie à l’étude menée dans

la partie 2, les conditions de transmission correspondantes peuvent s’écrire sous la forme de

conditions de type Robin-Robin





(Fatm + p1Id)uatm(0, t) = (Foce + p1Id)uoce(0, t)

(Foce + p2Id)uoce(0, t) = (Fatm + p2Id)uatm(0, t)
(5.3)

Cette écriture des conditions de transmission suppose implicitement que les couches limites

de part et d’autre de l’interface air-mer sont explicitement résolues. Nous avons vu dans

la première partie de ce document que ceci n’est pas le cas et que les flux sont calculés
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par l’intermédiaire d’une paramétrisation impliquant, entre autre, les valeurs des variables

d’état ”loin” de l’interface (en pratique aux premiers niveaux verticaux des modèles). Nous

noterons εa (resp. εo) cette distance dans l’atmosphère (resp. l’océan), avec εa > 0 (resp.

εo > 0). Afin d’introduire ces variables dans les conditions de transmission (5.3), on définit

deux fonctions de paramétrisation Fa et Fo telles que

uatm(0, t) = uatm(εa, t) − Fa(uatm, ∂uatm/∂z)
uoce(0, t) = uoce(−εo, t) + Fo(uoce, ∂uoce/∂z)

(5.4)

Si on fait le parallèle avec un développement de Taylor de uatm (resp. uoce) autour de

0 on remarque que la fonction Fa (resp. Fo) est proportionnelle à ∂uatm/∂z(0, t) (resp.

∂uoce/∂z(0, t)).

Pour la suite, on introduit la fonction Foa correspondant à la fonction de paramétrisation

des flux air-mer. Notons que cette fonction dépend non seulement de uatm(εa, t) et uoce(−εo, t)

mais aussi des précipitations P , du flux solaire QS et du flux de rayonnement infrarouge QL↓.

(on pourra regrouper les deux flux radiatifs QL↓ et QS en un unique terme R). Dans (5.3)

les flux sont donc donnés sous la forme
{

Fatmuatm(0, t) = Foa (uatm(εa, t), uoce(−εo, t))
Foceuoce(0, t) = Foa (uatm(εa, t), uoce(−εo, t))

(5.5)

Si on considère uniquement les composantes turbulentes des flux, Foa peut être explicitée

sous la forme

Foa (uatm(εa, t), uoce(−εo, t)) = Cx|∆~U | (uatm(εa, t) − uoce(−εo, t)) (5.6)

où Cx est un coefficient d’échange dépendant notamment de la stabilité de la couche limite

et |∆~U | =
∣∣∣~Uatm(εa) − ~Uoce(−εo)

∣∣∣.
A partir des différents éléments introduits jusqu’à maintenant, les conditions de trans-

mission (5.3) prenant en compte les paramétrisations physiques s’écrivent





(Fatm + p1Id)uatm(0, t) = Cx|∆~U | (uatm(0, t) + Fa + Fo − uoce(0, t)) + p1uoce(0, t)

(Foce + p2Id)uoce(0, t) = Cx|∆~U | (uatm(0, t) + Fa + Fo − uoce(0, t)) + p2uatm(0, t)
(5.7)

Du fait des fonctions de paramétrisation, il apparâıt trop complexe de faire la liaison avec la

théorie présentée précédemment. Tout d’abord, comme l’illustre la figure 5.1, nous pouvons

remarquer que les échanges de conditions limites entre les deux sous-domaines considérés sont
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faits d’une manière atypique lorsque l’on traite le problème de couplage océan-atmosphère.

Dans la plupart des applications ”usuelles”, un sous-domaine donné calcule une valeur d’in-

terface et/ou un flux de surface pour les sous-domaines voisins, et inversement. Dans le

cadre du couplage océan-atmosphère chaque sous-domaine fournit sa valeur de surface et

reçoit un flux. En ce sens on pourrait penser que l’algorithme est équivalent à un algorithme

de type Dirichlet-Neumann. Cependant, si on se place du point de vue des deux systèmes

d’équations en présence, ceux-ci sont forcés par des flux, ce qui correspond à un algorithme

de type Neumann-Neumann. De plus, si on se penche sur la façon dont sont paramétrisés ces

flux, cela suggère que les conditions limites échangées sont de type Robin-Dirichlet. Enfin les

fonctions de paramétrisation Fo et Fa introduites précédemment ne sont que partiellement

connues car elles supposent que l’on sache précisément paramétriser l’évolution de uatm (resp.

uoce) dans la sous-couche visqueuse.

Pour pouvoir faire un lien clair avec la théorie, il faudrait expliciter de manière précise

toutes les fonctions de paramétrisation en présence. La formulation des conditions de trans-

mission ainsi déterminées permettrait d’avoir une idée de la nature exacte de l’algorithme.

Une autre alternative serait de se passer de la paramétrisation de couche limite de surface

en considérant, par exemple, un raffinement local de la résolution dans cette région comme

cela est suggéré par Sullivan et al. (1996). Dans ce cas, on se replacerait dans le cadre d’un

couplage ”classique” au sens de la figure 5.1.

Dans ce document nous traitons le problème avec des conditions du type de (5.5), mais

les deux pistes mentionnées précédemment constituent des pistes de recherche intéressantes

à terme.

Notons que l’algorithme avec des conditions du type de (5.5) ne correspond pas stric-

tement à un algorithme de type Neumann-Neumann du fait des paramétrisations sous-

jascentes. En effet, en imposant l’égalité des flux on impose implicitement une relation

fonctionnelle entre les valeurs uatm(εa, t) et uoce(−εo, t), cette relation étant donné par la

paramétrisation de CLS. Ceci s’écrit concrètement comme un saut des valeurs à travers

l’interface

uatm(εa, t) − uoce(−εo, t) = γCLS (5.8)
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5.1 Cadre général

Couplage "classique" Couplage océan-atmosphère

PARAMETRISATION

DE

COUCHE LIMITE

Ω1Ω1

Ω2Ω2

D1
∂u1

∂z
(0, t)

u1(0, t)u2(0, t)

D2
∂u2

∂z
(0, t)

et/ouet/ou

u2(−ε2, t)

u1(ε1, t)D1
∂u1

∂z
(0, t)

D2
∂u2

∂z
(0, t)

Fig. 5.1: Description des échanges de conditions limites dans le cas d’un couplage ”clas-

sique” (i.e. sans passer par une fonction de paramétrisation) et dans le cas du couplage océan-

atmosphère.
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Problème de couplage abordé

Pour les raisons expliquées auparavant, nous garderons le problème de couplage exprimé

sous sa forme (5.5) sans chercher à l’exprimer en terme de conditions de transmission connues

(de type Dirichlet-Neumann ou Robin-Robin, par exemple). Le problème que l’on abordera

sera donc le suivant :

Trouver uatm et uoce qui satisfont



Latmuatm = fatm, sur Ωatm × [0, T ] et Loceuoce = foce, sur Ωoce × [0, T ]

Fatmuatm = Foa(uoce, uatm,R, P ) sur Γ × [0, T ]
Foceuoce = Foa(uoce, uatm,R, P ) sur Γ × [0, T ]

(5.9)

Nous précisons que la solution de ce problème n’est pas strictement la solution exacte du

problème de couplage océan-atmosphère du fait des erreurs sur la paramétrisation, et rien

ne permet de montrer qu’à convergence, la solution de ce problème est égale à la solution

exacte donnée par (5.2). En pratique, c’est ce problème (5.9) qui est traditionnellement

traité lors du couplage de modèles réalistes. Cependant, comme nous le montrerons par la

suite, les algorithmes ”usuels” n’en fournissent pas la solution exacte. Celle-ci devra vérifier

l’égalité des flux de quantité de mouvement, de chaleur (nette) et d’eau douce. Dans la

suite de ce chapitre, nous présentons les approches algorithmiques de couplage couramment

utilisées en montrant leurs avantages et leurs défauts. Les algorithmes usuels se divisent en

deux catégories : les algorithmes de couplage par fenêtres temporelles et les algorithmes de

couplage au niveau du pas de temps. Dans un premier temps, nous présentons des algo-

rithmes de couplage par fenêtres temporelles. Nous verrons qu’avec ce type d’algorithme les

interactions entre les deux sous-domaines n’ont pas lieu à travers des valeurs instantanées

des flux mais à travers des valeurs moyennées sur la fenêtre de temps. Les considérations

physiques justifiant ce choix sont présentées dans le paragraphe suivant. Ensuite, pour les

algorithmes de couplage au niveau du pas de temps des modèles, comme nous le verrons,

il est possible que certains problèmes de stabilité numérique puissent survenir. Enfin nous

préciserons comment pallier à ces problèmes grâce à l’algorithme de Schwarz.
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5.2 Flux moyens vs flux instantanés

Les flux à l’interface air-mer correspondent à la somme de composantes turbulentes (cal-

culées par les formules bulk) et de composantes radiatives calculées en partie dans le modèle

d’atmosphère. Tout d’abord, nous avons vu précédemment que le calcul des flux turbulents

peut être très incertain sur des échelles de temps petites (inférieures à la quinzaine de mi-

nutes) et que des flux moyens horaires sont donc plus pertinents. Ceci s’explique par le

manque de connaissances précises et le manque d’observations directes des flux air-mer à

hautes fréquences spatiales et temporelles. De plus, les coefficients d’échange (empiriques)

impliqués dans le calcul bulk des flux sont calibrés à partir de mesures moyennées dans le

temps (voir chapitre 2 pour de plus amples explications). Il y a également un certain nombre

de petites échelles temporelles dans la couche limite atmosphérique qui ne sont pas perti-

nentes pour l’océan : la moyenne va donc agir comme un filtre sur ces échelles en supprimant

la partie oscillante du signal.

En ce qui concerne les composantes radiatives des flux (essentiellement le flux solaire),

l’incertitude peut également être importante. En effet, la couverture nuageuse est parfois

représentée de manière incorrecte dans les modèles numériques, ce qui influe directement

sur la précision du calcul du flux solaire incident à la surface de l’océan. Comme nous le

voyons dans le tableau 5.1, de nombreuses variables sont utilisées pour le calcul de QS↓, dont

l’ennuagement. Plus généralement, plus le nombre de schémas de paramétrisation dans lequel

une variable est impliquée est grand, plus l’incertitude sur la valeur de cette variable peut

être jugée importante. Pour ces différentes raisons, on peut également choisir de moyenner

le flux solaire dans le temps.

C’est avec ces considérations physiques à l’esprit que nous allons maintenant décrire les

méthodes usuelles de couplage de modèles réalistes de l’océan et de l’atmosphère.

5.3 Méthodes ad-hoc

Les méthodes de couplage peuvent être séparées en deux catégories : les algorithmes 1-

way, lorsqu’un modèle reçoit des informations mais n’en envoie pas, et les algorithmes 2-way

lorsqu’un retour d’information existe (échange d’informations dans les 2 sens).
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Schémas de paramétrisation Rad MP PC CLA CLS

uatm vitesses E E/S

température potentielle E/S E/S E/S E/S

vapeur d’eau E E/S E/S E/S

nuages E E/S S E/S

précipitations E E/S S

Foa QL↑ E S

QL↓ S E

QS↑ E S

QS↓ S E

P S E

QH E S

QE E S

~τ E S

Tab. 5.1: Interactions physiques entre les différents schémas de paramétrisation. Rad corres-

pond au schéma radiatif, MP au schéma de microphysique et PC à la paramétrisation des

cumulus. On note par un E lorsque la quantité considérée est en entrée d’un schéma de pa-

ramétrisation et un S lorsqu’elle est en sortie.
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5.3 Méthodes ad-hoc

5.3.1 Couplage one-way

Les algorithmes 1-way correspondent à ce que l’on appelle un mode ”forcé” et peuvent

se définir par
Latmuatm = fatm sur Ωatm × [0, T ]

puis

{
Loceuoce = foce sur Ωoce × [0, T ]
Foceuoce = Foa(uoce, uatm,R, P ) sur Γ × [0, T ]

(5.10)

Pour ce type de stratégie de couplage, l’intégration du modèle atmosphérique est généralement

effectuée off-line, à savoir que son intégration sur la période de temps [0, T ] est réalisée une

fois pour toutes en amont. Cette intégration est généralement effectuée en utilisant un état de

l’océan fourni par des données issues d’un modèle grande échelle. Lorsque ce type de stratégie

est adoptée, soit le modèle d’océan est directement forcé par les flux atmosphériques (cal-

culés en considérant un état de l’océan fourni par des données grande échelle), soit le modèle

d’océan possède son propre schéma de paramétrisation de la couche limite de surface at-

mosphérique (i.e. ses propres formules bulk), et il utilisera donc dans ce cas les variables

d’état du modèle d’atmosphère à son premier niveau vertical ainsi que les flux radiatifs de

celui-ci. Cette seconde méthode est plus appropriée car elle permet de calculer les flux en

prenant en compte l’état de l’océan fourni par son propre modèle.

Il est clair qu’avec un algorithme one-way, on ne traite pas le problème (5.9) mais un

problème approché car uoce n’agit pas sur uatm. Dans certains cas, en océanographie par

exemple, où l’on souhaite uniquement obtenir des forçages à haute résolution pour son

modèle, ce type de couplage peut s’avérer satisfaisant (e.g. Muller et al., 2007). Cepen-

dant, dès que l’on souhaite étudier des phénomènes complexes où les échanges énergétiques

entre l’océan et l’atmosphère sont importants (e.g. pour les cyclones tropicaux ou des études

climatiques), un couplage 2-way est nécessaire.

5.3.2 Couplage two-way

En ce qui concerne les algorithmes 2-way, les stratégies ”habituelles” de couplage peuvent

être trouvées, par exemple, dans Bryan et al. (1996) pour des applications globales grande

échelle, et dans Perlin et al. (2007) ou Bao et al. (2000) pour des études régionales haute

résolution. Nous verrons par la suite les différences (très importantes) entre ces deux types
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d’approches conçues pour différents types d’applications. Notons aussi que les stratégies de

couplage peuvent être différentes suivant les modèles numériques considérés. Concrètement

on rencontre les trois cas suivants :

1. Les deux modèles considérés possèdent un schéma de paramétrisation de la couche

limite de surface. Pour la consistance du couplage, les flux doivent être calculés de la

même manière pour les deux modèles. Généralement on choisira d’utiliser le schéma de

paramétrisation du modèle d’atmosphère et on forcera le modèle d’océan directement

par des flux.

2. Aucun des deux modèles ne possède de schéma de paramétrisation de la CLS. Dans

ce cas, il faut ajouter une formulation bulk au coupleur qui sera chargé de calculer les

flux en plus d’assurer la synchronisation des échanges entre les modèles.

3. Seul le modèle d’atmosphère calcule les flux air-mer. Dans ce cas le modèle d’océan

prend directement des flux en entrée, comme dans le cas 1.

On considérera dans la suite que le modèle d’océan est forcé par des flux qui sont calculés par

le schéma de couche limite du modèle d’atmosphère. Ceci signifie que, lors de l’intégration sur

Ωoce × [0, T ], le flux ne peut pas être mis à jour en utilisant les valeurs de uoce nouvellement

calculées, car le modèle n’a pas accès au schéma de paramétrisation adéquat (cf figure 5.2).

Comme nous l’avons mentionné précédemment, lorsque l’on considère une interaction two-

way entre l’océan et l’atmosphère, il y a principalement deux approches de résolution du

problème de couplage qui ont été proposées. Celles-ci se différencient principalement par la

fréquence de couplage entre les deux modèles.

Couplage par fenêtres temporelles (basé sur des flux moyens)

Typiquement, pour des problèmes à l’échelle globale, le temps total de simulation [0, T ]

est découpé en N fenêtres de temps [ti, ti+1] de taille plus réduite, i.e. [0, T ] = ∪N
i=1[ti, ti+1].

La taille de ces fenêtres est généralement de l’ordre de 1 heure à 1 jour, dépendant du type

d’application et de la nécessité ou non de résoudre le cycle diurne. Dans ce cas, l’océan et

l’atmosphère échangent sur chaque fenêtre de temps des flux moyennés en temps, pour les

raisons évoquées dans le §5.2. En notant 〈.〉i une moyenne temporelle sur une fenêtre de
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Latmuatm = fatm

Loceuoce = foce

Fbulk(〈uoce〉 , uatm)

〈uoce〉 〈Foa〉

Fig. 5.2: Représentation schématique des échanges entre les modèles lorsque l’on considère

un modèle d’atmosphère possédant un schéma de paramétrisation de couche limite. Le modèle

d’océan fournit son état moyen 〈uoce〉 directement au modèle d’atmosphère qui lui renvoie des

flux moyens 〈Foa〉.

temps [ti, ti+1], l’algorithme de couplage, en mode asynchrone (i.e. les modèles ne sont pas

intégrés en même temps), s’écrit

{
Latmuatm = fatm sur Ωatm × [ti, ti+1]
Fatmuatm = Foa(〈uoce〉i−1 ,uatm(t),R,P) sur Γ × [ti, ti+1]

puis

{
Loceuoce = foce sur Ωoce × [ti, ti+1]
Foceuoce =

〈
Foa(〈uoce〉i−1 ,uatm(t),R,P)

〉
i

sur Γ × [ti, ti+1]

(5.11)

Notons que 〈.〉i peut soit correspondre à un flux moyen sur [ti, ti+1], soit à une séquence

de flux moyens sur la même période. Nous remarquons que c’est la valeur de uoce sur la

fenêtre de temps précédente qui est utilisée pour calculer les flux sur la fenêtre de temps

courante. Les flux calculés sont donc ”en retard” sur l’instant de simulation. L’opérateur 〈〉i
peut simplement correspondre à une moyenne arithmétique ou bien à un calcul de moyenne

plus évolué avec de meilleures propriétés spectrales.

Dans certains cas, suivant les types de calculateurs envisagés et la scalabilité des codes

numériques, on peut vouloir effectuer l’intégration des deux modèles en parallèle, ce qui n’est
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5. MÉTHODES USUELLES DE COUPLAGE
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pas possible en mode asynchrone. L’algorithme synchrone correspondant, représenté sur la

figure 5.3, est alors

{
Latmuatm = fatm sur Ωatm × [ti, ti+1]
Fatmuatm = Foa(〈uoce〉i−1 ,uatm(t),R,P) sur Γ × [ti, ti+1]

pendant que

{
Loceuoce = foce in Ωoce × [ti, ti+1]
Foceuoce =

〈
Foa(〈uoce〉i−2 , uatm|i−1 ,R,P)

〉
i−1

sur Γ × [ti, ti+1]

(5.12)

En mode asynchrone, on remarque clairement que les deux modèles, sur une période de

temps [ti, ti+1], sont forcés par les mêmes flux moyens. En mode synchrone, ceci n’est plus

vérifié car ce sont les flux moyens sur la fenêtre [ti, ti+1] de l’océan et la fenêtre [ti−1, ti]

de l’atmosphère qui sont égaux. De plus, la valeur de uoce utilisée dans la fenêtre courante

provient cette fois-ci de l’avant-dernière fenêtre.

Pour des études climatiques, la longueur typique d’une fenêtre de temps est de 24 heures.

Avec des algorithmes du type de (5.11) et (5.12), l’atmosphère résout le cycle diurne, au

contraire de l’océan. En effet, R est recalculé en fonction du temps pendant l’intégration

du modèle d’atmosphère, mais est ”gelé” pour le modèle d’océan. Ce problème peut être

en partie résolu en multipliant le flux solaire moyen par une fonction sinusöıdale, comme

proposé dans Danabasoglu et al. (2006).

Avec ce type d’approche algorithmique (synchrone ou asynchrone), on résout un problème

proche de (5.9). Cependant, les deux modèles ne sont pas en équilibre exact sur [ti, ti+1].

En effet l’intégration du modèle d’océan sur cette période de temps modifiera uoce. Cette

modification n’est pas prise en compte par l’atmosphère sur le bon intervalle de temps [ti, ti+1]

mais seulement sur [ti+1, ti+2].

L’utilisation de l’état moyen de l’océan sur la fenêtre de temps i−1 pour calculer le flux sur

la fenêtre i peut être problématique. Lors de certains événements (de type upwelling côtier

par exemple), des variations significatives de la température de surface de l’océan peuvent

se produire sur des échelles de temps assez courtes. De plus, il peut être intéressant d’avoir

une meilleure représentation du cycle diurne pour l’océan, sans passer par la multiplication

d’un flux moyen par une fonction sinusöıdale. Ces deux problèmes peuvent être partiellement

résolus en réduisant la taille des fenêtres de temps (ce qui en pratique revient à augmenter

la fréquence de couplage).
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atmosphère

océan

ti−1 titi−2 ti+1

〈.〉
i

i-2

i-2 i-1

i

i

i-1

Foa(〈uoce〉i−1, uatm|i)Foa(〈uoce〉i−3 , uatm|i−2) Foa(〈uoce〉i−2, uatm|i−1)

〈

Foa(〈uoce〉i−2 , uatm|i−1)
〉

i−1

〈

Foa(〈uoce〉i−3 , uatm|i−2)
〉

i−2

〈

Foa(〈uoce〉i−1, uatm|i)
〉

i

〈.〉
i−2

〈.〉
i−1

Fig. 5.3: Représentation schématique de la stratégie de couplage par fenêtres de temps en

mode synchrone.

Couplage au niveau du pas de temps

Cependant un autre type d’approche algorithmique est généralement adoptée pour les

études couplées à échelle régionale. Dans la réalité, l’océan et l’atmosphère échangent des

flux de manière continue en temps. Il peut ainsi être considéré qu’une fréquence de couplage

appropriée doit être la plus petite possible, typiquement de l’ordre du plus grand pas de

temps entre celui du modèle d’atmosphère et celui du modèle d’océan. De ce point de vue,

un algorithme pertinent consiste à échanger des flux instantanés. Supposons que le modèle

d’océan ait un pas de temps ∆to, et celui d’atmosphère un pas de temps ∆ta tel que ∆to =

n∆ta. La valeur de n dépend des schémas de résolution en temps utilisés et de la résolution

horizontale des modèles, une valeur typique étant de l’ordre de 25 à 100 (cf chapitre 1).

L’algorithme correspondant peut s’écrire à l’échelle d’un pas de temps du modèle d’océan

{
Latmuatm = fatm sur Ωatm × [ti, ti + n∆ta]
Fatmuatm = Foa(uoce(ti),uatm(t)) sur Γ × [ti, ti + n∆ta]

{
Loceuoce = foce sur Ωoce × [ti, ti + ∆to]
Foceuoce = Foa(uoce(ti),uatm(ti)) sur Γ × [ti, ti + ∆to]

(5.13)

Typiquement, les composantes atmosphérique et océanique sont intégrées en temps sur une

période n∆ta (ou identiquement ∆to). Un échange de valeurs instantanées est ensuite réalisé,
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atmosphère

océan

∆ta

∆to

{

{ Foa Foa Foa

Fig. 5.4: Représentation schématique de la stratégie de couplage au niveau du pas de temps.

Les flèches correspondent à un échange de conditions limites.

et l’intégration des modèles repart pour une nouvelle période de temps de longueur n∆ta,

ce procédé étant répété sur la durée totale de la simulation. La méthode de couplage est

schématiquement représentée par la figure 5.4.

Nous pouvons formuler un certain nombre de remarques sur ce type de couplage. Tout

d’abord, d’un point de vue informatique et numérique, ce type d’algorithme est délicat à

mettre en oeuvre et peut engendre des communications importantes et fréquentes entre les

deux modèles.

Cette approche algorithmique du couplage est bien sûr plus proche de ce qui est fait

en théorie dans d’autres domaines, mais nous pouvons nous interroger sur la pertinence

physique de ce type d’approche où les modèles échangent des valeurs instantanées incertaines

(cf §5.2). Cependant une alternative peut être d’ajouter des détails physiques importants

(généralement négligés dans les formulations bulk), à savoir la contribution des embruns ou

la couche limite due à la présence de vagues (wavy boundary layer) comme cela est proposé

dans Bao et al. (2000). Dans ce cas, il est possible d’émettre l’hypothèse que l’incertitude des

formules bulk (spécialement due à l’effet des vagues) décrôıt, et donc que des flux instantanés

deviennent pertinents. Il n’a cependant pas encore été montré clairement que l’utilisation

d’un modèle de vague améliore significativement la qualité des flux calculés.

Sur la figure 5.4 nous voyons que les flux sont échangés à un instant t entre les deux

sous-domaines, en supposant un traitement explicite de ceux-ci. Or, en pratique, la diffusion

verticale dans les modèles est traitée de manière implicite (voire semi-implicite) : c’est donc

le flux à l’instant t + ∆ta (resp. t + ∆to) qui est requis. Le fait qu’il y ait, de manière
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systématique, un décalage en temps peut nuire à la stabilité du schéma de couplage proposé

car la condition de surface et les profils verticaux dans les modèles ne sont pas conservés

synchrones. Une manière de résoudre ce problème serait d’utiliser un processus itératif à

chaque pas de temps (Cai, 1991).

C’est en partant des constats faits dans cette section que nous avons souhaité envisager

l’utilisation de l’algorithme de Schwarz global en temps.

5.4 Algorithme de Schwarz pour le couplage océan-

atmosphère

On peut se référer à la partie 2 de ce manuscrit pour une description complète de l’al-

gorithme de Schwarz. Ce type de méthode a notamment été récemment appliquée à la

modélisation océanique dans le but d’améliorer la spécification des frontières ouvertes et

les techniques de nesting (Blayo & Debreu, 2005, Cailleau et al., 2008). Nous souhaitons

ici le formuler dans le cadre du couplage océan-atmosphère. Avec les notations introduites

précédemment, l’algorithme de Schwarz sur une fenêtre [ti, ti+1] s’écrit

Boucle sur k jusqu’à convergence

{
Latmu

k
atm = fatm, sur Ωatm × [ti, ti+1]

Fatmuk
atm = Foa(u

k−1
oce ,u

k
atm,R

k,Pk) sur Γ × [ti, ti+1]

puis

{
Loceu

k
oce = foce, sur Ωoce × [ti, ti+1]

Foceu
k
oce = Foa(u

k−1
oce ,u

k
atm,R

k,Pk) sur Γ × [ti, ti+1]

(5.14)

où k est le numéro de l’itération. De plus u0
oce est requis sur Γ pour l’initialisation. Cet

algorithme est écrit sous forme multiplicative (qui correspond au mode asynchrone men-

tionné auparavant). Si la condition Foceu
k
oce = Foa(u

k−1
oce , u

k
atm,R

k, P k) est remplacée par

Foceu
k
oce = Foa(u

k−1
oce , u

k−1
atm ,R

k−1, P k−1), nous obtenons la forme parallèle (ou mode syn-

chrone). Au contraire de l’algorithme (5.13), cet algorithme est faiblement dépendant des

discrétisations en temps des deux modèles. Si l’on stocke la solution à chaque pas de temps,

(5.13) est équivalent à une (et une seule) itération de (5.14). On peut également noter qu’en

considérant ∆ta = ∆to, (5.13) correspond à une unique itération de l’algorithme de Schwarz
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local en temps. Dans le même ordre d’idée, si des flux moyens sont considérés, une (et une

seule) itération de la forme multiplicative de (5.14) est équivalente à (5.11).

Le principal défaut de l’algorithme de Schwarz dans le cadre du couplage océan-atmosphère

est le recours à un processus itératif. Le coût total de la méthode correspond au nombre

d’itérations multiplié par le coût de chaque modèle, sachant que les modèles d’océan et sur-

tout d’atmosphère ont un coût de calcul déjà élevé. C’est avec cette difficulté présente à

l’esprit que nous avons mené l’étude détaillée des propriétés de convergence de l’algorithme

de Schwarz présentée dans la partie 2.

On peut envisager quelques modifications à apporter à l’algorithme (5.14). Pour les considérations

physiques évoquées précédemment dans le §5.2, on considérera des flux moyennés en temps.

L’algorithme peut alors se réécrire :

Boucle sur k jusqu’à convergence

{
Latmu

k
atm = fatm sur Ωatm × [ti, ti+1]

Fatmuk
atm = Foa(

〈
uk−1

oce

〉
i
,uk

atm(t),Rk,Pk) sur Γ × [ti, ti+1]

{
Loceu

k
oce = foce sur Ωoce × [ti, ti+1]

Foceu
k
oce =

〈
Foa(

〈
uk−1

oce

〉
i
,uk

atm(t),Rk,Pk)
〉
i

sur Γ × [ti, ti+1]

(5.15)

A convergence de cet algorithme, les deux modèles sont forcés par des flux calculés avec

des valeurs prises aux bons instants, contrairement à ce qui était fait dans l’algorithme

(5.11). Là encore 〈.〉i peut définir une séquence de flux horaires sur [ti, ti+1]. C’est ce type

de configuration, schématiquement représentée sur la figure 5.5, que l’on étudiera plus loin

dans ce manuscrit, dans le cadre d’une application numérique.

Dans ce chapitre nous avons établi le problème de couplage à résoudre en pratique. Nous

avons ensuite montré que l’algorithme de Schwarz est tout à fait approprié pour la résolution

de ce problème. Nous allons vérifier cela en pratique dans le chapitre 6.
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ti ti+1
ti+2ti+1

Loceu
k
oce = foce

Latmuk
atm = fatm

S

Foa(uk
atm,

〈

uk−1
oce

〉

)

convergence

oui

non

〈

uk
oce

〉

Fig. 5.5: Représentation schématique de la stratégie de couplage océan-atmosphère par

méthode de Schwarz.
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mathématiquement et physiquement

consistant

Sommaire

6.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

6.2 Etude de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
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Nous avons mis l’accent dans la première partie de ce document sur la nécessaire consis-

tance entre les parties numériques et physiques à l’échelle des modèles. A l’échelle d’un

problème couplé cette consistance doit également être vérifiée. Nous avons jusqu’à main-

tenant introduit une méthode intéressante du point de vue numérique, il faut cependant

s’assurer de la consistance du couple paramétrisations physiques / méthode de Schwarz. Il

n’y a pas eu, à notre connaissance, d’évaluation de la compatibilité entre les paramétrisations

des couches limites atmosphériques et océaniques dans le cadre d’un problème couplé. En

pratique ces deux types de paramétrisations ont été conçues et évaluées indépendamment
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l’une de l’autre, et rien n’assure a priori de leur compatibilité. L’algorithme de Schwarz

présente un cadre intéressant pour ce genre d’étude. Pour juger la compatibilité, on pourra

mener une étude de convergence d’un algorithme incluant tout ou partie de la complexité

physique du problème. On s’intéressera au couplage de deux équations de diffusion dont les

coefficients de diffusion sont donnés par des paramétrisations de type K-profile et dont les

flux sont calculés par l’intermédiaire de formules bulk.

Dans un premier temps, nous allons concilier les éléments des deux premières parties de

ce document pour poser le problème complet incluant toute la complexité physique. Dans un

second temps, nous émettrons quelques hypothèses simplificatrices afin de pouvoir calculer

le taux de convergence de l’algorithme correspondant. Enfin, en nous basant sur cette étude,

nous jugerons si nous pouvons nous attendre ou non à une convergence rapide de l’algorithme.

Une fois que nous aurons vérifié la convergence de l’algorithme, nous procéderons à une

application de la méthode sur un cas réaliste. Pour ce faire, nous couplerons deux modèles

numériques 3D très répandus dans la communauté océan-atmosphère : WRF et ROMS (dans

sa version ROMS-AGRIF). Cette application sera effectuée dans le but de simuler la genèse

et la propagation d’un cyclone tropical.

6.1 Formulation du problème

On reprend ici les notations du chapitre 5 et on considère

Latm =
∂

∂t
− ∂

∂z

(
Ka

z (z)
∂

∂z

)
Loce =

∂

∂t
− ∂

∂z

(
Ko

z (z)
∂

∂z

)
(6.1)

avec Ka
z et Ko

z les coefficients de diffusion turbulente dont la forme est donnée par des

paramétrisations de couche limite (voir §2.4). On fait ici le choix d’étudier le cas des vitesses
~Uoce et ~Uatm. Ce choix s’explique principalement par deux raisons :

1. si on suppose des conditions de stabilité neutres (i.e. en l’absence de production

d’énergie thermique), le problème ne dépendra que de ~Uoce et ~Uatm (alors que la

température entre en jeu pour des conditions stables ou instables).

2. le flux à l’interface a uniquement une composante turbulente, alors que pour la température

on devrait considérer en plus des composantes radiatives.

Dans la suite nous noterons hclo la profondeur de la CLO et hcla la hauteur de la CLA. Si

on introduit la fonction Gx(σ) définie par Gx(σ) = σ(1 − σ)2H(1 − σ) (avec H la fonction
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de Heaviside) les coefficients de viscosité (entre la surface et hbla, respectivement hblo) sont

donnés par les relations

Ka
z (z) =

[
ku∗,ahcla

φa(ζa)

]
Ga

(
z

hcla

)
+ κa Ko

z (z) =

[
ku∗,ohclo

φo(ζo)

]
Go

(
z

hclo

)
+ κo (6.2)

où u∗,a et u∗,o correspondent aux échelles de vitesse respectivement dans la CLA et la CLO

et κa, κo > 0 à des diffusivités. On définit par φo et φa les fonctions empiriques dépendant

des paramètres de stabilité ζo et ζa. Les fonctions Gx correspondent à des fonctions de forme

du profil. Elles servent également à prolonger le profil de viscosité par une valeur constante

positive en dehors de la couche limite : on aura donc bien Ka
z > 0 et Ko

z > 0 (ce qui assure

que le problème est bien posé). Un profil typique de diffusion est représenté sur la figure 2.6.

Les valeurs de hcla(t) et hclo(t) varient en fonction de l’état turbulent de l’écoulement.

Ces valeurs sont fortement influencées par le flux solaire et évoluent donc avec le cycle

diurne. Si on choisit une valeur typique d’une fenêtre de temps comme étant de l’ordre de

6h, le cycle diurne sera résolu et on pourra faire l’hypothèse qu’à l’échelle d’une fenêtre de

temps l’extension des couches limites est constante (i.e. hcla(t) = hcla et hclo(t) = hclo ). On

considère une stabilité neutre (i.e. φa(ζa) = φo(ζo) = 1), (6.2) peut donc se reformuler plus

simplement

Ka
z (z) = hclaku∗,aGa

(
z

hcla

)
+ κa Ko

z (z) = hcloku∗,oGo

(
z

hclo

)
+ κo (6.3)

On peut remarquer que seules les fonctions Gx dépendent de z.

Pour définir totalement le problème de couplage, il nous faut définir les conditions d’in-

terface. Le flux turbulent de quantité de mouvement ~τ , d’après le §2.2, s’exprime en utilisant

une formule bulk. La continuité de ce flux s’écrit :

ρatmK
a
z

∂~Uatm

∂z

∣∣∣∣∣
Γ

= ρoceK
o
z

∂~Uoce

∂z

∣∣∣∣∣
Γ

= ~τ = CD(ζa) |∆U |∆U (6.4)

avec ∆U = ~Uatm(εa, t) − ~Uoce(−εo, t). Au niveau des échelles turbulentes de vitesse, cette

consistance est équivalente à ρatmu
2
∗,a = ρoceu

2
∗,o. Cette dernière égalité montre que les profils

verticaux de viscosité dans l’océan et dans l’atmosphère dépendent du flux de surface par

l’intermédiaire des termes u∗,a et u∗,o. En pratique, la détermination des profils de diffusion

s’effectue en deux étapes : le flux de surface (donné ici par une formule bulk) permet de

diagnostiquer la valeur de u∗,a (resp. u∗,o) qui permet le calcul du profil vertical Ka
z (z) (resp.
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Ko
z (z)). Par ailleurs, nous faisons l’hypothèse d’une stabilité neutre. Dans (6.4) nous aurons

donc CD(ζa) = CDN , avec CDN supposé constant dans (6.4).

Sous les hypothèses d’une stabilité neutre et de couches limites de taille constante, l’al-

gorithme de Schwarz incluant les paramétrisations physiques s’écrit


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k
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)
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(
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z
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∂z

)k

(0, t) = ~τ = CDN |~Uk
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oce (−εo, t)|(~Uk
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oce (−εo, t))

(
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∗,a
)2

=
|~τ |
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z (z)k = hclaku

k
∗,aGa(z/hcla) + κa z ∈ Ωatm

(6.5)
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∂~Uoce
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)k
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atm(εa, t) − ~Uk−1

oce (−εo, t)|(~Uk
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=
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ρoce
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z (z)

k = hcloku
k
∗,oGo(z/hclo) + κo z ∈ Ωoce

(6.6)

Cet algorithme converge vers la solution du modèle couplé satisfaisant les paramétrisations

physiques de couches limites et les paramétrisations usuelles des flux air-mer. Pour procéder à

l’étude de convergence de cet algorithme, les difficultés sont nombreuses. Tout d’abord nous

voyons que les profils verticaux de viscosités dépendent des itérations. Cette complexité

n’avait pas été traitée dans la partie 2 de ce manuscrit, car nous avions fait l’hypothèse

que ces profils variaient uniquement en fonction de l’éloignement à l’interface. Ceci signifie
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également qu’en toute rigueur Ka
z et Ko

z varient avec le temps. Une difficulté supplémentaire

vient de la non-linéarité de la condition de transmission.

Nous proposons dans la section suivante d’effectuer l’étude de convergence de l’algorithme

composé des systèmes (6.5) et (6.6) en faisant un certain nombre d’hypothèses rendant l’étude

possible analytiquement.

6.2 Etude de convergence

L’étude de convergence de l’algorithme (6.5-6.6) sans hypothèses supplémentaires est

très complexe à traiter. Cependant son étude complète fournirait des informations très

intéressantes, en permettant notamment d’identifier les situations physiques les plus ”dan-

geureuses” pour la convergence de l’algorithme. Pour cette raison, nous pouvons d’ores et

déjà placer cela parmi les perspectives de nos travaux. Nous allons ici grandement simplifier

le problème afin d’obtenir rapidement une première estimation de l’ordre de grandeur du

facteur de convergence. Nous faisons les simplifications suivantes :

1. Les échelles de vitesse u∗,o et u∗,a ne dépendent pas des itérations et sont fixes dans le

temps. Cette hypothèse rend également Ka
z (z) et Ko

z (z) indépendants de l’itération de

Schwarz k.

2. La condition limite à l’interface air-mer peut s’écrire sous la forme




(
Ko

z

∂~Uatm

∂z

)
(0, t) =

CDN |∆~U |
ρatm

(~Uatm(0+, t) − ~Uoce(0
−, t))

(
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z

∂~Uoce

∂z

)
(0, t) =

CDN |∆~U |
ρoce

(~Uatm(0+, t) − ~Uoce(0
−, t))

(6.7)

en considérant ∆~U et CDN constants et εa → 0+ (resp. −εo → 0−). L’intérêt de cette

hypothèse est de rendre linéaire la condition de transmission à l’interface.

3. On considère les profils verticaux de viscosité constants et égaux à leur valeur à l’in-

terface.

A partir de ces hypothèses l’étude de convergence s’effectue très simplement en écrivant les

erreurs dans l’espace de Fourier

êatm(z, ω) = α(ω) exp

(
−
√

iω

Ka
z (0)

z

)
êoce(z, ω) = β(ω) exp

(√
iω

Ko
z (0)

z

)
(6.8)
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Les conditions limites à l’interface air-mer à une itération de Schwarz k s’écrivent




−
√
iωKa

z (0)αk(ω) =
CDN |∆~U |
ρatm

(
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)

√
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z (0)βk(ω) =
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ρoce

(
αk(ω) − βk−1(ω)

) (6.9)

et finalement nous pouvons exprimer le facteur de convergence :

ρbulk =

∣∣∣∣
βk

βk−1

∣∣∣∣ =

(
ρatm

ρoce

) ∣∣∣∣∣∣
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√
iωKo

z (0) +
√
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z (0)
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z (0)

CDN |∆~U |

∣∣∣∣∣∣
(6.10)

Pour avoir une idée de l’ordre de grandeur de ρbulk et notamment du terme CDN |∆~U |, nous

pouvons nous référer à l’étude menée par Large & Pond (1981), dans laquelle des valeurs

empiriques du coefficient d’échange sont fournies en fonction de la vitesse U10 du vent à 10

mètres :

103CDN =

{
1.2 4 ≤ U10 < 11m.s−1

0.49 + 0.065U10 11 ≤ U10 ≤ 25m.s−1 (6.11)

De plus, afin d’évaluer l’ordre de grandeur du terme
Ko

z

Ka
z

à l’interface air-mer, on peut re-

marquer que
Ko

z

Ka
z

=
hclo

hcla

u∗,o
u∗,a

en supposant que pour z petit Go(z/hclo) ≈ Ga(z/hcla). Typi-

quement la hauteur de la CLA est de l’ordre de 1000m et la profondeur de la CLO de l’ordre

de 100m. De plus, comme nous l’avons dit précédemment, les échelles de vitesse vérifient

ρatmu
2
∗,a = ρoceu

2
∗,o. Ces deux remarques nous permettent de trouver que

Ko
z (0)

Ka
z (0)

≈ 10−1

√
ρatm

ρoce

≈ 0.032. Enfin on choisira Ko
z = 1.2 × 10−4m2.s−1, cette valeur étant

représentative de l’ordre de grandeur de ce terme. A partir de tous ces éléments et en choi-

sissant |∆~U | = 6m.s−1, on obtient

ρbulk(ω) ≈
(
ρatm

ρoce

) ∣∣∣∣
1.2 × 10−3 × 6√

iω
√

1.2 × 10−4 +
√

0.032 × 1.2 × 10−3 × 6

∣∣∣∣ ≈ 10−3

∣∣∣∣
0.072

0.011
√
iω + 0.0013

∣∣∣∣
(6.12)

Ce facteur de convergence est clairement décroissant lorsque ω augmente. Le cas le plus

défavorable est donc pour ω → 0. On a alors ρbulk(ω = 0) ≈ 10−3

√
0.032

≈ 5.6 × 10−3. Si on fait

varier les différents paramètres cet ordre de grandeur reste approximativement le même car le

facteur de convergence est dominé par le terme ρatm/ρoce ≈ 10−3. Notre étude théorique avec

des conditions de transmission proches de celles données par les paramétrisations usuelles,
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prévoit une convergence très rapide de la méthode. Cependant cela dépend de la validité des

simplifications effectuées. Pour vérifier cela en pratique, on va procéder à la mise en oeuvre

de la méthode avec des modèles réalistes.

6.3 Une application avec des modèles réalistes

Dans la première partie de ce chapitre nous avons formulé le problème de couplage et

nous avons montré, dans la limite de certaines simplifications, la convergence de l’algorithme

que l’on envisage d’utiliser pour sa résolution. Nous proposons maintenant de procéder à une

validation numérique dont l’objectif est de montrer la viabilité de l’algorithme de Schwarz

dans le cadre d’une application concrète. Nous avons pris l’option de directement passer de

notre étude théorique 1D à une application réaliste 3D pour plusieurs raisons. Tout d’abord la

mise en place d’un cas-test idéalisé simplifié ayant un sens au niveau physique n’est pas aisée

car cela nécessite de bonnes connaissances physiques au niveau de l’océan et de l’atmosphère.

Nous avons de plus jugé intéressant de vérifier la convergence de l’algorithme avec des modèles

meso-échelle très couramment utilisés afin de pouvoir plus facilement montrer l’intérêt de la

méthode aux modélisateurs. De notre point de vue, l’étape suivante, que nous mentionnerons

dans les perspectives de cette thèse, sera donc de revenir un cran en arrière pour faire une

validation rigoureuse d’un point de vue physique de la méthode dans des cas simplifiés (en

sachant au préalable que celle-ci semble d’hors et déjà viable sur des cas plus complexes).

Nous avons choisi comme cadre applicatif l’étude de la formation et de la propagation d’un

cyclone tropical. Nous précisons que l’objectif n’est pas de faire l’étude physique détaillée des

résultats, mais plutôt de s’intéresser au comportement de différentes méthodes de couplage.

6.3.1 Contexte

Cette application réaliste au cyclone Erica a été effectuée dans le cadre du projet ANR

”Cyclones et Climats” piloté par Christophe Menkes (IRD Nouméa). L’objet de ce pro-

jet ANR est la compréhension des liens entre l’activité cyclonique régionale dans la région

du Pacifique Sud-Ouest et les phénomènes grande échelle El-Nino/La-Nina. Cette région

comprend un grand nombre de petites ı̂les à forte densité de population et est ainsi très

vulnérable aux événements climatiques extrêmes. Plus généralement, ce projet s’inscrit dans

une démarche qui consiste à évaluer l’impact des phénomènes régionaux à petite échelle sur
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l’évolution du climat grande échelle, comme cela est également entrepris notamment par

Large & Danabasoglu (2006).

6.3.2 Modèles numériques

Dans le cadre de cette étude nous avons utilisé le modèle atmosphérique WRF et le

modèle d’océan ROMS-AGRIF, que nous avons succinctement introduits dans le chapitre 1.

Le modèle ROMS (Shchepetkin & McWilliams, 2005) est un modèle régional à surface

libre explicite, conçu sous les hypothèses hydrostatique et de Boussinesq. Les équations

sont formulées en utilisant une coordonnée verticale σ dite de suivi de terrain. La grille

sur la verticale est non-uniforme afin de pouvoir augmenter la résolution près de l’interface

air-mer. Notre expérience est mise en place sur une configuration avec quatre frontières

ouvertes, 32 niveaux verticaux et une grille horizontale de 146 × 102 points avec ∆x = 20km

et ∆t = 1800s. Les forçages aux bords sont construits à partir des réanalyses ECCO grâce à

des outils génériques existants (Penven et al., 2008).

Le modèle atmosphérique WRF-ARW (Skamarock et al., 2005, 2008) intègre les équations

d’Euler compressibles, non-hydrostatiques formulées en utilisant une coordonnée verticale η

de suivi de terrain, basée sur la masse. La grille du modèle a une résolution horizontale

de 35km avec 31 niveaux verticaux. Les données aux bords sont fournies par les réanalyses

NCEP2 via l’outil de preprocessing WRFSI. Le calcul des flux air-mer est directement

effectué par le schéma de couche limite de surface du modèle WRF, basé sur la théorie de

Monin-Obukhov.

Deux aspects importants lors du développement d’un modèle couplé sont la phase d’initiali-

sation et la manière dont les informations sont échangées entre les grilles de calcul des deux

modèles considérés.

6.3.3 Initialisation des modèles couplés

Comme nous l’avons mentionné dans le §1.1.5, la détermination de la condition initiale

revêt une importance toute particulière lorsque l’on considère un système de prévision. Dans

l’optique de l’élaboration d’un modèle couplé, pour des fins opérationnelles par exemple,

ce problème devient d’ailleurs crucial. De nombreuses méthodologies ont été élaborées pour

initialiser les modèles d’océan et d’atmosphère (pris séparément) ; citons par exemple les
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méthodes d’interpolation optimale, de nudging, de filtrage etc. Toutefois dès que l’on considère

un modèle couplé, la littérature devient beaucoup plus rare, et il s’agit là vraisemblablement

d’un manque à combler. Il faut noter que les modèles couplés utilisés pour effectuer des

prévisions saisonnières dans les centres opérationnels sont généralement initialisés en trai-

tant séparément le modèle d’océan et celui d’atmosphère. Il n’est a priori pas suffisant d’ini-

tialiser le couplage de cette façon, sans prendre en compte les interactions air-mer, il faut

considérer le modèle couplé dans son ensemble. En effet, même si les deux composantes sont

initialisées de manière ”optimale”, cela ne permet pas d’éviter les chocs initiaux et les bruits

car les deux modèles ne seront pas en équilibre à l’instant initial de la prévision. Les diverses

procédures d’initialisation se basent généralement sur des observations de température ou de

vent (entre autres). Les diverses méthodes ont pour objectif de faire une utilisation optimale

du couple modèle numérique-observations. Pendant que les équations du modèle assurent

la consistance dynamique, les observations fournissent des informations sur les conditions

physiques réelles.

Quelques études ont été menées afin d’initialiser les modèles de manière couplée, à partir

d’observations. Citons par exemple Chen et al. (1997) qui propose une méthodologie relati-

vement simple basée sur une méthode de nudging (ou relaxation newtonienne). Cela consiste

à débuter la simulation à un instant tn précédant l’instant initial ti souhaité. La simulation

commence alors à t = tn et entre tn et ti la tension de vent τm modélisée est relaxée vers des

observations τo. En pratique, la tension de vent τm est modifiée en ατo +(1−α)τm avec α un

coefficient de rappel constant ou proportionnel à l’écart entre τm et τo. Cette méthode per-

met donc de relaxer les deux modèles vers un flux de quantité de mouvement réaliste à leur

interface et ainsi à l’instant ti on peut supposer que les modèles sont équilibrés. Cependant

la détermination de l’instant tn adéquat et de α n’est pas triviale.

Dans un modèle couplé simplifié, Lee et al. (2000) proposent d’assimiler des données de

température de l’eau T , de hauteur de surface libre h et de tension de vent τ . La méthodologie

est basée sur les méthodes de contrôle optimal, où l’on cherche à minimiser l’écart entre la

solution des modèles Xm et les observations Xo représenté par la fonction coût J suivante

J = (hm − ho)
TWh(hm − ho) + (Tm − To)

TWT (Tm − To)

+ (τx
m − τx

o )TWτ (τ
x
m − τx

o ) + (τ y
m − τ y

o )TWτ (τ
y
m − τ y

o ) (6.13)
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où les matrices W (considérées diagonales ici) contiennent les informations statistiques sur

les erreurs de mesure. L’objectif est alors de rechercher la solution du modèle couplé qui

minimise J en ajustant des variables de contrôle (typiquement la condition initiale et les

paramètres du modèle). L’étude est réalisée dans un cadre plus général dont l’objectif n’est

pas uniquement la détermination optimale de la condition initiale. Ils proposent également

de contrôler, entre autres, le coefficient de friction CD (voir §2.2.5). Compte tenu des diverses

remarques que nous avons émises dans le chapitre 2, il semble tout à fait pertinent de chercher

à contrôler les coefficients d’échange CD, CH et CE car ceux-ci contiennent une grande partie

de l’erreur associée aux flux air-mer.

Enfin, dans Ballabrera-Poy et al. (2001) l’utilisation d’un filtre de Kalman de rang réduit

(filtre SEEK ) est suggérée. Dans cette étude les données assimilées par le modèle couplé sont

la profondeur de la thermocline, la température de surface et la tension de vent. L’utilisation

d’un filtre de rang réduit rend cette méthode attractive en terme de coût de calcul par

rapport à celles présentées précédemment.

Les méthodologies que nous avons introduites ici ont été appliquées dans des cas relativement

idéalisés et ont rarement été étendues aux modèles aux équations primitives. L’initialisation

par l’intermédiaire d’une stratégie de nudging est simple à mettre en oeuvre et peut être

étendue afin de prendre en compte la température de surface de l’océan et l’altimétrie.

Cependant la détermination des coefficients de rappel reste problématique. L’approche qui

consiste à minimiser l’écart entre l’état du modèle et les observations en contrôlant des

paramètres, dont l’incertitude est parfois importante, parâıt théoriquement très attractive.

Cependant la mise en pratique de cette méthode n’est pas triviale et nécessite la dérivation

d’un code adjoint pour le calcul du gradient de la fonction coût J . En ce qui concerne

l’utilisation du filtre SEEK, ceci peut être approprié à la vue des études précédemment

menées avec ce genre de méthodologie dans le cadre des modèles d’océan (non couplés)

(Brasseur et al., 1999).

Pour notre application nous avons choisi une méthodologie très simple d’initialisation. Le

modèle d’atmosphère est intégré pendant la semaine précédent le début de la simulation

couplée, en étant forcé au dessus de l’océan par une température de surface grande échelle

(issue des réanalyses NCEP2). Le modèle d’océan a été intégré pendant les 6 mois précédent
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l’instant initial afin d’équilibrer la dynamique meso-échelle. En surface le modèle est rap-

pelé vers le même champ de température de surface que celui utilisé pour forcer le modèle

d’atmosphère.

6.3.4 Traitement des non-conformités en espace

Jusqu’à maintenant nous avons traité le problème de couplage sous la forme simplifiée

d’une équation 1D sur la verticale. Cependant, dès que l’on considère des configurations

réalistes à 2 ou 3 dimensions, un problème supplémentaire se pose : la non-conformité en

espace des grilles de calcul des deux modèles numériques à coupler. Dans le contexte de

l’algorithme de Schwarz, des méthodes pour gérer ces conformités ont été proposées (Gander

et al., 2003) sur des maillages structurés ou non-structurés. Nous considérons ici le problème

uniquement dans le cadre de maillages structurés, c’est à dire des maillages qui par transfor-

mation géométrique peuvent se ramener à une grille rectangulaire. La solution la plus simple

pour remédier à ce problème est évidemment de choisir des grilles identiques dans les deux

modèles. Cependant, pour de nombreuses raisons, on souhaitera pouvoir choisir les grilles

des modèles indépendamment les unes des autres. En effet il est souvent préférable d’adapter

la résolution des grilles en fonction des phénomènes physiques que l’on souhaite représenter

dans chaque milieu. De plus, pour des raisons pratiques, on peut être amené à choisir une

résolution plus grossière pour le modèle engendrant le coût de calcul le plus important. Enfin,

aussi bien dans l’océan que dans l’atmosphère, les problèmes sont traités sur des géométries

sphériques, ce qui requiert l’utilisation de méthodes de projection qui sont parfois différentes

suivant les modèles.

De manière générale, dans un modèle couplé two-way, les variables d’état ainsi que les

flux de chaleur et d’eau douce doivent être interpolés (fréquemment) de la grille d’un modèle

à celle du modèle voisin. De plus les flux requièrent une attention toute particulière car ils

doivent être interpolés de manière conservative.

Outil usuel d’interpolation : la librairie SCRIP

La très grande majorité des modèles couplés utilisent la librairie SCRIP1 qui est notam-

ment intégrée au coupleur OASIS et qui possède une procédure adaptée pour le traitement

1Spherical Coordinate Remapping and Interpolation Package
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des pôles (intéressant dans le cadre de modèles globaux). La base technique de cette librai-

rie est décrite dans Jones (1999) et correspond à un ensemble de méthodes d’interpolation

”classiques” de type bilinéaire ou bicubique ainsi que des méthodes conservatives. La re-

construction du champ d’une grille source sur une grille destination se ramène à un produit

matrice-vecteur où la matrice contient les poids affectés à chaque point de la grille source.

On parle de méthode de remapping. Cette méthode d’interpolation est performante car la

matrice est calculée une fois pour toutes (pourvu que les grilles de calcul ne soient pas

évolutives) en début de simulation et est aisément parallélisable. Cette méthode est de plus

populaire car la conservation locale des quantités peut être approchée. En reprenant les no-

tations de Jones (1999), sur une cellule k d’aire Ak sur la grille destination, le flux moyen

F k doit localement satisfaire

F k =
1

Ak

∫

Ak

fdA (6.14)

avec f le flux correspondant sur la grille source. Il est trivial de voir que si pour toutes

les mailles k la conservation locale (6.14) est vérifiée, alors la conservation globale du flux

est également satisfaite. En pratique le flux F k est défini simplement comme une somme

pondérée par la taille de la zone de recouvrement Ank entre la maille k sur la grille destination

et la maille n de flux local fn sur la grille source. On a donc

F k =
1

Ak

N∑

n=1

∫

Ank

fndA (6.15)

Une première stratégie consiste à considérer que fn est constant sur la maille n. Il est aussi

proposé de procéder à un développement de Taylor de f autour de rn (le centröıde de la

cellule i.e. le centre quand on considère des rectangles)

fn = fn + ∇f.(r − rn) (6.16)

En considérant la valeur de fn constante sur la maille n, on obtient un schéma conservatif de

reconstruction d’ordre 1, et en procédant au développement de Taylor (6.16) le schéma de-

vient d’ordre 2 (pourvu que ∇f soit une approximation d’ordre au moins 1 du gradient). On

omet ici de décrire les détails de la phase de preprocessing qui correspond à la détermination

des aires des régions de recouvrement Ank. Les détails peuvent être trouvés dans la docu-

mentation technique de la librairie. Le point faible de SCRIP est de ne pas proposer de

méthode d’extrapolation, qui est pourtant indispensable dès que l’on traite des champs avec

des valeurs non définies en certains points (les points en terre pour l’océan).
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Fig. 6.1: Exemples de champs de vents à 10 mètres (obtenus avec le modèle WRF) dans

l’atmosphère typique des zones côtières, ici dans la baie de Qingdao en Chine (lieu des épreuves

de voile des Jeux Olympiques 2008). La résolution horizontale est de 6 km pour l’image de

gauche et de 2 km pour l’image de droite.

Masquage des champs et extrapolations

Les modèles couplés régionaux sont principalement utilisés pour étudier les zones côtières.

Une partie des points du modèle d’océan sont donc en terre, il faut alors les masquer car

ils ne participent pas au calcul. La difficulté va être d’interpoler les valeurs près des côtes

(souvent irrégulières). On doit dans tous les cas bannir l’utilisation de valeurs en terre (du

modèle d’atmosphère) pour affecter des valeurs aux points en mer. En effet, comme l’illustre

la figure 6.1, près des côtes l’intensité et la direction du vent peut varier de façon significative

entre un point en terre et un point en mer. Une attention toute particulière doit donc être

apportée notamment au niveau de l’interpolation des vents nearshore. Plus généralement,

chaque modèle possède sa propre résolution et donc son propre trait de côte, ce qui rend

parfois nécessaire le recours à des extrapolations. Ce problème implique aussi que l’aire de

la partie en mer vue par les deux modèles est différente, ce qui ne permet pas d’assurer

des propriétés de conservation strictes des flux. Pour remédier à ce problème, il est possible

d’utiliser des masques fractionnaires mais cette pratique n’est pas très répandue dans les

modèles actuels.
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Si l’on se réfère notamment aux travaux de Chelton et al. (2001), le schéma d’interpola-

tion doit permettre une bonne reconstruction du rotationnel du vent et des gradients de

température de surface de l’océan. Une interpolation bicubique parâıt alors bien appropriée

malgré le fait qu’elle ne soit pas monotone. Une alternative pourrait être l’utilisation de

méthodes locales de reconstruction conservatives comme PPM1 avec des limiteurs de pente

afin d’assurer la monotonie. Cependant ce genre de méthode s’avérerait très coûteuse et

serait nécessairement sous-optimale en terme de coût de calcul par rapport aux méthodes

de remapping. L’utilisation que nous avons faite dans le cadre de travaux antérieurs2 de la

librairie SCRIP, pour le développement d’outils d’interpolations (pour le preprocessing de

modèles embôıtés pour les modèles d’océan (Jouanno et al., 2008)), a montré que cet outil

était tout à fait approprié en terme de compromis entre la qualité du champ interpolé et la

vitesse d’exécution. Pour la présente étude nous avons donc choisi cette librairie, à laquelle un

schéma d’extrapolation a été ajouté et quelques optimisations ont également été apportées.

Le schéma d’extrapolation est relativement simple, il consiste en une somme pondérée des

valeurs voisines non masquées. Cette pondération est effectuée par l’intermédiaire d’un

développement de Taylor donnant l’erreur que l’on commet si l’on remplace la valeur du

point en (x, y) où l’extrapolation est nécessaire par la valeur de son voisin en (x+hx, y+hy)

|f(x+ hx, y + hy) − f(x, y)| ≈
∣∣∣∣hx

∂f

∂x
+ hy

∂f

∂y

∣∣∣∣ (6.17)

Cette formule permet de déterminer les poids affectés à chaque point voisin. Etant donné

que l’aire de la région en mer est différente dans les deux modèles, il ne nous est pas ap-

paru indispensable de chercher à imposer la stricte conservation des flux. Ceci n’est a priori

pas problématique lorsque l’on s’intéresse à des simulations régionales sur des échelles de

temps très courtes. Cependant, pour des expériences climatiques à long terme, cela devient

indispensable pour minimiser la dérive des modèles.

6.3.5 Résultats physiques

Nous avons introduit jusqu’à maintenant les détails algorithmiques et les modèles utilisés

pour le couplage que l’on souhaite réaliser. La mise en oeuvre au niveau informatique a

1Piecewise Parabolic Method
2http ://www-ljk.imag.fr/membres/Florian.Lemarie/NEMO AGRIF/index.html
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ensuite été réalisée pour une simulation couplée de 16 jours entre le 1er et le 16 Mars 2003.

Avant de présenter les résultats physiques nous souhaitons préciser certains aspects attachés

à l’étude d’un phénomène cyclonique.

Limitations

Tout d’abord il faut être conscient du fait que les formules bulk ne sont pas calibrées pour

être précises lors d’événements extrêmes, il peut donc en résulter des erreurs significatives lors

du calcul des flux. De plus, un point concomitant qui joue sur la qualité des flux calculés est

le fait de négliger l’effet des vagues. Les interactions vagues-courant sont très marquées dès

que l’on s’intéresse à des phénomènes cycloniques, ce qui signifie que les courants calculés par

le modèle d’océan peuvent être entachés d’erreurs. Pour cette raison, nous avons donc exclu

la prise en compte des courants océaniques dans le calcul du flux de quantité de mouvement,

ceux-ci sont considérés comme nuls. Un autre élément important à noter est que, pour être

en mesure de confronter nos résultats à des observations, il faudrait procéder à une validation

systématique des forçages aux bords et de la topographie (respectivement de la bathymétrie),

ce que nous n’avons pas effectué ici. Enfin il faut ajouter que contrairement à l’atmosphère

où l’état initial est proche de celui réellement observé le 1er Mars 2003, l’état de l’océan au

début de la simulation couplée est seulement représentatif de l’activité meso-échelle de la

région mais n’est pas rigoureusement proche de l’état réel observé à cette date. Pour ce faire

il aurait fallu adopter une technique d’assimilation de données ; or, nous avons uniquement

ajouté un rappel en surface vers une SST de résolution très grossière (250km).

Pour ces différentes raisons, il est plus approprié de considérer notre étude sous la forme

d’expériences jumelles, sans chercher une comparaison directe avec les observations, notre

objectif principal étant d’évaluer le comportement de l’algorithme de Schwarz dans un cadre

réaliste.

Description des expériences réalisées

Nous avons réalisé quatre simulations avec des techniques de couplage différentes. Une

première simulation consiste en un mode ”forcé” (ou couplage 1-way) où le modèle d’at-

mosphère est forcé en surface par une SST grande échelle (issue de la réanalyse NCEP2).

Les trois autres stratégies sont en mode couplé 2-way avec un découpage de la durée totale

de simulation en fenêtres temporelles de 6h. Une première méthode consiste à réaliser une
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PHYSIQUEMENT CONSISTANT

unique itération de Schwarz sur chaque fenêtre (cf algorithme (5.11)), une seconde méthode

revient à effectuer deux itérations et enfin une troisième méthode correspond à l’obtention

d’un état convergé sur chaque fenêtre de temps. Compte tenu de la complexité physique

du problème, le critère permettant d’affirmer qu’un état convergé est atteint n’est pas clai-

rement définissable. Pour cette raison nous avons choisi de systématiquement procéder à

9 itérations de Schwarz sur chaque fenêtre temporelles en faisant l’hypothèse que cela est

suffisant pour mener l’algorithme à convergence (en nous basant sur l’étude du §6.2). Il

sera de plus intéressant de constater dans le cas où la convergence est obtenue en moins de

9 itérations si des phénomènes oscillatoires apparaissent ou non du fait des itérations sur-

numéraires. Nous ne proposons pas de stratégie de couplage au niveau du pas de temps des

modèles car cela nécessitait une quantité de travail non négligeable sur le plan informatique.

Toutes les simulations sont effectuées à partir des mêmes conditions initiales et conditions

aux bords dans l’océan et dans l’atmosphère. Notons qu’il n’a pas été nécessaire de recourir

à une ”stimulation” artificielle afin de générer le cyclone tropical (bogus injection) comme

cela est souvent fait. Ceci s’explique par le fait que la perturbation initiale à l’origine du

cyclone était présente dans les forçages utilisés.

Détails techniques

Au niveau des champs échangés entre les modèles, le modèle d’océan envoie sa température

de surface moyennée sur la fenêtre de temps (de 6h ici) et reçoit des flux de chaleur et d’eau

douce moyens sur 6h ainsi que des flux horaires de quantité de mouvement. Comme nous

l’avons précisé auparavant les différentes composantes de ces flux sont calculées dans le

schéma de couche de surface du modèle WRF. Au niveau du modèle d’océan les flux moyens

ne sont pas conservés constants sur toute une fenêtre de temps car cela pourrait causer des

chocs assez importants lorsque l’on passe d’une fenêtre à l’autre. Sur chaque fenêtre on re-

construit linéairement (en prenant en compte les pas de temps de chaque modèle au niveau

discret) l’évolution du flux à partir de l’information disponible au début de la fenêtre (prove-

nant de la fenêtre de temps précédente) et du flux moyen fourni par le modèle d’atmosphère.

Cette stratégie, schématiquement représentée par la figure 6.2, permet une transition lisse

entre les flux sur différentes fenêtres de temps.

Nous avons vu précédemment qu’il est relativement compliqué de s’assurer que les bords

des domaines de calcul de chaque modèle cöıncident parfaitement. Pour notre étude, le
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ti ti+1 ti+2ti−1

k=1

k=3

k=2

k=1

k=2

k=3

k=1

k=2

k=3

Fig. 6.2: Technique de reconstruction des flux linéairement par morceaux. L’indice k corres-

pond à l’indice de l’itération sur une fenêtre de temps [ti, ti+1] (on suppose ici un algorithme

qui converge en 3 itérations). A partir de la valeur en ti obtenue sur la fenêtre [ti−1, ti] et de la

valeur du flux moyen sur [ti, ti+1] on reconstruit linéairement le flux pour affecter une valeur

en ti+1.

domaine de calcul du modèle d’atmosphère est volontairement choisi de plus grande emprise

que celui d’océan. Nous avons fait ce choix en raison notamment de la spécification des

frontières ouvertes dans le modèle WRF, décrite par la figure 6.3. En effet, dans la zone

spécifiée correspondant à une maille sur le bord extérieur du domaine la SST n’intervient

pas. Il n’y a donc a priori pas nécessité de fournir une valeur de température de surface de

l’océan en ce point.

Pour la mise en oeuvre informatique du couplage, nous avons développé un programme

Fortran permettant de gérer les échanges (qui sont réalisés par fichiers) entre les deux

modèles. Chaque modèle à la fin d’une fenêtre de temps génère des fichiers de redémarrage

permettant ensuite de repartir du même état sur la fenêtre de temps suivante. Nous n’avons

pas spécifiquement envisagé la conception d’un outil informatique de couplage propre facili-

tant la mise en oeuvre de la méthode. Les modèles adoptent aujourd’hui une normalisation

des formats notamment pour faciliter l’utilisation d’outils génériques de couplage comme

MCT et OASIS. Le plus approprié et le plus immédiat serait probablement de passer par

ces outils pour mettre en oeuvre l’algorithme de couplage.
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Fig. 6.3: Gestion des frontières ouvertes dans le modèle d’atmosphère WRF. Sur la maille

extérieure on spécifie directement la valeur de la donnée grande échelle. Cette zone ”spécifiée”

est complétée par une zone de relaxation pour assurer une bonne transition avec les données à

l’intérieur du domaine (Source : Skamarock et al., 2005).
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Etude des résultats

Les figures 6.4, 6.5 et 6.6 présentent l’évolution du vent à 10 mètres, de la température

de surface de l’océan, de la pression au niveau de la mer et de précipitations pour la simu-

lation couplée de référence obtenue à convergence de l’algorithme de Schwarz. On remarque

notamment la signature du passage du cyclone sur la température de surface de l’océan où

le mélange induit par les vents violents donne des températures de surface plus froides. Ceci

est également clairement visible sur les observations satellites présentées sur la figure 6.7.

Les figures 6.9 et 6.10 montrent l’évolution de la température de surface de l’océan et

de la vitesse du vent le long de la trajectoire du cyclone. La trajectoire du cyclone est

elle-même déterminée en fonction du minimum de pression au niveau de la mer. Pour la

simulation non couplée nous remarquons que l’intensité du cyclone est beaucoup plus forte

qu’en mode couplé, avec des différences pouvant atteindre 20 noeuds (≈ 37km/h). En effet,

en mode forcé l’océan représente une source d’énergie de capacité infinie pour l’atmosphère.

Pour cette raison l’intensité du cyclone sera plus forte dans ce cas car l’atmosphère pourra

en permanence être ”alimenté” en énergie à la surface de l’océan. Cependant le fait que la

trajectoire ne soit pas significativement différente en mode forcé et en mode couplé (voir la

figure 6.8) suggère que la trajectoire du cyclone est principalement ”guidée” par les vents

grande échelle. De plus, en mode forcé, le champ de température de surface a une résolution

grossière, il ne présente donc pas de forts gradients horizontaux, on peut donc imaginer que

ce seront principalement les vents qui influeront sur la trajectoire.

En ce qui concerne les simulations couplées les résultats suggèrent que le fait de mener

l’algorithme à convergence a un effet stabilisant. Tout du moins nous remarquons que plus

on avance dans le temps de simulation, plus les différences sont marquées entre les différentes

stratégies de couplage au niveau de l’intensité des vents et de la température de surface. Ceci

peut correspondre aux prémisses d’une dérive due à une accumulation d’erreurs dans le temps

pour les simulations où l’on effectue seulement une ou deux itérations sur chaque fenêtre.

On peut également remarquer que dans un premier temps (jusqu’à 160̊ E) la trajectoire

n’est pas trop éloignée de la trajectoire observée du cyclone. Cependant, à partir du moment

où le cyclone entame sa descente vers le sud (vers la Nouvelle-Calédonie) les trajectoires

dévient significativement. Il est possible d’avancer une explication en accord avec ce que

nous disions auparavant par rapport au champs de température de surface à l’instant initial.

En effet, on voit d’après la figure 6.7 que la répartition spatiale de la température de surface
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Fig. 6.4: Champs de vent à 10 mètres instantanés à 12h entre le 01/03/2003 et le 15/03/2003.

(de gauche à droite et de haut en bas)
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Fig. 6.5: Champs de température de surface de l’océan à 12h entre le 01/03/2003 et le

15/03/2003.
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Fig. 6.6: Précipitations cumulées sur une heure et pression au niveau de la mer à 12h entre le

01/03/2003 et le 15/03/2003.
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Fig. 6.7: Champs de température de surface de l’océan reconstitués à partir d’observa-

tions (source : http ://www.ssmi.com/). L’image du haut représente la température pour le

10/03/2003 et celle du bas correspond à la température le 14/03/2003 lorsque le cyclone a

dépassé la Nouvelle-Calédonie.
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Fig. 6.8: Trajectoire du cyclone obtenue par différentes simulations. La trajectoire en noir

correspond à la trajectoire observée du cyclone, celle en orange est celle fournie par le mode

forcé. Ensuite, en mode couplé, la trajectoire en bleu correspond à la solution convergée, celle en

rouge à la solution en effectuant une unique itération et celle en vert à la solution en effectuant

deux itérations sur chaque fenêtre de temps.
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Fig. 6.9: Evolution de l’intensité du vent à 10 mètres (en noeuds) le long de la trajectoire

du cyclone en fonction du temps. La surface grisée correspond à la simulation convergée. On

remarque que le mode forcé est très au dessus des simulations couplées au niveau de l’intensité

des vents.

de l’océan observée est différente de celle que l’on retrouve en pratique dans notre simulation

au moment où le cyclone part vers le sud. Or, un cyclone lors de son déplacement ”recherche”

les zones où il pourra récupérer de l’énergie, ces zones correspondent typiquement à celles

dont la température de l’eau en surface est élevée. Ceci pourrait expliquer, en partie, le fait

que le cyclone parte vers l’est. Pour confirmer cette hypothèse il faudrait réaliser des tests

de sensibilité de la trajectoire du cyclone au champs de température de surface de l’océan.

Comme les masses d’eau chaude ne sont pas bien positionnées dans notre simulation on

peut supposer que le cyclone ira chercher de l’énergie ailleurs, ce qui donnera une trajectoire

différente de celle observée.

Pour terminer nous nous intéressons plus spécifiquement à l’évolution de la solution au

cours des itérations. Pour ce faire nous définissons sur chaque fenêtre de temps [ti, ti+1] à

une itération k la quantité dk
i =

√√√√ 1

N

N∑

j=1

(
〈SSTj〉ki − 〈SSTj〉k=9

i

)2

où 〈SSTj〉i correspond à
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Fig. 6.10: Evolution de la valeur de la température de surface de l’océan (en C̊) le long de

la trajectoire du cyclone en fonction du temps. Pour le mode non couplé, la SST correspond à

celle fournie par la réanalyse NCEP2. La surface grisée correspond à la simulation convergée.
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la température de surface de l’océan moyenne sur [ti, ti+1] au point j. Les termes dk
i peuvent

être vus comme l’évolution de l’erreur en fonction des itérations de Schwarz k, en considérant

que la solution du modèle couplé après 9 itérations est la ”vraie” solution. La figure 6.11

représente l’évolution pour chaque fenêtre de temps de la quantité dk
i . Les résultats montrent

que de manière robuste, sur chaque fenêtre temporelle, trois itérations sont suffisantes pour

obtenir une bonne approximation de la solution convergée (à 10−4 C̊ près). Quelle que soit la

fenêtre temporelle considérée, on remarque que l’évolution de l’erreur entre deux itérations

successives est quasiment identique, ce qui suggère que la convergence est peu sensible à

la condition initiale sur chaque fenêtre. Sans passer par des méthodes d’optimisation de

convergence, nous remarquons donc les bonnes propriétés de convergence de l’algorithme de

Schwarz dans un cadre réaliste. Cependant, de façon pratique, on pourra souhaiter se limiter

uniquement à deux itérations de la méthode pour conserver un coût de calcul acceptable.

La question est alors de savoir si la seconde itération modifie significativement le résultat

de la première. D’après les divers résultats obtenus ici il apparâıt que la troisième itération

semble la plus importante. A terme l’objectif sera alors d’étendre le travail théorique réalisé

dans ce document pour optimiser l’échange d’informations entre les modèles et ainsi pouvoir

se contenter de deux uniques itérations de la méthode.
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Fig. 6.11: Evolution de la valeur de dk
i en fonction des itérations k, pour chaque fenêtre de

temps [ti, ti+1].
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Au cours du travail de recherche présenté dans ce manuscrit, nous avons étudié la possibi-

lité d’appliquer l’algorithme de Schwarz global en temps au couplage des modèles numériques

de l’océan et de l’atmosphère. Nous avons ensuite validé cette approche sur un cas-test

réaliste.

L’étude en amont de ce travail a consisté en une analyse approfondie de la problématique

océan-atmosphère, principalement d’un point de vue physique, afin de pouvoir poser claire-

ment le problème de couplage. Nous avons également, dans le but de mieux appréhender ce

problème, fourni une description synoptique de la modélisation de l’océan et de l’atmosphère.

Ensuite, sur un problème simplifié de diffusion, nous avons étudié de façon théorique

ce couplage avec une physique idéalisée. Nous avons pu, dans ce cadre, mener une étude

de convergence de l’algorithme de Schwarz correspondant. Cette étude nous a notamment

permis d’obtenir analytiquement une approximation d’ordre 0 des conditions absorbantes.

Nous avons également mis en évidence l’influence de la discontinuité des coefficients de

diffusion à l’interface et des échelles temporelles considérées sur les propriétés de convergence.

Le problème à coefficients constants a ensuite été étendu dans un cas plus réaliste avec

des coefficients de diffusion donnés par des paramétrisations usuelles de couches limites. Ceci

a été fait en proposant une approche nouvelle d’estimation des erreurs à chaque itération

de la méthode. Cette étude nous a permis de mettre en avant l’impact de la variabilité

des coefficients sur la convergence de l’algorithme. Pour des coefficients dont le profil est

parabolique (comme c’est le cas dans les couches limites de l’océan et de l’atmosphère),

nous avons notamment montré que la vitesse de convergence, habituellement lente pour

les basses fréquences, demeurait quasi-indépendante des fréquences temporelles considérées.

De plus nous avons établi qu’avec les grandeurs caractéristiques rencontrées dans le cas du

couplage océan-atmosphère, le taux de convergence était indépendant du type de conditions
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limites imposées au fond de l’océan et au sommet de l’atmosphère. Ces études théoriques,

réalisées dans un cadre plus général que celui du couplage océan-atmosphère, ont permis de

compléter notre connaissance des propriétés de convergence des méthodes de Schwarz dans

des cas encore peu étudiés.

Nous nous sommes efforcés ensuite de faire la transition entre l’étude théorique sur l’algo-

rithme de Schwarz et le problème de couplage océan-atmosphère. Cependant, dès que l’on

prend en compte les paramétrisations physiques de calcul des flux air-mer le problème de-

vient extrêmement compliqué. En effet, non seulement on ne connâıt pas avec précisions

tous les phénomènes physiques dès que l’on s’approche de l’interface air-mer mais la façon

dont sont évalués les flux ne permet pas de faire l’analogie avec l’étude menée avec des

conditions de type Robin-Robin. Pour ces raisons, le problème de couplage se ramène alors à

imposer l’égalité des flux verticaux donnés par une paramétrisation à l’interface. Nous avons

concentré notre étude sur l’évaluation des méthodes usuelles de résolution de ce problème.

Pour ce faire celles-ci ont été placées dans le cadre théorique de l’algorithme de Schwarz, ce

qui a permis de montrer les points forts de notre approche. Nous avons également introduit,

sans toutefois mener à bout le calcul, une potentialité intéressante de la méthode de Schwarz

pour évaluer la compatibilité entre les paramétrisations de couche limite de l’océan et de

l’atmosphère.

Ce travail est motivé par des applications réelles. En ce sens, l’application à des modèles

réalistes a finalement été effectuée dans le cadre de la simulation du cyclone tropical Erica.

Nous avons pu comparer les résultats physiques obtenus en menant notre algorithme à conver-

gence avec ceux obtenus après une ou deux itérations. Cette simulation nous a permis de

formuler quelques remarques importantes :

– De manière robuste, sur chaque fenêtre de temps, trois itérations semblent suffisantes

pour atteindre un état convergé.

– Le fait de mener l’algorithme à convergence a un effet stabilisant car l’équilibre entre

les modèles est obtenu. Si l’on procède seulement à une ou, à un degré moindre, deux

itérations, le ”choc” provenant du fait que les modèles ne soient pas équilibrés n’est

pas ”absorbé”.

Ce travail constitue une étude préliminaire dont le but a été de montrer la pertinence de

l’algorithme de Schwarz dans un nouveau contexte. Il peut naturellement être enrichi et nous
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pouvons proposer plusieurs perspectives. Tout d’abord en ce qui concerne l’algorithme de

Schwarz en lui-même, une piste intéressante, débutée de manière succincte dans ce manuscrit,

est l’utilisation de méthodes de contrôle des paramètres de Robin. Ceci permet notamment

une comparaison entre les paramètres optimaux trouvés sur le problème continu et ceux

trouvés sur le problème discret. Les premiers tests ont montré, comme c’était prévisible, que

les paramètres optimaux déterminés analytiquement sur un problème continu deviennent

sous-optimaux au niveau discret. A terme cette méthodologie pourrait permettre de se limi-

ter à deux itérations pour obtenir la convergence (ou au moins une très bonne approximation

de celle-ci) de la méthode en utilisant uniquement une approximation d’ordre 0 des condi-

tions absorbantes. On peut également envisager l’optimisation des paramètres de Robin

directement sur le problème discrétisé.

Dans le contexte océan-atmosphère, il conviendrait de procéder à une évaluation plus ap-

profondie de la solution physique du modèle couplé obtenue avec différentes approches algo-

rithmiques. Ceci a été fait uniquement de manière superficielle dans ce manuscrit. Pour ce

faire, une piste intéressante serait la mise au point d’un cas test idéalisé océan-atmosphère

qui servirait de référence. Il existe un certain nombre de modèles couplés conceptuels conçus

pour l’étude de processus physiques particuliers. Cependant ceux-ci ne sont pas représentatifs

des problèmes que l’on rencontre avec des modèles réalistes. L’implémentation d’un tel cas-

test n’est pas trivial, mais cela permettrait de proposer une base de comparaison entre les

différentes stratégies de couplage. Nous avons fait le choix dans ce travail de proposer une

application réaliste avec des modèles 3D pour juger de la viabilité de la méthode dans ce

contexte, sans passer par ce type de cas-test simplifié. Les résultats obtenus confirment que

la méthode est applicable car il y a bien convergence de l’algorithme dans des situations

réelles. Il convient maintenant d’évaluer l’amélioration de la solution physique, dans un pre-

mier temps dans une situation idéalisée, lorsqu’on impose la consistance des flux à l’interface

air-mer.

De manière plus générale les perspectives d’utilisation de la méthode de couplage proposée

dans cette thèse sont également liées à l’évolution des connaissances et des paramétrisations

physiques de la couche limite de surface. Cependant il est important de noter que le cadre

théorique proposé est suffisamment flexible pour inclure un modèle de vague ou bien pour

imposer la continuité des valeurs à l’interface air-mer lorsque la sous-couche visqueuse sera
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mieux connue. L’objectif sera ainsi d’être en mesure de traiter le ”vrai” problème de couplage

en assurant l’égalité des flux et des valeurs à l’interface. Dans ce cas l’utilisation de conditions

de transmission de type Robin serait tout à fait appropriée et les travaux effectués dans la

partie 2 seraient directement applicables. Le concept de super-paramétrisation récemment

introduit par Grabowski (2001) va dans ce sens. Dans ce cadre, les paramétrisations ”conven-

tionnelles” sur un maillage grossier sont enrichies par des modèles résolvant explicitement la

micro-échelle sur grille fine, ce qui permet une représentation plus précise des interactions

entre les diverses échelles spatio-temporelles. Cette démarche a été suggérée notamment pour

l’étude de la couche limite atmosphérique (Sullivan et al., 1996). Ce type de stratégie a été

dernièrement appliquée plus spécifiquement à la modélisation de la couche limite à l’interface

air-mer (Ginis et al., 2004) et un cadre plus théorique, d’un point de vue mathématique, a

été proposé par Majda (2006). En s’appuyant sur les simulations LES de la couche limite

marine déjà réalisées (McWilliams et al., 1999) la mise au point d’une super-paramétrisation

pourrait permettre une amélioration du calcul des flux air-mer pour des petites échelles

temporelles.

Nous allons terminer ces perspectives par quelques remarques plus générales. Dans l’introduc-

tion de ce manuscrit nous avons mentionné trois méthodologies permettant, de notre point

de vue, de contribuer à l’amélioration de la solution physique des modèles. Il s’agissait de

l’assimilation de données, du raffinement de maillage et du couplage de modèles. L’utilisation

de ces différentes méthodes n’est pas exclusive. A titre d’illustration, l’assimilation variation-

nelle de données dans les modèles embôıtés a été étudiée (Simon et al., 2008, et Debreu et

al., 2008). En ce sens, la mise en place d’une formulation de l’assimilation variationnelle

de données pour des modèles couplés pourrait permettre une avancée significative pour le

développement de ces modèles à des fins opérationnelles notamment. Cette méthodologie per-

mettrait non seulement d’améliorer l’initialisation des modèles couplés, mais une application

au moins aussi intéressante serait également l’analyse de sensibilité par méthode adjointe.

En effet, afin d’évaluer l’importance de la calibration des formules bulk et par extension

l’impact des coefficients d’échanges sur la solution du modèle couplé, l’analyse de sensibilité

constituerait un outil très puissant et une source d’information très riche. Pour rejoindre la

remarque faite précédemment, l’existence d’un cas-test simplifié pourrait aussi s’avérer très

utile pour ce type d’étude. Dans le même ordre d’idée, les modèles couplés embôıtés font ac-

tuellement l’objet d’une attention toute particulière dans le but de représenter et comprendre
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l’impact des phénomènes régionaux sur le climat global. Notons qu’il est d’ailleurs possible

de formuler ce problème de couplage multi-niveaux dans le cadre de l’algorithme de Schwarz.

Cependant ce type de couplage soulève un nombre important de problèmes d’un point de

vue théorique : couplage de modèles hydrostatiques et nonhydrostatiques, rétroaction d’un

modèle régional haute résolution vers un modèle global... Les études visant à compléter le

couplage océan-atmosphère par du raffinement local de la résolution ou par des techniques

d’assimilation de données peuvent donc constituer des évolutions à longs termes des travaux

effectués.

Dans ce manuscrit nous nous sommes efforcés de fournir un cadre mathématique adéquat

pour le couplage de modèles. De notre point de vue les méthodes de couplage ne doivent pas

être regardées sous un aspect uniquement physique et informatique, l’apport des mathématiques

demeure essentiel. Les outils informatiques de couplage sont souvent assimilés à des ”algo-

rithmes de couplage” alors qu’ils ne constituent ”que” des outils permettant la mise en place

d’une méthode donnée. Nous avons vu qu’il n’était pas aisé de faire les choses proprement

d’un point de vue mathématique, mais l’approche qui consiste à revisiter des méthodes rela-

tivement empiriques sous un jour plus théorique permet de mieux évaluer le caractère bien

fondé ou non de ces méthodes. Plus généralement, si le fait d’accrôıtre la consistance entre les

approches mathématiques et physiques permet à terme d’acquérir une meilleure connaissance

de certains processus physiques encore mal connus alors notre objectif sera atteint.
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RÉFÉRENCES

Bresch, D., Guillén-Gonzalez, F., Masmoudi, N. & Rodriguez-Belĺıdo, M.A.
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Lemarié, F., Debreu, L. & Blayo, E. (2008b). Towards an optimized global-in-time

Schwarz algorithm for diffusion equations with discontinuous and spatially variable coef-

ficients, Part 2 : the variable coefficients case. submitted to SIAM Journal on Scientific

Computing .
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