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VIBRATIONS DE CLASSE %2 DES TORES PLATS T°

ET THEORIE DES NOMBRES

INTRODUCTION.

On se propose d'étudier 1'influence de la régularité d'une vibration d'un

tore plat sur son comportement & 1'infini : plus précisément, on note T° = (R/Z)°,

2 ,
avec s = 2, et on considére 1'équation des ondes S U au (1), ot u(x,t) est

ot

’ » > S - R R - LR g > .
définie sur T~ xR, et ol A est le laplacien associé a une structure euclidienne

Do

sur R®, notée | |.
. _— ‘ s/ 2+ ot ot
On sait que toute solution de (1) de classe Cloc est presque-périodique
en t, uniformément par rapport a x, (voir par exemple [3]).

On sait en outre, lorsque | | est la structure euclidienne canonique

x| = (X"f oot x2)1/2, qu'il existe une solution de (1) de classe CS/2 non pres-

S
que-périodique par rapport au temps t, (voir [1 ])
X% x2 1/2
Nous allons examiner ici le cas oll |x| = +.. .+&§) , et oll les

il

o. sont des réels strictement positifs. Pour certaines valeurs des aj nous mon-

trerons qu'il existe une solution de (1) de classe Clso/cz

non presque-périodique
par rapport a t.

Il convient tout de suite d'exprimer un regret : on ne pourra pas conclure



dans le cas général, c'est-a-dire montrer 1'existence d'une solution de (1) de

. Cs/ 2 e . - ,
classe loc on presque-periodique en t, quel que soit s supérieur ou égal
a 2, et quels que soient les aj strictement positifs. Un tel résultat global, bien
que tres vraisemblable, semble difficile & &tablir , et on s'attachera a montrer les

possibilités de généralisation des méthodes employdes, mais aussi leurs limites .



LA SERIE DE WAINGER. RAPPORTS AVEC LA THEORIE DES NOMBRES.

La "série de Wainger" est la série de Fourier &' Y, e211r Inlt eZl‘ITl’l.X

H

ol le signe ' signifie que la somme porte sur les n de Z°, tels que In| soit

strictement supérieur a 1, et o, avec d=d(e), 1'on a :

ilnlogdinl | -s -3¢
Y, =e o8 In1™" (log In!)
. S S X5V
Rappelons que, si x et y sont dans R™, on pose x.y = 2,; ——g[——L , et
x2 1/2 J
Ixl=(% EJ'.) , ol les aj sont des réels strictement positifs donnés, le lapla-
J 62
cien A wvalant alors ¥ o, —.
] 2
ij

La fonction représentée par cette série de Fourier, soit u(x,t), est trivia-
lement une solution de (1) au sens des distributions ; de plus, Wainger démontre
que u(x,t) appartient a C'lso/cz (T® x R), (voir [207 ou [17).

La difficulté réside alors dans 1'étude du comportement de u(x,t) pour les
grandes valeurs de t. On peut se placer par exemple en x =0, et on étudie alors

la série trigonométrique apériodique en une variable réelle % Y, e2”7 In| t, la

fonction représentée par cette série, soit f(t), étant de classe Ci{cz .

On sait, depuis Kronecker, que pour montrer qu'une telle série est bornée,
il suffit d'étudier le Z-module engendré par les |n|. Remarquons d'ailleurs
que des séries de ce type se rencontrent fréquemment en théorie des nombres,
(par exemple £(z) = ¥ n~% pour Rez > 1).

Si 1'on somme cette série suivant les valeurs de Inl, il y aura deux ap-

proches distinctes suivant que 1'application (ni, oo 3,ns) + In| est injective ou



S . . . o s
non de IN” dans R. C'est pourquoi, en dimension deux par exemple, on etudiera

%4 %1
deux cas : — rationnel, — irrationnel.
, o
2 2
Présentons le plan de la suite : pour montrer que f(t) n'est pas presque-

périodique, on montrera que f(t) n'est pas bornée, successivement

- En dimension 2, pour rationnel .

- En dimension 2, pour irrationnel et vérifiant une condition supplémen-

o RI R

(o4

taire de lindaire indépendance sur Q, (par exemple 071 transcendant sur Q).
_ 2

. . 2 2 2 2 .

- En dimension 3, pour a1=k/b , azsk/c , et oz3:k/(d +e“), ol

k est un réel strictement positif, ol b et ¢ sont des rationnels strictement po-

sitifs, et ol d et e sont des rationnels positifs tels que (d,e) £ (0,0).

o o
- En dimension 3, pour EB- et 0—5—3— algébriquement indépendants sur Q.

1 2

- En dimension 4, pour ozi_1 = k'Ui’ ou k est un réel strictement positif,
ou les Ui sont des entiers premiers entre eux dans leur ensemble, et ol enfin,
si 1'on pose Ui = u? ei , (les Gi sans facteurs carrés), les Gi doivent vérifier ...
une relation trés compliquée, mais qui est assurée des qu'ils sont premiers entre

eux deux a deux, et que l'un d'entre eux est pair.

o, o o

-~ En dimension 4, pour o &—{} , et &—ﬂ algébriquement indépendants sur Q.
1 2 3

o,

- En dimension supérieure ou égale a 5, si tous les rapports . sont
J
rationnels,

84 o
S S

9 ’---’a

- En dimension supérieure ou égale a 5, si les nombres o
1 2 s-1

sont algébriquement indépendants sur Q.



5.

Pourquoi un tel découpage ? Prenons par exemple le cas ou tous les aj sont des

entiers. Alors 1'application (n1, ...,n) = Inl n'est pas "injective", et, lors-

S
que 1'on va sommer suivant les valeurs de In| y Y, Va &tre multiplié par le nom-
s . . : 2
bre de maniéres de décomposer un entier m sous la forme m = 011)(1 Fouat anS ,
(les X dans Z) ; ce dernier nombre n'a une expression asymptotique simple que

pour s supérieur ou égal a 5.

Pour conclure, on donnera une liste des conjectures que ce travail a soule-

vées sans les résoudre entiérement.



o
PREMIERE PARTIE : s =2, &—1 EST RATIONNEL.
2
Y
Remarquons d'abord que seul intervient le rapport o : en effet, si
2
azf a2f 2f t
f(x1,x2,t) est solution de o —5 + B —5 = —% alors (p(x1,x2,t):f(x1,x2, —)
ax1 sz ot \/E
2 2
est solution de -B a9 a e _ o7¢ .
2 2
oX 1 dX Xo ot

Sans restreindre la généralité du propos, on peut donc supposer ici que

o, = == , O, = 1 , ol A et B sont des entiers strictement positifs, et ol

1 AZP, 2Bm

2 et m sont des entiers strictement positifs sans facteur carré et premiers entre

eux. On reprend alors 1'étude de [1 ] ; pour montrer que ft) =% ' Y e2117 |n ‘ t
Ny “(azq) 21/2
.. . .o y
est non bornée, il suffit de montrer que la série ) = () _ ( 737e

gsfc=2 a=1 a2q(log aq)

diverge pour ¢ assez petit, ou sfc signifie sans facteur carré, ol N)\ u(m)
H

est le nombre de décompositions de m = )u)2 + /.va, avec u et v dans Z, etou

x=a2e et p=B%m.

On se propose de démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 1. Si e est compris strictement entre 0 et %, alors la série

(D u0 212
: : diverge.
qsfcz2 a=1 azq(log(azq))1/2+€ averge.

On va montrer que, si cette série converge, alors e est strictement supé-

| AV QN

rieur a

On commence par remarquer que, si la série converge, alors pour tout a

3 Ny u(an) ,
dans IN , ? : < o . Montrons que pour tout k = D%q_ fixé,
- 1/2+¢ o
qsfc=2 q(log q) N ()
avec q_ sans facteur carré, 1'on a Z: Ay U < 4 oo
© 1/2+¢
gsfc=2 qllog )



7.
4 Ny, uld
1/2+¢

Il suffit de montrer que pour chaque & qui divise Ay s la série I
q(logq)

converge, ol le signe Z# signifie que la sommation porte sur les q sfc, supérieurs

ou égaux a 2 et tels que pgecd (q,qo) =8,

qO
Posons qé =5 alors :
2.2 4 q
# Nyt # NP 955
2 Tae = 1/2%¢
q(log q) q(logq)

Or, si q est sfc supérieur ou égal a 2 et tel que pgcd (q,qo) = §, alors % q(‘) est

sans facteur carré (car qa, est sans facteur carré). D'olu

2.2 g 2 2
z# Nk’u(D 8 qoé) - NX’M(D 8 1) ’
q(logq)1/2+e rsfcz2  Or (log(-X )1/2+€
qr Og(a—r)
o 0 2
N, ,((D8)"r)
Comme cette derniere série est de méme nature que 2 725 elle

rsfc=2 r(log r)
converge par hypothese, d'ou le résultat :
N k
X, u( a)
1/2+¢

< 4 o0

Vk=1,
gsftc=2 q(log q)

On en déduit facilement que, pour chaque k de N%, la série

N, US)

. 2 2
)1/2+€ converge : en effet, si n= &x” +my"~, alors

gsfc=2 qllogg
A%B%n - A% E(Bx)2 + BZm(Ay)2 - ax? 4 uYZ, ce qui nous donne une injection des

décompositions de n = EX2 + my2, dans les décomposition de A2B2n = )\X2+uY2,

C iy, 2.2
i A <
et 1'inegalité szm(n) < N)x,u(A B“n).

Comme on ne connait 1'expression de NQ m(n) que pour certaines valeurs
?
de ¢ et m, on va remplacer cette quantité par une moyenne prise sur les formes

. .\ ” . . 2 2
quadratiques entieres de méme discriminant que la forme £x~ + my~, moyenne dont

on connait une expression explicite.



On note g(u,v,w)(n) le nombre de couples (x,y) dans Z° tels que

n= ux2 + VXY + wyz, en particulier g(u,0,w) = Nu W On remarque alors, que :
. 7

si q= N +4aﬁy2, alors «q = ax® + 5(2ay)2, d'ol 1'inégalité

N (Q) < NO{, B(“Q)i

1,4aB8
2\ 2 N
si q:ux2+vxy+wy2, avec vo- 4uw =d, alors 4uq = (2ux+vy)2+ (4uw -v7)y~, d'ou
1'inégalité g(u,v,w)(q)§N1 _44uq),
7

On en déduit facilement que, si l'on pose d = -4 &m et si v2-— 4uw = d, alors :

g(u,v,w)a)
4Ste qllogq) /3¢

g(u,v,w)(q) < Npm (4utq), et donc la série converge.
2

Si on considere alors un systéme représentatif de formes positives pri-

mitives entiéres de discriminant d, soit (u.x2+v.yx+w.y2), j=1,2,...,ry,0ona:

ovowda)
r U, V., W,
g iV Y5 q <o
¢ 1/2+¢ ’
=1 qsfc=2 q(logq)
d'ol :
1
S (2 glu,vi,w)(@) +
qsfc=z2 J 77 q(logq)vZJre
Mais d'aprés L.E. Dickson ([71p. 78), ona
d )
= glu,v,w)(q) =w (=), o w=w(d)),
R M RN i e

pour q premier avec |dl, (g) étant le symbole de Legendre. Ainsi

no ()Y (51)) ! converge, oll ¥, signifie que 1'on somme sur les

1 U 1/2+¢€ 1
plg q(logq)

q sans facteur carré, supérieurs ou égaux a2, et premiers avec \d\ .

Appelons K 1'ensemble des nombres sfc supérieurs ou égaux a 2 et dont
tous les facteurs premiers sont premiers avec \d] , et vérifient (g) = 1. Il est
clair que si q est dans K, %: (Q) = Zw(Q) ol w(q) est le nombre de facteurs

K19

v

premiers de (.



Pour finir la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que, si

w(q)
2 . i N
E converge, alors e est strictement supérieur a s.

1/2+e¢ 2
q€K q(ogaq)

ZwM)
11 suffit donc de prouver que —_  diverge.
p q qEEK qTog q g

Pour cela, on va utiliser la méthode de H. Delange ([5] & [6])

b
>3

Soit x(n) définie sur IN' par:

@) hek
x(n) = 1 si n=1

0 sinon

La série étudiée vaut donc E
>

S

Posons, pour s > 1, F(s)=) x(n) . Comme X est multiplicative,
n=1 n

c'est-a-dire pour m et n premiers entre eux X(mn) = x(m)x(n), alors ona :

F(s) = 1+Z: x@ , ([5) p. 18),
pre

le produit étant pris sur les nombres premiers p. D'ol F(s) = H1(1 + —25), le pro-
p

étant pris sur les nombres premiers p qui vérifient (g) =1 et p ne

duit !11

divise pas |d|. 5
5 s
On écrit alors F(s) :R1(1+ —S)e P
p

;o 1 <
vers 1 par valeurs supérieures, on a ZT <=5 log — +r(s) ou r est une fonc-

x exp(2 Z, —1—5) ; lorsque s tend

T

tion holomorphe sur {Re s = 1}, ceci est une conséquence de la loi de réciprocité
quadratique et du théoreme de Dirichlet sur la densité analytique des premiers

dans une progression arithmétique ( [16.}).

Par conséquent, lorsque s tend vers 1 par valeurs supérieures, F(s) est équi-

valent a e .
S~

Comme ¥ est positive, on peut alors appliquer le théoreme de Hardy-



n
k
Littlewood ([ 127, th. 16, p. 190-191) : pour n tendant vers +%, 11? X§(> est
équivalent a < logn=Dlogn
“ mg) 'o8 =D loen.
‘ n
On a alors, en posant Sn = 2 -Xg
1
Yo NSk S 5y +I§_:1s (1
5 klogk = 2 logk = logN log2 57 n logn log(n+1) " °
Comme Sn est équivalent a D log n pour n tendant vers +¢, et que
— ! est équivalent a on en déduit que T x (k) diverge
log n  log(n+1) ’ k log k ’

n log™n 2

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

P



11.

o
DEUXIEME PARTIE : s = 2, &-1- IRRATIONNEL .

2

Comme dans la partie précédente, on remarque que seul intervient le
%
rapport -— .
%2

On se propose ici de montrer que, pour certaines valeurs du rapport

&y
P 7f(t):Z‘Y
2

presque-périodique.

irin "y g ‘
e2 minlt précédemment définie est non bornée, et donc non-

1°) THEOREME 2 . S'il existe un ensemble fini & de rationnels strictement

o
positifs, tels que les nombres -&—1 + I‘Z soient lindairement indépendants sur

2

. * _ .
@, lorsque 1 décrit ' - &, alors f(t) est non bornée pour € ]0;21-] .

o
Les hypotheses du théoreme sont vérifiées pour &—1- transcendant sur Q.
2

Remarque : L'hypothese sur & signifie que le Z-module engendré par les

[o
1 2 / 2 +3¢ N .
-072- + 1~ admet comme base { B+r® , r€Q - 3} ou F fini.

m

m
On notera & = {H— geens —ﬁ-lf} olles m etles n sont des entiers stric-
1 k

tement positifs, tels que pour chaque j mj et nJ. soient premiers entre eux.

On conviendra de noter 21 une somme portant sur m et n dans N, tels
2 2
que o +r:—;/-— > 1, et que r_g n'appartienne pasa 4 et T
1 72 5 5
sur m et n dans NN, tels que ri_+r_1__>1, et que 2 soit dans &.
o 0y n

5 une somme portant

1 1 .
On a alors f(t) = 5 :' y 62”’\“"[: S b Q21 Inlt ol
2 N 2 n
neZz nelN

n = ‘Y(nf"nz) + y("'n"’nz) + y(n1’_n2) + y(_n1’~n2), et! pour n = (n«l)nz)?

y(n1,n2) =



12.
Posons aussi, toujours pour n = (n1,n2), b(n1,n2) =b .

On écrit alors :

B 2im|n |t
f(t)-21bne +22bne

La seconde série de Fourier est égale a :

k 400,

b{em., ¢n.) exp(2im &t
=1 =1 3

Or j décrit un ensemble fini, et, pour j fixé, ona :

2
m n; -1

2
[b(emy, en) <4 g2 (L +-L)  (log ¢
2

o—

diot 3 |b(em., en)| < + oo,
o i

Par conséquent la fonction correspondant a cette série de Fourier est bornée.

[ 2 2
Pour montrer que f(t) = z, b(m,n) exp(2im Ig—- + %—-) est non bornée, on
1 2

va utiliser la m&me méthode que Y. Meyer dans [17] :
Soit h une fonction positive, indéfiniment dérivable sur IR, a support

compact, et d'intégrale égale a 1.

+o0

On pose, pour t réel, v(t) = g T(t-s) h(s) ds, ce qui entrafne :
- 80
m?  n?
vit) = 21 bh(m,n) exp(2in T T ),
1 2
< N P
ou bh(m,n) = b(m,n).h( &-1- + &-é).

La série de Fourier de v est absolument convergente. On groupe alors

les termes, en écrivant :

v(t) = 23 Sm’n’h(t),

2

N i .
ou 23 porte surr m et n dans IN , premiers entre eux, tels que I&-}»+
1 2

=
[\S]

>1,

R

pgcd(m,n) = 1, et tels que r_g n'appartienne pas a &, et ou

JE———
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+ 00

E b (2m en) exp(zm o \/oz1 n° + 0421112 ).
V%2

Si f est bornée par M sur R, on a Wil = I\/H!hll1 =

mnh

En reprenant la démonstration des lemmes 1 et 4 de [10], et en utilisant la

7 rd . '3%‘
Q-linéaire indépendance des \/a1n2 +052m2 lorsque m et n décrivent IN et

sont tels que pgcd(m,n) = 1 et % £ &, (ce qui résulte trivialement de 1'hypothése

sur &), on obtient :

Z S0 n nBlle=4lzy, Sm,n,h(t)Hw < 4M,
m2 2
ol z, porte sur {m neN’ ,pgcd(mn —%6 \/———;+&—5>1} Mais :
S, nOI 2 1S, |13 = ; by (em, an) 12 arot yis, - 0I2 = by (m,n) |

On a donc en définitive : %, \bh(m,n)\ < 4M.
Comme M ne dépend pas de h, en faisant tendre h vers la masse de
Dirac en 0, et en appliquant le lemme de Fatou, on obtient Z, Ib(m,n) | < + e,

c'est-a-dire :

m2 2.1 202 -5-e
o — e e <
4((11 + &) (log(a1+ O52)) +

Ceci implique facilement la convergence de la série

Z

1\V]

1
-1 —5-¢
ZO (m2+n2) (log(m2+n2)) 2 ,

sk

« 3¢

la somime 25 portant sur m et n dans IN~ et premiers entre eux.

Or, on a successivement : 1

1 -5=-€
-1 -5=-€ 4= 2 2\ 2
(m2+n2) (log(mzmz)) 2 S —1-2 X (log(e m? + &)
* 0 2 2
m,n€N =1 2 m +n:l
S5 1y toglrf?y) 27T
- 2 o 2 2 ‘
=1 2 m-+n

11 o
Pour conclure, on remarque alors que, pour ¢ dans O, 5] , la série

JE—
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1
2 2\-1 2 20, 27¢ .
, (m“+n°)” (log(m“+n“)) diverge, (par exemple par comparaison avec
m,nElN’("

1
-2 -¢ /
une intégrale), donc que la série ZO (log(m2 +n2)) 2 ( 2,02

m“4n )”] diverge, et

ainsi f ne saurait étre bornée.

o

Montrons alors que les hypotheses du théoreme sont satisfaites pour o
2

transcendant sur Q@ :

Pour cela, nous allons montrer, en utilisant une méthode inspirée de celle

o
de Y. Pourchet dans [10], que les nombres 55—1 + r'z sont linéairement indépen-
2
a \
dants sur Q}(-&J-) lorsque r décrit @ i , (autrement dit on peut prendre & =0).
2
a1
Posons — = 6, et K=@(8).
%2

n
Supposons que 1'on ait une relation I >‘i 6+I€2 =0, otles X i sont dans
1
K, et les r, des rationnels strictement positifs distincts.

Sil'un des A, par exemple X 1 est non nul, on écrit :

n /
=2 A
2

e+r2
Soit K. = K( 2) et soit L = K(U K) On a donc :
! B+r 5 2
9+I‘i
>:>\ TPL/K ----) L/( >\)=~>\1[L.K],

, K
soit 2
n / Ty
1
-
d'ou e+r*
%)\[L K]TPK/K 2 :—XT[L:K]#O.
1

Pour arriver a une contradiction, il suffit donc de montrer que, pour tout i

6+p2
) 0.
2

841’
1

différent de 1, on a TPK /K

On remarque d'abord que n'est pas dans K, sinon il exis-

el AV}

g+
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terait deux polynémes A et B, dans Q[X], premiers entre eux, tels que

2

%) = Az(e)(9+r‘12). On en déduit que A%(X) di-

A(8) £0, B(8) £0, et B2(8)(8+r

2

vise X+r2 donc A est de degré au plus 1, donc A est constant, de méme

‘I 2
pour B.

Bref il existe & dans (D* tel que (X+r%) = gz(x +p12)’ d'ol gz -1 et

r; =r.;ce qui n'est pas.

6+in o 9+r‘12
Par conséquent, le polyndme minimal de 5 Sur K est X°-( 5 ),
> 6+1‘1 6+r‘1
(3+r'i
d'ou Tr,, ,..(,/]—=) =0, ce qui achéve la démonstration.
+']
2°) Deux propositions subsidiaires :

Soit 6€R+*, tel que les e+1~2 ne soient pas @-linéairement indépen-
dants lorsque r décrit (D+%. Un tel 6 est nécessairement algébrique sur @,

on se demande si on peut controler son degré :

a)  PROPOSITION 1. Soit 8€RYY, tel que les |/6+r° ne soient pas ®-liné-

. . &
airement indépendants pour r GQH .

k
Soit % kj 6+r§‘) = 0 une relation de liaison non triviale, de longueur
== g \ oe oe

minimale.

Alors 6 est algébrique sur @ et [@(8): @] = k-1.

COROLLAIRE. Si 6 est algébrique sur @, et si les nombres |/ 8+r°

. s . yx i .. .
ne sont pas linéairement indépendants sur @ pour r€® °, alors il existe

N

m+1 rationnels r, >0 (ol m=[@(8) : ®]) et des nombres rationnels )\J.
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i1 e
non tous nuls, tels que 5 kj g'/eﬂﬁ% =0.

1

. -7 g v 5
Soit done 6€R ; on suppose que les \264-1*2 ne sont pas ilineairemernt

Y

/\

indénandanis sur @ pour ré @ -, donc & est algébrique sur Q.

Soit = 3\ V@ 2 = = 0, une relation de longueur minimale. En particulier :
i

15

i /BWJ“’

On éerit la relation sous la forme A, + 2 X, /- =0,
T 57 \( -
o { o }(“ ]

) . K /@ e
On pose comne précademment ,._. \/—
8

—L) pour i=2,...k, L:Q(UKJ.),

0

K=0(8), dob KK, L.

D'ou

il

- K,I[L : K

i
oM X
>
=

HIL-// KJ 2

i
N M
- 4>‘,
3
=
o
-
~
~~

—

m“
Soit A={i;2=j<k; - K}, etsoit B={j;2=]<k \! 2
1

€KY,
CEEQ

1 est dans L a, comme on l'a vu, pour polyndme mirimal sur K,

Si | estdans B, Tr,. ,.{ -

Kj/ K ?2 . B esi nonvide, sinon i

i

sernit nul ; on a alors :

2
REH A
~ AL K] = ) J\i (L:K.] \ el Clest-B-dire
| m T e
o TTE e R
Aol Khyesrd - 7 o T KTy 8 = 0.
i ‘ ooy 0 g J
J E—_

Ceci est une relation de liaison non triviale entre les \/ 9+1“‘2’ elle et donc
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de longueur supérieure ou dgale a k, bref A est vide et B est égala {2,...,k}.
0412
Les k-1 nombres % » J=2,...k, sont donc dans K, en outre, ils sont

e+p1 K 8+12
libres sur Q, sinon il existerait des ¢ non tous nuls tels que Z . % = 0,
2 8+r

J
\ k 2
c'est-a-dire % ;,LJ. G%—r'j = 0, ce qui est impossible car cette relation est de longueur

strictement inférieure 2 k.

On en déduit donc k-1< [K: Q7.

b) PROPOSITION 2. Soit (X ) une suite de rationnels, et (r ) une suite de

rationnels strictement positifs.

k
Alor‘Syﬁ.i ]Zk:j e+1‘52:059_11é: ‘—Q(G)ZQ]SKZ

k-1

Ceci sera un corollaire du théoréme plus général suivant :

k
soit @k(x):.%xj\/x+r*§ ; si A est un polyndme de QX,Y] tel que

A(X,(pk(x)) =0, avec djA<a et dS, A =b, alors il existe un polyndme B de

k-1

QlX7, tel que B(x) =0 et d°B< 2Ma s 12" T,

Ceci se démontre par récurrence sur k, en développant une idée de

J.M. Trepreai[19] :

Pour k=1, si A(x, <ﬁ1(X)) =0, posons A(X,Y) = C(X,Yg) + YD(X,Y2), d'ol

les inégalités :

b b1
@ C<a,ggD=a, dCcsz,dp=sl,
2 2
On a alors : C(x,cp1(x))+(p1(x) D(X,<p1(X)) =0,
. ' 2 2 2
d' ol 2, 050~ (ID%(x, 45 (x) = 0,

c'est-a-dire B(x)=0 oli B est défini par

2(&%‘%{}@%2)) - xz(x #—P%) DZ(X,}\%

1 1 (X + r‘;‘;)) ;

B(X) =C
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on remarque alors que :

b-1

8]
d 2

% )) = 2a+b.

B < sup(2(a+ 1+2(a +

b
2)’

Supposons le résultat vrai pour k-1, et soit A un polyndme de Q[X,Y] tel

que Al(x, <pk(x)) =0, avec

dg(AS a, dOY A=<b.
o 2 2\B_
Ceci s'écrit  A(x, <pk_1(x) + XX ) =

: o
" ) =0, soit a% g, X (%_1(x)+)\k X+T)
§

avec o< a et B<b.D'ou:

2)3/2

i 3
' 9,8 % Z C <pk 1)\ (x+rk =0,
o, B
c'est-a-dire :
s . I . ]
P o I, Rl P
o, j=B/2 _0
) =
I e A Y
K a’B ? jS 1/2 -
ce qui entraine :
-~
2 B2 )2 (,r2)] 2
(> a g X, (x+1r2))
B a,ﬁ 2 B Pr-1 k
\ =0
. i 2
2 o 2j+1 /3 2j-1,2j+1 2\
- (x+rk)( Eﬁ aa’ gX » C/3 P Ak (X+Fk) ) 4
. o, /2

c'est-a-dire E(X"PK—T(X)} =0, ol E estun polynéme de Q[X,Y], et:

o
dX

(o}
dY

E < sup(2(a+

E < 2b.

g), 1+2(a+

b-1
>

1

)) =2a+b

Donc, d'apres 1'hypothese de récurrence, il existe un polyndme F de Q[X], tel

que F(x) =

0, et:

d°F = 2

k——1(

2a+b) +

(k-1)2

k—2(

2b)

= Zka+2

ce qui acheve la démonstration de la proposition.

k-1

kb,
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3°) Remarques et contre-exemples pour le cas algébrique sur @.

o, y
Ce cas semble plus difficile ; en effet, j'ignore si pour &-1— irrationnel algébri-
%1 2 ’
que, il existe un ensemble fini & tel que les z *r soient (Q-lindairement indé-
2

. o
pendants pour re¢ (D“L*— &, j'ignore méme s'il existe un seul algébrique &-1 qui véri-

fie cette propriété.
Le but de ce numéro est de montrer qu'il existe des nombres 6 algébriques,
de degré 2, 3 ou 4, tels que les 9+P2 ne soient pas @-linéairement indépendants

— 3% .. " .
lorsque r décrit @ , en indiquant comment ces nombres ont été construits.

a) Un contre-exemple de degré 2.

Si 6=4)2 -5, alors 30+9 -5 \/e+§1§=4 B+1

est trans-

Rl R

Si 1'on reprend la démonstration ci-dessus, dans le cas oli 6 =
2

cendant, en prenant cette fois-ci les traces sur @ et non sur K = ( G), on voit que la

.. . - , 4k
linéaire indépendance est assurée lorsque pour r, et r. €@ ry £ 17 on a

1

e+r'iz 6+r‘i2
Tr,, , ({|—=) =0, ot K. =®(8, ) = Q ). Par conséquent, pour batir
Ki/Q B2 ! 6407 8-r°
! 8419
ce contre-exemple il faut faire en sorte que ; soit dans Q(8), et que sa trace
g+
1

surr O soit non nulle.
On choisit alors K = qg(\/é ).

2
L.e nombre (1 +\[§) =342 \/fé est un carré de (D(\[?) dont la trace sur @ est 3.

g 8+9 P B : .
On définit alors 8 par || = 1+\/-2' ,d'oll 8 =4 \/? -5. Il suffit alors de
¢ . - 9+PZ
rouver un rationnel positif r, tel que |/——- € D(\2).

On vérifie qu'on ne peut pas prendre pour r un entier '"petit", on cherche

alors r comme inverse d'un entier "petit™, et on trouve
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1
s \19—6\/?_ 3\/‘72:‘5—1

B+1 25 - !
819 6+Z%
AN g7 - [ ,
d'ou 3 5T 5 5T 4, d'ou le résultat.
b) Un second contre-exemple de d° 2,
a8 241-68 S Jp—
Si z==t5z=""= 8, alors: 230 - (B -2 |B+T .

Ici, on choisit arbitrairement les carrés 1, 4, 9. Quant aux coefficients 2, -1,
2, ils sont choisis de maniére que la fonction x - 2 ><\[—§@ - W - 2. [x+1 ait des
signes opposés en 0 et +, d'ou l'existence d'un 6 strictement positif, qui annule
cette fonction.‘On sait, a priori, qu'un tel 8 est algébrique, il reste a le calculer ;

on écrit 2 849 - \[6+4 =2 |8 +1.

Pour 8 positif, les deux membres sont clairement positifs, d'ou en élevant au

e+36=4 |02+ 1308436 .

Les deux membres étant positifs pour 6 positif, on éléve a nouveau au carré

carreé :

et 1'on obtient : 15 62 + 136 8 - 720 = 0, équation dont la racine positive est

- 68 +1§ /241 , d'ou le résultat.

c) Un contre-exemple de degré 4.

% 134974 X% + 82324 X + 48279  est irré-

Le polyndme P(X) = 735 x4 18340 %
ductible sur @[X].

Il admet une seule racine dans 1'intervalle 11; 1,5[. Sil'onnote 6 cette

racine, on a :

[6+25 + 4 \/6+1 = V6+ 16 +3 \/9+4 .
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Ici on s'est donné arbitrairement les carrés 25, 1, 16, 4 et 1'on a choisi

les coefficients 1, 4, 1, 3 de maniére que la fonction x = \/x+ 25+ 4 \/X+ - \[x+16 - 3|/x+4

ait des signes opposés en 0 et +%, d'ol 1'existence d'un € strictement positif qui
annule cette fonction. On sait, a priori, qu'un tel est algébrique, il reste a cal-

culer son degré :

on écrit Ve+25+4\/a—1 = ﬁ+16+3\]€+4.

Les deux membres sont positifs pour & positif, d'ou, en élevant au carré :

2

78-11=06 \/92+20 8+64 - 8 |[67+26 8+25.

D'ou en élevant au carré :

une condition de signe (7 8-11)(6 \/62+20 8+ 64 - 8\F32+26 8 +25) >0,

ot 5162 1 2538 8+3783 = 96 \/94+46 63 1 600 62 + 2164 6+ 1600, c'est-a-dire

17 82 + 846 8 + 1261 = 32\[ 6% 46 03+ 609 82 12164 8+ 1600 .
Ies deux membres étant positifs pour 8 positif, on éleve une derniere fois au carré,
et 1'on obtient :
735 84 4 18340 8° - 134974 67 182324 6 + 48279 = 0
c'est-a-dire P(8)=0.
On établit alors : P(1,1) >0, P(1,2) <O,
P(-1) <o, PO > 0,
P(s) <o, P7) > 0,
P(- 7) >0, P(-6) <0,
d'ol un encadrement pour chacune des quatre racines réelles de P. On s'intéresse
alors a la condition de signe ci-dessus :
11

7x - 11 < 0 &3 x<-,—7-,

s
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Puis 6 52 +20 X + 64 —8\/x2+26x+25 <0
e  9(x2+20x+64) < 16(x*+26x+25)
= 7X2+236x—176 >0, ce qui est assuré des que x > 1.
Par conséquent le 6 cherché est la racine de P qui est dans 1'intervalle
] 1,15 1,2 [ . Pour conclure, il reste donc seulement 4 montrer que P est irréduc-

tible sur Q.

Pour cela, on pose R(X) = 1—1—- P(2X + 1), d'ou :

R(X) = 735 X + 10640 X> - 18886 X2 - 16208 X + 919 ;
1'intérét de cette transformation est que 919 est un nombre premier .
Pour montrer que P(X) est irréductible dans @[X], il suifit évidemment de
montrer que R(x) est irréductible dans @ X1 et méme que R(X) est irréductible

dans ZI[X].

Montrons d'abord que R(X) n'a pas de racines rationnelles : si g est 1'une

. 3
d'entre elles, alors p divise 919 et g divise 735, (ot p et g sont dans Z et
premiers entre eux). Par conséquent q # 0(13), et donc cela impliquerait 1'existence

d'une racine dans Z/BZ .

3

ona RO = 7X% + 6X2+3X%43X+9  (13).

On calcule alors successivement :

RO)=9#0 (13) 5 R(1)=2 #0 (13);
R(2)=5#0 (13) ; RB) =7 £0 (13);
R@4)=9#0 (13) ; R(G)=11£0 (13);
R(G) =12 20  (13) ; R(-1)=10£0 (13);
R(-2)=1£0 (13) ; R(B)=3£0 (13);

R(-4)=10#0 (13) ; R(5) =2 #0 (13);
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et enfin R(-6) = 10 £0 (13).

Bref, R n'a pas de racine dans Z/BZ , et donc, d'apres ce qui précede,
R n'a pas de racines rationnelles.

Montrons alors que R n'est pas le produit de deux polyndmes du second degré
de Z[X].

Si c'était le cas, comme 919 est premier, et quitte a changer les signes des
deux polynémes en question, on aurait : J a, b, c, d€Z tels que,

4 3 2
R(X) = 735X + 10640 X~ - 18886 X - 16208 X + 919
2 2
= (@aX“+bX +919) (X" +dX +1).

D'ol ¢ ac =735

bc +ad = 10640
3*

919 c+a-+bd = -18886

. 919 d+b = -16208
de 735 =0 (5) et 735 £0 (25), ontire que : (5la et 5 fc) ou (5 Ja et 51c).
17 cas : 5la et 5/)c.
De bc+ad = 10640, on tire : 5 divise b.
De 919 c+a-+bd = -18886, on déduit : 4c = -1 (5), c'est-a-dire ¢ =1 (5).
Posons a = 5\, d'oll Ac = 147, d'ol
ANE{T 147 ;£ 1;+3 ;549 ; £7; £21},
d'ol a €{f735;£5;£15; +245; £35; £ 105} .
et CE{f147;i1;1‘3‘;i49;i'7;f£21}.

De ac =735 et ¢ =1 (5), on déduit que, nécessairement :

(a,c)E {(735y1> ’ (“159 “49> 5 (359 21)} N
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. Si (a,c)=(735,1), alors, % donne :

b + 735d = 10640

b +919d = -16208,
ce qui est impossible, car ce systeme n'a pas de solution (b,d) dans Zz.
. Si (a,c)=(-15, -49), alors, % donne :

49b +15d = -10640

b +919d= - 16208,
ce qui est impossible, car ce systeme n'a pas de solution (b,d) dans ZZ.
. Si {a,c)=(35,21), alors, * donne :

21b +35d = 10640
b+919d = -16208,

c'est-a-dire :

{Bb +5d= 1520

b+ 919d = - 16208,
ce qui est impossible, car ce systeme n'a pas de solution (b,d) dans ZZ.

2°M€ cas 1 5)a et 5)c.

De bc+ad = 10640, on tire : 5 divise d ; de 919 c+a+bd = - 18886, on tire
alors a=4 (5).
Posons ¢ =54, d'oll au =147, d'ol
LELE 147 ; £ 1;+3 ;249 £7; 21},
D'ol c€{*735;+5;+15; £245; £35; £ 105},
et a€{t1;+147 ;+49 ; £3;£21; £7}.
De ac =735 et a= 4 (5), on déduit que, nécessairement :

(a,c) € {(~1; =735), (+49;+15), (-21;-35)}.

[ ——
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. Si (a,c) = (~1; -735), alors * donne :

735b+d = -10640

b+ 919d =-16208,
ce qui est impossible, car ce systéme n'a pas de solution (b,d) dans Zz.

. Si (a,c)=(49; 15), alors # donne :

15b+49d = 10640

b+919 d = - 16208,
ce qui est impossible, car ce systéme n'a pas de solution (b,d) dans Zz.

. Si (a,c)=(-21, -35), alors 3 donne

35b+21d = ~ 10640

b+919d =~ 16208,
c'est-a-dire :
5b+3d =~ 1520
b +919d = - 16208,
ce qui est impossible, car ce systéme n'a pas de solution (b,d) dans 2.
Bref R est irréductible sur Z[X], donc P est irréductible sur @[X]

et la démonstration est terminde.

d) Un contre exemple de degré 3.

Le polynéme 7 (X) défini par :

3 2

+ 149636416 X

7m(X) =( 7203840 X
- 301413600 X - 118079775

est irrdductible sur @[X7.

Il admet une seule racine positive. Si l'on note 6 cette racine, on a

P
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2 \[e+16+6 \/e+1:5 \/ﬁ—‘%\/@'ﬁi.

Ici, on s'est donné arbitrairement les carrés 16, 1, 9, 4, et 1'on a choisi les
coefficients 2, 6, 5, 1, d'une part pour que la fonction x - 2\[)_(4:76_+ 6\[?(?- 5\[@-\/;(:4
ait des signes opposés en 0 et +9, d'autre part pour que les termes de degré 4 dis-
paraissent a la derniére élévation au carré.

I.'existence de 8 est donc assurée, on sait qu'il est algébrique, il reste a
calculer son degré.

On écrit : 2 \/‘9_:1‘6 +6 \/GH::S \/é+9+ \f6+4 .

Les deux membres sont positifs, pour 6 positif, d'oli, en élevant au carré :

14 8- 129 = 10\/92+ 13 e+36—24\j92+17 8+ 16 .

Ceci donne une condition de signe 3 et, en élevant au carré :

480 62+ 14704 8 - 3825 - 480 |[ 6% +30 67 +273 8% + 820 €+576
d'oll, une seconde condition de signe ¥, et, en élevant au carré :
7203840 68> + 149636416 82 - 301413600 6 - 118079775 = O,

soit T(6) =0.

Posons alors S(X) :—2—01—2—5 H(Z—’%Z{-). D'ol,

S(X) = 633150 X° + 2338069 X° - 837260 X - 58311.

Pour montrer que T n'a qu'une racine réelle positive, et que I est irré-
ductible sur @, il suffit de montrer que S n'a qu'une racine réelle positive, et
que cette racine n'est pas rationnelle (car S est de degré 3).

On remarque alors que :{ S(0) <0
s(1) >0 et que :

S(-1)>0
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Ainsi S a trois racines réelles, dont une seule est positive. Si cette racine
était rationnelle, soit g, p et q dans Z% et premiers entre eux, alors p divi-
serait 58311, et q diviserait 633150. Donc g #0 (13), et par conséquent S au-
rait une racine dans 7/, ., . Comme S(X) = 1133 £ 6X2 - 8X - 6 (modulo 13), il

ne reste plus qu'a calculer S(0), S(1),..., S(12), pour vérifier que ce polynome

n'a pas en fait de racine dans Z/BZ , d'ou le résultat.
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TROISIEME PARTIE : s = 3. ETUDE D'UN PREMIER CAS.

Dans cette partie, on posera « = oy s B = Uy V= a3q
Cependant, on n'aura que des résultats partiels : on se propose d'abord de

démontrer le théoreme :

THEOREME 3. On suppose qu'il existe un réel k strictement positif, des nom-

bres rationnels positifs b, ¢, d, e, tels que b £ 0, c £0, {d,e) # (0,0) et tels que

k. k

B = K y =
3 - Th s - °
b2 c2 d2+e2

2iminlt
e

o =

n'est pas bornée, donc n'est pas presque périodigue.

Alors f(t) = &' 7

Quitte a changer la valeur de k, on peut d'abord supposer que b, ¢, d et e
sont des entiers positifs. Puis, par homothétie pour la variable t, comme dans la
premiere partie, on peut supposer que k= 1.

On reprend alors 1'étude de [ﬂ , et, pour montrer que f(t) n'est pas bornée,

il suffira de montrer que la série

1/2
N 2 2,.2@ 2
b<,.c« d“te ) ) diverge
2 \3/2 2 \1/2+e e
gsfc=2 ‘a=1\(a=q)’’ “(log a“q)
ou N (n) est le nombre de décompositions n = >\u2+uv2+vw2 avec u,v,w

Ay s

L
N

dans Z ', ou sfc signifie toujours sans facteur carré, et oll e est assez petit.

Vs

Il suffit méme de montrer que pour un certain a, la série

2
N (a®q)
b2,c2,d2+e2

diverge.

gsfc=2 g

*
Posons d2+e2: ’s’zqo avec & dans IN et q, sfc, et montrons que
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(5 °q_bc)%q)

1/2+¢

N
b2,c2,d2+e2

diverge.
2
¢’ (log q)

gsfc=2

—~

: 2. 2 2 .
On commence par remarquer que, si g n=u"+v +rw" ;, ou u, v, w dans Z,
0

alors :
2
(bc %2 qo)2 n= bz(cd Eu +ce EV)2 + cz(bdﬁv ~befu) + (d2 + ez)(b»:% W}Z.
y

De plus, ceci est une injection de 1'ensemble des décompositions q.n = u” v W,

, . . 2 y 2.2 2,2 2 Z .
dans 1'ensemble des décompositions (bcgéqo)gn - bEXL LAYy (d +eZ)Z,/“ . D'ois,

2,2
N (@ n)<N ((bcq &%) n};
1,1,1% 02,2 2 ,e2 0 |
N, (g
et il suffit donc de montrer que la série ) 372 s bs Ve diverge pour e
qsfc=2 q”/ “(log q) €
Ny 1,40 ]
assez petit, ou encore que la série T 373 2 T737s diverge, la somme &tant
27/ “(log &)

prise sur { &; ¢ =2 ; e:qoq, q sic}.

@ s
L

N () =12G(8) si =1 ou 2 (4)
1, 1,1

Il
o
Q
fo]
0]
et
&
il
w
®
®
&
<
=
&3
“He
w2
o
=
-+

=6G(e)-12si 2=3 (8) et 3k &=30@2k+1)7,
ol G(&) est le nombre de classes de formes quadratiques linéaires de déterminant - £,
De plus, si H(d) est le nombre de classes proprement primitives de formes

quadratiques binaires de déterminant -d, alors : H(d) ~ L\!E d -+ +¢ {voir [8]

vol. III p. 120).
D’'ou finalement :
3¢, >0, Vo 2f0 (4), eF7 (8), N, | 1(@)2(:1\[’55
9 9

pX # ! 757 diverge poux
gliog &)/ “TE

Il s'agit donc de démontrer que la série

¢ assez petit, la somme étant prise sur { ¢ ; ¢=2; o= q,9, gsic; pEO0(4), e£7(8)Y).
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Si lton appelle 'Qn le n~ nombre de la forme ¢ = 4, t= qoq avec q sic,

g#£0 (4) et £ #7 (8), il suffit de démontrer qu'il &
telle que : en = 6n , et donc il suffit de démontrer que :

Card{ ¢/2=¢=x; t=q.4, q sic, ¢ £

. Si dq est pair, 9,9 est pair donc £7 {8}, e

si g est pair. Dans ce cas on étudie donc :

Card{¢/2<2< x; ¢=q_q, q sfc impair} ={ Card{ /2= 7+ x,

-Card{ g/2< &=

Card{g sfc, 2< g <

>
~ Card{n pair ; n = A
N 1
Cette derniere différence est équivalente *y (—-—gm - e Jx, pour x = + @, et cot
g 9o
6 1 . O % o TaT e e
~3 > 55 Ona 1'existence d'un & > 0 dans ce cas. ( voir par exemple 8] vol.1,p.328).
T
. Si g, estimpair, qq £0 (4) car q est sic, et q q=7 (8) si et seulement
- \ bl B - e ‘“’ﬁ — TR
si q=7 qo1 (8) ou qo1 est l'inverse de q_ modulo &, (enfait g = =q_ 8)).
Dans ce cas, on étudie donc :
Card{ ¢ ; 2< ¢<x ; ¢=q_q, qsic, g £7q  (8)}
= Card{f; 2<8<x ; e:qu, q sfc}-Card{¢; 2= 25 x, %::qoq ; g sic, @;E??QO (8}
> Card{q ; gsfc;2<qg= Xy- card{n ; négiuﬁ n=7q. (87.
G e Y
, . . X (6 1 >
Cette différence équivaut, pour x tendant vers +%, a ;)3» % ~ 5 ), et comme -% - é
Yo g~ 7 i :

est strictement positif, on a, dans ce cas aussi, !'existence d'un & strictement positif

convenable,

. s e ey . i
En conclusion la série initiale diverge par : €= 5

Remarque. La référence donnée dans (17 pour montrer que H(d) tend vers +

rtest pas

oy

comme d est erronde, mais le résultat sur la série 510

modifié
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QUATRIEME PARTIE : s = 3 ; ETUDE DU CAS % IRRATIONNEL..

On se propose ici d'établir le théoreme suivant :

THEOREME 4. Si les nombres \ﬁ’—;uz + %VZ +w° sont lindairement indépendants

3
sur @ lorsque (u,v,w) décrit (N%) , avec pgcd (u,v,w) =1, alors

l 2imin |t
e

f(t) = ¥ Y est non bornée, donc non presque~périodigue .

Les hypothéses de ce théoreme sont vérifiées si g et g sont algébriguement

indépendants sur @.

La démonstration est la méme que celle correspondant au cas s = 2, (2e partie,

théoreme 2).

Pour le cas -g et % algébriquement indépendants sur Q, il suffit de reprendre

a
la démonstration du théoréme 3, en remplagant Q(-&l) par Q(%:,%) et Q[X] par
2

OlX,Y].

2 2 2
Remarque . L 'hypothese sur «, B, ¥ signifie que les nombres %[ +VB- +§-N5/—

N e . ’;("
ou (u,v,w) décrit (N )3, avec pgcd(u,v,w) =1, est une base du Z-module engen-

X2 y2 Z2
drepar{ —&-+—B+—7,x,y,zéz}.




s
A

CINQUIEME PARTIE : s = 4, PREMIER CAS.

4 2 2

On notera ici ¥ o, é—%—- -:é——; 1"équation des ondes.,
[ S

On se propose de démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 5. On suppose que oz;1 =Kk Uz’ﬁ oll k est un réel strictement posi-

o

tif, les Ui des entiers strictement positifs, et premiers entre eux dans leur ensem-

- 2 = . o Va pemy ®
ble. On pose alors Ui = Uy ei? ou u, est entier, et éi sans facteur carre. Fuis on
91?
définit les nombres ¢; = pgcd {(83)9 i# i} ;e X =, {on remargue que
‘ | L ?5
g j#i

est entier, car les ®; sont premiers entre eux deux a deux).

; J
i#1 Si les )’i vérifient les trois conditions suivantes :

a) il n'existe pas de permutation de {1,2,3,4}, ni de nombre premier impalr

XA AL Bl
l % .
w tels que w divise X; et A, , et que ( 1@ 2)~~( 3 4y = (-1) , oullona
N 3 4
T s :
pose )j— o Si] _e_ﬂegalglg ou i,.
b) il n'existe pas de permutation de {1,2,3,4} telle que 1‘on ait : A= 20,
3 3

A =22 " ol Al et At sont dans _"IN%, et
4 '3 4

J X. +Xx. =Xx. +x. (modulo 8)
i i i

1 2 3
Io . L P2 E A 4 A +2x; =4 (modulo 8).
3 4 1

si les )x sont tous impairs, on n'a pas :

)\1:':—)\2:-“2)\3‘5}\4 (4) et >\1+7\2+>\3+>\4E4 (8).

Alors f(n) = 3 Y 217 In it est non bornée .

Les hypotheses du théoreme sont vérifides si les 61 sont premiers entre eux

deux a deux, et si 1'un d'eux est pair.
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Quitte a effectuer une homothétie sur la variable t, on peut supposer que

k=1 o..
j o d

On reprend alors 1'étude de [1 ] , et on montre facilement qu'il suffit de prou-

2
Nk, , kU, , kUs, kU, (@ a)

)1/2+€ pour un certain

ver la divergence de la série
qsfc>2 q2(log q

a€IN, et pour ¢ assez petit, ou NkU kU KU kU (n) est le nombre de décom-

17 39

4 ) 5 9
positions n = ¥ kU. x2 avec x.€ Z . On remarque alors que kU =T ©. UZQ =u. T @_)’z)\;gf“}\_?
1 373 J i jil lj%i 3 e A |

4 :
puis, que si n = §xixi2, alors

n
(m = (1, €)X
1

avec Xi = (‘I'I. E .).xi ; cette derniére remarque implique 1'inégalité :
#
x Aoidg, (n) = NkU1,kU KU, KU, (n 512 -n).
En choisissant le a ci-dessus égal a ]lT §i , il nous suffit donc de démontrer que
NX1,>\2’)~3,)\4(Q)

Y diverge pour ¢ assez petit.

qsfc=2 qz(log Q)

Or les )\J. sont sans facteurs carrés, car )\j divise Gj .
De plus les ).J. sont trois a trois premiers entre eux : montrons par exemple

que pgcd (X 1,)\ )\3) = 1 ; on commence par remarquer que pgcd(61, 92, 63): Oy

8 8
d'ou pgcd( ! {5_% (—;3— 1, c'est-a-dire :
47, X X
2 3 )

pgcd(a—;@zwy g, “1% 3, 1% =1;

supposons alors que p premier divise chacun des >\]. , et posons Xj = cpj “j , ol
8. “

3
uj: : €N, j=1,2,3.
e
K#]

Si p divise go1, alors p ne peut diviser ni wz, ni @3 car

. : 2
Png(M1',@2(p3, ﬂ2<p1<p3, u3<p1(,32) =1, donc p divise ;.AZ et u_, mais alors p

.. _ : e £
divise 82 = u2:p1(p3w4, ce qui est absurde car @2 sic,
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De méme p ne divise pas ®s ni "03 ; p divise donc nécessairement s
Hy et [.LB, ce qui est absurde car ngd(,L.L1<,:>2cp3, u2@1(p3, ,u3<p1<p2) = 1.
Comme les >\j sont sfc, 3 a 3 premiers entre eux, et qu'ils vérifient les

hypothéses du théoreme 5, on a:

Cn
> =
1 ¢c>o, VnZnO, >\ s A XB,X() log log n
ceci d'apres [14] p. 453-454.
N2 0g2, (4 ) - 1
D'ou ) >C!
gsfc=2 q (1()gq)1/2+€ qsfc=>2 q(logq)1/2+€10g log q

2
™n

qui diverge pour ¢ < 1/2 car le n® sfc est dquivalent pour n -+ +% a - -
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SIXIEME PARTIE : s = 4, DEUXIEME CAS.

o o o 1/2
THEOREME 6. Si les nombres (—f1 u‘2 + _4 V2 + _4 W2 + 52)
- 4 ) %3

Q-linéairement indépendants lorsque (u,v,w,€) décrit (N")" avec pgcd(u,v,w,E) =1,

sont

2im|n |t
e

alors f(t) = 5 Y4 n'est pas bornée.

Les hypotheses du théoreme sont vérifiées si les nombres ——, —,

algébriquement indépendants sur Q.

La démonstration se fait comme d'habitude, (voir le théoréeme 4, 4 partie).
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o
SEPTIEME PARTIE : s = 5. TOUS LES — SONT RATIONNELS.

o,
J

Comme on 1'a annoncé dans 1'introduction, c'est a partir de la dimension 5 que
les calculs deviennent plus simples, et les résultats plus généraux.

Montrons d'abord le théoreme suivant :

o.
THEOREME 7. Si tous les rapports -&5 sont rationnels, la fonction
J

2im|nlt

f(t) = 5’ Y, € est non bornée.

L 'hypotheése sur les ozj implique 1'existence d'un X réel strictement positif,
et de nombres Ayye-es A rationnels strictement positifs tels que t‘)z;1 = Aaj.

Quitte a changer la valeur de X, on peut supposer que les aj sont dans N*
et premiers entre eux dans leur ensemble, puis en effectuant une homothétie sur la
variable t, on peut supposer que X estégala 1.

On reprend alors le raisonnement de [1] : pour montrer que f(t) n'est pas
2
Na1 90 s .as(a q)

T737% diverge pour un

bornée, il suffit de montrer que la série 572
gsfc=2 q™ “(logq)

certain a, et pour ¢ assez petit, (Na a (n) est le nombre de décompositions
1 , e @ & ’ S

1 =

...\MU)

a.Xa, avec X, dans Z).
J J

On pose aj: bj 6?, ol ej est entier et bj sans facteur carré, et 1'on re-
marque que les bj sont premiers entre eux dans leur ensemble.

On va ensuite distinguer deux cas : trois au moins - resp. deux au plus -
des bj sont impairs.

er . . . .
1~ cas, trois au moins des bj sont impairs.

Quitte a renuméroter les aj, on peut supposer que b”i = b2 = b3 =1 (2).

T —



37.

S
On choisit alors a =T Gj , et on remarque que :
1

S S 2 s .
q=Zb.x‘.2,x.€Z :>a2q:2b.6;(x. I Ge) :Za.(y.)z,
I R R P2 AR
hY 2
dlou: Vv N <N .
q, b, _,bs(q) a1,”_’as(a q)

N
b1’ e » -bk(q)
1/2+¢

I1 suffit donc de démontrer que diverge pour e

gsfc=2 qs/z(log q)
assez petit,

S
Or, d'apres 4] p. 52, si q est tel que 1'équation Z1 bj”? =q(p”) admet

au moins une solution (u1, . ,uk) telle que : (Jr bpui #£0 (p)) , ceci pour p dans
&, ensemble fini de nombres premiers, et T valant 1pour p#2 et 3 pour p= 2,

alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de 1'ensemble "convenable"

s/2-1

décrit par q, telle que Nb b (@) = Cq . Montrons que, pour q convena-
9

177"y
blement choisi, une telle solution existe :

Pour chaque p # 2, p dans &, il existe jp tel que bj #0(p), car les bj
P

sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Sil'on impose q = bj (p), il est clair qu'en posant : (ue =0(p) V ¢ ;éjp )

S -
et u = 1 (p)), on a, Zbauz\‘2 Ebj =q(p), et bj u? #0 (p).
p L p P p
Pour p =2, on choisit d'abord Ugsy oo U= 0 (8), et il faut donc résoudre

bu2+b u‘,2+b u2“

_— A . . N ' - Al > .
19 5Us qU3 = q (8), ol les bj sont impairs, et ou 1'un des uj doit étre impair.

On vérifie, dans le tableau ci-dessous, qu'en imposant de surcroit la condi-
tion q =2 (8), ou g =6 (8), suivant les valeurs modulo 8 de bj’ une telle solution

existe :



(toutes les valeurs sont prises modulo 8, ef les bJZ sont écrits a 1'ordre pres)

by by by a U Uy Y3
i 1 1 2 1 1 0
1 1 3 2 i 1 0
1 1 5 2 1 1 0
1 1 7 2 1 1 0
1 3 3 6 0 1 1
1 5 5 6 i 1 0
1 7 7 6 0 1 1
1 3 5 6 1 0 1
1 3 7 2 0 1 1
1 5 7 6 1 i 0
3 3 3 6 1 1 0
5 5 5 2 1 i 0
7 7 7 6 1 1 0
3 3 5 6 1 1 0
3 3 7 6 1 : 0
5 5 3 2 1 1 0
5 5 7 2 1 x 0
7 7 3 6 1 1 0
7 7 5 6 1 i 0
3 5 7 2 1 0 1

Ainsi, si 1'on impose les conditions

q=b. (p) VpeEs - {2}

L2
il
2
o~~~
o
o
[t
=
<
o
L
i ol
o
Q
ot
(&)
6]
jo
bt o
b
o]
-
s
fa——
@
n
@]
jav
&)
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Toutes ces conditions sur q équivalent a

q=B (A),ol A=8 1 p, (lemme chinois).
peég-{2}

Il suffit donc de montrer que :

1

X 7376 diverge pour ¢ assez petit.

gqsfc =B(A) q(logq

Or pegcd(A,B) est sfc ; en effet, le seul premier dont le carré peut diviser
B est 2, et si 4 divise B, comme q =B (A) et A=0 (4), onaurait =0 (4),
c'est-a-dire o« =0 (4), ce qui n'est pas, car o vaut 2 ou 6 modulo 8 ; donc,
d'aprés [15] p. 633-636, il existe unréel u >0 tel que :
Card {q < x/q sfc et q=B (A)} ~ pux pour x -+ +°,

et donc la série ) _—_177—51—5: diverge pour ¢ < 1/2.

gsfc=B(A) q(logq)

2 cas, deux au plus des bj sont_impairs.

Quitte a renuméroter les aj, on peut supposer que b1 g0 ,bp sont pairs, avec
r=s-2.

Posons V j€(1,r) bj =2 €50 d'ou < impair car bj est sfc.

On choisit alors a = 2((31 8, ... GS) et on remarque que :

2

. o2 8 2 .
si 2g=2 ¢Xx, +2Z Zb.xj ou XJ.GZ, alors

1 33
2 2, % 2 S 2
=2(8,...8 To.X 4+ 2 2b.xG
a”a = 2(#, s)(1JXJ &, 205%5)
I S g
_Eb. e m 6.2+ % b e2ex. m o8,)
13 73 7T ety # rel d 3 gy 4
s 2
= & a.ly.)” ;
1dJ(yJ)
N 2
d'ou: Vg, N , (2q) € N (a“q).
c1,,..,cp,2br+1,. .,ZbS Ayyeeerg

Il suffit donc de montrer que la série



gsfc=2 q

diverge pour ¢ assez petit.

Or :(q pair sfc = q =2t avec t sfc), et il suffit donc de montrer que :

N
c1,...,cp,2bc+1, ey

1/2+e

op (@
S

ask=0(2) 4% (log q)
diverge pour ¢ assez petit.

On est donc ramené au premier cas, car ¢ ' Ch sont impairs

P
(r = s-2 = 3), et car la condition q = 0(2) est impliquée par q = a (8), ol «

vaut 2 ou 6 suivant la valeur des Cj.
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HUITIEME PARTIE : s = 5, ETUDE D'UN DERNIER CAS.

s=la, 5 o /2
THEOREME 8. Si les nombres ( Z —— uj - uS) sont Q-linéairement
T 7]
indépendants lorsque (u1 e e ,uS) décrit (]N%)S, les uj dtant premiers entre eux

dans leur ensemble, alors f(t) =T vy n'est pas bornée.

1 eZiTT In|t
n

o o o

Les hypotheses du théoréme sont satisfaites si les nombres -, &_s_, ceiag
1 2 s=-1

sont algébriquement indépendants sur Q.

L.a démonstration se fait comme d'habitude, (voir le théoréme 4, 4° partie).
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DERNIERE PARTIE - CONJECTURES ET PROBLEMES .

CONJECTURES I:

Dans cette rubrique sont classées des conjectures relatives au probleme d'ana-
lyse harmonique initialement posé.
Conjecture I 1t Pour chaque dimension s, et quelles que soient les valeurs des
coefficients o, (aj > 0), il existe une solution u de 1'équation

des ondes, qui appartient a Cf:’)/c 2 (’JI‘S x R), et qui n'est pas presque

périodique.
(A cause des cas déja résolus, de nature artihmétique souvent fort différente - par
exemple pour s =2, oz1/ o, carré d'un rationnel, ou nombre transcendant - ce résul-

tat me semble extrémement vraisemblable).

Conjecture 12 : |Si u est une solution bornée de 1'équation des ondes, dans
S/2 (S e
Cloe (T” x R), alors u est presque-périodique.

(Un tel résultat serait du méme type que le théoréme de Bohr : si une fonction bornée
a une dérivée presque-périodique, alors la fonction est presque-périodique.
Cependant, si cette conjecture est fausse, on peut se demander s'il existe un
indice "critique" j(s), tel que :
pour k > j(s) toute solution de classe Ci{OC('ﬂ“S x R) est bornée

pour k < j(s), il existe une solution non bornée de classe Ci{oc(’ﬂ‘s x R).

On aurait d'ailleurs j(s) < s/2).
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Probleme 13 : Quel est le comportement "précis" a 1'infini de la fonction £(t)

étudiée dans ce travail.

(On sait déja que Iim |f(t) | = + *, on sait aussi, d'aprés M. Frisch, [9], que
t* 4 oo

£(t) = O(log t).

CONJECTURE II :

Celle-ci est apparue lors de 1'examen du cas s = 2, a1 / ozz irrationnel
Il existe un ensemble fini & inclus dans les rationnels strictement

positifs tel que lorsque r décrit Q+*-— 8, les 6+r2 soient

Q-linéairement indépendants
ou encore
: ‘ 2 +¥#
Le Z-module engendré par {{/6+r” , re Q' "} admet une base

de laforme { 8 +1° , € ot F}, ol ¥ est un ensemble fini.
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