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Introduction

Probléme d’estimation de la régression
Estimation du risque sans biais

d’estimation de la régression

Modele statistique :
Yi=f(Xi) +e 1=1,...

ou :

Y; € R! sont les observations

f :[0,1] — R! est la fonction de régression a estimer

X, €[0,1] sont des points d’observation distincts

Le bruit blanc gaussien : €y, ..., ¢, sont i.i.d. N(0,0?)

On va considérer deux cas

o o2 est connue
o o2 est inconnue
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d’estimation de la régression

Problématique : Reconstruire la fonction de régression f a partir des
observations Y = (Y1,...,Y,)T.

Risque d'un estimateur f(z,Y) :

R(f, fEfZ FXL YY) 2 Ellf - £

But : Trouver l'estimateur qui minimise le risque R(f, f).
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e Approche minimax

L’idée se base sur I’hypothese qu’il y a une information a priori sur
f: f €F. On cherche I'estimateur minimax

f* —argrmn{bupR(f N}

feF

Par exemple

o F =H(B, L)-Espace d’Holder

o F = W3'(L)-Espace de Sobolev
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d’oracle

e Approche d’oracle
Le but est de trouver un estimateur parmi une famille d’estimateurs
M qui fonctionne presque comme 'oracle

for = arg minR(f, f)
fem

Par exemple

e En estimation par polynémes : M = {fq, g=1,...,n}
f = argmin (Vi — p(X,)]?
peEPY =1
o En estimation par splines : M = {fo” a >0}

1
f. = argmin { ¥ =gl +a [g“”)(u)m} .
g JO
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du risque sans biais

Dans cette these, ’approche d’oracle se base sur ’estimation du
risque sans biais.

Supposons que l'on a une famille d’estimateurs

M={f, : f,=5.Y},
ou £, = (f(X1),..., f(Xn)T et S, est une n x n-matrice.
L’estimation du risque sans biais se base sur la formule suivante :

202tr(S,
E|f - S.Y|2=E[[Y - S. Y2 + %() — o2
—_——

risque empirique . o
pénalité
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du risque sans biais

Choix d’estimateur est équivalent & la minimisation du risque
empirique pénalisé.

Si 02 est connue, le choix de a préconisé par la méthode d’Akaike
(1973) est

A . 2, 20°
a® = arg mln{HY - S Y7+ —tr(Sa)}.
« n

2

Dans le cas ot 0° n’est pas connue, on ’estime par :

5% =Y - S. Y|,
d’oll on obtient :

& = arg min{||Y — S Y[+ 2m-(sa)/f4}.
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du risque sans biais

On considére deux autres choix de « dans cette these :

B _ Y - S Y
Q7 = argmin

o [1=2tr(Sa)/n]’
e Generalized Cross Validation (P.J.Green & B.W.Silverman (1994)) :

Y - S,Y|]?
25V _ argmin Y = S Y

o [1—1tr(Sq)/n)?

en remplgant le terme 1 4 2tr(S,)/n dans I'expression de & & 1'aide du
développement de Taylor.
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Estimation par polyndmes

par polynomes

Famille d’estimateurs M = {fq, g=1,...,n,} olL:

f = argmlnz [Y; — p(X))]?,
peEPY

i=1

ou P17 est I'espace des polynoémes de degré q :

Pl = {p(:c) p(z) = zq:akxk, ax € Rl}-
k=0

Oracle

for = argmin By f(X) = fo(X,)|?

fa€M
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Combinaisons convexes des estimateurs par projectio

Estimation par polyndmes

onnue

La méthode d’Akaike nous préconise le choix suivant :

. A 202q
o = aginf ¥ - 00 1? + 222}

q

Pour décrire la performance de cette méthode, on définit le risque

d’oracle :
R(f) = minR(f, fy).
Soit U(-)
Ulz) =-1— w z € (0, 0.5).

Il est facile de voir que U(x) = 2 + O(z?), 2 — 0
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Estimation par polynémes

onnue

Inégalités d’oracle si 0“ est inconnue
Méthode de la sélection du modéle
Combinaisons convexes des estimateurs par projectio

On a pour tout v € (0,1) et pour tout f

A R 202 1 1
Bl — 1 < £0 + 221 ],

n(l—v)ly U-'(v/2)

Exemples :

e R(f) < 0?/n  Estimation paramétrique.
Avec v =1/2, on obtient :

Co?
Ef||qu - fI? < 0

ou C est une constante.

e R(f)> 0?/n  Estimation non-paramétrique. Dans ce cas :

Ef[|for — 7 < R()[1+o(1)].
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Estimation par polyndmes

connue

En pratique, o2 est rarement connue. C’est la raison pour laquelle on
considere les choix de ¢ suivants :

1Y; — fo(X0) 1>

B .
q~ = argmin
B T = 29/
et R )
c Y = fo (X))l
¢~ = argmin —————————  (GCV).
B e (OY)

Théoreme

Pour tout v € (0,1) et pour tout f, soit ¢ = qB, soit §=qC, on a :

; 1 CoR(f)] | 202 2072 o2
Ef||fq—f||2§1_7{R(f)[1+ = }+m+nUl(’y/2) n}

*
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Estimation par polyndmes

On mesure la performance de estimation du risque sans biais par
lefficacité d’oracle :

inf, Byl fy — I
Efllfa = fII?

Il est évident que I'on ne peut pas la calculer pour toutes les fonctions
f, c’est pourquoi on utilise une sous famille paramétrisée

i (X)
2 T4 (kW)

eO’I"(f’ Q) =

)

n—1

fa(Xi) =a

a est le rapport signal/bruit ;

1 sont des v.a. i.i.d. qui prennent —1 et 1 avec la méme
probabilité ;

{7} est un systéme de polynomes orthogonaux ;

W est la fenétre ;

m est le parametre de lissage.
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0.9r

Efficacité d'oracle

/ Methode oA
0.3/ — — — Méthode qB | 4
/ ~ — - Methode o€

0.2 - - . . -
0 2 4 6 8 10 12

Rapport signallbruit

Figure: Efficacité d’oracle de ’estimation du risque sans biais.
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Estimation par polyndmes

le la sélection du modele

En fait, la méthode d’Akaike peut étre considérée comme un cas
particulier de la méthode de la sélection du modele (Y.Golubev
(2004)).

Cette méthode nous propose le choix de ¢ suivant
. A Kqo?
o = angmin{ ¥ - 0O+ 45 K
a

Le risque de cette méthode est controlé par

(K —2)q0° }

R () = min{ By 100 - fy )+ B
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Estimation par polyndmes

la sélection du modele

Théoreme
Uniformément pour tout f, on a
o 5il < K <2 et pour tout v € (0, K — 1)

2 1+ K
Ef||qu—f||2§K1,y[R (f)+n

2(1+v)o? Ko? }
2-K+2y) nU1(y)]|

o si K > 2 et pour tout v € (0, 0.5)

. K (1+7)o? 202
By s — 112 < (142 [R5 () + L2024 22 ],
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Estimation par polyndmes

s0ns convexes des estimateurs par projection

On a un estimateur

fe=8@Y
et on défnit
A M
fr=>Y MS(@)Y2TY
k=1

o S(qx) sont des n x n-matrices de projection sur I’espace engendré
par les polyndmes de degré ¢ et

M
ZTk =1.
k=1
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Estimation par polyndmes

s0ns convexes des estimateurs par projection

Supposons que l'on a la famille d’estimateurs linéaires
M={fr : Jr=TY, T €T},

ou ’ensemble 7, est défini comme suit :

M
Ty = {T 2T = ZTkS(qk), tels que
k=1

M
T = 0, Zmzl et qke{l,...,n}}.
k=1
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Estimation par polyndmes

ons convexes des estimateurs par projection

Dans ce cas, le choix de T basé sur I'estimation du risque sans biais est

. 202tr(T
T= argmin{HY ~TY|* + ar()}
TeTm n

Le théoreme suivant controle le risque de cette méthode :

Théoreme

On a pour tout v € (0,1) et pour tout f :

) 1 o M 1
Efllf7 — fI? < M{T%%R(f%f) + 202 [7 4F U—1(7/2)] }
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Estimation par polyndmes

Inégalités d’oracle si o
Inégalités d’oracle si o

2

est connue
est inconnue

Méthode de la sélection du modéle

Efficacité d'oracle

0.3

T
Méthode d'Akaike

Combinaison convexe M=2 |4

02 I I
0 20 40

60

Rapport signalibruit

100

Combinaisons convexes des estimateurs par projectio

Figure: Efficacité d’oracle de combinaison convexe de 2 estimateurs par

projection.
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P P Inégalités d’oracle si 0 est inconnue

par splines

En estimation par splines, la famille d’estimateurs est

M:{fa,a>0}

R 1
fo = angmin { | = g1+ [ o™ @)
g 0

Avantages des splines :

e On peut calculer les splines facilement. Grace a I’algorithme de
Reinsch, une spline se calcule avec m x n opérations (P.J.Green &
B.W.Silverman (1994))

e Les splines donnent de bonnes approximations des fonctions lisses.

Dans ce cas, 'oracle est :

for = argmin Ef[|f(X,) — fu(X,)|?
faeM
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Inégalités d’oracle si o2 est connue

Estimation par splines 2 o s N
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La méthode d’Akaike nous propose le choix suivant :

202tr(S,
&= argmin{HY — S, Y|? + L(S)}
a>0 n

ou S, est la n x n-matrice qui correspond a f,,.
On signale qu’il y a un algorithme qui nous permet de trouver & sans

calculer S,. (P.J.Green & B.W.Silverman (1994))

Théoreme

On a pour tout v € (0,1) et tout f
. 1 Co?
Ef|fa — fII? < 1_,y{R(f) + }’

ot le risque d’oracle R(f) = ming>o R(fa, f).
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La méthode de GCV modifiée nous donne

Gg = arg min —HY — Sa Y|P .
a>0:t7’(51,)<\/ﬁ[1 - tr(SOt)/n]z

Risque d’oracle modifié :

R(f) = inf R(f
(f) L (far f)

Théoreme

On a pour tout v € (0,1) et tout f :

. -2 2
Eflfae — fI? < 1_17{ [1 - 1] R(f) + Cao }

*
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Idées des démonstrations

ation en modele ”sequence space”

Afin de démontrer nos résultats, on utilise une transformation linéaire
des données en modele sequence space. Soient {py} une base
orthonormée et

Zy =Y, k).
11 est facile de voir que (sequence space)
Zp =0+, k=1,...,n,
qui est équivalent au modele V; = f(X;) + ¢,
ol

o O =(f, 1) ;
@ & sont supposés i.i.d. N(0,1) ;

e c=ac/y/n.
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Idées des démonstrations

ation en modele ”sequence space”

Pour obtenir une représentation ’creuse’ de f, on utilise des bases
{vr} spéciales.

En estimation par polynomes, on utilise un systeme des polynomes
orthogonaux {¢y} associé au design X;,i =1,...,n.

1 n
- > en(Xi)ei(Xi) = ou,
=1

ol ¢y est un polynome de degré k ;
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ation en modele ”sequence space”

En estimation par splines, on utilise la base de Reinsch-Demmler
(A.Kneip (1994)) définie par :

1 n
- D en(Xa)es(Xi) = 6y,
=1

1
/ P (2) o™ (x) da = M\,
0

oul=A=...= A1 < An < ... < A\p.
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ion en modele ”sequence space”

Cette base est ’ensemble des diagonales de 'ellipsoide de Sobolev
5* qui nous permet de calculer le diametre de Kolmogorov /\]_Vi-l'

Théoreme

|
’

{or(z), k=1,...,n} est la base de Reinsch-Demmler. ¢ est une base
orthonormée quelconque. Soit DV (¢) l'erreur mazimale
d’approzimation des fonctions dans W5 telle que :

N 2
D™(9) = supmn_z[ ; I, ér)ok(X ﬂ :

alors :
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ation en modele ”sequence space”

Avec ces bases, les estimateurs s’écrivent comme suit :
Op = hiZyx, k=1,...,n,

ou

@ en estimation par polyndémes
hkerol:{hk:hkzl(kgq), 0<q§n71}
@ en estimation par splines
hi € Hep = {hk shie(a) =1+ oz)\k]fl, o > O}

Le meilleur choix de h est
n—1
v = angmind |12 - 2+ 2220l on Il = Y hi
heH k—0
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Idées des démonstrations

tion du risque

L’idée principale est de controler R(6,h*) en se basant sur

R(0,h*) = Eo|h*Z — 0]* = Ee{llh*Z = Z|* +2¢®||h* || — €2£|2}

I

+2cEg(0 — h*0, €) +2e2Eg(R*€, €) — 28%(|h* |,

17 111

La motivation de cette décomposition est la suivante
e [ est facile d’étre controlé car h* le minimise

e [I et 111 sont des termes petits
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. P 4 Processus ordonnés
Idées des démonstrations

Il est évident que

Bo{ 1002 - 217+ 2200 s | < Bo{ 112 — 211+ 2221 |
est vrai pour tout h qui ne dépend pas de données. D’ou1 on obtient

Eo||n"Z — Z|* + 2¢%||h* |1 — ?[[€]1* < R(0, ).
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Transformation en modéle ”sequence space”
. P 4 Processus ordonnés
Idées des démonstrations

ell etde I1]

Afin de majorer Eg(0 — h*0, &) et Eg(h*¢, &) — ||h*||1, on utilise :
[Eq (0 — R0, §)| < C\/Eqgl|0 — ho]?,
[Eq(hg, &) — IRl < CVEqg||h]]?,

qui sont vrais Vh € H et qui peuvent étre démontrées a partir de :

E sup rz_:(l — hi) Ok — 7”2_:(1 - hk)Qei] < g, (1)
+

heH L}, =0 v
n—1 n—1 C
E sup [th@zl)vzhﬂ << )
heH Lo = 4+ 7

ot 'H s0it Hper soit Hps.
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par polynomes (H = H,.)

Pour démontrer (1), notons que la distribution de Z;é(l — hy) 0k
coincide avec celle de W (373 [1 — hy]263), ot W(-) est un processus
de Wiener. On en déduit de I'inégalité de Doob que :

1
W(t) — < —.
BlmsV0) -1} < 3
ce qui est équivalente a (1).

Pour vérifier (2), on applique I'inégalité de Doob sur la martingale

k—1
Nk = exp la (-1 —aU(y)k
s=0
et on obtient :
k—1 1
B LE_%(&? ~1- v} < o
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. P 4 Processus ordonnés
Idées des démonstrations

En estimation par splines, on ne peut pas appliquer I'approche
précédente puisque 22;01(1 — hy)0r&, n’est plus une martingale.
C’est pourquoi on introduit les processus ordonnés.

Définition

Le processus séparable £(t) est un processus ordonné si

E¢(t1)&(t2) > min{E&*(t1), EE*(t2)};

o il existe A > 0 tel que

§(t1) — E(t2)
sup E cosh{ A\ 00
e { Bl () — s<t2>12} )
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par splines (H = Hy)

La propriété principale des processus ordonnés :

Théoreme

Si &(t) est un processus ordonné, alors

_ 21P
Eﬁgg[&(t) TELOL < =

Afin d’appliquer ce théoreme, il suffit de vérifier que

n—1 n—1
&(h) =Y (1= hi)0kée et &(h) = hi(§—1), h€Hay
k=0 k=0

sont ordonnés afin de démontrer (1) et (2).
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@ Dans le cas ou la variance est connue : ’expression exacte de la
constante devant le risque d’oracle permet de savoir quand et
pourquoi le critere d’Akaike minimise bien le risque d’oracle et
donc fonctionne bien.

@ Dans le cas ou la variance n’est pas connue : on obtient des
inégalités d’oracle en changeant la constante devant le risque
d’oracle.

@ Introduction des processus ordonnés et de leur propriété.
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