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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

L’étude des propriétés arithmétiques des entiers se retrouve déjà chez les mé-
sopotamiens. À l’origine, les recherches portaient sur les propriétés de certains
entiers remarquables. De nombreux mythes, croyances et même religions gardent

encore aujourd’hui des traces de ces nombres remarquables. Par exemple, un entier est
dit parfait s’il est égal à la somme de ses parts aliquotes (i.e. de ses diviseurs propres).
Ainsi, les entiers parfaits inférieurs à 10 000 sont 6, 28, 496 et 8 128 et dans la religion
chrétienne, Dieu créa le monde en six jours. Ce choix du nombre 6 peut sembler anecdo-
tique, mais il est intimement lié au nombre parfait 6 : le monde doit être parfait puisque
6 est parfait ([Rib04, p. 72])... Autre exemple, on attribue à Pythagore la maxime : un
ami est celui qui est l’autre comme sont 220 et 284 (chacun de ces nombres est la somme
des parts aliquotes de l’autre) et ces deux nombres sont un signe d’amour dans des ho-
roscopes. Plus tard, des auteurs sont même allés jusqu’à affirmer pouvoir comprendre
le monde en comprenant simplement les propriétés arithmétiques des entiers ! Certains
mythes associés aux nombres ont laissé des traces qui perdurent encore aujourd’hui : le
vocabulaire concernant les nombres comprend les épithètes parfaits, amicaux, aimables,
et cetera, pour désigner certaines propriétés des entiers.

Certains entiers, les nombres premiers, peuvent être considérés comme étant à l’ori-
gine des autres entiers et leur connaissance représente le Graal pour les théoriciens des
nombres. Un entier est dit premier s’il possède exactement deux diviseurs (lui-même et
1). Une de leurs particularités fondamentales est que tout entier se décompose de ma-
nière essentiellement unique en un produit de facteurs premiers. Malheureusement, la
recherche des nombres premiers est une quête ardue (trop ?) et même si les grecs savaient
depuis Euclide prouver qu’il en existe une infinité et possédaient depuis Érathostène un
algorithme particulièrement performant pour les découvrir, algorithme encore utilisé
deux mille ans plus tard par Fermat puis Gauß dans leur temps libre pour étendre la
table des nombres premiers connus, les moindres progrès sont rarissimes et toujours très
douloureux.

9
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Plusieurs mathématiciens ont cherché à comprendre les propriétés arithmétiques par-
fois surprenantes des entiers possédant une écriture particulière et le lien de ces entiers
avec d’autres concepts, en particulier la géométrie. Ainsi, Fermat s’est intéressé aux
nombres de la forme 22n+1 (pour n > 1) et a émis l’hypothèse que chacun de ces nombres
est un nombre premier. Nous savons depuis Euler que cela n’est pas vrai puisque

225 + 1 = 641 · 6 700 417

et nous pensons même qu’il n’existe qu’un nombre fini d’entiers de Fermat qui sont
premiers. Les nombres de Fermat sont liés à la possibilité de construire à la règle et au
compas les polygones réguliers (résultat obtenu grâce à la théorie de Galois). Un autre
exemple est Mersenne qui s’est intéressé aux nombres premiers dont l’écriture en base
2 n’utilise que le chiffre 1 i.e. les nombres de la forme Mn := 2n − 1. Il est aisé de
remarquer que n doit être premier pour que Mn le soit. Euclide avait déjà prouvé que
si Mp est premier, alors l’entier 2p−1Mp est un nombre parfait pair puis Euler a montré
réciproquement que tout entier parfait pair se décompose sous la forme 2p−1Mp où Mp

est un nombre de Fermat premier i.e. leur écriture en base 2 comporte p chiffres 1 suivis
de p− 1 chiffres 0 :

6 = 110, 28 = 11100, 496 = 111110000, 8128 = 1111111000000, . . .

La connaissance des nombres premiers de Mersenne est donc rigoureusement équivalente
à celle des entiers parfaits pairs. Comme nous pensons aujourd’hui qu’il existe une infinité
de nombres premiers de Mersenne, il existerait une infinité de nombres parfaits.

La difficulté de la recherche de nombres premiers dans des suites du type
précédent provient de l’extrême dispersion de leurs éléments. Par exemple seuls
O(log x) nombres jusque x sont de Mersenne. D’autres types de contraintes donnent

naissance à des suites plus denses dans lesquelles nous aurons plus de chances de trouver
des nombres premiers. Ainsi, Dirichlet a montré l’existence d’une infinité de nombres
premiers en progression arithmétique (p ≡ a mod q). Ce résultat, précisé ultérieurement
par un théorème de Siegel et Walfisz (voir par exemple [Ten95, paragraphe III.2.3]) dont
il sera abondamment question dans la suite, concerne une suite de densité positive,
possédant x

q +O(1) éléments jusqu’à x. Pour étudier le cas d’une suite de densité nulle,
Piatetski-Shapiro [Pia53] a montré l’existence d’une infinité de nombres premiers de la
forme p = bnαc avec α < α0 = 1+ 1

11 . Cette suite possède O(x1/α) éléments jusqu’à x. La
borne α0 a ensuite été augmentée plusieurs fois, notamment par Kolesnik [Kol67], Heath-
Brown [HB83], et Rivat-Sargos [RS01]. Pour obtenir des nombres premiers dans une
suite encore plus rare, Fouvry et Iwaniec [FI97], s’inspirant d’un résultat de Fermat qui
a caractérisé les nombres premiers qui sont somme de deux carrés, ont montré l’existence
d’une infinité de nombres premiers de la forme m2 + n2 avec n premier. Friedlander et
Iwaniec [FI98b, FI98a] ont ensuite montré l’existence d’une infinité de nombres premiers
de la forme m2 + n4 et Heath-Brown [HB01] de la forme m3 + 2n3. Cette dernière suite
comporte seulement O(x2/3) éléments jusqu’à x.
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La rareté de la suite considérée n’est pas le seul critère de difficulté. Ainsi, pour le
problème des nombres premiers jumeaux, qui consiste à rechercher des nombres premiers
dans la suite p + 2 où p est premier, aucun progrès n’a été réalisé, bien que cette suite
comporte asymptotiquement O

(
x

log x
)
éléments jusqu’à x. La difficulté de trouver des

nombres premiers est si grande que l’on a été amené à introduire les nombres presque
premiers i.e. les nombres possédant au plus k facteurs premiers, k étant un paramètre
à choisir le plus petit possible. Ainsi Chen a réussi à établir qu’il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p+2 possède au plus deux facteurs premiers. Dans le même
esprit, dans le cadre des suites polynomiales, Iwaniec (1978) a montré l’existence d’une
infinité de nombres de la forme n2 + 1 avec au plus deux facteurs premiers.

Étant donné un paramètre y, nous pouvons toujours décomposer de façon unique un
entier n sous la forme n = ab où a regroupe tous les facteurs premiers de n inférieurs
à y et b ceux supérieurs à y. La stratégie pour chercher des entiers presque premiers
consiste souvent à imposer a = 1 dans la décomposition précédente. Il est naturel de
regarder le problème symétrique consistant à imposer b = 1. Les entiers de cette forme
ne possèdent pas de grands facteurs premiers et ils sont appelés friables. Cette notion a
permis à H. Daboussi de donner une nouvelle démonstration élémentaire du théorème des
nombres premiers ([MFT97]). Les entiers friables interviennent aussi en cryptographie
car le système de codage R.S.A., souvent utilisé aujourd’hui, pourrait être cassé si la
clé utilisée était le successeur d’un entier friable. Ces dernières années, à la suite de
travaux de R. de la Bretèche, A. Hildebrand et G. Tenenbaum notamment, leur étude
systématique est devenue une part importante de la théorie analytique des nombres.
Ces entiers peuvent en effet être utilisés par exemple pour limiter le phénomène de
Gibbs lors de l’approximation d’une fonction périodique par sa série de Fourier ou plus
généralement, pour approcher une série par la « série partielle » restreinte aux entiers
friables en offrant une approximation de meilleure qualité que l’approximation usuelle
par la somme partielle.

Étant donnée une suite éparse, nous pouvons résumer les questions que l’on peut se
poser habituellement de la manière suivante :

1. Cette suite comporte-t-elle une infinité de nombres premiers ou au moins une
infinité de nombres presque premiers ? Dans l’affirmative, en quelle proportion ?

2. Dans cette suite, existe-t-il des entiers friables, c’est-à-dire des entiers sans grand
facteur premier ? Dans l’affirmative, en quelle proportion ?

3. Ces suites d’entiers sont-elles bien réparties dans les progressions arithmétiques et
pour quelles tailles du module ?

Dans les résultats cité ci-dessus, les suites étaient plus ou moins éparses, mais
la contrainte sur les nombres premiers ou presque premiers recherchés était de na-
ture essentiellement polynômiale (hormis le cas des nombres premiers jumeaux).

Des suites définies par d’autres types de contraintes ont également été étudiées, notam-
ment des contraintes de nature digitale. La première étude de ce type est due à N. J. Fine
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puis à A. O. Gelfond qui ont prouvé que la suite des entiers dont la somme des chiffres
appartient à une classe de congruence fixée est équirépartie dans les progressions arith-
métiques. Puis C. Mauduit et A. Sárközy ont étudié la répartition des entiers dont la
somme des chiffres est fixée. Une des différences fondamentales entre ces deux suites est
la rareté de la suite considérée : dans le premier cas, la suite a une densité positive alors
que dans le second elle est de densité nulle. Ensuite, P. Erdös, C. Mauduit et A. Sárközy
ont étudié les entiers dont l’écriture dans la base fixée n’utilise que les chiffres d’une fa-
mille donnée, comme exemple d’une suite d’entiers encore plus rare équidistribuée dans
les progressions arithmétiques. C. Mauduit les a baptisés entiers ellipséphiques en ré-
férence à la superposition des deux mots grecs, ελλιπτικος (littéralement elliptique) et
ψνηον (littéralement petit caillou poli par l’eau ; ces cailloux étaient notamment utilisés
pour voter et réaliser les calculs) et signifie qui a des chiffres manquants. Parmi les en-
tiers ellipséphiques remarquables, mentionnons les entiers de Mersenne écrits en base 2
qui sont exactement la famille de tous les entiers ellipséphiques utilisant seulement le
chiffre 1.

Les entiers ellipséphiques ne forment pas seulement une suite éparse mais présentent
aussi la difficulté d’avoir une structure particulièrement chaotique. Par exemple les
entiers ellipséphiques en base 3 associés à la famille de chiffres {0, 2} possèdent une
répartition totalement irrégulière calquée sur celle de l’ensemble de Cantor (une fois
l’échelle réduite). Leur étude reste cependant possible car leur fonction génératrice se
factorise complètement, ce qui permet d’isoler les irrégularités. Plusieurs études ont été
menées sur les entiers ellipséphiques, notamment par W. D. Banks, J. Coquet, C. Dar-
tyge, P. Erdös, M. Filaseta, S. Konyagin, C. Mauduit, A. Sárközy et I. E. Sparinski
([EMS98, EMS99, DM00, KMS00, DM01, Kon01, BS04]). En particulier, nous savons
maintenant qu’il existe des nombres ellipséphiques presque premiers et qu’ils sont bien
répartis dans les progressions arithmétiques.

Un autre type de suite éparse définie par une contrainte digitale est donnée par les
palindromes. Ce sont les entiers dont l’écriture dans une base fixée est symétrique. Les
entiers de Mersenne et ceux de Fermat sont des exemples de palindromes en base 2.
Comme les entiers ellipséphiques, les palindromes se répartissent de façon plutôt chao-
tique, mais même si la fonction génératrice se factorise, cette opération seule ne permet
pas de contrôler les irrégularités comme avec les entiers ellipséphiques. Par contre, en
couplant astucieusement des exponentielles complexes, nous parviendrons à rompre la
symétrie caractéristique des palindromes et nous pourrons alors généraliser les techniques
développées pour étudier les entiers ellipséphiques.

Les contraintes de nature digitale définissant les entiers ellipséphiques et les
palindromes semblent a priori indépendantes de leur structure multiplicative. Il
est donc naturel de penser que ces suites se comportent comme des suites d’entiers

tirés au hasard. Notre objectif dans cette thèse est de déterminer dans quelle mesure
ces suites ont des propriétés multiplicatives comparables à celles des entiers naturels en
essayant de répondre aux trois questions que nous avons formulées ci-dessus et à d’autres
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questions connexes sur la structure des diviseurs. Nous présentons dans la suite de cette
introduction un aperçu des résultats de cette thèse. Des énoncés plus précis se trouvent
dans les parties correspondantes.

1.2 Diviseurs des entiers ellipséphiques

Nous fixons une base r et un ensemble de chiffres D ⊂ {0, ..., r − 1} de cardinal t.
Les entiers ellipséphiques en base r relativement à D sont les entiers dont l’écriture
en base r n’utilise que des chiffres de D . Nous notonsWD l’ensemble de ces entiers.

Dans toute cette thèse, nous supposons 2 6 t 6 r− 1, c’est-à-dire que D exclu au moins
un chiffre et en garde au moins deux. Ainsi,

ρ := log t
log r ∈]0, 1[. (1.1)

Ce paramètre ρ donne une estimation de la taille de WD ,

#WD(x) � xρ, (1.2)

où nous avons noté traditionnellement

WD(x) := {n ∈WD , n < x}.

En effet, comme #WD
(
rN
)

= tN , l’estimation est obtenue en écrivant rN−1 6 x < rN .
En particulier, WD est une famille de densité nulle puisque ρ < 1. L’étude des entiers

ellipséphiques a pris un grand essor ces dix dernières années à la suite des articles de
P. Erdös, C. Mauduit et A. Sárközy [EMS98] et [EMS99]. Dans ces travaux, les auteurs
montrent notamment la bonne répartition des entiers ellipséphiques dans les progressions
arithmétiques lorsque le module q est suffisamment petit. En notant

WD(x, a, q) := {n ∈WD , n < x, n ≡ a mod q},

pour une certaine constante c > 0 ne dépendant au plus que de la base r, si q est assez
petit par rapport à x, nous avons

#WD(x, a, q) = #WD(x)
q

(
1 +Or

(
e−c

log x
log q

))
.

Ce résultat a ensuite été amélioré par S. Konyagin [Kon01]. Dans leurs deux articles
[EMS98, EMS99], P. Erdös, C. Mauduit et A. Sárközy proposent une série de questions
ouvertes qui ont été à l’origine de nombreux travaux sur le sujet.

P. Erdös, C. Mauduit et A. Sárközy ont prouvé que lorsque t > r
1
2 , il existe une

infinité d’entiers ellipséphiques sans facteur carré. Plus généralement, si k > 1
ρ , alors

une infinité d’entiers ellipséphiques ne sont pas divisibles par une puissance kème et leur
résultat fournit un développement asymptotique du cardinal de ces nombres. Le cas
D = {0, 1} et r 6 5 a été résolu par M. Filaseta et S. Konyagin [FK96]. Une question



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

duale consiste à déterminer s’il existe une infinité d’entiers ellipséphiques multiples d’une
grande puissance d’un grand nombre premier. P. Erdös, C. Mauduit et A. Sárközy ont
également résolu ce problème lorsque k < 1

2(1−ρ) , mais sans être en mesure pour autant
de déterminer l’ordre de grandeur du nombre des entiers ellipséphiques de cette forme.

Dans la première partie de cette thèse, nous apportons une réponse complète à ce
problème si 0 appartient à D . Nous montrerons sous forme explicite le

Théorème 1.1. Soient k > 2, r > 3 et D fixés. Si 0 ∈ D , il existe une constante
c = ck,r > 0 et une infinité d’entiers ellipséphiques n possédant un facteur de la forme
pk avec p premier vérifiant p � nc.

Une valeur explicite de la constante c sera donnée dans l’énoncé du Théorème 2.4
qui fournit en outre une minoration du bon ordre de grandeur du nombre d’entiers
ellipséphiques vérifiant le Théorème 1.1. Autrement dit, en nous restreignant aux entiers
ellipséphiques, nous conservons une proportion comparable d’entiers ayant un grand
facteur du type pk. Par exemple, en base 10 avec D = {0, 1}, il existe une infinité
d’entiers ellipséphiques n ayant un facteur carré supérieur à n1/80. Un résultat similaire
avait déjà été obtenu par S. Konyagin dans [Kon01, corollaire 6]. Nous améliorons son
théorème en montrant que le nombre de tels diviseurs dans un petit intervalle est de
l’ordre de grandeur attendu.

Pour aborder ce problème, nous utilisons des estimations de moyennes sur le cercle
unité de la série génératrice associée aux entiers ellipséphiques

GD ,N (u) :=
∑

n∈WD(rN )
e(nu). (1.3)

Il est important de remarquer que cette fonction se factorise complètement sous la forme

GD ,N (u) :=
∏
k<N

∑
d∈D

e(udrk). (1.4)

Notre contribution essentielle consiste à évaluer les moments d’ordre m de GD ,N lorsque
m est un entier arbitrairement grand. Deux méthodes différentes seront utilisées :

– le traitement du cas particulier D = {0, 1} est de nature combinatoire : nous
comptons les solutions d’un système d’équations ;

– le traitement du cas général repose sur un procédé d’approximations successives et
n’utilise que des arguments d’analyse. Pour D = {0, 1}, cette deuxième approche
conduit à un résultat moins précis que celui obtenu par la première méthode.

En définissant pour tout réel m > 1, la constante Km par

Km := lim sup
N→∞

∥∥|GD ,N |m
∥∥

1

1
N ,

nous obtiendrons des encadrements précis lorsque m est grand :

Théorème 1.2. Si D = {0, 1} et si m = 2l est un entier pair, alors nous avons

1
r

6 Km <
1
r

+
√

2
πm

. (1.5)
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Si pgcd D = 1, si 0 ∈ D et si m > 1, alors nous avons

1
r

6 Km <
1
r

+ (r + 1)
√

π

32m. (1.6)

1.3 Entiers ellipséphiques friables

Un entier est dit y friable lorsque tous ses facteurs premiers sont inférieurs à y.
P. Erdös, C. Mauduit et A Sárközy [EMS99] ont montré que, pour chaque ε > 0,
une infinité d’entiers n n’utilisant que le chiffre 1, c’est-à-dire n = rN−1+· · ·+r+1,

sont nε friables. Plus précisément, ils ont trouvé une constante c > 0 ne dépendant que
de la base r telle qu’une infinité d’entiers n vérifient

P+(n) 6 exp
(
c

logn
log2 n

)
.

Pour préciser le résultat précédent, S. Konyagin, C. Mauduit et A. Sárközy [KMS00]
ont demandé si pour tous ε > 0, r et D fixés, il existe une proportion positive d’entiers
ellipséphiques n qui sont nε friables ? À notre connaissance, aucune avancée n’a été
réalisée sur cette question. À défaut d’y répondre complètement, nous apportons quelques
éléments qui vont dans le sens d’une réponse positive :

Théorème 1.3. Pour chaque r et D fixés, il existe α < 1 tel qu’une proportion positive
d’entiers ellipséphiques n sont nα friables.

Des valeurs explicites de l’exposant de friabilité α seront précisées dans les Théorèmes
5.1 et 5.2. Pour des choix de r et D convenables, nous montrerons qu’il pourra être rendu
extrêmement petit :

Théorème 1.4. Pour chaque ε > 0 fixé, il existe des bases r et des ensembles de chiffres
D tels qu’une proportion positive d’entiers ellipséphiques n (relativement à cette base r
et cette famille de chiffres D) sont nε friables.

La recherche d’entiers friables dans des suites rares a fait l’objet de divers travaux ces
dernières années comme ceux de J. B. Friedlander [Fri89] et de C. Dartyge, G. Martin et
G. Tenenbaum [DMT01]. Pour adapter leur approche, nous développons des techniques
de crible (Théorème 7.1) pour écarter les modules q possédant un nombre de diviseurs
anormalement grand dans les estimations en moyenne des restes de

#WD(x, a, q)− 1
q

#WD(x) (1.7)

en modifiant les poids du crible de Rosser-Iwaniec par l’adjonction d’une condition sup-
plémentaire de type Brun.
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1.4 Palindromes

Nous fixons une base que nous notons maintenant g > 2. Les palindromes (en
base g) sont les entiers dont l’écriture dans cette base g est symétrique, c’est-à-
dire les nombres s’écrivant identiquement de gauche à droite et de droite à gauche.

Il est à noter que le chiffre du milieu des palindromes possédant un nombre impair de
chiffres ont le chiffre du milieu n’est soumis à aucune condition spécifique, contrairement
aux palindromes avec un nombre pair de chiffres. Ces derniers sont toujours divisibles
par g + 1 et ne peuvent donc certainement pas être premiers (sauf éventuellement g + 1
lui-même, cas de la base décimale). La parité du nombre de chiffres possède donc un lien
avec les propriétés multiplicatives des palindromes.

La série génératrice associée aux palindromes s’écrit sous la forme d’un produit. En
notant, RN les palindromes ayant exactement N chiffres, nous avons l’identité∑

n∈RN

e(nu) := hN (u)
∏

16k<N
2

∑
06d<g

e
(
d(gN−1−k + gk)

)
, (1.8)

hN (u) étant une fonction bornée par g2 qui tient compte des irrégularités des chiffres du
bord et du milieu.

Le premier article sur les propriétés multiplicatives des palindromes est à notre
connaissance celui W. Banks, N. Hart et M. Sakata [BHS04]. Ils ont montré que les
palindromes sont bien répartis dans les progressions arithmétiques de module q suffi-
samment petit. Leur approche ne donne cependant des résultats que pour des valeurs
de q relativement petites malgré l’utilisation d’outils sophistiqués tels des sommes de
Kloostermann et des travaux de F. Pappalardi sur la taille de l’ordre de g dans (Z/qZ)∗.
Ils en déduisent notamment une majoration du nombre de palindromes premiers, mais
cette majoration n’est pas de l’ordre de grandeur attendu.

Nous adopterons une démarche totalement différente, essentiellement élémentaire.
L’idée consiste à coupler des exponentielles complexes afin de rompre la symétrie carac-
téristique des palindromes. Une généralisation d’un argument combinatoire de S. Konya-
gin, qu’il a utilisé pour les entiers ellipséphiques, nous permettra d’étudier la fonction
génératrice des palindromes.

Nous montrons sous forme explicite (Théorème 9.1) un résultat du type Siegel-Walfisz
sur l’équirépartition des palindromes dans les progressions arithmétiques pour une famille
de valeurs de q beaucoup plus large :

Théorème 1.5. Pour toute base g fixée, il existe une constante c > 0 telle que les palin-
dromes inférieurs à x sont bien répartis dans les progressions arithmétiques de module
q uniformément pour q ne possédant pas de facteurs communs avec g3 − g et vérifiant

q 6 exp
(c log x

log2 x

)
.

À défaut de pouvoir montrer l’équirépartition des palindromes dans les progressions
arithmétiques pour de plus grandes valeurs du module, nous pouvons montrer un théo-
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rème d’évaluation en moyenne des erreurs, du type du théorème de Bombieri-Vinogradov
sur la répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. Une version
effective sera donnée par le Théorème 9.2 :

Théorème 1.6. Pour toute base g fixée, il existe un exposant β > 0 tel qu’en moyenne
sur les modules inférieurs à xβ et ne possédant pas de facteurs communs avec g3− g, les
palindromes sont bien répartis les progressions arithmétiques.

Par exemple, en base 10, nous pouvons choisir β = 1
186 . Un tel théorème permet

d’estimer les termes d’erreurs issus des techniques de crible. Nous en déduirons une série
de corollaires sur les propriétés arithmétiques des palindromes.

Nous sommes en mesure de fournir (Corollaire 9.1) une majoration du bon ordre de
grandeur du nombre de palindromes premiers :

Théorème 1.7. Pour toute base g fixée, nous avons la majoration

#{p 6 x, p premier et palindrome} �g
1

log x#{n 6 x, n palindrome}. (1.9)

Montrer la minoration correspondante, à savoir l’existence d’une infinité de palin-
dromes premiers, semble être actuellement un objectif hors de portée, le nombre de
palindromes jusqu’à x n’excèdant pas O(x1/2). Aussi, nous nous sommes intéressé aux
palindromes presque premiers (Corollaire 9.2) :

Théorème 1.8. Pour toute base g fixée, il existe un entier kg tel que le nombre de palin-
dromes ayant au plus kg facteurs premiers (avec multiplicité) est de l’ordre de grandeur
attendu à des puissances de log2 x près :

#{n 6 x, n palindrome, Ω(n) 6 kg} �g
1

log x#{n 6 x, n palindrome}. (1.10)

Par exemple, il existe une infinité de palindromes en base 2 ayant moins de 60 facteurs
premiers (comptés avec leurs multiplicités). En base 10, il en existe une infinité avec au
plus 372 facteurs premiers.

Nous avons également abordé la question des palindromes friables, pour laquelle nous
apportons une première réponse sous forme explicite dans le Théorème 12.1 :

Théorème 1.9. Pour toute base g fixée, il existe α < 1 tels qu’une proportion positive
de palindromes n sont nα friables.
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Chapitre 2

Énoncé des résultats

Soient r > 3 un entier et D un sous-ensemble strict de {0, . . . , r−1} dont nous notons
t := #D le cardinal. Nous supposons

2 6 t 6 r − 1 (2.1)

et nous posons
ρ := log t

log r ∈]0, 1[. (2.2)

Nous désignons par WD l’ensemble des nombres ellipséphiques :

WD :=
{∑

djr
j / ∀j, dj ∈ D

}
(2.3)

où toutes les sommes sur j sont finies. Nous noterons aussi

WD(x) := {n ∈WD , n < x}, (2.4)
WD(x, a, q) := {n ∈WD , n < x, n ≡ a mod q}. (2.5)

Différentes propriétés multiplicatives de ces entiers ont déjà été étudiées par P. Erdős,
C. Mauduit et A. Sárközy [EMS98, EMS99], C. Dartyge et C. Mauduit [DM00, DM01],
S. Konyagin [Kon01] et W. D. Banks et I. E. Shparlinkski [BS04]. En particulier, dans
[DM00], C. Dartyge et C. Mauduit montrent que l’étude de certains problèmes multipli-
catifs se ramène à une majoration suffisamment fine de la norme L1 sur le cercle unité
de la fonction génératrice des entiers ellipséphiques. Nous notons comme eux

GD ,N (z) := 1
tN

∑
n∈WD(rN )

e(nz) =
∏

06k<N

UD(rkz), (2.6)

où e(z) := e2iπz, et
UD(z) := 1

t

∑
d∈D

e(dz). (2.7)

Grâce à [EMS98, théorème 4], nous savons que, si k est un entier assez grand, il
existe beaucoup d’entiers ellipséphiques non divisibles par la puissance k d’un nombre
premier vérifiant (p, r(r − 1)) = 1 :

21
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Théorème A. Si k > 1/ρ, il existe une constante c > 0 (ne dépendant que de r et de
k) telle que

#{n ∈WD(x) / (p, r(r − 1)) = 1⇒ pk - n}

= #WD(x)
∏

p-r(r−1)

(
1− p−k)(1 +O

(
exp

{
− c
(
ρ− 1

k

)
log1/2 x

}))
.

Un résultat similaire avait déjà été montré par M. Filaseta et S. Konyagin dans
[FK96].

Inversement, en autorisant suffisamment de chiffres pour que ρ > 3
4 (en base 10, nous

devons prendre au moins 6 chiffres), [EMS98, Théorème 5] montre également l’existence
d’entiers ellipséphiques possédant un grand facteur carré :

Théorème B. Si k < 1/(2(1− ρ)), alors il existe des entiers n dans WD(rN ) divisibles
par la puissance k d’un nombre premier p avec

p�k,r

(Nρ/2

logN
) 1

(2k−1)
.

Pour tout réel m > 1, nous définissons Km par

Km := lim sup
N→∞

∥∥|GD ,N |m
∥∥

1

1
N . (2.8)

Majorer les réelsKm est fondamental pour de nombreux problèmes concernant les entiers
ellipséphiques. Par exemple, le Théorème 1 de [DM00] fournit un analogue du théorème
de Bombieri-Vinogradov si nous pouvons trouver un m tel que Km < r−

1
2 .

Dans un premier temps nous traitons le cas D = {0, 1} qui est réputé le plus difficile,
et peut-être le plus intéressant. En effet, moins D comporte de chiffre, plus la famille
WD est rare.

Théorème 2.1. Si D = {0, 1} et m = 2l est un entier pair, on a

1
r

6 K2l 6
1
r

+ 2−2l
(

2l
l

)
<

1
r

+ 1√
πl
. (2.9)

La démonstration du Théorème 2.1 est essentiellement combinatoire. Dans le cas
général, nous devrons mettre à profit un effet de périodicité sur les fonctions GD ,N

définies par (2.6) pour majorer Km :

Théorème 2.2. Supposons que pgcd D = 1 et 0 ∈ D et qu’il existe une constante A > 0
telle que, pour tout x réel, il existe d1 et d2 ∈ D vérifiant

‖(d1 − d2)x‖ > A‖x‖. (2.10)

Alors, pour tout réel m > 1, nous avons

1
r

6 Km <
1
r

+
√
π

2
√

2

√
t

A
√
m
. (2.11)
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Remarque 2.1. Si D = {0, 1}, la constante A := 1 est clairement admissible. La majo-
ration (2.11) fournit Km < 1

r +
√

π
4m . Le second terme de (2.9), résultat d’une étude

approfondie du cas particulier D = {0, 1}, est donc plus précis que celui de (2.11) d’un
facteur π√

8 .
Remarque 2.2. Les résultats des Théorèmes 2.1 et 2.2 sont intéressants lorsque m est
très grand : nous pouvons alors choisir Km aussi proche de 1

r que l’on désire.
Le Théorème 2.2 nécessite la détermination d’une constante A adéquate. Le Lemme

1 de [EMS98] fournit la valeur admissible A := 1
2(r−1)2 . En reprenant la démonstration

de [EMS98] et en procédant à quelques optimisations, nous améliorons ce résultat :

Théorème 2.3. Soit D tel que pgcd D = 1. Notons δ (resp. ∆) le plus petit (resp. grand)
élément strictement positif de D −D . Dans le Théorème 2.2, nous pouvons choisir

A := 2
δ + ∆ >

1
r − 1 . (2.12)

Sous les hypothèses du théorème 2.2 ( i.e. pgcd D = 1 et 0 ∈ D), nous avons

1
r

6 Km <
1
r

+ 1
8

√
π(r + 1)3

m
. (2.13)

Dans [EMS98, Problème 2, p. 104] les auteurs demandent pour D = {0, 1} de trouver
des nombres ellipséphiques divisibles par le carré de grands nombres premiers : est-il vrai
que si r > 3, il existe une constante c = cr > 0 telle qu’une infinité d’entiers n dont
tous les chiffres sont 0 ou 1 en base r possèdent au moins un facteur premier p vérifiant
p > nc et p2 | n ?

M.Filaseta et S. Konyagin dans [FK96] ont répondu positivement à cette question si
r 6 5. C. Dartyge et C. Mauduit dans [DM00] ont étendu le domaine de validité à r 6 8.
S. Konyagin dans [Kon01, corollaire 6] fournit une réponse sans condition sur r, mais
sa méthode ne permet pas d’obtenir une estimation du nombre d’entiers ellipséphiques
possédant un facteur premier de ce type. Le Théorème 2.4 ci-dessous répond positivement
à cette question pour tout r > 3 et l’étend à tout ensemble D contenant 0. En outre, le
Théorème 2.4 montre que la proportion de ces entiers est de l’ordre de grandeur attendu.

Théorème 2.4. On suppose que 0 ∈ D , r > 3 et k > 2. Il existe une constante
c = ck,r > 0 telle que, uniformément pour 2 6 y 6 xc,

#
{
n ∈WD(x) / ∃p ∈ [y, 2y[, pk | n} >

k

2k
#WD(x)
yk−1 log x

{
1 +Ok(

1
log y )

}
.

Une valeur admissible de la constante ck,r est donnée par la formule

ck,r = 32
π

(r1/2k − 1)2

k(r + 1)5 . (2.14)

Si D = {0, 1} et k = 2, nous pouvons prendre

c = π

8 r
− 3

2
(
1− 2r−

1
4
)
. (2.15)

La démonstration du Théorème 2.4 repose de manière cruciale sur la majoration
(2.9) dans le cas D = {0, 1}, et sur la majoration (2.11) combinée avec (2.12) dans le
cas général.





Chapitre 3

Moyenne de la fonction GD ,N

3.1 Définition de la constante Km

Dans toute la suite nous étendons la définition de la fonction GD ,N en posant pour
tout réel µ > 0, GD ,µ = GD ,bµc. Ce prolongement permet d’exprimer Km de la manière
suivante

Lemme 3.1. On a
Km = lim sup

µ→∞

∥∥|GD ,µ|m
∥∥

1

1
µ . (3.1)

Démonstration. Nous écrivons pour µ > 1,

∥∥|GD ,µ|m
∥∥

1

1
µ =

(∥∥|GD ,bµc|m
∥∥

1

1
bµc

)bµc/µ
,

et en passant à la limite supérieure dans les deux membres, nous obtenons le résultat en
vertu de la définition (2.8).

Avant de nous concentrer sur la majoration de Km, étape clef de notre étude, nous
allons, pour illustrer la qualité des estimations que nous obtiendrons, donner une mino-
ration simple et utile de Km :

Lemme 3.2. Pour tout réel m > 1, nous avons

Km >
1
r
.

Démonstration. Nous écrivons

UD(x)− 1 = 1
t

∑
d∈D

(e(dx)− 1).

En utilisant l’inégalité |e(x)− 1| 6 2π |x| nous obtenons

|UD(x)− 1| 6
1
t

∑
d∈D

2πd |x| 6 2πr |x| .

Ainsi pour |x| 6 1
N , ∣∣UD(x)

∣∣ > 1− 2πr
N

.
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Si 0 < x < 1
N r
−N , alors 0 < rkx < 1

N pour 0 6 k < N , donc

∣∣GD ,N (x)
∣∣ =

∏
06k<N

∣∣∣UD(rkx)
∣∣∣ >

(
1− 2πr

N

)N
.

Nous en déduisons la minoration

( ∫ 1

0

∣∣GD ,N (x)
∣∣mdx) 1

N
>
( ∫ r−N/N

0

∣∣GD ,N (x)
∣∣mdx) 1

N

>
(r−N
N

(
1− 2πr

N

)mN) 1
N

>
1
r

(
1− 2πr

N

)m( 1
N

) 1
N

et par passage à la limite supérieure nous avons finalement

Km = lim sup
N→+∞

( ∫ 1

0

∣∣GD ,N (x)
∣∣mdx) 1

N
>

1
r
.

Le lemme suivant montre que si nous sommes capables de majorer la constante Km

pour un certain entier m, nous pourrons alors obtenir une majoration des moyennes de
GD ,N . Commençons par rappeler qu’un ensemble R est dit δ-bien espacé lorsque l’écart
entre deux points distincts de R est supérieur à δ.

Lemme 3.3. Soit ε > 0 fixé. Soient δ > 0 et R une famille δ-bien espacée de points
dans [ δ2 , 1 − δ

2 ], globalement invariante modulo 1 par la multiplication par r. Pour tout
entier m tel que

1 6 m 6
log r
log 1

δ

N, (3.2)

nous avons

∑
x∈R

∣∣GD ,N (x)
∣∣ �ε,m,r

(1
δ

)1+ logKm
log r +ε

. (3.3)

la constante implicite dépendant au plus de ε, m et r.

3.2 Moyenne de la dérivée de (GD ,N)m

La constante Km permet aussi de majorer les moyennes de la dérivée de GN . C’est
l’objectif de ce lemme :

Lemme 3.4. Soit ε > 0 fixé. Uniformément sur µ, nous avons la majoration

∥∥(GD ,µ
m)′∥∥

1
�ε,m,r rµ

(
Km + ε

)µ
. (3.4)
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Démonstration. Nous calculons la dérivée de (GN )m comme un produit :

∣∣(GD ,µ
m)′(x)

∣∣ = m
∣∣(GD ,µ)′(x)

∣∣ ∣∣∣GD ,µ
m−1(x)

∣∣∣
6 m

∑
k<µ

rk
∣∣UD

′(rkx)
∣∣∣∣∣ ∏
j<µ
j 6=k

UD(rjx)
∣∣∣ ∣∣∣GD ,µ

m−1(x)
∣∣∣

6 m
∑
k<µ

rk
∣∣UD

′(rkx)
∣∣ ∣∣GD ,k

m(x)
∣∣

puisque nous retirons des nombres de module inférieur à 1 du produit intérieur. Nous
majorons trivialement la dérivée de UD par une constante ne dépendant que de D :

∣∣U ′
D(y)

∣∣ 6 2π
∣∣∣ ∑
d∈D

d e(dy)
∣∣∣ 6 2π

∑
d∈D

d.

Donc

∣∣(GD ,µ
m)′(x)

∣∣ �r m
∑
k<µ

rk
∣∣GD ,k

m(x)
∣∣ . (3.5)

Nous utilisons cette majoration pour obtenir

∥∥(GD ,µ
m)′∥∥

1
�r m

∑
k<µ

rk
∥∥GD ,k

m
∥∥

1

�r,m,ε

∑
k<µ

rk
(
Km + ε

)k
et comme, d’après le Lemme 3.2, r(Km + ε) > 1, on en déduit

∥∥(GD ,µ
m)′∥∥

1
�r,m,ε

rdµe(Km + ε)dµe
r(Km + ε)− 1 �r,m,ε rµ

(
Km + ε

)µ
,

ce qui termine la preuve.

3.3 Preuve du lemme 3.3

Lemme 3.5. Soit R un ensemble de points qui est globalement invariant modulo 1 par
la multiplication par r. Pour tout m > 1 entier,∑

x∈R

∣∣GD ,N (x)
∣∣ 6

∑
x∈R

∣∣∣GD ,N/m(x)
∣∣∣m .

Démonstration. Nous pouvons évidemment supposer que m > 2. Commençons par étu-
dier le cas où N

m est un entier. On écrit

R(N) :=
∑
x∈R

∣∣GD ,N (x)
∣∣ =

∑
x∈R

∏
06k<N

∣∣UD(rkx)
∣∣

6
∑
x∈R

∏
06j6m−1

∏
j
m
N6k< j+1

m
N

∣∣UD(rkx)
∣∣.
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L’inégalité arithmético-géométrique

(a0 · · · am−1)1/m 6 1
m(a0 + · · ·+ am−1),

appliquée avec
aj =

( ∏
j
m
N6k< j+1

m
N

∣∣UD(rkx)
∣∣)m,

permet d’obtenir

R(N) 6
∑
x∈R

1
m

∑
06j6m−1

( ∏
j
m
N6k< j+1

m
N

∣∣UD(rkx)
∣∣)m.

Ainsi
R(N) 6

1
m

∑
06j6m−1

∑
x∈R

( ∏
j
m
N6k< j+1

m
N

∣∣UD(rkx)
∣∣)m.

Comme l’ensemble R est stable modulo 1 par la multiplication par r, nous avons donc
la majoration cherchée :

R(N) 6
1
m

∑
j6m−1

∑
x∈R

( ∏
k<N

m

∣∣UD(x)
∣∣)m.

Pour le cas général,si Ñ désigne le plus grand multiple de m inférieur à N , alors
bN/mc = Ñ/m et

R(N) 6 R(Ñ) 6
∑
x∈R

∣∣GD ,Ñ/m(x)
∣∣m =

∑
x∈R

∣∣GD ,N/m(x)
∣∣m

ce qui termine la preuve du lemme.

Démonstration du lemme 3.3. Comme GD ,N (r) est le produit de fonctions de module
inférieur à 1, l’application

µ 7→
∣∣GD ,µ(r)

∣∣
est pour chaque réel r décroissante. Si µ 6 N

m , nous avons donc grâce au lemme 3.5∑
r∈R

∣∣GD ,N (r)
∣∣ 6

∑
r∈R

∣∣GD ,N/m(r)
∣∣m 6

∑
r∈R

∣∣GD ,µ(r)
∣∣m.

Nous majorons cette somme en utilisant le lemme A.1 de Sobolev-Gallagher énoncé dans
l’annexe A de cette thèse,∑

r∈R

∣∣GD ,N (r)
∣∣ 6

1
δ

∥∥GD ,µ
m
∥∥

1
+
∥∥(GD ,µ

m)′∥∥
1
.

Le lemme 3.4 fournit donc pour tout µ 6 N
m ,

∑
r∈R

∣∣GD ,N (r)
∣∣ �ε,r

1
δ

(
Km + ε

)µ +m
(
r(Km + ε)

)µ
�ε,r m

(1
δ

+ rµ
)(
Km + ε

)µ
.
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Nous optimisons le paramètre µ en choisissant

µ := − log δ
log r .

L’hypothèse du lemme implique µ 6 N
m , donc

∑
r∈R

∣∣GD ,N (r)
∣∣ �ε,m,r

1
δ

(
Km + ε

)µ
�ε,m,r

(1
δ

)1+ log(Km+ε)
log r

.

La majoration du lemme s’en déduit immédiatement puisque ce résultat est vrai pour
tout ε > 0.

3.4 Cardinal de WD(x) et de WD(x, a, q)

Nous commençons par énoncer un résultat qui permet de limiter notre étude au cas
où x est une puissance de r, i.e. lorsqu’il existe N tel que x = rN . Des versions similaires
ont déjà été exploitées par exemple par [DM00]. L’étude de ce cas particulier est naturelle
car la moyenne des exponentielles

1
tN

∑
n∈WD(rN )

e(nz) = GD ,N (z)

se factorise alors complètement.

Lemme 3.6. Soit x = ∑
N<M xNr

N décomposé dans la base r. Notons

K := max{N < M, xN 6∈ D}

en convenant que K = 0 si l’ensemble est vide ( i.e. si x est ellipséphique). Alors

#WD(x) =
∑

K6N<M

D(xN )tN , (3.6)

et pour tout ensemble d’entiers Q,∑
q∈Q

max
a∈Z

∣∣∣#WD(x, a, q)− #WD(x)
q

∣∣∣ 6
∑

K6N<M

D(xN )tNRN (Q) (3.7)

avec les notations

D(y) := #{d ∈ D , d < y}, (3.8)

RN (Q) :=
∑
q∈Q

1
q

∑
0<l<q

∣∣∣GD ,N
( l
q

)∣∣∣. (3.9)

Démonstration. Nous pouvons séparerWD(x) en deux classes : les entiers dont le premier
chiffre est strictement inférieur à xM−1 et ceux dont le premier chiffre est égal à xM−1.
Si xM−1 6∈ D , alors

WD(x) = WD(xM−1r
M−1).
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Si xM−1 ∈ D , alors nous avons l’union disjointe

WD(x) = WD(xM−1r
M−1) t (xM−1r

M−1 +WD(x− xM−1r
M−1)

)
et nous pouvons appliquer de nouveau ce découpage à x−xM−1r

M−1 (qui est le nombre
x “privé” de son premier chiffre). À l’étape M − K, en notant XN := ∑

N<j<M xjr
j ,

nous obtenons l’égalité

WD(x) =
⊔

K6N<M

(
XN +WD(xNrN )

)
.

L’égalité (3.6) s’en déduit puisque la réunion est disjointe. Nous obtenons aussi pour
tout z ∈ C, ∑

n∈WD(x)
e(zn) =

∑
K6N<M

e(zXN )
∑

n∈WD(xNrN )
e(zn). (3.10)

La première étape pour montrer (3.7) est de se ramener à des sommes trigonomé-
triques grâce à l’égalité

#WD(x, a, q) =
∑

n∈WD(x)

1
q

∑
06l<q

e
( l(n− a)

q

)
En isolant le terme l = 0 :

#WD(x, a, q) = #WD(x)
q

+ 1
q

∑
0<l<q

e
(
− la

q

) ∑
n∈WD(x)

e
( ln
q

)
.

Nous obtenons successivement, en utilisant (3.10) avec z := l
q pour la seconde majora-

tion, ∣∣∣#WD(x, a, q)− #WD(x)
q

∣∣∣ 6
1
q

∑
0<l<q

∣∣∣ ∑
n∈WD(x)

e
( ln
q

)∣∣∣
6

1
q

∑
0<l<q

∑
K6N<M

∣∣∣ ∑
n∈WD(xNrN )

e
( ln
q

)∣∣∣
6

∑
K6N<M

1
q

∑
0<l<q

∣∣∣ ∑
n0,...,nN∈D
nN<xN

∏
j6N

e
( lnjrj

q

)∣∣∣
où n = ∑

j njr
j est la décomposition de n en base r. Ainsi,

∑
q∈Q

∣∣∣#WD(x, a, q)− #WD(x)
q

∣∣∣ 6
∑
q∈Q

∑
K6N<M

1
q

∑
0<l<q

∣∣∣ ∏
j6N

∑
nj∈D
nN<xN

e
( lnjrj

q

)∣∣∣,
donc en isolant le terme j = N que l’on majore trivialement par D(xN ),∑

q∈Q

∣∣∣#WD(x, a, q)− #WD(x)
q

∣∣∣ 6
∑
q∈Q

∑
K6N<M

D(xN )tN 1
q

∑
0<l<q

∣∣∣GD ,N
( l
q

)∣∣∣
6

∑
K6N<M

D(xN )tNRN (Q).
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Remarque 3.1. En réunissant les informations de (3.6) et de (3.7), nous obtenons la
majoration moins précise mais plus “explicite” : pour tout ε > 0,

∑
q∈Q

max
a∈Z

∣∣∣#WD(x, a, q)− #WD(x)
q

∣∣∣
6 #WD(x)

(
sup

(1−ε)M6N<M

(
RN (Q)

)
+ t3

t− 1
#Q

xρε

)
. (3.11)

Démonstration de (3.11). Majorons le membre de droite de (3.7) :∑
K6N<M

D(xN )tNRN (Q)

6
∑

max{K,(1−ε)M}6N<M
D(xN )tNRN (Q) +

∑
N<(1−ε)M

D(xN )tNRN (Q)

6 #WD(x) sup
(1−ε)M6N<M

RN (Q) + t

t− 1 #Q tM−εM+1

en remplaçant RN (Q) par sa borne supérieure dans le premier terme et par #Q dans
le second. Comme rM−1 6 x < rM , nous avons tM−1 6 #WD(x) et t−Mε < x−ρε, ce qui
permet de terminer la preuve de (3.11).

3.5 Réduction de la preuve du Théorème 2.4

Nous montrons comment une bonne majoration de Km et le lemme 3.3 permet de
démontrer le Théorème 2.4.

Lemme 3.7. Soient r > 3, k > 2 et m un entier pair tel que

r2k−1Km
2k < 1. (3.12)

Soit c > 0 un réel vérifiant

c > 2k−1
ρ si tKm

1
m 6 1 ;

c > 2km− 1
ρ

(
1− 2k − 2k logKm

log r

)
sinon.

Alors uniformément pour 2 6 y 6 x
1
c , on a

#
{
n ∈WD(x), ∃pk | n, y 6 p < 2y

}
>

k

2k
#WD(x)
yk−1 log x

(
1 +O( 1

log y )
)
.

Démonstration. Soit 2 6 y 6 x
1
c . En notant νp(n) la valuation p-adique de n, on a pour

tout entier n :

n >
∏
p|n
p>y

νp(n)>k

pνp(n) >
∏
p|n
p>y

νp(n)>k

yk =
∏
pk|n
p>y

yk = yk#{p>y, pk|n}.
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Ainsi
#{p > y, pk | n} 6

logn
k log y ,

et donc

#
{
n ∈WD(x) / ∃pk | n, y 6 p < 2y

}
>

k log y
log x

∑
n∈WD(x)

∑
y6p<2y
pk|n

1 = k log y
log x

∑
y6p<2y

#WD(x, 0, pk)

>
k log y
log x

∑
y6p<2y

#WD(x)
pk

−
∑

y6p<2y

∣∣∣#WD(x)
pk

−#WD(x, 0, pk)
∣∣∣

>
k log y
log x

∑
y6p<2y

#WD(x)
pk

−
∑

K6N<M

D(xN )tNRN (Qy) (3.13)

en appliquant le lemme 3.6 énoncé et prouvé dans le paragraphe précédant, avec le choix
de Qy := {pk, y 6 p < 2y}. En utilisant le théorème des nombres premiers, nous
vérifions que le terme principal dans (3.13) est supérieur à

k

2k
#WD(x)
yk−1 log x

(
1 + 0

( 1
log y

))
Une meilleure constante peut être obtenue en évaluant cette somme plus précisément.
La preuve sera donc terminée dès que nous aurons montré

∑
K6N<M

D(xN )tNRN (Qy) �
#WD(x)
yk−1 log2 x

, (3.14)

la constante implicite pouvant dépendre des paramètres r, t, k, m ou c.
Nous appliquons le lemme 3.3 à l’ensemble y−2k bien espacé

R :=
{
l
pk
, 0 < l < pk, y 6 p < 2y

}
. (3.15)

Si y est assez grand, par exemple y > r, tout nombre premier p ∈ [y, 2y[ est premier avec
r donc le lemme de Gauß assure que R est bien globalement invariant modulo 1 par la
multiplication par r. Dès que

m 6
log r

2k log yN, (3.16)

nous avons d’après (3.3)

RN (Qy) 6
1
yk

∑
y6p<2y

∑
0<l<pk

∣∣∣GD ,N
( l
pk
)∣∣∣

�ε y−km
(
y2k)1+ log(Km+ε)

log r

�ε,m
(
yk
)1+2 log(Km+ε)

log r . (3.17)
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Ainsi,

∑
K6N<M

D(xN )tNRN (Qy)

�ε,m

∑
K6N<M

D(xN )tNyk(1+2 log(Km+ε)
log r ) +

∑
N<2km log y

log r

tN+1yk(Km + ε)
N
m ,

la seconde majoration étant obtenue en appliquant le lemme 3.3 avec le choix de

m := log r
2k log yN

pour que notre hypothèse sur m soit vérifiée.
La première somme s’évalue grâce à (3.6), tandis que la seconde se calcule comme

somme d’une série géométrique de raison t(Km + ε)
1
m . Traitons en détail le cas le plus

compliqué où tKm
1
m > 1 :

∑
K6N<M

D(xN )tNRN (Qy) 6
(
#WD(x) + t2(Km + ε)

1
m

t(Km + ε)
1
m − 1

y2kmρ
)
y
k(1+2 log(Km+ε)

log r )
.

Comme y 6 x
1
c , la condition (3.14) est vraie dès que (quitte à choisir ε assez petit) :

2kmρ+ k(1 + 2logKm

log r ) < cρ+ 1− k,

k(1 + 2logKm

log r ) < 1− k.

Ces conditions sur c et sur Km sont exactement celles imposées dans l’énoncé du Lemme
3.7.

Remarque 3.2. Nous ne parviendrons pas à obtenir de majoration de Km suffisamment
précise pour être dans le cas tKm

1
m 6 1. Il est d’ailleurs probable que cette condition

soit impossible. Si tKm
1
m > 1, l’hypothèse (3.12) montre que le choix de c = 2km est

acceptable.

Remarque 3.3. Notre méthode permet aussi d’obtenir une majoration du nombre d’en-
tiers ellipséphiques divisibles par une puissance d’un grand nombre premier en partant
de la majoration

#{n ∈WD(x), ∃pk | n, y 6 p 6 2y} 6
∑

n∈WD(x)

∑
y6p62y
pk|n

1.

3.6 Encadrement de Km pour D = {0, 1}
Nous prouvons dans cette partie le Théorème 2.1 par une méthode essentiellement

combinatoire : nous interprétons Km comme le nombre de solutions d’une équation et
nous dénombrons par récurrence ces solutions.
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Lemme 3.8. Pour β ∈ Z, notons XN (β) le nombre de solutions dans WD(rN ) de
l’équation

n1 + · · ·+ nl = m1 + · · ·+ml + βrN . (3.18)

Pour N = 0, nous convenons que X0(β) = 1 si β = 0 et 0 sinon. Alors∥∥GD ,N
2l∥∥

1
= t−2lNXN (0) (3.19)

et XN (β) se calcule grâce à la relation de récurrence

XN+1(β) =
∑
|j|< l

r−1

(
2l

l + j − βr

)
XN (j), (3.20)

Démonstration. Pour prouver (3.19), il suffit de remarquer qu’en développant le produit,
nous avons

t2lN
∥∥GD ,N

2l∥∥
1

=
∫ 1

0

( ∑
n∈WD(rN )

e(nu)
)l( ∑

m∈WD(rN )
e(−mu)

)l
du

=
∫ 1

0

∑
n1,...,nl∈WD(rN )
m1,...,ml∈WD(rN )

e((n1 + · · ·+ nl −m1 − · · ·+ml)u)du

=
∑

n1,...,nl∈WD(rN )
m1,...,ml∈WD(rN )

∫ 1

0
e((n1 + · · ·+ nl −m1 − · · ·+ml)u)du

et l’intégrale vaut 1 ou 0 suivant que n1 + · · ·+nl = m1 + · · ·+ml ou pas. Nous comptons
donc exactement le nombre de solutions dans WD(rN ) de l’équation

n1 + · · ·+ nl = m1 + · · ·+ml,

ce qui est la définition de XN (0).
Pour prouver (3.20), décomposons les nombres ellipséphiques deWD(rN+1) en isolant

leur chiffre d’indice N :

nk = dkr
N + ñk avec dk ∈ D et ñk ∈WD(rN ) ;

mk = ekr
N + m̃k avec ek ∈ D et m̃k ∈WD(rN ).

Alors n1 + · · ·+ nl = m1 + · · ·+ml + βrN+1 si et seulement si(∑
k

dk
)
rN +

∑
k

ñk =
(∑

k

ek
)
rN +

∑
k

m̃k + βrN+1

si et seulement s’il existe j ∈ Z tel que∑
k

ñk =
∑
k

m̃k + jrN (3.21)

et ∑
k

dk =
∑
k

ek + βr − j. (3.22)
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Pour chaque j, nous avons donc XN (j) choix possibles pour les ñk et m̃j et nous avons( 2l
l+βr−j

)
choix pour les dk et ek. Comme D = {0, 1}, le nombre de solutions de l’équation

(3.22) est en effet

∑
i∈Z

(
l

i

)(
l

l + βr − j − i

)
=
(

2l
l + βr − j

)
.

Cette relation se démontre par exemple en identifiant les coefficients de xl+βr−j du
polynôme (1 + x)l(1 + x)l = (1 + x)2l développé par la formule du binôme de Newton.

Remarquons aussi que l’égalité (3.21) impose |j| < l
r−1 puisque nous avons les enca-

drements

0 6
∑
k

ñk 6 l
rN − 1
r − 1 , 0 6

∑
k

m̃k 6 l
rN − 1
r − 1 .

Ainsi,

XN+1(β) =
∑
|j|< l

r−1

(
2l

l + j − βr

)
XN (j), (3.23)

ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 3.9. Pour tous nombres entiers N > 0, l > 1 et r > 3,

K2l 6
1
r

∑
06n<r

cos2l
(
π
n

r

)
<

1
r

+ 2−2l
(

2l
l

)
. (3.24)

Démonstration. Posons k :=
⌈

l
r−1

⌉
. Notons

XN :=

XN (1−k)
...

XN (k−1)

 ∈ R2k−1

et M la matrice définie par

M =
[(

2l
l − ir + j

)]
−k<i,j<k

de sorte que XN+1 = MXN .

Munissons R2k−1 de la norme 1 et M2k−1(R) de la norme qui lui est subordonnée,

‖M‖ := max
|j|<k

{ ∑
|i|<k
|mi,j |

}
.

Ainsi

|XN (0)| 6 ‖XN‖ = ‖MNX0‖ 6 ‖M‖N‖X0‖ = ‖M‖N .

En utilisant l’équation (3.19), nous trouvons la première majoration

K2l 6 2−2l max
|j|< l

r−1

{ ∑
|i|< l

r−1

(
2l

l − ir

)}
. (3.25)
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Fixons maintenant j et notons ξ := e(1
r ). Alors

∑
k≡j[r]

(
2l
l − k

)
=
∑
k

1
r

∑
06n<r

ξ(k−j)n
(

2l
l − k

)

= 1
r

∑
06n<r

ξ−n(j+l)
(
1 + ξn

)2l

= 1
r

∑
06n<r

ξ−nj
(
ξ
n
2 + ξ−

n
2
)2l

6
22l

r

∑
06n<r

cos2l
(
π
n

r

)
.

En prenant le maximum sur j dans (3.25), nous avons démontré la première majoration
du lemme. Nous majorons la somme par l’intégrale correspondante pour en déduire

K2l 6
1
r

+ 1
r

∑
0<n<r

cos2l
(
π
n

r

)

<
1
r

+ 2
∫ 1

2

0
cos2l(πs) ds

ce qui prouve le lemme 3.9 après le calcul de l’intégrale de Wallis.

3.7 Encadrement de Km pour D quelconque

Le lemme 1 de [EMS98] énonce que si D est un sous-ensemble de {0, ..., r − 1} de
cardinal au moins 2 et tel que pgcd D = 1, alors pour tout x ∈ R, il existe d ∈ D tel que

‖dx‖ >
1

2(r − 1)2 ‖x‖.

Cette minoration est ensuite utilisée pour majorer UD point par point :

∣∣UD(x)
∣∣ 6 1− 1

(r − 1)5 ‖x‖
2,

majoration qui peut être utilisée à son tour pour estimer Km. Nous commençons en
reprenant la preuve de la majoration de UD dans le but d’améliorer la constante obtenue :
elle présentera l’avantage d’être du bon ordre de grandeur en r.

Lemme 3.10. Soit D tel que pgcd D = 1. Notons δ le plus petit élément non nul de D

et ∆ le plus grand. Alors pour tout x ∈ R, il existe d ∈ D tel que

‖dx‖ >
2

δ + ∆‖x‖. (3.26)

Démonstration. Notons K := 2
δ+∆ et considérons x ∈ R tel que

‖δx‖ < K‖x‖. (3.27)

Nous allons montrer l’existence d’un d ∈ D vérifiant (3.26).



3.7. ENCADREMENT DE KM POUR D QUELCONQUE 37

Écrivons δx = m+ θ avec m ∈ Z, et |θ| = ‖δx‖ 6 1
2 .

Supposons que δ | md pour tout d ∈ D . On aurait alors

δ | pgcd(mD) = m pgcd D = m.

Donc m
δ est un entier et l’hypothèse (3.27) permet de calculer

‖x‖ =
∥∥∥m
δ

+ θ

δ

∥∥∥ = |θ|
δ

= ‖δx‖
δ

<
K

δ
‖x‖.

Comme K 6 1 et δ > 1, nous aboutissons à une absurdité. Par conséquent, il existe un
d ∈ D tel que δ - md. Pour un tel d ∈ D , montrons que ‖dx‖ > K‖x‖.

On écrit dx = dmδ + d θδ , donc

‖dx‖ >
∥∥∥dm
δ

∥∥∥− d

δ

∣∣θ∣∣.
Or ∥∥∥dm

δ

∥∥∥ >
1
δ

>
2‖x‖
δ

et, à l’aide de l’hypothèse (3.27),

d

δ

∣∣θ∣∣ = d

δ
‖δx‖ 6

d

δ
K‖x‖ 6

∆
δ
K‖x‖

puisque ∆ est le plus grand élément de D . Ainsi

‖dx‖ >
2
δ
‖x‖ − ∆

δ
K‖x‖.

ce qui termine la preuve puisque 2/δ −K∆/δ = K.

Remarque 3.4. Montrons que la constante de (3.26) est du bon ordre de grandeur :
Si D = {0, 1}, nous trouvons que K = 1, et nous ne pouvons évidemment pas faire

mieux.
Si D = {0, d1, d2} avec d2 > 3 impair et d1 := d2 − 2. Notons aussi k := d2−1

2 et
l := d1 qui sont des entiers tels que

k(d1 + d2) = ld2 + 1.

Pour le choix de x := l
d1+d2

, nous avons donc

∥∥d1x
∥∥ =

∥∥∥d1
d2

d2l

d1 + d2

∥∥∥ =
∥∥∥l − k + 1

d2
− d1
d2

1
d1 + d2

∥∥∥
=
∥∥∥ 1
d1 + d2

∥∥∥ = 1
d1 + d2

,

∥∥d2x
∥∥ =

∥∥∥ d2l

d1 + d2

∥∥∥ =
∥∥∥k − 1

d1 + d2

∥∥∥ = 1
d1 + d2

.

Comme 1
d1 + d2

= ‖x‖
d1

, nous avons pour tout d de D , ‖dx‖ = 1
d1
‖x‖. En choisissant

d1 = r − 3 ou r − 4 suivant la parité de r, nous avons bien trouvé un ensemble D pour
laquelle la constante de (3.26) est presque optimale (du bon ordre de grandeur en r).
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Lemme 3.11. Pour tout réel y, nous avons la majoration

|1 + e(y)| 6 2(1− 4‖y‖2). (3.28)

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 6 y 6 1
2 en

utilisant la parité et la périodicité de la fonction étudiée. Alors

|1 + e(y)| = 2 cos(πy) = 2− 4 sin2(πy/2).

La concavité de z 7→ sin(πz/2) entre 0 et 1
2 permet de la minorer cette fonction par sa

corde, donc
sin(πy/2) >

√
2 y

d’où l’on déduit la majoration du lemme.

Lemme 3.12. Soit D une sous-ensemble de {0, ..., r − 1} de cardinal t > 2. Soit A > 0
tel que pour tout x ∈ R, il existe d1 et d2 ∈ D avec ‖(d1 − d2)x‖ > A‖x‖. Pour tout
x ∈ R, nous avons ∣∣UD(x)

∣∣ 6 1− 8A2

t
‖x‖2. (3.29)

Démonstration. Soit x ∈ R. Par hypothèse, il existe deux éléments d1 et d2 ∈ D tels que

‖(d1 − d2)x‖ > A‖x‖. (3.30)

Ainsi,

|UD(x)| = 1
t

∣∣∣ ∑
d∈D

e(dx)
∣∣∣

6
1
t
|e(d1x) + e(d2x)|+ t− 2

t

6 1− 2
t

+ 1
t

∣∣1 + e
(
(d1 − d2)x

)∣∣
en isolant les éléments de D correspondant à d1 et d2. La majoration (3.28) donne

|UD(x)| 6 1− 2
t

+ 2
t

(
1− 4

∥∥(d1 − d2)x
∥∥2)

6 1− 8A2

t

∥∥x∥∥2

en utilisant (3.30).

Corollaire 3.1. Soit D un sous-ensemble strict de {0, ..., r − 1}, de cardinal t > 2,
contenant 0 et tel que pgcd D = 1. Alors pour tout x réel,

∣∣UD(x)
∣∣ 6 1− 64

(r + 1)3 ‖x‖
2. (3.31)
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Démonstration. Notons D ′ := (D − D) ∩ [1,+∞[ et δ (respectivement ∆) le plus petit
(respectivement grand) élément deD ′.

Si δ = 1, cela signifie qu’il existe deux éléments d1 et d2 dans D avec d2 = d1 + 1.
L’hypothèse du lemme 3.12 est donc vérifiée pour le choix de A := 1, ce qui implique∣∣UD(x)

∣∣ 6 1− 8
t
‖x‖2.

Comme r > 3, r2+3r−5 > 0, donc r3+3r2−5r+7 > 0 ce qui se réécrit (r+1)3 > 8(r−1).
Donc

8
t

>
8

r − 1 >
64

(r + 1)3 ,

ce qui termine la preuve de la majoration du lemme lorsque δ = 1.
Si t = 2, comme D contient 0 et comme pgcd D = 1, c’est que D = {0, 1} et la

majoration (3.31) est vraie.
Nous pouvons donc supposer que δ > 2 et que t > 3. Comme 0 ∈ D , D\{0} est un

sous ensemble de D ′, donc pgcd D ′ = 1. Nous pouvons donc utiliser le lemme 3.10 avec
D ′, ce qui permet d’appliquer la majoration du lemme 3.12 et d’obtenir∣∣UD(x)

∣∣ 6 1− 32
t(δ + ∆)2 ‖x‖

2. (3.32)

L’hypothèse 0 ∈ D implique aussi que
– l’ensemble D est δ bien espacé
– δ est inférieur au plus petit élément non nul de D

– ∆ est aussi le plus grand élément de D .
Donc δ + (t− 2)δ est inférieur à ∆ 6 r − 1, ce qui donne

δ 6
r − 1
t− 1 . (3.33)

Donc

t(δ + ∆)2 6 t
(r − 1
t− 1 + r − 1

)2
= (r − 1)2 t3

(t− 1)2 =: P (t).

Nous avons

P ′(t) = (r − 1)2 t
2(t− 3)
(t− 1)3 > 0,

donc P est croissante. La majoration (3.33) et notre hypothèse δ > 2 fournit t 6 r+1
2 ,

donc

t(δ + ∆)2 6 P
(r + 1

2
)

= (r + 1)3

2 .

La démonstration du lemme est achevée en reportant cette estimation dans (3.32).

Lemme 3.13. Définissons Mm par

Mm = max
u∈[0,1]

1
r

∑
06h<r

∣∣∣UD

(u+ h

r

)∣∣∣m.
Alors Km 6 Mm pour tout m > 1.
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Démonstration. Prenons N > 1 et calculons l’intégrale de GD ,N
2l en découpant le seg-

ment [0, 1] en r sous-segments de longueur 1
r :

∥∥GD ,N
m
∥∥

1
=

∑
06h<r

∫ h+1
r

h
r

∏
k<N

∣∣∣UD
(
rks
)∣∣∣mds

=
∑

06h<r

∫ h+1
r

h
r

∣∣∣UD
(
s
)∣∣∣m ∏

k<N−1

∣∣∣UD
(
rkrs

)∣∣∣mds
=

∑
06h<r

∫ 1

0

∣∣∣UD
(u+ h

r

)∣∣∣m ∏
k<N−1

∣∣∣UD
(
rk(u+ h)

)∣∣∣mdu
=

∑
06h<r

∫ 1

0

∣∣∣UD
(u+ h

r

)∣∣∣m∣∣∣GD ,N−1
∣∣∣mdu

puisque GD ,N−1 est de période 1. La définition de Mm implique donc∥∥GD ,N
m
∥∥

1
6 Mm

∥∥GD ,N−1
m
∥∥

1
6 ... 6 Mm

N

qui est un résultat plus précis que celui annoncé dans le lemme.

Lemme 3.14. Soit B > 0 tel que, pour tout x ∈ R,

|UD(x)| 6 1−B‖x‖2. (3.34)

Pour tout m > 1,

Mm <
1
r

+
√

π

mB
.

Démonstration. Utilisons notre hypothèse (3.34) pour majorer directement UD dans la
définition de Mm. Ainsi,

Mm 6 max
u∈[0,1]

1
r

∑
06h<r

(
1−B

∥∥∥u+ h

r

∥∥∥2)m
.

Mais si u ∈ [0, 1],
1
r

∑
06h<r

(
1−B

∥∥∥u+ h

r

∥∥∥2)m
6

1
r

∑
− r2 6h6 r

2

(
1−B (u+ h)2

r2

)m
puisque ‖u+h

r ‖ = ‖u+h−r
r ‖.

Dans le membre de droite, chaque terme de la somme est une fonction concave de
u. Cette somme est donc aussi une fonction concave de u. La symétrie sur h impliquant
celle en u, la dérivée de cette fonction majorante s’annule donc pour u = 0. Le maximum
du membre de droite est donc atteint pour u = 0. Ainsi,

Mm 6
1
r

∑
− r2 6h6 r

2

(
1− B

r2h
2
)m

(3.35)

6
1
r

+ 2
r

∑
16h6 r

2

exp
(
− mB

r2 h2
)

6
1
r

+ 2
r

∫ r
2

0
exp

(− mB

r2 s2)ds
<

1
r

+ 2√
mB

∫ ∞
0

exp
(− u2)du
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qui est bien le résultat du lemme 3.14.





Chapitre 4

Preuve des Théorèmes 2.1 à 2.4

4.1 Preuve du Théorème 2.1

Les lemmes 3.9 et 3.2 donnent les inégalités (2.9).

4.2 Preuve des Théorèmes 2.2 et 2.3

Les lemmes 3.12 3.13 et 3.14 donnent la majoration, le lemme 3.2 la minoration des
inégalités (2.11).

Le lemme 3.10 fournit la preuve de (2.12). La majoration de (2.13) s’obtient en
utilisant le corollaire 3.1 et les lemmes 3.13 et 3.14.

4.3 Preuve du Théorème 2.4

Si m est assez grand, on a Km = 1
r + Or( 1√

m
). Donc l’hypothèse (3.12) du Lemme

3.7 est vérifiée pour m assez grand (pouvant dépendre de r). Le Théorème 2.4 est donc
vrai pour le cas général.

Il reste à montrer que les valeurs annoncées sont possibles : numériquement, en
utilisant le Théorème 2.3, il suffit de trouver un entier pair m avec

m >
π

64
(r + 1)3r2

(r1/2k − 1)2 .

Nous pouvons donc trouver un entier pair m vérifiant l’hypothèse (3.12) avec

m <
π

64
(r + 1)5

(r1/2k − 1)2 .

Finalement, nous pouvons prendre

c = 1
2km >

32
π

(r1/2k − 1)2

k(r + 1)5 ,

ce qui termine la démonstration de (2.14).
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Dans le cas où D = {0, 1} et k = 2, le Théorème 2.4 annonce une meilleure constante
c. Pour l’obtenir, nous avons intérêt de choisir l le plus petit possible pour que l’inégalité
(3.12) reste vraie. Le choix de

l :=
⌈r1.5

π
+ 1

8
⌉

vérifie l’hypothèse (3.12) et permet de prendre

c = 1
8l >

π

8 r
− 3

2 (1− 2r−
1
4 )

dans (2.15).



Deuxième partie

Nombres ellipséphiques friables
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Chapitre 5

Énoncé des résultats

Soient r > 3 un entier et D un sous-ensemble strict de {0, . . . , r−1} dont nous notons
t := #D le cardinal. Nous supposons t > 2 et nous posons

ρ := log t
log r ∈]0, 1[. (5.1)

Nous désignons par WD l’ensemble des entiers ellipséphiques :

WD :=
{∑

j

djr
j / ∀j, dj ∈ D

}
,

où toutes les sommes sur j sont finies. Nous notons aussi

WD(x) := {n ∈WD , n < x},
WD(x, a, q) := {n ∈WD , n < x, n ≡ a mod q}.

C. Dartyge et C. Mauduit [DM00], et indépendamment S. Konyagin [Kon01] ont prouvé
l’existence d’un nombre θ > 0 tel qu’en moyenne sur les diviseurs q < xθ, le défaut
moyen de répartition dans les progressions arithmétiques des nombres ellipséphiques est
“petit” :

Théorème A. Il existe un exposant β > 0 tel que pour tout ε > 0 et A > 0, nous avons
la majoration

∑
q<xβ−ε

(q,r(r+1))=1

∣∣∣#WD(x, 0, q)− #WD(x)
q

∣∣∣ �A,ε
#WD(x)
logA x

. (5.2)

Comme par exemple E. Fouvry et C. Mauduit [FM96], nous appellerons exposant de
répartition pour WD tout nombre β vérifiant cette inégalité (5.2).

Dans l’étude des propriétés multiplicatives des nombres ellipséphiques, une question
naturelle est de savoir s’il existe des nombres friables, c’est-à-dire ne possédant que des
petits facteurs premiers. Étant donné un entier n, désignons par P+(n) et P−(n) son
plus grand et plus petit facteur premier avec les conventions traditionnelles P+(1) = 1 et
P−(1) =∞. S. Konyagin, C. Mauduit et A. Sárközy dans [KMS00] ont posé la question
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Problème 5.1. Est-il vrai que pour tous ε > 0 et r, D fixés, nous avons uniformément
pour x assez grand,

#{n ∈WD(x), P+(n) < nε} �r,ε #WD(x) ? (5.3)

Un premier pas a été franchi pour le cas des nombres s’écrivant avec un unique chiffre,
n = d r

k−1
r−1 :

Théorème B (A. Sárközy, P. Erdös, C. Mauduit [EMS99, théorème 4]). Soient r > 2
et un chiffre d ∈ {1, .., r − 1}. Il existe une constante cr > 0 et une infinité de nombres
n ∈W{d} pour lesquels

P+(n) < exp
(
cr

logn
log2 n

)
.

où nous avons utilisé la notation log2(x) := log log(x).

Remarquons que ce cas particulier garantit l’existence d’une infinité (mais en propor-
tion nulle) de nombre ellipséphiques répondant à la question posée. Aucun autre résultat
sur les entiers ellipséphiques friables n’existe dans la littérature à notre connaissance au-
jourd’hui. Les théorèmes 5.1 et5.2 ci-dessous nous permettent de répondre partiellement
au problème 5.1 : nous montrons que pour tous r et D fixés, il existe un nombre 0 < α < 1
tel qu’une proportion positive d’entiers ellipséphiques sont xα friables. De plus, le co-
rollaire 5.5 fournit pour chaque ε > 0, des exemples de familles D et d’entiers r pour
lesquels la minoration (5.3) est vraie.

La recherche d’une évaluation quantitative des nombres ellipséphiques friables nous
amène à introduire

ΨD(x, y) := #
{
n ∈WD(x) /P+(n) 6 y

}
.

L’équation (5.3) s’écrit alors de façon équivalente

ΨD(x, xε) �r,ε #WD(x). (5.4)

Remarque 5.1. Le cas exclu D = {0, ..., r − 1} correspond à WD = N et donne la fonc-
tion Ψ(x, y), étudiée par exemple par K. Alladi, N. G. De Bruijn, A. Hildebrand et G.
Tenenbaum [All82, dB51, HT93]. Toute fonction puissance convient alors pour y : pour
tout α > 0, nous avons Ψ(x, xα) �α x (la formule de Hildebrand [Hil86, Théorème 1]
fournit un équivalent dans une bien plus vaste région).

Pour estimer le nombre d’éléments friables d’une suite donnée, nous aurons recours à
des méthodes de crible voisines à celles utilisées par J. B. Friedlander [Fri89] dans l’étude
des entiers (pn − a)n friables, où p1,...,pn,... désigne la suite des nombres premiers, ou
par C. Dartyge, G. Martin et G. Tenenbaum [DMT01] pour celle des entiers (F (n))n
friables, F étant un polynôme à coefficients entiers. Nous montrons alors le théorème :

Théorème 5.1. Soit 0 < β 6 1
2 un exposant de répartition pour WD . Pour tout

α > 1− β, nous avons :

ΨD(x, xα) �r,α #WD(x).
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Lorsque l’exposant de répartition est supérieur à 1
2 , le résultat du théorème 5.1 reste

valable, mais la démonstration est légèrement plus technique. En utilisant une méthode
plus sophistiquée, nous pourrons même obtenir un plus petit exposant α, mais les termes
d’erreurs

Rq(x) := #WD(x, 0, q)− 1
q

#WD(x) (5.5)

que nous savons estimer en moyenne grâce à (5.2) apparaissent alors naturellement pon-
dérés par τ(q), le nombre de diviseurs de q. La suite WD étant trop rare, la technique
utilisée par J. B. Friedlander [Fri89] ou par G. Tenenbaum et E. Fouvry [FT96, para-
graphe 7] dans une situation voisine est insuffisante pour nous ramener sans perte à
la simple recherche d’un exposant de répartition. Au paragraphe 7, nous énonçons le
théorème 7.1 qui permet d’éviter cette difficulté : en modifiant les poids du crible de
Rosser-Iwaniec, nous gardons un contrôle sur le nombre de diviseurs de q et nous pou-
vons ainsi écarter les entiers possédant un nombre anormalement grand de diviseurs. Ce
théorème 7.1 permet d’obtenir le théorème

Théorème 5.2. Notons Φ(W,Y ) la fonction définie par

Φ(W,Y ) := 1 + ρ
(W
Y

)
− 1−W

Y
, (5.6)

où ρ désigne la fonction de Dickman, définie (par exemple dans [Ten95, paragraphe 5.4
p. 375]) comme la solution de l’équation différentielle avec retard

uρ′(u) + ρ(u− 1) = 0 et ρ(u) = 1 pour u 6 1.

Pour tout 0 < W < 1, l’équation
Φ(W,Y ) = 0 (5.7)

possède une unique solution Y = αW . Pour 1
3 < W < 1, la fonction W 7→ αW est

strictement décroissante, concave et αW < 1−W .
Soit β > 1

2 un exposant de répartition pour WD . Pour tout α > αβ, nous avons :

ΨD(x, xα) �r,α #WD(x).

L’essentiel de cette partie est consacrée à la preuve du théorème 5.2. La démonstra-
tion du théorème 5.1 est bien plus courte.

Remarque 5.2. La fonctionW 7→ αW est tracée à la figure 8.1, paragraphe 8.6. Ce graphe
résume les résultats des deux théorèmes. Si le théorème 5.2 apporte toujours un meilleur
exposant que 1−β, qui correspond au prolongement du résultat du théorème 5.1, ce gain
n’est significatif que lorsque l’exposant de répartition β est compris entre 0.5 et 0.75.

En utilisant les exposants de répartition obtenus par C. Dartyge et C. Mauduit
[DM00], nous obtiendrons alors

Corollaire 5.1. Soient D = {0, 1} et r > 3 fixé. Notons

α := 1− π

4r (1− 3π
4r ).
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Uniformément pour x > 2,

ΨD(x, xα) �r #WD(x).

Pour les petites valeurs de r, de meilleurs exposants sont obtenus par les mêmes
auteurs dans [DM01] :

Corollaire 5.2. Soient D = {0, 1} et r > 3 fixés. Prenons α comme suit

r 3 4 5 6 7 8 9 10

α 0.658 0.751 0.848 0.864 0.875 0.907 0.912 0.916

Uniformément pour x > 2,

ΨD(x, xα) �r #WD(x).

Si D est quelconque, l’équation (2.3) du Théorème 2.3 de cette thèse et le Théorème
1 de [DM00] impliquent qu’il existe un nombre α,

α >
16
πr3

(
1− 2√

r

)
,

qui est un exposant de distribution. Nous en déduisons immédiatement le

Corollaire 5.3. Supposons toujours que 0 ∈ D et t = #D > 2. Choisissons

α := 1− 16
πr3

(
1− 2√

r

)
.

Alors
ΨD(x, xα) �r #WD(x).

Les résultats de C. Dartyge et C. Mauduit [DM01] permettent aussi de trouver des
familles D pour lesquelles l’exposant de répartition est très important et donc pour
lesquelles le théorème 5.2 apporte un gain :

Corollaire 5.4. Soient r assez grand et t un entier soumis à la condition

t > r1/2 log r + r1/2.

Si D est la famille {0, 1, . . . , t− 1}, nous avons uniformément pour x > 2,

ΨD(x, xα) �r #WD(x) avec α := 0.32111.

Corollaire 5.5. Soit ε > 0 assez petit fixé. Il existe r et D tels que

ΨD(x, xε) �r #WD(x).

Par exemple, il suffit que D = {0, 1, ..., t− 1} et que r et t vérifient

r >
1 + ε

ε
log 1

ε
et t > e−

1
2 r1−ε log r.



Chapitre 6

Exposant de friabilité pour β 6 1
2 :

preuve du Théorème 5.1

Remarque 6.1. Ce théorème pourrait aussi être démontré comme un corollaire aux
lemmes nécessaires à la démonstration du théorème 5.2. Nous le traitons tout de même
séparément car sa preuve est nettement moins technique et met en œuvre très peu de
crible.

Soit 0 < β 6 1
2 un exposant de répartition (défini dans le théorème A). Soit α > 1−β

et notons y = xα. Introduisons trois paramètres supplémentaires v, w et z tels que

0 < z 6 v 6 w < x. (6.1)

Pour évaluer P+(n), observons que si d | n, tout facteur premier p de n est un diviseur
de d ou de n

d donc vérifie p 6 max{d, nd}. En particulier, pour tout diviseur d de n,
P+(n) 6 max{d, nd}. Imposons

y > max{w, x/v}. (6.2)

En comptant seulement les entiers ellipséphiques possédant un diviseur ni trop grand
ni trop petit, nous avons

ΨD(x, y) > # {n ∈WD(x) / ∃ k|n, v < k 6 w}

puisque si n est compté dans le membre de droite ci-dessus, alors

P+(n) 6 max
{
k, nk

}
6 max

{
w, xv

}
6 y.

Pour avoir un meilleur contrôle, nous comptons seulement les diviseurs k sans petit
facteur premier :

ΨD(x, y) > #
{
n ∈WD(x) / ∃ k|n, v < k 6 w, P−(k) > z

}
. (6.3)

Pour alléger les notations, nous utilisons la fonction multiplicative uz(·) définie par

uz(k) :=

1 si P−(k) > z,

0 sinon
(6.4)
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et Uz(x) sa fonction sommatoire :

Uz(x) :=
∑
k<x

uz(k).

Cette fonction est très souvent appelée Φ(x, z). Comme uz est une fonction multiplica-
tive, la convolée uz ∗ 1l l’est aussi. Nous avons donc l’estimation∑

k|n
uz(k) = uz ∗ 1l(n) =

∏
pν‖n
p>z

(ν + 1).

En majorant ν + 1 par 2ν dans chaque terme du produit (majoration précise au moins
lorsque n ne possède pas de grandes puissances), nous avons donc∑

k|n
uz(k) 6 2

logn
log z . (6.5)

Cette majoration (6.5) explique l’introduction du paramètre z : le membre de droite est
en effet borné dès que z est une puissance de x. Nous reportons l’estimation (6.5) dans
(6.3) pour obtenir

ΨD(x, y) >
∑

n∈WD(x)
2−

logn
log z

∑
v<k6w
k|n

uz(k)

> 2−
log x
log z

∑
v<k6w

uz(k)
∑

n∈WD(x,0,k)
1.

La définition (5.5) du reste Rk(x) fournit donc,

ΨD(x, y) > 2−
log x
log z

∑
v<k6w

uz(k)
(#WD(x)

k
−
∣∣Rk(x)

∣∣), (6.6)

Nous avons l’estimation classique du nombre d’entiers criblés (voir par exemple
[Ten95, théorème 3, paragraphe III.6.2, p. 406]) :

Lemme 6.1. Uniformément pour 2 6 z 6 x, nous avons
Uz(x)
x

= 1
log zω

( log x
log z

)
− z

x log z +O
( 1

log2 z

)
,

ω étant la fonction de Buchstab (voir par exemple [Ten95]) : c’est la solution de l’équation
différentielle avec retard

(uω(u))′ = ω(u− 1) et uω(u) = 1 pour 1 6 u 6 2.

Elle est minorée par 1
2 et majorée par 1 telle que ω(u) = e−γ +O(u−u2 ) où γ désigne

traditionnellement la constante d’Euler.

Corollaire 6.1. Uniformément pour 2 6 z log z 6 v 6 w,∑
v6n<w

uz(n)
n

>
1
2

log w
v

log z
(
1 +O

( 1
log z + 1

log w
v

))
. (6.7)

∑
v6n<w

uz(n)
n

= e−γ
log w

v

log z
(
1 +O

( 1
log z + log z

log w
v

))
. (6.8)
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Démonstration. Une intégration par parties et le lemme 6.1 donnent

∑
v6n<w

uz(n)
n

=
∫ w

v

1
u
dUz(u)

= O
( 1

log z
)

+
∫ w

v
ω
( log u

log z
) du
u log z

(
1 +O

( 1
log z

))
= O

( 1
log z

)
+
∫ logw

log z

log v
log z

ω(s)ds
(
1 +O

( 1
log z

))
.

L’estimation asymptotique ω(s) = e−γ +O
(

e−s
)
fournit donc

∑
v6n<w

uz(n)
n

= O
(
1
)

+ e−γ
log w

v

log z
(
1 +O

( 1
log z

))

ce qui démontre l’estimation (6.8). La minoration ω(s) > 1
2 fournit aussi

∑
v6n<w

uz(n)
n

= O
( 1

log z
)

+ 1
2

log w
v

log z
(
1 +O

( 1
log z

))
ce qui démontre la minoration (6.7).

Si z est assez grand (dès que z > r̃ := r(r + 1) par exemple), nous obtenons la
minoration

ΨD(x, y) > 2−
log x
log z

{1
2

log w
v

log z #WD(x)
(
1 +O

( 1
log z + 1

log w
v

))− ∑
k6w

(k,r̃)=1

∣∣Rk(x)
∣∣}

en reportant l’équation (6.7) dans (6.6). La définition de l’exposant de répartition fournit
donc le résultat du théorème 5.1 dès qu’il existe une constante ε > 0 avec

z > xε, v > z log z, w

v
> xε et w 6 xβ−ε.

Ces choix sont possibles en prenant ε > 0 assez petit et

w := xβ−ε, v := xβ−2ε et z := xε.

Comme β 6 1
2 , en prenant α := 1− β + 2ε, l’hypothèse (6.2) est bien validée :

xα >
x

v
et xα > w,

ce qui termine la preuve du théorème en choisissant ε assez petit.





Chapitre 7

Crible de Rosser-Iwaniec modifié

La principale motivation de cette partie est de modifier le crible de Rosser-Iwaniec
en y ajoutant une condition de type Brun portant sur le nombre de facteurs premiers :
nous ne conservons dans le système de poids que les entiers possédant au plus R facteurs
premiers, R étant une constante arbitraire. Ceci nous permettra de ramener l’étude d’une
somme du type de

∑
q<Q

τ(q)
∣∣Rq

∣∣
obtenue comme terme d’erreur de l’utilisation du crible à la recherche d’un exposant de
répartition, ce qui nous est donné par le Théorème A.

7.1 Notations et résultats.

Rappelons les notations classiques du crible linéaire, utilisées par exemple par S. Hal-
berstam et H. E. Richert dans [HR74] ou H. Iwaniec dans [Iwa80] :
- P est un ensemble de nombres premiers. Nous notons alors

R(z) := #{p ∈ R, p < z} et P (z) :=
∏

p∈R(z)
p.

- A est une suite d’entiers et pour tout d, Ad est l’ensemble des éléments de A multiples
de d i.e. Ad := {a ∈ A , d | a}.
- X > 0 est une approximation de #A .
- On suppose qu’il existe une fonction multiplicative ρ vérifiant pour tout p ∈P,

0 6 ρ(p) < p

et telle que pour tout les d sans facteur carré, les quantités

Rd := #Ad −
ρ(d)
d
X, (7.1)
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sont des terme d’erreur suffisamment petits au moins en moyenne.
- Nous imposons les conditions sur R et ρ au travers de la fonction

V (z) :=
∏

p∈R(z)

(
1− ρ(p)

p

)
,

à savoir qu’il existe une constante L > 1 telle que, pour tout 2 6 w < z,

V (w)
V (z) 6

(
1 + L

logw
) log z

logw, (7.2)

condition d’application du crible linéaire.
- Nous noterons f(s) et F (s) les fonctions de minoration et de majoration du crible
linéaire (voir [Iwa80] pour une définition précise) : ce sont des fonctions monotones qui
vérifient

0 < f(s) < 1 < F (s) pour s > 2,
F (s) = 1 +O(e−s) lorsque s→∞,
f(s) = 1 +O(e−s)) lorsque s→∞.

- Pour tout D > z > 2, nous définissons enfin s par la relation D = zs.
Dans ce chapitre nous montrons la variante suivante du résultat d’Iwaniec [Iwa80]

Théorème 7.1. Uniformément pour tous P, ρ et L > 1, A une partie finie de N∗,
D > z > 2, X > 0 et R > 3 vérifiant l’hypothèse du crible linéaire (7.2),∑

a∈A
(a,P (z))=1

1 > XV (z)
(
f(s) +O(E )

)− ∑
d<D
d|P (z)
ω(d)6R

∣∣Rd

∣∣
∑
a∈A

(a,P (z))=1

1 6 XV (z)
(
F (s) +O(E )

)
+

∑
d<D
d|P (z)
ω(d)6R

∣∣Rd

∣∣

en ayant noté E := e
√
L s−

s
2 log−

1
3 D + log z

(e log(L log z) + 4
R− 2

)R−2
.

En imposant à R d’être suffisamment grand (par rapport à s et à z), nous pouvons
garder le même terme d’erreur que celui de [Iwa80, théorème 1] :

Corollaire 7.1. Soit η tel que η log η
e > 4

3 . Par exemple tout η > 3.845 convient. Si

R > η log(L log z) + 1
log η − 1(s+ 1

3) log s+O(1), (7.3)

(s+ 1
3) log s� log(L log z), (7.4)

alors dans le Théorème 7.1 précédant E � e
√
Ls−s log−

1
3 D, la constante implicite dé-

pendant au plus de celles de (7.3) et (7.4).
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Démonstration. Notre hypothèse (7.4) permet d’utiliser la majoration (1.7) de [Iwa80]
à la place de (1.6) pour le premier terme de E . Nous reportons la majoration de R dans
le second terme de E du Théorème 7.1 qui est décroissant avec R et le corollaire est
démontré.

Remarque 7.1. Une adaption de cette méthode est également possible dans le cas du
crible non linéaire i.e. dans le cas où la condition (7.2) est remplacée par : il existe un
κ > 0 tel que, pour tout 2 6 w < z,

V (w)
V (z) 6

(
1 + L

logw
)( log z

logw
)κ
. (7.5)

7.2 Preuve du Théorème 7.1

Supposons pour commencer que R est un entier impair. Définissons la fonction de
Möbius tronquée λ− par λ−d := µ(d) si

(i) r 6 R

(ii) pour tout l 6
r

2, nous avons p1 · · · pl−1 · pl3 < D

en ayant décomposé d = p1 · · · pr en facteurs premiers avec p1 > ... > pr. Dans le cas
contraire, définissons λ−d := 0.

Remarque 7.2. Si nous supprimons la condition (i) (c’est-à-dire si R est suffisamment
grand), nous retrouvons les poids de Rosser définis dans l’article d’H. Iwaniec [Iwa81, p.
207].

Nous allons maintenant prouver que (λ−d ) vérifie

λ− ∗ 1(n) 6 µ ∗ 1(n) = δ(n), (7.6)

en ayant noté 1 la suite identiquement égale à 1 et δ l’unité de la convolution (nous
rappelons que δ(n) = 0 pour n > 2 et δ(1) = 1). Remarquons que nous pouvons
supposer n sans facteur carré, car λ− ∗ 1(n) = λ− ∗ 1(kn), où kn := ∏

p|n p est le plus
grand diviseur de n sans facteur carré. Enfin, remarquons que l’inégalité est une égalité
lorsque n=1.

Fixons donc n 6= 1 sans facteur carré et notons p := P−(n) son plus petit facteur
premier. L’inégalité (7.6) est équivalente à #L+

n 6 #L−n en posant

L−n := {d|n, λ−d = −1} et L+
n := {d|n, λ−d = 1}.

Pour réaliser cette majoration, construisons une injection de L+
n dans L−n :

j := {d, d | n} −→ {d, d | n}

d 7−→ jd =

d/p si p divise d,

dp sinon.
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n étant sans facteur carré, j est bien définie et injective. Il reste à voir que j(L+
n ) ⊂ L−n .

Soit donc d ∈ L+
n , décomposé en facteurs premiers d = p1 · · · pr avec p1 > ... > pr.

Notons que r est un entier pair puisque (−1)r = µ(d) = 1. Distinguons deux cas :
Si p divise d. Comme p est le plus petit facteur premier de n, c’est aussi celui de

d. Ainsi jd = p1 · · · pr−1. Les conditions (i) et (ii) étant vérifiées pour d, elles le sont a
fortiori pour jd. D’où

λ−(jd) = µ(jd) = (−1)r−1 = −1.

Sinon, p ne divise pas d. Dans ce cas jd = p1 · · · pr+1 avec pr+1 = p puisque p est le
plus petit facteur premier de n. Comme r est pair et que nous avons supposé R impair,
r+ 1 6 R ce qui est la condition (i) pour jd. Enfin, la condition (ii) est également vraie
car l 6 r+1

2 si et seulement si l 6 r
2 . De nouveau, nous trouvons aussi que

λ−(jd) = µ(jd) = (−1)r+1 = −1.

Dans tous les cas, nous avons bien jd ∈ L−n , d’où j(L+
n ) ⊂ L−n , ce qui termine la

preuve de (7.6).

Ces considérations permettent d’effectuer les manipulations habituelles du crible :

∑
a∈A

(a,P (z))=1

1 =
∑
a∈A

δ((a, P (z))) >
∑
a∈A

∑
d|a

d|P (z)

λ−d (7.7)

>
∑
d|P (z)

λ−d
∑
a∈A
d|a

1 =
∑
d|P (z)

λ−d

(
X
ρ(d)
d

+ Rd

)

> X
∑
d|P (z)

λ−d
ρ(d)
d
−
∑
d|P (z)
λ−
d
6=0

∣∣Rd

∣∣

puisque |λ−(d)| 6 1. Pour évaluer le premier terme, utilisons le théorème 1 1 de H. Iwaniec
[Iwa80] : définissons λ̃− par

λ̃−d :=

µ(d) si d vérifie la condition (ii),

0 sinon.

Alors

Lemme 7.1 (Iwaniec [Iwa80]). Uniformément pour s, L, D,

∑
d|P (z)

λ̃−d
ρ(d)
d

= V (z)
(
f(s) +O(e

√
L s−s log−

1
3 D)

)
.

1. en fait, les équations (3.5), (4.2), (9.1) et (9.2) qui sont utilisées pour prouver le théorème 1.
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Il nous suffit donc de majorer∣∣∣ ∑
d|P (z)

λ̃−d
ρ(d)
d
−
∑
d|P (z)

λ−d
ρ(d)
d

∣∣∣ =
∑
d|P (z)
λ̃−
d
6=λ−

d

ρ(d)
d

6
∑
d|P (z)
ω(d)>R

ρ(d)
d
,

ce qui peut être fait par la méthode de Rankin : pour tout y > 1,

∑
d|P (z)
ω(d)>R

ρ(d)
d

6
∑
d|P (z)

ρ(d)
d
yω(d)−R

6 y−R
∏
p<z

(
1 + y

ρ(p)
p

)
6 y−R

( ∏
p<z

(
1− ρ(p)

p

))−y
.

Majorons le produit grâce à l’hypothèse (7.2). Si K := (1 + L/ log 2)/ log 2,

∑
d|P (z)
ω(d)>R

ρ(d)
d

6 y−R
(
K log(z)

)y
6
(e log(K log z)

R

)R
,

pour le choix optimal de y = R/ log(K log z), ce qui termine la minoration du lemme
lorsque R est un entier impair. Le cas général s’en déduit en remplaçant R par le plus
grand entier impair qui lui est inférieur.

La majoration se traite de façon similaire en définissant, lorsque R un entier pair, le
nouveau système de poids λ+ par λ+

d := µ(d) si

(i) r 6 R

(ii) pour tout l 6
r − 1

2 , nous avons p1 · · · pl−1 · pl3 < D

en ayant de nouveau décomposé d = p1 · · · pr en facteurs premiers avec p1 > ... > pr.
Dans le cas contraire, définissons λ+

d := 0. Nous avons alors

λ+ ∗ 1(n) > µ ∗ 1(n) = δ(n), (7.8)

inégalité remplaçant (7.6) pour l’inégalité (7.7).





Chapitre 8

Exposant de friabilité pour β > 1
2 :

preuve du Théorème 5.2

Comme max{d, nd} >
√
n pour tout diviseur d de n, la méthode utilisée pour dé-

montrer le théorème 5.1 ne permet pas d’obtenir mieux que y = xα avec α = 1
2 . Une

généralisation de l’adaptation utilisée par Friedlander [Fri89] permet de supprimer cette
limite.

Dans toute cette section, pour simplifier les notations, nous définissons implicitement
les nombres V , W , Y et Z de ]0, 1[ par les relations

v = xV , w = xW , y = xY et z = xZ .

Nous notons aussi

W̃D(x) := {n ∈WD ,
x
2 6 n < x},

W̃D(x, a, q) := {n ∈WD ,
x
2 6 n < x, n ≡ a mod q}.

8.1 Preuve du Théorème 5.2 - Décomposition S1 − S2.

Lemme 8.1. Soit N un ensemble d’entiers. Soient 2 6 z 6 y 6 x. Alors

ΨD(x, y) > 2−
log x
log z

(
S1 − S2

)
avec (nous rappelons que la fonction uz est définie dans (6.4))

S1 :=
∑
l∈N

P+(l)6y

∑
n∈W̃D(x,0,l)

uz
(
n
l

)
,

S2 :=
∑
l∈N

P+(l)6y

∑
n∈W̃D(x,0,l)
P+(n

l
)>y

uz
(
n
l

)
.
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2

Démonstration. Nous utilisons de nouveau de la majoration (6.5)

∑
l|n
uz
(
n
l

)
6 2

logn
log z ,

ce qui assure (en ne conservant que les n > x
2 pour une raison technique)

ΨD(x, y) >
∑

n∈W̃D(x)
P+(n)6y

2−
logn
log z

∑
l|n
uz
(
n
l

)

> 2−
log x
log z

∑
n∈W̃D(x)
P+(n)6y

∑
l∈N
l|n

uz
(
n
l

)
.

Mais si n se décompose sous la forme du produit n = kl, alors P+(n) 6 y si et seulement
si P+(l) 6 y et P+(k) 6 y. Ainsi,

ΨD(x, y) > 2−
log x
log z

∑
n∈W̃D(x)

( ∑
l∈N
l|n

P+(l)6y

uz
(
n
l

)− ∑
l∈N
l|n

P+(l)6y
P+(n

l
)>y

uz
(
n
l

))

> 2−
log x
log z

( ∑
l∈N

P+(l)6y

∑
n∈W̃D(x,0,l)

uz
(
n
l

)− ∑
l∈N

P+(l)6y

∑
n∈W̃D(x,0,l)
P+(n

l
)>y

uz
(
n
l

))
.

en intervertissant l’ordre de sommation.

Dans la suite, nous définissons N comme l’ensemble des entiers d’un petit intervalle,
ces entiers étant premiers à r̃ := r(r+ 1) et ne possédant pas trop de facteurs premiers :

N :=
{
v 6 l < w, (l, r̃) = 1, ω(l) 6 R

}
, (8.1)

R étant un paramètre à notre disposition que nous choisirons dans (8.3).

8.2 Preuve du Théorème 5.2 - Minoration de S1

Lemme 8.2. Uniformément pour 0 < Z < Y < V < W < 1, s > 2 et x assez grand,
nous avons

S1 > #W̃D(x) e−γ W − V
Z

f(s)ρ
(W
Y

)(
1 +OZ,r,s

( 1
log2 x

)
+O

(W − V
Y

))
+OZ,r,s

(
log6 x

∑
q<xW+sZ

(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣),

la seconde constante implicite étant absolue.
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Démonstration. Pour chaque entier l, utilisons le corollaire 7.1 avec

R := {p - r̃}, et ρ(p) := 1.

Nous notons que pour z > r̃,

V (z) =
∏
p<z

(p,r̃)=1

(
1− 1

p

)
= r̃

φ(r̃)
e−γ
log z

(
1 +Or

( 1
log z

))
(8.2)

est une fonction indépendante de l. Si nous choisissons

R := 4 log2 z + C (8.3)

pour une suffisamment grande constante C pouvant dépendre de r et de s,∑
n∈W̃D(x,0,l)

uz
(
n
l

)
>

#W̃D(x)
l

V (z)
(
f(s) +Or(log−

1
3 z)

)− ∑
d6zε

µ2(d)=1
ω(d)6R
(d,r̃)=1

∣∣Rdl(x)
∣∣,

la constante implicite dépendant au plus de r. Ainsi,
∑
l∈N

P+(l)6y
(l,r̃)=1

∑
n∈W̃D(x,0,l)

uz
(
n
l

)
> #W̃D(x)

(
f(s) +Or(log−

1
3 z)

)
V (z)

∑
l∈N

P+(l)6y
(l,r̃)=1

1
l

−
∑
l∈N

P+(l)6y
(l,r̃)=1

∑
d6zs

µ2(d)=1
ω(d)6R
(d,r̃)=1

∣∣Rdl(x)
∣∣. (8.4)

Nous estimons le nombre des entiers friables grâce à la formule de Hildebrand telle
qu’énoncée dans [FT91, Théorème 1 et équation (1.10)]). En réalité, nous utilisons seule-
ment un cas très particulier de ce Théorème, celui où log x

log y est borné et q est fixé.

Lemme 8.3. Soient ε > 0 et r un entier. Uniformément pour xε 6 y 6 x,

1
x

∑
n6x

P+(n)6y
(n,r̃)=1

1 = φ(r̃)
r̃
ρ
( log x

log y
)(

1 +Or,ε
( 1

log y
))
.

Le théorème de Hardy-Ramanujan sur l’ordre normal de ω(n) (voir par exemple
[Ten95, théorème 4, paragraphe III.3.4, p. 308]) implique

Lemme 8.4. Soient ε > 0, r un entier et C ′ une constante fixés. Uniformément pour
xε 6 y 6 x, nous avons

1
x

∑
n6x

P+(n)6y
(n,r̃)=1
ω(n)6R′

1 = φ(r̃)
r̃
ρ
( log x

log y
)(

1 +Or,ε,C′
( 1

log2 x

))
, (8.5)

avec R′ := 4 log2 x+ C ′.
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Démonstration. Comme R′−log2 x√
log2 x

�
√

log2 x tend bien avec l’infini avec x, nous avons
grâce, au théorème de Hardy-Ramanujan

∑
l6x

ω(l)>R′

1 � x log2 x

(R′ − log2 x)2 �C′
x

log2 x
.

En reportant cette estimation dans le lemme 8.3, nous obtenons le résultat cherché
puisque la quantité ρ( log x

log y ) est bornée en fonction de ε.

Sous les hypothèses du lemme 8.2, nous en déduisons finalement l’estimation

∑
l∈N

P+(l)6y
(l,r̃)=1

1
l

=
∫ w

v

1
u
d
( ∑

l<u
P+(n)6y
ω(l)6R
(l,r̃)=1

1
)

= φ(r̃)
r̃

{
1 +Or,Z,s

( 1
log2 v

)}{
ρ
( logw

log y
)
− ρ

( log v
log y

)
+
∫ w

v
ρ
( log u

log y
)du
u

}
= φ(r̃)

r̃
log w

v

{
1 +Or,Z,s

( 1
log2 x

)}{
ρ
(W
Y

)
+O

(
ρ′
(W
Y

)W − V
Y

)}
La décroissance de la fonction de Dickman implique que pour tout u > 1,

∣∣ρ′(u)
∣∣ = 1

u
ρ(u− 1) 6

1
u

∫ u

u−1
ρ(t)dt = ρ(u). (8.6)

Donc
∑
l∈N

P+(l)6y
(l,r̃)=1

1
l

= φ(r̃)
r̃
ρ
(W
Y

)
log w

v

{
1 +Or,Z,s

( 1
log2 x

)
+O

(W − V
Y

)}
. (8.7)

Il existe au plus 22R décompositions d’un entier q sous la forme q = ld avec ω(l) < R

et ω(d) < R, µ2(d) = 1. Donc
∑
l∈N

P+(l)6y
(l,r̃)=1

∑
d6zs

µ2(d)=1
ω(d)6R
(d,r̃)=1

∣∣Rdl(x)
∣∣ 6

∑
q<wzs

(q,r̃)=1

22R∣∣Rq(x)
∣∣

�r,s log8 log 2 z
∑
q<wzs

(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣, (8.8)

par notre choix de R = 4 log2 z + C. La preuve du lemme est terminée en reportant les
estimations (8.2), (8.7) et (8.8) dans la minoration (8.4).
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8.3 Preuve du Théorème 5.2 - Majoration de S2

Lemme 8.5. Uniformément pour 0 < Z < Y < V < W < 1, Y < 1− V − 2Z −
√
Z et

x assez grand, nous avons

S2 6 #W̃D(x) e−γ (W − V )
Y

(1− V − Y − 2Z)
Z

(
1 +O

(√
Z + 1

log z
))

+
∑

q<x1−V

(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣.

Démonstration. Nous commençons par oublier que nous sommons sur des entiers l
friables, puis nous faisons le changement de variable q = n

l . Donc

S2 6
∑

v<l6w
P+(l)6y

∑
n∈W̃D(x,0,l)
P+(n

l
)>y

uz
(
n
l

)
6

∑
v<l6w

∑
n∈W̃D(x,0,l)
P+(n

l
)>y

uz
(
n
l

)
6

∑
x

2w6q<x
v

P+(q)>y

uz(q)
∑

n∈W̃D(x,0,q)
1.

L’estimation directe de la somme intérieure à l’aide de la définition (5.5) de Rq(x), donne
pour z > r̃ :

S2 6 #W̃D(x)
∑

x
2w6q<x

v

P+(q)>y

uz(q)
q

+
∑
q<x

v
(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣. (8.9)

Mais en isolant le plus grand facteur premier de q,

∑
x

2w6q<x
v

P+(q)>y

uz(q)
q

=
∑
p>y

∑
x

2w6pq<x
v

P+(q)>y

uz(q)
pq

6
∑
p>y

∑
x

2w6pq<x
v

uz(q)
pq

6
∑

x
2wy6q< x

vy

uz(q)
q

∑
y<p6 x

vq

1
p

+
∑

q< x
2wy

uz(q)
q

∑
x

2wq<p6
x
vq

1
p

6 S+
2 + S−2 disons. (8.10)

Pour évaluer S−2 et S+
2 , nous commençons par estimer les sommes intérieures à l’aide du

théorème de Mertens :

S−2 =
∑

q< x
2wy

uz(q)
q

{
log

(
1 +

log 2w
v

log x
2wq

)
+O

( 1
log y

)}

6
∑

q< x
2wy

uz(q)
q

log 2w
v +O(1)
log y

car log x
2wq > y. De même,

S+
2 =

∑
x

2wy6q< x
vy

uz(q)
q

{
log

log x
vq

log y +O

( 1
log y

)}

6
∑

x
2wy6q< x

vy

uz(q)
q

log 2w
v +O(1)
log y
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car x
vq 6 2w

v . Donc

S+
2 + S−2 6

log 2w
v +O(1)
log y

∑
q< x

vy

uz(q)
q

. (8.11)

Si q est un entier inférieur à z2 tel que P−(q) > z, alors q est un nombre premier. Donc

∑
q<z2

uz(q)
q

=
∑

z6p<z2

1
p
� 1,

ce qui, combiné avec l’estimation (6.8), fournit

∑
q< x

vy

uz(q)
q

=
∑

z26q< x
vy

uz(q)
q

+
∑
q6z2

uz(q)
q

= e−γ
log x

vyz2

log z

(
1 +O

( 1
log z + log z

log x
vyz2

))
. (8.12)

En regroupant (8.10), (8.11) et (8.12), nous obtenons

∑
x

2w6q<x
v

P+(q)>y

uz(q)
q

6 e−γ
log 2w

v

log y
log x

vyz2

log z

(
1 +O

( 1
log z + log z

log x
vyz2

+ 1
log y

))

L’hypothèse Y 6 1− V − 2Z −
√
Z implique Z

1−V−Y−2Z 6
√
Z. Donc

∑
x

2w6q<x
v

P+(q)>y

uz(q)
q

6 e−γ W−V
Y

1−V−Y−2Z
Z

(
1 +O

( 1
log z +

√
Z
))
. (8.13)

Le lemme est démontré en reportant l’estimation (8.13) dans (8.9).

8.4 Preuve du Théorème 5.2 - Choix des paramètres.

Nous résumons les résultats obtenus dans les lemmes 8.1, 8.2 et 8.5 dans le lemme
suivant

Lemme 8.6. Soit ε > 0 assez petit fixé. Uniformément pour x > x0(ε) assez grand et

ε < Y < 1−W − ε, Y < W − ε

tels que

1 + f
(1
ε

)
ρ
(W
Y

)
− 1−W

Y
− ε

Y
�ε 1, (8.14)

en notant δ := max{1−W + ε, W + ε}, nous avons

ΨD(x, y) �ε,r #WD(x) +Oε,r

(
log6 x

∑
q<xδ

(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣).
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Démonstration. Nous utilisons les lemmes 8.1, 8.2 et 8.5 avec les choix suivants

Z := 1
4ε

2, V := W − 1
2ε et s = ε−1.

Les hypothèses des lemmes 8.2 et 8.5 sont vérifiées si ε est assez petit puisque

Y < 1−W − ε = 1− V − 2Z −
√
Z + 1

2ε
2 − ε.

Le lemme 8.1 donne donc

ΨD(x, y) > 2−
1
Z e−γ W − V

Z
#W̃D(x)

(
f
(1
ε

)
ρ
(W
Y

)
− 1− V − Y − 2Z

Y

)
(

1 +O(ε) +Oε,r
( 1

log2 x

))
+Oε,r

(
log6 x

∑
q<wzs+x

v
(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣).

Grâce à notre hypothèse (8.14), nous avons donc

ΨD(x, y) �ε,r #W̃D(x)
(
1 +O

(
ε
))

+Oε,r

(
log6 x

∑
q<wzs+x

v
(q,r̃)=1

∣∣Rq(x)
∣∣).

Mais si ε est assez petit, nous avons 1 +O(ε) > 0 et la preuve du lemme est achevée.

Il reste maintenant à choisir dans le lemme 8.6 le paramètre W de façon optimale
permettant de prendre Y le plus petit possible. Dans le lemme 8.7, nous commençons
par démontrer diverses propriétés de la fonction αW , notamment celles énoncées dans le
théorème 5.2, propriétés qui seront utiles pour choisir W .

Lemme 8.7. Rappelons la définition de Φ(W,Y ),

Φ(W,Y ) := 1 + ρ
(W
Y

)
− 1−W

Y
.

et pour 0 < W < 1 de αW , la solution de l’équation Φ(W,αW ) = 0. Alors

1. Pour tout 0 < W < 1, le nombre αW est bien défini et αW < 1−W .

2. Pour 1
3 < W < 1, αW est une fonction de W continûment dérivable, strictement

décroissante et concave.

3. Une équation paramétrique du graphe de αW (pour W ∈]0, 1[) est(
W = k

k + 1 + ρ(k) , αW = 1
k + 1 + ρ(k)

)
, k ∈]0,∞[.

4. Pour 1
3 < W < 1, nous avons αW > 1−W

2 .

Démonstration. Pour le premier point, nous montrons que la fonction Φ(W, ·) est stric-
tement croissante. Comme elle est continue, que

Φ(W, 0) = −∞ et que Φ(W, 1−W ) = ρ
( W

1−W
)
> 0,
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nous aurons bien l’existence et l’unicité de αW et αW < 1−W . Comme

∂Φ
∂Y

(W,Y ) = − 1
Y 2 ρ

′
(W
Y

)
+ 1−W

Y 2 > 0 (8.15)

puisque ρ est décroissante et W < 1, nous en déduisons la croissance Φ(W, ·).
Pour le deuxième point, nous commençons par montrer que αW < W . En effet,

Φ(W,W ) = 3 − 1
W > 0 et nous savons que Φ(W, ·) est une fonction croissante par

le premier point. En particulier, Φ(W,Y ) est une fonction continûment dérivable au
voisinage de (W,αW ). Le théorème des fonctions implicites assure donc que αW est aussi
continûment dérivable. Nous pouvons maintenant dériver la relation αWΦ(W,αW ) = 0
par rapport à W en utilisant la formule des fonctions composées. Ainsi,

α′W

{
1 + ρ

( W
αW

)
− W

αW
ρ′
( W
αW

)}
+ 1 + ρ′

( W
αW

)
= 0.

En utilisant l’équation fonctionnelle de la fonction de Dickman ρ, nous trouvons finale-
ment

α′W

{1−W
αW

+ ρ
( W
αW
− 1

)}
︸ ︷︷ ︸

>0

+ 1 + ρ′
( W
αW

)
︸ ︷︷ ︸

>0

= 0. (8.16)

La relation (8.16) montre que α′W < 0. Donc αW est strictement décroissante.
Nous avons Φ(W, 1

2W ) = 4− log 2− 2
W . En particulier, pour W 6= 2

4−log 2 , nous avons
αW 6= W

2 . La relation (8.16) montre que α′W est une fonction continûment dérivable,
sauf au point d’abscisse W = 2

4−log 2 . Nous pouvons donc dériver de nouveau la relation
(8.16) par rapport à W . Ainsi,

α′′W

{ >0︷ ︸︸ ︷
1−W
αW

+ ρ
( W
αW
− 1

)}
+

>0︷ ︸︸ ︷
αW −Wα′W

α2
W

>0︷ ︸︸ ︷
ρ′′
( W
αW

)
+ α′W︸︷︷︸

<0

{
− 1
αW
− (1−W )α′W

α2
W

+ αW −Wα′W
α2
W

ρ′
( W
αW
− 1

)
︸ ︷︷ ︸

<0

}
= 0.

En particulier,

α′′W

{1−W
αW

+ ρ
( W
αW
− 1

)}
< 0.

ce qui implique bien que α′′W < 0 et donc la concavité de la fonction.
Pour le troisième point, il suffit de remarquer que

Φ
( k

k + 1 + ρ(k) ,
1

k + 1 + ρ(k)
)

= 0,

ce qui est clair en écrivant la définition de Φ.
Pour le quatrième point, le point 3 de ce lemme avec k = 1, implique que α 1

3
= 1

3 . La
concavité de αW assure que la courbe est au dessus de sa corde entre les points d’abscisse
1
3 et 1, donc que αW > 1

2(1−W ).



8.5. PREUVE DU THÉORÈME 5.2 69

8.5 Preuve du Théorème 5.2

Soit 1
2 < β < 1 un exposant de répartition fixé. Pour chaque ε > 0 assez petit (en

terme de β), nous allons construire des paramètres W et Y vérifiant les hypothèses du
lemme 8.6 avec δ < β, ces paramètres ne dépendant que de ε et de β. En outre, lorsque
ε tend vers 0, le paramètre Y pourra être choisi arbitrairement proche de αβ. Ce lemme
8.6 et la définition d’un exposant de répartition donnée par (5.2) avec A := 7 terminera
la preuve du théorème 5.2.

Si ε > 0 assez petit en terme de β, alors

1− β + 4ε < β et ε
1
2 <

1− β
2 , (8.17)

αβ−2ε−ε̃ < 1− β, (8.18)

−α′β
∂Φ
∂Y

(β, αβ) +Oβ
(
ε̃
)
> 0, (8.19)

où nous avons noté ε̃ := ε
1
4 pour simplifier les notations. Comme 1

2 < β < 1, la condition
(8.17) est vraie. Comme W 7→ αW est continue et que le point 1 du lemme 8.7 assure
αβ < 1 − β, la condition (8.18) est également vraie. Pour la condition (8.19), il suffit
juste de se souvenir que dans la démonstration du point 1 du lemme 8.7, nous avons
prouvé que Φ(β, ·) est strictement croissante et que le point 2 de ce même lemme 8.7
implique α′β < 0.

Si ε > 0 est assez petit pour vérifier simultanément les trois conditions (8.17), (8.18)
et (8.19), nous choisissons alors

W := β − 2ε et Y := αW−ε̃. (8.20)

La condition (8.17) implique

1−W − ε < W − ε et δ = W + ε < β.

La condition (8.18) implique

Y < 1−W − ε.

La condition (8.17) et le point 4 du lemme 8.7 permettent de majorer

ε < ε
1
2 <

1− β
2 <

1−W
2 < αW < Y. (8.21)

Le théorème 5.2 sera donc prouvé dès que nous aurons vérifié la condition (8.14). Mais

1 + f
(1
ε

)
ρ
(W
Y

)
− 1−W + ε

Y
− Φ(W,Y )

=
(
f
(1
ε

)
− 1

)(
ρ
(W
Y

)
− 1−W

Y

)
+ ε

Y
� ε

Y
� ε̃2,
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puisque nous venons de prouver dans (8.21) que Y > ε
1
2 . Donc

1 + f
(1
ε

)
ρ
(W
Y

)
−1−W + ε

Y
= Φ(W,αY ) +O

(
ε̃2
)

= ε̃
∂

∂ε̃

(
Φ(W,αY )

)
+Oβ

(
ε̃2
)

= ε̃
∂W

∂ε̃

∂Φ
∂W

(β, αβ) + ε̃
∂αY
∂ε̃

∂Φ
∂Y

(β, αβ) +Oβ
(
ε̃2
)

= −ε̃ α′β
∂Φ
∂Y

(β, αβ) +Oβ
(
ε̃2
)
> 0

grâce à la condition (8.19).
Remarque 8.1. Les choix de V et W sont optimaux de part le point 2 du lemme 8.7.

8.6 Tracé de W 7→ αW .

Le point 3 du lemme 8.7 permet de tracer paramétriquement la fonction W 7→ αW :

Figure 8.1 – Graphe de W 7→ 1−W et de W 7→ αW .
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La recherche sur les palindromes a commencé il y a plus de vingt siècles : les auteurs
grecs et latins se divertissaient déjà en composant des phrases palindromiques. Le plus
célèbre exemple est très certainement :

νιψον ανομηματα μη μοναν οψιν

(lave tes péchés et non seulement ton visage),

maxime qui orne les fonts baptismaux grecs ainsi que de nombreuses églises de Cambridge
jusqu’à Constantinople. Dans toutes les langues et tous les alphabets des auteurs ont
joué avec cette contrainte. En anglais, le palindrome

A man, a plan, a canal : Panama.

est tout aussi connu. Des auteurs comme G. Perec ont composé des textes et poèmes
palindromiques. Le lecteur intéressé trouvera plusieurs exemples sur internet comme sur
le site http ://www.fatrazie.com. Et maintenant,

Engage le jeu, que je le gagne !



Chapitre 9

Énoncé des résultats

Dans toute cette partie, g > 2 est un entier fixé : c’est la base utilisée pour écrire
les nombres. Nous notons ‖x‖ la distance de x aux entiers. Si A est un ensemble de
nombres, nous notons A ∗ := A \{0} les éléments non nuls de A . Sauf mention explicite
du contraire, toutes les constantes c1, c2,... et les constantes implicites de Vinogradov
peuvent dépendre de g. Nous désignons par logk x la kème composée du logarithme :

logk x := log(logk−1 x) et log1 x := log x.

Nous appelons écriture de n dans la base g l’unique suite presque nulle (nj)j d’entiers
0 6 nj 6 g − 1 telle que n s’écrit

n =
∑
j

njg
j .

Nous disons que n possède N chiffres en base g si N − 1 est le plus grand indice j pour
lequel nj 6= 0. Nous notons RN les palindromes ayant exactement N chiffres en base g :
ce sont les entiers de N chiffres dont l’écriture en base g possède la symétrie par rapport
à N−1

2 i.e.

n ∈ RN ⇐⇒ n =
∑
j<N

njg
j , nN−1 6= 0 et nj = nN−1−j .

Nous désignons respectivement par R0 et R1 les palindromes ayant un nombre respec-
tivement pair et impair de chiffres et par R l’ensemble de tous les palindromes, de sorte
que

R = R0 tR1 avec Rδ =
⊔
M>0

R2M+δ, (9.1)

toutes ces unions étant disjointes (nous avons convenu que 0 est l’unique palindrome de
0 chiffre).

Pour des raisons techniques, il est souvent plus simple de ne pas avoir la condition
nN−1 6= 0. Nous dirons alors que l’entier n est un pseudopalindrome de taille N si n
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possède au plus N chiffres et si son écriture en base g possède la symétrie par rapport à
N−1

2 . Nous notons QN l’ensemble des pseudopalindromes de taille N i.e.

n ∈ QN ⇐⇒ n =
∑
j<N

njg
j , nj = nN−1−j .

Comme pour les palindromes, nous notons respectivement Q, Q0 et Q1 la famille des
pseudopalindromes de toute taille, de taille paire et de taille impaire. Remarquons que
0 est un pseudopalindrome de toute taille (car son écriture possède toutes les symétries)
et qu’un palindrome différent de 0 est exactement un pseudopalindrome ne se terminant
pas par 0 :

Q∗ =
⊔
N>0

gNR∗ et R∗ = Q\gQ.

Il est donc aisé d’obtenir des résultats sur les palindromes à partir de résultats sur les
pseudopalindromes et réciproquement.

Nous notons

ΦN (k) := gN−k + gk (9.2)

ce qui permet d’écrire

n ∈ Q2M ⇐⇒ n =
∑
j<M

njΦ2M−1(j), 0 6 nj < g,

n ∈ Q2M+1 ⇐⇒ n =
∑
j<M

njΦ2M (j) + nMg
M , 0 6 nj < g.

Enfin, pour tout ensemble d’entiers A , nous posons

A (x) := {n ∈ A , n < x},
A (x, a, q) := {n ∈ A (x), n ≡ a mod q}.

Le but de cet article est d’évaluer le cardinal de R(x, a, q). Nous l’estimons uniformément
dans le théorème 9.1 et en moyenne dans le théorème 9.2 par rapport à q. À notre
connaissance, il existe actuellement un seul résultat de ce type dans la littérature : le
corollaire 4.5 de W. D. Banks, D. N. Hart et M. Sakata [BHS04] donne la majoration :

Théorème A (BHS). Il existe une constante c > 0 ne dépendant que de g telle qu’uni-
formément pour les entiers q premiers avec g3 − g et x > 0, nous avons la majoration

max
a∈Z

∣∣∣#R(x, a, q)− #R(x)
q

∣∣∣ �g #R(x)q exp
(
− c log x

q2

)
.

Si (q, g3 − g) = 1 et si q n’est pas trop grand i.e. essentiellement pour

q <
(c log x

log2 x

) 1
2 et (q , g3 − g) = 1, (9.3)

le théorème A fournit un équivalent du cardinal de R(x, a, q). Sous la condition (9.3), les
palindromes inférieurs à x sont uniformément distribués dans les progressions arithmé-
tiques de module q. Le théorème A impose cependant de choisir q beaucoup trop petit
pour avoir des applications arithmétiques de bonne qualité. Dans le théorème suivant,
nous prolongeons le domaine de validité de q :
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Théorème 9.1. Il existe des constantes c, c̃ > 0 ne dépendant que de g telles qu’uni-
formément pour les entiers q vérifiant

q 6 exp
(c log x

log2 x

)
et (q , g3 − g) = 1, (9.4)

nous avons la majoration

max
a∈Z

∣∣∣#R(x, a, q)− #R(x)
q

∣∣∣ �g
#R(x)

q
exp

(
− c̃ log x

log q
)
.

Il faut remarquer que notre démonstration ne reprend pas les idées de [BHS04] :
leur démonstration utilise des outils plus élaborés puisqu’elle repose sur des majorations
de sommes de Kloosterman. La notre présente l’avantage d’être élémentaire : les seules
propriétés des pseudopalindromes que nous utiliserons réellement sont deux identités
très simples :

gΦN−1(k) = ΦN+1(k + 1) (9.5)
gΦN (k + 1)− ΦN (k) = (g2 − 1)gk (9.6)

L’identité (9.5) nous servira pour exprimer les moyennes de palindromes comme un
produit et l’identité (9.6) pour supprimer la symétrie qui caractérise les palindromes : le
membre de gauche de (9.6) représente une combinaison linéaire de pseudopalindromes
où le paramètre N est important, alors que le membre de droite représente simplement
un entier divisible par g2 − 1 où le paramètre N n’intervient plus ! Nous démontrerons
dans le paragraphe 12.7 que cette identité (9.6) est optimale dans la mesure où toute
autre identité permettant une telle simplification fait aussi intervenir un facteur g2 − 1.

La technique développée ici s’adapte à l’étude de toute famille d’entiers définie par des
propriétés simples de géométrie sur les chiffres en utilisant des identités analogues à (9.5)
et (9.6). Par exemple, toute famille d’entiers obtenue par translation ou symétrie centrale
ou symétrie axiale ou... de blocs de chiffres et concaténation de telles applications. De
plus, la technique que nous mettons en œuvre est totalement compatible avec celle
utilisée pour l’étude des nombres ellipséphiques (i.e. les entiers dont l’écriture n’utilise
que certains chiffres). À ces familles d’entiers, nous pouvons donc imposer l’absence de
certains chiffres dans leur écriture.

Le théorème 9.1 est l’analogue du théorème de Siegel-Walfisz concernant la réparti-
tion des nombre premiers dans les progressions arithmétiques. Il reste cependant insuffi-
sant pour de nombreuses applications car il ne permet pas de choisir q de la taille d’une
puissance de x. Nous démontrons alors l’analogue du théorème de Bombieri-Vinogradov
pour la famille des palindromes : en moyenne, les palindromes restent bien distribués
dans les progressions arithmétiques pour des diviseurs de l’ordre d’une certaine puissance
de x.

Théorème 9.2. Il existe β > 0 ne dépendant au plus que de g tel que pour tout A et
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ε > 0, nous avons la majoration∑
q<xβ−ε

(q,g3−g)=1

sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#R(y, a, q)− #R(y)
q

∣∣∣ �g,A,ε
#R(x)
logA x

. (9.7)

Nous pouvons choisir l’exposant β − ε = βg avec ε > 0 et

g 2 3 4 5 6 7 8 9 10

βg
1
30

1
94

1
74

1
122

1
114

1
158

1
150

1
194

1
186

Si g est assez grand, nous pouvons prendre

β ∼ 1
6πg .

Un nombre β > 0 vérifiant la propriété (9.7) pour tous les A et ε > 0 est appelé un
exposant de répartition pour la famille des palindromes.

Remarque 9.1. Les sommes d’exponentielles de pseudopalindromes sont des fonctions
extrêmement oscillantes puisque

ΦN (j) = gN−j + gj

réunit ensemble les indices de très bas et de très haut degré. Pour éviter que les déri-
vées de ces fonctions ne soient trop importantes, nous sommes obligés d’utiliser une voie
détournée : plutôt que d’étudier directement les moyennes d’exponentielles de pseudopa-
lindromes, nous montrons dans le lemme 10.2 que nous pouvons supprimer le caractère
symétrique en combinant astucieusement un indice avec son successeur à l’aide de l’iden-
tité (9.6). Cette simplification a évidemment un coût et c’est la raison pour laquelle les
exposants βg obtenus dans le théorème 9.2 sont petits par rapport à 1

2 .

En utilisant des techniques de crible, nous déduirons du théorème 9.2 le

Théorème 9.3. Soient β > 0 un exposant de distribution pour les palindromes et ε > 0.
Uniformément pour tout x et z assez grands, si z < x

1
2β−ε, nous avons l’estimation

#
{
n ∈ R(x), P−(n) > z

} �g,ε #R(x)
log z . (9.8)

Remarque 9.2. Il peut paraître décevant d’obtenir un ordre de grandeur et non pas un
équivalent du membre de gauche de (9.8), comme nous pourrions nous y attendre. Un
équivalent du type du membre de droite est impossible, car tout palindrome possédant
un nombre pair de chiffres est divisible par g + 1. Ainsi, entre g2N−1 et g2N , tous les
palindromes ont un nombre pair de chiffre donc ne peuvent pas être premier. Mais

#R(g2N−1)
log g2N−1 = gN−1(g − 1)

(2N − 1) log g 6∼
gN (g − 1)
2N log g = #R(g2N )

log g2N .

Nous pourrions tout de même espérer une estimation ressemblant à

#
{
n ∈ R(x), P−(n) > z

} ∼ cg
( log x

log z
)#R1(x)

log z ,
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mais cela est encore impossible à cause des facteurs premiers de g. En particulier, la for-
mule conjecturée par [BHS04] sur le nombre de palindromes premiers, à savoir l’existence
d’une constante cg > 0 telle que

#
{
n ∈ R(x), n premier

} ∼ cg
#R(x)
log x

est clairement fausse (sauf si g est un nombre premier en remplaçant R par R1 dans le
membre de droite).

Nous déduirons du Théorème 9.3 trois applications. La première est une majoration
du bon ordre de grandeur du nombre de palindrome premiers :

Corollaire 9.1. Uniformément pour tout x, nous avons

#
{
n ∈ R(x), n premier

} �g
#R(x)
log x .

La seconde est une minoration du bon ordre de grandeur à des puissances de log log x
près, du nombre de palindromes presque premiers :

Corollaire 9.2. Il existe une constante kg > 0 ne dépendant que de g telle que

#
{
n ∈ R(x), Ω(n) 6 kg

} �g
#R(x)
log x .

Par exemple, nous pouvons choisir k2 = 60, k10 = 372 et si g est assez grand, kg ∼ 24πg.

La dernière porte sur les palindromes friables :

Corollaire 9.3. Il existe α > 0 ne dépendant que de g tel qu’il existe une proportion
positive de palindromes n qui sont nα friables.





Chapitre 10

Majoration d’une moyenne de
pseudopalindromes

Nous posons

U(x) := 1
g

∑
d<g

e(dx) et GN (x) := 1
#QN

∑
n∈QN

e(nx). (10.1)

où nous avons noté traditionnellement e(z) := e2iπz. Remarquons que U(x) s’exprime
aisément à l’aide de GN puisque U(x) = G1(x). Le lemme suivant montre que GN (x)
s’exprime également à partir de U .

Lemme 10.1. Soient N un entier et δ = 0 ou 1 de même parité que N . Pour tout x
réel, nous avons

GN (x) = Gδ
(
g
N−1

2 x
) ∏
k<N+1

2

U
(
ΦN−1(k)x

)
, (10.2)

où G0(y) = 1 et G1(y) = U(y) sont des fonctions bornées par 1.

Démonstration. Écrivons N = 2M+δ et montrons par récurrence surM la factorisation

GN (x) = Gδ
(
gMx

) ∏
k<M+1

U
(
ΦN−1(k)x

)
, (10.2’)

qui est équivalente à (10.2). Si M = 0, alors GN (x) = Gδ(x) = Gδ(gMx) et le résultat
est vrai. Supposons donc la factorisation vraie pour M > 0 et prouvons la pour M + 1.
En isolant le premier chiffre, nous avons la partition

QN+2 =
⊔
n0<g

(
n0ΦN+1(0) + gQN

)
.

Donc

GN+2(x) = 1
#QN+2

∑
n∈QN+2

e(nx)

= 1
g#QN

∑
n0<g

∑
n∈QN

e
(
(n0ΦN+1(0) + gn)x

)
,
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ce qui s’écrit en utilisant la définition de U ,

GN+2(x) = U
(
ΦN+1(0)x

)
GN (gx). (10.3)

Si nous utilisons l’hypothèse de récurrence pour évaluer le membre de droite de (10.3),
nous en déduisons

GN+2(x) = U
(
ΦN+1(0)x

)
Gδ
(
gM+1x

) ∏
k<M+1

U
(
gΦN−1(k)x

)
.

En utilisant l’identité (9.5), nous trouvons finalement

GN+2(x) = U
(
ΦN+1(0)x

)
Gδ
(
gM+1x

) ∏
0<k<M+2

U
(
ΦN+1(k)x

)
,

ce qui est exactement la factorisation (10.2’) pour M + 1.

Le lemme 10.1 exprime la moyenne GN (x) sous la forme d’un produit de fonctions
bornées par 1. Si nous montrons que chacune de ces fonctions s’approche rarement de 1,
nous en déduirons une bonne majoration pour

∣∣GN (x)
∣∣. C’est l’objectif du lemme 10.2 :

exprimer sous une forme plus simple les facteurs du produit.
Soit 0 < c3 < 4 une constante (pouvant dépendre de g). Nous définissons pour tous

réels µ > 0 et x,

U(x) := 1− c3‖x‖2 et Gµ(x) :=
∏
k<µ

U(gkx). (10.4)

Nous n’indiquons pas la dépendance de ces fonctions par rapport à c3 car cette constante
est fixée dans toute la suite avec le lemme suivant.

Lemme 10.2. Notons

c3 :=
{

1 si g est pair,
1− 1

g − 1
g2 + 1

g3 si g est impair.
(10.5)

Pour tous k et x, nous avons alors∣∣U(ΦN (k)x
)
U2(ΦN (k + 1)x

)∣∣ 6 U((g2 − 1)gkx
)
. (10.6)

En particulier, nous avons ∣∣GN (r)
∣∣ 6

∣∣GN−1
2

(
(g2 − 1)r

)∣∣ 1
3 . (10.7)

Démonstration. Traitons en détail le cas g pair. En développant avec le binôme de New-
ton, nous avons

U(x)2 = 1
g2

∑
d<2g−1

ah e(hx) où ah := min
{
h+ 1, 2g − 1− h}.

Nous marions les exponentielles dont les exposants h sont de même reste modulo g :∣∣U(x)2∣∣ 6
1
g2
∑
d<g

∣∣(d+ 1) e
(
dx
)

+ (g − d− 1) e
(
(d+ g)x

)∣∣
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Nous avons ainsi fait apparaître des termes |1 + e(gx)|. Nous allons les dénombrer :∣∣(d+ 1) e
(
dx
)

+ (g − d− 1) e
(
(d+ g)x

)∣∣ 6 min
(
d+ 1, g − d− 1

)|1 + e(gx)|
+ max

(
d+ 1, g − d− 1

)−min
(
d+ 1, g − d− 1

)
En distinguant suivant la taille de d+ 1 et de g − d− 1, nous obtenons∣∣(d+ 1) e

(
dx
)

+ (g − d− 1) e
(
(d+ g)x

)∣∣
6


(d+ 1)

∣∣1 + e(gx)
∣∣+ g − 2(d+ 1) si d < g

2 − 1,
g
2
∣∣1 + e(gx)

∣∣ si d = g
2 − 1,

(g − d− 1)
∣∣1 + e(gx)

∣∣+ 2(d+ 1)− g si d > g
2 − 1,

et finalement ∣∣U(x)2∣∣ 6
2
g2

∑
d< g

2−1
(d+ 1)

∣∣1 + e
(
gx
)∣∣+ 1

2g
∣∣1 + e(gx)

∣∣+A

6
( 2
g2

g
2
(g

2 − 1
)

2 + 1
2g
)∣∣1 + e(gx)

∣∣+A

où A correspond aux termes majorés trivialement :

A = 1
g2

(
g2 − 4

∑
d< g

2−1
(d+ 1)− g

)
.

Ainsi, ∣∣U(x)2∣∣ 6
1
4
∣∣1 + e(gx)

∣∣+ 1
2 . (10.8)

La base g étant paire, nous pouvons regrouper chaque élément pair de {0, . . . , g − 2}
avec son successeur. Ainsi,∣∣U(x)

∣∣ 6
1
g

g

2
∣∣1 + e

(
x
)∣∣ = 1

2
∣∣1 + e

(
x
)∣∣ (10.9)

et en ne conservant du produit que la moitié des exponentielles (celles qui ont le même
exposant), nous en déduisons l’estimation∣∣U(ΦN (k)x

)
U2(ΦN (k + 1)x

)∣∣
6

1
8
∣∣1 + e

(− ΦN (k)x
)∣∣∣∣1 + e

(
gΦN (k + 1)x

)∣∣+ 1
2

6
1
8
∣∣1 + e

(− ΦN (k)x+ gΦN (k + 1)
)∣∣+ 3

4
6

1
8
∣∣1 + e

(
(g2 − 1)gkx

)∣∣+ 3
4

en utilisant l’identité (9.6). D’où la majoration, en utilisant (3.28),∣∣U(ΦN (k)x
)
U2(ΦN (k + 1)x

)∣∣ 6
1
8
∣∣1 + e

(
(g2 − 1)gkx

)∣∣+ 3
4

6
1
4
(
1− 4

∥∥(g2 − 1)gkx
∥∥2)+ 3

4
6 1−

∥∥(g2 − 1)gkx
∥∥2
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ce qui termine la preuve de la première majoration lorsque g est pair.
Si g est impair, la démarche est identique : quelques points de détail seulement

changent (principalement le fait qu’il reste un terme célibataire que nous majorons donc
par 1). Nous indiquons les deux résultats intermédiaires :

∣∣U(x)2∣∣ 6
1− 1

g2

4
∣∣1 + e(gx)

∣∣+ 1−
1− 1

g2

4 (10.8’)

∣∣U(x)
∣∣ 6

1− 1
g

2
∣∣1 + e(x)

∣∣+ 1−
1− 1

g

2 (10.9’)

d’où nous déduisons la majoration du lemme de la même façon que précédemment.
En regroupant U(ΦN (k)r) avec U(ΦN (k+ 1)r)2 dans l’expression de GN donnée par

le lemme 10.1, nous obtenons∣∣GN (r)
∣∣ 6

∏
k<N−1

2

∣∣U(ΦN (k)r)U(ΦN (k + 1)r)2∣∣ 1
3 6

∣∣GN−1
2

(r)
∣∣ 1

3 ,

ce qui finit la preuve du lemme.

Lemme 10.3. Pour tout ensemble sans répétition R de points de ]0, 1[ globalement
invariant modulo 1 par les multiplications par g et par g2 − 1 :

gR = R mod 1 et (g2 − 1)R = R mod 1,

pour tout entier m > 1 et pour tout N , nous avons∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

∑
r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣α, (10.10)

où nous avons posé µ := N−1
2m , α := m

3 et où c3 est la constante du lemme 10.2.

Démonstration. Soit r un réel fixé. Le lemme 10.2 et l’inégalité arithmético-géométrique
donnent la majoration∣∣GN (r)

∣∣ 6
∣∣GN−1

2

(
(g2 − 1)r

)∣∣ 1
3

6
1
m

∑
h<m

∏
h(N−1)

2m 6 k<
(h+1)(N−1)

2m

∣∣U(gk(g2 − 1)r
)∣∣m3

En sommant sur les r ∈ R, nous avons donc∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

1
m

∑
h<m

∑
r∈R

∏
h(N−1)

2m 6k<h(N−1)
2m +µ

∣∣U(gk(g2 − 1)r
)∣∣α

6
1
m

∑
h<m

∑
r∈R

∏
j<µ

∣∣U(gj(g2 − 1)r
)∣∣α

puisque la multiplication par une puissance de g laisse R invariant modulo 1. Par défi-
nition de Gµ, nous avons donc∑

r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

∑
r∈R

∣∣Gµ((g2 − 1)r
)∣∣α, (10.11)

ce qui implique immédiatement la majoration (10.10) puisque R est invariant modulo 1
par la multiplication par g2 − 1.
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Les deux prochains chapitres de cette partie sont consacrés à l’obtention de majora-
tions pour ∑

r∈R

∣∣Gµ(r)∣∣α, (10.12)

suivant la taille de µ, α et de propriétés spécifiques de R.





Chapitre 11

Théorèmes 9.1 et 9.2 dans le cas
des pseudopalindromes de taille N

Pour démontrer le théorème 9.1, nous allons choisir α très grand dans (10.12) puisque
ce paramètre va tendre vers l’infini avec µ. Il nous faut donc une majoration de (10.12)
uniforme en α. Il existe à notre connaissance deux techniques permettant d’obtenir ce
type de résultat : celle développée par C. Mauduit et A. Sarközy dans [MS97] pour l’étude
des entiers dont la somme des chiffres est fixée et celle développée par S. Konyagin dans
[Kon01] pour l’étude des entiers ellipséphiques. Nous utilisons ici cette seconde méthode
qui permet d’obtenir une bonne majoration pour les très grands diviseurs.

11.1 Lemme de S. Konyagin

Soit δ > 0. Un ensemble R est dit δ bien espacé si pour tous choix de r 6= r′ dans R,
nous avons |r − r′| > δ. nous énonçons sous une forme générale un résultat obtenu par
S. Konyagin lors d’une étape de la démonstration du théorème 1 de [Kon01] sur l’estima-
tion du cardinal de WD(x, a, q) : il a étudié le cas particulier où R = {aq , 1 6 a 6 q− 1},
pour q fixé.

Lemme 11.1 (Konyagin). Soit R un ensemble δ bien espacé de points de [ δ2 , 1− δ
2 ] tel

que si une fraction est dans R, son dénominateur irréductible est premier avec 2g. Soit
M un entier tel que δgM > 1. Il existe alors une application injective

R −→ (
Z ∩ ]− g+1

2 , g+1
2
[)M

r 7−→ (∆j)j<M

telle que ‖gjr‖ 6 1
2g si et seulement si ∆j = 0. De plus, si r ∈ R, alors (∆j) n’est pas

identiquement nulle.

Démonstration. Notons

N :=
{
(n0, . . . , nM ) ∈ ZM+1, 0 6 nj 6 gj ∀j, 0 < nM < gM

}
.

85



86 CHAPITRE 11. THÉORÈMES 9.1 ET 9.2 POUR QN

Montrons que les deux applications suivantes sont bien définies et injectives :

R −→ N −→ ZM\{0}
r 7−→ (nj)j<M+1 7−→ (∆j)j<M

où ∆j := nj+1 − gnj et nj est le plus proche entier de gjr.
L’hypothèse faite sur R assure que le nombre gjr n’est jamais un demi-entier si

r ∈ R. La suite (nj) est donc bien définie. Montrons qu’elle appartient à N : nous avons
0 < gjr < gj puisque 0 < r < 1 et donc 0 6 nj 6 gj pour tout j. Comme nous avons
l’encadrement plus précis

δ
2 6 r 6 1− δ

2 et δgM > 1,

nous en déduisons 1
2 < gMr < gM − 1

2 . En utilisant maintenant que nM est un entier,
nous avons 1 6 nj 6 gM − 1, ce qui démontre que (nj) ∈ N.

Soient r 6= r′ deux points différents de R. Alors

1 < gMδ 6
∣∣∣gMr − gMr′∣∣∣ ,

ce qui assure que nM 6= n′M . La première application est bien injective.
Clairement la suite (∆j) est bien définie. La seule propriété à prouver est qu’elle n’est

pas identiquement nulle. Raisonnons par l’absurde et supposons que ∆j = 0 pour tout
j. Alors 0 = ∆j = nj+1 − nj pour tout j, ce qui implique que nM = gMn0. Mais n0 = 0
ou 1 par définition de N. Donc nM = 0 ou gM ce qui est incompatible avec la définition
de N.

Pour montrer l’injectivité de la seconde application, il suffit de montrer que n0 se
détermine de façon unique à partir de (∆j). La suite (nj) sera alors complètement
déterminée puisque nj+1 = gnj + ∆j . Notons ∆i le premier terme non nul de la suite
(∆j) dont nous venons de prouver l’existence. Comme précédemment, nous avons

ni+1 = gi+1n0 + ∆i (11.1)

puisque (nj) est une suite géométrique de raison g tant que j 6 i. Mais par définition
de N, nous savons que 0 6 ni 6 gi. L’équation (11.1) impose donc n0 = 0 si ∆i > 0 et
n0 = 1 si ∆i < 0. La valeur de n0 est donc bien déterminée par la suite (∆j), ce qui
prouve l’injectivité.

Pour terminer la preuve du lemme, il reste à prouver que si r ∈ R, alors
1. |∆j | < g+1

2 pour tout j,
2. ‖gjr‖ 6 1

2g si et seulement si ∆j = 0.
Pour cela, notons εj := gjr−nj l’erreur commise en remplaçant gjr par son approxima-
tion entière nj . L’entier ∆j admet une nouvelle expression :

∆j = −εj+1 + gεj .

La majoration du premier point se déduit immédiatement de cette nouvelle expression
de ∆j puisque gjr n’est jamais un demi-entier. L’équivalence du second point est tout
aussi simple puisque ‖gjr‖ = |εj | = 1

g |∆j + εg+1| et ∆j est un entier.
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Corollaire 11.1 (Konyagin). Il existe une constante c2 > 0 ne dépendant que de g telle
que pour tout R ensemble δ bien espacé de points de [ δ2 , 1 − δ

2 ] vérifiant l’hypothèse du
lemme 11.1, pour tout réel α > 0 et tout entier M > 1 tel que 1

δ < gM , nous avons

∑
r∈R

∣∣GM (r)
∣∣α 6

(
1 + c2

(
1− c3

4g2
)α)M − 1.

Par exemple, nous pouvons choisir c2 := g. Dans le cas où g est impair, nous pouvons
choisir c2 := g − 1.

Démonstration. Le lemme 11.1 permet de réaliser une partition de R suivant le nombre
de fois où ‖gjr‖ est “petit” : pour tout entier k, nous notons R(k) l’ensemble des points
r ∈ R pour lesquels

#
{
j < M, ‖gjr‖ > 1

2g
}

= k,

de sorte que

∑
r∈R

∣∣GM (r)
∣∣α =

∑
r∈R

∏
j<M

(
1− c3

∥∥gjr∥∥2)α
6
∑
k>0

#R(k)
(
1− c3

4g2

)αk
.

Mais #R(0) = 0, puisque le lemme 11.1 assure que la suite (∆j) n’est pas identiquement
nulle. L’application injective du lemme 11.1 permet de majorer #R(k) par le nombre de
M -uplets à valeurs dans {− c2

2 , . . . ,
c2
2 } avec exactement M − k composantes nulles : il

y a
( M
M−k

)
choix pour les M − k zéros de la suite et c2 choix pour chacun des k autres

nombres. Donc

∑
r∈R

∣∣GM (r)
∣∣α 6

∑
k>1

(
M

M − k

)
c2
k
(
1− c3

4g2

)αk
6
(
1 + c2

(
1− c3

4g2

)α)M
− 1

ce qui termine la preuve.

11.2 Preuve du théorème 9.1 pour QN

Soit R un ensemble de fractions de ]0, 1[. Nous disons que R vérifie l’hypothèse (Hδ)
si R est δ bien espacé, si R est invariant modulo 1 par les multiplications par g et par
g2 − 1 et si les dénominateurs irréductibles de R sont tous premiers avec 2g :

r 6= r′ ∈ R =⇒ |r − r′| > δ

gR = R mod 1 et (g2 − 1)R = R mod 1
l
q ∈ R et (l, q) = 1 =⇒ (q, 2g) = 1

 (Hδ)
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Lemme 11.2. Il existe une constante c4 > 0 ne dépendant que de g telle qu’uniformé-
ment pour tout δ > 0, tout ensemble R de fractions de [ δ2 , 1 − δ

2 ] vérifiant l’hypothèse
(Hδ) et tout entier N assez grand pour que

N − 1
4 >

log 1
δ

log g et c4N > log
(1
δ

)
log2

(1
δ

)
, (11.2)

nous avons la majoration

∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ �g log

(g
δ

)
e
− c4N

log 1
δ .

Par exemple, si c3 est une constante admissible pour le lemme 10.2, nous pouvons choisir
c4 := log g

24g2 c3.

Remarque 11.1. Dès que 1
δ est assez grand par rapport à g, ce qui est toujours le cas en

pratique, la seconde condition de (11.2) implique la première.

Démonstration. Nous choisissons l’entier m tel que

N − 1
2

log g
log 1

δ

− 1 6 m <
N − 1

2
log g
log 1

δ

,

Nous avons bien m > 1 grâce à la première condition de notre hypothèse (11.2). Le
lemme 10.3 permet alors d’écrire, en notant µ := N−1

2m ,∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

∑
r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣m3 . (11.3)

Remarquons que le majorant de la définition de m implique

gµ = g
N−1
2m > g

log 1
δ

log g = 1
δ
.

Si nous notonsM := dµe, nous aurons donc 1
δ < gM et nous pouvons utiliser le corollaire

11.1 pour majorer le membre de droite de (11.3). Ainsi,

∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

(
1 + c2

(
1− c3

4g2
)m

3
)M
− 1

6
(
1 + c2 e−

c3
4g2

m
3
)M
− 1

6 exp
(
c2(µ+ 1)e−

c3
12g2m

)
− 1.

Donc ∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6 exp

(
c2
(N − 1

2m + 1
)

e−
c3

12g2m
)
− 1. (11.4)

Le minorant de la définition de m donne

log g
log 1

δ

N − 1
2m 6 1 + 1

m
6 2.
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Donc
N − 1

2m + 1 �g log 1
δ
.

Le membre de droite de (11.4) étant décroissant avecm, nous avons pour deux constantes
c4 > 0 et c5 > 0 ne dépendant que de g,

∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6 exp

(
c5 log

(1
δ

)
e
− c4N

log 1
δ

)
− 1

6 ec5 log
(1
δ

)
e
− c4N

log 1
δ ,

puisque la convexité de l’exponentielle assure lorsque x ∈ [0, 1] que eax−1 6 (ea−1)x.
La seconde condition de notre hypothèse (11.2) garantit que nous sommes effectivement
dans l’intervalle [0, 1].

Lemme 11.3. Il existe des constantes c et c̃ > 0 ne dépendant que de g telles qu’uni-
formément pour N assez grand (en terme de g) et q un entier vérifiant

q 6 exp
( cN

logN
)

et (q, g3 − g) = 1,

nous avons la majoration

max
a∈Z

∣∣∣#QN (gN , a, q)− #QN

q

∣∣∣ �g
#QN

q
exp

(
− c̃N

log q
)
.

Si c4 désigne une constante admissible pour le lemme 11.2, nous pouvons prendre tous
les c et c̃ > 0 tels que

c+ c̃ 6 c4.

Démonstration. Pour estimer le nombre de pseudopalindromes divisibles par q, nous
introduisons des somme d’exponentielles :

#QN (gN , a, q) =
∑
n∈QN

1
q

∑
l<q

e
(
l
n− a
q

)
= 1

q

∑
l<q

e
(
− al

q

) ∑
n∈QN

e
(nl
q

)
= #QN

q

∑
l<q

e
(
− al

q

)
GN

( l
q

)
.

Nous isolons le terme l = 0 qui fournit la partie principale :

#QN (gN , a, q) = #QN

q
+ #QN

q

∑
0<l<q

e
(
− al

q

)
GN

( l
q

)
.

Avec une inégalité triangulaire, nous obtenons donc∣∣∣#QN (gN , a, q)− #QN

q

∣∣∣ 6
#QN

q

∑
0<l<q

∣∣∣GN( l
q

)∣∣∣. (11.5)
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Notons R := { lq , 0 < l < q}. Comme nous avons fait l’hypothèse que (q, g3 − g) = 1,
nous avons (q, g) = 1 et (q, g2 − 1) = 1, donc les multiplications par g et par g2 − 1
sont des bijections dans (Z/qZ)\{0}. Ainsi R est un ensemble de fractions de [ δ2 , 1− δ

2 ]
vérifiant l’hypothèse (Hδ) avec δ := 1

q . De plus

log
(1
δ

)
log2

(1
δ

)
= log q log2 q

6
cN

logN
(

log cN

logN
)

6 cN
(
1 + o(1)

)
.

Comme c < c4, les hypothèses du lemme 11.2 sont donc vérifiées lorsque N est assez
grand par rapport à g, ce qui permet de majorer :

∣∣∣#QN (gN , a, q)− #QN

q

∣∣∣ �g
#QN

q
log(q) exp

(
− c4N

log q
)
.

Mais

log(q) exp
(
− cN

log q
)

6
cN

logN exp
(− logN

)
= c

logN �g 1,

et puisque nous avons imposé c+ c̃ 6 c4, nous avons donc

log(q) exp
(
− c4N

log q
)
�g exp

(
− c̃N

log q
)
,

ce qui termine la preuve du lemme.

11.3 Lemmes préliminaires à la démonstration du théo-
rème 9.2

Pour un réel α > 1, nous définissons Kα par

Kα := lim sup
µ→∞

∥∥|Gµ|α∥∥1

1
µ . (11.6)

Lemme 11.4. DéfinissonsMα par

Mα := max
u∈[0,1]

1
g

∑
06h<g

∣∣∣U(u+ h

g

)∣∣∣α. (11.7)

Alors Kα 6Mα pour tout α > 1.

Démonstration. Prenons un entier N > 1 et calculons l’intégrale de GN 2l en découpant
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le segment [0, 1] en g sous-segments de longueur 1
g :

∥∥|GN |α∥∥1
=

∑
06h<g

∫ h+1
g

h
g

∏
k<N

∣∣U(gks)∣∣αds
=

∑
06h<g

∫ h+1
g

h
g

∣∣U(s)
∣∣α ∏

k<N−1

∣∣U(gkgs)∣∣αds
= 1

g

∑
06h<g

∫ 1

0

∣∣U(u+h
g

)∣∣α ∏
k<N−1

∣∣U(gk(u+ h)
)∣∣αdu

= 1
g

∑
06h<g

∫ 1

0

∣∣U(u+h
g

)∣∣α∣∣GN−1(u)
∣∣αdu (11.8)

puisque GN−1 est une fonction 1 périodique. La définition deMα implique
∥∥GNα∥∥1

6 Mα

∥∥GN−1
α
∥∥

1
6 . . . 6 Mα

N .

Ainsi, lim sup
N→∞

∥∥|GN |α∥∥ 1
N

1
6Mα. Comme

∥∥|Gµ|α∥∥ 1
µ

1
=
(∥∥|Gdµe|α∥∥1

1
dµe
) dµe

µ
,

nous obtenons Kα 6 Mα en prenant la limite supérieure à gauche et à droite de cette
égalité.

Nous redonnons le lemme 3.14 avec les notations propres à cette partie :

Lemme 11.5. Pour tout réel α > 1,

Mα <
1
g

+
√

π

αc3
. (11.9)

Plus g est grand, plus la majoration Kα 6Mα donnée par le lemme 11.4 est précise.
Lorsque g est très petit, nous obtiendrons une majoration plus fine en effectuant plus
d’itérations dans le processus de moyenne. Définissons par récurrence sur k les fonctions

P0(u) := 1 et Pk+1(u) := 1
g

∑
06h<g

∣∣U(u+h
g

)∣∣αPk(u+h
g

)
. (11.10)

Des fonctions Pk de ce type ont déjà été introduites et étudiées par [FM96] et [DM01].

Lemme 11.6. Pour tout réel α > 1 et tout entier k, nous avons

Kα 6 Mk
α où Mk

α :=
(

max
u∈[0,1]

P̃k(u)
) 1
k
. (11.11)

Démonstration. Nous repartons de la majoration (11.8) :

∥∥|GN |α∥∥1
=
∫ 1

0

1
g

∑
06h<g

∣∣U(u+h
g

)∣∣α∣∣GN−1(u)
∣∣αdu.
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La définition de P1(u) donne donc∥∥|GN |α∥∥1
=
∫ 1

0
P1(u)

∣∣GN−1(u)
∣∣αdu.

En utilisant le même argument de découpage de l’intégrale puis de changement de va-
riable, nous avons pour tout entier k 6 N ,∥∥|GN |α∥∥1

=
∫ 1

0
Pk(u)

∣∣GN−k(u)
∣∣αdu,

ce qui implique immédiatement la majoration Kα 6Mk
α.

Lemme 11.7. Si c3 < 4 et α > 1, alors uniformément pour N assez grand, nous avons∥∥(GNα)′∥∥1
6

4c3α

4− c3

gN − 1
g − 1

∥∥GNα∥∥1
�g,α,c3 gN

∥∥GNα∥∥1
.

Démonstration. Supposons α > 1. Nous écrivons alors l’égalité vérifiée presque partout

(GNα)′ = αGα′GNα−1

et nous appliquons l’inégalité de Hölder avec les exposants α et α
α−1 . Ainsi,∥∥(GNα)′∥∥1

6 α
∥∥GNα∥∥1− 1

α

1

∥∥GN ′∥∥
α
. (11.12)

Mais si gkx n’est pas un demi-entier (donc pour presque tout x),
∣∣GN ′(x)

∣∣ 6
∣∣GN (x)

∣∣ ∑
k<N

2c3g
k

∥∥gkx∥∥
1− c3

∥∥gkx∥∥2 ,

ce qui implique que pour presque tout x,∣∣GN ′(x)
∣∣ 6

c3
1− c3

4

gN − 1
g − 1 |GN (x)| . (11.13)

Nous reportons cette majoration dans (11.12) et le lemme est démontré. Si α = 1, le
lemme se déduit directement de la majoration (11.13).

11.4 Lemme de C. Mauduit et A. Sárközy

C. Mauduit et A. Sárközy dans [MS97, lemme 2] ont prouvé le lemme suivant. Nous
donnons ici une preuve simplifiée et légèrement améliorée de leur résultat, preuve obtenue
en choisissant de façon optimale les différents paramètres à notre disposition au cours
de la démonstration.

Lemme 11.8 (MS). Soient r = l
q une fraction irréductible et µ > 0. S’il existe un

nombre premier p tel que p | q et p - g, alors∑
k<µ

∥∥gkr∥∥2
>

log g
(g + 1)2

µ

log(gq) −
1

(g + 1)2 . (11.14)

En particulier, si q est premier avec g(g − 1), pour tout β ∈ R, nous avons∑
k<µ

∥∥β + gkr
∥∥2

>
log g

4(g + 1)2
µ

log(gq) −
1

2(g + 1)2 . (11.14’)
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Remarque 11.2. La condition restante sur l’existence d’un p divisant m mais pas g est
évidemment nécessaire, sans quoi le membre de gauche est une fonction bornée de µ
alors que le membre de droite tend vers l’infini.

Démonstration. Notons d :=
⌈

log q
log g

⌉
et réalisons la division euclidienne de µ par d. Il

existe un entier n > 0 tel que

nd 6 µ < (n+ 1)d.

Alors ∑
k<µ

∥∥gkr∥∥2
>

∑
k<n

∑
j<d

∥∥gj+kdr∥∥2
. (11.15)

Fixons l’entier k et montrons que nous pouvons toujours trouver un indice j = jk < d

pour lequel ∥∥gj+kdr∥∥ >
1

g + 1 .

Notre hypothèse sur l’existence d’un nombre premier p divisant q mais pas g implique
que q - gkd donc que gkdr /∈ Z. Comme g

g+1 >
1
2 , il existe un entier t tel que

0 < R :=
∣∣gkdr − t∣∣ < g

g + 1 .

Choisissons alors l’entier j = jk tel que

gjR <
g

g + 1 6 gj+1R. (11.16)

Donc
1

g + 1 = 1
g

g

g + 1 6
1
g
gj+1R = gjR <

g

g + 1 = 1− 1
g + 1 ,

ce qui nous assure que pour ce choix de jk∥∥gjk+kdr
∥∥ =

∥∥gjkR∥∥ >
1

g + 1 . (11.17)

Mais 1
R 6 q puisque R est une fraction non triviale de dénominateur au plus q. La

minoration de (11.16) assure donc

jk <
log gq

g+1
log g <

log q
log g 6 d.

En reportant la minoration (11.17) dans (11.15), nous trouvons que∑
k<µ

∥∥gkr∥∥2
>

∑
k<n

∥∥gjkgkdr∥∥2
>

n

(g + 1)2 .

Mais par définition de n et de d, nous avons

n >
µ

d
− 1 >

µ log g
log(gq) − 1,
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ce qui implique la minoration (11.14).
Pour en déduire (11.14’), nous regroupons chaque terme de la somme avec son suc-

cesseur : ∑
k<µ

∥∥β + gkr
∥∥2

>
1
2
∑

k<µ−1

(∥∥β + gkr
∥∥2 +

∥∥β + gk+1r
∥∥2)

>
1
4
∑

k<µ−1

∥∥gk(g − 1)r
∥∥2

en utilisant la minoration ‖x‖2 +‖y‖2 > 1
2‖x−y‖2 valable pour tous réels x et y. Comme

nous avons supposé q premier avec g(g−1), nous pouvons appliquer (11.14) à la fraction
(g − 1)r. Ainsi, ∑

k<µ

∥∥β + gkr
∥∥2

>
log g

4(g + 1)2
µ− 1
log gq −

1
4(g + 1)2 ,

ce qui implique immédiatement (11.14’).

Corollaire 11.2. Il existe une constante c6 > 0 ne dépendant que de g telle que pour
toute fraction r de dénominateur irréductible q premier avec g et tout µ > 0, nous avons

|Gµ(r)| < 2 exp
(
− c6µ

log gq
)
. (11.18)

Par exemple, c6 := log g
(g+1)2 c3 convient.

Démonstration. Nous reportons directement la majoration du lemme 11.8 dans la défi-
nition de Gµ :

|Gµ(r)| = exp
(∑
k<µ

log
(
1− c3‖gkr‖2

))
6 exp

(∑
k<µ

−c3‖gkr‖2
)

6 exp
(
− c6µ

log gq + 1
(g + 1)2

)
,

ce qui termine la preuve puisque exp
(
(g + 1)−2) 6 exp

(1
9
)
< 2.

11.5 Preuve du théorème 9.2 pour QN

A l’inverse de la démonstration du théorème 9.1 où nous avions choisi α très grand
dans (10.12) puisque α tendait vers l’infini avec µ, nous essayons ici de trouver le plus
petit α possible, car l’exposant de distribution que nous obtiendrons sera décroissant avec
α. En particulier, α doit absolument rester borné quand µ est grand et nos majorations
peuvent donc dépendre du paramètre α.

Nous posons pour tous réels µ > 0 et α > 1,

S α
µ (Q) :=

∑
q<Q

(q,g)=1

∑
(l,q)=1

∣∣Gµ( lq )∣∣α. (11.19)
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En utilisant une méthode similaire à celle de la démonstration du lemme 2 de l’article
de S. Konyagin [Kon01], nous pourrions montrer que pour un choix convenable des
paramètres c, c̃ > 0 et α > 1 ne dépendant que de g, nous avons

S α
µ (Q) �g Q exp(− c̃

2
√
µ) dès que exp(c̃√µ) < Q < gcµ,

qui est le type de majoration nécessaire pour démontrer le théorème 9.2. Nous allons
utiliser une autre méthode pour majorer S α

µ (Q), similaire à celle que nous avons utilisée
dans la première partie de cette thèse, qui fournira une majoration du même type mais
valable pour une constante c nettement plus grande.

Lemme 11.9. Soient α > 1 et c7 > 0 fixés. Uniformément pour Q 6 1
g exp

(
c7
√
µ
)
et

µ > 0, nous avons

S α
µ (Q) �g,α exp

(
− (αc6

c7
− 2c7

)√
µ
)
, (11.20)

où c6 désigne une constante admissible pour le corollaire 11.2.

Démonstration. Puisque nous sommons sur des entiers premiers avec g, nous pouvons
utiliser la majoration du corollaire 11.2 qui fournit

S α
µ (Q) 6

∑
q<Q

∑
(l,q)=1

2α exp
(
− αc6µ

log gq
)

6
∑
q<Q

∑
(l,q)=1

2α exp
(
− αc6µ

log gQ
)

6 2α
∑
q<Q

ϕ(q) exp
(
− αc6µ

log gQ
)

où ϕ(q) désigne la fonction d’Euler. Comme ϕ(q) 6 q − 1, nous avons

S α
µ (Q) 6 2α−1Q2 exp

(
− αc6µ

log gQ
)

6
2α−1

g2 exp
((

2c7 −
αc6
c7

)√
µ
)
,

ce qui termine la preuve de cette majoration.

Lemme 11.10. Soient α > 1 et ε > 0 fixés. Uniformément pour µ > 0 et Q assez
grands, nous avons

S α
µ (Q) �g,α,ε Q2(Kα + ε)µ +Q

2+2 log(Kα+ε)
log g . (11.21)

Démonstration. Comme Gµ est un produit de fonctions bornées par 1, on observe que
l’application ν 7→ S α

ν (Q) est décroissante. Pour tout ν 6 µ, nous avons donc

S α
µ (Q) 6 S α

ν (Q) =
∑
r∈R

∣∣Gν(r)∣∣α,
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avec R :=
{
l
q , (l, q) = 1, q < Q, (q, g) = 1

}
qui est une famille δ = Q−2 bien espacée de

points de [ δ2 , 1− δ
2 ]. Le lemme A.1 de Sobolev-Gallagher énoncé dans l’annexe A permet

d’écrire

S α
µ 6 Q2∥∥Gνα∥∥1

+
∥∥(Gνα)′∥∥1

�α,g (Q2 + gν)
∥∥Gνα∥∥1

en utilisant le lemme 11.7 pour majorer la dérivée. Si ν est assez grand, la définition de
Kα implique que

S α
µ (Q) �g,α,ε

(
Q2 + gν

)
(Kα + ε)ν .

Nous optimisons notre paramètre ν 6 µ en choisissant

ν := min
{
µ, 2logQ

log g
}

(11.22)

qui est effectivement assez grand par rapport à g, α et ε dès que Q et µ le sont, ce qui
est une hypothèse du lemme. Nous obtenons ainsi

S α
µ �g,α,ε Q2(Kα + ε)µ +Q2(Kα + ε)2 logQ

log g ,

ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 11.11. Soit α > 1 vérifiant

Kα < g−
1
2 . (11.23)

Pour tout ε > 0, il existe une constante c8 > 0 ne dépendant que de g, de α et de ε telle
qu’uniformément pour µ > 0 et Q assez grands, nous avons∑

q<Q
(q,g)=1

∑
0<l<q

∣∣Gµ( lq )∣∣α �g,α,ε Qe−c8
√
µ +Q2(Kα + ε

)µ
. (11.24)

Démonstration. Remarquons que pour tout ε > 0 assez petit, nous avons

2 + 2log(Kα + ε)
log g 6 1− ε. (11.25)

En effet, la condition (11.25) varie continûment avec ε et notre hypothèse (11.23) assure
que c’est une inégalité stricte lorsque ε = 0. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que ε > 0 réalise la condition (11.25).

Dans la somme du lemme, nous rendons les fractions irréductibles en isolant leur
plus grand facteur commun d. Donc∑

q<Q
(q,g)=1

∑
0<l<q

∣∣Gµ( lq )∣∣α 6
∑
d<Q

∑
q<Q

d
(q,g)=1

∑
(l,q)=1

∣∣Gµ( lq )∣∣∣α

6
( ∑
d<D

+
∑

D6d<Q

)
S α
µ

(Q
d

)
,
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où D est un paramètre à notre disposition.
Soit c6 une constante admissible pour le corollaire 11.2. Nous choisissons

c7 :=
√

αc6
2 + ε

et c8 := εc7 (11.26)

qui ne dépendent donc que de g, de α et de ε. Nous prenons enfin

D := gQ exp
(− c7

√
µ
)
. (11.27)

Lorsque d > D, alors Q
d est petit et nous utilisons le lemme 11.9 pour estimer S α

µ

(Q
d

)
.

Lorsque d < D, alors Q
d est grand et nous estimons S α

µ

(Q
d

)
à l’aide du lemme 11.10.

Ainsi,

∑
q<Q

(q,g)=1

∑
0<l<q

∣∣Gµ( lq )∣∣α �g,α

∑
d<D

(Q
d

)2+2 log(Kα+ε)
log g

+
∑
d<D

(Q
d

)2
(Kα + ε)µ +

∑
D6d<Q

e
−(αc6

c7
−2c7)√µ

.

Notre condition (11.25) sur le choix de ε > 0 fournit donc
∑
q<Q

(q,g)=1

∑
0<l<q

∣∣Gµ( lq )∣∣α �g,α

∑
d<D

(Q
d

)1−ε
+
∑
d>1

(Q
d

)2(Kα + ε
)µ +

∑
d<Q

e−(αc6
c7
−2c7)√µ

et en calculant la somme de ces séries, nous obtenons
∑
q<Q

(q,g)=1

∑
0<l<q

∣∣Gµ( lq )∣∣α �g,α Q
(Q
D

)−ε
+Q2(Kα + ε

)µ +Q e−(αc6
c7
−2c7)√µ

�g,α Qe−εc7
√
µ +Q2(Kα + ε

)µ +Q e−(αc6
c7
−2c7)√µ

,

ce qui démontre le lemme puisque c8 := εc7 = αc6
c7
−2c7 grâce à notre choix du paramètre

c7.

Lemme 11.12. Soit m > 3 un entier tel que

Km/3 < g−
1
2 . (11.28)

Notons β l’exposant défini par

β := − logKm/3
2m log g >

1
4m. (11.29)

Pour tout ε > 0, il existe une constante c9 > 0 ne dépendant que de g, de m et de ε telle
qu’uniformément pour N et Q 6 g(β−ε)N assez grands, nous avons

∑
1
2Q6q<Q

(q,g3−g)=1

max
a∈Z

∣∣∣#QN (gN , a, q)− #QN

q

∣∣∣ �g,m,ε #QN e−c9
√
N .
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Démonstration. L’équation (11.5) que nous avons déjà utilisée pour démontrer le lemme
11.3 permet d’écrire

∑
1
2Q6q<Q

(q,g3−g)=1

max
a∈Z

∣∣∣#QN (gN , a, q)−#QN

q

∣∣∣ 6 #QN

∑
1
2Q6q<Q

(q,g3−g)=1

1
q

∑
0<l<q

∣∣GN( lq )∣∣

6
2#QN

Q

∑
q<Q

(q,g3−g)=1

∑
0<l<q

∣∣GN( lq )∣∣.
Pour chaque q, nous utilisons le lemme 10.3 avec l’ensemble

R :=
{ l
q
, 0 < l < q

}
qui est invariant modulo 1 par les multiplications par g et par g2−1 puisque q est premier
avec g3 − g = g(g2 − 1). Donc

∑
1
2Q6q<Q

(q,g3−g)=1

max
a∈Z

∣∣∣#QN (gN , a, q)− #QN

q

∣∣∣ 6
2#QN

Q

∑
q<Q

(q,g3−g)=1

∑
0<l<q

∣∣Gµ( lq )∣∣α

en ayant noté α := m
3 et µ := N−1

2m . Nous avons α > 1 puisque m > 2 et notre hypothèse
(11.28) permet donc d’appliquer la majoration du lemme 11.11.

Si ε > 0 est assez petit, la définition de β permet d’écrire

β − ε+
log(Km/3 + ε2)

2m log g = −ε+Og,m
(
ε2
)
< 0. (11.30)

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ε > 0 est assez petit pour vérifier
(11.30).

Le lemme 11.11 permet donc de trouver une constante c8 > 0 telle que
∑

1
2Q6q<Q

(q,g3−g)=1

max
a∈Z

∣∣∣#QN (gN , a, q)− #QN

q

∣∣∣ �g,m,ε #QN

(
e−c8

√
µ +Q

(Kα + ε2
)µ)

,

ce qui démontre la majoration du lemme avec

c9 := c8m
− 1

2 (11.31)

puisque

Q
(Kα + ε2

)µ �g g

(
β−ε+ log(Kα+ε2)

2m log g

)
N

et l’exposant est strictement négatif grâce à notre hypothèse (11.30).

Corollaire 11.3. Soient c3 une constante admissible pour le lemme 10.2 et

α := πg

c3(1− g− 1
2 )2

. (11.32)
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Alors tout entier m supérieur à 3α vérifie l’hypothèse (11.28). En particulier, lorsque g
tend vers l’infini, un exposant de distribution admissible pour le théorème 9.2 est

β = 1 + o(1)
12πg .

Démonstration. L’application α 7→ Kα étant clairement décroissante, il suffit de montrer
que le réel α défini par (11.32) vérifie l’hypothèse (11.23) pour en déduire que tout entier
m > 2α vérifie (11.28) (comme c3 < 4 et g > 2, nous avons bien α > 1). Ceci est
immédiat en utilisant les lemmes 11.4 et 11.5 et le corollaire est donc démontré.

Dans le chapitre 13, nous améliorerons les résultats obtenus de ce chapitre.





Chapitre 12

Preuve des Théorèmes

12.1 Cardinal de QN(x) et de QN(x, a, q)

Lemme 12.1. Soit N un entier. Pour tout pseudopalindrome x de taille N s’écrivant

x =
∑
k<N

xkg
k avec xN−1−k = xk,

nous avons

#QN (x) =
∑

k<N+1
2

xk#QN−2k (12.1)

et pour tout entier q premier avec g nous avons la majoration

max
a∈Z

∣∣∣#QN (x, a, q)− #QN (x)
q

∣∣∣ 6
∑

k<N+1
2

xk#QN−2kRN−2k(q) (12.2)

en ayant noté

RN (q) := 1
q

∑
0<l<q

∣∣∣GN( l
q

)∣∣∣.
Démonstration. Décomposons N = 2M + δ avec δ = 0 ou 1 de même parité que N et
traitons en détail le cas légèrement plus technique correspondant à δ = 1. Pour tout
0 6 k 6 M , nous notons

Xk :=
∑
j<k

xjΦN−1(j)

X̃k := xMg
M−k +

∑
k6j<M

xjΦN−1−2k(j − k)

de sorte que x = Xk + gkX̃k pour tout k : Xk est le bord du pseudopalindrome x obtenu
en remplaçant par des 0 les chiffres centraux ; X̃k est le milieu du pseudopalindrome x).
Avec ces notations, montrons la partition

QN (x) =
⊔

k<M+δ

(
Xk + gkQN−2k

(
xkg

N−1−2k)), (12.3)

101
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l’union étant disjointe.
Soit n un pseudopalindrome de N chiffres que nous décomposons en

n := nN−1ΦN−1(0) + gñ,

ñ étant un pseudopalindrome à N − 2 chiffres. Alors n est inférieur à x si et seulement
si

ou

 nN−1 < x0 et ñ est quelconque

n0 = x0 et ñ est inférieur à 1
g (x−X0)

si et seulement si

ou

 n ∈ X0 + g0QN (x0gN−1)

n0 = x0 et ñ est inférieur au pseudopalindrome X̃1.

Par récurrence décroissante, nous obtenons exactement la formule (12.3) à la M + δème

étape. Nous en déduisons en particulier la formule (12.1) en calculant le cardinal de
l’égalité (12.3).

Pour évaluer le nombre de pseudopalindromes divisibles par q, nous introduisons des
somme d’exponentielles, exactement comme nous l’avons déjà fait dans les démonstra-
tions des lemmes 11.3 et 11.12 :

#QN (x, a, q) =
∑

n∈QN (x)

1
q

∑
l<q

e
(
l
n− a
q

)
= 1

q

∑
l<q

e
(
− al

q

) ∑
n∈QN (x)

e
(nl
q

)
. (12.4)

Nous isolons le terme l = 0 qui fournit la partie principale :

#QN (x, a, q) = #QN (x)
q

+ 1
q

∑
0<l<q

e
(
− al

q

) ∑
n∈QN (x)

e
(nl
q

)
.

La décomposition (12.3) permet donc d’écrire pour tout entier a∣∣∣#QN (x, a, q)−#QN (x)
q

∣∣∣
6

1
q

∑
0<l<q

∑
k<M+δ

∣∣∣ ∑
n∈QN (xkgN−1−2k)

e
(
(Xk + gkn) l

q

)∣∣∣
6

1
q

∑
0<l<q

∑
k<M+δ

xk
∣∣∣ ∑
n∈QN−2k

e
(
gkn

l

q

)∣∣∣
6

∑
k<M+δ

1
q

∑
0<l<q

xk#QN−2k
∣∣∣GN−2k

(gkl
q

)∣∣∣ (12.5)

par définition de GN−2k. Par hypothèse, q est premier avec g, donc la multiplication par
gk est une bijection de (Z/qZ)\{0}. Le changement de variable l̃ = gkl fournit donc∣∣∣#QN (x, a, q)− #QN (x)

q

∣∣∣ 6
∑

k<M+δ
xk#QN−2k

1
q

∑
0<l̃<q

∣∣∣GN−2k
( l̃
q

)∣∣∣
ce qui termine la preuve du lemme.
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Corollaire 12.1. Soit N un entier. Pour tout nombre réel x, pour tout Ñ 6 1
2N et pour

tout ensemble d’entiers Q dont chaque élément est premier avec g, nous avons

∑
q∈Q

sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#QN (y, a, q)− #QN (y)
q

∣∣∣
�g #QN (x)g−Ñ#Q+ #QN (x) sup

N−2Ñ6M6N
M≡N mod 2

{
RM (Q)

}
(12.6)

en ayant noté

RN (Q) :=
∑
q∈Q

1
q

∑
0<l<q

∣∣∣GN( l
q

)∣∣∣.
Démonstration. Soit y 6 x. Quitte à remplacer y par le plus petit pseudopalindrome
supérieur à y, nous pouvons supposer que y est un pseudopalindrome. Distinguons la
méthode utilisée suivant la taille de y.

Si y > gN , alors QN (y, a, q) = QN (gN , a, q) puisque gN − 1 est le plus grand pseu-
dopalindrome de N chiffres.

Si y < gN , nous notons k l’entier minimal tel que y possède au moins N−2k chiffres.
Alors QN (y) = gkQN−2k(y/g2k). Les éléments de Q étant premiers avec g, nous avons

#QN (y, a, q) = #QN−2k(y/g2k, a′, q),

a′ étant défini par gka′ ≡ a mod q. Le résultat se déduit donc de l’estimation obtenue
pour N − 2k.

Pour chaque entier q ∈ Q, nous pouvons donc utiliser la majoration du lemme 12.1.
D’où, pour tout y 6 x,

max
a∈Z

∣∣∣#QN (y, a, q)− #QN (y)
q

∣∣∣ �g

∑
k<N+1

2

#QNg
−kRN−2k(q).

En sommant sur les entiers q de Q, nous obtenons

∑
q∈Q

sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#QN (y, a, q)− #QN (y)
q

∣∣∣ �g

∑
k<N+1

2

#QNg
−kRN−2k(Q).

Lorsque k > Ñ , nous utilisons la majoration triviale |RN−2k| 6 #Q. Ainsi,

∑
q∈Q

sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#QN (x, a, q)− #QN (x)
q

∣∣∣
�g #QN

∑
k>Ñ

g−k#Q+ #QN

∑
k6Ñ

g−k sup
N−2Ñ6M6N
M≡N mod 2

{
RM (Q)

}
.

Mais x possède N chiffres par hypothèse, ce qui implique #QN 6 g#QN (x) et termine
la démonstration.
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12.2 Termes d’erreurs de R(x, a, q) et Q(x, a, q)

Lemme 12.2. Si q est un entier premier avec g, alors pour tout x nous avons la majo-
ration

sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#R(y, a, q)− #R(y)
q

∣∣∣ 6 2 sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#Q(y, a, q)− #Q(y)
q

∣∣∣.
Démonstration. Un palindrome étant un pseudopalindrome ne se finissant pas par 0,
nous avons

R = Q\gQ. (12.7)

Donc

#R(y) = #Q(y)−#Q(y/g)

et en notant a′ un entier tel que ga′ ≡ a mod q,

#R(y, a, q) = #Q(y, a, q)−#Q(y/g, a′, q).

Si y 6 x, nous avons donc∣∣∣#R(y, a, q)− #R(y)
q

∣∣∣
6
∣∣∣#Q(y, a, q)− #Q(y)

q

∣∣∣+ ∣∣∣#Q(y/g, a′, q)− #Q(y/g)
q

∣∣∣
6 2 sup

z6x
max
b∈Z

∣∣∣#Q(z, b, q)− #Q(z)
q

∣∣∣.
En prenant la borne supérieure en a puis en y, nous trouvons exactement la majoration
du lemme.

12.3 Preuve du Théorème 9.1

Il suffit de réunir les résultats du corollaire 12.1 et du lemme 11.3 puisque

Q(x) =
⊔

M6N

QM (x) où N >
log x
log g .

Cela démontre donc le Théorème 9.1 pour Q. Le lemme 12.2 finit la démonstration.

12.4 Preuve du Théorème 9.2

Il suffit de réunir les résultats du corollaire 12.1 et du lemme 11.12 puisque

Q(x) =
⊔

M6N

QM (x) où N >
log x
log g .
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Cela démontre donc la première partie du Théorème 9.2 pour Q. Le lemme 12.2 finit la
démonstration de (9.7), c’est-à-dire l’existence d’un exposant β. En utilisant les lemmes
11.4 et 11.5, nous vérifions que l’entier m := 1

4βg vérifie l’hypothèse (11.28) du lemme
11.12 où βg est donné par

g 2 3 4 5 6 7 8 9 10

βg
1
68

1
180

1
144

1
236

1
220

1
308

1
288

1
380

1
368

Donc βg est un exposant de distribution. L’exposant β ∼ 1
6πg et les autres exposants βg

du Théorème 9.2 seront obtenu dans le corollaire 13.1.
Pour prouver que la fraction βg donnée par le tableau convient, il suffit donc juste

de vérifier que si nous posons m := 1
4βg , alors m > 3 est un entier qui réalise la condition

(11.28). Faisons le par exemple en détail pour g = 10. Pour cela, nous utilisons le lemme
11.4 et l’équation (3.35) plus précise que le lemme 11.5 pour majorer Km

3
. Ainsi,

Km
3

6 Mm
3

6
1
g

∑
− g2 6h6 g

2

(
1− h2

g2

)m
3
< 0.31622 < 10−

1
2 .

Nous pouvons donc choisir

β := − logKm/3
2m log g > − log 0.31622

2 · 46 log 10 > 0.0027174,

ce qui démontre le corollaire pour g = 10.
Si g est quelconque, nous utilisons directement la majoration du lemme 11.5 pour

majorer Km
3
. Nous devons donc trouver un entier m > 3 tel que

1
g

+
√

3π
mc3

6

√
1
g

i.e. m >
3πg
c3

(
1− g− 1

2
)−2

et nous pouvons alors choisir l’exposant β = 1
4m . Le choix du plus petit entier supérieur

à 3πg
c3

(
1− g− 1

2
)−2 pour m termine donc la preuve.

12.5 Préparation au crible

Nous établissons dans ce paragraphe une variante du Théorème 9.2 plus adaptée
aux méthodes de cribles : le lemme 12.6. Nous avons besoin d’étudier la répartition des
palindromes ayant des facteurs en commun avec

g3 − g = (g − 1)g(g + 1).

Comme nous le verrons, les diviseurs impairs de g2 − 1 ne sont pas un vrai problème
(quitte à distinguer l’étude de R0 et celle de R1), mais il en va tout autrement des
diviseurs de 2g : par exemple, si qg | g, quand le premier chiffre x0 de x n’est pas un
multiple de qg, il n’y a aucun pseudopalindrome divisible par qg ayant x0 pour premier
chiffre.

Plutôt que d’étudier de nombreux cas différents, nous simplifions le résultat en rem-
plaçant l’étude des palindromes par celle de R̃, défini dans le lemme 12.4.
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Lemme 12.3. Supposons g impair. Tout élément de R0 est pair. Tout élément de R1

est de même parité que son chiffre médian.

Démonstration. Montrons que ΦN (j) est pair pour tout j 6 N :

ΦN (j) ≡ 1j + 1N−j ≡ 0 mod 2.

Le lemme s’en déduit immédiatement.

Lemme 12.4. Posons

R̃0 :=
{
n ∈ R0, (n, g) = 1

}
,

R̃1 :=
{
n ∈ R1, (n, 2g) = 1

}
,

R̃ := R0 ∪R1.

Alors

#R̃0(x) �g #R(x) et #R̃1(x) �g #R(x).

Démonstration. En utilisant la décomposition (9.1), il suffit de prouver qu’uniformément
sur N , nous avons

#R̃N �g
φ(g)
g

#RN , (12.8)

en ayant noté R̃N les éléments de R̃ dont l’écriture dans la base g possède exactement
N chiffres.

Supposons N pair. Soit n ∈ RN que nous décomposons en

n = n0ΦN−1(0) + gñ, avec ñ ∈ QN−2.

Alors

(n, g) = 1 ⇐⇒ (n0, g) = 1.

Il existe donc exactement φ(g) choix possibles pour n0 et les autres chiffres de n peuvent
être choisis arbitrairement, ce qui prouve (12.8).

Supposons N impair et notons M := N−1
2 . Soit n ∈ RN que nous décomposons en

n = n0ΦN−1(0) + gñ+ nMg
M ,

où ñ est un élément de QN−2 dont le chiffre médian est 0. En utilisant le lemme 12.3,
nous avons alors

(n, 2g) = 1 ⇐⇒ (n0, g) = 1 et (nM , 2) = 1.

Il existe donc exactement φ(g) choix possibles pour n0,
⌈
g−1

2

⌉
choix pour nM et les autres

chiffres de n peuvent être choisis arbitrairement, ce qui prouve (12.8).
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Lemme 12.5. Soit r = l
q une fraction irréductible telle que q possède un facteur commun

q1 > 3 avec g − 1. Pour tout entier j 6 N ,

‖ΦN (j)r‖ >
1
q
.

Soit r = l
q une fraction irréductible telle que q possède un facteur commun q1 > 3 avec

g + 1. Si N est pair, pour tout entier j 6 N ,

‖φ+
N

(j)r‖ >
1
q
.

Démonstration. Pour la première minoration, réduisons φ+
N

(j) modulo g − 1 :

ΦN (j) ≡ 1j + 1N−j ≡ 2 mod g − 1.

Comme q1 | g − 1, nous avons donc

ΦN (j) ≡ 2 mod q1.

L’hypothèse q1 > 3 assure donc ΦN (j) 6= 0 mod q1. Mais q1 | q, donc ΦN (j)r /∈ Z
puisque r = l

q est irréductible. La fraction ΦN (j)r /∈ Z étant de dénominateur au plus
q, nous avons bien

∥∥ΦN (j)r
∥∥ > 1

q .
Pour la seconde minoration, nous procédons exactement de la même façon après avoir

remarqué que

ΦN (j) ≡ (−1)j + (−1)N−j mod g + 1
≡ (−1)j

(
1 + (−1)N

)
mod g + 1

≡ (−1)j2 mod g + 1

puisque N est pair.

Lemme 12.6. Il existe deux fonctions multiplicatives ρ0 et ρ1 telles que

ρ0(p) =


1 si (p, g(g + 1)) = 1

0 si p | g
p si p | g + 1

et ρ1(p) =

1 si (p, 2g) = 1

0 si p | 2g

et si β est l’exposant obtenu dans la preuve du Théorème 9.2, alors

∑
q<xβ−ε

µ2(q)=1

∣∣∣#R̃k(x, 0, q)− ρk(q)
q

#R̃k(x)
∣∣∣ �g,β,ε,A

#R̃k(x)
logA x

. (12.9)

Démonstration. Traitons le cas particulier légèrement plus technique où g est impair (si
g est pair, la module 2 est exclu directement puisque nous avons remplacé l’étude de R

par celle de R̃) et où k = 0 (si k = 1, nous traitons les diviseurs de g + 1 exactement
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comme nous traitons ici ceux de g− 1). Si q est un entier premier avec g et sans facteur
carré, nous définissons q0 et q′ par

q := q0q
′, (12.10)

q0 | g2 − 1, (g2 − 1, q′) = 1,

ces conditions déterminant q0 et q′ de façon unique. Nous décomposons ensuite q0 en

q0 := qg−1qg+1, (12.11)
qg−1 | g − 1, qg+1 | g + 1, (qg−1, 2) = 1,

ces conditions déterminant qg−1 et qg+1 de façon unique.
Tout d’abord, nous montrons que nous pouvons nous restreindre à l’étude des pseu-

dopalindromes en adaptant la preuve du lemme 12.2. Comme

R̃N =
⊔

(d,g)=1

(
dΦN−1(0) + gQN−2

)
,

pour tout y ∈ R̃N que nous décomposons en y = y0ΦN−1(0) + gỹ avec ỹ ∈ QN−2,

#R̃N (y) =
∑

(d,g)=1
d<y0

#QN−2 + #QN−2(ỹ)

et, en notant g′ un inverse de g modulo q,

#R̃N (y, a, q) =
∑

(d,g)=1
d<y0

#QN−2(∞, a− dΦN−1(0)g′, q)

+ #QN−2(ỹ, a− y0ΦN−1(0)g′, q).

Comme dans la preuve du lemme 12.2, nous en déduisons

sup
y6x

max
a∈Z

∣∣∣#R̃N (y, a, q)− ρ0(q)
q

#R̃N (y)
∣∣∣

6 φ(g) sup
z6x

max
b∈Z

∣∣∣#QN−2(z, b, q)− ρ0(q)
q

#QN−2(z)
∣∣∣. (12.12)

Nous adaptons la preuve du lemme 12.1 en intégrant dans le terme général tous les
diviseurs de g+1 puisque les lemmes 12.5 et 12.3 nous assurent qu’ils sont tous divisibles
par qg+1 : le théorème chinois permet de remplacer l’équation (12.4) par

#QN (x, 0, q) = 1
q

∑
lg+1<qg+1

∑
l<qg−1q′

∑
n∈QN (x)

e
(nlg+1
qg+1

+ nl

qg−1q′

)
= qg+1

q

∑
l<qg−1q′

∑
n∈QN (x)

e
( nl

qg−1q′

)
.

En reprenant la démonstration du lemme 12.1, nous obtenons alors∣∣∣#QN (x, 0, q)− ρ0(q)
q

#QN (x)
∣∣∣ 6

∑
j<N+1

2

xj#QN−2jRN−2j(qg−1q
′) (12.13)
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avec les même notations que dans le lemme 12.1 :

RN (d) := 1
d

∑
0<l<d

∣∣∣GN( l
d

)∣∣∣.
Il nous suffit donc de montrer que les majorations obtenues pour RN (q) lorsque q est
un entier premier avec g3 − g, restent valables lorsque nous supposons seulement que q
est premier avec g2 + g et sans facteur carré. Comme (qg−1, q′) = 1, le théorème chinois
permet d’écrire

RN (q) := 1
q

∑
0<lg−1<qg−1

∣∣∣GN( lg−1
qg−1

)∣∣∣+ 1
q

∑
lg−1<qg−1

∑
0<l′<q′

∣∣∣GN( lg−1
qg−1

+ l′

q′

)∣∣∣
=: Sg−1 + S ′,

disons.
Commençons par majorer S ′, le terme correspondant à l′ 6= 0. Nous utilisons le

lemme 10.2 ce qui permet de faire disparaître la fraction lg−1
qg−1

puisque q0 | g2 − 1 :

∣∣∣GN( lg−1
qg−1

+ l′

q′

)∣∣∣ 6
∣∣∣GN−1

2

(
(g2 − 1)

( lg−1
qg−1

+ l′

q′
))∣∣∣ 1

3 =
∣∣∣GN−1

2

(
(g2 − 1) l

′

q′

)∣∣∣ 1
3
.

Le changement de variable l = (g2−1)l′ laisse invariant modulo q′ l’ensemble {0 < l′ < q′}
puisque (g2 − 1, q′) = 1. Donc

S ′ 6
qg−1
q

∑
0<l′<q′

∣∣∣GN−1
2

(
(g2 − 1) l

′

q′

)∣∣∣ 1
3 = 1

q′

∑
0<l′<q′

∣∣∣GN−1
2

( l′
q′

)∣∣∣ 1
3
.

Nous pouvons utiliser maintenant les majorations du lemme 11.11 et terminer la majo-
ration de S ′ comme nous avons prouvé le Théorème 9.2.

Comme qg−1 est impair, nous pouvons utiliser le lemme 12.5 pour évaluer Sg−1. La
factorisation (10.2) fournit pour 0 < lg−1 < qg−1∣∣∣GN( lg−1

qg−1

)∣∣∣ �g

(
1− 1

qg−1

)N
,

ce qui est suffisant pour terminer la preuve du lemme.

12.6 Preuve du Théorème 9.3

Démonstration du théorème 9.3. Commençons par nous souvenir que tout élément de
R0 est divisible par g+1 donc n’aura aucune chance de vérifier le résultat du Théorème.
Nous allons donc travailler uniquement avec les éléments de R1 et en réalité seulement
avec ceux de R̃1 puisque les éléments de R1\R̃1 sont exactement ceux possédant un
facteur commun avec 2g, donc en particulier, un petit facteur premier.

Soit ε > 0 fixé. Si z est assez grand (par exemple dès que z > g + 1), alors

#
{
n ∈ R(x), P−(n) > z

}
= #

{
n ∈ R1(x), P−(n) > z

}
= #

{
n ∈ R̃1(x), P−(n) > z

}
.
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Nous appliquons le crible linéaire tel qu’énoncé dans le corollaire 7.1 avec la famille
A := R̃1, X := #R̃1, s := 2 + ε, R assez grand, par exemple R := 4 log2(z). Ainsi, si z
est assez grand,

#
{
n ∈ R1(x), P−(n) > z

}
> #R̃1 ∏

p<z

(
1− ρ1(p)

p

)
f(2 + ε)

(
1 +O

(
log−

1
3 z
))

−
∑

q<z2+ε

µ2(q)=1

∣∣∣#R̃1(x, 0, q)− ρ1(q)
q

#R̃1(x)
∣∣∣

Le lemme 12.4 permet de remplacer dans le membre de gauche le facteur #R̃1(x) par
#R1(x), la formule de Mertens permet de minorer le produit restant par Og

(
log−1 z

)
et le lemme 12.6 de montrer que le terme d’erreur est négligeable puisque que

z2+ε < x(2+ε)( 1
2β−ε) < xβ−ε,

ce qui montre que

#
{
n ∈ R(x), P−(n) > z

} � #R1(x)
log z � #R(x)

log z . (12.14)

Le théorème 9.3 est donc prouvé.

12.7 Optimalité de l’identité (9.6)

Nous pouvons nous demander s’il ne serait pas possible d’utiliser une autre identité
que (9.6) dans laquelle les facteurs de g − 1 ne sont pas artificiellement exclus. Nous
allons démontrer que c’est effectivement impossible.

Soit (Pj)j6J une famille de polynômes telle qu’il existe un polynôme P vérifiant
l’identité ∑

j6J

Pj(g)ΦN (k + j) = P (g)gk.

En identifiant à gauche et à droite de l’égalité les coefficients dépendant de N et ceux
n’en dépendant pas, nous devons donc avoir∑

j6J

gJ−jPj(g) = 0 et
∑
j6J

gjPj(g) = P (g).

En calculant PJ(g) à l’aide de la relation linéaire, nous avons

gJPJ(g) = −
∑
j<J

g2J−jPj(g).

En reportant cette estimation dans la seconde égalité, nous trouvons∑
j<J

(
gj − g2J−j)Pj(g) = P (g). (12.15)

Le membre de gauche de (12.15) s’annulant pour g = 1 et g = −1, le polynôme P (g) est
divisible par g2 − 1. La relation (9.6) est donc optimale.
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12.8 Palindromes premiers et presque premiers : preuve
des corollaires 9.1 et 9.2

Pour le corollaire 9.1, nous utilisons le théorème 9.3 avec (par exemple)

z := x
β
3 .

Si n < x est un nombre premier, alors n vérifie l’une des deux propriétés

n < z ou P−(n) > z.

Nous donc avons la majoration

#
{
n ∈ R(x), n premier

}
6 z + #

{
n ∈ R(x), P−(n) > z

}
�g z + #R(x)

log z .

z est absorbé par le second terme puisque β
3 <

1
2 , donc

#
{
n ∈ R(x), n premier

} �g
#R(x)
log x ,

ce qui termine la preuve du corollaire 9.1.
Pour le corollaire 9.2, il suffit de remarquer que les conditions n < x et P−(n) > z

impliquent la majoration Ω(n) < log x
log z .

12.9 Palindromes friables : preuve du corollaire 9.3

Nous allons montrer un théorème plus précis que le corollaire 9.3 :

Théorème 12.1. Soit β 6 1
2 un exposant de répartition pour les palindromes. Pour tout

α > 1− β, il existe une proportion positive de palindromes xα friables.

Démonstration. Nous reprenons la même démonstration que celle faite pour la recherche
d’entiers ellipséphiques friables. Soit 0 < β 6 1

2 un exposant de répartition. Soit ε > 0
assez petit et choisissons

α := 1− β + 2ε et y := xα

Introduisons trois paramètres supplémentaires v, w et z définis par

w := xβ−ε, v := xβ−2ε et z := xε.

Si ε > 0 est assez petit, nous avons alors

z > xε, v > z log z, w

v
> xε, w 6 xβ−ε

et comme β 6 1
2 , nous avons aussi

y > w et y >
x

v
.
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Nous avons alors

Ψ(x, y) > #
{
n ∈ R(x) / ∃ k|n, v < k 6 w, P−(k) > z

}
.

Nous utilisons de nouveau la fonction multiplicative uz(·) définie par

uz(k) :=

1 si P−(k) > z,

0 sinon
(12.16)

et Uz(x) sa fonction sommatoire, comme dans (6.4) :

Uz(x) :=
∑
k<x

uz(k).

Nous utilisons de nouveau la majoration (6.5) pour obtenir

Ψ(x, y) >
∑

n∈R(x)
2−

logn
log z

∑
v<k6w
k|n

uz(k)

> 2−
log x
log z

∑
v<k6w

uz(k)
∑

n∈R(x,0,k)
1

> 2−
log x
log z

∑
v<k6w

uz(k)
k

#R(x)− 2−
log x
log z

∑
v<k6w

uz(k)
∣∣∣#R(x, 0, k)− #R(x)

k

∣∣∣.
Si z est assez grand (dès que z > r̃ := r3 − r par exemple), l’équation (6.7) fournit la
minoration

Ψ(x, y) > 2−
log x
log z

1
2

log w
v

log z #WD(x)
(
1 +O

( 1
log z + 1

log w
v

))
− 2−

log x
log z

∑
k6w

(k,r̃)=1

∣∣∣#R(x, 0, k)− #R(x)
k

∣∣∣.
Comme w 6 xβ−ε, la somme est évaluable à l’aide du théorème 9.2. Donc

Ψ(x, y) �ε #R(x),

ce qui termine la preuve.



Chapitre 13

Amélioration de l’exposant de
distribution : moyennes
quadratiques de
pseudopalindromes

Dans ce chapitre, nous améliorons l’exposant β trouvé au chapitre 12.4 en remarquant
que le milieu d’un palindrome reste un palindrome. Nous introduisons un paramètre
0 < η < 1 et nous posons alors B(x) le produit des facteurs du bord de GN (x)

B(x) :=
∏

k<(1−η)N
U
(
ΦN−1(k)x

)
(13.1)

et C(x) le produit des facteurs centraux de GN (x)

C(x) :=
∏

(1−η)N6k6N
2

U
(
ΦN−1(k)x

)
. (13.2)

Lemme 13.1. Soit c3 une constante admissible pour le lemme 10.2. Pour tout entier m
et tout réel η ∈ [0, 1], il existe un entier K tel que pour tout réel x,∣∣GN (x)

∣∣ 6
∣∣GηN(gKx)∣∣ · ∣∣G (1−η)N−1

2

(
(g2 − 1)x

)∣∣ 1
3

En particulier, si R est un ensemble de points de [0, 1[ sans répétition et stable par les
multiplications par g2 − 1 et g, alors

∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

(∑
r∈R

∣∣GηN (r)
∣∣2 ∑
r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣ 2m

3
) 1

2
,

avec µ := (1−η)N−1
2m .

Démonstration. Nous utilisons la factorisation (10.2) pour obtenir

|GN (x)| 6 |C(x)| |B(x)| .

113
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Nous majorons le terme du bord B(x) de la même façon que dans le lemme 10.2. Ainsi

|B(x)| 6
∣∣∣∣G (1−η)N−1

2

(
(g2 − 1)x

)∣∣∣∣ 1
3
.

Pour le facteurs C(x), nous pouvons suivre la démarche inverse de la démonstration du
lemme 10.1 et nous reconnaissons donc que

C(x) = GηN
(
gKx

)
,

K étant le plus grand entier inférieur à (1−η)N
2 , ce qui termine la démonstration de la

majoration de GN .
Pour prouver le second point, nous commençons par utiliser l’inéglité de Cauchy-

Schwarz
∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ 6

(∑
r∈R

∣∣GηN (gKr)
∣∣2 ∑
r∈R

∣∣G (1−η)N−1
2

(
(g2 − 1)r

)∣∣ 2
3
) 1

2
.

Dans la première somme, nous effectuons le changement de variable r′ = gKr. Nous
majorons la seconde somme en suivant exactement la même démarche que dans la preuve
du lemme 10.3.

Lemme 13.2. Soit α un entier pair. Uniformément pour tout µ assez grand et pour
tout ensemble R de points de [ δ2 , 1 − δ

2 ] qui est δ bien espacé et stable modulo 1 par la
multiplication par g, nous avons∑

r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣α �g,α,ε δ−1(Kα + ε

)µ + δ
−1− log(Kα+ε)

log g .

Pour α = 2, nous avons la majoration∑
r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣2 �g δ−1g−

µ
2 + δ−

1
2 .

Démonstration. Soit ν 6 µ tel que dνe et dµe sont de même parité. Pour K =
⌊
µ−ν

2

⌋
et

pour tout réel x, nous avons
∣∣Gµ(x)

∣∣ 6
∏
k<µ

2

U
(
Φµ−1(k)x

)
6

∏
K 6 k<µ

2

U
(
Φµ−1(k)x

)
6
∣∣Gν(gKx)

∣∣.
La multiplication par g laissant R invariant, nous en déduisons la majoration∑

r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣α 6

∑
r∈R

∣∣Gν(r)
∣∣α. (13.3)

Nous majorons cette somme exactement comme nous l’avons fait dans le lemme 11.10.
Le lemme A.1 de Sobolev-Gallagher fournit donc la majoration∑

r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣α 6 δ−1∥∥Gνα∥∥1

+
∥∥(Gνα)′∥∥1

.
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La même technique que celle déjà développée dans la preuve du lemme 11.10 donne alors∑
r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣α �g,α,ε

(
δ−1 + gν

)(
Kα + ε)ν ,

par définition de Kα (la dérivée se majorant bien ainsi car α est un entier pair). Nous
optimisons notre paramètre ν en choisissant

ν := min
{
µ, − log δ

log g
}

ou min
{
µ, − log δ

log g
}
− 1

pour avoir dνe et dµe de même parité. Ainsi,∑
r∈R

∣∣Gµ(r)
∣∣α �g,α,ε δ−1(Kα + ε

)µ + δ−1(Kα + ε
)− log δ

log g ,

ce qui termine la preuve de la première majoration. Le cas α = 2 s’en déduit immédia-
tement puisqu’il est clair que∥∥Gµ2∥∥

1
�g g−

µ
2 et

∥∥(Gµ2)′∥∥
1
�g g

µ
2 .

La majoration est donc vraie pour ε = 0 avec K2 = g−
1
2 .

Lemme 13.3. Soient m > 2 un entier et ε > 0. Uniformément pour tout N assez grand
et pour tout ensemble R de points de

[
δ
2 , 1− δ

2
]
vérifiant l’hypothèse (Hδ), nous avons la

majoration ∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ �g,m,ε

(
δ−

1
2 g−

N
8m+4 + δ−

1
4
)
δ−

1
2
(Kα + ε

) N
4m+2 , (13.4)

en ayant noté α := 2m
3 .

Démonstration. En réunissant les majorations des lemmes 13.1 et 13.2, nous obtenons
pour tout choix de η ∈ [0, 1] et tout entier m > 2,∑

r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ �g,m,ε

(
δ−

1
2 g−

ηN
4 + δ−

1
4
)(
δ−

1
2
(Kα + ε

)µ
2 + δ

− 1
2−

log(Kα+ε)
2 log g

)
en ayant noté

α := 2m
3 et µ := 1−η

2m N. (13.5)

Comme m > 2, nous avons bien α > 1 et la majoration est donc licite. Nous optimisons
notre paramètre η en choisissant

η := 1
2m+ 1 de sorte que µ = ηN. (13.6)

Donc ∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣ �g,m,ε

(
δ−

1
2 g−

ηN
4 + δ−

1
4
)
δ−

1
2
(Kα + ε

)µ
2 ,

ce qui démontre la majoration annoncée.
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Lemme 13.4. Soient m > 2 un entier et ε > 0. Il existe une constante c8 > 0 telle
qu’uniformément pour Q et N assez grand, nous avons la majoration

∑
q<Q

(q,g3−g)=1

∑
0<l<q

∣∣GN( lq )∣∣ �g,m,ε Q2g−
N

8m+4
(Kα + ε

) N
4m+2

+Q
3
2
(Kα + ε

) N
4m+2 +Qe−c8

√
N , (13.7)

en ayant noté α := 2m
3 .

Démonstration. Nous suivons la même démonstration que celle du lemme 11.11. Nous
commençons par rendre les fractions irréductibles en isolant leur facteur commun d.
Ainsi, pour le même choix du paramètre

D := gQ exp
(− c7

√
N
)

que dans le lemme 11.11, nous avons la majoration∑
q<Q

(q,g3−g)=1

∑
0<l<q

∣∣GN( lq )∣∣ 6
∑
d<D

∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣+ ∑

D6d<Q

∑
r∈R

∣∣GN (r)
∣∣

pour l’ensemble

R :=
{
l
q , q <

Q
q , (l, q) = 1, (q, g3 − g) = 1

}
qui vérifie l’hypothèse (Hδ) pour δ =

(Q
d

)−2. Lorsque d > D, nous utilisons la même
majoration que dans le lemme 11.11. Lorsque d < D, nous utilisons la majoration du
lemme 13.3. Ainsi,

∑
q<Q

(q,g3−g)=1

∑
0<l<q

∣∣GN( lq )∣∣ �g,m,ε

∑
d<D

(Q
d

)2
g−

N
8m+4

(Kα + ε
) N

4m+2

+
∑
d<D

(Q
d

) 3
2
(Kα + ε

) N
4m+2 +

∑
D6d<Q

e−c8
√
N .

En évaluant ces séries, nous avons donc

∑
q<Q

(q,g3−g)=1

∑
0<l<q

∣∣GN( lq )∣∣
�g,m,ε Q2g−

N
8m+4

(Kα + ε
) N

4m+2 +Q
3
2
(Kα + ε

) N
4m+2 +Qe−c8

√
N .

ce qui termine la preuve.

Corollaire 13.1. Si m > 2 est un entier tel que

K 2m
3

< g−
1
2 . (13.8)
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Alors

β :=
(1

2 −
logK2m/3

log g
) 1

4m+ 2 >
1

4m+ 2 .

est un exposant de distribution admissible pour R. Pour toute base g, il existe donc un
exposant de distribution admissible β > βg, où βg est donné par le tableau

g 2 3 4 5 6 7 8 9 10

βg
1
38

1
98

1
74

1
122

1
114

1
158

1
150

1
194

1
186

et lorsque g est assez grand,

β = 1 + o(1)
6πg .

Démonstration. L’exposant β se déduit du lemme 13.4 exactement comme nous avons
trouvé le premier exposant de distribution.

Corollaire 13.2. Pour g = 2, il existe un exposant de distribution

β > 0.03356 >
1
30 .

Pour g = 3, il existe un exposant de distribution

β > 0.01065 >
1
94 .

Démonstration. Pour g = 2, nous choisissons m = 7 dans le corollaire 13.1 puis nous
majorons Kα grâce au lemme 11.6. Pour g = 3, nous choisissons m = 23. En notant
α := 2m

3 , nous avons,

pour g = 2 : Kα 6 M5
α < 0.703763 < 2−

1
2 ,

pour g = 3 : Kα 6 M2
α < 0.576562 < 3−

1
2 .

l’hypothèse du corollaire 13.1 est vérifiée, ce qui termine la preuve.

Remarque 13.1. Pour g = 2, nous avons choisi k = 5 pour la majoration Kα 6Mk
α du

lemme 11.6, car c’est le plus petit entier permettant de choisir m = 7 dans le corollaire
13.1. Le nombre de termes à sommer dans la définition de Mk

α étant proportionnel à
gk, les calculs dépassent très vite les capacités des machines actuelles, même s’ils sont
réalisables en valeur exacte (Mk

α ne fait intervenir que des nombres algébriques de degré
au plus k). Il est à noter qu’il est impossible d’utiliser la valeur m = 6 dans le corollaire
13.1 même pour des entiers k beaucoup plus grand.





Annexe A

Le lemme de Sobolev-Gallagher

Lemme A.1. Soient δ > 0, R un ensemble δ-bien espacé de points de
[
δ
2 , 1 − δ

2
]
et f

une fonction admettant une dérivée continue sur [0, 1]. Alors
∑
x∈R

|f(x)| 6 δ−1∥∥f∥∥
1

+ 1
2
∥∥f ′∥∥

1
.

Démonstration. Soit φ : [0, 1] → C, une fonction possédant une dérivée continue sur
]0, 1[. En évaluant chaque intégrale à l’aide d’une intégration par parties, nous avons
l’identité∫ 1

1
2

(t− 1)φ′(t)dt+
∫ 1

2

0
tφ′(t)dt =

[
(t− 1)φ(t)

]1
1
2

+
[
tφ(t)

] 1
2

0
−
∫ 1

0
φ(t)dt

= φ
(1
2
)− ∫ 1

0
φ(t)dt.

Donc ∣∣∣∣φ(1
2
)∣∣∣∣ 6

∫ 1

0
|φ(t)|dt+ 1

2

∫ 1

0

∣∣φ′(t)∣∣ dt. (A.1)

Pour chaque point x de R, nous appliquons pour la fonction φ(t) := f(x+ tδ − δ
2) cette

inégalité. Nous obtenons les majorations

|f(x)| 6
∫ 1

0

∣∣∣∣f(x+ t
δ

2 −
δ

2)
∣∣∣∣ dt+ 1

2

∫ 1

0

δ

2

∣∣∣∣f ′(x+ t
δ

2 −
δ

2)
∣∣∣∣ dt

6 δ−1
∫ x+ δ

2

x− δ2
|f(t)| dt+ 1

2

∫ x+ δ
2

x− δ2

∣∣f ′(t)∣∣ dt.
Donc, en sommant sur les points x de R,

∑
x∈R

|f(x)| 6 δ−1 ∑
x∈R

∫ x+ δ
2

x− δ2
|f(t)| dt+ 1

2
∑
x∈R

∫ x+ δ
2

x− δ2

∣∣f ′(t)∣∣ dt.
L’ensemble R étant δ-bien espacé dans [ δ2 , 1− δ

2 ], les plages de sommation des différentes
intégrales sont disjointes et contenues dans [0, 1]. Le lemme s’en déduit donc immédia-
tement.
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Résumé

P
our une base fixée, les entiers ellipséphiques (c’est-à-dire les entiers dont l’écriture
n’utilise que certains chiffres) et les palindromes forment des sous ensembles éparses des
entiers, ensembles définis par des conditions digitales. Nous étudions si ces ensembles

ont des propriétés multiplicatives similaires à celles des entiers.
Nous évaluons d’abord les grands moments de la série génératrice des entiers ellipséphiques.

Comme application, nous en déduisons l’existence d’un 0 < c < 1 tel que pour tout entier k,
une infinité d’entiers ellipséphiques n possédant un diviseur pk de l’ordre de nc, p désignant un
nombre premier. De plus, le nombre de tels entiers est de l’ordre de grandeur attendu.

Nous établissons ensuite un résultat de crible où les modules possédant un nombre anormale-
ment grand de diviseurs sont écartés du terme d’erreur. Nous en déduisons l’existence d’une
proportion positive d’entiers ellipséphiques friables c’est-à-dire possédant tous leurs facteurs pre-
miers majorés par nc, pour une constante c < 1 fixée.

Nous montrons enfin à l’aide de techniques élémentaires comment réduire l’étude de la série
génératrice des palindromes à une série proche de celle des entiers ellipséphiques ce qui permet
d’étudier la répartition des palindromes dans les progressions arithmétiques et ainsi d’obtenir
une majoration de l’ordre de grandeur attendu du nombre de palindromes premiers. Nous en
déduisons en particulier l’existence d’une infinité de palindromes possédant en base 10 au plus
372 facteurs premiers (comptés avec multiplicité).

Mots-Clefs
conditions digitales, nombres ellipséphiques, palindromes, nombres (presque) premiers, entiers
friables, méthodes de crible, exposant de répartition, somme d’exponentielles, série génératrice,
inégalité de Sobolev-Gallagher.

Summary

N
umbers with missing digits and palindromic numbers (with respect to a fixed basis) are
subset of the integers. This subsets are defined by digital conditions and are scattered.
We study if this sets have multiplicative properties similar to those of the integers.

Firstly, we evaluate the high moments of the generating series of numbers with missing digits.
As a application, we show that there is a 0 < c < 1 such that for all integer k, the integers n with
missing digits which have a factor pk with pk ∼ nc and p a prime, are innumerable. Moreover
the number of such integers has the expected size.

Secondly, we establish a result of sieve where the modules with an abnormally large number
of divisors are expelled of the error term. We deduce consequently the existence of a positive
proportion of numbers with missing digits which have no large prime factors.

Thirdly, using elementary methods, we show how to reduce the study of the generating series
of the palindromes to a series close to that of the numbers with missing digits. This makes
possible to study their repartition in the arithmetical progressions and thus to obtain an upper
bound for the palindromic primes. We deduce in particular that the palindromes with at most
372 prime factors in basis 10 are endless.

Keywords
number with missing digits, palindrome, (nearly) primes, numbers with small prime factors,
sieves, exponent of distribution, exponentials sum, generating series, Sobolev-Gallagher’s in-
equality.
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