N

N

Diagramme de Voronoi généralisé pour un ensemble de
polygones: algorithmes, réalisation et application en
analyse de formes
Hai-Tao Hu

» To cite this version:

Hai-Tao Hu. Diagramme de Voronoi généralisé pour un ensemble de polygones: algorithmes, réali-
sation et application en analyse de formes. Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier -
Grenoble I, 1991. Frangais. NNT: . tel-00339655

HAL Id: tel-00339655
https://theses.hal.science/tel-00339655
Submitted on 18 Nov 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00339655
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE
présentée par
Hai-Tao HU

POUR OBTENIR LE TITRE DE
DOCTEUR
DE L’UNIVERSITE JOSEPH FOURIER - GRENOBLE 1

(Arrété ministériel du 23 novembre 1988)

Spécialité : MATHEMATIQUES APPLIQUEES

Diagramme de Voronoi Généralisé
Pour un Ensemble de Polygones

algorithmes, réalisation et application en analyse de formes

Soutenue le 1 Juillet 1991
devant le jury composé de :

MM. Pierre-Jean  LAURENT Président
Bernard LACOLLE Rapporteur
Francis SCHMITT Rapporteur
Jean-Marc CHASSERY Examinateur
Bernard PEROCHE Examinateur

Thése préparée au sein du laboratoire TIM3-IMAG






Remerciements

Je tiens a remercier vivement

Monsieur Jean-Marc Chassery, le directeur de cette thése, pour la grande confiance qu’il
m’a accordée tout au long des trois années pendant lesquelles j’ai travaillé a cette thése, pour
m’avoir fait découvrir les joies de la géométrie algorithmique, pour 1’aide précieuse qu’il m’a
apportée dans tous les aspects, ainsi que pour les corrections de fond et de syntaxe de ma these.

Monsieur Pierre-Jean Laurent, pour I’honneur qu’il m’a fait en acceptant la présidence du

jury de la soutenance de cette these.

Monsieur Bernard Lacolle et Monsieur Francis Schmitt, qui ont accepté d’€tre les
rapporteurs de ma thése. Je les remercie particuliérement pour la lecture attentive qu’ils ont faite
de ce mémoire, ainsi que pour leurs conseils et critiques.

Monsieur Bernard Péroche, qui a accepté de participer au jury.

Je remercie également 2 tous ceux que je ne pourrais pas citer ici qui m’ont aidé au sein de
I’Equipe de Reconnaissance des Formes et Microscopie Quantitative du laboratoire TIM3-
IMAG.

Je remercie aussi tous mes amis, pour leurs soutiens et aides variés.






A ma femme Zhen REN

BMERFENET HE






Résumé

Ce mémoire présente les problémes théoriques et pratiques en vue de la réalisation du
diagramme de Voronoi généralisé (DVG) pour un ensemble de polygones en métrique
euclidienne. Sur la base d’une idée de construction en multi-échelles, le DVG basé sur les objets
(polygones) est obtenu d’aprés le DVG basé sur les éléments (segments, sommets) ; le DVG
basé sur les éléments est composé du DVG pour I’intérieur et du DVG pour I’extérieur des

polygones.

Pour construire le DVG de I’intérieur d’un polygone, nous avons modifié 1’algorithme de Lee
[LEE 82a] pour lequel des contre-exemples ont été rencontrés. A partir du concept de visibilité,
nous proposons une condition correcte d’arrét du processus de la fusion de deux DVGs de

chaines.

Pour construire le DVG de I’extérieur d’un ensemble de K polygones, nous avons implémenté
un algorithme d’incrémentation combinée avec “Divide-and-Conquer” dans le cas le plus
défavorable en O(Zfil n; log n; + Zl,f=2 Ef;lni) ol n; est le nombre des éléments du i-&éme
polygone. Une approche de calcul d’un séparateur en temps linéaire & chaque étape
d’incrémentation est proposée. Cette approche constitue la clé de nos algorithmes. Afin de
construire efficacement le séparateur, nous avons aussi propos€ un algorithme pour trouver en
méme temps 1’enveloppe convexe et I’information d’inclusion de deux polygones convexes

d’intersection simple.

En développant a priori la forme d’un séparateur et en déterminant le nombre des branches
(courbes connexes) du séparateur, nous proposons une solution en temps lin€aire pour la
construction semi-dynamique qui réalise une insertion aléatoire d’un polygone convexe dans un

DVG en construction évolutive.

Un exemple des applications du DVG est ainsi présenté. Nous montrons que les squelettes
continus de formes polygonales, en analyse de formes, sont des caractéristiques inhérentes au
DVG. D’une part, les axes médians des formes sont un sous-diagramme du DVG a I’échelle
d’éléments pour I’intérieur des formes. D’autre part, les exosquelettes des formes sont aussi un
sous-diagramme du DVG de I’extérieur des formes a I’échelle d’éléments, et le SKIZ de formes
est identique au graphe du DVG basé sur les objets des formes polygonales.

Mots clés : Géométrie Algorithmique, Diagramme de Voronoi généralisé, Divide-and-
Conquer, Incrémentation, Complexité, Enveloppe convexe, Axe médian, Exosquelette, SKIZ






Abstract

This dissertation presents some theoretical and practical problems for the construction of the
generalized Voronoi diagram (GVD) for a set of polygons. The basis of this work is the
construction on multi-scales, that is, the GVD under the scale of objects (polygons) is obtained
from the GVD under the scale of elements (open segments, vertices) ; the GVD based on
elements is composed of the GVD for the interior and the GVD for the exterior of the polygons.

In order to construct the GVD of the interior of a polygon, we have modified Lee’s algorithm
which meets some counterexamples. The correct condition for terminating a merge process of
two subdiagrams based on the concept of visibility between objects is given here.

For the construction of the GVD of the exterior of a set of polygons, we have implemented an
incrementation algorithm combined with the Divide-and-Conquer strategy in the worst case in
OCX | nilog ni+ XX, 3% \n;), where n; is the number of the elements decomposed from the
contour of the i-th polygon. We propose a method which can compute a separator in linear time
at each step of the incrementation. This method constitutes the key of this algorithm. In order to
construct a separator efficiently, we propose also an algorithm that can simultaneously find the
convex hull and the information related to the inclusion of two convex polygons called simple

intersection.

By determining, a priori, the shape and number of continuous branches of a separator, we
propose a method of semi-dynamic construction which updates in linear time a GVD of a set of
polygons when a new convex polygon is randomly inserted into the set of polygons.

The application of the GVD to pattern analysis has also been studied. We show that the
continuous skeletons of the polygonal patterns are the inherent features of the GVD. On the one
hand, the median axis of a polygonal pattern is a subdiagram of the GVD on the scale of
elements for the interior of the pattern. On the other, the exoskeleton among polygonal objects
is also a subdiagram of the GVD on the scale of elements for the exterior of the objects, and the
SKIZ (SKeleton by Zones of Influence) among polygonal patterns is identical to the graph of
the GVD based on objects of the polygonal patterns.

Key words :

Computational geometry, Generalized Voronoi diagram, Divide-and-Conquer, Incrementation,
Algorithm, Complexity, Convex hull, Median axis, Exoskeleton, SKIZ






Table des matiéres

1  Introduction 1
1.1 Géométrie algorithmique......cccooiiiiiiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiaa e 1
1.2 Généralisation du diagramme de Voronoi classique.........cevviviiiniiiiiiiiianne. 1
1.3 Modeles algorithmiques pour le diagramme de Voronoi............c..ccoeeveinennnn. 4
1.4 Travaux antérieurs sur 1les SEEMENTS.......cccciiiiiiiriiiimiiiiiiiiiiiiiiiiernanes 7
1.5 Diagramme de Voronoi de POlygOnes......cccvuvuiuiiiiniiriiiiiiiniiiiineninninennns. 8
1.6 OrgamiSation.......coiuiiiieiieiieiiitiietiiiiiniriiisiisieisseeneeaeearetennsessensenanns 10

2  Diagramme de Voronoi généralisé: préliminaires géométriques 12
2.1 Définitions et notations de base ........ccceiiuiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiia 12
2.2 BiSSECITICES €t SEPATALEUTS . eueeuennenneaneeeneneeneanennenseraseteenseninaenesaenssnsens 17
2.3 Intersection entre des arétes de VOTONOT .....cvvvvniinniiiniiiniiiiiiiiiiiiiiiaannn, 21
2.4 Quelques propriétés du diagramme de Voronoi généralisé.............cceeueennnen. 24
2.5 Structure de graphe du diagramme de Voronof généralis€.............cccoeveinnen.. 28
2.6 Localisation d’un point dans une région de Voronoi généralisée .................... 29

3  Diagramme de Voronoi généralisé d’un polygone basé sur les éléments 36

KR (11 (o7 L1 [e1: (o) « PPN 36
3.2 Représentation et décomposition de la frontiére d’un polygone...................... 37
3.2.1 Représentation basée surles SOmMMmEtS .......cooueiiniiintiieiieiiuiinnennens 37

3.2.2 Décomposition basée sur les chaines de sommets...................... 38

3.2.3 Décomposition basée sur les chaines d’éléments...................... 39

3.3 Diagramme de Voronoi pour I’intérieur d’un polygone..........coceevviiieiiiinneen. 41
3.3.1 Diagramme de Voronoi d’une chaine d’éléments..............cccceiieineen. 41

3.3.2 Approche Divide-and-Conquer pour ’intérieur d’un polygone............. 43

3.4 Diagramme de Voronoi pour I’extérieur d’un polygone ..........c..ceveieeieeennn.. 52
3.5 Exemples de T€sultats .....o.uiuiitiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 55
4 Enveloppe convexe de polygones 64
T 00 QRN §o1x (oTa L1 et a T ) RN N 64
4.2 Enveloppe convexe d’un polygone Simple .......cceiiiiiiiiiiiiinniiiiiieiiininane. 65
4.2.1 INrOQUCHOM .c.uetntt it ettt ettt et eaeeeaeeeaeanns 65

4.2.2 Préliminaires ....c.c.eiueitiieeiniian ettt itieie ettt eeaeeneaaenaeaans 66

4.2.3  ALZOTIHIME ..ottt ettt e e e et et e e e e eaaaeeaeanaans 69

4.3 Enveloppe convexe de deux POlygONnes CONVEXES ...uuuiuueiinnuienereeanrennannnens 70
4.3.1 Deux méthodes pour deux polygones CONVEXES.......covueeerniniiinennnnnn. 71
4.3.1.1 Méthode basée sur le balayage de Graham ........................ 71



4.3.1.2 Meéthode basée sur les lignes d’appui .............. e, 71

432 Un nouvel algorithme — libre de contraintes........ e e 74

4.3.2.1 Préliminaires........... e teaeeteeeeeeeeeeeneeeeiiiaiarae s 74

4.3.2.2 Raffinement de I’algorithme........... e e e 76

4.4 Enveloppe convexe de deux polygones disjoints..........coeevuiuiiiiniiiiiin. 79
4.4.1 = Deux polygones convexes d’intersection simple ........... e 79

4.4.2 Enveloppe convexe de polygones convexes d’intersection simple........ 80

443 Enveloppe convexe de deux polygones simples disjoints.............. ... 82

4.5 Enveloppe convexe d’un ensemble de polygones disjoints........ ceeeeens e 85
4.5.1 Prétraitement.............. et ceeeas e e, 85

4.5.2 Algorithme ............. ereeeeeeieeeeectiiaaeanas cereeens e tereereenenreeeaeaeeas. 86
Construction d’un séparateur 89
5.1 Introduction..... e ereereeaaaas eeereeeereraa e eeeeaes eeeaen 89
5.2 Forme d’un séparateur-........ eeeeeeaaes e erreeeeeeeeeiaeeaas eeeeeeeeeeenes eeeeneeens 90
5.3 Calcul de la bissectrice de départ et de la bissectrice d'arrivée.........cccecveenncne 95
53.1 Cas des séparateurs fermeés..........ccccceveennnnnee ereeeeeeaeeeneeeneeanaas 95

5.3.2 Cas des séparateurs ouverts ...... eeereeetereeaeiaaaaas e ereeeeeteeeaaaas 99

5.4 Tracé d’un séparateur en temps linaire...........cooooeiiiiiiiiiiiiiiiiiin. 103
5.5 Fusion de deux sous-diagrammes de Voronoi........... e eeeeeeeeeeeeaeeaieiaaaaas 109
5.6 Illustration..........ccoeeeevnnens ettt eetteeteeeeeeeeeaeeteeeeeentteitiaeeae s 112
Diagramme de Voronoi Généralisé d’un ensemble de polygones 121
6.1  INTOAUCHOM ..ttt ittt e e ettt et e aeeareaaseaneaanaaaaasaaneeaeaaneans 121
6.2 Schémade CalCul .....ouiuiiiiiiiii i e 122
6.3 Choix d’un mode¢le algorithmique......... e eeeeeeeeeeeaeteeeeeteiaeiae i 124
6.4 Modele incrémental de CONSITUCHON .. .vuutvuiiniiniiniiaieiiteeireieaeaateaieaaannes 127
6.5 Cas particulier — diagramme de Voronoi de polygones convexes ................. 133
6.6 Construction semi-dynamique : incrémentation aléatoire d’un objet................ 136
6.6.1  INrodUCHOMN . ..ouvitiiitt ittt e ee e eaeaaees e 136

6.6.2 Insertion aléatoire d’un POINt.......cccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinniei e, 137

6.6.3 Insertion aléatoire d’Un SEGMENT.....c.evuiinuiinniiniiiniiiiiiraaraaaaaanaanns 138

6.6.4 Insertion aléatoire d’un polygone CONVEXE ......ovviiriianiiuinienncannennns 142

6.7 Exemples de diagrammes de Voronof généralisés...........coooeieuieniniiiinnn. 147
Axe médian, exosquelette et SKIZ 156
7.1 Description de formes...........ocoveiiiiiiiieiiinnes e eeeeeeeeeeeteeeeneiaiaaaaaeas 156
7.2 Définitions existantes de squelette............ e eeeeeeeeeeereeaaes N 156
7.3 Approximation de squelettes continus............. eeerreeeeeeeeeraans ceeeeeenanaes 160



7.3.1 Squelettes par la triangulation de Delaunay..........cccceiniiiiiiinnnce. 161

7.3.2 Squelettes par diagramme de Voronoi classique...........cooeeieiiinann. 162

7.4 Squelettes continus d’apres le diagramme de Voronoi généralisé................... 163

7.4.1 Axe MEAIAN....iiiiiiiiiiiiiiiii e 163

7.42 EXOSQUEIETIE...cuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 168

A3 SKIZ ..ot ettt ettt 170

7.4.4 Résultats et diSCUSSIONS...ccuiiiiuiiiuiiriiuiiiniiiiiiiiieteeriarieeraaienn. 170
Conclusion et perspectives 175
Bibliographie : 178






Liste des figures

1.1
2.1
22
23
24
25
2.6
2.7
2.8
29

2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
3.1
3.2
3.3
34
3.5

3.6
3.7

3.8

39

3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15

Diagramme de Voronoi classique.......cccccccuueen. SRS 2
Eléments, projections, images et distances.............. et eereereeeaeas ceeeneeea 13
Les bissectrices de deux €léments..........ccoeeeveiennin. ettt .....18
Séparateurs entre deux ensembles d'éléments ...... PP PPRTPPRPPRS &
Deux exemples simples du diagramme de Voronoi généralisé.................... .21
Intersections des deux paraboles ayant un foyer commun....... crveeeennneeeseneeeeenn 22
Intersections des deux paraboles ayant une directrice commune..........cccceeeeueeee. 23
Illustration pour lemme 2.6....... e eereeeeeeaaeeaaaa, et eeeeeeieeieraeieeaeaaaaaas 24
Illustration de lemme 2.12........ccccoiiiirinnnannne. ettt e eareeaeaenaanas 26
Si Sep(S;, S2)NV(0y, S1-01)NV(02, S,-0;) # @, alors V(0Oy, §$;-0)) et

V(0,, $2-07) partagent une aréte de Voronoi .................. e rreteieieeaeeen .27
Division d’un polygone CONVEXE €N SECLEUTS ....vuueireeeneeenreeneeeneeneeeeneeananns .31
Chaine polygonale monotone par rapport a la droite L.......cccecceiiennnennnnnen. 32
La chaine monotone d'une s-région de VOronoi..........coeeeiiiiiiiininiinnannnns ...32
La frontiere d'une s-région de Voronof est monotone ...................... eeeeeeraaes 33
Localisation d'un point dans une p-région de Voronot ...............c..o..... e 34
Représentation d'un polygone par une liste doublement chainée...... N .37
Sommet concave (a) et Sommet CONVEXE (D) ....vvvuiiiiiiriereiiiiiiieeiiieeanneeeeannns 38
Représentation d'un polygone sous forme de chaines basées sur les sommets....... 38
Exemples des chaines.......... ettt eeieereteeteaeaearaeeanaaans e eerereeereeeaaaas 40
Quand on ne s’intéresse qu’a ’extérieur d’un

polygone convexe, la chaine décomposée sera une boucle...............ccceeeiiiiine, 40
Diagramme de Voronoi d'un c6té d'un segment fermé..............cooiiiiiiiiiini, 42
Diagramme de Voronoi d'un c6té pour une chaine de longueur

supérieure 8 UN..........ccceveeenenn. ettt et eaas erereeeeeeeaena 43
Chaines successives et ensembles de chaines voisins............ ceeen e 44
G et Gp sont les divisions premiéres du polygone G ..................... eeeeeiaeans 46
GL et GR sont les divisions secondaires du polygone G........cccceevveeeennnnnnnnn. 46
Un exemple ne convenant pas aux conditions d'arrét de Lee [LEE 82a].............. 47
Visibilit€ & partir d'un Point q....c.ueeiririiitiiiiiii i, 48
Visibilité partielle (a) et enti€re (b).....ccceeeeeiiiieiiiininiiiieenieeeennnnn. eerneenan 49
Visibilité intérieure et eXtErieure .......cocevierernereeneneeneeneennennene. e, 49
Illustration pour le lemme 3.2................... eeereeaa ettt e eeeeaaaas veeeenn49

3.16 Un sens spécifié de balayage de la frontiere d’un polygone définit

XV



I'intérieur (a) ou l'extérieur du polygone (b)......covviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieannaan, 52
3.17 Un polygone ayant quatre chalnes..........cccoccoiiiiiiennann. et 53
3.18 Diagramme de Voronoi pour l'extérieur d’un polygone convexe. Le polygone

2 de N sommets définit, a son extérieur, 2N régions de Voronoi dont chacune

ESEIUMETOIEE .. vttt ittt ittt eieeaaneeanas cereees N 54
3.19 Diagrammes de Voronoi généralisés pour ’intérieur d’un polygone

(@et®)...... e ettt ettt ettt et e e et et et e e eaeanenanaannn e 55

©et(@d) eeeeeniiininiininnann. e ereeeeeneeaeaaaas ettt et aeaaae ...56

(O XA € 3 T TSP e teeeeireeeaeeens 57

(@eth).oooeeiiiin. et eeeeteieteeieeeteeeeeeeeteeteeeeaaannn e eeteeeiieeaaeeas .58

(1) et (J)eeeenreneniiiiieieieeneneenenaenes PP PPPTN ceeeen 9
3.20 Diagrammes de Voronoi généralisés pour 1’extérieur d’un polygone

(@) ceeieiiiiiiiiiii s ceeenn e eeteeeeeeeieeeeeeiaeeaeaann et teeeeieeeeeeeiaa, .60

(D) e eeenn ettt ettt aee e eaeaaans ORI o3 |

©)evnnnennn. eeeeeiean. ettt tteeeeettetaaeeieeaaaeeeaaaaa ceeeen eeeereeeeaaaaan. 62

(@) e ettt ettt aaaaaan e 63
4.1 Un test simple de convexité ne réussit pas pour le polygone donné.......... e 66
4.2 Illustration d’une poche................. PP PP PPON 67
4.3  Une poche maximale...........c.ooeeueenen. P 68
4.4 L’enveloppe convexe CH(PUQ) de deux polygones simples disjoints P et Q.

Intersection peut avoir lieu entre CH(P) et CH(Q) ...... et eeeeeeetiieeeeeeeeeaaaas 71
4.5 “Lefttangent “et “right tangent ” de deux polygones COnvexes ....................... 72
4.6 Rotation de 90° de la figure 4.5, deux chaines CHN1 et CHN2 doivent étre

retrouvées par y-coordonnée au lieu de x-coordonnée...........cooeiiiiiiniiiiiinnnnn, 74
4.7 Illustration de la définition 4.8...........coooiiiiinn... N eeeeeeens 75
4.8 Le graphe de Lp(v) correspondant aux polygones dans figure 4.7.......... eeeeeens 76
4.9 Seul un point d’appui dans le polygone P qui ne peut pas étre trouvé par la

séquence différentielle ...............coo ettt e, 77
4.10 Polygones convexes d’intersection simple...........cccevveinnnnnnn.. e ...80
4.11 (a) Polygone P est inclus dans polygone Q; (b) les graphes des séquences

Lol veP et Lp(v)l ve Q...... e anaas SUTURRURRRURRRRRRRIe -3 |
4.12 L’intersection de deux polygones convexes a lieu par couples.............c.ooeeennnnn. 83
4.13 Intersection de CH(P) et CH(Q) ou P et Q sont deux polygones

disjoints (a) intersection impossible; (b) intersection possible ......................... 84
4.14 Tlustration dulemme 4.10........oooiiiiiiiiiiiiiiinnnn. e, e 85
4.15 Exemple de sortie

(a) un ensemble de POLYZONES ... .uinntiitiit i i eieeeeaanaens 87

Xvi



(b) son enveloppe convexe basé sur les segments d’appui orientés.................... 88

5.1 Le séparateur entre S1={1, 2} et S2={3, 4} est composé de deux parties........... 89
5.2 Si les quatre polygones sont divisés en deux sous-ensembles, S;={Pj, P} et
So={P3, P4}, alors le séparateur Sep(Sy, S2) est discontinu ..........ccovvvuennnnnn.. 90
5.3 Tlustrationdulemme 5.1 ..ot e e e eaenen 92
5.4 (a) Le séparateur Sep(L, R) est fermé quand CH(R) est inclus dans CH(L).......... 93
(b) Aucun cercle centré dans la région ombrée n’inclut e qui est un point de dR....... 94
5.5 Illustration du 1emme 5.2 (D).ieiiiiiiiiiiiiiiiie e eeeeetteeeteee e eeeaens 94
5.6 Construction d’une demi-Aroite Ly....oouueiiiiiiiitttiiiieet i ceeeeeeaeeeaaaaeaans 96
5.7 Un pont [by, b;] entre deux polygones.......c.oviiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieeaeaanenns 100
5.8 Lignes d'appui communes de deux polygones ..........ccoveviininiininininiininennens 101
5.9 Tlustration dulemme 5.6.......cuiiiiiiiiiitiiiiiiiiiii i e 102
5.10 Séparateur entre deux POlyZONEs CONVEXES.....vuiurrrreninrnrenenenanrararnensnsneennns 104
5.11 Quand un séparateur tourne plusieurs fois dans une méme région de Voronoi,
les intersections de la frontiére de la région avec les bissectrices correspondant
a chaque composante du séparateur sont ordonnées suivant la frontiére de la
(7210 B U UU PR 108
5.12 Renouvellement d'une région de VOTONOT.......o.oviiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienens. 111
5.13 (a) Trois polygones initiaux Pz, P2 €L P3 .oouiuiieiiiti i, 113
(b) VOD¢(P;) — DVG basé€ sur les éléments pour I’extérieur du polygone P; .... 114
(c) VOD¢(P2) — DVG basé sur les éléments pour I’extérieur du polygone P; .... 115
(d) Superposition de VOD(P;) et VOD,(P,), et représentation
du séparateur Sep(Py, P2) (fermeé) ...t e 116
() VOD (P 1 UP )ittt 117
§ A0 DN o ) R U TP 118
(g) Superposition de VOD.(P; UP>) et VOD,(P;3 ), et représentation
du séparateur Sep(P; WP, P3) (QUVETL) ..oiuiiintiintiitt et eeeeeeeeeeeeeanaannns, 119
(h) VOD¢(P; UPyUP3) — le diagramme final basé sur les éléments............... 120
6.1 Schéma global pour calculer VODO(G).......cuoiiiiiiiiniiiiiiiiiieieineineneannns 122
6.2 Distance entre un point p et un polygone G ........o.oovviieiiiininiininiiiiinineannns 123
6.3  Les positions relatives des polygones sont ambigués.............o.vvviiiniieenenn.n. 125
6.4 Le séparateur est composé de deuX MOTCEAUX ...ouvuvnrininniniininrininiieeenaneannns 126
6.5 N polygones peuvent apporter un séparateur de N/2 courbes discontinues......... 126
6.6 Illustration pour l'algorithme FINDKEYS .......cccciiiiiiiiiiiiiiiiiii e 130
6.7 Un segment de droite est un polygone le plus simple. Il est composé de quatre
€léments dIfféTents ........ouii it e 135
6.8 L divise S en deux sous-ensembles d’objets invisibles................ccoooiiiiiinnn. 139

xvii



6.9 Illustration pour lemme 6.5 ...... Ceeeeeeereereeeaa eeereeereenaans e reeeeeenaeanaas 140
6.10 Les intersections positives et l'intersections négatives de deux polygones

CONVEXES............ PP ettt ettt eaaaaan e 143
6.11 Chaque point d'intersection de P avec CONV(S) est partagé par deux faucilles;

I'une des faucilles est dans P et I'autre est dans CONV(S) ....cooviiviiiinnnnnnnnn. 144
6.12 Illustration du lemme 6.12 ......... e, ettt ... 147
6.13 (a) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de segments basé sur les

éléments ................. e e rereeeeaeaaas ceeeen e eeeereteeeeeeeeeiaans 148

objets....ccoiiain.. eeeeeeeenaenn e eeeeneeeeeenaaas et eeetteeeeeeeaeeaaaas .... 148
6.14 (a) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de polygones convexes
basé€ sur les €léments..................... ettt e, ettt vee... 149

(b) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de polygones convexes

basé sur les objets.................. eerereereeeaann et eteeeteeeearaeaaan eereeeeeeas 149
6.15 (a) - (h) Des diagrammes de Voronoi généralisés de polygones bas€ sur les

éléments

(@) ceeeieininnns et eeeeereeaenn e ereeete e, ettt 150

(o) RO TP e e ettt 150

() R eerereeeaeees et reeeeeaes et eeeeeeeeateteteiteaaneanas 151

(@ e, ettt ettt aeaaaas e e 151

(€) ceeeniiiiiiiinianans e e e 152

(F) e, e, ettt a s e 152

() ceeieiiiii ettt ettt ee e eie e aanas 153

(1) T TP 153
6.15 (i) - () Des diagrammes de Voronoi généralisés de polygones basé sur les

objets

L T PP e, 154

() e et e 154

(K)o eeeae eerereeaene e 155

D) e ettt eee e e reaeaaaans eeene eeeens 155
7.1 Squelette fondé€ sur la simulation de la propagation d’une onde ...... N 157
7.2 Squelette par boules maximales.................. e e 158
7.3 Trois catégories des points du squelette ............ eereereeaeas e eeeeteeraiaaaaaa, 159
7.4 Le diagramme de Voronoi d’un ensemble de points et la triangulation de

Delaunay correspondante.................. ettt aaeaaaas 161
7.5 Un point de I’axe médian est déterminé par trois quantités égales de distance....... 164

Xviii



7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

Un point sur le graphe du diagramme de Voronoi est contraint par trois

quantités égales de distance ..... ettt ee e, e, . 165
Les points intérieurs dans I’aréte b(p;, s;) ne sont pas des centres de boules
maximales ol p; est un sommet concave et 5j est un segment voisin de p;.......... 167
Exemples de I’axe médian

(@) e ereereaaaas ettt et eteeeeeeteeeeeaiaaeaeenaa ceeens 172
(o) TP eeereneans e 172
Exemples de I’exosquelette

(@) e e eerteeeeraeeaaan e eeerteteeeeeeaaas rreenaens .. 173
(o) PP e etereerenaeeaaan ettt eeteieeitetaieanaaaas rereeeana. 173
Exemples de SKIZ

[€:) I e eeeeeeeieeeaeaaaas ettt tetetereeeraeaaana, eeeeereneaaan ... 174
(o) TP e reeeereeieeaaeas e eeeereerereeaeeaaaaas ereereeeeaeaaaan 174

1Xx






Chapitre 1

Introduction

1.1 Géométrie algorithmique

La Géométrie Algorithmique (en anglais Computational Geometry) est une discipline
relativement nouvelle et florissante en science informatique qui concerne 1’analyse et la
conception d’algorithmes efficaces pour résoudre des problémes géométriques. Les études
systématiques en géométrie algorithmique ont été initialisées autour de 1975 [SHAMOS 75a] par
les travaux de la these doctorale de Shamos. Depuis, les recherches croissantes en géométrie
algorithmique sont issues non seulement de son intérét propre mais encore de son étroite
relation avec de nombreux domaines appliqués. Par exemple, la conception de circuits VLSI
(Very Large Scale Integrated) nécessite des algorithmes rapides pour résoudre des problémes &
base de manipulation de rectangles; en robotique, on a besoin d’algorithmes pour trouver un
chemin d’un robot sans collision entre deux positions dans un environnement en présence
d’objets géométriques; I’infographie demande des algorithmes performants pour résoudre des
problemes géométriques associés, I’intersection, la visibilité etc. Généralement, on peut classer
les problemes de la géométrie algorithmique selon les axes suivants : convexité, intersection,
recherche géométrique, proximité et optimisation, etc... La description et les détails des
principaux problémes de la discipline sont fournis dans I’ouvrage “Computational Geometry”
[PREPARATA 88] dont la maquette est la thése de Shamos [SHAMOS 78].

1.2 Généralisation du diagramme de Voronoi classique

Le diagramme de Voronoi est I’un des sujets trés actifs et une des structures de données trés
puissantes en géométrie algorithmique. Il existe beaucoup de littérature sur le diagramme de
Voronoi depuis qu’il a ét€ introduit dans le domaine informatique en 1975 par Shamos et Hoey
[SHAMOS 75b]. On a trouvé des applications du diagramme de Voronoi dans plusieurs secteurs:
biologie, physique, reconnaissance des formes, vision par ordinateur, robotique etc.
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Formellement, le diagramme de Voronoi est un complexe de cellules (ou régions) définies sur
un ensemble d’objets (ou germes) dans 1’espace euclidien. En général, si un ensemble S
d’objets o; est donné dans E4, la construction du diagramme de Voronoi de S implique la
recherche d’une partition de ’espace E4 en cellules V(o;) de manigre a ce que chaque cellule
contienne un objet et que tous les points d’une méme cellule soient plus proches de 1’objet
associ€ que de n’importe quel autre objet. Evidemment, cette définition doit étre précisée sur
trois points: (i) dimension de I’espace d; (ii) type d’objets géométriques concernés; (iii)
métrique utilisée dans E4 pour la mesure de distance.

En général, on traite des objets dans le plan (d=2). Mais le diagramme de Voronoi dans les
espaces de dimension supérieure (d 23) est aussi considéré [BOWYER 81][WATSON 81]
[DWYER 88].

Dans le plan, lorsque les germes sont des points et que la métrique correspond a la distance
euclidienne, on a alors le diagramme de Voronoi classique [VORONOI 08]. Ceci est illustré en
figure 1.1. Cependant, les germes dans 1’espace E4 ne sont pas toujours des points. Ils peuvent
€tre associés a des segments, des polygones, des cercles, des portions de courbe, et des objets
géométriques dans le cas le plus général.

1 : germe de Voronoi
2 : sommet de Voronoi
3 : aréte de Voronoi

4 : polygone dc¢ Voronoi

Figure 1.1 Diagramme de Voronoi classique (d’aprés [CHASSERY 91])

Quant a la métrique utilisée, la mesure de distance n’est pas toujours la distance euclidienne. En
fait la mesure de distance dépend souvent de 1’environnement oli on se trouve. Soit S un
ensemble de germes en général. Pour chaque germe g de S, nous définissons une
transformation qui associe & un point p de E4, un nombre réel positif noté dg(p). Cette
transformation est appelée fonction de distance de g ou transformation de distance. Remarquons
que la transformation de distance est en fait une reconstruction de I’espace: reconstruire 1’espace
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des distances a partir de 1’espace des objets. Nous pouvons concrétiser la fonction de distance
dans le plan euclidien par quelques exemples suivants.

(1) Fonction de distance d’un point.
Si S est un ensemble de points dans le plan, alors la transformation de distance euclidienne sur
Sest:

dg(p) = d(g, p) (1.1)

En fait, elle appartient a la famille issue d’une transformation de distance plus générale associée
a la métrique de Minkowski :

1
4y ()= (lgy-py 1 +1gy - py ) e (1.2)

Une application de cette transformation de distance est utilisée dans les circuits VLSI ou la
distance entre deux points a et b est mesurée avec la métrique Lj(a, b) = Igx -pd +Igy - pyl.

(2) Fonction de distance d’un sous-ensemble de taille fixée.
Si § est composé de tous les sous-ensembles T’ de points ayant un cardinal k, la fonction de
distance d’un sous-ensemble T est alors définie par:

dr (p) = max {d(p, )| te T ) (1.3)

(3) Dans certains cas, chaque point g d’un ensemble S est associ€ a une pondération w, réelle
non négative. On peut définir [AURENHAMMER 84] [AURENHAMMER 86] la fonction de
distance d’un point pondéré g par :

de(p) =d(p, g)/ wg (1.4)

(4) Fonction de distance d’un objet géométrique.
Si S est un ensemble d’objets géométriques, la fonction de distance d’un objet est définie par :

do( p) =min {d(p, q) | g€ do } (1.5)
ol do représente la frontiére de I’objet o.

En résumé, en intégrant les trois aspects de la définition du diagramme de Voronoi, on peut
donner ci-dessous une définition généralisée pour le diagramme de Voronoi.

Soit S un ensemble dénombrable de sous-ensemble T; d’objets dans E4.
L’ensemble de points {ge E4 | driq) < de(q), T;eS - {T}}} s’appelle cellule

de Voronoi associée a T;. Le complexe des cellules de Voronoi associées a tous
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les sous-ensembles dans S est appelé diagramme de Voronoi de S, noté par
VOD(S).

En association avec ce qui a été dit précédemment, le diagramme de Voronoi classique est celui
défini sur un ensemble de points sous la métrique euclidienne. Les diagrammes de Voronoi
généralisés sont les diagrammes de Voronoi différents du diagramme de Voronoi classique
selon certains sens. Les diagrammes de Voronoi généralisés sont souvent étudiés selon le sens
concret de la généralisation.

Pour un ensemble de germes ponctuels du plan, le diagramme de Voronoi classique a été
généralisé avec les métriques Ly et Lo [LEE 80a] [LEE 80b] quand la fonction de distance est
définie par (1.2). Si la fonction de distance vérifie (1.3), on a alors le diagramme de Voronoi
d’ordre k [LEE 82b] [CHAZELLE 87] [ROSENBERGER 88]. Tout point dans une cellule du
diagramme de Voronoi d’ordre k est plus proche des k germes que de n’importe quel autre
germe. En outre, si & chaque germe est associée une pondération positive et la fonction de
distance donnée par (1.4), on a alors le diagramme de Voronoi pondéré [ AURENHAMMER 84]
[ROSENBERGER 88].

Au lieu d’un ensemble de points, lorsque les germes sont des objets géométriques comme par
exemple des segments de droite, des polygones, et si la fonction de distance vérifie (1.5), alors
le diagramme de Voronoi généralisé obtenu est basé sur les objets du plan. On verra au chapitre
2 qu’une cellule généralisée de Voronoi dans le plan n’est pas un polygone convexe comme
dans le cas du diagramme de Voronoi classique. Dans le cadre de cette thése, nous discutons du
diagramme de Voronoi ol les germes sont des polygones du plan et la métrique utilisée est la
métrique euclidienne. Dans la suite, nous appellerons un tel diagramme de Voronoi tout
simplement diagramme de Voronoi généralisé.

1.3 Modeles algorithmiques pour le diagramme de
Voronoi

Il existe différents modeles algorithmiques pour construire le diagramme de Voronoi. Pour
simplifier la présentation des modeles, nous ne considérons ici qu’un ensemble de germes
ponctuels, S = {py, p2,..., pn}. Il faut préciser que les modeles peuvent aussi s’appliquer A un
ensemble de germes plus généralisés.

Modele “Divide-and-conquer”

“Divide-and-conquer” est un modele algorithmique pour la conception d’un algorithme rapide
[BENTLEY 78] [BENTLEY 80]. L’idée essentielle est résumée dans les trois opérations suivantes:
(1) Opération division : diviser un probléme original en plusieurs sous-problémes ;

(2) Opération récurrence : résoudre chacun des sous-problémes avec la méme stratégie ;
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(3) Opération fusion : fusionner les solutions de tous les sous-problémes afin d’obtenir la
solution du probléme original.

Une telle stratégie de “divide-and-conquer” a été largement appliquée a la construction des
diagrammes de Voronoi [PREPARATA 88]. L’algorithme est décrit ci-dessous:

Algorithme VORONOI_DAC(S);

Début
1. Si Card(S)=2 alors construire le diagramme de Voronoi des deux points;
2. sinon
début
a. Soit k=int (N/2). Diviser S en S; et S2 ou S;={py, p2, ..., px} et
S2={Pk+1, Pk+2, ..., PN};
b. VOD; « VORONOI_DAC(S));
VOD; < VORONOI_DAC(S?);
c. fusionner VOD; et VOD; pour obtenir VOD(S);
fin;
Fin;

L’¢étape cruciale dans 1’algorithme est la fusion des deux sous-diagrammes de Voronoi VOD; et
VOD; . En général, le temps de calcul de I’algorithme peut s’exprimer par T(N)=2T(N/2) + t,,,
ou 1, représente le temps de la fusion. Shamos [SHAMOS 78] a montré que t,, peut étre linéaire
si les germes originaux sont ordonnés de sorte que les deux sous-ensembles divisés soient
séparables linéairement. Dans ce cas, le diagramme de Voronoi d’un ensemble de points peut
étre construit en temps O(NlogN) [PREPARATA 88]. Ceci est une solution optimale. On
remarque que le modele “Divide-and-Conquer” convient bien au calcul paralléle dans un
environnement de multiprocesseurs [ATALLAH 89] [PREILOWSKI 88][ SCHWARZKOPF 89].

Modele d’incrémentation

Un ensemble d’objets est dit étre traité de fagon incrémentale si on effectue le calcul étape par
€tape en introduisant un objet & chaque fois. Notons Sy={pj, p2, ..., pv }. Pour la
construction du diagramme de Voronoi, I’algorithme d’incrémentation est décrit comme suit:

Algorithme INCREMENTATION;

Début
1. Initialisation. calculer VOD=VOD({pj, p2}) pour les deux premiers germes ;
2.pourk=3 aN faire
début
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a. ajouter px a Sk.;;
b. modifier localement VOD,.; pour obtenir VODy;
fin;
Fin ;

La modification locale de VODy._;, pour obtenir VOD;, diagramme de Voronoi des k germes,
constitue la clé€ de I’algorithme.

Pour effectuer la modification locale, il faut calculer un séparateur (voir chapitre 5) entre Sg.-;
={py1, P2, ..., Pk-1} €t {pr}. Ici le séparateur est formé des arétes de Voronoi de la frontiére de
la nouvelle région de Voronoi du germe p; sur I’ensemble Sg.; complété de py, notée V(py,
St-1). Une fois le séparateur calculé, la modification locale peut alors se faire en trois étapes :
(a) créer une nouvelle région de Voronoi associée a pg, V(pk, Sk-1); (b) modifier les régions de
VODy.; par lesquelles passe le séparateur si bien que V'(p;, Sk-1 -V (i, Sk-1)=9 (ie1[!,
k-11) ou V'(pj, Sk-1 -pi) désigne une région de Voronoi modifiée; (c) lier V'(p;, Sk-1 -pi) et
V(pr, Sk-1) pour obtenir VODy. On remarque que le modele d’incrémentation a généralement
une complexité de temps de calcul en O(n?) dans le cas le plus défavorable, mais en réalité il se
comporte en pratique avec une complexité en O(n) [OHYA 84] [SUGIHARA 89]. Mentionnons
aussi que le modele d’incrémentation est adapté a I’environnement de construction dynamique
ou on a besoin d’ajouter aléatoirement un germe dans un ensemble de germes existants.

Modéle de “Sweepline”

Une autre méthode intéressante pour construire le diagramme de Voronoi est fondée sur une
technique appelée ligne de balayage (sweepline). La méthode a été proposée par Fortune en
1986 [FORTUNE 86]. L’algorithme résultant fonctionne en O(NlogN) pour un ensemble de
points, un ensemble de segments et un ensemble de points pondérés. L’idée essentielle consiste
a transformer le diagramme de Voronoi en telle forme que la technique du “sweepline” puisse
s’appliquer. Une ligne de balayage est une ligne horizontale se déplagant de bas en haut dans le
plan. A chaque instant, un état de la ligne de balayage est caractérisé par une séquence
d’événements ordonnés de gauche a droite le long de la ligne de balayage. Les événements sont
les régions de Voronoi et les arétes de Voronof intersectées par la ligne de balayage. Une fois
que 1’état de la ligne de balayage change, la ligne de balayage doit s’arréter pour mettre a jour la
séquence d’événements ordonnés.

Soit S={p; | i=1,..., N} un ensemble de points. Considérons une transformation *g : R2 —R?2

définie par :

*s (@) =*s Qx, qy) = Gx, gy + mind(, q)) (1.6)
PES
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On peut voir quelques propriétés de la transformation *g :
(i) *s (p:) =pi, pour p; €S;
(ii) pour un point g de la région de Voronoi originale (non transformée) V(p)

q* =*s (@="*p (@),
on a:
q*y2p*y (=py)
C’est-a-dire, avec la transformation *g, le point de la région de Voronoi transformée V*(p) se

situe toujours au dessus du germe associé a p.

Soit VOD*(S) le diagramme de Voronofi transformé. Ces deux derniéres propriétés impliquent
que : quand la ligne horizontale L balaie le plan de bas en haut, alors (a) la premiere intersection
de L et de V*(p;), aura lieu au germe p; (L entre dans V*(p;) d’abord en p;) ; (b) la derniére
intersection de L et de V*(p;) aura lieu en un sommet de Voronof transformé (L quitte V*(p;) a
I’intersection de deux arétes de Voronoi transformées). Par conséquent, en utilisant la technique
de “sweepline”, le diagramme de Voronoi transformé VOD *(S) peut €tre construit en
O(NlogN). Cependant, la méthode peut fonctionner directement sur les bissectrices non
transformées. Ceci est dii au fait que ’intersection (un sommet de Voronoi) de deux bissectrices
transformées peut €tre obtenue par la transformation de 1’intersection des deux bissectrices (cf.
Déf. 2.6) non transformées. Donc, avec des structures de données appropriées associées a la
ligne de balayage L, les arétes et les sommets du diagramme de Voronof original peuvent étre
calculés pour obtenir VOD(S) sans recours de la transformation inverse de *s.

1.4 Travaux antérieurs sur les segments

Rappelons ici quelques travaux antérieurs sur le diagramme de Voronoi d’un ensemble de
segments de droite. Le premier travail sur le diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble

de segments est la thé¢se de Drysdale [DRYSDALE 79]. 1l avait donné un algorithme avec un
Viogn, s . o
) ol ¢ est une constante positive. Un algorithme simplifié avec

temps de calcul en O(nc
une complexité de temps en O(nlog2n) a été par la suite amélioré par Lee et Drysdale [LEE 81].
En 1979, Kirkpatrick [KIRKPATRICK 79] avait proposé un algorithme en O(nlogn), mais la
technique semble trop compliquée et I’exactitude reste & démontrer [YAP 87]. Yap [YAP87] a
établi un algorithme en détails avec une complexité en O(nlogn) pour un ensemble de n portions
de courbe. Indépendamment Fortune a donné un autre algorithme en O(nlogn) en utilisant la

technique de “sweepline” (mentionnée précédemment) [FORTUNE 86].
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On remarque que tous les algorithmes cités ci-dessus excepté celui de Fortune sont basés sur le
modele de calcul “divide-and-conquer”. La différence entre eux consiste dans la réalisation
d’une division d’un ensemble de segments de droite initial. Par exemple, Lee et Drysdale [LEE
81] divisent les segments en S; et S, tels que S; et S, sont disjoints et aucun segment n’est
coupé en plusieurs morceaux. Par conséquent, la courbe de fusion a chaque étape de la
récurrence peut €tre déconnectée (voir figure 5.1 par exemple). De son c6té, Yap [YAP 87] trace
dans le plan les droites verticales passant par chaque extrémité de segments donnés. Ces droites
verticales partitionnent le plan en “slabs”. L’algorithme de Yap effectue alors récursivement une
division des “slabs” en deux moitiés, ’'une a gauche et 1’autre a droite. Le processus de fusion
se fait en deux étapes: la fusion verticale pour former le diagramme de Voronoi dans chacun des
“slabs” et la fusion horizontale pour obtenir le diagramme de Voronoi d’objets (portions de
segments coupées par “slabs”) dans les deux “slabs” concernés.

1.5 Diagramme de Voronoi de polygones

Quand les segments de droite forment un polygone simple, on a affaire & deux genres de
diagrammes de Voronoi généralisés : celui situé a ’intérieur du polygone et celui situé a
I’extérieur du polygone. Lee [LEE 82a] a donné un algorithme en O(nlogn) de type “divide-and-
conquer” pour le diagramme de Voronoi généralisé de I’intérieur d’un polygone. Cependant,
comme nous le verrons au chapitre 3, des contre-exemples mettent en cause son algorithme.
Pour le cas d’un ensemble de polygones simples, Srinivasan et a/ n’ont traité qu’un cas
particulier ou les polygones forment un domaine polygonal multiple-connecté qui est défini par
I’intérieur d’un polygone moins les trous inclus dans ce polygone [SRINIVASAN 87] [MESHKAT
87] .

Cette these s’intéresse a quelques problémes théoriques et a la réalisation du diagramme de
Voronoi généralisé dans le cas de la présence de polygones quelconques. Une idée de calcul en
mode hiérarchique ou multi-échelles est appliquée. Le concept de multi-échelles doit étre
compris au sens ou 1’on utilise différents niveaux de représentation géométrique a savoir: le
point, le segment, la ligne polygonale et la forme polygonale. Pour calculer le diagramme de
Voronoi généralisé€ de polygones quelconques, nous construisons respectivement le diagramme
de Voronoi de /’intérieur des polygones et celui de I’ extérieur des polygones. Pour construire le
diagramme de Voronoi de I’intérieur ou de 1’extérieur d’un polygone, nous fusionnons les
diagrammes de Voronoi de chaines polygonales décomposées A partir de la frontiere du
polygone correspondant. Pour obtenir le diagramme de Voronoi d’une chaine polygonale, nous
décomposons la chaine polygonale en éléments qui sont soit des sommets de la chaine soit une
aréte de la chaine exceptée les sommets associés. D’autre part, pour la construction de multi-
échelles, le diagramme de Voronoi généralisé a 1’échelle du polygone est obtenu a 1’aide de celui
a I’échelle d’éléments.



Une telle idée de calcul en multi-échelles nous permet de construire le diagramme de Voronoi
généralisé au niveau de polygones, généralisant celui de segments de droite comme dans [YAP
87] [LEE 81]. Comme nous manipulons des polygones, nous traitons un ensemble de segments
comme un ensemble de polygones dégénérés. La construction en multi-échelles fournit un
moyen pour partitionner et représenter un espace en différents niveaux. Un des exemples se
présente lorsque 1’on veut analyser des formes polygonales. Dans ce cas, on peut obtenir
directement les axes médians [BLUM 64] des formes, a partir du diagramme de Voronoi
généralisé a I’échelle d’éléments pour I’intérieur des formes. D’autre part, Le SKIZ (SKeleton
by Zones of Influence) [SERRA 82] d’un ensemble de formes peut étre déduit directement du
diagramme de Voronoi généralisé a 1’échelle de polygones. La squelettisation continue de
formes polygonales a partir du diagramme de Voronoi généralisé est détaillée au chapitre 7.
Sans doute une telle partition et représentation de 1’espace fournit un outil efficace pour la
planification d’un robot [TAKAHASHI 89] [LEVEN 87a] [LEVEN 87b] [SCHWARTZ 89]
[SCHWARTZ 90].

Les polygones concernés dans cette thése sont simples et disjoints, c’est-a-dire qu’il n’y a pas
d’intersection entre deux arétes non voisines d’un polygone, et qu’il n’y a pas non plus,
d’intersection d’arétes appartenant a des polygones différents. Ces contraintes sont en pratique
trés naturelles et raisonnables. Sous ces contraintes, on voit qu’un polygone contenant des trous
polygonaux [SRINIVASAN 87] est aussi un cas particulier parmi ceux que nous traitons. Pour
construire le diagramme de Voronoi de chaque polygone, nous utilisons la stratégie “divide-
and-conquer” sur la représentation en chaines d’ éléments décomposés a partir de la frontiere du
polygone. Cependant pour un ensemble de polygones, la stratégie d’incrémentation est
appliquée au sens que l’entité introduite a chaque étape du calcul est un polygone. Les
algorithmes correspondants peuvent s’appliquer pratiquement 2 un ensemble d’objets hybrides
(points, segments, polygones).

Le probléme de la construction semi-dynamique est aussi discuté, c’est-a-dire qu’a partir du
diagramme de Voronoi d’un ensemble d’objets existants, quand un nouvel objet est inséré
aléatoirement dans ’ensemble, il faut construire un nouveau diagramme de Voronoi
correspondant. Trois types d’insertion sont envisagés : insertion d’un point, insertion d’un
segment de droite, et insertion d’un polygone convexe.

L’analyse des performances des algorithmes proposés est toujours fondée sur la notion de la
complexité du temps de calcul du cas le plus défavorable. La complexité du cas le plus
défavorable est le maximum d’une mesure d’un algorithme donné pour tous les cas possibles
des données avec une taille fixée. La complexité du cas moyen est une mesure au sens
statistique. L’ analyse de la complexité du cas moyen est généralement plus compliquée. Bien
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que nous n’effectuions pas une telle analyse, la complexité du cas moyen de notre algorithme
pour construire le diagramme de Voronoi généralisé de polygones pourrait étre attractive.

1.6 Organisation

Cette thése est organisée en 7 chapitres.

Apres cette introduction, des préliminaires sur le diagramme de Voronoi généralisé en la
métrique euclidienne sont présentés dans le chapitre 2. Il comporte des notations de base, des
définitions, des propriétés, des structures de données pour le diagramme de Voronoi généralisé
etc... En outre on décrit des calculs souvent rencontrés dans la construction du diagramme de
Voronoi, par exemple, I’intersection entre deux bissectrices, et la localisation d’un point dans le
graphe du diagramme de Voronoi généralisé.

Le chapitre 3 détaille le probléme de la construction du diagramme de Voronoi d’un seul
polygone. A partir du concept de visibilité, une modification de 1’algorithme de Lee [LEE 82a]
est présentée. En conséquence une version corrigée de cet algorithme est proposée pour
construire respectivement le diagramme de Voronoi de I’intérieur d’un polygone et celui de
I’extérieur d’un polygone.

Le chapitre 4 concerne I’enveloppe convexe d’un ensemble de polygones quelconques. Malgré
que ceci soit un probléme indépendant du contexte du diagramme de Voronoi, il est en fait en
étroite relation avec le diagramme de Voronoi généralisé. Le concept de polygones
d’intersections simples y est introduit. Le chapitre introduit aux méthodes de calcul d’un
séparateur.

Dans le chapitre 5, nous montrons comment construire un séparateur entre deux sous-ensemble
d’objets. C’est un probléme crucial pour tous les algorithmes associés 2 la construction du
diagramme de Voronoi. Notamment, dans le cas ol la stratégie d’incrémentation est appliquée a
la construction du diagramme de Voronoi de polygones, nous pouvons a priori déterminer la
forme d’un séparateur qui est soit fermé soit ouvert selon la situation d’inclusion de I’enveloppe
convexe du polygone & insérer dans 1’enveloppe convexe de I’ensemble des polygones
existants.

En utilisant les résultats des chapitres 2, 3 et 5, nous présentons dans le chapitre 6 les détails
d’algorithmes pour construire le diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de
polygones. L’algorithme est de type incrémental. Pour appliquer la propriété de continuité d’un
séparateur exploitée dans le chapitre 5, un prétraitement des polygones est nécessaire. Le cas
d’un ensemble de segments de droite disjoints y est traité comme celui de polygones dégénérés.
De plus, 1a construction semi-dynamique est mentionnée. Evoquons le cas typique de 1’insertion
aléatoire d’un objet convexe.
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Etant indépendant des autres chapitres, le chapitre 7 traite du probléme des squelettes continus i
l'aide de la notation et de la structure du diagramme de Voronoi généralisé. Nous montrons que
les squelettes continus d’objets polygonaux dans le plan continu sont une caractéristique
inhérente au diagramme de Voronoi généralisé correspondant. Trois types de squelettes
continus peuvent étre obtenus directement d’aprés le diagramme de Voronoi généralisé. Ce sont:
I’axe médian pour I’intérieur d’un objet, I’exosquelette d’un ensemble d’objets et le SKIZ.






Chapitre 2

/

Diagramme de Voronoi Généralisé :

Préliminaires Géométriques

2.1 Définitions et notations de base

Dans cette partie, nous allons introduire quelques définitions et notations souvent utilisées pour
le diagramme de Voronoi généralisé.

Définition 2.1 Notons par d(p, q) la distance euclidienne entre un point p et un point gq. La
distance entre un point p et un ensemble non vide S, notée d(p, S), est définie par:

d@, S) =min {dp, 9)} 2.1)
qeSs

De fagon similaire, la distance euclidienne entre deux ensembles d’objets non vides disjoints Sy,
S2, notée par d(Sj, S2), est définie par

d(S1, $2) = min {d(q], q2)} (2.2)
q1€S1, @2€82

Définition 2.2 Un segment de droite fermé [a, b] est formé de la réunion des deux points
d'extrémité a et b, et du segment de droite ouvert (a, b). On désigne par élément un point ou un
segment de droite ouvert. Quelquefois, nous désignons un point par p-élément et un segment de
droite ouvert par s-élément.

Définition 2.3 La projection d'un point ¢ sur un segment de droite fermé [a, b], notée
P(q, [a, b]) est 1a projection orthogonale du point g sur la droite supportant le segment [a, b].
Une définition similaire tient pour P(q, (a, b)).

Définition 2.4 L'image I(q, [a,b]) d'un point g sur un segment de droite fermé [a, b] est la
suivante:

12
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P(q, [a, b]) si P(q, [a, b)) est située sur [a, b]

(g, [a, b] ={ le point extréme (a ou b) le plus proche de la projection sinon 2:3)

D'apres (2.1) et (2.3), la distance entre un point g et un segment de droite fermé [a, b] s'obtient
selon la formule ci-dessous:

d(q, [a, b])=d(q, I(q, [a, b]) 2.4)

C'est-a-dire, la distance entre un point g et un segment [a, b] est la distance entre le point g et
I'image de g sur le segment.

La figure 2.1 illustre les définitions précédentes.

0'42

P(qy, [a, b])=d P(g2, [a, b)) =c
1(‘11, [a» b])=a I((IZ: [a, b]) =C
d(q1, [a, b])=d(q1, a) d(q2, [a, b]) = d(q2, ¢)

Figure 2.1 Eléments, projections, images et distances

Définition 2.5 Un objet O est un ensemble connexe de points du plan R2. Quand la frontiere
d’un objet, notée par d0, est un polygone fermé, I’objet est alors appelé objet polygonal .

Dans le cadre de cette thése, un objet est toujours supposé comme étant un objet polygonal.
Donc la frontiére d’un objet est composé d'éléments (points ou segments ouverts). Ainsi, les
symboles {O et €0 représentent respectivement 1’intérieur et 'extérieur de I'ensemble O. Dans
les cas sans ambiguité, l'intérieur d’un objet est appelé simplement objet. Pour préciser une
orientation de parcours de la fronti¢re d’un objet, nous allons utiliser CW pour le sens des
aiguilles d'une montre et CCW pour le sens inverse des aiguilles d'une montre.

Définition 2.6 La bissectrice B(e;, ej) entre deux éléments e; et e;j est formée de 1’ensemble
des points équidistants de ¢; et de ¢j:

B(e;, e)) = {q1d(q, e)=d(q, €)) } (2.5)
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Si on impose une direction sur les bissectrices, on parle de bissectrice orientée. Dans ce qui suit,

une orientation est toujours appliquée, c'est-a-dire, B(e;, ;) signifie que les éléments ¢; et e;
) Ppi1q i» €j) S18 q i cte;

seront répartis respectivement a gauche et a droite de celle-ci.

Dans le cas plus général ou on s’intéresse a 2 ensembles d’objets, le concept de bissectrice est
généralisé par celui de séparateur:

Définition 2.7 Le séparateur de deux objets différents O et O3, noté par Sep(0;, O3), est
défini comme le lieu des points équidistants de O et O2 ou la distance entre un point et un
ensemble d'éléments est donnée dans la définition 2.1. A partir de cette définition nous avons:

Sep(01, 02)={q | min d(g, ¢;) = min d(g, ¢;) } (2.6)
eie 0] ej € 02

De méme, une orientation est toujours imposée sur un séparateur Sep(0j, 07) si bien que O
est situé & gauche du séparateur et O3 est situé a droite de celui-ci quand on parcourt un
séparateur selon son orientation.

Définition 2.8 Le demi-plan h(e;, ej) associ¢ a deux €léments e; et ej est I'ensemble des

points les plus proches de I'élément e; vis a vis de 1'élément ej, c'est-a-dire:
h(e; ej) = { q1d(q, ) < d(q, e))} 2.7)

La fermeture du demi-plan A(e;, e;), notée *hfe;, e;), est la réunion du demi-plan h(e;, ej)etdela

bissectrice des deux éléments ¢; et e;.

Le demi-plan associ€ a deux ensembles d'objets S; et S, noté par H(S;, S,), peut étre défini
de fagon similaire:

H(S;,S52) ={¢q | min d(q, €;) < min d(q, €))} (2.8)
€€ S € €S

Lemme 2.1 Soit ¢; et e; deux éléments différents. Alors
B(e;, ¢j) =R? — (h(e;, €)) L h(ej, €7)) 2.9)
Preuve. Immédiate.

Lemme 2.2 Si §; etS; désignent deux ensembles d'objets non vides et disjoints, on a:

(@). H(S;,82) =U N h(e;, ej) (2.10.a)
€,€S], €€S)
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(b). H(S2, S))=U N h(ej, e;) (2.10.b)
€ € Sz, €; € S]
(c). Sep(S1, S2) =R2 — (H(S;, S2)UH(S3, S1)) (2.10.c)
Preuve.

(a) Supposons que ge H(S, S). Selon la définition, g est le point plus proche d’un élément ¢;
de S; que de n'importe quel élément de S, c'est-a-dire, ge M h(e;, ej) (pour ¢;€S3). Donc,

ona:

qge Y Nhle, ej)
€,€S8], ¢€S)

Par un argument similaire, I’inverse peut étre montré facilement.
(b). Similaire a (a)
(c). Immédiate.

Ce lemme montre que étant donné deux ensembles d’objets S; et S5, le plan euclidien R2 se
divise alors en trois parties: les demi-plans H(S, S,) et H(S;, S;), et le séparateur Sep(S;,
Sy).

Définition 2.9 La région de Voronoi d’un élément e; sur un ensemble S est ’ensemble des

points plus proches de ¢; que de n’importe quel autre élément de S. La frontiére d’une région de
Voronoi est composée d’une suite d’arétes de Voronoi. L’intersection de deux arétes de Voronoi
est appelée sommet de Voronoi.

Cette région est notée par V(e;, S —¢;). Un tel symbole nous permet de préciser que cette région

est définie dans le cadre de S et elle se rapporte au sous-ensemble S — ¢; de S.

Lemme 2.3 V(e; S-¢) =N h (e;, €)) (2.11)
eES —¢;

Preuve. Immédiate.

Définition 2.10 La région de Voronoi d’un objet O; d’un ensemble d’objets S est I’ensemble

des points plus proches de O; que de n’importe quel autre objet dans S. De méme, cette région
est notée par V(O;, S -O,).
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Corollaire 2.1 V(0;, S -0,) =H(0;,S -0;) =N H(0;, 0)) = M h(e; ¢)) (2.12)
OJES _Oi eieO,- ejeS -0,'
Preuve. V0, S-0) = U V(e, S-0;)
e;e0;

= U M h(e,~, eJ)
€;€ Oi ejeS —Oi

Définition 2.11.a Le diagramme de Voronoi généralisé, VOD(S), d’un ensemble d’objets S
est la réunion de toutes les régions de Voronof associées a chaque objet de I’ensemble.

Selon cette définition, on a:

VOD(S) =L V(0O, S- 0) (2.13.a)
OeS

De plus I'utilisation d’ entités différentes va spécifier le diagramme de Voronoi généralisé défini
ci-dessus. En général S est un ensemble dénombrable, c’est-a-dire,

S={u | u est unité élémentaire}
Comme cas particuliers, nous avons:

(1) Si u est un point, on a alors le diagramme de Voronoi ponctuel. C’est le diagramme de
Voronoi classique [VORONOI 08], noté par VOD p(S ), et

VODy(S) =V V(p, S -p) (2.13.b)
PES

(2) Si u est un élément comme ceux donnés par la définition 2.2, le diagramme de Voronoi
obtenu est désigné comme diagramme de Voronoi d’ éléments, noté par VOD4(S), et

VOD(S) =U V(e, S-e) (2.13.0)
eeS

(3) Si u est composé d’objets polygonaux disjoints, nous avons alors le diagramme de Voronoi
d’objets, noté par VOD,(S):
VODy(S) =V V(o, S -0) (2.13.d)
0€eS ‘
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2.2 Bissectrices et séparateurs

Dans le précédent paragraphe, nous avons défini les bissectrices et les séparateurs. Dans cette
partie, nous allons montrer les formes concretes de bissectrice et de séparateur. Dans un premier
temps, nous considérons des configurations d’objets comportant quelques éléments. Les
séparateurs correspondants sont simples. Nous reviendrons sur 1’étude du séparateur généralisé
dans le chapitre 5.

Etant donné 2 éléments e; et e, on peut identifier trois types de bissectrices en tenant compte de

la combinaison de la nature des éléments (point ou segment ouvert). Ces types des bissectrices
sont étiquetés par:

— [pp] Si les éléments e; et e; sont des points, la bissectrice correspondante est alors une
droite (cf. figure 2.2.a).

— [ps] Si ej est un point et e, est un segment de droite ouvert, la bissectrice est alors une
courbe composée de trois parties, une partie parabolique (dont le foyer et la directrice sont

respectivement le point et le segment) et deux demi-droites déterminées respectivement par le
point e; et une extrémité de la fermeture du segment de droite ouvert e, (cf. figure 2.2.b).

Un cas de dégénérescence de la bissectrice de type [ps] se rencontre quand le point e; coincide
avec une extrémité de la fermeture du segment ouvert. Dans ce cas la bissectrice de type [ps]
devient une droite passant par le point et orthogonale au segment (cf. figure 2.2.c).

— [ss] Si les éléments e; et e, sont de type segments ouverts, la bissectrice est alors une
courbe qui peut se décomposer au maximum en sept parties qui sont soit des segments de droite,
soit des demi-droites, soit des arcs paraboliques. Le foyer et la directrice d’un arc parabolique
sont toujours relatifs a 'extrémité de la fermeture d'un segment et a l'autre segment. La figure
2.2.d illustre la bissectrice des deux segments ouverts disjoints et la figure 2.2.e. illustre la
bissectrice entre deux segments ouverts dont les segments fermés associés ont une extrémité
commune.

Maintenant étudions les configurations de séparateurs entre deux ensembles d'éléments, S; et
S>. Dans le cas qui nous intéresse, le séparateur le plus simple est celui qui apparait quand S;
est un point et S un segment de droite fermé. Un tel séparateur peut étre composé au maximum
de trois parties qui sont identiques a la bissectrice établie pour le point et le segment ouvert
correspondant au segment fermé (cf. figure 2.3.a).
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(a) (b) ©)

@

©

Figure 2.2 Les bissectrices de deux éléments
de type [pp] (a); de type [ps] (b); de type [ps] en cas de dégénérescence (c);
de type [ss] de deux segments ouverts disjoints (d); et de type [ss] de deux
segments ouverts ayant une “extrémité commune” (e)
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(a) (b)

©)

Figure 2.3. Séparateurs entre deux ensembles d'éléments composés
(a) d’un point et d’un segment fermé; (b) de deux points
et d’un segment fermé; (c)de deux segments fermés

Le séparateur entre un segment fermé et deux points est montré en figure 2.3.b. La figure 2.3.c
représente un exemple de séparateur entre deux segments de droite fermés. Dans ce dernier cas,
le séparateur se compose au maximum de sept parties (segments de droite ou arcs paraboliques).
Bien que la forme géométrique de la bissectrice illustrée dans la figure 2.2.b est identique 2 celle
du séparateur illustrée dans la figure 2.3.a, la premiére est issue de la frontiére d'un demi-plan
h(ej, e2) et la seconde est formée de l'intersection des frontieres de plusieurs demi-plans h(e;,
ej) avec e;€ S et ¢je S2. Donc, ils portent des significations différentes.

Notons que les points du plan peuvent se classer en trois catégories:
(a) les points appartenant aux objets donnés;
(b) ceux situés dans une région de Voronoi et;



(c) ceux appartenant aux séparateurs entre les objets.

Cette derni¢re catégorie peut €tre prise comme la définition pour le diagramme de Voronoi. Cette
définition est exprimée ci-dessous:

Définition 2.11.b Le diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble d'objets, O, noté
VOD(O0), est un ensemble de points p tels qu’il existe deux objets O; et O j différents,

appartenant a O points desquels p est équidistant.

En fait, les points de la catégorie (c) forment le graphe du diagramme de Voronoi. La figure 2.4
montre le diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble d'éléments. On peut remarquer
qu’une région du diagramme de Voronoi généralisé n'est plus nécessairement un polygone
convexe.

(a)
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(b)
Figure 2.4. Deux exemples simples du diagramme de Voronoi généralisé

d'ensemble d'éléments S composé: (a) d’un point et d’un segment fermé;
et (b) de deux segments fermés. B(g;, €j) désigne la bissectrice entre ¢; et e
V(e;) désigne la région de Voronoi généralisée associée i e;

2.3 Intersection entre des arétes de Voronoi

L'intersection entre arétes de Voronoi (ou bissectrices) est un calcul rencontré fréquemment dans
le processus de la construction du diagramme de Voronoi. En fait, chaque sommet de Voronoi
est une intersection d’arétes de Voronoi. Nous avons indiqué dans le paragraphe précédent qu'il
y a deux types d'arétes de Voronoi dans le cas ou l'ensemble est composé de points et de
segments: les segments de droite (droites et demi-droites incluses) et les arcs paraboliques.
Donc, le probléme de I'intersection entre les bissectrices est ramené 2 celui de l'intersection de
deux segments de droite, ou d'un segment de droite et d'un arc parabolique ou de deux arcs
paraboliques.

L'intersection de deux droites peut se calculer simplement en résolvant un systéme linéaire 2
deux équations.

L'intersection d'une droite et d'une parabole implique de résoudre une équation d'ordre deux.
L'intersection de deux paraboles nécessite le calcul des racines d'une équation d'ordre quatre.
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Cependant, nous présentons ci-dessous les lemmes suivants exposant des propriétés
intéressantes. Nous montrons que grice a ces propriétés la solution d’une équation d’ordre
quatre se ramene a celle d’une équation d’ordre 2. Ceci simplifie le calcul de 1’intersection de
deux arétes de Voronoi de type parabolique.

Lemme 2.4 Les intersections, si elles existent, de deux paraboles sont situées sur la
bissectrice des deux directrices correspondantes si ces deux paraboles partagent un foyer
commun.

Preuve. Considérons la figure 2.5 . Soit I, I2 les points d’intersection de deux paraboles ayant
respectivement les directrices L; et Ly . Soit f le foyer commun des deux arcs de parabole. Nous
avons alors:

B(Ly,Ly) ={ p=(x,y)1d(p, L) =d(p, L) } (2.14)

D'apres la définition d'une parabole, on a :

d(Ij,L1)=d(Ij,f) (2.15)
et
d(Ij, Ly)=d(I}, f) avec j=1,2 (2.16)
Alors
aiI,L;) = d(Ij,LZ) (2.17)
Donc

IieB (L Ly) ol j=1,2.

L1

Figure 2.5 Intersections des deux paraboles ayant un foyer commun

Lemme 2.5 Les intersections (si elles existent) de deux paraboles sont situées sur la bissectrice
des deux foyers correspondants si les deux paraboles ont une directrice commune.
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Preuve. Soit I une intersection des deux paraboles ayant une directrice commune (voir figure
2.6), f1 et f2 les foyers de ces deux paraboles respectivement. D’aprés la définition d'une
parabole, on a les relations suivantes:

d(1, f1 )=d(I, L) (2.18)
et

d(l, f2)=d(, L) (2.19)

Donc
d(l, f1)=d(1, f2) (2.20)

Mais
B(f1,f2) = { p=(x, y) V d(p, f1)=d(p. f2) } (2.21)

Donc

Ie B(f1, 1) .

Figure 2.6 Intersections des deux paraboles ayant une directrice commune

Lemme 2.6 S'il existe une intersection entre deux arétes de Voronoi de type parabolique dans
un diagramme de Voronof, alors ces deux arétes partagent soit un foyer, soit une directrice
commune.

Preuve. Soit C; et C; deux arétes de type arc de parabole ayant une intersection commune / (donc
elles sont voisines) dans le diagramme de Voronoi (voir Figure 2.7). Selon la définition du
diagramme de Voronof, la frontiére de la région V(e;) associée a I'élément e;, noté par dV(e;),
est composée de segments de bissectrices entre e; et d'autres éléments voisins. Donc C; et Cj, les
deux arétes de type arc de parabole, partagent un élément commun noté e;, qui est soit un
segment de droite (la directrice) soit un point (foyer).



Figure 2.7 illustration pour lemme 2.6

Le lemme 2.6 implique que dans le diagramme de Voronoi généralisé, deux arcs de parabole se
coupent seulement dans le cas oul les deux paraboles partagent un méme foyer ou une directrice
commune. Ainsi le lemme 2.6 montre que la détermination de l'intersection de deux arétes de
Voronoi de type parabolique consiste d'abord & résoudre le probleme de savoir si ces deux
paraboles partagent un élément commun qui est peut-étre un point (le foyer) ou un segment de
droite (la directrice). Dans le cas contraire, on est siir qu’il n'existe pas d'intersection entre les
deux arétes de Voronoi de type arc de parabole.

Apres avoir jugé si deux arétes de Voronoi de type arc de parabole ont en commun soit un foyer
soit une directrice, nous pouvons alors résoudre le probléme d'intersection entre deux arétes de
Voronoi de type arc de parabole selon: (a) soit le lemme 2.4 si elles se partagent un foyer
commun; (b) soit le lemme 2.5 si elles se partagent une directrice commune.

2.4 Quelques propriétés du diagramme de Voronoi
généralisé

Dans ce qui suit, nous allons montrer quelques propriétés du diagramme de Voronoi généralisé.
Nous verrons que certaines propriétés seront une extension naturelle de celles du diagramme de
Voronoi classique.

Définition 2.12 Une région polygonale Rdans le plan est de type étoile généralisée avec
noyau N,NC R, si pour tout point r de R il existe un point n de N tel que le segment fermé
[r, n] est situé completement dans R.

Lemme 2.7 La région de Voronoi généralisé V(e;, S) est de type étoile généralisée avec e;
comme noyau.

Preuve. Lemme 1 dans [LEE 81].
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Lemme 2.8 Le nombre de régions de Voronot, le nombre d'arétes de Voronoi et le nombre de
sommets de Voronoi dans VOD(S) sont tous en O(n) ol n est nombre d'objets de S.

Preuve. Corollaire 1 dans [LEE 81].

Définition 2.13 On dit qu'un objet 0; de l'ensemble d'objets S est situé sur la frontieére de
I'enveloppe convexe de S si il existe au moins un point g€ do; tel que g appartienne i la

frontieére de 1'enveloppe convexe.

Lemme 2.9 Un objet 0 de I'ensemble d'objets S est situé sur la frontiére de 1'enveloppe
convexe de S si et seulement si V(o, S-0) est non bornée.

Preuve.Voir lemme 5.2 et corollaire 5.1

Lemme 2.10 Les deux régions de Voronoi, V(0;, S-0;) et V(oj, §-0j), sont voisines si et
seulement si il existe un point q tel que le cercle centré en g et de rayon r=d(q, 0;)=d(q, o0j) ne
contient en son intérieur ou sur sa frontiere aucun point d'un autre objet .

Preuve. Similaire au lemme 2 dans [LEE 81].

Pour un ensemble d’objets S, on dit que deux objets o; et ojde S sont visibles mutuellement si
et seulement si il existe au moins un point p de o;, et un point g de oj, tels que le segment (p, q)
ne contient aucun point appartenant a S. (voir définitions 3.3 et 3.4 au chapitre 3).

Lemme 2.11 Deux objets invisibles mutuellement ne partagent jamais d’arréte de Voronoi
commune.

Preuve. Similaire a la preuve du lemme 3.2 .

Lemme 2.12 Chaque sommet de Voronoi est une intersection commune de trois arétes de
Voronoi au moins.

Preuve. Supposons qu’un sommet de Voronof, v, soit formé seulement par l'intersection de
deux ar€tes de Voronoi. Notons ces deux arétes par b(e;, ¢;) et b(e;, ex) (cf. figure 2.8).
Comme d(e;, v)=d(e;,v) et d(e;, v)=d(ej, v), on a d(ej, v) = d(e;,v). v appartient alors 2 une
aréte de Voronofi partagée par e; et ¢, notée b(ey, €;). Maintenant, nous voulons montrer qu’une
telle ar€te existe certainement. En supposant que b(ey, ;) n'existe pas, il y a alors un élément,
noté par e,, qui empéche la relation adjacente entre V(ej) et V(ey). Par conséquent, b(ej, €x) va
intersecter b(e;, ¢;) en v,. Puisque l'aréte de Voronof entre v, et v est partagée par ¢; et e,, donc
il est impossible que v soit l'intersection de b(e;, ¢;) et de b(e;, e;). Ceci montre qu'une
troisiéme aréte de Voronoi connectée a v existe. Dans quel cas, v et v, sont-ils confondus ? I y



a deux possibilités : (a) ex=ex; (b) ex est situé sur la frontire d'un cercle qui est tangent a la fois
ae;, ¢; et ex. Ce dernier cas montre que le nombre d’arétes connectées au sommet v peut étre
supérieur a trois.

b( (48 ej)

b (ej, ex)

Vie)

b(el': q:)
Figure 2. 8. Illustration de lemme 2.12

Corollaire 2.2 A chaque sommet v de Voronoi d'un ensemble d'objets S, il existe un cercle
C(v) centré en v tel que C(v) soit tangent & au moins trois objets de S.

Preuve. Immédiate a partir des lemmes 2.10 et 2.12.
Corollaire 2.3 C(v) ne contient, ni intersecte aucun objet de S.

Preuve. Supposons que C(v) soit déterminé par O;, O, et O3. Nous avons:

d(v, Oj) =d(v, 03) =d(v, O3) (2.22)
Si un autre objet, dit Oy, intersecte C(v), il existe alors un point g de Oy tel que
d(v, q) =d(v, O4) (2.23)
ainsi que
d(v, @) <d(v, Op)
d(v, q) <d(v, 07)
et

d(v, q) < d(v, 03) (2.24)

D’ou et d'apres la définition du diagramme de Voronoi généralisé,
ve V(Oy, S-04)
Ceci est en contradiction avec le fait que v est un sommet de Vorono.

Lemme 2.13 Soit S; et S, deux ensembles d'objets. V(Oy, $1-0;) et V(03, §3-03)
partagent une aréte de Voronoi commune, notée par b(0;, O3), si et seulement si Sep(S;,
8$2)NV(0,, §1-01)NV (03, S2-02) # @. De plus, on a : b(0;, O3) = Sep(S1, S2)NV(0y, S;-
0NNV(02, $2-0,).
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Preuve. Notons bj; = Sep(S;, S2)NV(0y, $1-01)NV(0,, $2-03)

(a). Supposons que by 2 est vide. Dans ce cas-ci, nous avons deux possibilités:

1) Sep(S;, S2) est dans une seule région de V(Oy, S;-0)) et V(O,, S2-0>) (figure 2.9.a);
ii) Sep(S;, S2) n'est ni dans V(Oy, $;-0)), ni dans V(0O3, $2-03) (figure 2.9.b).

SepSs, S2) /Sep(S1 S%)

]

Figure 2.9 Sep(S;, S2)NV(0y, S1-01)NV(0;, S2-03) # @,
alors V(Oj, S;-0)) et V(O3, S,-0,) partagent une aréte de Voronoi

Nous savons que tout point g appartenant a b(0;, O>) doit vérifier les relations suivantes:

d(q, 01) =d(q, Oy) (2.25)
et
d(q, O1) = min d(g, O)) (2.26)
O€S;
et
d(q, O2) = min d(q, O)) (2.27)
O;es;

Cependant, il y a certainement dans le premier cas (la figure 2.9.a) une région V(O,, S;-0,)
avec x#1 telle que d(q, O,) < d(g, O;). De méme, dans le second cas (figure 2.9.b), il y a deux
régions V(Or, $;-Op) et V(Og, S2-Op) avec L # 1 et R # 2 telles que d(q, Op) <d(q, O)) ainsi
que d(q, Og) < d(q, O3). Donc, dans tous les cas, b(0;, O;) n'existe pas.

(b) Maintenant, nous devons montrer que by 2 # @ et que b(0}, 02) =b; 2. Soit ge b(0}, O3).
On a immédiatement:
qe Sep(S1, S2)
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d(g, Op) = d(g, 02) (2.28)
et
d(g, Op) = min d(q, O0) (2.29)
0,' € S]
et
d(g, 0;) = min d(q, O)) (2.30)
Ojes;
Ceci implique:
qe V(Oy, $1-0))
et
qe V(O2, 82-07)
Donc:

qebj
Comme Sep(S;, S2) est non vide, alors b, # @. Maintenant, supposons que g€ by ,. 11 est
tres facile de montrer que ge b(0, O>) aussi. Par conséquent, b; 2 = b(0;, O3).

2.5 Structure de graphe du diagramme de Voronoi
généralisé

Afin de représenter le graphe du diagramme de Voronoi généralisé précédemment défini, nous
devons choisir une structure de données pour mémoriser les informations géométriques et
topologiques. En fait, le choix de structure de données est une étape cruciale dans la conception
d'un algorithme géométrique. Par exemple, la complexité d’un algorithme dépend de la structure
de données utilisé€ dans l'algorithme. Il existe trois unités élémentaires géométriques qui peuvent
représenter un diagramme de Voronoi: régions, arétes et sommets de Voronoi. Chaque région
est bornée par une chaine d'arétes, et chaque aréte est partagée par exactement deux régions.
Chaque aréte est limitée par deux sommets (possibles a I'infini), et chaque sommet peut étre
partagé par plusieurs arétes. Pour préciser toutes les informations géométriques et les relations
topologiques dans le diagramme de Voronoi généralisé, nous allons utiliser la structure de
données décrite ci-dessous.

(1) Chaque sommet de Voronoi est décrit par : ses coordonnées ;

(2) Chaque aréte de Voronof orientée est décrite par :
(a) sa forme: DROITE ou PARABOLE ;
(b) son type: FERMEE ou OUVERTE ou OUVERTE_A ou OUVERTE_DE ;
(c) son sommet initial et son sommet terminal ;
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(d) sa région gauche et sa région droite qui sont étiquetées par les éléments associés
qui sont soit des points soit des segments de droite ;

(e) un pointeur vers son aréte précédente (associée a son sommet initial) et un
autre pointeur vers son aréte suivante (associée a son sommet terminal) ;

(3) Chaque région de Voronoi est décrite par :
(a) l'élément associé: POINT ou SEGMENT ;
(b) un pointeur vers la chaine d'arétes de Voronoi de la frontiére de la région qui
prend un sens CW (ClockWise) comme orientation positive ;

Nous €tiquetons une région de Voronoi par 1'élément associé et sa frontiére est représentée
comme une liste doublement chainée d'arétes. Du fait qu'une aréte de Voronoi est constituée soit
d’un segment de droite soit d’une droite soit d’un arc parabolique, nous utilisons deux champs
particuliers pour mémoriser les données géométriques : i) le champ forme qui prend 1’une des
deux valeurs DROITE et PARABOLE ; ii) le champ type qui prend l'une des quatre valeurs,
FERMEE représentant une aréte avec deux sommets a distance finie, OUVERTE représentant
une aréte avec deux sommets a distance infinie, OUVERTE_A représentant une aréte avec un
sommet initial a distance finie et I'autre sommet terminal a distance infinie, OUVERTE DE
représentant une aréte avec un sommet initial a distance infinie et l'autre sommet terminal 2
distance finie. Soit EDGE une aréte courante. L'aréte suivante de EDGE dans la liste est définie
comme I’aréte qui précéde quand on part de EDGE en sens de la frontiére de la région. Une telle
abstraction de données est essentiellement équivalente a la structure DCEL (Doubly-
Connected-Edge-List) [PREPARATA 88].

2.6 Localisation d’un point dans une région de
Voronoi généralisée

Le probleme de la localisation d’un point dans une subdivision plane est un des problémes
fondamentaux en géométrie algorithmique. 11 est formellement décrit comme suit : Etant donné
un graphe plan G composé de droites avec n sommets et un point quelconque g, déterminer
quelle région de la subdivision introduite par G contient gq. Pour ce probleme, on suppose
toujours que 1’on s’est donné un graphe plan de droites ( ou PSLG en anglais). Plusieurs
méthodes ont été développées :

(a) 1a méthode de “Slab” par Shamos [ SHAMOS 75] ;
(b) 1a méthode de la “Chatne’ par Lee-Preprata [LEE 77] ;
(c) la méthode du “trapezoide’ par Preparata [PREPARATA 81] ;



(d) la méthode de la “triangulation refinement” par Kirpatrick [KIRPATRICK 83] ;
(¢) la méthode du “bucker” par Edahiro-Kokubo-Asano [EDAHIRO 84] ;
etc...

Remarquons que toutes les méthodes de localisation de point sont essentiellement issues d’une
idée fondamentale: créer de nouveaux objets géométriques afin de permettre d’effectuer une
recherche dichotomique.

Ici, nous ne voulons pas détailler toutes les méthodes ci-dessus. Par contre, nous nous
intéressons au probléme de localisation d’ un point dans un diagramme de Voronoi généralisé au
lieu d’un graphe plan de droites.

La différence entre ce nouveau probléme et le précédent concerne le fait que le diagramme de
Voronoi généralisé comprend en plus des portions vis-2-vis du PSLG. En fait, la localisation
d’un point dans le diagramme de Voronoi est toujours présentée quand on calcule le diagramme
de Voronoi lui-méme.

Supposons que nous ayons obtenu un diagramme de Voronoi VOD(S) 2 un instant donné et
qu’un point z soit donné. Remarquons que le diagramme de Voronoi est mémorisé selon la
structure de données similaire 8 DCEL. C’est-a-dire, la frontiére de chaque région de Voronoi
est représentée par un cycle d'arétes doublement chainées en orientation CW. Dans le cas ol les
germes seraient des points, les régions de Voronoi sont convexes. Alors la localisation du point
z dans le diagramme de Voronoi ponctuel peut étre résolue selon la solution d’inclusion d’un
point dans une partition formée de polygones convexes. Pour un polygone convexe avec N
sommets, 1'inclusion d’un point peut étre déterminée en un temps O(log N) avec un temps de
prétraitement en O(N) [PREPARATA 88]. L'algorithme correspondant [PREPARATA 88] est
donné ci-apres. '

Algorithme CONVEX_INCLUSION ;

entrée: la liste doublement chainée d'un polygone convexe P=<pj, p2, ..., pN>;
le point z;

sortie: INC-CON {boolean};

Début
1. Soit g un point quelconque intérieur a P. Déterminer par recherche dichotomique un
secteur dans lequel z est situé. Le point z est situé dans le secteur défini par deux
rayons passant respectivement par [q, p;] et [g, pi+]] si et seulement si I'angle
(zqpi+1) et l'angle (zgp;) ont des orientations inverses ;



31

2. Si p; et pi+] sont trouvés, INC-CON=vrai si et seulement si (p;p;+]z) forme un
cycle dans le sens des aiguilles d’une montre ;
Fin;

Figure 2.10. Division d’un polygone convexe en secteurs

On peut remarquer que du fait que toutes les ar€tes d'une région de Voronoi sont orientées, une
autre méthode pour l'inclusion d'un point dans une région de Voronoi ponctuel se rameéne a
vérifier si le point en question est situé d’un méme coté vis-a-vis de toutes les arétes de la
région. Ceci peut €tre fait en N fois dans le cas le plus défavorable mais sans prétraitement.

A présent, nous allons exposer notre méthode pour localiser un point dans le diagramme de
Voronoi généralisé.

Définition 2.14 Une région de Voronoi généralisée s’appelle s-région si I’élément associé est
un segment de droite ouvert. De méme, une région de Voronoi s’appelle p-région si 1’élément
associ€ est un point.

Rappelons qu'une région de Voronoi V(e, S) généralisée est de type étoile généralisée avec e
comme noyau (lemme 2.7). Par conséquent, le segment [z, P(z, e)] oli ze dV(e, S) et P(z, e) est
la projection de z sur e, est situé entierement dans V(e, S) (Voir définition 2.12). Quand on
projette les points des arétes de la frontiére d’une région de Voronoi sur 1'élément associ€é, on
peut trouver quelques propriétés intéressantes.
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Définition 2.15 Une chaine C = <vj, vz, ..., V> est une suite de portions de courbe
formée de I'ensemble de sommets {vj, v2, ..., vi}et de I'ensemble d'arétes {(v;, vi+1): i =1,
..., k-1}. Une chaine C est appelée monotone par rapport a une droite / si toute demi-droite
orthogonale a / issue d’un point de / intersecte C en un seul point.

Remarquons que l'aréte (v;, v;+1) dans cette définition est une portion de courbe générale.
Quand (v, vj4+]) est un segment de droite, on a alors une chaine polygonale. La figure 2.11
montre une chaine polygonale monotone. Les projections orthogonales {/(v}), I(v2),..., [(vi)}
des sommets de C sur / sont ordonnées le long de /.

1(v2)
1(vy)

Figure 2.11. Chaine polygonale monotone par rapport a la droite /

Définition 2.16 Une région de Voronoi est appelée monotone si sa frontiére peut étre
décomposée en chaines monotones par rapport a une méme ligne de droite.

La figure 2.12 montre un exemple de la chaine de la frontiére d'une s-région de Voronoi.

V7 Ve

Figure 2.12 La chaine monotone d'une s-région de Voronoi

Corollaire 2.4 Une s-région de Voronoi est monotone par rapport au segment associé.
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Preuve. Soit e un segment. Nous décomposons la frontiere dV(e) de V(e) en deux chaines C; et
Cy telles que Cj et Cp sont situées respectivement & gauche de e et a droite de e (suivant
l'orientation de e). Nous devons démontrer que C; et C, sont monotones par rapport a e. Nous
le démontrons par contradiction. Supposons que C; ne soit pas monotone. D'aprés la définition
2.15, une droite / orthogonale a e va intersecter C;en plus d'un point. Soit z; et ; deux
intersections entre C; et [ (voir figure 2.13). Il est impossible de trouver un point gee tel que le
segment [£2, q] est situé dans V(e). Ceci contredit la propriété que V(e) est de type étoile
généralisée avec e comme noyau (cf. lemme 2.7) . La preuve pour C, est identique 2 celle pour
Cr

Figure 2.13 la fronti¢re d'une s-région de Voronoi est monotone

La méthode pour localiser un point dans une s-région est similaire & la méthode de chaine pour
localiser un point dans un graphe PSLG par Lee-Preprata [LEE 77]. Pour une s-région V(I, S)
donnée et un point quelconque z, nous décomposons dV(/, S) en deux chaines monotones C; et
C; ainsi que cela a été mentionné dans la démonstration du corollaire 2.4. Ensuite pour chacune
des chaines C; et C, nous projetons tous les sommets de Voronoi dans /. I est clair que la
projection de z sur / peut étre localisée dans un intervalle unique (/(v;), I(vi+})) par recherche
dichotomique. Enfin, un seul examen peut déterminer de quel coté de I'aréte de Voronoi se situe
le point z. Donc, la localisation d'un point dans une s-région est effectuée en temps O( log k) ot
k est le nombre d'arétes de Voronoi de la région. L'algorithme est décrit ci-dessous.

Algorithme S_REGION_INCLUSION;

entrée: la liste doublement chainée de la frontiére d'une s-région de Voronoi V(I, S);
un point quelconque z;

sortie: INC-S-REGION;, {boolean}

Début
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1. Décomposer 0V(/,S) en deux chaines monotones ! C; = <oy, a2, ..., Q> et
Cr =<04], 2, ..., O4y> OU Op; est une arte de Voronoi et og;+; est l'aréte
suivante de og;; faire la projection de z sur /, notée par /(z) {initialisation};

2. Si z est a gauche de / alors faire (voir la figure 2.12)

début
a. pour i=] & u faire la projection du sommet initial de oy; sur /, notée par /(i);
b. localiser /(z) dans un intervalle (/(i), [(i+1)) par recherche dichotomique;
¢.INC-S-REGION= vrai si z est situé a droite de 1'aréte de Voronoi orienté o;;

fin;

sinon

si z est a droite de / alors faire

début
a. pour i=] a v faire la projection du sommet initial de o;; sur /, notée par (i),
b. localiser /(z) dans un intervalle (/(i), I(i+1)) par recherche dichotomique;
C.INC-S-REGIOIN= vrai si z est situé a droite de 1'aréte de Voronoi orienté a;

fin;

Fin;

Figure 2.14. Localisation d'un point dans une p-région de Voronoi

1 Quand nous construisons le diagramme de Voronoi généralisé pour I’intérieur ou a I’extérieur de polygones
(voir le chapitre 3 et le chapitre 6), une s-région de Voronoi sera composée d’une seule chaine monotone. Donc,
la décomposition de la frontiere d’une s-région en deux chaines monotones n’est pas nécessaire.
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Pour une p-région, une propriété similaire a celle d’une s-région existe.

Corollaire 2.5. Une p-région de Voronoi est monotone par rapport au point associé.
Preuve. Similaire au corollaire 2.4.

Donc, quand nous projetons les sommets de Voronoi d'une p-région sur I'élément p, la région
sera divisée en m secteurs (V;pv;,]) par les lignes de projections. On peut trouver le secteur (s'il
existe) dans lequel se trouve le point z par recherche dichotomique car les droites de projections
seront produites selon un ordre angulaire. Une fois que nous avons déterminé le secteur
contenant le point en question, le probléme de la localisation d'un point dans une p-région peut
étre résolu en déterminant si z est situé a droite de 1'aréte de Voronoi comprise dans le secteur
(voir figure 2.14). Evidemment, un tel algorithme pour localiser un point dans une p-région est
en principe similaire a I'algorithme CONVEX_INCLUSION. Ceci peut se faire en O(log m) ot
m est le nombre d'arétes de Voronoi d'une p-région.

En résumé, nous avons donc:

Lemme 2.14. Etant donné une région de Voronoi généralisée et un point quelconque z, la
détermination du point z dans la région peut se faire en O(log n) avec un temps O(n) de
prétraitement ol n est le nombre d'arétes de Voronoi de cette région.



Chapitre 3

Diagramme de Voronoi Généralisé
d’un Polygone Basé sur les Eléments

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probleme du diagramme de Voronoi d’un
polygone au sens ou les sommets et les arétes du polygone désigneront les germes. C’est-a-
dire, plus précisément, nous allons considérer tous les points de la frontieére d'un polygone
simple. Soit {2 le domaine intérieur du polygone £2, e£21le domaine extérieur du polygone £2
et 012 la frontiere du polygone £2. Nous avons alors une partition suivante du plan R? :

R2=({) U () U () 3.1
avec {Q N e =0.

Rappelons que le diagramme de Voronoi , noté VOD,(S), d'un ensemble S d'éléments, est une
partition du plan en régions de Voronof telle que tout point de chaque région est plus proche de
I'élément associé que de n'importe quel autre élément de S. De plus, si nous nous restreignons
a l'intérieur d'un polygone (2, nous avons alors un diagramme de Voronoi borné dans
l'intérieur du polygone, pouvant étre défini par VOD.(£2)N{£2. Par contre, si nous ne nous

intéressons qu’a l'extérieur du polygone, nous allons avoir un diagramme de Voronoi pour
I'extérieur du polygone, pouvant étre défini par VOD () €£2. Ainsi le probléeme de la

construction du diagramme de Voronoi généralisé d'éléments constituant la frontieére d'un
polygone peut se diviser en deux sous-problemes suivants :

Probléme INVOD : Trouver une partition de Voronoi pour {Q:VOD ()N ;

Probléme EXVOD : Trouver une partition de Voronoi pour £2:VOD () eS2.
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Nous divisons le probléme de la construction de VOD,(£2) en deux sous-problémes, non

seulement du fait que 1a réunion des solutions de ces deux sous-problémes fournit directement
VOD(£2), mais aussi du fait que chacun de ces deux sous-problémes posséde un intérét en lui-

méme, Détaillons les problémes dans les paragraphes suivants.

3.2 Représentation et décomposition de la frontiére
d’un polygone

3.2.1 Représentation basée sur les sommets

Définition 3.1 Un polygone simple G de N sommets, noté par G = (qg, q1, ..., qn-1), €st
une suite de N points tels que [g;, gi+1] soit un segment de droite fermé pour i=0,1, ..., N-1
(on identifie gy a qp ), appelé aréte et tel qu'il n'y ait pas d'intersection entre deux arétes non-
consécutives.

Un polygone simple G est une figure plane fermée composée d'arétes. Il divise le plan R2 en
deux parties, l'intérieur et l'extérieur. Dans ce qui suit, nous parlerons en terme de polygone
pour simplification d'écriture.

De plus, nous rappelons deux notations identifiant le sens de parcours de la frontiere du
polygone:

[CW] : 1e sens des aiguilles d’une montre (ClockWise).
[CCW] : le sens inverse des aiguilles d’une montre (CounterClockWise).

L'introduction de la notion de sens permet de distinguer I'intérieur et I'extérieur d'un polygone
G de telle fagon que l'intérieur de G se trouve toujours a gauche de la frontiere quand le
polygone est parcouru en sens inverse des aiguilles d'une montre (CCW).

Etant données les coordonnées de N sommets d'un polygone, une représentation simple et
naturelle du polygone est la liste doublement chainée des sommets illustrée sur la figure 3.1.

pointeur de qi

Qim(xi,yi) pointeur de qi-1]| pointeur de qi+1

Figure 3.1. représentation d'un polygone par une liste doublement chainée



3.2.2 Décomposition basée sur les chaines de sommets

Pour trois sommets consécutifs g;.;,q; et g+, le sommet g; est appelé convexe si l'angle
Z4qi 1 4i qi+ est de valeur inférieure & 7 quand il est mesuré selon le sens CW (cf. figure 3.2) et
concave autrement.

di+1 Qi-1

Gis 1

(a) (b)

Figure 3.2 sommet concave (a) et sommet convexe (b)

Définition 3.2 Etant donné un polygone simple G= (qo, q, ..., gn.1), une chaine polygonale
de G basée sur des sommets consécutifs est définie comme suit:

CV(i, J) = <Qjs s Qpy o §j> (3.2)

ol g; et g; sont sommets convexes et gy (pour h=i+1I jusqu'a j-1) est sommet concave. La
longueur de la chaine est égale au nombre d'arétes dans la chaine.

N°. de Chaine

1

k pointeur (gi) pointeur (qj)

Cmax

Figure 3.3 Représentation d'un polygone sous forme de chaines basées sur les sommets
CV(k)=CV(i, j)=<qi, ces Ry oees qj>



Tout polygone peut se décomposer en chaines polygonales successives basées sur les sommets.
En conséquence, une représentation du polygone dans une machine est un tableau uni-
dimensionnel dont chaque unité contient un index du sommet par lequel la chaine commence et
un autre par lequel la chaine se termine. C'est un tel schéma de représentation qui est illustré en
figure 3.3.

Des exemples de chaines sont donnés en figure 3.4. Selon cette définition, CV(i, i+1) est
réduite a une chaine de longueur un si les deux sommets consécutifs g; et g;,; sont convexes.

3.2.3 Décomposition basée sur les chaines d’éléments

Dans le chapitre 2, nous avons introduit le concept d'élément qui est soit un point, soit un
segment de droite ouvert. Au cas oll nous voudrions construire le diagramme de Voronoi pour
les objets polygonaux, les éléments sont soit les arétes du polygone a I'exclusion des deux
extrémités, soit les sommets.

Une chaine basée sur les éléments, CE, est induite 2 partir de la chaine basée sur les sommets :

CE(i, j) = <e;, ..., €5, €, ..., €> (3.3)
ou
€i=4q;
€j=4d;,
es={ (qh-15 qé) Si_ g existe 54
sinon .
et

e ‘=q ho
Par exemple, les chaines correspondantes illustrées en figure 3.4 sont formulées ci-apres:

(@) CV(1)=<a, b>=<qy, >
CE(1) =<a, (a,b), b)=<ey, ey, e3>

(b) CV(1)=<a, b, c>=<qy, q5, 93>
CE(1)=<a, (a,b), b, (b,c), c> = <ey, e, €3, €4, €5>

(©) CV(1) = <a, b, c,d> = <qy, 42, 93, 44>
CE(l) = <a, (a,b), b, (b,c), ¢, (c,d), d > = <ey, ..., e7>

(d) CV(1) = <a,b> = <q;, ¢2>
CE(1) = <a, (a,b),b > = <ej, ey, e3>
CV(2) = <b, c> = <q, q3>
CE(2) = <b, (b,c), c> = <e], ey, e3>.



(a) (b) (c) (d)

Figure 3.4 exemples des chaines

Du fait que tous les objets polygonaux que nous manipulons sont des figures planes sans
pondération d'arétes, nous mesurerons la longueur (LEN) d'une chaine par le nombre des
arétes dans la chaine. De plus, le nombre des éléments dans une chaine est déterminé par la
longueur de la chaine. Précisément, celui-ci peut s'exprimer selon la formule suivante:

NBR(éléments) = 2 LEN(chaine) +1 (3.5)

Afin de générer le diagramme de Voronoi pour tous les éléments, nous construisons d'abord
une liste chainée d'éléments a partir de la liste chainée de sommets. Ensuite, nous définissons 2
partir de la liste chainée d'éléments un tableau de pointeurs identifiant 1'élément par lequel la
chaine commence et I'élément par lequel la chaine se termine. Une telle structure de données est
similaire a celle présentée en figure 3.3.

Nous avons représenté 1'objet polygonal par les éléments. Ainsi nous avons décomposé un
polygone en chaines d'éléments. Un cas particulier se présente lorsque le nombre de chaines
décomposées est égal a zéro. C'est-2-dire, qu'on ne peut pas obtenir une chaine complete selon
la définition donnée ci-dessus. Cela ne peut apparaitre que lorsqu’un polygone convexe (tous
les angles internes sont inférieurs & m) est parcouru selon le sens CW et on s’intéresse
seulement a ’extérieur du polygone convexe. Nous désignerons par boucle une telle situation.
La figure 3.5 montre deux exemples de boucles.

(a) (b)
Figure 3.5 Quand on ne s’intéresse qu’a I’extérieur d’un
polygone convexe, la chaine décomposée sera une boucle



3.3 Diagramme de Voronoi pour PD’intérieur d’un
polygone

3.3.1 Diagramme de Voronoi d’une chaine d’éléments

Le diagramme de Voronoi pour une chaine d'éléments est composé de demi-droites initialisées
ou se terminant aux sommets de la chaine. La construction d’un tel diagramme sera trés facile.
L’algorithme pour construire le diagramme de Voronoi d’une chaine d’éléments est donné ci-
dessous.

Algorithme VORONOI_OF_CHAIN ;
{les éléments sont stockés en une liste doublement chainée; p.: pointeur vers 1’élément
courant ; p,: pointeur vers 1’élément précédent; py: pointeur vers 1’élément suivant ; e(x):
le contenu du pointeur x }

Entrée: pre-el, der-el {pointeurs de premier élément et de dernier élément de chaine CE(i)}

Sortie: VOD(CE(i)); {le diagramme de Voronoi pour chaine CE(i)}

Début
1. initialisation. p ¢« pre-el;
2. tant que po#der-el faire

début

{ créer une région de Voronoi pour I'élément courant}

a). si pc = pre-el alors déterminer une demi-droite passant par le point correspondant.é
cet élément et perpendiculaire au segment associé a 1’élément de p; ;

b). sinon si p. = der-el, alors déterminer une demi-droite passant par le point
correspondant a cet €lément et perpendiculaire au segment associ€ a I’élément de p, ;

). sinon

si e(p,) est type SEGMENT alors
déterminer deux demi-droites orientées a partir des deux extrémités du
segment et perpendiculaires a I’élément e(p) ;

sinon
si e(p;) est de type POINT, alors déterminer deux demi-droites
orientées dont 1’'une commence a partir de ce point et est
perpendiculaire a I’élément précédent e(p.) et l'autre se termine en ce
point et est perpendiculaire a celui suivant e(p;) ;



Chapitre 3 : Diagramme de Voronoi généralisé d’un polygone basé sur les éléments 42

d). lier toutes les demi-droites en une liste doublement chainée ; donc la frontiére de la
région de Voronoi V(e(p.)) est bien représentée par une liste doublement chainée de
demi-droites ;

€). Pc < Ds»
fin;
Fin ;

L'orientation d’une aréte de Voronoi dans 1’algorithme VORONOI_OF_CHAIN est définie de
telle maniére que 1’élément e est toujours situé a droite ou sur une aréte de Voronoi quand on
traverse la frontiere de la région de Voronoi correspondante dans le sens CW. Les figures 3.6 et
3.7 donnent des exemples de diagrammes de Voronoi pour des chaines d'éléments. La chaine la
plus courte est un segment de droite fermé composé de trois €l€éments: deux points d'extrémité
et le segment ouvert correspondant. Soit [a, b] une telle chaine illustrée en figure 3.6.
L'orientation a—b signale que nous nous intéressons aux points qui sont situées a droite de [a,
b]. dV(a), la frontiere de la région du premier élément a de cette chaine est composée d'une
seule demi-droite orientée [, c]. De méme, dV(b), est composée aussi d'une seule demi-droite
orientée [d, b]. Ainsi, d0V((a, b)) est composée de deux demi-droites [c, a] et [b, d], et de [a,
b]. D'une fagcon similaire, nous pouvons donner le diagramme de Voronoi pour une chaine de
longueur supérieure a un. Ceci est montré dans la figure 3.7.

Il faut mentionner que les régions de Voronoi des deux extrémités d'une chaine sont
singuliéres, par exemple V(a) et V(b) en figure 3.6, V(Z) et V(9) dans la figure 3.7. En réalité,
ces régions singuliéres sont provisoires, puisqu'il n'existe pas de telles régions dans le
diagramme de Voronoi final pour l'intérieur d'un polygone ni dans le diagramme de Voronoi
pour l'extérieur de polygones.

V)
b d=oo
V((a,b))
C=c
a
V(@)

Figure 3.6 Diagramme de Voronoi d'un c6té d'un segment fermé



Figure 3.7 Diagramme de Voronoi d'un c6té pour une

chaine de longueur supérieure & un

3.3.2 Approche Divide-and-Conquer pour D’intérieur d’un
polygone

L'algorithme que nous avons adopté pour construire le diagramme de Voronoi d'un domaine
intérieur a un polygone est structuré comme suit.

Algorithme INVOD ;
entrée : d€;
sortie : VOD(3%2; ) N{&2;

Début
1. Décomposer 0Q; en une suite de chaines basées sur les éléments,

0Q; =<CE(1), ..., CE(M)>,

de telle fagon que € soit toujours situé A gauche de d€2; quand on parcourt 9€2;
(selon un sens CCW).

2. Diviser d€; en deux sous-ensembles (notés G 1 €t G) de chaines basées sur les

éléments ayant a peu pres la méme taille, c'est-a-dire:

G;=<CE(l), ..., CE(k) >
et
G, =<CE(k+1), ..., CE(M) >



k =round (M/2),

3. Construire VOD(dG;) N {G; et VOD(G,) N{G, récursivement;

4. Fusionner VOD(dG;) n{G; et VOD(G,) n{G, pour obtenir
VOD(02)N{Q;.

Fin;

On retrouve le schéma d'une méthode du type divide-and-conquer. Au cours de la récursivité, la
fusion des deux sous-diagrammes est la clé de l'algorithme. La suite de ce paragraphe va étre
consacrée a la présentation de cette étape cruciale.

Supposons que nous ayons deux sous-diagrammes de Voronoi, VOD(G 1) et VOD(G,) ou G;
et G, sont deux sous-ensembles de G disjoints, sauf aux extrémités de G; et G,. Pour obtenir
une nouvelle partition de Voronoi de {G, il nous faut d'abord trouver un séparateur de G et
G, noté par Sep(G, G) tel que

Sep(Gy, G)={p | min d(p, e;) = min d(p, e)) }
ekeGI eler

Soient G; et G, deux sous-ensembles de chaines basées sur les éléments décomposées a partir

de quelques polygones (non nécessairement fermés) durant la récursivité de 1'algorithme
INVOD. Alors il est évident que G; et G, sont liés en "téte-a-queue”, c'est-a-dire, G; et G,
ont en commun un €lément de type POINT. Précisément, cet élément est celui du début de G et
celui de la fin de G, ou l'inverse.

On déclare que les deux ensembles de chaines, G; et G,, sont voisins s'il existe au moins
une chaine CE(i)e G; et une chaine CE(j)e G, telle que CE(i) et CE(j) soient successives (figure

3.8).
chaine/

chaine2

(@) (b)

Figure 3.8 chaines successives et ensembles de chaines voisins



Il est évident que les deux sous-ensembles de chaines formés pendant la récursivité de
l'algorithme INVOD sont toujours voisins.

Point de départ pour la construction du séparateur entre deux chaines
polygonales

Lemme 3.1 L'intersection, G; NG2, de deux sous-ensembles de chaines voisines formés
pendant la récursivité de I'algorithme INVOD est située dans le séparateur de G; et G,. C'est-a-
dire:

G NGye Sep(Gy, G3) 3.6)

Preuve. Soit e = G; NG, . 1l est évident que e est un élément de type POINT. On a:

e€ {p | min d(p, e;) = min d(p, ¢}) }
eeG; €€G,
On rappelle la définition du séparateur:

Sep(G;, Gy) = {p | min d(p, ;) = min d(p, e)) }
ekeGI eIeGZ

Donc

ecSep(Gy, Gy)

Comme a chaque étape de récursivité le séparateur Sep(G;, G,) est semi-borné ou borné et
l'intersection G; NG, est un point appartenant a Sep(G;, G,) (lemme 3.1), nous pouvons
alors prendre G;NG, comme point de départ pour tracer Sep(G;, G,). Par conséquent, nous
ajoutons une direction au séparateur, et remplagons G, par Gy et G, par Gg , ayant précisé que
G et Gg sont situées respectivement  la gauche et 2 la droite du séparateur.

Condition d'arrét d’un processus de fusion

Etant donné un polygone G, les deux ensembles de chaines polygonales, G, et Gg, sont
appelés les divisions premiéres de G si GLUGR =G. Autrement G|, et Gy sont appelés les

divisions secondaires de G.

Afin de donner la condition d'arrét de la fusion, considérons d’abord les deux cas suivants.



(1) G et Gg sont les divisions premiéres du polygone donné. Un tel exemple est montré dans
la figure 3.9.

Etant donné un ensemble de chaines orientées G, notons par HEAD(G) et par TAIL(G)
respectivement la téte et la queue de G. Alors, on a les relations:

HEAD(Gr)=TAIL(Gg)

HEAD(Gg)= TAIL(GL).
Dans ce cas, l'intersection de G, et Gg est:
GLNGg = {HEAD(Gy), TAIL(Gy) }
= {TAIL(GR), HEAD(Gp) }

D'apres le lemme 3.1, ces deux €léments sont situés sur Sep(Gr, Gg). Ainsi, il est évident

dans ce cas que Sep(GL, Gg). est borné. Donc, HEAD(Gy) ou TAIL(Gg) est le point d'arrivée
du séparateur de G et Gg_Alors, la condition d'arrét de la construction du séparateur dans ce

cas peut s'exprimer facilement.

(2) G et Gg sont les divisions secondaires du polygone donné (voir figure 3.10). Dans ce
cas, nous avons:
GrNGr = { HEAD(Gp) } = { TAIL(Gy) }

Ceci correspond au point de départ du séparateur.

@
G
Q
G
Sep(G, G
G
Figure 3.9 G, et Gp sont les divisions Figure 3.10 G et G sont les divisions
premieres du polygone G secondaires du polygone G

En effet, le séparateur de G|, et G consiste en une suite de composants de bissectrices B(e}, e;)
ou eje G, et e,€ Gp. Donc, si nous avons tracé le dernier composant de la bissectrice, nous

construisons alors le séparateur de Gy, et Gg_



Soit ejs et eps deux éléments par lesquels le processus de construction du séparateur se termine.

D.T. Lee [LEE 82a] a donné deux conditions d'arrét sans preuve pour ces deux cas:
(@) e;s=HEAD(Gy) et e,s =TAIL(Gg) ou

(b) tous les sommets de G1\UGR sont situés a la droite du segment orienté, déterminé par e et

ers Oll €5 €t e, sont deux sommets.

Nous allons démontrer que ces deux conditions ne sont pas suffisantes pour vérifier si le
séparateur de Gy, et Gp est entierement déterminé. L'exemple de la figure 3.11 soutient une telle
remarque.

Supposons que nous ayons un polygone ouvert G 2 traiter (cf. la figure 3.11). Les fleches sur
le polygone indiquent que nous sommes intéressés par la partie gauche du polygone si la
frontiere du polygone est parcourue selon le sens des fleches. Ce polygone est composé de trois
chaines Cj, C; et C3ou Cy=<vy, vp>, Ca=<vy, ..., vg> et C3=<vg, v7>. Selon le schéma
‘divide-and-conquer’, nous pouvons diviser G en deux sous-polygones, G;=C; et Gg=C>
uC3.

SEP (G ,GR)

Figure 3.11 Un exemple ne convenant pas aux conditions d'arrét de Lee [LEE 82a].

Quand nous construisons le séparateur entre G, et Gg, nous pouvons vérifier qu'il est composé
de trois composants. Ceux-ci sont les parties des bissectrices B((v;, v), (v, v3)), de B(v;,
(v2,v3)) et de B(vy, v3). Ici, B(vy, v3) est la derniére partie de Sep(Gy, Gg) orientée. C'est-a-
dire que dans ce cas Sep(Gr, Gr) se termine par B(ey, e,) ol ej=v; et e,=v3. Examinons tous les



sommets de G. Il est évident qu'aucune des deux conditions données par Lee n'est vérifiée ici.
Donc ce contre-exemple montre que les conditions d'arrét de Lee sont incompleétes.

Afin de trouver la condition générale d'arrét pour la construction du séparateur de G, et Gp,
nous devons introduire le concept de visibilité défini comme suit.

Définition 3.3 Soit £ un polygone simple, un point quelconque se J<2 est visible a partir
d'un point g hors du polygone (2 si et seulement si le segment de droite (s, g) ne contient aucun
point intérieur du polygone. (cf. la figure 3.12)

Définition 3.4 Deux éléments sont réciproquement visibles si tous les points des éléments
sont visibles mutuellement ou visibles entiérement.

Quelquefois, on parle de visibilité partielle. Deux €léments e; et ¢; sont visibles partiellement
s'il existe deux sous-ensembles non vides de points s; Ce; et sj Ce; telle que s; et sj sont
visibles mutuellement.

Définition 3.5 Soit ge dQ2 (L2 est un polygone fermé). Soit p un sommet de Q. p est visible
intérieurement a partir de g si et seulement si le segment (p, g) est situé a l'intérieur de Q. p est

visible extérieurement a partir de q si et seulement si le segment (p, g) est situé a I'extérieur de
Q.

Dans la figure 3.14, s est visible intérieurement a partir de g; ¢ est visible extérieurement 2 partir
de g; et p n'est ni visible intérieurement ni extérieurement a partir de q. Il est facile de montrer
que les deux segments joints sont visibles extérieurement a condition que ces deux segments
forment un angle convexe (vu a partir de l'intérieur du polygone).

q

Figure 3.12 Visibilité a partir d'un point q



@) (b)
Figure 3.13 Visibilité partielle (a) et entiere (b)

~
o
|||I ............................. “llu-

Figure 3.14. Visibilité intérieure et extérieure

V(eR) I eR

B(er,eRr)

2 o

Figure 3.15 Illustration pour le lemme 3.2

Lemme 3.2 Deux éléments mutuellement invisibles ne partagent jamais en commun la méme

aréte commune de Voronoi.

Preuve. Supposons d'abord que deux éléments e et ep mutuellement invisibles soient
communs a quelque aréte de Voronoi, notée B(ey, eg). Alors, tous les points situés a gauche de
B(er, er) appartiennent a V(ey) et ceux situés a droite de B(er, eg) appartiennent 3 V(eg).



Comme ey et eg sont invisibles réciproquement, alors il existe certainement quelqu’élément e,
situé entre e, et eg qui empéche la visibilit€ entre ey, et eg. Par conséquent, il existe des points
appartenant & V(er) qui sont plus proches de e, que de ¢, et il existe des points appartenant &
V(er) qui sont plus proches de e, que de eg. Ceci est en contradiction avec la définition du
diagramme de Voronoi. (voir figure 3.15).

Maintenant, nous pouvons, d'aprés le lemme 3.2, formuler une condition générale indiquant
qu'un processus de fusion de deux sous-diagrammes de Voronoi se termine correctement.

Corollaire 3.1 Etant donné un polygone G orienté, composé de deux sous-polygones Gy, et
Gg, alors la condition d'arrét de construction du séparateur Sep( GL,GR) s'exprime comme suit:
trouver deux €léments de type "POINT" (sommets) esy et esg qui divisent respectivement G,
et Gp en deux parties notées:
GL =<ejy, ..., es1> U <esL, €SL+] »---» €K > (3.7

et

GR = <€g+] youey ESR> U <ESR, €SR4 1, -..) EN > (3.8)
telles que

<ésL, éSL+1; ---» €K> €t <EsRr, €SR+], -.., EN>
sont mutuellement invisibles.

Preuve. D'abord nous devons remarquer que tous les séparateurs concernés dans I'algorithme
INVOD sont continus. Une fois que nous avons rencontré un couple d'éléments, e;c G, et
e-€ Gp, qui sont mutuellement invisibles, alors le processus de calcul du séparateur se termine.
En effet si ¢ et e, sont invisibles, d'apres le lemme 3.2 il n'y a pas d'aréte commune entre ¢; et
e,. Par conséquent, le séparateur sera interrompu a ce moment-1a. Mais ceci est impossible. La
seule possibilité est que le séparateur s'étende jusqu'a I’infini.

En reconsidérant le contre-exemple de la figure 3.11 avec les conditions d'arrét ci-dessus, il est
facile de comprendre pourquoi les conditions données par Lee [LEE 82a] ne sont pas suffisantes.
Pour cet exemple-13, on a egz=v; et esp=v3. Tous les éléments situés apres v3 dans Gg sont

intérieurement invisibles vis-a-vis de v;.

Maintenant, I'étape 4 de fusion de l'algorithme INVOD peut étre détaillée dans 1'algorithme
donné ci-dessous.

Algorithme MERGEI ;

entrée: Gr, Gg ot HEAD(GR)=TAIL(Gp);



sortie: VOD[ G Gg)] NL(GLUGR);
Début

1. Initialisation: Trouver un point de départ S, =HEAD(GRg)=TAIL(G) et e, € G,
er € Gp tel que Sy soit situé dans B(er, eg);

2.{construire Sep(Gr, Gg)}
Tantque stop = faux faire
début
a. stop < vrai si les conditions d'arrét sont vérifiées
sinon stop « faux;

b. construire B(er, eg) a partir de So,

c. 1). S « B(er, eg) N dV(eL);
2). Sp < B(er, ep) dV(ep);
3). Si distance(Sy, St )> distance(Sy, Sg ) alors Sy < Sg
sinon Sy « Sr ;

d. Si Sy est situé sur dV(ey, dG-er) alors

début
1).trouver AedGy tel que B(ey, eg) vaentrer dans V(A,0Gr-1) a
partir de V(er, oG- er) ;
2).eL < A;

fin ;

e. Si Sy est situé sur dV(er, dGg-eg) alors
début
1).trouver pe dGp tel que B(ey, eg) va entrer dans V(p, dGg-p) 2
partir de V(eg, dGp- €R) ;
2). ER < P
fin ;
fin;

3. éliminer les portions de VOD(dG1) qui sont situées a la droite de Sep(Gr, GR) et
toutes les portions de VOD(dGR) qui sont situées a la gauche de Sep(Gr, GR) ;
Fin;

Le temps de calcul de I’algorithme Divide-and-Conquer peut s'exprimer selon une équation
récursive:



T(N)=2T(N/2) + 1: ) 3.9

ou N est la taille de I'ensemble original et T(N) est le temps de fusion des deux solutions aux
sous-problémes. La solution de (3.9) dépend de T(N). Si T(N) est linéaire, alors T(V) sera sous
la forme NlogN. Dans l'algorithme INVOD, 1(N) est le temps de calcul de 'algorithme
MERGEI. Nous reviendrons a l'analyse du temps de calcul de 1'algorithme MERGEI au
chapitre 5. Nous déclarons d'avance que le processus de la fusion de deux sous-diagrammes de
Voronoi peut se faire en temps linéaire. Donc, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.3 L'algorithme INVOD est de complexité O(NlogN) ot N est le nombre d'éléments
composant la fronti¢re du polygone.

3.4 Diagramme de Voronoi pour D’extérieur d’un
polygone

Soit £2 un polygone simple. Pour définir I'extérieur de £2, nous devons parcourir la frontiére de
£, 9Q, de telle manitre que €S2 soit toujours situé a la gauche de Q. La figure 3.16 illustre
des parcours inversés pour distinguer l'intérieur et I'extérieur du polygone £2.

(a) (b)
Figure 3.16 Un sens spécifié de balayage de la frontiere d’un
polygone définit I'intérieur (a) ou l'extérieur du polygone (b)

Le principe de I'algorithme pour calculer le diagramme de Voronoi de l'extérieur est identique 2
I’algorithme pour l'intérieur. Cependant, la construction du diagramme de Voronoi pour
l'extérieur est en pratique un peu plus compliqué que celle décrite pour l'intérieur. Par exemple,
soit P un polygone composé de 10 sommets et illustré en figure 3.17. Selon la définition de la
chaine (cf. §3.2.2), ce polygone peut se décomposer en 4 chaines. Celles-ci sont : Cj=<1, 2>,
C2=<2,3,4,5, 6>, C3=<6, 7>, C4=<7, 8, 9, 10, 1>. Quand nous appliquons l'algorithme
INVOD, présenté dans le paragraphe précédent, a ces quatre chaines, nous trouvons que le
résultat issu de I'algorithme n'est pas correct. En effet le séparateur entre C;UC, et C30UCy est
composé de deux parties dont I'une part du sommet 6 et s'étend jusqu'a l'infini, et l'autre part
de I'infini jusqu'au sommet 1..On n’est plus dans le cas ol un séparateur est une courbe sans



discontinuité comme pour l'intérieur d'un polygone. En outre il y a toujours un tel séparateur
coupé en deux parties pour tous les polygones ayant plus de deux chaines. Donc, 1'algorithme
INVOD doit tre modifi€ afin de s'appliquer & I'extérieur d'un polygone. L'algorithme EXVOD
décrit ci-aprés est la modification de 1'algorithme INVOD. Avec cet algorithme, on peut
construire correctement le diagramme de Voronoi pour l'extérieur d'un polygone simple.

Figure 3.17 Un polygone ayant quatre chaines

Algorithme EXVOD ;

entrée: 0Q2

sortie: VOD(0Q)Nef2

Début

1. Décomposer 012 en plusieurs chaines d'éléments: dQ =<CE(1), ..., CE(N)>
avec "
CE(1)NCE(N)=HEAD(CE(1))=TAIL(CE(N))
et
CE(i)NCE(i+1)=HEAD(CE(i+1))=TAIL(CE(i)) ou 1 < i <N;
de telle fagon que &€); soit toujours situé a la gauche de 92 quand on suit IS (selon

le sens CW) ;

2. Diviser 0f2 en deux sous-ensembles de chaines basées sur les éléments Gy, et
Gr ayant a peu pres la méme taille et définis par :

GL=<CE(1l), ..., CE(k) >
et

Gr=<CE(k+1), ..., CE(N) >
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ou k=(N/2);

3. début {récurrence}
a. Construire VOD(dG)NeG, et VOD(dGr)NeGR récursivement ;
b. Fusionner VOD(dG)NeGy, et VOD(dGr)NeGg pour obtenir
VOD(0$)Ne

fin ; {récurrence}

4. {fusion supplémentaire }
début
a. En prenant g=CE(1)NCE(N) comme point de départ, construire le séparateur
Sep(Gg, GL) ;
b. Renouveler toutes les régions de Voronoi que Sep(Gg, Gr) traverse ;
fin;

Fin ;

Dans I’algorithme EXVOD, on peut vérifier que la modification est effectuée a I’étape 4 vis-a-
vis de I’algorithme INVOD présenté au §3.3.2. Aprés une récurrence normale, nous avons
introduit une fusion supplémentaire ol nous calculons d'abord le séparateur entre Gy et G, et
ensuite renouvelons les régions de Voronoi concernées. Remarquons que Gp est mis a gauche
du séparateur et Gy, est mis a droite du séparateur. C’est le contraire du cas de fusion normale.

& \\\{\\

Figure 3.18 Diagramme de Voronoi pour l'extérieur d’un polygone convexe
Le polygone €2 de N sommets définit, a son extérieur,

2N régions de Voronoi dont chacune est numérotée

Pour construire VOD(3€2;) NeS2;, un cas particulier se présente: celui ol 9€2; est formé d’une
boucle indiquée comme en figure 3.5. Il est évident que ce cas n’apparait que lorsque £2; est un

polygone convexe simple. Dans ce cas, if faut imposer que le nombre de chaines soit égal 2 un.
Le diagramme de Voronoi pour I’extérieur du polygone, VOD(0€2;)Ne&2;, s’identifie alors

entiérement avec le diagramme de Voronoi d’une chaine des éléments. Par conséquent, pour ce
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cas particulier, on n’a besoin d’aucun processus de fusion. Le diagramme de Voronoi pour
I’extérieur d’un polygone ne contient que des demi-droites initialisées ou se terminant aux
sommets du polygone £2;. La figure 3.18 montre le diagramme de Voronof en ce cas.

Comme conclusion, nous avons les lemmes suivants.

Lemme 3.5 L'algorithme EXVOD prend un temps de calcul en O(NIlogN) ou N est le nombre
d’éléments décomposés de la frontiere du polygone.

Lemme 3.6 Le diagramme de Voronoi de I’extérieur d’un polygone convexe peut étre
construit en complexité O(N) ou N est le nombre de sommets du polygone.

3.5 Exemples de résultats

Quelques sorties du programme pour le diagramme de Voronoi généralisé basé sur les éléments
de ’intérieur d’un polygone sont fournies dans les figures 3.19 (a) - (j). Les figures 3.20 (a) -
(d) montrent quelques sorties du diagramme de Voronoi généralisé pour 1’extérieur d’un
polygone.

/

Figure 3.19 (a) et (b)
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Figure 3.19 (c) et (d)
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Figure 3.19 (e) et (f)
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Figure 3.19 (g) et (h)
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Figure 3.19 (i) et (j)
Figure 3.19 Diagrammes de Voronot généralisés pour I’intérieur d’un polygone
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Figure 3.20 (a)



Figure 3.20 (b)
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Figure 3.20 (c)
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Figure 3.20 (d)

Figure 3.20 Diagrammes de Voronoi généralisés pour I’extérieur d’un polygone



Chapitre 4

Enveloppe Convexe de Polygones

4.1 Introduction

Le probleme du calcul de I’enveloppe convexe d’un ensemble de » points du plan a largement
été étudi€. La solution optimale pour ce probléme est un algorithme d’une complexité en
O(nlogn) [PREPARATA 88]. Notamment, il existe une littérature importante concernant la
bibliographie sur le probléme de convexité [RONSE 89]. Pourtant, un probléme nouveau
apparait naturellement si cet ensemble de points est donné comme une liste de sommets
ordonnés d’un polygone simple. Dans ce cas particulier, il a été indiqué qu’un algorithme en
complexité O(n) peut réaliser I’enveloppe convexe [CHEN 89] [SHIN 86].

Pour quelques applications, le calcul de 1’enveloppe convexe n’est pas toujours un but final. Par
exemple, nous pouvons vouloir résoudre le probléme de visibilité entre deux polygones. Bien
str, tout algorithme direct peut étre appliqué. Pourtant, ce probléme peut aussi étre résolu par
un algorithme de calcul de I’enveloppe convexe des deux polygones. C’est parce que la
visibilité est en relation étroite avec la structure de données d’un polygone contenant quelque
information topologique que 1’on est capable de savoir que les deux chaines internes entre deux
lignes d’appui communes des deux polygones sont visibles.

L’enveloppe convexe est aussi en relation étroite avec le diagramme de Voronoi. En fait, un
objet parmi un ensemble d’objets est situé a la frontiére de 1’enveloppe convexe de I’ensemble si
et seulement si la région de Voronoi de 1’objet est non bornée (le lemme 2.9). Dans le chapitre
6, nous allons étudier la construction du diagramme de Voronoi généralisé (DVG) d’un
ensemble de polygones simples P;(i=1, ..., N). Une étape importante dans une telle

construction du DVG est de calculer un séparateur entre uf;i Pi et Pr. De plus, le séparateur est
déterminé par deux chaines internes visibles qui appartiennent respectivement a chacun des
polygones. Il semble donc trés important de calculer dans un premier temps 1’enveloppe
convexe de deux polygones simples, arbitraires et disjoints.

Nous présentons un nouvel algorithme pour calculer 1’enveloppe convexe d’un ensemble de
polygones. Cet algorithme est basé sur une représentation de segments d’ appui orientés.
L’algorithme est de type incrémentation. L’avantage de notre algorithme est qu’il peut donner &
chaque étape d’incrémentation, en méme temps 1’enveloppe convexe et I’information concernant

64
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I’inclusion entre les polygones associés. Nous verrons au chapitre 5 que ces deux derniéres
informations sont cruciales pour réaliser notre algorithme du diagramme de Voronoi généralisé
d’un ensemble de polygones.

Ce chapitre est organisé comme suit. Un rappel méthodologique est fait sur les algorithmes de
I’enveloppe convexe d’un polygone simple au § 4.2. Dans § 4.3, nous présentons des
algorithmes pour calculer I’enveloppe convexe de deux polygones convexes. Aprés une
présentation détaillée de deux méthodes existantes dans 4.3.1, une nouvelle méthode sera
proposée. Cette nouvelle méthode consiste d’abord & construire une séquence contenant
I’information de convexité des deux polygones et ensuite a trouver deux segments d’appui
orientés a partir de la séquence formée. Dans § 4.4, un algorithme de calcul de 1’enveloppe
convexe de polygones convexes ayant une intersection simple est introduit. Enfin, nous
discutons le probléme de I’enveloppe convexe d’un ensemble de polygones simples arbitraires
dans § 4.5. Apres un prétraitement qui ordonne les polygones, notre algorithme introduit
incrémentalement un nouveau polygone P; & un ensemble de j-1 polygones P(j-1). A chaque
étape de I’incrémentation, I’algorithme réalise une enveloppe convexe locale jusqu’a ce que tous
les polygones soient introduits.

4.2 Enveloppe convexe d’un polygone simple
4.2.1 Introduction

Par définition, I’enveloppe convexe d’un polygone donné P, est le polygone convexe minimal
contenant P. Il existe beaucoup d’articles sur des algorithmes linéaires pour déterminer
I’enveloppe convexe d’un polygone simple. En 1972, Sklansky [SKLANSKY 72] a proposé pour
la premiére fois un algorithme linéaire pour calculer I’enveloppe convexe d’un polygone simple.
Malheureusement, comme ce qui est indiqué par Bykat [BYKAT 78], I’algorithme ne marche pas
toujours. Un autre algorithme en temps linéaire plus compliqué basé sur I’utilisation de deux
piles a été proposé par McCallan et Avis avec une preuve de la correction [McCALLUM 79). En
1982, Sklansky a donné une autre version d’algorithme linéaire [SKLANSKY 82]. Mais, des
contre-exemples sont montrés successivement par Toussaint et Gindy [TOUSSAINT 83]. Graham
et Yao [GRAHAM 83] a proposé un algorithme compact. Dans leurs algorithmes, une notation
importante appelée poche (“pocket”) est utilisée. Dans ’article de Shin et Woo [SHIN 86], 1'idée
originale de Sklansky est adoptée et un seul test de poche est utilisé. En 1989, Chen [CHEN 89]
a proposé encore un nouvel algorithme compact.

Remarquons que la plupart des modeles d’algorithmes pour I’enveloppe convexe d’un polygone
sont basés sur une condition implicite qu’un polygone donné est toujours simple, c’est-a-dire,
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sans intersection d’arétes du polygone sauf a leurs extrémités. Pourtant, une telle condition
implicite peut ne pas étre garantie durant le fonctionnement de 1’algorithme. Ceci est une cause
principale de non-réussite de quelques algorithmes donnés.

‘Par exemple, la figure 4.1.a montre un polygone avec 7 sommets. Nous allons montrer
pourquoi le premier algorithme de Sklansky [SKLANSKY 72] ne réussit pas pour ce polygone.

6 6

@ (b)
Figure 4.1 un test simple de convexité ne réussit pas pour le polygone donné
(a) polygone original; (b) ’enveloppe convexe incorrecte

L’idée principale de 1’algorithme est d’explorer les sommets successifs du polygone et
d’abandonner les sommets concaves afin d’obtenir finalement une liste de sommets convexes.
En commengant par v; et en parcourant dans le sens trigonométrique, I’algorithme abandonne
d’abord le sommet v3 a cause de sa concavité. Ensuite, I’algorithme reconsidére le triplet (v;,
V2, V4) qui est convexe. L’algorithme donne finalement le résultat CH(P) = (v;, V2, V4, Vs, Vg,
v7) qui est illustré dans la figure 4.2.b. CH(P) n’est ni convexe ni simple! Donc, pour résoudre
le probleme de I’enveloppe convexe d’un polygone simple, on doit chercher un mécanisme plus
avancé que le simple test de convexité.

4.2.2 Préliminaires

Soit P un polygone simple ayant N sommets dans le plan. Sans perte de généralité, supposons
que P=(vy, v,, ..., vy) soit donné par une liste chainée de sommets. Pour chaque sommet v;
nous associons un enregistrement qui contient deux champs différents: un champ de
coordonnées et un champ topologique. Le champ de coordonnées contient les coordonnées x et
y d’un sommet. Le champ topologique contient la relation d’adjacence entre une paire de
sommets voisins. Un polygone simple est orienté dans le sens trigonométrique noté CCW si
son intérieur est situé & gauche de la frontiére oP.

Définition 4.1 L’enveloppe convexe d’un polygone simple P, notée par CH(P), est le plus
petit polygone convexe contenant P . Tous les sommets de CH(P) sont appelés extrémes.
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Définition 4.2 L(v; v;) désigne un segment orienté joignant deux points v; et v; dans la
direction de v; av;.

Définition 4.3 Une chaine CHN(v;, vj) est une séquence de L(Vi, Vit1), L(Vis1, Vit2), -
L(vj.1, vj) sur dP dans I’ordre CCW.

Définition 4.4 Une région fermée délimitée par L(v;, vj) et CHN(v;, vj) est appelée poche et
notée par PKT(v;, vj) si tous les sommets de CHN(v;, vj) sont sur ou a gauche de L(v;, v;)
avec la contrainte qu’il existe au plus deux sommets appartenant a L(v;, v;).

Deux propriétés intéressantes associées a la notion de poche dues 2 Graham et Yao [GRAHAM
83] sont rappelées.

Lemme 4.1 Aucun sommet de P situé dans PKT(v;, vj) ne peut étre extréme a 1’exception de
v; et v; [GRAHAM 83].

Lemme 4.2 1l existe un successeur de vj dans P qui est situé en dehors de PKT(v;, vj)
[GRAHAM 83].

Définition 4.5 Le premier successeur de v;j situé en dehors de PKT(v;, vj) est appelé
sommet d’émergence de PKT(v;, vj) et noté par v;*.

Vi PKT(vi,v

Figure 4.2 Illustration d’une poche

Lemme 4.3 Le sommet vj,; est situé a I’intérieur de PKT(v;, vj) si vjy est & gauche de
L(v;, vj) et a droite de L(vj.1,v)).

Preuve. D’apres la définition d’une poche, nous savons que tous les points situés dans la poche
PKT(v;, vj) doivent €tre situés a gauche du segment L(v;, v;). De plus, la propriété d’un
polygone simple indique que vj,; situé dans de PKT(v;, vj) doit étre a droite de L(v;. 1,Vj) (voir
figure 4.2).
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Lemme 4.4 Sile sommet v; est dans PKT(v;, vj) alors Vi, est situé aussi dans PKT(v;, v;)
a moins que vi4; soit situé a droite de L(v;, vj).

Preuve. Comme P est simple, une seule possibilité pour que v;,; devienne un sommet extréme
de PKT(v;, vj) est qu’il soit a droite de L(v;, v;).

Définition 4.6 Une poche est maximale si elle n’est pas contenue dans une autre.

Lemme 4.5 Les sommets Vq €t v, (r#q) sont deux sommets consécutifs de 1’enveloppe
convexe CH(P) si et seulement si PKT(vg, v,) est une poche maximale.

Preuve. Soit h le demi-plan situé€ a gauche du segment orienté L{ Vg, Vr) et contenant CH(P), h*
le complément de & (voir figure 4.3). Si PKT{( Vg, Vr) est maximale alors tous les successeurs de
vr sont situés dans le demi-plan h (facile a prouver). Par conséquent, P est situé dans h. De
plus, comme v, et v4 appartiennent a P, alors L(vgq, v;)e CH(P). Maintenant, supposons que Vg
et v, sont deux sommets consécutifs de CH(P). Nous allons prouver que PKT( Vg, Vr) est
maximale. Si PKT(v4, v;) n’est pas maximale alors il existe un successeur v, de v, tel que
PKT(vq, vx)OPKT(vg, vy). La seule possibilité de la position de vy est qu’il soit situé dans le
demi-plan A* (sinon un telle poche PKT(vq, vx) n’existe pas). Comme vy est situé a droite de
L(vg, vr), donc L(vg, vy) sépare P en deux parties différentes non vides. Par conséquent, vgetvy
ne sont pas sommets consécutifs de CH(P). Ceci est en contradiction avec la supposition que Vg
et v, sont deux sommets consécutifs de CH(P). Donc, PKT{( Vg, Vr) €st maximale.

Vr

Figure 4.3 Une poche maximale

Corollaire 4.1 Soit PKT(vg4, vy ) (1sq<r<N, ou r=1 si g=N) les poches maximales d’un
polygone simple donné. L’enveloppe convexe du polygone est déterminée par la séquence des
L(vg, vr) (1sr<q<N, ou g=1I sir=N).
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Preuve. Soit PKT(vr, v4) une poche initiale maximale d’un polygone simple P. Comme P est
fermé, on peut trouver un successeur, noté vy, de v, tel que PKT(v,, vx) est aussi maximale.
De mé€me manicre, un successeur de v, doit exister si bien qu’une nouvelle poche maximale
soit trouvée. La poche maximale suivante est similaire. Nous construisons toutes les poches
maximales PKT(vs, V) jusqu’a v; = v4. D’apres le lemme 4.5, la séquence ordonnée (Vgs Vrsews
Vx,..., Vs), déterminée par la séquence des poches maximales, correspond & CH(P).

4.2.3 Algorithme

Un algorithme pour calculer I’enveloppe convexe d’un polygone simple est le suivant. Un
polygone initial est représenté par une liste doublement chainée des sommets et il est orienté
selon le sens CCW. La structure de données utilisée est une pile doublement chainée
dénommée HULL=<h;, hy,..., hy> ol h; représente le bas de la pile et 4 est le haut de celle-ci.
Deux opérations sont effectuées sur cette pile. D’abord, 1’opération PUSH(p) met un point p
au haut de la pile et déplace le pointeur de la pile vers ce nouvel élément. Deuxi¢émement,
I’opération POP €limine 1’élément situé au haut de la pile et déplace le pointeur vers 1’élément
précédent. Lorsque 1’algorithme est terminé, la liste doublement chainée restant dans la pile
HULL donne ’enveloppe convexe du polygone initial.

Introduisons quelques notations pour décrire 1’algorithme:

D: sommet courant dans le polygone initial;

q: sommet inséré derni¢rement dans la pile;

LAST(x): sommet précédent de x;

NEXT(x): sommet successif de x;

LID: segment L(h,_;, h) correspondant & PKT(h,.;, h;) ot h, est le haut de la pile ;
EG: segment L(p;, p2) ou py=LAST(LAST(p)) et p,=LAST(p).

Algorithme HULL_POLYGON
Début
1.{initialisation}
a. trouver un sommet ps appartenant 3 CH(P). Par exemple, p; est I’un des quatre
sommets extrémes du polygone initial;
b. {construire la premiére poche }
PUSH(ps); p < NEXT(ps); {t=1}
PUSH(p); p « NEXT(p);, ({t=2}
2. tant que p # ;s faire
début
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a. si p est a gauche de LID alors { p est dans le demi-plan A }

si p est & gauche de EG
{p est un sommet d’émergence de la poche courante; lemme 4.3}
alors
début
PUSH(p); {t=1t+1}
p < NEXT(p);
fin
sinon

{trouver un sommet d’émergence de la poche courante; lemme 4.4}
tant que p n’est pas situé a droite de LID faire
p <« NEXT(p),
b. sinon { p est dans le demi-plan A*, modifier la poche courante}
début
tant que LAST(q) est situé a gauche de L(p, q) faire
POP(q); {t=t-1}
PUSH(p), {t=t+1}
p < NEXT(p),

4.3 Enveloppe convexe de deux polygones convexes

Dans ce qui suit, nous allons discuter du probléme suivant: étant donné deux polygones simples
disjoints, trouver 1’enveloppe convexe de leur union. La figure 4.4 illustre un tel exemple pour
deux polygones P et Q. Nous remarquons que I’enveloppe convexe de P et celle de Q peuvent
s’intersecter. En principe, chacune des enveloppes convexes des deux polygones est d’abord
calculée et ensuite nous calculons ’enveloppe convexe de ces deux polygones convexes.



Chapitre 4 ; Enveloppe convexe de polygones 71

Figure 4.4 L’enveloppe convexe CH(PUQ) de deux polygones simples
disjoints P et Q. Intersection peut avoir lieu entre CH(P) et CH(Q)

4.3.1 Deux méthodes pour deux polygones convexes
4.3.1.1 Méthode basée sur le balayage de Graham

La premi¢re méthode pour calculer I’enveloppe convexe de la réunion de deux polygones
convexes consiste 2 calculer ’enveloppe convexe d’un ensemble de points correspondant a la
réunion des sommets issus des deux polygones. Cette approche a été proposée par Shamos
[SHAMOS 78] dans le cas ot les polygones sont convexes. La méthode est composée de deux
étapes:

Etape 1: Fusionner les deux listes des sommets de P et Q afin de former une liste nouvelle en
ordonnant tous les sommets dans 1’ordre angulaire par rapport a quelque point interne;

Etape 2: Appliquer I’algorithme du balayage de Graham [GRAHAM 72] 4 la nouvelle liste de
sommets obtenue pour trouver CH(PUQ).

11 faut remarquer qu’une telle approche n’intégre pas d’information topologique entre les deux
polygones. Remarquons également aussi que les deux polygones convexes peuvent
s’intersecter dans cette méthode.

4.3.1.2 Méthode basée sur les lignes d’appui

Le calcul de I’enveloppe convexe n’est pas seulement un probléme isolé mais constitue souvent
un sous-probléme important dans d’autres problémes géométriques. Par exemple, le probleme
de la visibilité entre polygones peut étre résolu a 1’aide du calcul de I’enveloppe convexe. Nous
présentons une autre méthode pour calculer I’enveloppe convexe de deux polygones convexes.
Cette méthode est basée sur le calcul de lignes d’appui communes de polygones P et Q.
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Définition 4.7 Une ligne d’appui d’un polygone P est une droite / ayant au moins un point
commun avec P appelé point d’appui et telle que tous les sommets de P sont situés
enticrement d’un méme co6té de /.

Une définition similaire pour une ligne d’appui de deux polygones P et Q peut étre donnée. De
plus, la ligne d’ appui commune est une ligne d’appui de P et Q ayant respectivement au moins
un point d’intersection avec P et un autre point d’intersection avec Q. Trouver les lignes d’appui
de P et Q peut étre résolu en balayant la liste de sommets de CH(PUQ) et en cherchant une paire
de sommets consécutifs v; et v;,;de CH(PUQ) tels que v; appartient & P et v;,; appartient 2
Q. v; et v;,; identifient une ligne d’appui commune entre P et Q.

La technique basée sur les lignes d’appui pour calculer I’enveloppe convexe de deux polygones
convexes disjoints est d’abord développée par Preparata-Hong [PREPARATA 77]. Ils
déterminent en temps linéaire les deux lignes d’appui communes des deux polygones. Dans leur
terminologie, ces deux lignes d’appui communes sont appelées respectivement “left tangent” et
“right tangent > (cf. la figure 4.5). Une fois que les deux lignes d’appui communes sont
trouvées, 1’enveloppe convexe des deux polygones peut s’obtenir en liant les deux chaines
polygonales extérieures avec les lignes d’appui et en éliminant les sommets de P et Q qui
deviennent intérieurs au polygone résultant.

by

I

Left Tangent

Right Tangent

'X

Figure 4.5 “Left tangent et “right tangent ” de deux polygones convexes
(d’aprés [PREPARATA 77])
x(14) =min{x(a;), aj€ A}, x(Ip)=min{x(b)), bje B}
x(ra) =max{x(a;), aje A}, x(rg)=max{x(b)), bjc B}

Détaillons leur algorithme. Soit A et B deux polygones convexes disjoints. Preparata et Hong
ont utilisé€ trois critéres de pente pour caractériser les deux points d’appui a et b appartenant
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respectivement a A et B. A la fin du traitement, le segment (g, b) correspond a une ligne d’appui
commune.

Etant donné deux points u et v, une valeur de pente, notée par sl(u, v) , est définie par:
sl(u, v) = (y(w)-y(v))I(x(w) - x(v)))
Trois types de pente sont introduits:
Qiiv1=5l(a; aiv1),  Bjje1=sUbjbjs) et ¥j=sla; b))

ou g;€A et bjeB.

Afin d’assurer la condition de descente monotone stricte des séquences (€2, 023, ...) et (B 12,
B23, ...), un prétraitement est nécessaire pour obtenir deux chaines CHNI et CHN2 satisfaisant
les contraintes suivantes:

CHNI= (ay, ay,..., l4) avec x(a;) 2 x(a;,]) ol g;e A

CHN2 = (by, b, ..., Ip) avec x(b;) 2 x(bj;) ol bjeB.
Ce sont ces deux chaines qui sont prises comme entrée de 1’algorithme.

Preparata et Hong [PREPARATA 77] ont déclaré que 1’algorithme suivant détermine uniquement
a;x et bj*.

Algorithme RT (right tangent)

entrée: Coordonnées de (aj, a2,..., l4) et (by, b2, ..., I), et pentes (12, 0023, ...) et (B2,
B23, ...).

sortie: i*, j*, les indices des extrémités du segment “right tangent”.

RTl. mettre i « 1,j« I;

RT2. calculer ¥; « (y(a;)-y(bj)) / (x(a;)-x(bj));

RT3.si @4j+12 7%, mettre & jour i « i+1 et aller a RT2;
RT4.si Bjj+1 2 %j, mettre a jour je— j+1 et aller 3 RT2;
RTS5. mettre i*e i, j*& j.

11 est évident que nous devons redéfinir /4 et r4 (respectivement /g et rg) quand deux polygones
ne s’étendent pas dans une direction horizontale relativement (voir la figure 4.6). Dans ce cas-
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ci, nous devons déterminer /4 et r4 (respectivement /g et rg) par y-coordonnées au lieu de x-
coordonnées si bien que deux séquences monotones de sommets puissent étre trouvées.
Cependant, la détermination de la position relative entre deux polygones n’est pas facile!

On dit qu'un algorithme est entrée-contrainte si ses variables d’entrée sont conditionnées pas
des contraintes sous quelque condition. Evidemment, 1’algorithme ci-dessus est entrée-

contrainte.

l A

wadue ], o1

juasue ], WSy

-

Figure 4.6 Rotation de 90° de la figure 4.5, deux chaines CHNI et
CHN?2 doivent étre retrouvées par y-coordonnée au lieu de x-coordonnée

4.3.2 Un nouvel algorithme — libre de contraintes

Nous allons proposer ci-apres un nouvel algorithme pour trouver I’enveloppe convexe de deux
polygones convexe. Il sera montré dans 4.4 que les polygones convexes ne sont pas
nécessairement disjoints. Il sera montré que 1’algorithme présenté est entrée-libre et invariant a

la position relative entre les deux polygones.
4.3.2.1 Préliminaires

Soit P et Q deux polygones convexes disjoints. Supposons que P a n sommets et Q am
sommets. Par ailleurs, les polygones sont donnés sous forme standard. C’est-a-dire, les
sommets de chaque polygone sont spécifiés par les coordonnées cartésiennes, sont li€s en une
liste dans le sens CCW, et aucun triplet de trois sommets consécutifs n’est colinéaire. Pour
étiqueter les deux polygones, nous identifions I’un des deux polygones comme le premier et

I’autre comme le second.
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Théoreme 4.1 Le segment de droite / défini par deux points est une aréte de 1’enveloppe
convexe si et seulement si tous les autres points de I’ensemble sont situés dans / ou d’un méme
coté de celui-ci (Théoréme 3.8 dans [PREPARATA 88]).

Ce théoréme sera a la base de notre nouvel algorithme. Avant la présentation de 1’algorithme,
nous avons d’abord besoin de quelques définitions et lemmes.

Définition 4.8 Soit P =(po, p1, ..., Pn-1) € Q = (qo, q1, -.., Gm-1) deux polygones
convexes. Le polygone P (respectivement Q) peut se représenter par E = (e, e, ...e,.;) ol ¢;
est un vecteur défini par les sommets successifs p;.; et p; (i=i module (n)). Pour chaque
vecteur v appartenant a la représentation du polygone P, nous associons une valeur donnée par
la fonction:

+1 si tous les points de Q sont sur ou & gauche de v
-1 autrement

Lo = {

La figure 4.7 donne I’illustration de cette fonction. Le graphe associ€ a la fonction LQ(v) avec
v appartenant & P correspondant a la figure 4.7 est représenté en figure 4.8.

Evidemment, la fonction LQ(v) posséde les propriété suivantes:
Propriété 1: ve dCH(PQ) si et seulement si LQ(v)=1 avec veP.

Propriété 2: LQ(v) est une fonction périodique avec une période égale au nombre de
sommets de P.

B_Q

e5

eb

B_P
Figure 4.7 Illustration de la définition 4.8 : deux polygones

convexes disjoints, P posséde 7 arétes
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~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

i

Figure 4.8 Le graphe de LQ(v) correspondant aux polygones dans figure 4.7

Définition 4.9 La séquence différentielle de la séquence S(n), notée par AS(n), est définie
par:
AS(n) = S(n) - S(n-1).

Selon cette définition, ALQ(v) (ve P) ne peut prendre que les valeurs suivantes:
2
apm vep)={ o
2

Gréce a la convexité des polygones donnés, il existe au plus un point er oi ALQ(er) =2 et au
plus un autre point ep ou ALQ(ep) = —2. Nous appelerons T_P= erMer.; un point d’appui
positif et B_P = epMep.; un point d’appui négatif. Il est évident qu’une chaine extérieure de P,
Cl= (er, er+1,..., eB-1) avec ereP est une séquence d’arétes de CH(PUQ). De méme, nous
utilisons les notations T_Q et B_Q pour représenter les deux points d'appui de Q. En fait, SI =

(B_P, T_Q)etS2 =(B_Q, T_P) sont justement les deux lignes d’appui communes a
déterminer.

4.3.2.2 Raffinement de I’algorithme

Nous avons supposé qu’il existe deux points d’appui différents dans chacun des deux
polygones originaux. Cependant, cette supposition n’est pas toujours vrai en réalité.
Considérons I’exemple de la figure 4.9. En ce cas-ci, il existe seulement un point d’appui dans
P. En outre, ce point d’appui ne peut pas étre trouvé par la séquence décrite dans la définition
4.9. Précisons comment trouver un point d’appui dans ce cas-ci.
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Figure 4 .9 Seul un point d’appui dans le polygone P
qui ne peut pas étre trouvé par la séquence différentielle

Lemme 4.6 Soit P et Q deux polygones convexes disjoints. Il existe deux points d’appui dans
Q (respectivement dans P) si P posséde un seul point d’appui (respectivement Q).

Preuve. Soit P le polygone ayant seul point d’appui. Nous supposons que Q ne posséde pas
deux points d’appui définis par la séquence différentielle. D’aprés cette supposition nous
obtenons immédiatement une conclusion comme quoi aucune aréte de Q n’appartient 2
CH(PULQ). Du fait que P posséde un seul point d’appui, aucune aréte de P n’appartient a
CH(PUQ), non plus. Cependant, il est impossible que toutes les arétes de P et de Q soient
situées a I’intérieur de CH(PUQ). Donc, la supposition est fausse.

Définition 4.10 Soit P et Q deux polygones convexes. Un sommet de P, noté par v;, est
appel€ point d’ appui positif si ALQ(v;) = 2 et est appelé point d’ appui négatif si ALQ(vi) = -2
ou v; = (viy, vi).

Lemme 4.7 Etant donné deux polygones convexes P et Q. Si P (respectivement. Q) contient
un point d’appui positif alors il posséde aussi un point d’appui négatif.

Preuve. Comme P est fermé, LQ(v) avec veP est une séquence périodique quand v; varie
suivant OP dans le sens CCW. La périodicité de LQ(v) implique que les points d’appui de P
définis par la séquence différentielle apparaissent en paires, ¢’est-3-dire, s’il y a un point
d’appui positif alors il y a aussi un autre point d'appui négatif.

Comme P n’est pas inclus a I'intérieur de Q alors il existe au moins un sommet de P appelé le
point d ancrage qui est situé dans dCH(PUQ) méme si P ne posséde pas de point d’appui défini
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selon la définition 4.10. Le lemme 4.6 déclare ’existence de deux points d’appui différents de
Q dans le cas ou P ne posseéde qu’un point d’appui. En outre, le lemme 4.7 affirme que les
deux points d’appui d’un polygone ne sont pas identiques s’ils existent. Dans le cas ou P ne
possede pas un tel point d’appui défini par la définition 4.10, nous pouvons trouver facilement
le point d’ancrage & I’aide de deux points d’appui de Q. Ceci peut €tre fait par le test de 1’aire
d’un triangle déterminé parT_Q,B_Q etqgouT_Q et B_Q sont deux points d’appui de Q (voir
figure 4.7) et ¢ un sommet appartenant a P. Le sommet g correspondant & un triangle ayant
I’aire maximale donne le point d’ancrage désiré.

En résumé, nous pouvons donner ci-dessous notre algorithme pour calculer I’enveloppe
convexe de deux polygones convexes disjoints.

Algorithme HULL_TWO_DISJOINT_CONVEX_POLYGONS ;

Début
1. trouver deux points d’appui de P, notés par T_P (le point d’appui positif) et B_P (le
point d’appui négatif), par analyse de la séquence ALQ(v) (ve P);

2. trouver deux points d’appui de Q, notés par T_Q (le point d’appui positif) et B_Q (le
point d’appui négatif), en analysant la séquence ALp(v) (veQ);

3.siT P=¢(onaaussiB_P=¢)et T Q = ¢alors
a. trouver le point d’ancrage de P;
b. T_P « pointd’ancrage; B_P <«point d’ancrage;
c. allera 5;

4. siT O=¢(onaaussiB QO =¢)et T P #¢alors

a. trouver le point d’ancrage de Q;
b. T_Q « point d’ancrage; B_Q «point d’ancrage;

5. lier les deux chaines Cp=<T _P,..., B_P>dans PetCq=<T_Q,..., B 0>de Q en
utilisant deux lignes d’appui (B_P,T_Q) et (B_Q, T_P) pour former I’enveloppe
convexe de PUQ;

Fin;

Maintenant, nous analysons la complexité de 1’algorithme proposé. Supposons que P an
sommets et Q a m sommets. L’étape 1 peut se faire en O(n) avec un prétraitement pour la
séquence binaire, par simple test de deux points d’appui. De mé€me, un test en O(m) avec un
prétraitement est nécessaire pour I’étape 2. L’étape 3 et I’étape 4 peuvent €tre faites en temps
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O(n) et O(m) respectivement. Donc, le point d’ancrage peut étre trouvé en O( max(n, m)) dans
le cas le plus défavorable. L’étape 5 est une opération simple de pointeur. Par conséquent, le
temps total d’exécution est proportionnel au nombre total des sommets de deux polygones du
cas le plus défavorable avec un prétraitement.

L’algorithme proposé ici posséde les avantages suivants :

(a) L’algorithme est trés simple et son code est trés court en utilisant la fonction différentielle
définie;

(b) Pour trouver les points d’appui, il suffit de parcourir la frontiére d’un polygone. Ceci est
une opération simple de pointeur. Les points d’appui obtenus fournissent une information
importante pour construire un séparateur (voir chapitre 5);

(c) L’algorithme est entrée-libre car I’algorithme ne se préoccupe pas de la position relative des
deux polygones.

(d) On vérifiera dans le paragraphe suivant, que 1’algorithme peut s’appliquer aussi a deux
polygones appelés polygones d’intersection simple (voir ci-dessous définition 4.11).

4.4 Enveloppe convexe de deux polygones disjoints

Dans ce paragraphe, nous allons étendre 1’algorithme de I’enveloppe convexe de deux
polygones convexes disjoints proposé précédemment au cas ou les deux polygones ne sont pas
nécessairement convexes. Pour cela, nous introduisons tout d’abord un type de polygones
convexes appelés polygones d’intersection simple. Puis, un algorithme correspondant pour
I’enveloppe convexe de deux polygones de ce type est proposé. Enfin, en utilisant la propriété:
“si P et Q sont deux polygones disjoints alors CH(P) et CH(Q) sont d’intersection simple”
(lemme 4.8), I’enveloppe convexe de deux polygones simples se raméne a celle de deux
polygones d’intersection simple.

4.4.1 Deux polygones convexes d’intersection simple

Définition 4.11 Deux polygones convexes P et Q sont d’intersection simple si et seulement
I’une des deux conditions suivantes est satisfait:

(a) PNQ =@, c’est-a-dire, P et Q sont disjoints;
(b) si PNQ #0, le nombre d’intersection entre les arétes “ouvertes”des polygones est égal a2 .
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Avec la définition ci-dessus il n’existe pas d’intersection si un sommet du polygone P appartient
a une aréte du polygone Q.

Des exemples de polygones convexes d’intersection simple sont montrés en figure 4.10.

(a) (b)

(©) @

Figure 4.10 Polygones convexes d’intersection simple

(a) avec 2 points d’intersection; (b) (c) (d) avec 0 point d’intersection

4.4.2 Enveloppe convexe de polygones convexes
d’intersection  simple

Selon la définition de deux polygones convexes d’intersection simple, on a trois classes
suivantes:

(1) P et Q sont disjoints ;
(2) P est inclus entierement dans Q ou le contraire ;
(3) P et Q s’intersectent seulement en deux points.

Examinons comment modifier 1’algorithme proposé en §4.3.2.2 pour qu’il puisse s’applique
aux polygones d’intersection simple de la seconde classe et de la troisi¢me classe.

Supposons que P est inclus entiérement dans Q (figure 4.11.a). Revenons aux séquences
Lg(v) (ve P) et Lp(v) (ve Q). Les graphes de ces deux séquences sont fournis en figure
4.11.b.
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*LQ(V ): ve P
1 ,,,,,,, B L R Y s
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4lp(v ): veQ
LTI,
) v
] LUV veQ
€)) (®

Figure 4.11 (a) Polygone P est inclus dans polygone Q;
(b) les graphes des séquences Lo(v)l ve P et Lp(v)l ve Q

D’apres I’exemple ci-dessus, il n’existe pas de point d’appui dans les deux séquences
différentielles correspondantes si un polygone est inclus dans ’autre (la seconde classe). Cette
observation nous permet de résoudre le probléme d’inclusion en détectant les points d’appui.
Précisément, si les points d’appui n’existent pas et si Lo(v)l ye p =1 alors P est inclus dans Q.
Sinon Q est inclus dans P. Pour la troisiéme classe des polygones convexes d’intersection
simple, deux lignes d’appui communes existent & cause de la propriété de fermeture des
polygones. De plus, les deux lignes d’appui communes peuvent étre déterminées soit par quatre
points d’appui soit par deux points d’appui et un autre point d’ancrage. Donc, 1’algorithme
HULL_TWO_DISJOINT_CONVEX_POLYGONS proposé est aussi applicable 2 la troisi¢me
classe des polygones convexes d’intersection simple.

D’apres la discussion ci-dessus, nous savons que 1’algorithme de I’enveloppe convexe de deux
polygones convexes disjoints peut s’appliquer avec un peu de modification A deux arbitraires
polygones convexes d’intersection simple. Nous réécrivions ci-dessous 1’algorithme avec la
modification dénommé HULL_TWO_SIMPLE_INTERSECTION_CONVEX. Et nous avons:

Théoréme 4.1 L’enveloppe convexe de deux polygones convexes d’intersection simple peut
€tre trouvée en temps proportionnel au nombre total de sommets .

Algorithme HULL_TWO_SIMPLE_INTERSECTION_CONVEX;

entrée: deux polygones d’intersection simple P et Q;

sortie: 1’enveloppe convexe de P et @, CH(PUQ);
P _dans Q, Q dans P : booléen;

Début
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Fin;

1. trouver deux points d’appui de P, notés par T_P (le point d’appui positif) et B_P (le
point d’appui négatif), en analysant la séquence ALQ(v) (ve P);

2. trouver deux points d’appui de Q, notés par T_Q (le point d’appui positif) et B_Q (le
point d’appui négatif), en analysant la s€équence ALp(v) (veQ);

3.siT P=¢(onaaussiB P=¢)et T O # ¢alors
début

a. trouver le point d’ancrage de P;

b. T_P « point d’ancrage; B_P «point d’ancrage;
fin;

4. sinonsiT Q= ¢(onaaussiB_Q = ¢)et T P #¢alors
début

a. trouver le point d’ancrage de Q;

b. T_Q « point d’ancrage; B_Q «point d’ancrage;
fin;

S.sinonsiT_P =p et B_Q =g alors
a. si Lg(v) =1 pour un vecteur vde P alors
début
1) P_dans_Q « vrai;
2) CH(PLQ) « Q;
fin;
b. sinon
début
1) O_dans P « vrai;
2) CH(PLQ) « P;

fin;

6. si P_dans_Q=faux et Q_dans_P=faux alors lier deux chaines Cp=<T _P,..., B_P>
dans Pet Cg=<T_Q,..., B_Q> dans Q en utilisant deux lignes d’appui (B_P, T_Q) and
(B_Q, T_P) pour former I’enveloppe convexe de P et 0, CH(PUQ);

4.4.3 Enveloppe convexe de deux polygones simples disjoints

Dans ce paragraphe, nous supposons que P et Q sont deux polygones simples disjoints.

Lemme 4.8 Si P et Q sont deux polygones simples disjoints alors CH(P) et CH(Q) sont
d’intersection simple.
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Preuve. Afin de prouver le lemme, nous montrons d’abord que le nombre de points
d’intersection entre deux polygones convexes est certainement pair. Ceci est dii au fait que les
polygones sont fermés, donc il existe un point “sortie” du polygone Q correspondant a un autre
point entrant dans Q quand la frontiére du polygone P est traversée dans un sens (voir figure
4.12). Par conséquent, I’intersection fait intervenir un nombre pair de points. Considérons
maintenant les cas généraux de deux polygones disjoints. Nous prouvons le lemme par
contradiction. Si le nombre d’intersections entre CH(P) et CH(Q) est supérieur a 2 alors les
deux polygones initiaux s’intersectent certainement! Comme ce qui est montré dans la figure
4.13.a, CH(P) va diviser CH(Q) en trois parties, mais il est impossible de trouver un tel
polygone, dit Py, qui peut supporter CH(Q) et qui n’intersecte pas P. Donc, CH(P) et CH(Q)
peuvent €tre seulement d’intersection simple.

Figure 4.12 L’intersection de deux polygones convexes a lieu par couples

CH(P) CHQ

(@)
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CH(P)
CHQ

(b)

Figure 4.13 Intersection de CH(P) et CH(Q) o P et Q sont deux polygones disjoints:
(a) intersection impossible; (b) intersection possible

Le lemme 4.8 précise que ’intersection entre CH(P) et CH(Q) ol P et Q sont deux polygones
disjoints est de type simple. Donc, une fois que CH(P) et CH(Q) ont été trouvés alors
CH(PUQ) peut étre calculé par I’algorithme décrit dans 4.4.2. Par conséquent, on peut obtenir

immédiatement a partir de 1’algorithme ci-dessus un algorithme pour calculer 1’enveloppe
convexe de deux polygones disjoints.

Algorithme HULL_TWO_SIMPLE_POLYGONS;

Début

1. wouver CH(P) et CH(Q) par ’algorithme HULL_POLYGON;
2.calculer CH(PUQ) par l'algorithme présenté au §4.4.2;
Fin;

Comme les deux étapes de 1’algorithme sont de complexité linéaire, on a alors:

Théoréme 4.2 L’enveloppe convexe de deux polygones disjoints peut étre trouvée en temps
linéaire.
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4.5 Enveloppe convexe d’un ensemble de polygones
disjoints

4.5.1 Prétraitement

Soit £, i=1, 2, ...K (K>2) un ensemble de polygones disjoints £2; N£2; =@. Afin de simplifier
les notations, nous allons utiliser CONV(m) pour représenter 1’enveloppe convexe du sous-
ensemble des m premiers polygones, CH(i) pour représenter 1’enveloppe convexe du i-éme
polygone.

Lemme 4.9 Si CONV(i) et CH(i+1) ont été obtenus et si CONV(i) et CH(i+1) sont
d’intersection simple, alors CONV(i+1) peut étre trouvé en temps linéaire.

Prouver. Immédiate d’apres le théoréme 4.1.

Remarque: Afin de calculer ’enveloppe convexe d’un ensemble de polygones 2 1’aide du
concept des polygones convexes d’intersection simple, les K polygones originaux doivent étre
ordonnés selon un critére donné ci-apres.

Le critére de prétraitement:

(@) Y min(£2) <Y min(£2+1);
(0). X min(€2)) <X min(€2+1)) Si Yinin(Q)) = Ymin(QRiv1); i=1,..., K.

>

/ CH(i+1)

v
Y

Figure 4.14 Illustration du lemme 4.10

Lemme 4.10 CONV(i) et CH(i+1) sont d’intersection simple si tous les polygones initiaux
ont été€ ordonnés selon le critére de prétraitement.
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Prouve. Pour i =1, c’est le cas du lemme 4.8. Pour i>1, nous le prouvons par contradiction.
Supposons que CH(i+1) intersecte CONV(i) en plus de 2 points comme ce qui est illustré en
figure 4.14. Dans ce cas, il existe alors certainement un polygone dans CONV(i), dit £ avec
k<i tel que Yimin(£2)>Y min(€2i+1). Autrement £ intersecte £2;,;. Mais ceci est impossible car
le prétraitement impose Yimin(£2k)>Y min(£2;+1) avec k <.

4.5.2 Algorithme

Comme CONV(j) et CH(j+1) sont d’intersection simple, CONV(j+1) peut alors étre calculé par
I’algorithme proposé dans §4.4.2. L’algorithme HULL_MULTIPOLYGONES ordonne
d’abord les polygones selon le critere de prétraitement (étape 1), et calcule I’enveloppe convexe
du premier polygone (étape 2). Ensuite, on calcule itérativement 1’enveloppe convexe de la
réunion de deux polygones convexes d’intersection simple jusqu’a ce que tous les polygones
soient utilisés.

Algorithme HULL_MULTIPOLYGONES;

Entrée : ; i=1, .., K.
Sortie : CONV(K);

Début
1. ordonner tous les polygones selon le critére de prétraitement;
2. calculer CH(1) par HULL_POLYGON;
3. pour i =2 a K faire
début
a. calculer CH(i) par HULL_POLYGON;
b. trouver ’enveloppe convexe de la réunion de CONV(i-1) et CH(i) par
’algorithme proposé dans § 4.4.2 pour obtenir CONV(i) ;

Fin;

Le temps d’exécution dans le cas le plus défavorable de cet algorithme est facile 2 déterminer.
L’étape 1 peut s’effectuer d’abord en calculant les y-coordonnées minimales parmi les sommets

de chaque polygone, ceci prend un temps en O (Zﬁl n;). Ensuite, on ordonne ces y-
coordonnées en ordre ascendant qui peut se faire en O(Klog,K) . Donc, le temps total pour

I’étape 1 est en O(Klog2K+2£1n,~). Dans § 4.2, nous avons montré que CH(i) peut étre
calculé en O(n;) ol n; est le nombre de sommets du i-i¢me polygone. Donc, I’étape 2 nécessite

O(nj). La complexité dans le pire des cas de 1’étape 3b est O (2;;1 n;). Par conséquent, une
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itération de I’étape 3 prend au plus un temps en O(ni+2i=1 nj). Le temps total dans le pire des
cas de cet algorithme est alors:

On1)+ O(Klog,K +3K n) + TK, O(ni+Zie1 1)
Ceci peut étre récrit comme:

Komi)+ K,0Ek1m)

Soit N=Z{‘;1 n;, c'est-a-dire, le nombre total de sommets & traiter. Le temps total de
I’algorithme peut alors s’exprimer par

o+ ZX,02 =11 )
ou encore:

ON(1+(X-1))) =O(NK).

En conclusion, on a:

Lemme 4.11 L’enveloppe convexe d’un ensemble de polygones simples disjoints peut étre
trouvée en un temps O(NK) ou N est le nombre total de sommets et K est le nombre de
polygones par ’algorithme HULL_MULTIPOLYGONS.

Un exemple sorti du programme pour I’enveloppe convexe d’un ensemble de polygones est

illustré en figure 4.15.

g bl
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(b)

Figure 4.15 Exemple de sortie (a) un ensemble de polygones ; (b) son enveloppe
convexe basé sur les segments d’appui orientés






Chapitre 5
Construction d’un séparateur

5.1 Introduction

Le calcul d’un séparateur entre deux ensembles de germes est une étape importante de la
construction du diagramme de Voronoi. La méthode de “Divide-and-Conquer” pour la
construction du diagramme de Voronoi consiste d'abord a diviser I’ensemble d’objets original S
en deux sous-ensembles de tailles égales S; et S2, et A construire récursivement les deux sous-
diagrammes de Voronoi VOD(S}) et VOD(S3) et ensuite fusionner VOD(S) et VOD(S>) pour
obtenir VOD(S). Cette stratégie est largement utilisée pour construire le diagramme de Voronoi
d'un ensemble de points [PREPARATA 88], et le diagramme de Voronoi d'un ensemble de
segments [DRYSDALE 79] [LEE 81] [KIRKPATRICK 79 ] [YAP 87]. Les algorithmes différent,
selon la fagon avec laquelle ils effectuent 1’étape de division. Dans le cas d’un ensemble de
points, si les deux sous-ensembles de points §; et S2 sont séparables par une droite alors le
séparateur sera continu [PREPARATA 88]. Pour un ensemble d'objets généraux, une telle
condition de séparation linéaire entre deux sous-ensembles ne peut pas généralement étre
assurée. Par conséquent, une division d’un ensemble d’objets généraux en deux moitiés peut
souvent introduire un séparateur discontinu. Par exemple, la figure 5.1 montre un séparateur
coupé en deux portions discontinues. Dans cet exemple, les segments ont été ordonnés selon
leurs points d'extrémité hauts. Quand la stratégie “Divide-and-Conquer” est appliquée, la
division des segments en deux sous-ensembles est : S;={1, 2} et S>=(3, 4)}. Par conséquent,
le séparateur entre S; et S, est découpé en deux morceaux discontinus.

Figure 5.1. Le séparateur entre S7={1, 2} et S2={3, 4} est composé de deux parties

89
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En général, si nous avons un ensemble d'objets polygonaux, la situation est plus compliquée
que celle des segments. Si la méthode “Divide-and-Conquer” est utilisée pour ce cas, deux
questions identiques a celles des segments se posent: (1) Comment ordonner les polygones? (2)
Est-ce que le séparateur entre deux sous-ensembles de polygones est composé d'une seule
composante non discontinue? La réponse a la deuxieme question est généralement négative.
Considérons un exemple de quatre polygones représentés en figure 5.2. Supposons qu’ils
soient ordonnés par le critére du prétraitement proposé dans le paragraphe 4.5.1. Alors, le
séparateur Sep(Sj, S2) ou S;={Pj, P2} et S2={P3, P4}sera composé de deux parties
discontinues.

Figure 5.2 Si les quatre polygones sont divisé€s en deux sous-ensembles,
S1={Pj1, P2} et So={P3, P4}, alors le séparateur Sep(S;, S2) est discontinu

Dans le cas plus général, malgré la possibilité d'utiliser plusieurs approches pour ordonner les
objets, il est difficile d’éviter la présence d'un séparateur discontinu quand la stratégie “Divide-
and-Conquer” est appliquée. Par contre, l'utilisation de 1'approche incrémentale associée au
prétraitement présenté dans §4.5.1 peut fournir un séparateur continu & chaque étape
d'incrémentation. Ainsi, il va étre montré qu’un tel séparateur peut se construire en temps
linéaire. Ce chapitre consacre a la construction d’un séparateur, représente la part personnelle la
plus importante décrite dans cette theése.

5.2 Forme d’un séparateur

Dans ce qui suit, nous supposons disposer d’un ensemble de K objets noté P(K)=(P}, Py, ...,
Py} vérifiant les contraintes géométriques suivantes:

(1). I'objet P; est un polygone composé d'un domaine intérieur connexe et d’une frontiere;
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(2). dP; " 0Pj =@, (P; PjeP(K)), c'est-a-dire qu’il n'existe pas d'intersection entre les

frontieres de deux objets;

(3). P(K) a été ordonné selon le critére de prétraitement proposé dans le paragraphe 4.5.1,
c’est-a-dire, ¥ min(Pi) < Y min(Pi+1); €t X min(Pi) < X min(Pi+1)) 81 Y min(Pi) = Y min(Pi+1); i
=1,.., K.

Soit L={Pj, P3,..., Pj.1}, 1a réunion des j-I premiers polygones, et R=Pj, le j-¢me polygone.
Alors, d'apres le lemme 4.10, I'enveloppe convexe de L et celle de R sont d’intersection
simple, c'est-a-dire que les frontieres de CH(L) et CH(R) ont au plus deux intersections
communes.

Par ailleurs, nous supposons que le diagramme de Voronoi généralisé basé sur éléments de L,
VOD(L), et celui de R, VOD(R), sont déja construits avant de construire le séparateur entre L et
R. De plus, un séparateur entre L et R est toujours orienté si bien que pour tout point g de
Sep(L, R) il existe un élément ¢; de L situé A gauche de Sep(L, R) et un élément e, de R situé
a droite de Sep(L, R) tels qu’ils sont équidistants du point q.

Sous les contraintes géométriques ci-dessus, nous allons discuter du probléme de la
construction du séparateur entre L et R. Bien que la méthode proposée soit fondée sur le
modele de calcul d’incrémentation, I’essentiel de la méthode peut s’appliquer au calcul d’un
séparateur dans le cas plus général.

Quand CH(L) et CH(R) se coupent d'une fagon simple, ils sont dans l'une des situations
suivantes:

(a). CH(L) "nCH(R)=g, c'est-a-dire que CH(L) et CH(R) sont séparés;
(b). dCH(L) coupe dCH(R) en deux points,

(c). CH(R) est inclus dans CH(L);

(d). CH(L) est inclus dans CH(R);

Sans perte de généralité, nous ne considérons que les cas (a), (b) et (c) dans ce qui suit parce
que le traitement du cas (d) est identique a celui du cas (c).

Lemme 5.1 Le séparateur entre L et R, Sep(L, R), est formé d’une courbe continue si L et
R obéissent aux contraintes géométriques (1), (2) et (3) précédemment énoncées.

Preuve. Du fait que le séparateur Sep(L, R) correspond 2 la fronti¢re des demi-plans généralisés
H(L, R) et H(R, L), nous pouvons compléter la démonstration en montrant que H(L, R) et
H (R, L) sont des chemins-connectés (un domaine est appelé chemin-connecté si et seulement si
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on peut construire un chemin connexe entre deux points quelconques du domaine). 1l est facile
de montrer que H(R, L) est chemin-connecté. Maintenant, nous montrons que H(L, R) est
aussi chemin-connecté. Soit V une demi-droite verticale orientée vers le bas issue du sommet le
plus bas de R. Tragons une droite horizontale D telle que y(D)<Ypin (P;). On choisit y(D) de
maniere a ce que d(c, R)=d(D, R) et de maniére a ce que d(c, R) soit supérieur a d(c, P;) (pour
PieL) ot c=DNV. Comme Yyjn(R)>Y 1in(P;) (Pi€L) (51 Yin(R)=Y min(P;), on peut prendre
une droite verticale comme D), D est complétement située dans H(L, R). Ainsi, le demi-plan
situé au dessous de D est inclus dans H(L, R). Soit p et g deux points arbitraires dans H(L, R).
On projette p sur le polygone le plus proche, P;, notant I'image correspondante par I(p, oP)).
De méme, on a I(g, dPy), I’image de g sur le polygone P;. Selon le lemme 2.7, le chemin entre
p etl(p, JPj) et celui de q & I(g, dPy) sont connexes. Soit u le sommet le plus bas de Pj, v celui
de Py, I, 1a demi-droite verticale partant de u vers le bas intersectant D au a, /,, celle partant de
v vers le bas intersectant D au b. Un chemin entre I(p, an) et I(g, dPy) est composé de cinq
parties au plus: la partie de I(p, an) au sur 8Pj, les segments [u, a], [a, b] et [b, v], et la
partie de v a I(g, dPy) sur dP,. Comme chacune de ces parties est connexe, le chemin est donc
connexe. Ceci montre que le chemin construit entre p et g est connexe (cf. la figure 5.3).

Figure 5.3 Illustration du lemme 5.1

Lemme 5.2. Le séparateur Sep(L, R) est (a) soit fermé si CH(R) est inclus dans CH(L);
(b) soit ouvert si CH(R) n'est pas inclus dans CH(L).

Preuve. (a) Rappelons que Sep(L, R) est la frontiére des régions de Voronoi V(L, R) et de
V(R, L). Si on peut prouver que V(L, R) ou V(R, L) est borné, on a achevé la démonstration.



Nous allons le prouver par contradiction. Supposons que la région de Voronoi V(R, L) est non
bornée. Alors, il existe au moins un segment [a, b] dans dCH(L) par lequel Sep(L, R) sort de
CH(L) et s’étend jusqu'a I’infini. Soit e un point dans JR qui est plus proche du segment [a, b]
(cf. 1a figure 5.4.a). Les points g, b, e déterminent un cercle C de centre p. Les deux demi-

droites issues de D et passant respectivement par a et b générent un secteur angulaire (partie
ombrée) qui est montré dans la figure 5.4.b. Selon 1’hypothése, il existe une partie dans
l'intérieur du secteur telle qu’elle est dans la région de Voronoi V(R, L). Soit z un point
arbitraire dans l'intérieur de ce secteur. Il n’est pas difficile de montrer que le cercle centré en z
avec un rayon r = min{d(a, z), d(b, z)} ne contient pas le point e, c'est-a-dire que z est plus
proche de a ou plus proche de b que de e. Par conséquent, z est plus proche de dL que de dR.
Comme z est arbitraire dans l'intérieur du secteur considéré, il est donc impossible de trouver
un tel point z dans le secteur qui appartienne a la région de Voronoi V(R, L). Ceci est en
contradiction avec I’hypothése.

Figure 5.4.a. Le séparateur Sep(L, R) est fermé quand CH(R) est inclus dans CH(L)



Figure 5.4.b. Aucun cercle centré dans la région ombrée n’inclut e qui est un point de oR

(b). Maintenant, nous démontrons que le séparateur entre L et R , Sep(L, R) est ouvert si
CH(R) n'est pas inclus entierement dans CH(L). Pour le démontrer, on doit prouver que la
région de Voronoi V(L, R) ou V(R, L) est non bornée. Comme CH(R) n'est pas inclus
entierement dans CH(L), il existe un élément, noté e, tel que e appartient 3 JORNCH(LUR) mais
non a CH(L). Soit e une aréte de CH(R) qui contient 'élément e. Alors, une ligne passant par
ec divise le plan en deux demi-plans A/ et h2 (voir figure 5.5). Soit u un point de e. A partir de
u, nous prenons une demi-droite s dans A2 perpendiculaire 2 la frontiére du demi-plan. Soit v
un point dans s. On a alors d(u, v) = d(e, v)<d(e; ,v) pour eje dL. Par conséquent, ve V(R,
L). Comme v peut s’étendre jusqu'a I’infini, alors V(R, L) est non borné.

Figure 5.5. Illustration du lemme 5.2 (b)

D'apres les lemmes 5.1 et 5.2, nous obtenons immédiatement:
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Corollaire 5.1. La région de Voronoi d’un polygone P sur l'ensemble S, V(P, S-P) est non
bornée si et seulement si JPNCH(S) # D.

5.3 Calcul de la bissectrice de départ et de la
bissectrice d'arrivée

Dans le précédent paragraphe, nous avons démontré que le séparateur Sep(L, R) est formé
d’une seule courbe continue (cf. le lemme 5.1). Comme nous I’avons déja mentionné, c'est le
prétraitement et I’utilisation de la stratégie d'incrémentation qui justifient le fait que le séparateur
est formé d’une seule courbe non coupée. Rappelons qu’un séparateur est une s€quence de
bissectrices:

Sep(L, R) = <by, by,..., b;, ..>

ou chaque b; est délimité par deux points d'extrémité p; ; et p; Les points p; sont appelés
points de transition du séparateur. Ainsi, quand une orientation est imposée au séparateur, pour
chaque b; le point de départ et le point d'arrivée seront définis sans ambiguité.

Jusqu'a présent, nous n’avons qu’une connaissance sur la forme d'un séparateur. Pour tracer
un séparateur Sep(L, R), il faut d'abord trouver un point appelé point d’initialisation
appartenant au séparateur afin qu'a partir de ce point, tout le séparateur puisse &tre calculé
morceau par morceau. Dans ce qui suit, nous allons montrer comment choisir le point
d’initialisation pour deux catégories de séparateurs: les s€parateurs fermés et les séparateurs
ouverts.

5.3.1 Cas des séparateurs fermés

Supposons avoir construit & 1'étape j d'incrémentation VOD(L) ot L={Py, P, ..., Pj.1}, le
diagramme de Voronoi pour les j-1 premiers polygones, et VOD(R) ou R={P;}, le diagramme
de Voronofi pour le j-¢me polygone. Soit CONV(j-1) I'enveloppe convexe de L, et CH(j) celle
de R. Selon le lemme 5.2, nous savons que le séparateur Sep(L, R) est fermé si CH(j) est
inclus dans CONV/(j-1). L'examen d’inclusion de CH(j) dans CONV/(j-1) peut se faire en temps
linéaire en utilisant 'algorithme proposé dans le chapitre 4. Dans le cas ou le séparateur est
fermé, comme ce que nous avons dit, n'importe quel point du séparateur peut €tre pris comme
point de départ. En partant de ce point, nous construisons successivement tous les morceaux
des bissectrices du séparateur jusqu'a ce que nous soyons revenus a ce point.
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Figure 5.6. Construction d’une demi-droite /,

Soit v un sommet sur la frontiére de 1’enveloppe convexe de R oll R={ P;}. 11 est donc situé a
droite du séparateur. (En pratique, v peut &tre I’'un des quatre sommets extrémes: le plus bas, le
plus haut, le plus a gauche et le plus a droite, afin d’assurer que v est sur ICH(R)). Un demi-
plan Ay peut étre défini de maniére a ce qu’il contienne CH(R) et que sa frontiére passe par le
sommet v. Dans *hy, le complément de ,, une demi-droite /, perpendiculaire 4 la fronti¢re de
hy et partant de v peut €tre construite (Figure 5.6). Nous allons voir que /, sera utile pour
trouver un point sur le séparateur fermé.

Lemme 5.3. La demi-droite /, est incluse entiérement dans la région de Voronoi du sommet v
V(v, dR-v).

Preuve. Soit z un point de /,. Comme /, est située dans le demi-plan *#, et perpendiculaire 2 la
frontiere de *hy, on a alors d(v, z) = min d(p, z) (peR) = d(R, z). Donc, z appartient a la
région de Voronoi V(v, dR-v). D’apres le lemme 2.9, on sait que V(v, dR-v) est non borné. De
plus, le choix de z en [, est arbitraire. On en conclut que la demi-droite /, est incluse
entierement dans la région de Voronoi V(v, dR-v).

Lemme 5.4. Soit P un ensemble de N polygones ordonnés. Soit L les k-1 (k<N+1) premiers
polygones de P, R le k-éme polygone de P. La demi-droite /, coupe Sep(L, R) si CH(R) est
inclus dans CH(L).

Preuve. D’aprés le lemme 5.2, le séparateur Sep(L, R) est fermé. De plus ce séparateur fermé
contient dR du fait que CH(R) est inclus dans CH(L). Par conséquent, le sommet v — point de
départ de la demi-droite [, — est aussi inclus dans I’intérieur du séparateur fermé Sep(L, R). 11
est certain qu’une courbe fermée coupe une demi-droite qui rayonne 2 partir d’un point situé a
I'intérieur de cette courbe fermée. Donc, /,, coupe Sep(L, R).



Le lemme 5.4 montre I’existence d’un point du séparateur situé sur la demi-droite J,.. Pourtant
jusqu’a présent, nous ne savons pas comment trouver ce point parce que le séparateur Sep(L,
R) est inconnu.

Rappelons que le séparateur est composé d’une séquence de morceaux de bissectrices B(ey ,
er ) ol er, € dL et eg € dR. Soit q le point d’intersection du séparateur Sep(L, R) et de la demi-
droite [y 11 faut déterminer une paire d’éléments (e, v) ol e;, € IL et ve IR et tel que la
bissectrice B(er, , v) coupe la demi-droite /, au point g. En outre, il faut signaler que le
diagramme de Voronoi généralisé de L, VOD(L), forme une partition du plan excepté I'intérieur
de I’ensemble L. Donc, il existe un élément ey, tel que la région de Voronof associée Vier, JL-
er) sur I’ensemble L contient le point g. Nous avons le lemme suivant:

Lemme 5.5. Soit ¢ = I, "Sep(L, R). Soit ¢ le point d’intersection de B(er,v)etdel,. Sit
€V(er, dL- e1 ), alors g = t.

Preuve. t = B(e, v)Nl,, implique :

dat, er) =d(, v) ;.1
et
da(t, v) =min d(t, a) (5.2)
aeR

La condition ¢ € V(er, dL- er) implique:

d(t, er) =min d(t, b) (5.3)
belL
A partir de (5.1), (5.2) et (5.3), on a:
min d(t, a) = min d(t, b) (5.9)
aeR belL
Donc,
teSep(L, R)
={p | min d(p, a) = min d(p, b)} (5.5)
aeR bel

Et comme te [, on a immédiatement:

tel,NSep(L, R) =q

Ce dernier lemme présente une approche pour trouver le point q, dit point de départ du
séparateur. Cette approche consiste A ce que pour tout élément e; e JL, on calcule d’abord



Iintersection d’une bissectrice B(er, v) et de la demi-droite I, , et ensuite que I’on vérifie si ce
point d’intersection est situé dans la région de Voronoi associée & 1’élément er, Vier, dL-er).
Si nous avions confirmé que le point d’intersection est dans V(ez, dL- er), nous prenons alors
la bissectrice B(er, v) comme premiére bissectrice, sinon nous réexaminons un autre élément de
dL et la région de Voronoi correspondante jusqu’a ce que la bissectrice entre ce nouvel élément
et le sommet v intersecte /, dans la région de Voronoi contenant le nouvel élément. Une fois
que nous avons trouv€ la premitre bissectrice du séparateur, nous pouvons construire
successivement tous les morceaux de bissectrices du séparateur Sep(L, R) a partir de cette
premiere bissectrice jusqu’a ce que soyons revenus a la premiére bissectrice B(ez, v). Comme
le fait de trouver les €éléments e, et v définis ci-dessus constitue 1a clé de la construction d’un
séparateur fermé, nous les appelons initialisateurs du séparateur. Ici, nous pouvons résumer
I’algorithme pour trouver deux initialisateurs d’un séparateur fermé.

Algorithme IN"ITIALISATORS_OF_CLOSED_SEPARATOR

entrée: VOD(L), R;
Sortie: ey, €5, ;{ deux initialisateurs)

Début
1. trouver un sommet de dR situé dans CH(R), noté par v; puis transformer v en la
représentation par élément. On a alors ’initialisateur a droite du séparateur, noté e,,. A
partir de v, la demi-droite /, est construite ;

2. tant que non trouvé faire
début
a. prendre un élément ey, tel que e € dL, trouver ¢, I’intersection de B(eyr, e,0)
et de la demi-droite /,;
b. siteV(er, dL- e;) alors
début
1). trouvé « vrai ;
2). €lo eL;
fin ;
sinon
reprendre un autre élément de oL comme ¢ ;
fin,
Fin ;



Comme nous ’avons dit précédemment, en pratique le sommet v dans 1’étape 1 peut étre choisi
parmi 1’un des quatre sommets extrémes de dR. Par conséquent, la demi-droite /, sera soit une
demi-droite verticale soit une demi-droite horizontale. De plus, le calcul de I’intersection d’une
bissectrice avec une demi-droite verticale ou une demi-droite horizontale est plus facile que celui
de I’intersection d’une bissectrice avec une demi-droite arbitraire.

Le temps de calcul de cet algorithme peut étre analysé. Soit n; le nombre de sommets de JL et
ny celui de dR. L’étape 1 est en fait une initialisation. Un sommet extréme de R peut étre trouvé
en comparant les coordonnés des sommets de R. Ceci peut se faire en temps proportionnel au
nombre de sommets de R. L’étape 2 est une boucle qui calcule le point d’intersection de
B(er, €r0) et l, et qui détermine si ce point d’intersection est situé dans V(e , dL- er ). Dans le
pire des cas, elle peut intervenir sur tous les éléments de oL. Donc, cette boucle peut s’exécuter
n; fois. Sans perte de généralité, nous supposons rn;>n,. Le temps total pour 1’algorithme est
alors en O(n;).

5.3.2 Cas des séparateurs ouverts

Le séparateur Sep(L, R) sera ouvert si CH(R) n’est pas inclus dans 1’intérieur de CH(L) (voir
lemme 5.2.). L’idée de générer une demi-droite a partir d’un sommet de oR situé dans dCH(R)
est inutile pour trouver un point d’un séparateur ouvert parce que le séparateur ne posséde plus
de propriété de fermeture. Donc, il faut trouver une autre approche pour calculer un point d’un
séparateur ouvert. Par ailleurs, dans le cas ol le séparateur est ouvert, si nous avons un point
de départ non rejeté a I’infini, nous sommes obligés de tracer le séparateur selon deux directions
inverses a partir de ce point, parce que nous ne pouvons pas retourner au point de départ
comme dans le cas des séparateurs fermés.

Méthode basée sur un pont

Pour trouver un point dans le séparateur une méthode basée sur le concept de "pont" peut étre
utilisée. L'idée de cette méthode est de trouver un segment [by, b,], ol bje dL et bye oR ,
appelé pont tel que [b;, b,] n’intersecte aucun point interne de LUR. On peut prouver
facilement qu’un tel pont intersecte le séparateur en au moins un point. Le probléme restant est
d’identifier cette intersection sans avoir tracé le séparateur.

Grice au lemme 2.13 qui montre que deux éléments e;e dL, e,€ JR partagent une aréte de
Voronoi commune si et seulement si V(e;,dL-e))NV(er, dR-er)NSep(L, R)#D, nous pouvons

construire le pont selon le schéma suivant :



(a) D'abord trouver eje dL et e,€ AR tels que ey'=ej\V(e,, dR-e,)#D et e,'=e,NV(e,dL-e))#D;

(b) Puis, en prenant respectivement un point de e;’ comme b; et un point de e, comme b, créer

un pont [by, by;

(c) Enfin, trouver B(ej, er)n[by, by] qui va générer un point du séparateur (voir figure 5.7). Si
I'une des extrémités d'un segment est dans une région de Voronoi, il est évident que
l'intersection de ce segment avec la région de Voronoi est non vide.

Figure 5.7 Un pont [by, b,] entre deux polygones

Méthode basée sur deux lignes d’appui

Pour éviter de tracer le séparateur en deux fois dans des sens inverses, une autre idée peut étre
utilisée. Cette idée consiste a trouver deux arétes de Voronoi d’initialisation d’un séparateur
ouvert, dites bissectrice de départ et bissectrice d'arrivée, qui contiennent respectivement un
point d’extrémit€ a I’infini. Alors, le séparateur ouvert peut se construire 2 partir de I’un des
points “infini” jusqu’a I’autre point “infini”. Soit By =B(eys, e,s), la bissectrice de départ, et By
= B(eys, e,f) la bissectrice d'arrivée. Donc, le probléme du calcul du séparateur se raméne
d’abord & trouver la bissectrice de départ et la bissectrice d'arrivée qui sont définies par deux
paires d'éléments. Dans ce qui suit, nous allons montrer que By et By peuvent étre déterminées
comme étant uniques.

Rappelons qu’une droite d'appui commune 2 deux polygones P et Q est une aréte de
0CH(PUQ) qui passe par au moins deux points, appelés points d'appui, dont 1’un appartient &

JP et autre & dQ (cf. figure 5.8).
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Figure 5.8 Lignes d'appui communes de deux polygones

Il n'y a que deux droites d'appui communes si CH(P) n'est pas inclus dans CH(Q) ou le
contraire. Il y a quatre points d'appui correspondant aux deux droites d'appui communes. Soit
p_betp t les deux points d'appui appartenant a dP, et ¢_t, ¢_b ceux appartenant a 0Q. De
plus, supposons que p_b, g _t,q b etp_t sont ordonnés en sens CCW dans dCH(PUQ) (voir
la figure 5.8). Nous supposons que la direction du séparateur Sep(P, Q) est définie de maniére
a ce que le polygone P soit situé toujours a gauche du séparateur et le polygone Q i droite de
celui-ci. Nous allons voir que la bissectrice déterminée par p_b et q_t sera la bissectrice de
départ du séparateur, et la bissectrice déterminée par p_t et ¢_b sera celle d'arrivée.

Lemme 5.6 Soit P et Q deux polygones simples tels que CH(Q) n'est pas inclus entierement
dans CH(P). Alors, B(p_b, q_t) "\V(p_b, dP-p_b)NV(q_t, d0-q 1) est la premiére composante
du séparateur orienté Sep(P, Q) et B(p_t,q_b)NV(p_t, dP-p_t)nV(q_b, d0-q_b) est la derniére
composante du séparateur Sep(P, Q).

Preuve. Comme la derni¢re composante du séparateur est symétrique par rapport a la premiére
composante du séparateur, nous ne présentons que le cas de la derniére composante du
séparateur. Examinons la figure 5.9. Une droite d'appui commune /; passant par p_tetq b
définit un demi-plan 4 qui ne comprend aucun polygones. On note A* son complémentaire.
Tout d'abord, nous remarquons que V(p_t, oP-p_t)NV(q_b, dQ-q_b) # @, sinon, p_tou g _b
n'est plus un point d'appui. On définit par T la demi-droite contenue dans h supportée par la
bissectrice de p_tet g_b. Il est évident que T peut étre coupé tout au plus en trois morceaux par
les arétes des régions de Voronoi, V(p_t, dP- p_t) et V(q_b, d0-q_b). Ces trois morceaux sont:
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h*

Figure 5.9. Illustration du lemme 5.6

(1) (co, cy) situé en dehors des régions V(p_t, dP- p_t) et V(q_b, d0-q_b);

(2) (c1, c2) situé dans V(p_t, dP- p_t) mais hors de V(q_b, d0-q_b) ou le contraire; et

(3) (c2, ¢3) =B(p_t, q_b)NV(p_t, dP-p_t)NV(q_b, d0-q_b). Pour un point z de (¢, c3), on a
alors :

d(p_t, z) =mind(a, z) =d(P, 2) (5.6)
aeP
et
d(q_b, z)=min d(b, z) =d(Q, 2) 5.7)
beQ
Or B(p_t, q_b)2(c2, c3), donc :
min d(a, z)=min d(b, z) (5.8)
aeP beQ
alors,
ze {q | min d(a, q) = min d(b, q)}
aeP beQ
=Sep(P, Q) (5.9

Puisque z peut €tre rejeté a I'infini, (c2, ¢3) est alors la derniére composante du séparateur
Sep(P, O).
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Corollaire 5.2. Etant donné un ensemble de N polygones ordonnés P={Pj, P2, P;,...,
Pn}. Soit L={Pj, P3, Pj,..., Pk-1} et R={Pg} ol K<N. Supposons que CH(R) n'est pas
entiérement inclus dans CH(L). Alors, B(I_b, r_t)nV(l_b,dL-1_b)NV(r_t, 3Q-r_t) est la
premiere composante du séparateur orienté Sep(L, R) et B(I_t, r_b)n\V(I_t, dL-l_ )"V (r_b, oR-
r_b) est la derniére composante du séparateur Sep(L, R)oul b, r t,r b et _tsont les points
d'appui de CH(L) et CH(R) tels qu’une suite ordonnée <I_b, r_t, r_b, l_t> est définie quand
JCH(LUR) est traversée en sens CCW.

Preuve. Facile a partir du lemme 5.6.

D’apres le lemme 4.10, CH(L) et CH(R) sont d’intersection simple. En utilisant 1'algorithme
HULL_TWO_SIMPLE_INTERSECTION_CONVEX présenté dans le paragraphe 4.4.2 et
appliqué a CH(L) et CH(R), les points d'appui (ou leurs équivalents, paire d'éléments associés
pour déterminer une bissectrice initialisant le séparateur Sep(L, R) et autre paire d'éléments
associé€s pour déterminer une autre bissectrice terminant le séparateur), peuvent étre déterminés
en temps linéaire avec un prétraitement.

5.4 Tracé d’un séparateur en temps linéaire

Etant donné un ensemble de N polygones ordonnés P={P;, P,, ..., P;,..., Py}. Soit L={ P},
Py, ..., P;..., Pg.1} et R={Pg} ou K <N. Apres avoir déterminé (a) une paire d'initialisateurs
pour un séparateur fermé; ou (b) une bissectrice de départ et une bissectrice d'arrivée pour un
séparateur ouvert, nous pouvons construire le séparateur composante par composante.

Rappelons que le séparateur Sep(L, R) peut s’exprimer par :

M
Sep(L,R) =y b; (5.10)

i=1

ou b; est une portion (morceau) de bissectrice contribuant au séparateur Sep(L, R), et M est le
nombre total de composantes. Remarquons que chaque portion de bissectrice est orientée et
qu’un séparateur Sep(L, R) est une courbe continue. Donc, le point d'arrivée de bj.; est
confondu avec le point de départ de b;. On détermine une nouvelle aréte de Voronoi, a chaque
point de transition b; Nb;.j , et ainsi de suite.

La figure 5.10 montre un séparateur de deux polygones convexes. Dans ce cas présent, le
séparateur est composé de sept portions de bissectrices. Il débute par b; et se termine par b7.
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Sep(L, R)

Figure 5.10 Séparateur entre deux polygones convexes

A tout moment de la construction d'un séparateur, nous avons a tracer une portion de
bissectrice (aréte de Voronoi). Cette portion de bissectrice est en fait contenue dans
I’intersection de deux régions de Voronoi (voir le lemme 2.13):

b; =B(er?, er)NV(er!, dL-er}) N V(eg', OR-ep‘) (5.11)

Ceci implique qu’a chaque €étape de la construction du séparateur, on ne dispose que d’un
triplet: B(eL}, er?), V(er}, dL-er!) et V(er', OR-eg! ). Par conséquent, le processus entier de la
construction d'un séparateur consiste a déterminer une suite de triplets. Supposons que nous
disposons du point de départ de b; & I'étape i. Il faut trouver le point d'arrivée de b;. Ce point
d'arrivée vérifie une des trois conditions suivantes:

() il est situé sur une aréte de V(er!, dL-eL});
(b) il est situé sur une aréte de V(eg’, OR-eg' ) ;
(c) il est a 'intersection d'une aréte de V(ey}, dL-er?) avec une autre aréte de V(egi, dR-eg?).

Il est alors nécessaire de balayer respectivement les arétes de Voronoi de V(eri, dL-¢;) et celles
de V(eg!, dR-eg’) afin de trouver le point d'arrivée de b; qui est le point d'intersection le plus
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proche du point de départ. Comme Lee-Drysdale [LEE 81] I’indiquaient, une approche
irréfléchie—explorer toutes les arétes d’une région de Voronoi chaque fois (retour arriere)— va
induire un temps non linéaire de calcul pour construire un séparateur. Ceci est dii aux éléments
suivants :

(a). le nombre d'arétes de V(eri, dL-e.f) peut étre en O(NL) ou Ny, est le nombre d'éléments
dans JL, celui de V(eg’, dR-eg’ ) peut étre en O(INg) ol Np est le nombre d'éléments dans dR;

(b). le séparateur peut rester dans une région de Voronoi V(er5, dL-e.F) en tournant de
nombreuses fois avant de sortir de cette région. C’est-a-dire, dans une région de Voronoi
V(erB, dL-e;P), il y aurait O(Np) portions de bissectrice: ¢;f= B(erP , egi) NV(eLB, dL-e1P)
N V(er', OR-egt) (i =1,... , Np) ol Np est le nombre d'éléments de dR. Dans ce cas-13, si
nous explorions toutes les arétes de dV(e.B, dL - e.#) a chaque fois pour trouver un point de
sortie du séparateur de V(erP, oL-e;#), il faudrait effectuer beaucoup trop d'examens d’arétes.

(c). Il y a au total O(N + Np) portions de bissectrices composant le séparateur.

Donc, pour chaque portion de bissectrice, ceci va prendre O(Np + Ng )=O(N) en temps pour
trouver le point d'arrivée de la bissectrice correspondante si une approche simple de balayage
est adoptée. Par conséquent, ceci peut conduire 2 un temps O(N?) pour construire le séparateur
entier.

Cependant, le schéma suivant de balayage peut éviter une opération de retour arriere.

Schéma de balayage CW-CCW de la frontiére d'une région de Voronoi [LEE 81]:

En partant d'un point ot B(ez#, egf) entre dans une région de Voronof, explorer les arétes
d'une région courante de VOD(L) dans le sens inverse des aiguilles d'une montre (CCW) et
balayer les arétes d’une région courante de VOD(R) dans le sens des aiguilles d'une montre
(CW).

Lemme 5.7. Si une région de Voronot, V(e.B, oL - e;B), contient k portions de bissectrices
entre e, B (e L) et egi (€ dR) (i= 1,..., k 21), alors, b;, ;B (i= 1,..., k-1), portion du

séparateur dans la région de Voronoi V(eg’, dR - eg!), satisfait: B(e P, egi) U h(er B, eg) o
bi+1P. On a une propriété similaire si V(egP, dR- exP) contient plusieurs portions de bissectrices
du séparateur.
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Preuve. Selon le lemme 2.13, 1a (i+)-€me portion du séparateur dans la région de Voronoi
V(erP, dL-e;P) peut s'exprimer par:

bir1P =B(eB, epi+)NV(erP, dL-e1B) N V(egi+!, dR-egi+!) (5.12)
Soit g un point de b;4;#,
on a alors:
qeB(er? , eg*)) (5.13)
ge V(erp, dL-eP) (5.14)
et
qge V(egit!, oR - egi*tl) (5.15)

(5.13) implique :

d(erP, q) = d(er'*!, q) (5.16)
(5.15) implique :

d(er*!, @) < d(er’, @) (5.17)
D'apres (5.16) et (5.17), on a:

d(erh, ) < d(er’, q) (5.18)

ou I’égalité est due au fait que z peut étre situé sur la frontiere de V(egi+!, oR - egi+! ).
D’ou

ge h(e B, er)UB(erB, ep') (5.19)
Le choix de g étant arbitraire, on a alors

B(erB, egl) U h(erf, eg’) > by P (5.20)

Quand V(eg®, dR -eg® ) contient plusieurs morceaux de bissectrices, la preuve pour montrer
I’inclusion B(ey/J, eg® U h(er/ , eg® D b;,;* est similaire.
j
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Le lemme ci-dessus présente le fait que b;4;P, morceau de bissectrice suivant de b;8, va
s'étendre & gauche de ou sur la bissectrice courante B(e.#, eg’) si la région de Voronoi V(e.5,
oL-erP) contient plusieurs morceaux de bissectrices b (i=1, 2, ..., k).

Remarque : le demi-plan utilisé ici est celui défini au sens généralisé, c'est-a-dire que sa
frontiere n'est pas nécessairement définie par une droite, mais par une bissectrice entre deux
éléments qui sont soit deux points, soit un point et un segment, soit deux segments.

Corollaire 5.3. Si une région de Voronoi de VOD(L), V(erB, dL-erB), contient k (>1)
morceaux de bissectrice du séparateur Sep(L, R), alors on a b;8 = B(e; P, ep’)nV(erB, dL-erP)
N V(egi, dR-eg' ) avec i=1, 2,..., k. Si t; désigne l'intersection de B(e. B, ep’) et de dV(eLP,
OL-erB), alors B(erP, er) sort de V(erB, dL-erP) aux points t;. 15, 12, ..., t;, ..., t sont alors
dans I’ordre CCW le long de dV (e, dL-erP). Une propriété similaire est aussi vérifiée si une
région de VOD(R) contient plusieurs morceaux de bissectrices.

Preuve. Soit zj, z3, ..., 2 les points de transition du séparateur Sep(L, R) dans V(er B, oL-
erP). Nous allons montrer que la portion de B(e 8, egi+!) commengant en z; est située a gauche
de B(eB, eg'). 11 est évident que cette portion de B(erB, egi+!) s'étend entierement dans un
demi-plan déterminé par une aréte de dV(egi, dR-eg! ) sur laquelle z; est situé. Nous notons
une telle portion de B(er P, epi*!) par Bj(erP, egi+!). Alors, nous avons:

B,i(eLB, eri+1) = B(e[B, egi+!) M h*(epi+!, epl) (5.21)

ol h* représente un demi-plan (frontiére comprise). En supposant qu’un point g appartient a
Bii(erP, egi*!), nous avons:

d(g, et ) = d(q, egi+l) (5.22)
et

qe h*(egi*!, eg’) (5.23)
c'est-a-dire :

d(q, er'*!) < d(q, er) (5.24)
Alors

d(q, etP) < d(q, eg) (5.25)

Ceci démontre que le point g est dans h*(e.P, eg’). Par conséquent, B,;(e.B, epi+!) est soit 2
gauche de B(erP, eg’) soit dans B(e.B, eg’).
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Examinons la figure 5.11. Si nous partons de ¢; (i=1, 2, ..., k-1) dans le sens CCW suivant
JV(erB, dL-erP), ti,; sera alors rencontré en premier. Par conséquent, #;, f, ..., t; sont
ordonnés en sens CCW suivant dV(erB, dL-¢1 ).

Sep(L, R)

Figure 5.11. Quand un séparateur tourne plusieurs fois dans une méme région de Voronoi,
les intersections de la fronti¢re de la région avec les bissectrices correspondant
a chaque composante du séparateur sont ordonnées suivant la frontiére de la région

Corollaire 5.4. Méme si V(erB, dL-e1P) contient k (k>I) morceaux de bissectrices, b5,
bB,..., bib,..., bif , 1e point de sortie du séparateur de V(erB, dL-e;B) peut étre trouvé sans
I’opération de retour arri¢re en utilisant un schéma de balayage CCW. On a une propriété
similaire aussi pour une région de Voronoi de VOD(R) mais il faut explorer la frontiere de la
région en sens CW.

Preuve. A chaque étape de la construction d'un séparateur, on doit considérer un triplet:
Byi-1)(eLB, er)), V(erP, dL-eLP) et V(eg!, dR-eg’) (voir la figure 5.10). Quand nous avons
vérifié que By(i-1)(eLb, er’) (i=1, 2, ..., k-1) va sortir de V(egi, OR-eg) avant qu’il sorte de
V(erP, dL-e1B), nous étiquetons une aréte courante de V(erB, dL-e1B) que Bi-1)(eLP, er))
coupe. Ensuite, nous n’explorons dV(erB, dL-e;f) en sens CCW qu’a partir de cette aréte
courante si bien qu'une intersection nouvelle de B,i(eB, egi*!) et de V(e B, dL-e;B) peut étre
trouvée. Nous continuons un tel processus jusqu'a ce que le point de sortie du séparateur de la
région de Voronoi V(erB, dL-e.P) soit trouvé. Ceci assure qu'il n'y a pas d'opération de retour
arriére.
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D’apres le lemme 2.8, pour un ensemble de N éléments, le nombre d’arétes de Voronoi et le
nombre de sommets de Voronoi sont en O(N). En combinant ce fait avec le schéma de balayage
CW-CCW, on a:

Théoréeme 5.1. Le séparateur Sep(L, R) peut étre construit en O(N) ou N est le nombre
d'éléments de HLUR).

Preuve. D'aprés le corollaire 5.4, il n'y a pas d'opération de retour arriére pour trouver les
points de transition. Donc, pendant la construction du séparateur, le nombre d'examens d'arétes
est au plus égale au nombre total des arétes de Voronoi dans VOD(LUR) qui est O(V).

5.5 Fusion de deux sous-diagrammes de Voronoi

Une fois que nous avons construit le séparateur entre L situé a gauche, et R situé a droite, nous
pouvons obtenir le diagramme final de 1'ensemble LUR selon le lemme qui suit.

Lemme 5.8. VOD(LUR) consiste en la réunion de la portion de VOD(L) qui est située a
gauche du séparateur Sep(L, R) et de la portion de VOD(R) qui est située a droite du séparateur.

Preuve. Selon le lemme 2.3, nous pouvons représenter une région de Voronoi par
combinaison de demi-plans:
V(ei, S-ej) =M he;, €j) (5.26)
ej€S-e;

Tout point & gauche de Sep(L, R) peut s'exprimer par :

HWL,R)= U MO h(er er) (5.27)
eredl, eg €dR

De méme, tout point & droite de Sep(L, R) peut s'écrire :

HR,LY= U O h(eg, eL) (5.28)
€R €AR, eredl

De fagon similaire:

VOD(LVUR) =L V(e;, LR - €;)
€€ a(LUR)
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=[uU V(e;, dLUGR - €))] U [ L V(e;, ILUOR - €;)]
eje oL ej€ R
Soit
DIAGL = V(e;, dLUIR - e;)
eie dL

DIAGR =vU V(ej, dLUGR - €;)
eje dR
En utilisant (5.26) et (5.27),0na:

DIAGL= U N k(e ¢))
ejedl ejea(LuR)-ei

=U [{N ke e) } N { N ke, ep}]
ej€dL ejedl-e; eje oR

=[U{Nhee)}] N[ U {N ke ep}]

ei€dl ejedl-¢ ejcdl ejedR

=[U Ve, dl-ep) ] N[ U N ke el
ejedl ejedl ejedR

=VOD({L) N"H(L, R)
De méme, a I’aide de (5.26) et (5.28):

DIAGR= U N h(e;e))
ej€dR eje ALUR)-e;

=U [{ ke ep } N { N hiei, e)}]
i€ R ejedR-¢; eje L

=[U{Nhe,e) }] N[ U {N ke e)}]

ej€dR ejeoR-e; ejedR ejedl

=[U Ve, dR-e)] N[ U N ke, e)]
ejedR ei€dR ejedl

=VODR) N H(RR, L)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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Ceci acheve la démonstration du lemme.

Le lemme ci-dessus nous permet d'obtenir le diagramme final VOD(LUR) a partir de deux
sous-diagrammes VOD(L) et VOD(R) en 6tant la portion de VOD(L) qui est située a droite de
Sep(L, R) et la portion de VOD(R) qui s'étend a gauche de Sep(L, R). Un tel processus de
fusion peut étre effectué sans nécessiter d’opération supplémentaire. En effet, le séparateur
Sep(L, R) traverse toujours quelques régions de Voronoi de VOD(L) ainsi que quelques
régions de VOD(R). Si, pendant la fusion, le séparateur entre dans une région de VOD(L),
V(er, dL-er), par une aréte de dV(er, dL-e) appelée aréte d’entrée, et sort de cette région par
une autre aréte de dV(er, dL-er) appelée aréte de sortie (voir figure 5.12), il faut alors, pour
modifier V(er, dL-er) en V(er, dL\UIR-er), remplacer la chaine d'arétes <Cj,..., Co> par la
portion du séparateur qui est située dans V(er, dL-e1) selon sa direction propre. Un tel
remplacement n’est qu’une opération de pointeur sur des arétes. Ceci est une opération trés
simple!

aréte de sortie

C1 oV(eL ,dL-er)

V(eL,dL UR-eL)

C2

aréte d'entrée

Sep(L, R)

Figure 5.12 Renouvellement d'une région de Voronoi
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5.6 Illustration

La figure 5.13 présente un exemple sorti du programme. Cet exemple illustre le processus de la
construction du diagramme de Voronoi généralisé de trois polygones P, P, et P (voir plus
loin I’algorithme EXVODMP au chapitre 6). Dans une telle construction, le séparateur entre P;
et P est fermé (figure 5.13(d)); et le séparateur entre P; UP;, et P3 est ouvert (figure 5.13(g)).
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Figure 5.13 (a) Trois polygones initiaux P, P; et P3
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Figure 5.13 (b) VOD¢(P) — DVG basé sur les éléments pour !’extérieur du polygone P;
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Figure 5.13 (c) VODe(P2) — DVG basé sur les éléments pour I’extérieur du polygone P,
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Figure 5.13 (d) Superposition de VOD,(P;) et VOD.(P;), et représentation
du séparateur Sep(P;, P;) (fermé)



Figure 5.13 (¢) VODe(P; UP))
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Figure 5.13 (f) VOD,(P3)
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T

Figure 5.13 (g) Superposition de VOD,(P; UP;) et VOD,(P3 ), et représentation

du séparateur Sep(P; UP,, P3) (ouvert)
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Figure 5.13 (h) VOD(P; UP,UP3) — le diagramme final basé sur les éléments -



Chapitre 6

Diagramme de Voronoi Généralisé
d’un Ensemble de Polygones

6.1 Introduction

Au chapitre 3, nous avons discuté du probléme du diagramme de Voronoi d'un polygone basé
sur les éléments. Suite a cela, nous allons étudier le probléme de la construction du diagramme
de Voronoi généralisé de polygones :

VOD »(G) — étant donné un ensemble G de N polygones simples disjoints du plan R2,
trouver une partition de R2enN régions telles que tout point d'une région soit plus proche du
polygone associé a cette région que de n'importe quel autre polygone.

Nous appelons VOD ,(G) le diagramme de Voronoi généralisé basé sur les objets. Comme dans
les cas de points, nous pouvons imaginer que beaucoup de probléemes géométriques se
rapportent a l'abstraction du probléme ci-dessus. Des exemples de problemes géométriques
sont donnés par :

(a). Calcul de distances. Etant donné deux objets quelconques, trouver la distance minimum
et la distance maximum entre les deux objets ;

(b). Paire d'objets les plus proches. Etant donné N objets polygonaux du plan, trouver
deux objets dont la distance soit minimale ;

(c). les plus proches voisins des objets. Etant donné N objets dans le plan, trouver le
voisin le plus proche de chacun;

(d). PATHFIND. Etant donné N objets (obstacles) et une configuration initiale et une
configuration finale d'un autre objet O du plan, déterminer s'il existe un mouvement continu de
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I'objet O de sa configuration initiale & sa configuration finale, et déterminer un tel mouvement
s'il existe. etc....

Ce dernier probléme est important et crucial en robotique oll un chemin sans obstacles doit &tre
trouvé pour qu'un robot puisse réaliser un mouvement libre dans un environnement en
présence d’obstacles.

Ce chapitre constitue I’aboutissement des différentes notions et algorithmes décrits au travers
des précédents chapitres et paragraphes. Une approche originale est ainsi proposée pour la
construction du diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de polygones.

6.2 Schéma de calcul

La construction du diagramme de Voronoi généralisé basé sur les objets est plus complexe que
celle du diagramme de Voronoi pour un ensemble de points. Un modele de calcul direct  partir
d'un ensemble d'objets donnés est difficile a concevoir. D'une part du fait que la bissectrice
entre deux objets généralisés n'est pas aussi facilement exprimable que celle entre deux points
ni que celle entre deux éléments; et d'autre part pour la raison que méme si on peut exprimer la
bissectrice entre deux objets généralisés sous quelque forme générale, il n'est pas facile de la’
calculer.

Cependant, nous allons voir dans le lemme 6.1 ci-dessous que le diagramme de Voronoi
généralisé basé sur les objets est fondé sur le diagramme de Voronoi basé sur les éléments
associ€s aux contours des objets donnés. Plus précisément, le calcul du diagramme de Voronoi
généralisé basé sur les objets se rameéne d'abord au calcul du diagramme de Voronofi basé sur
les €léments correspondants et ensuite 4 I’extraction d’un sous diagramme de ce dernier. Donc,
un schéma global de calcul du diagramme de Voronoi généralisé basé sur les objets peut étre
présenté selon le schéma donné en figure 6.1 ot VOD(G) (respectivement VOD ,(G)) désigne
le diagramme de Voronoi généralisé basé sur les éléments (respectivement les objets).

VODe( C) VODe (Gy) VODO G)

Figure 6.1 Schéma global pour calculer VOD,(G)
C : chaine d'éléments, G={G;} : I'ensemble d'objets



Lemme 6.1 Le graphe du diagramme de Voronoi d'un ensemble de polygones G basé sur
les objets, VOD ,(G), est un sous-graphe de celui basé sur les éléments noté VOD . (G) et
obtenus par décomposition de la frontiére de G.

Preuve. Le graphe de VOD,(G) peut s'exprimer par :

AVOD(G)] = {p | min d(p, G;) = min d(p, G)), V i) (6.1)
GieG GjeG
®
P
dp, G) =dp, )

Figure 6.2 Distance entre un point p et un polygone G

En se référant a la figure 6.2, 'image I(p, G) d'un point p sur un polygone (cf. la définition
2.4 au chapitre 2) est soit un sommet convexe soit située sur un segment ouvert du polygone.
La distance d(p, I) définit la distance entre point p et polygone G. D'aprés la définition de
I'élément, on sait que 1'image /(p, G) est certainement incluse dans quelque élément de dG.
Dong, (6.1) devient :

VODH(G)] = {p | min d(p, ex) = min d(p, e)), ¥ i#j) (6.2)
e e (9G,' (415 an
D'autre part, on a

OVOD(G)] = (p | min d(p, ex) = min d(p, ), ¥V k=l}
e oG e € dG
={p | min d(p, exy=min d(p, e), V k#l, ¥ i#j} U
e 0G; ei€ oG,

(q | min d(q, ey)=min d(q, e,), u=v,V Gic G}
ey aG, eye aG[

= d[VODy(G)] U E (6.3)



E = {q | min d(g, e))=min d(q, e,), u#v,V G G) (6.4)
e,€dG; e dG;

11 est évident que E n'est pas vide. Donc
VOD(G) D VODy(G) .

Corollaire 6.1 Le graphe de VOD,(G) est composé des arétes de VOD.(G) moins les arétes
partagées par deux éléments appartenant & un méme polygone.

Preuve. Dans (6.3)ona:
o[VODe(G)] N\ E=0

ol E représente toutes les arétes de Voronoi qui sont partagées par deux éléments appartenant 3
un mé€me objet. Donc,

VODy(G) =VODe(G) - E (6.5)

Corollaire 6.2 Si VOD¢(G) peut étre construit en temps O(T), alors VOD,(G) peut aussi étre
construit en temps O(T) ou T est une fonction du nombre des éléments dans G.

Preuve. Examiner si deux éléments associés & une aréte de Voronoi commune appartiennent 4
un méme polygone est un test trés simple. De plus, il y a O(N) arétes de Voronoi dans
VOD¢(G) ou N est le nombre des éléments de G (voir le lemme 2. 8). Un tel examen d'arétes

de Voronofi peut se faire au plus en O(N). Ceci n'apporte pas de complexité supplémentaire 2 la
complexité du calcul de VOD¢(G).

En raison du fait que VOD(G) est un sous-graphe de VOD.(G) nous allons nous consacrer 2
la construction du diagramme de Voronot généralisé basé sur les éléments au cours de la suite
de cette partie. Plus particuliérement, nous ne considérerons qu'un domaine défini par la
frontiere d'un polygone qui est soit & l'intérieur soit & I'extérieur de ce polygone.

6.3 Choix d’un modeéle algorithmique

La stratégie “Divide-and-Conquer” consiste a diviser un ensemble original de taille K en deux
sous-ensembles de tailles presque €égales. Ensuite, la solution du probléme original peut étre
obtenue en fusionnant les deux solutions des sous-problémes. Le succés d'un algorithme basé



sur le schéma “Divide-and-Conquer” repose sur le fait que les solutions des deux sous-
problémes doivent étre combinées en un temps linéaire afin de donner une solution pour le
probléme entier. Dans le cas ou nous avons plusieurs polygones G={G;, i=1, 2, .. K}, il est
difficile d'utiliser la stratégie “Divide-and-Conquer”. Donnons des raisons principales de cette
remarque.

(a). Ordonner un ensemble de polygones n'a pas de signification évidente comme c’est le cas
pour un ensemble de points. Si on examine la figure 6.3, on trouve qu’il est difficile de définir
la position relative des polygones, notamment, P2 est-il au dessus de P et P3 est-il situé a
gauche de P2 ?

Figure 6.3 Les positions relatives des polygones sont ambigués

En fait, les projections des polygones sur les axes OX et OY se chevauchent. Donc, il est
difficile de bien préciser les positions relatives entre polygones.

(b). Méme si on peut ordonner les polygones selon un critére simple, par exemple, une X-
coordonnée minimale ou une Y-coordonnée minimale de chaque polygone, on ne peut pas
assurer l'existence d'un algorithme en un temps linéaire qui combine les solutions des deux
sous-problémes pour résoudre le probléme entier quand on utilise la stratégie de “Divide-and-
Conquer”. La figure 6.4 illustre un tel exemple. Supposons que les polygones sont ordonnés
par la Y-coordonnée maximale de chacun d'eux. Le schéma de “Divide-and-Conquer” va
diviser S={Pj, P2, P3, P4} en deux sous-ensemble, S;={P;, P2} et S2={P3, P4}. Sile
diagramme de Voronoi de S;, VOD(S]), et celui de S2, VOD(S2) sont déja calculés,
examinons 1'étape de fusion de VOD(S}) et VOD(S2) pour obtenir le diagramme de Voronoi
VOD(S) des quatre polygones initiaux. En ce cas-ci, le séparateur entre S; et S2 sera composé
de deux courbes discontinues, Cj et C2. Le calcul d'une des deux courbes du séparateur peut
étre effectué en un temps linéaire. Ici, les deux courbes doublent peut-étre le temps de calcul.
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De plus, dans le cas d'un ensemble de N polygones on peut avoir au plus N/2 courbes
discontinues comme ceci est illustré sur la figure 6.5.

Figure 6.5 N polygones peuvent apporter un séparateur de N/2 courbes discontinues

(¢). Par ailleurs, chaque courbe d'un séparateur est soit fermée soit ouverte. Par conséquent,
méme si on peut déterminer le nombre de courbes discontinues du séparateur par quelque
algorithme simple, on doit examiner encore la fermeture de chaque courbe.
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On doit donc s’attendre a rencontrer certaines difficultés quand on applique la stratégie de
“Divide-and-Conquer” au cas de la construction du diagramme de Voronoi d'un ensemble de
polygones. Par contre, on va voir dans le paragraphe suivant que 1’utilisation de 1’approche
incrémentale combinée avec un prétraitement bien choisi peut assurer d’avoir toujours un
séparateur connexe a chaque étape de la construction.

6.4 Modele incrémental de construction

Dans ce qui suit, nous allons proposer un algorithme basé sur un modele de calcul itératif pour
construire le diagramme de Voronoi généralisé d'un ensemble de polygones. Soit G un
ensemble de N polygones. Aprés un prétraitement qui ordonne 1'ensemble des polygones
donnés selon un critére spécifié, nous introduisons 4 1'étape K le K-iéme polygone, a partir du
diagramme de Voronoi des K-/ premiers polygones, et effectuons une modification de I'ancien
diagramme de Voronoi pour obtenir le diagramme de Voronoi des K polygones. Le diagramme
de Voronof est mis & jour jusqu'a ce que tous les polygones donnés soient insérés. Du fait que
nous n'insérons qu'un polygone ordonné a chaque étape du calcul, nous assurons que le
séparateur entrainé a chaque étape sera constitué d'un seul morceau de courbe continue (voir le
lemme 5.1).

Critére de prétraitement :

Soit G={G;}, i=1, 2, ..., K (K>2), un ensemble de polygones initiaux. Nous introduisons un
critere d'ordonnancement des polygones durant 1'étape de prétraitement de notre algorithme :

Soit Ynin (G) la coordonnée en y minimale des sommets du polygone G.
(@) Ymin(Gi) < Ymin(Gi+1);
(b) Xmin(Gi) < Xmin(Gi+1) 81 Ynin(Gi)=Ymin(Gi+1)

En fait, nous pouvons utiliser I'un des quatre sommets extrémes (le plus haut, le plus bas, le
plus a droite et le plus & gauche) comme étiquette de chaque polygone.

Soit CONV(m) 1'enveloppe convexe des m premiers polygones ordonnés, CH(i) celle du
polygone de rang i (voir figure 6.6). Alors, d'aprés le lemme 4.10, nous savons que
CONV(m) et CH(i) s'intersectent d’une “mani¢re simple”. De plus, bénéficiant de 'algorithme
propos€ dans le paragraphe 4.4.2 pour calculer l'enveloppe convexe de deux polygones
d'intersection simple, nous pouvons résoudre les deux problémes :



(1) CH(i) est-il inclus dans CONV(i-1)?
(i1) Si non, trouver I'enveloppe convexe de la réunion de CH(i) et CONV(i-1).

Evidemment, toutes les propriétés d’un séparateur présentées au chapitre 5 tiennent aussi pour
le séparateur introduit & chaque étape d’itération si les polygones sont ordonnés selon le critére
de prétraitement. Par exemple, le lemme 5.2 permet d'accéder a la forme du séparateur de deux
ensembles des polygones, L et R, quand leurs enveloppes convexes CH(L) et CH(R) sont
d'intersection simple. La forme du séparateur de L et R est soit fermée si CH(R) est inclus dans
CH(L), soit ouverte si CH(R) n'est pas inclus dans CH(L). Ici, nous avons L={G}, G2, ...,
Gi.1} et R={G;}. Donc, le lemme 5.2 peut y s'appliquer. Avec quelle complexité pouvons
nous déterminer la forme d'un séparateur? Le lemme suivant donne la réponse.

Lemme 6.2 Etant donné un ensemble de N polygones, G={G}, G2,..., GN}, ordonnés
selon le critére de prétraitement précité. Soit L={Gj, G2, ..., Gi.1} et R={G;}. Si VOD(L) et
VOD(R) sont disponibles, la forme du séparateur Sep(L, R) peut étre déterminée en temps
linéaire.

Preuve. Le lemme 2.9 montre qu'un élément ¢; d'un ensemble S est situé dans l'enveloppe
convexe de S si et seulement si V(e;) est non borné. Donc une des approches pour trouver
CONV(i-1)=CH(L) consiste a examiner simplement si une région de Voronoi est non bornée en
examinant toutes les régions de Voronoi de VOD(L). Ceci peut &tre fait en un temps
proportionnel au nombre d'éléments de VOD(L). De méme, CH(R) peut aussi étre trouvé en
temps linéaire. L'algorithme qui est proposé dans le paragraphe 4.4.2 peut résoudre 2 la fois le
probleme d'inclusion de CH(R) dans CH(L) et celui de I'enveloppe convexe de CH(L\UR) —
ce qui est effectué en un temps lin€aire avec un prétraitement. D'apres le lemme 5.2, ceci est
identique a la détermination de la forme d'un séparateur.

Rappelons l'algorithme proposé dans § 4.4.2 pour calculer I’enveloppe convexe de la réunion
de deux polygones convexes d’intersection simple. Il consiste a trouver quatre points d'appui
ordonnés suivant I’enveloppe convexe résultante. Une simple modification de cet algorithme
donnera une ou deux paires d'éléments cruciaux. Ce sont d'une part la paire d'éléments de
départ et celle d'arr€t pour un séparateur ouvert, et d'autre part une paire d'éléments
d'initialisation pour un séparateur fermé. Une telle modification se présente dans 1'algorithme
FINDKEYS suivant : (voir la figure 6.6 pour illustration).
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Algorithme FINDKEYS ;

entrée : L={Gj, G2, ..., Gi.1}, R={G;};

Début

Fin ;

VOD(L), VOD(R);
sortie :

€ls, €rs, €If, Erfy

1. trouver CH(R) et CH(L);

2. trouver deux points d'appui dans CH(L), notés par pyr et p;s (respectivement le point
d'appui positif et le point d'appui négatif introduits par la définition 4.10), en analysant
la séquence Leyr)(v) (ve CH(L));

3.trouver deux points d'appui dans CH(R), notés par p,ret p,s (respectivement le point
d'appui positif et le point d'appui négatif introduits par la définition 4.10), en analysant
la séquence Ley(L)(v) (ve CH(R));

4. Sipy= D et pig# O alors

début
a. trouver le point d'ancrage q; dans CH(L);
b.pir < qi; p1s <qi;

fin

Sinon si p,s= @ et pyr # @ alors

début
a. trouver le point d'ancrage g, dans CH(R);
b-prf("' qr;Prs <qr;

fin

sinon si pyr= @ et p,; = @ alors {un séparateur fermé}
si Lcyir)(v) (ve CH(L))=1alors {CH(R) est dans CH(L)}

trouver une paire d'éléments d'initialisation ;

5. e;s «la représentation en €lément de py; .
ejr «la représentation en €lément de pys.
e,s «la représentation en élément de p,; .
e,r <la représentation en €lément de p,r;
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Figure 6.6 Illustration pour 1'algorithme FINDKEYS

Lorsque nous avons obtenu la forme d'un séparateur, nous pouvons construire ce séparateur
par la méthode proposée au chapitre 5. Si le séparateur est fermé, nous prenons un élément e,
de G; dans CH(G)), puis nous examinons toutes les régions de VOD(L) afin de déterminer un
€lément ¢y, tel que l'intersection de la bissectrice B(ey, e,) avec la demi-droite dans la région de
Voronoi V(e,, dGi-e,) soit comprise dans la région de Voronoi V(e;, dL-¢;) (voir le lemme 5.5).
L'élément ¢; peut étre trouvé en un temps proportionnel au nombre total de régions de Voronoi
dans VOD(L). D'autre part, quand le séparateur est ouvert, les éléments correspondant aux
deux paires de points d'appui sont identiques aux éléments de départ et éléments d'arrét. (voir
le lemme 5.6). A partir de la bissectrice de départ déterminée par les éléments de départ, nous
construisons le séparateur morceau par morceau jusqu'a ce que la courbe du séparateur soit
enticrement constituée. Ce processus de fusion est semblable a celui adopté pour le diagramme
de Voronoi de l'intérieur d'un polygone discuté au chapitre 3.

En résumé I'algorithme d’incrémentation de calcul du diagramme de Voronoi d'un ensemble de
polygones peut se formuler comme ci-dessous. Pour simplifier, nous utilisons les notations
suivantes :

G(K)={G}, Gy, .., Gk}, )
0G(K)={9G], 0Ga, ..., dGx); ‘
EG(K)={€G1,EG, ..., EGKk};

VODj = VOD(dGi NEG;) ;

VOD(K) = VOD(dG(K) N €G(K)) ;

Algorithme EXVODMP ;

entrée : GIN)={Gy, G, ..., GN};



sortie :

Début

Fin ;

VOD(N)=VOD(G(N)) ;

1. Prétraitement. Ordonner tous les polygones originaux selon le critere de
prétraitement;

2. Calculer VOD], le diagramme de Voronoi du premier polygone par 1'algorithme
EXVOD (cf. le chapitre 3) ;

3. pour j=2 a K faire
début

a. calculer VOD; par l'algorithme EXVOD ;

b. fusionner VOD(j-1) et VODj pour obtenir VOD(j);
fin;

L'étape 3.b consiste a calculer d'abord le séparateur entre G(j-1), constitué des j-I premiers

polygones, et Gj, le polygone courant, et ensuite faire une modification locale du diagramme de

Voronoi obtenu. Le détail de cette étape est présenté par la suite.

Algorithme MERGE_EX;

entrée

sortie :

Début

Fin ;

: VOD(j-1), VOD; ;

VOD());

1. Trouver CONVY(j), I'enveloppe convexe de 1'union de CONV(j-1) et de CH(j), par
I'algorithme HULL_TWO_SIMPLE_INTERSECTION_CONVEX présenté dans le
paragraphe 4.4.2. Cet algorithme donne a la fois (a) l'information si CH(j) est inclus
dans CONV(j-1) ; et (b) quatre points d'appui qui déterminent une bissectrice de départ
et une bissectrice d'arrivée pour un séparateur ouvert ;

2. Si CH(j) est inclus dans CONV(j-1), alors construire un séparateur fermé ;
3. Sinon construire un séparateur ouvert ;

4. Modifier toutes les régions de VOD(j-1) et de VOD; rencontrées par le séparateur
entre G(j-1) et G;;
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La complexité de 1'algorithme ci-dessus est facile a analyser. Aprés la premiére étape qui prend
un temps proportionnel au nombre de sommets dans CONV(j-1) et CH(j), l'algorithme exécute
alternativement I'étape 2 ou 1'étape 3. Si I'étape 2 est sélectionnée, il faut d'abord trouver une
paire d’initialisateurs et effectuer le calcul du séparateur a partir de cette paire d'éléments
d’initialisation. D'apres 1’analyse de complexité dans § 5.3.1 et le théoréme 5.1, nous savons
que ceci peut €tre fait en un temps linéaire. Dans l'autre cas, si I'étape 3 est exécutée, nous
avons seulement besoin de calculer un séparateur ouvert, ceci peut se faire également en temps
lin€aire (cf. le théoréme 5.1). L'étape 4 est une opération simple sur pointeur. En effet cette
€tape peut étre exécutée en méme temps que la construction du séparateur. Par conséquent,
l'algorithme MERGE_EX est de complexité linéaire, c'est-a-dire, 1'étape 3.b. dans l'algorithme
EXVODMP peut se calculer en un temps O (2;’;'=1 n;) ol n; est le nombre des éléments
composant le contour du polygone G;.

A présent nous analysons la complexité de 1'algorithme EXVODMP. Le prétraitement dans
I'étape 1 peut €tre fait en calculant d'abord les y-coordonnées minimales parmi les sommets de
chaque polygone. Ceci peut prendre au total un temps en O (Z{il n; ). Ensuite on ordonne ces
polygones selon I’ordre ascendant, ce qui peut se faire en un temps O(KlogK). Donc, le temps
total pour l'exécution du prétraitement est en O(KlogK+ Zﬁl n; ). Remarquons que cette étape
est indépendante du reste de l'algorithme. L'étape 3 est une boucle itérative. L'étape 3.a. dans
l'algorithme est un calcul de diagramme de Voronoi de l'extérieur du j-i¢me polygone ordonné.
Cette étape peut €tre effectuée en O(n;jlog n)) oli n;j est le nombre des éléments du j-i&éme
polygone (voir le lemme 3.5). Donc un pas d'itération dans 1'étape 3 nécessite au total O(njlog
nj+ E{;l n;) opérations. Supposons K2>2. Nous pouvons écrire la formule de récurrence
suivante pour exprimer le temps de calcul de la boucle itérative dans 1'étape 3 :

T(K) ST(K-1) + C; (nglog ng) + C2 (XX, ni) (6.6)

ou T(K) représente le temps d'exécution sur un ensemble de K polygones, C; et C, sont des
constantes positives. La quantité (ng log nk ) est due au calcul de VODy. La quantité Zﬁl n;
est la contribution nécessaire pour la fusion de VOD(K) et VOD K» €t n; représente le nombre

d'éléments composant le contour du polygone G;.
En remplagant K par K-1, (6.6) devient :

T(K) ST(K-2) + C; (ng.; log ng_+ng log ng) + C2 CK i+ 3K m)  67)
En répétant jusqu'a K=1, on obtient :

TK)STU)+Cr CEomilogn) + Co KL, ) (69)
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ou T(1) vérifie l'inégalité :

T)< Ci(nylog ng) (6.9)
Donc, nous avons :
T(K) < C; (TK, nilog n) + C2 CK, S imi) (6.10)

Soit N=Z£1n,~ le nombre total des éléments de K polygones. Alors, nous avons le lemme
suivant qui donne le temps de calcul de 1’algorithme EXVODMP :

Lemme 6.3 Etant donné un ensemble de K polygones quelconques, noté G(K). Le
diagramme de Voronoi généralisé des polygones basé sur éléments, VOD (G (K)) par
I’algorithme EXVODMP peut étre construit dans le cas le plus défavorable en O(Eﬁl n;log n;

+3K, Zf;l n;) ol n; est le nombre des éléments composant le contour du i-&éme polygone.

Preuve. Le temps total d'exécution de l'algorithme EXVODMP est composé du temps de
prétraitement et du temps de l'itération. Le temps de prétraitement est O(KlogK+ Zﬁlni).
Remarquant que I'inégalité ci-dessous tient si K>2 :

(KlogK+ K1 n) < (TK, n;log n; + Ko 3y ni) (6.11)
Donc, la complexité de I'algorithme EXVODMP est celle de I'itération qui est
0K nilogn; + K, 3 ) (6.12)

Corollaire 6.3 Le diagramme de Voronoi basé sur les objets de K polygones quelconques
peut €tre construit par I’algorithme EXVODMP en temps O(Zfil n;log n; + Zfzz Shoni)
dans le cas le plus défavorable ol n; est le nombre des éléments composant le contour du i-

itme polygone.

Preuve. Immédiate a partir du corollaire 6.2 et du lemme 6.3.

6.5 Cas particulier — diagramme de Voronoi de
polygones convexes

Bien que nous avons présenté un algorithme d’incrémentation combinée avec 1’approche
I’approche Divide-and-Conquer en temps O(XX | n; log n; + zfzzzf;l n;) dans le cas le plus
défavorable pour construire le diagramme de Voronoi d’un ensemble de polygones
quelconques, nous allons obtenir une solution plus performante si tous les polygones sont
convexes. Dans ce cas, la construction de VOD; décrite dans 1’étape 3.a de 1’algorithme
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EXVODMP ne prend qu’un temps linéaire. Par conséquent, le temps de calcul pour le
diagramme de Voronof de K polygones convexes peut s’exprimer en remplagant (ng log ng )
par ng dans (6.6). On a alors :

T(K) £ T(K-1) + C3 (ng) + C4(ZK | np) (6.13)
En développant les calculs d’une maniére similaire, nous obtenons :
TK)S C3 (TK) m) + Cq (TELZE ni) (6.14)

Lemme 6.4 Etant donnés K polygones convexes, G={G], G2, ..., Gg}, le diagramme de
Voronoi généralisé (pour I’extérieur) basé sur les éléments, en utilisant 1’algorithme

EXVODMP, VOD . (G) peut étre trouvé en temps 0(2{,&125‘:1 n;) dans le cas le plus
défavorable ot n; est le nombre de sommets du polygone G;.

Preuve. Soit m; le nombre de sommets du polygone G, et n; le nombre d’éléments de G;.
Pour un polygone convexe, on a n;=2m; (6.14) devient donc :

T(K) < 2C3 (CK 1 m) +2C, X 30 m;)
< 2C; (ZK mp) +2C, G 30 my) (6.15)

Si K >>1, alors :
CEim) << G T m)

On adonc:

O(T(N)) < (ZX_, 38 m;).

Corollaire 6.4 Le diagramme de Voronoi généralisé basé sur les objets de K polygones
convexes peut €tre construit par ’intermédiaire de 1’algorithme EXVODMP dans le cas le plus
défavorable en temps O(T(N)) = (Zf,(:lZf’:l m;)ou m; est le nombre de sommets du
polygone G;.

Preuve. Immédiate a partir du corollaire 6.2 et du lemme 6.4.
Cas de segments de droite :

Un segment de droite est I’exemple du polygone convexe le plus simple. Nous allons voir
qu’une meilleure solution que (6.15) peut étre obtenue pour ce cas particulier. Soit s=[a, b]
(a#b) un segment de droite orienté. Ajoutons un autre segment de droite [b’, @] au segment
original afin que s soit considéré comme un polygone convexe ayant deux sommets et deux
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arétes (voir figure 6.7). Autrement dit, un segment de droite [a, b] est considéré comme un
ensemble de quatre €éléments: a, (a, b), b, et (b, a). En fait, quand nous appliquons
l'algorithme EXVODMP & un ensemble de segments, nous considérons toujours que chaque
segment est composé de quatre éléments différents définis comme ci-dessus. Pour ce cas-ci,
nous avons le lemme suivant.

Lemme 6.5 Le diagramme de Voronoi de K segments de droite peut étre construit en un
temps O(K? /2) dans le cas le plus défavorable.

Preuve. Soit I(K) le temps d'itération de l'algorithme EXVODMP, P(K) le temps de
prétraitement. D'apres (6.14), nous avons :

I(K) < 4C3 K+ 4C4 (K24K-2) 2

< CaK?22+CpK (6.16.2)
ol Cg=4Cy4 et Cp=4(C3+Cyq/ 2).
Le temps de prétraitement est :
P(K) < Cj Klogk+C2K (6.16.b)

Donc, le temps total de calcul est :

T(K) = I(K) + P(K)

< C4K2 [2+CpK +Cj KlogK + C2K

IN

CaK2 2+ Cj KlogK + CpK (6.16.¢)

ou Cp’ = Cp+C3. Par conséquent, O(T(K)) < O(K2 /2).

Figure 6.7 Un segment de droite est un polygone le plus simple.
Il est composé de quatre éléments différents.
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6.6 Construction semi-dyhamique : incrémentation
aléatoire d’un objet

6.6.1 Introduction

Une construction dynamique identifie une opération qui permet d’insérer et de supprimer un
objet de fagon aléatoire. Dans cette partie, nous allons discuter du probléme de la construction
semi-dynamique. Nous parlons de la construction semi-dynamique car nous allons présenter
des algorithmes qui peuvent supporter seulement 1'opération d'insertion d'un objet. Nous
appelons aussi une telle opération, le calcul d'incrémentation aléatoire. Le probléme est en
général exprimé comme suit :

Supposons que le diagramme de Voronoi d'un ensemble d'objets S, VOD(S), ait été construit
a un instant donné. Quand un nouvel objet O est inséré dans 1'ensemble S, on veut construire le
diagramme de Voronoi pour l'ensemble SU{O}, noté VOD(SU{O}).

La construction d'incrémentation aléatoire a récemment attiré 1'attention et 1'intérét de certains
chercheurs. Ce n'est pas seulement parce que les algorithmes d'incrémentation sont en principe
simples, faciles a programmer et efficaces en pratique, mais, c'est aussi parce que la
construction d'incrémentation aléatoire est issue d'un besoin 1i€ a la réalité. Par exemple, dans
un environnement de travail en ligne, il est inévitable d'utiliser la technique de la construction
d'incrémentation aléatoire.

Soit VOD(S) le diagramme de Voronoi pour l'ensemble de S, VOD(O) le diagramme de
Voronofi pour I'objet a insérer O. Le probléme de la construction de VOD(SU{O}) peut étre
considéré comme une opération * entre VOD(S) et VOD(O) :

VOD(SU{0}) = VOD(S) » VOD(0) (6.17)

Si SN{O} = ¢, alors la région de Voronoi de S par rapport a O, V(S, 0), et celle de O par

rapport a S, V(O, S) seront définies sans ambiguité puisque la distance euclidienne entre deux
points appartenant respectivement a S et O est bien définie.

Lemme 6.6 Si SN{O}= ¢, alors V(S, O)NV(O, S) = ¢.
Preuve. Supposons que V(S, O)NV(O, S)# ¢, on a immédiatement que SN{0}# .
Corollaire 6.5 Si SN{O}=g, alors R?=V(S, O)UV(0, S)USep(S, O).

Preuve. Immédiate a partir du lemme 6.6.
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Corollaire 6.6 Si SN{0O }=g, alors VOD(SuU{0}) = {VOD(S)NV(S,
0)}u{VvoD()~V(0, S)}.

Preuve. Immédiate d'apres le lemme 5.8 et le corollaire 6.5.

Dans ce qui suit, nous allons étudier trois sortes d'insertions aléatoires : 1'insertion d’ un point,

l'insertion d’un segment de droite, et I’insertion d’un polygone convexe. 1l sera toujours
supposé€ que SN{O }=¢ dans une insertion aléatoire.

6.6.2 Insertion aléatoire d’un point

Soit CH(S) 'enveloppe convexe d'un ensemble d’objets existant S. Il n'y a alors que deux
possibilités pour la position d'un point & insérer p par rapport 2 S. Ce sont (a) pe CH(S); (b)
le contraire. Selon la méthode présentée au chapitre 5, le séparateur entre S et p est facile &
construire. D'aprés le lemme 2.9, nous savons qu'un élément est dans une enveloppe convexe
si la région de Voronoi associée est non bornée. Donc, si nous avons localisé une région de
Voronoi contenant le point p & insérer, nous pouvons déterminer si ce point appartient ou non 3
I'enveloppe convexe. Par conséquent, I'insertion aléatoire d'un point est simple. Un algorithme
pour insérer un point est donné ci-apres.

Algorithme RANDOM_POINT_INERTION ;

entrée : S, I'ensemble d'objets existant ;
VOD(S), diagramme de Voronoide S ;
D, un point a insérer ;
sortie : VOD(SU{p}), diagramme de Voronoi de SU{p} ;

Début
1. Localiser p dans une région de Voronoi de VOD(S). Soit V(e, S-{e}) une telle
région ;
2. Si V(e, S-{e}) est borné, alors calculer le séparateur fermé Sep(S, p)
sinon calculer le séparateur ouvert Sep(S, p) ;
3. Modifier localement VOD(S) pour obtenir VOD(SU{p}) en mettant  jour toutes les
régions de VOD(S) par lesquelles passe le séparateur ;
Fin;

L'étape 1 peut se faire en balayant toutes les régions de Voronoi dans VOD(S). Ceci peut étre
fait dans le cas le plus défavorable en un temps O(N) ol N est le nombre d'éléments de S.
L'étape 2 s’exécute en temps linéaire d’apres le théoréme 5.1. La modification d'une région de
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Voronoi est seulement une opération sur pointeur. Donc, l'insertion aléatoire d'un point peut
€tre réalisée en un temps linéaire dans le cas le plus défavorable.

6.6.3 Insertion aléatoire d’un segment

Soit L un segment a insérer, p; et p, les deux points d'extrémités de L, et S un ensemble

d'objets originaux. Il est clair que les positions de L par rapport & CH(S) sont :

(@) POSITIONI. L n {CH(S)#@, et p; et p, sont inclus dans CH(S), ce qui implique que L
est a I’intérieur de CH(S);

(b) POSITION2. L N {CH(S)#@, p; est dans CH(S) mais p, n'est pas dans CH(S) ou le
contraire. C'est-a-dire, une seule extrémité de L est dans CH(S);

(c) POSITIONS. L N {CH(S)=@, c’est-a-dire que L est en dehors de CH(S);

(d) POSITION4. L N {CH(S)#@, p; N {CH(S)=0 et p, N {CH(S)=@, c’est-a-dire, L sépare
S en deux sous-ensembles d’objets invisibles. p; et p, sont en dehors de CH(S).

Les cas (a), (b), (c) concernent un séparateur composé d’une seule branche de courbe soit
fermée soit ouverte. En utilisant la technique introduite au chapitre 5, nous pouvons construire
facilement le séparateur entre S et L.

Le cas (d) est un peu plus compliqué que les autres. Dans ce cas-ci, on va voir que le séparateur
Sep(S, L) sera composé de deux branches de courbes déconnectées. Précisément, on a le
lemme suivant :

Lemme 6.7 Soit S un ensemble d’objets existant, L un segment 2 insérer ayant deux
extrémités : p; et py. (i) Si L N {CH(S)#D; (ii) et si p; N {CH(S)=0 et D> N {CH(S)=0
alors le séparateur Sep(S, L) est formé de deux branches de courbes continues et ouvertes.

Preuve. Sous la condition donnée : p; etp, sont en dehors de CH(S) et L sépare S en deux
sous-ensembles invisibles S; et S; si bien que S; et S, sont répartis de chaque coté de L (voir
figure 6.8). Comme p, et p, sont en dehors de S, ils sont aussi en dehors de S; et S,. De
plus, il est évident que CH(S;)NL=0 et CH(S;)NL=@. D'apres les lemmes 5.1 et 5.2, le
séparateur entre S; et L, Sep(S;, L), est continu et ouvert. De méme Sep(L, S5) est-aussi
continu et ouvert. Comme S; et S, sont invisibles, alors il n’existe pas d’aréte partagée par
un €lément de S; et un autre élément de S;. Par conséquent, Sep(S;, L) et Sep(L, S,) ne sont

pas identiques.

Une fois que nous avons déterminé qu’il y a intersection entre L et S et que les deux extrémités
de L sont en dehors de CH(S), nous pouvons calculer respectivement les deux branches de
courbes du séparateur selon I'algorithme présenté au chapitre 5. Pour trouver Sep(S;, L), nous
calculons d'abord deux points d'appui dans CH(S;) qui sont définis dans § 4.3.2, notés par
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Dis et pir (voir figure 6.8). A partir de la premiére bissectrice déterminée par une paire
d’éléments <pjs, p;>, la branche continue du séparateur Sep(S;, L) est construite morceau par
morceau jusqu'a ce que la dernicre bissectrice B(pys, p2) soit atteinte. Ensuite, en Otant la
portion de V(S;, S2) qui est a droite du séparateur Sep(S;, L) et la portion de VOD(L) qui est a
gauche du séparateur Sep(S;, L), nous obtenons le diagramme de Voronoi VOD(S;UL). Un -
processus similaire de fusion de V(S2,S;) et VOD(L) peut s'effectuer pour obtenir
VOD (Sp,ulL). Finalement, le diagramme de Voronoi entier,
VOD(SUL)={VOD(S jUL)}{VOD(S>,UL)} sera construit.

Py

prs

Figure 6.8 L divise S en deux sous-ensembles d’objets invisibles

Une double question liée a la fusion est la suivante : Est-ce que des régions de Voronoi de
l'ensemble S2 sont coupées par le séparateur entre S; et L ? De méme, Est-ce que des
régions de Voronoi de l'ensemble S; sont coupées par le séparateur entre S» et L ? La
réponse est négative! Ceci est démontré dans le lemme 6.8.

Lemme 6.8 Le séparateur entre Sy et L, Sep(S;, L) ne coupe aucune région de Voronoi
associée a un élément du sous-ensemble S,. De fagon similaire, Sep(L, S2) n'intersecte
aucune région de Voronoi associée a un élément du sous-ensemble S;.

Preuve. La droite qui contient L divise le plan en deux demi-plans, A; et A tels que S; est
inclus entiérement dans hj et S est inclus entierement dans A2 (voir figure 6.9). Soit z un
point arbitraire dans Sep(Sj, L). on a alors :

d(S;, z2)=d(L, z) (6.18)
Supposons maintenant que ce point soit situé aussi dans une région de Voronoi associée a un
élément de I'ensemble S;. Cette hypotheése implique :

d(S2,2) <d(Sy, 2) (6.19)
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D'apres (6.18) et (6.19),0n a :

d(S2, z) <d(L, 2) (6.20)

Cependant, ceci est en contradiction avec le fait que Sep(S;, L) doit s'étendre complétement
dans 4;. Par conséquent, il n'existe pas de point situé dans une région de Voronofi associée a
un €lément de 1'ensemble S,. De méme, on a une conclusion similaire pour Sep(L, S>).

Figure 6.9 Illustration pour lemme 6.8

Maintenant, nous pouvons donner 1'algorithme pour construire le diagramme de Voronoi
VOD(SUL) quand un segment de droite L est & insérer aléatoirement.

Algorithme RANDOM_SEGMENT_INSERTION ;

entrée : VOD(S) ;
L, le segment a insérer ;
sortie : VOD(SUL) ;

Début
1. déterminer la position de L par rapport 3 CH(S), il y a quatre possibilités :
POSITION1, POSITION2, POSITION3 et POSITION4 ;

2. a. Si POSITIONI1 alors calculer le séparateur fermé Sep(S, L) ;
b. sinon si POSITION2 ou POSITION3 alors calculer le séparateur ouvert
Sep(S, L) ;
c. sinon si POSITION4 alors
début
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1). diviser S en deux sous-ensembles S; et S2 par L tels que S; et S, sont
répartis respectivement de chaque coté de L ;

2). calculer la premiere branche de Sep(S, L), Sep(Sj, L), qui est ouverte
et calculer la deuxiéme branche de Sep(S, L), Sep(L, S2), qui est aussi
ouverte ; Sep(S, L)=Sep(S;, L) USep(L, S3) ;

fin;

3. mettre a jour toutes les régions de Voronoi par lesquelles passe le séparateur ;

Fin;

Le temps de calcul de cet algorithme est facile a analyser. Car chaque étape de 'algorithme peut
se faire en temps linéaire, donc le temps de calcul total est aussi linéaire. Nous avons donc le
lemme suivant.

Lemme 6.9 Etant donné le diagramme de Voronoi généralisé, VOD(S), d'un ensemble
d'objets S, le nouveau diagramme de Voronoi, VOD(SUL) ol L est un segment de droite 2

insérer aléatoirement, peut €tre construit en temps linéaire dans le cas le plus défavorable.

Corollaire 6.8 La construction d'incrémentation aléatoire du diagramme de Voronoi
généralisé de N segments de droite est dans O(N? / 2) dans le cas le plus défavorable.

Preuve. Selon notre schéma de calcul, chaque segment contient quatre éléments (voir la figure
6.7). Pour insérer un nouveau segment de droite dans un ensemble de K segments existant, le
temps de calcul est :

HK+1) =4C(K+1) (6.21)

D'apres le lemme 6.9, nous avons une formule itérative pour le temps de calcul du diagramme

de Voronoi de N segments :
T(N) £T(N-1)+t (N) =T(N-1)+ C'N (6.22)
La solution de (6.22) est :
TIN)SC'IN/2+N212) (6.23)
Donc,

O(T(N)) = O(N2/2).
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6.6.4 Insertion aléatoire d’un polygone convexe

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré qu'il y a au plus deux branches de courbe
pour un séparateur quand un nouveau segment de droite est inséré aléatoirement dans un
ensemble d'objets existant. Que va-t-il se passe quand un polygone doit étre inséré dans un
ensemble d'objets existant ? Dans ce qui suit, nous allons discuter ce dernier probléme. Plus
particulierement, nous nous contraindrons au cas d'insertion aléatoire d'un polygone convexe.

Soit CONV(S) l'enveloppe convexe de I'ensemble d'objets existant S, CH(P) 1'enveloppe
convexe du polygone P a insérer. Rappelons que la régle d'insertion est :

(a). ISMIP=0 et
(b). LPiNEP=D (i#]) pour P;, Pje SU{P}.

Remarquons qu'il y a peut-étre intersection entre CH(P) et CONV/(S) bien que la frontiére du
polygone P a insérer n'intersecte pas celle de S. Dans tous les cas, l'intersection de CH(P) et
CONV(S) est soit une intersection simple (cf. la définition 4.11) soit une intersection non
simple. En outre, si CH(P) et CONV(S) s'intersectent d'une fagon simple, la forme du
séparateur entre P et S est alors facile a trouver par la méthode proposée au chapitre 5.
Cependant l'intersection entre deux polygones convexes n'est pas toujours simple. Donc
I'insertion aléatoire d'un polygone P convexe dans un ensemble d'objets S existant apportera
en général un séparateur plus compliqué. Dans ce qui suit, nous ne considérons que le cas ol
CH(P) et CONV(S) sont d'intersection non simple. Comme nous I’avons dit, JCONV(S) et
JdCH(P) sont supposées avoir une orientation commune. Sans perte de généralité, nous
supposons qu'elles aient une orientation CW.

Définition 6.1 L'intersection positive du polygone P, notée par Ip, est un point d'intersection
duquel une aréte de P entre dans l'intérieur de CONV(S). L'intersection négative de P, notée
par /,, est un point d'intersection duquel une aréte de P sort de CONV/(S).

La figure 6.10 montre un exemple d’intersection de deux polygones convexes. Dans cet
exemple, P ayant 5 sommets possede 4 intersections positives et 4 intersections négatives.
Donc, les intersections positives et les intersections négatives apparaissent en paire. En général,
nous avons :

Lemme 6.10 Le polygone convexe P de N sommets a au plus N paires d'intersections
positives et d'intersections négatives.

Preuve. Intuitive.
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<4— Polygone 2 insérer

I
Figure 6.10 Les intersections positives et l'intersections négatives
de deux polygones convexes.

Il faut noter que la régle d’insertion ne permet pas d'insérer un polygone P tel que
PSCONV(S). Par conséquent, si P et CONV(S) sont d'intersection non simple, alors
CONV(S) sera coupé en K+! parties dont 1’une est PNCONV(S) et K parties sont a 1’extérieur
de PNCONV(S). Les K morceaux hors de PNCONV(S) sont appelés les faucilles [O’ROURKE
82]. Ici K est délimité par les deux nombres : (a) le nombre des polygones dans S, Ng; (b) le
nombre des sommets de P, Np:

K <Min { Ng, Np} (6.24)

L'algorithme proposé par O’Rourke et al [O’ROURKE 82] permet de trouver l'intersection PNQ,
de deux polygones convexes P et Q, en temps O(L+M) ou L et M sont respectivement le
nombre de sommets de P et de Q. L'intérét de cet algorithme est qu'il peut donner deux
informations : une sur les points d'intersections (positive et négative) et une autre sur les
faucilles. Soit Ip; Ip2, ..., Ipk, k intersections positives, In;, In2, ., Ink, k intersections
négatives correspondantes. Nous notons par Fp; la faucille associ€e a I,; dans P et par F; celle
dans CONV(S) (voir figure 6.11)

A chaque point d’intersection positif, nous pouvons former facilement deux polygones
convexes dont les sommets forment une orientation CW, notés par L; et R; ou L; =CH(F; ) et
R; =CH(Fp; UFpi+1). Nous prenons deux chalnes extérieures, celle de F; et celle de Fp;,,
completées des segments (Ip;, In;) €t (pi+1, Ini.;) pour former L;. Par contre, R; est formé par
la chaine extérieure de Fs; completée du segment (Ip;, In;). Soit S; le sous-ensemble de
polygones situés dans la faucille Fg;. Le lemme suivant montre que chaque Fy; (i =1,..., k) va
correspondre a une branche de courbe ouverte pour le séparateur entre S et P.
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Figure 6.11 Chaque point d'intersection de P avec CONV(S) est partagé par deux
faucilles; I'une des faucilles est dans P et l'autre est dans CONV/(S)

Lemme 6.11 Fg; (i =1,..., k) correspond 2 une seule branche de courbe connexe et ouverte
du séparateur entre S et P, notée (cette branche) par Sep(S;, P) ou S; est le sous-ensemble
d'objets situés dans F;. De plus la bissectrice de départ et celle d'arrivée de Sep(S;, P) sont
déterminées par l'enveloppe convexe de L; et R;.

Preuve. Comme P et CH(F ;) ne s'intersectent qu'aux deux points, d'aprés les lemmes 5.1 et
5.2, le séparateur Sep(S;, P), entre S; inclus dans CH(F;) et P, est ouvert et composé d'une
seule branche de courbe connexe. Il est évident que les deux lignes d'appui communes entre L;
=CH(Fy), et R; =CH(Fp}UFp;.1), sont identiques 2 celles entre S; et le polygone P. De plus,
d'apres le lemme 5.6, on sait que la bissectrice de départ et celle d'arrivée de Sep(S;, P) sont
déterminées par I'enveloppe convexe de L; et R;.

Corollaire 6.9 Soit S un ensemble de 7 polygones existant et P un polygone convexe 2
insérer composé de m sommets. Il y a au plus K= min {7, m} branches de courbes pour le
séparateur entre S et P quand P est i insérer dans S.

Preuve. On doit considerer les quatre cas suivants :

(a). P est a I’intérieur de CONV(S) ou le contraire ;

(b). P N {CONV(S)=0, c’est-a-dire, P est complétement situé a I’extérieur de CONV(S);,

(c). P est coupé par CONV(S) en deux parties dont 1’une est a I’intérieur de CONV(S) et
I’autre est a I’extérieur de CONV(S);
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(d). P est coupé par CONV(S) en K+1 (K>1) parties dont 1’'une est a I’intérieur de CONV(S)
et les K parties restantes sont a I’extérieur de CONV/(S). C’est le cas général.

Pour les cas (a), (b) et (c), on sait d’apres le lemme 5.1 et le lemme 5.2 que le séparateur entre
S et P est composé d’une seule branche de courbe connexe. Pour le cas (d), selon le lemme
6.11, il existe une seule branche ouverte de courbe connexe correspondant a chaque faucille
dans 1'ensemble d’objets existant. De plus, le nombre de faucilles dans S est délimité par le
minimum de ¢ et de m . Ceci achéve la démonstration du lemme.

Maintenant nous pouvons donner un algorithme pour calculer le diagramme de Voronoi
généralisé de SUP, VOD(SUP), quand un polygone convexe P est inséré aléatoirement dans
un ensemble d'objets existant dont le diagramme de Voronoi généralisé VOD(S) est disponible.
L'algorithme consiste d'abord a déterminer les faucilles, dans CONV(S) et celles dans P
correspondant a l'intersection de la frontiére de 1’enveloppe convexe de S et de la fronti¢re de
P. Ensuite pour chaque faucille Fg; (i = 1,..., k) dans CONV(S) calculer une branche de
courbe connexe pour le séparateur Sep(S;, P). Puis chaque branche de courbe connexe du
séparateur peut étre calculée en temps linéaire en utilisant la méthode proposée au chapitre 5.

Algorithme RANDOM_CONVEX_POLYGON_INSERTION ;

entrée : VOD(S)— le diagramme de Voronoi d’un ensemble d'objets S ,
P—1le polygone convexe a insérer ;
sortie: VOD(SUP) ;

Début
1. Initialisation;
(a). construire VOD(P);,
(b). trouver CONV(S);
(c). trouver entre CONV(S) et P, les intersections positives, Iy Iz, Ipy,
et les intersections négatives, I,; I,2, .. I.x: former les faucilles
correspondantes dans P, Fp;, Fpz, . Fpy, et celles dans CONV(S), Fg,

ceey

2. Si k=0 alors (P est inclus dans CONV(S) ) construire une seule branche de courbe
pour le séparateur fermé Sep(S, P);

3. sinon pour i=1 a k faire

début
(@). R « FU (In;, L)y Li {Fpi0 (Ui, Ini-)) YO Fpiv 1O Upiv1, Ini)}; (voir
la figure 6.11)
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(b). A T’aide des quatre points d'appui dont deux sont dans R; et autres dans L;
déterminer la bissectrice de départ et la bissectrice d'arrivée de Sep(S;, P) ou S;
est le sous-ensemble d'objets contenu dans la faucille Fg;. Puis calculer la
branche de courbe connexe du séparateur Sep(S;, P);

fin;

4. mettre a jour toutes les régions de Voronoi dans VOD(S) et VOD(P) par lesquelles
passe Sep(S;, P) ;
Fin ;

Dans l'algorithme précédent, les étapes 1, 2 et 4 peuvent étre faites en temps linéaire. Donc le
temps d'opération de 1'étape 3 détermine la complexité de 'algorithme. Le lemme suivant va
nous aider a estimer le temps de calcul de I'étape 3.

Lemme 6.12 Soit S un ensemble d'objets polygonaux existants, P un polygone convexe
insérer. Si S est divisé par P en K sous-ensembles d'objets, S; (i=1, 2, ..., k), compris dans
une faucille Fy;, le séparateur Sep(S;, P) (i=1, 2, ..., k) n'intersecte alors aucune région de
Voronoi associée a l'ensemble S-S;.

Preuve. Ce que le lemme montre est :
Sep(S,, P) N V(ej, S- ej) =0 (6.25)
ec S-S,
Soit v;; et vz deux extrémités des deux lignes d'appui communes entre CH(S;) et P qui sont
dans la frontiere de P (voir figure 6.12). Notons par C; la chaine polygonale de P débutant au
sommet v;; et se terminant au sommet v;z en sens CW. De méme, une chaine polygonale de P
associée a §; est notée par C;. Soit z un point appartenant a Sep(S;, P). Alors,on a :

d(z, C)) < d(z, Cj) i# (6.26)
Par ailleurs S ; estsitué al'extérieur de la chaine Cj, c'est-a-dire :

d(z, Cj) <d(z, S/ (6.27)
donc,
d(z, C)) <d(z, S)) i (6.28)

Maintenant supposons que Sep(S; P) NV(ej S-¢;) # @ (eje S-S;). Soit g un point

appartenant a cette intersection. On a alors :

d(g, Si) =d(q, P)=d(q, Ci) (6.29)
et
d(q, Si) > d(q, ¢j) = d(q, S)) i#f (6.30)



D’apres (6.29) et (6.30) ona:
d(q, C) >d(q, S)) i# (6.31)
Ceci est en contradiction avec (6.28). Donc, Sep(S;, P) NV(e;, S-¢;) = D (eje S-S)).

CH(S )

Figure 6.12 Tllustration du lemme 6.12

Il est évident que le lemme 6.8 est inclus dans le lemme 6.12.
En conclusion nous avons :

Lemme 6.13 Etant donné le diagramme de Voronoi d'un ensemble d'objets VOD(S), et un
polygone convexe P 2 insérer, l'algorithme RANDOM_CONVEX_POLYGON_INSERTION
est en O(N) dans le cas le plus défavorable ou N est le nombre d'éléments de SUP.

Preuve. Pendant la construction de Sep(S, P), d'apreés le lemme 6.12, il n' y a aucune région
de Voronoi dans VOD(S) et VOD(P) qui est utilisée plus d’une fois. L’étape 3 de 1’algorithme
prend donc un temps linéaire. Par conséquent, le calcul de tout I’algorithme prend un temps
linéaire.

6.7 Exemples de diagrammes de Voronoi généralisés

Quelques sorties du programme d’apres les algorithmes présentés précédemment pour des
diagrammes de Voronoi généralisés sont donnés ci-dessous. La figure 6.13 montre des
diagrammes de Voronoi généralisés d’un ensemble de segments. La figure 6.14 montre des
diagrammes de Voronoi généralisés d’un ensemble de polygones convexes. Enfin, des
diagrammes de Voronoi généralisés d’un ensemble de polygones quelconques sont illustrés en
figure 6.15.



e polygones ' 148

Figure 6.13 (a) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de
segments basé sur les éléments

Iie

—_— T

Figure 6.13 (b) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de
segments basé sur les objets
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Figure 6.14 (a) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de
polygones convexes basé sur les éléments

Figure 6.14 (b) Diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de
polygones convexes basé sur les objets
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Figure 6.15 (b)
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Figure 6.15 (d)
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Figure 6.15 (e)

Figure 6.15 (f)
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oénéralisé d’un ensemble de polygones

Voronoi

Figure 6.15 (g)

Figure 6.15 (h)

Figure 6.15 (a) - (h) Des diagrammes de Vorono

Sralisés de

i géné

polygones basé sur les éléments
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Figure 6.15 (i)

Figure 6.15 (j)



Figure 6.15 (k)

/.
3

Figure 6.15 (1)
Figure 6.15 (i) - (1) Des diagrammes de Voronoi généralisés de polygones basé sur les objets






Chapitre 7

Axe médian, Exosquelette et SKIZ

7.1 Description de formes

L’analyse et la description de formes jouent un rdle important dans la plupart des systémes de
vision par ordinateur. Il n’est pas donc surprise que beaucoup de techniques nouvelles ont été
introduites et appliquées aux problémes de reconnaissance des formes. La majorité des
techniques de I’analyse des formes peut étre classée en deux catégories: les techniques fondées
sur contour et les techniques fondées sur les régions. Comme exemple de la technique
appartenant a la premiere catégorie on peut citer les descripteurs de Fourier uni-dimensionnel
évalué sur la frontiere. Les coefficients de la transformation de Fourier obtenus sont utilisés
comme parametres de formes pour la discrimination des formes [PERSON 77]. Une autre
exemple de technique basée sur la fronti¢re consiste a calculer un ensemble de points critiques
en suivant la frontiere. En principe, les points critiques correspondent aux points importants
pour percevoir, par exemple, des discontinuités de courbure [PAVLIDIS 78] [ROSENFELD 73].

Par contre, les techniques fondées sur les régions représentent les formes a 1’aide de leur
structure interne. Deux approches principales de cette catégorie sont : (i) le squelerte appelé
aussi transformation axe médian [BLUM 64] et (ii) la décomposition d’une forme en sous-
ensembles convexes [FENG 75] [SCHACHTER 78]. On peut remarquer que peu de méthodes
existent qui utilisent a la fois l'information “interne” et “externe” pour analyser les formes.

7.2 Définitions existantes de squelette

Le squelette d’un objet est un concept intuitif. En traitement d'images, en vision par ordinateur
et en reconnaissance de formes, la squelettisation d'un objet est une procédure cruciale. La
représentation du squelette d'un objet peut non seulement réduire la place mémoire, mais peut
permettre la mise en évidence de propriétés topologiques de 1’objet. Il fournit une
représentation centrée de la forme d’un objet. L’étude du concept de squelette a été introduite
pour la premiére fois en 1964 par Blum [BLUM 64]. L'implémentation algorithmique et une
théorie de squelette discret ont été ensuite développées par Rosenfeld et al, [ROSENFELD 66]

156
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[PFLATZ 67], Montanari [MONTANARI 68] [MONTANARI 69]. Pendant ces deux derniéres
décennies, de grands efforts ont été consacrés a la squelettisation. Notamment, il existe
plusieurs algorithmes d'amincissement travaillant dans le plan discret pour obtenir un squelette
discret, mais comme Davies et Plummer [DAVIES 81] I’ont indiqué, la plupart des auteurs des
algorithmes ne définissent pas un squelette, ne donnent pas non plus une exactitude pour le
squelette obtenu.

En fait, les squelettes peuvent &tre définis de diverses fagons mais équivalentes dans le plan
continu ainsi que dans le plan discret. Nous ne voulons pas donner une définition générale du
squelette. Par contre, nous préférons présenter différentes définitions. En effet, les différentes
définitions vont apporter différents schémas de calcul de squelette. Citons ici trois définitions
différentes mais équivalentes :

(1) Simulation de la propagation d’une onde [BLUM 64]. Soit w une onde. Le contour
d'un objet est considéré comme source d’un front de ’onde. C’est-a-dire que 1’onde est
positionnée sur la frontiére de 1’objet quand la variable temporaire est égale 4 0. Puis nous la
laissons se propager a vitesse constante avec la contrainte qu’aucun point du contour ne peut
etre excité plus d’une fois (tous sont excités au méme instant). Il existe des points ot les fronts
de I’onde provenant de parties différentes de la frontire se rencontrent. Les points de rencontre
et un ensemble de la mesure du temps correspondant représentent le squelette (cf. figure 7.1).

Figure 7.1 Squelette fondé€ sur la simulation de la propagation d’une onde

(2) Centres de boules maximales [BLUM 78] [ROSENFELD 66] [SERRA 82]. Soit B(x, r)
une boule centrée en x et du rayon r. Une boule B(x, r) incluse dans 1’objet X est dite maximale
si et seulement si il n’existe aucune autre boule de X qui la contient. Le squelette est alors défini
comme l'ensemble des centres des boules maximales:

S(X) =\U{xeX, 3r 20 tel que B(x, r) est maximale dans X}
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Et I’objet peut alors se reconstruire par la réunion de toutes les boules maximales (cf. la figure
7.2).

Particuliérement, on a un squelette intérieur (respectivement extérieur)si on limite les boules

maximales a I’intérieur (respectivement extérieur) de 1’objet X. Le squelette extérieur contient
I’exosquelette et le SKIZ [SERRA 82] (SKeleton by Zones of Influence), notions définies

ultérieurement.
R TR
WA

Figure 7.2. Squelette par boules maximales

(3) Basée sur la transformation de distance. Pour chaque point p de 1’objet X, on
définit une fonction :

L(p)=min (d(p, X))

ou Xc¢ désigne le complémentaire de X. Cette fonction transforme 1’espace de la représentation
de I’objet en espace de distance. On appelle un tel processus la transformation de distance
[ROSENFELD 68] [DANIELSSON 80] [BORGEFORS 86]. Une fois que 1’espace de distance est
construit, le squelette peut alors étre défini comme 1’ensemble des points auxquels L(p) a des
maxima locaux.

Bien que la définition du squelette soit donnée dans 1’espace continu, elle peut étre aussi
formulée dans I’espace discret. En fait, la plupart des algorithmes de squelettisation sont
développés dans le plan discret puisqu’une forme est toujours contenue dans une image
numérique. Par conséquent, la propagation d’une onde sera simulée dans le plan discret ; la
boule continue devient une boule numérique, et la distance utilisée dans la transformation de
distance n’est pas toujours sous la métrique euclidienne réelle.

Ces trois définitions sont en fait équivalentes. Selon les définitions, étant donné le squelette
d’un objet X et la valeur de distance associée a chaque point du squelette (rayon de la boule
correspondante), on peut reconstruire 1’objet X. Donc, la squelettisation est réversible.

Remarquons aussi que d'aprés les définitions, un squelette est assez mince pour que sa largeur
soit ramenée & un seul point. De plus, les points du squelette sont généralement classés en trois
catégories :

a. Les points normaux: la boule correspondante touche la frontiére de 1'objet en exactement
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deux points distincts ;

b. Les points de branchement ou points multiples: la boule maximale correspondante touche la
frontiére de 1’objet en trois points distincts ou plus ;

c. Les points terminaux. (cf. figure 7.3)

VNN

Figure 7.3. Trois catégories des points du squelette

d: point normal; ¢, e: points de branche; a, b, f, g: points terminaux

Quant au modele de calcul du squelette, il existe de nombreux algorithmes fondés sur les trois
définitions précédentes. En fait, les différentes définitions générent des méthodes différentes
pour calculer les squelettes. Les méthodes les plus connues et les plus développées sont les
suivantes : simulation de la propagation d’une onde, amincissement d’un objet et
transformation axe médian. Par ailleurs, il existe une autre catégorie de méthodes de calcul :
méthodes basées sur la géométrie algorithmique. Cette derniére catégorie de méthodes est peu
étudié€e par rapport aux trois premiéres. Nous la laissons en discussion dans les paragraphes
suivants. Nous présentons d’abord les trois premiéres méthodes.

Approches par simulation de la propagation d’une onde

Intuitivement, cette catégorie d’approches est venue de la définition d’un squelette fondé sur
un processus de propagation d’une onde, ou alternativement, la propagation de feu, puisque le
processus de propagation du feu dans une prairie d’herbes séches est similaire a celui d’une
onde. Etant donné un objet binaire, la technique nous permet de travailler sur la frontiére de
I’objet. En supposant que le front d’une onde est connu au moment ¢, pour simuler la
propagation de I’onde, il faut déterminer le nouveau front de I’'onde au moment #+At. En tragant
le front de I’onde courante, on marque simultanément les points appartenant au front de I’onde
a venir. Les points de contour qui sont marqués en deux fois ou plus, sont alors les points
briilés. Ce sont ces points briilés qui constituent le squelette de 1’objet [XIA 89].
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Approches par amincissement d’un objet

L'opération d’amincissement consiste a peler successivement le contour d’un objet discret
jusqu’a arriver a un résultat d’épaisseur unité [PAVLIDIS 80]. L’amincissement se fait 3
condition de ne pas perdre la propriété de connexité [CHASSERY 79], c’est-2-dire,
I’amincissement élimine itérativement des points du contour si 1’élimination n’affecte pas la
connexité de I’objet. L’examen d’un voisin local est suffisant pour vérifier si un point peut étre
supprimé [PFLATZ 67]. 1l existe beaucoup de variations basées sur le méme principe en utilisant
des masques différents [CHASSERY 91].

Approches par transformation de distance

La transformation d’axe médian dans le plan discret a été proposée pour la premicere fois par
Rosenfeld er al [ROSENFELD 68]. A partir de 1’espace d’objet, la transformation de distance est
d’abord effectuée. Les points correspondant aux maxima locaux représentent 1’axe médian.
Pour donner un “meilleur” squelette, il faut effectuer une transformation de distance qui donne
une meilleure approximation de la distance euclidienne réelle [DANIELSSON 80] [BORGEFORS
86].

Pour réaliser cela, le calcul des transformations en distance discréte est utilisé. Les distances
globales dans une image sont obtenues par propagation de distance locale qui est la distance
discrete entre des pixels voisins. La propagation peut s’effectuer de maniere séquentielle ou
parallele [ROSENFELD 66] . Différentes distances locales ont été proposées et comparées pour
la transformations en distance. Elles sont: City block (d4); Chessbord (d8); Octagonal;
Chamfer 3-4; Chamfer 5-7-11; et Euclidienne [BORGEFORS 86]. En raison de la
discretisation, les axes médians obtenus 2 partir de la transformation de distance sont souvent
déconnectés. Pour connecter les composantes de 1’axe médian, une ligne médiane
[MONTANVERT 87] peut étre construite en rajoutant les points qui ont détruit la connexion.

7.3 Approximation de squelettes continus

Dans ce paragraphe, nous présentons 1’approximation de squelette continu d’objets. Un
squelette est dit continu s’il est défini et calculé dans I’espace continu. Donc, le squelette
continu est exact. Un squelette exact implique qu’il satisfait quelques propriétés inhérentes
existant dans la définition originale continue de Blum [BLUM 64] : par exemple I’invariance en
translation, rotation, changement d’échelle etc. Ici, I’approximation du squelette continu sera
faite en deux sens : (a) le modele de calcul est effectué dans le plan continu ; (b) certains points
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du squelette obtenu sont identiques & ceux du squelette exact.
7.3.1 Squelettes par la triangulation de Delaunay

Soit S ={pj, p2,..., Pi>... PN} un ensemble de points du plan. Une triangulation de S est un
ensemble maximal de segments de droite entre des points de S sans intersection 2 a 2. C’est-a-
dire, une triangulation est un graphe planaire sur § ayant le maximum d’arétes [PREPARATA
88] [SCHMITT 90]. Le dual du diagramme de Voronoi, obtenu en joignant deux germes dont
les régions de Voronoi sont adjacentes, est appelé la triangulation de Delaunay. La figure 7.4.
montre un exemple du diagramme de Voronoi et de la triangulation de Delaunay
correspondante. La triangulation de Delaunay vérifie les propriétés suivantes:

(1) La triangulation de Delaunay est une partition du plan en régions de triangle. Les sommets
de chaque triangle sont les germes de 1’ensemble S.

(2) Pour chaque triangle de la triangulation de Delaunays, il existe un cercle de Delaunay qui
circonscrit le triangle. Un cercle de Delaunay ne contient aucun germe en son intérieur.

(3) Pour un germe p;, il existe un polygone étoilé avec noyau p; tel qu’il ne contient pas d’autre
germe.

(4) L’union de tous les triangles de Delaunay est égale a I’intérieur de 1’enveloppe convexe de
S.

Le diagramme de Yoronoi,  ——o
La triangulation de Delaunay --------

Figure 7. 4. Le diagramme de Voronoi d’un ensemble de points et
la triangulation de Delaunay correspondante

Soit P un polygone. Quelquefois, nous avons le probleme de la triangulation contrainte. Un
exemple est la triangulation de ’intérieur (ou I’extérieur) du polygone P a partir de I’ensemble
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des sommets du polygone P. Le probléme est souvent appelé la triangulation de polygone.

Un autre exemple consiste en construction de la triangulation de Delaunay d’un ensemble de
points répartis sur la frontiére d’un polygone P [BOISSONNAT 84]. Par exemple, la
discretisation des arétes d’un polygone fournit un tel ensemble. Pour réaliser un tel
€chantillonnage de la frontiére d’un polygone, on utilise une mesure densité de points.
Formellement, on appelle ensemble de points de densité I/ tout ensemble S ={p;, P2, ...,
Pi»-.. pn} de points de dP tel que toute boule fermée B(p, €/2) centrée en un point de pe dP et
de rayon &2 contienne au moins un point de S [LeBRAS 89]. Cette définition montre comment
on peut échantillonner la fronti¢re du polygone P aussi finement que I'on veut.

Soit § un ensemble de points échantillonnés sur la frontiére d’un objet P, la densité de S, étant
€s. Notons Cs ’ensemble des centres des cercles de Delaunay correspondant a la triangulation
de S. Quand S est de plus en plus dense sur JP, c’est-a-dire, £5 — +o0, alors Cs va former le
squelette de P [FAUGERAS 90]. En particulier, si les triangles de Delaunay sont contraints dans
'intérieur de P, le squelette obtenu est ’axe médian. Similairement, les centres des cercles de
Delaunay situés 4 I’extérieur donnent le squelette extérieur. Si la densité de points sur dP n’est
pas infinie, une approximation du squelette peut étre obtenue en reliant les centres des cercles
de Delaunay voisins.

En résumé, un simple algorithme pour calculer une approximation du squelette a 1’aide de la
triangulation de Delaunay peut se formuler par :

Algorithme SQUELETTE_PAR_DELAUNAY ;

entrée : la représentation polygonale ou de la courbe de la frontiere d’un objet P ;
sortie : approximation du squelette de P, SQT(P);

Début
1. échantillonner JP en un ensemble de points S;
2. construire la triangulation de Delaunay de S;
3. pour chaque triangle de Delaunay, calculer le centre de cercle de Delaunay;

4. lier les centres des cercles de Delaunay voisins pour obtenir SQT(P):
Fin;
7.3.2 Squelettes par diagramme de Voronoi classique
Comme le centre du cercle de Delaunay est équidistant des trois sommets du triangle de
Delaunay associé, selon les corollaire 2.2 et 2.3 et la définition du diagramme de Voronoi

classique, il est trés facile de démontrer que le centre du cercle de Delaunay est précisément un
sommet de Voronoi. On peut donc utiliser le diagramme de Voronoi classique pour faire une
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approximation de squelette continu. En fait, la propriété indiquant que le squelette continu est
formé de points situés a une distance égale & au moins deux points de la frontiére est
équivalente a indiquer que deux points de la fronti¢re peuvent produire un point du squelette.

Par conséquent, si on échantillonne la fronti¢re d’un objet en une suite d’ensemble de points,
le graphe du diagramme de Voronof classique de cet ensemble de points échantillonnés contient
certains points du squelette [KUBLER 89]. De plus, les points du squelette sont compris dans
les sommets de Voronoi qui sont les centres des cercles de Delaunay. Comme les sommets de
Voronoi sont reliés entre eux par les arétes de Voronoi, le calcul du squelette par diagramme de
Voronoi classique consiste a enlever certaines arétes de Voronoi inutiles dans le diagramme de
Voronoi classique des points échantillonnés. Pour faire cela, un critére géométrique peut étre
utilis€ portant sur le fait qu’une aréte de Voronoi inutile a une intersection avec la frontiére de
I’objet [MELKEMI 90].

7.4 Squelettes continus d’aprés le diagramme de
Voronoi généralisé

Dans ce qui suit, nous allons présenter des approches de calcul des squelettes exacts continus
d’apres le diagramme de Voronoi généralisé. Nous parlerons de trois types des squelettes: axe
médian, exosquelette et SKIZ. 11 sera montré que les squelettes continus d’objets polygonaux
sont en fait des dérivées inhérentes au diagramme de Voronoi généralisé des objets.

7.4.1 Axe médian

Nous attirons le lecteur au fait que le terme d'axe médian est examiné au sens analogique et non
discret. Il s’associe au terme de squelette pour I’intérieur d’un objet et du fait de la propriété de
positionnement central au sein de la forme. Cette dénomination d'axe médian est plus
significative que le simple terme de squelette.

Revenons aux définitions du squelette. Pour chaque point du squelette d’une forme (objet), il
existe un cercle centré en ce point qui est tangent en au moins deux points différents de la
frontiere de 1’objet. Soit S un objet dont la frontiere dS est représentée sous la forme d’un
polygone. Le squelette a I’intérieur de S ou 1I’axe médian de S est composé de points tels que
les distances du point de ’axe médian a différents points de oS sont égales. Pour formuler tout
cela, nous avons:

Définition 7.1 Soit S un ensemble d’objets qui sont représentés sous la forme de polygones.
L’axe médian des objets S est défini par: '
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AM(S)={qeS | 3p;, pje IS (pi#p;) tels que d(q, pj)=d(q, pj)=d(q, AS)} (7.1)

Figure 7.5 un point de I’axe médian est déterminé par trois quantités égales de distance

Cette définition est bien équivalente aux trois définitions du squelette citées précédemment, elle
utilise un autre critére. En fait, 1’égalité des trois distances d(q, p;), d(q, pj) etd(q, dS) indique
que les points p; et pj sont deux points parmi les plus proches de ¢ sur dS. Ceci nous permet
d’établir facilement un rapport entre I’axe médian et le diagramme de Voronoi. Remarquons
que la distance entre un point et un objet est définie comme celle entre le point et I’image du
point sur I’objet. Dans la figure 7.5, q; n’est pas un point de ’axe médian puisqu’on ne peut
pas trouver deux points différents de la frontiere du polygone ayant la méme distance que celle
entre g; et la frontiere du polygone. Par exemple, bien que d(q;, a)=d(q;, b), elles ne sont pas
égales a d(qj, dP)=d((q1, p1). Par contre, g7 et g3 sont des points de 1’axe médian car d(g3,
p21)=d(q2, p22)=d(q2, OP) et p21#p22; et d(q3, p31)=d(q3, p32)=d(q3, OP) et p31#p32. En
effet, on a que la boule centrée en g3 (resp. ¢3 ) de rayon r=d(q2, p21)=d(q2, p22) (resp.
r=d(q3, p31)) est justement la boule maximale. On ne peut pas trouver une boule similaire a g;.

Intuitivement, I’axe médian d’un objet est compris dans le diagramme de Voronoi généralisé de
I'intérieur de I’objet. En effet les éléments du diagramme de Voronoi généralisé basé sur
€léments sont composés des points de la frontiére de la forme polygonale 95 utilisés dans
(7.1). Jusqu'a présent, on a défini toujours le diagramme de Voronoi comme la réunion de
toutes les régions individuelles de Voronoi. En fait, la représentation du diagramme de Voronoi
est basée sur une structure de graphe qui comprend des nceuds qui sont les sommets de
Voronof et des branches qui sont les arétes de Voronoi. De plus, nous savons que (a) pour un
sommet de Voronoi il existe un cercle centré au sommet passant par au moins trois germes et ne
contenant aucun autre germe (voir les corollaires 2.2 et 2.3) ; (b) pour un point sur une aréte de
Voronoi, il existe deux éléments différents qui sont équidistants du point (la définition
originale). Donc, nous pouvons définir le diagramme de Voronoi en terme des points du
graphe associé.
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Etant donné un ensemble d’objets polygonaux S, la distance entre un point g et S est toujours
définie comme (2.1) :

d(q, dS)=min d(q, p) (7.2)
pEDS
Alors, le graphe du diagramme de Voronoi basé sur les éléments de I’intérieur d’un ensemble
d’objets polygonaux S peut €tre défini par I’ensemble des points suivants:

VOD(S) ={qeS | d(q, e;) = d(q, €j) = d(q, IS), ei*e;} (7.3)

Nous appelons les points de VOD(S) les points de graphe. lllustrons cette caractérisation en
terme d’égalité au cas du diagramme de Voronoi classique. Soit S un ensemble de points py,
D2s..., p7 illustré en figure 7.6. Selon la définition de VOD(S), on peut trouver qu’un point du
graphe est toujours contraint par trois valeurs de distance. En figure 7.6, g; est un point de
graphe et il vérifie : d(qj, p1) = d(q1, p4) =d(qi, S). Cependant, g2 n’est pas un point de
graphe car d(q2, p1)=d(q2, p4) # d(q2, S)=d(q2, p3).

Figure 7.6 Un point sur le graphe du diagramme de Voronoi est
contraint par trois quantités égales de distance

Dans le cas d’objets polygonaux, les germes sont les éléments issus de la décomposition de la
frontiere des polygones. Chaque élément e; est formé d'un segment ouvert s; ou d’un sommet
concave p;. Etant donné 2 éléments ¢; et ¢; alors le couple e; x ejappartient a ’ensemble {s;sj,

sipj, Disj, pipj}, on a alors :
VOD(S) = Qpp Y Qss U Qsp U Ops (7.4)

avec

QaNQp= o si 0~
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Opp=1{qeS 1d(q, pi)=d(q, pj)=d(q,0S), pi#p;} (7.5)

st= {qes ‘ d(q! Si)=d(q, Sj)=d(q, 38), si#j} (76)

Osp={qeS | d(q, s;)=d(q, pj)=d(q, IS), si#p;} (7.7)

Ops={qeS | d(q, pi)=d(q, s;)=d(q, IS), pi=s;} (7.8)
Car s;#sj, donc,

Qss={q€S |d(q, pi)=d(q, pj)=d(q,0S), pi€s; # pjes;} (7.9)

Remarquons que Qsp, peut €tre divisé en deux sous-ensembles de points selon les deux cas
suivants : p; est une extrémité de s; ; et pj n’est pas une extrémité de s;. C’est-a-dire que :

Osp={q€S 1d(q, sk1)=d(q, pi1)=d(q, 3S); pi] est extrémité de s;; }
U{qeS 1d(q, sk2)=d(q, pi2)=d(q, 3S); pi2 n’est pas d’extrémité de sz, } (7.10)

De méme :

Ops={q€eS 1d(q, pm1)=d(q, sn1)=d(q, IS); pm] est extrémité de s, }
U{qeS | d(q, pm2)=d(q, sp2)=d(q, IS); pm2 n’est pas extrémité de s, }  (7.11)

En combinant respectivement les deuxi¢mes termes et les premiers termes de (7.10) et (7.11)
on obtient :

Qa={qeS 1d(q, sk2)=d(q, p12)=d(q, 3S), p;2 n’est pas extrémité de s>}
U{qgeS 1d(q, pm2)=d(q, sn2)=d(q, 3S), pm2 n’est pas extrémité de sy}
={qeS 1d(q, pi)=d(q, pj)=d(q, IS), p; #pj€es; } (7.12)

Ob={q €S | d(q, sx1)=d(q, p11) =d(q, JS), p1 est extrémité de si;}
U{ qeS 1 d(q, pm1)=d(q, sn1)=d(q, IS), pm] est extrémité de s,7}

={qeS 1d(q, p)=d(q, sj)=d(q, JS), p; est extrémité de s; } (7.13)
(7.4) devient alors :
VOD(S) =Qpp U Oss W Qa U Op (7.14)
avec
Qo 0p=0 si a=p.

Maintenant, nous déclarons un lemme important qui établit un rapport entre ’axe médian et le
diagramme de Voronoi généralisé. Un lemme similaire a été donné par LEE [LEE 82a].

Lemme 7.1 L’axe médian d’un objet polygonal S, AM(S), est un sous graphe du
diagramme de Voronoi généralisé, VOD(S), de ’intérieur de S basé sur les éléments. Les
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éléments composent la frontiére oS. Précisément, AM(S) consiste en graphe issu de VOD(S)
excepté les arétes connectées aux sommets concaves (mesurés depuis 1’intérieur de S).

Preuve. Supposons que geAM(S). 11 est facile de démontrer ge VOD(S) =QppLQssWQaUQp.
Donc,

AM(S)SVOD(S). (7.15)
D’autre part, on peut facilement prouver d’apres (7.5) (7.9) et (7.12) que :
Opp SAM(S); Qss SAM(S); Qg CAM(S) (7.16)

Dans 1’ensemble des €léments composant la fronti¢re d’un objet polygonal S, un élément est de
type “point” si et seulement si il est un sommet concave. Dans (7.13), le point p; est une
extrémité du segment s;. Ceci implique que I’élément de type segment s; est élément voisin du
sommet concave p;. Dans ce cas-ci, un point intérieur de Qp, ¢, est situé sur une aréte de
Voronoi connectée a un sommet concave. 1l est évident que g ne sera pas le centre d’une boule
maximale puisque la boule centrée en g et de rayon r = d(q, p;) va certainement €tre incluse
dans une autre boule (voir figure 7.7). Par conséquent, I’ouverture de Qp, Qp°, n’est pas une
composante de ’axe médian, c’est-a-dire que,

Op°’NAM(S)=0 7.17)
Selon (7.14), (7.15), (7.16) et (7.17), on a immédiatement :

AM(S) =VOD(S) - Qp (7.18)

Figure 7.7 Les points intérieurs dans I’aréte b(p;, sj) ne sont pas centres de
boules maximales ol p; est un sommet concave et s est un segment voisin de p;

Ce demnier lemme nous permet de donner ci-dessous un algorithme pour extraire 1’axe médian
continu d’un objet plan S.
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Algorithme AXE_MEDIAN;
entrée: un objet S;
sortie: I’axe médian continu de S, AM(S);

Début

1. Représenter I’objet S par un approximant polygonal, c’est-a-dire, la frontiere de
’objet est représentée par la liste de sommets du polygone correspondant ;

2. Construire le diagramme de Voronoi généralisé pour I’intérieur de S en utilisant
I’algorithme INVOR 4 partir de la représentation de la frontiére du polygone, et noter
ce diagramme par INVOR(S) ;

3. Parcourir le graphe de INVOR(S). Si une aréte de Voronoi est connectée i un
sommet concave (mesuré depuis 1’intérieur) du polygone, on la supprime du graphe
INVOR(S) ;

4. AM(S) « INVOR(S) ;

Fin ;

Nous avons vu que I’extraction de 1’axe médian n’est rien de plus que le calcul du diagramme
de Voronoi de I’intérieur du polygone. Un autre algorithme selon le méme principe a été
propos¢ par Lee [LEE 82a). Cependant, comme nous avons dit au chapitre 3, I’étape de calcul
du diagramme de Voronoi dans son algorithme n’est pas compléte. Précisément, les conditions
d’arrét du processus de fusion de deux sous-diagrammes de Voronof ne sont pas complétes.
Gréce a la modification apportée  cet algorithme, notre algorithme peut toujours donner un axe
médian correct dans tous les cas.

7.4.2 Exosquelette

Le squelette du complémentaire 2 un ensemble d’objets donnés (ou le squelette de I'extérieur
des objets) est un autre type de squelette. Il représente quelques caractéristiques externes des
objets. On appele ce type de squelettes exosquelettes. Soit S un ensemble d’objets. Nous
notons le fond de S (ou le complémentaire de S ) par S¢. Bien siir, nous pouvons définir
I’exosquelette comme les centres des boule maximales situées dans S . Mais, nous préférons
ici la caractérisation par les trois valeurs égales de distances dont deux sont associées 2 deux
points différents de I’ensemble des objets et I’'une concerne la mesure de la distance minimale
entre le point de I’exosquelette et S. Formellement, on a la définition suivante :

Définition 7.2 L’exosquelette d’un ensemble d’objets S, ES(S), est défini par :
ES(S) ={qeS¢ | 3p;, pje IS (pi#pj) tels que d(q, pi)=d(q, pj)=d(q, S) ) (7.19)

Comme I’axe médian, un exosquelette est un sous-graphe du diagramme de Voronot généralisé
de I’extérieur des objets basé sur les éléments. En effet, le graphe du diagramme de Voronoi
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généralisé de I’extérieur des objets peut étre exprimé de maniere similaire a (7.3):
VOD(S¢ )={qeS¢1d(q, e;) = d(q, ¢j) = d(q, S), ej*ej} (7.20)

De plus, nous pouvons aussi €tablir une relation entre I’exosquelette et le diagramme de
Voronoi généralisé€ de I’extérieur. Ceci est:

Lemme 7.2 L’exosquelette d’un ensemble d’objets polygonaux S, ES(S), est un sous-
diagramme du diagramme de Voronoi généralisé de 1’extérieur de S basé sur les éléments
composant la frontiére de S. Précisément, ES(S) consiste en un graphe issu de VOD(S¢)
excepté les arétes de Voronoi connectées aux sommets concaves de S (mesuré depuis
I’extérieur de S).

Preuve. Similaire a celle du lemme 7.1.

Remarquons que la décomposition des éléments pour la construction du diagramme de Voronoi
de I’extérieur est toujours faite sur la frontiere d’un objet dans le sens inverse de celui de la
décomposition des éléments pour la construction du diagramme de Voronoi de I’intérieur. Par
conséquent, 1’élimination d’arétes de Voronoi pour obtenir 1’axe médian est faite aux sommets
concaves ; par contre, 1’élimination d’arétes de Voronoi pour extraire 1’exosquelette s’effectue
aux sommets convexes. Pour connaitre un sommet concave (resp. convexe) il suffit de trouver
un élément de type “point” dans la représentation du diagramme de Voronoi généralisé de
I’intérieur des objets (resp. I’extérieur).

D’apres le lemme 7.2 un simple algorithme peut étre décrit pour extraire 1’exosquelette.
Algorithme EXOSQUELETTE ;

entrée: I’ensemble d’objets S;
sortie: I’exosquelette de S, ES(S);

Début

1. Représenter chaque objet de S par une approximation polygonale, c’est-a-dire, la
frontiére de I’objet est représentée par la liste des sommets du polygone ;

2. Construire le diagramme de Voronoi de I’extérieur de S en utilisant 1’algorithme
EXVODMP (voir § 6.4) A partir de dS, et noter ce diagramme par EXVOR(S) ;

3. Parcourir le graphe de EXVOR(S). Si une aréte de Voronoi est connectée a un
élément du type POINT, on la supprime du graphe de EXVOR(S) ;

4. ES(S) « EXVOR(S);

Fin;
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7.4.3 SKIZ

Considérons un ensemble de N (N>1) objets disjoints dans le plan S={Sj, S2, ..., SN},
c’est-a-dire :
N

S=VUS, Vi,ji# SiNSi=0 (7.21)
i=1

Afin de caractériser le domaine voisin de 1’objet S;, on utilise le terme “zone d’influence”
associ€ a cet objet.

Définition 7.3 Pour chaque objet S; de S, on définit sa zone d’influence Z(S;) par
I’ensemble des points plus proches de S; que de n’importe quel autre objet :

Z(Si)= {q1d(q, Si) < d(q, Sj), i } (7.22)

Les points qui n’appartiennent 2 aucune zone d’influence constituent un type de squelette
spécial appel€ SKIZ (SKeleton by Zones of Influence) [SERRA 82]. Serra [SERRA 82] a utilisé
les boules maximales pour décrire le SKIZ. Ici, nous nous intéressons encore i la
caractérisation par trois quantités égales de distances pour formuler le SK/Z:

SKIZ(S)={qe S¢1d(q, S;)= d(q, S}) = d(q, S), i#} (7.23)

Cette définition souligne qu’un point de SKIZ est équidistant de deux objets différents en
méme temps qu’il est de distance minimale de ’ensemble des objets. Une telle définition basée
sur les distances nous permet de rappeler immédiatement la définition du diagramme de
Voronoi généralisé. En fait, le SKIZ d’un ensemble d’objets est précisément le diagramme de
Voronoi généralisé basé sur les objets. On a formellement:

Lemme 7.3 Etant donné un ensemble d’objets polygonaux disjoints S, le SKIZ de S est
identique au graphe du diagramme de Voronoi généralisé de I’extérieur de S basé sur les
objets.

Preuve. Immédiatement d’apres les définitions.

7.4.4 Résultats et discussions

Quelques sorties obtenues pour ’axe médian, 1’exosquelette, et le SKIZ d’objets polygonaux
sont respectivement donnés en figures 7.8, 7.9 et 7.10.

Comme nous 1’avons défini, ces trois types de squelette sont tous déduits des diagrammes de



Chapitre 7 : Axe médian. exosquelette et SKIZ : 171

Voronoi généralisés. Cependant, les diagrammes de Voronoi généralisés sont tous construits
sur la base d’un ensemble d'éléments composant la frontiére des objets. De plus, les trois types
de squelette sont composés de points contraints par (7.5), (7.9) et (7.12). Dong, trois types de
branches de squelette sont possibles:

(a) une portion de bissectrice d’angle entre deux éléments différents de type “segment”;

(b) une portion de bissectrice du type parabole déterminée par un €lément de type*“point” et un
autre élément de type “segment”;

(c) Une portion de bissectrice entre deux points différents.

Donc, dans les cas de formes polygonales un squelette continu est composé de segments de
droite et d’arcs paraboliques. En utilisant la terminologie du diagramme de Voronoi généralisé,
nous pouvons caractériser les divers squelettes, c’est-a-dire que le concept original de Blum
[BLUM 64] des squelettes peut étre défini completement selon le concept du diagramme de
Voronoi généralisé.

Quant aux différents types de points composant les squelettes, nous pouvons également les
classer :

(1) points normaux. Ce sont des points a I’intérieur d’une branche de squelette. Ces points sont -
situés dans les arétes de Voronot;

(2) points multiples. Ce sont des sommets de Voronoi. Selon les corollaires 2.2 et 2.3, il existe
un cercle centré en un sommet de Voronofi et tangent au moins a trois objets différents. Bien
siir, de tels cercles sont les boules maximales;

(3) points terminaux. Ce sont des points appartenant & la fois au squelette et & la fronticre
d’objets. En fait, ce sont des sommets concaves des objets pour I’axe médian et des sommets
convexes des objets pour I’exosquelette si la convexité des sommets des objets est mesurée
depuis l’intérieur des objets. Il n’existe pas de tel point dans SKIZ. En raison de la
représentation polygonale de la frontiere des objets, 1’explication du centre d’une boule
maximale est non triviale.

Nous avons vu dans ce chapitre que la squelettisation d’objets polygonaux est un caractére
inhérent au diagramme de Voronoi généralisé correspondant. Une telle squelettisation garde la
propriété topologique désirée: invariabilité en translation, en rotation, et en changement
d’échelle, elle vérifie I'idée originale de Blum.
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Figure 7.8 Exemples de I’axe médian
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Figure 7.9 Exemples de I’exosquelette
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Figure 7.10 Exemples de SKIZ






Conclusion et perspectives

Quelques problémes théoriques et la réalisation du diagramme de Voronoi généralisé pour un
ensemble de polygones ont été€ discutés dans le mémoire de cette theése. Nous avons montré que
le diagramme de Voronoi généralisé de K polygones quelconques peut €tre construit, par
I’approche Divide-and-Conquer combinée avec 1’approche incrémentale, dans le cas le plus
défavorable en O(ZX | n;log n; + X , 3% | n;) ot n; est le nombre d’éléments composant la
fronti¢re du i-¢éme polygone de ’ensemble.

Une idée de calcul en mbde hiérarchique ou multi-échelles a été appliquée. La construction en
multi-échelles fournit un moyen pour partitionner et représenter un espace en différents
niveaux. Pour calculer le diagramme de Voronoi généralisé d’un ensemble de polygones
quelconques, nous construisons respectivement le diagramme de Voronoi de I’ intérieur des
polygones et celui de [’ extérieur des polygones. Pour construire le diagramme de Voronoi de
I’intérieur ou de I’extérieur d’un polygone, nous fusionnons les diagrammes de Voronoi de
chaines polygonales (voir la définition 3.2) issues de la frontiére du polygone correspondant.
Pour obtenir le diagramme de Voronoi d’une chaine polygonale, nous décomposons la chaine
polygonale en éléments (voir la définition 2.2). Le diagramme de Voronoi généralisé a
I’échelle de polygones est finalement construit & 1’aide de celui a I’échelle d’éléments. Les
algorithmes correspondants peuvent donc s’appliquer en pratique a un ensemble d’objets
hybrides (points, segments, polygones).

Pour construire le diagramme de Voronoi généralisé de intérieur d’un polygone, nous avons
modifié€ I’algorithme de Lee [LEE 82a] auquel des contre-exemples ont été rencontrés. Pour
construire le diagramme de Voronoi généralisé de I’extérieur de polygones, nous avons
proposé une approche de calcul d'un séparateur a chaque étape d’incrémentation. Cette
approche constitue la clé de nos algorithmes.

La construction en multi-échelles nous permet d’obtenir le diagramme de Voronoi généralisé au
niveau de polygones, généralisant le diagramme de Voronoi généralisé de segments de droite
comme ceux qui sont considérés dans [LEE 81] [YAP 87]. Comme nous manipulons des
polygones, nous traitons un ensemble de segments comme un ensemble de polygones
dégénérés.

En développant a priori 1a forme d’un séparateur, et en déterminant le nombre des branches
(courbes connexes) du séparateur, le probléme de la construction semi-dynamique du
diagramme de Voronof est aussi discuté. Plus précisément, a partir du diagramme de Voronoi
d’un ensemble d’objets existants, quand un nouvel objet est inséré aléatoirement dans

175
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I’ensemble, un nouveau diagramme de Voronoi correspondant doit étre construit. Les trois
types d’insertion sont envisagées : insertion d’un point, insertion d’un segment de droite et
insertion d’un polygone convexe. Nous avons montré que 1’insertions aléatoire d’un objet
convexe peut €étre effectuée en temps linéaire dans le cas le plus défavorable.

L’un des exemples d’applications du diagramme de Voronoi généralisé se présente en analyse
et compréhension de formes polygonales. Nous avons montré, au dernier chapitre, que les
squelettes continus de formes polygonales sont des caractéristique inhérentes au diagramme de
Voronoi généralisé associé. On peut obtenir directement, d’une part, les axes médians des
formes 2 partir du diagramme de Voronoi généralisé a I’échelle d’éléments pour I’intérieur des
formes. D’autre part, les exosquelettes et SKIZ des formes peuvent étre directement déduits du
diagramme de Voronoi généralisé de 1’extérieur des formes polygonales.

Il existe de nombreux problémes ouverts liés au diagramme de Voronoi généralisé. Nous en
citons quelques-uns:

Existe t-il un algorithme en O(K log K) dans le cas le plus défavorable pour construire le
diagramme de Voronoi généralisé de K polygones quelconques ? Une approche pourrait étre
I'utilisation du modele “sweepline”[FORTUNE 86] sur les polygones. Pour supporter la
technique “sweepline”, une structure de données avancée associée directement aux polygones
doit €tre développée pour décrire 1’état de la ligne de balayage. Ainsi, une transformation
géométrique appropriée devrait étre introduite ou bien pourrait empruntée 2 la transformation de
Fortune. Une autre approche pourrait consister & trouver une technique qui permette de calculer
en temps linéaire le séparateur entre deux ensembles arbitraires de polygones afin que
Iutilisation de la stratégie “divide-and-conquer” & I’ensemble de polygones puisse produire un
algorithme en O(K log K). Cette derniére approche nécessite de manipuler des séparateurs non
connexes. Il faut donc trouver au moins un point, par exemple un initialisateur défini au
chapitre 5, pour chaque branche connexe du séparateur. Bien que le lemme 5.2 a montré qu’on
peut déterminer a priori la forme d’un séparateur Sep(L, R) selon la position relative de
I’enveloppe convexe de R vis-a-vis de celle de L, L et R ne sont pas deux ensembles
quelconques de polygones. Il semble qu’il existe des difficultés A déterminer la forme du
séparateur entre deux ensembles arbitraires d’objets polygonaux.

Un autre probléme important est de réaliser une insertion aléatoire d’un polygone quelconque
ainsi que la construction complétement dynamique. Dans le contexte de la construction
dynamique, il faut étre capable d’insérer, de facon aléatoire, un objet polygonal dans un
ensemble d’objets existants et d’enlever un polygone. Pour insérer un objet quelconque, il faut
¢galement trouver un algorithme efficace pour manipuler un séparateur plus compliqué que
celui décrit dans le cas d’insertion d’un objet convexe (voir le chapitre 6). L’élimination d’un
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objet polygonal autre qu’un point [GOWDA 83] demande une structure de données plus efficace
pour supporter 1’opération correspondante et vise un algorithme en temps linéaire pour mettre a
jour le diagramme de Voronoi généralisé.

L’analyse de la complexité du cas moyen est généralement plus compliquée. Ceci demande des
suppositions statistiques sur certaines données géométriques. Si nous pouvions démontrer que
I’opération de modification locale, a chaque étape dans 1’algorithme EXVODMP, pouvait étre
effectuée en moyenne en O(k), ou & est la taille du polygone introduit a cette étape ou bien le
nombre moyen d’éléments par polygone de I’ensemble donné, nous pourrions aboutir a une
complexité linéaire dans le cas moyen pour I’algorithme EXVODMP.

A partir de diagramme de Voronoi généralisé, de nombreux problemes liés a la géométrie
peuvent étre résolus efficacement. Notamment, il a ét€ montré ces dernie¢res années que le
probléme de la planification du mouvement en robotique, ol on doit trouver un chemin sans
obstacles entre deux positions données d’un robot dans un environnement modélisé par un
ensemble de polygones, peut tre résolu a 1’aide du diagramme de Voronoi généralisé (au sens
de partition et de graphe). Comme le diagramme de Voronoi généralisé fournit une
représentation et partition exacte d’un environnement, la solution au probléme de la
planification du mouvement issue du diagramme de Voronoi est donc précise. De plus, est-il
envisageable que 1’on puisse, & 1’aide du diagramme de Voronoi généralisé, résoudre le
probléme de la planification du mouvement d’une fagon non heuristique [SHARIR 89] ?

Enfin, comment généraliser le diagramme de Voronoi d’un ensemble de polygones a celui
d’objets dans un espace de dimension supérieure est une grande provocation. Typiquement,
nous voudrions construire le diagramme de Voronoi d’un ensemble de polyédres dans 1’espace
3D. Dans ce cas-ci, un séparateur entre deux objets serait composé de hypersurfaces. En
utilisant 1’idée de décomposition des surfaces des polyedres en éléments (qui pourraient étre :
des sommets, des arétes ouvertes et des plans ouverts dans ’espace) et en explorant
I’approche incrémentale, on pourrait probablement aboutir & la construction du diagramme de
Voronoi d’un ensemble des polyédres dans 1’espace.
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Résumé

Ce mémoire présente les probleémes théoriques et pratiques en vue de la réalisation du
diagramme de Voronoi généralisé (DVG) pour un ensemble de polygones en métrique
euclidienne. Sur la base d’une idée de construction en multi-échelles; le DVG basé€ sur les objets
(polygones) est obtenu d’apres le DVG basé sur les éléments (segments, sommets) ; le DVG
basé sur les éléments est composé du DVG pour ’intérieur et du DVG pour I’extérieur des

polygones.

Pour construire le DVG de I'intérieur d’un polygone, nous avons modifié 1’algorithme de Lee
[LEE 82a] pour lequel des contre-exemples ont été rencontrés. A partir du concept de visibilité,
nous proposons une condition correcte d’arrét du processus de la fusion-de deux DVGs de
chaines.

Pour construire le DVG de I’extérieur d’un ensemble de K polygones, nous avons implémenté
un algorithme d’incrémentation combinée avec “Divide-and-Conquer” dans le cas le plus
défavorable en O(Z,K:l n; log n; + Z,,K=2 Ef;ln‘-) ol n; est le nombre des éléments du i-éme
polygone. Une approche de calcul d’un séparateur en temps linéaire 2 chaque étape
d’incrémentation est proposée. Cette approche constitue la clé de nos algorithmes. Afin de
construire efficacement le séparateur, nous avons aussi propos€ un algorithme pour trouver en
méme temps 1’enveloppe convexe et I’information d’inclusion de deux polygones convexes

d’intersection simple.

En développant a priori la forme d’un séparateur et en déterminant le nombre des branches
(courbes connexes) du séparateur, nous proposons une solution en temps lin€éaire pour la
construction semi-dynamique qui réalise une insertion aléatoire d’un polygone convexe dans un
DVG en construction évolutive.

Un exemple des applications du DVG est ainsi présenté. Nous montrons que les squelettes
continus de formes polygonales, en analyse de formes, sont des caractéristiques inhérentes au
DVG. D’une part, les axes médians des formes sont un sous-diagramme du DVG a I’échelle
d’éléments pour I’intérieur des formes. D’autre part, les exosquelettes des formes sont aussi un
sous-diégrammc du DVG de I’extérieur des formes 2 1’échelle d’éléments, et le SKIZ de formes
est identique au graphe du DVG basé sur les objets des formes polygonales.

Mots clés : Géométrie Algorithmique, Diagramme de Voronoi généralisé, Divide-and-
Conquer, Incrémentation, Complexité, Enveloppe convexe, Axe médian, Exosquelette, SKIZ
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