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AVERTISSEMENT

Le présent document est bati a partir de la note de synthese que j'ai écrite pour la soutenance
de mon habilitation a diriger des recherches, le 20 mai 1997.

Ce n’est donc pas a proprement parler un texte congu pour étre lu de facon ‘autonome’, dans
la mesure ou il s’appuie sur un ensemble de travaux qui figuraient dans le dossier d’habilitation.
Néanmoins, une part importante de ce qu'il présente peut-étre, au moins en premiére lecture,
compris sans nécessairement connaitre les documents en question. C’est pourquoi j'ai choisi de
le publier dans la série des Cahiers du laboratoire Leibniz, aprés quelques retouches. Le lecteur
intéressé pourra s'il le désimmpléterutilement son information en seréféranta un ou
plusieurs des documents de la liste qui suit et que je présente brievement plus bas.
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PRESENTATION SUCCINCTE DES DOCUMENTS

Les treize documents précédents se divisent en deux groupes :

Le premier est constitué de textes a caractére historique. Ce sont les documents n° 1 & 6 ainsi
gue la premiere partie du document n2.1Be document n° 1 me semble devoir étre lu en
premier ; il présente en effet un panorama assez détaillé et exhaustif de I'histoire de la genése de
la théorie des espaces vectoriels.

La premiére partie du document n° 13 correspond a une maturation du travail amorcé dans le
précédent document. D'une part, j'ai, entre temps, approfondi mes rechercloeganes
parties de I'histoire de la genese et sur les débuts de I'enseignement. Mais surtout, I'évolution
porte sur l'effort de synthesépistémologiquevisant a mieux dégager les étapes du
développement historique, leur enchainement et leur contexte, ainsi que le rble et les interactions
des différentes origines de la théorie des espaces vectoriels. On verra dansdaeaet
approfondissement du travail historique a été fondamental dans l'interaction avec les analyses
didactiques.

Les documents 2 a 6 présentent chacun un travail historiquedptadié sur unepartie
précise de la genése des espaces vectoriels.

Le document n°2présente une étude de I'émergence du concept de rang dans le contexte
des systemes d'équations linéaires entre 1750 et 1900. L'exhaustivité de I'étude et le détail du
contenu mathématique de certains textes assez techniques rendent le style de cet article un peu
lourd et ont nui a une bonne explicitation de certains caracteres épistémologiques. Dans ce sens,
le premier paragraphe de la premiére partie du document n° 13 permet de mieux comprendre
certaines idées qui n'étaient pas encore bien mises en évidence dans le document n° 2. Ces idées
ont une influence essentielle sur notre analyse didactique a propos du concept de dépendance
linéaire (cf. document n° 12, et ce qui suit).

Le document n° 3 présente notre travail historique le plus récent et développe de facon plus
détaillée que dans le document n° 13, I'histoire de I'émergence du concept d'espace vectoriel de
fonctions.

Les documents n° 4, 5 et 6 portent sur le travail de Grassmann.

1Le document n° 13 est un livre de synthése dont jai assuré I'édition. J’en ai par ailleurs écrit la premiére
partie (analyse épistémologique), et co-signé deux des gpegmaiers chapitres de ldeuxiemepartie, qui
présentent les travaux du groupe, dans lequel je méne une part de mes recherches. J'en ai enfin écrit le dernier
chapitre qui présente divers travaux sur I'enseignement de l'algébre lin€aire. Les autres chapitres ont été écrits par
des équipes de recherche canadienne et américaines. Une version anglaise et actualisée vient de paraitre :

Dorier J.-L (ed.) (2000Dn the teaching of linear algebr®ordrecht : Kluwer Academic Publisher (xxii + 288
pages).

2 On pourra aussi consulter un travail plus récent (et peut-étre plus accessible) sur le méme sujet, élaboré a
partir d'un atelier que j'ai animé lors d’une université d'été d’'histoire des mathématiques : Dorier J.-L. (1999) Le
concept de rang dans les systémes d'équations linéaires, in IREM des Pays de Ldrer(ibdition a une
approche historique des mathématiques — IREM - Actes de la 7° université d'été interdisciplinaire sur I'histoire des
mathématiqueg/niversité deNantes, 12-17 Juillet 1997, pp. 237-252.



Le documentn® 4 est untexte d'introduction destiné a un public ne connaissant pas
I'Ausdehnungslehm@e Grassmann.

Les documents n° 5 et 6, plus particulierement destinées spécialistegnalysentles
conditions qui ont permis a Grassmann de dégager les concepts élémentaires d'algébre linéaire,
en particulier celui de dimension, de facon trés précoce. dlwlysentaussi laplace et
I'influence de I'ceuvre de Grassmann dans I'histoire des espaces vectoriels.

Le deuxiemegroupe de documents porte sur des travdigactiqueset comprend les
documents n° 7 a 12 et certains chapitres de la deuxiéme partie du document n° 13.

Le document n° 7 est un article publié a la suite de ma thése de doctorat, il en reprend de
facon synthétique les principaux résultats et laisse déja apparaitre I'orientation épistémologique
de mes travaux. En particulier, il souléve la difficulté didactique liée a la nature unificatrice et
généralisatrice de l'algébre lin€aire et le choix d'utiliser le levier méta.

Le document n°® 8 reprend I'analyse faite dans ma thése de doctorat d'un probléeme portant
sur la formule de Gregory, tel qu'il avait été posé dans une section ordindDEWE et
présente une reformulation de ce probléeme eny intégrant une dimension méta, conformément
aux conclusions des précédents travaux. On y trouve les résultats d'une expérimentation de ce
probleme reformulé.

Le documentn® 9 analyse sur la base de deexpérimentations)es caractéristiques
épistémologiques des concepts unificateurs et généralisateurs et I'utilisation du levier méta dans
leur enseignement.

Les documents n° 10 et 11 présentent de facon synthétique I'expérimentation menée a Lille,
les résultats et les problemes méthodologiques qui y sont attachés, en particulier en rapport avec
l'intégration de la dimension méta dans un projet long.

Le document n° B2montre sur I'exemple du concept de dépendance linéaire comment j'ai
intégré dans une réflexion épistémologique conjointe les résultats de mess analyses historiques
et didactiques.

Enfin les quatre premiers chapitres de la deuxieme partie du document n° 13 présentent de
facon synthétique une vue globale sur la recherche de notre groupe, a trabdes utes

3 Cette publication faisait suite & une conférence donnée en 1996 au congrés ICME de Séville. Pour des
raisons matérielles, elle n’est parue sous sa forme définitive que trés réecemment. Au moment de soutenir mon
habilitation, ces idées était trés récente. La réflexion ainsi amorcée a été depuis prolongée dans quelques autres
publications :

Dorier J.-L., Robert A., Robinet J., Rogalski M. (2000) On a research program about the teaching and learning
of linear algebra in first year of French science universitgrnational Journal of Mathematical Education in
Sciences and Technolog¥ (1), 27-35

Dorier J.-L. (1998a) Etat de l'art de la recherche en didactique des mathématiques a propos de I'enseignement de
I'algébre linéaire Recherches en didactique des mathématifj8¢2 ), 191-230.

Dorier J.-L. (1998b) The role of formalism in the teaching of the theory of vector spauear;, Algebra and its
Applications, 275-276 1998, 141-160.

Dorier J.-L. (1998c) On the teaching of the theory of vector spaces in first year of French science university,
EduMath6, 38-48.



résultats acquis, degrandes lignes de questionnements, mais aussi des perspectives. Les
guatre dernierghapitresdonnent une vision de lplace de ces travaux dans leontexte
international de la recherche en didactique sur l'algébre linéaire.

L'ensemble de ces travaux présente une unité évidente autour du théme de l'algébre linéaire.
Dans l'essai de synthése qui va suivre je vais m’attacher a montrer un autre type d'unité portant
non pas sur le contenu mathématique étudié mais sur la méthodologie de recherche employée,
tout en en soulignant I'originalité. Mon but est ici de montrer le réle central joué dans mes
travaux didactiques par l'interaction avec mes recherches historiques. Ce point est déja évoqué
dans tous les documents du deuxiéme groupe précédent, a des degrés plus ou moins forts.
Dans ce qui suit je vais aborder cette question sous un phglegénéral, en dégageant,
au—deladu seulexemplede l'algébre linéaire, la nature déegeractionspossibles entre
recherches historique et didactique et leur apport épistémologique, en dégageant également des
guestions de méthodologie. Je m’appuierai sur les documents prét@demtsonstruire ma
réflexion.

4 | es référence a ces documents sont données dans la suite avec le numéro entre crochets.



INTERACTIONS ENTRE RECHERCHES EN HISTOIRE ET EN
DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES POUR L'ELABORATION
D'UNE REFLEXION EPISTEMOLOGIQUE SUR LES QUESTIONS

D'ENSEIGNEMENT ET D'APPRENTISSAGE

L'EXEMPLE DE L'ALGEBRE LINEAIRE

Par I'objet méme de son étude, la recherche en didactique des mathématiques présente un
caractéreexpérimental,cependantle travail "de terrain" (observations,expérimentations,
analyses de productions d'éleves, etc.) est sous-tendu par un travail préalable important ayant
trait a "I'étude du savoir mathématique". Cette étude est une phase fondamentale pour que le
chercheurpuisse prendre ses distances par rapport aux enjeux didactigues. Le sens des
concepts, les problémes qui s'y rattachent, la position relative d'un élément de savoir dans un
savoir plus large qui I'englobe, mais aussi la variabilité de ces données en fonction des périodes
et des institutions, etc. sorautant de questions quiaident a mieux comprendre le
fonctionnementd'un systeme didactique. De plus, ¢bercheuren didactique ne peut se
contenterd'un point de vueinterne au systeme d'enseignement, il analyse le processus
complexe qui conduit de la production du savoir dans la communauté mathématique jusqu'a son
enseignement, en replacant I'enjeu de connaissance dans le contexte plus vaste de la constitution
des savoirs. C'est en particulier ce qu'exprime Chevallard (1991, 15) quand il nous dit que "le
concept de transposition didactique, par cetalementqu'il renvoie au passage du savoir
savant au savoir enseigné, donc a I'éventuelle, a I'obligatoire, distance qui les sépare, témoigne
de ce questionnement nécessaire [...] C'est I'un des instrumentaipieitaque la didactique
doit opérer pour se constituer en son domaine propre ; il est ce par quoi lI'entrée du savoir dans
la problématique de la didactique passe de la puissance a l'acte [...]".

Ainsi une part importante de I'analyse didactique consiste a prendre en compte I'évolution et
la constitution historiqgue du savoir mathématique dans la sphére savante et ses rapports avec la
constitution du texte du savoir enseigné. En outre, le processus de transposition didactique est
complexe, il ne commence pas au moment ou l'enseignant prépare son cours, il est au contraire
a ce moment la dans sa phase finale, I'enseignant n'ayant plus que le contr6le de variables
locales dans la présentation du texte du savoir. Le chercheur en didactique est donc tenu de
remonteraux sources de cprocessusjusqu'ala production du savoir savant, pour "se
déprendre de la familiarité de son objet d'étude, et exercer sa vigilance épistémologique" (ibid.,
15).



D'ailleurs, la pertinence de la référence a I'histoire du savoir depuis ses origines dans la
sphére savante ne se limite pas au travail spécifique d'analyse de la transposition didactique et
touche a la plupart des aspects de la recherche en didactique.

Des le début de nos recherches sur I'enseignement de l'algebre linéaire, nous avons construit
notre réflexion sur un planépistémologiquedans unedialectique entre nosinvestigations
didactiqueset historiques. Poursuivant nous-méme une étude de la genése historique de
l'algebre linéaire, nous avorteujours eu le souci d'intégrer les résultats deraeail de
recherche historique dans notre recherche didactiimversementnotre analyse didactique,
nous a permisd'aborder dans notretravail historique des questiongpistémologiques
nouvelles. Nos recherches ont ainsi pu progresser dans une dialectique dynamique entre leur
pole historique et leur pdle didactique.

Le but de cette note de synthése est de donner une perspective théorique et méthodologique
de cette dialectique entre les recherchesdidactique et historique, dans laréflexion
épistémologiquesur des questions d'enseignemgaitapitre ). Cette mise enperspective
permettraune lecture renouvelée(chapitresll a 1V) de notretravail sur l'algébrelinéaire
(présenté a travers les différents articles du dossier, auxquels nous ferons référence).

Ce cadrage théorique est le fruit d'une réflexion sur notre propre pratique de recherche, c'est
pourquoi les trois derniers chapitres de cettée permettront, outre d'exemplifier le cadre
général proposé au premier chapitre, d'en valider en quelque sorte la pertinence. Par ailleurs,
cette mise en perspective théorique s'appuie sur des traleaukvers auteurs, portant sur
I'épistémologie, la didactique ou I'histoire des mathématiques, et sur les liens entre ces trois
domaines de recherche, ce qui nous permettraitder notretravail dans unensemblede
recherches épistémologiquest didactiques sur des questions d'enseignement des
mathématiques.

Précisons dés maintenant ce projet pour en éclairer la présentation qui va suivre.

L'étude repose sur trois mots cle&pistémologie, didactiquethistoire des mathématiques

L'épistémologie apparait comme le terme médiateur qui fait le lien entre le travail historique
et le travail didactique :

Histoire des
mathématiquey

Didactique des
mathématique

Epistémologie des
mathématiques

autrementdit, I'épistémologie joue un réle transversal elie interagit a la fois avec la
didactique et I'histoire des mathématiques. Afin de mieux comprendre cet aspect médiateur de
I'épistémologie, nous nous interrogerons, dans pmamier temps, sur les diverses
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significations que recouvrent ce terme. Cela nous permettra de mettre en évidence une grande
diversité d'approches se réclamant de I'épistémologie. Nous en conclurons qu'il serait donc
vain pour notre propos, de vouloir définir I'épistémologie comme un domaine propre et bien
délimité, aussi définirons-nougssentiellement'adjectif "épistémologique”,dans un sens
volontairement "mou”, pour rendre compte de la richesse et de la variété de points de vue qu'il
recouvre.

A la lumiére de l'analyse précédente, nous examinerons ensuite l'importance et la nature du
caractere épistémologique de la recherche en didactique des mathématiques.

Puis nous nous interrogerons sur la nature de la recherche en histoire des mathématiques et
ses diverses facettes épistémologiques.

Apreés ces clarifications sur la diversité de I'épistémologie et les liens qu'elle entretient avec la
didactiquedes mathématiquesl'une part et I'histoire desnathématiquesde I'autre, nous
aborderons la question centrale de cette notsyth¢hése :celle des liens entreecherches
historique et didactiqueet plus précisémentous nousattacheronsa déterminerles types
d'interaction, au niveau épistémologique, entre ces deux types de travaux.

Pour commencer, afin d'éviter toute ambiguité, nous commencerons par montrer en quoi
notre démarchese distingue des travauxxpérimentauxportant sur [l'utilisation de textes
historiques dans l'enseignement.

Nous présenterons ensuite notre démarche, en commencant par la situgpoar aux
travaux visant a I'élaboration au niveau de I'enseignement d'une genése expérimentale articulée
sur la prise en compte de la genese historique et des outils théoriques de la didactique. Nous
dégagerons également les grands traits méthodologiques et I'originalité de notre travail.

Ce qui précéde constitue le plan du chapitre | de cette note de synthese. Nous ne donnerons
le plan des trois chapitres suivants qu'aprés apoésenté le cadre général, caesta la

lumiere de celui-ci que la division opérée et I'organisation retenue prennent tout leur sens.

|. CADRE GENERAL

1. Epistémologie, didactique et histoire des mathématiques.

a- Surladiversitéquerecouvrd'épistémologie

L'épistémologie recouvre plusieurs types de travaux qui révelent une grande richesse et une
diversité d'approche. Nous allomsontrer cette diversité tout en nousattachanta dégager
certains points communs.
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i - Origine etévolutiondu termeépistémologie

Le terme d'épistémologie est récent et n'apparait qu@sidée, il est formé des deux
racines grecqueépistemdscience) etogos (discourssur, étude de). Dans |¥ocabulaire
technique et critique déa Philosophiede Lalande (début 2®), on en trouve ladéfinition
suivante "Ce mot désigne la philosophie des sciences mais avec un sens un peu plus précis. Ce
n'est pas proprement I'étude des méthodes scientifiques, qui est I'objet de la Méthodologie, et
fait partie de la Logique. Ce n'est pas non plus une synthése ou une anticipation conjecturale
des lois scientifiques [...]. C'est essentiellement I'étude critique des principes, des hypothéses
et des résultats des diverses scienastinéea déterminer leur origine logique (non
psychologique), leur valeur et leur portée objective.". Dansstyle plus succinct, Ipetit
Larousse (édition de 1973) se restreint a : "étude des sciences, ayant pour objet d'apprécier leur
valeur pour I'esprit humain". L'épistémologie apparait donc classiguement comme une partie de
la philosophie des sciences. Dans quetiesures’en distingue-t-elle? La philosophie des
sciences vise a mettre en évidence les moyens de la connaissance scientifique, a caractériser les
objets auxquels elle s'applique, a déterminer sa validité, c'est-a-dire a la fonder en vérité. On
peut distinguer deux objectifs qui sont toutefois assez indissociables :

- rechercher une "connaissance positive" (de quoi parle le savant ? comment en parle-t-il ?)

- faire de la pratique scientifique I'objet d'un jugement (qu'est-ce qu'une Vvérité scientifique ?

a quelles conditions y a-t-il vérité ? dans quelles limites peut-on parler de vérité scientifique ?).

L'épistémologie au sens strict peut apparaitre soit comme le nom savant de la philosophie
des sciences soit comme limitée au premier objectif, c'est-a-dire a I'étude des conditions de
production des connaissances scientifiques.

Il semble néanmoins que le sens du mot s'est largement étendu depuis plusieurs années.
Cette évolution doit beaucoup au développement de domaines tels que I'histoire des sciences ou
les sciences cognitives qui entretiennent avec I'épistémologie des rapports étroits. Ainsi le terme
d'épistémologie s'est-il appliqué a de nouvelles problématiques, son sens s'est alors élargi. En
particulier, il n'est pas rare aujourd'hui qu'épistémologie désigne la théorie des méthodes ou
des fondements de la connaissance, ce qui est le sens duef@steenologen anglais, le
terme francais de gnoséologie n'étant plus guére ukitégsageintroduit par Piaget dans
I'expressionépistémologie génétiquémoigne decet élargissement'emploi : "laméthode
génétique revienta étudier les connaissances en fonction de leonstructionréelle ou
psychologique, et a considérer townnaissance&omme relativea un certain niveau du
mécanisme de cette construction.” (Beth et al. 1957, 19).

ii_ - Rapportsaved'histoire dessciences
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Nous venons de dire que I'histoire des scieradsetient des rapports étroits avec
I'épistémologie, quelle est plus précisément la natureederapports ? Dans umeemiére
approche, il semblerait que I'histoire des sciences est restreinte a une énumération contingente
des événements scientifiquasut au plus mis emperspectivea travers l'idéegénéralede
progrés. Une telle vision est cependant tres limitative, comme le souligne G. Canguilhem :
"L'histoire d'une science ne saurait étre une simple collection de biographies, ni a plus forte
raison un tableau chronologique agrémenté d'anecdotes. Elle doit étre aussi une histoire de la
formation, de la déformation et de la rectification de concepts scientifiques." Il ne s'agit donc
plus seulement d'une description de faits, mais de la recherche d'une cohérence interne a travers
les différents problemes et concepts qui donnent leur sens a une science. Ainsi I'histoire d'une
science est-elle inséparable d'un questionnement épistémologique qui peut étre une part plus ou
moins importante de l'analyse.

Bachelard cependant veut distinguer I'histoire et I'épistémologie d'une science :

"C'est (...) l'effort de rationalité et de construction qui doit retenir I'attention de
I'épistémologue. On peut voir ici ce qui distingue le métier d'épistémologue de celui d'historien
des sciences. L'historien des sciences doit prendre les idées comme des faits. L'épistémologue
doit prendre les faits comme des idées, en les insérant dans un systeme de pensées. Un fait mal
interprété par une époque restefait pour I'historien. C'est au gré de I'épistémologue, un
obstacleou une contre-pensée.

(...) Trop souvent le souci d'objectivité qui améne I'historien des sciences a répertorier tous
les textes ne va pas jusqu'a mesurer les variations psychologiques dans l'interprétation d'un
méme texte. A une méme époque, sous un méme mot, il y a des concepts si différents! Ce qui
nous trompe, c'est que le méme mot a la fois désigne et explique. La désignation est la méme ;
I'explication est différente.

(...) L'épistemologue doit dons'efforcerde saisir les conceptrientifiquesdans des
synthéses psychologiques effectives, c'est-a-dire dans des synthéses psychologiques
progressives, en établissant, a propos de chaque notion, une échelle de concepts, en montrant
comment un concept en a produit un autre, s'est lié avec un autre. Alors il aura quelque chance
de mesurer une efficacité épistémologique. Aussitdt la pensée scientifique apparaitra comme une
difficulté vaincue, comme un obstacle surmonté." (Bachelard 1938, 17-18).

Du méme coup, avec Bachelard, I'épistémologie devient plus historique et il lui revendique
le statut de science. Il ne faudrait pas voir dans le travail de Bachelard une péjoration du travail
historique. Ladistinction qu'il souléve montre awontraire la complémentaritédes deux
approches et revendique l'importance de la réflexion épistémologique dans le travail historique
sans dénigrer I'importance de ce dernier. De plus, ce qui est trés important pour l'usage que
nous faisons de I'histoire et de I'épistémologie c'est que ces deux sciences ont chez Bachelard
un caractéereessentiellementocal, régional. Autrement dit, Bachelardrécuse l'idéed'une
histoire ou d'une épistémologiegénéraledes sciences, ce qui ne veut pas dire que
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I'épistémologie ou I'histoire régionales soient une histoire ou une épistémologie spécialisées.
Les frontieres entre les régiorssientifiqguessont mouvantes et I'épistémologie doit rendre
compte de leurs mouvements en analysant les rapports de constitution qui lient les unes aux
autres les différentes régions.

ii - Diverscourants

Dans unarticle portant surl'expression“enfant épistémologue”, Drouifl991, 28-29)
distingue quatre courants distincts de I'épistémologie que nous résumons - en reprenant ses
termes - ci-dessous :

1) Epistémologie historique

Cette "épistémologie s'appuie sur la science du passé pour découvriderriere les
tatonnements, les erreurs, les fausses routesntgiions sanslendemainet les obstacles
divers, des conditions de possibilité de I'émergence de concepts scientifiques nouveaux, qui
sont autant d'éclairages sur cegu'est une scienceet sur ses méthodes de validation."
(Bachelard, Canguilhem)

2) Epistémologie "a priori"

Cette "épistémologie procedepaiori, tentantde définir peut-étremoins lasciencetelle
qu'elle est ou a ét&ue telle qu'elle devrait étre dans sa pureté et sa rigueQltest une
épistémologie plus proche de geie les philosophes ont longtemps mis souserme de
"logique”, s'appuyantsur desformalisationsa priori, définissant desritéres idéaux de
validation." (Popper, Lakatos)

3) Epistémologie de la science telle gu'elle fonctionne

Cette "épistémologie observe lascience telle qu'elle fonctionne dans le monde des
scientifiques, avec leurs rapports de force et leurs rivalités, s'intéresse a la difficulté, pour une
théorie nouvelle, a s'installer a c6té de la science reconnue par la communauté scientifique du
moment, jusqu'a ce qu'une "révolution" scientifique parvienne a chdegerormes."Elle
revét un caractere plus sociologique. (Kuhn)

4) Epistémologie génétique

Cette "épistémologie toujours a la recherche des caractéristiques du savoir scientifique, tente
de les trouver dans la genese du savoir, en s'appsgaintine observatioempirique des
enfants.” (Piaget)

Il n'est pas dans notre propos de discuter ni de la pertinence ni de I'exhaustivité d'un tel
découpage. Ce qui nousnporte de relever c'est la variété contenue derriére le mot

d'épistémologie, tout en en dégageant une forme d'unité dans la démarche de questionnement.

iv - Surl'épistémologigénétique
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Mais arrétons-nous un moment sur le cas de I'épistémologie génétique, car il constitue un
prolongementde ['épistémologieparticulierementimportant pour le didacticien. En effet,
I'épistéemologie génétique s'intéresse au développement des connaissance chez l'individu, alors
que I'épistémologie s'étaijuqu'alors intéresséeau développmentdes savoirs dans les
institutions productrices (les milieux scientifiques). Du coupcette épistémologie quitte
I'attachement a la philosophie pour se constituer en science humaine et expérimentale. D'avoir
donné a l'épistémologie un aspespérimentaln'est pas le moindranérite de Piaget, et
certainement une condition nécessaire a l'existence de la didactique des mathématiques.

Piaget (1967, 6-7) donmkeux approximations pour définir I'épistémologie :

I) Etude de la constitution des connaissances valables.

Le terme "constitution" montre I'idée d'un processus, alors que l'usage du pluriel insiste sur la
différenciation disciplinaire et que leterme "valables" révéle une conceptionnormative du
savoir.

i) Etude du passage des étate moindreconnaissanceaux états de connaissanceplus
poussée
Cette position induit la dimension de genese d'une connaissance, et en détermine la nature.

Ces deux points de vue coincident si I'on considére que la constitution des connaissances
n'est jamais achevée. Or c'est ce qu'expriment Beth et al. (1957, 18) : "Déterminer comment
s'accroissent les connaissances implique que I'on conspdgmaéthodetoute connaissance
sous l'angle de son développement dans le temps, c'est-a-dire comme un processus continu
dont on ne saurait jamais atteindre ni le commencement premier ni la fin. Toute connaissance,
autrementdit, est a envisagecomme relativea un certain état antérieur de moindre
connaissance, et comme susceptible de continuer elle-méme un tel état antérieur par rapport a
une connaissance plus poussée."

On retrouve la encore l'idée de genébene connaissanceui est tréesimportantedans
I'ceuvre de Piaget. Selon (Lercher, A (198%)s mots de la philosophiBaris : Belin, 80-81)

"la genése d'un étre, d'une institution, d'un quelconque objet d'étude, c'est I'ensemble des
étapes par lesquelles il est arrivé, depuis son origine, jusqu'a I'état dans lequel on le considere".

C'estaussi un point deonvergenceavec laperspectivede Bachelard. Il ndaudrait
cependant pas croire que ces deux auteurs ont une perception uniforme et linéaire de la genese
de la connaissance. Au contraire, dans des domaines assez différents, ces deux types de travaux
ont permis de dégager demtions liées a l'idée de rupture et d'obsfactpui mettenten
évidence justementle caracterenon uniforme et nonlinéaire de la progression de la
connaissance.

Piaget relie par ailleurs son approche a ce qu'il appefteééthode historico-critiquegroche
de I'épistémologie historique de Bachelard. Pour lui "la méthode complete de I'épistémologie

> Nous reviendrons en détail sur la notion d'obstacle.
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génétiqueest constituéepar une collaboration intime des méthodeshistorico-critique et
psychogénétique, et cela en vertu du principe suivant [...] : que la nature d'une réalité vivante
n'est révélée ni par ses seuls stades initiaux, ni par ses stades terminaux, mais par le processus
méme de ses transformations. [...] Or, dmette constitution progressive, laméthode
psychogénétique fournit seule la connaissance des paliers élémentaires, méme si elle n'atteint
jamais le premier, tandis que la méthode historico-critique fournit seule la connaissance des
paliers, parfoisintermédiairesmais en tous cas supeérieursfmesi elle n'est jamais en
possession du dernier [...]" (Beth et al. 1957, 23).

Ainsi Piaget établit-il un lien entre phylogenese et ontogenése. |l se garde toutefois de dire
gue la deuxiéme serait une réplique de la premiére a petite échelle, mais il établit plutdt un lien
de filiation, comme si I'évolution d'une connaissance chez un individu était constitutive de la
genéseglobale de cette connaissance. On verra plus lodommentla didactique des
mathématiques a repris et dépassé celibe encombinaisonavec d'autres,essentiellement
issues de Bachelard.

v - Essaidedéfinition

Ce tour d'horizon nécessairement non-exhaustihtre I'extrémediversité que recouvre
l'usage du terme épistémologie.ll apparaitdifficle de le dissocier de la philosophie des
sciences, ou de la théorie de la connaissance (scientifique). Par ailleurs, ses liens avec l'histoire
des sciences sont également trés importants. Enfin depuis Piaget, I'épistémologie se trouve au
coeur de nombreuses théories de I'apprentissage. Il en rgssodans |'optique de notre
travail, nous avons intérét a conserver a ce terme l'usage le plus large possible. En effet, la
didactique des mathématiques s'est construite en se nourrissant des approches se réclamant de
I'épistémologie que nous venod&voquer.Nous n‘avonspas aécrire une définition de
dictionnaire, ni a déterminer une discipline scientifique que I'on nommerait épistémologie et
qui, pour des raisons institutionnelles, devn&itevoir une définition afin de délimiter ses
objectifs et ses moyens en rapport avec les autres sciences établies. Nointénessons
essentiellement a I'épistémologie en ce qu'elle nous permet de mieux comprendre les liens entre
la constitution du savoir dans la sphére savante d'une part et I'enseignement et lI'apprentissage
de ce savoir d'autre part.

C'est dans le sens de cette ouverture qu'il nous semble préférable de donner une définition
de I'adjectif "épistémologique", sans nous risquer a définir le substantif, qu'au demeurant nous
emploierons peu. Ainsi proposons-nous comme définition du témstémologique : qui est
relatif a I'évolution des savoirs ou desonnaissancegpour nous ils seront toujours
mathématiques Le terme évolution est a prendre au sens le plus large : elle peut concerner
aussi bien un systéme, qu'une institution ou un individu, etc., de plus, elle ne se réduit pas
seulement a I'idée de progres, mais peut aussi se révéler étre une stagnation ou un recul. En
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outre, les termes savoirs et connaissances sont a prendre ici daesagénérique; une
connaissance est liée a umdividu dans un rapport de mise donctionnalitérelatif & un
ensemblede situationsdéterminéesglle n'est susceptiblede devenir un savoigu'apres
dépersonnalisation et décontextualisé@ti@ette approche "minimaliste” a I'avantage de mettre
l'accent sur l'aspealynamiqueet pluraliste des savoirs et des connaissances, de plus la
définition retenue s'applique partout ou des savoirs et des connaissances mathématiques sont en
cours de constitution, d'acquisition, d'évolution, d'application ou de transformation, on pourra
donc appliquer 'adjectif dans un cadre trés large, en particulier aussi bien pour la classe et
I'éléve que dans le contexte historique.

b - Aspectépistémologiqueela didactiquedesmathématiques

Il s'agit maintenant de préciser ou se situe I'objet de la didactique des mathématiques par
rapport a la définition proposée.

i - L'épistémologi@ucceurdela didactique

La didactigue des mathématiques se distingue d'autres types de recherche sur I'éducation par
le fait qu'elle ne s'intéresse a une relation de maitre a éléve(s) que dans la mesure ou il y a une
volonté pour I'un d'enseigner et pour l'autre d'apprendre un savoir mathématique précis, c'est-
a-dire une intention didactique. Cette intention peut bien entendu étre institutionnelle, comme
c'est le casdans le systémecolaire habituel ou elle peut méme avoir a s'opposera des
résistances personnelledutrement dit, comme nous I'avons déja souligné dans notre
introduction, le parti pris fondamental de la didactique consiste a ne regarder la relation maitre-
éléve(s) que dans ce qu'elle a de spécifique au savoir en jeu (et enjeu de connaissance) dans la
situation, si bien quéoute analyse didactique doit englober un aspect deature
épistémologique au sens ou nous avons défini ce terarelessus. Méme si le poids
épistémologique est plus ou moins fort selon le type d'analyses, il est primordial de ne pas
négliger ce point. Cette position n'exclut pas les aspects psychologiques, sociaux ou culturels
de la relation didactiqgue, maisceux-ci seront examinésdans leurs rapports a la nature
épistémologique de la relation entre maitre et éleve(s).

Pour préciseda natureépistémologiquede la didactique, regardons a présemnment
Chevallardsitue le probléeme. Dans la postface adéuxiemeédition de la Transposition

6 Pour une distinction plus fine dees termes, on pourra consulter Rouchier, A. (1%tiide de la
conceptualisation dans le systéeme didactique en mathématiques et informatique élémentaires : proportionnalité,
structures itéro-récursives, instituionnalisatjdhése d'état, université d'Orléans, ou Connes, F (1992) : Savoirs
et connaissances dans la perspective de la transposition didaRgherches en Didactique des Mathématiques
12-2/3, 221-270.

7 Rappelons que la didactique a failli s'appeler "épistémologie expérimentale".
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Didactique il s'interroge sur la place de la didactique, et propose de la situer dans le champ de
I'anthropologie ("I'étude de I'Homme"). Trés schématiquement, son point de vue est le suivant.
Il distingue savoir et connaissance : "Une certaine connaissance, c'est-a-dire une certaine qualité
du rapport a un objet, se donne a voir. Au lieu qu'un savoir est tosjqpeséll se présente

a nous par ses emblemes (sa dénomination, etc.), et nous le rencontrons comménprésent
absentia comme une potentialité - ou un manque quand nous voulon$l'apprendre"."
(Chevallard1991, 209). Il parle alors de ladidactiquede la connaissance ou didactique
cognitive.Or celle-ci ne saurait étre incluse dans la sentaropologie cognitivell y manque

encore la composante relative a l'intention didactique, c'est pourquoi l'auteur introduit le terme
d'anthropologiedidactique de la connaissance Par ailleurs,comme il a associé I'adjectif

cognitif au terme de connaissance, il associe I'adjectif épistémologique au terme dgikavoir
identifie ainsi I'anthropologie des savoird'anthropologie épistémologiqueet finalement a
I'épistémologieCe jeu sur les mots est pour lui le moyen de montrer non seulement les liens
entre la didactique et I'épistémologie, mais aussi I'apport de I'approche de la didactique, dans sa
dimension anthropologique, pour [I'épistémologie : "Il est asdar maintenant que
I'épistémologie telle qu'elle existe s'est donnée jusqu'ici avec passion a I'étude quasi exclusive
de la productiondes savoirs et a I'étude de leurs producteursquétile anégligé et leur
utilisation, et leurenseignemenOr ceux-ci ne peuvent étre écartés d'une étude anthropologique
des savoirs." (ibid., 21P)Ce vocabulaire étant mis en place, I'auteur est prét a nous fournir la
clé de sa définition de la didactique, définition qui la situe dans le champ de I'anthropologie :

"Au croisementde l'anthropologie des savoirs et de l'anthropolatjdactique de la
connaissance, il y a I'anthropologieactiquedes savoirs, dont l'objet est la manipulation des
savoirs dans une intentialidactique et en particulief'enseignementes savoirs. La aussi,
écourtons. De méme qu'on a parlé de didactique de la connaissance (ou didactique cognitive),
parlons, pour faire bref, ddidactique des savoir€elle-ci est donc a la fois une division de
I'anthropologie des savoirs ou épistémologie (en notre sens) et de la didactique cognitive. C'est
exactement elle que je nommerais désormais -nouveau racadidegitique,sans plus.” (ibid.,

211).

Cette approche par les définitions et partant du principe que la didactique est une partie de

I'anthropologie est complétée par Chevallard, qui précise, plus loin, le role primordial que joue

8 On remarquera tout de suite une différence avec notre choix. Celle-ci résulte en partie d'une différence dans la
séparation des termes connaissance et savoir. Je pense qu'elle résulte également de la volonté de Chevallard de
garder un sens plus restreint au mot épistémoldgienglobant pas, entre autres, le sens d'épistémologie
génétique) pour mieux montrer I'apport de la dimension anthropologique (cf. la citation qui suit). On va voir que
cette différence dans I'utilisation du terme épistémologique sera quasiment gommée dans la derniere étape de
I'élaboration de définitions par Chevallard.

9 sans adhérer entiérement a cette critique a peine masquée de I'épistémologie "classique”, nous retiendrons de
cette citation que l'appel explicite au cadre anthropologique permet d'envisageek®ns d'utilisation et
d'enseignement au méme niveau que celles de production. Ce qui n'était srement pas le cas jusqu'alors, méme si
certaines études épistémologiques avaient abordées les deux premiers types de problemes. C'est donc plus un
positionnement théorique qui est en jeu qu'un constat de faits.
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la sphére de production dans la Iégitimité épistémologique des choix d'enseignement : "[...]
Une des plus fortes legcons qu'ait procurée la didactique (...), c'est que I'enseignement d'un
savoir, plus largement sa manipulation didactique en général, ne peuvent, en bien des aspects,
se comprendre si I'on ignore et ses utilisations et sa production [...]" (ibid., 211-212). "Dans le
cas d'un savoir savant, en effet, la sphére de la production en vient a assumer, par le biais
notamment de I'Ecole et de la transposition didactique, un rdole bien plus large que celui de
productionstricto sensy...] La sphere de la recherche en un savoir savant est un belvédeére
d'ou peuvent s'observer, et ou finissent toujours par trouver quelque écho, les mouvements
affectant le monde complexe et naturellement opaque des pratiques de ce savoir. Tout tend a
monter vers elle, parce que tout tend a rechercher l'investiture épistémologique et culturelle du
savoir savant qui y est produit.” (ibid., 233).

ii - Surleréle del'histoire desmathématiquesndidactique

Des travaux de Piaget et de Bachelard notamment, la didactique des mathématiques a retenu
le concept de genese. L'enseignement vise a recréer dans la classe une genése des concepts
mathématiques que I'éléve doit s'approprier. Cette genése sera qualifiée d'artificielle, dans la
mesure ou ce'est pas la genése historique ou d'expérimentale, parce qu'ellkéesi
I'expérience de la classe et de chaque éleve.

Cependant il est une illusion contre laquelle il faut lutter, qui consiste a croire pouvoir recréer
dans I'enseignement les conditions de la genése historique. Cette illusmmdsesur une
analogie biologique qui consiste a dire que I'ontogenése ne serait qu'une courte récapitulation
de la phylogenése. Une lecture un peu rapide des travaux de Bachelard et de Piaget pourrait
conduire a de tels présupposés. Les didacticiens des mathématiques ont une position unanime
sur ce fait : "Certes lesontraintesqui gouvernent ces genesgstificielles) ne sont pas
identiques a celles qui ont gouverné la genése historique, mais cette derniére reste néanmoins,
pour le didacticien, un point d'ancrage de l'analyse didactique, sorte po®nontoire
d'observation, quand il s'agit d'analyser un processus d'enseignement donné ou une base de
travail, s'il s'agit d'élaborer une telle genese." (Artigue 1991, 244).

En fait 'usage du mot genése pediite trompeur en faisant croire a daveloppement
linéaire et uniforme, ce qui n'est jamais le cas pour un savoir mathématique. La réalité est plus
complexe, elle fait intervenir plusieurs origines, un réseau de problémes qui ont joué des rbles
divers. Ces rbles peuvent étre non seulement plus ou moins importants, mais aussi redondants.
Dans certains cas, I'évolution historique peut avoir suivi un parcours inutilement sinueux et des
raccourcis possibles ont pu intervenir par la suite, ou bien il est facile de les imaginer. Ainsi la
réalité historique n'est pas un modeéle parfait sans scories. On peut des lors bien sOr envisager
de réorganiser les événements de facon a ne choisir que les étapes essentielles, en raccourcir
certaines, en regrouper d'autres, etc. Mais un tel travail est difficile et n'est plus a proprement
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parler historique. Il comporte aussi le danger d'étre exposé a l'arbitraire et au subjectif. Il doit
s'intégrer dans une problématique bien définie et s'appuyer sur un cadre d'analyse théorique
qui devra englober des outils didactiques. C'est déja ce qu'exprimait Brousseau dans un article
de 1981 sur I'enseignement des décimaufour organiser une genésgperimentalequi

donne un sens convenable & la notion de décimal, il faut faire une étude épistémologique afin de
mettre en évidence les formes sous lesquelles le décimal s'est manifesté et leur statut cognitif.
[...] Iy a un équilibre & trouver entre un enseignement "historique™ qui restaurerait une forét de
distinctions et de points de vue périmés dans laquelle se perdrait I'enfant, et un enseignement
direct de ce que I'on sait aujourd'hui étre une structure unique et générale, saosise
d'unifier les conceptions de I'enfant, nécessairement et naturellement différentes. La recherche
des conditions d'un tel équilibre est un des grands problémes qui se pose actuellement a la
didactique.” (Brousseau 1981, 48).

De plus, lecontextede I'enseignement reste upentrainteincontournablequi souléve
beaucoup de problémes d'adaptation. Le probléme du temps tout d'abord : comment en effet
recréerune genése de plusieudgcenniegvoire siecles) en quelques heur@séme sur
plusieurs années) ? Le probleme des contraintes cognitives ensuite : I'organisation du savoir
enseigné ne suit pas dans son ensemble la progression historique du savoir savant, comment
alors intégrer lepassémathématiquede I'éleve aumodéledu processus historiqgue ? Plus
généralement, les différences en termes sociaux, psychologiques ou institutionnels sont telles
que la genese artificielle a I'ceuvre dans la classe ne peut suivre que de tiasgengse
historique. Dans I'analyse de la genese historique, plus que I'énumération et la fdection
différentes étapes de I'évolution, il importe de pouvoir déterminer les conditions qui ont permis
de passer d'une étape a une autre ou au contraire ce qui a pu faire obstacle. Nous reviendrons
en détail sur ces points plus loin.

Les problémes rapidement évoqués ici montrent la difficulté qu'il peut y avoir a exploiter
directement les résultatd'une analyse historique a des fins d'enseigneme@rgst a cette
difficulté que notre travail s'est intéressé (en particulier a propos de l'algeébre linéaire). Sur la
base de cepositionnementglobal de larechercheen didactique par rapport a l'analyse
épistémologiqueet a |l'utilisation des résultats de [I'histoire demthématiques,nous
présenterons a la fin de ce chapitre le cadre général et la méthodologie qui sous-tendent notre
travail de recherche sur I'enseignement de l'algebre linéaire.

c - Surlanaturede larecherchénistorigue

Depuis Bachelard, comme nous l'avons dit plus haut, I'histoire des mathématiques ne peut
pas ne pas contenir une part épistémologiqua:dldailleurs siremenamaispu en étre
autrement ; en effet, la seule énumération de faits sans un point de vue critique, ou seulement
une mise en perspective, est impossible. Or cette nécessaire prise de distance dans le récit des
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faits est de natur@pistémologique.Cependantune caractéristiqueessentielledu travail

historique est qu'il se donne I'exhaustivité pour but. Ce bubiest entendumpossible a
atteindre, c'est un positionnement méthodologique est la seulgyarantied'avoir la plus

d'informations possible.

Par exemple, I'ceuvre isolée d'un mathématicien qui n'aura pas pu faire connaitre ses travaux
est un fait historiqueméme si son influence sur le développement ultérieudu contenu
mathématique étudié est restée nulle ou négligeablagatesi ce qu'il a découverta été
redécouvert aprés lui, indépendamment de ses propres ffaEweffet, les conditions d'une
découverte sont tout aussi importantes du point de vue historique, que la découverte elle-méme.
Dans ce sens, il est important de bien replacer le travail du mathématicien dans le contexte de
son époque ; dans le contexte scientifique bien entendu, mais aussi parfois dans le contexte,
social, économique, politique ou culturel, mais aussi dans le contexte personnel de son auteur.
Une analyse historique produit une base de donpéesiettantde mieux comprendre
I'évolution des concepts, les conditions dans lesquelles ceux-ci se sont développés, mais aussi
les conditions qui ont rendu possibles les avancées ou a contrario ce qui a pu empécher certains
progres. Cependant, I'historien n'a souvent acces qu'a des textes publiés donc achevés, ayant
gommeé une part substantielles des questionnements, des recherches n'ayant pas abouti et des
tdtonnementsantérieurs de leur auteur. Plus rarement, @hercheuren histoire des
mathématiques a acces a des notes personnelles ou a la correspondance des mathématiciens, qui
peuvent laisser apparaitre des étapes moins abouties de la réflexion. Il doit donc faire tout un
travail de reconstruction a partir des indices dont il dispose pour essayer d'établir les conditions
qui ont permis telle avancée ou au contraire celles qui ont fait obstacle. C'est dans ce sens que
I'historien des mathématiques retrace la genése d'un concept ou d'une théorie.

Dans cette optique, certains outils d'analyse didactique peuvent servir a donner un éclairage
complémentaire a l'analyse historique, dans la mesure ou d'une facon partielle le chercheur en
mathématiques peut étre assimilé a un apprenant au sein d'une communauté ayant ses ouvrages
et ses maitres de référence.

Outre I'exigence de trouver les textes originaux, I'historien des mathématiques se confronte a
la difficulté d'interprétationd'un texte ancien en se référant a I'état des connaissances
mathématiques de I'époque. Le chercheur doit connaitre I'environnement mathématique de la
période a laquelle appartient le texte qu'il examine, mais aussi ses pratiques, ses exigences de
rigueur et de démonstration, les grands problémes qui I'occupent et la fagon classique de les
aborder, etc. La mise en perpective par rapport a I'état actuel des mathématiques est un point de
vue réducteur qui ne saurait suffire a I'analyse de textes anciens. La traduction d'un texte en
notations modernes est un exemple de ce genre de pratique, si elle permet en premiére approche

10 Ceci est particulierement vrai dans notre cas pour le travail de Grassmann ([4], [5] et [6]).
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une meilleure lisibilité, elle n'est bien sir pas fidele a la pensée de l'auteur et ne rend donc pas
compte de sa contribution dans le contexte de son époque.

Si I'on se situe a présent dans I'optique d'une utilisation de I'histoire pour la recherche en
didactique, il apparait que dans un premier temps au moins, le travail de recherche historique est
conduit indépendamment du travail didactique. En effet, la reconstitution de la genése historique
ne dépend en rien de la connaissance de quelque probleme d'enseignement. Cette affirmation
peut paraitre évidente. Cependant, dans l'optique d'un travdiddetique, la question de
l'indépendance n'est pas si innocente. En effet, le travail historique qu'un didacticien utilise
dans son travail didactique est pour tout, ou au moins en partie, la production d'un autre que
lui-méme. Ce fait nous semble incontournable et a priori ne pas devoir gesdifficulté.
Néanmoins, dans l'utilisation du travail historique, il est nécessaire parfois de retourner aux
sources citées ou de bien prendre en compte tous les aspects de la genése. Ces précautions sont
importantes, dans la mesure ou le didacticien se pose avant tout des questions didactiques et que
le danger est réel d'appréhenderrdalité historique avec un biais lié aguestionnement
didactique. En d'autre termes, il faut se garder d'une analyse trop superficielle de I'histoire, qui
tendrait a adapter la réalité historique pour mieux appuyer un présupposé d'origine didactique.

Il nous semble en particulier que ce danger est tres fort dans certains travaux qui font un usage
un peu mou du concept d'obstacle épistémologique. Ces travaux gagneraient a étre enrichis par
une analyse historique plus fine. Nous reviendrons sur ce point plus loin.

d - Surl'utilisation detexteshistoriques

Avant d'aborder le coeur de notre propos nous voudrions, afin d'éeiter confusion,
aborder brievement la question de I'utilisation de textes historiques dans I'enseignement. Ce
type de démarche pose des probléemes bien spécifiques que nous n'avons pas abordés dans nos
recherches, maisommeles deux sujets sont voisins, il nous semibiportant de faire
guelques remarques sur ce point.

Pour un néophyten histoire desnathématiquegce que nous étions au début de nos
travaux), la découverte de textes anciens représente souvent une révélation enthousiasmante,
dans la mesure otelle donne limpression d'accéder au "vrai" sed'sine certaine
connaissance. Or le mathématicien professionnel (qu'il soit enseignant ou chercheur) a intégré
cette connaissance depuis de nombreuses années, celle-ci fait partie de son paysage quotidien,
mais elle a été du méme coup, par des transformations successives, réduite a une essence. Ainsi
compactée, elle remplit parfaitement son réle dans le réseau de connaissances de celui qui se
I'est appropriéeen fonction ducontextede sontravail scientifigue ou pédagogique. La
découverte historique est alors un moyen de se ré-interroger sur le sens de cette connaissance et
d'en (re)découvrir certains aspects. Néanmoins, elle intervient dans un contexte stable ou il n'y
a pas vraimentemise en cause mais enrichissement. L'effenal&eautépeut alors étre
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trompeur parce qu'imasque l'importance du parcounslividuel antérieur.Ainsi un texte
historique peut donner a un expert I'impression de fournir un accés au vrad'sees
connaissance alors qu'il ne joue ce role que parce qu'il intervient a un moment précis de son
histoire personnelle et vient en complémehin accésantérieurpar d'autresvoies acette
connaissance.

L'utilisation d'un texte historique dans I'enseignement doit damtever d'une analyse
didactiqgue compléte qui prend en compte un contexte beaucoup plus large que le seul point de
vue de l'expert. Nous ne voulons pas ici réfuter en bloc les bienfaits éventuels de I'utilisation de
textes historiques en classe. Il est vrai qu'ils présentent un motif d'intérét a la fois pour les
éléves et les enseignants (ou@meins une part d'entre euxju'ils ouvrent des horizons
nouveaux, montrent un fonctionnement moins figé des mathématiques, etc. En ce sens, ils sont
une source de motivation réelle et efficace tant pour les éléves que pour leurs enseignants et
participenta la lutte contre les phénomenes bien conmlisbsolescenceNéanmoins leur
fonction spécifique dans I'acquisition d'une connaissance précise reste a déterminer, et nous
doutons, faute d'une masse suffisamment critique d'études de cas, que I'on puisse tirer trop de
généralités sur ce point. D'ailleurs, il estmarquableque beaucoup de textes historiques
utilisés en classaouchenta des connaissancegriphériquespar rapport au contenu des
programmes, cet aspect est renforcé par le coté récréatif que I'on veut leur faire jouer. Une
utilisation réellement didactique de textes historiques reste beaucoup plus problématique.

2. Nouveau positionnement du probléme

Voyons a présent comment nous avons abdadguestion des rapports entecherche
historique et recherche didactiqgue dans nos travaux.

L'analyse didactique peut commencer sans connaissances précises de ['histoire des concepts
mathématiques en jeu, du moment qu'on en a une bonne connaissance mathématique. On peut
ainsi par exemple faire une analyse des taches et un premier diagnostic des erreurs récurrentes
qui leur sont associées. Ce travail releve aussi d'une forme d'épistémologie puisqu'il s'appuie
en partie sur le fonctionnementdu savoir et des connaissances sans prendreowpte
néanmoins la dimension historique.

a- Limitesd'uneanalysenterneausystémel'enseignement

Cette premiéere phase reste enfermée dans un certain rapport au savoir qui, s'il permet de
dépasser le savoir enseigné au niveau scolaire analysé, n'en est pas moins tréepanarqué
l'institution scolaire. Par leur position, I'enseignant, et encore plus le chercheur en didactique,
entretiennent des liens avec ce que Chevallard, en empruntant a Teilhard de Chardin, appelle la
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noospherdlittéralement I'endroit ou I'on pense), c'est-a-dire les différents lieux ou I'on appréte

un savoir en vue de I'enseigner. La noosphére est l'interface entre le systéme d'enseignement et
son environnementAinsi le chercheurou l'enseignant peuvent étre membisne
commission ou militants syndicaux et donc étre eux-mémes acteurs de la noosphere. Quoi qu'il
en soit, ils ont accés a une forme plus ou moins visible du savoir a enseigner et méme a au
moins une partie du savoir savant. Cependant ou existe vraiment le savoir savant ? La quasi
totalité de ce qui est enseigné (au moins jusqu'a la licence de mathém3jtopresspond a

des mathématiques découvertes au plus tard au débuf die@@ (et souvent méme bien des
siécles auparavant). Hors de I'enseignement, ces mathématiques existent comme outils de base
des mathématiciengrofessionnels, owomme outils ou savoir-faire dans desinstitutions
utilisatrices de mathématiques. Or, dans ces contextes, elles ne sont plus questionnées en tant
gu'objets, elles ont pris différentes formes naturalisées ; leur origine, les probléemes qu'elles ont
soulevés, permis de résoudre, etc. sont oubliés. Elles remplissent une fonction bien déterminée
et servent dfondements a des savoirs nouveaux et glosplexesqui émergentde ces

diverses institutions.

De plus, le savoir enseigné subit régulierement des modifications, mais celles-ci ne sont que
trés rarement motivées par des raisons de nature épistémologique qui remonteraient a la source
de la production de ce savoir. Ces modifications, souwemijoncturelles, obéissent
essentiellement & des contraintes internes a l'institution d'enseignement.

Bien sdr, les productions de la noosphere, notamment certains traités, sont les garants de la
référence originelle au savoir savant. Mais il reste une certaine opacité dans le lien entre savoir
savant et savoir enseigné (méme en prenant en compte le savoir a enseigner) que la distance qui
nous sépare de I'époque ou un savoir a été introduit dans I'enseignement pour la premiere fois
ne fait qu'accentuer. Faute dennaitrel'historicité du savoir savant, I'enseignant ou le
chercheur n'ont pas acces aux origines de la transposition didactique dont ils ne pergoivent que
les étapes les plus contemporain@®st pourquoi, comme lI'exprime Chevallard dans la
citation qui suit, la connaissance de la genése historique du savoir savant est indispensable a la
recherche en didactique : "Le passage d'un contenu de savoir précis a une version didactique de
cet objet de savoir peut étre appelé plus justement "transposition didattigieesenst Mais
I'étude scientifique du processus de transpositiatidactique (qui est une dimension
fondamentalede la didactique des mathématiqués suppose la prise emompte de la
transposition didactiqusensu latpreprésentée par le schéma :objet de savoir— objet a
enseigner- objet d'enseignement. Dafexjuel le premier chainon marque le passage de
I'implicite a I'explicite, de la pratique a la théorie, piconstruitau construit" (Chevallard
1991, 39-40).

11 A ce niveau certaines notions trés proches de recherches actuelles peuvent étre enseignées, surtout dans le
domaine des mathématiques appliquées d'ailleurs, faaimajorité des ensiegnemergsncernedes savoirs
découverts il y a plusieurs décennies, voire siécles.
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b - Unepremiérenouvertureapportéearl'histoire

C'est d'abord en ce sens que la connaissance de ['histoire des mathématiques est une donnée
fondamentale de la recherche en didactique, elle est une des sources essentielles pour analyser la
transposition didactique sensu lato. Elle permet de donner au savoir mathématique sa dimension
dynamique, et contribue a dégager, a travers les étapes de sa constitution, ce qui en a fait un
savoir de référence digne d'étre enseigné ; elle en détermine le sens de facon beaucoup plus
riche que la seule référence au contexte actuel ne le permettrait. Par ailleurs, I'étude historique,
si elle se prolonge jusqu‘au moment ou le savoir a €té enseigné et retrace également I'histoire de
cet enseignement, est un outil fondamental pour I'étude de la transposition didactique stricto
sensu.

Un point essentiel de la notion de transposition didactique est son ancrage anthropologique
lié & une approche systémique. Aussrait-il vain, comme aurait pu le laisser croire le
paragraphe précédent, de chercher a délimiter savoir savant et savoir enseigné par une seule
composante temporelle et d'une facon cloisonnée. Rappelons que, pour Chevallard, un "savoir
est toujours supposé", ainsi le savoir savant ou le savoir enseigné n'existent et ne se distinguent
gu'au travers des rapports qu'ils ont a différentes institutions, ces rapports sont relatifs et ils
évoluent de fagons parfois interactives, il faut donc se garder d'un découpage trop strict entre
ces deux notions. Seule une approche socio-historique des différentes pratiques liées au savoir
peut permettre d'aborder pleinement la question de la transposition didactique.

Par ailleurs, il ne faut pas oublier que le didacticien ne peut agir que tres partiellement sur la
transposition didactique, qui est un processus incontournable obéissant a des contraintes d'un
systeme qui dépasse le seul systeme didactique et s'étend largement a la noosphere. Il ne s'agit
donc pas de chercher bmnnetransposition didactique, ni méme de savoir si c'est une bonne
ou une mauvaise chose. Une telle position nous ramenerait inévitablement & ce que nous avons
rejeté plus haut. En effet, elle induit I'idée qu"il serait possible de constituer une épistémologie
artificielle commeaésumé amélioré c'est-a-dire laissant de coté les impasses, les échecs, mais
redéployant toute la richesse de développements féconds et parfois oubliés - de la construction
historique du savaoir.

"Une autre direction deechercheconsiste a prendracte de la spécificité du projet de
construction didactique des savoirs, de son hétérogémeitiéri avec lespratiques savantes
des savoirs, de son irréductibilité immédiate aux genéses socio-historiques correspondantes.”
(ibid., 48).

Dans danscette "autre direction de recherche"que s'inscrivent nos travaux sur
I'enseignement de l'algébre linéaire. Ainsi il ne s'agira pas pour nous d'essayer a tout prix de
réduire I'écart entre la genése historique et les genéses artificielles compatibles avec les choix de
programmes, mais plutdt a partir d'une difficulté d'enseignement ou d'apprentissage repérée,
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d'essayer de comprendre, a la lumiérelalgenése historique, l'origine et les moyens de
dépasser cette difficulté.

La genese historique joue le role d'exemple de processus privilégié. Il s'agit d'en dégager
une logique globale, les grandes étapes, leurs réles et leur interactions mutuelles. De plus, il
faut déterminer les conditions internes de développement, de stabilité ou de blocage d'une étape
historique, comprendreles problemes quimotivaientles acteurs de la viscientifique de
I'époque, leurs contraintes de tous ordres. Tout stade du développement historique doit donc
étre évalué dans ses rapports a son époque, qu'ils soient scientifiques, sociaux ou culturels. Il
ne s'agit pas de se placer seulement dans l'optique d'une progression hiérarchisée en fonction
du savoir final, mais de comprendre la fonctionnalité et les raisons d'étre de chaque étape. Nous
retrouvons ici les exigences que nous assignions plus haut a la recherche historique.

Encore une fois, la question n'est pas ensuite de regarder a priori si I'enseignement suit ou
ne suit pas cette progression historique. Il s'agit plutét quand une difficulté d'apprentissage ou
un dysfonctionnement de I'enseignement sont repérés de les analyser a la lumiére de la genése
historique dans uneéflexion épistémologique.Cette méthodologie permet d'exercer la
vigilance épistémologiquesans forcer lssuprématiede la genése historique. Par ailleurs,
soulignons que le point de dépaxmme le point d'arrivée de l'analyse proposée sont
didactiques alors que la connaissance historique s'intégre comme un maillon intermédiaire dans
I'analyse épistémologique.

Ainsi la détection des difficultés didactiques est la question premiére. Cette question se pose
d'abord en termes d'apprentissage, il s'agit d'évaluer les effets de I'enseignement en fonction
de ses attendus. Mais il faut aussi s'interroger sur les attendus de I'enseignement en rapport
avec le fonctionnement du savoir savant qui en constitue certains des sens possibles. Sur ces
deux points, l'interaction avec l'analyse historique est fondamentale.

Du point de vue méthodologique, la réflexion épistémologique s'organise dans un rapport
dialectique entre l'analysedidactique et l'analyse historique emrocédant par touches
successives visant des questions de plus en plus fines. L'analyse historique peut susciter la
détection d'un probléme didactique, mais elle ne sauratipgposer exister a priori, ni en
déterminer a elle seule les conditions de dépassement. En multipliant les angles d'attaque et en
poursuivant le processus dialectique de la réflexion épistémologique, on construit ainsi peu a
peu lesélémentsqui déterminerontéventuellementune ingénierie globale permettantla
réalisation d'une genése expérimentale. Néanmoins cette construction n'est jamais ni univoque,
ni achevée, elle montre des choix possibles toujours susceptibles d'amélioration.

c - Diagnosticd'erreurs obstalesépistémologiques
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Le type de démarche évoqué ci-dessus montre un rdle que peut jouer l'analyse historique
dans la construction d'ingénieries didactiques et dans les choix globaux déterminant les grandes
lignes de la genese expérimentale que I'enseignement vise a produire. A un niveau plus local,
I'analyse historique joue également un réle pertinent dans les diagnostics d'erreurs. En effet,
I'nistoire fournit des exemples de processus d'évolution des connaissances, dont une analyse
épistémologiquepermet de mettre en évidence, legessorts,les sauts conceptuels, la
fonctionnalité, etc. Une confrontation des erreurs des éléves @xeayplespeut permettre
d'interpréter ces erreurs de facon plus satisfaisante. En particulier, I'analyse hispatitue
permettre de distinguer les erreurs de nature épistémologique, des erreurs plus contingentes qui
peuvent étre de nature cognitive ou didactique.

Dans un texte de 1976, Brousseau analyse ainsi le role des erreurs : "L'erreur et I'échec
n‘ont pas le réle simplifié que I'on veut parfois leur faire jouer. L'erreur n'est pas seulement
I'effet de l'ignorance, de l'incertitude, du hasard que I'on croit dans les théories empiriques et
behavioristesde I'apprentissagemais l'effet d'une connaissancentérieure, quiavait son
intérét, ses succes, mais qui maintenant se révele fausse, ou simplement inadaptée. Les erreurs
de ce type ne sont pas erratiques et imprévisibles, elles sont constituées en obstacles. Aussi bien
dans le fonctionnement du maitre que dans celui de I'éléve, I'erreur est constitutive du sens de
la connaissance acquise." (Brousseau 19831).

En s'inspirant de Bachelard, les chercheurs en didactique des mathématiques vont importer
dans leur domaine la notion d'obstacle épistémologique. Bachelard introduit ainsi cette notion :
"Quand on cherche les conditions psychologiques des progrés de la science, on arrive bientdt a
cette conviction que c'est en termes d'obstacles qu'il faut poser le probléme de la connaissance
scientifique. Et il ne s'agit pas de considérer des obstacles externes comme la complexité et la
fugacité des phénomeénes, ni d'incriminer la faiblesse des sens de I'esprit humain : c'est dans
I'acte de connaitre, intimement, qu'apparaissent par une sorte de nécessité fonctionnelle, des
lenteurs et des troubles. C'est la que nous montrerons des causes de stagnation et méme de
régression, c'est la que nous décelerons des causes d'inertie que nous appellerons des obstacles
épistémologiques. (...) En revenant sur un passé d'erreurs, on trouve la vérité en un véritable
repentir intellectuel. En fait, on connait contre une connaissance antérieure en détruisant des
connaissances mal faites, en surmontant ce qui, dans l'esprit mémebstaitle & la
spiritualisation.” (Bachelard 1938, 13).

Brousseau distingue trois types d'origine des obstacles :

- ontogénétiqudiée aux limitations cognitives des éleves.

- didactique liée aux choix du systéme d'enseignement

- épistémologiqueau sens de Bachelard.

12 Ce texte est uneéédition de : Brousseau, G. (1976) : Lproblématiquede I'enseignementles
mathématiques, XXVIlleme Rencontre de la CIEAEM, Louvain la Neuve.
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Dans la perspective d'un apprentissage par adaptation a un milieu problématique, qui est un
point de vue prépondérant dans toutes les approches didactiques, l'obstacle épistémologique ne
doit - et ne peut d'ailleurs - étre évité, son apparition et son dépassement sont des conditions
incontournables de I'apprentissage. Ces obstacles sont constitutifs de la connaissance. Il s'agit
alors demettre en place des situations propres a faireapparaitrel'obstacle, a le faire
fonctionner, et a permettre de le dépasser. Dans cette optique, l'analyse historique est un outil
fondamental pour identifier la nature épistémologique d'un obstacle et pour fournir les moyens
de la mise en ceuvre d'un dispositif didactique adapté.

Bachelard avait a priori écarté les mathématiques de son propos, pour lui "en fait , I'histoire
des mathématiques est une merveille de régularité. Elle connait des périodes d'arrét. Elle ne
connait pas des périodes d'erreurs. " (Bachelard 1938, 22). Néanmoins la notion d'obstacle a
été beaucoup étudiée en didactique des mathématiques (voir entre autres, (CIRADE 1989) et
(Perrin-Glorian 1993). Il nous semble cependant qu'il y a un danger a la trop banaliser. En
effet, dans une polémique qui I'a opposé a Glaeser a propos de l'enseignement des décimaux,
Brousseau avait exprimé des exigences tres fortes quant a la consistance de I'analyse historique
pour qu'elle puisse aider de facon pertinente a la mise en place d'un dispositif didactique en
termes d'obstacles épistémologique : " Se posait-on ces probléemes ? Comment les résolvait-on
? Ou croyait-on pouvoir les résoudre ? Est-ce que ce qui nous apparait aujourd'’hui comme une
difficulté était percu dda mémefacon a I'époque ? Pourquoi ¢état de connaissances"
paraissait-il suffisant, sur quel ensemble de questions était-il stable ? Pourquoi les tentatives de
le modifier ou plutdt de le renouveler étaient-elles vouées a I'échec a ce moment-la ? Peut-étre
jusgu'a ce que de nouvelles conditions apparaissent et qu'un travail "latéral" soit accompli, mais
lequel ?

Ces questions sont nécessaires pour entrer dans lintimité d®nsruction des
connaissances |[...]" (Brousseau 1983, 190-191)

Ces exigencesmontrent la difficulté d'analyse liée a la déterminationd'un obstacle
épistémologique. Du point de vue de I'histoire, la notion d'erreur ou seulement de difficulté est
trés problématique, les questions précédentes nous y renvoient. Dans ce contexte, le paralléle
avec la situationd'enseignement doit étmuffisammentcontrélé. De plus, il nous semble
difficile (voire dangereux) de faire jouer a I'exemple de la genese historique un caractére trop
prédictif. Cela suppose au moins une analyse comparée trés minutieuse des conditions et des
contraintes du contexte historique et du contexte didactique visé. Une analyse didactique qui se
donneraitla recherched'obstaclesépistémologiquescomme but essentieldoit prendre en
compteau moins I'ensemble des questions énoncéeBparsseaupour ne pas risquer
d'introduire un biais dans l'analyse historiquautrement dit, la notion d'obstacle
épistémologique présuppose une réflexion épistémologiquegfingepose sur une analyse
historique particulierement dense. En un sens, l'obstacle épistémologique correspond a un stade
final de la dualité de la réflexion épistémologique. Faute d'avoir une perception aussi riche de la
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notion d'obstacle au début de nos recherches, nous avons gardé personnellement une certaine
réticence face a ce concept. Néanmoins, dans nos travaux, certaines analyses s'en rapprochent.
L'accent mis sur la dialectique entre recherches historique et didactique permet de bien mettre en
évidence, dans ces cas, la complexité de la réflexion épistémologique. Nous en montrerons
deux exemples au dernier paragraphe de ce texte.

3. Conclusion

Notre position méthodologique est finalement assez simple a résumer. |l s'agit de disposer,
dans un premier temps, d'une analyse historique de la genése du savoir visé, établie de facon
indépendante de I'analyse didactique, qui est cependant l'origine et le but de la recherche. Avec
les critéres que nous avons rappelés plus haut, I'analyse historique constitue une banque de
données que sous-tend déja une réflexion épistémologique. Ce travail historique est en général
conduit de facon parallele avec les premiéres analyses didactiques et peut s'appuyer pour une
part plus ou moins grande, sur des recherches déja existantes. De cette confrontation initiale
ressortent legpremieres hypotheses didactiques, qui vopermettre d'éclaircir certaines
difficultés d'enseignement et d'apprentissagen niveau global. Is'ensuitune deuxieme
analyse didactique de ces difficultés visant a préciser et valider (ou invalider) les hypotheses.
Ces analyses sont alors confrontées a l'analyse historique dambal@ctque de nature
épistémologique. Ce processus se poursuit ainsi, permettant de mettre en place les éléments du
dispositif expérimental, visant a ['‘élaborationd'une genese artificielle contrblée par
I'explicitation et la détermination de contraintes et de variables didactiques.

Nous avons indiqué plus haut les différents cadres théoriques dans lesquels cette réflexion
dialectique pouvait s'inscrire. La démarche que nous proposons ne détermine pas en effet un
cadrethéorique spécifique, maislle impliqgue un positionnement méthodologiqugui est
compatible avec la plupart des cadres théoriques de la didactique des mathématiques (nous en
avons évoqués plusieurs plus haut). Il s'agit pour nous de réaffirmer I'importance de I'analyse
historique dans la recherche en didactique des mathématiques et de montrer que son réle est non
seulement pertinent mais aussi opérationnel. Dans ce dens, principescomplémentaires
nous semblent fondamentaux :

- tout d'abord,l'analyse historique doit étre indépendante, datisfairedes exigences
d'exhaustivité, et doit répondre aux différents types de questionnement évoqués plus haut

- d'autre part, leguestionnemenépistémologiquedoit avoir une origine et unénalité
didactiques
Ces deux principes ont comme corollaire qu'un travail didactique n'a pas a "raconter" I'histoire
d'un conceptou d'une théorie (sauf si letravail est original, auquel cas'est un travail
réellement d'historien), il doit s'assurer que ce travail existe et en disposer pour ensuite intégrer
de ce travail historique ce qui est pertinent pour son analyse didactique, dans une réflexion
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épistémologique dialectique. La nécessité de vigilance épistémologique n'est pas satisfaite de la
simple superposition d'une analyse historique et d'une analyse didadligu&clameune
réelle dialectique dans une réflexion de nature épistémologique.

Pour rendre ces propos plus opérationnels, nous allons maintenant les exemplier
étoffer a partir de notréravail sur I'enseignement de l'algébliéaire en premiereannée
d'université. En revenant ainsi a la source de la réflexion qui précede, le lecteur pourra mieux
en cerner les enjeux. De plus, les chapitres qui suivent ont pour but de proposer une lecture
renouveléede nos travaux sur l'enseignement de l'algébre linéaire, dans une mise en
perspective théorique et méthodologique selon le cadre général que nous venons de présenter.

L'enseignement de l'algébre linéaire représente une part importante de I'enseignement des
mathématiques en premiére année de DEUG de sciences en France (entre un quart et un tiers du
programme environ). C'est un domaine tres important des mathématiques, dont les difficultés
d'enseignement sont reconnues de tous les enseignants. Par ailleurs, ladix®@#paces
vectoriels est trés "récente" et de ce fait caohepassé complexe&'est donc unexemple
extréme de la perte d'historicité d'un savoir. L'entrée historique s'est donc rapidement imposée
dans nos travaux, d'autagt'aucuntravail n‘avait présenté la genese historique cete
théorie. Nous allons maintenant expliciter, en nous appuyant sur les docypietstsa ce
dossief3, commentle processudialectiqueentre rechercheshistorique etdidactique s'est
élaboré dans notre travail, illustrant ainsi la présentation générale qui précéde.

Nous n'avons pas choisi une présentation basée sur une catégorisation des différents types
d'interactions. En effet, nous avons bien dit ph#t que notrdravail s'est organisé par
touches successives. Nous allons donc plutét distinguer différents angles d'attaque, montrant
pour chacun d'eux I'élaboration du processus dialectique dans la réflexion épistémologique.
Chacun des troishapitresqui suiventillustrera donc différents types d'interactions a des
niveaux plus ou moins globaux ou locaux de l'analyse.

Plus précisément, notre présentation s'organisera selon les trois axes suivants :

- Nos premieres analyses du fonctionnement d'un enseignement classique d'algébre linéaire
nous ont permis denettre a jour un dysfonctionnemengentre le parti prisaffiché par
I'enseignementd'aborder une théorie formelle et abstraite,premiére structure algébrique
axiomatisée que les étudiants rencontrent, et la réduction rdpideveau desxigences a
propos de la résolution d'exercices a des taches purement algorithmique, sans rapport avec le
niveau conceptuel visé par le début des enseignements. Par ailleurs, nos premieres recherches

13 Souvent, nous renvoyons a la lecture de certains passages de ces documents pour alléger la rédaction de
cette note de synthése. Pour les références, les documents du dossier seront repérés par un numéro correspondant a
celui donné au début de ce texte. Ainsi [1, 12-15] signifie les pages 12 a 15 du document n°1. Pour le document
n°13, nous reprenons la division divre en parties, chapitres gtaragraphesainsi [13, II-3-82] signifie
deuxiéme partie, troisieme chapitre, deuxieparagraphedu document n°13, ou [13, I-2] signifie tout le
deuxieme chapitre de la premiére patrtie.
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historiques sur le role et la place de la théorie axiomatique des espaces vectoriels dans la genese
de l'algebre linéairemontrentles aspectanificateur et formalisateurde cette théorie. La
confrontation de ces deux analyses nous a amené a nous interroger sur le sens global que cette
théorie peut prendrélans I'enseignement universitaire, pour éindiantpar rapport a ses
connaissances et ses pratignesthématiquesCes réflexiongejoignentcelles de travaux
antérieurs : globalement sur I'enseignement "post-obligatoire" (Robinet 1984), (Robert 1986 a
et b, 1897 etl988), sur l'algébrelinéaire (Robinet 1986), (Robert et Robinet 1989) et
(Rogalski 1990) mais aussi sur lesites (Robert 1988) et sur ¢ggométrieen Terminale

(Robert et Tenaud 1988) ou en licence en formation continuée (Robert 1990 et 1992). Dans la
lignée de ces différents travaux, et sur la base de notre réflexion épistémologique, nous avons
induit des choix didactiques tres globaux sur la nature de l'ingénierie a mettre eneplace,
particulier, autour de la notion devier métaintroduite par A. Robert et J. Robinet (1993 et
1996}4.

- Par ailleurs, tant sur le plan historique que sur le plan de I'enseignement, la géométrie nous
est apparue jouer un role prépondérant au sein de I'algebre linéaire. Or si I'enseignement des
espaces vectoriels donne au cadre géométrique un rble essentiel, nos analyses didactiques nous
ont montré que l'utilisation de ce cadre ddérencene va pas sanglifficulté dans la
compréhension des concepts d'algébre linéaire. Par ailleurs, I'analyse historique montre le role
spécifique joué par le cadre géométrique dans la genese de la théorie des espaces vectoriels.
Une analyse du point de vue de la transposition didactique nous a permis de mieux comprendre
la nature et les raisons de la distance qui sépare le fonctionnement des interactions entre le cadre
géométriqueet les concepts d'algébre linéaire, dans l'enseignement et darmntéxte
historique. Cette approche nous a permis une analyse plus riche de certaines des difficultés des
étudiants dans l'apprentissage de l'algébre liné&neannexe, nous aborderoégalement
quelques questions portant sur I'enseignement des vecteurs dans le secondaire, car c'est un
maillon des interactions entre le géométrique et l'algebre linéaire dans le systéme
d'enseignement.

- Enfin I'analyse historique montre l'importance majeure du concept de rang dans la genése
de l'algebre linéaire. Or la constitution de ce concept s'est faite essentiellement dans le cadre des
systemes d'équations linéaires et est restée tres liée a la notion de dépendance linéaire. Nous
avons donc mené une étudpistémologiqueet didactique spécifiqueautour de ces deux
concepts. Cette étude nous a également amené a nous interroger sur la place de I'étude des
systemes d'équations linéaires dans I'enseignement de l'algebre linéaire.

14 Sj certaines dates sont postérieures au début de mes travaux, ce n'est que pour des raisons de délai de
publication. Par ailleurs le méta a d'abord été intégré dans des recherches de terrain menées par les auteurs, qui ne
I'ont qu'ensuite introduit comme objet théorique.
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Le choix de ces trois angles d'attaque peut, a priori, paraitre relativement arbitraire. Nous
avons tenté, dans la présentation succincte qui précéde, de montrer en quoi ils correspondent a
des questionnements surgis d'une interaction premiére entre nos travaux historique et didactique
(c'est un point de méthodologie auquel nous tenons comme nous l'avons signalé plus haut). Le
fait que ces questionnements aient pu devenir de véritables questions de recherche montre a
posteriori leur bien fondé. Par ailleurs, on végalementqu'ils recouvrenttrois aspects
essentiels du fonctionnement d'un élément de savoir dans un tout plus vasie dune
institution didactique :

- pourquoi enseigner tel nouvel élément de savoir ? (angle d'attaque n°1)

- comment s'insere-t-il dans I'ensemble des savenmseignés (angle d'attaqmé2 mais
aussi n°3 pour les systemes d'équations linéaires)

- quel en est le fonctionnement didactique interne ? (angle d'attaque n°3).

Nous ne prétendons pas avdait ainsi le tour de la question de I'enseignement et de
I'apprentissage de l'algébre linéaire (cela est-il possiblenais nous voulons montrer que
I'entrée historique et laéthodologieproposée sont propres a apporter dd@srmations
substantielles relevant des principaux aspects sur un théme aussi vaste que celui de I'algebre
linéaire.

1. SUR LA NATURE EPISTEMOLOGIQUE DE LA THEORIE DES ESPACES
VECTORIELS - CHOIX DIDACTIQUES GLOBAUX.

1. Une difficulté d'ordre didactique

De nos premiéres analyses des taches proposées @tudiants tout au long de
I'enseignement d'algébre linéaire en premiére année de Ddeig@tifique [7, 336-342], il
ressort une dichotomie trés nette entre le début et la fin de I'enseignement. En particulier, les
taches proposées aux étudiants en début d'enseignement nécessitent la manipulation de concepts
formels dans un cadre souvent abstrait. Or, nous avons relevé de nombreuses difficultés des
étudiants débouchant sur des pertes de sens et des incompréhensions tres fortes. Ces constats
ont permis de préciser ceux de Robert et Robinet (1989) et de Rogalski (1990).

Par ailleurs, nos analyses montrent qu'au contraire, la fin de I'enseignement, en particulier
au niveau des exercices et des problemes proposés, y compris lors de I'évaluation, se limitent
assez rapidement a déches de typalgorithmique essentiellementmenées dans le cadre
matriciel et centrées sur la notion de valeur propre et la réduction des endomorphismes. Dans
cette deuxiemephase, lesétudiantsréussissent mieux et ont moins la sensation d'étre
submergeés.
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Il en ressort une contradiction forte puisque de nombreux étudiants s'averent pouvoir trouver
la forme réduite d'un opérateur linéaire, mais gardent des incompréhensions profondes sur des
notions telles que la somme (directe) de sous-espaces, voire la notion de générateurs ou méme
d'indépendance linéaire, qui sont pourtant des concepts clés dans les fondements théoriques des
techniques de réduction des endomorphismes.

Si I'on se référe au travail de Chevallard (1991, 67-68) cette algorithmisation est une réponse
classique quand I'objet d'enseignement apparait comme trop nouveau. En effet, la transposition
didactique doit obéir a certaines regles d'organisation spatio-temporelle des savoirs dans les
différents cycles d'enseignemeftbntraintesde topogenése)Ainsi un nouveau savoir a
enseigner doit pouvoir s'articuler avec d'anciens objets de savoir enseignés qu'il doit lui-méme
dépasser, "l'objet d'enseignement réalise un "équilibre" contradietttire passé et aveniil
est un objet transactionnel entre passé et avenir." (ibid., 67). Ainsi, selon Chevallard, si I'échec
de I'enseignement est attribué a une trop grande nouveauté de I'objet d'enseignement celui-ci est
dénaturé avant que le taux d'échecs ne passe un seuil critique non acceptable. Or dans leurs
premieres analyses, Robert et Robinet (op. cité)moomtré que letudiantsreprochent a
I'enseignement d'algébre linéaire d'étre trop formel et abstrait, de les submerger de nouvelles
définitions et d'étre déconnecté de leurs connaissances antérieures. L'algorithmisation est alors
un moyen de négocier a la baisse le conflit en permettant de diminuer l'aspect de nouveauté (et
d'éviter du méme coup la difficulté conceptuelle).Les enseignants seattachent, via
I'algorithme, a un cadre connu : la résolution de systemes d'équations linéaires dans le cas des
espaces vectoriels.

Par ailleurs, les taches ou l'algébre linéaire peut étre utilisée pour modéliser une situation
mathématique dans un cadre externe (géométrie, polyndmes, fonctions, etc.) sont globalement
peu nombreuses dans I'enseignement. De plus, dans les quelques cas observés, les analyses
montrent que les étudiants n'appliquent les outils de la théorie des espaces vectoriels que par
effet de contrat (on applique ce qu'on est train d'apprendre) sam®mprendrevraiment
I'intérét que cela représente. On trouvera dans [8, 1-3], I'analyse d'un cas flagrant de ce type de
comportement, qui met en évidence I'utilisationldégorithme de résolution des systémes
d'équationslinéaires comme attachemennécessairea un savoir passé pour contourner la
difficulté liée a la nouveauté.

Ces différents constats ont en commun de montrer que l'enseignemlanthéerie des
espaces vectoriels ne se détermine pas assez aux yeux des étudiants en termes de fonctionnalité
dans I'édifice de leurs connaissances mathématiques. A quoi ¢a sert ? Pourquoi tant de mots et
de notions nouveaux ? Par exemple, se poser la question de savoir si toutes les bases d'un
sous-espace onnéme cardinal apparaien généralincongrue a unétudiantde DEUG.
D'ailleurs, la réponse affirmative ne pourra que renforcer cette impressicontg#ications
inutiles. En outre, quasiment tous les problemes linéaires - qui ne sont pas des applications
directes du cours - et que I'on peut aborder avec les étudiants a ce niveau d'enseignement
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peuvent étre résolus en termes d'équatitiméaires sans toute ld'batterie” des espaces
vectoriels qui parait bien lourde poliusagequ'on en fait. Ainsi une questioressentielle
s'impose : devrait-on repousser I'enseignement de la théorie des espaces vectoriels et attendre
gu'on en ait vraiment besoin ? Ou bien doit-on la conserver au programme de DEUG, ne serait-
ce que pour ses vertus esthétiques et parce qu'elle permet de court-circuiter d'horribles calculs
de résolution de systemes d'équations ? N'y a-t-il pas enfin de moyen terme qui permette de
satisfaire l'intérét que les mathématiciens portent a cette théorie sans rebuter les néophytes ?
Peut-on alors mieux rendre compte denkture épistémologiquede lathéorie des espaces
vectoriels ?

C'est cette réflexion qui a guidé, de fagon récurrente, notre recherche depuis le début. Pour
tenter d'y répondre, il fallait se plonger dans le passé de cette théorie, avant qu'elle ne devienne
cet édifice exemplaire de la sobriété bourbakiste.

2. Synthése de I'historique récente des espaces vectoriels

C'est d'abord dans ce but que nous avons entrepris nos premiéeres analyses historiques. La
premiere surprise fut de découvrir que la théorie des espaces vectoriels était tres récente. Méme
si les premieres tentatives d'axiomatisation datent de la fin®si&8le, la suprématie de la
théorie des espaces vectoriels ne s'amorce qu'a partir de 1930 [13, I-2]. Pendant plus de 40
ans, les démarches analytiques (essentiellement bagéda théorie des déterminants)ont
prévalu, y compris pour des dimensions infinies non dénombrables. Par conséquent, I'histoire
atteste que tous les problémes linéaires abordables au niveau DEUG (et méme au-dela) peuvent
étre (et ont été pendant longtemps) résolus avec des techniques que les étudiants possedent déja
- au moins en partie. Ainsi aucun de ces problémes ne peut réellement motiver - justifier -
I'introduction d'une théorie axiomatique, aussi colteuse en termes cognitifs. L'analyse
historique montre bien d'ailleurs les résistances quemiahématiciensont eu autiliser
I'approche axiomatique dans I'étude des équations fonctionnelles. Ifsédété en grande
majorité, au moingusqu'au travail de Banach en 1932, résoudre des systémes infinis
d'équations linéaires, parce que les outils a I'ceuvre étaient connus et bien rodés. L'analyse des
raisons qui ont conduit a I'adoptidardive du point de vueaxiomatiguemet enévidence
plusieurs facteurs concomitants, que nous présentons ci-dessous de fagcon succincte (pour plus
de détails voir [3]).

- Dans la fin du 19siecle, les notations vectorielles s'imposent en physique. Aprés une
période de conflit entre les défenseurs des quaternions d'Hamilton et les partisans des concepts
de la théorie de Grassmann (en particulier autour des formules de Maxwell pour lesquels une

15 Nous ne donnons pas en général les références bibliographiques des textes historiques que nous évoquons,
pour ne pas alourdir notre présentation. Le lecteur les trouvera dans nos différents articles a caractére historique
(documents 1 a 6 et 13).
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notation synthétique s'imposait), un consensus s'établit autour de notations vectorielles stables
gue physiciens et mathématiciens s'attachent a dégager (Reich, 1996). Le travail de Burali-Forti
et Marcolongo pour unifier les notations vectorielles et diffuser leur usage est caractéristique de
cette tendance. De plus, les travaux ces déiakens (I'un étant mathématicienl'autre
physicien), mais ausgielui de Weyl par exemple, ont permis de diffuser pFemieres
approches de la géométrie basée sur une axiomatisation en termes d'espace affine euclidien.

- Au début du 2Bsiecle, les travaux d'algebre - essentiellement en Allemagne - conduisent a
dégager l'importance des structuralgébriquesdéfinies axiomatiguement.La structure
d'espace vectoriel n‘apparait d'abord pas en tant que telle, alors que les concepts fondamentaux
de l'algébre linéaire sont étudiés a propos des extensions de corps. La premiére publication en
1930-31 de laModerne Algebra de van derWaerdenmarque le tournant décisif dans
l'organisation de la nouvelle algébre. Dés la deuxieme édition, la théorie des espaces vectoriels
s'integre dans un chapitre traitant des modules sur un anneau.

- En analyse fonctionnelle (dénomination récente), les mathématiciens de la fihsieclio
ont d'abord généralisé la théorie des déterminants a la dimension infinie. Puis, les tentatives de
généralisation de la résolution de I'équation de Fredholm ont conduit a introduire de nouveaux
ensembles de fonctions et ainsi a dégager peu a peu le concept dfesgtioanel. Cette
abstraction a d'abord porté essentiellement sur les propriétés topologiques, puis l'introduction
du langage géométriqueliée a l'importance des notions topologiques (distance, norme,
orthogonalité), a mis en avant l'intérét d'une approche synthétique des espaces fonctionnels.
C'est une des raisons essentielles qui a conduit a I'explicitation de la structure algébrique de ces
espaces. Banach avec son traité de 1932 a finalement imposé I'approche axiomatique. Dans
I'introduction de ce livre, I'auteur justifie I'intérét de I'approche adoptée par le gain que son
aspect unificateur apporte : établir des théorémes dans un cadre général, puis les spécifier pour
chaque ensemble de fonctions vérifiant les quelques axiomes pogépat. Par ailleurs,
Banach résout des probléemes nouveaux qui n‘auraient pu étre abordés dans le cadre analytique.

- L'importance des espaces de Hilbert, en analyse fonctionnelle, mais ayssistque
qguantique, a conduit a I'élaboration de la théorie axiomatique des espaces vectoriels euclidiens
et hermitiens. Ce sont avant tout les espaces de dimension infinie qui sont visés, mais du méme
coup, les mathématiciens prennent I'habitude d'aborder la dimension finie avec le point de vue
axiomatiqueté

3. Notre lecture épistémologique : le caractere unificateur et généralisateur
de la théorie des espaces vectoriels

16| est intéressant de noter au passage que les présentations axiomatiques des espaces vectoriels euclidiens
(ou hermitiens) de dimension finie de cette période ressemblent beaucoup a I'enseignement de la théorie des
espaces vectoriels de premiére année de DEUG en France.
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On voit donc que I'approche axiomatique ne s'est pas imposée essentiellement parce qu'elle
a permis d'aborder et de résoudre de nouveaux problemes ; méme si c'était déja le cas pour
Banach, ce fait a plutot été un effet du développement de I'approche axiomatique qu'une des
causes de celui-ci. L'approche axiomatique, qui existait potentiellement depuis 1888, est restée
pendantquaranteans a l'état ddentativesindividuelles de "modernisation"avortée. Elle
impliquait une refonte profonde des pratiques de rechendmettanten cause la fagon
d'aborder les problémes qu'elle se proposait de résoudre. De plus, son adoption nécessitait un
investissement "gratuit" dans un systeme de pensée, dont on ne pouvait recueillir les fruits que
de facon différée. De fait, beaucoup ont préféré continuer a généraliser les outils a I'ceuvre
depuis des décennies. En effet, méme si certaines généralisations devenaient trés techniques,
l'usage d'outils bien connus permettait une prise directe sur la réalité du probleme a résoudre
gu'une théorie axiomatique nouvelle interdisait. Dans le début des années trente, la situation a
évolué plus favorablement. L'approche synthétique par le calcul vectoriel du monde
géométriqgue a montré ses avantages par rapport a la méthode analytique héritée de Descartes.
L'introduction du langage géométrique en analyse fonctionnelle déplace ce débat en dimension
infinie favorisant ainsi I'abandon de la représentation analytique pour une approche traitant la
fonction comme un objet indépendant de ses représentations. Ce moment de I'évolution des
problémeslinéaires est essentielpour la question qui nous occupe. En effet, autour de
I'équation de Fredholm convergent au début dtisi®cle les approches issues de trois des
origines essentielles de l'algebre linéaire : géométrique, analytique (résolution des équations), et
fonctionnelle. De plus, la théorie des déterminants généralisée, enrichie d'outils topologiques de
plus en plus sophistiqués, a permis de résoudre I'équation de Fredholm dans des cas de plus en
plus complexes, mais les limites se font sentir. Par exemple des liens apparaissent entre les
opérateurs fonctionnels et les formes quadratiques sans qu'on puisse vraiment faire ressortir de
traits communs. Dans ce contexte, I'approche axiomatique va pouvoir enfin s'imposer parce
qgu'elle permet d'unifier divers problemes aux origines variées dont riessemblances
commencenta apparaitreet parce qu'ellepermetaussi decombler les manques dans le
processus de généralisation. De plus, I'analogie géométrique, a présent possible au dela de la
dimension trois jusqu'a dedimensions infinies, donne cette théorie abstraitde support
intuitif qui lui manquait jusqu'alors. L'algebre moderne va alors fournir le caécessaire
pour que l'axiomatisation accéde du rang d'outil a celui d'objet (Douady 1986) et se fonde en
une véritable théorie dont le pouvoir unificateur ne cessera de s'étendre, alors que les nouvelles
applications permettront de continuer le développement de l'outil.

Ainsi I'analyse historigue montre komplexité épistémologiqudiée a l'adoption de la
théorie axiomatique des espaces vectoriels comme cadre de référencetpmtenientdes
problémes linéaire. Le résumé que nous en avons fait ci-dessus permet de se faire une idée de
ce que nous appellerons, en reprenant une dénomination de Robert (1986), déja en germe dans
le travail de Robinet(1984), les caractéresunificateur, généralisateur simplificateur et
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formalisateur de cette théorie. La simplification est un ediéféré qui suppose une bonne
connaissance de la théorie. Le formalisme est, quant a lui, intrinséque a la théorie méme et
apparaitcomme une condition nécessairedes aspectsinificateur et généralisateur.Pour
englober des situations aussi variées sous une méme théorie, il est nécessaire d'atteindre un
degré d'abstraction qui ne peut s'exprimer qu'en des termes fooindés objets ne sont
définis qu'en fonction d'un petit nombre de propriétésmmunes, leslépouillantde leurs
caracteresspécifiques pour ne garder que ce qui les réunit, leurs proptigééssres
précisément.

Les conditions décrites ci-dessus laissent entrevoir la difficulté didactique. Comment rendre
compte de cette dimension épistémologique de l'algebre linéaire dans son enseignement ?

4. Conséquences didactiques

Deux des principaux outils théoriques dont dispose le didacticien pour fonder I'élaboration
d'une ingénierie sont : "la théorie des situations" de Brousseau (1986) et la "dialectique outil /
objet" de Douady(1986). Or ces deux approches ont en commun de déboucher sur une
situation didactiqudaisant apparaitrel'objet d'enseignemerdcomme un outil efficace pour
résoudre un probléeme accessible aux étudiants.

Au premier abord, lescaractéredaunificateur et généralisateude lathéorie des espaces
vectoriels ne s'adaptent pas facilement a ce type d'approche. Comment en effet montrer sur un
seul probléeme, voire méme plusieurs, l'intérét d'une telle théorie qui est justement de permettre
d'en unifier plusieurs en favorisant des généralisations ? Cette difficulté a été examinée des le
début de nos recherches, dans la lignée des travaux de Robert et Robinet et en rapport avec les
difficultés didactiquesque nous évoquions au 81 de ce chapitre. Nous adaisord
expérimenté différentes ingénieries (basées sur les carrés magiques, ou les suites de Fibonacci
[9, 178-179]). L'analyse a posteriori de nos expérimentations a montré que ces ingénieries ne
répondaient pas a nos attentes. Nous avons donc cherché de nouvelles possibilités en nous
basant sur I'analyse épistémologique, que nous avons été amené a affiner.

C'est dans ce processus dialectique de la réflexion épistémologique entre analyse historique
et analyse didactique, que s'est constituée notre approche basée sur la nieticer deta
Cette notion avait été introduite par Robert et Robinet (1993 et 1996), nous l'avons précisé dans
le cadre spécifique de notre approche. Le tavier se rapporte a l'idée d'introduire a un
moment bien choisi de l'apprentissage w@ément permettantaux étudiants de mieux
comprendre la nature épistémologique de I'algébre linéaire. Le préfixe substagttgégnifie
que ce levier favorise une réflexisar I'activité mathématique propre.

La seule résolution d'un ou méme de plusieurs problemes mathématiques ne permettant de
faire comprendre a elle seule les caracteres unificateur et généralisateur de la théorie des espaces
vectoriels, nous avons construit des situations faisant intervenir, en liaison avec un probleme
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mathématiqueun élémentprovoquant chez legtudiantsune réflexion sur un aspect du
probléme ou de sa résolution (c'est cet élément qui constitue le levier méta). L'interaction du
probleme mathématique et du levier méta vise a déclencher, dans un contexte que I'éléve s'est
approprié, uneréflexion sur l'apport de lathéorie des espacewectoriels en termes
d'unification, de généralisation et de simplification. Autrement dit, ce type d'activité de niveau
métavise a faire faire un pas de c6té pour que les étudiants s'interrogent sur la fonctionnalité
d'une théorie qui a desaractéristique€pistémologiquesiouvelles par rapport a ap'ils
connaissent déja en mathématigties.

Nous avons déja expliqué comment ce type d'activité s'est imposée a nous en interaction
avec nos recherches historiques. Cette interaction est d'autant plus utile pour la construction de
ces activités. Il ne s'agit pourtant pas ici seulement d'introduire un discours de I'enseignant
présentant les grandes lignes du développement historique aux étudiants. Croire que ce seul fait
aurait pour effet de faire comprendre aux étudiants la nature de l'algébre linéaire releve de la
méme illusion que celle qui consiste a croire qu'il suffit de faire de belles mathématiques devant
un public assidu pour que celui-ci atteigne le méme niveau de compétence par simple osmose. |
est essentiel au contraire que la réflexion méta s'articule sur un contexte mathématique précis,
que I'étudiant a pu s'approprier dans un premier temps de l'activité et qu'il pourra réutiliser.
Une réflexion trop générale guidée par un discours de I'enseignant ne pourrait avoir un effet
aussi durable et un impact aussi fort, I'étudiant doit pouvoir mener sa propre réflexion & un
niveau qui lui est accessible. #fagit bien de créer, erinteraction avec un probleme
mathématique, les conditions favorables a la dévolution aux étudiants d'une réfiéiasar
la nature épistémologique de l'algebre linéaire, qui s'appliquera a la résolution de ce probléme.
Un discours de I'enseignant peut venir en support a une telle activité, mais celle-ci doit avant
tout engager les étudiants dans un chemin personnel s'appuyant sur des pratiques précises de
mathématiques.

Nos recherches ont permis de mettre au point un certain nombre de séquences ([8], [9] et
[13, 1I-4]) qui s'insérent dans le projet long expérimenté & Lille ((Rogalski 1991, 1994 et 1995)
et [13, 11:3]).

Du point de vue de la méthodologie didactique, une difficulté essentielle consiste a évaluer
les effets de telles séquences. En effet, ceux-ci ne peuvent étre que différés ; de plus, il est tres
difficile de recueillir des indices de la réflexion méta des étudiants. Quant aux effets que ce type
de réflexion peut avoisur l'apprentissage du contemathématiquejl est difficile (voire
impossible) d'en discerner la source tant I'utilisation du levier méta s'insére dans un processus
plus complexe ou d'autres causes pourraient tout aussi bien produire les mémes effets. Par sa

17 Cette approche ne s'oppose pas a priori a la théorie des situations, dont nous avons d'ailleurs utilisé
guelques éléments dans nos analyses. Cependant les éléments qui ont conduit a I'élaboration de telles activités
sont en partie extérieurs a cette théorie. Le travail d'analyse des activités méta dans le paradigme de la théorie des
situations reste a en grande partie a faire.
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nature méme le levier méta n'a d'ailleurs jamais vocation d'étre le seul élément visant a produire
un certain apprentissage. De plus, l'utilisation thvier méta ne releve pas d'une micro
ingénierie, c'est une composanterécurrente d'un dispositif complexe qui porte sur un
enseignement a long terme englobant d'autres éléments avec lesquels elle rentre en interaction.
Les difficultés méthodologiques spécifiques aux projets longs ont été étudiéeRddest
1990 et 1992), [10] et [11].

Nous ne développerons pas plus ce point dans cette note de synthése et renvoyons le lecteur
aux documents du dossier pour une étude plus fine et des exemples de telles activités.

[1l. SUR LES LIENS ENTRE LA GEOMETRIE ET L'ALGEBRE LINEAIRE

Que ce soit dans I'enseignement ou dans I'histoire, I'algébre linéaire a toujours entretenu des
liens privilégiés avec la géométrie. Il est donc tout a fait nécessaire d'examiner les deux aspects
de ces liens dans I'histoire dans l'enseignement. Nous ne reprendrons pas idétil
I'analyse historique de la genése du savoir savant (voir essentiellement [13, I-1-82 et 3]). Nous
allons nous attacher dans un premier temps a faire une analyse de la transposition didactique,
afin de mieux comprendre la nature du lientre l'algebreinéaire et la géométriedans le
fonctionnement du savoir enseigné et ses rapports avec le fonctionnement du savoir savant.
Cette premiére étape nous permettra d'avoir une analyse plus documentée des difficultés que les
étudiants rencontrent dans l'utilisation du cadre géométrique en algebre linéaire et que notre
travail nous a permis denettre a jour. Puis nous ferons quelgues hypotheses sur la
fonctionnalité du cadre géométrique dans I'enseignement de I'algébre linéaire en nous appuyant
sur les résultats des deux paragraphes qui auront précédé, mais aussi sur I'ensemble de nos
travaux et en particulier en liaison avec I'expérimentation de Lille. Enfin, nous proposerons, en
annexés, quelques réflexions sur I'enseignement du vecteur dans I'enseignement secondaire,
qui s'appuient sur notre analyse historique, sur l'analyse de la transpaosiatique
présentée ici et sur les résultats de quelques travaux, dont une thése en cours que nous co-
dirigeons.

1. Analyse de la transposition didactique

a- Premiergphasel 939-1954

Dans notre analyse des débuts de I'enseignement de la théogepiess/ectorielsen
France [13, I-2-83], nous avons montré que ceux-ci sont intervenus entre 1939 et 1954 dans le

18 Nous plagons ces réflexions en annexe, d'une part parce qu'elles sortent du cadre de notsertravail
l'algebre linéaire, méme si elles ont des liens avec celui-ci et, d'autre part, parce que ce ne sont, pour l'instant,
que des pistes de recherche, qui demandent a étre exploitées plus en détail (nous venons d'engager un étudiant en
thése dans cette voie).
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cours de Calcul Différentieét Intégral (cours principal de mathématiquesle lalicence de

science) et dans des cours de mathématiques pour la physique (tout particulierement les bases
mathématiquegpour la mécaniquequantique). A notre connaissance, Henri Cartan est le
premier a avoir introduit une présentation axiomatique des strucalgébriques(donc des
espaces vectoriels) dans son cours de CDI en 1939-40 a l'université de Strasbourg repliée a
Clermont-Ferrané® D'autres jeunesnathématiciengdont la plupart seront a l'origine de
Bourbaki) prendront comme Cartan l'initiative d'introduire les structures algébriques dans le
cours de CDI dans quelques universités de prodhEmalement, en 1954, Georges Valiron

étant tombé malade, Gustave Choquet est désigné pour reprendre le cours de CDI a Paris, il
introduit I'enseignement des structuralgébriquessous I'angleaxiomatiqueet rapidement
I'exemple est suivi dans celles des universités de province qui n‘avaient pas encore pris les
devants. Par ailleurs, André Lichnérovicz publie en 1&8lgébre et Analyse Linéaire€e livre
présente les bases mathématiques pour la physique et servira de pmdaeles cours du
certificat de mathématiques pour la physique, dont la création est due a Lichnérovicz lui-méme.
Le livre s'ouvre sur une présentation axiomatique de la structure d'espace vectoriel. Que ce soit
dans le cours de CDI ou dans le certificat de mathématiques pour la physique, la référence au
savoir savantconcerneles derniersdéveloppementsde ['analyse fonctionnelle et plus
particulierement I'espace de Hilbert. Dans ce contexte, le rapleola théorie des espaces
vectoriels a la géométrie est bien spécifique : I'espace de Hilbert se présente dans une étape
finale comme une généralisation a la dimension infinie de I'espace euclidien défini de facon
axiomatique. De plus, I'importance du probléme des valeurs propres pour la résdegion
équationsfonctionnellesfait de la question de leéduction des opérateurs et des formes
bilinéaires - en particulier symétriques - le but essentiel de ce type de présentation. Par ailleurs,
la plupart des auteurs de ces cours, souvent liés a Bourbaki, avaient été trés marqués par les
livres de Banach et de van der Waerde@r ces deux livres ont en commun de déclarer a
priori les vertus d'une approche axiomatique. De plus, ce sont des livres de synthése qui ont
pour but de présenter un ensemble de résultats, jusqu'alors épars, d'un point de vue unifié et
formel. Enfin aucun de ces deux livres ne rend compte des origines analytiques de la théorie.
On retrouve ainsi troisaractéristiquegssentiellesde l'approche bourbakiste de I'algébre
linéaire : approcheaxiomatique,importancedes structures meregffacementde l'origine
analytique.

19 Nous disposons d'une copie des notes manuscrites datées du cours de Cartan (aimablement fournies par
Liliane Beaulieu qui les tient de Cartan lui-méme). De plus, dans un entretien que nous avons eu avec lui, il
nous a confirmé qu'il pense étre le premier en France a avoir fait ce type d'enseignement. Nous n'avons par
ailleurs, malgré des recherches diverses, jamais trouvé de traces d'un enseignement plus ancien.

20 On pourra consulter a ce sujet I'article de Revuz (La prise de conscience bourbakiste, 1930-1960, in
Belhoste et al. (eds) (1996), pp. 69-76) qui montre I'origine du projet de Bourbaki dans la volonté de réforme du
cours de CDI.

21 Henri Cartan nous a confirmé que les Bourbaki avaient découvert les espaces vectoriels dans ces deux livres
Moderne Algebrade van der Waerden, dont la premiéere édition parait en 1930/Bliéetie desopérateurs
linéairesde Banach, paru en 1932.
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De fait, dés les débuts de I'enseignement de la théorie des espaces vectoriels, le long passé
analytique lié a la théorie des déterminants, dont on a vu l'importance dans la genése historique
[13, I-1] est largement minoré. La résolution des systémes est repoussée en fin de parcours
comme une application de la théorie des déterminants, qui recoit elle une Iégitimité théorique a
travers I'étude des formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n. Par contre, le
rapport a la géométrie se retrouve sur le devant de la scene, via le récent développement de
I'analyse fonctionnelle. Cependant, ce lien dépasse largdmesgtuleapplicationdu calcul
vectoriel a la géométrie en dimension deux ou trois. Or |'analyse historigue montre bien que le
cadre des équations linéaires a joué historiquement un réle trés important dans le développement
des concepts linéaires, en particulier pour des concepts fondamentaux comme la dépendance
linéaire ou le rang [13, I-1-81]. A contrario, le cadre géométrique, s'il a été fondamental pour le
développement du calcul vectoriel, n‘a que peu joué dans le développement des concepts de la
théorie des espaces vectoriels. Nous avons d'ailleurs manti@ I'exception notable de
Grassmann, les généralisations directement issues de la géométrie n'ont pas permis de dégager
le concept de dimension de fagon satisfaisante parce qu'elles ne prenaient pas suffisamment en
compte la notion de générateur ([5, 183-186], [6, 20-24] et [13, I-2-81]). Donc, si le cadre
géométrique a joué un réle essentiel dans la genése de l'algébre linéaire, il ne peut se substituer
au cadre des équatiofinéaires pour une paressentielledu développementles concepts
élémentaires de la théorie. Ainsi le processus de transposition didactique a I'ceuvre entre 1940 et
1960 a pourconséquencein décalageassez net entre savoir savant et savoir enseigné.
Néanmoins dans leontextedu cours de CDI ou dgertificat de mathématiquespour la
physique, ou l'algebre linéaire prend sens essentiellement a travers I'analyse fonctionnelle, et
dans I'étude des espaces de Hilbert, ce décalage reste encore assez limité méme s'il ne prend en
compte explicitement qu'une partie assez restreinte du développement historique.

La nature dudécalageva étre toute autre dans teuxiemephase de la transposition
didactique, qui va aboutir, dans le cadre de la réformentthématiquesnodernes a
l'introduction de la théorie des espaces vectoriels dans I'enseignement secondaire.

b - Deuxiemephasel954- 1981

i - Premierscyclesuniversitaires

Assez rapidement, I'enseignement de la théorie des espaces vectoriels s'est retrouvé avancé
en premiére année d'université (dans les classes préparatoictmneementest officiel a
partir de 1956, méme s'il faut encore quelques années pour que le changement soit effectif dans
les mentalités). Il s'est donc écoulé trés peu de temps, si I'on pense que la généralisation de
I'enseignement de la théorie des espaces vectoriels dans le cours de CDI ne date que de 1954.
Ce fait peut s'expliquer par la raison suivante. La diffusion de la théorie des espaces vectoriels
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au niveau licence s'accompagnait de la conviction que I'entrée par les structures était le bon
point de vue pour aborder la résolution des problemes mathématiques (ou modélisables par les
mathématiques). De nombreux mathématiciens de I'époque se sont exprimés sur ce point, par
exemple Lichnérovicz : "En traitant des problemes concrets, apparemment fort éloignés les uns
des autres, les mathématiciens et les physiciens constatent souvent qu'ils sont ramenés a des
calculs linéaires formellement identiques. Une notion importante va nous aider a comprendre les
raisons de ce phénomene : la notion d'espace vectoriel" (op. cité, 7), ou encore Bourbaki : "
Les "structures" sont desutils pour le mathématicien : une fois qu'il a disceragtre les
éléments qu'il étudie, des relations satisfaisant aux axiomes d'une structure d'un type connu, il
dispose aussitot de tout I'arsenal des théoremes généraux relatifs aux structures de ce type, la
ou auparavant, il devait péniblement se forger lui-méme des moyens d'attaque dont la puissance
dépendaitde sontalent personnel[...]." (Bourbaki 1948,40). Ainsi dans la sphere des
enseignants d'université, la structure algébrique gagne ses lettres de noblesse.

Or, dans I'enseignement de premiére andéaiversité et des classes préparatoires, on
enseignait en 1954, pour les besoins essentiellement de la mécanique, le vecteur de I'espace
géométrique. Celui-cétait essentiellemenintroduit de facondescriptivepar ses propriétés
géométriqgues comme segment orienté. D'ailleurs, dans ce type de présentation, il n'y avait pas
gu'une sorte de vecteurs, on distinguait en accord avec les concepts de physique : le vecteur lié
(origine fixe, point d'appui d'une force), libre (celui des mathématiques défini par la relation
d'équipollence entre vecteurs liés), glissant (support fixe), axial (produit vectoriel, donc dont le
signe dépend de I'orientation de I'espace), sans parler des champs de vecteurs. Par ailleurs, on
enseignait aussi les fonctions de plusieurs variables et donc la géométrie der®space

L'adhésion au bien fondé du point dae des structurealgébriquesexigeait donc une
réorganisation des savoirs mathématiques enseignés a l'université. L'enseignement de la théorie
des espacewectoriels devait apparaitreen début de cycleCette transformation dans
I'organisation des savoirs modifia d'autant la nature de l'algébre linéaire equeasavoir
enseigné, I'éloignant encore plus de son origine savante. Dans cettelétppecessus de
transposition didactique, l'aspedtructurel se trouvait valorisé et l'aspectanalytique
apparaissait comme urapplication, alors que lemodéledu calcul vectoriel dans l'espace
géométrique s'imposait comme entrée naturelle dans la théorie.

i - Lagéométriedu lycéeé?2

A partir des années 60, les acteurs de la noosphére vont s'interroger sur la cohésion entre les
enseignements de mathématiques a l'université et dans le secondaire. Cette phase va donner lieu

22 En complément de notre présentation, on pourra consulter I'article de Bkouche (La place de la géométrie
dans I'enseignement mathématique en France : de la réforme de 1902 a la réforme des mathématiques modernes,
in Belhoste et al. (eds) (1996), pp. 121-138).
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a de vifs débats, ou tous pourtant s'accordent surétassitéet I'urgence de rénover
I'enseignement des mathématiques du lycée et tout particulierement celui de la géométrie. Dans
ce contexte, l'introduction de I'enseignement de l'algébre linéaire va se trouver au centre des
discussions. On peut résumer schématiquement les diverses tendances a travers l'analyse de
trois livres parus dans l'intervalle de deux ans : le deuxieme volunm®desde I'APMEP sur

l'algébre linéairepar André et Germaine Revuz paru en 198)ébre linéaire et géométrie
élémentairade Jean Dieudonné Enseignement de la géométde Gustave Choquet, tous

deux parus en 1964, dans la collect@rseignement des scien¢egrmann). Ces trois livres

sont typiquement des produits issus de la noosphére. En effet, ce ne sont ni des traités destinés
a la sphére savante ni des livres d'enseignement (les auteurs l'anndaitemtenten
introduction). Dans les cas de A et G. Revuz et de Choquet, ces livres sont I'aboutissement de
conférences de vulgarisation, pour le premier a destination des professeurs de mathématiques
de I'enseignement secondaire de la région parisienne, pour le second au séminaire de pédagogie
mathématiquede I'E.N.S. de Saint-Cloud (reproduites dans Iéulletin de 'APMEP de
décembre 1960).

Quand a Dieudonné, il annonce en introduction :

"Le fait qu'a I'heure présente il n'y a sans doute pas un bachelier sur mille qui serait en état
de lire ce livre sans aide et safaurnir un travail personnelconsidérableen dit long sur
I'incohérence de nos programmes d'enseignement. Il y a déja plusieurs années que I'on s'est
inquiété un peu partout du divorce grandissant entre les méthodes et I'esprit de I'enseignement
des mathématiques, dans les lycées d'une part, dans les universités de l'autre. Ayant participé a
plusieurs discussions sur ce probléme, j'ai pu me convaincre que, méme parmi les professeurs
de I'Enseignement secondaire les plus conscients de la nécessité d'une réforme, il subsiste une
grande incertitude sur la teneur de ce que devraient étre les programmes nouveaux et sur leur
articulation, tant interne qu'en relation avec I'Enseignement supérieur. C'est donc en fait a eux
que ce livre est avant tout destiné ; je I'ai concu comméwia du maitré, en d'autres termes
une ossature solide sur laquelle batir un enseignement oral, vivant, et adapté aux éléves qui
doivent le recevoir." (op. cité, 7).

Ainsi dans uneintroduction de plus de dix pages, il dance dans unplaidoyer pour la
rénovation de I'enseignement secondaire des mathématiques, qui se doit d'intégrer des progrés
datant de parfois plus d'un siécle qui permettent de mieux penser et plus vite. Et pour montrer le
fondement épistémologique de son point de vue, il termine en se défendant d'avoir quelque
intérét personnel dans la question.

A priori, les Revuz ne prennent pas position pour l'introduction de la théorie des espaces
vectoriels dans I'enseignement secondaire, leur but est seulement de former les enseignants du
secondaire, dont ils estiment qu'il serait bon qu'ils connaissent ce que leurs éléves apprendront
plus tard al'université. Mais a posteriori cecours, tout en permettantla formation des
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enseignants du secondaire, servira de base pour le schéma des programmes de la réforme des
mathématiques modernes.

Choquet s'intéresse lui spécifiguement a I'enseignement de la géométrie. S'il se référe a la
"voie royale'23 du mathématicien qudéfinit I'espacegéométriquecomme un espace affine
euclidien de dimension trois, il pense que I'on ne peut pas "parachuter" sans précautions ces
notions trop abstraites a un enfant de moins de 17 ans. Il propose alors une axiomatique de la
géomeétrie qui repose sur les notions plus intuitives de structure additive, de parallélisme et de
symeétrie, tout en permettant d'accéder plus rapidement, dans une seconde étape, a la structure
d'espace affine euclidien.

Dieudonné dit d'emblée qu'il faut aborder la géométrie par la structure affine euclidienne. Ce
qu'il justifie par le raisonnement suivant - que nous résumons - : il ne faut enseigner dans le
secondaireque ce qui prépare a l'enseignement supérieur (tout en se gardant de faire un
enseignement élitiste réservé aux futurs mathématiciens). Aifaitilpréparer les éléves a
l'algebre linéaire qui est Ba base de la plupart des notions enseignées en propédeutique.
"D'autre part, j'ai cherché a résister a la tentation d'introguématurémentes théories qui
seront enseignées a I'Université. || me semble que la nature nous a heureusement fourni "une
ligne de démarcation" toute tracée, en nous douant de l'intuition géométrique pour les espaces a
2 et 3 dimensions ; il est donc possible de représenter graphiquemsiss phénomeénes de
I'Algébre linéaire limités a ces deux dimensions (et bien entendu acalairesréely."
(Dieudonné 1964, 14). Donc l'intérét de la géométrie dans I'enseignement secondaire tient en ce
gu'elle représenteun "merveilleux laboratoireou se familiariser avec des caparticuliers
d'aspect fort simple et susceptibles d'images concrétes, de notions dont I'essence est beaucoup
plus générale mais aussi beaucoup plus abstraite, et qu'il faudra assimileetetmme
générale plus tard." (ibid., 14).

Au passage, Dieudonné épingle Choquet en affirmant qu'il est "tout a fait opposé [au fait
que], sous prétextgue le systeme d'axiomes de I|'Algelireaire est "trop abstrait”, on
[veuille], avant de l'introduire, partir d'un autre systeme d'axiomes, réputé plus accessible, et
endéduireensuite les axiomes de I'Algébre linéaire." (ibid., 17).

Choquet et Dieudonné s'affrontent par livres interposés sur la questiainaledans la
réforme des mathématiques modernes, du renouvellement de I'enseignement de la géométrie.
Néanmoins, malgré leurs divergences, tous deux reconnaissent la suprématie de la structure
affine euclidienne de I'espace géométrique. On sait que finalement c'est lei@orae de
Dieudonné qui I'a emporté, sans doute par continuité avec ce qui s'était fait dans le supérieur.

Les résultats élémentaires detkeéorie des espacesectorielsde dimension finie furent
introduits dans les programmes du lycée dés la classe de seconde en 1969. Implicitement ou

23 e mot est de Choquet, comme "parachuter" qui suit.
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explicitement, et méme en partie contre son gré pour Choquet, les trois auteurs précédents
avaient déja fixé le cadre de cette nouvelle transposition de l'algeébre linéaire, sans que ce soit
forcément eux qui aient pris la décision politique. La structure d'espace vectoriel devenait un
objet d'étude a part entiére et les livres de Revuz et de Dieudonné, eux-mépiess de
I'approche bourbakiste mais apprétés pour éteessiblesau public des enseignants du
secondaire donnaient la trame du texte du savoir a enseigner. Mais ce nouvel élément de savoir
devait trouver saplace dans l'organisation et léonctionnementdu savoir enseigné, en
particulier dans ses relations aux savoirs enseigia@s les classes antérieur€sest tout
naturellement par rapport a la géométrie qu'il va pouvoir se situer, réalisant du méme coup la
rénovation tant désirée de I'enseignement de cette discipline a la faveur du pointdie vue
Dieudonné. L'attachement des premiers enseignements aux espaces de Hilbert avaient disparu.
Néanmoins dans l'organisation globale des programmes, I'enseignement des espaces de Hilbert
en Licence offrait une continuité parfaite permettant I'élargissement a la dimension infinie, ce
qui permettait (d'autant mieux) d'illustrer leur interprétation géométrique (Dieudonné n'ignorait
bien sir pas ce fait).

iii - Qu'advient-ildessysteémesd'équationdinéaires?

L'origine historique des concepts d'algébre linéaire dans I'étude des systemes d'équations
linéaires se trouvait entierement gommeée du savoir ens€i@edle-ci n'apparaissait plus que
comme une applicationde la nouvelle théorie rejetéeen fin de programme. L'étudétait
guasiment réduite au cas des systemes dit de Cramer et apparaissait essentiellement comme une
application des déterminants, eux-mémes appendice de |'étude des applications multilinéaires.

Ce quipréceédenous a permis de suivre, depuis les premimseignementsl'algébre
linéaire, la chronique deette disparition annoncéedes systémedinéaires comme cadre
d'introduction de l'algebre linéaire. Une raison encore plus profonde peut toutefois étre
invogquée pour montrer qu'une transposition didactique de I'algebre linéaire favorisant I'entrée
par les systémes d'équations linéaires étaititrgsobable. En effet, I'étude des systémes
d'équations linéaires ne pouvait constitlientrée dans l'algébrinéaire qu'a la condition
gu'un savoir plus ancien sur ces systéemes eut existé auparavant. Or s'il était de longue date de
coutume d'enseigner assez tbt la résolution des systémes d'équations linéaires (au moins en
deux ou trois équations et inconnues), ni la notion d'équation, ni celle de n-uplet (sa solution),
n‘ont jamais eu dans l'enseignement (au moins avant l'université) le statut d'objet

24 Nous ne prétendons pas ici avoir fait le tour de toutes les productions de la noosphére sur la question, mais
ces trois ouvrages nous semblent assez représentatifs de I'ensemble pour notre propos. Une étude exhaustive de la
transposition reste a faire.

25| est d'ailleurs intéressant de noter que l'importance de I'étude des systémes d'équations linéaires dans la
constitution de l'algebre linéaire (telle que nous avons pu la dégager) est trés largement mindisiwéadgns
d'histoire des mathématiquesinsi que dans lesotes historiquede Bourbaki, deux travaux dont la rédaction a
été supervisée par Dieudonné.
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mathématique. L'enseignant, les manuels et les éléves les utilisenjamaisils ne sont

définis, ce sont donc des obj@aramathématiqueChevallard, 49-56). Ainsi une entrée dans
I'algébre par les systemes d'équations linéaires aurait-elle nécessité la mise en place d'une phase
de transformation des systémes d'équations linéaires d'outils de résolution en objet d'étude, ce
qui était improbable (voire impossible) dans I'esprit des programmes des années soixante, qui
favorisaient une approche descendante, ou les systemes d'équations linéaires se trouvaient au
bas de la pyramidé.

iv - Le vecteuraucolleégeetenphysique

Dans cette organisation du haut vers le bas, il restait & harmoniser l'introduction du vecteur
au college avec la suite de I'enseignementalgebre linéaire. Dans I'espritnificateur et
simplificateur qui avait régi les phases précédentes, le bestiaire des différents types de vecteurs
physiques que nous avons évoqués plus haut faisait mauvais genre ; une opération de ménage
s'imposait. Or tous ces types de vecteurs (lié,dtbgissant, polaire, axial, etcpeuvent
recevoir une définition "rigoureusegn termes d'algebrénéaire commesous catégoriedu
vecteur géométrique des mathématiques(l'ancien vecteur libre). Dans le respect des
mathématiques modernes, le vecteur géométrique fut donc introduit dés la classe de quatrieme
comme classe d'équivalence de bipoints pour la relation d'équipollence. L'étude des propriétés
algébriques était dirigée pour faire apparaitre, sans le dire, la structure d'espace vectoriel sous-
jacente a l'espace géométrique (en commencant par la droite, puis le plan). Du méme coup ce
nouveauformalisme permettaitde renouvelerla formulation des théoremesclassiques de
géomeétrie du collége (tel le théoreme de THélesnsi que I'étude des transformatioms,
particulier latranslation(groupe isomorphe a l'espasectoriel) et I'hnomothétie. A charge
ensuite aux physiciens, de s'adapter ou non a ce modele mathématique, dans I'enseignement
des grandeurs physiques vectorielles.

v - Essaidesynthése

Dans son ensemble, le processus de transposition didactique de l'algebre linéaire a I'ceuvre
jusqu'a la réforme des mathématiques modernes répond a une organisation descendante, qui

26 Nous verrons que depuis, avec l'enseignemenadméthode du pivot de Gauss, ces@ution est
envisageable. Nous montrerons d'ailleurs comment on a pu la réaliser dans les expérimentations de notre équipe.

27 Ces deux mots étaient & bannir pour risque de confusion avec les notions de familles libre et liée.

28 Dans la configuration habituelldu théoréme de Thalés I'égalité du rapport des longyseuwsétre

remplacée par la formulation vectorielle : Si Ack AB alors A'C' = k A'B'. Mais surtout la réciproque du
théoréme, dans le cas ol A = A', devient immédiate. En effet, si la proposition précédente est vraie, afors CC'

CA +AC' =k BA + k AB' =k BB', donc (CC') est paralléle & (AA"). Dans le cas ou A et A' sont distincts, il
faut rajouter dans I'hypothése de la "réciproque” du théoreme de Thalés, que (AA") est parallele a (BB'), on obtient

alors que CC'= AA' + k BB', d'oli on déduit que (CC') est également paralléle & (AA") et (BB').
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vise a préparer les bases de I'enseignement universitaire. Le vecteur se retrouve ainsi dans trois
lieux différents de I'enseignem&htla géométrie du collége, I'algébre linéaire et la physique.
Pour distinguer les trois types de vecteurs ainsi délimités (celui de la physique étant lui-méme
multiple), nous emploierons les termes de vecteur géoméftigeeteur algébrique et vecteurs
physiques. Le vecteur algébrique est également multiple, mais les différentes types de vecteurs
algébriques (fonctions, polynémes, suites, etc.aet qu'un méme objet dans lahéorie

formelle de I'algebre linéaire, alors que les différents vecteurs physiques correspondent a des
définitions mathématiquedistinctesdans cette mémethéorie : un vecteurlié (ou segment
orienté) est un couple formé d'un point (I'origine) et d'un vecteur géométriguescteur

glissant est un couple formé d'une droite affine (le support) et d'un vecteur géométrique, un
vecteur axial est le produit vectoriel de deux vecteurs géométriques, un champ de vecteurs est
une application du plan ou de I'espace affine dans I'espace vectoriel associé.

L'analyse de la transposition gprécedepermet égalementde comprendreles regles
d'interaction entre les trois types de vecteur. Cette organisation donne une idée de la distance
qui sépare le savoir enseigné du savoir savant. Dans la constitution du savoir savant, le vecteur
géométrique n'apparait pas vraiment en tant que tel, tant sa genése se confond avec celle des
vecteurs physiques, il ne joue en tout cas que trés faiblement le réle de pont avec le vecteur
algébriquepour lequel d'autresdomaines (les systemes d'équatidimgaires et l'analyse
fonctionnelle essentiellementpnt eu des réles plusnportants[13, I]. Ainsi le vecteur
géométriqueest en grandepartie une création didactique qui obéit a descontraintes
d'organisation interne au systéme d'enseignement. Il permet de faire le lien entre les vecteurs
physiques et le vecteur algébrique. Précisons toutefois immédiatement que cet état de fait n'a
pas a priori de connotation négative, la distance entre le savoir enseigné et le savoir savant est
une conséquencénévitable du processus de transposition didactigue, nous nous sommes
expliqués sur ce point dans le premier chapitre de ce texte.

Par ailleurs, on observe, pour la notion d'espace vectoriel, un phénoméne assez proche de ce
gue Chevallard et Johsua ont pu décrire a propos de la notion de distance (1991, 125-198). En
effet le concept d'espace vectoriel n'a vraiment émergé dans le savoir savant qu'en rapport a des
guestions de dimension infinie en analyse fonctionnelle (et encore au dela des espaces de type
Hilbert c'est-a-dire a base dénombrable dense) ; or au niveau du savoir enseigné, ce concept se
trouve importé, par le processus de transposition didactique, dans le domaine de la géométrie,
donc limité a la dimension trois. Comme dans le cas de la distance, cette importation est une

29 En reprenant les termes de I'approche écologique des savoirs introduite par Chevallard (cf. l'introduction de
(Rajoson 1988)), on pourrait dire qu'il se trouve damss habitats écologiques, ce qwnd compte non
seulement de la différence de lieu, mais aussi des différences strucurelles de ces lieux, qui font intervenir des
rapports distincts avec des savoirs distincts ou identiques.

30 Nous désignerons par ce terme le vecteur du plan ou de I'espace géométrique défini de fagon géométrique
(soit par ses caractéristiques de longueur, direction et sens, soit par I'étude des translations), par opposition au
vecteur, élément d'un espace vectoriel de dimension deux ou trois, défini axiomatiquement par des propriétés
algébriques, qui est lui un exemple du vecteur algébrique.
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solution technique au probléme idéologique de I'apprentissage de I'abstrait a partir du concret,
qui impose une certaine stratégie d'exposition (la citation de Dieudonné donnée en lll-1-a-ii est
trés explicite sur ce point).Ainsi le concept d'espacevectoriel va trouver, danscette
transposition, un mode de fonctionnement trés différent de celui qu'il avait pu avoir dans le
savoir savant. En reprenant les termes exacts de Chevallard a propos de la notion de distance on
peut dire que "l'introduction (de la notion d'espace vectoriel) produit une modification (locale)
de lastructuredu systéme didactique, par le biais d'un changement apportradture du

savoir enseigngce changement consiste en l'intégration d'un €lément structurel emprunté au
"savoir savant'(celui des mathématiciens) mais |"isomorphisme"structurel (local) entre

savoir savant et savoir enseigné se double pad'un isomorphisme fonctionnel deux
éléments structurels isomorphassument des fonctions bien différent€gtte observation,

simple mais fondamentale, ouvre un champ de problemes nouveaux, celui des caractéristiques
de situation de I'élément introduit au sein de I'économie du savoir enseigné." (op. cité, 166).

La remise en cause de la réforme daathématiquesmodernes(effective dans les
changements de programmes depuis le début des années quatre-vingts) a tres largement modifié
l'organisation des savoirs enseignés aymmitt aux différents vecteursmodifiant ainsi la
fonction de ce concept dans le savoir enseigné. C'est ce que nous allons examiner a présent.

c - Lesannéegjuatre-vingts

A partir du début des années quatre-vingis, sait que le<ritiques de la réforme des
mathématiques modernes ont conduit a un rejet de cette organisation paleCleardjet a
abouti peu a peu a une disparition totale de la théorie des espaces vectoriels de I'enseignement
secondaire, considérée comme une théorie trop formelle et trop abstraite pour des éleves de
lycée32 De plus, il a été explicitement demandé dans les programmes de ne plus faire allusion a
la théorie des espaces vectoriels en géométrie et de ne plus insister sur les aspects algébriques
du vecteur géomeétrique.

L'enseignement actuel de la géométrie (programmes mis en place a partir de 1990) est centré
sur I'étude des figures et de I'action des transformatsomsces figures. Les programmes
recommandent de n'aborder les transformations sous leur aspect "applications de I'ensemble
des points du plan ou de I'espace" qu'a partir de la classe de seconde de facon progressive.
L'introduction du vecteur géométrique se fait au niveau de la classe de quatrieme, dans le plan
seulement, sans que les vecteurs physiques ne soient évoqués en mathématiques. Il est introduit

31 Cette remise en cause n'est pas nécessairement la preuve que la réforme proposée n'était pas "bonne". lly a
certainement beaucoup de raisons externes a la valeur intrinséque de cette réforme pour son rejet : les enseignants
y étaient certainement insuffisament préparés, de plus certains excés avaient caricaturé les idées de départ, etc. De
toutes fagcons, notre but n'est pas de juger ici telle ou telle réforme.

32 Commencée avec les programme de la seconde indifférenciée de 1981, cette disparition atteint toutes les
classes des lycées avec les programmes de 1985.
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"naivement"” (c'est le terme employé dans le programme officiel) par ses caractéridgéques
longueur, de direction et de sens, et en relation avec I'étude des actions d'une translation sur les
points d'une figure, dans un ordre qui varie selon les autdeirsranuels (voir a ce sujet
(Chauvat 1988) et (Bouscasse et H)92)). L'addition des vecteurs'est abordéequ'en
troisieme, en relation avec la composition des translations. C'est aussi en troisieme, que les
coordonnées des vecteurs sont introduites, alors qumeuldplication par un scalaire est
explicitementhors programme. En seconde, les programpmésonisentle passage de la

notation AB a la notation
Erreur!

Ainsi I'enseignement dwecteur géométriques'étale sur cing ans et I'enseignement du
vecteur algébrique méme limité a I'exemple géométrique disparait de I'enseignement secondaire.

En conséquence, I'enseignementwicteur algébriquedoit étre assumé&ntierementpar
I'enseignement supérieurTraditionnellement,les enseignementsuniversitaires d'algebre
linéaire ont toujours repris la théorie des espaces vectoriels depuis la base, si bidun que,
temps des mathématiques modernes, une partie de cet enseignement représentait des révisions et
une extension a des exemples pris hors du domaine de la géométrie. Ainsi, dans les années
quatre-vingts, la seule modification au niveau supérieur portait-elle (en apparence) sur le statut
des deux ou trois premiéres séances d'algebre linéaire qui, de révisions légérement étendues,
devenaient les premiers cours d'une théorie nouvelle. Techniquement, le probléme paraissait
donc pouvoir se régler a moindre frais, sans changer les programmes, tout au plus en prenant
un peu plus de temps pour les premieres séances. Cependant, il a vite fallu déchanter devant
I'ampleur des difficultés rencontrées par les nouveaux bacheliers (n@ujpaant tout se
passat fort bien, mais apres un seuil critique d'échecs avait été atteint). Les enseignants se sont
alors plaints du manque de pratique de la logique et du langage ensembliste élémentaires (nous
en avons parlé plus haut) mais aussi lilecapacité des étudiants & se représenter
géométriqguement les nouveaux concepts de l'algebre linéaire. En fait, notre hypothése est que,
moins que des connaissances sur le vecteur géométrique, ce qui était en cétageuiod
absence de pratique de la géométrie analytique, en particulier concernant I'étude des questions
d'incidence et deparallélismede droites et de plans dafiespace,ainsi que I|'étude des
transformations affines par la représentation analytique ou matricielle de l'application linéaire
associée. Ainsi dans de nombreuses universités, la décision fut prise de rajouter en premiere
année un cours de géométrie analytique comme propédeutique a I'enseignement de la théorie
des espaces vectoriels, reproduisant ainsi de fdéoaléele schéma des trois niveaux,
régissant lesnterrelationsentre vecteur géomeétriqueet vecteur algébrique, telgu'il s'était
imposé avec la réforme des mathématiques modernes.

d - Conclusion
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Cette étude de la transposition didactique de la notion de vecteur dans I'enseignement de la
géométrie nous conduit a I'hypothése que I'enseignement de la théorie des espaces vectoriels est
resté prisonnier d'un certain rapport a I'enseignement de la géométrie qui ne peut plus obéir
gu'a des contraintesinternes au systeme d'enseignement. Dans l'enseignemevagtéer
géométrique est devenu le prototype du vecteur algébrique. D'une part, l'algébre linéaire est
introduite de facon privilégiée par la géométrie, dans apygroche visant &énéraliserles
connaissances sur le vecteur géométrique dans le nouveau cadre formel du vecteur algébrique.
D'autre part, la nature algébrique du vecteur géométrique reste entierement dépendante de la
modélisation par les espaces vectoriels. Pendant la réforme des mathématiques modernes, les
aspects algébriques du vecteur géométrique se trouvaient valorisés par une introduction précoce
du vecteur algébrique; depuis les années quatre-vingts, ces aspects ont été évacués sans étre
remplacéspar une autre approche algébrique. Si bien que, si le rapport \axuieur
géométriqueet vecteur algébriquea évolué, iln'a jamais été fondamentalementemis en
question. Tout au plus, a-t-on modifié I'ordre de priorité.

Nous analyserons en annexe 1, certains aspects de I'enseignement du vecteur géométrique
dans I'enseignement secondaire actuel.

Nous allons maintenant nous intéresser aux difficultés liées a lI'usage du cadre géométrique
en algebre linéaire.

2. Analyses de quelques difficultés didactiques

Des nos premiers travaux, nous avions été amené a nous interroger sur la relation particuliere
qui lie dans I'enseignement l'algéldneéaire au cadre géométrique. Nous venons de voir
l'origine de ce lien a travers I'étude de la transposition didactique, nous avons pu ainsi mettre en
évidence I'écart avec le fonctionnement du savoir savant. Or nos premiers travaux ont montré
des difficultés liées a I'approche de l'algébre linéaire par la géométrie.

En effet, nous avions observé que les étudiants faisaient des erreurs récurrentes liées a la
confusion linéaire / affine. Le point est I'objet premier dans I'univers géométrique, ainsi si le
concept de segment orienté (autrement dit de vecteur lié a une origine fixe) prend une certaine
réalité pour les étudiants, leconcept de vecteur géométrique (c'est-a-dire de classe
d'équipollence) nécessite une misealistancede la perceptionintuitive33 de l'espace et la
reconnaissance d'un autre niveau de conceptualisation de nature plus algébrique (cf. l'article de
Robert dans [13,1I-2]). Or beaucoup d'étudiants n'ont pas encore réalisé ce saut conceptuel
guand ils entrent a l'université. Par exemple, le concept de droite vectorielle n'est pas toujours

33 Intuitif signifie pour nous "en rapport direct avec les sens". Cela ne veut bien sir pas dire qu'il n'y a pas de
“raisonnement”, mais celui-ci reste en prise directe avec ce que les sens donnent a voir, il est une rationalisation
immédiate, premiére. Ainsi, bon nombre de résultats de géométrie élémentaire peuvent étre compris sans avoir
d'autre conceptualisation du point que la trace de la pointe du crayon sur la feuille, ou le tracé sur le bord d'une
regle pour la droite (affine) (c'est ce que nous appellerons des perceptions intuitives).
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entierement acquis. Ainsi il est fréquent que des étudiants, travaillant dans un contexte vectoriel,
introduisent des droites paralleles, alors que le parallélisme n'a pas de sens pour des droites
vectorielles, ou se résume a I'égalité.

Ainsi, par exemple, dans un test de type vrai/faux (avec demande de justification) que nous
avons fait passer en début d'enseignement d'algébre linéaire a l'université, dans notre these
(Dorier 1990%4, il était précisé enen-téteque "droite" signifiait sous-espacevectoriel de
dimension 1, et la question suivante était posée :

SoientD4, D2 etDs trois droites der3 distinctes deux a deuRy 7 Do 7 D3 =R3.

Or, de nombreux étudiants ont répondu: "Faux, parce que les droites peuvent étre paralléles",
ou encore "parce que les droites peuvent avoir une intersection vide". Au total 36% des 65
copies analysées révélaient une confusion entre affine et vectoriel (op. cité, 232-333).

On pourrait espérer éviter les confusions affine / vectoriel, en explicitant dés le début de
I'enseignement ce que représente une structure affine et ses liens avec la théorie vectorielle. Des
expérimentations que nous avons menées aux débuts de nos travaux ont montré que ce point est
treés délicat et qu'il parait peu réaliste de faire comprendre ce fgufastiementine structure
affine avant que les étudiants aient biatégré les résultat®lémentairede la théorie des
espaces vectoriels (op. cité, 461-464). De fait, la nature essentiellement affine de la géométrie
reste une difficulté importante a une bonne compréhension des concepts linéaires dans ce cadre,
au moins au début de I'enseignement universitaire.

En outre, bien qu'a un niveau moins formel, le probleme existe déja dans I'enseignement du
vecteur géométrique au college et au lycée, ou la représentation du vecteur par esttracé
souvent confondue par les éléves avec le vecteur lui-méme, ce qui représente un obstacle a la
compréhensiondu vecteur comme classe d'équipollence de segments orientés. La
caractérisation du vecteur géométrique par la translation est un moyettedeontre cette
difficulté, mais ne permet apparemment pas d'y remédier entierement (Chauvat 1988). Ainsi la
difficulté que les étudiants ont a assimiler les rapports entre les structures affine et vectorielle
trouve une part de searigines dans l'enseignement dacteur géométrigueau niveau de
I'enseignement secondaire.

Par ailleurs,certainesspécificités du contexte géométrique interferenparfois dans la
représentativitéd'un conceptd'algebrelinéaire dans ce cadre. Nous alloegpliciter cette
hypothése a l'aide d'un exemple significatif.

Si on demande a des étudiants débutants en algébre linéaire de donner I'équation d'un plan
dont on connait trois points A, Bt C par leurs coordonnées, la réponsgoritaire (qQui
correspond a unéechniqueenseignéesn Terminale) consiste acommencerpar former le

34 Nous avons repris ce test de travaux préalables de Robert et Robinet.
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produit vectoriel : AB O AC , et traduire ensuite I'appartenance du point M au plan par la
relation :

AM . [AB OAC]=0
Cette technique traduit une conception duale du ptamme orthogonald'une droite. Les
étudiantsl'appliguent en en ayant uneprésentationintuitive (on peut donner a voir
l'orthogonalité et sorcaractereinvolutif), mais sansconnaitre bien sOr les fondements
théoriques en termes d'espad@al etd'orthogonal.En tant quetechniquecalculatoire,ce
procédeé est efficace, et ne nécessite pas la maitrise de la théorie qui le sous-tend. Cependant
cette technique n'est pas favorable a la perception du plan comme espace affine de dimension
deux (c'est-a-dire généré par un point et deux vecteurs), on pourrait méme dire qu'elle court-
circuite le concept de sous-espace engendré au profit de concepts plus élaborés. Or le sous-
espace engendré est un concept plus élémentaire que la dualité dans l'organisation de I'algebre
linéaire.

La conception affine du plan reléve d'une autre technique calculatoire qui consiste a exprimer
gue les vecteurs TAM AB et AC sont dépendants, soit par un calcul de déterminant soit en
résolvant un systeme. L'avantage de poser un systentpi'est obtient directementune
représentation paramétrique du plan, qui traduit de fagon sémantiquement congruente (Duval
1993 et 1995) la représentation vectorielle, dans le registre sémiotique des équations. Si l'on
veut une équation cartésienne (sait que lesttudiantscroient souvent quec'estla seule
représentation acceptable), il faut éliminer les deux parametres, ce qui est techniquement un peu
long et complexe. Par contre, t&lcul du déterminantdonne directementune équation
cartésienne mais c'est aussi un outil qui ne rend pas compte d'une compréhension intuitive de la
dépendance.

On peut alors comprendre le choix fait dans I'enseignement secondaire de passer par
produit vectoriel puis par un produit scalaire. Du point de vue technique, c'est aussi efficace
gue le déterminant, mais la décomposition en un produit mixte sauve le caractére intuitif, au prix
néanmoins d'un fondement théorique bien plus complexe, que I'étudiant ne peut maitriser des le
début de I'enseignement d'algebre linéaire.

Cet exemplemontre quecertainesconnaissancetechniquesdes étudiantsen géométrie
peuvent faire écran a des idégémentairesa I'ceuvre en algébrelinéaire, en lesplacant
d'emblée dans un champ de référence conceptuellement plus élevé. Cette difficulté peut étre
corrigée localement,mais elle montre toutefois que le cadggométriquepeut créer des
interférences propres a géner la représentation de certains concepts élémentaires de la théorie
vectorielle.

Enfin, l'intérét en termes d'intuition et de représentations visuelles du gadneétrique
restelimité a la dimension trois. Au dela, legénéralisationsdeviennentbeaucoup plus
abstraites. Si la dimension trois est souvent suffisante pour avoir uneégéeaire d'un
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concepts, cette limitation rend taprésentatiord'autresconcepts pepertinente; c'est en
particulier vrai pour les concepts de dépendance linéaire et surtout de rang, dont le chapitre qui
suit s'attachera a montrer l'importance pour l'algebre linéaire.

Pour clore ce chapitre, il nous reste a tenter de mieux expliciter, dans la limite des contraintes
liees a la transposition didactique et a la lumiere des difficultés repérées, la fonctionnalité du
cadre géométrique dans I'enseignement de I'algébre linéaire. Nous nous appuierons également
sur le reste de nos travaux.

3 - Fonctionnalité du cadre géométrique dans I'enseignement del'algébre
linéaire

Le contenu de ce paragraphe est constitué d'hypothéses que nous avons faites a I'appui des
analyses qui précedent. Ces hypothéses sous-tetidgpérimentationréalisée a Lille
(Rogalski 1991, 1994 et 1995, [13, 1I-3]), et ont donc été testées et évaluées dans ce cadre.
Elles ne montrent cependant qu'un point de vue possible sans préjuger d'autres interprétations
qui pourraient découler de nos analyses présentées dans les deux paragraphes précédents.

Nos analyses nous conduisent a rejeter le choix de mise en texte duadomié dans
plusieurs manuels, qui consiste a introduire (voir déduire) les axiomes d'espace vectoriel par
leur vérification sur les vecteurs géométriques.

Notre hypothése est que, comme pour des ensembles de fonctions, de polynémes ou de
suites, la modélisation en termes d'espace vectoriels des vegtmmetriqueseléve d'un
point de vue volontairement réducteur qui permet l'unification. En effet, la nature du vecteur
géomeétrigue ne se résume pas a ses seules propriétés linéaires (parce qu'elles ne rendent compte
ni de sa naturgéométriqueni de l'aspectconstitutif de la dialectiqueentre algébriqueet
géométrique, ni de l'importance de la multiplication vectorielle dans la genése du vecteur).

C'est pourquoi l'introduction des axiomes d'espace vectoriel par leur vérificatioles
vecteursgéométriqguesa pour intérét essentielde montrer que de tels ensembles abstraits
existent a un niveau plus "familier". Le choix du vecteur géométrique se justifie alors comme
illustration, a condition d'étre trés explicite sur la fonction de cette illustration : ce peut étre, par
exemple, l'occasion de lpremiére intervention de niveauméta a propos descaracteres
unificateur et généralisateur de la théorie vectorielle (voir a ce sujet le dispositif expérimental sur
I'introduction des axiomes évoqué au chapitre Il et développé dans (Dorier 1990), [9, 184-195]
et [13, 1I-2]).

Néanmoins, la possibilité d'utiliser le cadre géométrique comme source de représentations
visuelles et d'intuitions pour les conceptgairesest essentielle, on en a vu l'intérét en
plusieurs points du développement historique. Dansargexte, cen'est pas seulementia
géométrievectorielle qui est en jeu mais aussi ¢gométrie analytique. Enparticulier, la

53



question de la représentation des droites ou des plans affines et vectoriels par des équations
cartésiennes et paramétriques peut étre un point d'appui pour illustrer des concepts tels que les
générateurs, la dualité, et aborder les questions d'intersection de sous espaces. Cependant, dans
le cadre de l'algebre linéaire, il est nécessaire de pouvoir dépasser la dimension trois. Ainsi le
cadre des équatioriméairesvient ici s'insérerdans un cadrgéométriqueélargi, ce qui
constitueun contexteriche pourélaborerles concepts d'algebre linéaire. Par ailleurs, les
concepts d'algébre linéaire deviennent des outils efficaces en géométrie quand on aborde I'étude
des transformations. C'est d'ailleurs sur ce point qu'historiqguement les liens ont été les plus
forts. La composition et la classification des transformations affines est particulierement facilitée
guand on passe par I'étude des transformations linéaires associées. Il s'agit alors de déterminer
les espaces propres et les invariants qui en résultent en telenreprésentatiormatricielle
(recherche de formes réduites).

Ainsi, il apparait possible denontrer l'intérét de lahéorie des espacesectoriels dans
I'étude des transformations géométriques et, par la méme, de donner a canmaiss et
certaines méthodes d'algebre linéaire un substrat plus intuitif & travers le cadre géométrique.
Mais cela concerne un niveau relativement élevé de la théorie. Par contre, l'interaction entre les
concepts élémentaires de la théorie des espaces vectoriels et le cadre géométrique reste plus
problématique. Le vecteur géométrique et les bases de géométrie analytique sont des prérequis
pour pouvoir aborder I'étude des transformations affines par la théorie des espaces vectoriels,
mais les concepts élémentaires de la théorie des espaces vectoriels ne peuvent, pour des raisons
épistémologiques que nous avons exposeées plus haut, prendre sens s'ils restent limités au seul
cadre géométrique. Ainsi, le cours d'algébre linépieat étre I'occasion d'enseigner de la
géométrie a 'université, dans un rapport dialectique qui ne prend tout son sens qu'aprés un
enseignemenassezsubstantield'algebre linéaire, qui pourrslappuyeraussi surd'autres
cadres.

En particulier le cadre des équations linéaires, dont notre analyse historique a montré qu'il a
joué un réle tresimportant pour la constitution des concepts d'algébre linéaire, est
particulierement & méme de jouer un role fondamental dans I'enseignement de I'algebre linéaire
et d'interagir également avec le cadre géométrique. C'est un des points essentielssque
allons a présent aborder a travers une étude centrée sur le concept de rang.

IV. LE ROLE CENTRAL DU CONCEPT DE RANG

L'analyse historique que nous avons faite montre le réle central joué par le concept de rang
([2] et [13, I-1-81]). Elle atteste aussi que ce concept s'est constitué essentiellement dans le
contexte de I'étude des systemes d'équations linéaires par la théorie des déterminants. Enfin
comme nous l'avons rappelé, elle montre que la technicité des déterminants a été un facteur de
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ralentissement de certaines idées intuitives, déja a I'ceuvre dans le travail d'Euler (qui n'utilisait
pas des déterminants).

Le rang permet de faire le lien entre les concepts de dépendance linéaire et de générateur :
c'estle nombremaximal d'élémentsindépendantglans un sous-espace aussi bien que le
nombre minimal de générateurs. Cet invariant se retrouve aussi dans une perspective duale,
puisque la dimension de l'espatatal diminuée du rang caractérisele nombre minimal
d'équations nécessaires powprésenterun sous-espace, ainsi que le nomimeximal
d'équations indépendantes dans tout systeme de représentation. Nous avons montré que cet
aspect dual a joué un réle essentiel dans la genese du concept de rang.

Le concept de dimension est tres lié a celui de rang. Or, nous avons montré que certains des
premiers auteurs a avointroduit ce concept, a partid'une généralisationdu cadre
géométrique, ont négligé I'aspect générateur de ce concept. lls définissent la dimension comme
le nombre maximal de vecteurs indépendandants dans un sous-espagans&rsontrer
qgu'une famille génératrice ne peut avoir un cardinal inférieur & la dimension ([5, 183-186], [6,
20-24] et [13, I-2-81]).

La notion de rang correspond a un raffinement de la notion de dépendance, il permet dans un
ensemble de générateurs, dans un sous-espace ou dans un systeme d'équations représentatives,
de déterminer le "degré de dépendance"”. Sa détermination reléve également d'un procédé de tri
permettant de dégager un systéme générateur minimal, ou libre maximal, c'est-a-dire une base.
La compréhension de la notion de rang dépend donc avant tout de la compréhension des notions
d'indépendance et déépendancdinéaires, c'est ce point que nouscommenceronspar
aborders®

1. Sur l'indépendance et la dépendance linéaire

a- Difficultés didactiques

Comme nous l'avons déja souligné plus haut, I'enseignement de I'algébre linéaire apparait
comme excessivement formel aux étudiants. Or, ceci est sensible dés les débuts de la théorie.

En effet, I'usage de la définition formelle de I'indépendance ou de la dépendance linéaires
pose souvent des problemes de formulation aux débutants, liés a la syntaxe du langage formel.
L'indépendance linéaire est a ce titre beaucoup plus difficile du fait que sa définition formelle
est quasiment impossible a traduire en langue naturelle d'une fagon qui conserve la syntaxe :
elle s'exprime a l'aided'une quantification universelle et d'une implication alors que la
définition en languenaturelle (il n'existe pas d'autrecombinaisonlinéaire que celle a

35 Ce paragraphe s'appuie sur les résultats présentés dans [12]. Ce texte est le plus récent de nos travaux, et il
est écrit en anglais. Par ailleurs, comme son objet est au cceur de ce que nous voulons montrer dans ce texte,
nous avons choisi d'en reprendre ici les éléments principaux, tout en approfondissant notre analyse a la lumiéere
du cadre général présenté au chapitre I.
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coefficientstous nuls qui donne l@ecteur nul) utilise la négationd'une quantification
existentielleet pas d'implication. Au sens dauval (1993 et1995), il n'y a donc pas
congruence sémantique entre les deux formulations. Dans les deux cas, il s'ad# lhéen
négation des définitions en langue formelle et en langue naturelle de la dépendance (qui elles
sont sémantiqguement congruentes), mais cette négation recatasteretrés techniqueen
langueformelle (il faut non seulementutiliser les régles denégation formelle mais aussi
expliciter des choses non dites, en particulier qu'une combinaison linéaire a coefficients tous
nuls est toujours nulle, et des quantificateurs cachés), gloe langue naturelleglle se

marque seulement par une négation (ne...pas). Dans des taches relativement élémentaires, il est
courant de lire de la part des débutants des formulations incorrectes de cette définition (absence
de quantificateur, voire méme d'implication), néanmoins cette maladresse, qui peut n'étre que
passagere, n'‘empéche pas quemkgorité des étudiantsfinissent par réussir les taches
classiques : essentiellement montrer qu'une famille de vecteurs (dans des cadres divers) est
libre ou liée. Parcontre, desdifficultés plus tenacessont visibles dans des taches moins
usuelles. Examinons par exemple les deux exercices sdfvants

1. Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace un endomorphisme. $i, v et w sont
indépendants, est-ce qgf(a), f(v) etf(w) le sont ?

2. Soientu, v etw trois vecteurs de I'espacefetin endomorphisme. &u), f(v) et f(w)
sont indépendants, est-ce ques etw le sont ?

Une proportion écrasante d'étudiants se trompent et affirment que la proposition 1 est vraie.
Le raisonnent le plus fréquent revient, a quelques variantes pres, a ceci :

Siau +pBv +yw = 0, alors comme f est une application linéairef(u) + Bf(v) + yf(w) =
f(0) = 0. Or, commau, v et wsont indépendants, aloess= 3 = y = 0; doncf(u), f(v) etf(w)
sont indépendants, donc la proposition 1 est vraie.

Une premiére analyse de ce type de réponses semble révéler une difficulté dans I'utilisation
de l'implication mathématique Dans cet exemple, en efféimplication apparaita deux
niveaux, dans I'‘énoncé de la propositiord@montrermais aussi dans ldéfinition de
l'indépendance linéaire qui est au cceur de I'hypothese et de la conclusion de la proposition.
Plus précisément, la proposition a démontrer suit un schéma du type suivant :

si (P implique Q) est vraie alors (P' implique Q') est vraie
De fait la proposition est unémplication dont l'antécédent et la conclusion sont des
implications. Pour démontrer ce type de proposition, il faut partir de P' et en déduire Q', en
utilisant que (P implique Q) est vraie. Or ici Q = Q' et les étudiants padierR dont ils
déduisent P', puis comme (P implique Q) est vraie en déduisent Q qui est aussi Q'. lls croient

36 |es exercices présentés dans ce paragraphe proviennent de sources diverses. lls avaient, entre autres, été
testés par A. Robert et J. Robinet (1989), nous les avons également repris dans notre travail de doctorat (Dorier
1990).
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ainsi avoir démontré la proposition. Il semblerait donc que leur difficulté soit essentiellement de
nature logique.

Nous avons testé cette hypothése lors de notre travail de doctorat. Nous avons d'abord fait
passer et analysé un prétest de logigiéenentaire(en débutd'année),puis nous avons
proposeé les deux exercices précédayses le début de I'enseignement d'algebre linéaire.
L'étude des corrélations montre que celles-ci sont quasiment inexistantes entre les compétences
des étudiants dans I'utilisation de l'implication mathématique et les réponses aux deux exercices
précédents. Par contre, il existe une bonne corrélation globale entre le prétest de logique et le
post-test en algebre linéaire, ce qui vient conforter I'hypothése des blocs et du seuil quantitatif
nécessaire pour un saut qualitatif [7, 4034 1] apparait donc que les dysfonctionnements
repérés dans I'utilisation de la définition formelle de I'indépendance linéaire ne peuvent étre dus
aux seuleddifficultés de type logiqués Il serait vainégalementd'invoquer une difficulté
générale des étudiants a pouvoir mener correctement une démonstration formelle. Nos analyses
nous poussent ahercherdes raisons pluitrinséquementiées aucontexte de l'algébre
linéaire.

Ainsi sur I'exemple précédent, si on demande aux étudiants ayant donné une réponse fausse
d'illustrer la proposition en géométrie par exemple, la plupart réalisent immédiatement qu'ily a
une erreur, sans étre cependant capables de la détecter. En conséquence, il existe un hiatus entre
['utilisation que les étudiants fortte la définition formelle de l'indépendance, et api'ils
percoivent intuitivement de cette notion. D'ou I'hypothése qu'une telle définition ne peut étre
opérationnelle, faute d'étre raccrochée a un contexte intuitif qui lui donne du sens.

Une autre erreur classique liée au caractére formel de la définition de l'indépendance linéaire
concerne le cadre des fonctions. En effet, urtechnique classique pourexaminer
I'indépendance d'un ensemble de fonctions consiste & poser une combinaison linéaire nulle,
puis, a prendre autant de valeurs de x qu'il y a de fonctions, et enfin, a résoudre le systeme
numeérique carré ainsi obtenu. Si on trouve la seule solution nulle, on peut alors affirmer que la
famille est libre. Pour comprendre et accepter ce raisonnement, il faut avoir bien assimilé le
fonctionnement de I'implication, qui autorise la perte d'une partie de l'information. Or cette
caractéristique de l'implication va a I'encontre du principe du maximum d'information, dont on
sait qu'il conditionne fortement le comportement des étudiants. De plus, dans le cas ou I'on
trouve d'autres solutions que la solution nulle, on ne peut rien conclure sur la nature de la

37 Plus que des connaissances préalables pointues dans un domaine de prérequis, c'est un bon niveau général
d'acquisition de ces prérequis (aucun bloc vide) qui discrimine la compréhension d'une connaissance nouvelle.
Ainsi tout se passe comme si un seuil quantitatif és@¢essairepour pouvoir franchir certains sauts
conceptuels. Cette hypothése avait été énoncée par Robert et Boschet (1985) a propos de I'enseignement du début
de l'analyse réelle a l'université. Nous avons repris la méthodologie proposée par Robert dans notre thése pour
valider cette hypothése dans le cas de l'enseignement de l'algébre linéaire.

38 Ces résultats ont depuis été confirmés par des travaux sur I'apprentissage de la logique, qui ont mis en
évidence, l'importance du contexte dans lequel les exercice de logique sont proposés dans les compétences des
étudiants (Durand-Guerrier 1991 et 1996).
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famille. Il y a donc une dissymétrie troublante dans les raisonnements, suivant que la famille est
libre ou non.

Voici enfin un exercice qui révéle un autre type de difficulté :

Soientu, v etw trois vecteurs de I'espace non deux a deux colinéaires, sont-ils indépendants
dans leur ensemble ?

Il est courant que les étudiants soient persuadés que la réponse est oui. lls essaient alors
d'échafauder ungustification a I'aide de ladéfinition formelle. Cette tentative peut vite
s'enfermer dans une impasse, ou bien, sous la pression du contrat didactique qui veut que
I'étudiant donne une réponse, les démonstrations les plus édifiantes peuvent étre produites. La
encore unallustration sur un exemplefamilier convainc facilement les étudiantsdu bon
résultat, mais la difficulté a utiliser la définition formelle subsiste.

Cet exercicerévele que beaucoup d'étudiants ont du malraiter les questions de
dépendance linéaire de facon globale. Trés souvent, tout se passe comme si ils scindaient le
probléme en sous-problemes et recollaient les morceaux a la fin. Il est vrai que cette technique
donne des résultats corrects dans de nombreux cas, et peut méme s'avérer économique, si elle
est bien contr6lée, mais elle donne aussi lieu a des erreurs (comme dans le cas de l'exercice
présent). Dans un travail de doctorat récent, Ousman (1996) a mis en évidence plusieurs types
de difficultés que I'on peut rattacher a ce comportement de réduction en sous-problemes. En
reprenant I'idée d'Ousman, on peut rattacher ces erreurs a des théoremes en acte, au sens de
Vergnaud (1990), par exemple :

- Si u et v sont indépendants chacun de w, alors u, v et w sont indépendants.

- Si un vecteur n'est pas combinaison linéaire d'autres vecteurs, alors tous les vecteurs sont
indépendants dans leur ensemble.

- Siu, v et w sont indépendants et si u', v et w le sont aussi, alors u, u', v et w le sont
aussi.

Comment peut-on expliquer cet ensemble de difficultés ?

La dépendance linéaire est une notion qui généralise la notion de proportionnalité de deux
séquences ordonnées de nombres (deux vecteurs en analytique). Nous faisons I'hypothése que
c'est dans les termes de cette généralisation que réside une part du probleme. Pourtant, celui-ci
est plus complexe, comme cela apparait dans le dernier théoréme en acte cité ci-dessus. Dans ce
cas, la difficulté pour trois vecteurs peut avoir été dépassée, mais il y a un probleme dans le
traitement de quatre vecteurs. Plus précisément, si la qugstitedirectementsur quatre
vecteurs, ce théoréme en acte a peu de chance d'apparaitre ; il est, par contre, beaucoup plus
probable de le déceler, si, comme le suggeére la notation utilisée ici, les quatre vecteurs sont
scindés en deux groupes de deux. famticulier, Ousman a pu parvenir a une analyse
pertinente en modélisant le comportement d'étudiants par ce théoreme en acte dans un exercice
ou il était demandé de chercher l'intersection des deux sous-espaces engendrés respectivement
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par {u, u'} et {v, w}. En effet, beaucoup d'étudiants ont montré que u d'une part et u' d'autre
part ne dépendaient pas de v et w et en ont conclu que l'intersection était réduite a {0}. En
réalité, il existait effectivement des combinaisons linéaires de u et u' égales a des combinaisons
linéaires de v et w et l'intersection était une droite.

Ces dysfonctionnements ont en commun de réduire une propriété globale sur un ensemble a
la méme propriété sur plusieurs sous-ensemlilésst donc une forme deéductiond'un
probleme global en sous-problemes locaux.

Les troisdifficultés que nous venons d'analyserontrent que la compréhensiondes
définitions formelles de lalépendancest de l'indépendancknéairesne sont pas toujours
opérationnelles et que, par conséquent, leur utilisation par les étudiants ne s'accompagne pas
d'un contréle faisant appel @es conceptionsantérieuresde ces concepts, pluscalesen
référence a un contexte plus familier, (sur la proportionnalité, sur la dépendance des équations,
des vecteurs géométriques, etCpmmentalors enseigner ces notiofimelles dans un
meilleur rapport aux connaissances antérieures des étudiants ?

b - Confrontationaved'analysehistorique

i - Surla difficulté aappréhendel'aspectglobal du concepidedépendancénéaire

Dans notre analyse historique, nous avons repéré que la difficulté du passage de deux a plus
de deux objets est sensible chez certains auteurs. Par exemple, dans son texte sur la dépendance
dans les systemes d'équations, Euler distingue, dans le cas de trois équations, le cas ou deux
équations sont identiques de celui ou lI'une d'entre elleegirisedans les deux autres ([13,

4] et [12, 7-8]). A la suite d'Euler, I'usage des déterminants ne laisse plus appeatiére
difficulté. Les déterminants relévent, par essentene approcheglobale de la notion de
dépendance. Ainsi, s'il y a bien eu, au début de la genese du concept de dépamance,
attention particuliére portée sur le passage de deux a plus de deux objets, nous n'avons pas
repéré dans la genése historique des concepts de dépendance et d'indépendance linéaires de réel
blocage sur le probleme de la réduction d'un probléme global en sous-problémes locaux. Est-
ce a dire qu'il n'y a pas ici d'obstacle épistémologique ?

Dans les deux comportements analysés dans le paragraphe précédent (pour trois puis pour
quatre vecteurs), les erreurs ont des origines semblables, dareslae ou,comme nous
I'avons dit plus haut, elles relévent de la réduction d'une propriété globale sur un ensemble a la
méme propriété sur deux sous-ensembles. On détecte donc ici un type d'erreur réturrent
résistant, puisquenémevaincu a uncertain niveau, il peutréapparaitrechez un méme
individu, & un niveau deomplexité plus grand. De plus, ces erreurs correspondent a la
généralisation d'un procédé efficace dans un certain domaine a un domaine ou il n'est plus
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entierement valide. En effet, la réduction d'une propriété d'un ensemble a des sous-ensembles
est un processus de simplification efficace dans un grand nombre de situations mathématiques ;
par exemple, lacontinuité ou la dérivabilité d'une fonction se déduit decelle de ces
composantes élémentaires, via les théorémes classiques d'opérations sur les fonctions. Ainsi la
difficulté repéréeici semble bien possédeertainesdes caractéristiquessentiellesd'un

obstacle au sens ou on utilise ce terme en didactique des mathématiques.

La question de la nature de cet obstacle est plus délicate. Avant d'examiner la possibilité
d'une origine d'ordre épistémologique, regardons les deux autres possibilités (ontogénétique ou
didactique, en reprenant la classification de Brousseau rappelée au | de ce texte). L'age des
étudiants de DEUG (18-20 ans), nous pousse a écarter l'origine ontogénétique. Cet obstacle
peut-il étre d'origine didactique, c'est-a-dire résulter de choix curriculaires ? La réduction en
sous-problemes est une méthode mathématique proginepdifier la résolution decertains
problemes. L'expertconnait les domaines devalidité de cette réduction et discrimine
spontanément, ou en tous cas dans un réflexe bien conditionné - donc plus ou moins conscient
et explicitable -, les cas ou elle s'applique, de ceux ou elle n'est plus applicable. Cependant cette
compétence ne fait jamais I'objet d'un enseignement explicite, tout au plus apparait-elle dans
qguelques allusions marginales de la part du professeur. L'éléve développe donc un rapport a
cette méthode de réduction en sous-problémes, sarntrole explicite de [linstitution
didactique.Cette méthoden'est en particulier jamais institutionnaliséecomme élémentde
connaissance ni méme seulement comme technique et a fortiori ses domaines de validité ne sont
jamais explicités. Nous ne pouvons domejeter I'hnypothése d'une origine didactique a
I'obstacle relevé plus haut dans la mesure ou le systéme ne prend pas en charge I'enseignement
des méthodes de ce type.

De plus, I'étude qui précede fournit quelquémentspour I'élaborationd'un dispositf
didactique permettant la gestion de cet obstacle. En effet, sur la base des deux exemples que
nous avons abordés, il est possible de mettre en place des situations didactiques, dont on sait
gu'elles vont favoriser I'apparition du théoréme en acte chez de nombreux étudiants. Dans le
premier cas, on a vu qu'une confrontation avec un exemple familier crée une déstabilisation,
propre a réaliser le franchissement de I'obstacle pour trois veci2ams. le cas de quatre
vecteurs, la déstabilisation peut venir de la donnée d'un vecteur de l'intersection ou du fait de
poser laquestion de l'indépendance des quatre vecteurandiimant a cessituationsune
réflexion de niveau méta sur la méthode générale de réduction en sous-problemes, on peut alors
envisager un dispositif didactique de dépassement de cet obstacle.

Nous passongnaintenanta la question dd'articulation de la défintion formelle de
l'indépendance linéaire avec les connaissances antérieures.

ii - Conceptionsledépendanceur leséquations
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Dans notre analyse de la genese du concept de rang, nous avons identifié, a propos du travail
d'Euler sur le paradoxe de Cram@750), une conception, que nous avonsmmée
dépendance inclusiygui a dominé I'approche des systemes d'équations linéaires pendant plus
d'un siecle [13, I-1-81]. Cette conception est mathématiquement équivalente a la dépendance
linéaire, elle reste néanmoins attachée au cadre strict des équations. Nous avons souligné que
cette conception était tout a fait efficace, et en quekprée naturelle, dans leontextede
I'époque,ou la préoccupationmajeureface aux systémes d'équatiofiséaires était leur
résolution. Cependant nous avons montré que cette conception empéchait de voir les équations
et les n-uplets de solutions de la méme facon au regard de leur linéarité. Cette limitation n'a pas
permis de dégager entierement le concept de rang. En effet, nous avons démontré que pour ce
faire, il fallait pouvoir utiliser un raisonnement dual permettanteler entre eux tous les
systemes ayant le méme ensemble de solutions. Or un raisonnement dual nécessite de pouvoir
transformer une équation en n-uplet et vice versa, c'est-a-dire d'unifier ces deux objets sous un
méme concept linéaire : le vecteur au sens de I'élément d'un espace vectoriel. Ce pas a été
franchi en 1875 par Frobenius ([2, 178-186], [13, I-181] et [12, 8-9]).

Celui-ci commence par donner la définition suivante :

Plusieurs solutions particulieres

A1), AX), ..., ApX) (x=1, 2,..., k)
seront ditesndépendantesu différentes si c;Aq(L + AL + ...+ aAgK) ne peuvent

s‘annuler pour tous lea = 1, 2, ...n, sans quey, Cy, ..., G Soient tous nuls, en d'autres
termes, si lek formeslinéaires A1®u; + Aoup + ...+ AXun (x = 1,..., k) sont
indépendantés.

Non seulementcette définition est tout a faitsemblablea la définition moderne de
I'indépendance linéaire (c'est la premiere fois qu'une tfmition est donnée), maislle
montre explicitement la similarité entre lesuplets de solutions et les équations dans leur
caractere linéaire. Cette idée, a priori si simple, va étre essentielle dans le travail de Frobenius ;
il va ainsi mettre en évidence, en quelques pages, poumpremiére fois, toutes les
caractéristiques essentielles du rang d'un systéeme (quoique ce concept soit encore implicitement
défini comme l'ordre du plus grand mineur non44ul)

L'idée essentiellede Frobenius consiste #@troduire le conceptde systeme associé
(zugeordnebderadjungirt) a un ensemble de n-uplets, ce qui en terme moderne correspond a

39 Mehrere particulére Lésungen
A0, A0, A (=1, 2,..., K)
sollen dahemunhabhéngigder verschiedemeissen, wenmaq® + coaq@ + ...+ qAq® nicht fira = 1, 2,
...n,verschwinden kann, ohne dagscy, ..., o« s@mmtlich gleich Null sind, mit andern Worten wenn die k
linearen FormerAl(X)ul + Az(X)uz + ..t An(X)un (x = 1,..., klunhanbhéngig sinfFrobenius 1875, 255]
40 e terme de rangRang)sera introduit pour la premiére fois, par Frobenius en 1879.
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la représentation cartésienne de I'orthogonal du sous espace engendré par les n-uplets. Voici en

résumé son raisonnement.
0

X1+ ... + anXn

(1

Considérons le systersaivant :{

1X1 + ... + aXn =0
Si (AX), AxX), ..., AnX)) (x=1, 2,..., n-r), r étant 'ordre maximal des mineurs non nuls,

est une base de solutions de (1), le systéme associé est :
A]_(l)Xj_ + ...+ An(l)Xn =0

(1)
A(0Dxy + ..+ A(™x, = 0
Maintenant si (BVL), BoV), ..., B,V) (=1, 2,..., q) est une base de solutions of (I*), le
systeme associé est :
Bixy + ... + Bxp = 0
(™)

B1@x; + ... + BH@xy= 0

Frobenius démontre que, quel que soit le choix des bases a chaque étape, le systeme (I**)
est équivalent au systéeme (I) etque q =r.

Ce premier résultat de dualité en dimension finie lui permet de montrer le double niveau
d'invariance associé au rang (nombre maximal de vecteurs indépendants et nombre minimal de
générateurs), a la fois pour le systeme d'équations et pour I'ensemble de solutions. De plus,
I'approche de Frobenius a permis de considérer un systeme comme I'élément d'une classe de
systemes tous équivalents (c'est-a-dire ayant le méme ensemble de solutions), ce qui constitue
une étape fondamentale pour la représentation cartésienne des sous-espaces.

Ainsi, on repére dans ['histoire que la conception de dépendance inclusive semble jouer un
réle d'obstacle a I'émergence du concept de r@hgs précisément, I'obstacle réside dans
I'adoption d'une définition formelle de l'indépendance linéaire unifiant la dépendance des n-
uplets et des équations. En effet, il est clair dans le travail de Frobenius que la formulation
d'une telle définition permet en quelques pages d'expliciter toutes les caractéristiques du rang.

Or les difficultés des étudiants que nous évoquions plus haut peuvent étre interprétées a la
lumiére de ce que nous avons repéré dans l'analyse historique. En effet, les étudiants ont du
mal a faire fonctionner la définition formelle de l'indépendance linéaire, alors qu'ils savent faire
fonctionnerdes connaissancestérieuresqui lui sont attachéesdans descontextesplus
familiers. Dans son travail, Ousman (op. cité.) a fait passer un test a des étudiants entrant a
l'université avant touenseignement'algébre linéaire. Lestudiantsdoivent dire, sur des
exemples, si les équations de certains systémes sont ou non dépendantes. Aucune définition du
terme "dépendant” n'a été donnée auparavant ditlesantsse réferentsimplementa une
compréhension primitive du terme dans le langage courant sapgort avea'autrescas
d'utilisation en mathématiques. Les réponses laissent paraitre que trés souvent la conception de
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la dépendanceales étudiantsest trés proche de ce que nous avappeléla dépendance
inclusive, a la suite de nos analyses historiques. Ce constat est concordant avec I'analyse du
contexte historique dans la mesure ou dans I'enseignement secondaired&tusiestémes
d'équations est axée sur leur résolution, comme dans le contexte des mathématiques de la fin du
18 siecle et de la premiére moitié difE®ecle. Ainsi dans des contextes et des problématiques
semblables, on repere ici demnceptions semblablesau niveau de ['histoire et de
I'enseignement.

Du point de vue du développement historique, la difficulté que nous soulevons dans nos
analyses n'était pas pergue par les mathématiciens de I'époque. Méme Frobenius n'y fait aucune
allusion. Il met en place une définition efficace de l'indépendance, en utilisant les mémes mots
de la languenaturelleque ceuxqu'on utilisait pour la dépendancenclusive, mais il ne
s'exprime pas sur la métamorphose du concept, bien qu'il souligne explicitement le parallele
entre équation et n-uplet. De plus, la dépendance inclusive étant mathématiquement équivalente
a la dépendance linéaire, eltéa jamais donné lieu a desaisonnementsncorrectsque la
dépendance linéaire aurait pu corriger. Elle a, par contre, limité certaines approches, sans que
les mathématiciens impliqués en aient eu nécessairement conscience.

D'un autre c6té, les difficultédes étudiantsne montrent pas qu'une résistancede leur
conception de dépendance inclusive empéche une bonne utilisation de la définition formelle. En
revanche, nous avons mis éwidenceque lesraisonnementsutilisant des conceptions
primitives sur la dépendance (dont la dépendance inclusive) ne suffisent pas pour bien utiliser la
définition formelle.

Ce constat nous conduit a I'nypothése que la difficulté didactique est en fait ici plus globale,
elle vient du processus de généralisation a I'ceuvre dans le passage a la théorie des espaces
vectoriels. En effet, le concept formel d'indépendance linézsteunegénéralisation(de la
dépendance inclusive, de la proportionnalité, etc.) dans le sens ou il unifie diverses conceptions
dont les domaines de validité sont limités, chacun, a un contexte particulier. Dans ce processus
il n'y a pas de possibilité de généralisation abusive : la généralisation n'est tout simplement pas
possible sauf a créer justement le concept formel qui va se substituer globalement a toutes les
conceptions primitives. Du point de vue logique, il y a équivalence des conceptions primitives
au concept formel dans chacun de leurs champs d'applicatmbrstacle est donc dans la
nature de la généralisation. C'est ce que nous avons appelé "l'obstacle du forigdlidne”

lI-1]. Notre double analyse historique et didactique montre alors que la difficulté consiste a
accéder au concept formel a travers un processus prenant en compte les conceptions primitives
et les caractéristiques épistémologiques de ce type de généralisation unifiante. Pour le cas des
équations, il s'agit donc de passer de la conception de dépendance inclusbreeptde
dépendancdinéaire dans uneproblématiquequi montred'une part le lien entre les deux

41 Le mot obstacle est a prendre ici dans son sens mou.
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conceptions et d'autre part la supériorité du concept de dépendance linéaire. Or ce passage ne
peut étre congu que comme réponse au besoin d'unification relativement a d'autres contextes.

On peut alors, par exemple, s'appuyer sur l'analyse historique, pour mieux déterminer les
conditions d'un tel processus. La question qui se pose est celles des conditions qui ont amené
Frobenius a définir la dépendance linéaire et a dépasser (implicitement) la conception inclusive.
C'est avant tout unchangementle perspectivedans I'approche des systéemes d'équations
linaires. Dans ladeuxieme moitié du 1% siécle, divers problemegarithmétiques,
géométriques ou physiques) ont conduit les mathématiciens a s'intéresser a la classification des
formes bilinéaires (en particulier symétriques). Ceprobléeme débouche sur laecherche
d'invariants par substitutions linéaires datestelles formes. Par ailleurs, laossibilité de
représenter une forme bilinéaire, une forme quadratique, ou une substitution linéaire par des
matrices conduit a la recherche d'invariants dans les tableaux de nombres (méme si Frobenius,
au contraire de Cayley par exemple, préféra toujours la notation des formes bilinéaires). Une
telle problématique nécessitait de ne plus seulement envisager les systemes linéaires dans une
perspectivede résolution maisl'en dégager desaractéresinvariants, dont le rang, qui
apparaitra comme essentiel. De fait, la problématique de résokiffemtive s'est estompée
pour laisser place a une étude plus qualitative des systémes. Or, le processus de résolution d'un
systeme consistait, a I'époque, a déterminer un mineur non nul d'ordre maximal. A partir de ce
mineur (dont la question du choix n'était pas soulevée), on distinguait inconnues et équations
principales et secondaires et on appliquait ensuite les méthodes de Cramer. Sur la base de ce
choix particulier, le lien entre le nombre d'équations indépendantes et la "taille” de I'ensemble
de solutions apparaissait implicitement. En prenant le point de vue qualitatif de la recherche
d'invariants, |'étape suivante "naturelle” consistait a montrer le réle d'invariant joué par la taille
du plus grand mineur non nul, et caytantdu point de vue du nombre d'équations
indépendantes que de celui de la taille de I'ensemble de solutions. C'est dans cette optique que
se place Frobenius dans son texte de 1875, ou il détermine la nature du rang, qui restera pour
lui la taille du plus grand mineur non nul.

Une telle problématique peut-elle inspirer I'élaboration d'un dispositif didactique destiné aux
étudiants actuels ? Le probleme de la classification des formes bilinéaires ne nous semble pas
envisageable dans la structure actuelle des programmes. On peut par contre penser a un autre
dispositif permettant de transposer les idées essentielles a I'ceuvre dans le travail de Frobenius.

Il nous faut ici faire une parenthése importante sur l'utilisation des déterminants, dont on a
vu qu'elle a dominé I'histoire de l'algeébre linéaire de 1750 a I'aube du 20° siécle. Or notre
analyse historique a également mis en évidence que I'extréme technicité attachée a l'usage des
déterminantsa, acertainesétapes de I'évolution de l'algébre linéaire, masqué des idées
intuitives et a ainsi pu en freiner le développement. C'est en particulier vrai pour le concept de
rang, si on examine les 125 ans qui séparent le travail d'Euler de celui de Frobenius ([2] et [13,
I-1-81]). Dans ce sens, la méthode du pidet Gauss offre I'avantag#une plus grande
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transparence des résultats obtenus au regard des calculs effectués. D'autre part, du point de vue
mathématique, elle permet d'obtenir les méme résultats que la théorie des détefninants.

Historiguement cette méthode algorithmique déja en germe dans les travaux de Gauss a été
occultée pendant prés de deux siécles parthaorie des déterminantsC'est avec le
développement de domaines tels que la programmation linéaire (ayant a traiter des systemes
d'équationslinéaires souvent volumineux), que les méthoddgorithmiquesde résolution
effective des systemes linéaires ont repris de I'importance. L'intérét pour I'étude qualitative des
algorithmes s'est développé avec I'évolution de l'informatique. Aujourd'hui, les déterminants
n'offrent plus guére d'intérét pratique. Leur calcul effectif, s'il est nécessaire, passe par des
méthodes algorithmiques du type pivot de Gauss. L'étude approfondie des algorithmes a méme
montré que les éléments des matrices obtenus a chaque étape d'une résolution pouvaient étre
interprétésen termes de mineurs et dm-facteursdu systeme initial. Nénamoins, les
déterminantsconservent unintérét théorique indéniable dans plusieurs branches des
mathématique®

Donc, a I'encontre du développement historique et en accord avec les programmes actuels,
notre analyse épistémologique nous conduit a faire I'hypothése que la méthode diepivot
Gauss est un meilleur point d'entrée sur le plan didactique que les déterminants pour aborder
I'étude des systemes d'équations linéafreSela ne veut pas dire que nous ne nous
intéressons pas au développement historique en liaison avec la théorie des déterminants. Au
contraire, il nous importe de I'analyser au plus prés pour en dégager ce qui est indépendant du
contexte des déterminants et comment le transposer dans le contexte de la méthode de Gauss.

Or, dans cette optique, I'enseignement secondaire porte essentiellement sur la technique de
résolution des systémes d'équations linéaires. Il s'agit donc des le délanségnement
universitaire d'algébre linéaire d'introduire un "saut qualitatif* en remplacant la problématique
de résolution par celle de I'étude plus théorique des systemes (nous avons déja évoqué ce point

42 D'un point de vue pratique, la résolution d'un systéme dépendant de parameétres peut étre plus facile a
mener en utilisant les déterminants, si le paramétre apparait dans de nombreux termes. C'est en particulier le cas
dans la recherche des valeurs propres. Néanmoins, méme dans ce cas, l'usage du pivot de Gauss permet une
recherche conjointe des valeurs propres et de leurs sous-espaces propres. De plus, I'accessibilité a des outils
informatiques de calculs de plus en plus puissants conduit a relativiser I'importance de I'efficacité de nos étudiants
pour résoudre des systemes, méme dépendants de paramétres. En outre, le fonctionnement de ces outils repose
toujours sur des méthodes issues du pivot de Gauss.

43 Je remercie ici Daniel Perrin de m'avoir informer sur ce point. Il cite deux intéréts essentiels, & ses yeux,
en rapport avec les deux domaines qu'il connait le mieux (I'algébre commutative et la géoémtrie algébrique). Pour
lui, les déterminants sont essentiels parce qu'ils fournissent des équations explicites de I'ensemble des matrices de
randg r et aussi parce qu'ils sont une construction "naturelle” i.e. fonctorielle, ce qui se traduit dans le cas le plus
simple par la formule det(AB)=det(A)det(B).

441 n'en reste pas moins que le déterminant est une notion essentielle de la théorie des espaces vectoriels.
Cependant son intérét étant plus théorique que calculatoire, elle intervient de facon pertinente dans des questions
d'un niveau non-élémentaire et nous semble pouvoir étre réservée a un stade plus avancé de I'enseignement de
I'algebre linaire (polynéme caractéristique, structure du groupe linéaire, etc.), que celui auquel nous nous sommes
intéressé. Il nous semble en particulier stérile, de multiplier des exercices calculatoires sur toutealg sortes
déterminants, comme cela a pu étre le cas dans certains types d'enseignement.
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plus haut dans l'analyse de la transposition didactique). [dbbaiss présenter le dispositif
expérimenté a Lille dans le paragraphe qui suit.

Pour conclure sur les concepts de dépendance et d'indépendance linéaires, nous noterons
gue la méthode du pivot de Gauss est particulierement adaptée pour faire permettre le passage
de la conception de la dépendance inclusive a la définition formelle du concept de dépendance
linéaire. En effet, la "disparition" éventuelle d'une équation en fin de résolution (une ligne de
zéros en bas de la diagonale du tableau triangulaire) est I"accident” qui montre la dépendance
au sens d'Euler (laépendancénclusive). Or, l'algorithmeonctionnantpar combinaisons
linéaires successives des lignes, la ligne nulle & la fin est aussi le révélateur de I'existence d'une
relation linéaire entre legéquations.Ainsi une analyseaéflexive sur l'algorithme offre une
possibilité d'interpréter la dépendance inclusive en termes de dépendance linéaire. C'est aussi
un argument supplémentaire pour la validité du pivot de Gauss.

2. Dispositif expérimental autour du concept de rang

Dans ce paragraphe nous allons présenter les grandes lignes du dispositif expérimental (pour
plus de détails cf. (Rogalski 1991, 1994 et 1995), [13, II-3], [10] et [11]). Nous divisons cette
présentation en deux parties : tout d'abord dans le cadre des systémes d'équations linéaires,
puis dans le cadre formel.

a- Approfondissemerthéoriquedela méthodedu pivotdeGauss.

Dans unpremiertemps on généralisela méthodedu pivot de Gauss a des systémes
d'équationslinéaires non nécessairementarrés, on abordégalementdes problemes de
modélisation intra-mathématiques de géométrie ou liés aux carrés magiques, etc. Dans le cadre
géométrique, par exemple, on aborde la question dimldle représentatiorcartésiennest
paramétrique. Cette premiére phase permet d'aborder empiriquement des questions comme :

- ai-je trop d'équations, pas assez, juste ce qu'il faut ?

- combien de paramétres me fautpibur décrire I'ensemble des solutiorbun systéme
d'équations ? quels sont les seconds membres permettant des solutions ?

A travers une application des systemes et de leur résolution par la méthqgoigot de
Gauss, on aborde avec les étudiants des questions d'un ordre plus qualitatif, qui ont trait au
rang, y compris dans sa dimension duale. On réalise ainsi un premier pas vers une approche
plus théorique, qui se fonde sur I'analyse de problémes. Le type de questions est en partie
inspiré de ce que I'on a dégagé de I'analyse historique a propos essentiellement des travaux
d'Euler et de Frobenius.

Le deuxiemdempscommence par une explicitation des questions soulevées dans la premiére
phase. L'organisation de ces questions s'accompagne du changement de point de vue consistant
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a identifier une équation homogene au n-uplet de ses coefficients. Les définitions formelles de
I'indépendance et de la dépendance linéaires et du rang sont alors données, et l'invariance du
rang est démontrée, en interaction avec la résolution des questions ainsi dégagées de la phase 1.
Jusque 13, seul le cadre ®lea été abordé, cependant les n-uplets sont systématiquement notés
par une seule lettre.

Latroisiemephaseeprend les mémes concepts que la phase 2, en les abordant dans le cadre
le plus formel, par I'approche axiomatique (nous y reviendrons en détail dans le paragraphe
suivant).

A ce dispositiftres schématiquementésumé ici se superposent les choix plus globaux
explicités dans les deux chapitres précédents, en particulier I'utilisation du levier méta. De plus,
dans l'organisation que nous venons de présenter, on retrouve les grands traits de I'évolution
historique :

- Emergence des premiers concepts, dont le rang, a travers I'étude des systemes d'équations
linéaires.

- Passage de la problématique de résolution vess étude plus théorique, lien avec la
dépendance inclusive.

- Importancede l'aspect dual du rang (d&euvre dans laproblématiquede double
représentation cartésienne et paramétrique).

- Identification d'une équation a un n-uplet (prempass vers leformalisme du concept
unificateur de vecteur algébrique).

b - Organisatiordesconceptslansle cadreformel

Dans le cadre formel, le concept de dimension prend plus d'importance que celui de rang,
particulierement adapté au cadre des équations. Nous avons vu que pour ce concept, I'aspect
générateur n'a pas toujours été tres bien pris en compte dans I'évolution historique.

Voici dans les grandes lignes, uomjanisationpossible des concepts, qui nous a été
inspirée de nos recherches historiques ehdie pratique d'enseignementCette approche
essaie de problématiser l'introductionle$ liens entre les nouveaux conce@smentaires
d'algebre linéaire ; c'est une tentative de réponkeditique des étudiantsqui se sentent
submergés par I'abondance de nouveaux concepts dans la théorie des espaces vectoriels. Cette
organisation avait déja été expérimentée lors de notre travail de doctorat (Dorier 1990). Plus
récemmentun travail en cours de Behajnous a permis de tester fgertinencede cette
approche. En effet, Behaj iaterviewe des binbmes d'enseignants et d'étudiants entre la
deuxiéme année de DEUG et la maitrise. Il leur demande de présenter un squelette de cours

45 H. Behaj est enseignant-chercheur a la faculté des sciences de Fés, il prépare un doctorat sous la direction
conjointe de G. Arsac et de moi-méme portant sur le concept de structuration du savoir.
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portant sur les notions déamilles libre, liée, génératrice,base, rang et dimension.
Spontanément, étudiants et enseignants présentent trés majoritairement une organisation logique
(de type bourbakiste) qu'ils justifient par des arguments de rigueur. Béhaj leur demande ensuite
ou ils donneraient des exemples et des exercices, et lesquels. Or dans ce rapport a la pratique de
résolution d'exercices et de problemes ou interviennent aussi les enseignements qui ont suivi
celui d'algébre linéaire, il est clair que se dessine une autre organisation (structuration) de ces
concepts, plus "pragmatique”, mais aussi plus proche de celle que nous proposons directement
a nos étudiants.

Cette organisationest la suivante. Une fois ledéfinitions d'espace et de sous-espace
vectoriel posées, on peut introduire les familles génératrices. Celles-ci sont présentées comme
un concentréde l'information dont on dispose sur le sous-espae#ie information se
"propage" ensuite par combinaison linéaire. Ainsi il apparait important de réduire au maximum
la taille d'une famille génératrice. Si on posex étudiantsla question : "quetritere doit
satisfaire un vecteur d'une famille génératrice pour qu'on puisse le retirer sans que la famille
perde son caractére générateur ?", ils donnent majoritairement une réponse rapide et correcte :
"il faut et il suffit qu'il soit combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille". Cela fournit
la définition d'une familleliée et le critere de dépendance. L'indépendard&finie comme
négation de la dépendance devient : "aucun vecteur n'est combinaison linéaire des autres". Du
méme coup il est évident qu'une famille génératrice minimale (dont on ne peut plus retirer de
vecteur) est libre et vice versa (si une famille est libre, on ne peut plus lui retirer de vecteur). Par
ailleurs, il est facile de voir qu'une famille libre maximale est génératrice. On obtient ainsi les
trois caractérisationd'une base :famille libore maximale = famille génératriceminimale =
famille libre génératrice. Il reste encore a relier ces trois caractéristiques adédiase =
systéme de représentation univoque de chaque vecteur. Ce résultatsepdéguivalence
entre univocité de la représentation et indépendance.

Par ailleurs, en faisant des exercices, dagliantscomprennentvite que ladéfinition
précédente d'une famille liée n'est pas pratique car elle oblige a regarder pour chaque vecteur de
la famille s'il est combinaisonlinéaire des autres. Untravail avec les étudiants pour
"départiculariser" la définition débouche sur la caractérisation en "il existe une combinaison a
coefficients non tous nuls qui vaut zéro". Cette définitiosatraduction (sémantiquement
congruente) en langage formel correspondent a la définition habiuElgblir la définition
formelle de la dépendance linaire est alors une activité purement logique, elle peut toutefois étre
menée par les étudiants dans un contexte qui a du sens. Cette approche est un moyen de rendre
les définitions formelles plus abordables.

46 || est frappant de constater dans le travail de Behaj que nombre d'étudiants, mais aussi d'enseignants,
croient que la premiére définition est plus pratique que la définition formelle de la dépendance linéaire. C'est un
signe de la confusion courante entre intuitif et pratique. Ce qui est déroutant en algébre linéaire c'est justement
que les définitions formelles les moins intuitives peuvent étre les plus pratiques !
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Reste ensuite a établir I'invariance du cardinal des bases d'un méme sous-espace vectoriel.
Cette question peut étre abordée d'au moins trois fagons structurellement différentes, illustrées
dans I'histoirepar les travaux de Grassmafiemme de I'échange),Steinitz (recours aux
équations) eDedekind (récurrence). Chacune a a nos yeux ses vertus et ses difficultés.
Toutefois, le recours aux systémes d'équations linéaires est le plus facile a articuler avec la
phase précédente. Cette démonstration reste néanmoins toujours difficilepaiudiants,
c'est pourquoi la compréhension de l'invariance du rang a travers la résolution des systemes est
pour nous un but plus important.

V. CONCLUSIONS

Conclure sur ce que nous venons de présenter n'est pas une tache aisée, dans la mesure ou
cette présentation constitue déja wymthese de notrravail (et d'une partie de quelques
autres). Aussi, plutot que de risquer de nous paraphraser, nous allons nous permettre une petite
digression sur notre histoire personnelle, pour permettre deyateegarddifférent sur la
présentation qui préceéde, une sorte de perspective personnelldaapnése enperspective
théorique.

Ayant commencé ma scolarité au plus fort de la réforme des mathématiques modernes, j'ai
été habitué tres jeune a la théorie @spaces vectoriels. Hoarticulier, ma pratique de la
géométrie s'est faite essentiellement dans ce cadre, I'espace étant pour moi ar@niioit
d'une structure affine euclidienne. Dans cette optique, un élargissement au dela de la dimension
trois m'a toujours semblé assez naturel, et, dans mes études supérieures, j'ai pu faire le lien
avec les espaces de Hilbert, sur lesquels l'usage du langage géométrique s'imgdosait de
méme. Ma perception de la géométrie a vraiment évolué lorsque j'ai préparé le concours de
l'agrégation. Un monde nouveau s'ouvrait alors a moi, ou il m'a fallu apprendre jusqu'aux cas
d'égalité des triangles. A bien des égards, le concours de I'agrégation offrait a un étudiant de
mathématiques de ma génération l'occasion d'un "choc culturel” sur le terrain de la géométrie et
a vrai dire, lenormalien que j'étaisregardait cette facon de faire de lagéométrieavec
scepticisme. Il mesemblait(commea beaucoup de mesamaradespu'il fallait connaitre
tellement de résultats, alors que l'algebre linéaire reposait sur si peu de connaissances!!! En
outre, tracer de belles figures et raisonner sans l'appui de I'analytique n'étdénsasos
habitudes.

Si je fais part ici, brievement, de ces quelques réflexions, ce n'est pas pour commencer mon
autobiographie, mais parce que ces réflexionssemablenttypiques d'une générationde
mathématiciens.

Deux ans apres que l'agrégation m'eut ouvert a de nouveaux horizons dans le domaine de la
géomeétrie, avec en prime une meilleure vue d'ensemble de ce que j'avais appris jusque la en
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mathématiques, j'ai commencé mes recherches sur I'enseignement de |'hgaine Les
difficultés des étudiants me sont vite apparues, elles tranchaent mes souvenirs (assez

frais) de mes propres études, moi qui avais particulierement apprécié cette théorie, sur laquelle
une part importante de mes connaissances mathématiques s'étaient construites.

Aprés le choc de I'agrégation, c'est le début de mes recherches historiques qui m'a vraiment
ouvert des horizons insoupgonnés. Jusque la, jaurais pu me aéfimine un amateur
d'algébre formelle et structurelle, comme ma génération en compte beaucoup, de ceux que la
géométrie des figures aussi bien que les rappietd'analyse avec les sciences physiques
rebutent. L'analyse deontexte historique m'a montré quecette vision structurelle des
probléemes mathématiques n'était que la partie émergée de l'iceberg et que, en profondeur, le
monde des objets mathématiques révélait une réalité plus complexe mais aussi peut-étre plus
significative4’” Nous n'allons pas nouslancer ici dans ce qui pourrait s'apparenter a la
psychanalyse d'une génération de mathématiciens. Ce qu'il nous importe de dire, c'est que,
face a ce hiatus entre les difficultés des étudiants et notre position d'enseignant qui ne voyait
que simplicité dans la théorie des espaces vectoriels, notre travail en histoire des mathématiques
nous a permis de trouver un fil directeur, sans lequel notre travail didactique n‘aurait pu exister
tel que nous le présentons aujourd'hui.

La connaissance de I'histoire de I'algébre linéaire aurait pu nous amener a un revirement
total, faisant de nous un détracteur passionné du formalisme de I'algébre moderne. Mais ma
position n'est pas idéologiquéans le sens ou agestpas la question de savoir si des
étudiants de premiére année d'université doivent ou non connaitre la théorie axiomatique des
espacesvectoriels qui m'interpelle d'abord en tant quechercheur en didactique des
mathématiques. Aussi, mon travail est-il parti du présupposé que cette théorie est au programme
des DEUG scientifiques francais. Dans ce contexte, il m'importait d'étudier les difficultés liées
a l'enseignement et a l'apprentissage de ce formalisme, Emtleda une pratique des
mathématiques que I'étude de I'histoire m'avait révélée. De facon schématique, les trois angles
d'attaque que j'ai développés plus haut se rattachent aux trois groupes de questions suivantes :

- Qu'est-ce que la théorie axiomatique des espaces vectoriels peut signifier pour un étudiant ?
Quelle est sa fonction par rapport a ce que les étudiants connaissent déja en mathématiques ?
Cette question débouchmévitablementsur celle de la signification et de la fonction de
I'approche structurelle de 'algébre moderne dans I'enseignement universitaire.

- Comment le cadre géométrique permet-il de donner a la théorie des espaces vectoriels un
substrat plus intuitif ? Quelles sont les limites de ce lien privilégié autant pour I'enseignement de
la théorie des espaces vectoriels que pour celui de la géométrie ?

47 'histoire des mathématiques n'est stirement pas le seul chemin pour arriver a une telle prise de consciente,
ou en tous cas, a quelque chose de voisin. Beaucoup de mes camarades, a présent chercheurs en mathématiques,
en sont la preuve.
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- Commentl'organisation des concepts formels a l'intérieur dehéorie des espaces
vectoriels peut-elle se construire selon une logique interne et dans une articulatiategavec
notions primitives issues de divers cadres et qui sont ainsi généralisées, unifiées et restructurées
? Ce point a été abordé au chapitre 1V a travers le concept de rang.

D'une fagon générale, I'enseignement de l'algebre linéaire me semble étre un terrain ou de
nombreuses interactions cognitives peuvétne développéesl'ai abordécette question de
facon périphérique dans la présentation que je viens de faire. Elle est aussi trés présente dans le
projet d'enseignement expérimenté a Lille. Plusieurs changements de cadres (Douady 1986),
des interactions entre différents registres de représentation sémiotique (Duval 1993'&et.995)
plus généralement des changements plus locaux de points de vue peuvant\&salans
I'enseignement et I'apprentissage de l'algebre linéaire ; les aspects unificateur et généralisateur
de la théorie des espaces vectoriels, la fonction que le formalisme y joue, leur donnent une
importance particuliere. Dans un travail de these en cours, Dias (1993, 1995) (cf. [13, 1I-8-82])
utilise le terme ddlexibilité cognitivepour désigner lamobilité entre les différents cadres,
registres ou points de vue. Son travail tend a moruer cette flexibilité cognitive est en
général peu sollicitée par I'enseignement. Elle en étudie la fonction dans des taches ou I'on
demande aux étudiants de donner divers types deeprésentations(cartésienneset
paramétriques) de sous-espaces vectorieB'd€ette analyse, qui prend un point d'entrée
essentiellement cognitif, s'appuie également fortement sur une analyse historique. Dias examine
en particulier la fonction des différents changements de cadres, registres ou points de vue dans
la genése du concept de rang (a partir de notre analyse dans [2]).

La recherche en didactique des mathématiques sur l'algebre linéaire a certainement encore
beaucoup de questions a soulever et a examiner. Nous espérons que notre travail de recherche
historique et l'utilisation que nous en avons faite dans nos recherches didacig|larsle
cadre théorique que nous avons explicité et exemplifié dans cette note, serviront aux recherches
en cours ou a venir. Nos collaborations tant en France qu'a I'étranger [13, |I-5 & 8] nous ont
déja permis desnteractionsfructueuses dans c&ens.De plus, leprolongementde notre
réflexion épistémologiquesur ce que nous avons désigné plus haarhime le vecteur
géométrique nous a conduitcdllaborera desrecherchesen cours sur l'enseignement du
vecteur dans le secondaire et a ainsi mettre a I'épreuve, dans un contexte différent de celui de
I'algebre linéaire, le cadre général et la méthodologie que nous avons présentés dans le chapitre
|. Dans uneperspectiveencore plus large, nous espérons que notre mispegpective
théorique et méthodologique des interactions entre recherches didactique et historique pourra
aider a mieuxproblématisercette dimension dans de futuregscherchesur des questions
d'enseignement portant sur des domaines mathématiques autres que l'algebre linéaire.

48 \oir aussi a ce sujet la travail de Pavlopoulou (1993 et 1994) et [13, 11-8-81].
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ANNEXE

QUELQUES REFLEXIONS SUR L'ENSEIGNEMENT DU VECTEUR
GEOMETRIQUE DANS LE SECONDAIRE

Nous n'avons pas vraiment abordécette question dans nos travaux, mais nous avons
collaboré a la direction d’une thése sur ce theme (Le Thi Hoai 1997), qui par ailleurs semble
attirer I'attention de plusieurs chercheurs depuis quelques années (voir entreCaatreat
1988 et Bouscasse et al. 1992).

Dans le paragraphe 1 du chapitre Il de ce texte nous avons analysé brievement le processus
de transposition didactique du vecteur géométrique jusqu'aux programmes actuels des classes
de quatrieme des colleges a la terminale scientifique des lycées. Notre hypothése essentielle est
que le vecteur géométrique tel gu'il est actuellement enseigné est en grande partie une création
didactique qui vise a combler le manque qu'il y a entre les vecteurs de la physique et le vecteur
algébrique tel qu'il apparait dans I'enseignement universitaire d'algebre linéaire. Rappelons que
vecteur géomeétrique désigne pour nous le vecteur du plan ou de l'espace géométrique (vecteur
libre et non segment orient€), défini par des propriétés géométriqgues et non comme élément
d'une structure linéaire de dimension 2 ®u Ceci dit levecteur géométriqueest un outil
efficace pour (mieux) faire de la géométrie et c'est le role officiel que lui assigne l'institution
scolaire.

1. Analyse historique

L'analyse historique de la genése du calcul vectoriel [13, I-1-82 et 3] montre la difficulté
qu'ily a eu a dégager un objet géométrique susceptible d'un calcul de nature algébrique rendant
compte des propriétés géométriques. En effet, I'origine du calcul vectoriel vient de la critique,
essentiellement exprimée par Leibniz, de la méthode analytique de Descartes. Leibniz récusait
l'usage en géométrie d'un intermédiaire algébrique étrangerau monde géométrique. |l
reprochait a la méthode analytique a la fois de produire des calculs aveugles sans rapport avec
I'intuition géométrique et d'user d'un repérage arbitraire. Il voulait créer un calcul géométrique
intrinséque qui aurait porté sur des quantités directement géométriques, rendant compte de la
position comme le nombre rend compte des grandeurs.

La géométrie cartésienne se fonde essentiellement sur I'idée de mesure. Pour Descartes, les
étres géomeétriques peuvent étre réduits a des données purement métriques. Dés lors, l'intuition
sensible des figures, peu fiable aux yeux de Descartes, va pouvoir s'effacer pour laisser place
au calcul algébriquerelevantdu seul entendementdonc beaucoup plus rigoureuAinsi
l'algébre a I';euvre dana méthodeanalytiqueest celle des nombres (qui poubdescartes
comme pour ses contemporains sont essentiellement positifs). Au contraire, le réve leibnizien
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consiste a construire une anabyeortant directement sur des grandeurs géométriques. Or, de
I'idée de longueur d'un segment a celle de vecteur, qui réalisera le programme de Leibniz, il
faudra pres de deux siécles. Par exemple, l'introduction du négatif permettant de généraliser
I'égalité AB + BC = AC a trois points alignés tels que B ne soit pas nécessairement entre A et C
est encore assez problématique au milieu du 19° siécle pour que Grassmann la développe dans
le détail dans l'introduction de sémsdehnungslehre

En fait 'analyse épistémologique du développement historique montre que la constitution du
calcul vectoriel a nécessité une profonde réflexion dialectantee intuition géomeétriqueet
calcul algébrique.C'est une constanteque I'on a pu observer dans tous les travaux des
mathématiciensayant joué un ro6lefondamental dans I'émergence dwalcul vectoriel,
Grassmann et Hamilton en sont les deux figures les plus représentatives. Dans tous les travaux
fondamentaux sur le sujet, cette dialectique a eu pour effet d'introduire une notion de génération
des objets géométriques par combinaisons d'autres objets. En ce sens le réle important joué par
la multiplication, que ce soit chez Grassmann ou chez Hamilton est significatif. De plus, la
naturealgébriquedu calcul géométriques'exprime,a l'opposé de l'approche cartésienne,
comme un facteur interne visant & la caractérisation d'une certaine structure. Chez Grassmann,
cela apparait dans le r6le d™architectonique" joué par la théorie générale des formes ([4], [5],
[6] et [13, I-1-83]), chez Hamilton, par I'explicitation des premiéres propriétés des structures
algébriques!

Ainsi la nature du vecteur géométrique ne régidelans un processus lié a une forme
d'intuition géométrique, niméme dans une nécessité purement géométrique,elle est
I'aboutissement nécessaire d'une mise en rapport dialectique de la structuration algébrique et de
l'intuition géométriqué? Nous devons souligner ici qu&aisage du terme "structuration
algébrique" ne doit pas faire croire que le calcul vectoriel est par essence I'émergence de la
théorie des espaces vectoriels en géométrie. En effet, il ne faut pas ici se laisser abuser par la
similitude du vocabulaire. Lahéorie des espacesectorielsest de naturexiomatique,les
vecteurs algébriques ne sont pas construits, ils existent a priori et ne sont définis que par leurs
propriétés structurelles. Le calcul vectoriel reléve quant a lui d'une modélisation dynamique,
I'objet se crée dans la combinaison algébrique en interaction avec l'intuition géométrique. De

50| faut ici prendre ce terme au sens qu'il avait encore au 17° siécle, qui est proche du terme moderne de
calcul. Le sens restreinnodernedu terme analyse n'est appagu'aprésqu'une nouvellebranche des
mathématiques se flit constituée autour de la notion de calcul infinitésimal.

51| est intéressant de consulter sur ce point, la facon dont Granger (1968, 71-76) caractérise ce qu'il appelle
le "style vectoriel". Malgré un point de vue théorique initial trés différent, son analyse rejoint celle que nous
présentons ici tout en lui donnant une dimension plus large.

52| e caractére nécessaire du vecteur est discutable, dans la mesure ou il existe d'autres calculs géométriques
comme le calcul barycentrique ou le calcul d'extension de Grassmann qui n'est pas entiérement réductible au
calcul vectoriel. Cependant, le calcul vectoriel entretient avec ces autres calculs géométriques des rapports étroits
qui laissent apparaitre de fortes similitudes, nous autorisant a tout regrouper sous le méme vocable.
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plus, le réle de la multiplication a été fondamental dans la genese du vecteur géométrique, alors
que la structure linéaire ne comporte pas de préduit.

En outre, I'histoire du calcul vectoriel est trés liée a I'histoire de la physiares son
article, Reich (1996) montre bien l'importance des formules de Maxwell pour le développement
du calcul vectoriel. Par ailleurs, elle montre que l'unification des notations vectorielles et les
différents débats autour de cette phase de constitution (dans la deuxieme moitié du 19° siécle)
ont engagé essentiellement des physiciens et des mathématiciens intéressés par des questions de
physique mathématique. Dans le méme ordre d'idée, on notera que les premiers enseignements
de calcul vectoriel se réalisent dans des institutions proches de la sphére savante des physiciens,
principalementa propos de mécanique, @:mématiqueou d'électromagnétisme. Dans ce
contexte, ce sont les vecteurs physiques sous les différents aspects évoqués plus haut qui sont
en jeu. L'origine dans la géométrie du calcul vectoriel, si elle a joué un réle fondamental, n'a
pas donné lieu a une production importante de traités visant a montrer la pertinence du calcul
vectoriel dans ce domaine, c'est plus dans certaines bradehkss physique que lealcul
vectoriel s'est développé a partir du milieu du 19° siécle. De plus, en géométrie, le vecteur
s'insére le plus souvent dans une approche analytique par les coordonnées. On peut ainsi dire
gu'il y a eu une vectorialisation de la géométrie analytique mais pas réellement de géométrie
vectorielle (synthétique). Il reste que cette géométrie des coordonnées intégrant I'outil vectoriel
a permis de reformuler toute la géométrie élémentaire plane et spatiale et peu a peu, a partir des
années cinquante, de prendre une place dominante dans les enseignements a des niveaux de
plus en plus élémentaires de l'institution scolaire.

La réforme des mathématiques modernedicalise cette approche en faisant dwecteur
géométrique le prototype du vectealgébriqueet deR2 et R3, le plan et I'espace affines
géométriques. En réaction a ce radicalisme, les programmes actuels ont évacué ce que le vecteur
géométrique avait d'algébrique. C'était oublier que le vecteur géométrique est algébrique par
essence et que cette nature algébrique n'a nullement besoin de s'afficher par l'intermédiaire de
I'espace vectoriel. Les opérations sur les vecteurs géométriques sont constitutives du concept
méme de vecteur géométrique :

- La longueur est la base de l'algébrique depuis les Grecs.

- Le sens (sur une méme direction) est ce qui permet de considérer des grandeurs négatives
incontournables dans la constitution de I'addition.

- La direction enfin est ce qui vient de I'idée de multiplication.

Cette dernierehypothése est pludifficle a comprendre. Mais regardons qa'est la
multiplication de deux vecteurs. Dans l'algebre géométrique des Grecs anciens, la multiplication

53 Le produit dont il s'agit ici n'est pas le produit scalaire, il s'agit du produit vectoriel et de produits encore
plus complexes. Grassmann définit trois sortes de produits qui jouent chacun un role fondamental dans sa théorie.
Le produit extérieur a été repris par Elie Cartan dans sa théorie des algebres extérieures, alors que le concept de
produit régressif, d'abord ramené par dualité a un produit extérieur, a été récemment repris par Rota, qui en a
donné une définition moderne sans dualité, en montrant l'intérét d'une telle approche.
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de deux nombres (c'est-a-dire de deux segments) est l'aire d'un rectangle. Si I'on passe du
rectangle au parallélogramme apparait dans la formule de l'aire le sinus de I'angle formé par les
deux cotés, c'est-a-dire la position relative de leurs directions (I'idée de négatif implique ici la
prise en compte de |'orientation). Ainsi comme le souligne Grassmann dans l'introduction de
I' Ausdehnungslehye'est le parallélogramme et non le rectangle qui symbolise le vrai concept
de multiplication si I'on considére les grandeurs géométriques orientées (en direction et sens).
Ce point de vue souligne l'importance de la direction des grandeurs géométriques dans l'idée de
produit.

Or une idée duméme ordre est al'ceuvre dans letravail d'Argand (1806) sur la
représentation géomeétrique des nombres complexes (ancétre du calcul vectoriel). Partant de la
représentation de (+1) et de (-1) comme deux grandeurs géométriques unitaires portées par une
méme droite issues du méme point O mais de direction opposée, il s'agfirdsentela
moyenne géométrique entre ces deux grandevfts1) (-1), c'est ainsi qu'Argand arrive & la
conclusion que les racines de (-1) ont nécessairement une direction médiane entre (+1) et (-1)
(donc orthogonale a l'axe réel) :

(+i)

(-1) (+1)

V (-)

Le point O apparait ainsi comme le point d'articulation autour duquel se dessinent toutes les
directions (orientées) du plan. Cette conceptiorpthn complexe (il faudrait dire selon le
vocabulaire de I'époque : le plan des quantités imaginaires) montre comment la recherche d'une
racine pour (-1) (donc un probléme lié a la multiplication) ouvre la représentation rectiligne des
"nombres réels" sur le plan par la reconnaissance du point O comme centre d'articulation entre
les deux grandeurs (-1) et (+1).

Cette approche dynamique de l'algébre du vecteur géométrique qui trouve ses racines dans la
mécanique (que Grassmann, Hamilton et tous les créateurs du calcul vectoriel avaient présente a
I'esprit) ne peut se retrouver dans l'approche par l'algébre linéaire ou le concept de produit est
resté essentiellement attaché a l'idée de produit scalaire. Il a fallu attendre I'algébre multilinéaire
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et le produittensoriel dans les algebresxtérieuresd'Elie Cartan pour que les théories
mathématiques reprennent en compte ce type de représentation.

Ainsi la modélisation du vecteur géométrique comme prototype du vecteur algébrique ne peut
a un niveau élémentaire rendre compte d'un aspect historique essentiel dans la constitution de ce
concept. Nous allons voir que cet "écrasement” de l'algebre du vecteur géométrique a l'algébre
linéaire (résultat de la vision descendante des mathématigadernes) peut étraterprété
comme une des sources de difficultés dans I'enseigneduenécteur géométriquedans le
secondaire.

Nous ne disons pas ici que l'absence dans I'enseignement du vecteur géométrique d'une
problématiquesur le produit est unémauvaise chose". Nous relevonseulementson
importance historique et nous donnons une interprétation possible de la non prise en compte
dans I'enseignement actuel. Une approche du veatékgrantun ou plusieurs aspects du
produit vectoriel assez tot dans lI'enseignement secondaire peut ne pas étre une "bonne" option
didactique, ou peut tout simplement ne pas s'avérer didactiquement viable. Nous ne trancherons
pas sur cette question dans ce texte. Il nioyorte pour l'instant d'élargir le champ des
investigations en menant une analyse épistémologique la plus large possible.

2. Analyses de quelques difficultés

Dans son travail, Lé Thi Hoai a analysé un test comportant I'exercice suivant (cf. (L& Thi
Hoai 1995 et 1997) et (Lé Thi Hoai et Comiti 1995)) :

Soit un hexagone régulier ABCDEF dont le centre est O.
B C

F E

Parmi tous les vecteurs dont I'origine et I'extrémité sont prises dans I'ensemble des points

{A,B,C,D,E,F,0}, indiquez tous ceux qui sont égaux au vectéur AB
Or, ses analyses laissent paraitre que seul un tiers des éleves francgais en début de seconde
répondent correctement, alors qu'un quart ne prennent en compte que la longueur du vecteur

pour répondre, ce qui les conduit a identifier jusqu'a 24 vecteurs égaux @ekains donnent
des réponses qui montrent une difficulté avec l'utilisation du mot sens, bien que ce probleme
soit plus aigu avec les éléves vietnamiens qu'avec les éleves francais (en raison d'une ambiguité

dans le manuel utilisé). Ainsi certains éléves considérent que=B&B car ils ont méme
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longueur et méme sens, mais g8 # AB car ils ontmémelongueur mais des sens
différents.

Lé Thi Hoai a distingué différents profils correspondant a des conceptions différentes de la
notion de vecteur suivant que certaines caractéristiqgues sont ou non prises en compte.

Deux difficultés apparaissent donc ici.

La premiére est liée a la particularité du concept de sens. En effet le sens d'un vecteur n'est
pas une notion absolue, elle ne se définit que relativement a des vecteurdéggaméme
direction, de tels vecteurs ne pouvant alors avoir méemesens ou sen®pposé.Dans
I'enseignement du vecteur, le mot direction a eu a certaines périodes la double signification de
direction et sens, on a parlé également de l'orientation du vecteur pour regcespaeux
termes, on a aussitilisé la notion de support, pour rendeemptede la direction (non
orientée). Au delade ladifficulté purementlexicale, on voit l'intérétqu'il peut y avoir a
distinguer direction (non orientée) et sens, sachant que cette derniére notion ne se comprend que
dans un rapport d'opposition pour des vecteurs de méme direction.

La deuxieme difficulté qui apparait dans les résultats précédents concerne la réduction du
vecteur a sa seule caractéristique de longueur. Elle montre donc une prégnance de I'approche
métrique de la géométrie. On a vu plus haut que c'est une des caractéristiques essentielles de la
géométrie de Descartes (qui en cela ne différe pas de celle des Grecs anciens). |l y a donc dans
la difficulté repérée ici ungrégnanced'un modéle métrique qui a marqué I'histoire de la
géométrie jusqu'au 19° siecle (méme Leibniz dans sa critique de Descartes ne peut concevoir
I'idée de grandeugéométriguenégative). Comme nou$avons souligné plus haut le
dépassement de ce modele s'est fait historiguement a travers I'élabdeatiaddition des
grandeurs géométriques (qui produit les grandeurs négatives liées a la notion de sens) et de leur
multiplication (qui produit lesdifférentes directions). Cerapprochemententre la genése
historique et les difficultés des éléves suggére que le modele métrique agit comme un obstacle
épistémologique pour la notion de grandeur orientée en géométrie. Néanmoins, dans le sens de
ce que nous avons exprimé au chapitre | sur la notion d'obstacle, il nous semble qu'il faut étre
prudent dans ce type d'approche. A la suite de Leibniz, les mathématiciens ont cherché a établir
un calcul géométriqueintrinseque, ilsn'en n'ont jamais produit (& notreconnaissancelu
moins) de faux qui auraient conduit a des erreurs d'interprétation de probléemes géométriques,
ils ont par contre eu des difficultés a dépasser le modele numérique classique. Les éléves eux se
trouvent face a un nouveau concept qui est gramdeurorientée(que I'on ne leur a pas
introduit comme solution a la recherche d'un calgébmétriqueintrinseque!), et dans son
traitement, ils appliquent abusivement les schep@ratoiresdu modele numérique.Cette
différence essentiellede position entre lenathématiciencréateuret I'éléve apprenantrend
l'interprétationen terme d'obstacle délicate. En fait la premiére hypothese que l'analyse
historigue suggére d'examiner et de mettre a I'épreuve est que le vecteur géométrique doit étre
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introduit comme la solution a la recherche d'un calcul géométrique. Ce n'est que dans le cadre
de cette hypothese que la question de I'obstacle et donc de son franchissement peut prendre tout
son sens. En accord avec cette hypothese, il apparait que I'additiomtijpdication des
vecteurs (produit vectoriel) devraient étre introduites tregtate pas se réduire aalcul
analytique sur les coordonnées. Il s'agirait en fait de montrer dans le contexte de la géométrie
"pure" (sans coordonnéespmmentpeuvent s'établir deselations algébriquesentre des
grandeurs géométriques qui déboucheraient sur la caractérisation du vecteur géométrique. En
d'autrestermes les opératioragébriquesde somme et de produitectoriel deviendraient
constitutives du concept méme de vecteur, en accord avec le processus historique. Dans cette
optique, la structure linéaire de I'ensemble des vecteurs géométriques (du plan et de I'espace) ne
focalise plus tout I'aspect algébrique des vecteurs. Il ne s'agirait pas une fois les opérations de
somme et de produit par un scalaire introduites de vérifier (sans le dire) la validité des axiomes
de la structure d'espacesctoriel sur I'ensemble des vecteuggométriquesdu plan. La
problématique algébrique autour du vecteur ne serait plus celle d'une structure algébrique mais
celle de la nature des opérations et de leur signification en terme géométrique, la question des
propriétés de ces opérations serait seconde.

Dans le premier chapitre de ce texte (paragraphe 3-b), nous avons exprimé nos réticences,
partagées largement par I'ensemble des didacticiens des mathématiquess apptications
trop immédiates d'une analyse de la genése historique dans I'enseignement. L'hypothése que
nous venons de formuler pourrait paraitre contradictoire a cette position théorique, s'il n'était
pas clair que c'est pour nous une hypothése globale qui devrait guider une analyse didactique
visant a élaborer unangénierie, qui dépasse le cadre de ce travail. L'élaboratiorettie
ingénierie devrait prendre en compte non seulement l'aspect historique et épistémologique, mais
aussi d'autres contraintes liées entre autres au contexte de I'enseignement de la géométrie et de
l'algébre au niveau des classes concernéespdticulier, le type d'approche que nous
proposons semble priori trés ambitieux et risque de se heurter a ddifficultés d'ordre
cognitif, la recherche d'un calcul géométrique est-ahlie problématique"viable" pour des
éleves dequatrieme ou méme de seconde ? Répondre a ces questions, monter les
expérimentations nécessaires, est un travail de longue haleine, sur lequel nous ne pouvons a
I'neure actuelleque donner quelques pistes. Cependant, I'ampleurdiffezultés liées a
I'apprentissage du vecteur géométrique, qui ont résisté a plusieurs changements de programmes
nous semble nécessiter un travail de fond, qu'un retour aux sources de I'histoire du concept de
vecteur peut permettre d'entamer. Il nous semble aussi qu'un tel travail devrait se pencher sur la
guestion du role des vecteurs dans I'enseignement de la physique. C'est une autre voie qui
apparait comme complémentaire et peut s'avérer plus riche sur le plan didactique.

En effet, plusieurs travaux de didactique de la physique ont souligné la difficulté des éléves a
concevoir les grandeurs physiques de type vectoriel autrement que comme des mesures. Dans
son doctorat, Lounis (1989) a montré a l'appui de plusieurs tests (en classe de seconde), que
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cette difficulté est tres résistante. Il montre également, avec des outils statistiques, qu'elle est
encore plus forte en physique qu'en mathématiques. Selon Lounisaisop seraiju'en
physique la longueur du vecteur désigne l'intensité de la grandeur représentée, ce qui est la
donnée essentielle aux yeux des éléves. De plus, dans ses analyses, il montre que dans les
manuels de Physique de seconde (et il fait I'nypothese que cela ne differe guere aux niveaux
supérieurs) la plupart desxercices(environ 80%) ouinterviennentdes vecteuraitilisent
essentiellement des cas de vecteurs colinéaires, ou les données sur la direction n'interviennent
pas. De plus, il cite des extraits d'un Bulletin de I'Union des Physiciens datant de 1910, ou
cette difficulté est déja soulevée, il poursuit en remarquant : "les difficultés des éléves liées aux
aspects scalaires des grandeurs physiques vectorielles sont donc repérées depuis fort longtemps
; si une solutionmiracle était possible, elle aurait sans doute été trouvée depudou le

probleme posé auxdidacticiensencore aujourd'hui.” (op. cité, 147). Par ailleurs, dans
l'analyse d'une enquétemenéeentre 1970 et 1972, sur vecteussalaireset grandeurs
physiques auprés d'étudiants de premier cycle universitaire, Malgrange et al. (1973) relevent
que : "si on donne deux vecteurs par leurs composantes, 80% des étudiants les additionnent
correctement. Mais la proportion de réussite devient faible si on donne les vecteurs par leur
direction et leur module, surtout s'il s'agit de vecteurs physiques : on ajoute les modules (des
nombres) sans se poser le probléme "d'ajouter” des directions" (op. cité, 12). En conclusion de
cette enquéte, les auteurs disent : " [ndus pensons avoir mis d@videncel'origine de
certainesdifficultés des étudiants, emparticulier I'influence trop granded'une "géométrie
naturelle” mal articulée sur l'algébre, et qui laisse dans I'ombre bien des aspects des relations
entre forces, mouvement et géométrie des déplacements." (iBd.Cette remarquenous

semble a certains égards rejoindre l'analyse que nous faisions plus haut et qui nous a conduit a
reposer la question des liens entre algébrique et géométrique dans l'approche du vecteur. Les
auteurs semblent suggérer ici glerticulation actuellementa I'ceuvre dans I'enseignement

entre ces deuxaractéresdu vecteurlaisse dans I'ombre plusieurs aspects physiques des
grandeurs vectorielles. Il y aurait sGrement beaucoup de renseignements a tirer d'une étude plus
fine des liens entre physique et mathématique dans la genése historique du calcul vectoriel, en
vue d'une meilleure coordinationdans I'enseignement deecteuren mathématiquest en
physique. Lounis lui dit directement : "La question se pose par ailleurs de savoir si le calcul
vectoriel ne prend pas plus de sens d'abord dans le cadre de I'enseignement de la physique
élémentaire, avec tous les bouleversements et implications que cela pourrait entrainer au niveau
de la chronologie habituelle des programmes". (op. cité, 153).

Nous nous garderons de prendre position par rapparet@ derniere affirmation.
Néanmoins, lessimilitudes observées dans l'analyse deertaines difficultés dans
I'apprentissage du vecteur a la fois en physique et en mathématiques nous poussent a penser
gu'il serait bon de s'interroger sur les liens que ces deux enseignements peuvent entretenir, en
remontant ici encore aux sources historiques.
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Dans cesens,Legrand(1993, 136-139) aexpérimentéune situation d'introduction du
vecteur en cours de mathématiques, a partir d'un probleme "réel" qui s'apparente a une question
de physique. Il s'agit de choisir un ordre de grandeur du poids a accrocher a une corde a linge
pour la tendre de fagon a ce qu'un blue-jeans accroché a cette corde (en deux points) ne touche
pas le sol. Les analyses montre que le modéle métrique est dordar@nties réponses et
Legrand propose une gestion de la situation, sous la forme d'un débat, permettant d'invalider
les réponsesnajoritaireset de mettre en place une connaissancedaptéea la situation et
conforme a celle de vecteur.

Ces quelques réflexions sur lI'enseignement du vecteur géométrique dans le secondaire n'‘ont
pas la prétention d'étre exhaustives. En particulier, nous n'avons pas évoqué deux problémes
qui nous semblent néanmoins essentiels, a savoir :

- la difficulté a passer de la notion de segment orienté (ou vecteur lié a son origine) a celle de
vecteur (libre) comme classe d'équivalence. On sait que les éléves ont du mal a se dégager de la
représentation graphique, qui restmbigtesur la distinction entre lareprésentatiord'une
classe d'équipollence et celle d'un représentant de cette classe. Nous avons souligné plus haut
gue cette difficulté est une source de confusions, jusqu'a l'université, entre les cadres affine et
vectoriel. Or le concept de classe d'équipollence est essentiel dans la définition des opérations
sur les vecteurs. En effet, on ne peut additionner en général deux segments orientés, il faut
choisir des représentants tels que I'extrémité du premier soit I'origine du second (reste a vérifier
ensuite que cette opération est compatible avec I'équipollence, c'est-a-dire que quel que soit le
couple de représentants, la somme obtenue est bimprésentant'une seule etméme
classeé¥. Ainsi la notion de classe d'équipollence est liée a la possibilité de définir une addition
qui soit une "vraie" opération. En accord avec I'hypothése émise plus haut, on trouve donc ici
un point d'entrée qui peut peut-étre permettre de mieux faire saisir la notion d'équipollence dans
la dialectique entre algébre et géométrie a travers laquelle le vecteur géométrique se constitue en
tant qu'objet.

- l'insertion de I'outil vectoriel dans le cadre de la géométrie des coordonnées. S'il nous
parait évident qud'outil vectoriel enrichit de faconsubstantiellela méthodeanalytique, la
guestion se pose cependant de savoir a quel niveau de I'enseignement du vecteur il est le plus
approprié d'introduire la représentation analytique. Il nous semble qu'il peut y avoir un danger
a introduire trop tot ce type de représentation, si I'on veut que l'aspect algébrique des opérations
vectorielles (addition et multiplication vectorielle) prenne un sens suffisamment stable dans le
contexte d'une géométrie sans coordonnées. Pour bien faire saisir l'intrication tres spécifique
du géométrique et de l'algébrique dans la constitution du vecteur et des opérations qui lui sont

54 Néanmoins, dans une approche par la notion de force, les vecteurs sont en général tous liés a la méme
origine et I'addition se fait par la regle du parallélogramme, ce qui est conforme au sens physique de la résultante
de deux forces.
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attachées, il semble préférable de ne pas introduire les coordonnées trop tét, celles-ci risquant

de cantonner l'aspect algébrique dans le seul cadre numérique. Par ailleurs, la représentation par
les coordonnées est source de nouvelles difficultés dans la confusion entre segment orienté et

vecteur : par exemple, certains €léves confondent les coordonnées du vecteur avec celles de
I'extrémité d'un représentant.

Ces guestionnements restent pour nous encore largement ouverts. Cependant, il nous semble
qgu'une référenceplus forte aux origines dwalcul vectoriel, principalementquant a la
dialectique entre algébre et géométrie dans I'élaboration de I'additida lamultiplication
vectorielles et quant aux liens entre mathématiques et physique, peut permettre une réflexion
selon les directions esquissées plus haut, qu'il nous semble important d'exploiter. Le travail de
Lé Thi Hoai est un premier pas dans ce sens.
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