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INTRODUCTION

Le travail présenté dans cette thése est un travail algorithmique portant sur les
systemes d'équations différentielles linéaires ordinaires dépendant ou pas d'un
parametre.

Nous étudions dans les trois premiers chapitres les solutions formelles des
systemes d'équations différentielles linéaires ordinaires homogenes d'ordre |
dépendant d'un paramétre ayant la forme suivante

shg-X=A(x,e)y (1)
dx

ou x est une variable complexe, y un vecteur de dimension n > 1, € un paramatre
réel, h un entier positif, et A(x, €) est une matrice d'ordre n, holomorphe par
rapport a x et € dans un voisinage de x = 0 et € de la forme suivante :

IxXI<xp,0<e<eg (2)

et y admettant un développement asymptotique :
A(x,€) = ), Ar(x) €f (3)
r=()

ol xQ et £ sont certains réels positifs.

Le chapitre I est consacré au probléme de la réduction d'une matrice
holomorphe a sa forme de Jordan. On peut supposer que Ag(x) # 0, sinon, le
systeme (1) peut €tre divisé par €. La structure de la matrice de téte Ag(x) dans le
développement de la série (3) a un rdle important dans la construction des solutions
formelles. Cette opération implique des opérations, qui ne sont pas évidentes, dans
anneau des fonctions holomorphes. Ce probléme est intéressant et important en
lui-méme. Nous présentons, dans I-1, des généralités pour des matrices 2
coefficients dans I'anneau des fonctions holomorphes.
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Ensuite dans le paragraphe I-2, un algorithme inspiré de celui de P. Ozello {54]
est présenté pour réduire une matrice holomorphe sous I'hypothése 1.1 4 sa forme
de Frobenius. Cet algorithme a été implanté en MACSYMA. Nous avons démontré
que le polynme minimal de Ag(x) a un degré constant dans un voisinage approprié
de x = 0, ce qui assure la convergence de I'algorithme en un nombre fini de pas.

Dans -3, la réduction de la forme de Frobenius a la forme de Jordan basée sur
un théor¢me de Wilkinson est considérée et nous proposons un algorithme pour
trouver les blocs de Jordan ayant chacun entre eux une unique valeur propre
différente de celles des autres blocs.

Le chapitre II est une contribution & I'étude de la forme normale de Amold
de matrices dépendant de parametres et la forme de Amold-Wasow de systémes
d'équations différenticlles dépendant d'un paramétre de type (1). Nous proposons
un algorithme pour le calcul exact de ces formes normales. L'étude est d'abord faite
pour les déformations générales de matrices et ensuite I'algorithme est présenté
pour le calcul. Dans le paragraphe I1-4 nous discutons le calcul de la forme de
Amold-Wasow d'un syste¢me différentiel linéaire dépendant d'un paramétre. Cet
algorithme a été aussi implanté en MACSYMA.

Le chapitre III est consacré 2 une étude algorithmique de la méthode de
Turrittin [63] et de Wasow [67]{68] pour la résolution formelle de systémes
d'équations différentielles de la forme (1), i.e. la construction d'un systeme
fondamental de solutions formelles de systéme de ce type, en utilisant les
algorithmes présentés dans les deux précédents chapitres.

Dans II-1, nous allons discuter des cas simples, le cas général s'y raménera
ensuite par l'algorithme suivant.

L'algorithme est formé principalement de six étapes :

(i) Réduction de la matrice Ag(x) a sa forme de Jordan par une
transformation : y=T(x) z ot T(x) est une matrice de fonctions holomorphes
et holomorphiquement inversible (I.1 du chapitre I) dans un voisinage de
l'origine.

(i1) Bloc-diagonalisation de toutes les matrices Ar(x), r 2 1, par une
transformation de la forme suivante :
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y =(I + Z Pi(x) E')Z

r=1

les tailles des blocs correspondant aux multiplicités des valeurs propres
distinctes de Ag(x), les Pr(x) étant des matrices de fonctions holomorphes

d'ordre n.

(iii) Mise en facteur des expressions de cette forme pour des systemes dont la
matrice de téte Ag(x) a une unique valeur propre :

y =exple "*A(1) di)z

ou A(x) est la valeur propre de Ag(x), pour réduire la valeur propre de Ag(x) A
zéro.

(iv) Réduction du systéme (1) 2 un systeme sous forme de Amold-Wasow par
une transformation du méme type que dans (ii).

(v) Transformation par une matrice de la forme (transformation de shearing) :
y = diag(l, €2, ..., g(n-DHa) 2
ou o est un entier ou un nombre rationnel A déterminer.

(vi) Changement du parametre € = €9, q étant le dénominateur de o dans I'étape
précédente.

Nous considérons dans I1I-2 I'étape (ii) o un algorithme du a Turrittin est
présenté. Nous avons implanté cet algorithme en MACSYMA. Donc si Ap(x) est
sous forme de Jordan, alors nous pouvons trouver une matrice Q(x, €) telle que le
changement de variables y=Q(x,€)z transforme le systeme (1) en plusieurs systémes
disjoints d'ordres inférieurs. Ce qui nous raméne au cas de 111-3.

Le paragraphe I11.3 est consacré au syst2me dont la matrice A0(x) a une unique

valeur propre. La forme de Armold-Wasow (Chapitre 1) est utilisée aprés avoir
transformé la valeur propre de Ao(x) a zéro. Ensuite une transformation de
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shearing de la forme (v) est utilisée pour réduire le systéme 2 un des cas considérés
dans III-1 et I11-2 avec n ou h diminué.

Les deux autres chapitres sont consacrés A I'étude du calcul de solutions
formelles de syste¢mes des équations différentielles linéaires ordinaires homogénes
d'ordre 1 dans un voisinage du point singulier régulier ou irrégulier.

Le chapitre IV est consacré a I'étude d'un algorithme pour la résolution
formelle de syst¢mes d'équations différentielles & point singulier régulier. Nous
avons mis en ceuvre l'algorithme de Wasow en vue de l'implantation en calcul
formel. L'implantation a été faite en MACSYMA. Des difficultés restent
surmonter pour une implantation compléte de cet algorithme pour tester si une
expression polynomial en nombres algébriques est nul ou pas que nous allons
préciser au paragraphe 1V-3.

Nous considérons dans le chapitre V le calcul des solutions formelles de
syst¢tme différentiels au voisinage du point singulier irrégulier. Nous avons
appliquer l'algorithme de Turrittin-Wasow étudié dans le chapitre 111 a ce
probleme. Nous avons adapté l'algorithme étudié dans le chapitre I pour le calcul
de la forme de Amold au calcul de la forme de Amold-Wasow de systeme
différentiels a point singulier irrégulier, en modifiant les définitions de
transformations élémentaires de type holomorphiquement semblable.
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Différentielles Linéaires Ordinaires Homogénes
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Chapitre I
Forme Normale de Jordan de Matrices Holomorphes

La théorie formelle des systémes d'équations différentielles ordinaires
linéaires repose fondamentalement sur I'algebre linéaire. Si, comme dans le
chapitre III, les systémes d'équations différentielles sont analytiques, il est essentiel
de savoir lesquelles des opérations algébriques peuvent étre généralisées dans
I'anneau des fonctions d'une variable complexe qui sont holomorphes dans un
certain domaine,

Chaque matrice constante 2 coefficients complexes est semblable, dans le corps
des complexes, a sa forme de Jordan, qui est unique 2 l'ordre de ses blocs prés. Si A
est une matrice de fonctions holomorphes, la matrice JA(x) qui est la forme de
Jordan de A(x) a chaque point x dans Q n'est pas forcément holomorphe dans Q.
Méme si Jao(x) est holomorphe, il est possible que A(x) ne soit pas
holomorphiquement semblable (définition dans I-1) 3 Jao(x) dans Q. Et si A(x) est
holomorphiquement semblable & Jao(x) dans £, il est intéressant de savoir comment
calculer exactement J A (x).

Le but de ce chapitre est I'étude de ces problemes. Dans le paragraphe I-1 nous
présentons des conditions et théorémes de base pour des matrices a coefficients dans
l'anneau des fonctions holomorphes [68].

Ensuite nous proposons un algorithme pour le calcul exact de la forme de
Jordan d'une matrice dépendant d'un paramétre. Pour cela nous discutons d'abord
le probleéme de la forme de Frobenius dans le paragraphe 1-2 ol on propose un
algorithme, et aussi son implantation en MACSYMA {14], inspiré de celui de P.
Ozello [54] et nous discutons la réduction de la forme de Frobenius a la forme de
Jordan dans paragraphe I-3.
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I-1. GENERALITES SUR LES MATRICES HOLOMORPHES

Notations
L'ensemble des matrices de n lignes et m colonnes dont les coefficients sont des
fonctions holomorphes d'une variable complexe x appartenant 2 un domaine Q de

C sera noté par Haym(€2) (Hnm, s'il n'y a pas d'ambiguité).

Définition

Une matrice A(x) appartenant & Hyn(QQ) est dite holomorphiquement semblable
(h-semblable) a une matrice B(x) appartenant 3 H,n(Q), s'il existe une matrice T(x)
appartenant & Hpn(€2) holomorphiquement inversible (son inverse est dans Hpp())
telle que '

TIx) AX) T(x) =B(x), V x €« Q.

Nous rappelons d'abord des résultats de Wasow [68] qui jouent un rdle
‘important dans ce qui suit.

Théoréme 1.1

S'il existe un voisinage §2 de x = 0 tel que toutes les valeurs propres de A(x)
appartenant @ Hpn($£2) soient holomorphes dans 2 et que toutes les valeurs
propres qui sont égales en un point de S2 soient égales en tous les points du
voisinage £2, alors A(x) est h-semblable sur Q2 @ une somme directe de
matrices chacune d’entre elles ayant une seule valeur propre distincte.

Notons JA(x) la forme de Jordan de la matrice A(x) & chaque point x de Q.
D'apres le théoréme précédent les conditions suivantes sont importantes :

Hypothése 1.1
Il existe un voisinage 2 de x = 0 tel que

(i) JA appartienne @ Hpn(£2),
(i1) toutes les valeurs propres qui sont égales en un point de 2 soient
identiquement égales en tous les points du voisinage 2.
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Théoréme 1.2
Si A(x) satisfait I'hypothése 1.1, alors A(x) est. dans 2. h-semblable d sa
forme de Jordan J 4.

Il est clair que la condition (i) dans I'hypothése 1.1 est aussi nécessaire. La
condition (ii) n'est pas nécessaire mais presque nécessaire en ce sens que des
matrices qui sont h-semblables 2 leurs matrices de Jordan mais qui ne vérifient pas
(ii) sont exceptionnelles (W. Wasow [68] page 224).

Exemple
Nous considérons la matrice d'ordre 2 suivante :

A(x)=(83).
(8(1)). x 20

J(x) =
(8 8 x =0,

Sa forme de Jordan est

La matrice A(x) satisfait la condition (ii) de I'hypothése 1.1 pour tout x. Mais la
matrice de Jordan n'est pas holomorphe dans un voisinage de x = 0. Elle est par
contre holomorphe dans tous les ouverts qui ne contiennent pas le point x = 0.

Dans la suite, nous ne nous intéressons qu'au comportement local d'une
matrice, i.e. nous considérons les matrices holomorphes dans un voisinage de x = 0.
Donc le domaine Q sera toujours un voisinage de x = 0.

Vérification de (ii) de I'hypothése I.1

Etant donnée une matrice holomorphe, en pratique ses coefficients sont des
séries tronquées, i.e. des polyndomes 2 degré donné. Pour déterminer si cette
matrice satisfait la condition (ii) de I'hypothése L1, i.e. si les multiplicités des
valeurs propres sont constantes, nous pouvons calculer d'abord son polynéme
caractéristique P(x, w) qui est en pratique un polynéme a deux variables de degré n
par rapport 2 w. Donc nous pouvons le décomposer sous forme sans carré en
utilisant des calculs de pgcd.
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Supposons que P(x, w) a une décomposition sans carré suivante :
P(x, w) = Py(x, w) P%(x, w) ... P'é(x, w).

Notons Q(x, w) = P1(x, w) Pa(x, w)...Px(x, w). Alors cette matrice satisfait la
condition (ii) de I'hypothése 1.1 si et seulement si le polynéme Q(0, w) n'a que des
racines simples. Cela peut étre vérifié par le calcul d'un pgcd.

I-2. CALCUL DE LA FORME DE FROBENIUS DE MATRICES
HOLOMORPHES

Définitions
Une matrice compagnon C est une matrice de la forme suivante :
~0 Cx ]
1 0 Ck-1
1 Ck-
C= k-2
L. 1 cy -~

Nous appelons aussi le polynéme P = wk - ¢y wk-1 + 4+ (-1)k cx polynéme
associé a C.

Une matrice F est dite sous forme normale de Frobenius si
F = diag(Cy, C32, ..., Cy), ot toutes les Cij (i = 1, 2, ..., r) sont des matrices
compagnons et Pi+y divise Pj pouri =1, 2, .., r-1, les P; étant les polyndomes
associés aux matrices compagnons C; respectivement.

Dans [54], Ozello a étudié un algorithme pour le calcul exact de la forme de
Frobenius, d'une matrice a coefficients dans @, un algorithme pour la réduction de
la forme de Frobenius a la forme de Jordan et aussi une matrice inversible Q de
passage telle que QF = JQ.

Nous avons adopté cet algorithme, qui est en temps polynomial pour des
matrices constantes, et nous avons démontré la convergence de cet algorithme
modifié¢ en vue du calcul exact de la forme de Jordan d'une matrice holomorphe
localement, i.e. dans un voisinage de x = 0.
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L'algorithme proposé dans [54] est une suite de transformations élémentaires
de "type semblable" sur le corps considéré. Nous pouvons définir aussi des
transformations élémentaires de "type holomorphiquement semblable" (h-
semblable), chacune de ces transformations reposant sur des opérations dans
H11(€), les fonctions obtenues par ces opérations sont des fonctions holomorphes

dans un voisinage convenable de x = 0.

Définitions

Une transformation élémentaire de type holomorphiquement semblable
(transformation élémentaire de type h-semblable, ou simplement h-transformation
€lémentaire) est une des quatre transformations suivantes :

Pij : permute les lignes i et j ainsi que les colonnes i et j.

Mi(a(x))(pour des fonctions a(x) satisfaisant a(0)#0):
multiplie la i-i¢me ligne par a, et la i-itme colonne par 1/a.

Lija(x)) :

remplace la i-iéme ligne par la somme de la i-i2me ligne et la j-ieme multipliée
par a(x), puis la j-ieme colonne par la différence de la j-i¢me colonne et la i-ieme
multipliée par a(x).

Ci,ja(x)) :

remplace la i-itme colonne par la somme de la i-iéme colonne et la j-igme
colonne multipliée par a(x), puis la j-ieme ligne par la différence de la j-ieme ligne
et la i-itme multipliée par a(x).

L'idée de notre algorithme est d'effectuer des h-transformations élémentaires
sur A(x) afin de trouver les blocs de la forme de Frobenius de A(0) dont les
polyndmes associés sont les polynémes minimaux de A(0) et des matrices qui sont
obtenues a partir de A(0) par ces h-transformations élémentaires.

Donc, supposons que A(x) = (ajj(x)) soit une matrice d'ordre n dont tous les
coefficients sont des fonctions holomorphes dans un voisinage du point x =0. Les
opérations élémentaires seront effectuées sur A(x) et on note la matrice obtenue
toujours par A(x). Nous présentons I'algorithme suivant.
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I-2.1. Premi¢re étape : polynéme minimal d'un vecteur :

Nous commengons I'algorithme suivant par la colonne j = 1 sur la matrice B(x)
:= A(x) (notons B(x) = (bjj(x)) :

(i.1) Si il existe un élément non nul dans {bj+1,j(0), bj+2,j(0), ... bn,j(0)} on
suppose que by j(0) # O est le premier élément non nul de cet ensemble, on effectue
les opérations suivantes :

Pj+1k: (I.1)
1

Mj+l(bj+l.j(x))v (1.2)

Lij+1(-bjj(x)) pouri=1, .., neti=j+1; (1.3)

Aprés (1.1), nous avons bj+1,j(0) # 0. Donc Mj”(bj_Hl;&—)-) est une h-

transformation élémentaire puisque est une fonction holomorphe. Et nous

bj+1,j(x)
avons, apres cette transformation, leJ n(;’uvel élément bj+1,j(x) = 1. Ensuite les h-
transformations élémentaires de type Li,j+1(-bjj(x)) (i # j + 1) transforme la
matrice B(x) en une matrice telle que tous les éléments de la colonne j sont nuls sauf
la (j+1)-ieme qui vaut 1.

Apres avoir effectué ces opérations sur la matrice B(x) de la colonne j = 1
jusqu'a une colonne j dont les éléments (bj+1,j(0), bj+2,j(0), ... bn,j(0)} sont tous
nuls, B(x) est transformée en une matrice de la forme :

C) B,
(1.4)
U B>
ol U est une matrice dont tous les coefficients sont identiquement nuls sauf les

€léments de la demiere colonne qui sont nuls au point x = 0, C| est une matrice
compagnon d'ordre j; By et B2 sont des matrices holomorphes d'ordre convenable.

Remarquons que ces opérations ne changent pas les éléments des lignes 2
gauche de la ligne j de la matrice B(x).
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Exemple
Soit A(x) la matrice suivante

[x 2 x  x+2
x+1 2 x+1 -2x-1
1 2 x+1 4
Lx -1 1 x4l

A(x) =

en effectuant (i.1) et (i.2) pour j =1 2 2, nous obtenons la matrice suivante ;

3.4x. 2
e P
| 2x2+6x-3 0 x3+2x+2

Xx+1 x<-1

3x4+3x3.x2 2x3+3
x2-1 0 - x2-}
0 3x3+2x2 l x3+x2-3x-4
T x2] x2-1
ou
0o x%
U= x+1
0 3531252
x+1

est une matrice nulle sauf les éléments dans la demiére colonne qui sont nuls en x =
0.

Si p(w)(x) est le polynéme associé 2 Ia matrice Cy, qui est un polynéme dont
tous les coefficients sont des fonctions holomorphes dans un voisinage Q du point x
= 0, alors le polynéme q(w)(0), valeur en x = 0 du polynéme p(w)(x), est le
polynéme minimal du vecteur e1(Ozello [54] p.32, théoreme 1) (lesej,i=1, .., n,
¢tant la base canonique de Qn),

n
(i.2) Pour obtenir le polyndéme minimal d'un vecteur quelconque e = Z bje;

‘ )=r
ol br 20, et tous les bj sont constants, il suffit, avant d'effectuer les opérations (i.1),

de faire les opérations : (@) P1r; (b) Mi(1/by); (c) C|J(bj). pourj=r+l, ... n.
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La matrice A(x) est transformée, a l'aide d'opération (i.2), en une matrice sous
la forme (1.4) ol cette fois la valeur du polyndme associé A la matrice Cj en x =0

est le polyndme minimal du vecteure.

Si I'ordre de la matrice Cj est j, nous procédons avec les mémes opérations que
dans (i.1) pour j :=j+1.

En continuant ces opérations de j = 1 jusqu'a j = n, on obtient une matrice de la

forme suivante :
C) B; B>
U; C2 Bs
B(x)=| Uz U3z C3

ou les matrices Cj (i =1, 2, ... ) sont des matrices compagnons et les matrices Uj et
Bi (i=1, 2....) sont des matrices dont tous les coefficients sont identiquement nuls

sauf ceux qui sont dans les demigres colonnes. Les coefficients des derniéres
colonnes des matrices Uj (i = 1,2, ...) sont nuls au point x = 0. Précisément la

matrice B(x) est de la forme suivante :

C) 0 * *
* 0 *
* *
* C, 0 *
B= 0 * * (1.5)

* 0 * *
* * *

0 * 0 * Ce
* *

ol les éléments représentés par * au dessous des éléments diagonaux sont nuls en x =
0. Les matrices Cj sont des matrices compagnons, et les autres éléments sont

identiquement nuls.

Remarque

Pour les étapes qui suivent nous aurons aussi besoin des informations suivantes.
Nous initialisons un tableau "pasb” tel que pasb[i] = i pour i = 1, ..., n, avant
d'effectuer les opérations de cettte étape. Chaque fois qu'on effectue une
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permutation Pjj dans I'algorithme, nous effectuons en méme temps pasb|i] « pasb|j]
et pasbj] «— pasb[i]. Donc on obtient aussi par cette étape une famille de vecteurs
{epasb[i] : i = k1, ..., kr} oll les kj sont les indices des premiéres colonnes des
matrices C; (i = 1, ..., r). Rappelons que e;j désigne le vecteur de dimension n dont
toutes les composantes sont nulles sauf la i-iéme qui vaut 1. Nous aurons besoin de
ces informations pour calculer le polynéme minimal de la matrice A(0) et pour
construire la matrice de transformation.

Exemple
Continuons a développer I'exemple précédent. Nous avons

[0 384x2 ¢ x|
x+1 x+1
1 2_7,2+Q5-3 0 33i225+2
B(x) = x+1 x4-1
0 3x443x3-x2 o 2x343
x2-1 x2-1
0 -33422 | x4x23x4
2 x2-1 x2-1 ]

1-2.2. Deuxiéme étape :
(ii.1) Calcul du polynéme minimal de A(0);

La matrice de la forme (1.5) que nous avons obtenu a la premiére étape est en x
= 0 une matrice de la forme suivante :

C1(0) B1(0) B2(0)
0 C2(0) B3(0)

B(0) 0 0 C3(0)

Le polynéme minimal de la matrice A(0) est le PPCM des polynémes
minimaux de vecteurs epasbfi] (1 = k1, ..., kr). Le calcul du polynéme minimal de
A(0) se fait par le méme algorithme que dans Ozello [54] qui a l'avantage de ne pas

calculer tous les ppcms. Dans notre cas, le calcul ne se fait pas sur A(0), mais sur
A(x).
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Le résultat que nous obtenons par cet algorithme est un polynéme q(w)(x) dont
tous les coefficients sont des fonctions holomorphes. Et ce qui est important est que
le polynéme fw)(0) valeur du polynéme q(w)(x) en point x = 0 est le polynéme
minimal de A(0).

(i1.2) Calcul d'un vecteur dont le polyndme minimal est le polyndme minimal
de A(0).

Pour cela, P. Ozello [54] a étudié un algorithme de Jacobson [38] pour calculer
un vecteur f qui est une combinaison linéaire de vecteurs epasb(ij (i = k1, ..., k) et
dont le polyndme minimal est le méme que celui de A(0). Son algorithme construit
un vecteur f dont toutes les composantes sont majorées par l'entier n, égal a la
dimension de la matrice.

En utilisant ce vecteur f, nous effectuons les opérations (i.2) sur la matrice
A(x). Nous obtiendrons une matrice sous forme (1.4) ou cette fois Cj est un bloc de
la matrice A(x) dont l'ordre est égal au degré du polynéme minimal de A(0), i.e.
nous obtiendrons une matrice (avec des notations indépendantes des précédentes) de
la forme (1.6) ou B est une matrice holomorphe quelconque et les * représentent
des fonctions holomorphes, nulles au point 0. Le polyndme associé a la matrice
compagnon C; est un polyndme q(w) dont tous les coefficients sont des fonctions
holomorphes dans un voisinage du point x = 0, et le polynéme q(w)(0) au point x =
0 est le polyndme minimal de A(0).

C Bi

B(x) = * (1.6)

Exemple

Pour I'exemple précédent, nous obtenons que le degré du polynéme minimal
de A(0) et A(x) est 4 et nous obtenons la matrice suivante qui est la forme de
Frobenius de A(x):
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(0 0 0 -9x3-6x6 |
B(x) = 1 0 0 2x%+14x+17 .

0 1 0 -2x2-11x-17

L0 0 1 3x+7 J

Avant d'écrire un théoréme, sous I'hypothése I.1, qui nous assure que les
€léments représentés par les * dans (1.6) sont identiquement nuls dans un voisinage

de x = 0, considérons un autre exemple :

Exemple
Pour la matrice A qui est la suivante :

[~ = 2‘ B
w2 Ay 3 ARl
2
el 2xke o Befad
ARY=1 2x24x-1 5x2-12x+10 4x+1 18x2-14x+13
2 2 2 4
2.6x-
| x- -x2-4 1 -25—-2(11— ]

Nous obtenons que le degré du polyndme minimal de A(0) et A(x) est 3 et nous

obtenons la matrice suivante :

i 443x3+6x2 -
00 X4+2x3+3x2+4x+2 2x443x 2+6X +8x+3
Xx<-x+1
34+3x2
10 -2x3-3x2-6x-5 _2X +:;x :lgx+5
H(X): x2-x
2x+2
2
o S x2-x+1
00 0 x+1 N

avec H43 = 0 comme on le cherche.
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Théoréme 1.3
Si A(x) satisfait l'hypothése 1.1, alors le polynéme minimal de A(x) est de
degré constant dans un voisinage de x = 0.

Démonstration

D’apres le théoréme 1.2, la matrice A(x), qui satisfait I'hypothése du théoréme,
est h-semblable 2 JA, qui est bloc di.-onale. Donc on peut supposer, sans perdre de
généralité, que A(x) a une seule valeur propre. Notons la valeur propre de A(x) :
A(x). Le polyndme minimal de A(x) est le méme que celui de JA.

Considérons le polyndme minimal unitaire P(w) de la matrice JA - A(x) I, qui
est une matrice constante. Il est clair que P(w) est de degré constant dans un
voisinage de x = 0. On développe P(JA - A(x) I) en un polynéme en Ja, c'est un
polynéme unitaire Q(Ja) de degré égal a celui de P(w), donc de degré constant dans
un voisinage de x = 0. Et Q(JA) = 0, donc Q(w) est le polyndme minimal de Ja, et de
A, qui est de degré constant dans un voisinage de x = 0.

Remarque
L.a matrice de transformation P peut étre construite de maniére suivante. Si d
est I'ordre de la matrice Cy dans (1.6), alors les d premiéres colonnes de la matrice

P sont formées par {f, A(x)f, ..., A(x)d-If}.

En continuant ces opérations (i)-(ii) sur la colonne j := j+1 de la matrice B(x)
de (1.6), nous transformons la matrice A(x) en une matrice de la forme (1.7).

*
C 0O * 0 *
3 &k
G *

H(x) = - 0 * (1.7)

*
0 0 *
*
0 0 Ck

Un autre point qui est important et qu'il faut démontrer, c'est qu'a partir de la
matrice H de la forme (1.7), on peut toujours obtenir la forme de Frobenius. Nous
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effectuons les opérations suivantes pour faire apparaitre des zéros pour les éléments
représentés par les * dans (1.7) :

Cijj=di ...ki-l;i=1,..,r
ki et dj étant les indices de la premiére et derniére colonne de C; dans (1.7).

Nous obtenons apres ces opérations une matrice de la forme suivante :

Cy 0

H*(x) = 0

0 0 Cy |

les * représentent des fonctions holomorphes dans un voisinage de x = 0. Donc il
faut démontrer que tous les éléments * sont identiquement nuls dans un voisinage de
x =0, ce qui veut dire que H* est la forme de Frobenius de A(x). Nous démontrons
le théoréme suivant.

Théoréme 1.4
H* est la forme de Frobenius de A(x).

Démonstration

Il faut seulement démontrer que les éléments représentés par * dans la
premiére ligne de H* sont identiquement nuls dans un voisinage de x = 0.

Si, au contraire, dans tous les voisinages de x = 0, il existe un point xg et un
€lément a(x) non nul en xg représenté par une des * dans la premigre ligne, le méme
raisonnement que dans (Ozello [54], page 88) permet de démontrer que la matrice
H*(x0) et A(xp) ont des polyndmes minimaux de degré plus grand que I'ordre de la
matrice Cj. Ce qui est impossible par le théoréme précédent.
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Remarque
Pour obtenir la matrice de transformations il suffit d'effectuer les opérations

précédentes sur la matrice[Hl(,x)] d'ordre 2nxn ou P est la matrice de

transformation précédemment obtenue. On obtient alors une matrice sous forme

[H*(x)

p* ] ou P* est la matrice de transformation.

Exemple
On reprend la méme matrice que dans I'exemple précédent. La matrice H*
qu'on obtient est la suivante :

"0 0 x4+42x343x2+4x+2 0 T

10 -2x3-3x2-6x-5 0
H*(x) =
01 X242x+4 0

-0 0 0 x+1-

C'est la forme de Frobenius de A(x).

Il est facile de voir que la matrice

H*(0) =

SO —O
OO0
oahhn
_—0 00

est la forme de Frobenius de A(0).

Remarques 1.1 :

Si A(x) satisfait (ii) de I'nypothése 1.1, d'aprés le théoréme 1.8 précédemment
démontré, on sait que la forme de Jordan de A(x) est holomorphe dans un voisinage
de x = O si et seulement si notre algorithme nous donne la forme de Jordan 2 la fin.
Ceci veut dire que les polyndmes minimaux de la matrice A(x) et les matrices
obtenues a partir de A(x) par l'algorithme sont de degrés constants dans Q. Donc si
la matrice A(x) satisfait (ii) de I'hypothese I, 'algorithme présenté ici nous donne
soit la forme de Frobenius qui est holomorphe soit l'exécution s'arréte avant la fin
de l'algorithme et dans ce demier cas, la forme de Frobenius n'est pas holomorphe
quelque soit le voisinage de x = 0.
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Si la matrice A(x) ne satisfait pas (ii) de I'nypothése 1.1, il est possible que
l'algorithme s'arréte alors que la forme de Frobenius est holomorphe dans un
certain voisinage de x = 0, et il est aussi possible que 1'algorithme trouve la forme
de Frobenius. Dans ce dernier cas les polyndmes minimaux de A(x) et des matrices
obtenues a partir de A(x) ne sont pas de degrés constants.

Exemple
Considérons la matrice suivante :
8x+1 7
[ 1 16x
AX)=f -x x+1 2x
10x-1 1 8x-3
- 4 2 T2 4

La forme de Frobenius de A(0) est la suivante :

0-10
F(A(0)) .—.[l 2 0}
001

Donc le polynéme minimal de A(0) est de degré 2. Et ainsi, par la méthode de
réduction du paragraphe suivant, la forme de Jordan de A(0) est

110
JAO) =101 0
001

L'algorithme que nous présentons ne peut calculer la forme de Frobenius, et
ainsi la forme de Frobenius de la matrice A(x) existe et est holomorphe pour tout x.
Ceci car les valeurs propres de A(x) ne satisfont pas 'hypothése 1.1. En effet elles

sont toutes égales en x = 0, mais il existe deux valeurs propres qui sont distinctes en
x#0.

Cependant, la matrice suivante B(x) :
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I+x 1 0
B(x)=f 0 1+x O
0 0 1x

qui est holomorphiquement semblable 2 la matrice A(x), en est sa forme de Jordan.
Pour la matrice B(x), I'algorithme peut trouver la forme de Jordan de B(x). En fait
il nous donne la forme (faible) de Frobenius :

0-x2-2x-1 0
FB(x)=]1 2x+2 O
0 0 1-x

qui peut étre réduite par la méthode du paragraphe suivant a sa forme de Jordan
comme étant la méme matrice B(x) et la matrice de passagc est

-1 -1 O
Px)={ 0 -1 0
0 0 1

Le degré du polyndme minimal de B(x) n'est pas constant quelque soit le voisinage
de x =0 (En fait le degré est 2en x = 0, 3 en x # 0).

I-3. PASSAGE DE LA FORME DE FROBENIUS A LA FORME DE
JORDAN

Dans [54], Ozello a construit formellement la forme de Jordan de la forme de
Frobenius, pour des matrices a coefficients dans Q, selon le théoréme suivant :

Théoréme 1.9 (Wilkinson, [74])
Si
P=P *P3* ... *pf

est la décomposition sans carrés de P (les Pj étant premiers entre eux deux a
dewx et sans facteurs carrés), et si Aj |, ..., Adis (t = d;) sont les d; racines
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distinctes de Pj, alors la forme de Jordan de la matrice compagnon associée a

P est
J=diag(J( Aij))(i=1ak j=1ad)
on -
[ A; 1 0 .. 0
0 A1 .. 0
Lithip=| ...
0 . 1
| 0 0 Aij

Ji(Aij) étant d’ordre i.

La forme de Jordan d'une matrice holomorphe peut étre obtenue 2 partir de sa
forme de Frobenius par la méme méthode. Les méthodes pour les calculs de la
matrice de passage et son inverse peuvent étre aussi appliquées dans ce cas. Ainsi 2
chaque matrice compagnon Cj, on peut lui associer sa forme de Jordan J; et aussi
une matrice Qj telle que Q; Cj = J; Qi . Alors la forme normale de Jordan de la
matrice F = diag(Cy, ..., Cx), ot C; sont des matrices compagnons, est

J = diag(Jy, ..., Jx)
et la matrice de passage est Q = diag(Qy, ..., Qk).

Dans notre réalisation en MACSYMA, nous ne calculons pas les valeurs
propres Ajj. Donc la forme de Jordan de la matrice considérée (constante ou
holomorphe) est une forme formelle, i.e. les valeurs propres sont représentées
comme des racines de polyndmes connus. Et ainsi les coefficients de la matrice Q et
son inverse sont des fonctions rationnelles des valeurs propres Aij.

Nous donnons un exemple pour voir que la forme de Jordan est construite
formellement en gardant des valeurs propres comme des racines des polynémes :
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Exemple
F = diag(C1, C2), les polyndmes associés a2 C) et C2 sont, respectivement,

Py=(x2+ 1) et P,=x2+1

La forme de Jordan de F est formellement la suivante :

ol A1,1, A1,2 sont les racines simples du polyndme Py ) = x2 + 1; py,1, |t1,2 sont les
racines simples du polynéme P = x2 + 1. D'apres l'algorithme présenté dans 1-2,
P2 divise Py, donc les racines pj,1, 1,2 sont dans les racines Aj 1, A1,2. Nous avons
pour cet exemple py,1 = Ay1, 01,2 =Ay2.

Supposons que F est la forme de Frobenius obtenue par l'algorithme du
paragraphe 1.2. Notons que les polyndmes associés aux matrices C; sont P;. Alors
nous savons que Pj+1 divisent Pj pouri =1, ..., k-1. Donc les valeurs propres de J; (i
= 2, ..., k) sont dans les valeurs propres de Ji. Il est important de connaitre ces
valeurs propres par rapport a celles dans Jj. Dans la suite nous proposons un
algorithme pour trouver une forme compléte de Jordan, i.e. pour identifier toutes
les valeurs propres dans J; (i 2 2) par rapport a celles de Jj.

Nous supposons, sans perdre de généralité, que la forme de Frobenius F d'une
matrice (holomorphe ou constante) soit formée de deux blocs Cj et C et notons que
les polyndmes associés a C1 et C2 sont P et Q respectivement. Supposons aussi que P
et Q ont des décompositions sans carrés de la forme suivante :

P=P P2 . P et Q=0Q,"Q2..... Q™

ou les Pj (i = 1, ..., k) sont premiers entre eux deux a deux et sans facteurs carrés et
Qi(i=1,..., m) le sont aussi. Notons
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7»1'1, veey }‘l-dl , }\.2.1, cers l2,d2 3 eeseee . }\-k,h ceey )"k.dk
les racines de Py, Py, ..., Pk respectivement;
K11 s Hidy 5 2,05 ooy H2,dp 5 ooeeee » Hk 1y ooos Hi,dy

les racines de Q1, Q2, ..., Qm respectivement.

L'algorithme consiste a calculer les pgcd des Pj et Qj. Notons E| = (Py, P, ...

Pk}’ E2 = [Ql’ QZ, sy Qm}-

Tant que p=pgcd(P;, Qj) # 1 faire
i Qi
P’

E1 « E1U{p}; E2 « EU{p};
fin;

P
Pi<—El;Qi<—

Nous trouvons en fin de l'algorithme deux nouvelles listes E} = Py, P2, ...

’

Pk}, E2 = {Q1, Q2, ..., Qm} telles que, pour tous les i et j, on a soit pged(P;, Q=1
soit Pj = Qj. A partir de ces décompositions, si P = Qj, les valeurs propres qui sont
racines simples de Qj sont les mémes que celles qui sont racines simples de P;. Donc
nous pourrons déterminer les Wi ;j par rapport & A ;. Nous pouvons faire des

évaluations p; = Aj;j sur la matrice J, la matrice de passage et son inverse.

Exemple

On considere I'exemple précédent. Utilisant I'algorithme présenté ci-dessus et
un certain nombre des opérations Pjj définies dans le paragraphe I-2, la forme de

Jordan devient
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ol Ap,1 et Ay 2 sont les racines de Py = x2 + 1.

Exemples
Soit A une matrice constante d'ordre 8 :

C 3923 .29 27 9 3 6 11 ]

224 <14 -19 -20 14 -2 4 10
142 82 106 101 -41 11 -22 -43
21 416 -18 -18 2 2 4 6
0-1 0 1 40 0 -1
4 4 4 4 4 2 -1 -4
236 116 164 152 -92 17 -33 -70

. -4 -4 -4 -4 401 -1

La forme de Jordan de A est

A22

A22

ol Ajj=1lestlaracinede Py=x-1;
A2,1 et A2 2 sont les racines de Py = x2 + x + 1.

Le temps de calcul de la forme de Jordan (y compris le calcul de la forme de

Frobenius et la matrice de transformation) est 327,133 secondes sur une machine
MICROVAXII.

Pour le deuxi¢me exemple dans le paragraphe 1-2, a partir de H*, la forme de
Frobenius de A(x), on obtient la matrice de Jordan de A(x) :
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~x242 0 0 0 7

0 x+1 1 0

JA(x) =
0 0 x+1 0

- 0 0 0 x+I-
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Chapitre 11
FORME NORMALE DE ARNOLD DE MATRICES DEPENDANT DE
PARAMETRES

II-1. INTRODUCTION

La réduction d'une matrice a la forme normale de Jordan n'est pas une
opération numériquement stable si parmi les valeurs propres existent des valeurs
multiples. En effet, par une variation aussi petite que I'on veut de la matrice on peut
modifier totalement la forme de Jordan si les valeurs propres sont multiples.
L'algorithme du chapitre II n'est fait que pour des matrices satisfaisant I'hypothése
I.1. Donc, si une matrice n'est connue qu'approximativement, sa réduction 2 la
forme normale de Jordan est pratiquement impossible en cas de valeurs propres
multiples. Cette réduction n'est pas indispensable puisque génériquement une
matrice ne posseéde pas de valeurs propres multiples.

Les valeurs propres multiples sont inévitables par une petite déformation (que
I'on va définir plus bas) dans le cas o l'on s'intéresse non pas a une matrice isolée,
mais a toute une famille de matrices dépendant des parametres. Dans ce cas, méme
si nous pouvons réduire A la forme normale de Jordan chaque matrice de la famille,
cette forme normale et la transformation qui ramene 2 cette forme dépendront en
général discontiniment des paramétres (Remarque 1.1 dans le Chapitre I).

I se pose donc la question de savoir i quelle forme simple on peut ramener une
famille de matrices dépendant différentiablement des parametres par des
changements de coordonnées dépendant différentiablement (holomorphiquement)
de ces parameétres.

Traitons I'exemple de toutes les matrices complexes carrées d'ordre n comme
un espace vectoriel de dimension n2. La relation de similitude des matrices

2
décompose I'espace C" en variétés (les orbites du groupe linéaire GL(n, €) sont

les suivantes : deux matrices sont situées sur une méme orbite si leurs valeurs
propres et les dimensions de leurs blocs de Jordan sont les mémes).
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La famille de matrices est définie par une application de l'espace des

2
paramétres de la famille dans l'espace € des matrices. Il s'avére que parmi toutes

les familles de matrices on peut exhiber des familles spéciales (auxquelles on peut
réduire toutes les familles) telles que cette réduction soit réalisée par un
changement différentiable de paramétres. Dans la suite de ce chapitre, ces familles
sont appelées déformations verselles et les déformations verselles 3 nombre
minimal de paramétres sont dites miniverselles (Définition I11.3) (Amold [4)).

Donc, les déformations miniverselles sont les formes normales possédant le
plus petit nombre de parameétres 2 la réduction desquelles on peut conserver la
dépendance différentiable par rapport aux paramétres.

Nous rappelons d'abord des résultats de Amold pour la théorie générale de
déformations verselles dans le paragraphe suivant. Ensuite dans le paragraphe 1I-3,
nous présentons un algorithme pour le calcul de la forme de Amold de matrices
dépendant de paramétres. Nous considérerons la forme de Amold des systémes
différentiels dépendant d'un paramétre dans le demier paragraphe.

L'algorithme qu'on va développer est le suivant :

Entrées : Une matrices A(x) d'ordre n dont les coefficients sont des séries
tronquées a plusieurs variables x = (x1, x2, ..., Xp).

Sorties : Une matrice B(x) qui est la forme normale de la matrice A(x).

Forme Normale de Amold (A(x)) :
début
A(0) « Jordan(A(0)); {chapitre I}
Pour chaque bloc de Jordan faire
pré_opérations (A(x));
obtenir_un_bloc (A(x));

fin;
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II-2. THEORIE GENERALE DE DEFORMATIONS VERSELLES

Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats élémentaires de la théorie
générale de déformations verselles de Amold [4][5].

Définition II.1
On appellera famille de matrices une application holomorphe

2
A:A o C"

oll A est un voisinage de l'origine des coordonnées dans un espace CP (des

parametres). On appellera déformation de la matrice A(0) le germe de la famille A
au point 0. '

Une déformation B de la matrice A(0) est équivalente a la déformation A si il
existe une déformation C de l'unité, C(0) = I la matrice identité, telle que

B(a) = C(a) TA(a)(C(a)).

SoientMc €™ ,Ac €Petg :(M,0) - (A, 0) une application holomorphe.

Définition T1.2
On appelle famille induite par A et par I'application ¢ la famille ¢*A :

(@*A)u) = A(p(p)), p « M.
La déformation induite ¢*A de la matrice A(0) est définie par la méme formule.

Définition I1.3

Une déformation A d'une matrice Ag est dite verselle si toute déformation A’
de la matrice Ag est équivalente a une déformation induite par A. Une déformation
verselle est universelle si cette application induite @ est déterminée de fagon unique
par la déformation A'. Une déformation verselle est dite miniverselle si la

dimension de l'espace des parametres est la plus petite possible pour toute
déformation verselle.
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Exemple
Une famille de matrices diagonales d'éléments diagonaux (o + A;), ot tous les

Ai sont distincts et a; les paramétres de la déformation, est une déformation
verselle, universelle et miniverselle de la matrice (A).

La dimension d'une déformation miniverselle d'une matrice quelconque est
donnée par le théoréme suivant. Soient A; les valeurs propres de la matrice AgetJ la
matrice de Jordan de Ag.

J = diag(J1(X1), J2(A2), ..., Jp(Ap)), Ji(Ay) = diag(Ji1, Ji2, ..., Jik)
Nous supposons que Jij (1 € j <k) sont d'ordre nj(li) sous la forme suivante :

Al
Ail (1.1)

Al
et n(A;) 2 nad,) 2 ... 2 m(Ay).

Théoréme 11.1

Le nombre minimal de paramétres d'une déformation verselle de la matrice
Agp est égal a

f: [ni(2i) + 3n2(Ai) + Sn3(Xi) + ... + (2k-1)nk(2;)]
=0

Les déformations miniverselles peuvent étre choisies de diverses fagons. En
particulier, les trois formes normales décrites dans le théoréme suivant sont des
déformations verselles d'une matrice réduite 2 une forme normale de Jordan

Théoréme 11.2
Soit A une famille dépendant holomorphiquement de paramétres

a e CP d'opérateurs linéaires de C" dans C" et supposons que pour une

valeur ag de o la matrice de l'opérateur A(ag) posséde des valeurs propres A;
et des blocs de Jordan comme ci-dessus et pour tout i
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ni(Ai) 2naxi) 2> ..

Il existe alors une base de C" dépendant holomorphiquement du paramétre

a, dans un voisinage de g, et telle que la matrice de l'opérateur A(at) y
prenne la forme bloc-diagonale Ag + B(a), o Ag est une matrice de Jordan
de la matrice de l'opérateur A(qp), et B(a) = diag(B;, B3, ..., Bp) une
matrice bloc-diagonale dont les blocs correspondent awx valeurs propres de la
matrice Ag. Le bloc Bj correspondant a la valeur propre A; est une des
matrices dans le figure I1.1 composées de zéros a l'exception des endroits
signalés par les lignes noirs ou l'on trouve des fonctions holomorphes de a.

: o :
1 ------
(a)

Figure 11.1

La figure I1.1 représente trois formes normales. Dans les deux premizres le
nombre d'élément non nuls de B est égal 2 nj(Aj) + 3 n2(Ai) + 5 n3(A;) + ... ; dans la
troisieme tous les éléments d'une oblique sont égaux. On obtient les déformations
miniverselles de la matrice Ag si I'on suppose que les éléments repérés des matrices
Bj sont des variables indépendantes. Dans les trois cas leur nombre est égal 2

Z [n1(A) + 3n2(A) + Sn3(Ai) + ... ).
1

II-3. CALCUL DE LA FORME DE ARNOLD DE MATRICES
DEPENDANT DE PARAMETRES

Nous appelons la forme (a) dans la figure I11.1 la forme normale de Arnold.
Nous présentons dans ce paragraphe un algorithme pour le calcul de la forme de
Arnold et aussi le calcul de la matrice de transformation correspondante.
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Nous considérons une matrice A(x) holomorphes d'ordre n dans un voisinage
de x = 0, ou x peut €tre un vecteur x = (xi, ..., Xp), 0 est le vecteur zéro de
dimension p. Nous savons, par une transformation de similitude de matrice
constante (chapitre I), que A(0) peut étre ramenée a sa matrice de Jordan. Donc on
peut supposer, dans la suite de ce chapitre, que A(0) est déja sous forme de Jordan.
C'est I'hypothése suivante :

Hypothése 11.1
A(0) est sous forme canonique de Jordan.

Supposons que les valeurs propres distinctes de A(0) sont A1, A2, ..., Ak, et que
les multiplicités sont respectivement ny, ny, ..., ngx avec n] + n2 + ... + ng = n. Donc
sous hypothése I1.1, Ag = A(0) est sous la forme suivante :

o -

Ji
Ag= & (11.2)
L Jm |
Chaque
Ji = diag(Ji1, Ji2, ...y Ji,i) (11.3)
ou Jjj a la structure suivante :
" Ai Bi ]
Ai
Jij=
Ai Bi
- A

ou les B; sont soit 0 soit 1.

Notons

B= (11, 12, .. up) et x! = xf'xgz...xl;p

Supposons que Afx) est de la forme Ag + ... + x“Au + .... On va démontrer que par
des transformations de la forme

T=1+x"Qy, (I1.4)
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Il = Ipgl+ipol+ +lppl = 1, 2, 3, ..., 1a matrice A(x) sera transformée en une
matrice bloc-diagonale dont l'ordre de ses blocs sont respectivement nj, na, ..., np.
Ag étant, comme on l'a supposé, sous forme de Jordan (I1.2).

Remarquons que
I+ x# Qu)! =1~ xHQy + x2HQ); + ...

Utilisant (I1.4), la matrice transformée T-1A(x)T devient
T-1IA(X)T = Ag + ... + xH(Ap - QuAp + ApQp) + ...
les demniers points désignent des termes de x4 avec Ig! > lul. Nous avons donc
Bu=Ap+A0Qu-QuAo. | (11.5)

Les matrices By, Ay, et Q, sont sous-divisées en blocs de la méme fagon que la
matrice normalisée Ag dans (II.1). Aprés cette partition, nous notons le bloc dans la
r-ieme ligne et s-iéme colonne par By, A5 et Q5 respectivement et les éléments de la
i-itme ligne et j-itme colonne de ces matrices rectangulaires par b,;, ajj, et g;;
respectivement, aveci=1,2,..,Retj=1,2, .., S. Le but est de choisir ces qij de
fagon que les €léments bjj dans By soient identiquement nuls, pour les blocs dans la
position (s, t) ol Ar(x) # Ag(x), i.e. pour r #s.

Pour cela, notons que les matrices J; dans (11.3) peuvent étre &crites sous la
forme suivante :
Jr = }\,fl + Er N

ou I est la matrice identité d'ordre nj convenable et E; est une matrice de la forme
suivante :

0B,
0 P

0 Brni-l,ni
L 0
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ou les ﬁ:.m sont 0 ou 1. Et la méme formule pour Js,

Js = )\,5 I+ Es .
D'apres (1L.5),

Brs=Ars +Jr Qs - Qs Js = Ars + (Ar I + Ep) Qrs - Qrs(As I + Ey)
i.e.
by = &, + (A -Ag) Qij + Biis1 Qistj - Bty Qiger
ou
gi0=0,1=12,.,Ret qr+1j=0,j=1,2,..,8S.

Les gjj qui sont choisis de maniére a annuler les bjj sont donc déterminés par le
systeme
T S
(Ae -As) qij - Briet Qierj + Bj-14 Qi1 = a5

pouri=1,..,R;j=1,..,8S.

En résolvant ce systéme, on obtient
aR|

(]RI=).S A

et
S
aR j+1 - Bjjs19R;

qr j+1 = As - As

pourj=1,2,.,S-1

Donc les éléments dans la R-iéme ligne de la matrice Qs peuvent étre
construits de gauche a droite. Ensuite procédant de bas en haut, les éléments qjj dans

les lignes successives (R - 1, ..., 2, 1) peuvent étre construits. En particulier si les
éléments de Qs dans la (i+1)-iéme ligne sont connus, (i = 2, ..., R-1), alors les qdij

dans la i-i¢me ligne sont donnés successivement de gauche a droite par

| 4
ait + Bijie1Qivrii

W=

et
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S r
ajj+l - Bj.qui.j + B;,ulq:HJol

Liel =
Qi,j+ s - Ar
pourj=1,2,..,S-1.
Remarquons que ces opérations ne changent pas les matrices Ay (Ivi < lplet v #

L. Ayant choisi les gjj de cette fagon, tous les blocs Brs qui correspondent aux
valeurs propres distinctes Ar # Ag sont remplis par des zéros. Ceci est construit en

utilisant d'abord des transformations (II1.6) pour lui = 1, et ensuite pour Iul = 2, 3,
... et ainsi jusqu'a I'infini. Pour les blocs Qrs = 0 ou Ar = A, nous choisissons Qg =

0. Ainsi une transformation formelle non singuliére
T={(I+x3 QI+ x2Q2)..1 + xKQy)...} (11.6)

est obtenue, qui transforme la matrice A(x) en

G

Bx)=TlAxT=| ©2 (11.7)

Dans (I1.7) les matrices Gj ont pour ordre n; respectivement, i = 1, 2, ..., m.
Chaque matrice G;j(0) est sous la forme canonique (I1.2) avec une unique valeur
propre A;.

Remarque
En pratique on peut déterminer (I1.6) jusqu'a l'ordre M désiré,

T=0+x1 QI +x2Q2)...d+ xHQp), Il = M.
Cela veut dire que les Gj dans la matrice B(x) peuvent étre déterminés 2 I'ordre M.
Donc on peut supposer que A(x) satisfasse I'hypothése suivante :

Hypothese 11.2
A(0) admet une unique valeur propre.
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Soient nj2n2..2 np les degrés des diviseurs élémentaires de A(0), et
supposons que les blocs de Jordan correspondants soient rangés par ordre de tailles
décroissantes, i.e. Ag = diag(Jy, J2, ..., Jp) ou Ji (1 <i < p) est de la forme (II.1)
d'ordre n;. Ces blocs génerent une partition de A(0), Amk(0), m,k=1,2, ..., p. On
notera désormais, avec exposant, la partition correspondante d'une matrice d'ordre
n quelconque.

Nous introduisons un ensemble de matrices distinctes d'ordre n, l,j=1,2,..,

d, (qui sont appelées les matrices canoniques de Arnold), définies de la
maniére suivante :

. . ~mk
Chaque Tj a un coefficient ayant la valeur 1, tous les autres étant nuls. Si l";"

est le bloc (correspond 2 la partition défini ci-dessus) de I'j qui est non nul, alors les

coefficients non nuls sont dans la derniére ligne si m <k, dans la premiére colonne
si m > k. On spécifie que l'ordre de cet ensemble de matrices est tel que 'y a son

. . . : . 1
coefficient non nul A la premiére position de la demiére ligne de F} et que la
numérotation procéde de gauche a droite et de haut en bas. On peut vérifier
directement que le nombre d est donné par la formule suivante :

d=ny+3nm+ Smy+..

ce qui correspond au théoréme 11.2.

La figure suivante explique clairement la partition de notre matrice :

All A A3
x* %k k k| k % sk k| ok .
*
* A2 Ay A3
* * kK ok [k ok
* A3l * Ay A33
%* * %k v %k

ou les * représentent les endroits ol les éléments de I'j peuvent étre non nuls.
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Exemple

Considérons une matrice Ag = A(0) d'ordre 5 qui a une seule valeur propre A
avec n1 = 3, ny = 2. Alors la forme normale de Amold de déformations de Ag
admet la forme suivante :

—

A 1 0 0 O
O A 1 0 O
a] ap A+az a4 as

0O 0 A 1
a7 0 O agA+ag_

ou les aj représentent des fonctions holomorphes qui s'annulent en x = 0. La
partition de la matrice Ag est : All est d'ordre 3, A22 d'ordre 2, A12 est une
matrice 3x2 et A21 une matrice 2x3. Donc les T (j = 1, 2, ..., 9) sont des matrices

nulles sauf un seul coefficient qui est a la place des aj pour chaque Tj.

Nous pouvons écrire le théoréme I1.2 sous la forme suivante :

Théoréme I1.3

A chaque matrice A(x) d’ordre n, holomorphe en x = 0 et satisfaisant les
Hypothéses 11.1 et 11.2, correspond d fonctions scalaires pj(x), j = 1,2, ..., d,

holomorphes et égales a zéro en x = 0, telles que A(x) soit h-semblable @

d
A+ Y, pi(x) T;
j=1

dans un voisinage de x = 0.

Dans la suite, nous proposons un algorithme pour le calcul de la forme de
Amold, i.e. le calcul des fonctions scalaires pj(x). L'algorithme présenté ici peut
€tre considéré comme une démonstration du théoré¢me précédent. Nous
supposerons que les Hypothéses 11.1 et I1.2 sont satisfaites.



42 Chapitre Il

II-3.1. La procédure "pré-opérations”

Tous d'abord on présente la procédure "pré_opérations(A, k)", ayant comme
parametres la matrice A(x) et un entier k. Nous rappelons que les opérations Pij,
Mi, Lij et Cjj sont des h-transformations élémentaires définies dans le paragraphe
1.2.

pré_opérations (A, k) :
Entrées : A(x) une matrice holomorphe dans un voisinage du point x=(0, ..., 0)
d'ordre n et un entier k.
Sorties : Une matrice de la forme (11.8)
début
j ek, :
tant que j<net Aj;+1(0) # 0 faire
opération Mj+1(Aj j+1), (ainsi Ajj+1=1)
pour i=1a n faire
si i=jalors Cjj+1(Aji(x) - Aj,i(0)),
sinon si i# j+ 1alors Cjj+1(A;i) )
J & j+1,
dej
fin

L'effet de cette procédure pour une matrice A etk = 1 est le suivant : Si A12(0)
= 0, cette procédure retourne un entier d = 1 et nous savons que les éléments de la
premiére ligne et de la premiére colonne de la matrice A sont des paramétres dans
la forme de Amold. Si A2 # 0, on multiplie la deuxiéme ligne par A1 et ensuite la
deuxiéme colonne par 1/A 12 pour trouver une nouvelle matrice, que nous noterons
encore par A, telle que Aj2 = 1. Puisque A1) = A + a(x), par une opération
C21(a(x)), on obtient une nouvelle matrice A telle que Aj1 = A. Pour annuler les
éléments A1j (j = 3, ..., n), nous effectuons les opérations C2j(A1j). En continuant
ces opérations nous obtenons 2 la fin de cette procédure un entier et une matrice A1
ayant la forme (I1.8) o B(0) = 0, C et B sont des matrices appartenant a Hyn(Q), les
* représentent des fonctions holomorphes qui doivent satisfaire la condition du
théoré¢me suivant.
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(11.8)

L B T R S

Théoréme 11.4
A(0) = A(0). Donc B(0) est de méme structure que A(0Q) et les * dans A}

s‘annulent en x = 0.

Démonstration

Il est facile de voir que les opérations Mj(Aj j+1). qui consistent en la
multiplication d'une ligne et d'une colonne de A(x) par une fonction holomorphe,
ne changent pas la forme de A(0).

Les opérations Cj j+1(Ajj), qui consistent a ajouter a la colonne i une autre
colonne j multipliée par une fonction a(x) et ajouter 2 la ligne j, la ligne i multipliée
par - a(x), ne changent pas les valeurs en x = 0 des éléments de la matrice obtenue
par rapport a la matrice A(x) lorsque a(0) = 0. Les fonctions a(x) dans nos
opérations sont bien nulles en x = 0.

Exemple
Pour la matrice A(x) :

x+l x+41 0 x O
x x+1'1 0 «x
Ax)=l 0 x 1 x O
0 O xx+11
0 x x x2 |

Apres avoir effectué la procédure "pré_opérations”, on obtient la matrice A}
suivante :
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B 1 1 0 0 0 ]
0 1 1 0 0
S2344x445x34x2  Ax242x 3x345x243x+] g4y, 34, - x3+4x444x3
x24x+1 x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1
- x2 - 2x2 X x4l - X3x%x-]
x24+x+1 x2+x+1 x24+x+1 x2+x+1
x34+2x242x+1  x3+2x242x+1  x2+x+1 x+1 x2+x+1

ou A = 1 est la valeur propre de la matrice A et A33 = A + a(x) avec a(0) = 0,

-2x2 X x3+x2-x-1
x24x+1  x24x+1 X+ -7
C(x) = , B(x) =
x3+x2-x X x3  x3+x2-x-1

XOF2X242x+ 1 X2+x+1 x+1 7 x2+x+1

I1-3.2. La procédure obtenir un_bloc

l.a procédure suivante "obtenir_un_bloc” effectue des h-transformations
élémentaires pour annuler la matrice C dans la matrice Aj(x) obtenue par
"pré_opérations”. On notera aussi cette matrice Ay par A.

obtenir_un_bloc
_ Entrées : Une matrice holomorphe de la forme (11.8), un entier k et l'entier d
calculé par la demiére procédure;
Sortie : une matrice de la forme (IL9).
début
si d <nalors
- pour i=da k+2 faire
Lji-1C-Aji) G = d+1, ..., n),

fin

Comme dans le théoréme précédent, on voit que l'effet de la procédure
"obtenir_un_bloc" ne change pas la forme de A(0), et la matrice A(x) est
transformée en une matrice de la forme (I11.9) (avec d = 3) ol les * représentent des
fonctions holomorphes qui sont nulles en x = 0. La matrice B(x) a la méme
structure que dans le théoréme précédent.
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A
A1
* * A_{_* * % * % A
* (11.9)
*
* 0 B
*
%*

On peut continuer les mémes opérations avec la matrice précédente et k = d,
i.e. sur la matrice B(x). En itérant ces opérations jusqu'a k = n-1, on obtient la
forme de Amold de la matrice A(x).

Donc nous avons démontré la convergence de I'algorithme que l'on a présenté
au début de ce chapitre.

Pour obtenir la matrice de la transformation, on remplace la matrice A par la

matrice [/I\] ou I est la matrice identité. L'algorithme présenté précédemment

retourne la forme de Amold F de A et la matrice de passage P sous la forme [m .

Exemple
Pour la matrice de I'exemple précédent, on trouve la matrice suivante qui est la
forme de Amold de A(x) :

Amold(A) =] &1 @2Qa3 a4 a5
o 0 0 1 1
L o7 0 0 ag o9 -

ol a3=3x3+5x2+3x+1’a9=__2_2&ij_. et a;(0)=0 pour i#3 et 9.
x2+x+1 x2+x+1
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I1-4. CALCUL DE LA FORME DE ARNOLD-WASOW DE
SYSTEMES DIFFERENTIELS

Nous considérons maintenant un systtme différentiel dépendant d'un
parametre € de la forme (1)

Y= (Y Aeny (IL.10)
dx o

qui de plus satisfait les conditions suivantes :

Hypothése 11.3.
La matrice Ao(x) dans (11.10) est nilpotente et est sous forme de Jordan pour
x dans un voisinage de x = 0, i.e. |

Ao(x) = diag(E), E), ..., ER)

o les Ej (i # 1) sont des matrices de la forme suivante :

01

01
0

et E| est soit une matrice nulle soit une matrice de la forme des E;.

La simplification de ce systeéme, que nous considérerons dans le chapitre I,
dépend de la forme de Amold de ce systéme introduite par Wasow [68]. C'est le
théoré¢me et I'hypothése suivants.

Théoréme I1.5
Si les matrices Ar sont holomorphes dans un voisinage du point x = 0 et si Ag
satisfait I'hypothése 11.3, alors le systéme

-]

e L= (Y ANy I11)
dx r=0

peut étre transformé en
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d oo
ehdz=(Ag+ 3 (S pire Tz (1.12)
dx 1

par un changement formel de variables
y=() PNz (I1.13)
r=0

dans lequel Po = I, les matrices Py, et les fonctions scalaires pjr étant
holomorphes dans un voisinage du point x = 0.

Hypothése 11.4
Tous les coefficients Ay, r > 0 dans le systéme (11.10) sont de la forme :

d
A=Y pyT;.r>0. (I1.14)
=1

Définition
Un systeme dont les coefficients satisfont I'Hypotheése 11.3 et 1.4 sera dit étre
sous forme de Arnold-Wasow. La figure 11.1(a) explicite 1a forme des Ay.

Nous considérons dans la suite le calcul de la forme de Amold (11.12) d'un
systtme (11.10). L'idée de l'algorithme est de modifier les opérations des

procédures présentées en haut sur la matrice ehdix'l - A(x, €) afin de trouver la

forme de Arnold de la matrice A(x, €) définie dans les paragraphes précédents, ou

d%- est la dérivée par rapport 4 x et I est la matrice identité.

Nous commengons par modifier la définition des opérations élémentaires de
type holomorphiquement semblable en ce cas particulier sur la matrice A(x, €) :

Définitions

Une transformation d'équivalence pour les systeémes différentiels de type
(I1.10) est une des transformations suivantes :
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Mi(a(x, €))(pour des fonctions a(x, €) satisfaisant a(0, 0) #0) :
multiplier la i-i¢me ligne par a, et la i-iéme colonne par 1/a, et puis ajouter au

: e . eh  da(x.e)
coefficient en position (i, i) la fonction - 3
a(x,g) X

Lij(a(x, €)) :
remplacer la i-i¢me ligne par la somme de la i-iéme ligne et la j-iéme
multipliée par a(x), la j-iéme colonne par la différence de la j-iéme colonne et
la i-ieme multipliée par a(x, €), et puis ajouter au coefficient en position (i, j) la

Cijla(x, €)) :
remplacer la i-i¢éme colonne par la somme de la i-i¢éme colonne et la j-ieéme
colonne multipliée par a(x), la j-i¢me ligne par la différence de la j-ieme ligne
et la i-ieme multipliée par a(x, £), et puis ajouter au coefficient en position (j, i)

da(x.g
la fonction - ch"T).

Etant donné un systéme différentiel (I1.10) qui satisfait I'hypothése 11.3, les
procédures "pré_opération” et "obtenir_un_bloc" sont définies en utilisant les
opérations élémentaires M;j, Li,j, Ci,j définies ci-dessus. Le critere : Aji+1(0)=0
dans la procédure pré_opération est maintenant remplacé par Aj j+1(0,0) # 0. Nous
pouvons démontrer de la méme maniére que dans les paragraphes précédents le
théoréme suivant :

Théoréme 11.6 .
Etant donné un systéme différentiel (11.10), l'itération des procédures
"pré_opérations” et "obtenir_un_bloc" jusqu'a k = n, n étant l'ordre du
systéme, produit un systéme (11.12) qui est sous forme de Arnold-Wasow.
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Chapitre 111 :
Résolution Formelle d'un Systéme d'Equations Différentielles
Ordinaires Linéaires homogénes d'Ordre 1 Dépendant d'un Parametre

Comme nous 'avons dit dans l'introduction, ce chapitre est consacré a I'étude
de la méthode de Turrittin (63] et de Wasow [67]|68] pour la résolution formelle
d'un systéme d'équations différentielles ordinaires linéaires homogenes d'ordre 1
de la forme (1). Nous nous sommes intéressé a l'aspect algorithmique de cette
méthode en l'adaptant (en vue de sa programmation dans un syst¢me de calcul
formel) pour calculer un syst¢me fondamental de solutions formelles.

Les solutions qu'on peut trouver en pratique sont des solutions approchées, i.e.
des séries tronquées jusqu'a un ordre précisé. Nous supposons dans ce chapitre que
les solutions désirées sont d'ordre m| en x et d'ordre m2 en € dans les séries
tronquées. Avant de présenter l'algorithme complet, nous décrirons les différents
cas qui peuvent se présenter et qui nécessitent des études particuliéres.

ITII-1. Cas de base :
III-1.1.cash=0.11I-1.2. casn = 1.

I11-2. Bloc diagonalisation formelle : si Ag(x) a des valeurs propres distinctes, un
processus de bloc-diagonalisation est présenté dans ce paragraphe. Le probléme se

rameéne au cas suivant avec plusieurs syst¢mes indépendants d'ordres plus petits que
celui du systéme original.

I1I-3. Cas ot Ag(x) posséde une unique valeur propre.

Nous transformons le syst¢éme sous forme de Amold-Wasow par l'algorithme
présenté au paragraphe II-4 du chapitre II. Ensuite nous effectuons une
transformation de la forme (v). On trouve, aprés une ou plusieurs transformations
de ce type, un nouveau systéme dont :

0 soit la matrice de téte a des valeurs propres distinctes, ce qui nous raméne 3
I1I-2, I'ordre du systéme étant diminué.

0 soit le h correspondant est diminué.
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Les procédures qui calculeront la solution du systéme dans le cas I1I-1.1, III-
1.2, 11I-3, H11-2 respectivement, seront appelées sous-cas-1, sous-cas-2, bloc-diag,
shearing. L'algorithme que nous allons développer dans ce chapitre est le suivant :

L'Algorithme Turrittin-Wasow :

Entrées Le systtme différentiel d'ordre n :
d
heY _
€Ny = A(x,e)y.

ol A(x, €) est une matrice de polynémes a coefficients dans Q de degré m;
en x et degré m2 en € de la forme

Ax,e)=Apx)+ A1(X)E+ ... + Am2€m2
Aix)=Ajo+ Aj1 x+ ...+ Aim, XM, i=1, ..., m2

ot les matrices Ajj sont des matrices constantes. h est un nombre positif.
(Y, Q) un couple de matrices identité.

Sorties Un couple de matrices (Y(x, €), Q(x, €)). Un systtme de solutions

fondamentales approchées est donné par Y(x, €) eQ(x. €),

L'algorithme se trouve 2 la page suivante pour des raisons de présentation.
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Résolution (A(x, €), 1, j, h) :
{1<1, j < n entiers positifs; A(x, €) étant bloc diagonale, cette fonction traite le
systeme correspondant au bloc de la i-i¢éme ligne 2 la j-iéme ligne }

début
si h =0 alors sous-cas-1 sinon si j-i =0 alors sous-cas-2;
sinon si (A(x, 0), i, j) a plusieurs valeurs propres alors

k = [k1, ..., kp] & bloc-diag(A(x, €), i, j);
ko = i; kp+1 < j;

pour 1 =0 jusqu'a p faire

E < EU {(kr, kr+1)}
{1a liste k satisfait les condition ky < kr+1 (1 <Sr<p)}

sinon
Amold(A(x, €)); {chapitre II}
shearing(A(x, €), i, j, h);
Jordan(A(x, 0)); {chapitre 1)
k =[k1] « (j}i '
fin si;
ko «1;

pour r=1 jusqu'a p faire
résolution(A(x, €), k-1, kr, h);
si kp <] alors résolution(A(x, €), kp, . h);
fin si;
Jfin Résolution;

Solution (A(x, €), n, h) :

début
A(x, 0) &« Frobenius(A(x, 0)); {chapitre II}
vérification_hypothese(Il.1); {chapitre II}
A(x, 0) « Jordan(A(x, 0)); {chapitre 11}

E « @ {I'ensemble vide}
Résolution(A, 1, n, h)
Jfin Solution;
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I1I-1. CAS DE BASE :

I11-1.1. Cas h = 0 :

Le systeme (1) s'écrit
d
-&‘:f= A(x,e)y
ie.
ma
91:( y A,(x)er) y (mL1)
dx r=0 v

Nous cherchons un syst¢me fondamental de solutions approchées sous la forme
suivante :

ms
Y=3 eYjx) (11.2)

i=0

Pour trouver les Yj(x), (j = 0, 1, ..., m2) qui sont des polynomes de degré mj en x
dont les coefficients sont des matrices constantes a coefficients dans Q, on substitue
la série (I11.2) dans (II1.1) et compare successivement les coefficients des diverses
puissances de €. On obtient alors

dYy
Ix = Ao(x) Yo
dy,
‘a‘;“= AO(X) Yl + Al(x) YO

(I11.3)

dx

L2 Ag(X) Yoy + A1(X) Yot + o+ Amy(%) Yo

les Yo(x), Yi1(x), Ya(x) ..., sz(x) sont calculés successivement par résolution de

ces systemes d'équations différentielles ordinaires linéaires de la maniére suivante :

Pour Yo(x), on le remplace dans la premitre équation de (III.3) par le
polyndéme suivant

Yo(x) = Yoo + yo1X + ... + Yo, X™
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ol les yo; sont des matrices constantes a coefficients dans Q, ygo = I étant la
condition initiale (I est la matrice identit€ d'ordre n). Si Ay(x) est de la forme

Ap(x) = Ago+ Agix + ... + Agp x™,

alors la premiere équation de (II1.3) s'écrit

Yor + 2Yo2X + ... + MyYgy, XM

2m k
=y [ Aopi YO(k-i)) xk,
=0 |i=0

j=0 \i=

Nous avons alors :

k

1 )
Yoi =T Y Aoi Yoy, i=1,2,..,m].
1=0

Nous allons calculer les Yj(x) successivement grace a la i-iéme équation de
(IIL.3). Si on a calculé tous les Yj séries tronquées jusqu'a l'ordre mj pour i < m,
alors :

X
Ym(x) = Yo(x) fol(t)[Al(t)Ym_l(t) +...+ An()Yo()] di.  (1114)
0
Puisque Yo(0) = I, la matrice Yg(x) est inversible dans un voisinage de x = 0. Pour
calculer effectivement Yp(x) jusqu'au terme de degré mj, il faut calculer Y'O1 (t)

jusqu'au terme de degré mj. On détermine pour cela une matrice

B(x)=Bg+Bix+..+ Bml Xxm

telle que B(x) Yo(x) = I + x™1N(x) oli N(x) est une matrice holomorphe au point x
= 0. En développant ce produit matriciel, nous obtenons Bg = I. Les autres B; (i >1)
sont déterminées par les formules suivantes :

i-1
Bi=-) BjYoG.j i=1, .., mi. (111.5)
=0
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On remplace ensuite les matrices Y'Ol(t), Aj(t) et Yi(t) (i <m) qui sont des séries

tronquées d'ordre m1 dans (II1.4). En faisant des produits de matrices polynomiales
et en intégrant ces polyndmes jusqu'au terme de degré mj, nous obtenons Ym(x)
jusqu'au terme désiré.

m
Donc la matrice carrée Y = z €'Y i(x) représente n solutions formelles
i=0

indépendantes de (II1.1) tronquées a I'ordre mj et m en x et € respectivement, pour
une matrice initiale Yg(0) =1.

Nous pouvons écrire la procédure sous-cas-1 aprés avoir défini la fonction
inverse par la formule (IIL.5) pour calculer I'inverse d'une matrice holomorphe
tronquée.

sous-cas-1 (A(x, €),n) :
début
Yo < 0; Y « 0 {0 matrice nulle d'ordre n};

yoo < I
pour i=1jusqu'a mj faire

1
Yoi & T 2, Aoj Yok-j)
j=0

k

1 )

Yo« Yo + T_Z,OAOi Yock-i) Xi;
1=

B(t) « inverse(Yq(t));
pour i=1 jusqu'a my faire

Yi(x) « Yo(x) j BO[A1(DY;.1(1) + ... + Aj(1)Y(t)] dt.
0

Y « Yi(x) €
fin;
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II1I-1.2. Cas n =1 :

Dans ce cas, 'équation (1) se réduit i une seule équation scalaire

m;
-3 A ey
dx ;20
Onposey=1z exp(jg eMp(t,e)dt) dans I'équation (II1.1') avec

h-1
pix, €)= 3, & Ai(x).

i=0
X

Cela veut dire qu'on remplace la matrice Q par JE'hp(t, £)dt Q, i.e.

0

X

h-1
Q« QY ei-h J;Ai(t) dt.
i=0

Alors on a
8'{d-dl +eMp(x, e)z] = A(x, €)z.
X

Ehd-dl=[8hAh + 8h+lAh+1 + ] Z.
X

55

(IILT)

En divisant par €h, (II.1") est réduit & une équation du type (III.1) et le
probléme est ramené au cas III-1.1. On peut décrire maintenant la procédure sous-

cas-2 :

sous-cas-2 (A(x,€), 1,h):
début
h-1 _ X
Q¢ Q*Y ei-h l[Ai(t) dt;
1=0
pour 1=1jusqu'a mj faire
si i<m)-halors Aij(x) « Aj+h(x);
sinon Ai(x) « 0;
sous-cas-1(A(x, €), n);

fin;
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IT11-2. BLOC DIAGONALISATION FORMELLE

La simplification formelle du systéme (1) commence par la réduction de la
matrice Ag(x) a sa forme de Jordan par une transformation y = T(x) z ol T(x) est
une matrice de fonctions holomorphes d'ordre n, inversible (chapitre IT) dans un
voisinage Q de l'origine.

Ceci conduit au nouveau systéme €h z' = B(x, €) z avec B = T-1AT - ¢hT-1T",

Dans le chapitre II, on a proposé un algorithme pour effectuer cette réduction.
Cet algorithme n'est valable que sous I'hypothése II.1. Cette hypothése implique
que la matrice de transformation T(x) est holomorphe ainsi que son inverse. Donc
dans ce chapitre nous supposons que la matrice Ag(x) est sous forme de Jordan et
I'hypothese II.1 est satisfaite, i.e. Ag est sous la forme suivante :

Ao = diag(J1, J2, ..., Ip), (111.6)

ou Jj (i = 1, ..., p) e8t un bloc de Jordan d'ordre n;, possédant une unique valeur
propre, Jj et Jj (i # j) n'ont pas de valeurs propres communes.

Nous rappelons que le test algorithmique de la condition (ii) de I'hypothese II.1
est fait par I'algorithme vérification_hypothése décrit dans le chapitre II, i.e. tester
si les multiplicités des valeurs propres d'une matrice dépendant
holomorphiquement d'un paramétre sont constantes ou pas.

L'étape suivante de la simplification formelle du systtme (1) est une
transformation formelle qui réduit toutes les matrices A1(x), A2(x), ..., Am, en des
matrices bloc-diagonales. Les blocs ont pour ordre respectivement n;. La technique
pour accomplir ceci a été utilisée pour la premiere fois par Sibuya [60] et ensuite
développée par Turrittin [63] et Wasow [68]. On présente le théoréme suivant dont
la forme est de Wasow [68)].

Théoréme 111.1

Soit 2 A, €7 une série formelle dans laquelle les A, sont des matrices
r=0
d'ordre n d'une variable complexe x, holomorphes dans un domaine Q de
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C. Si I'nypothése 11.1 est satisfaite et Ap(x) est sous forme (111.6), alors il

existe une série formelle Y, P, €" telle que le changement de variables
r=0 .

y=( 2 PreNz
r=0
transforme le systéme

D= (3 A€y
dx .2 0
en le nouveau systéme

8”d—y=(2 B, gNy
dx r=0

ayant les propriétés suivantes :

(i) les Pr et By sont holomorphes dans 2.
(ii) Po(x) = I pour tous les x appartenant a S2.
(iii) les By (r 2 1) sont bloc diagonales. Les ordres de ces blocs sont les

multiplicités des valeurs propres de Ao dans 2.
(iv)Bp=Ap=J.

Démonstration

Considérons 1'équation (1) et supposons que les valeurs propres distinctes de la
matrice Ag(x) soient respectivement A1(x), A2(x), ..., Ap(x); et que les multiplicités
soient respectivement ng, n2, ..., Np avec n] + n2 + ... + np =n. On va démontrer que
par des transformations de la forme

Y=(I+€kQy)z, (I1.7)
k=1,2,3,..,le systtme (1) d'ordre n peut étre décomposé en p systemes disjoints
d'ordre ny, ny, ..., np, chacun inférieur a n, Ag étant, comme on l'a supposé, sous

forme de Jordan (I11.6).

Utilisant (II1.7), (1) devient

eh ek%zﬂheka)gf = (Ap+EA +. )T+ Q) z

ou
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ehgl= A+ Q0 |(Ag+ €A +..)T+€XQy) - e"*“‘% z
X X

Remarquons que
I +e*Q) =1-e5Qp + e2QE + ...

Les points désignent les termes de degrés plus grands que 2k par rapport & €. Nous
avons :

eh%= {Ag+€eA1+..+ek1 A1 +ekBr+...) z

Bk=Ax+AgQk-QkAop. ) (IT11.8)

Cette équation est de la méme forme que (IL.5). La méthode utilisée au chapitre
I peut étre appliquée pour bloc-diagonaliser la matrice Bk. Ainsi une

transformation formelle non singuliére

y={dI+e QI +e2Q)(I+€3Q3) ..}z (I11.9)

est obtenue en utilisant (I11.7) pour k = 1, 2, ..., qui transforme (1) en

dz
hdz _
e gy =B(x,€)z

G
G2
B= (I11.10)

Gp

Dans (I11.10) les matrices Gj ont pour ordre n; respectivement, i = 1, 2, ..., p.
Donc ce systéme est décomposé en p systémes séparés

d .
ehfi':Gi zi, i=1,2,..,p, (IT1.11)

chacun d'ordre inférieur 3 n. Quand n;j vecteurs solutions indépendantes sont

trouvées pour chaque syst¢éme (II1.11), les solutions pour chaque systéme sont
assemblées en une matrice carrée Z;. Alors
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Z = diag(Z1, Z3, ..., ZK)

représente n solutions indépendantes du systéme (IIL.10) et par une transformation
non singuliére du type (II1.8) on obtient n solutions indépendantes du systéme (1).

Remarque
Donc en pratique, nous pouvons construire une transformation de la forme

Y={T+eQ)I+€2Q))...(I+em Qmy} z.

Nous remarquons aussi que les coefficients du systeme (1) et les Q; ainsi que le
systeme obtenu peuvent étre des fonctions rationnelles en x.

Nous décrivons la procédure bloc-diag qui réduit un systéme en plusieurs
systemes indépendant.

bloc-diag(A(x, €), i, j,h) :
{ Cette procédure, comme la procédure résolution(A(x, €), i, j, h), traite le systeme
correspondant au bloc de la i-iéme ligne a la j-iéme ligne de la matrice bloc
diagonale A(x, €) }
début
pour =1 jusqu'a m) faire
former Q(x) {par l'algorithme présenté ci-dessus};
Y « Y*(I + e Qu(x));
Ar(x) & Ar(x) + Ap(x)Qr(x) - Qr(x) Ap(x);
ko « 0;
pour i=1jusqu'a p-1 faire
ki < kj-1 +nj;
retourner [K1, ..., kp-1]; {Les numéros des lignes de nouveaux blocs])

fin;

Exemple
Considérons un systéme d'ordre 4

2 %= (Ao(x) + € A1(%) + €2 Ax(x))y

avec
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Chapitre III
X+2
11
Ao(x) = L
1
x2+1  x 1 1
0 1 x-3 -1
Ax)=| 1 x242x+1 2 2

?

x-% -x2-x+2 x-%x-%

0x2+41 0 O
0 1 1

A2(x)= X O - _2 O ’
-x 0 x+10

pourmj =4etmy=2,

Un changement de variable y = (To(x) + € T1(x) + €2T2(x)) u est obtenu, avec

To(x) =1,
B 0 X 2x+1 1 7]
x+1 Tx242x+1  Tx+1
7—1 0 0 0
T1(x) X4+2x+1
1(x) = 1
1 0 0 0
2x-1
L 2x+42 0 0 0 -
B 0 ) 2x243x+4 2x3-3x-7 2x3+2x2-x+3"]
(x+1)2  2(x+1)3  2(x+1)3
Tx-1
2(x+l)3 0 0 0
T2 = 4x+1
X
2(x+1)2 0 0 0
4x4+2x3+18x2+19x-9
— 4(x+1)3 0 0 ‘ 0 ~

Ce changement de variable transforme le systtme en un nouveau systéme
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du

€2 I = Bo(x) + € B1(x) + €2 B2(x))u

avec Bo(x) = Ag(x) et

x2+1 O 0 0
0 1 x-3 -1
Bix)=] 0 x2+2x+1 2 2
2x-32x-5
x2. —_— =
0 -x2-x+2 5 >
™ 2x2+5x+1 7
2412 0 0 0
0 0 1 1
Bo(x) = 0 X x3+4x2+7x+3 1
“x+1 (x+1)2 “x+1
0 2x2-x 2x3+2x246x+3  2x-1
- C2x42 2(x+1)2 2x+24

Ce nouveau systéme est bloc-diagonal (jusqu'a la puissance m; = 2 en €) et peut étre
décomposé en deux systémes séparés.

La premiére équation est
,dur 5 241 2x2+5x+1
€ dx—(x+ +E€(x“+1)+¢€ 2xt1) Jui.

Le changement de variable

X

u1 = vy exp( |€2(t+2+e(t2+1))dt) = v1exp[8'2(%x2+2x)+£'1(%x 3+x)]

produit I'équation différentielle

dvi  2x2+5x+1
dx = 2(x+1)2 VI

i 2 une soluti _1.X 7x2 7x3  107x4
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Remarque

Si toutes les valeurs propres sont distinctes, le syst¢éme se décompose en n
équations d'ordre 1 ce qui est I'un des cas étudiés dans le paragraphe III-1. Et donc
n solutions formelles indépendantes sont ainsi construites.

I11-3. CAS D'UNE UNIQUE VALEUR PROPRE

D’aprés le paragraphe précédent, on peut supposer que les coefficients du
systeme

e W= (Y Aceny (IL.12)
dx r=0

sont holomorphes dans un voisinage de I'origine dans C et que Ag(x) a une unique

valeur propre A(x).

Une simplification élémentaire et importante consiste A effectuer la
transformation suivante

y= exp{e"‘j w0 dt} y* (1I1.13)

X
La matrice Y(x,e) sera remplacée par Y(x,e)exp(g-h j?\.(t)dt) Aprés cette

transformation. Le seul changement dans les équations différentielles occasionné
par cette substitution est le remplacement de Ag(x) par la matrice Ag(x) - A(x) L.

Cette matrice a zéro comme valeur propre unique, elle est donc nilpotente. Donc on
peut supposer que I'hypothése 1.3 du chapitre II est satisfaite sans perte de
généralités.

La transformation suivante, pour simplifier le systéme (II1.12), est de réduire
le systéme a un systéme qui est sous forme de Arnold-Wasow due 3 Wasow [49].
Nous avons discuté ce probléme dans le paragraphe II-4 du chapitre II oll on a
proposé€ un algorithme pour le calcul exact de cette forme et aussi le calcul de la
transformation.
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Donc, on peut supposer que la transformation dans le Théoréme I1.5 est déja
effectuée. C'est & dire qu'a 1'hypothése I1.3, on peut ajouter, sans perte de

généralité, que I'hypothese I1.4 est satisfaite i.e. le systeme (IT1.12) est sous forme
de Arnold-Wasow :

dz d m
eh = {Ao+ zl (21 pjreNTj) )z (111.14)
J: I=

III-3.1. La premiére réduction

Maintenant le syst¢me (III.14) qui est déja sous forme de Arnold sera
transformé par la matrice suivante :

T(e) = diag(1, €2, ..., e(n-Ha) (IT1.15)

ou l'exposant o est a déterminer. Aprés division par €% le syst®me transformé
devient

d

hozdZ 3 r-(1+yi-v)a
en- a‘;=[Ao+z ijr]"je Hj-vj)a)z

(I11.16)
r=1 j=1

ot les L et vj sont les numéros de la ligne et colonne du coefficient non nul de I
respectivement. Ici la formule suivante est utilisée :

T-1(e) Ag T(e) = €™ Ag.

Considérons maintenant l'ensemble Y, des nombres rationnels positifs de la
r
forme

T+15-0; ,r=1,2,.,m2; j=1, 2, .., d pour lesquels le facteur pjr dans

(II1.14) n'est pas identiquement nul.

Quand o € X dans (II1.16), le coefficient matriciel de €0 dans le membre a
droite de (III.16) aura non seulement les éléments non nuls de Ap mais aussi
d'autres éléments non nuls. Deux cas différents sont & considérer :

cas a) : les éléments de ¥ n'appartiennent pas a l'intervalle (0, h), i.e. tous les
€léments de X, sont supérieurs ou égaux  h.
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Dans ce cas, prenons o = h. Alors le membre 2 droite de (I11.16) ne contient
pas de puissances négatives de €. En effet, si on avait r - (1 + Vj - Uj)h < 0 pour un

terme dans (II1.16), alors on aurait 0 < — < h, contrairement A notre
1+4-v;

supposition. Le syst¢me transformé (II1.16) avec o = h n'a plus de puissance

positive de € multipliant la dérivée dans le membre & gauche, et les puissances de €

dans le membre 2 droite sont entiéres et non négatives. Le probléme est réduit  un
des cas étudiés du paragraphe III-1.

Cas b) : ¥ contient des nombres dans (0, h).

" . 1
Toutes les valeurs positives de T};_—;ne dépassent pas T donc Y. posséde un

minimum. Choisissons ce minimum pour valeur de o dans (II1.16). Les termes dans
le membre 2 droite n'ont pas de puissances négatives de €, mais au moins un terme
contient € avec un exposant nul. Ici, évidemment o peut étre rationnel, notons

o =g (p, q sont premiers entre eux et positifs). '(III.17)

La substitution

g=¢ll (I11.18)

conduit alors 2 un probléme n'ayant que des puissances entieres de €. Si les termes
sont réordonnés d'apres les puissances de €, la matrice de téte de € aura maintenant
des coefficients non nuls non seulement de Ag mais aussi des autres. Ces coefficients
supplémentaires se trouvent tous sur ou au dessous du terme diagonal, puisque au
dessus du terme diagonal

r-(1+py;-vj)o>0.

Nous définissons la procédure shearing suivante pour calculer le systéme
(II1.16). Pour des raison de présentation, elle se trouve 2 la page suivante.
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shearing (A(x, €), 1, j, h) :

(i, j entiers positifs entre 1 et n. Cette procédure traite le bloc de A(x, e) entre
les lignes i et j}
début

Y(x, €) « Y(x, £)*T(g); {T(€) comme (II1.15))

déterminer o

si o est entier alors

heh-o;
my d
A(x,8) <« Ag+ Y, Y pirTker-(I+pnk-vie,
r=1 k=1
sinon
P
o=
{ q }
€ « €4;
h « (h - a)q;
my d
AX,€) «— Ag+ Y, Y prrlkear-(1+pk-vi)qa;
r=1 k=1

fin;

En général, la nouvelle matrice de téte aura deux valeurs propres distinctes. La
méthode du paragraphe III-2 peut étre utilisée et le probléme sera décomposé en
deux ou plusieurs problémes d'ordres inférieurs.

Remarque I111.1

(i) 'y a pourtant une différence importante entre la situation de I1I-2 et celle-
ci : la matrice de téte du nouveau systéme d'équations différentielles, n'est
probablement plus semblable holomorphiquement 4 sa forme de Jordan dans le
voisinage . I est alors nécessaire de remplacer Q par un voisinage Q' c Q.

(ii) Les éléments de la nouvelle matrice de téte sont des fonctions dont les
coefficients ;-~nvent étre des fonctions rationnelles des valeurs propres de Ag(x)
dans (1) qui sont connues que comme racines de polyndmes. Donc la forme de
Jordan de cette nouvelle matrice de téte ne peut étre obtenue comme dans le
chapitre I. Si nous avons obtenu la forme de Jordan de Aq(x) du systeme original,
alors nous avons a calculer la forme de Jordan d'une matrice dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes a coefficients dans un corps des nombres
algébriques. Donc nous avons 2 faire des opérations dans le corps Q(A1, ..., kp) ol
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A1, ..., Ap sont les valeurs propres distinctes de la matrice Ag(x). Il existe une

méthode qui a été développée dans le systeme D5 [25] [27] qui peut étre appliquée
pour ce probléme. Cette méthode a été implantée en REDUCE et SCRATCHPAD
II. Ce probléme est encore ouvert en MACSYMA.

Exemple
Continuons a développer l'exemple précédent. Le deuxiéme systéme d'ordre 3
est transformé, aprés un changement de variables de la forme (I11.13) avec A(x) =

1, en un systéme sous la forme suivante :

g2 g-;y'= (Bo(x) + € Bi(x) + €2 Ba(x)) w

010
Box)=10 0 Of,
0 0O

-1 x-3 -1

Bi(x) = x242x+2 2 2
3 5
x2. — =
| X Xx+2 x 2 X7 |
- 0 1 1 7
X x3+4x2+7x+3 1
Byx)=| "x+1 = (x+1)2 “x+1

2x2-x 2x3+2x246x+3 2x-1
L 7 2x42 2(x+1)2 “2x 42

L'étape suivante est de transformer ce systéme en un systéme sous forme de
Amold-Wasow par l'algorithme du paragraphe II-4 du chapitre II. Ceci nous
conduit au systéme suivant :

g2 %v%: (Co(x) + € C1(x) + €2 C2(x)) w1

ou Co(x) = Bo(x),
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0 0 0
x2+2x+1 3 2
Ci(x) = ,
x2x42 0 2222
B 0 0 0 7
x4+x3-2x2-13x-10 4x3+9x2+10x+3 2x2-x-5
Ca(x) = x+1 T 2x244x42 2x+2
4x3-20x2+3x+21 0 2x2-3x-2
- 4x+4 2x+2

Nous pouvons effectuer maintenant une transformation wj = T(€) wy avec

T(e) = diag(1, €%, £2). Nous obtenons o = % Apres le changement de variables €

= €3 nous obtenons le systéme suivant :

_.d < £ €
€S _c;;_2= (Do(x) + & D1(x) + €2 D(x) + ... + £6Dg(x)) w2

0 10
Dox)=| 0 00
-x2-x4200

oo

Di(x) =

o OO
© wo
0
N

00 O

2x2-x-5
De(x)=| 00 5=

00 O
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II1-3.2. Convergence en cas de plusieurs réductions nécessaires

Soient les matrices I'j ordonnées de telle fagcon que celles qui ont leurs
coefficients non nul sur ou au dessous de la diagonale, i.e., celles vérifiant p;j > v;,
apparaissent d'abord. Supposons qu'il y ait un nombre d' de ces matrices T'j. Alors
le systeme transformé (II1.16) possede, aprés un réarrangement des puissances de €,
la matrice de téte suivante :

Ax)=Ao+ Y o0 Tj, (II.19)

1<j<d'

o d' < d et vj<pjpourj=1,2,..d. Les 6j ne sont pas toutes des fonctions
identiquement nulles.

Pour démontrer la convergence de l'algorithme Turrittin-Wasow présenté au
début de ce chapitre, il reste 2 examiner la situation exceptionnelle ou la nouvelle

matrice de téte Ko(x) a encore une unique valeur propre.

On observe d'abord que si /_\o(x) a un coefficient non nul sur la diagonale, le
nombre o peut étre choisi entier positif puisque pour ces coefficients Vj = W; et donc

o = r pour un certain entier r. Alors € =€ et l'exposant h de € dans I'équation

transformée est inférieur & h. Par hypothese, la matrice 1—\()(x) a une unique valeur
propre. Donc I'étape suivante est de réduire la valeur propre A zéro par une
transformation de la forme (II1.13). Aprés ceci, le systtme différentiel sera
transformé en sa forme de Amold-Wasow qui est suivi d'une autre transformation
de la forme (IIL.15). Si ceci réduit encore A un probléme avec une matrice de téte
qui a une seule valeur propre et qui a un coefficient non nul sur la diagonale, la
répétition de cet argument produit un probléme avec une valeur de h encore plus
petite. Ce processus peut étre répété un nombre fini d'étapes avant que h soit réduit
ao0.

11 reste la possibilité que Ko(x) n'ait pas de coefficient non nul sur la diagonale

et qu'elle ait une unique valeur propre. Puisque la trace de Ko(x) est la somme de
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ses valeurs propres, on conclut donc que Ao(x) a la méme propriété que Agp(x)
d'étre nilpotente. Elle a une unique valeur propre qui est évidemment nulle.
Pourtant o est une fraction, € doit étre remplacé par €9 dans (II1.16), et (h - a)q

peut étre plus grand que h.

Nous allons comparer les facteurs invariants de T; = Ag-Alet Ty = Ko(x) -AlL
Supposons que les ordres des blocs diagonaux Ej, E3, ..., ER soient aj, a2, ..., aR
respectivement et que la normalisation ait été faite de fagon que a3 < a3 <...<ag.
Les pgcds de tous les déterminants d'ordre 1, 2, ..., n de T sont

L1, LAA, A AR AR 2% 2R AR

ou il'y a un nombre (n - aj - R + 1) de 1 et aj de A, n étant l'ordre de Ag. Les plus

grands communs diviseurs de tous les déterminants du premier ordre, du second
ordre, ..., de T1 sont respectivement

L1, LA S L A% 231732 g0 (I11.20)
ou une fois encore il y a un nombre (n - aj - R + 1) de 1 dans la liste.

Nous allons démontrer que le changement de variables (I11.15) transforme non
seulement la matrice caractéristique T1 en T2, mais quand la liste des plus grands
communs diviseurs des déterminants des différents ordres de T2 est sélectionnée et
cette nouvelle liste est comparée avec (II1.20), il y aura au moins le méme nombre
de 1; 1a nouvelle liste sera terminée par AM, et chaque puissance de A ne sera pas

augmentée, et au moins une des puissances sera diminué d'une unité au moins.

Remarquons d'abord que par définition la forme de Jordan A, est holomorphe
dans un voisinage de x = 0 et que les degrés des diviseurs communs sont constants
dans ce voisinage. Puisque Ag est nilpotente, toutes les matrices dans (I11.19) dans
lesquelles le coefficient non nul de T'j se trouve dans les blocs diagonaux de la
partition doivent étre identiquement nulles.

T2 est, en effet, une matrice de la forme suivante :
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St1
S21 Sz
(I11.21)

Sr1 Sr2  Srr

ou les blocs inférieurs sont nuls. Les S;; (i > 2) sont des matrices de la forme :

a1 -
-A
(I11.22)
A1
[ W1 Wa; -A ]
et les Sjj (i < j) sont des matrices de la forme suivante :
wi0 O
wy O O
(I11.23)
Wa; 00

ol seulement les wj peuvent étre non nuls. Si E1 n'est pas une matrice nulle, i.e. il
n'y a pas de bloc nul dans Ag, S11 sera une matrice de la forme (I111.22). Si Ej est
une matrice nulle d'ordre positif, la matrice S11 est une matrice nulle sauf les

€léments de la derniére ligne et les éléments sur la diagonale qui sont A. Nous
discutons deux cas séparément.

. Si E1 =0 d'ordre non nul et si Sq1 a un coefficient w non nul qui se trouve sur
la derniere ligne de Sy1, nous formons un déterminant par I'élimination de toutes

les lignes et colonnes sauf celles qui passent en w ou les 1 sur la seconde diagonale
supérieure. La valeur de ce déterminant est w et I'ordre du déterminant est (n - ag -

R + 2). Puisque w # 0 non divisible par A, le premier A doit étre remplacé par 1
dans la nouvelle liste pour Ty, i.e., I'exposant de A est diminué de 1 4 0.

Si un w non nul se trouve sur la colonne 2 gauche de Sij1, (i=2, ...,R)etE; =0
d'ordre non nul, on peut procéder de la méme maniére comme en haut et trouver
que le premier exposant de A devient 0.
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.. Le deuxiéme cas & examiner est celui ou 'un des w non nul se trouve dans
Sji, j>1,i> 1.

Si Al est le plus grand commun diviseur de tous les déterminants formés a
partir T1 d'ordre u (u = 1, 2, ..., n), il est possible de sélectionner un déterminant de
T2 d'ordre u qui aura Al pour valeur. Formons un déterminant de T par
I'élimination des colonnes

(a1+az+...+aj-1+1), (a1+azx+...+aj+1), ..., (aj+azx+...+ar-2+1), (111.24)
et des lignes
(aj+az+...+aj+1), (a1+az+...4+ai+2), ..., (aj+a2+...+aR), (I11.25)

Ce déterminant est d'ordre n - R + i et sa valeur 321732%*3i Cette valeur
\21+a2%+.+2i oot Je plus grand diviseur commun de tous les déterminants d'ordre (n
- R +i) de T, comme on peut le voir sur la liste (I11.20).

Cependant, si l'un des coefficients dans Sji est non nul, il y a un autre
déterminant d'ordre (n - R + i) de T2 ne contenant pas A*' 27 *2i en facteur. Pour
construire ce déterminant, éliminons les mémes lignes et colonnes (comme dans les
listes (I11.24) et (IIL.25)) sauf que I'on conserve la colonne (aj+ a2+...+ aj-1+1) et
élimine la colonne (aj+az2+...+aj-1+1). Comme on peut le démontrer par
récurrence, ce déterminant a la valeur suivante ;

.~ A1+as+...+a;. ai-1 a;-2
(-1)3ip 172 'lwajl +waj_17\.J +..4+wil,

ol au moins un des w n'est pas nul. Donc le plus grand commun diviseur de tous les
déterminants d'ordre (n - R + i) est une certaine puissance de A inférieure a
A21+82+-%8i e d'un exposant inférieur a3 + a2 + ... + aj.

Donc si nous répétons des transformations de la forme (II1.15), aprés des
transformations qui réduisent des matrices de téte A sa forme de Jordan, nous
aurons ou bien une matrice avec deux valeurs propres distinctes ou bien une
matrice dont la forme de Jordan n'a qu'un seul bloc.
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Si nous sommes dans le demier cas, une transformation de plus introduit un
coefficient non nul sur la derniére ligne de cette matrice de Jordan qui aura au
moins deux valeurs propres distinctes.

Nous pouvons donc toujours réduire le syst¢me d'équations différentielles (1)
a des systémes séparés qui sont soit une seule équation différentielle soit un systéme
avec h = 0. Et dans tous les cas nous trouvons les solutions formelles. Nous
rassemblons les résultats précédents dans le théoréme suivant :

Théoréme 111.2

Soit Y, A, €', le développement asymptotique de A(x, €), une série formelle
r=0
dans laquelle les Ay sont des matrices d’'une variable complexe x, holomorphe

dans un domaine 2de C et € est un petit paramétre réel positif. Soit h un

entier positif. Supposons que la matrice de téte Ao(x) et les matrices de téte
obtenues dans l'algorithme présenté ci-dessus satisfont l'hypothése 1.1. Alors
le systéme d'équations différentielles

e — A, 0y )
dx

peut étre satisfait en remplagant y par une expression formelle de la forme
(X, Yo(x) €7m) Q9. (111.26)
r=0

Les symboles dans (111.26) sont définis :

(i) Les Y, sont des matrices d'ordre n des fonctions holomorphes dans un
voisinage 2de x = 0.

k-1
O(x, €)= Y, Qj(x) eUb/m
j=0

ou les Qj ont les mémes propriétés que Yy, et k est un entier positif (Q : =0, si
k=0).

(ii) Le développement formel pour dez{Z:OY,(x) 8’/’"] en puissances de €l/'m
est non identiquement nulle.
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Démonstration

La matrice finale des transformations de la forme (I11.13), (I1.5) et (I11.16) est
un produit d'un nombre fini de transformations effectuées dans l'ordre de gauche a
droite. Puisque la matrice correspondant a la transformation (III.13) qui. est
scalaire dans chaque bloc, commute avec les autres a sa droite, la variable
indépendante de dimension n est notée z, indépendamment des notations
précédentes, et la transformations formelles de y a z est notée :

y=(Y Px)erm) eQo z, (I11.27)
=0

(les notations ci-dessus sont indépendantes des notations précédentes) ou m est un
entier positif, et Q est une matrice diagonale de la forme suivante :

mj-l

a(x,e) = z 5; g-mh)/m_

Fl

Les matrices Py et Qj sont holomorphes en x dans un voisinage du point x = 0.
La matrice Pg(x) est en général non inversible, 4 cause de l'effet de la
transformation (II1.15). Mais le développement formel en puissances de €!/m pour

dét{z,l:OP,(x) e”"‘] n'est pas identiquement nul.

Le systeme d'équations différentielles en z consiste en des systémes séparés des
équations différentielles scalaires et des systeémes des équations différentielles sans
puissance positive en € dans le membre a gauche. Examinant les solutions des

systemes en z, nous trouvons une solution matricielle de la forme

Z(x, €) =( Y, Z,(x)e"m) eQx),
=0

—~ k-] —~—
Qx,©)= Y Qi(x) elm,

=0
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La matrice (3 est diagonale et k est un entier non négatif (si k = 0, 6 =0). On
doit retourner de Z a une solution matricielle Y du systéme original et on a une
solution de la forme donnée dans le théoréme.

Exemple
Nous continuons a développer I'exemple précédent en réduisant la matrice de
té€te Bo(x) & sa matrice de Jordan. Nous obtenons la matrice de Jordan J et 1a matrice

de passage P :

o1 940
J:OOICtP=x .
000 ?300

Ceci nous conduit au systéme suivant :

- d - = Py
P _(;_::l= (Eo(x) + € E1(x) + €2 E2(x) + ... + £6Eg(x)) w3
ou Eg(x) =7,
0 0 0
Eix)=|0 0 0],
0 x2+2x+1 0
0 00
£ _ 0 00
6(X) = | 2x44x3-10x2-3x+10
2x+2

Ensuite nous transformons ce systéme en un systéme sous forme de Amold-Wasow
par l'algorithme présenté dans II-4 du chapitre II. On obtient le systéme suivant :

—d - — -
&5 T‘?: (Fo(x) + € F1(x) + €2 Fa(x) + ... + E6Fg(x)) W4

Fo(x) = Bo(x),

0 0 0
Fi(x)={0 0 0],
0 x2+2x+1 0
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L'étape suivante est d'effectuer une transformation de la forme (III.13), T =

diag(1, €%, €2¢), On obtient o = % Donc aprés le changement de variable € = £2

on obtient le syst¢me suivant :
dz . - -
€9d—x= Go(x) +E G1(x) +E2G2(x) + ... + £12G12(x)) z  (111.28)
avec la matrice de téte
0 1 0

Go(x)=| O 0 1}

0 x2+2x+1 0

Les trois valeurs propres distinctes de cette matrice sont 0, x+1 et -x-1. Donc
on peut réduire le systtme (II1.28) en trois équations différentielles scalaires, par la
méthode présentée dans le paragraphe III-2, qui peuvent étre résolues par la
méthode du paragraphe I1I-1.
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Chapitre 1V
Solutions Formelles de Systémes d'Equations Différentielles Linéaires
Ordinaires Homogénes au Voisinage d'un Point Singulier Régulier

Nous considérons dans ce chapitre la résolution formelle d'un systéme
d'équations différentielles ayant une singularité réguliere isolée a l'origine, de la
forme suivante :

& _Axyy | Iv.1)

Xdx =

oit A(x) = Ag + Ajx + A2x2 + ... est une matrice d'ordre n holomorphes a l'origine
de C. Les matrices Ag, A, A2, ..., sont a coefficients dans Q, le corps des

nombres rationels.

Nous allons développer un algorithme de Wasow [68] qui permet de
déterminer un syst¢éme fondamental de solutions formelles de ce systéme au

voisinage de l'origine de C. Cet algorithme a été implanté en MACSYMA (Gil
[31]).

Le premier pas de cet algorithme est de transformer la matrice Ag en sa forme
de Jordan par une matrice constante inversible P. L'algorithme du chapitre I nous
permet d'effectuer cette opération. Rappelons que les valeurs propres de cette
matrice sont déterminées comme racines des polynémes provenant de la
décomposition sans-carré des polynémes caractéristiques. Elles ne sont calculées
que si les polyndmes qui les déterminent sont de degré 1.

Nous supposerons dans la suite que la matrice Ag = J dans (IV.1) est déja sous
forme de Jordan.

Nous discuterons deux cas suivant que les valeurs propres de Ag different ou
non d'un entier. Le cas ol il n'existe pas de valeurs propres qui différent d'un entier
est appelé le cas générique (IV-1). Le cas général se raménera au cas générique (IV-
2).
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Les valeurs propres étant déterminées d'une fagon formelle, i.e. comme des
racines de polyndmes, le calcul de la forme de Jordan de nouvelles matrices de téte
ne peut s'obtenir par l'algorithme du Chapitre I puisque les éléments de ces
matrices peuvent étre des fonctions rationnelles des valeurs propres. Nous
présentons un algorithme pour le calcul de la forme de Jordan de ces matrices dans
le paragraphe 1V-3.2 en utilisant les transformations élémentaires définies dans le
chapitre I, mais pour le corps §. Nous avons implanté cet algorithme en
MACSYMA.

Nous discutons a la fin de ce chapitre un exemple complet calculé par
I'algorithme en MACSYMA.

Un probléme qui reste a étudier dans cet algorithme est de déterminer si un
polyndme en des valeurs propres, (racines de polyndmes connus), est nul ou pas.
Ce probléme est un cas particulier de manipulations de nombres algébriques. Des
résultats et algorithmes sur ce point existent et sont réalisés en REDUCE et
SCRATCHPAD II (Duval et Dicresenzo [24] et Duval [27]).



Systéme différentiel a point singulier régulier 81

IV-1. CAS GENERIQUE : Ag N'A PAS DE VALEURS PROPRES QUI
DIFFERENT D'UN ENTIER

Nous cherchons un systtme fondamental des solutions formelles du systéme
(IV.1). L'existence d'un tel syst¢éme fondamental est justifié par le théoréme suivant
dans le cas générique.-

Théoréme 1V.1.[18]
Dans le systéme (IV.1) si les valeurs propres de Ag = J ne différent pas

d'entiers entre elles, alors (IV.1) a une matrice fondamentale de solutions de
la forme Y = Q(x) x/ ont Q est de la forme :

oo

O(x) = Y, xk Qk, avec Qo = I,. (1V.2)
k=0

En remplagant (IV.2) dans (IV.1), nous pouvons construire les Qp par
résolution des systémes linéaires suivants :

{ QO = In ’
Qk+1[(k+DIn+J ] - JQk+1=Ck, k20

ot Ck est une matrice constante dépendant de Ay, ..., Ak et Qy, ..., Qk.

Remarque 1V.1

Résoudre, pour un k donné, Qu41[(k+1)In +J]-J Qs = Ck revient a
résoudre une équation matricielle de la forme A X - X B = C ol A, B, C sont des
matrices carrées d'ordre n constantes données et X une matrice d'ordre n
recherchée. La résolution de ce systéme pour des matrices A et B qui sont sous
forme de Jordan n'ayant pas de valeur propre commune, comme pour notre besoin,
fait 'objet d'un algorithme implanté en MACSYMA (Gil [31D).
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IV-2. CAS GENERAL : IL EXISTE DES VALEURS PROPRES QUI
DIFFERENT ENTRE ELLES D'UN ENTIER

1V-2.1. Détermination des différences entiéres des valeurs propres
d'une matrice

Comme dans tout ce qui précéde, on va travailler sur la forme de Jordan de la
matrice dont on désire savoir si les valeurs propres différent ou non d'un entier.
Selon la méthode de calcul de cette matrice, chacune de ses valeurs propres est
définie par un polyndme dont elle est racine, non nécessairement unique, et qui a les
propriétés suivantes :

- chaque polynéme n'a que des racines simples

- toutes ses racines ont la méme multiplicité dans le polyndme caractéristique
de la matrice

- les polyndmes sont deux a deux premiers entre eux.

Les valeurs propres étant donc uniquement déterminées par les polyndmes, on
va, pour savoir si deux valeurs propres de la matrice différent ou non d'un entier,
utiliser des résultats classiques sur les polynomes et leurs pgcds.

Soit P la forme sans carré du polyndme caractéristique de la matrice
considérée, c'est & dire le produit des polyndmes qui déterminent les valeurs
propres de cette matrice, élevés aux puissances convenables. Si on note P(x) =
ad x4+ .. +ap,2i€Q,i=0,..., d et ag # 0. On a par définition

résultant(P, P')
aq

discriminant de P = disc(P) =

Nous avons les théorémes suivants qui nous permettent de déterminer une liste
d'entiers susceptibles d'étre différences entieres de racines de P. Mais celle-ci peut
étre beaucoup trop longue, le deuxiéme théoréme nous permet de déterminer une
borne pour ces entiers (Toumier [62], Mignotte [48]).

Théoréme 1V.2,
Si m est la différence entiére de deux racines de P, alors m? divise disc(P).
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Théoréme 1IV.3
Sifix) e Z[x],fix) = agxd+ ... + ap, ag #0 et si l'on considére la norme

d 1
Il =( 3 |a,-|2)2
i=0
<2l

si m est la différence de deux racines de f alors |m| < lad

Pour déterminer une autre borne nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1V.4

Soit A une matrice carrée d'ordre n a coefficients dans C. Le spectre de A

est dans la réunion des disques Di = {z e C: |z - aiil < Ay} ou les ajj sont les

éléments de A et Aj =Y Jajj|. Nous avons donc, si m est la différence entiére de
J#

deux valeurs propres de A, Im| <2A + M, on A =max;_,
max; ;.. f/aii - ajjf}.

JdA) et M =

.....

On a donc une méthode qui permet de déterminer une liste L d'entiers qui sont
susceptibles d'€tre différences de deux valeurs propres de notre matrice.

Remarque 1V.2

Soient A} et A3 deux valeurs propres d'une matrice carrée d'ordre n ayant pour
polynéme caractéristique P. Ona A1 - A2 =m e Z si et seulement si le pgcd de P(x)
et de P(x + m) a un degré supérieur ou égal 2 1. Soient A1 racine de Pi(x) et Ao
racine de Pa(x). Alors A1 -A2 =me Z si et seulement si le pged de Pi(x) et de
P2(x+m) a un degré supérieur ou égal 2 1.

On va donner le principe de la méthode qui a été mis au point avec I. Gil et qui
a €té implanté en MACSYMA [31], pour déterminer les différences entiéres de
valeurs propres sur une matrice de Jordan définie comme dans le Chapitre I.

On a vu (chapitre I) qu'il existe en général, plus de polynémes différents pour
déterminer les valeurs propres de la matrice que de polynémes distincts dans la
décomposition sans carré du polyndme associé au premier bloc de la forme de
Frobenius de cette matrice.
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On est donc amené 2 envisager deux cas selon que toutes les valeurs propres de
la matrice sont données par un ou plusieurs polynémes.

cas 1)

Si on a un seul polynéme P : soient A1, A2, ..., Ak les k racines différentes de P
et L la liste des entiers qui peuvent étre différence de deux A;.

Nous supposons que les entiers de L sont ordonnés de maniére décroissante.
Pour déterminer si le premier m € L est effectivement différence de deux A; il suffit
de former G = pgcd(P(x), P(x - m)). Si pour tous m dans L, le degré de G est nul
alors il n'y a pas de racines de P qui difféerent d'un entier.

Si degré(G) = r, alors il y a r couples de racines tels que la différence des
valeurs de chaque couple est m. Le difficulté est alors de déterminer quels sont ces r
couples parmi les racines de P. Pour résoudre ce probléme, on coupe P en deux

polynémes. Il est évident qu'il y a r racines de (%%2)' de la forme A - m avec G(A) =

0. Donc Py(x) = G (X)Pé?z +m) est un polynéme.

Il est clair que les racines de G(x+m), G(x) et P2(x) forment les k racines de
P(x). On peut donc dire que les r premiéres racines A1, A2, ..., Ar de P(x) sont les
racines de G(x+m), les r derniéres Ak-r+1, ..., Ak sont les racines de G(x) et les
autres sont racines de P2(x). Alors nous avons

Ai=Ak-i+1-m,i=1,..,r.
sans avoir calculé les valeurs de ces A.

Donc nous pouvons remplacer toutes les valeurs de Aj pouri=1, .., ren
utilisant les formules ci-dessus. Cela veut dire que I'on a enlevé les r premitres
valeurs propres dans la suite de notre calcul. Il nous reste 2 étudier les racines de
P1(x) = G(x) et P2(x) avec la liste L1 = L - {m}. Ce qui est traité dans le deuxidme
cas. Remarquons qu'ici les racines de G(x) ne different pas entre elles d'un entier
(m était le plus grand entier dans la liste).
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Exemple
Notons A1, A2, ..., Ag les différentes racines de

1.1 ' 9
P(x)=(x-1)(x-3) (x-3) (x-3) (x-5) (x-3)
Nous avons L = {4, 2}. Nous commengons par tester m = 4 et nous obtenons
9
GXx)=(x-5)(x- 5).

On coupe les racines de P(x) en trois groupe Aj, A2; A3,A4 et A5, Ag ot A1, A2 sont
les racines de G(x+4) = (x - 1) (x - %); A3,A4 sont les racines de P2(x) = (x - -;-) (x -
3); As et Ag sont les racines de Py(x) = G(x).

Nous avons en plus A1 = Ag - 4, A2 = A5 - 4, sans connaitre les valeurs de ces Aj.
Donc nous avons enlevé les valeurs propres A1, A2 en faisant ces évaluations. Il nous
reste a étudier les valeurs propres A3,A4 et As, Ag qui sont les racines de P; et P
respectivement. Ce qui est résolu plus tard.

cas 2)

Nous avons plusieurs polynémes Py, P2, ..., Pj dont les racines sont A11, 112,
s Mkps A21, A22, ...y A2k, et Aj1, Aj2, ..., Xjkj respectivement.

Nous commengons d'abord pour chaque polynéme P; (i =1, ..., j) les tests

comme dans 1). Donc nous pouvons supposer que ces opérations ont été faites et les
racines de chaque polynéme P;j (i = 1, ..., j) ne different pas entre elles d'un entier.

Nous commengons par construire la liste L des entiers décroissants qui peuvent
étre différences de racines de Pj et P;. Pour chaque m e L, nous avons 3 examiner

toutes les pairs de polyndmes P;j et Py (pour i #r). Il y a cette fois a calculer deux
pged : Gy = pged(Pi(x), Pr(x+m)) et G2 = pgcd(Pi(x), Pr(x-m)). Si tous ces deux
pgcd ont un degré nul, alors les racines de P; et Py ne différent pas entre elles d'un
entier.

Si degré(G1(x)) = s est positif, alors il y a s racines de P; qui sont (s racines de
Pr) - m. On peut décomposer P; et P; en quatre polynémes comme nous avons fait
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dans le cas 1) dont un peut étre enlevé. Cette opération signifie que l'on enléve un
certain nombre de valeurs propres qui peuvent étre exprimées comme des
différences entre valeurs propres et entiers positifs. Ceci peut étre continué jusqu'a
épuisement de L.

Exemple .
Continuons I'exemple précédent. Nous avons

G2(x) = pged(P1(x), P2(x-2)) =x - 5.

On regroupe les racines A3, A4 de P1(x) et As, Ag de P2(x) en quatre groupe : A3 =3

P
la racine de Ga(x+2) =x - 3; 7&4=%la racine de P(1) =T:(z,(:.22')' =X - % As=51a

P
racine de P(2) = Ga(x) =x - 5, et Ag = % la racine de P(3) = 612_ =X-

YV}

Nous avons A3 = A5 - 2 sans connaitre les valeurs de ces racines. Donc on peut
enlever la valeur propre A3. Il nous reste i étudier les valeurs propres qui sont
déterminées par les polynémes P(1), P(2), P3), Et il n'y a plus de racines de ces trois
polynémes qui différent d'entiers.

Remarque 1V.3

Dans notre réalisation les valeurs propres sont naturellement calculées si et
seulement si les polyndmes qui les déterminent sont de degré 1.

IV-2.2, Réduction au cas générique

Dans le cas général la méthode de Wasow que nous allons développer ici
consiste a chercher une transformation T(x) ) permettant de se ramener au "cas
générique”. Autrement dit, si I'on désigne par A(x), la matrice :

A)=T1AX)T-xT1T

les valeurs propres distinctes de K(O), ne different pas entre elles d'un entier. Le
processus est le suivant,
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Soient A1, A2, ..., Ap, un groupe de valeurs propres de Ag qui different entre
elles d'entiers. Les autres valeurs propres de Ag, bien que pouvant différer entre
elles d'un entier, ne peuvent différer de A, A2, ..., Ap d'un entier. Soit m; la
multiplicité algébrique de la valeur propre A; (i = 1, 2, ..., p). On suppose que Aj,
A2, ..., kp sont ordonnées de la maniére suivante :

Re(A1) 2Re(Ap)>...2 Re(?»p) ' (IV.2)
Ai- i1 =ki, (i=1,2,...,p - 1), ki entiers positifs (Iv.3)

Rappelons que la matrice Ag est déja sous forme de Jordan. On peut supposer
de plus que Ag est sous la forme suivante :

J
S
0

ou J1 est d'ordre mj et J; est d'ordre n - my. J; est la matrice diagonale par blocs
correspondant a la valeur propre A}. J2 est la matrice Ag = J 2 laquelle on enléve les
m] premiéres lignes et colonnes. J2 admet pour valeurs propres :

}»2, ceey }\'p, }Lp-f-l,..., )\,r.

On peut écrire 1a matrice A(x) = Ag + x N(x) ol N(x)=A1 +x A2 + .... Soit
To(x) la matrice définie par

X Iy,
To(x) = I
n-my

AD) =Tg ATo-x Te' Ty

Notons

Nous avons
AVX) = Ag+x Tg' N(x) To - x T¢' T av.4)

Si 1'on écrit N(x) sous la forme :

N(x)=[ Nu leJ

Na; Np,
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ol N1 est d'ordre mj, N22 est d'ordre n - mj.

En effectuant les produits des matrices dans (IV.4), nous trouvons :

J1-Im; Nn2
J2

AP -

Les valeurs propres de Af,l) sont :
)\,] - 1, }\,2, ey XP, }\-p-'-],..., ;\.r.

Chacune de ces valeurs propres admet la méme multiplicité algébrique
qu'initialement.

Puisque la matrice Ag) n'est plus sous forme de Jordan, 1'étape suivante est de

ramener la matrice Ag) sous forme de Jordan ce qui est le but du paragraphe
suivant. '

En faisant l]a méme manipulation k; fois, les valeurs propres de 1a matrice Af,kl)

deviennent :
A1 -k1=2A2, A2, ..., Ap, Ap+1,e..s Ar.

On peut ainsi se ramener au cas générique en ramenant toutes les valeurs
propres, qui ont des différences entitres, 2 étre égales. L'algorithme s'arréte au
bout de k =kj + k3 + ... + kp pas.

IV-3. LE CALCUL DE LA FORME DE JORDAN DE A§{’ ET A%?
1V-3.1. Le calcul de la forme de Jordan de Aél)

La matrice Ag) est, apres la transformation du paragraphe précédent, sous la
forme triangulaire :

AD _ t-Tm Niz
0 J2
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ou la matrice N12 est une matrice d'ordre mix(n - mj) dont tous les coefficients
sont probablement fonctions des valeurs propres de la matrice Ag, A1, A2, ..., Ap,
Ap+1,..., Ar. Puisque au début de la premiére étape, nous avons calculé la forme de

Jordan en gardant les valeurs propres comme nombres algébriques, i.e. comme
racines des polynoémes. Le calcul de la forme de Jordan par l'algorithme du

chapitre I sera trop cofiteux. Cependant la matrice Ag) est sous forme trés

particuliere et 1'algorithme pour trouver la forme de Jordan de Ag) devrait étre
plus simple que I'algorithme présenté dans le chapitre I qui est valable pour des
matrices de forme générale a coefficients constants ou fonctions holomorphes dans

un voisinage de l'origine de C.

Nous cherchons une matrice P de la forme

( Im, P 1
P=
0 In-ml

ou la matrice P est a déterminer de facon que P'lAg)P = diag(J1 - Im;» J2). Il est
clair que

Ji Np+PJ;-J,P
P'IAP=(l 12+ P2 11)

0 J2

Donc nous devons choisir P telle que J1 P; - P; J2 = - Nj2. La matrice Py peut
€tre construite par la méme méthode que celle indiquée dans la remarque IV.1.

1V-3.2. Calcul de la forme de Jordan de Ao(k‘)

Nous discutons dans ce paragraphe le calcul de 1a forme de Jordan de A(()k ¥ qui
est (notations indépendantes des précédentes) :

o (NN,
AXD =] 1y N;
I3

ou J1 et J2 ont la méme valeur propre mais Jj et J3 n'ont pas de valeur propre
commune, J1, J2 et J3 sont sous forme de Jordan.
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Remarquons que les coefficients de N, N2 et N3 peuvent étre des fonctions

rationnelles des valeurs propres de Ag. Si nous utilisons I'algorithme de chapitre I

pour le calcul de la forme de Jordan de Ag“), nous aurons besoin de travailler dans

le corps Q(A4, ..., Ap), ot Ay, ..., Ap sont les valeurs propres distinctes de Ag. Pour
minimiser le nombre de calculs dans ce corps, nous proposons un algorithme
simple pour le calcul de la forme de Jordan de cette matrice qui est triangulaire
supérieure.

Les transformations €lémentaires Pjj, Mj(a), Cij(a) et Ljj(a) sont définies dans le
chapitre I mais a peut appartenir au corps Q(A4, ..., Ap). L'algorithme que nous
proposons est basé sur ces transformations élémentaires.

Nous supposons que les ordres de Jj et J sont nj et ny respectivement. Notons
B= (J' JN;) Pour trouver la forme de Jordan de A((,k‘), on calcule d'abord la forme

de Jordan de B. On commence les opérations par la ligne i = 1.

Tant que i< nj + ny faire
si Bji+1 #0 alors
Mi(Bi,i+1) et annuler les autres coefficients Bj jpourj>i+1,
aller a la ligne i := i+1;
sinon
rechercher le premier coefficient non nul entre les éléments Bj,i+1,

Bji+2, ...s Bjn1+n2-1; j = i+2, ..., n1 + n2;
si ce coefficient non nul existe, notons iy, j1 la ligne et la colonne qui lui
correspond.
alors
M, (Biy j,);
annuler les coefficients non nuls de Bil,j G=1i1+1, ..., j1 - 1);
annuler les coefficients non nuls de Bj,j1 (j=11+1,...,n1 + ny);
si i1 =ialors l'opération Pi4+j et alleralalignei:=i+ 1; '
sinon si i1 #1i+ 1 alors
Pi+1,i,5 pour que la ligne i se trouve sur la ligne i+1
ip:=i+1.
si j1 #i1+1 alors
STRIESE
j1 =11+l
fin
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Nous obtenons aprés ces opérations une matrice de la forme suivante (avec
notations indépendantes des précédentes) :

J 0b

C=0 A a
0 0 G

ou C; est une matrice carrée triangulaire supérieure dont les coefficients sur la
diagonale sont A, a est un vecteur d'ordre égal a l'ordre de la matrice Cy,a = (0, 1,

0, ..., 0), b est une matrice d'ordre convenable nulle sauf sur la derniére li gne dont
le premier élément est nul et J est une matrice sous forme de Jordan dont la valeur
propre est A. La ligne (0, 1, a) est 1a (i+1)-ieme.

Nous cherchons le premier élément non nul entre les éléments :

Ji-1,i, Ji-2,i-1, -, 31,2

Si cet €lément existe, nous notons j2 la colonne a laquelle il appartient. C'est 2 dire
que la matrice C est de la forme suivante (notations indépendantes des précédentes):

[ Jl 7
Ce J, 0 b
A a

i Cy

ol la matrice J; est d'ordre j et J3 est une matrice sous forme de Jordan ayant un
seul bloc.

Nous cherchons ensuite le premier élément non nul entre les composants de b.
Si b = 0, nous continuons 1'algorithme ci-dessus pour la ligne i := i+ 1. Sinon cet
€lément existe, nous notons iy la colonne qui lui correspond dans la matrice C. Nous

appliquons l'algorithme suivant :
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début
Mi(B;,i,);
si_j2 =ialors Pis+1,i, Pi+1,i+2;
sinon
annuler les coefficients Bj,izs pourj =i+l, ..., i2 -1;
Pit+1,ip
pour j=1i2jusqu'a i+ 3 faire Pj;j-1;
annuler successivement les coefficients
Bis-itr,rs Big-itr-1,0 «os Bj2+1,r; pourr =i, i-1, ..., jo+l
aller a la ligne i+1(i « i+1);

fin

Nous obtenons, avant d'effectuer les mémes opérations pour la ligne i + 1, une
matrice de la forme suivante :
J o
0 G

ol la matrice J est une matrice d'ordre i sous forme de Jordan, C; est une matrice
d'ordre n - i, triangulaire supérieure.

Continuant I'algorithme jusqu'a la ligne i = n1 + n2 - 1, nous obtenons la forme

de Jordan Jo de la matrice B. Maintenant la matrice Ag(‘) devient une matrice de la
Jo Ny . :

forme : ( 0 13) ou Jo est la forme de Jordan de B, N est une matrice d'ordre

convenable. Jg et J3 n'ont pas de valeur propre commune. Cette matrice est de la

méme forme que Ag). Donc en appliquant la méme méthode que pour AP, on

trouve la matrice de Jordan de A((,k‘).

IV-4, UN EXEMPLE TRAITE PAR CET ALGORITHME

Nous considérons un syst¢me d'ordre 4 suivant :

X %= AX)y (IV.5)
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ol A(x) est la matrice suivante :

" 2x24x+2 x2+2 -x-7 x2+5 ]
2 2
x2-1 %—+ ’-(2-+1 x242 2—):;— %—-5
A(x) = |
2x2+x+1  -x2-2x+1 x2-2 2x2+x
L x2 1-x 2x2+x+1 3-x N

La matrice de téte Ag est donc,

2 2 -7 57
-1 1 2 -5
Ap=
1 1 -2 0
.0 1 1 34

Le calcul de solutions formelles du syst¢me (IV.5) commence par le calcul de
la forme de Jordan. En utilisant 1'algorithme du chapitre I, nous obtenons une
matrice de passage (pasjor) qui transforme Ag 2 la matrice J suivante :

[lam 0 0 0 ]
[ L1 ]
[ ]
[ 0 Ilam 0 0 ]
[ 1,2 ]
[ ]
[ 0 0 lam 0 ]
[ 1,3 ]
[ ]
[ 0 0 0 lam ]
[ ]

—
PN

ol laml’l, laml,z, lam1,3, laml,4 sont les racines simples du polynéme

P=w4-2w3+5w2-4w+ 15.

Nous donnons i titre d'exemple une colonne de la matrice de passage (pasjor) :
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( 3 2 ]
[ 43 lam - 147 lam +179 lam -120]
[ 1,1 1,1 1,1 ]
[ --memmmmmmm e ]
[ 330 ]
[ ]
[ 3 2 ]
[ 6lam -19]lam  +3lam -15 ]
[ 1,1 1,1 1,1 ]
[ - -mmmmmmmm oo ]
[ 110 ]
| ]
[ 3 2 ]
[ 13]lam  -27lam +29lam +60 ]
( 1,1 1,1 1,1 ]
[ e ]
[ 330 ]
[ ]
[ 3 2 ]
[ 4lam + 9 lam + 17 lam +15 ]
[ 1,1 1,1 1,1 ]
[ - mmmmmmmmm oo ]
( 330 ]

L'étape suivante de l'algorithme est le calcul d'une liste d'entiers susceptibles
d'étre différences entieres de racines de P. Nous obtenons que la liste est {2}. Et
ensuite nous calculons le pged de polyndme P et P(w-2) et nous obtenons

P
P1=G=w23w+5,P = G(w) g?w+2)

= 1.

Les valeurs propres lam, ,, lam, , sont racines simples de G(w+2) et les autres
laml 3 lam1 4 sont racines simples de P1(w). Nous avons en plus

laml,1 = lam1,3 -2;
lam1,2 = laml’4 - 2.

Donc J = diag(lam1 3" 2, lam1 4-2, lam, 3 lam, 4) est 1a matrice de Jordan
de Ap. Ainsi nous pouvons faire les mémes évaluations pour les matrices pasjor et
les A( ) (1 £i<m = 2) obtenues.
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En faisant plusieurs permutations, nous transformons la matrice J en la matrice

diag(lam, 4, lam, 4 - 2, laml,3 - 2, lam 3).

L'étape suivante est la réduction du paragraphe IV-2.2. Aprés la premiére
P4 M . A 1
réduction nous trouvons la nouvelle matrice de téte Ag) :

[lam -1 o B Y ]

[ 1,4 ]

[ ]

[ O lam -2 0 0 ]

[ 1,4 ]

| ]

[ O 0 lam -2 0 ]

| 1,3 ]

[ ]

[ O 0 0 lam ]

| 1,3 ]

ol

47laml’4- 10 (4 laml’3+ 16) lam 1.4 +19laml’3 +10
o=""2 B = 2 :

(6 lam1,3 + 24) lam 1.4 +53 laml‘3 +3
1= 66

Et nous calculons ensuite la forme de Jordan de Ag) qui est la suivante :

lam -1 0 0 0 ]
[ L4 ]
[ ]
[0 lam -2 0 0 ]
[ 1,4 ]
[ ]
[ O 0 lam -2 0 ]
[ 1,3 ]
[ ]
[ O 0 0 lam ]
[ 1,3]

La deuxiéme réduction conduit a la matrice de téte Af)z) de la forme suivante :
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[lam -2 o B Y ]
[ L4 ]
[ ]
[ O lam -2 0 0 ]
| 1,4 ]
[ ]
[ 0 0 lam -2 0 ]
| 1,3 ]
[ ]
[ O 0 0 lam ]
[ 1,3]

ou cette fois,

(5208 lam, 4+79011) lam, , +16069 lam, 3-169628
o= 2904 >

5 (51616 lam; ;+90733) lam; 4, +86531 lam 5 -328924
= 8712 ’

(126997 lam, 5 + 1471) lam | 4 - 6262 lam, 5 -255223
Y=- 26136 :

Donc d'apres I'algorithme du paragraphe IV-3, nous devons savoir si o est nul

ou pas. Ceci est un probléme non résolu en MACSYMA. DS implanté en REDUCE
et en SCRATCHPAD II, permet de résoudre ce probléme (Duval et Dicresenzo [25]
[27D).

Pour cet exemple, nous savons que o est différent de zéro Et nous obtenons la

matrice de Jordan de A qu1 est la suivante :

lam -2, 1 0 0 ]
[ 1.4 ]
| ]
[0 lam -2 0 0 1
[ 1,4 ]
[ ]
[ O 0 lam -2 0 ]
[ 1,3 ]
[ ]
[ O 0 0 lam ]
[ ]

)
W
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En continuant les mémes opérations pour les valeurs propres lam, 3 -2,
lam, 3, nous obtenons enfin un systéme dont la matrice de téte Jo est :

[lam -2, 1 0 0 ]
[ 1.4 ]
[ ]
{0 lam -2 0 0 ]
[ 1,4 ]
[ ]
[0 0 lam -2 I ]
[ 1,3 ]
[ ]
[ O 0 0 lam  -2]
[ ]

it
W

Nous sommes ramenés au cas générique. Nous obtenons ensuite un systéme de
solutions fondamentales approchées d'ordre 2 : S = (Qgp + Q1 x + Q2 x2) x30 o1 les

Qj sont des matrices d'ordre 4 dont les coefficients sont des fonctions rationnelles
de lam1 3, €t lam, 4

F'xlaml,3-2 xlam1,3-2 lOg(X) O O 7]
0 xlamy,3-2 0 0
xJ0 =
0 0 xlaml'4-2 xlam1'4-2 lOg(X)
L0 0 0 x1amy 4-2

Puisque ces deux valeurs propres sont racines simples du polynéme P = w2-
3w+5, nous obtenons que, aprés des simplifications, les coefficients de S sont
fonctions rationnelles d'une de ces valeur propre, lam; , par exemple. Nous

donnons un élément de S A titre d'exemple, qu'il se trouve 2 la page suivante en
raison de présentation.
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S[1, 1] =

x " 1M1.4°2 ((_ 8219000303519663212093440000 lam,

- 15761771579667122388910080000) x2 ™14 * 2 150(x)

+ x> 1214 ((6963733094969419264438272000 lam, ,

+ 6337512570290636934144000000) x>+ (10582984278374993152081920000

- 794569107162339741450240000 lam, 4) x

- 1014343541058306052915200000 lam , + 2637293206751595737579520000))
/2231555790328273316413440000 .
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Chapitre V

Solutions Formelles d'un Systéme Différentiel dans le Voisinage d'un
Point Singulier Irrégulier

V-1. INTRODUCTION

Nous avons étudié dans le chapitre IV le probleéme du calcul des solutions
formelles de systemes d'équations différentielles linéaires ordinaires homogenes
dans un voisinage d'un point singulier régulier. Ce chapitre continue a développer
l'algorithme pour calculer les solutions formelles de systémes d'équations
différentielles ordinaires linéaires dans un voisinage d'un point singulier irrégulier
de la forme suivante :

xh%=A(x)y (V.1

ol A(x) est une matrice d'ordre n que nous écrivons A(x) = Ag + xA] + x2A> ... et
h > 1 est un entier (x = 0 est le point singulier).

Il est bien connu qu'un tel systéme peut étre réduit A une équation différentielle
linéaire d'ordre n par la méthode du vecteur cyclique [21]. Les coefficients de
I'€équation ainsi construite sont longs et difficiles a manipuler. Donc il est
souhaitable de chercher des algorithmes directs. Hilali [34] a étudié un algorithme
en utilisant le polygone de Newton comme dans le cas d'une équation scalaire
d'ordre n [62]. On sait que h > 1 ne représente pas forcément une singularité
irréguliere. L'algorithme de Hilali nécessite de réduire le systeme (V.1) a un
systeme sous forme super-irréductible [34], i.e. avec un h minimun. Nous allons
appliquer l'algorithme de Turrittin-Wasow (que nous avons étudié dans le chapitre
III) pour le calcul des solutions formelles sans utiliser le polygone de Newton.

Cet algorithme consiste a réduire le systéme (V.1) en plusieurs systémes
séparés, chacun étant :

-> soit une équation scalaire d'ordre 1;
-> soit un systeéme sous forme (V.1) avec h=1, ol x = 0 est un point singulier
régulier.
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Dans le premier cas les solutions formelles peuvent étre déterminées
facilement. Pour le second cas l'algorithme étudié dans le chapitre IV et implanté en
MACSYMA peut étre utilisé.

En utilisant l'algorithme présenté dans le chapitre I, nous pouvons supposer
que la matrice Ag est réduite a sa forme de Jordan, i.e.

Ao = diag(J1, J2, ..., Ip), (V.2)

ou Jj (i =1, ..., p) est un bloc de Jordan d'ordre nj, possédant une unique valeur
propre, Jj et Jj (i # j) n'ayant pas de valeurs propres communes.

En utilisant I'algorithme de bloc diagonalisation que nous avons étudié dans les
chapitre II et III, nous pouvons supposer que la matrice de téte du systéme -
considéré a une unique valeur propre.

Dans ce chapitre nous allons appliquer l'algorithme de Turrittin-Wasow étudié
dans le chapitre III (pour la résolution formelle d'un systéme d'équations
différentielles ordinaires dépendant d'un paramétre) sur le systéme (V.1).

Ce chapitre et le chapitre IV constituent donc une étude compléte du calcul des
solutions formelles du systéme différentiel de la forme (1) avec h > 1 dans un
voisinage de l'origine sans avoir a connaitre la nature (réguli¢re ou irréguliére) de
la singularité du systéme a l'origine.

V-2. FORME DE ARNOLD-WASOW DE SYSTEMES DIFFE-
RENTIELS DU TYPE (V.1)

D'apres le paragraphe précédent, on peut supposer que la matrice de téte du
systéme

d
xh==A@)y (V.3)

Ao(x) a une unique valeur propre A.

Une simplification élémentaire et importante consiste 2 effectuer la
transformation suivante :
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'hle’h+l '
y=et z (V.4)

Le seul changement dans le syst¢me (V.3) occasioné par cette substitution conduit a
remplacer Ag par la matrice Ag - A I. Cette matrice a zéro comme valeur propre

unique, elle est donc nilpotente.

La transformation suivante, pour simplifier le systeme (V.3), est de réduire le
systéme a un systéme qui est sous forme de Amold-Wasow. Cette transformation
est la méme que pour des systemes différentiels dépendant d'un paramétre. On peut
démontrer le théoréme suivant ou l'entier d et les matrices I'j sont définis dans le

chapitre 1I.

Théoréme V.1 :
Par une transformation non singuliére y = (Pp + xP; + ..)zou Py =1, le
systéme (V.3) est transformé en un systéme de la forme suivante :

p4z ~[d
xh = Ao+'_§1 g}pjl‘j rtz (V.5)
qui est appelé la forme de Arnold-Wasow du systéme (V.3).

Les transformations élémentaires définies dans le chapitre II pour des systeémes
différentiels peuvent étre modifiées en vue du calcul de la forme de Amold (V.5)

du systeme (V.3). Ici, I'idée est de travailler sur la matrice non commutative

d R .
xha-l - A(x). Les définitions sont les suivantes :

Définitions
Une transformation élémentaire de type holomorphiquement semblable (ou
simplement h-semblable) est une des transformations suivantes :

Mij(a(x)) (pour des fonctions a(x) satisfaisant a(0) # 0) :
multiplier la i-iéme ligne par a, et la i-iéme colonne par 1/a, puis ajouter au

- : e : a'(x
coefficient qui est en position (i, i) la fonction xh—(‘—z.

a(x)
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Lij(a(x)) :
remplacer la i-i¢éme ligne par la somme de la i-i¢me ligne et la j-iéme
multipliée par a(x), puis la j-i¢me colonne par la différence de la j-itme
colonne et la i-ieme multipliée par a(x), puis ajouter au coefficient qui est en
position (i, j) la fonction xha'(x).

Cija(x)) : .
remplacer la i-itme colonne par la somme de la i-ieme colonne et la j-i¢me
colonne multipliée par a(x), puis la j-i¢me ligne par la différence de la j-ieéme
ligne et la i-ieme multipliée par a(x), puis ajouter au coefficient qui est en
position (j, i) 1a fonction - xha'(x).

En remplagant ces opérations dans l'algorithme du chapitre II, il est clair que
nous construisons un systeme sous la forme (V.5).

Donc, on peut supposer que la transformation dans le théoréme 2 est déja
effectuée. C'est a dire que I'on peut supposer sans perte de généralité, le systéme
(V.3) sous forme de Arnold-Wasow (V.5).

Exemple
Considérons le syst¢me différentiel

0 1 2x2 x

gX_O-x.IO
x257=l 0 0 x 10

x4+x3 -x2 x54+x4+x 0

La matrice de téte a été transformée en sa forme de Jordan et elle a une unique
valeur propre qui est zéro. La transformation suivante est de réduire ce systéme 2
sa forme de Arnold-Wasow. D'apreés l'algorithme précédent, nous obtenons une
matrice de transformation y = T(x) z avec

'

>
N
'

>

T(x) =

OO -
O M =
OO
e N e N

telle que le systeme différentiel considéré soit transformé en le systéme suivant :
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0
0
0

0
0
l Z.
0

10
01
00
x4+x3 0 x
L'étape suivante est d'effectuer une transformation de shearing qui est étudiée dans
le paragraphe suivant.
V-3. LA PREMIERE TRANSFORMATION DE SHEARING
Maintenant le syst¢tme (V.5) sera transformé par y = T(x) z avec :

T(x) = diag(1, x%, ..., x(n-H) (V.6)

ou l'exposant a est 2 déterminer. Aprés division par x® le systéme transformé

devient
dz mp d
xh-a a—x—z {AO - xh-a'lH + r; ng pjrrjxl'-(l“f'uj-\)j)a] Z (V.7)

ou

-0 -

a
H=
_ (n-Da_

et les pj et vj sont les numéros de la ligne et colonne du coefficient non nul de T
respectivement. Ici la formule suivante est utilisée : T-1(x)AgT(x) = x®A.

Considérons maintenant I'ensemble ¥ des nombres rationnels positifs de la

forme r=1,2,..,j=1,2, .., d pour lesquels le facteur pjr dans (V.7)

1+p-v5
n'est pas nul.

Deux cas différents sont a considérer :

€as Q) : les éléments de I n'appartiennent pas 2 l'intervalle (0, h-1), i.e. tous les
éléments de X sont supérieurs ou égaux a h-1.
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Dans ce cas, prenons & = h - 1. Le syst¢me transformé (V.7) avec oo =h - 1
devient

dz 2 d 14+1L:-0:
X -d-;= {-H+ Ag+ lgl jz'lpjrrjxr-( ‘Hlj‘uj)(h'l)}z (V8)

Alors le membre a droite de (V.8) ne contient pas de puissances négatives de x. En
effet, si on avait r - (1 + p; - vj)(h-1) < 0 pour un terme dans (V.7), alors on aurait 0

r . -
<———< h-1, contrairement & notre supposition.
1+pj-v;

Donc le point x = 0 est un point singulier régulier pour le syst¢me différentiel
(V.8) . Un systeme fondamental de solutions formelles peut étre obtenu par
l'algorithme étudié dans le chapitre précédent.

Casb) : ¥ contient des nombres dans (0, h - 1).

.. r , 1 .
Toutes les valeurs positives de ——ne dépassent pas T donc Y, posséde un
14+-vj n+

minimum. Choisissons ce minimum pour valeur de o dans (V.7). Les termes dans

le membre 2 droite n'ont pas de puissances négatives de x, mais au moins un terme
contient x avec un exposant nul. Ici, évidemment o peut étre rationnel, notons

a =‘3 (p, q sont premiers entre eux et positifs). (V.9)

La substitution
x=x1a (V.10)

conduit alors a un probléme n'ayant que des puissances entieres de X. Si les termes

sont réordonnés d'apres les puissances de X, la nouvelle matrice de téte de X aura
maintenant de nouveaux coefficients non nuls. Ces coefficients supplémentaires se
trouvent tous sur ou au dessous du terme diagonal, puisque au dessus du terme
diagonal

r-(1+pj-vj)a>0.
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En général, l1a nouvelle matrice de téte aura deux valeurs propres distinctes. La
méthode de bloc diagonalisation du chapitre II et III peut étre utilisée et le probleme
sera décomposé en deux ou plusieurs problémes d'ordre inférieur.

Si la nouvelle matrice de téte a toujours une unique valeur propre, la
convergence de cet algorithme peut étre obtenue par la méme méthode que celle du
paragraphe III-3.2 du chapitre III.

Remarque

Les éléments de la nouvelle matrice de téte peuvent étre des fonctions
rationnelles des valeurs propres de Ag(x) dans (V.1) qui sont connues que comme
racines de polyndmes (chapitre I). Alors nous avons a calculer la forme de Jordan
d'une matrice a coefficients dans le corps des nombres algébriques. Pour cela il faut
déterminer si une expression polynomiale en les valeurs propres est nulle ou pas, ce
qui est un probleéme ouvert en MACSYMA. Nous signalons que les méthodes de D5
[25] [27] peuvent étre utilisées (D5 est implanté en REDUCE et en SCRATCHPAD
II).

Exemple
Pour I'exemple précédent, nous effectuons une transformation de shearing

z = diag(1, x@, x20, x30) w

et nous obtenons le systeme différentiel suivant :

0 1 o o) (0
dw 0 0 1 O a
xz'a'a—x—z 0 0 O 11- 20 xl-a W.
x4-4a+x3-4a 0 xl-2a 0 3o

Donc, nous prendrons pour o le minimum de {1, %— 13 }, ie. a = 15 . Apres la

substitution x = t2, on a le systéme différentiel suivant ;

0 200
,dw | 0 220
&=l 0o o022 W

2t442t20 2 -3¢
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La matrice de téte de ce systéme est :

0200
. loo2o0
A0=[g 00 2
0020

qui a une valeur propre de multiplicité 2 et deux valeurs propres simples +2. Donc
I'étape suivante est de diagonaliser ce systéme par bloc en trois systémes séparés
dont un est d'ordre 2 et deux sont d'ordre 1.

Pour les équations scalaires, les solutions formelles peuvent étre calculées
facilement. Et pour le syst¢tme d'ordre 2, on recommence l'algorithme pour le
réduire soit & un syst¢me dont h = 1 soit & une équation scalaire. Et dans tous les cas,
les solutions formelles peuvent aussi étre construites.
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Abstract

The work presented in this thesis is an algorithmic work on the asymptotic
solutions of systems of linear ordinary differential equations depending or not on
a small parameter.

We have proven the convergence of an algorithm and developed a program in
Macsyma for computing the normal forms of Frobenius and Jordan of
holomorphic matrices under certain hypothesis. We have proposed an algorithm
for computing the Amold's form of matrices depending on parameters and the
Armold-Wasow's form of differential systems depending or not on a small
parameter. Using these algorithms, the algorithm of Turrittin-Wasow is adapted
to symbolic computation for computing the asymptotic solutions of differential
systems depending on a small parameter.

We have studied and implemented in Macsyma an algorithm for computing
the asymptotic solutions of systems of linear ordinary differential equations in a
neighborhood of a regular singular point. We have applied the algorithm of
Turrittin-Wasow studied in the chapter III to the computation of the formal
solutions of differential systems in a neighborhood of an irregular singular point.

Key words: Symbolic computation, differential system, asymptotic solution,
holomorphic matrix, Jordan's form, Arnold's Form, shearing transformation,
regular and irregular singular point.






Résumé

Le travail présenté dans cette thése est un travail algorithmique portant sur le
calcul de solutions formelles de systémes d'équations différentielles linéaires
ordinaires dépendant ou pas d'un paramétre.

Nous avons démontré la convergence d'un algorithme et développé un
programme en Macsyma pour le calcul de la forme de Jordan de matrices
holomorphes sous I'hypothése 1.1. Nous avons aussi développé un algorithme et un
programme en Macsym pour le calcul de la forme de Amold de matrices dépendant
de paramétres et la forme de Amold-Wasow de systémes différentiels dépendant ou
pas d'un parametre. Gréce a ces algorithmes, 1'algorithme de Turrittin-Wasow est
adapté au calcul formel pour trouver les solutions formelles de systemes
différentiels dépendant d'un parameétre.

Nous avons €tudié un algorithme et développé un programme en Macsyma
pour le calcul de solutions formelles de systémes d'équations différentielles
lin€aires ordinaires dans un voisinage du point singulier régulier. Nous avons aussi
appliqué I'algorithme de Turrittin-Wasow étudié dans le chapitre III au calcul des
solutions formelles de systémes différentiels dans un voisinage du point singulier
irrégulier.

Mots clés : Calcul formel, systeme différentiel, solution formelle, matrice
holomorphe, forme de Jordan, forme de Amold, transformation de shearing, point
singulier régulier et irrégulier.
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Résumé

Le travail présenté dans cette thése est un travail algorithmique portant sur le
calcul de solutions formelles de systémes d'équations différentielles linéaires
ordinaires dépendant ou pas d'un paramétre.

Nous avons démontré la convergence d'un algorithme et développé un
programme en Macsyma pour le calcul de la forme de Jordan de matrices
holomorphes sous I'hypothese I1.1. Nous avons aussi développé un algorithme et un
programme en Macsym pour le calcul de la forme de Amold de matrices dépendant
de parametres et la forme de Amold-Wasow de systemes différentiels dépendant ou
pas d'un parametre. Grice a ces algorithmes, l'algorithme de Turrittin-Wasow est
adapté au calcul formel pour trouver les solutions formelles de systémes
différentiels dépendant d'un paramétre.

Nous avons étudié un algorithme et développé un programme en Macsyma
pour le calcul de solutions formelles de systémes d'équations différentielles
linéaires ordinaires dans un voisinage du point singulier régulier. Nous avons aussi
appliqué l'algorithme de Turrittin-Wasow étudié dans le chapitre III au calcul des
solutions formelles de syst¢mes différentiels dans un voisinage du point singulier
irrégulier.

Mots clés : Calcul formel, systéme différentiel, solution formelle, matrice
holomorphe, forme de Jordan, forme de Arnold, transformation de shearing, point
singulier régulier et irrégulier.
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